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INTRODUCCION

A FINES DEL SIGLO PASADO, BURNSIDE YA MANEJABA EL CONCEPTO
DE GRUPO SUPERSOLUBLE, PERO NO ES SINO HASTA 1938 cuanpo 3
EL PROFESOR GUIDO ZAPPA, INDTRODUCE ESTE CONCEPTO EN SU -
TRABAJO SUI GRUPPI SUPERSOLUBILI 0 . EN ESTE TRABAJO -

ZAPPA DESPUES DE INTRODUCIR EL COHCEPTO DE GRUPO SUPERSOLU

BLE, DEMOSTRO ALGUNAS DE SUS PROPIEDADES ENTRE OTRAS, QUE
EL SUBRUPO CONMUTADOR DE UN GRUPO SUPERSOLUBLE ES NILPO--
TENTE ,

EN 1954 B, HUPPERT 7 , CARACTERIZA A LOS GRUPOS SUPERSO-
LUBLES DE LA SIGUIENTE MANERA: UN GRUPO FINITO G ES SUPER
SOLUBLE, SI Y SOLO SI. TODO SUBGRUPO MAXIMAL ES DE INDICE
PRIMO EN G,

EL OBJETIVO DE ESTE TRABAJO ES MOSTRAR ALGUNAS PROPIEDADES
ELEMENTALES DE LOS GRUFOS SUPERSOLUBLES; AST COMO DAR UNA -
DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE HUPPERT',. UTTLIZANDO EL CONCEP-
TO DE FORMACION DE GRUPOS, QUE AQUI TAMBIEN SE PRESENTA,
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I DEFINICIONES, EJEMSALOS Y PROPIEDADES BABIOCAS DE LOB GRUPOES SUPERSOLUBLES,

Definicion:

Uina serie G=A 3&{3."u3ﬁ),..
0 | .

s dice gue es noarmal si A os normal en O para toda L.
i
Detinicion:
Un grupo 6 es supersoluble si v solo i, tieng una serie
G = ADAD...2A = (1Y normal, tal gue A /A es cfclica.
i

Q 1 I qid

Ea inmediato de la definicion que todo grupo supersoluble es soluble.
Teorama:

Todo grupo supersoluble es finltamnente generado.

Demostracion:

Sea G = AJ3MD ...0A {1 uma cadena normal  tal que A /6 es clclico.

O 1 n _ i-1 i

o
&

- . . o, - W
Gea T A LRI I & 1/A 21 homomor+iamg canonico., Como A l/ﬁ es clclico,
i-1 i=3 i i~ i

s tiene que A R =L A Ay Con a & A .
i-1 i i~1 i -1 i1

Sea X & entonces &e tiene que:
1

esto implica gue # = & y cony €A por lo tanto A C a A
p-1, i i-1 i-1 i

con oa &€ A .
-1 i1
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Como A C A entonces <a A > C A por lo tanto A ={a A
i i-1 i-1 i i~1 i-1 i-1 i

Entonces G=A = <a ,A > y camo A = <a ,A », s tiene que:
0 o 1 1 i° 2

G=A = <a ,a ,A >,
o o 1 2

substituyendo a su vez A ,A ,...A nos queda G = 'f:ao,a\l,....a >
]

por lo tanto G es finitamente generado por a lo mas n+l elementos.




EJEMPLOS DE GRUPQOS SUPERSOLUBLES

1) Los grupos abelianos finitos.
2) los P grupos finitos.
3) B8 .

3

4) Todo grupo nilpotente finitamente generado.

Recordamos que un grupo finito G es nilpotente si y solo 81 G

@8 producto directo de sus subgrupos de Bylow.

8 es un ejemplo de grupo supersoluble no nilpotente ya que 83nc3 es
producto directo de sus subgrupos de Sylow.
81 consideramos la clase de los grupos finitos, se tienen las siguientes

contenciones:

P

Grupos Ciclicos < Grupos Abelianos ¢ Grupos nilpotentes € Grupos
Bupersolubles C Grupos Solubles,

Ademas los p-grupos ¢ nilpotentes.

.Z2 es un ciclico

.Zzuz2 es un abeliano no cfclico

.El grupo diedrico D de simetrias del cuadrado, es un 2-grupo,

por lo tanto es nilpotente y no abeliano

.8_( es supersoluble no nilpotente

-

84 es soluble y no supersoluble ‘
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS GRUPQS SUFERSOLUBLES.
Teoremas

81 6 es supersoluble vy K 4 6 entonces G/K es supersolublea.
Demostracions

es ciclico para toda i.

Bea G=AD...2A = {1) una serie normal donde A /A
’ 0 . i i+

n
ea M: 6 ~--> B/K, @1 homomorfismo canonico y sea 'ri ='IT<A1)

Consideremns la serie formada por las Tiz

T=G/F=T 23 T uwwe DT = {1}
0 i n

demostraremons ques

H T 47
i

2 T /T es ciclica,
i i+t

Demostracion:
‘V

1) T1 4T vya que Ti =1T(Ai) Yy 91 418, y T es sobre.

2) Fara demostrar que Ti/Ti+1 es ciclico,

X
tomamas TT A /A —==>T /7T

i+l i i+1

X
tal que T (a A y = (Ma T
i i i+1 i i+t

X
1”1 esta bien definida v es un epimorfismoy y como A1/A1+ies c{clico

.

entonces T /T ee 1, o es cfclico.
i i+3

Por lo tanto si en G/K‘=T€;)...:)T.=° {1} quitamos los T que se repiten,
n 8

1legamos a lo que queriamos demostrar,
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Teoremas

81 G es supersoluble y H es subgrupo de G, entonces H es8 supersoluble.

Demostracions

Sea G=Aé)...)ﬁ = {1} una serie normal tal gue Ai/Ai+ es cfclico.
n

S8ea H=(@G N H) 2 (H \'\Al) D (HAO AZ)D vee (H YL = {13,

|}

tomando H=G60 H v H=HNA,
0 i i

es inmediato que cada Hi @s normal en H, ademas:

H /H =(A M H)/(A M H= (A N HY/ (A M (A m H)»)
i i i+1 . i i i+1

i+ i+
como:
(A O\ H) /(A (A M H)) X2 (A (A N\ H))/A C A /A
i PPRATALN ~ el i+1 i i+t
que es ciclico, se tiene que Hi/Hi ) es ciclico
+
»
L-Q.Q.D.

Lemmas
S8ean A,B,C grupos tales que C 4 B, entonces AxR/AxC = R/C

Teorema

81 81 Y 52 gon grupos supersolubles, entonces Glxaz as supersoluble.

Demostracions

Beant
8 2 ADAD DA = (1)
1 Q ED 2 r

G v BARD...O0R = {1}
2 Q ;) = -

peries normales, tales que A /A y B /B son c{clicos.
i 1+l i i+t
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Congtruyamos la siguiente series

B xB =6 xBY2E xBYwvue G % {139 A {132 4w . D{1Iulld)
i 2 1 1 1 2 i i
Como A 4 B, v B 4 B, entonces A B 4 6 xG .
i J i 3 1 2
Por el Lemma anterior:

(B xB )/ (B uB ) ™~ B /B
1 3 1 3+ j it

Ax {1} /A w {(12LA /A
i i+1 i 1+

pal"é’\ tha j“"-"c)’ ignlcgeiml;

1=‘-0,-----,I""'1

que son ciclicos, por lo tanto: GIMBH es supersoluble.
ke
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'II LA FORMACION DE LOB GRUPQOS SURERSOLUBLES.
Definicion:
Una clage F de grupos finitos se llama una formacion sis

i) 6 F y 8 es imagen homomorfa de B, entonces GEF.

ii) N,N 4 G yv GB/N, G/NEF
1 2 i 2
entonces: G/(Nlr\ N2) € F

. . ’
convencion: La clase vacia se considera una formaci on.,

Ejemplos:

1.~ La clase A de todos los grupos abelianos finitos.

Prueba:

i) Es immediato que si 6 es abeliano, entonces G/N es abelianoc para

cual qui er subgrupo N.
il) Bean Ni,Nzi G tales que B/Nié_ Ay G/N2€. A

ge tiene que N ¢ G y B/N es abeliano si y solo si
G°C. N donde G' es el conmutadar de G. o
Por lo tanto G'(C Nl’ G* ¢ N2, entonces G"C Nf\N2 esto implica que
G/(le\ NZ‘) es abeliano
L.@.Q.D.
2.~ La cllasse R de grupos solubles es ura formacion.
o) Es conncido que la clase de grupos snlubles es cerrado bajo subgrupos,
bajo cocientes y bajo productos |
i) Be sigue de o)

1i) Sean m/Nl, G/N & R
o,




Debemos demostrar que B/(Nir\ N2> € R.
SBabemos qua N /(N OV N )N N /N ¢ G/N
1 1 2 12 2 2
Por lo tanto N /(N N N ) & R
i i 2
Ahora G/N L (G/7(N O\ N ))/(N /(NOIN )
1| 1 2 1 1 2
como G/N N/INMN)Ye R
Y 1 Y i 1 2

88 sigue que G/(Nln N2) c R

Lim. QUDI

3.~ La clase de los grupos supersolubles es una formacion,

4.~ La clase N de los grupos nilpotentes es una formacion.

En efecto, cualquier clase X que sea cerrada bajo subgrupos,

cocientes y productos directos es una formacion.

Es suficiente demostrar que si:

B/Nl' B/N2€ Xy entonces:
B/N OV N X
1 2‘5
Demostracions

Bea Y16 -———> c~)/N1 X B/N2 definido como ‘P(g) (gNl,gNz)g

\e s homomorfismo, ya que:s

-

W g') = ¢tgag” N ,gg” N)=(gN g N,gN g’ N)
i - i i 2 2

m (g Ni, a9 le)(g' N1 bg" N = Wi Pear.

Ker ¥ = (g e 6 | (g Nowg N = Ny N = Nlﬂ N,

Fag 9
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Por el primer teorema de isomorfismo, se tiene quet

G/in A\ N I=InY C G/N x G/N
1(\ 2 Y 1 2

por lo tanto G/Niﬂ N2<:_ X

Cono la clase de grupos supersolubles y la clase de grupos nilpotentes son
cerrados bajo subgrupos, cocientes y productos directos, entonces las

afirmaciones 3 y 4 son ciertas.

Todos los ejemplos de formaciones que hemos dado son clases cetradas bajo
subgrupos, cocientes y productos directos pero en el caso de grupos
abelianos y en el de los solubles, para mayor ilustracion preferimos probar
caso por caso que cada una cde ellas es una formacion. 5in embargo, existen

»

formaciones qQue no son cerradas bajo subgrupos.

5.- 8ea ne N y F(n) la clase de log grupos finitos cuyo exponente

dgivide a n~-1,

Entonces F(n) es una formacion.

En efecto:

a)e~ Fin) es cerrado bajo cocientes.

8l GE&FN) y N 46, entonces hay que damostrar quet

G/N& F(n),
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Bea gN &€ G/N, entonces:

n—1 n—1
(gN) = g N = aN ya que el exponente de G divide a n-1. Como el

orden de gN divide a n—1 para toda gN & G/N, esto implica que el exponente
de G/N divide a n-1 |
L.@.GQ.D.
b)-. F(n) es cerrado bajo subgrupos.
Es inmediato, ya que si H es subgrupo de G, entonces el exponente de H
divide al e)ponente de G que divide a su vez a n-1,

LIQIQIDI

c).- F(n) es cerrado bajo productos directos.

Eran Bi’ G”eFm), por demostrar que Giszé‘. Firn .

n—1 n—-1 n-4
Bea (M,y) & Gi}:Gﬂ, (%,y) = (X 'Y ) = (1,1)y

por lo tanto el orden de (x,y) divide a n-1 lo que implica,
aque el exponente de GixGE divide a n—1
L.Q.GQ.D.
&)~ A cada primo p se le asocia una formacion F(P),
la cual puede ser vacia.

Bira F la clase definida como sigues

G Fosl oy s0lo sl para cada factor principal H/K de B y cada
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'primo p que divide al orden de H/K implica que el grupo de
automorfismos inducidos por 6 en H/K pertenecen a F(P),

es decir a/cem/m & F(p)

F es una formacion vy se llama la formacion definida localmente

por las F(F‘)’s II.I..IIII.I.'Il.l.ll’l..III"I.I.I.....IEiJ

»
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EJEMPLOS:

1) Bi1 a cada primo p se le asocia F(P) = {1}, entonces F es la formacion
de los grupos finitos nilpotentes, en efecto si 6 F, entonces para cada
factor principal H/K de G y para todo primo p gue divide al orden de H/K se
tiene que

B/CG(H/K) = {1}, por lo tanto CG(H/K) = B, 1o que implica que G sea

nilpotente.

(Be recuerda gque un grupo finito es nilpotente si y solo si existe

»”

una cadena normal G = HO;') HI‘J...DH = {1} tal que EG,Hj 1IIC_ Hi)
r -

Inversamente, si 6 es nilpotente, es claro que CB(H/K) = G

para cada factor principal de G, por Io tanto G & F.

+ 2) 81 para cada primo p, F(p) es la formacion de los grupos abelianos .
finitos cuyo exponente divide a p—1, entonces la formacion F definida

localmente por las F(P)’s es la formacion de los grupos supersolubles.

Demostracion:
S8ea B un grupo supersoluble, y H/IK un factor principal de G, entonces el

orden de H/K es igual a p con p primo.

Por 1o tanto el orden de aut(H/E) es p-1 lo que implica que los
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automorfismos de H/K inducidos por G tendran un exponente que divide a p~1i,

por lo tanto pertenecen a F(P), &s decir
B/CB(H/K)G; F(P)

Inversamente sea B € F, por demostrar gue G es supersoluble.
Bea H/K un factor principal de Gy v p un primo que divida al orden de H/K,

81 demostramos que H/K es de orden p, se tendra que G es supersoluble

t
8ea S/K un p-subarupo de Sylow de H/K vy p el orden de $/K, entonces

B/CG(H/K>££ F(P) (por definicion de F), esto es G/CG(H/H)
es abeliano de exponente que divide a p~1 lo que implica que G/CB(H/K)
no tiene elementos de orden p, por lo tanto CB(H/M) contiena

a todos los p~elementos de G, por lo tanto
8 C,CG(H/K), esto imnplica que 8/KK ¢ Z{H/K)

Mo

de donde se sigue que S5/K 4 H/K y como es un p-subgrupo de Sylow, entonceé
8/K es caracteristico en H/K, pero H/K no puede tener subgrupos
caracteristicos propios porque es un factor principal, de donde se sigue

que!

_ t
V= H/K = §/K por lo tanto el orden de V es p .
Ahora bien V es caracteristicamente simple (es decir no tiene subgrupos
caracteristicos propios ) por lo tanto V es producto directo de grupos

gimples 1gomorfoB cevvenersvsavovesnwsvnsvwveannnnss L]
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pero como V es un p grupo, tales subgrupos deben ser isomorfos a Z
' P

t
lo que implica que V es abeliano elemental de orden p vy V resulta

un Z . espacio vectorial de dimension t.

P

8e tiene que G = B/CB(H/K) es isomorfo a un subgrupo de aut (H/K) = @L (V)

donde GL(V) es el grupo de las transformaciones lineales de V.

- p-1
Seacle B ¥y mix) el polinomio minimal de ol , comoel ~1 = 0O
- p-1 p~1
(por que GeF(p)) esto implica gue m(x)/x -1 y como ¥ -1

gse factoriza como producto de factores lineales distintos en Z Cxl,
p

esto implica que m(x) es tambien producto de factores lineales
distintos, por consiguiente of @5 diagonalizable. . viesswnwnsaa (5]
Como G es abeliano (porque B € F(p)), vy cada o| & 5 es giagonalizabla,
entonces 6 g diagonalizable simultaneamente.

Esto implica que dim V = 1 ya que de otra forma V seria suma directa

de subespacios de dimension 1, invariantes bajo G y V = H/K tendria

subespacios propios invariantes bajo 8, esto es H/K no seria principal. Con

esto se ha demostrado que la dim V = 1, es decir VI = |H/KI = p.

L.Q.@,D.
Definicion:
Una formacion se dice saturada, sl para todo grupo finito G

tal que G/¢(G) < F, esto inplica que G & F, donde }Z‘((ﬁ%) e ol suborapo de
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Frattini de 6 v es igual a la interseccion de todos losrsubgrupos maximal es
de G.

Ejemplos:

1) La formacion de grupos finitos, la de lﬁs gkupns solubles, la de los
nilpotentes, v la de los supersnlugleﬁ son ejenplos de fornaciones
saturadas, migntras que la formacion de los grupos finitos abelianos no es
saturada.

Proposicion(W. Gaschutz):

Las formaciones definidas localmente son saturadas.........[1]
Recientemente F. Schmid ...[&], demostro gque toda formacion saturada es
localmente definida y por lo tanto se tiene el siguiente:

Teorema:

Una formacion es saturada si y solo 81 es localmente definlda.

-
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I11.— TEOREMA DE HUFFERT PARA GRUFOS FINITOS SUPERSOLUBLES.

Teoremnas

8i B es supersoluble y finito, v M es un subgrupo maximal de G

entonces [G:M] = p, donde p es primo.

Demostracion:

Induccion sobre ri donde r es el numero de divisores primos de |G|,
(posiblemente iguales).
. 8i r = 1, la demostracion es trivial.
Supongamos que r > 1.
8ea P un subgrupo normal minimal de G, entonces IPI = p primo,

porque B es supersoluble.
Consideremos dos casos

a) PC M

Entonces M/P C GB/P, es maximal (por el teorema de la
correspondencia), entonces por hipotesis de induccion
p = [GB/F : M/PI = IG/PI/IM/PIl = 18|/iIM]l = [GiM]

con p primo.

L.G.0.D.

b) P ¢ M.

Entonces ™M ?'HP = 3 ya que M es mnaximal v P 4 B,
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CGsMI = [MPiM1 = IMPI/ZIM] = (IMILIPI/ZIMOY PLY/ZIMI

pero MM\ P C P &s un subgrupo, lo que implica que M N P = {1}
vya que (Pl =p vy P & M.
Por lo tanto [G:M] = (|MI.IPD)/IMI = IP| = p primo.

L.Q.Q.D.

Teorema:

Bea G un grupo supersoluble y sea p, un primo tal gue

p divide al orden de G, entonces existe M C G subgrupo

tal que [GB:M]1 = p.

Demostracions .

Como B es supersoluble, entonces B es soluble.
Sea 8 el p-complemento de Sylow de G, entonces el [(Bi18] = p
y s8a M un subgrupo maximal de 6 que contenga a 8, entonces:

t
[B18] = [B:MICM:8]1 lo que implica que [G:M] =p ,

donde se sigue que t = 1 por el teorema anterior y M resulta ser

el subgrupo buscado.

Teoraemar

En los grupos finltos supersolubles, es vdlido el inverso del
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teorema de Lagrange,es decir si 6 es finito supersoluble vy m es divisor del

orden de B yentonces existe un subgrupo H de B tal gque (HI = m.

Demostracions

Induccion sobre n, donde h @8 el orden de G.

m divide a n entonces n = mh, sea p primo tal que p divida a h, e tonces
n = mh’p. For el teorema anterior G tiene un subgrupo M tal que [GBiM] = p,
es decir IMi = mh’.
Por hipotesis de induccion M tiene un subgrubo H de ordemn m, por lo
tanto G tiene un subgrupo de orden m.
L.G.Q.D.

Tearema (F. Hall):

2 .
8ea G un grupo finito tal gque [GiIM] = p o p con p prime para todo

M subgrupo maximal de G, entonces G es soluble.
Demostracion:
Induccion sobre el orden de G.

Bea p &1 primo mayor que.divida al orden de G y sea 8 un p-~subgrupo

de Sylow dee B y N = Ng(S).

81 N = 6 entonces 8 4 6 yv 6/5 es soluble,por hipotesis de induccion.
Ahora., como 8§ es un p-grupo, 5 es soluble de aqul se sigue

que G es soluble.
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Supongamos que N % G.

8ea NCHC 6, H marimal como N = NB(S), se tiene que N=NH(S);
ahora [B:N] = 1 + K1 ps [Hi:NI = 1 + sz, (por el tercer Teorema de Bylow).

Ahora [GiHITH:N] = [B:Nl, por lo tanto (G:N] = 1 + kpy, pero como H es

2
maximal, se sigue que [G:H]l = go g , con g-primo. 51 [GiH] = q implica

que q divide al orden de G, entonces por hipotesis g < p pero g = { + kp
~
lo cual es absurdo, por lo tanto L[G:HI = q .

2 2
Ahora ¢ = 1 + kp, por lo tanto g - 1 = kp, es decir p/(g-1)(g+1l) lo gue
implica que p/(q~1) o p/(g+l) de donde se sigue que p/(q+l) ya que
q era menor gue p.

Ahora p $ g+l pero como g 1 p esto implica que g+l = p y esto solo es

posible si q = 2y p = 3.
b

a
Por 1o tanto el orden de G es de la forma 2 .35

y por el Teorema Burnside, B es soluble. ;
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Teorema de Huppert:

81 G @8 un grupo finito tal gue para todo subgrupo M maximal en G,

£G2M1 = p, con p primo,entonces G es supersoluble.
Demostracion:
Por induccion sobre el orden de G.

Por el Teorema anterior B8 es soluble. Sea N subgrupo normal minimal de G.
81 NC M para toda M subgrupo maximal de G, entonces Nc_¢(Gn 1o gue
implica que (G/@g(G)1 < 161 y por hipotesis de induccion G/¢(G) e
suparsoluble y como 1a clase de grupos supersolubles es saturada

™

uesto que es localmente definida se tendra gque B es supersoluble.
- f

Supongamos entonces que existe M subgrupo maximal de G tal que N & M, por
lo tanto G = NM ya gque M es maximal. Como N es normal minimal v G es

soluble, entonces N ®vs abeliano elemental.

Ahora M\ N ={l}por que NA M A4 M, NO M4 Ny B =MNresulta que

MO N4€GyYy como N es normal minimal se sigue que MO N = {1}
p o= (B:M] = IGI/7IML = [MNIZIME = CIMEINDY ZCEM OWNTEMD) = [N] ;

va que M es maximal.,
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Hemos demostrado que si N es subgrupo normal minimal de G y existe Un

subgrupo M maximal de G tal gue N &£ M entonces INI = p primo.

Sea M /N un subgrupo maximal de G/N, esto implica que ﬂi es maximal en G

por lo tanto EG/N:MI/NJ == EG:MIJ = p primo y por hipotesis de induccion
se tendra que G/N as supersoluble,

Sea G/N = AO/N o AI/N;)...DAn/N = {12/N una serie normal tal gue cada

factor sea de orden primo, entonces la serisa

G = AD;) A{:...:)An =N {1} es normal y cada factor tiene orden primo

lo que implica que 0 es supersoluble.
i P “ sup L.Q.Q.D.
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