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I N T R o o u e e I o N 

El presente trabajo est& basado en un articulo de M. Luis Puig, acerca de 
un Teorema de A 1 peri n. 

En el Capítu·ro I se dan los antecedentes necesarios para el desarrollo del 
tema, en el que trabajaremos sobre un grupo finito denotado por G . 

En el Capítulo II desarrollamos una técnica con flechas (elementos de la 
fonna (B,x,A) donde A y B son p-subgrupos de G, x E G y Ac:Bx) y dobles 

flechas (elementos de la fonna (B,x,ysA) donde A es p-subgrupo y B es -
Sp-grupo de G x,y sG y Ac:B\ AcBY); en este capítulo además de est~ 
b1ecer operaciones .Y relaciones con flechas y dobles flechus, se obtienen 

importante resultados, a·19unos de 'Jos cuah's son generalizados en el Capí 

tulo III a clases de equivah:ncia por medio de una oplicación (W) del -­

conjunto de p-subgrupos de G en el conjunto de subgrupos de G que sati~ 

face ciertas condiciones. Siendo de particular inter~s la aplicación (de­

notada por C) que asocia a cada subgrupo de G su centralizador en G 

Finalmente en el Capítulo IV se demuestra el siguiente teore~a que es debi 

do a Al peri n: 

Sean A y B dos subrupos de P donde P es un Sp-grupo de G y sup6nga~e que 

Ax = B entonces ex is ten e 1 ementos x.t de G y Sp-grupos Q,f_ de G para-

1 ~ ~ s n y un elemento y del NG(A} el cual satisface las siguientes condi 

e iones 

i) X= X1X2 ••• XnY 

ii) Pí'Qi es una intersección suave para 1 ~ ,¿ ~ n 

iii) x,t es un p-elemento del NG(PílQ,¿) para 1: ,¿ ~ n 

iv) Ac:. PrQ1 Axixz ... xi,<=PílQ.i'J1 para 1 s ~ ~ n -1 

'.. (.' .. ·. 



• 

Sp-grupo 
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Notación 

Subgrupo de Sylow 

orden de A 

normalizador de A en G 

centralizador de A.en G 

A es un subgrupo normal de G 



Capitulo I 

• 

Este capítulo consta de los elemen·tos necesarios para el d~ 

sarrolo del tema. El grupo G será consiáerado a lo largo -

de todo el trabajo como un grupo finito. 

Proposición 1.1 

Sea P un Sp-grupo de G y A un p-sub9rupo ··de G entonces 

Teorema 1.1 (Sylow) 

Si G es de orden n = pms donde pfs y p es un número primo, 

entonces G contiene subgru~os de ordenes pi , 9ara i = 1, .•. m 

y cada subgrupo de orden pi , i = 1, ... m-1 es un subgrupo nor-
i+l mal de al menos un subgrupo de orden p 

Teorema 1.2 (Sylow} 

En un grupo finito G los Sp-grupos son conjugados. 

Teorema l.3 (sylow) 

El número de p-subgrupos de Sylow de un grupo finito G es de 

la forma 1 + kp y es un divisor del orden de G. 

Definición 1.1 

Si P y J son Sp-grupos de G decimos que Pn ~ es una intersec-

ci6n suave si: Np (PO Q) y NQ (Pn Q) son sp-grupos del :h (I1 0 J). 

1· 
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Definici6n 1.2 

Sea p un Sp-grupo de G si Q,R son Sp-grupos de G, de­

R está relacionado con Q, respecto a P, si exis-cimas que 

ten Q. Sp-grupos de G, con i~ n tales que: 

a) P n Q -
] 

es una intersección suave para 

que 

e ) P O E c::_p_f]_QJ y 

para 

X1X2•••Xfc:Píl Q1'+1 (P Q R} 

Siempre 011e esto suceda escribimos R"" PQ 

' 

" 

/ 
Í 

/ 
/ 

/ 

/ 

2 

i~ n 

1 ~ 1 ~ n 

¡ 
! 

tales 



Capitulo II 

• 
Definici6n 2 .1 

Sean A,~_E-subgruEos de G, x,y elementos de G; la triada 

(B,x,A) es una flecha (de G) si Ac Bx, la t€trada (B,x,y,A) 

es una doble flecha (de G) si Ac Bx y Ac:: By • Cuando es­

to suceda diremos que A es la fuente, B el blanco ;-~ 
~ongitud de la flecha o de la doble flE::ha. 

Denotaremos por F al conjunto de flechas de G, por V al -

~onjunto de dobles flechas de G donde el blanco (B) es un 

Sp-grupo de G y por T al conjunto de elementos (B,x,y,A) de V 

tales . ~ue yx-1 nc.cmaliza a B. 

En la siguiente definición estableceremos algunas operaciones 

entre 1 s elementos de los conjuntos de flechas y dobles f le­

chas qL~ denotaremos por P, S y L. 

Definiq:i6n 2.2 

Si (B,x,A) y (C,y,B) son elementos de F se tiene 

P: (C,y,B) (B,·x,A) == {C,yx,A) 

Si (B,x,y,A) y (B,y,z,A) son elementos de V se tiene 

S: (B,x,y,A) + (B,y,z,A) = (B,x,z,A) 

Si (B,x,A}, (D,u,C) son elementos de F y (C,y,z,B) es elemento ~ 

de V* 1se tiene 

L: (O,u,C) (C,y,z,B) -- (D,uy,uz,B) 

(C,y,.z,B) (B,x,A) -- (C,yx,zx,A) 

Los segundos miembros de estas igualdades pertenecen respectiva­

mente a F, V, V~ Se puede verificar facilmente la asociatividad 

de P, de S, de P con L y la distributividad de L con respec 

to a S. 

* Como e es Sp·grupo de G entonces D también lo es. 
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Definici6n 2.3 

S~~L~.Ly_,A) un elemento de V y. & un subconjunto de v se --·----·· --------~·-·-~~ ... ---·-·-··- _ ... ____ 

_ ces i~!l __ _f_Hli .. tJ<.i ,_YiLhll i=!_~~~A-4~~!~~~11~:~-~ de .. & __ y __ _Qp_~ 

sucasione.s. __ Libi '-º-i ,.bJJ • Ul?L v i_,__l?i)J._..Eº!"l i.=.!_Ll_c~_12.__, º-~-~l.e­
m@t.Q.s_dc. _ _E_i: a1-~. ~ __ gu ~-

Se dirá que & es un sistema de generadores de V si todo - -

elemento de D está generado por el conjunto &UT. 

Definición 2.4 

Se dice que un elemento de V de longitud Q. es reducible, si _.. . --··----·~- --~----~ --- -· ~----· -- . .. ~·-~ .__,..,_, ... - ..... ·-·-·--·-------------.. ------~--~------

Denotaremos por R al conjunto de elementos de V que son re-

ducibles. 

Lema 2.1 

Sean (C,u,B), (A,v,D) dos elementos de F y s'.ea (B,x,y,A) un 

elemento de T entonces (C,u,D) (B,x,y,l\) (A,v,D) está en ! 

nemostraci6n. 

Como B cCu entonces 13=Cu y como yx-1 & NG(B)entonces ax= 

de donde c·{uyvl.(uxv) -1 }( 1-1-1} ( _1) _1 
C (uyv . v- X U ::t CU yx U 

.4 

y 
B. ' 



. (yx-l} u-1 
= B ~ nud =C 

.. 
• • 

.. 
• • 

J 
(uyv} (uxv}- e: N (C) 

G 

(C,uxv, uyv, D) está en!~ 

Es fácil demostrar los siguientes resultados: 

Lema 2.2 ,. . 

Si (B,x,y,A) y (B,y,z,A} pertenecen a T entonces 

(B,x,y,A) + (B,y,~,A) pertenece a T 

Lema 2.3 

Si (B,x,y,A) E T y (B,y,z,A) E V - T entonces 

(B r X, y , A) + {B, y r z , A} e: V - T 

Lema 2.4 

Sea (B, x, y, A) un elemento de V tal que 

\ 
1 

' (B,x,y,A) = (B,X11Y.1,A) + (B,v2,B2l (B21X21Yz,A2l (Az,u2,Al 

donde (B ,x 1 ,y 1 , A) es un elemento de 1 y !~;- t < ~+ entonces 

~B,x,y,A~ pertenece a R 

Demostraci6n. 

( B I X I y , A ) :::: ( B 1 X .l I Y.1 , A) + ( B V B } (B 71 ) ( ) , 2 , 2 2 , x2 , Y 2 , .t~2 A 2 , u 2 , A 

::::(B,x1 ,Yl ,A) + (D,V2X2U2 ,V2Y2Uz ,A) 

=(BrX¡ ,v2 y 2 u2 ,A} 
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tenernos que x= x 1 , y= v2y 2 u 2 , y 1= v 2x 2 u2 , (*) 

Bx= Bx1= BYl 

como (B,v2,B2) e F entonces B2 

V -.1 

V,,., 
= B L. por lo que 

· de donde ( B, 1 , B 2 
2 ) e F 

y A Uz e: B Y2U2 
2 . 2 ; 

por lo que Uz v~lv2X2U2 A U2 B v~lV2Y2U2 
A2 e B y 2 e 2 . .• 

-1 

y se tiene (Bz v2 ,vzx2u2,V2Y2u2,A~2) e: V, 

Además ~- ~ l~;I 

es una r1· cha, con lo anterior tenemos que 

(B,v2, B~_J (B2,X21Yz,A2) (A2,u2,A) = 

V -l V2-l U U 
(D,l,B2 ? ) (Bz · 1 V2X2U2,V2Y2U2 1 A2 2 ) (A2 2 , 1, A) 

= (B,l,B) (B,y 1 ,y,A 3 ) (A 3,l,A) donde A3 = A2u 2 corno l!;I ~ i~I· 

y IBI == IB 2 1 entonces !Al< IA3l de donde ~! 3 ~ < ·J~t y como 

(B,x,y,A) 

entonces (B,x,y,A) e R 

r 
' / 

/ 
I 

/ 

/ 

{A3,l,A) 

(*)Los elementos {B,x,A) y. (B',x',A') de F son iguales si B = 81 , x = x', 

y A= A' los elemr.ntos (B,x,y,A) y (B' ,x,'y;A') de. V son iguales si 

B=B' ,x~-x' ,y=y' y A=A 1 por lo que se tiene que si 

entonces x ~ X1 , y = Y2 y Y1 = x~ 
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Análogamente se tiene: 

Lema 2.5 

Sea (B,x,y,A} un elemento de V tal que 

(B,x,y,A) :::: (B,v¡,B¡)(B1,X11Y11A¡} (A1,u¡,A) 

donde (B,x 2 ,y 2 ,A) pertenece a T y /~il < 

(B, x, y, A) e R 

Proposición 2.1 

+ (B,Xz,Yz,A) 

lfilAB TAT en tone es 

Todo elemento de v que 
sea generado por R está en R • Si 

(B,x,y,Al e R entonces (B ,y,x,A) e R. 

a) Sea (B x,y,A) un elemento de P generado por R por demostrar 

que (B,x,y,A} e T o es generado por elementos de longitud 

menor que l~I 

Por ser (B,x,y,A) generado por R tenemos que 

( ) _Q (B,vi,Bi) (Bi,xi,yi,Ai) (Ai,ui,A) en donde B,x,y,A = i~l 

·) t nece a R para i=l,2, ••• n. (Bi,xi,yiyA1 per e 

La demos,traci6n la haremos por inducci6n sobre n 

.: 

i) Si n=l tenemos 

(B,x,y,l\) :::: (B,v1,B1) (B1,X1,y1,A1} (A1,U1,A) donde 

(B1,X11Y1 ,A1) pertenece a R, esto significa que 

(B l, x l, Y l , A 1 ) está Em T o es generado por elementos de longl, 
tud meno.e que l .Q.i 1 

f A i l 
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si (B1,.x1,Y11A1) E: '. entonces por el lema 2.1 

(B,v1,B1) (B1,x¡,y¡,Ai) (A1,u 1 ,A) pertenece a T 

• 
• • (B,x,y,A) E R. 

En el caso en que {B 1 ,x1 ,y 1 ,A 1) sea generado por elementos de 

longitud menor que l!il tenemos 

JJ3_Li 1 donde TA".::T < 
1) 

(B,x,y,A)== 

r 
= j~l (B1,v1j1B1j) (Bi.j'xij'Yi.j'AJ.j) (Aij'u..t.j'A¡) 

l!i/ para j=l, ... ,r 

(B,vltB1) r.f1 (B1,v1 .,b3 .) (B1 . 1 x1 ·1Y1 .,A1 .) (A1 .,u1 .,A1)] (A1,u1 1 A) 
~ J J J J . J J J J . 

utilizando las propiedades distributiva y asociativa tenemos 

CB,x,y,A}= 
r 

j~l (B,v1 ,B1) (B1,v1j,B--1jl (B1jrXJjrY1j,A1j) (A1jrU.1j,A1} (A¡,111,A} 

r 
=j~l (B,v1v1j,BJj) (Bi.j'xij'Yij'Aij} (AJ_j ,u

1
j u

1
,A) 

pero ~= ~ • / ~~ f · ~i-1 
como B y B l son Sp-grupos de G 

entonces -/~ ! 1 = 1 y como ~ ~ l se tiene que I~ / ~ \!11/ > :~~j / 
• 

• • (B,x,y,A) € R 

s 



ii) Suponemos que la proposici6n es valida para n=k, esto es 

k 
si (B,x,y,A) =.r1 (B,v.,B.} (B.,x.,y.,A.)(Ai,u.,A} con 

1= 1 1 l. l. 1 1 l. 

(Bi,x.,y.,A.} en R entono.;s (B,x,y,A) está en R 
l. 1 l. 

ii.i) demostraremos aue si n=k+l entonces (B,x,y,A) E: R .. 

(B,x,v,A) =. 1f
1

(B,v.,B.} (B.,x.,yJ.,A
1
.) (A1. ,u1.,A} = 

J. i= l. J. l. 1 . 

~t11 (B, v. , B.} (B. , X., y. 1 A1
.) (Al.. / Ul.., A) ::: 

i= l. l. l. 1 1 

donde (B.,.x.,y.,A.) e R para i=l, •.• ,k+l, por hip6tesis de 
l. l. l. l. 

por pertenecer (B,v1 x_1u 1 ,vkykuk,A} y (Bk+l'xk+l'Yk+l'Ak+l) aR 

puede suceder una de las siguientes posibilidades: 

9 



1) Que tanto (B,v.i~l-u.1,vkykuk,A} Y (Bk+l'xk+l'Yk+l'Ak+l) sean . 
elementos de r, en cuyo caso por los lemas 2.1 y 2.2 tenernos. 

(B,V1X1U1,vkykuk,A}+ 

(B,vk+l'Bk+l) (Bk+l'xk+l'Yk+l'Ak+ll (Ak+l'uk+l'A}= 

• T •• (B,x,y,A) e: R. 

2) que las dobles flechas (B,v1x1u 1 ,vkykuk,A) y 

(Bk+l'xk+l'Yk+l'Ak+l) sean qeneradus por elementos de lon 

gituó menor, esto es (B,v 1x 1u 1 ,vkykuk 1 A) es generada por 

elementos de long.itud menor que l*i y (Bk+l'xk+l'Yk+l'Ak+l> 

es ger ~radn por elementos de V de longitud menor que 

s 
(Bk+l'xk+l'Yk+l'Ak+l>=1é1(Bk+l'vk+lt'Bk+lt) 

(Bk+l~'xk+lt'Yk+l~'Ak+li) (Ak+li'uk+lt'Ak+l) entonces 

(B, vk+l 'Bk+l) (Bk+l' xk+l ~Yk+l, Ak+l) (Ak+l' uk+l 'A)= (B, vk+l, Bk+l) 
/ . 

[ 

8 /) A ) (A u r A >] 
f~l(Bk+l'vk+ll'Bk+li (Bk+li'ik+ll'Yk+ll' k+li k+ll' k+11 k+l 

(Ak+l'uk+l'A) 

I 
10 



s 
= E (B, V B ) (B v B ) (B 1=1 k+l' k+1 k+l' k+1~ k+lt k+lt'xk+lt'Yk+l~'Ak+li) 

<\:+1 R.'uk+Li'Ak+l) (Ak+l'uk+l'A) = 

entonces (B,vk+lxk+l uk+l'vk+lYk+luk+l'A) 

elementos de longitud menor que I~! 
es generad a por 

•. (B,x,y,A)=(íl,V1X1U1,vkykuk,A)+(B,vk+l xk+luk+l'vk+lYk+luk+l'A) 

es gencr<1 da por E~ lemen tos de longitud Menor que ¡ ! 1 

por lo t~nto (B,x,y,A) pertenece a R. 

entonces por el lema, 2.4 (B,x,y,tü pertenece a R~ 

4) por ültimo si (Bk+l'xk+l'Yk+l'Ak+l) pertenece a T y 

(B,v
1

x
1

u
1 

,vk ykuk,A) está generada ~or elementos de longi-

tud menor entonces por los lemas 2.1 y 2.5 (B,x,y,A)~ertenece a 

R.. 

I 
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bl para demostrar la segunda parte de la prcposici6n considé-

rese (B,x,y,A} E R entonces- se cumple que (B,x,y,A) e To 

(B,x,y,A) es generado por elementos de longitud menor que 

~· 
Si (B,x,y,A) pertenece a T entonces yx-1 e NG (B) entonces 

(yx- 1 )- 1 e: NG(B) .pero (yx- 1 )- 1= xy- 1 esto sigl)ifica que 

(B,y,x,A) pertenece a T 

. 
• • (B,y,x,A) e R. 

n 
( B , x, y , A) == . í: l ( B , V • , B . ) { B . 1 x . ; y . 1 A . ) (A . , U . , A} 

i= l. l. l. l. . l. l. l. l 
Si donde 

n-1 . E O (B, v . , B . ) (B . , y . , x . , A . ) (A . u . A) 
1= n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 t1~, n-:-ir y cono 

B 1 f*' < A se tiene que {B,y,x,A) e R. 
n J. 

Definición 2.5 

Se dice_g_q_e un elemento de V es irreducible si no pe2:tenec~ 

a R.. 

Definición 2.6 

ilh..JSLY.r AL __ ~_S. ... ir_1~:(Jrcarnh i ab le por, __ JI3: }{:;y ~-~-~}_ __ :~j:_ -~-~~~-~?_)]_ ªº-~--~ l~­

chas (l\:u,A) y (B,v,B') tales que las dob1es flechas 
----····-~ ____ .. ,. _____ ._,.. ~-··'·'"·~---- ~-~ ,., ·-~-·~ ............ "~"' ...... -"" ...... ~-· _ .... _. ... ~ ... : ... _,.,_ ~- ..... " ~-···-'--~·-~ ~.,,........ __ ,. __ .~, ,..,.,.... ...... ·-·-·-· -· .. ~·- ....... 

(l)_,_~-'-vx'_u,A)_ y(13,_yy'q,y,l\) sean reducibles. 

12 



Demostraresmos a partir de la proposici6n 2~1 que esta rela­

ci6n es una relación de equivalencia sobre el conjunto V-R. 

Si (B,x,y,A) y (B',x',y',A') son intercambiables lo denot.a.reims COIO 

{B, x, y / A) rv (B' , x' , y' , A' ) ; en este caso existen las flechas (A' , u,A) 

y (B,v,B') tales que las dobles flechas (B,x,vx'u,A) y (B,vy'u,y,A) -

estan en R, por lo que se tiene la siguiente igualdad: 

(B,x,y,A} - (B,x,vx'u,ll) + {B,v,B') (B',x' ,y' ,A') {A' ,u,A) + {B,vy'u,y,A) 

y de aqui es fácil observar que A = A'u por lo que A y A' 

~on conjug~dos en G. 

e e·stas observaciones procedamos a demostrar que la relación· on. 

ser intercambiable es una relación de equivalencia: 

a) Si (B,x,y,A) es un elemento irreducible de V , se tiene 

que (A,1,A), (B,1,B) E: F y (B,x,x,A), (B,y,y,A) estan en T, 

por lo tanto son reducibles y entonces la relación es reflexiva. 

b) Si (B,x,y,A) ~ (B',x',y',A'), existen CA:u,A) y (B,v~B') ta-

les que (B,x,vx'u,A) Y (B,vy'u,y,A) estan .en R, tenernos que 

A= A'º, B' = BV entonces (A,u-1,A'} y (B',v-1,B) estan en f. 

Para demostrar c .. {ue (B',x',v-l:xu·-1,A') .- R b 
~ o servemos que corno 

(B,x,vx'u,A) e R entonces 

{B' ,v- 1
,B} (B,x,v.x'u,A) (A,u-1,A'} = (B' ,v-lxu-1,x• ,A) e: R. 

13 



Aná.logamente {B' ,v-iyu-l,y• ,A') e: R • Por lo que la relaci6n 

es simétrica. 

finalmente, 

e) Supongamos que (B,x,y,A) rv (B' ,x' ,y' ,A' )1 y que 

(B' ,x' ,y' ,A') rv (B" ,x" ,y" ,A") 

entonces existen (A;u,A) y (B,v,B') elementos de F tales que 

{B,x,vx'u,A) y (B,vy'u,y A) pertenecen a R y existen (A 11 ,u:A1
) 

y (B:v!B") elementos de F tales que <B:x:v'x"u;A') y 

(B;v 1 y 11 u;y;A 1
) pertenecen a R debemos encontrar (A" ,u" ,A) y 

(B,v" ,B") elementos de F tales que (B ,x,v"x"u" ,A) y 

(B,v"y"u 11 ,y,A) esten en R 

Consideremos 

(A" , u' , A' ) (A; u, A) =(A" , u' u, A) , ( B , V , B ' } ( B : v; B " ) = ( B , vv ' , B " ) 

probaremos que (B,x,vv'x"u'u,A) y (B,vv'y"i.¡'u,y,A) estan en 

R 
\ 

Como (B,:x,vx'u,A) y {B:x;v 1 x 11 u;A 1
) estan en R entonces· 

(B,x,vv'x"u'u,A)=(B,x,vx'u,A)+(B,v,B') (B;x;v'x 11 u;A 1
) (A' ,u' ,A) 

pertenece a R de igual forma tenemos gue (B,vv'y"u'u,y,A) E R 

Por lo tanto la relaci6n ser interca.r. .. biable es una ·relaci6n de 

equivalencia. 
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Lema 2.6 

Sea & un c0njunto de generadores de V, si {B,x,y,A} pertenece a 

V entonces se puede expresar como 

n . 
iJil (B,vi,Bi} (Bf,Xi,yi,Ai) (Ai,ui 1 A} donde (Bi,xi,yi,Ai) está en ; 

o (B.,x1.,y.,A.) e & y es irreducible. 
1 1 l. 

.. 
Demostración.-

Sea (B,x,y,A) E V entonces 
n 

(B,x,y,A) ::
1
:;: __ ¿_1 (B,v.,B.) (B.,x.,y.,A.) (A.,u.,A} con (B.,x.,y.,A.} 

1 1 1 1 1 l. J. 1 l. 1 1 1 

E & u T De esta sumatoria las dobles flechas (B.,x.,y.,A.) aue 
l. 1 1 l. .. 

pertenecen a T o que son irreducibles, satisfacen la condición 

pedida en el lema, por lo aue s6lo hay que considerar aquellas 

que pertenecen a R-T 

Sup. (B.,x.,y.,A.) E R.-T entonces {B.,x.,y.,A.) es generado nor 
l. l. l. J. J. 1 l. l. 

elementos de longitud menor que -1 ~f 1 , es decir, se tiene 
r 

(B . , x . , y . , A . ) === . E 
1 

( B . , V .. , B . . ) (B .. , x .. , y .. r A .. ) (J'i_ •• , u .. , A
1
. ) 

1 1 l. 1 )""" l. l.] J.J 1.) l.J l.J l.) 1.J l.J 

donde f AB11·· JJ_· ¡ < f ABiJ·· J ·1 para j=l,, ,r. 

para 

15 
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entonces cada una se puede expresar como 

:,~/1 (Bij'vijk' 8 ijk) (Bijk'xijk'Yijk'Aijk) {Aijk'uijk'Aij) con 

(B. ºk'x. 'k'y. ºk'A. 'k) 1) lJ 1J 1] 

y se tiene 
r 

E & u T 

(B.,x.,y.,A.) = .E
1 

(B.,v .. ,B .. } 
1 1 1 1 J= 1 LJ 1J 

~~Jl (B ij 'v ijk 'B ijk) (B ijk' xijk' Y ijk ,Aijk) {Aijk' ui~.k ,Aij) J {Aij 'uij ,Ail_ 

esta expresi6n se puede substituir en la expresi6n original y 

de ella las dobles flechas que pertenecen a r o que son irredu 

cibles satisfacen la condición pedida, se puede aplicar el mis 

mo proceso a los que pertenecen a 1<-- T, y como la longitud va -

disminuyendo este proceso se puede aplicar s6lo un nGmero fi-

nito de pasos, es decir, en algunn etapa se debe tener que t2 

das las dobles flechas que aparecen pertenecen a T o son irre 

ducibles. 

Oefinici6n 2.7 

Un p-subg~upo A de G es esencial en G si es la fuente de un ---..,...... - • ~----·--·· -~· ••M-·--------~·----------·- ·---~-~--·-• - . 
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Teorema 2.1 

Sean fi y S' dos subconjuntos de V'· si 6 es un sistema de ge-

neradores de V y si todo elemento irreducible <le ~ es ínter-

cambiable con al menos un elemento irreducible de • I 

¡; ' 6' es 

igualmente un sistena de 9eneradores de V. 

Demostración 

Sea (B,x,y,A) un elemento de O entonces por el lema 2.6, se 

puede expresar como 
n 

(B,x,y,A)= i~l (!3,vi,B.i) (Bi,xi,yi,Ai) (Ai,ui,A) ... (1) donde 

(B1,x1 ,yi,Ai) E 1 o pertenece a 6 y es irreducitle. Si 

(Bj_,Xi,Yi1Aj) ostá en T entonces (Bi,Xi1Yi,Ai) ;:: $'U'T si 

(Bi,Xi,yi,Ai} es irreducible y pertenece a 6, entonces existe 

esto significa 

de F tales que 

reducibles. 

que existen (A' . , u . ,A.} y (B., v., B' . ) elementos 
i 1 i i 1 1 

(Bi,xi,vi xi ui,Ai) y (Bi,vi Yi ui, yi,AiJ son 

Por lo que tenelllos 

1 '1'''' (Di,xi,yi,Ai)=(Bi,x:J;,vüd ui,.Af) +(Bi,vi,Bi} (Bi,xi,yi,Ai) (Ai,ui,Ai) 

' + (Bi,vi yi ui,yi,Ai}y esta expresión se puede substituir en la 

expresi6n ( 1) 
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' ' ' ' como(Bi,xi,yi,Ai) e &• entonces satisface la condici6n que se --

busca y lo que hay que considerar son las dobles flechas 
1 ' 

(Bi,xi,vi xi u.i.,Ai) y {Bi,vi yi ui,yi,Ai) que sabemos pertenecen a 

' R, trabajuremos con (Bi,xi,vi xi ui,Ai), ya que el otr6 caso es 

análogo. 
1 

Si (Bi,xi,vi xi ui, Ai) E T entonces satisface la condici6n pe-
1 

dida, por lo que supondremos que (Bi,xi,vi xi ui,Ai) 

E: R- T. 

luego 
r 

(Bi,xi,vi xi' ui,Ai)=j~l (Bi,vij ,Bij) (Bij ,xij ,yij ,Aij) (Aij ,uij ,F,.i) 

dond~ l!i.3+ < tm por el lema anterior cada (Bij ,xij ,yij ,l~ij) se 

puede expresar como 

kfi (Bij ,vijk,Bijk) (l3ijk,xijk,yijk ,Aijk) (Aijk,uijk,Ai.j) 

donde (Bijk,xijk,yijk,Aijk) E T o pertenece a & y es irreduci-

ble y se vuelve a aplicar el mismo razonamiento, este proceso 

debe terminar puesto que las longitudes van disminuyendo, es 

decir se debe llegar a una expresi6n donde las dobles fle­

chas que aparecen pertenezcan a 8'UT, 

Corolario 2.1 

'l'odo sistema minimal & de generadores de V cumple con las si-

guientes propiedades: 

i) 'l'odo elemento de & es irreducihle 

18 
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ii) Los elementos de &- son dos a dos no intercambiables 

:Í.ii) Todo p-subgrupo esencial de G admite un conjugado en G 

que es la fuente de un elemento de &· 

Demostraremos primero i) : 

Por el lema 2.6 todo elemento de V está generado por elementos 

de T y elementos de & que son irreducibles entonces si &' = 
{ (B,x,y,A) e & (B,x,y,A) es irreducible} entonces &' genera 

a V, como &'e & y & es minimal entonces &' = . .&. 

Para demostrar ii) 

Supongamo. que (B1 ,x1 ,y1 ,Ai) y (B2 ,X21Y2 ,A2) E: 6 y son inteE_ 

cambiables, para demostrar que & - {(B1,X11Y11A1)} genera a V 

basta de~ostrar que (B 1 ,x 1 ,y 1 ,A 1 ) está generado por elementos 

Se tiene 

(B1,X1,y1,A1)=(B1,X1 1 VX:2U,A1)+(B1,V,.B2) (B2,X2,y2,A2} (A2,u,A)+ 

(B1,VY2U1y1,A1) donde 

! 

Si (B 1,x 1,vx2u,A1) E f:no hay nada que hacer, en caso contra-

rio, (n 1 ,x1 ,vx;iu, A1) esUi qen(~rado por elementos de longitud 

menor que ·t ~~ H· c~r. t.oncc !':.~ 
n 

( B i , X 1 , vx 2 u, l\ ¡ ) = i~ l ( Il l / Vi, B i i) ( B 1 i, X l i 1 y l i, A 1 i) (Ali, ui, A 1 ) 

I 
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cada_ (B1i,:c1 1 ,y1i,A1 1 ) e V y por hip6tesis se pueden expre-

sar corno 
ri 

j !:1 { B l i, Vi j I B 1 i j} (B 1 i j I X l i j I y l i j , A 1 i j } (Al i j , u l i j , A 1 i) 

con (B1ij'x1ij'Y1ij'A1ij) e & U T por lo que 

n r· 
( B l I X 1 I V X 2 u , l\ d =::: i¡¡ 1 ( B l ' Vi , B i ) [ j ~ ~ ( B l .i I Vi. j , B l i j ) 

(B1ij,.x1ij,y1ij,A1ij) (A¡ij,uij,A 1i}) (A 1i,ui,Ai) 

donde (B¡ij,x1ij,y1ij,A1ij) e &UT como 

*1i-1t ~ 1 ~ ~ ~ ! < 1 ! ~-t en ton ces 

(B¡,X¡,VXzU,A) 1 (B1ij,x1ij,y1ij,A1ij) para toda 

i=l., ... n y toda j = 1, .•. , t._:l 

Por lo tanto &- {(B1,x1,y 1,A)} genera a P por lo que 

si 6 es minimal entoces satisface ii). 

l 
l 

\ 

Por último para probar ~{¿) supongamos que A es un p-subgrupo 

esencial de G, entonces A es la fuente de un elemento irreduci 

ble de V, sea (B,x,y,A) dicho elemento, entonces como & e~ un 

sistema de generadoreR 

:1 
(D1X1y11\) "",¿t;¡(B,vi,Bi) (Bi~xi,yi,Ai) {Ai,ui¡A) donde 

(Bi,xi ,yi,Ai) e &UT, como {B,x,y,A} es irreducible se debe 

tener pura alguna i que (Bi,xi,yi,Ai) es irreducible y que 

l~H- = t~J- por lo que !Al ""- ~Ai 1 es decir, A y Ai son conjugados 

y Ai es la fuente de un elemento de &. 
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.. 
Proposición 2.2.-

Sea (B,x,y,A) un elemento de V-R y e un Sp-qrupo de:G quo 

contiene un Sp-grupo del NG(A). 

Entonces existe un elemento z de N8 (A} tal que la doble flecha 

(C,1, z,A) es irreducible e intercambiable con (B,x,y,A). 

Demostración.-

Supongamos que (B,x,y,A} e: V - R entonces A e ax y · 

A C By además Bx ;/= By, 

Sea v un elemento de G tal que C = Bv, entonces (B,v,C) está en 

f, como e r~ntiene Sp-grupo del NG(A} y ·N8x(A) es un subgrupo del 

NG (A) ent· .1ces existe un elemento de u del NG (A) tal que 

N
8

x(A} e [Nc(A}]u = Ncu(A) = N8vu(A} e Bvu 
1 

entonces (B,x,vu, NBx(A}) está en V, 

Además como A e N8x(A) tenemos que (NBx(A},1,A) E F 

entonces (B,x,v u,N
8
x(A)) (N

8
x(A),l, A)= (B,x,vu,A) E V 

X 
como A ff B entonces A<:¡:. NBx(A} entonces !Al< INBx(A) 1 

/ 

• • 

• • (B,x,vu,A) está en R· 

I 
1 
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de igual forma, como NBy (A) es un p-subgrupo del NG(A) entonces 

existe z' e NG(A) tal que 

== N cz 1 (A) 

. sea z = z'u- 1 como z' y u- 1 están en NG(A) entonces 

.• (B,vzu,y,N
8

y(A}) e V como {NBy(A),1,P.) e f entonces 

(B,vzu,y,A) e: V; 

como A entonces por lo que 

por lo tanto (B,vzu,y,A) E R. 

ahora (B,x,y,A)=(B,x,vu,A)t(B,v,CJ (C,1,z,A) (A,u,A)+(B,vzu,y,A) 

. • .(C,1,z,A) es irreducible e intercanbiable con (B,x,y,A). 

Teorema 2.2 

Sea A un p-subgrupo de G, B un Sp-grupo de G que contiene un 

Sp-grupo del NG (A) y M el conjunto de elementos z del NG(A) 

tales que la doble flecha (B,1,z,A) sea reducible se tiene 

entonces: 

a) Mes un subgrupo del NG(A) y si A ~R entonces Mes el m&s 

pequeño subgrupo del NG(A) que satisface los siguientes 

condiciones: 

(1) M :::::> NB(A) 

(2} para todo elemento x de NG(A)-M, A es un Sp-grupo de MílMx 

b) Si z,v son dos elementos de NG(A)-M 

(B,1,i,A) y (B,1,~,A) son intercambiables si y s6lo si 

MZM=MZ' M: 
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Demostraci6n: 

a) M no es vacio ya que le NG(A} y (B,1,1,A) E ~ por lo - -

tanto 1 E M, sean z,z' elementos de M 

entonces (B,1,z,A) y (B,1,z' ,A) estan en R por lo tanto 

(B,l,z' ,A)+(B,1,2,A) (A,z' ,A)=(B,l,z z' ,A} esta 

en R, por lo que z z 1 e M. 

1) Sea b e NB (A) como Bb -- B ya que b e: B 

tenemos que (B,1,b,A} E: R 

• . • t\ (A) e:: .M • 

1 

2) Sea x E: NG (A) -M como A e NB (A) e: M entonces A e: M, luego 

AX X X cM , pero A = A por lo que 

X Supongamos que N es un Sp-grupo de MílM entonces 

Ne:. M por lo que existe g 1 e M tal que Ng1c N (A) , además .. B 

x-1 x-1 g 
N c::·M entonces N 2 ci-J

8
(A) con g 2 e M 

• -1 -1 -1 -1 1 

• • (B,1,g 1 ,A)+ (B,91 192 x,N) (N,1,A)+(B,g 2 ,1,A) (A,x,A) 

= _(B,1,x,A) y (B,l,g 1 -·
1

,A), (B,g 2 -
1 ,l,A) E: R, lo que impl~ca 

-1 -1 
~ue (B,g 1 ,g 2 x,N) es irreducible y 

ru, BN· 1 == _lBA. J r~ entonces IAI = INI 

Por lo tanto A es un Sp-9rupo de HílMx 
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1 

j 

Para demostrar que M es el ~&s pequefio que cumple con (1) y 

·(2) suponemos que existe M' tal que. 

(1) M' :::> N {J\) 
B 

(2) Para todo elemento x e NG(A)-M', A es un Sp-grupo M'OM'x 

Sea x e .M entonces (B,1,x,A) e: R. 

Si (B,l,x,A) ET, B=Bx 

A 'fB => A~NB(A) e:. M' 

A ~ Bx=> A ~ NBX (A) e M'x 

. . A no es Sp-grupo de M'íl M'x 

• • X E. M 1 

Si (B,1,x,A) e: R-T entonces 

n 
(B, 1,x,A) .:: l: (B,v

1
.,B

1
.) (B

1
.,x

1
'.,y'.,A!) (A'.,u .,A) 

i=l l. l. l. l. 

n 
:: t (B,v.x!u.,v.y~u.,A'.ui) (A1~ui,1 ,A) 

i=l 1 1 1 1 1 l. l. 

R 

= ¿ (B,x
1
. ,x

1
.,A.) (A.,1,A) 

i=l -1 1 1 

donde IA1 1 > IAI para i=l, ••• ,n, xo=l, 

Probaremos que 
n 

/ 

/ 
/ 

(1) 

X = X n 

(B,1,x,A) =¡~} (B, ~f-l, x'1., NAi (A)) (NAi (A),1,A) 

donde xH "' 1, x~ =-· x x'J. e M 1 para i:::il, •• • n 

Demostración por inducción sobre i 
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Para i=l tenemos 

(B,l,x1,A1) (A 1 ,1,A) entonces 

Are B => NA
1 

(A) c.. NB (A) 

A 11C'. BX1 :::> NA
1 

(A) e· N
8

x
1
(A}: 

como N
8 

(A) es un Sp-grupo del NG (A) entonces existe 

x'{ e: NG {li). tal que 

Nax l (A) e: [ NB (A) J X l" = NBX y{A) entonces 

NB (A) n [NB (A) J X~ :::i NA1 (A) y como 

" Sp-grupo de M'ílM'X1 

. 
• • X~ E M' 

Además (B,1,x';, NA
1 

(A)) (NA
1 

(A),1,A) e: V 

S h t d 11 11 u·• upongamos que se an encon ra o x1 1 ••• ,xj E v1 

con l6J <n tales que (B,x_i-1, xj_ ,NAi (A)) e: V para 

i=l, ••• j, de la doble flecha (B,xj,xj+l'Aj+l) (Aj+l'l,A) 

tenemos que A~AJ+l adem5s 

Aj+l e axj => N (A) e NBXJ(A) e [N8 (A)] x'' 
AJ+l 

J e: M' 

Aj+l e Bxj+l =>N 
Aj+J. 

(A) e NBXj+1(A) 

Como N8 (A) es un Sp-grupo del NG(A) existe X~ E NG(A) 
J+l 

X·~ " c[NB (A) J J+l e: M' xj+l por lo que 

" A no es Sp-grupo de M'nr1'xJ+l 

• • xj+l E M' y (H,.xj, x:J+i, NAj+l (A)) E V 
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finalmente mostraremos que ( I ' " ( ) ) V ~,x n-11X1 N A E ; 
A ti 

de la expresi6n (1) tenemos que 

(B,xn_1,:xn,An) (An,l,I\) = (B,xn_
1

,x,An) (An,l,A) por lo que 

An e: BY.n -1 ~e> NAn (/\.) e Nnxn_ l (A) e: [NB (l\) J x~- l e:: M' 

An e: B x "" > NA ( A) e: N x (A ) ::;: [ N (A ) J X e .M 1 X 
n B B 

Por lo que A no es Sp-grupo de M'íl M'x 

. . X E N' I ' ademas ( B, x" , x, NA (A) ) t: V de donde n .. l n 

11 
(B,1,x,A} =,¿~] (B,xj_ .. -1, 

lo que nos .Lleva .a ,q~~ 

x'! 
l. 1 Np. . (A) ) 

l. 

Me:: M '. 

Para probar la parte (b) su~ongamos que 

(A} , 1, A) 

(B,l,z,A) es interca~biable con (B,1,z',A) con 

~,z' E NG(A} entonces 

(B,1,z,A)=(B,1,vu,A)+(B,v,n) (B,1,z:A) (A,u,A)+(B,vz'u,z,1'.) 

donde (B,1,vu,A),(B,vz'u,z,A) e R 

(B,l,vu,~)+(B,vu,u,A)=(B,1 1 u,A) 

como (B,vu,u,A) E T entonces (B,1,u,A) e: R 

por lo que u E M, además 

[(B,z,vz'u,A)+(B,vz'u,z'u,A)] (A, z-1 ,A) = 

(B,z,z'u,A) (A,z-1 ,A)==(B,l,z'uz-1,A) e: R 

z'u z-l = m con m e l1 y se tiene 

z'=mzu-1 con m, u·l e M 
. 

• • Mz 'M :: ! lzM 

Supongamos ahora z=m1z'ml con m1, m2 E M entonces 

( B, 1, z , i\) ""' ( B , 1 , m 2 , l\) + ( n , 1 , z ' , A) (A, m 2 , J\.) + ( n , z 1 m 2 , z , A) 
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Como m2 e: M entonces (B,1,m 2, A) e: R y además (B,z:m
21

z,A) = 

(B, l,m1 ,A) (A, z 'm2 ,A), como m1 e: M entonces (B, 1,m 1 ,A) e: R luego 

(B,z'm2,z,A) es reducible, por lo que 

(B,1,z,A) es irreducible si y s6lo si (B,l,z',A) lo es y en es 

te caso son intercambiables. 

Corolario 2.2 

~ 

Un elemento (B,x,y,A) de V es irreducible si y solo si existe un 

subgrupo M del NG(A) que satisface las siguientes condiciones 

1º M contiene Bx íl NG(A) y no contiene By íl NG(A). 

2 ° para todo elemento z de NG (A) - M, A es un Sp-grupo de 

z 
M 10 M • 

Demostraci6n.-

Como N
8

x(A) es un p-subgrupo del NG{A) existe O Sp-grupo del 

NG(A) tal que D J NBx(A) y existe C S?-grupo de G tal que C ~D. 

Sea M = {z' E.: NG(A) 1 (C,l,z' ,A) E R} 

Por el terorema 2. 2 se ti.ene que M :) N
0 

(A) == D :l N
8

x (A) = 

X d M M2
• B íl NG. (A) y que paril toda z s N (A) - M A es Sp-grupo e íl 

G 

ahora, si M :) N
8

y (A) como D :::: ~(A} es un Sp-grupo del N;:; (A) Y 

N (A) e M existe z' e .M tal que N .,z' (A) :J Nny (A) e e 
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1 
1 
1 . 

Por lo que (C,l,z',A) e: R 

Sea· v E G tal que Bv - e entonces 

NBx (A) e: Bx 

NBx (A) e: NC (A) ce = Bv 

• ' 
(B,x,v,N

8
x(J'.)) E V 

(B,x,v,A) = (B,x,v,N8 x(A}) (N8x(A) ,1,Al y como A~ ax 

se tiene que A~ N
8

x(A} por lo que IN8x(A} 1 > !Al y 

entonces (Drx,v,A} t. R, también (B,vz~y,l1.) e: R ya 

que NBy (A) e Ncz (A) e e z 
1 

::;: B. vz l' NI3y (A) e By y A f NBy (A} y 

tenemos que (B,vz',y,Nny(A)) (N 0 y(A),l,A) - (B,vz',y,A). 
L.:> lJ 

Como (B,x,y,A) ::;: (B,x,v,A) + (B,v,C) (C,1,z' ,A) + (B,vz' ,y,A) 

tenemos que (B,x,y,A) e R ~ por lo que M no contiene a N8y(A). 

Para probar la otra implicaci6n observemos que si (B,x,y,A) E T 

entonces N8x(A) = N
8

y(A) por lo que no existir1a tal M, 

se tiene entonces A$ZBx y que (B,x,y,A) ~ T 

Sea e unSp-grupo de M 'l'al que D ~ NBx (A) 

Si D no es Sp-grupo del NG(A) entonces existe D' sp~grupo del 

NG (A) tal que D q.o• como D es p--subgrupo del p-grupo n' 

entonces N
0

, (D)# D, de donde existe u E D'- D tal que Du = 

entonces A <;J:Nnx (A) e lJ - D (Ji Du e: .Míl Mu y u r/ H ~ 

D es Sp-grupo del NG (A) 
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Sea C un Sp-grupo de G tal que Nc(A} = lJ 

y M 
... 

- {z ENG(A) 1 (C,1, z,A)E R} entonces Hes el mínimo subgrupo 

-si u E NG(A) - M entonces 

- -u un Sp-grupo de M. íl M , como fl! ~ D = Nc(A), si u E NG(A)-M 

entonces A es un Sp-gru~o de MílMu , 

, • • iVi e: M 

Además existe z1 E NG(A) y v e G tal que 

(B,x,y,A)==(B,x,v 1NBx{J\.)) (NBx(A) ,1,A)+{B,v,C) (C,1,z1 ,A)+ 

(B,vz1,y,NBy(A)) (1:18y(A) ,1,A) 

Por lo que (B , X f y 1 l\} E R si 'I s6lo si (C,l,z1,A) E R 
l 
' 

lo que ocurre si y s6lo si Z1 t.: .M, 

entonces si (B,x,y,A) E R, N8 y(A) e BVZ1 c. cZ.1 

• • N y(A} ~ CZ' íl NG(A) e N z1(A) 
B ~ e 

• • (B,x,y,A} es irreducible. 

1 

Corolario 2.3 
' ' 

A es 

Un p-su~grupo A de G es esencial en G si y s6lo si el cociente 

Hi= NGiAl_ admite un subgrupo propio N cuyo orden es divisible 

por p y tal que para todo elemento x de H-N la intersecci6n 

NílNx es un p 1 -grupo. 
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remostración 

=> Sup. A es esencial entonces por la proposici6n 2.2 existe 

(c,1;z 1 ,A) e D-R con z1 t: NG(A) dónde Nc(A) es un Sp-·gru:oo 

del NG (A) , por el teorema 2. 2 

M = {zE NG(A) 1 (C,1,z,A) E R} es un subgrupo del NG(A) 

tal que i~c (l\.} e M y si x E NG (.Al- M entonces A es un 

Sp-Subgrupo de MílMx 

Sea J: NG(A) ~ NG~A) = H el homomorfismo 

can6nico y N = J(M). 

i) M ~ NG(A) ya que Z1 ~ M y como A e: M entonces 

M ::> Ne (A) f> A entonces PI i M 1 A =IN 1' 
si X E H-N entonces existe X 

1 cNG (l\) tal que 

J (X 1 ) ==X y X 1 f M 

' A es un Sp-- grupo de Mf\Mx . . 
x' 

P ) 1 M íl !i 1 == j N ílNx 1 
. A A • • 

<= sea M== J-1 (N) 

N ~ H 

Sea D un Sp-arupo de M entonces J{D) es un Sp-grupo de N 

como P 1 1N1 ent.onces D ~ A 

Sea D' un Sp-grupo del NG (A.) tal que D' :J:· D si. D' f D entonces 

N ~· ( D) ~ D en tone es existe u E D' - D tal que r:u = D 

J(.t) cJ(M) íl J (M)J(u) ==NON ,J(u) 

Además u Y, M • J (u) ( N y P 1 1 J ( D) 1 

• • D' == D 
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Además si u t NG(A) - M entonces M.ílMu ~A y como J(u) e: H-N 

entonces N íl NJ (u) es p' -grupo por lo que para toda g e: M íl Mu, 

g p-elemento se tiene que J(g) =A, es decir g E A 

• • A es Sp-grupo de MfiMu 

Sea C un Sp-grupo de G tal que NC(A) = D y 

M = {z E NG(A) I (C,l,z,A)s R} por el teorema 2.2 

,. 
Me M pero N f H entonces M ~ NG(A) entonces existe 

Z l e; NG (A) - M 

. . . 
• • 

z1 F/ FI ·es decir 

A es esencial 

Proposición 2.3 

(C,l,z1,A) s V R 

! 
i 

Un p-subgrupo A de G es no esencial en G si y s6lo si para 

todo par P, p• de Sp-grupos de G distintos, que contienen a A, 

existen Sp-grupos Po, ... ,Pn de G tales que: 

(1) Po ::: p y p == P' n 

(2) Si 1 ~ .l ~ n A es subgrupo propio de P -l- l íl P ,¿ 

Demostración: 

Sea A un p- subgrupo no esencial de G, y ~ P' dos Sp-grupos 

de G tales que A e P, A e P' y P + P' 

entonces existe x E G tal que Px = P' de donde tenemos 

(P,1,x,A) e V y es reducible pero 

(P,1,x,A) ~ T, por lo que 

(P, 1, x, A) 
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IAI < IA,¿I para ,,{,= o·, •• n, de esta expresi6n tenemos que :xouo=l, 

:X= Ynun, Y,,¿_1 U,¿_ 1 = x¡u,¿ y que A f A,¿Ui para i=o, .•. ,n, 

corno A,¿ e: ?xi.. y A.{_ e: pY-<- tenemos que A¡_ e r:X(n, pYi por lo que 

. . . para i=l, ... ,n, 

haciendo P_¿== PY-i u,{ para -<-= 1, .•. , n tenemos que se cumplen -

las condiciones (1) y (2). 

Supongámos ahora que para todo par de Sp-grupos de G, distin­

tos P y P' existen Sp-grupos Po, •.• , P 11 que cumplen las con­

diciones pedidas, demostraremos que A es no esencial. 

Sea (B,x,y,A) E: V entonces 

si a:x = nY , (D,x,y·,A) e T, 

si Bx f. BY por hipotesis existen Po, ••• , Ptt , Sp-grupos tales 1 • 

que 

Po= P = Bx , Pn = P' = sY y A es subgrupo propio de 

P ·-1 íl P_¿ para --l= 1, •.• ,n, sabemos que existen y . .{· elementos de 
,{, 

G tales aue P = pY i por lo que tenemos que 
i - l 

(B, v,y,f.) = tl 
¿\ • l; ( I3 , xy l ••• y,¿ -1 ' xy 1 ••• y..¿, p ,¿ -1 n p ,¿) ( p -l-1 n p ,¿ ' 1 , P.) 

-l = 1 
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como A f P ,¿_1ni¡ para toda .l=l ••• n entonces 

IAI < 'z-1 n P_¿ ¡' por lo que (B,x,y,A) está generado por elementos 

de longitud m:mor que /!/ 
(B,x,y,A) e: R 

,. 

Corolario 2.4 

Todo el~mento maximal del conjunto de intersecciones de dos Sp-

grupos diferentes de G es un p-subgrupo esencial de G. 

Sean P 1 Q dos Sp-grupos de G diferentes tales que P íl Q es 

maximal, y X E G tal que px = Q, tomemos M = p n Q entonces 
¡ 

(P,1,x,M) E V- T, si Mes no esencial entonces por la proposi--

ci6n 2.3 existen P 0 , ••• , Pn Sp-grupos de G tales que 

M 4 P,¿_
1
íl P,¿ para .l = 1, ••• n, entoces M no es maximal. 

/ 
/ 

J 
./ 

. / 
,,. .. 

, 
I 

¡ 
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Cap!tulo III 

Sea W una apUca.c..l6n de .f.0-0 p-.6ubgJr.Upaó de. G en eR.. conjunto de. .1iubg~ 

poó de G que -00.,tü f;ac.e lcu. -0.lguie.ntv.i c.onclluonv.i: 

1 ~ S,l A e-O un p-.6u.bgtwpo de G, W(A) e CG (A) 

2~ Pa.tta :todo p-.tiubg'1.upo A. de G lJ paJLa :todo el.e.mento x de. G 

, W(AX) 0= W(A) X 

3~ S.l A y B -Oon do'-0 p-¿,u.óg1tupo-0 de. G :t.al.v.i que. A e: B e.ntonc.e.-0 

W(B) e W(A) • 

\ 

Con W . .!ie de.6hien en F y en V la.6 1r.e1ac<..onv.i -0.lguie.ntu. 

1 a) Si.. (B,x,A} U (B:x!A') eJtan eJ1 f .óe tl.ene (B,x,A) rv (B!x!A') 

.&i.. A=A' , B:::B' y -Oi et e temen.to x-1.x' t: \·1 (A) • 

b) S.l (B,x,y,A) lJ (B!x)y!A') -~on e.lcmento-0 de V -Oe. tiene que 

(B,x,y,A) rv (B!x!y!A') .6.l A=A', B=B' y loó elemento-O x-lx ', y- 1y' 

pe.Jitenece11 a W(A). 

/ 

/ 

f 

Ve.notMemo.ó Jte . .ópccU.vamente. Fw y Vw a..t c.onjun:to de ewu de equ..iva-

le.nci.a de F LJ V, po!r. Tw af. conjunto de. c..f.Me...6 de. Vw que tie..ttl?Yl un 

elemento en T. 

I 
I 
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LM opeJLac..lonv., de. la de.óúU:.c,lón 2. 2 .6Dn compe!.llb.tu en Fw y Vw 

VemobVz.ac.i6n.-

Se.an (e ,y ,B) '\, (C! y~ B' ) y (B X A)llv (B !x!A') polt de.mot.:tJL.a.Jr.. que. 

(C,yx,A)rv(c;y'x~A'); e.amo (B,x,1'-.)rv(B!x!A') ten.enw-0 B=B', A=A', 

x-1x' E. W(A) ade.ma-0 W(l3x) e W{J\} ya que. A e: nx, c.omo (C,y,B)"'(c;y;B') 

.te.nem0.6 C--=C', ll=B', y- 1y'c W(B), e.11.toncc__,~ x-1 (y-1y 1)x E W(B}x = 

W (nx) e: \·l(A) (111lonc.<?.t~ (x·- 1y-1 ) (y' x) (x-1 x 1) = (yx),...1 y'x' e W(A) 

(c,yx,A)'V(C'y'x'A'). 
" .1 

Ana.loEa.nw.nte. .6 e pue.de. veAf.61.CM qu.e R.iL6 opeJraclo neti s 1J L .60rt compa"" 

.tlbie. · en Vw • 

Ve.no.t.akemof.J po)L (B,x,y ,A)w a .e.a. ctMe. a .ta c.u.a.,f. .Ca doble. 6f.e.c.ha. 

(B,x,'y,A) pc!L-te.nece., &e. .:t[e.ne. e.n,tonc.M, 

Tw =f (B,x, y ,A) w e t>w j 3 (B,x1, Y1 ,A)E:: (B,x, y ,A)w c.on (B,x1, Y1 ,A) E: T} 

Ve.6-ln.úno.6 Rw c..omo e..t conju.nto de. (B,x, y ,A) w E: tJ!W .to.lu que e.x.l6te. 

(B,x1 ,y1 ,A)c (B,x,y,A)w O .R. 

Se.an (B,x,y,l\)w, (B;:x:y:A' )w e..le.me.nlo.6 de. Vw-Rw de.c-<..mo.6 que. (B,x,y,A)w 

e..6 .ln.te/icamli,lali.fv e.e 11 (B; x: y; l\') w ~-f... ex,í..,..'-de11 (B, x 1, Y1 ,A) e (B ,x, Y ,A) w Y 

"0 111 (B' ' ' l\. 1
' '- •~ 1 X1 1Y1 r . ) • 

1 
i 
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1 

1 
1 

'PMpoi,.lci6tt 3.1 

Todo ele.me.vito de. 1hl que. .6 ea ge.neJt.ada pott Rw e,i,.:tá e.tt Rw, 

i,i.. (B,x,y,A )w E: Rw e.ntanc.eJ.i (B,y,x,A)w e Rw. 

Vemot,btac.16 n.: 
.. 

Supongamo.6 que (B,x,y,A)w e,i,.:tá ge.ne.Jt.ado palt e.leme.ñto.6 de. Rw, .6.úi pe.Jtde.tt 

ge.n.e.Jr.ai.idad óe. puede. -0upon.eJL qu.e., 

. 11 (B,v,¿,B,() (B_¿,x1 y'! A'! ) (A'! u., A) dottde. 

(B,x, ,A)=- .l.: l ' 
I 

I 

• .(..= 

..{. ,(.. ..{. ..{. 

(B., 
-11 y" A .)w e N.v, e.ntonc.eó, 

X· I Á., I 
..{. :,(, 

..(. 

Yl 
.-1 .-1 

{B,x,y .:-\)== ¡_J J 
(B, v,¿ x1 u_¿, v_¿y{ u,¿, 

A'\U..{. ) (A'~U-<. ' 1, A) 
..(. 

..{.. 

n (A_¿_, 1, A) !J M .. Ue.n.e. qu~ 
= .t 1 (B, x_¿, y Á..' A¡) 

..{..== 

(B,x,¿.Y ,¿•A¡l w e Rw !f (B,x, y ,Al ~ (B,"í, y 11, A) en.to11ee.1> 

• tt (B,x,y,A)w= ,i.~1 (B,X,{,rY,[rA,t)W (A.ul,A)w 

S
na. (B x'· v'· l\-l e Ríl(B,x;,y;,A;)w ¡YUtrt .("~ , ••• ,n, 
>;:.. , .{., - ,{.., ,{. ~ .... "" 

11 1 l - 1 ' .._,I -
1 

X A) 

( 
' • "') (7\ x'- x v- ,,., x'· X· ••• y1 y1""1 11 

e.ntonc.e..6 ,¿~1 B,x,¿rY,¿,n,¿ n.;_1 -~ .i:l-1.r,¿_1 -t-1 A..-1 

• 1 1-l -1 i ' ,· y- 1 y\ >~\- 1 X1 1 A) 
:: (B,}~11Y1tXH XnYn-1Yn-1X11-1Xn-1··· 1 

c.( O 
, .. , }'1' v 1 7• ·)E (~¡ " ' '' ' ":· ·) 

1111 \t:>, ·.v.i.l' '-l • -·1-·.1..1.i cr··.t w 

. 1 ·"c¡·1"1·,.··' ,-u~· 
)''--V'[('(. .·{'· 

1 
, • , 1 I: -~- .1 , 1.l, -' ( · 

I 
1 
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l 
1 
1 
1 
1 
1 

x:z' x_i, yZ 1y .l E W (A,¡) peM A e: A .i. paJut .i. .¡ ,. .. , n, pa!L lo .tanta 

: W(A.1.) c:.W(A), Q;1.ta ;igrt.lfiiea que. ><i'"i• y¡'y'_¿ E ~l(A) .l•J, ..• ,n, 

e.
nt.on.ce6 y- 1 (y 1

x•- 1x ... x~- 1 x 1 )E W{A), x-1
1

x1::::l e \'HA). 
n n. n n · 

. . 
• 

• • 
(B,x,y,A)w E Rw 

p-OIL .t'a p!topaúcl6n 2. l (B, y1 ,x1 ,A) E R, pelta (B, y1 ,x1 ,A) E (B ,y ,x,A) w 

• • (B, y, x, A) w s Rw 

Lema 3.1 

Sl E ~en.elta a V entonce.-6 Ew ={ (B,x,y,A)w E Vwl (B,x,y,A)E E} gene.Jta a 

Vw. 

Lema. 3. 2 

eo u (B, x" x,. A) y (B, y 1 , y,. Al elrm < "to 6 de R , 01ito ne eó ex.i.óte 

(B,X, Y ,A) <: (B,x, y ,A)w que. eó inte,tcamb.úlbi'.e ca" (B' , x • , y• , A' ) • 
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· Vemo~.t'1.aci.6n: 

·Como puede e6er..:úl.a.M e. fu .&wna .6.f.gni.6-ica que. ex.úte.n doblu 6lechcu, c.on 

la. 4igu-<.en.te Do'ana: 

(B,xLx~,A) E (B,x1,xz.,A)w, (B,xLyJ,A) E: (B,vx'u,vy'u,A)w. 

(B,yl,yl,A) e (B,y1,y2,A)w • 

.t.ene.mob xl- 1"\r:r' u, yl-1vy'u E.: H(t"\) e.ntonc.e-0 

(B,x{,xLA) (A,x~- 1vx'u,A) + (B, v ,B ') (B:x~y~A') (A;u,A) + 

(B,y!, yLA) (A, y!-·
1
vy'u,A)"" (D, xY, :x~ ,A)+ (B, v, B 1 ) (B 1 ,x:y :A') (A:u,A) + (B, y\', y~' ,A 

c.ue.nci.a. (B,X¡,Xz,A) (A,x2 1 x~',A) + (B,v,13') (B:x;y;A') (A' ,u,A) + 

(B,x,y,A) e (B,x,y,A)w. 

(B,.x,y,A); 

(B,x,y,A):::(D,x,vx'u,A) (A,}(- 1x,A) + 

(B,v,B') (B:x'u 5C 1x u- 1 ,y'u y- 1y u-1 ,A') {A' ,u,A) + 

(B,vy'u,y, A} (A,Y- 1y, A) 

A =A'u en.tone.e,& W(A)::.:: W(A1 )U 

3<~ 1x e W(A')U entonce~ t1X- 1x u-1 e W(A') 
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Lema. 3. 3 

n 
Sup. (B,x,y,A)w=,¿~¡ (B,v¡,B1>w<B,¿,x,¿,y,¿,A,¿)w(A,¿,u,¿,A)w e.ntonce.6 

ewte.n (A,¿,Ü,¿,A) e.1.eme.n..to-0 de. F y e.x.M.t.e. (B,z,y,A) e (B,y,y,A)w 
11 

.ta.tu qu.e. (B,x,y,A_) ==¡~1 (B,v,¿,B,¿) (B,¿,x,¿,y.{tA¡) (A,¿,Ü,¿,A) + (B,z,y,A) 

n 
Se.a (B,x:y;A) r:: (B,x,y,A)w tal_ que. (B,x:y;A) ==,.~ 1 (B,x'!,y'!,A) donde. 

"- ,{_ ,{. 

. (B,xi_,y1,A) t: (B, V ,¿,B,¿)w (B,{,tX,(,rY,(.tl\,i) w (A¡, UJ_,A) w e_ntonl~(I).) (v ,¿X,¿U,¿)- 1 x1, 
(v,¿ Y,¿ u,¿)- 1 y~ e W(A) eJttOrtC.V., (B,x,y,A)==,¿~J (B,v¿,B,¿) (B,¿,x,¿,y¡,A,¿) (A,¿,Ü,¿,A) 

donde. 

de. aqti-l .t.e.nemo.:'i que x = x'{ de. donde. 

(B,x,y,A)= (B,x,y,A) (A,x- 1x,A) + (B,y x-l:x,y,A) 

y tomarido z =- yx-1.x el .eema 1.ie -0-tgue. 

· Ve.6-in.ú~16n 3. 1 

Se..a E'!!.._ll!Ljubconjwito de. pw, .Ew e.-6 un ~.l6tema de geneJLadoJte.-6 1.&.l todo 

elemg__!Lto __ (B L~.tYil::)w __ cjg.J!~L-c-O_ge.n¡.:/l,,adci po14_ cleme.iito~ .. de. __ Ew& 

Lema 3. 4 

Sl Ew e& un .6.w.tema de. geJH'MdoJteh de. Vw e.n.tonce~ pa!Ut .todo eleme.nto 

(B,x,y,A)w de. Vw te.nemoó que 

n 
(B,x,y,A)w =,(~J (B,v,¿,B,¿)w (B,(_,x,.¿,y_¿,A,¿)w (A.<_,u_¿,A)w donde. 
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La demo1:iVw.ci.611 de eAte .tema ru,,¿ como la del .&..i.gu.le.nte. Teo­

lt.ema. y .6U COIWWÚO Jt.e-Oultan de. un p!l.OC.MO 1;¡,Wú.J.Lvz. ae tiULüado 

en el lema 2. 6, TeM .. ema. Z .1 y c.oJt.oR..tt.4lo 2. 1 Jt.e&pe.c..tlvame.nte.. 

TeoJt.ema 3.1 

Sean Ew y Et do-0 .t.uó e.o nj untoó de. Vw .6.l f'l/1 eA W1 -0..útema de gene. 

JW...doM..J.i de fJ:,.J lJ .¿¡ ,todo l>Jlvnento i.lv'tedu.cible. de. Ew u -lnte.camb-lE-_ 

bie. c.on a.t meno.& un e-€.e1mz.tito de ew, en;tonc.eó E' w e.6 wi .6-l-0-tema de. 

ge .eJia.doheó • 

Veá _nlci611 3. 2 

CoMlaJúo 3.1 

Todo -0,U,,tc.ma. Ew de genettadoJt.u minllnal de Vw cumpt.e lM 1,,f,gtúen-

tell p1t..ap.ledade~: 
/ 

a) lodo e_.fem eiiú.· ele EVI e4 .{/Ucl>duc).bfe. 

b) Lo.~ ei.eme,11to6 de E.1t1 -OOH do.t. a da,¿ 110 .úitecan1b.iab.tu. 

e) Todo p-óu.691wpo h'-e.-6e.nchtt d<!. G admLte w1 conjugada en G 
que ,<:'...6 la rltt ente de un tfCJll<1Jtto de_ Ew. 

40 



Pll.opo1J..lc.i6rt 3. 2 

Sea (B,x,y,A)w un e1.e111e.nto de. Vw-Rw· y e un Sp13Jt.upo . . de G .que 

cont.lene un .Sp~ gJtupo· del NG{Aj, ex.M.te. un ele.mento i! de.l NG(A) 

tal que (C, 1, z,Alw e-6 ,iM.e.du.clble e. btteca.mb.labi.e. c.on 

(B,x,y,A)w; 

(B,:x,y,A)::::(B,x,1..TU,A) + (B,v,C) (C,1,z,A) (A,u,A) + (B,vzu,y,A) 

don.de V e G, Bv::::::C, uz E: NG (A) y .CM dobieÁ 6.f.e.d1M {B,x, vu,A)' 

(B,, vzu, y ,A) e R 

(B,x,y,A)w = (B,x,vu,A)w + (B,v,C)w (C,1,z,A)w (A,u,A)w 

+ (B, vzu,y ,A)w entonc.e~6 pO!I . .la p1wpo,~,i,c,l6n 3. 1 (B ,x, y ,A)w e Vw-Rw 

-6.l IJ 66i.o ó-Í (C, 1,z,A)w e 1Jw ·- Rw 

T eoJt.ema. 3 • 2 

Sea A un p-J.iubgtwpo de G, B un Sp-gJt.U.po de. G que coritle.ne. un 

Sp-g!Lupo d~e NG (A) lJ Mw el.. conjunto de eteme..n:to-0 z del. NG (A) 

:tai..e.~ qu~ (B,1,z,A)w e Rw .&e ,t,iene: 

a.) Mw e..ó un l>ubg1wpo de.i.. Ne (A) lJ M el. má& pequeño que eump.f.e. 

.f.a.6 .&i.gu....te.nfo_,6 c.on déc.fonr li: 
J 

{ 1 } M,.1 c~miUe.ne. a N8 {A) 

( 2) Palt(t .todo e.temen.to x de NG (A) - Mw A e.4 wi Sp-gltupo 

de Mwíl~ 

U) Jtw ::::> W(A) 

! 
1 
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b) S.l z, z' .60n eleme.Mo-0 de. NG (A)- Mw, (B,1,z,A)w !f (B,1,z' ,A)w 

60tt hiteJt.ca.mb-<.ab.e.e-& !Ji y -06lo -01- Mw z Mw = Mw z' Mtl 

al Se.an z
1

, z
2 

e Mw e.ntonc.C?h (B,l,z1,A)w y (B,l,z2 1A)w E Rw 

entonc.e..ó (B,1,z1 ,A)w (A,zz,A)w e Rw 

. • • (B,1,z
2

,A)w + (B,z 2 ,z1z2, A)w = (B,l,z1z2,A}w e 'Rw 

(11 NB (A) e.ó Sp-g!tupo del. NG (A) 

M = {z e NG (A) 1 (B,l, z,A) e R} 

M e..ó un .&uhglLupo ckf- NG (A) IJ e...6 el. má.6 pequeño qu.e.: c.umple. 

( 1 l lj ( 2 l del Ú!.oltcma 2. 2 

S-l z e M e11..l:unce.6 (B,l,z,A) e R e.ntonc.e..6 (B,1,z,A)w e Rw 
. 

e.ntonc.e.6 z e M1.v • • M e: Mw 
/ 

Nn (A) e: M pa!t. el te.otteJna Z. Z, 

entonee,.6 NB (A) e Mw 

lZ l Si. X ~ MW e.nl.onc.e.h X ~ M e.ntonc.e.b A (>_,& Sp·-g!t.UpO de. 

M n w pe)w M n ~ e: M.oJ n M~~ 
. 

• • A e: Mw íl M,~; 

Ser. D un Sp-·f!ltU}JO de. Mw íl ~ etitonc.~ D e: Mw => e.wte.. !/ e Mw 

tal que NB y (A) J D, D e: ~ "'> OX- 1 
e: Mw => e.XÁ.b-te. z e Mw tal q u. e 

t\Z (1\) ::::i Dx-- l 

(B, l,x,A)W ~ (ll, 1, y ,A)w + (B,y' zx,D)W (D, l,A)" + (B, z ,l,l\) (A, x,ll) 

\DI = \A\ 

• • A = D 
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(31 Se.a z E W{A) entonce.6 (B,1,z ,A) E {B,1,1,A)w e Tw 
• 

• • (B,l,z,A}w ~ Rw 

• • ZE::M..J 

• 
• • W(A) CMw 

(b) ; Supo ngamo.6 (B, 1, z, A) w 'V (B, 1, z' , A) w e.ntoncu ex.W:te. 

(B,x,y,A) e (B,1,z,A)w .tal que. (B,x,y,A) "'(B,1,z:A)de 

donde_ x,y-lz E: W(A) c;.Mw, en eon.f>e.c.u.enu'.a if e NG(A) y .t.e. 

üene. 

(B,x,x,Al + (B,1,y x-! A)(A,x,A) + (B,y,y,A) = (B,x.,y,A) 
. _, 

• • . { B, 1 , y X , Al '\, (B' 1 1 Z. 1, Al 

PoJL el Teo'1.ema 2. 2 (b) -tenemo.6 

Myx.- 1 .=M zM e11to ncc.6 

Yx-1 1 • m1 z mz eon m1, mz t: Me: Mw 

' z = zy- 1 
( yx- 1 ) x 

•. MwzMw = Mwz'Mw 

Aho11.a -0upongamo·~ Mw z Mw = Mw z' Mw .t.e.nemo.6 que. z==m1z'm2 con m1 lf m2 en Mw 

u.to .6.ig11.ifi.ú:a q1H1. (B,'1,m1,Alw !J (B, 1 ,m2,A)w pe.tr.:tr.nece.n a T<w polt fo 

que. ( B, 1 , z, A) w !.1'3,1,m:i,Alw + (B,1,:::!A)w IA,m21 ;\)w + (B,z'111 1 ,z,A}w, 

de. donde (B,J,z,Alw rA ~Jt,~educi.lJtc si. lj ¿,6fo ¿,,<'. (l),1,z,A)w f.o eó lJ en 

ut:e CMO 1011 .úite.ttc.amb.iabte.6. Lo qtH' te!rnl.Úlll f({ demo.6.tJiflC.{6n. 
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Conli-úle)u1.11.ema.t> ei c.a.60 e.6pe.c..ia..l e.n que fu 6wic).6n w Mocia a cad.a. 

p-&u.bglLUpo de. G .6u ce.n.:tJt..a.li:zado!t. en G fu denotaJtemo.b polt. e. 

Ve~üú.u6n 3. 3 

~tt e-Mib~1!:._up~ __ A de. G e..6 C-noltn~~-~~-~- 1:Ji e..wte. un Sp-ghupo P de. G 

g_tte ~at,.{¿_60:~~- _:{~-~.{9u-l~~ni_~-~-~-e .. l'!~!-c,ú!~w,b: 

1- A ell WL_~_~th!J!l:LL[J(J __ H(J',w10:LÉ~~. ~-· 

f:_ Si lf _~_ ~~t1 __ 1u.Lig~wpo. (í~ __ }!..__y _ _j_{;__~ __ g:L.!!!l. e{~~gX!·t9_g~_q_J:a1 JL!!J-

E.~ _j(- 1 
... ~~-.:f.&~!~_e __ q(,L_C:_~-=-~~-do~~S-~~-!}.'2.~wza a A CJ ~-~~:t~­

.llza a H 

P.fWpo.6ic.-i611 3. 3 

Un p- M.1.bg twpo A de G ~ C-no1tma.l e.rt G ¿,,( y .661?.o 1:,,l .6a:tl6 óctc.e. ÚL~ 
.ti..i.gui.c.>nie.6 c.ond.(c~i.onQ..6: 

e.-0 w1 el .. eme.tito de. G .t.a.l que. A y Ax ge.neJzan un p-gtmpo -
A = Ax , 

1°1:d .. X 

e.ntonc.eo 
2 ° :todo p-.6u.bgtwpa C-ue.nc...út.t de. G .tiene. utt c.011jugado e.n _ G que. 

c.on.tle.>1e a A • 

P!UmeJw ~upongamo.6 que. A iw un p-.6UbgJwpo de. G C-'no1tmal, 1 denw!:i.tlt.Me-

t11M q1tc <.d? . .óe. c.umple. el .ú1c..wo 1°} de .ta ~vwpo6,{_ci6n: 

.Supcn1gamu.& qu(I pa'1a af guna x e G <Lf u1 Ú[Jlwpa H g ene!u.tdo pO!t A y A 

e'6 p-.6ubg,.mpo ele. e; • PofL óe!L A C-1wJ1111ctf PXÜd(• P Sp-.<Jfwpo cú~ e 
:tal que. A e: P. fx,{6,tr, V E G .üit qti(' f{ e P\,.I, po!t .ea que, Av-le: p y 

e.11-tonce.6 de. !a de6.ú1[c.ú5n 3. 3 ~e . . Uene qu.e. v == nz c.on n e i\lc Ud IJ -

z e C1.-; (A}. 
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Análogamente como Axe: He: pV e.ntonc.e-6 

_Zl E C~~} pok lo que X= Zi 111i 1 V = 
e.orno .6 e. queJr-Úl ptto ba1t. 

vx.- 1 = niz1 con Yh e i'JG(Al y -

z; 1 n1 1 nz E: Ne(/,) 1f entone.u A = Ax 

\ 
Pal'~ demo&taJL e1 zu) .lnc..Uo de. .ea p!topo.6-lwn &upongamo.& A' C-e..&e.nual, 

entone.e.;., ex,(;.,.te.n B Sp-gtmpode. G y x1,x2 e G ta.le..6 que. (B,x 1 ,x 2,A')c. pe!t­

.te.ne.ce. a. Ve. - Re., como A e..6 C-no11mal e.ntonc.v., e.xl6te. P Sp-g!tUpo de G 

.tal que. A e: P. Ex..ild.e. v E G tal.. qae_ Pv ::: B lJ en,to ne.e;., .6 e. :Ue.ne. C(Ue. 

(Pv,x 1,x2,i\')c. r: Ve. - Re. po!L .ea que_ 
-1 -) 

(P,v,Pv)e(Pv,X1,x,,,A')e.(A',xi· 1 l 1 .. 
1 ,A'x v )c. E Ve. - Re 

x1· 1 v- 1 

Se.a A"=, A' e1itonc.e.J.i Mi. .tiene que (P,J,x,A")c. E Ve. - Re donde. 

X = VXlX¡- v- 1 x- 1 

.eue.90 A" e P y A" e: P, ya QUe A e.6 C-no1t.ma1. e.ntonc.e.6 

x.= nz c..on ne NG(A) tJ z E Cc;(A"). 

Como A <1 r y A" e: P e.n.tonc.eJ.> AA" e.1.:i un .tiu.bglUlpo de. P y .6e. .:U.e.ne.. 

(P, 1,nz,A")c. - (P, 7 1 11,A")(~ = IP, 1,n,AA''JdAA", 1,A")c. y c.omo e,6 C-.UUtedu.-
¡ 

clb.te e.ntunc.e-~ IAA" 1 ::: IA" 1 C . .6 de.e.Di AA" = A" po!L ..e.o que. Ac A" 

que. M ea que. -óe. queJtfo pllolKt!L. 

PaJc.a demost1iaJt et fl.eqt¡e..60 de .. fa p"wpo.6.(c,-i.ón .tiupongamo.6 qu.e. A e6 un 

p-.6ubgtiupo de G que. ,~ci:tú t)ac.e_ út6 c.ond.fr,fone_.,~ 1 º) tJ f') de la p1r..opo.6-l­

cl611. Como A <!.ó un p-ólLbfjflupo de. G ex. .. ü-te P Sp-fjlw .. po de_ G .tal que. 
X X X A c:·P, -6-i x e P en.tonc..ef.J A e: P = P po!t lo que. A y A gene/tan un -

p-.6ubg1wpo de. G , de donde A ~, Ax tJ eittonccó 6r. .Uene que A <I P l.f .6e. -

.6W..'66ac.c .ea c.onclic.ú'ÍH 1 d"- .fít deó-{.nlcl611 3.3. 

PaJLa demo~tJuVt .ea co11dú ... ió>1 
x-1 

P ::-.i 11 palla al.9611 x 1:.: G 

con n E .\'e (A} y :: E CG (fl). 

2) 6Upon9a.t11ob H un -011lJ9hHpo dl' P l.J que. 

.ta que .. te.nemo,~ que de.mo6.t!UV!. eli qtte. x = nz 

I 
1 
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Poll. nu.u.:tAa. lúp6tu.l6 poden10-0 c.oYL6.ldeJta.JL .ta doble. 6le.cha (P, 7 ,x,Hl, u:tá -0e 

pite.de. expll.e..óa!l.. como: 

m . • 
(P, 1, x, H)c. = L: (P, v,¿, pv-<.)c. ( pv-<-, x.1, y.i.,A.-l) c.(Af, 1,H) c. con 

-l= 1 

(pv-l,x¡,y¡,Al)c. E (Ve - Re) U Te . 

R:Via pito ba.JL lo que quVLemo.6, de1110-0tJw.JLemo.6 p!UmeJw lM .6iguie.n.te-6 he.cho.6 

i) pMa 1 ~ ¡::; n, .6i v.x. = n.z. c.on n. s NG(A) 
,{. ,{. ..(. -<.. -<.. 

e.n-

.tone.e-O v.IJ. == n'. z'. con n'. E NG(A) lj z'. E CG(H). 
,{. ..(. ,{. -<.. ,(_ .{. 

.ül PaJr..a 1 < .l < n, J.>i v .IJ. = n'. z'. 
,{. .{. .{. .{. 

con 

e.n-to ne. e..6 con 

Pa!Ut p1tobaJr.. ,¿) lo cüv.ld.imo.6 e.11 do.6 c.Mo.6 : 

a.)- Supongamo.~ que (Pv,¿,X;¡,~~¿,A)cE Ve - Re. e.n.tonee..6 po!t ta. eoncüu6n Zº 
V ·X· 

como A . e: P -<- .<.., 
..(. 

u· 
e.x,U:te. u.,¿ t: e; ;ta.1 que A e:= A_¿-<-

v 'X 'Ll' ne. que. A e P ·< .{. ·<-, A e pl'{ ~l.i. L~ ele. aqttZ que 

-1 -1 -1 
u. IJ.· v. de. donde. eJ .t,ubg!{upo genrAado po!t 

A1... .t.-<. cp 
-1 -1 -1 

U. x. V; 
A ..t ..(. "" 

e..6.tá c.ori.:teJiülo e,11 P lJ pott la c.ondicJ..ón 

pito po -6 i.c.ló n .6 e. .tle.n e. 

-1 -1 -1 N ( 4 ) u. x. v. e G r\ • 
¡ .{. .{, ,{ 

- l -1 -1 u. x. v. 
A :: A -<- -<.. -<.. polL lo que.. 

Ancleogamc.11te M'. tiene. que, 
y e.orno 

V ·LJ. •. ( \! · 11 '(( · l 
..(. ..(. .{.~ .{. .{. 

... -1 -1 
(u. • x. v. ) 

-{ .{. ,( 

tJ pOll. hlpóte6-l~ 

v,¿x,¿ :: n.¿z¿ con 

V •lj. = tt '· 7 '· c_on 
.{, ..(. ,{ ~.{. 

H{ E NG(A} 

-·1 -1 ··t N 'Al n'. == (v,[y.u.)(u. x. v. l n. t: G' 
. .(. . .{, .{, .{ ,( .. { .{, 

tj 

z'. = z. s CG (A) 
..(. .{, 

e.amo ,~e. quC'Ata d cmo.6.tJ1a'1. 
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¡ 

l 
1 
1 
1 
1 

b) SuponemOó atio1m que ( pl.'.i. , x. , 1J , A. l e T , ex,w.te 
.{, ,{ .{, c. ('_ 

( FA. ' , A ) 1 ·,x.. ,lf.,'1. e .t. .{. .e 
' , (P,v. x. ,v. y. ,fil 

.{. ,(,_ .{, :.{, 

T n 1 pv ¿ ,.. \ , \ ,,.,,,.,ij. ,1'1 
.{, l ,(, c. 

(; T n ( p, v. x. , V. t/. , 11} de donde 
·' ,{ .{. .(.' :{. c. 

' -1 1 (v. x. l (v. x. l = g. E CG(H) 11 e.amo v. x. == n. z. con n. E NG(A), 
.{. ' '~ .{, ,,{, ' :..(. ~ ' .{, .{, .{. .{, .(. 

' v .. x, ... 
.{.. ,{, 

tL z.g. 1 
.(. .(. .(. 

ademá.-0 

,'·.. t.\ i, ', 

= h. E NG(A) de. 
..{, 

g! E CG(A) evt-
'..(. 

' , - 1 l ' l 1 , 1 .tonc.eJ.i v.y. = v.tf.g.::: (:1. n. (z.g.g. ::: 11.z. c.011 tt~ E:NG(A), z. E CG(A) 
.{. .{, ,{, - .{. ,{, ,{, .{, ,{, '..(. '.{. ..{, A.. .{, .{, 

e.amo .&e- quQJlla de1noJ.:i.ttuVt. 

PCVUl p!LO baJL .U) 
' ' 1 ~upongamo~ v.y. = n. z. con n. e NG(Al 

A.. :..{. .(.. ,(.. .(. 

Se .t.i.e.ne que. 

Poli. eo que v.+l X·+1 ::.· (v.y.)I¿. = n~z~k. = n. Z;+l ,.{. ,(_ ,{, ,{, ,{, .{. .{. .{. .{, .f· l "" 

donde. n.+ 
1 

= n! e N,.(Al 
.{. ' .{, '-' 

lj 2,¿+1 = z~ k. E CG(H) 
,{, .{, 

' ' fje_ tiene que. v u = n z n11n m tn 

' y z e CG(ll) IJ como 
-1 

(v Yn1l x = m 
Z

1 
E ({;(H) • 

con 

111 
f 

::: '1m E NG(Al e.o n n. 
t ' y z = z z m 

e: Cc;(Hl, lo qu.e. pnue.-
:::: llZ 

ba la c.ondi.c.l6n ? de. la de6.ú1ic..l6n. 
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Capüulo 1V 

Lema 4. 1 

Sl A e1.> W1 p-.6ubgtw.po ue.nclal de. G, A u una .ln.te!L6ec.u6n ~ua.ve. 

pJWpo,!J.tc.(ÓH 2. 2 ex.,ló;te, C Sp-gtw.po de G tal. Qlte Ne (AJ u un -

Sp-91wpo dd1- Nc(A) u le Nc;{A) .t:ae qtie. (B,x,y,AJ e,,5 ,[_nteJLeamb.ltt­

b.fe. c.on (C,7,i:,A), pon to que A"cnc~ alw1ut N0 {A)=- IV0 (cncz¡ e,,~ -

Sp-gnupo dr.e tt(A) adem<Ú NcZ(A) = [NclA~- 1 )) 2 :: [Nc(AJ]r: u un 

Sp-91tapo cke NG (Al 

T e.011.ema 4. 1 

Si H<J e; y P u un Sp-gJzupo de H entone.u G::flb (P) ·11 

~ xn- 1 = y E NG (Pl . . . X = tjh 
/ 

/ 

CoJtolMto 4. J 

Sea A wt µ--0u::,g!tu.po de G tal que A no el.> Sp-gtwpo e.n NG(AJ, 

Sea p un Sr-g!Utpo del .. NG (Al lj M Utt t:iubgJzU.po del. NG (AJ tal. 

qu.e. 
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1 

1 

1 

M::»P 
i,i., X e:. N (Al -M e~onc..e..6 A eh Sp-gnupo de. MnMX, ¿e.a Wp ( NG (A) ) 

G 

e,e. ¿ubgJLUpo geJteJw.do pott loó p ~Xeine,níoti de_ NG (Al en:tancv.. 

NGIA)=(tJp(f~G(A)). NN (PJ 
G CA) 

¿,,¡ X E ~ ( P} ' > ¡~ = p e M n Mx 
G (A) 

A 110 V> Sp-gtwpo de Míl MX 

• • XE: M 

•• NN (P) e: M 
G(A) 

r eoJt.ema. 4 • 'l 

Sea. E ... -:{ (c,1,z,A).c V-..·R· I z e..6 p..-elemento de. NGCAl, Nc<.Al u utt 

Sp-9Jt.upo del NG {A) J e.1ita ne.u 

-
E 9eJ1eM a. V, 

E-0.te. te.oJienk'l e.6 c.on..6eCUeJtcia del .f.ema. 2,6, de.l :te.011.ema. 2,1, de. la 

pJtopo11.lc..¿6n ? • 2 y de.1 CO/l.a.f.Mlo 4.1. 

Lenia. 4. 2 

Se.a (C,1,z,A') e E y &ean (B,v,C), (A' ,u,A) e F, en:tonceA 

(Cv- 1 ,1,vzv- 1 ,A'v- 1
) t: E 
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Lema. 4. 3 

S~ (B,u,v,A)E D lj -Ol ne NG(Bj en.ton.ee.& 

(B,nu,u,r..) + (B,u,v,.A) = (B,n,B) (B,u,v,A) + (B,nv,v,A). Ve aqu.l Jte&iieta 

e.t .M.gu.len.te. coh.oRivuo. 

CoJtoÜ!Júo 4 . 2 

Todo elemcuito ( 13, :x, y ,A) de D .6e. pu.e.de. expJz.UaJL e.amo 
n 

(B,x,y,A)=i~l (B,v-<'..,&) (11L,1 ,u,A{) (!U,ui,A) + (B,g,y,A) C.Ott 

-
(B.i, 11 z,í, Af) e E 1J (B,g, y ,A) e T. 

TeoJLema. 4.3 (AtpeJLln) 

Se.e 1 A lJ B da-0 t.ubgiwpo.6 de. P don.de P u w1 Sp-gltupo de. G lJ 

..6up6n9aJ.:ic que. T\x= B, c.nlonc.e-0 ex_ . .f-0te.n d'.emc>.11.to.6 xl y Sp-gwpo-6 Q.i 

d~ G pcuut 1~ .{ s. n y un el.emeH.to y del NG (P) el. e.u.al .6cit.W 6ac.e. 

J.) X = X 1X2 ••• Xr/ 

-ll) PílQl eó u.na. úiteM e.c.u6n -0u.ave pMa. 1 s: .l~n 

W) xí. c.6 un 1:i·· e,te111ento del nG (PílQl) paJut 1 ~-l:\ri 

.lv) A e: PílQ1 1 

PolL Mt<L'l A, B~P tCllWlM que. (P,1,x-1,A)c V polt lo que. .6e. puede -

50 



n 
(P,1,x- 1 ,A)=,¿~¡(P,vi,P,¿) (Pi,l,zl,A.¿) (A,.¿,u.¿;A) + (P,yx- 1 ,x-1 ,A) 

c.on (P,(,l,:~.¿,A,¿)c E, y e NG(P) 

de, aqu,i que 

( P , 1 , x- 1 
, A > = ,¿ ~ 1 < P , i , P ,¿ v- 1 

) ¡ P_¿ v .r ; 1 , v;, z ,¿ v ,¿ - 1 , A_{ .e 1 ) 

(P ,y x- 1 ,:x:- 1 , A) • • • (1) ; 

pall.a. -i= 1 , ••• , n entone.u . 

.i.) Ve fa exp!te.J.i,ión ( 1) :te.ne.mo.6 que. 

tJ 

ahoJta 

X1X2X3 ••• Xn-~Xn y= 

lv1zl- 1 v1-
1

) (v?.z?. ·· 1v2 ·· 1
) (v3z3- 1 vs- 1

) ••• (Vn- 1 zñ~ivñ! 1 ) (vnzn- 1 vYl- 1) y= 

(u 1,-l -- 1 v ) ,-i {v z- 1 v·· 1 ) 1u·::: n-! 4 H Vn n-i tn-1 n n n ~ 
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ll) P" A V!l .......... 1 'lJ ; r: • e..6 un.a. '\,. -<. 
• ' • \ ~o . ..vu 1 x_¿ e_¿, w1 p- \.:'.A.eme1i:ro 

.úitVU> ecú6 n ti u.a.ve paJi.a. 1 ~,¿~ n 

v- l de.t NG(A,¡ ,[ )= NG(Pnf~ll pCVUl 7~-C:$tt 

.lv) Ac:A.~1:::, AY1 iv1u1::.--= Ay1-1 e: p~1 Z1 v11== Q1 

• • A e: PílQ1 

ade.máh :te.nemo.6 que x1x2 •• . X,¿= u1:1 v.z!1 pa.tut l > 1; 

.6 upo ngamo .6 al ue Ax 1 x 2 • • • x,¿ - lCPf'Vl .• • ' . lt,¿-t' 

PílO,t+i 

• • 
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