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PROLOGO

Uno de los problemas més frecuentes con que se enfrentan los
profesores de matemdticas en las escuelas de biologfa o reas afi-
nes es el acentuado desiutqrés, cuzndo no el abierto rechazo, que
slientan los estudiantes rpspecto a fa materia. Esta actitud provie
‘ne, sin duda, de lss primeras etapas de 1a educaciér y, con Tarerta
ble frecuencia, e¢s reforzada también en la escuela superior cor ra-
zones come las siguientes:

- 1a orientacién errdnes de los temarios, casi sierpre 2ieros

a los problemas de interfs prioritario para los estudisntes.

- la préctica docente: generalmente, el maestrc reproc.ce 'o
que &1 aprendif de 12 matemdtice en su oporturidad; s1 to-a-
wos en cuenta que rara vez son bLiSlogos « pec onas e Fizn
aplicado 1a matem&tica al &rea de formaci6n ae los estod ar-
tes quienes hacen de profesJres de la materia, concluireros
que también serd raro que dicha reproduccifn interese a ‘os?®
alumeos.

- 1a animadversifn que los profesores de VYas derfs materias
{biologfa general, boténica, quimica y, en ocasiores, ihasta
fifsical) suelen manifestar con declaraciones lapidarias del
estilo "esas abstracctones de los matemd&ticos no sirven para
nada en la carrera®, etc..

En fin, 6stos y muchos otros factores agudizan el prob'era edy
cativo de 1a ensefianza de la herramienta y conceptcs rate~§*iccs que
cualquier “cientffico natnal” debe conocer y manejar.

"£ste libro ha sido conceb{dn cono un auxiliar didictico de un
p;gpradl de matemftica bésica para una escuela de ciencias del mar;
en elle se intent6 -nos atrevemos a decir que con éxito suficien-
te- combatir e} desinterés del alumnado y lo grimero que se hiio

v
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fue cambirar e! contenido de los temarios. Para la mejor comprensifn
de la 1{nes general del texto, vale la pena indicar que la fnstitu-
cifr en 'a que primero se aplic el material en €1 inclufdo (7a Uni
da¢ de Ciencias Marinas (UCH) de la Universidad Autdnoma de Baja Ca
Tifornia (UABC)) imparte la licenciatura en occanologfa con cuatro
éreas terminaies: bielogfa, ffsica, quimica y geologfa marinas; el
plan de estudios tiene un tronco comin de asignaturas que se fmpar
ten durante lo: cas primeros afos de Tos cinco en que se cursa la
rarrery, Los estudiantes de todas las dreas toman entonces: 3 cur-
s05 de materdtica hésica, 2 de estadistica, uno de ecuaciones dife-
renciales ordinarias y uno de computacitn obligaturtamente; adem&s,
Tos del drea de ffsica deben cursar ecuaciones diferencialtes parcia
les, wétludous ruméricus y andrisis vectorrai, tas aei oUL de Yos es-
tudiantas a.aben en el drea de biologfa y es ragucidisimo e+ nimero
¢e 1ps que an a fisica. La diversidad de fintereses y la gran varie
dad de ap'iceciorgs que Ya matemdtica trene en todds las terminales
hacen naturalmente extensos lps temarios pues 'o mismo es necesario
hablar de los modelos de crecimiento de Malthus o von Bertalanffy
que de las aplicacfones del anflists de fourier. Adem&s, la rigueza
y o co-plelo de los problemas que ha de eunfrentsr el oceanflogo
-ciertifico intercisciplinario, si los hay- lo oblrgan a tener un
conocimiento matemitico mucho mis profundo que el inmedtatista. Sin
embargo, es muy raro que los estudiantes fnicien la carrera conclen
tes de esto.

posteriormente, se siguid la orientacidn de este trabajo tam-
bign en Yos cursos de maten§ticas generales de la carrera de biolo-
gfu'ﬁe Ya Facultad de Cienciss de 'a UNAM que han stdo impartidos
por el Grupo de Biomatemfticas y, recientémente, Tos programas de
matemfticas de la Escuela de Ciencias del Mar (ECM) de 1a Universi-
dad Autfnoma de Sinaloa (UAS) han sido modificados en Va misma df-
reccior. Runque en las Gltimas fnstituciones hay diferenclas signi-
f£icati.as con respecto a las condiciones de 1a UCH, creemos también
sue ia prictica hs demostrado que -en la batalla contra el desinte-
rés de los estudiantes por )a materia- es Gtfl un cambfo en esta df
reccidn. Sin embargo, consideramos fngenuo pensar que un ‘buen pro~
grana* ba;te para vencer vicios tan arraigados como los que sefala

Sk



viif

vt Cor el fin de dar una idea completa de lo que se pretende con
a que ?urja la necesidfd de aplicacién de la materdtica nae ¢ este te-aric parece "rdispensable describ'r, aunque sea someramente,
mds pulido de ius terarios las ifreas gensrates de los de Fatem§ticas 11 y I11:

Para ser cubirerto en B5 horas de clase, e} terario de Materd- - Matemdtycas I es wun curso de c8lculo diferencial con énfa-

ticas I* es el siguiente: sis en la "razfn de cambio de posicidn” (de evidente inspi-

- Porcentajes  los racicnales y su aritmét::a. racibn cinepftrcal y en la "razén de cambio de cantidad"

- t1 nimero ¢: un ndmero que no es un racional, alguros proce- {en problemas de cinética gqufmica o crecimiento de pablacio-
sos de crecimiento y 'a furcién exponencial. Los lccaritros. res uniespecificas). Ln é1, el "problema de las tangentes”

- Elementns de la Teorfa (1dsica de Yas Probabilidaces gl se plantea rmejor en términos funcionales -0 si se prefiere,
Teorema de?! Binorio y sus aplicaciones a la genética de las numéricos - auve geométricos. se busca la funcifn lineal que
familias, rejor aproxira a una funcién relativamente arbitraria en

- Bases matemdticas del Método [xperirental. Geometria Analf- tas vecindades de un puntoc dado. Ademds del aporte concep-
tica de la Recta, Vas relacrores w8+ sencillas entre dos va- tual se interta consequir yye el alumno derive funciones rea
riables. transformac:anes elementales de lgs datos. les de variable real cor sg¢ltura.

- Ldy 1URLIUNES  Nerrdnietcd Dard UBSCTIDTe @l Carp 0 #n 13 ha- - £n Matemdticas 111 se discute la nocifn de integral a partir
turaleza La grdfica de una funcidn, operaciores n*«e dcs del cflculo de trabajo, presidn hidrostdtica, promedios,
funciones e interpretactdn geométrica de las misra, ) etc , sefalandc ep todos lrs casos chmo éste depende del po-

- tlementos de Alge.ra Linea) el plano y el esracic euclidea- der encontrar el limite Je ¢i1ovta suma con una 1nfinidad de
nos, su interpretacidn fisica, geométrica y a'getra:ca, fun. sumannas. EY Teorema Funda—ental del (dlculo se enuncia y
ciones lineaies de R' y ', R, funciones lirpaler 3. F° , _ustrfica con argurertos aeorétricos de plausibrlidad y se u-

a R? y r? respectivamente. Matrices. Aritmética de fung:.nes
lineales y aritmética de matrices. La composicidr o funcig.
nes lineales.

- Funciones periddicas. £l seno y el coseno como funcicnes de-
finidas en toda la recta real. Rotaciones en el plarc. £-0YVi-

sa para establecer la idea de que una ecuacién diferencial
puede ser tan soluble como una numérica de primer grado. En
el célculo de integrales ~ropiamente dicho se da mfs atenci6n
2 los métodos nunéri-os cue a los analfticos. Una vez discuti
da toda la herramienta descrita, se plantean y resuelven los

siguientes acs problemas: cémo construir aproximaciones “"suce

tud y frecuencia variadss en funciones del tifo A ser wt y .
sivamente mejores" de funciones relativamente arbitrarias me-

B cos wt.
- La nocibn de espacio vectorial a partir de los gque y& Se co-
nocen. Concepto de base de un espacro vertor-al y corstruc-

diante las bases polinom:al (l,x.xz....) ¢ de Fourier (1,
sen wx, cos wx, sen 2wx, cos 2wx,...), para lo cual se intro-
¢uce 1a nocisn de producto interno en un espacio euclideano

.o, €160 de nuevos espacios los polinomios, las series y las
coro generalizacién de) producto punto de dos vectores de R

funciones armbnicas de la misma frecuercia angular. (na
transformacidn Vineal en un espacic de funcicnes el npere- o R™*,

dor [ {derivada) ep el de los polinomios.

* Ta=bér c.n 85 horas de clase, este temaric resultd muy ambicivsos s6lo en una cca
8§ Aa l1ag tres en que se irpart.d fue cubierto totalmente. Indudablemente, todo al
re .erial relativo a Anilisis de Tourier astf dedicado 2 los estudiantes dal Brea de

{fsicz {por su interfs er el modelaje de olas y mareas, por ejenplo) y es poco el in
se ;&7 g.e por &1 se despertaba en los estudiantes de las otras freas.

* Tanto 8ate como los temarios an Matemiticas 11 y 111 y de bLstadistica I fueron
discutidos y aprobados - a propussta de Carlos Mendoza Durdn, a quien se debe en
principal medida la concepcifn de este libxo- por la hAsamblea Genera! ie la "2
a fines de 1977.(pqui presentaros una versifn del prograra en el gue se agr.ian
los temas segln el orden de exposicidn en que se dieron duran.e 1978,197% ; 269,
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Como se ve, el grado de abstraccién y formalismo que se preten-
de alcanzar es bastante grande; sin embargo, en los dss prireros cur-
sos -y, sobre todo, en el de Matemdticas I- hay una intencifn, eviden-
te en 1a forma en que se presenta el material de este libro, de rehuir
(hasta donde 1a habilidad y la informacidn de los expositores lo permi
tan) las presentaciones axiomiticas, los ejemplos arbitrarios y, en oe
neral, el formalismo; se pretende aquf gque el alumno aprends matemdti-
cas a través de Los modefos mafemdtdicos mds usades en £as cdoncess na-
turales: siempre que es posible se ligan los temas de! curso con J¢s
de las otras materias (genética, crecinmiento, cinética quimica, ~ecéni
ca, por ejemplo) o con algflin aspecto de los proyectos de investicacién
a los que se tenga acceso {y de los cuales Ta UCH erz inusualmente ri-
ca)*.

Puede verse en el findice oue en sste voluren seo cubrer s61n anue-
110s temas de Matem&ticas I que no tienen que ver con el de Algebra ti-
neal; esto se debe a que este trabajo estd dirigido a un piblico ~§s o=
plio que el de Vos estudiantes de occanologfa; de cuaiquier nodo, segui
mos preparando tos textos que abarquen la totalidad de los teras descri
tos aquf con ta seguridad d» que también han de ser Gtiles 2 ese ~ibli.
co amplio. A continuacién discutinmes un poco mds en detalle el conteni-
do y orientacién de este libro:

Tomando en cuenta que se pretende sea usado ern el prirer curso de
una carrera con "interés biolfgico primordial” y que suele suceder que
los conocimientos y los intereses de los alumnos al respecte sean ruy
heterogfneos, el material incluye conceptos matemdticos e inforraciln
que usualmente han sido tratados desde la primaria hasta la preparato~
ria -tal es el caso de los porcentajes, la aritmética de los racicna-
les, los logaritmos, la geometrfa analftica de la recta y las funcio-
nes seno y-coSeno- perc que rara vez son adecuadamente maneia2dos por
1a maybrfa de los estudiantes; repetirles lYas cosas de la nisma manera
no tiene caso {al respecto, (. Mendoza ironiza (com. personal): ... A
estas alturas, cuando el estudfante medio inicfa la licenciatury, pra-
senta una disyuntiva: o bien 12 afos de escuela no han podido ensefar-
le que sen 2¥=0 o bien, ya sabe que sen 2f=0, ldespués de 12 afos!).

* C£, Plan de Desarrolle a Cinco Afios de la Unidad de Ciencias “arinas de la tni-
veraidad Auténoma dae Baja California. Ensenada, 1976.

Por esto, se intenta presentar estos temas en el contexto de la so-~
luci6n a problemas de interéds bioldgico, ffsico, quimico, etc., y
come parte de una teorfa mds general y de mayores alcances. Por e-
Jemplo, ademds del valor propio de la teorfa cldsica de las probabi-
1idades en el establecimiento de las Leyes de Mendel y de ciertos
aspectos bdsicos de la genética de las familias, ese materfal estd
aquf para reiterar que

cuando se estab’ece el Teorema de Ta Suma de Probabilidades.

Por su p».te, la discusién de los modelos més sencillos (Cf. ca-
sTwwio ITD) es un magnffico pretexto para revisar que 1o que se es-
cribe como

Y = a + b)

se dibuja como una recta y viceversa y que los lpgaritmos son ung
herramienta rarav:1iosa {(usando el calif:cativo de Napier) para
“curvertir' productos y cocientes en suras y restas.

Por 1o demds, como ya se dijo, se trata de presentar los mode-
jos més sencilios que se usan en la ciencia: jugandc con los que-
trados se discute la nocién de proporcionalidad entre variables y
£3%¢ %5 alzva 2 tescubeyr las funciones en general, a definirlas
; 4 o.srer cun ellas.

Respecte a) saped de los ejemplos en todo este desarrollo, ci-
te nuevamente a C. Mendoza (com. personal): ",.. en este caso y,
srasure lements en casi todos, no hay algo peor que proceder asf:

£sam £y g dos Lintiones ce R 2 R, definimos £ 4+ g como la funcibnde R a R
wel gue + 31 {t) hzi T, + gt} Por ejerrlc, st f{t) = 5t y g{t) = 3t", entonces
o+ gl

%4 g
‘z) = S5t + 3t
~Jues, podenos imaginarlo, el alumno medio pensard: ipara qué me siy
ve un elernlo de una cosa que no me interesa? ademis de que el ejem
ola estd wds arbitrario que la defintci6n y ... Iparece diffcil en-
cortrar algo mds arbitrario que la aefiniciénl; asf, el ejemplo y la
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definicifn estén hechos "ad hoc" (esto es, el uno para la otra y al
revés). No, de 10 que se trata es de que Se entienda para qué sumar
dos Tunciones; la definicién, si llegara a darse, resultard una for-
malizacidn (que tal vezr & los matemdticos Yus interese) de aiye qQue
debe ser obvio pues... {¢dro sumar dos funciones i no €5 precisa-
mente como Yo establece 'a definician” L..»y0, tales formalizaciores
deberdn ser més hien parte de un "breviar o cultural® que material
propio del curso. En general, la intencifn es convertir Matemdticas
1 en una coleccibn de ejemplos en la gue ltas definicinnes y e) for-
malismo sélo son complerentarios.. "
‘ Las dificultades gue se presentan cuando se trata de cubrir el
material de este volumen merecen atencidn especial por o que expli-
citamos las que, & Jjuicio nuestro, s$3n 'g$ mis rportantes
St b oen en 'a JiM cay & horas se-anates de materitocas {tiz2r-

U UE PIaaridn yus Guiergasvu wvn fuw o cwe o G TiTIoS0N
les de la Facu'tad de (isncias de la UMAM y las 4 de Ja [IM Je
UAS), lo cirerto es que el materyal que debe cubrr-se & las 16 o 17
semanas dsua'les Gue tura sn Ssemestre e$ Tudho ., J3JC lZ.e '3 T-ra
exneos e Br cogarectira Ly ' oaluaen 20r taa de e FD, aaté oors
de por G gue é) misng nace y no por 19 gue dyv.e o ~2astro,, §0°
‘ndésperci~Ypc mychas horas de asesorfa -fuera del tiempc oficial de
1a clase- para que fcs estfudiantos realicen gran ndmero de ejerci-
cios. Por 1o tanto, una aplicacifn exitosa de este programa rejuiere
ae un ewuipo permarente de profescres Je tiempo completo que esién
famiritar-zazos con é°

Dado jue la mayorfa de ‘os profesores de mate 4§t :Ca. Me s re-
¢ibido unra visifn fragmer tarra de la ciencia du-ante - yestra fo--a.
¢ibn. vs muy frecuente q.e en ta préct (g docente s&10 08 L rote-
moS a4 reproc.e rla, r 0 .3F rdr0s entoucet ' casos de profueria -
'\01;2'\('& e tre u! ATy oA heente de 3y c.estignes funnamantaaes
de la 7 * a, ta o .'m 3 0 TL o0 5+ Ay v e g rost g L.
losoffa de! .ersam-ercs (caert{frio For esty, e$ nelesi O ¢oop-ar
una artttud numiide -esoveulo o as Jerds rda dy L8 G2 . ancte y eyt
diaria mds all§ de lo ndispensabie para ‘dar ia clase”

Un ambiente académico que pe-mita que ‘os estud:antes, desce
tos primeros semestres, tengan contacto con los sroblermas de la '--
vestigac18n correspondiente ol Srea en gque se estén fornardo es,

x{i

desde luego, el mejor auxiliar did§ctico: 1a vinculacién entre la
teorfa y la préctica, la mejor de las técnicas de ensefianza posi-
bles, puede asf dejar de ser un buen deseo y convertirse en el pri-
mer paso para una verdadera formacibén invegral del cientffico*. Des~
graciadamente, las experienc-as y situaciones palftico académicas
que puedan propiciar esto son escasas.

Finalmente, quiero sefalar que este texto aes producto del tra-
bajo y la experiencia colectivos de Alberto Aldama, Pedro Miramontes,
rausting Sanchez y el autor, grupo de profesores del Departamento de
Matemdticas de Ta Facultad de Ciencias de la UNAM que fue comisiornado
para incorporarse al personal de tiempo completo de la UCH en Ensena-
da mediante un convenip de colaboracifn académica con el cogobierno
de la escuela bajacaliforniana.

JOSE LUIS GUTIERREZ S,

Mazatldn, Sinaloa, a3 4 de enero de 1984,

L4 89 .urkre w2 975 a nirero de 987, la UCH vavidé bajo un régimen de cogo~

E. RnC ., ntire otras cosas, permitid la perticipacidn directa y masiva de los
s tudiantes en los proyactos de investiqacibn 'véase la nota a) pie de la phg. ix):

ca LttLrtu? e rrasta G La fara teristica actitud le ia mayorfa de las institu-
‘f. ar cex.canas ef 1.S que “La Investijacidn® sblo estd al alcance

e un selecto Jruyo de ~otablos, aie)ados cas: siempre de los centros docentes y
4% 8.8 problemas. Desars:.adamenre . la proverbial :irracionalidad del estado mexica-

. 2recd ot el roqalsimo erper. 1o educativo que ee vivid durante estos afios en
. J7M 8l doszanteiar ia pilanta e ;:ofusurer durante la represidn subsecusnte a

A CLelye unLversitarla de A (AsC de 19BL-3Y.



CAPITULO I. DIFERENTES CLASES DE NUMEROS. LOS RACIONALES Y
8U ARITHMETICA.

1. Antecedentes.

La intencibn general de estas notas es la de familiarizar a
los estudiantes de ciencias naturales con la matemdfica como heirg
mienta para describir algunos aspectos de los fenbmenos cuyo es-
tudio les compete. Tal descripcibn debe servir para litier predes
c{ones plausibfes referentes al "comportamierto” de dichos aspec
tos del fenémeno o como auxiliar para descubain o sugeron ewpldea
edoned no muy claras cuando no se emplea esta herramienta.

Precisemos: cuando se estudia un ferbmeno natural, es fre-
cuente que el nhservador -el suiatn mie actndias aqnel fonfronas
fije su atencibn s6lo en clertos aspectos y gue los md{da es decir
que les asigne un nlm-ro mediante la comparac:fr conui €scaia ar

bitraria previamente establecida.

Asf, los "aspectog caracteristicos" susceptibles deo medirse
o cuantificarse merecen un nombre especial: se les liara vata-
bfes.

El siguiente paso del hipotético observadur serd budcar (u:
relaciones que exfsten entre las van{ables. Tanto la elecci’n
de las variables como el establecimiento de las relacio=es entre
ellas son las etapas m&s d: ffciles de la matematizacién del pro-
blema: suele ocurrir que se confunden los aspectos que son "carag
terfsticos* -vale decir que se eligen eguivocadyrente
las variables~- y aGn superado este problema, no sierpre es posi-
ble establycer con abgoluta precisifn las relaciones ciatre elias
Yy conhfrechencia se aceptan descripciones aproximadas, incorple~
tas o ildeales; sin embargo el procedimiento general consiste en
escoger algunas variables como defeam{nantcs de otras y buscar a
continuacifn una regla o f6rmula que permita calcular el valor de
@atas cuando se conocenr los valores de aquéllar. Lo que sigue as
la presentacifn de una f6rmula cuya correcta estipulacidn requi-
ri6 de siglos, ~-desde la antigliedad cl&sica, aproximadamente en

1.2,

sl siglo V a.c., hasta los albores del siglo XVII- y su historia
{lustra con creces las dificultades tanto m&s significativas como
que tal f6rmula es de las mis sencillas en l1a cinemitica.! vea-

nos:

Ejemplo 1.1. La Ley de la Calda Libre. La bfisqueda de los "as~
pectos céracteristicos" del suceso ffsico: un objeto que se suel-
ta y se deja caer "libremente" llev6 a la conclusibn de que son -~
el lugatr en donde se efectGa la caida y e tiempo transcurndido -
desde que se solt6 el objeto las variables que defeam{nan la dis-
tar.cia recorrida por ¢l objeto cadente. As{, ni la temperatura
ambiente, ni la hora en gue ocurre la caida ni la masa del objeto
importan para el estudio de tal fenbmeno. Por lo tanto un obser
vador sensato har& caso omiso de estos aspectos y se preocupard

s6lo de medir el tiempo y la distaencia y G capotificar en 2bndse

-estd lleyendo a cabo su investigacibn (al nivel del mar, en la -

ecurbre del monte Everest o en La Luna por ejenplo) . Luego el =

-estudioso se ocupard de buscar la f6érmula que le permita caleulan

-esto es: obtener mediante una serie de operaciones matemiticas-
la distancia que recorrerd el mévil al transcurrir "tanto" tiempo.

NStese que hemos establecido a priorl que en este caso, la -
variable "que determina” es el tiempo en tanto que la "determina-

da" es la distancia.

Ha dado en llamarse variables independientea a las determi-
nantes y var{ables dependientes a las determinadas y para repre-
sentarlas se acostumbra usar literales relacionadas entre 81 me~
didnte una expresifn del tipo:

d~d(e)
p=P(V,T)
T=l(t), y(L), 2(L) )

que significa respectivamante ques

- 1a variable d depsnde de la variable £,
- la variable P depende de las variables V y T.




¢
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- la variable ¥ depende de las variables x, ¥ y 2 quienes a su -

vez dependen de la varicole &.

Y cuando se conoce explicitamente la regla que perrite cai-
cular los valores de las variables dependientes para caza valor o
grupo de valores de las independientes, dicha regla se escribe -
como igual al sequndo miembro de las expresiones del ti{po (1).
Agi:

Continuacddn Efem. 1.1. En el caso de la caida libre, se estable-
ci6 que si se representa la distancia (en metros)? y el tiempo -
trascurrido (en segundos) desde que el cuerpo comenzf a caer, en=-
tonces:

dig) = gt? metros (2)

donde § es la aceleracifn de la gravedad en el lugar cde la calda
(9.8 m/seg?® al nivel del mar)?

Por el estilo:
Efempfo 1.2. Si la P{ w2 53] denots la presidn elercida por un
gas ideal.en las paredes Ge un recipienze y T[°K| y Vic¢~t) re-

prasentan respectivamente la temperatura y el volu-en del nisr-o
gas, la llamada “Ley de los Gases Ideales™ seflala que P est8 de-

terminada por T y V segln la f6rmula:

Py
Pv, Ty =00 T Hg. 3;
( R 10 "V“ nm g (

donde P, es la presidn que ejerce el yas cuando su voluren es VUp

y su temperatura T,.

Reiteremos el significado preciso de las flrmuias 2) y (3):

T ¢’

- determina un Gnico valor de d y
- dado un par de valores particulares de V y T

1.4,

PoV, T
LT

- determina un @nico valor de P.

De tal modo que las igualdades:

d(3) =~ (9.8) (3)?
= 44,145 m,

P,V

670 300
P(1600,300) = ~

( ) P

PoV,
=0.3 - Hg.
T;—mmg

significan respectivamente que:

= da LGS 3 B4YUNONS BXACTUS I8 HALEL Lioi/S et o o temw «aiem o, -
currtm a nivel del war, abr8 recorrido 44.7185 m.
- .n 525 ideal ¢ue satisfaca se P(Vg,T.) = P, wjerce una presidn

de 0.3 2 caznlo esth a 300°K y amupa un votumen de 1000 «m?,
¢
Lo anterior significa qun para calceular los valores de 13 o

l1as variables dependientes que corxespondan aclertos valores par
ti-ulares de las irdeperdivntes, basta s«sfefn 85t08 en la 6
sl ador4s de -6ryla, 1 natacifa yue hewos intgoducids es
3uinrente: Lna caracter{stica fundamental de la Naturaleca ey su
dinzmismo {el carbio permanonte en todos los Hrdenes); el concep
to —atemftico gue se ha inveat ado para describic y estudiar tos
£r-6rer b8 naturales debe, por 1o tanto, reflejar esta caracterisg
tiza y 0 hace: ¢l ~arbio l¢ nas varsables -las independientes-
proiice er o 'heo e Lag ras. EL nombre de este concepto es
el de funcfe y habremos <e dedicar todo un capftulo a su poste
risr discusifn. Por el momento, @8 suficiente el haber intro-
ducido algo de la terminologfa que le es propia.




CUEST |ONARIO 1.5,
1.1. {Qué es medir?
1.2. {Wué es una variable?
1.3. Segfin el texto, ¢Cufles son las etapas m&s diff-i1les en

la matematizacibn?

1.4. Para las figuras gue se muestran en seguida las fOrmu-
las geométricas ({) y (44) establecen relaciones entre ciertas va-
riables

a

(€) A=lint: =314 (44) ¢ =V a +b*

d1ga. en cada caso, qué variables son indepervientns §y cud es son

dependientes. Explique el significado geumétrico de las veria-
bles
1.5, cQué es calvular el valar de una varit.e’
1 6. Calcule con (43 y t«€): A7), A(1), ~(3,4) v ¢(!.3,2.5)
1.7, Escriba 3 f8rmulas que establezcan relac nrec _o depen=-

dencia entre variables. Diga cudles de dichas variables son in-
dependientes y cufiles dependientes.
las vatiables.

1.4 (onsidere la ley de los gases 1i1deales.
té&rminos de las ntras dos variables.

1.9. Fn la L y de la Catda lLibre. ¢(es posible intercambiar
al papel de las variables? Esto es: que d sea independiente y ¢
Jependtente? De ser posibie, establezca ia f5rmula que vxprese
tal dependencia.

}.10. Al considerar "libre" la cafda de un cuerpo se hace ca
g0 omiso de la resistencis del aire; discuta si en la real. iad-:.
e, al dajar caer un objeto en La Tierra- la resistencida dei aire
afecta o no la cafda.

1. 11,  ¢Quién fué Galileo Galilei?

Explique el significajo de

Cesc:iba Voen
P

(Sugerencia: uer;¢ e.as!,

o e o
Ldetinicin,

x‘6.

. las "razones” entre canlidades.

Con frecuencid iis vdiiabides ¢ 108 par8metros (v8ase la nota
3) de un fenbmeno nc pueden medirse directamente y es necesario -
establecerlos de otra manera: las expresiones que desgcriben con-
centraciones, purcentajes o tasas o, en general, que "hay tantas
partes de esto pon tantas otras de aqueflo" sirven para tales me-
simplemente son

di-fones indirectas. Como nh oteg matemdt ionos,

cozeentes o razones de dos cantidades. Algunos ejemplos 1llustra

ran la idea:

Efemplo 2.1. La ral«nidad del ayua se define como "lnsgramos de
material sb6lido por kilogramn de agua cuando se han oxidado todos
ginica y los bromuros y yoduros han

i942).

los carbonatos y la materia

sido remplazados por clorurus" (Sverdrup et ail,

Satisfechas toiss las o d.cpraes bioguimicas que mpone la
podriamos conc ..t ia sal.nilad o es {a naz6n en
que se presenta el material s8iddo por cada 1000 g. de agua; esto

es: cudntas parfes de material sHl1io hay ror cade mel partes de

jue

agua.
~uando so Adice que "la salinidad en alta mar
iy roxinadamente igual a 34 partes -

De esta manera,
es Lré-ticarerte constante j
por mil debe entenderse que en cada Kg. de agua en altamar, hay -
aproximadamente 34 ga dc material sélido. La r&zon "34 partes
por mil" se expresa mediante los sfmbolos:

. 34
R 34%, 0 34 p.p.mul

que se leen como "34 milésimos”, "34 por mil" o "34 partes por -
mil® respectivamentae.

Ahora, 8i se supone que los s6lidos estdn perfectamente di-
suesltos en el agua 1.e. que el agua de mar es una mezcla homogh~

nea, el simbolo

v w34
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interpretado como el resultado de divid(r 34 en mil parses 17:2-
les representa la masa de los sblidus que estd disuelta en csta
uno de los mil gramos que forman un Kg. de agua. Y con ¢3ti in-
terpretacifn es posible cafcular (he aqui la medici6n indi.zcta

a la que nos referiumos) la cantidad de s6lidos disueltos en cual

quier nfuero de gramos de agua. En efecto:

Si en 1 gr. hay 34 miiésimo: de gramo de material sb6lido: en

dos gramos habrd el doble, f.c.:

? veces 7%%5'9&.
en 3 gramos, el triple, i.e.:

3 veces 73%3— gn.
y en yeneral, en n gramcs habr§:

n veces “ﬂ%%? an.

{Como de costumbre, la expresibn "n veces L® se abrevia nediante

la simbologfa usual del producto; esto es;

n veces h=uxh=nh= (n) (k)

de manera que podemos enunciar ahora la f6rmula genural:

1 S[gn] reprusenta la materia s8lida disuelta y n[g1] mide
la cantidad de agua de altamar, entonces:

S("7='T%%F " ogr.
de manera que por ejemplc, en 25 gr. hay
$(25) = -3 (25) gn.

da sdlicos

1.8.

Eferplo 2.7, La tasa de wmataledad o wazén de crecimiento pon uni
dad Je ticmpe de una poblacifin se define como el nlmero de indivi
duos que nacen, en el lapso de una unidad de tiempo (u. de ), di
vidilo entre ¢l nGmero de individuos incialmente presentes. Es-
te cociente es una redida de la capacidad reproductora de cada -
bicto v deatro de ciertos !imites y condiciones, puede usarse --

a3

para calcular ~ulnto crece una poblacitn en una w. de L. si se

conoce la poblacibn inicial. Veamos @

Avtemia salina es un peyquefin crust8ceo que se usa con [recuen-
cia cono alirento vivo en el cultive de especies mayores, ©s Cog
turhre en tal caso hacer un cultivo anexo de A, sufinay para fines
dietdm1mus el cultivo princigal, es importante caloular o wmedir
eoroxlmviaminte cudntos nacvos arclividuos nacerdn durante el dé-

cirn quinto dfa despubs de que wclesionaron los huevecillos.
cea N{2) el nGmero v fndividuos presentes £ dfag después

de la e<lasibn, st
NO(Md) = 2236y N{I5) =1257¢

(Cull es la tasa de nataliad g de esta poblacifn durante el 150.
dfa? Por definicibn, la tas: 2s el cociente del ntuwero de indi-
viduos uue nacieron a lo larjo de esas 14 horas entie 2l nfuexo

Fd

(&%

de res" inicialmente presentes; i.e.:

NUIS) - N1

SN 2529-1200
TR

q = _.._l_m e e

par Jo tarto:

L 320
T80

Sup. .opamos ahara que oty rasa og la misna ol e pobiacibn

Vasiay oot cbasa ios 003 individuos {(tal supcsicidn wutarfa

Sasaia on ta "evidenceld cxperimental™s esto es que luege de ha-

porert lu Umachas ver s 5T o cuntivo gemejante. en rados los
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€asos

N(15) -~ N(14)

resultd ser aproximadamente igual a este valor ¢, siempre, que-
N{14) fuera menor que 5000).

¢Podremos ahora calcular el incremento de la poblacién para
diferentes valores de N(14)? Pues si porque ¢ puede interpretar
se como el "nmero de hijos que tiene cada unc de los positles -—
padres" durante el /50, dia; de tal manera gue si un individuo -
tiene

W= 7707
hijos, 7000 individuos tendriin 1000 veces ¢ hij-s y 4500 1 iivi-
duos procreardn 4500 veces ¢ hijos ¥y en general, N 1n.iis ducs -
(N no mayor que 5000) dacsn origen a N veces ¢ 1)os 2ura ‘¢ ei
150, dfa despuds de la eclosi6n. 81 Jlamamos ! &l orcre-ter c oy de
la poblacibn durante ese 3fa, entonces I =1(N} e

1(N) = 7’-}—%3— N hijos

es una fOrmula general que permite calcular el inCremento ; ara
cada poblacibn inicial de tamafo ¥ (mennr que 5000).

Ejemplo 7.3. Para algunos tirvs hidrobi6l.jicss pedesus sefimar
la biomasq de un ecosistema acuf*ico om0 1a razfn exist.  t: an=
tre EI peso himedo de la materia viva presunte y el jes @ 3! =
del agua del sistema’,. De manera que 8. nos :nfurmas, . . e la
biomasa en una laguna costera es de 5 partes de materia -~ .., 01

cada 100 partes de agua, podremos estimar-baju la premisa Je jue
los organismos vives estan distribufdos homogfreamente en *cla -
la laguna-el peso hGimedo de materia viva presente er cualiga ot -
zona del sistema ai{ estimamos el peso dei agua vue se encue-:tra

en ella.

1.10.

Como en los ejemplos 2.1 y 2.2,la razfn que define a la blg
nasa f se representa mediante los simbolos

5
=iy 6 B=sd

que se leen como "5 de cada 100", "5 centésimos® o "5 por ciento”
y si P representa el peso estimado del agua y N la materia viva
contenida en ese peso, entonces M=H(F) y

porgque § puede interpretarse como el peso hGmedo de materia viva
presente en la unidad de peso dz ayua.
Conriene aqui hacer una obseavac<fn hfsica relacionada con

los8 3 ejemplos anteriores:

an

L . 220 e L2
o= g = qrgr ¥ Pt g

gson expresiones gue comparan "qué cantidad hay de esto” f,6lidos
disueitns, nuevos individuos y peso hlmedo respectivamente) por

*tantas partes de aquello" (masa del agua, poblacibn inicial y -
peso del agua)l y las paemcsas de "destrcbuacedn hemogfnea" -el -
agua de mar es una mezcla hemogénea, cada Artemia tiene la misma
ca,acirdad repruductora y la rateria viva se 1istribuye por igual
e: t.ia 1A sagana- signiticar  ue s) en lugar de tomar 1000, 2300
y i00 como !'ases para estas “~omparaciones, tomamos otras cantids
des, las razones que se obtienen significan exactamente lo miswmo
que 5S4ty , 7—%—20—05- y 5%. Epn otras palabras que ¢; ¢ Y f pueden -

expresarse de muchas maneras diferentes cuya interpretacibn es -

igual, de hecho:
g.ﬂnﬂl_, q,ig‘)_ygg.“_g’)_ (7

para cualesjuiera valores "razonables” de n, N y P. De hecho a8
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tos son ejemplos de una propiedad general de las razeores aue 2i3
cutiremos en bhreve y significan 7. ej. que si1 para calcular la

salinidad tomamos una muestra de 250 yga. de agua (en lugar de una
de 1000) y medimos en ella la masa [ga ] de s6lidos disuel’os (que

recordemos, hemos denotadn como S{£50)), entonces:
${250) 34
!z‘ o Y 700

son dos formas de representar o.
Tratemos ahora de describir las caracterf{sticas matemiticas

generales de los 3 ejemplos anteriores; en cada caso:

1. Hemos trabajadc con dos variabies: X y ¥,

2. Hemos aescrito ~cuantas partes nay de ¥ por tantas partes de

X" mediante simbolos de la forma

a

+

donde a y b han sido nfineros naturales -esto es, elenentcs ie la

coleccién infinita

B={1,0.%5 ...}

3. El stmbolo %— que hemos usada, tamdbiénlo hows u.terpret:i oo
*que tanto de ¥ le toca a cada una de las X*.
4. Dado un valor » hemos encwatrado fOrmulas -.ue perriten calrular
¥, tales tO8rmulas ban sido del tipo:
&
¥in) = - n

~ b=y

donde m indica “culntus hay de X°.

Pues bien, a las rozones de la forms % be g «8Y

donde & y § sotn elementos del conjunta de los erterus

T=fG, e, s 5. 2%, ...}

I.12.

los llamaremos ndmetos tacionales y diremos que er el nlmero racio~
anai {38) a es el numernadon y b ¢f denominadon.

hdemds, 1la propiedad b&sica a la gue nos referimos al final
de la discusibn de los ejemplos, es una consecuencia de la gi-~
guiente propiedad general de los nfmeros racionales: cada uno £{e
ne una L{nfinidad de §ormas de representarse pues; para cualqui;r

natural K:

describen la misma nazén, por consiquiente, podemos escribir sin

remordimientos que

L85 katas, ..

.

y diremos gue -g- ¥ %{— son equdivalentes cada vez que a y & sean
erteros y bs 0. Esta gran variedad Je representaciones da, como
vererss on los siguientes piragyrafas, flexibilidad en los usos e
irterpretacionas de los nCmeros racionales.

CUESTIOMARIOD
2.1.En cada uno de los sigulentes casos, exprese medlante una rg
318n la frase entrecomillada. Luego, use la razfn para expressr,
wediante un producto, la respuesta a la pregunta:

a. 8t "4 Je cada 5" habitantes Jde l& cirudad de Mérico comen
renns de § 5g. de pescado »i a0 y la poblacibn de la miems e 49
15 mitlones de habitantes. . nintos comen wenos de § Kg de peson
do &l »io?

s. “Dos de cada ¥ roneltades capturadas de -amazbn cafl sa~
tisfaren la talla comerci=l S1 p DaiCO capturs $ tonslsdas ~
icuintas tienen ta talla comercial?

c. En clertz poblacifn tamana, ~§ de cads #9° tndsofduvs -
tiemern tipo sangufnes §, RE+. St Lz poblacifn estf forssls pow
8 098 tndivideow. cEuastos Cismen tips &, A7

]
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2.2.La concentraci6n aproximada del oxfgeno disue'to en el mar
es de 4 mgpor cada Kg de aqua. Explique porqut se 4dice enton-~
ces que es de "4 partes por mill6Bn*. Exprese esta canticzd Te-
diante un nlmero racional e indique una f&rmula general pa 1 cal
cular la cantidad de oxigeno disuelto m {mgl ea A mg de agua.

2.3.Escriba dos racionales equivalentes a cada uno de los que se

muestran en seqguida:

a wi oy o e+

a (Porqué la expresi6n ~7§7* ne es un nGmero racional?

b ¢Lo es la expresifn ~g§z—? iporqué?
2.4.81 se sabe que los catetos de un trifingulo recténgulo estén
en la razbn -5» y el mas chico mide {0 cm cudnto mide el otro cate
to? ¢cull es la raz6n de la hipotenusa a cada cateto? (Sugeren-

cia: use el Teorema de Pitdgoras),

5. Operacqones con Racconales.

Discutiremos ahora las operaciones aritmfticas bisicas que
pueden realizarse con razones de nfimeros enteros, veremcs cémo al
operar con dos razones con cierto significado, obtenemcs una nue-

va razfn cuyo significado estd ihtimamente ligado oon las gue le dieron crigen

Oomo en el pardgrafo 2., nostrarenos primerp algunos ejarplos y s817 al final,
haciendo abstraccifn de o que se haya tratado en cada caso particuiar, aa-
renos la discusifn de lo "meramente matemdtioco”.

‘Efemplo ¥.1. Segln la Organizaci6bn para la Alimentacién v la -
Agricultura de la ONU (FAOf. la captura pesquera mundial Jurante
el afio de 1958 fue aproximadamente de 5700 decenas de miles de -
toneladas métricas, distribuidas por zonas geogrdficas segln la
tabla No. 1.

I‘ 1‘.

TABLA 1
Zona Geogréfica Captura Total por océano
(tons.X10) (tons.X10%)
I Atléntico Oeste 400
2100
Il Atlantico Este 1100
III Indico 200 260
IV paciffco Qeste 1900
3400
V Pacifico Este 1500
De la que se obtiene que los racionales
400x10* 1760x10" 200x190" 1900x10" 1500x)0"
clxTov xTo% xfge X Y e

describen la razén entre el tonelaje gue aporta cada zona y el -
total de la pesca del globo.

Cemo en este ejemplo manejamos cifras muy grandes, puede ser
dificil "percibir” qud tanto se obtiene de cada zona si se usa la
regresectacisn de los racionales cue comparan los parciales con -
el total que hemos dado en el pSrrafo inmediato anterior; convie-
ne entonces simplificar la expresifn de estas razones como

0

400x10" 4 1700x10" _ 11 200x10" 2
ST00xT0s = F7c FI00xTOY "B BFooxioc ~ LT

1900x10" - 19 1500x10" 15
STo0xTOv =37 ¥ 3T TR

_podamos decir que de cada 57 tons que se pescan en el mundor 4 pro
‘wvienen del Atldntico Oeste, 17 de la ribara opuesta del mismo



I.15.
océano, s86lo 2 del Indico, 19 del Pacifico Oeste y 15 del racif:

co Este. Expresiones aqu> son mis descriptivas-por lo mencs en -
lo que al volumen de captura se reffere pues rs mis f&cil lecir
ahora d6énde se pesca mis- que 'on las gue abtuvimss pr. erd.

Esta simplificacibn de momento es suficientarente buera  puses
permite la comparacibén de varias cantidades con respectos a un -
mismo total y los nluneros que se manejan son relativanente pesze
fos; sin embarge, para los fines que nos 1nteresan ahnra- :iscu-
8i6n de las operaciones- y para otros muchos, conviene reducir a
su "mi{ndima expresibn” los reazionales en el siguiente sentido: -
escribiéndolos en la forma —%—donde ni el nimerador a ni el dero
minador b tienen {aciuvned fvmunas.7 Pos ventajas vale la pena -

]

destacar: la minima expresibn es Gnica e, inturtivarente, es la

m{g m-‘n‘ninkvﬁ samwrrritan Aamsawdbhion Yo smaafa ek Jdme o mmarme e lasa
..... moanc? : et A T

a las cantidades mis pequefias que pueden expresar la ms-s razéng
diga el lector s: nn: en el ejemplo cbtuvimos que "19 de saua §7*
toneladas pescadas en el mundo, se obtienen en el Pacifi:o 2cci-
dental; como 57=19X3 y 19 =13X!, entonces:

19 _ 19X _ !
B L

de modo gue, equivalentemente, ;odemos af irmar que ") de rada --
tres toneladas" se pescan en dicha zona, expres<ibn gue -pcr ra-
2zones subjetivas que no vienen al caso- da me;or idea de lo gue
aporta el facifico Neste a las pesquerias munc:ales: aurcuc mate
méticamente "uno de cada tres" y "dieclnueve Jde caza 57" signiiyp
can exactamente lo mismo, hay un matiz de diferencia cuc no dede
- " " K] .

mos ignorar y que es la "unidad" que se toma en cada caso: 3 o
57.

lL.a mfnima expresibn es de uso com@n prero en ia prictica. se
usan otras formas de descripcibn de racionales gue Jdiscutiremos
después.

Continuacién del c¢jemplo 3.1, Supongamos ahora Ggue en un re-
porte pesquero basado en la tabla anterior per. en 21 jue no apa-
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recen explicitamente los datos, se menciona que: “"en 1948, una
de cada tres toneladas pescadas en el mundo se captur$ en el Pact
fao ueiinnry sk ¢ qae 5 de wada 19 toreladas fueron aportadas po;
las pesquerfas de la zona V (Pacifico Este)”: si se gabe ademis -
que el tonelaje mundial de ia pesca de ese afo fue de 5700X710% -
tons. ¢COmo saber cuAntas de &stas se obutvieron en el Pacifji~-

co?

Bueno, ya sabemos que si podemos encontrar la raz6n entre la
captuira de tal ocBano y la captura total, bastard multiplicar es-
ta razfn por la captura total para calcular lo que se pide: luego
el problema es:

1
S51 3 se pesca en la zona IV y —ﬂr se pescan en la zona vV -
. a
¢Qué razén T Se pesca en la dos zonas?

Como ! de cada 3 significa !9 de cada 57 v
5 1e cada 19 cusere decur 15 de vada 57, entonces:
de cada 57 en las zonas IV y V se sacan 19+ 15=34 tone
ladas. B

En otras palabras: “.do que:

1 _ 19 5 IS
T 7T y 73T

entonces, lo que aporta el Pacffico enterc es:

(10 que proviene del)

(lo qgue proviene del)
Pacifico Oriental

Pacifico Occidental +

19 + 15

tons. de cada 57 gue se pescan en el mundo. Por lo tanto, la -
razbn que buscamos es:

19+15 _ 34
It 12

y el tonelaje capturado en el Pacifico es:
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(34) xs100x10% tons.

EfempLo 3.1, Seglin la presencia o ausencia de ciertos ant{jenos -
en la sangre de los seres humanos, los tipos sanguineos se consi-
deran cuatro: A,8, AB y 0. Ademis, en cada caso, puede presen-
tarse 0 no un tercer antigeno conocido como "factor Rh", de modo
gue hay en total § tipos sanguineos:

Tipo Rh

AB

+ 4+ o+ &
)

En una poblaci6n de 10000 personas se obtuvieron las siguien
tes razones de cada tipox %~ tienen tipo A, {— tieren tiyo 8, %—
A8 y 1% tipo 0. Adem8s, el factor Rh lo pres.u.ta 1 §6% de la -
poblacib6n.

Sin tomar en cuenta el factc: Rh gcufntos tienen algln anti-
geno? es decir ¢culntos pertenecen a los tipos A, B o AB? (el ti~
po O se lee como "tipo cero” precisamente por gue representa la
ausencia de los antigenos A y B).

Veamos: c¢omo

entonces:

4 de cada 1Z tienen tipo A
3 de cada 12 tienen tipo B
? de cada 1¢ tienen tipo AB

1.18.

de ranera que, de cada 12, 4+ 3+ 2=9 presentan algln antfgeno ~
por lo que la razén entre los que presentan antigeno (sin tomar
en cuenta el factor Rh) y la poblacibn total es de "9 de cada 12"
o0 bien "3 de cada 4" por que:

(4+3+2) 9 _3
T

Por lo tanto, el nlmero de individuos en esta pobalcibn que
tienen tipo sanguineo A, B o AB es de:

(3) x10000

Hasta aqul los ejemplos. En ellos se muestra que:
1. Se conocen dos o m&s razones que indican qué tanto hay de X o
Y con respecto a otra cantidad total I, v.gr. qué tanto se pesca
en la zona V y gud tanto sc pesca en la zona IV respecto al total

mundial.

£ oy . .
2. Se pretende conocer, a partir de tales "razones parciales
qué tanto hay “conjuntamente” de X o ¥ con respecto al mismo to-

tal. Para esto:

si {% y-%-son las razones dadas, se buscan razones eugiva-

lentes con dencminador comin; digamos que si:
v

a ALl

‘f"'z‘ Y rla
entonces *p de cada Q" e—-——s "a de cada ¢”
Y “n de cada 4" e———s "b de cada e"

significan lo mismo pero las segundas expresiones establecen la -
comparacifn respecto a una misma "unidad" de manera que la rasfn
que se busca es:



“a+b de cada c¢"

3. Como en particuiar

LI N A A
8 7 g YT

entonces ¢4 siempre puede elegirs: como el denominador comGn y po

demos defindir La suma de {% y -%-mediante la 1;ualdad:
£, r . pstag (9)
q é q4

en donde el miemhra derecho re. pacesaviamente. un ract1ery loor

qué? vy puede, s1 se desea, ser reducido a su "fri, expresifn.

AsT como se suman dis rdcilonaies, cono oroe. e , i
es posible sumar 3 o mér mediante la aplicac.dn epet 3a :: ia
ecud-i8n (9) o la generalizacién adecuaada de las ideas ;e Vio.ar
a #~sa definicibn. El e)emplo 3.2. muestra a 2@ tipo v € .erd=
11zacibn nos referimos - pues en 8l se encuentran tres rac.una.es
eguivalentes a los que se dan y se eligen con enorinaderes or- -

n

nes - y enseguida mostramos lo que queremos decir con eso de Ta-

plicacibn repetida” de la ecuacibn (9): (ebmo sumar {— + {— +

+ F 7 Sumenos primero

(Los 1y- .1
T T/ T

y el resultade sumémoslo a —%--.
(L« Ly + L. . L. —_— 2.
T T T ar I3 T T TR

de manera que, reducida a su minima expresibn:

I.40.

£l lectrr puede comprobar que si primero sumara { - + 4
[

o _ &
} o7t Al resustado- e s mara $. obtendrfa tamoién . Egta
4

es na propiedad general de la suma de afmeros racionales que nos
permite 4asnccar como se nos A& la jana: crerto rfimero de propieda
des 4. ot rarcas Gtices come Bsta se eniistan eon el apéndice al —-
tiral el capitulo. Por el momenfna, consideremns dmg nevnsg .-

e s para de ahl detunir el producto de tacionales.

Egemple 3 3. Seqln la FAC , en el mismo afio de 1748, la captu-
ra mundidal por especies fue la de la tabla 2, en la que los pri-
mer .s 5218 grupos se Jdistinguen dJe la "otras especies” por el -~
vol imen de la pesca: sobre todo, el tonelaje correspondiente a
ja Lo oerfa de fiqpo'fqvgns, on mucho, el mis alto (aproxima-

darente 3» de cada 1200 tone.adas pertenecen a este qlﬂpO)?

Practicamente tnda la pesyuerla de clupeldos ge CONVEIETLE = tiprnes®

en tarina de pescadc Jque liego se uga fomo a'imento para aves
e raloca tirere + e la de los demds grup:s que son consy
Py s lirectarers o1 Ls seves hamanos frescos o salados, ahu-

e s L ovlaatades,

Losde @ punts e ovista nutrativo esta diferencia tiene una
importancia capital: de un eslab8n de la cadena alimenticia al -
8317 .1ente hay un gran Jdesperdicior solamente el 10§ de la materia
orgd 1ca aprovechable es aprovechada por el eslabbn que come.1

Frrosten ladn, lus latos le la tabla 2, registran la captura
en peso hiredn y - estimado lector, amable lectora - la harina es
m8s secs jue 1as areanas del Sahara; de modo que de la monstruusa
©erdadt corcesper e te al praoaer grapo, calculand  con optamise

care sAlo 3 de cada 0 tons. aproximalamente se convierten efecti-

vii ernte en harina nor que el resto se evapora.

zei total de harina, sbBlo 10 de cada 100 partes fueron asimi
1adas por 1as aves del corral alamentadas con ella y finailmente,
1.4 geres b.-anas aprovecharnn de tales partes ya incors. rudas al
enlithn ntermendio - a su vez sAlo 10 de cada 100 partes. Pode
rus preg.-tar ahora: de aquella yrandfsima captura del 68 ¢cudl -
£4¢ el puso de materia org8&nica asimilado por los seres humanca?
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TABLA 2
Especies o Grupos Captura 10* tons.
Peces
Clupeidos y similares 2210
Gadoideos 940
Escbmbridos 400
Carangoideos 190
Carduminosos 130
Peces planos 120
Otras especies 310
Total de Peces 435¢
Tnventebrados
Crustéceos 120
Moluscos con concha 180
Cefal6podos 120
Otros moluscos 20
Total de Invertebrados 440
Total por especies 4790
Total del que no se tienen
datos por especie 919

Gran Total 5700

1.22.

Veanos primero qué parte del total de harina que se obtuvo -
fue asimilado: supongamos que el disco que se muestra enseguida -
representa ese total; s8i lo dividimos cn 10 partes iguales y to-

Figura 1..

La zona achurada representa el total de harina asi
milado por las aves.

maros una de ellas, podemos convenir en gue cada sector que resul
te sea una representacibn geonftrica de la frase "uno de cada 10"
(8e manera que "3 de cada /0" ¢stard representado entonces por 3
de tales sectores). Como “10 de cada 100" y uno de cada 10 son
eguivalentes, €1 SCCTOr ACHUraU0 LepLesLiLald 10 poive uv dul duw
gue es asimilado por las aves.

Procedemos anflogamente con respecto a lo que de aqui asimi-
lan los secres humanos; esto es: dividamos el sector en 10 partes
iguales y tomemos una de ellas (figura 2), obtendremos entonces -

Pigura 2.

gl sector achurado representa el total de materia -
orginica asimilada per el hombre.

e

o

la partz del total de harina que, luego de haber pasado por el esla

bdn de las aves, aprovechan los hombres.
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Por consiguiente, los seres humanos asimilan fa décima parte
del totel asdmilado por fas aves pero, como se muestra en el mode-
k[ géan‘ttico que hemos elegido para representar las razones, esta
décima parte es una de cada 100 partes iguales def total de haxina,
es decir, una centésima pante de dicho total, Es-> es que:

1 11
o %€ T T (10

. Obsérvese que aqui hemos introducido un nuevo enfoque de -~
los racionales; también pueden interpretarse como firacc{¢ngs de
un total. Asf, la raz6n w';~L—~adermfi&: de ser un simbolo para repre
sentar "a de cada 4" significa "n é-&ims partes del total” y geo
métricamente puede describirse al dividir cualguier figura (que
se convenga "es el total") en 3§ partes iguales y tomar de esas 4
exactamente A. Pero sobre esto insistirenos cuando discutamas

la recta numérica

Continuacibn Efemplo 3.3, Decfamor 7ve Aal tntal de harina - re
presentémosla mediante la literal # - s610 una centfsima ;arte es
aprovechada por los seres humanos. Pero, partiendo de gue la -

captura total fue T=2210X]/0"tons. ¢culnto vale H? y en consecuen

cia, ¢yué peso fue asimilado por los hombres?

Como H=(-P) de 2210X10°, ividamos el total 2210X10% en -
diez partes iguales y quedfmonos con tres (he aquf la gran utili
dad de la Gltima interpretacién de las razones), como 2210 deccnas
de miles de tons. dividido en 10 partes iguales da 72710 milet de

tong. entonces:

"’T’T de (2710X10%) tons. = £630X10°

Finalmente, s6lo la centfsima parte de H es asimilada pov gl
hombre, de modo gue i alora tomamos H y io dividiros @a ¢ ape-
tes iguales y consideramos una de esas partes, obtenemos gque de
las 1210X10* toneladas de peso hGmedo de clupeidos, tan solo

1.24.

(6630X10°)+100 = 6630X10 tons.

asimilan los humanos. §1 comparamos ahora esta cantidad con T
y reducimos a la "minima expresin para tener una idea m$s clara

del "aprovechamiento" de este recurso pequero, por lo dem&§s extra
ordinariamente prédigo, tenemos que -

6630X10 _ 3X2010X10 _ 3
TITORTO = T7T0XT0KT65 = To00

que quiere decir, lisa y llanamente que: [s6lo 3 de cada 1000 par
tes pescadas se asimilan?

hdem&s de los problemas socialeélnecesariamente ligados con

la inforraci6n que obtuvimos en el ejemplo 3.3., lo que nos inte

" resa resaltar y que nos va a llevar a la definici6n prometida, -

del producto de los racionales, es lo siguiente: ¢cbmo interpretar
en gereral expresiones del tipn "tomemos p ¢ -6simos de las 44 -8
sinas partes de un total donde, como decfmos arriba, los p g -ési
Mmo% son otra forma de designar a la razén JL y A 4~-6simos desxg—
na a la razén ",; Vamos, :qu& significa la expresién JL de ——?

Antes de contestar concideremos un nuevo ejemplo.

Ejfempio 3.4. Menciona la FAQ en el anuario pesquero del 68 que
de las 440 cdecenas de miles de toneladas de invertebrados que sa
cazturaron ese¢ memorable ano, aproximadamente 3 de cada 4 tons.
terfa un alto valor comercial (mayor a los 750 dblares por tone-
lada) en el mercado internacional y, de éstas, nada m&s ¢ de cada
5 superaban el precio de 1200 dblares por tonelada (los crusté~ -
ceos y algunos moluscos con concha). Preguntemos ahora: ¢qué -
parte del total de la captura de invertebrados tuvo un valor co-
mercial superior a los 1260 dG&lares? ¢culintas toneladas de este
tipo se pescaron?

Procedamos como en el problema anterior: supongamos que el -
disco que se muestra en la figura ). representa el total de la -
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captura de invertebrados. Er &1, la parte sombreada representa

las pesquerfas de alto valor comercial

Figura 3.

E)l sector achurado son las 3 cuartas partes de alto
valor comercial.

Ahora tomemos cada cuarta parte y divididmosla en 5 partes -
iguales(figura 4) tomand> de &stas s8lo las dos que tienen un va
lor superior 2 los §$1200:

Pigura 4.

En cada cuarta parte se hanachurado 2 quintas partes.

Asf la zona sombreada representa la parte del total que nos
interesa; mas observemos que cada una de las mis peqguedhas divisio-
nes de la figura 4. es la vigésima parte del disco completo y gque
§ de estos sectores son los sombreados; en otras palabras:
las . quintas partes de las 3 cuartas son las 6 vigésimas par-
tes del total. Esto es:

e
%—de '%“’ 70

1.26.

i-e. 6 de cada 70 toneladas o, si se prefiere, 3 de cada 10 tienen
un valor comercial superior a los 17200.00 dblares., Ademis, la --
captura total respecto a la cual ce estd comparando fue de 440 de
cenas da miles de toneladas y las tres décimas partes de esto son:

LY
(440<lﬁ ') 1= 1320X16°% tons,

XL -

con lo gue respondemoy la segunda prequata.

Como antesg, prequntemos ahorar en la solucidn da los dos pro
blemas 3.3. y 3.4. (qué es lo "meramente matemdtico"? En ambos
cascg:

1. Tenemos dadas un par de crazones %} y $§ que hemos interpreta-

do como fracciones de cierto botal
[
a. ﬁ? indica gue Lenos dividido "el total® en g partes igua
les y, de ani, hueros tomado p.

b. {% representa que "el total” lo hemos partido en & y -

L L RV SR VAP Y

Pero el total no es el mismo en cada casgo; por ejemplo: para
calcular el tonelaje de harina H obtenido del total T de la captu
ra, tomamos las ‘To partes de T; después, para calcular lo asimi-
lado por los sercs humanos calculamos —~33 de H, en el primer ca-
80, el total era T y en el sequndo, H.

2. A partir de las razones dadas, hemos tenido que obtener cuin-
tag partes de qué tamafio (de T} tendremos si, primero: tomamos las
A s-ésimas partes de T y luego, d¢ aqui, tomamos las pq- &simas
partes. Y lo que se ha hecho ha sido:

3. Cada & - Esimo ha sido dividido ea q partes iguales - de mane

ra que se han obtenido qé-~&simos de T -~ y en cada uno de los A

4 ~ ésimos iniciales hemos tomado p ¢~ &simos, lo que nos ha dado
prgs -~ Gsinos. Asi, la expresibn

L3
.-%. de -;- (11)
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se ha interpretado como la fraccidn:

B
qé
Todo esto da pie para que definamos el producto de Los racionales
%- y -:‘- como el racional

() (4= B2

Y a que dicho producto lo interpretemos seglin la expresi®n (11).

Como en el caso de la suma, también es posible multiplicar -
tres racionales y la forma en que se asocien no altera el resulta
do. El ejemplo del desperdicio de la harina de pescado sirve ~

nuevanente para ilustrar esta i{dea: en 3.3. obtuvimos gue

(_’10,_ . ,TIF.) . ._’%_u.-.ri-.-- de T era aprovechado.

tviw

Pero si calculframos primero lo asimilado por las aves:

(1) ()= de T

y. de aquf,lo asimilado por los humanos:

(4[4 (Bl () ()= e ve 7

obtendrfamog exactamente 1o mismo, De manera gue:

T TIPS QR W BNy Qi
TENTe T T T TT T

En general, el producto de racionales es - al igual gue la -

suma - asociativo y tambibn satisface otras propiedades (gue es-

t&n en ol apéndice). Antes de terminar este par&grafo, conviene

precigar cémo se definen las operaciones inversas de las que aca-
bamos de discutir: ta diferencia y La divisifn de racionales.

1.28.

31 f% es un nlmero racional cualquiera, el nfimero - L go -

llama su dnverse adqtivoe. Si —g— es cualquier otro nlmero racio

nal, se define la diferencia en t8rminos de la suma como:

o= (-5 (12)

Y sl J:— es un nlmero racional diégaenze de ceno, el racional

{} se llama su {nverse muftiplicativo. En té&rminos del producto

la divisién del racional {% "entre” {% se define como:

A A
T’f"‘?"% (13

CUESTIONARIO

3.1qqué parte deil total mundial se pesca en aguas americanas?

{zonasl y V). Obtenga el resultado de dos maneras distintas.

s.olmnfn me oA & da cada 19 tons. se pescan en el Pacifico --

51 las dos terceras partes de la captura en esta zona

la llevs a cabo la flota peruana ¢qué parte de la captura mundial
fue aportada por El Per(?

Craiental.

3,351 en 1949 se mantuvieron iguales a las del afo anterior las
razones que describen la parte capturada en cada zona y ese afio
la pesca mundial fue de 700 decenas de miles de toneladas. BEx~
prese el tonelaje obtenido en cada zona madiante un producto.

3.4 Lonsidere los datos del ejemplo 3.2.

a. z0Qué parte de la poblacibn tiene tipo sanguineo A o B?
b. ZQué parte de la poblacibn tiene tipo Rh+7?

c. ¢Qué parte tiene tipo A o By Rh-7?

3.5. a.cquiparte del total de peces corresponde a eschbmbridos y
tarangoideos?

b. ¢Qué parte del grantotal aestd formado por peces?

c. A partir de a. y b. calcule qué parte del gran total co-
rresponde a escSmbridos y carangoideos.
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d. Mediante una resta de fracciones calcule, del total de
peces, qué parte no son ni escbmbridos ni carangoideos.

3.6, Calcule:

3.7-4'-;-

o (fr)(fy(F) & i f

g ('%-) ("§' = ‘T) h. T (—5— .

4, OTRAS FORMAS DE REPRESENTAR A [0S RACIONALES.

Comc decferoe rrriba, NO SIiEMPic v Gvwuvs taue w sve eme cl0oil17
en términos de su minima expres:6n de la forma g»; suele ~ w:r.r
- sobre todo cuando se trata de comparar entre s{ dos o mis racio-
nales - que se busca la manera de que todos tengan el mismo deno~
minador. Como vimos al discutir la suma de racionales, si toma-
mos fracciones equivalentes a las que tenemos dadas, fcrzdndelas
a tener como denominador comfin el producto de sus denoninadores
podremos lograr esto por ejemplo:

2 3 4
T YT

son regpectivamente equivalentes a;
10 &3 . 60
T Tov Y Toy
8in embargo, esto puede tenor al inconveniente de que los de

noninadores que se obtengan sean muyyqranded Y« por lo tanto, muy
inc6modos. De esta suerte, &a wis comln fijar el denominador -

1.30.
cor. el gue se quiere trabajar y buscar los denominadores que hacen
Jae los nuevos racionales sean equivalentes a los que se nos han
dado.

Precisenos: supongamos que queremos expresar el racilonal {%
mediante otro equivalente con denominadonr x; esto es, que busca-
mos un ndmero enfeno x que satisfaga la ecuacibng

£ (14)

en la que, por definici6n de nfmero racional, p, ¢ y A tambi8n -
son enteros.

Pero la ecuaci6tn (14) es equivalente a

X = %’-‘» (15)

i0 gue siqnifica que podremos encontrar tal x si y s6lo si J%L
es equivalente a un racional con denominador 1 (pues, obsérvese
si nc se habla hecho, que precisamente estos racionales represen
tan a los enteros) y esto, a su vez, ocurre &£ g 4800 44 ¢ ¢4 un
facton de pa (ver nota 7).

Por ejemplo: el racional '%'es equivalente a una fraccibn -
con denominador 1&: en efecto:

O T = A
de modo que
| .86
TOOT

Desgraciadamente, esto no puede hacerse siempre: si el deno-
minador fijo en el ejomplo anterior fuera 10 y no 1§, nuestra bls
queda de la x que satisficiera la ecuacidn
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TUI7
estarfa condenada al fracaso pues

'%"']!5' si y 88lo si x=—'3q-

y resulta que 3 no es gactorn de 10 ...

En ocasiones, come puede verse, la vida es cruel. Pero no to
do estd perdido: si bilen es cierto que no cualquier racional pue-
de escribirse como egquivalente a otro con denominador digames 1§
~ 8% es aproxdimable, con el grado de exactitud que se gai<rs, e€n
t&aminos de una suma de zaecdenaled cuyos daneminadones Scan polea
cias® de 10 - (de hecho, mndiante los carbios adecuados, cuzlqui
er racional es aproximable "tanto como se quiera" <omo la gama de
racionales cuyos denomin dores sean potencias de cualquier entero

Lcamer 4 m? aviem

pogsitivo que nos interese). Y el WILlll pol. LnIontroy -
_ximacién lo prové el afgonetmo'® de La diviaddn que permite calcy
lar los numeradores de los sucesivos sumandos del desasteldo cn -

potencias de 10 o expansibn decimal de cualguier fraccibn.

Asl por ejemplo: si aplicamos el algoritmo da la divisifn -~
para calcular el resultado de dividir | entre 3, tendremos:

0.338...

3|10
10
10

' a8

y oeacribiremos la igualdad

-}--o.sss... ' (16)

cuyo significado preciso es ésute:

.32,

Tt e b e e
donde n eg un nGmero natural y logs puntos suspensivos indican que
el nfimero de sumandos prosigue indefinidamente.

Por otro lado, toda vez que sblo es posible obtener un nfime-
ro finito de residuos (si q es el denominador, sf8lo 9,1.¢, . ,q~1
pueden ser residucs <n el algoritmo), mientras que &l proceso de
€ividir puede repetirse hasta el infinito - agregando uwn cero al
residuo cada vez - es irremediable que en alguna de estas repeti-
ciones, aparezca un residuc que ya habr& aparecido, Jo tal suerte
que ~ una vez que ha ocurridc esto - todos los valores que se ob-
tienen al seguir aplicando ¢l alycritmo, se repitan ofclicaments.
Por ejempln: al dividir 22 entre 7, s6lo as posible que 6,i,2,3,
4,5 v 6 sean residuos y, forzosamente, uno de ellos habra de re-
petirse; veamos:

T 4T R81Y

7T}2
EL "]" aparece aguf ~—--+ 10

por la.vez como ra- 30
siduo. 20
60
if
50
y aqul se repite ~————e |9
3

.
.
.

& partir de que se repite el *I®, podemos asequrar que se van &

repatir todos loa demis residuos: 3,1,6,4,5, ¥ ... | nusvamente,

de manera tal que la expansifn decimal de la razén J;L presenta

un grupo de cifras que aparecen cfclicaments, y que se llaman el
perlodo de dicha expansifn. Asi:

I BUTIINTTIINTITTIE O an
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A fin de abreviar la escritura, las expresiones del tipo ~~-
{16} y (17) se reducen s: convenimos en que se representen con -
una tilde sobre el grupo de cifras que se repiten. £sto es:

-;—za.r y %’—=srmrrr

Cabe la posibilidad de que el residuo sea cero y en tal caso[
a partir de ese momento, la cifra que se va a repetir serd preci~
samente cero. Cuando esto ocurre, no se usa l1a tilde es mis: ni
siquiera se escribe la cola de ceros; por ejemplo: )

1.25
4[? 5
10 implica que -3-=1.25
20
0
~ Resumamos la discusibn previa: Lo§ tracionales feenen exyan-
8i6n decimai pendddica y pana encontranla se usa ed ata ' «ime de
La divisqbn.

Ahora, suele ocurrir que se presente también el problera i3
verso: dada una expansién decimal, encontrar - si lo hay - el ra

cional de la forma {% que le e¢s equivalente.

§1 el decimal que se da es peribdico siempre es posible ha-
cerlo; si el perfodo es 0, el desarroilo en potencias de 10 tie-
ne sblo un nfmero finito de sumandos significativos (porque la c¢2
la infinita es cero) y si calculamos la suma, daremos con el ra-
clonal que buscamos.  Por. ejemplo:

'-"'“””’"*ﬁ—"w-ﬁw-}%

- 0 .1 ___(10041) _ 101
3‘07-l+-r0—9—r0~1—a 157 T
0.4305 m bt pd b o i m AEES

81 el poriodo no es caro, aplicaremos la siguiente observa-

.34,
¢1én fundamental't”;

Y en general:

10" _ e
1= Y [ B 1 (18)

n clfras

de manera que si el perfodo es cualquier grupo de n cifras, diga-

mO8 a,a:day ... 4,

(a;a.g ...an) 7'6*;‘—:—’-‘—' 3T 9 ...dn) (1.00... 01)
n cifras

Syl eee ddidy 000y (19)

es5to es: que al multiplicar cualquier grupo de u cifras por el ra
¢icnal de la f6rmula (18), obtenemos un decimal perifédico cuya =
parte entera (la que aparece antes del punto) as el qrupo dado y
cuyo perfodo es el mismo grupo. Por ejemplo:

3« T'é—g‘-r= 5-T
142857 x phlo = 142457 TITEST
0023 x fo-= 0023 TOTF

Con esto y mediante la adecuada divisibn y multiplicacién -
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por alguna potencia de 10 {a f£in de poner el punto decimal donde
convenga) es posible escribir la parte peribdica de cualquier de
cimal como un cociente de enteros. En efecto: las partes peris
dicas de 0.3, 3. T4II5T y 5. TZJ0I3 se expresan como:

0.7 a3 = 0w Fa L

0.,3!357"~l~: (1 428517177557}
10 .

aho(LA2857x10% | 142857
T0¢ 49999 99955

L008TTT= -1y (0023.777)
10

.

1o N

=21 0023 (g N =T

Finalmente, para expresar cualquier decimal pevibaico coms
un racional, sex§ suficiente sumar las expresiones racionales co-
rraspondientes a su parte perifdi.a y a la que no lo es. Asi:

142857 _ 2 999 997+ 142 57
$TATEET = 3 + gy ™ 3777977
3142857

512 z3 5 119 488423
5. 100023 = 5y ¢ gy g0 =~ 79T 900

L5 119 511
IR

Bn rasument Llos decimales peaibdicos purden escidbirse come

I.36.
racionales de La forma {% Y para encontrnanla, hay que explotan el
hecho de que un grupo de n cifras multiplicado por ef racional.

10"
Tor=T

da un decimal penifdico con pante entena el grupo de cifras dado

-+ ¢ €sCe mismo como peafodo (vBase la ecunacibn (19)}).

CUESTIONARIO

4.1. En cada inciso encuentre racionales con denominndor comdn we
equivalentes a los que se dan.
R 1 ! ? 5 5 il Fl !
el e 2 S X e | A A £ e [
4.2, ©In cada caso, plantee y resuelva una ecuacién como la (14) paxa
encontrar el numerador del racional, equivalente al que se da, y

msn binnAa Al Aanmminandar mia amavnsea a2 Ta Aavanhs

a. 4 15; 0 600 K100 f w1

4.3. Dado cualquier racional de la forma L y un denominador A ¢es
s{empne posible encontrar un racional equivalente a %% Y que ==
tenga denominador a?

4.4, Tienen soluci6n en fLos enteros las ecuaciones:

? 1 ? !
TEEVE i 1 et 2 S SRR b o

si si la tiene, resuelva la ecuacibn; 8i no, expligus porqué.

§.5. En el texto se dice que:" ... 8i bien no cualquier racional =~

puede escribirse como equivalente a otro con denominador - diga-

mos 10 - 81 es aproximable con el grado de exuctitud que se quie-
%3, en términos de una suma de racionales cuyos denominadores son
potencia de 10", Explique brevemente el significado de lo que -
aqui hemos subrayado.

4.6. Encuentre la expansidn decimal de cada uno de los siguientes

racionales.  Expresa el resultado (i) como una suia explicita -
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de potencias de 10, (i1) como un decimal perifdico. Indique, en
cada caso, cufl a3 el periodo:

a. -,L,-. b. -,!ry c. “ygr' da. —,!,-r e. -—,!,-;‘

144 15

| T 9 '%ﬂ h. o

» 4.7, En cada uno de los siguilentes casos,encuentre el racional de =

la forma - que es equivalente al decimal peribdico que se da. -
Reduzca @l resultado a la minima expresibn y comprué&belo aplican~
do el algoritmo de la divisilbn.

a. 2.125; b, 0.0T7TIT; . 11.425; a. 37378 e, 1.000%5

8. ¢Hay decimales no perifdicos? 81 sl los hay, describa tres
de ellos,

5. PORCENTAJES.

Vimos en el pardgrafo anterior que es comn el que se trate
de encontrar el eguivalente a un racional cado pero con in deno-
minador fijado de antemano; vimos también que esva bGsqueda no -
siempre arroja resultados satisfactorios mas, si no hay una equi
valencia exacta, siempre es posible aproximar con el grado de =~
exactitud que se desee.

Es un uso muy extendido en la matemdtica de la vida diaria
el expresar una fraccifin en términos de “fantos pcr ciente " y
esto de encuentra siempre a partir de la expresitbn decimal del ~-
racional dado. En efecto: si queremos saber cuintas centésimas
o partes por ciento hay en -}u usaremos el hecho de que:

—5—- 0.7=0.835 oo =Pt it 1ot TREE

=3 Tor o T Yooy rednrt ) (20)

I.Qi.

que significa que en -}- hay -”3’3- Y una fraccién decimal de ecﬁtl-
sima (la suma que aparece entre paréntesis en el (ltimo miembro de
la ecuaci8n (20)) como esta fraccifn decimal es igual 0.335%...,

etonces:

] [] 0.333... 53.%

+=5r+ 100 " ~700
0, 81 usamos la notacién que {ntrodujimos en el elenplo 2.2, y ~.
que es la que se emplea con mayor frecuencia:

-;-s 33.7%

que se lee como gue ~§-es igual a 33.7 rorcienta. No debemos -

olvidar entonces el significado preciso de las expresicnes de es-
te ttpb: <ndican nazones entre cantidades mediante La comparacibn
de qué tanto hay de una cantedad nespecto a 100 tantos de la otra
Y, por lo tanto, los porcentajes 56lo son una forma eppecial de -
denctar a los racionales. Asl, en el ejemplo que hemos eiaegldo

para iniciar esta discusifn llegams a la conclusifin de que tamar wna da
cada tres partes (u}d es lo mismo que tomar 35.7 de cada 100 ~-

{33.79).

De esta suerte tendremos ademis que:

Las TITHT T y e rtse sy

Efemplo 5.1. Consideremos de nueva cuenta los datos de la tabla
2. y la discusibn del ejemplo 3.1.. Segfin 8sta, apenas tres de
cada 1000 partes de la captura de clupeidos es asimilada por los
seres humanos: esto es:

T‘T’W-.oos-.u

81 suponemos, con bastante optimismo por clerto, que el res
to de la pesca mundial se consume directamente (i.e. sin la pérdi
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da de péso'correspondiente al preocesamliento que la convirtiera -
en harina y sin el eslakhSn intermedio de las aves de corral), ten
dremos que el ser humano asimila:

012108

del peso total de la captura gque no corresponde al primer grupo.

Asl, resulta gue el peso total "rsiaaiado T oes:

el 0.3% dc 22]10X10" tons. {clupeidos)
mis al 10% de 3990X10° tons. (no clupeidos)

Pexo como

L0053 % 7210 X 10t =483 X 10° y
o X 3490 X 10t = 339 X 107

entonces, @i tocas asimilado astd dado por:
T, =358.63 X 12% tons,
o

v de &1 sblo 6,43 de cada 355.483 partes provicnen del primer gru
po; es decir, sblo el

6.63 s
—;—5*5-:—53‘2 0.186 = :.Bﬁ

de manera que el 98.14% restante corrasponde a la captura de los
demlis grupos. sin embargo, la pesqueria mundial de clupeidos re

presenta el

»ff%g-no.amsu.m

del total en peso hlmedo y esto significe un grandisimo esfuarzo
pasquero. Este ajemplo muestra cmo el uso de los porcentajes
permite comparar cOmodamente diferentes razones po’ que todas se

1!‘0‘

expresan con denomianador 100. Ademds, gracias a esta comodidad
nos damos cuenta de que hay algfin problema econfmico o social qué
produce el absurdo de pescar una gran cantidad de clupeidos para
obtener de ecllos un fnfimo aporte nutritivo'®.

Egemplo 5.2, Seyln datos del Banco de México 5.A., iog precios -
sfdad,

®

de los articu =g de consume (ndisponsablo o Se Lripsra geng

aumentaron de dicicpbrede i a’a diciembre dei siguicaie, & partirc

de 1975, en un 79%, 6% y 33% consecutivamente, Ao oae, ) e
Estado mexicans dmpase la policics e “lewed 2o T10fadvs” 5o sospe
cha gue deptdie a 1 intervencifin del Fondo ™o ctauie JpLornmacional
(PMTY =y dov ausert sy salar /s teg eorpentals 3T el g Lwr e
trienyy de o Lo SFper oo Shlesta fuerson Lo 5050, 1AL oy 188
respactivenunte. fara tener sdea de come ve wio afuzuadl el po

der adguisitivo de los trabajaderes en este lapso, vearss en cufin
to aszendid el oosto da la vida de dic, de 75 a dic. del 78 y, por otro

lado, culnto crecif el salirio: supangamos que Py Canoun €l pre-

- . . - - DRI L s T aNrn
wear MU A LM Ml b MU AN e o oeagita = e PO . - . —
doramente, d2 7 adultes y § ninos), a fines de 75, Jome i (ina

iizar 1976, los precios habriapn aumentado en un 29%, la misma ca-

nasta costaria:
p|=P° 0'0.29PQ=,.20P° (21)

e manera gue en dic., de 1977 el precio seria de (Justifique el
lector cuilvadosanente cada paso)s

Po=Py+0.26P, =1.26P, = (1,28)(1.29)P, = 1.6854P, (22)

y al terminar 1978, de:

Pyo Py« 0.33Py = 1,330, = (1.33)(1.6254)P, = 12.161182P,

En las ecuaciones (21) y (22) obsérvese que el hecho de que
los porcentajes de aumento de los precfos curresponde a gerfodoa
anuales y son calculados en base a los precios finales del ciclo

.
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anterior (asf, ol 143 de aumento de finales ¢ 77 ce calcula co-
brae los precios de dic. da 1976 ) produce que el efecto acumulade
de los 3 aumentos anuales sea muché mayor que la suma de los mis-
mos., En efecto: como el incremento én los precios de dic. de --

1975 a dic. de 1978 fue de

1. 1610657, ~ Py = 116817820,

entoncss, por cada peso del precic sn 75, la canasta aumenté en:

1.161782P,
g - 1.06175¢2
°

pesos. gEsto wg: los precics Jo twe articulso de primera necesi-

dad, aumentaron de fines del 7% a fines del 78 en:

1361782 =116.1782%

LAV |

de mancra que por cada 100 PesOS Uu prgeav nivialy ew plgeatiill ]
afios mds tarde, 116,37 pesos néds. {Compfirese este valor coa el

quo arroja la suma de los porcentajes).

Por otro lado, si §, denot2 el salario que devengaba un tra
bajador en febrero de 1977, al r:cibir un aumento del 5.5§ gana-

ria:

S w8y +0.0558, w1, 0558,

hasts febrero de 78, mes en el gue gu salario aumentaria en un -
13%) as decir que serfa igual a:

Se =8, 40,138, #1885, = (1.18)().055)8, = 1.19215S,

para tarminar, en fehrevo de 1979, por ser

Sy Sy 40,185, = 1,188y = (1.18)(1.79215)8p=1.40673754

lo que significa qu el poreentaje de aumento compensatorio del de

1.42.
los precics fué des
S;-S. ’-‘067’13."55
L P Sy

=0.406737

= 40.67%

de modo que por cada 100 pesosque recibfa un trabajador en feb.
de 76, en feb., de 1979 recibirfa 40.47 pesos mas. Saque sl leg
tor sus propias conclusiones respecto a la politica econbmica na-
cional de aguel periodo.

CULSTIONARIO

5.1, (pud es on porcontajer
5.2, ¢Por qui se usen lo3s porcontajes en lugar de otras axpresion

nes de las razornes?

%.3. Calcule gul poreenstsje de la pesca mundial a, corresponde a -

peces b. corresponde a invertebrados ¢. tiene un zlto valor co-

memvendm) e s b mams o matuesme ene ~oncha )

4. Escriba los valores de ia salinidad o yla concentracibn de 0,

5.
disuelto(yen dltamar como porcentajes si se sabe que o =343,y
¢

o ° 6 vy milldn,

5,5, Explique por qué para calcular el § total del ausess de los

preciros y salarios que discutimos en el ejemplo 2.3 uc £¢ sumaxon
las porcentajes correspondientes al aumente anusl. .

85,6, Se sabe gua al finalizar 1974, la poblacifn de México gra de
54,4 willones do personas y durante 197%, cada mes nacieron {75000
mekicanos. a. Caloule el § de aumento anual de la poblacibn mexi
cana. b. ¢Permonece constante el § de aumsnto mensuel de la po~
blaciGa? Explique porqué. ¢, Si durante los siguientes cinco aflos
M&xica tuvo la nizma tasa da natalidad anual que durante 1975 ~-
¢{cull era la poblacifn en 19807 d. (Culntog individucs nactieron
cada afio de 1975 a 19802

$.7. 51 durante un alo la pesqueria de cierto recurse sufrfera un
sumgnto del 20f y al afio siguiente experimentara un decremento -
dnl mismo porcentaje ¢habrfa aumgntado o digninuido la pesqueria
en el bienio correspondiente? Explique su respuesta.
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6.  REPRESENTACION GEOMETRICA

Reza un refrén: "una imagen dice m&s que mil palabras” y tam
bién se aplica en el caso de los conceptos matemiticos. tor ra
zones psicolbgicas que novienen al caso, la {ntu<c<on go rm&¢ny-

dee s e oauu pupera ampiiamente su oo din ctatmficca; de
tal manera, toda vez que es posible "dibujar una idea" (i.e. re-
presentarla rediante un modelo g ‘&fico) es m&s ficil manejarlas
entender sus propiedades y aGn entender o reconocer hechos gue no

son claros hasta que no e tiene tal modelo.

Sin embargo, este proceder tiene sus poligros: a veces courre
que la intuicidn sugiere o sehala cosas falsas y en la historia -
de las matemdticas se registran serios problonas debides a "apre=~
ciaciones intuitivas" engafiosas. No obstante, una vez alverti-
dos de que no todo lo yue intuyamos es cierto, siempre gue sea po

sibla trataremos de dibujar los conceptos que definamos.

A los ndmeros raciuvnales se les representa geonétricamente -
nediante fa tecfa numfrica que se construye asi:
12, B5e elige un punto arbitrario de cualquier recta 1nfisita y
se le asigna el racional 0 (figura 5)

. . )

->

L. . " .
. - i N

_ ﬁ;guxa ]
Primer puso: se fija ol cero,

A esta puntv se le 1lama ¢t onsgen.

28 cn'aV~~r:una loﬁéituﬂ arbitraria a la,que llamaremoe ‘la rag e

nitud o tamafio de la unidad": repitiéndola sucesivamente a io lag.
go dé‘la'recta a partir del cero, obtenemos los puntos represen~
tantes de los enteros: los positivos en un sentido (a la derecha,
por éjemplo) y los negativos en el sentido opuesto (figura 6)

1.44.

Figura

2% pPaso se elige la magnitud de Ja unidad y se loca-
lizan los enteros.

De este modo, el tamafio de la unidades la distancia que hay entre
dos enteros consecutivos.

33, Ahora el punto correspondiente a cualguier racional de la -~
forma £ lo encontramns ast: dividimos la unidad en ¢ partes igua
les - cada una de las cuales se dice que mide un q - &simo - toma-
mcs8 el primero y lo repetimos sobre la recta, a partir del cero,
p veces hacia la derecha 81 el raclonal es positivo y hacia la -

izquierda en caso contrario. El punto al cual se lleyue al cabo
MU EBLE PLULGBY Lopitotiiva a i} Ve e mae b Dl a0 T
3 . =2 -1 (] B | 2 3
™ -~ e e Bl o e y 4l .“
-8/3 -1/3 171 _ 2

3 ey Plgura 7.,

:3-- y ?.72- an 1a vects nundrica.

S S e .
vale la pena discutir dos tdeas guya ‘interpratacifn.geomdtri
ca es r.cho m&s descript.va -que su sola enunciacibn aritmética:
o vicen y fa denscdad deZecnacicdales.
La primera la hemos manejado ya al comparar, en las seccio-
nes previas, diferentes racionales entre sf) en 1d recta numérica
la comparacién es sencilla pues dados dos racionales cualesquiera

{% Yy {%, uno y 86lo uno de los tres siguientes hechos tiene lugar:
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(1) Jé- estd a la derecha de —:—
(11) -Qﬂesta a la izquierda de -2'—
(1i1) -g— Y -:‘— estln en el mismo lugar.

En el caso (1) diremos que -1;—- es mayonr que -:- y lo denotare-
mos asgi:

Ly
q > é

51 se da el caso (ii), entonces {% ¢4 menor que %% Yy la nota
cibn correspondiente est

A
T

En tanto que si ocurre (111}, & v A son fauales:
L ] hd 2

]

P =
q

b.i.r

!f:sto explica, ademis, la forma aritmdtica que usamos antes -
para comparar racionales: recufrdese gue para hacerlo habfa que ~
convertir a racionales equivalentes con el mismo denominador y, -
dependisndo de la magnitud de los numeradores correspondlente, s¢
comparaban. Pues

implica quet

Lo
q

bsb

8i y s581lo si pad>qr {23)

Eata proposicibn es de gran utilidad porqua tanto ps como ¢

gon enteros f&ciles de comparar.

Por otro lado, la necidn de densidad cione que wee con is for

X.46.

ma en que se distribuyen los racionales en la recta. Precisemoss
dado un entero cualquicra, siempre es posible establecer qué ente
ro 1o sigque y culil le precede y o8 qua La mlndma dlstancla entre
dos cuteros cualesquiera es una unidad; esto no ocurre ¢on 108 =
racionales: dado un racional no es posible deciyx qué racfonal es
*el Inmediatamente posterior® ni cull es el qua estd "justo antos®
por gue tampoco hay una minima distancia entre dos racionales cusz
lesquiera; de hecho, ya lo discutimos al hablar de la expansifn -~
dacimal de un racional - cualquier racional es aproyimable con el
grado de exactitud que sc desee mediante una suma de racionales
cuyos denominadores sean potencias sucesivas de L3 hsaa antera -
que se nos d& la gana; cesto significa que podamos aceacdanoce &l
racdional dado tanto como queramovd s4n afcanzaifo, con otros valo
res racionales, Asi, por ejemplo: al punto que en la recta le =
corresponde al racional 5 10 podemos aproximar suce¢slvamente =

con mayor precisién mediante los racionales.

2 3 1112 313133

To Teer To60 T00G0

de tal suerte gue aungue cstemos cada vez més cerca del -;—-, siem
pre habri una distancia entre cualguiera de kaleg poates y el de
1.

Adenmis, para acabar de tener una idea de cbme me distribuyen
los racionales, considérese el siguiente hecho: uf -=§~~ ¥ -%m son -
dos racionales cualesquiera, puede probarse entonces qua el aacde
naln

A
—%-- (-g— + T) (24)

corresponde en la recta numdrica al punto medio del segmento que

une-g- con -%- de manera que si -QE-<~§~ . entoncess

1 ) A
-QE-<-2.. (_g_ + 2 <3

10 que significa qua entre dos racionales cualesquicra sdempre -
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A L e » e
hay 0ta¢ hacional.
'égta édg;te de "aglomeracién extrema” de los ricioniles a
lo largo dé la recta numérica se conote con el nombre de densidad
y sg aéosxumbra decir que (o4 nacionales son donsrs en fa wcela,
Bln;embaréo, y &sto ¢35 el primer hecho que choca con la riturcaidn
geométrica, Los racionales no agofan la recfa wumicca en el sen-
éido de gue, si biern es cierto que estln tan cercy unos de otros
camo - se desee, hay puntos de La recta a Los que ro Led coviesyon
yzndo de sorpresa en sorpress, ¢s posibls derog

de un racdional; v
t:ax~queihay una infinidad de tales puntos (in“irnidad , para col-
mar nuestra capacidad de asombro, &0n wds grande gue la 1afinidad
de los racionales).

Magnitudes tan cercanas a neestra experiescia naterditica 19
veniente de la escuela elemental como la razbn cntre el didmetro
de un circulo y su circunferencia - el famoso ~fmero Pl - pertcne
cen a esta categoria. Nos explicamos: el perizsetro de o cirvu-
lo de difmetro 1 es una magnitud ¢onmétrica coa an gienificado -
inequivoco que determing, acdids desde el cero en la recta numé-
rica, un punto Gnico sobre ella, cercano al racicnal 3.14¢1s (cu=
yo valor memorizamos como "figual a §t “) pero, «u r-jor, diferen-
te de €1 y de cualquier otro racional (ver figura 8)

o

[
o
e
*u

Figura 6

Un hilo delongitud It cedirfa exactomente 8l
cfrculo de difimetro V.

Por contraste, los lmeros de tal naturaleza fueron llamades
inracionales por tos griegos; en la recta numérica iLlenan los agy
jeros que no cubren los racionales y su expansién decimal es no
peribdica. La discusibn en el capftulo IV, gira siradedor de uno
da bstos bichos, tan ilustre como e fntimmmte iigado a la mate-
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mitica del crecimiento: ef ndmeno ¢ .

CUESTIONARIO

6.1, En una recta nunfrica a ¢COmo se llama la distancia entre -
dos enteros consecutivos? b, ¢qué es un ¢-8simo? . Represente
= 11 ~23
& los racionales R A b adia at' -5, 3.1 y 1.907"
6.2, Ordene de menor a mayor los siguientes nGmeros: 5.2, 7,
22 1
3.14, 3,16, —5 z, rat

6.3. Use la proposicifn (23) para pouner, entre cadi par de racic-
[+ % -

nales cue se dan, e}_simbolo FIES o=y b <pe e B -y
y u%;., c. .%ﬁh y .L;;L; d. ”%f_ y r%%gu

1
6.4, ¢Culdl es el entaro que sique del 07
6.5. ¢Cadl es el racional que sigue al caro?
6.6. Explique brevemente qué significa que los racicanales sean -
densos 2n la recta numfrica.
6.7. In el texto s2 establecieron dos tipos de nlmeros que se re-
presentan geométricamente on la recta numérica ¢cuéles oon esos
tipos de nlmeros?
6.8. En términos de su expansiSn decimal ¢cbmo se distinguen los
racionales de los irracionales?
6.9, ZPuede un irracional tener expansifn decimal poriddica?

APENDICE AL PRIMER CAPITULO

Con lar oparaciones que se difinieron en el parfgrafo 3. los
racionales tienen una esfructunra algebraica particularmente rica)
la sigufente es una lista de las propiedades b&sicas elementales:

81 -g-, -%— b'd —:—- 80n tres racionales cualesquiera, entonces:
4
A.1. La suma es conmutativa. Es decir:

A A
el s
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A.2. La puma es asociativa; esto es:

L

Loy L I
( g )+ €%+ (7+%

A.3. El cero, que es un racional porque 0=-g-, actfa como ncutro
aditivo, de manera qgue cualquier racional sumado c¢on 8l queda -~

igual:

A.4. Para cada racional existe un {nverso adifivo. Es decir, o=
tro racional que sumade con el primero, da cero; en efecto:

—E—.Q- ;-E.. -
q ( q =0
M.L. El producto es ccumutal{vo, Luego:

LA kLR
e 4 & g

H.2. El producto es asociativo. Es decir:

u q 4 u

( {%. 4y Lol (. L)

M.3. Bl uno, que es un racional porque !--%n actia como neuino
multiplicative porque
Boy=L
q q
para cualquier racional.
H.4. Para cada racional difcrente de cero, existe un L{nverse --
multiplicalivo; esto es, otro racional gue multiplicado por el ~
primeroda ung. En efecto:

L SO - S
Q2 P gqp

1.50.
P. EY producto distnibuye a fa suma. Es decir:

B, Lty . r,p L
qQ ( ru ) q ) * qQ u

Es conveniente tener una lista como €sta pues es en base & eg
tas propiedades aritméticas que se obtienen muchas de las que se
deducen en los cursos bé&sicos de dlgebra; supondremog que las mig
mas se manejan con soltura y s6lo cuando valga la pepa justifica-
remos con detalle alguna demostracibn particular. por lo pronto
para refrescar la memoria vale la pena que rcsuelva el siguiente

cuestionario; los dos primeros ejercicics son "ortogrificos".
b a+b a
1. Dados a=4, b=5, ¢=6, caleular a+ =, ~(--E--l», Tre vy

.

a
+ ¢}

2. Calcular lq’—-s, p--%-, (qgj) v (P;‘U para p=36y g= 6.

3. Zlimine los paréntesis y reduzca términos semejantes en las
expresiones siguientes: a. x{x+y)+y{x-¢); b. m{a+2)+

+s(m-3).
4. Usando las propiedades algebraicas discutidas en este ap&ndi

¢e, calcule de la manera mis cbmoda posible, 1o siquiente:
a. (17x19)+ (13x19)
4
b. (£ (45 ()
: 2 I 1 !
C. (TX-T)i'(TlT)

5. Recuerde que la n-8sima poifenc{a de un nfmeroc a se define ~

como el producto de a poa 8{ misme n veces. Pruebe ahora que si

a y b son nfmero racionales, entonces:
a+ab=all +b)

y de agui que
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{a+al) +b(a+ab) =a(l +b)°?
6. Note gue el cero multiplicado por cualquier nGmeroc, da siem

pre cero. Exprese esta propiedad algebraica de los nlmeros usan
do literales.

7. Use la propiedad enunciada en 6.para euplicer porgué no es -

posible que el cero tenga inverso multiplicative (sugerencia: re-
vigse la propiedad H.4.)

8s ¢Es asociativa la diferencia de racionales? sugerencia: revi
se los resultados de los ejercicios 6.e.y 6.h.del cuestignario de
la seccibn 3,

NOTAS DEL CAPITULO 1

1¢§. Royré A. Estudios Galileanos.S.XXI Editores. Iéxico, 1981,
pp. 73 a 148: "Ley de la Caida de los Cuerpos".

’para especificar el tipo de unidades que se toman al medir cada
variable, usaremos el simbolo de uso corriente para denstar tales
unidades escrito entre corchetes a continuacién de la variable.
Aqui, por ejemplo, tendriamos

dim} y tisgl

Svale la pena observar gque si bien g es una variable -~ 3spacto
¢guantificable que afecta el fenfrmeno - su valor es constante para

cada lugar particulaxr (9.§&] ji%r- al nivel del mar, 1.63 “ﬁ%? en

la superficie lunar). Este tipo de variables gue "se fijan" se

gn ciertas condiciones las llamarcmos patdmctnos.

“Algunos aspectos histbricos importantes sobre el concepto de -
funcibn son discutidos por Bochner 5. en "The Role of Mathematics
in the Rise of Science" Princeton University Press, Princ. New =
Jersey. 1966. pp. 216 - 224; "The significance >f functions”.

1.52.
’en la préctica, una de las definiciones de biomasa que se usan

es la siguiente:" .el total del peso h@imedo de losorganismos vi-
vos presentes por unidad de drea o volumen" {(Rounsfell, 1973). =
Sin embargo, por razones didécticas presentamos en el texto otra
definici6n; la diferencia estriba en gue en la de Rounsfell se

comparan cantidades de diferente tipo (peso hGmedo contra §rea) -~
en tanto que en la nuestra (y en las definiciones de salinidad y

tasa de natalidad) comparamos cantidades del mismo tipo.
¢7he Food and Agriculture Organization (FAO) Yearbook for Fishery
Statistics for 1968,

’se dice que un entero m ¢4 un {acton de otrho entero a si existe -
un tercer entero 4 tal gue a=ma; m ¢4 un facton comin de a y b

si es factor de anbos y en tal case, se dice también gque a y b

gon mialtiplos comunes de m.
Sanchoveta y sardina, por ejemplo,

YFRO, op. cit.

¥ Cf, Margalef T. Ecologfa. Ediciones Omega, S5.A., Barcelona, -
1577.

W curiogamente, el pais que obtuvo la mds grande captura pesquera
en 19€8 fue PerG; valdrfa la pena dar en clase una discusibn res-
pecto al heche - en cierto sentido ins6lito - de que asi haya sido:
térese en cuenta el subdesarroilo de ese pais, el hecho - nada
raro ~de que su captura pesquera 5sea practicamente s6lo de clupel
dos ¥y la presencia en PerG de la Purina {transnacional de alimen-
tos para el ganado).

1213 razén de estos nombres corresponde a las propiedades A.4. ¥
M.4. del apéndice.

13¢cf. Problema 5. del cuestionario al final del apéndice.

M yun afgeritmo es un conjunto de reglas que describen el procedi-
miento gue debe seguirse para realizar una operacibn o llevar a
cabo un proceso.

"yale la pena la siguiente aclaracibn: las "observacionss funda-
pentales® del texto no se justifican en &1 por razones didicticas
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o porque cstdn basadas cn conceptus o herramientas mate<fticas -
mds alld de lo que, en el momento de hacer la observacif:, se su
pone gue el lector maneja. Sin embargo, es necesario evitar en
lo posible que se quede Ja sensacibn de que las propiedades gue
ge usan "salen de la manga'; para esto, si mis adelante el texto
da para hacerlo, se discutirfn o bien se dar8 una referencia en

la que los interesados puedan satisfacer sus dudas.

En este caso particular, recomendamos la lectura de la obra de -
Courant R. y H. Robbins ¢Qué es la Matem&tica? Editorial Asuilar,
Madrid. 1979. NGmeros racionales y decimales peri6dicos, pp. 75 ¥
76. Y mencionamos gue el resultado (18) se basa en la siguiente
f6rmula del andlisis matemitico:

! + ! + IR !
Tom * Torm T

‘6 yn conflicto similar se plantea en lo que se refiere a la captu-
ra de camardn en México: de las pesguerfas para consumo hwmano, -
la de este crusticeo es la mayor wvolumen en México. Sin embargo
por razones econbmicas relacionadas con Su precio, casi no es cOn
sumido dentro del pafs. Cf. Anuario Estadisticc del Departa-

mento de Pesca, 1979. pp. 132~ 133 y 407 - 408, Méx. 1979.



CAPITULO II: ELEMENTOS DE LA TEORIA CLABICA DE LAS PROBABI

LIDADES,

"Alea facta est”

Julio Clsan.

"la probabilidad cs come el bas
tén que wtiliza el “dego para -
{h a iiendal. Si opoedienc ven,

no nrcesltania v Lo

teornia de fas probabilidade

standsfow Len.?

1. Antecedentes.

La Teorlz de £as Tacbabilidades cs una de las ramas de la ma
ter§tica que mis se aplica a la solucitn de problemas especificos

i implificada? @a
en las clencias naturales y es gque la visién simplificada® da los

torErerncs no es suficiente para muchos fines; asi, si ¢ ouiere estyd

cr profundidad, es necesario usar una herra

diar la Naturaleza con may
mienta gue permita evaluar fa incentdidumbae respecto ouna varie-
dad de afectcs contradictorios que puoden ser originados por un

mismo conjunto de causas bien definidas.’

n3{, el plantearse la bGsgueda de la férmula de la cafda li-

bre de los cuerpos:

a(ty = ( - ) gt? (1)

I11.2.

es una visi6n simplificada de un tipo de fen6menos que pueden ser
extremadamente cormplicados. La férmula (1) permite defeyr(rzs
la posici6bn en funcifén del tiempo en base a una serie de [renicas
simplificadoras (de las cuales la suposicién <Ze que el cuerpo -
cae en el vacifo es la m8s fuerte) que, de no curpl.rse, invalidan

la predicelén gue puszda hacerse con ella. Lo vealmoafe -

ocurie en wun medio no vacio ostld wmuy lejos de ser tan sencille: -

por ejemplo, si el cuerpo caw dentro de la atmSsfzra torrestre o

b -

en 21 ocBano, est§ sujeto a influsncias -~algunas trdcticans

impredecibles~ que, desde lutgo, afectan el movimicnto del cuerpo
Y que, por no estar tomadas en cusnta, pueder provesar resaltados

muy distintos de los gue se obtendrfan sl aplicar (1}

simplificadoras hasen intrascenden-

AsY, cuando las proxi
te la forma de ver algln fenGmeno ~tal seria el caso, por ejerplo

de soltar una moneda a %~ ¢i. del piso con la cara de "sel” nacia

o

arriba y "predecir” gué vaacaer®- por que fnerzan el resultado a
impiden que se manifiesten ctros posibles y contradictorics resul
tados, es preferible echar manu de la herramienta matexdtica -~ =~
creada para manejar el azar: la Teoria de las Prohabilidsies. -
Existen diferentes construcciones de asta teoria: ia clésica, la
frecuentista o estadi{stica y la axiomdtica. Cada una tiene sus
pros y sus contras, pero por su senczillez, pues es coptrufda uszn
do los racionales y sus aritmética, en este trabajo presentaroTos
los rudimentos del eafoque clésice y sugerimos al lector interesa

do revise la discusiSn del apéndice a este capitulo.
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2. Un problema de genética.

Sin duda, la biologla se ocupa de fenbOmenos naturales comple
jos y hemos elegido uno de este campo para orfentar esta presenta
¢idn; este capitulo culmina con la discusi6n de un problema parti
cular de la genética de poblaciones; en el camino, sin embargo,
terdrenos que discutir otro tipo de fendmenos y para que no per-
damos de vista el interes bioldgice de lo gue iremos presentando,

plantearemos de una vez dicho problema.

En 1866, el monje roram Gregorio Mendel (1822-1884), estable
ci6 las bases de la cenfitica al estudiar, en una especie de chi-
charos, en qué proporciln so trasmitirfan de generacibn en genera
cién, las caracteristicas hereditarias de que ¢l fruto fuera liso
0 rigoso. El avance cient{fico en la época Jde Mendel estaba muy
lejos de la bicquimica necesaria para abordar ¢l problema en tér-
minos de clertas reacciones internas en las células reproductoras
al forrar un huevo y Hendel hubo de gufarse por al aspecto macros
cbpico de los chicharss: a partir de una planta de fruto liso - -
(hija c¢e “lisos” adermis) y de otra de frutos rugosos (de padres
rugosos a su vez) al monje observaba que en cada generacdibn, Los
corcentafes de Ldsos y nugoses perwmanecdan  prdedicamenie condtan

tes.

A partir de esta observacifn fundamental, discutiremos aqul

el siquiente problema:

S1 de un gran nGmero de nacimientos de la misma generacibn -
escbgeros af azatr ({.e. sin preferencia alquna) gaupos de n indi-
viduos, de tedos lLos posibles ghupos 2qué porcentaje estd formade
per k individuos "rugcsos” y n-k "Lis0s"?"

Por ejemplo: si de la tercera jeneraci6n formamos grupos de
15 plantas, ¢5ué parcentase del total de decenas que se pueden ~

formar, tiene 3 chicharos rugosos y 7 lisos?

En geperal, se trata de responder este tipo de preguntas -
para cualquier par de caracteristicas hereditarias que ée exclu-
yan mutuamente y de {as gue neccsaniamente ha de pacsentarde una
¢ ta othra v.gr. las del sexo, el albinismo, la capacidad de "en~

11.4.

rollar la lengua", etc. Para lograrlo, tendremos primerc que
hacernos de un lenguaje reciso y de ciertas definiciones ; teore
mas,

CUESTIONARTIO

2.1. Si en la primera generacifn, Mendel observé que de cada
200 plantas, 150 eran lisas (Cudles eran los porcentajes correspon

dientes a cada tipo de fruta?

2.2, ¢En qué observacitn fundamental se basa, la discusibn -
del problema que hemos preseitado y que abordaremos en este capi
tulo?

2.3. El afbindsmo en lous ratones excluye ¢l que sean pjmed-
tados y alguna de estas dos caracteristicas necesariamente es pre

sentada por cada individuo.

En varias poblaci.nes de ratones que se obtuvieron do la cry
za inicial de hembras albinas y machos pigmentados (de padres pig
mentados) se observd que en la 12 generacifn todes eran pigmenta-

dos y que, enla 24, 1o erar 2 de cada 4.

a) ¢la observaci6én fundamental a la que se alude en el texto
permite decir cufles serfn los porcentajes en las generaciones -
posteriores?

b} ¢porqué o cbmo?

c¢) §8i una de estas poblaciones constaba de 520 individucs -
de la 28 generacibén ¢aproximadamente cuintos eran albinos?

2.4, Describa brevemente en que consistieron los trabajos de

Mendel y qué resultados arrojaron,

3. Probabilidad, La defindcebn cidsica.

A lo largo de este capitulo entenderemos por teaf{:i-<fr dad

experimente el que se de una coleccibn bien definida condiciones
bajo las cuales ocurra un hecho de entre varios hechos posibles,
bien identificados,que llamaremos xesultadss d:f expirc~ente, $u-
cesos aleatonios o, cuando sea claro que se @std rablando de ellos



II.6.
II.5,

-
»
,

en el sentido probabilista, simplemente sucesos. Por ejemplo:

Bjemplo 3.1. EZ tino ventical y notatorio afrededon de uno de
sus did=etrcs, de una moneda cifindiica de matenial homogreo -
~

—--\
o ~.
/" ~

P A

(ver figura 1) es un experimento cuyos posibles resultados son -
] b4

(-—_--‘—-“'—

- s o s

"cae &guila”™ o “cae sol"” y cuyas condiciones hemos subrayado.

Ejemplo 3.2. En una competencia de tiro, s¢ dispara una pistola Figura 1
Colt 45 mm, scbre un blanco situadn a 100 m del tiradonr a las ~- Das experimentos distintos con la misma moneis.
punteadas indican el desplazamiento de la moneda
nua el giro sobre si misma.

Las lineas

. . , . ¥ ia 1§

10:00 A.4. de un dia zoleado, exte es:m experiments cuyas condicio * inea conti
I —

nes s¢ reflceren a la pistola, la hora, la visibilidad, etce., y -

que es diferente de cualguier otro cxperimento que no cumpla exag

T
Law2ate fas mismas condd{cdlones; vogr. el digsparar con la misma -
arra, a la misma diztancia y sobre ¢l mismo blanco pero a lasg -~
6:00 A.M. v con neblina; gupondyeomos gque si el tiro no da en el
blanco, =l experimento no se habrd realizado. Si el blanco fue-
se corn el de la fagura 2, unos posibles resultados serian: se ha » u

ce impacto "en la zona 1II", "en la zona II", "en la zona 1"; -~ Figura 2.

. El blanco del ejemplo 3.2,
otros, serfan: “"la bala no da en la zona ITI", "la bala no da en

la zona 1", etc.

Obs&rvese que en los ejemplos hemos hecho hirnzapi& en que, -

asf, en el caso del problema de genética que planteamos en el )
dadas las mismas condiciones, el conjunto de suces s que se consi

parigrafoc 2, las condiciones son: )
deran resultados del experimento no es fnico: depe-den de jub as-

i) Los grupos da a individuos son eleyidos sinpreferencia pectos nos Interesen.
alguna; Denotaremos, salvo que se especifique otra cosi, a los suce-

ii) Al eleyir cadan-ada, se considera la generacibn completa; sos con mayfisculas latinas y estableceremos, cuanf: haga falta,

no se retiran de ella los individuos que ya fueron elegi de qué suceso se trate en la forma que los siguieriss ejemplos -

dos en otra n-ada, exhiben:

{ii) Dos n-adas se consideran diferentes si tienan al menos ] . ) )
El suceso 8§ que consiste en que caiga sol al tirar un volado

se expresa asi:

un elemento distinto.

) wo o S: "cae sol"
n individuos elegidos “ninguno presenta la caracteristica A"; "la

presenta uno solo”; "la presentan 2", ... ,"la presentan K, wov s

en tanto que la expresién:
"la presentan n~ 1", "la presentan todos".

M: "En una camada de 5 ratones exactamente 1 sopn albinos"
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se lee como M ¢4 el suceso que consisfe en que en una camada etc.

Conviene clasificar y agrupar los sucesos de la siguiente ma
nera:

Se dice que dos sucesos My N son mutuamente exfugentes si la
ocurrencia de uno impide que ocurra el otra. Asi, cuando H suce
de, es imposible que se de N y alrevés.

Ejemplo. Si tomamos algunos de los resultados que citamos en los

ejenlos 3.1, y 3.2, se tiene que:s

"cae dguila" y "cae sol”
"da en la zona I" y "da en la zona III

Son pares de sucesos que se excluyen mutuamente y que:

"da en la zonpa IIl y "no da en la zona I"

No se excluyen nutuamente {(sporqué?)

Ina coleccifin de sucesos og un fuego conpleto de posibilida-
des (§ c p) si, d=do un cxperimento, su resultado es uno y sélo -
uno de los sucesos de dicha coleccisn,

ast:
{ "cae sol", "cae &guila") (2)°*

es un jcp del experimento del ejemplo 3.1.

En tanto que las colecciones

{ "da en 1a zona I, "da en la zona II°, "da en la zona III"} (3)

{ "da en la zona II", "no da en la zona II" )} {4)

son jcp del experimentc descrito en 3.2.

11.8,

La definicifn clasica de probabilidad estd basada en t1 nc-
cabn de equiposdibilidad; ze dice que .ina colecci®n de suwesos -
aleatorios es equiposible o que todos cllos son igualmerze posi-
bles s8i "estamos igualmente 1nseqguros de la ocurrencia de cual--
quiera de ellos"; esta inseguridad proviene de "caracteristicas
objetivas" del experimento particular que se trate y sblo la "evi
dencia empirica” '1.e. la comprobacifn exverinental en ura lary
serie de reaiizaciones del cxpurimento) comprobarin s1 ia equipo-
sibilidad sugerida por tales caracteristicas objetivas se cumple
o no. Como se verd, el meollo de la definicifn de provabilidad
gonsiste en “reducir todos {os acontecimientes del masrs ¢énerc a
v !

un cierto atmero de «Aasos Ljaainente posiecles”’ pero antes de dar

la definicifn examinemos lcs siguientes ejemplas.

"o

(Cont) Eiem. 3.1. Las condicicnes de horogeneidad vy "libre
tiro" de) oxperimento en 3.1., son caractaristicas objetivas que
hacen razonable consideiar como equiposibles a los sucesos del -~
jep )

(Cont) Ejem. 3.2. £l erxperimento descrito en el ejemplo -
3.2. se refiere a una competencia de tiro, diffcilmente se podria
considerar que los jep (3) y {(4) estén formades pov sucesos equi-
posibles (:porqué?).

Ejemplo 3.3. 51 el experimento consiste en elegir a cieqgas
una de diez canicas, todas del miswo tamafo, no reconocibles al
tacto y colocadas dentro de una témbola pero cada una sefalada -
con un nfmerc del 1 al 10 gue las distingue entre s, entonces: si

X es el nlmero de la canica que se elige.
{xix=1,2,....,10} (5}

@B una colaccidn de sucesos equiposibles por la indistinguibilidad
a ciegas de dos canicas del mismo tamanio.

Fuera del dominio d¢ los juegos de azar es uificil encontrar
ejemplos donde las caracteristicas objetivas sugieran equiposibi-
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lidad por lo que se hace necesario postularla a partir de la evi-
dencia experimental; i.e. si en una larga serie de experimentos -
ocurre que varios sucesas del wisme génerc se presentan con igual

frecuencia, es razonable suponer que tales sucesos son equiposibles,

Continuames con las definiciones previas; dado un resultado
cualquiera, puede que sea factible descomponerlo en sucesos mis -
simples o puede gue no; por ¢jemplo: si el experimento es el del
ejemplo 3.3., el suceso:

"Se saca una canica con nfiero par” (o wds brevemente: “X es

par”) puede eypresarse seqln la siguiente disyuntiva:
"wa" 6 "X"d" () ")(26" 6 ")(258" 6 uleoit

mientras que ninguno de estos sucesos puede describirse en térmi-
nos de otros. Asf, si un resultado no es expresable en términos
de otros wds sencillos, se llama suceso efemenlal; en caso contra
rio, el Sucese €& compuestfo.

mhora sf: sca § un suceso aleatorio cualguiera que puede ocy
rrir en un experimento; sea 4 un jop en el quo todos los sucesos
son elementales y equiposibles; fa pactab(lidad de S mide fa Len-
dencia a que en una fanga sende de reafizacdiones ded expeaimento

ocurra S si

m es el nlmero de sucesosde $queson favorables o implican la

ocurrencia de 8

n es el ntmere de elementos de , l.e. el total de posibles

resultados.

Le probabilidad de 8 se define y se denota como
:u-l:n_. 8
Pr(s) =+ (6)

que es, como ya sabe el lector, la razbn existente entre los casos
favorables a 5 y los casos posibles en el experimento y qua puede

I1.1a.

expresarse entonces como ¥ 0 en cualquiera de las formas de repre
sentacién de nlmeros racionales que hemos discutido en el capftu-
lo I.

(Cont.) Ejemplo 3.1. Como en el jcp (2) todos los sucesos
son equiposibles, entonces:

51 S: "cae sol" y A: "cae dguila”

Pr (8) =~ vy Pr{(A)= 3

(Cont.) Ejemplo 3.3, Si S:"x es par", en el contexto del -
experimento descrito en el ejemplo 3.3., entonces: “"x= 2", "x=4°,
"x=6", "x=8" y "x=10" con log casos favorables a 5, nientras
que el jcp equiposibles tiane 10 elementos; por lo tanto:

5 1
roiw 0D :-—-—\--:-——-—r_‘(
Prix par) o 3 50%

Ejemplo 3.4, En el experimento se tiene 10 canicag Zel nig
mo tamafio en un saco: 4 rojas, 5 azules y una blanca. h cieqgas,
se extrae del saco una caaica, cuales son las picoabilidades de

cada uno de los sucesos:

R: "se saca una canica roja”
A "se saca uka <anica azul”

B:; '"se saca una canica blanca®.

La discusifn que hicimos en el zjemplo 3.3. para explizar -
la equiposibilidad de los sucescos del jep (5) es aplicable aquf
para justificar la equiposibilidad de eleccibn de cualquiera de

las 10 canicas; luego, hay 10 casos posibles, come & son favora-

bles a R, Sa Ay 1l aB, entonces.

Pr (R) =~355-r- 40%;  Pr(A) “”126“" 50%

Pr(B) =-—"0 = 10%
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Vale la pena establecer las popiedades bdsicas de fa pro
babiledad que se obtienen directamente de la definicién; antes: -

ge dice que un 4uretn afictntio o5 sequau 81 siempre ocurre e m-

poseble si nunca se da. Ahora si, salen las propiedades bédsicas:
Proposicién 3.1, 5{ 8 esun suceso seguro, entonces
Pr(s) =1

Puesto que en este caso, coinciden el nfmmero de casos favora
bles y el nfimero de casos posibles; {i.e. m=n en la f6rmula (6)
y por lo tanto

Pr(s) =~r—n]—= 1
Propasicibn 3.2. Si 6 es un suceso imposible entonces:
Pr{s) =0
en efecto: aquf se tiene que m= 0 y consccuentemente:

Pr(s) u»:—:—=o

Proposicidn 3.3, Si 8 es cualquier suceso entonces Pr(S) ea
un nGmero no negativo que no excede de 1,i.e.:

0<pr(s) <t

esto se debe a que necesariamente, el nlmero de casos favorables a
8 es menor o iqual al total de casos posibles ya que, simulténea~

mente, e: un nOmero no negativo: esto es gue

0<ms<n

de suerte tal que %L* #r(S) es un racional cuyo numerador no exceda

al denominador y por consiguiente, es menor que launidad; ademis -~
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)
- ©8 no negativo pucs ni m ni n lo son.

Como se ve, calcular probabilidades seafin 1a detinict$ ¢l 8-
sica requlere de saber contar los casos favorables y el t.tal de
los casos una vez que se 1a identificado los sucesns elementales
equiposibles. Parece insulso el problema de contar las cosas

pero, salvo en los ejemplos mis simples, suele ser un asunto com-

plicado. Veamos,

Ejemplo 3.5. Con la intencién de estimar ia poblacibn de -
un tangue de cultivo de A, taf(na, un acuicultor realiza 10 lances
con una probeta de 100 ml. de capacidad. La forma correcta de

hacer cada lance (1.e. tomar nauestras de 100 mi. de aqua y re; s

trar el nfmero de individuos que hay en la muestra) es la siGulen
te: se revuelve con la mano el agqua del estangue Jdurante 5 sea.,
inmediatamente después se surerye la probeta y se llena de 1i1gua
hasta el borde derramando luego en un chorro el excedente de los
100 ml., se cuenta el nQimero de artemias que gquedan en la ygrobeta
y 8¢ vacfa el contenido en e estangine antes 2 haser el ciiuien-
te lance. Por un descuido, el aculcultor olvii6 revolver el --
agua del estanque en 3 de los 7 lances pero no fupo en culias.

En la estimacibn que hizo, escogif at azar los :esu.-ados de 6 -
lances con la esperanza de que por lo menus 4 nublieran estaio -~
bien hechos. ¢Cull es la probab lidad de que asi orurra? esto
es ¢Cull es la probabilidad del suceso aleatorin "pur lo menos 4
de los 6 lances se hicieron bien®?. Como la expresibén "por lo
menos 4 de cada 6" significa "4 6 5 6 6", empezare~rs por r:spon-
der a las preguntas un poco mis simples que p.antearos a continua
cibn;

51 X es el nGmero de lances bien hechos que se escogen en es

te experimento Cuél es la probabilidad de que x =4, x=5 Yy x=62,

SegGn la definicibn, hemos de enpezar por definir un jcp ele
mentales y equiposibles c¢r términos de los cuales sean expresab.es
108 sBucesos cuya probabilidad queremos encontrarj en aeste caso, -
tal jop estd formado por todas las diferentes formas en que sea -
posible elegir 6 de los 10 lances, l.e.
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4= (5|5 es una seleccibn de 6 de los 10 lances]

asi por ejemplo: si los lances est&n numerados del 1 al 10, los -
conjuntos de 6 nixeros entre el 1 y el 10:

{1,2,3,4,%,6}, {1,2,3,4,5,71, {2,3,4,5,6,8}

Definen sendas selecciones. Como lo que interesa en nuestro ex-
perimento es qgue un cierto nfmero de lances sean "buenos", las se
lecciones no se distinguen entre sf{ por el orden en que se hagan

8ino por los elementos que rftengan ; por lo gue por ejemplo:
11,2,3.4,%,6} Yy (3,4.2,5,1,6}

son, para los fines de este problema, ia misma seleccifn.

Ahora, si queremos aplicar (6) tendremos que contar el nlme-
ro de elementos de 3, i.e. el nfmero de casos posibles ... una so:
rera inspeccitbn del prablema sugiere, sin duda, que la respuesta
no es evidente; ademds, contar los casos favorables tampoco es =
tan f&cil (por io menos no tanto como los ejemplos anteriores) -
aungue podemos decir ;ue, por ejemplo, en el caso x =4 basta cal-
cular de culdntas formas se puede elegir 4 de 7 lances buenos y,
simult8neamente, 2 de 3 lances malos.

Corn se ve, el cllculo de la probabilidad que se pide, a sa

ber
P (x>4)

(la probabi.idad de que x sea mayor o igual a 4) depende de poder
contar, 4ado un cierto nfmero r de objetos, de cudntas formas se

pueder, elejir 8 de +s3s obretos, donde D<s<r. Vale la pena -

entonces, abrir un paréntesis para discutir en general este tipo

de problemas. Pero antes, responda al siguiente cuestionario.
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CUESTIONARIO

3.1. ¢Qué es un suceso aleatorio?

3.2. Explique brevemente lo gue signific . los pérrafos;
a. "dos experimentos sun udilerentes entre §1 no cumplen exacta
mente las mismas condiciones, b. "el conjunto de sucesos jue se
consideran resultades del experimento no es Gnico” c¢. "la proba-
bilidad de A mide la tendencia de que A se presente en una larga
serie de reallzaciones del experinento"”. Acampane sus explica-

cioned de un ejemplo cada una.

3.3. Considere el experimento consistente en elegir una fi-
cha de domin6 del total de fichas recién revueltas v con el punta
je hacia abajo, a. :(cufles son 1as condirciones e oaste exreri-en
to? b. dculntos sucesos aquiposinles y elementales hay? c. aoli
que la definicifn clésic. y calcoule las probab:ivfades de los si-
guientes sucesos: si x ©s laficha que se elige A: "x €5 una ru-
la“; B: "x es la ficha (3,5)":; C: "x hace jueqgo con la ficha -
(3,%)"; D: "x tiene un 7", d. Diga si son rutuamente excluyes-

tes los pares de sucesos A y B; Ay C; By (.

3.4. Un experimento consiste en arrojar lib erente s Lre ~
una mesa un par dedado’que se agitan previarente dertro de un cu-
bilete, a. ¢cufles son las condiciones del experimento? b. [n-
liste un jep equiposibles Yy e ementales /porqud jas corsidera e-
quiposibles? ¢(cBmo puede comprobar que sur vgulpus:ties? . Sea
{x,¥) el par de resultados 1udividuales de cada dads; g1 A "x es
par®, B: "y es impar y x=5", C: "x=y=6", D: x«3y yFI"y
B: "1<Ax<6" calcule jas probabil.dades de cada suceso, d. Ciraa
cufles de las siguientes parejas de resultados excluyen mutuamen=
te: Ay B Ay C: Ay D Dy E: C vy D.

3.5. El aipinismo en los ratones se debe a la presern.ia de
un gene recesivo a, esto signifiza que s1 el cenotipo tie-e ai -
menos un gene dominante p. el genotipo correspundiente serd pig-
mentado {(i.ae. no albino), a. Escribe todos los posibles genoti-
pos tomando en cuenta el gene que es aportado por cada padre, --
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b. si se postula que todos estos posibles genotipos son equiposi-
bles, calcule las probabilidades de los siguientes sucesos, - =
A: "el genotino es homocigoto”, B: "el genotipo es hetorocigoto",
C: "el genotipo es albino", D: "el genotipo es pigmentade', - -
c. "Diga si se excluyen mutuamente los siguientes pares de suce-
sos: Ay C; AyD; By C; By b; Cy D.

3.6, Zxpligue el porgud -de las sigulentes afirmaciones:

"la probatilidad de que un ratén albino, hijo de dos pigmentados,
tenga como padres un par de ratones hoterocigotos es uno", "la -

probabilidad de que uno de los padres de un ratén albino sea homo
cigoto pigmentado os cero".

3.7 a. S1 es posible elegic un objeto de tres maneras y otro
de dos mancras distintas, (de cudntas formas distintas se pueden
elejir los dos objetos? b. si para ir de la ciudad A a la ciudad
B hay 5 caminos y para ir de B a C hay 4. (¢Culntos caminos dis-

tintos hay de A a C? Generalice.

4. ;De culintas fowmas?

Antes de entrar en materia, conviene aclarar que la variedad
de situacivnes, en las que hay que contar sucesos en la teorfa -
clfsica de las prebabilidades es tan amplia que no es posible mog
trar ag:? la forma de resoiver cada caso particular®? y s6lo des-
cribiremwss un método o modo de razonar aplicable en gran cantidad
de prohlemas y por lo demds, suficiente para resolver el problema

de yenética que planteamos en el parfgrafo 2.
El problema que nos ocupa es entonces fste:

PDidos “r” objetos ;de cudntas foamas pucden efeginse "s" de
tiies chretos?

Y para resolverlo, veremos primero ¢de culntas formas pueden
elegirse oxlenadamente los 8 objetos? esto es equivalente a ver -

;De cufitas formas ed posdible acomedan fos "r" vbjetos en -

“

‘s" Lugates
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Veamos, si los lugares son los que se muestran en seguida:

T 7TE 3w {s-1)&simo s ésimo
el primero puede ser ocupado por cualquiera de los r objetos gue
se tienen a mano y -una vez elegido uno de &stos - quedardn r-1
disponibles para ocupar la 2a. posici6bn; asi, habrd r{r-1) for-
mas distintas de ocupar sucesivamente ambas posiciones; ahora, -
teniendo ya dos objetos fijos en la la. y 2a. posiciones, séflo -
r- 2 son elegibles para ocupur la 3Ja. y por cada una de las - -
r{r~ 1) selecciones de las dos primeras hay r - 2 para la tercera
por lo tanto, hay r{r -1} (r - 2) formas de ocupar sucesivamente
los lugares 18 22 y 38, S1 repetimos este argumento hasta que
se agoten los lugares tendremos finalmente que hay
r(r-1(r-2) ...
LA L A AN

s factores (porque hay s lugares)
es decir:
r(r-1) . . . (r=-s+1)
formas de ocupar los s lugarcs con r objetos; este tipo de se.cc
c{ones ondenadas se llaman arreglos u oadenacdones de r eiemenics

tomados de s en 8; al total de tales selecciones que se pueden -
hacer, se le denota mediante el s{mbolo:

~

que por todo 1o anterior, est& dado por:
A:-r(r-l)...(r-a+1) (7)

Ejemplo 4.1. En un saco hay 4 canicas del mismo tamaflo, -

una roja (r), una azul (&), una blanca (b) y una verde (v).
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¢De cudntas formas pueden sacarse 1 canicas de la bolsa si
se toma en cuenta ¢l orden en que se sacan? {i.e. se consideran
p.- ej. diferentes selecciones "r, a, b" y "r, b, a" pues aungque

se trata de las mismas canicas, se sacan en orden diferente).
Apliquemos el r&todo que nos llevd a la fbrmula (7):

La la. canica se¢ puede sacar de 4 formas distintas: a saber,

"
'

la seleccifn: "r "a", "b", "v" cada una de las cuales deja tres

posibilidades distintas de seleccitn de la 2a.:

TABLA 1.
12 seleccibn 22 seleccién

que da (4) (3) = 12 selecciones distintas de la 18 ¢ 28 canicas, =~
khora, por cada una de estas 12, hay dos selecciones distintas de
1a 32 canica {tabla 2), quedan (4)(3) (2} = 24 maneras diferentes de

sacar las 3 canfcas,.
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TABLA 2
12 selaccibn 22 seleccibn 12 seleccibn
[ b
a v
a
r b v
a
v b
( v
r b
r
a b v
T
LY b
!rﬂ
£ v
r
b a v
r
Lv a
[ a
r b
r
v a b
T
b {a

Esto es, que
A= (4)(3)(2) = 24

Ahora, tanto en el problema del ejemplo 3.5. como en e} pro

blema de genbtica de la seccibn 2., el orden en que se elijan los

objetos no tiene importancia.

La probabilidag de «que se elijan por lo menos { nuestras bue

nas no depende de cuil se elige primero y cuil después, sino de -

cufles se eligen,

La probabilidad de que en una canada de n individuos, k ten~
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gan cierta caracteristica hereditaria, tampoco tiene que ver con

el orden en que, en la sucesi6n de n nacimientos, pudieran presen-
tara~ 1oa {ndividuns con tal caracteristica sino de cudntous la ~

presenten.

Asf{, nuestro problema ahnra es contar las selecciones que di
fieren entre si s6lo en el orden, para tomarlas a todas comn una -

sola seleccifn no ordenada.

Dados ¥ objetos, wna seloocidn no ordenada de 3 de ¢gtos obe-
na

jetos es una comovinaci{dn de r {cmados de 5 en 8.

Cont. ejemplo 4.1. Considérese-la tabla 2.; en ella apare-
cern todos los arreglos de 4 canicas tomadas de 3 en 3,84 conside=

raros cualquier seleccién no ordenada, digamos la
r, a, b
podemos contar culntos arrcqglos con las mismas canicas se puaden

haver si contemps de cudntas formas se pucden acomodar las letras

r, ay b en los tres lugares;

18 seleccibn 28 geleccidn 3% geleccibn

Como hay (3)(2)(1) =6 arreglos de 3 objetos tomados de 3 en
3, hay 6 arreqlos distintos con estas tres letras, En efecto, ta-

les arreqglos son:
rab; rba; arb; abyr; bra; bar

Asi, cada combinacién de las cuatro canicas tomadas de tres

en tres, aparece en 6 arreglos diferentes; luego, el nfmero total

de combinaci{ones ser8 el total de arreqlos entre 6; esto es:

AL (2 24

PUCHREERY NSRRI S |

A} (31 (2) (1) 6

De modo que hay 4 maneras distintas de clegir 3 canicas, a
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saber:
{r,a,b}; {r,a,v}: {r,v,b} y {a,b,v} T i‘ (é)

En general, el problema de contar cufntas Qeces se repite en
diferente orden cada seleccibn de s objetos, es el de contar de -
cudntas formas pueden ser ordenados s objetos, pero esto es preci-
samente el nfmecro de arrcglos de 8 tomados de 8 en s. Por breve
dad, estos arreglos de s cosas en el mismo nfmero de lugares se
llaman peamutacdones de s objetos y A: se representa preferente~
mente mediante el simbolo P, que como se ha establecido, esta --

dado por:
Po=s(s-1) . .. 2.1 9

producto que recibe el nombre de jactorial de 8 6 s factexial’y
que suele denotarse como:

s! 6 s!
“Como la férmula (9) indica cuéntas veces se rapite cada com-
binaci6n en una lista de arreqglos y la férmula (7) cuantos arre-
glog hay., entonces: el nGmero de formas de elegir s objetos de -
entre r disponibles es:

r
Ag
P

Por consiguiente, el nGmero de combinaciones de r tomacdos de
8 en s que denotaremos mediante o o

e 6 (D)
viene dado por
r
8 r{r-1} ... (r-s 1
(;).c:,.ﬁd( )ﬂ (r-5 1) {10)




..

Pate nimero, adends, corresponds ¢l nlmero ds sxboanjantos con s
slwsentos gqut 8@ pueden obtener a gpartir de oh conjunto B con ¥
elgmentos; v. gr. los 4 conjuntos gue so exhiben en (B) son lcs
subccnjuntos de 1 eleientos que se pusden formar con los elemen~
tos del conjunto {a, b, ¥, v}. $i =08 s=r, s8lo hay an cada
caso un. subronjunto con tal nfimerc de elementos, a saber: el va-
cfo ¥ M respectivamenta. Esto significa qua (%) = (f)=1 y es~
tos valores pueden calcularse medfante la fOrmula (10) 6 su equi-
vatente',

(3)* E=yrr (12)

sl ee daefine 0! =1,

Ahora si es posible calcular la probabilidad que se pide en
el sjemplo 3.5. veamos.

Cont. ej.: 3.5, (Cu8l ez la probabilidad de que al elegir
6, pur 1o mencs 4 hayan sido muestyas bien tomndas?

Como ya dijimos, 8L x es ol almero de muegtras buenas qua se
sligen, gqueremos ver culintos casos elemantales eguiposibles hay -
que son favorables al suceso

x> 4
que s squivalente a preguntar cufntos casos favorables hay a
‘ X=d, x=% 8 x=§

Primero veamcs cuintcs hay favorables a x = 41como los suce~

s sbumenkaios: eguipostiiles. son tudae mmﬂs&w saleceinnu
de ¢ misstras, se gquiere saber cufntos hay que tengan dos puss~
tras malas y 4 buenas: como de las 10, 7 son busnas y J malas, -
entoncss 4 busnas se pueden escoger ds

(H

forses distintas y 2 malas se pueden elagir de (3)‘ paneras. Por

.0,

o tante, Bay
() ()
formes do elegir 4 muestras buenag Yy 3 malaw.

Andlogamente remos eancluir ol nime Canos
bles & x=5 (5 bn‘nap:ay ana m!.a( es g? ninexo de favers

(h H
en tanto qus hay
(4) (&)
probabilidades de que las 6 sean buenas (i.e. x=6),

Por lo tanto: el nimero de sucesos elemantales equiposibles
favorables a x>4 eu:

G DDy QD

Por otro lado (cudntos cascs posibles hay?

Puss el nimero de combinaciones de 10 tomados de@ 6 en 6, f.

(1)

Haciendo los cllculos y aplicando la definicién de probabily
dades, ss tiens gue

P (254} » 4 (21) (3} ¢ (1) Q2

-—L-}Tg»x LR uN%-BLJ\

valor que dsbe interpretarse asi: ¢n una gan seale de eieccicnes
de 6 do las 10 muestras, aproximadamente 83 de cada 107 tienen al
ronos 4 muestras buenas.

Cuando r ed un nliero “grande™, pueds ser muy awgOrrose Cel-
cular ¢l nOmaro de comdinaciones, qua pueden hacarse con r elemen
tos, tomandolos do » en 9. Sin embargo, existen alguros artidi-
tigion - qua-pesmiten: haces flciimsnte talew cl.culcoe) uno de elics
o8 ol qus ss conoce como Taidngalo de Paseal y qua consiste
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11.23.

haciende correr s, desde 0 en adelante, y r de arriba a abajo como

se muastra en seguida:
0
(3)
(3 (H)

() () (%)

3 3
(3) (3 (3) (3
(3) (H H (H (3)
(3) (5) « « 5y (B ()
En el que el r-ésimo renglbn (r=0,1,2, ..., ) posesa r+ 1 tér-

rinos, 8l primero y el Gltimo de los cuales siempre as igual a 1
(gporqué?). Adem&s, puede probarse'’ que si 1<s<r, entonces:

1
(g)=CIn (Y (12)
1o que significa que cada término intermedio del trifngulo puede
calcelarse sumando los dos términos del renglSn anterior que mis
cerca gqueden.

gEsto provee un algoritmo para dibujar el trid&ngulo con faci-
lidad: en el siguiente diagrama al sentido de las flechas indica
chmo cada téraino intermedio es la suma de dos del renglSn inme=

Aiage anterior:

e
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\/
\/\/
\/\/\/
\/\/\/\/
\/\/\/\/\/

Apl por ejemplo, los nfmerus de combinacicones de 7 elerentos

de 0 en 0, de 1 en 1, etc., .que forman el 7% renqglén se obtienen

sin necesidad de usar las f6rmulas (10) y (11). En efecto:

(P)=hi ()oteb=l, (J)=6+15=21; (1) =15+20=135;
7 7 7 _ 7

(4)a20+15=35; (g)=15+6=21; ()=6+¢l=T; (;)=1

pox otro lado, el Tridngulo de Pascal tiene una importaite aplica
¢i6n en el Algebra de los nGmeros reales: 21 r - &sime renglén -~

muestra los cosficientes del desarrollo del binomio.
(at b)"

En efecto, el Teorema del Binomio (de Newton) establece que
st a y b son dos nfmeros reales cualesquiera y ©=0,1,2, ...

‘l*b)t (:)arbot( )ar ‘b'.‘( )ar 2b2 . e

FDPE)a 0 e - e -1 T A" e (-1 e %" (13)
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Asi por ejemplo:

(a-b) =a’-7a% + 21a°b? - 35a%b% + 35a%p% - 21?5 + 708 - b’

(a+b)%=a%+5a% + 10a’b? + 10a%b? + 5ab? 4 b7,

Por esta razb6n, los nQmeros (: ) reciben también el nombre -
de coeficientes binominales y aunque podria parecer que nos sali-
ros de tema, la solucifn del problema de genética que es fundamen
tal en este ~apitulo estd intimamente relacionado con la férmula
(13).

CUESTIONARTIO

4.1. Un candado "de compinaci6n” tiene 3 discos que giran
litrererte a.rededor de un e)e, cada disco tiene 5 posiciones dig
tintas numeradas del 1 al 5; ¢cuéintas posibles combinaciones tle-
ne el candads? f(rote que en este problema usamos la palabra “"com
binacibn” en un sentido diferente del que se le da en el texto)
al. S1 los tres discos pueden suedar en cualquier posicibn, - -
bl. S1 no se pueden repetir en cualquier posicibn (v. gr. no pue
de ocurrir que el candado se abra con el arreglo 221) c¢). 81 el
primer disco debe quedar en 3 b). Si el primer disco debe ser %
y el 2} .icue ser un nfinero par.

4.2. Considere una camada de 5 ratones ¢de culntas formas
suede scurrir que razcan 3 albinos, si se distinguen entre sf los
ratones por el orden en que fueron paraidos? Haga una lista de
tales pecsibilidades.

4 3. Reconsidere el ejemplo 3.5. ¢qué significa x<4? C4al
cule P-{x 4).

4.4, ¢Cufl es la probabilidad de que a)l sacar dos fichas

corsecutivas de domind a). La primera sea muia y la 2% haga ~
juego con la 14? b). Ninguna de las dos sea mula?
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4.5, Escriba al rridngulo de Pascal hasta el renglfn co-
rrespondiente a4 r= 10, Uselo lueqo para desarrollar, con la fér
mula (1)

(a+b)}?r @-1'% y (a+p)’

5. OPERACIONES CON SUCESOS. CALCULO INVIRECTO DE PROBABILIPADES.

81 bien es cierto que tenemos ahora un modo de rszorar y -
unas fbrmulas Gtiles para coutar casos favorables y posibles, el

c8iculo de probabilidades a partir Jde la definicifn ridsica o5 di

ficil cuando lus sucesos no son muy simples. Por osta, desarro-
llamos aguf an wmétde cncnirecte basado en fa o3 ompesccabn del
SUCRS0 Ccuyd Probabia, tad e u.o1a calcalar o E8amaesy de suce

808 mAs s¢nccki0y cuyas probabilidades se tengan f4oilm2ice.

Para ello definiremus prinerc un par de cperac.ongs "IN Sdvy

808 a fin de establecer despuds cbmo se relacicnan las probabili-
dades de los “"operandos" con la probabilidad del "resusltado” de
la operacibn:

Definiedibn 5.1. Sean A y B dos sucesos il aterics cuales-
quiera.

1.- La suma de A y B denotada por A+ B} es el suceso que -
consiste en la ocurrencia Ae cualquiera de lis siguientes posibl
lidades

"Sucede A y no sucede B®
"No sucede A y sucede B"
"Sucede A y sucede B"

es decir, que A+ B es el suceso consistente en la crutiencea de
al menos uno de Los ducesos Ay B

2.~ EL producto {¢ A y Btienotado por AB)es el suceso que
consiste en La ocurrencia simultfnea o conjunta de A y de B.
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Aunque esta definicifn se establece para dos sucesos, es ge
neralizable a cualquier cantidad finita de sumandos o factores. -
Asi, si Aj,A;, ... A, son n cualesquiera sucesos aleatorios:

Ay +tAy; + v+ A,

es el suceso que consiste en la ocurrencia de al menos uno de los
n sucesss Ay, ... AL en tanto que:

Ay ... Ay

es el suceso que ocurre cuando se dan conjuntamente cada uno de -
los sucesos Ai, ... (AL,

Ya hemos visto, sin decirlo, alqln ejemplo en el gue un suce
50 se descompone como la suma de varios sucesos mis simples: en
efecto: en el ejempls 3.5. preguntamos cull serfa la probabilidad
de gue a! eleygir b de cada 10 muestras, al menos cuatrxo fueran -
"Luenas” e nicimos notar en aguella ocasién que el suceso x24 -

corsistis en:
k24 6 x=95 6 x=6
que significa, segln la defincibn S.1.1, que
x> 4" = "x= 4 =S 4 =" {14)
a fin de cuentas, la Pr(x2>4) la caiculamos sumando las probabi-

1iiades de cada término en el 28 miembro de la ecuacidn (14) en

efacro:

—

Prix=4) = 322 i (x=5) < g5t Prix=6) e

{¢porqué?) y recuérdese que
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Este hecho es un caso particular del teotema de La surma que
enunciaremos més tarde; por lo pronto observaremos que tarbién -
los sucesos del tipo " kde n individuos tienen la caracteristica
hereditaria H" pueden ser descompuestas como suna de sucesos, en -
cierto sentidc, mas sencillas.

Ejemplo % . 1. 8i el experimento consiste en el nacimiento

de una camada de 3 ratones.

M: "nacieron 2 albinos y uno pigmentado”

y distinguimos en qué arden scuarrieron los ramimientos, i ierdo

que:
P,: "el pigmentade fue el primere en racer”
P,: "el piynerntado fue el segundo en naver”
Pjy: "el pigmentado fue el tarcero en vacer”®
entonces:

M=0y P +Py (15)

A su vez, cada sumando en (19) ,uede descunponerse Jow o .

producto de los resultados te rada a.nshromiento; esto es: 61 é@n

un solo nacimiento

Ar “"nace un albhino" y

P: “nace ir ;nagRet «do”

entonces:

p,=PAA; P, 2APA y P,=ARP (16)
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Como en el ejemplo 3.5., para calcular Pr(M} habrd que calcu
lar la probab{lidad dc¢ cada sumando en (15) y sumar: en tanto qua
para hacer esto, i.e. para calcular:

Pr(P,): Pr(p,) y Pr(p,;)

serd necesario, como ya lo sospecharfn leos lectoves, calcular -
Pr(A) y Pr(P) y luego multiplicar estas probabilidades de la si-
guiente maneras

Pr(P1) =Pr(P)Pr(A)Pr(A); Pri(P2) =Pr(A)Pr{P)Pr{A) vy

Pr{Py) = Pr(A)Pr(A)Pr (P) (17)

gu? TL7u se veri, es aplicar a {l¢) lo que m&s adelante se enun-
ciard cono el tecrema der producte.

Umnviene adverter que la probabil idad de una suma de suce-
s0s y ia probabilidad de un producto de @stos ne sfempre puede -

calcuiarse de wanera %an sencilla come lo hemos suyersdo en los

’n

parferaing anteriores; de hecho, la8 hipbtesis de los teoremas -
5.1, . 5.2, son may fuertes y para entenderlas, es necesario re-

cordar la definicifin de los sicuientes términos:

Definicibn 5.2, Scan Ay B 1os sucesos sleatorios cuales-
qrifera

1.~ Se dice que Ay B son mulcamenle excfuyentes si y sblo
si la ocurrencia de alguno de elles impide la realizacibn del -

orra.

/.~ se dice que A y B son curplementarios §1 Y gblo 81 la no
oc.rre ¢1a e anod obliya la ocurrencia del otro; en tal caso B
se de:igna como "na A" y s¢ denota como A e inversamente, A se -~

l.4%a “no B" y se denota como B.

1.~ Se dice que A y D son «ndependientessi y s6lo &i la ocu
rrencia de uno no cambia la probabilidad del otro.
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De esta manera, los sucesos "x=4", "x=5"y "x=6" cn 1 -
ajemplo 3.5. son mutuamente eoxcluyentes por pareias poriue si ccu
rre alguna de ellas, es imposible que sucedan los deras. asf -
mismo los sucesos P, P, y Py del ejemplo 5.1. son nutuarente 7=
cluyentes por parcjas paes si ocurriera digamos P, no podria suce

der que el albino naciera en el 28 ni en el 3% alumbraniento,

pado cualquier suceso A, su negacifn A es complermentario de
A pues si A no sucede, entonces oturre necesariamente A. Tal es
el caso, por ejemplo, de lons siguientes pares de sucesos conmple-
mentarios:
"w» 4" v “x<4" en =1 ejerplo 3.5.: "ninguno es albino™ y -
P

"al menns ano es albino” en el eyenplo 3.1, "nace an o ity

“nace una hembra" al nacer un ser humano.

Maynr atencibn que las & fiairyones 5.2.1. 0y 8.¢.2. rerece -
La nocibn e independencia. precisaremos dhora qué sigrait oA e -
que "la ccurrencia de uno a0 af¢esa la probabil.dad del tro” --

cuando dos gucesos Ay Booon independient 8.

Ejempla 5.2. Se sabe qué el sex en 1os seres b _"anos cetd
determinado por un  wen “x" o "y" que es ap.riade por el padre ¥
gque al aparearse con el jon Tx' de la roddre, da Jaear 3 oun vacrdn
© una hembra respactivamente. §1 ol experimento consiste en la
fecundacién de un Gvulo humano y Jenotamas por 4 y ? a los soce~
808 "se concibe un vardn" y "se concibe una hembra®, se tiene que
los pares cromosbmicos xy y Yy son todos los resultados posibles
en ia fecundacidn y que m o es ravorabie a4 y <tro lo es a 9, de

modo yue:

]
pr(d) - ;- y Pe®)= 3

Supongamos ahora -ue ocurriesen dos fecunda ones. 514 v

9, representan los posibles rasultados de una de ellas y 4 ¥ ?;
representan los resultados de la otra, los sucesos

¢, d2
Y ' @4y
%2 %
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don {ndependcentes por panejas pues no importa cufl de los dos -
primeros ocurra (si d¢; 6 9,), las prohabilidades de los segundos -
no cambian, no se alteran, siguen siendo iguales a %— porque el -
nGrero de casos posibles y favorables (pares cromwosémicos xy y xx)

siguen siendo exactamente los mismos.

Ejemplo 5.3. Supongamos ahora que el experimento consiste
en sacar a ciegas dos canicas de una bolsa donde hay 10 del mismo

tamafio: 7 azules y 3 blancas. 51

A: "la primera canica es azul® Y

B: "la segunda canica es azul”

A y B son independientes o no, segQn si la primera canica que se
siaca se repone en la bolsa o no. En efecto: si es condicibn del
ex: 2rimento el que s({ se vuelva 2 meter la primera canica, enton-

ces

Pro(B) = &

independientemente de si sucedid A o no.

Pues esto no carbiard el nGmero de casos favorables a B ni -
el ntrers de casos posibles; sin embargo, si la primera seleccibén
ro ¢4 t¢puesla en la bolsa, entonces:

P (B)

Jerande de 8« ocurnad A ¢ no pues en el praimer caso (la 12 canica
es azul):

# de casos favorables a D=6 (:porqué?)
y en @l 28 (la 1* canica, no es azul):

§ de casos favorables a B= 7 ({porqué?)
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y por lo tanto:

Pr(B) =—§- 6  Pr(s) =—§-

Seglin si se da o no el suceso A. En este sertido se dice que -
la ocurrencia de A altera la probabilidad de B,

Ahora ya tenemos lo necesar.o para establecer las siguientes
proposiciones:

Teoaema de La Suma de Probabifidades, Si A y B son dos suce-

g08 aleatorios mutuamente excluyentcs, entoces:

Pr(A + B) =Pr(A) + Pr(B) (18)

En efecto: si A y B son nutuamente excluyentes, nirgurc de los ca
sos favorables a A pued> sor favorable a B y viceversa, de marera

que si

mA==n6mero de casos favorables a A
my = ntmero de casos favorables a B

n=total de caos posibles

entonces habri mA-me casos favorables a A+ B (hecho gue no ocu-
rre 81 A y B no son mutuamente excluyentes, yéase el ejemplo --
5.4,) y por consiguiente:

m,+m
Pr(a+B) = ot

pero el 23 miembro de esta ecuacifn es precisamente igual a la su
ma de
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m, my
M amermnas &r [ y———y
Pr{A) = — Y (B) n
con 1o que queda demostrado el teorema.
Son consecuer Dia de ente teorems los sigulentes corofaxdoss
1.~ 51 *5" ez un suzeso aleawcrio cualquiera, entonces:
Pr(S) =1-Po(3) (19)

y 5 se exzluyan mutuamente, por consigulentaet

Yy

En efecto:r §

Pr(8 +8) =Pr{s) +Pr(5)

pero S+5§ es un suceso seguro (¢porqué?) y por lo tanto:

Pr(s) +Pr(S) =1

de donde un simple "despeje” de la ecuacibn (19) prueba el corola

rio.

2.~ 81 53,52/ ... +8, SO0 N BUCES0S que se axcluyen mu-

tuamerte por parejss, entonces:

Pr{514824 o« +8,) = Fr(8;)+Br(8,) + ¢« +Pri5y) {20)

on el que podenos establecer, en el ejemple 5.1. que

PriMj = P (P +P+0y) =P (P 14Pyr(Py) + PriPs!

puas P,,P;,Py son adudablomente excluyentes entre si por pare-
jas).
Tecvema del froducto de Motabiiidades. 81 A ¥ B son dos

gucesos aleatorins (ndepeadientes, antonces:
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Pr(AB) =Pr(A)Pr(B) (21)

En efacto: si A puede ocurrir 2n n casos y B puede suceder en m
entonces AB puode sucedew on nm o casos; este ¢s el total de cazos
posibles en el zxperimento.

1

wra, si el nlmerc d= <asns favorables a A es ny v el nlme-

ro 4o casos favorables a b oen &g,

entopees habrd ngng suce

o

vorvables a la realizaciln coniunta de Ay B fhecho que no ccurrird

8l no so sat{sface la hipites independencial) asf:

i hm“ ’
Pr(AB) & ~fa
nm

Pero el segundo miembro de esta ecuacibn es i1gual al producto de:

n I}
= B , B
Pr(a) = " y Pr(B) = =

de donde se sique el teorema.

81 83,82, .., 8, son n sucesos independientes, entoncess

Pr(Sy8; .. 5,) = Pr 81} Pr(Sa) .. Py (E,) (22)

Ahora, si se acepta que 1n5 resultados indaviiuaies de una

serie de nacimientos son wndepcadcendes entre sy, en lo yie se -~

refiere a las caracteristicas nereditarijas conpglementarias (el -
tipo albino-pigmentado, vardn - henbra, liso - rugoso, ete.: enton-
ces, la férmula (22) justifica ias ecuaziones (17) al api.ozrSa &

(16} .
Yeanos ahora un par do eivmplos sfs:

Ejomplo 5.4. 81 un experimento consiste on tirar un dado 2

veces, Xy representa ol resuitsado de la primer: virvada y «; al o

la segunda; envonces, si:
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§ "x; es par" y R: "x; » 3" entonces:

R+8: "x; es par o mayor gue 3"
De manera que son favorables a R+ S los sucesos en los que

X122, %1 =4, X3=5 y ¥, =6

de los cuales hay 24 si{ se toma en cuenta qué cae el segundo dado.

Como el total de resultados posibles es 36 (¢porqué?) se tie
ne que:

24 2

PT(R+S)’=<—3—6—~~-§~

sir ersarygn, hay 3x6 = 18 casos favorables a § y 3x6 =18 casos fa-
vorables a R: aqufllos en los que x; =2, 4 0 6 y aquéllos en que
x1=4,5 6 6, respectivamente, por lo que:

A8
36

Pr (R) = %--?;= Y Pr (5} = —3';—

Nh«

con lo que se tiene, en e¢ste caso en el gue fos sumandos no se -

exclugen mutuamente, que la ecuacibn (18) no se cumple,

Suponganos ahora que T: "x; es impar” y que nos interesa cal
sular 'y proubabilidad de 8T (donde, como ya sabemos, ST: "x; es
par %X, 25 arar') ¢Patdemos usar el teorema del preducto? La
respiesta es s1, si las condiciones de los dos lanzamientos de -
los dadns son libre tiro y que el dado no estf cargado (que -
gea un dado honrada) pues, en tal casc, S5 ¥y T serdn independien~

tes y tendremos que:

Pr{ST) = _39-6"5 -%*

como la nocifn de equiposibilidad, la de independencia tam-
bién es reflejo de clertas caracteristicas objetivas del experi-
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mento como el que se reponga o no la canfca en el cjemple 5.3, y
el que los dos tiros del dado del ejemplo 5.4. se kaadan efectiva-
mante bajo las condiciones que ahf se establecen; desgraviadamen-
te, no todo son canicas de colores o dados en la prictica ~ientf-
tica y, con frecuencia, s diffcil establecer si un par de resul-
tados son independientes o no. Por esto, mejor sc¢ echa mano de
la evidencia empirica=-a final de cuentas, el mejor juez -y en -
muchos casos s6lo se prucba si dos sucesos no son independientes
usando la contrarreciproca de la definicifn. Esto es:

Be dice que A y B no son «ndependientes si

Pr{aB) # Pr (A} Pr(R)

Definicibn que se aplica asi: calcfilense por separado los -
valores de:

Pr(AB), Pr (A) y Pr(B)

y luego, compirense los valores de:

Pr(aB) Y Pr(A)Pr(B)

y si resultan muy distintos'?, se concluye que A y B n> son inde-
pendientes,

Ejemplio 5.5. Un Jrupo de estudiantes de Eceo.ogia estudian-~
la posible dependencia que existe entre dos pastos gue creces en
ciertas dunas, para la cual, realizan el siguiente experimento.

Un bastidor cuadrado de 1 m. de lado, se lanza 150 veces al
azar. En cada lance, se registra la ausencia o presencia de las
espscies de inter&s (A topoger acoparius y Armephcla osvovedsa a-
data) y los resultados son los que sa registran en la tabla 1.

51 81 "estd prosente Ampiophefa”

y T: “"estd presente Andiopeion”

y 88 aplica la definicibn frecuentista de probabilidad (véase el
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apéndice al capftulo, pp. II. 42, ss)

TABLA 1

Andropogon Prasente Ausente Total
Presente 8 47 55
Ausente 75 20 95
Total 83 67 150
. 83 5
entonces: Pr(s) =g ® 0.553
v Pr{T) ='~15—55~0~=0.3'6'

de modo gyue 81 § ¥y T fueran f{ndependientes, tendriamos que Pr(ST)

deberia ser aproximadamente igual a:
{0.553) (0.38) = 0.2028

i.e. que S y T deberfan darse conjuntamente en aproximadamente 30
ocasiones (¢porgul?) y, sin embarge, seqGn la tabla 1 s6lo ocu~
rren similténeamente en 8 cacos. Luego, 5 y T no son indepen--
diertes.

CUESTIONARTID

5.1. 8i el experimento consiste en el nacimiento de una cama
da de 5 ratones, x denota el nlmero de albinos de la camada y ==
A :"x=k" (i.e. Ax es el suceso consistente en el nacimiento de
exactamente k albinos), exprese como una suma de sucesos del tipo
Ay los siguientes: M: "al menos 3 son albinos" H: "a lo =~
mis 2 son albinos” S§: "al menos uno es albinc"”.
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5.2, Describa los sucesos complementarios de A, (para cada
k=20,1,2,3,4,5) M, Ny 5 del ejercicio anterior.

5.3, Considere el experimento del ejemplo 5.3. con tencsi-
c¢ifn de la primera seleccién en la bolsa a. diga si lcs sucesos
A (en el texto) vy C: "la sequnda canica es blanca"s n independien-
tes y porqur. b, cull es ¢l suceso complementario de AC? c. a-
pligue el Teorema del Producto para calcular Pr{AC) y verifigue
su respuesta contando directamente los casos favovabkles y los po-
sibles. d. use el resultadc de ¢, y el corclario del Teorema de
la Suma para calcular Pz (AC); asimismo verifigue su respuesta con
tando direcrtamente.

5.4. 53 se acepti que eon des nacimicntos consecutives, los
resultados referentes al sexo son independientes, ;cufl es la pro-
babilidad de que nazcan a. dos varones, b. dos nifas ¢, un va-
rén y una nifia en dos nacimientos consecutivos? {(suponga gque - -
Pr(d) aPr(¥) = %— y use cuantus veces haga falta los teorepas de
esta seccifn).

5.5,  S{ Pr(s)=-& y pr(0) =3 a. Caleala 2y (5) y Pr(T);
b. 81 8 y T son independicntes, encuentra Fr(ST) y Pr(5T) . ¢es
posible que 5 y T sean mutuamente excluyentes? ¢poryu@? {sugeren-
ciar suponga que si son mutuamente excluyentes y aplique el Teore
ma de la Suma).

5,6, Considere el ejemplo 5.5, a. describa los sucesos -
BT, §r y 8T b. diga si es posible expresar ST como una suma de -

los otros tres sucegos de a.

6.~ Los expenimentos de Beanoulli'™y el Teonema def Bincmie:

Concluimos este capitulo con la discusibn gencral de la so-
lucibn del problema del par&grafo 2. dicha solucidn depende fuer
temente del poder simplificador de los teoremas de la suna y el
producto: note el lector, por lo pronto, que el problema de cal-
cular Pr{H) en el ejemplo 5.1. donde
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M: "nacen 2 albinos y 1 Pigmentado”
Ha sido esencialmente resuelto pues:
Pr{M) =Pr(P;) + Pr(P;) + Pr (P,)

y 81 se acepta que los resultados de dos nacimientos consecutivos

gon independientes entonces:

Pr(Py) = Pr(Py) = Pr(b,)=(Pr (P} Pr{A}] * (¢porqué?)
de manera que:
Pr(M)=3[ Py (P)[Pr (A} ? (23)

Lo que significa que para conocer Pr (M) basta saber la proba
bilidad de que, en un nacimiento si{mple ccurra A (porque Pr(p) =
=1-P (A)).

tbtese tambifn que &ste es un casc particular del multicita
do problema del parfigrafo 2; en efecto aqui n=3 y k=12,

51 desdedamos el que el ejemplo 5.1, se refiera al albinismo

en ratcnes, podemos plantear lo siguiente:

. a).- Il experimento consiste en la repeticifn n veces de ~
otro experimento sencille en el que s6lo interesan dos posibles
resultadss: A y su complemontario A.

b).~ Los resultados de dos de los experimentos sencillos =
scn independientes.
c).~ Se trata de calcular la probabilidad de que, en la se-

rie de n repeticiones, A se presente exactamente en k ocasiones.

Pues bien, cuando en un experimento sblo se atiende a Bl ~=
ocurre o no un suceso A (Bxito o fracaso, p. ej.,) tal experimen
to se dice que es simple; la repeticiBbn de n experimentos simples,
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en los que los resultados de dos sucesivos son independientes, se
1laman Experdimentos de 3eanoulll.

Con estas definiciones, 1o que queremos calcular es la proba
bilidad de que en un experimento de Bernoulll, A se presente k
veces mas ~ como ya lo sugiere el ejemplo de los ratones - tal suce
80 pueda descomponerse en la suma de otros més sencillos, cada -
uno de los cuales, a su vez, se descompone como 21 producto de -
otros. En efecto:

- 51 X es el nGmero de veces que se presenta A, entonces el
suceso "x=k" es igual a la suma de cierto nfimero de sucesos (§y)
en los que ocurre que X=Kk peroc que Sse distinguen entre si por
el orden en qgue se dan las k ocurrencias de A.

- A Bu vez, cada 5§ es el producto (en distinto orden} de k
factores iguales a A y n- % factores iquales a X, de tal suerte

ques

Pr(S;) =Pr(A) ... Pr(A) P (R) ... Pr(N) (24)
k veces n-k veces
Y si sabemos cuintos sumandos del tipo S presenta la descon
posicibn de "x=k" tendremos Pr(x =k) con s6lo aplicar el teocrena
de la suma (pues todoslos succsos §§ son mutuamen.e excluyentes por
parejas) pero para saber cuintos §; hay, basta contar de cufntas
§oamas pueden eleginse k Lugares de un totaf de n fugarss dispo-
nibles y, si la memoria no nos falla, podemos responder sin duda

que hay

(R =T

sumandos del tipo 8§ y como todogs tienen la misma probabilidad de
1~ acuacibn (24) entonces:

Prix=x) = (D) 1P (M) ¥ |Pc(R)) ¥ (25)
k

esta férmula se conoce como 1a del Teorema del B.nomie por la
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siguiente razbn:

8i Pr{(A)=p y Pr(R) =1 -p=gq, entonces: el miembro derecho -
es igual al ¥ -1 - ésimo termino del desarrollo del binomio

(p+aq)

{véase la ecuacibn (13)).

Para terrminar, vale la pcna recorrer paso a paso el modo de
razonar que nos llevb a la f£6rmula (25) con un ejemplo particular,
veamnos:

Lierplo 6.1, Bain la premisa de que ios resultados de dos -
nacimilentss son indepnndientas, calcular la probabilidad de que
al nacer 5 ninos, 3 tengan los ojos azules si se sabe gue,en un

solo nacimiento, la probabilidad de que tal ocurra es de 7; .
D
$i hacemos A: "tiene los ojos azules” y x es el nlmerc de ve
ces que acurre A entonces se trata de calcular Pri{x=3)., Induda~
blemente, este es un experiranto de Berpoullil.
Con n =5, empecenos por descomponer "x=3" en la suma de los

sucesos de la tabla 2 que ajotan las:

) =5t

= 10

2%

W

(

formas distintas en que pueden ocurrir 3 nacimientos de nifios oji

azules, asi:

nx::3n=S,+sz+...+s‘a

De tal suerte que como:

Pr(S;) = PriSs) = «++ = Pr(Sy) = (Pr(a) ) (Pr(K))?
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TABLA 2
NACIMIENTO

SUCES0 18 24 38 4 58
’ 51 " A A A A Y
S2 ] A A A A R
83 = A A A A A
S - A R A A A
Ss = A A A iy A
Se = A A A A a
8y = A A A A R
Se = E A A A A
8, = Ry A A A A
Sy = iy A A A A

{por la hip8tesis de independencia), entonces:

Prix=13)=(}) (prm(pc B}
5
= (3 () ()
Que as el 48 término del desarrollo del Bincmio

(£

Ly 5 5%x 10
Asl: Prix=3) =10 (-£) (§) = —gv—

250
-l = 3,2%
RT3 w , 032=3

Que significa que,en un gran nfimero de racimientos,aproxica-
damente el 3.2% de todas las quintetas que con ellos se puedan -
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formar, tienen 3 nifios con ojos azules y 2 con 0jos oscuros.

CUESTIONARTIO

6. 1. En el ejemplo 6.1. calcule las probabilidades de que =~
a. x=2,5. b. ninguno tenyga los ojos azules, ¢. al menos 3 ten-

gan los ojos azules, d. a lo m&s 3 tengan cjos azules.

6.2. Un padre de familia conservador desea tener un hijo =
varbn (culntos debe tener para que la probabilidad de gue nazca

nifo sea mayor al 80%? se supone aqui que: Pr(?) =Pr(d) y que los

resialtados de los nacimientos consccutivss son independientes.

6.3. Considere el ejemplo 5.5., de argumentos para justifi-~
car la independencia de dos lances consecutivos: s1 el cuadrante
se lanza 10 /2cen cufiles son las probabilidades de A: "al menos
5 presentan Ammophila” B: "a lo més 3 presentan Andropoaun”,

(use los datos de la tabla 1. y la definicibn frecuentista de pro
bzbilidad para calcular las urmbabilidades en los experimentos sim

ples en que haga falta).

APENDICE AL 28 CAPITULO

CRITICA DE LA DEFINICION CLASICA DE LA
DEFINICION FRECUENTISTA.

Digamos que la primera dificultad gue se presenta con la de-
finicibn clisica es la imposibilidad de aplicarla cuando el expe-~
rimento tiene una infinidad de posibles resuitados pues en tal ca
50, la expresién

Namero de sucesos favorables a A.

Nimero Jde sucesos posibles

care=~e de eignificado; sin embargo, hay generalizaciones adecuadas
de esta definicibén a fin de asignarles a los sucesos un nfimero -
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real que varfe entre 0 y 1: basta construir una mcdida adecuaca -
de los sucesos favorables y posibles y redefinir la probabilicdad
como la razbn entre dichas medidas.

Por ejemplo: un experimento consiste en lanzar un dards al -
azar sobre un blanco como el que se muestra en.oguiila:

Figura 3.

(en la que r=1 y R=13), El nfinero de sucesos elementales equi-
posibles es infinito pues es igual al nGmero de puntos que hay en
el blancoj 81 A: "el dards da en la zona sombreada de la figura -
4* rcbmo definiriamos Pr(A)?

Pigura 4.

Evidentemente, el nfimero de sucesos elementales equiposibles
favorables a A también es infirito: sin embargo, si hemos de me-
dir para comparar, en este caso conviene hacerlo con las freas -
correspondientes; asf{ definiremos:

frea de la zona sombreada

Pr(A) = greadel total dol blance

de donda:s
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PriA) = ERA =40 4

R on 9
que da efectivamente un n{mero entre 0 y 1 y cuyo significadc es,
de nueva cuenta, el siguiente: al realizar un gran nlmero de ve-
ces el tiro del dardo sobre este blanco, aproximadamente 4 de ca-
da 9 va a dar en la zona sorbreada, en este sentido Pr{A) mide

la regularidad con gue se precenta A.

Asi, de encontrarse una forma adecuada de medir casos favo-
rables y posibles !flo gue suele ser bastante complejo). se pueds

extender naturalmente la definicibn clésica,

Otra fuente de problemas es la dificultad préctica de preci~
sar los sucesos elementales: no siempre es evidente m sencillo,
wers .a desientaja mas profunda es, sin duda, la que se reflere
a la hipltesis de equipoichdledad: como mencionamos en el texto,
tal hiphHtesis suele refledar caracterfsticas abjetivas del expe-
rirento gue nos nacen tener la misma incertidumbre en todos los
£asns v por es0 son equipcsibles; sin embargo, en la préctica y
fuera del dorin{o de lns jucgos de azar, es diffcil reconocer ta-

les caracterf{sticas objetivas.

Ante esta dificultad, s6lo queda recurrir a fa evidencia em-
pfidca: basar nuestra definicién en la repeticién - un gran nQmero
de vezes - del experimento y suponer que entre mds grande sea el -
rimero de repeticiones, Con mayor precisidn podrin describirse las
terde- “fas e cnda resultado. As! mismo esvoraremos que, en los
casos er g.e sea aplicable la definici6n cl8sica, la definicifn -
basada en la evidencia empirica(gue llamaremos grecuentdsfa o eg
tadf{stica) arrcjard los mismos resultados que aguélla,

Se49n eztas 1deas, conviene dar las sigulentes definici{ones:

si A ez uw sucdesu aleatorio cualquiera en un experimanto.

1o~ La n- frccuencea def suceso A es el porcentaje da vaces
en que ocurre A al realizar el experimento n veces, 81 denota-
mos por nfr{A} a este porcentaje, tenemos entonces ques
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aPr (a) = 1-9e veceanue ocurrib A w

Ahora, si al aumentar n, n- Fr{A) "tiende a estabilizarse"
acerclndose a un nlmero determinado, diremos que tal nGmero es &a
probabilidad de A segin la definicibn frecuentista. Asf, se tie
ne que: -

Pr{A) = lim n- Fr(A) (2)

ne

donde el miembro derecho de la ecuacibn anterior, represe-ta preci
samente el nfmero alrededor del cual se estabiliza la n -~ frecuen-

cia, cuando n es muy grande.

Por ejemplo, la siguiente tabla muestra los resultados, para

distintos valores de n, de una serie de volados:

TABLA 1

n t de veces que ¢ de veces que nFr{h) aFr(s)
cayd &guila (A) cayd sol (S)

10 7 3 70% 30%

15 9 6 50% 40¢

50 29 22 56% i48
100 47 53 47% 551
1000 493 507 49.3% 50.7%
10000 5009 4991 §0.09%  49.91%

En ella se observa que efectivamente, cuando n creoce, las -
Vo ens
n~ frecuencias de A y § se acercan cada vez Tés a - = 50% Jue es
el valor de Pr{A) y Pr(S) segfn la definicibn clisica.
Otro ejemplo® : la tabla 2. muestra las n- freciencias co~

rrespondientes a los nacimientos de varones (8  y hemzras (?) hu-
manas en cierto pais industrializado de cuyo nombie n2 quiero --
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acerdarme; los datos corresponden al registro de nacimientos
de diferentes afios desde 1950 hasta 1968:

TABLA 2

(miles de individuos)

n ? é nFr(?) nFr(d)
3632 3769.232 31966, 768 48.72% 51.28%
11994 5847.319 6146.681 48.75% 51.25%
16092 7343.422 8248.578 48.74% 51.26%
20113 2810.691 119308.309 48.76% 51.24%
23879 11643.943 12235.057 48.76% 51.24%
27485 13403,82¢ 14081.174 48,.77% 51.23%
31006 15121, 387 15884.613 48.77% 51.23%
14508 16827.183 17680.817 48.76% 51.24%

Y en este caso se tiene que nFr(¥) tiende a estabilizarse a}l
rededor de 0.4875, en tanto que la nfFr(d) lo hace alrededor de -

0.5125; en el texto establecimos - en base a consideraciones exclusi

vimente gendéticas y aplicando la definicién clésica - que

Pr{d) n—%-—spr(‘?)

y aunque la diferencfa entre los valores a los que se acercan las
n ~ frecuencias cuando n+» Qdifieren de las probabilidades "clfai=~
cas" en centdsimag, 1o cierto es gque no son exactamente iguales
en este caso y en muchos mis, Es la naturaleza propia del pro-
blema que se trate la gue schala qué valor conviene tomar como
igual a la prohabilidad.

Cuando el experimento ha sido realizado un nGmero n (sufi-~
clenterente grande) de veces, suele tomarse a la nPr{A) como el
valor de Pr(A) (por esto, es frecuante, cnelcaso de los sexos,
que Pr(d) sea un poco mayor que Pr{(9).
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NOTAS

! Lem 5. Las Probabilidades en Contra. Ciencia Ficcién Vol. II.
Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologfa (CONACYT), México 1980.

2 gg gimplificada la visidn que hace caso omiso, desprecia o des
defia factores relacionados con ¢l fenfmeno pero que, en una pri-

mera aproximacifn, no se consideran.
3 ¢f. Garcfa M. A. y B, Fernéndez. Fnsayo Filostfico scbre las -

Probabilidades. Com. Int. del Departamento de Matemdticas de la
Facultad de Ciencias de la U.N.A.M. México,

Y Ibidem.

5 Este problema se considera equivalente al de predecir antes del
nacimiento, cuintas camadas de n nuevos individuos estarf4n for-
madas por ® "rugosos” y n -k "lisos”,

6 gsamos aqui la notacién combn en la Teoria de Cenjuntzs para =~
denotar colecciones. §i se pueden )istar sus elenentes, ¢e €s-
criben entre llaves; si hay alguna propiedad gue .os cari.teviza,

se describen como lo muestran los siguientes ~jemplos:
{X| % es un nGmero naturall

representa el conjunto N y se lee como "El conjunto d» Las X ta-
les que (este es el significado de la raya vertical que sigue a

X) X es un nfimero natural. Ahora, s1
I={X€Q|o<x=<1}

entonces I es el conjunto de nOmeros racionales X, tales que X es
mayor o igqual que 0 y menor o igual que L.
7 M., A. Garcla y B. Fernindez op. cit.

8 psamos aquf la notacifn gue se introdujo en la primera seccibn
del capitulo T para denotar dependencia entre variables aungue
en egste caso lo que juega el papel de variable independiente (5)
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no es un nflmerc, sino un suceso aleatorio.

9 Una muestra mucho mis grande de métodos de contar puede encon-
trarse en el libro de Vilenkin N.Y. ¢De culntas formas? Edito-
rial MIR, Mosch, 1972,

0 probaremos aqui la equivalencia de las f&rmulas (10)y (11):

como:

rir-1) ... (r~-s+1)(r-g)(r-s 1)...2.1
(r-8}{r-s8-1)...2.1

r{r~1) ... (r-s+1)=

entonces:

r!

Azaru—ll.”(r-s+1)=wH:?Tr

y por lo tanto:

n r!
(n)_:'-': (r"55. = r!
8 P S, {(r-s)! B¢

lo que concluye la prueba.
B cf. Bl tri&ngulo de Pascal", Lecciones populares de Matem&ti-

cas, £dit. MIR. Moscl, 197 ?

. r-1 -1y (r-1). {r-1}:
Ben efector (00 + 00 = (rrissi T i) TeT -

- 8lr-1) i+ ir-s)(z~1)
(r-sjis}

. {r-s+s){r=1) ! r!
(r-s)is! {r-s}is!

13Gué tan grande debe ser la diferencia depende de la naturale-
za del problema que se trate y se sale de las intenciones de ég
tas el discutirlo.

W pernoulli Jacobo (1654 - 1705), eminente matemdtico Suizo quien,

entre otros, establecid los fundamentos de la teorfa clisica de
las probabilidades. su obra fundamental, Ars conjectandi, fue
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publicada en 1713.

15adaptado de los datos que citan Urquhart N. S. y D. J. Clow
en su libro Mathematics in Biology: Calculus and Related Topics.
pig. 66, Preliminary Edition. W. W. Norton Company Inc. New York.




CAPITULO IXI. LOS MODELOS MAS SENCILLOS: LAS FUNCIONES LINRALES
Y LAS PUNCIONES POTENCIALES.

1. Antecedentes.

Hemos esbozado, en el capftulo anterior, las ideas b&sicas
de la concepcibn ¢ enfoque probabilista de los fen6menos natura-
les; en éste consideraremos nuevamente la bdsqueda detexminista de
las relaciones funcionales entre las variables de interés del fe
nérero: como lo mencionamos en la seccién 1, del primer capftulo,
lucgo de establecidas dichas variables, el problema central es
el establecer teglas de correspondencia caras y explfcitas entre ellas;
desde luego que €Gsta no es una tarea sencilla -de hecho, la sefa-
lamos arriba junto a la selecelén de variables, camo "el paso mds
diffcil en la matematizacifin®~ y el esfuerzo intelectual de la Hu
iaridad para poder establecer un n@ledv AMrcwonad para -como decfa Ga
liler- wdevrogar 2 la Maturaleza merece mayor atencién que la que
se le puede dar en este trabajo. Conviene entonces que el lector
realice una serie de discusiones y lccturas sobre historia y filo

_soffa del pensamiento cientffico, sobre todo por que recuerde o
vea cfmo el llamado mdtodo experirontal -cuyos rudimentos matemiti-
cos ocupardn nuestra atencibn de ahora en adelante- distingue la
ciencia moderna de la de la antigfledad (en particular, en el a-
béndice a nste capftulo hemos transcrito un fragmento de un arti-
culo relacionado con el tema con la esperanza de motivar el inte-
rés mds que por compartir el particular punto de vista que en €l
se expresa)l.

A grandes rasgos, el problema fundamental que trata de resol-
verse aquf es el de sab.or qué hacer con datos experimentales co-
rreszondientes a dos variables X ¥ Y para "descubrir" la relaci6n
funcional entre ellas; de hecho, para esto se requleren varios in
tentos fallidos y aproximaciones sucesivamente mé&s certeras en las
que la teorfa y la confrontacién préctica en el campo o en el la-
boratorio se combinan y alimentan mutuamente..cmun ir y venir hipo
tético-deductivo, de lo particular a lo general y alrevés, As{, con
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frecuencia, partiremor de que ya sabemos qué tipo de relaci6n
funcional andamos buscando, es decir, que tendremos razones tel
ricas para establecer la hipftesis de que Y varfa con X segfin
una regla de correspondencia con caracter{sticas particulares,
dependiente de clertos pardmetros cuyos valores deberdn ser de-
terminados precisamente a partir de los nencionados datos; en o
tras ocasiones, el andlisis de los datos sugerird algGn tigo es
pecial de relacifn con regla de correspondencia tipica; en cual
quiera de los dos casos, un auxiliar de gran utilidad e¢s el co-
nocimiento de lo que se discute en la siguiente seccidn.

2. La Gr4&fica de una Funcién.

Supongamos que Y depende de X, la representacifin geométrica de
las parejas ordenadas de ndmeros rcales de la forma

{(X,¥ (X))

en el Pfano Carleddano, se llama la guffica de Y=Y{X) o {a juf «a
d¢ fa funcdidn Y.

Para bien comprender esta definicién, empecemos por rerordar
qué es el Plano Cartesiano:

- Considérese el conjunto de parejas ordenadas de rn“mercs tea-
las al que denotaremos con el s{mbolo ®Z.

- Considérese ahora el conjunto de puntos del plaro en el que
se han trazado dos rectas o ejes numéricos -adecuadamente di
rigidosz- perpendiculares entre s{ e intersectantas en el
punto correspondiente al cero de cada uno (ver la figura 2.1.)
denétese con P a tal plano.

- A cada elemento de R?, a saber, a cada pareja de reales (A,5)
le asignaremos un punto de P mediante las siguientes conven-
ciones:

1. En el eje horizontal se localiza el punio currespondiente al

real A, llamado la abicisa o primeaa coondenada de la paredje
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{A,B). Sobre cste puntc, levantemos una perpendicular al eje
horizontal.

hhora busquemos sobre ol eje vertical el punto correspandien
te al real B y tracemos sobre 81 una perpendicular a dicho e
jes B se llama la cadenada o Aegunda covsdsnade de (&,B) .

El punto de interscccifn de las perpendiculares trazadasen 1.
y 2. es el qua se le asigna a la pareja {A,B) (ver figura 2.1.a.)h
Inversanente. si P 2y un punto en el plang, os posible asig-
narle una pareja ordenada (a,8) de nfimeros reales, mediante
la siguienta construccifn geométrica:

Desde P, tracemos una perpendicular sobrs el eje horizontals

el ntmero A jue tiene acsignado el punto Je interseccidn de la
petpendicular ¢on 1 ete sord la abscisa correspondiente a P.
Anflogamente, tracemos desde P otra perpendicular sobre el e~
je vertical; a la interseccidn le corresponde un real B que
serf la ordenada de la pareja que buscamos (ver figura 2.1.b.).

p
3
hom ey 0
: B “"‘—"-"-":P“(MB)
1 H H
N [ < HIR
fyers ool NN ! : A
: 52-3/2) :
i
1
t
]
|
§
Q- (C‘D) L.--‘ﬂ D
Figura 2.1.

2.1.b. AP se le asigna
una pareja ordenada.

7 1.a. A (A,8) se le asigna
un punto del plano.

Asf, mediante esta "identificacién” de puntos con parejas y
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de parejas con puntos se ha lograde audretazas ol peuie o, eniiva-
lentemente, geomefrooat R: al establecer una CotTosgy s Lol G d
uno entre log elementss de estos dos conjuntos (r? s Fl: esta
construceibn se conoue como Plane Carfesdane y su invencién -atri-
bufda oficralmente al matemdtico y fildsofo franc€s Fond Descartes
(1596-1650) , de guien toma el nombre- sianaf % un svance revo-
lucionario en el decarrollo de la patesdtica, Este zonstruccién
nog permite hablar indistintapente 2o "puntos del pilane” ¢ ce
"parejas ordenadas" ~como si fueran sinénimos.

Consideremos de nuevo el par de variables X y Y entre las cua-

les:
¥ o= Y (X)

como ya se dijo, la grédfica de Y es el conjunto de parejas en R;
(o su equivalente en puntous del pilann) cuyas dabscisas son cualey
quiera de los "posibies valures” de la variable inderendicnte X
y cuyas ordenadas son, precisaments, los correspondientes valores

Y(X); esto es, si denotamos cume Gri{¥) a tal conjunto, entences’ :
GriY) = {(X,Y(X))}

que puede ser dibujado y que -al proveer un modelo geométrico de

la funcibn ¥ o, para decirlo con »ayur propiedad, de ol cam

i
48
K

Y con X- resylta de suma ntilidad. ©s mds, en wCaslTros, 108 va-
lores gue toma Y cuande varfa X vieren dales jor o3 7ripia r§fi-
ca de la funcién; tal s ol caso, per ejerplo, dei d:bufo que ha-
ce la plumilla de un marebgrafo en papel wilirftrices en &1 se es
tablece cdmo ha cambiado el mivel del mar en func:dn el tierpe

y aungue la regla de correspoundenc:ia aralftica o “nurfrica” le
este tipo de func.ones eg vxtremadarente cormplicads (tanto, e
inclusive no es suf —i1ente la herramienta deter—in:ita parl estu-
diar "al detalle" el tenSmeno de las mareas), la grifica hasta pa
ra muchos fines prédcticos.

Cuando se busca constatar experirentalmente la validez de un
modalo tedrice o cuandn, 1nversamente, se analizan los "hechos ex-
perimentales” para sugerir un modelo o correqir el gue se tiens,
en una de las tantas vueltas que a veces es necasario dar en el
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método hipotético-deductivo es Gtil "vaciar" los datos observa-
dos de X y Y(X) en un plano cartesiano en el que un eje (ca-
si siempre el horizontal} contiene todos los posibles valores

de la variable independiente X -inclufdos aquéllos que no han
sido observados- mientras que, en el otro eje, se consideran to-
dos los posibles valores de Y(X) incluyendo, asimismo, aguéllos
que no se han registrado en las observaciones pero que "bien pu-
diercn haber ocurrido". Este vaciado permite, cuando se conoce
la gréfica de una variedad de funciones, sugerir algGn tipo de
dependencia entre las variables o bien, reconocer qué tan lejos
de "lo que se puede observar” estiel modelo que se propone. Por
esto, conviene discutir qué aspecto tiene la gr&fica de ciertas
familias de funciones?.

CUESTIONARIO

2.1, En el siguiente plano cartesiano determine las coordena

das de los puntos que aparecen en &1,
[

10

-8 -4 -3 2 ~1 p 1 2 3 4
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2.2, En cada uno de los siguientes casos, dibuje los puntos
de la Gr(Y) correspondientes a los valores de X que se dan a la
derecha de la férmula gue establece Y = Y({X):

a, Y(X) = 2x-3 ; X = 4,0,1,3,-2,-3/4.

b, Y(X) = (~1/3)%X47 1 X = 0,-1,-3,5,-7/5,-1/3.

C. Y(X) =¥ ; (una funcién que, como ésta, vale lo misno para
cualquier X se llama funcefn comstuvrle ) X = 6,-¥ ,1/6.

d. Y(X) = (%)qxz y ¥ =0,2,%,3/2 (se supone que g=9,81)

e. Y(X) = -2k%+1 ; X = 0,1,~1,2,~2,2.5,-2.5

£ov(x) = 1-x 5 x = 0,-3,3,-1,1,2,-2.

g. Y(X) = Y(X) = X-1 ; X = 0,1,-1,2,-2,3/4,-3/4,3/2,-3/2.

h. Y(X) = 2° ; (note gue aquf la variable independiente aparece
como un exponente de una base fija: el 2) X = 0,+1,+2,43,+k,
+3/4,+5/4 (la notacidn ta representa a los nineros a y ~a)

Lo ¥(X) = 10-37% ;) X = 0,#1,42,4%,¢5/3

2.3. En cada uno lJe los incisos del ejercicio anterior, esta
blezca una hipStesis respecto al comportamiente genexxl de la grifi-
ca de Y. Pruebe su hipdtesis para valores intermedios a los que
se daban en el ejercicio 2.2. (véase la nota 4.}

3. Geometrfa Analftica de la Recta.

Al considerar, en el primer capftulo, los ejemplos de salini
dad, biomasa y tasa de crecimiento, establecimos que "si se acep
tan ciertas premisad de distribucion homogc'nms, entonces

8(n i) .
a‘...‘l‘_.)_, =N ;

B=ifE

serfan congtantes ., De estas ecuaciones es posible inferir, ade-
m&s (siempre bajo agquellas premisas), que

H(P)ﬂ‘h’ (2)

gin)=Un ' I(N)= gN 5

que son férmulas que establecen explfcitamente cSmo varfan §,M e-
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e I como funciones de n, P y N respectivamenre9 Veamos ahora el

Ejerplo 3.1. Supongamos que -en las eccuaciones (1) y (2)-
§ =34 partes por mil, P=5% v 9=9.5%; si queremos darnos nna idea
de c¢6mo podrfan ser las gr&ficas de las funciones cuyas reglas
de correspondencia se establecen en (2), procederemos de la si-
guiente manera:

- En cada caso, elegiremos algunos posibles valores de la va
rrable independiente y haremos una tabla en la que, en una
columna, aparezcan estos valores y en la otra, los corres-
pondientes valores de la variable dependiente (a esto se le
llama Zabulas la funcedn) . Asf, para las funciones §,M e I se

abt ienen las

!

Tablas 3.1.

a. s(n)=dn b.MPHPP c. I(N)= gN

n {gr] S {gr]) P [ton] M [ton} N [# ind] I {# ind)
05 0.017 0.3 0.015 100 9.5

2 0.068 1 0.05 200 19

5 0.17 2.5 0.125 500 47.5

9.2 0.3128 3 0.15 1000 95

10 0.34 5 0,25 3000 285

- Ahora, vaciemos las parejas de la forma (n,S(n)), (P,M(P} y
,1tH}) er sendos planos ca:tnsianosﬂ; tal hemos hecho en
ta figara 0.

A: puarever, en los tres casus, los puntos se alinean a lo
latg0o de una recta ¢serd crertc gue, para cualquier valor po
gible Ao la variable independiente, el puntc de la gréifica
Cu,a Al svlia ¢s onte valaor, 4 encuentra en la misng recta?
H.ja:ns alyunas pruenas, os dec.r, agrequemos algunos valo-
fio-oa da, tate, - 3.1y wcrcasoeros después los puntos co-
trespord ontes vn la figura 3.1 Se ver§ que la impresidn

de yue todes los puntos de las gr&ficas son colineales (per-
tenacen a una misma recta} subsiste y adn serfa este el ca-
g0 s1 1ntercaliramos mds posibles valores ¢serd casuval o

s.empse va a ocurrir del mismo modo?
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Agregados a las tablas

3.1.
a, b. C.
nlgrl S (gr] P [ton] M [ton] N [é ind] I [# ind)
1 0.034 0.7 0035 300 28.5
3.5 0.119 2 0.1 750 n 25
7 0.238 ¢ 0.2 2000 190

La respuesta es que no es casnal y jque -aungue serfa in
posible agotar lof valores de n, P y N para los cuales
tienen sentido las férmulas (2)- puede duimostrarse que
Las premisas de homegen. - fad que dan lugar a la constarcia
de €, 8 v q fuchzan vk e Pas oxay 4o 0 00 fuacdon@ 3an
Llneas reetas.

A despecho del ejemplo anterior, vale la jena tecal arlg,
no siempre que parezca yue 8 puntos se alfrean rect.ifneamen-
te o "muy cerva de una recta®, ccourre que la gr&fica jque se bus
ca es, en efectn, uni recta (i8ase la wota 4, 1, t.a del ca=-
pitulo).

Pero si sucede que

o nazfn de cambio de fa varcable deperdcente con respecte ol carbal
de la vardable «ndependeente es constante, o Lorccs, segurangnte, (a
grdgeca serd una resta. -
Veanos por (qud , pero antes precigerns aigupos trranns:
~ Jupongamos que Y2Y{X) es tal que, en Xo, Y tora el valor

¥, (B decir, que YiX J:¥ ). 51 X # X u

el cambio o achemento fe X, X, se define ccmo ia diferern

cias

AX  X-X_
el corresprndiente ranbie ¢ ncacronte de ¥, viene dado por:

AY = Y(X)-Y(X )
en tantu gue la ta:dn de carbeo de Y con xesy cofo 3l cambae o X,
as 8] cociente:
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dY | vixy-v(x) h
AX LIRS

que también recibe el nombre de coc  ate -Liendrc:

Haganos ahora la siquiente construcci6n auxiliar (figura

3.2.)¢

iy )
¥ (X) LAY

Fiquea .. B T N RN T IO K

Lol te 1otoree A S b

Desde Q=(X,¥I{X1} traromos —na perpendicular al e)e woia

zontal

- Desde P=(XO,Y”) Lo omus S erd wNa L Aral a0 Miang ele.

- Da este mndo, se obtivne el puinto B: X.&(I en i L. ter-
gseccifbn de estas 1ectas y se tiene que i trifngule PED
es rectidngulo.

- Al 5ra es posible intuorpretar geométricanente los nfimeros

per, AX y AY/AX:
AY y A% Bon les carelos el tradnsilo Ry o rag%n e
cambio @8 precisarente la raz8n entte e-tos Ca’2tcs.
Da ogta suerte, s1 AY/AX «8 constante -d1jamus j.¢ iqudl a
b~ entonces, para cuafgicor et e pant s Qjctxt,ytxl;) Y Q)rlxl,Y(X’l
de la gr&fica de ¥, se ticne gue.

\,,‘x‘)-vq i} ‘!”}2’ 'Mi
X X X0 %o

y esto significa que lns tridnqulos recténaulos PB.C. > ¥B O,
donde B =(X ,¥.) ¥ B =(X,,¥ ), son semejantes 3y, por lo tante,
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tienen sus &ngulos internos iguales (ver la figura 3.3.)

antxl,Y(XlH

P=(X°,Y°) Bl=(x1,Y°)

Figura 3.3. PPIQ] y P8292 son

semejartes,

de manera que P,Qly Q, estdn en la misma lfnea recta; de aquf,
se sigue que s« AY/AX s ¢ orstante, ertonces:

Gr(Y)={‘(X,Y(X) )}

e wit recda L que pasa por (x(),Y(xo) V. u que esatd deteaminada de manera
dnica pon el valon de
Y(X)-Y
b = el

X-X
0

valor tenccado como €a pendiente de €a aecta L

En el caso de que se use la misma escala en ambos ejes coor-
denados, la pendiente coincide con fa fangente trigonemétrica def dngu-
Lo & qur Lonma L ocon La derece s6n posctava del ege honczontal; tal dngulo ne-
0o enfences el nerbre de dngude de anclanacidn de 10

Por esto, al reconuiderar el ocemplo 3.1., tendremos que,
en los tres casos ah{ tratados, la funcifn valuada en 0 es ignal
a 0 (desde el punto de vista fenomenolgico, ¢qué significa es-
to?); en efecto:

5(0)=0 M(0)=0 e 1(0)=0

111,12,

Y las razones de cainbio de cada variable dependiente cun
respecto a un cambio en la variable i1ndeperdiente M. +i o, s2n
precisamente los vaiores de la salinidad, la biomasa y la tasa

de natalidad:

= 8(n}-5(0) . 4 M(P)-M{O) = LN =1{0)
- (- o ¥ 4T TN

entonces, los conjuntos de puntos del plano:
Gr(8)= {(n.S(nH} ;o Gr(M) = {(p.mm)i y Gr(l)= [(x,;(m)&
se alinean a lo Jaryo de senlas rectas que pasan por oL orzen.

En realidad, en la discusi®n previa hermos ido nis al 5 de
lo estrictamente necesario para peder asegurar cf o <°r eclas
gréficas: hemos raracterizade geom&taccumente a fag Sarcacvy: cor gt
de cambso constante:
Si Y=Y(X) ¥y Y(XO):YO y el cociente diferential os coretar-
te, digamos que
A7/AX = Db ts)

entonces, la gridfica de Y es una recta que p.sa por (XO,YO) v
cuya inclinacién respocto al eje horizontal ect8 determinata ce
manera tnica por el valor de L.

Inversanmente, es po' ible probar jque st 1-{:3.\% r8 LA
recta dal plano que contiene entre sus puntos a (X Y.}, eiton-
cas, la razén

Y - YO

es constante y, si se supone que es igual a b, entorees ia con-
dici6n

Y - Y
o -
e s
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implica que
Y - Yo = b(X - Xo) {6}
Y, por consiguiente, que
Y=a+bX, con a= Yo - b xo (7)

que es una ecuvacifn gue establece cfmo varfan las ordenadas de [

en funcién de las abscisas correspordientes. En particular:
Y(O) = a

que significa geoméerieamente que la reocta [ oeruza el eje verti-
cal en ol nunto (0,a), razdn que lo da al pardmatro a el nombre
de . ctuerida b Ctoger fe fawesad, mandras que la expresién (7)) rech
be el nowbre de woudcsdn de Loen su jouma de pendeente (bl y ondenada af
¢rgen o asimismo, ta ecuscidn {6) se llama cruackdn de | oon su

]
‘e

fotma {0 perdic e bionopunle Ky ¥a
Obsfrvese quc la condicifn impuesta para definir la pendien
te (qu2 X sca hferente de D erelaye la pesioilidad de que
la recta sea vertieal puss, de serlu, los abscisas de todos los
puntos de [ serfan 1quales de mode que ni el cocleante diferencial
podrfa ser calculado ny | podrfa ser gr&fica de funcidén alguna
Coor qué?). Sin by, 81 -0 entiende aue 1a ecuaci6n de un con-
ot s de puntos el plans es su “retrato algebrazen®, independien

tecente de la 1nacfamcdn de b y de que tal recta no pueda ser

grafica e alyuna funcifin, tendremos que
X=X (8)
caracterizari p,onamente a | .

En ros. e sty el nwomerto o gue hemos hecho ha sido deg
cr.pbir geométricamernte las relaciones funcionales del tipo (7)
a partit de que alguna razén tefrica o alguna hipStesis simpli-
ficadora nos han sugerido yue entre X y Y existe tal relacién,

II1.14.

En la préctica, sin embargo, suele sureder que, aungue se 50§~
peche que
Yi{X}) = a + b X

los datos experimentales -obtemidos en »1 campo o e} laber -
rio- se ajustan s6lo “jarcialmente" a wna térmula tal. ea el
sentido de que si kien 21 vaciarse on un plan: cartsgiano son

aproximadzmente colineal: a0 lo son ~xactanante, Bl croblema

fundamental es, entonces, fqué hacer para stecir los ardmgtros
a y b si se supone que 3 05 "punitos observados® iX,Y! se les
va permatir cieorta "infrdelidad” al mcdelo? De la resc.esta se

enterard quien leyere Ty pae simte st o lee cen atens Sn

Biemplo 3.2, Se =aba jue  al dis dver cioreo 58175 en oa-
gua, le cantidad C [ari niecesdria para satocar ol o5 Loet 0o au-
menta con la temperatura T [°C)] <ol agua; Nrguhatt y Clew dan
los siyuientes datos “orrospandiontes a la liseluc;®n e cna

sustancia s6lida en 150 mi de avua‘l:

Tabla 3.2.
T[°C) 5 15 25 3% 45 55
¢ {gr] 76 80 90 100 15 115

cuyo vaciado en un plano cartesianc se muestra ar la f.jura 3,41¢
En un pramer antente ;oo deseribar explfoitamerte ¢% 2 va-

rfa € en funcibn de T, ei vaciado sugiere que
C{T} = a +b T (9)

salvo pegquenas "desviaciones” pues luos puntoa de la forma (T,C)
se ali.nean aproximadapente a 1o large Jde ura recta, A" $s, los
parfmetros a y b tivier an siqnificado fer -enoifgico - iy ¢larc

a saber:

- como a = C(0), a es la cantrlad soluble a 0 °C vy
- la razér de cambio de C con respecto al c¢iibic en T -gue, co-
mo ya sabemos, es igual a b- mide en cufnto gaurenta la "capa-
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cidad de disolucién del aqua" cuando la temperatura se incre-
renta o un yrado centfgracdo (por esto, las unidades en que
ge expresa b son de gr/°cC).

lo que ayuda a la correcta coumprensidn del modelo (si no pudie-
ran interpretarse a y b desde el punto de viasta del fen@meno,
la f6rmula {9) serfa una aportacifn muy pobre al estudio del
mismo; las razones de esta afirmaci8n, sin embargo, s8lo serén
claras més adelante Cf, Cap. V, wutfr}.

Ahora bien, en rigor, los puntos de la fiqura 3.4. no son
colineales y hdy una infiradad de rectas que podrfan tomarse
como "buenas aproximaciones”; asf{, es necesario estahblecer un
criterio para elegir sélo una de esa infinidad; en otras pala-
bras, hace falta decir ¢fme ~leair, de ontre todos los posibles,
G4f par 4o vacores de a3 <o b, dicho crater.o »8td normado por
*1o Lue se ruiera cotener del modelo™: en nuestro caso, por a-
jerplo, Liscarenos que la dercripcaén del fenSmeno mediante la
fA5rmlla (9) difiera de "lu observado en cada temperatura®™ en
el m{nimo posible; es decir, que el vafea cateulado de C{T)

y el correspundiente valea obaesvade para ese valor de T "4¢ pa-
rezet, f¢ s p&&ufc"}a De rste modo, la recta que se busca es
aguélla para la cual {fas dustancans verticales entre ella y fos punfos
ded vaceode son minuras.

por el romento, a reserva de astablecer un método mis pre~
cigo para encontrarla, tracemns "a 0jo" una recta gue pase entre
.2 nubs de "puntos experimentales” y en la que se reduzcan al
nfniro tales distancias: a continuacifn, encontremos la ecuacidn:

~ segln la —~lecoifin que se muestra en ia figura }.4., la recta
pasa pr los puntos {15,82.5) y (40, 107.9, de manera que la
pe-lierte gerf:

2.y 82,5
<13 Aﬁb -‘g"-— 0. 3

- en tanto que 1a ordenada al origen seré:

IIr.16

as+ b b g8, (19)
= 102.% - (0.8)(40) = .5

¥, por consiquiente, la ecuacién que se busca es:
C(T) = 0.8 T + 70.5 {10}

con lo que se establece, en una primera aproximacién, qué canti-
dad C {gr] de la sustancia s6lida puede disolverse ea 130 =l de
agua a T °C cuando 0£ T4 55; por consiguiente, la f5~ula (19)
s8irve para caicular C en funcifn de T i it valod cafam-
deo de a temprratusa, Este tipe e cfleuias on los (ue, a -art:ir
de una coleccifn tinita de detos, se obtionon prod.cciones para
valores no observados dentro de cierto rango, se llarar inteapo-
tacienes y, or ¢l caso del ejenplc cwe nes o rupa. Leros teche una
walenpotuc B conad que tal corbire reciben o s g fane f gue
sirve para hacerla tiene como yrdfica una recta

Para terminar con el e emplo, revisemcs al -1 ..t ade de

los valores aue obtuvimos para a y b:

= ¢como a = 70.5, se tiene jue ruando el agua es | a @ °C, es poei
ble disolver asta cantidad de gramos de la austancia (a- jae
tendremos que supoher que ¢4 agua no se ha conielado :ara aue
tenga sentido esta afirmacidnl nientrag ue

« cuando aumenta la temps ratura < un yrado ‘slaius, '3 cintiaad

soluble aumenta en 0.8 jramos.

Conviene advertir, sin ombargo, que coro el ohger. alcr suge
le tijar "el cero“ de sus escalas {tanto para .-a varia le core
para la ntral de manera m3s o menos arbitraria, es pos.ible jue
un mismo fendmenc sea drgrrito por dos ecuaciores del tro~ (1)
que difieran en el valor de a. Fl ¢ emplo 4e & "Je = . :tra un
caso en el que se da ta. situacibn y en el cuostionatic, al fi-
nal de esta secc1dr, apairece otro (véase el elercic.o 3 1.1,

Ejemplo 1.3. (Deformacifn eldstical. Dos estudianteg do la
materia de Floica General, a los que llamarumcs A y B para dis-
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Pigura 1.4, Los datos de la tabla 1.2, y ia recta
que "mejor log aproxima”

.8 x {om,
’/;>xrxhﬂw
A
XeX_ ()
(5.5,18) B
. N N - F [# de
4 5 6 7 pesas]

Fiqura 31.5. log datos de la tabla 3.1, y las rectas
que dan "las mejores interpolacionss ii
nealas™. Obsérvese que xA(P)-xB(F)-d.

111,18,

tinguirlos, realizaron por separado el siquiente exgeri~ento:

- A un ressrte f1)o que peade verticalmerte, se le < jel tan re-
845 lguales y se reqgistra en una tabla el alarcamiere. del re-
sorte conforme se van agrejando pesas; el ob® “ivo e5 estable-
cer la mejor interpolazisn lineal para la dependencio funcio-
nal entre la fuerra F [# Ze¢ pesas] que se aplica | ara la de-

formacién y =l alargamiuntc X [em].

Los rosultados obtoni-os por ambos experimentadores se rae-
gistran en las siguients +zbla (en ella , X, represerta las
elongaciones medidas por <. esr.adiante A y X las mec. as por el
otro) ;14 ’

rahla 1,13,
F Ya XB
i# de pasas}] | i {vm]
] 7 3
2 9 5
3 i !
4 i3 9
5 15.5 1.5
) 18.5% 45
7 72 18

‘

y el vaciado de Jos puntos de 13 forma ir. £ 4Fly y LF. X glEY) se
muestra en la fiqura 3.5.

Tanto en la tabla cemo or las yr8ficas sge chserva una dife-
rencia constarte de 4§ or e las rJdenadas: lesde lueco, »«*¢ no
es casual: s2 debe a que "wy rero de la « 2la le ras efcr-a-
ciones fue ubicado en '.stivto lugar ;- cada est.Lante ¥
quedd situado a 4 cm uno Jii otao; en ofecto: mientras 8 mise el
alargamiento desde el extreme libre del resorte, A lo registra
desde el extremo fijo {(véase ia figura 3.6.1. Asf, la relacidn

algebraica entre las medidas de A y de B serd:

X (F) - X (F} = & '11)
A B
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y esto deberd reflejarse en las ecuaciones de las rectas que

"ajustemos” para obtener la interpolacién lineal deseada. Vea
mos.

- 8i, de la recta de A,tomamos los puntos (2,9) y (5.5,18) se
obtiene la pendiente

b = 18——:—-—9—- = ...9.4 " 2‘5

5.5-2 3.5

y la ordenada al origen:
a=9-(2.5)(2) -4
lo que, por cierto, ara de esperarse (Zpor qué?).,

- Ahora, de la recta de B, calculemos ambos pardmetros con los
puntos 12,5} y {5.5,14); con ellos se obtienen

bel-5 .38, 2.5
55-2 3.5
y a=5-{2.5)(2)=0
de donde resulta gue:
X, (F) = 4+25F y XgiF) = 2.5 F (12)

que coinciden cun (11) y de este modo, dondequiera que sean
v4).das las interpolaciones con las fSrmulas (12}, se obtan-
drd la misma diferencia de 4 cm

En ceneral, ol conrunto de valores para el cual tiene sen-
t.lo ura férmusy A0l tipo Y = Y(X) - llamado domowo de degfendctSn
‘e /a furcabn - depende fuertemente del fen6meno que se ssté mo-
delando, del range en aue varfen los datos jue se puedan obser-
vat y de la forma particular que tenga la regla de correspondap
s1a (lo que dard lugar a restricciones anilfticas o algebraicas,

.véage el capftulo.V). Asf, en el ejemplo 3.1,, los datos que

111.20.

se tienen nos llevaron a restringir el dominio de arlicacifn de
la ecuacibn (i0} a las ternperaturas entre 0 y 5% °C y, auncue

tal vez sea posible ampliarlo un poco, tenenos razones para su-
poner que la férmula no puede ser vilida para te-peraturas bajo
cero -pues scguramente =l agua estard congelada- ni cuando T su
pere el punto de ebull:cidn; ror el ostilo, la oxwsteria de an "1

mite de defonacion” vdel eveseite del oomplo 3,20 leprde cue Las e-

cuaciones (12} sirvan para calcular el alargamis cuardlo el

ndmero de pesas og muy Joande y Fampoco tienen zeatade siola
fuerza as necativa cues, on tal caso, 2l fenfrero cons. derade
gerfa esencialmente Jdistint. {(ipor qué?).

Seglin esto, bien purde ocarrir, por ejemple. cue el cero no

pertenezca al dominio . iefonicidn de ana func.®n de 11 forra

Yik} - a + b X ‘3
de manera que el siynifi ado fenonenolfylco de s ) exis o Tues-
to que Y{(0) no estd d:7inido; sin embargo, sulsis*e el ajunifi-
cado geomftrico, =8 devir: a ¢3 la ordenada al w..gen Svo1a rec-

ta que se obtiene al prolongar indefinidarente ia grificy de ¥

Y que, seguramente, en alydn momento va a intersecrar el eje ver

tical. -

—— T . A—— . D
o

2
$
4
] 1
) T
v s
’
4 t
, ko
A

posicibn da la regla de A posicién de 1a v la da B

Figura ) &.
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CUESTIONARIO

3.1. Escriba las temperaturas de la tabla 3.2, en grados
Kelvin [*K]. Dibuje en un plano cartesiano los puntos de la
forma (C,T) y encuentre la ecuacién de la recta

C{T) = a + b T (*)

que “mejor aproxima" a tales puntos. Seiiale y discuta lag ae-
mejanzas y diferencias entre la ecuacifn obtenida aqui y la
{10) . Explique, si lo tiene, el significado fenomenblogico ide
a en la ecuacidn (*) (recuerde gue el cero de la escala Kelvin
es el "cero absoluto”}. Indique 21 dominio de definicifn de la
funcifn cbtenida en este ejercicio.

3.2, La {ova geneand de ia ecuacifn de ana recta es:

AZ 4+ BY 4 C = 0 {(**)

donde A,B y C son constantes. Esta forma es cquevalente a las
formas de las ecuaciones (6) y (7} del texto, es decir que me-
diante operaciones algebraicas es posible pasar de (**) a aqué
llas y alrevés; hay otras formas eguivalentes a éstas (el leg~
tor interesado puecde verlas en cualguier libro de geometria a-
nathicalﬁ); por lo pronto, encuentre log valores de la pen-
,diente b y la ordenada al origen a de las rectas cuyas ecuacig-
nes se dan enseguidat

a. M4+ =0 ; b 5.25-32T+1.5=0 jc - Fo=1l

d. ¥=-1.5R+ 8

Nota. En todos los casos, ge supone gue la variable indepen-
diente estd representada por la literal que aparece primero en
el alfabeto.

3.3. En cada uno de los siquientes casos, encontrar la e-

cuacifn de la recta que sc¢ describes

a. La que pasa por los puntos {(-1,2) y (2,-3).

b. La que intersecta ¢l aje horizontal en X=-1 y el vertical en

Ym5,

111,32,

¢. La que intersecta al eje horizontal en X=2 y pasa por el
punto (-1,-5).

d. La que tiene un &ngulo de inclinaci6n de 45° y pasa por el
origen.

e. La que pasa por (5,-3) y es paralela a la del ejercicio an-
terior.

£. La que tiene dnqulc de inclinacién de 120° y ordenada al o-
rigen {qual a -~1.

3.4, Un alambre de cobre se expande al aunmentar la tempe-
ratura. Su longitud L {<m] varfa casi lincalmente con T [°C)
para T 150. Encontrar la ecuacifn que relacicna a L coro fun-
cibn de T 31 a 20 °C Ta lonsitad es de 76,537 rmoy oa 90 °C, s
de 76.547 cm.

1.5, Al nivel del mar, el agua se conaela a 12 arados Fah-

renhelt (°F) y a 0 "2 raientras que hierve & 212 ‘F y 100 °7. La
dependencia entre ambas cscalas es lineal. Describa °C coro fun-
cién de °F y alrevés. Si la rem eratura es de ed °F, (C.diuto cs

ERY

en *C?; (cufnto o8 en *: s oos de 48 702
1.6. {Relacionecs aioméitricas) Con el auxilio de sus profe-

gores, planee un experimento on el gue, en una . specie animal,

se busguen las relacicrzs funcionales entre diferentes variadbles
de intexr6s biolbgico; por eje pio, con peces es posible estable-
cer cémo varfan:
a, La longitud total on funci6n de la lengitud precaucdal ¢ bien

de la longitud a la horquilla.
b. El peso con la lonzitud total.
¢. La longitud total con la edad y
d. El peso con la edad.
(Las definiciones de ostos términos particulares de la biologfa
pesquera pueden consultarse en el libro de Lozano Calvo "Oceano-
graffa, Biologfa Mar na y Pesca™, Temo I, 402 y ss., fiitorial
Paraninfo, Madrid, 1978.)

3.7. En el estudio "Algunos pardmetrcs de la dinfnica de

1a poblacién de camarén blanco Pengeus vamamed en el sistera ia-
gunar Chiauetla Teacapin", M. Nieves y Pifa P. (profes-res de
la Escuela de Clencias del Mar de la Universidad Autbnoma de §i
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nalcal obtuvieron, entre otras, las siguientes lecturas para la ficas de las funciones que descrivwen la cafda litira o 1a v
& : ura aria-

igngitad total L {eml, la longitud del cefalotérax C [em] y el ¢ibn de la presién con el volumer er ur yas 1de1 g t erat
o . seroen 5 1des, < peratura
peso ¥ {gr}l de 22 oryanismog: constante o, inversamente, la disposic16n de los puntos de wun

vaciado de dastos de ia forma iengsiud-peso o corcertrac.8n de

L [em] 6.1 6.8 6.7 7.1 7.3 7.7 8.5 9.5 10.1 11.0 11.4 11,5 una sustancia reacoinrante-tiempe ‘e repaceion Lossarfe: para
Cfas] 2.1 2.4 2.2 2.3 2.5 3.0 3.4 3.3 34 3.7 40 3.8 convencernos de que, en la Naturaleza, no todo es '1ine31._ E-
Wler] 1.4 2.1 2.5 3.8 3.5 2.7 4.9 7.0 8.2 10.7 12.3 12.9 chemos el vistazo:

(eoat.) Ejemplo 4.1. (La ey de la cafda Libre otra vez) Si d [m]
Lfem] 11,9 122 12.4 12,7 12.8 32.9 13.3 13.7 13.8 14.9 representa la distancia recorrida por un obieto -ue cae libre-
C{em)l 41 41 43 43 44 45 44 47 47 5,0 mente y t fseq] «s el tierpo te cafda. ent: nces:

Wlgr] 16.0 156 6.9 17.6 7.2 17.6 7.8 1B.8 20.2 25.2

Alt) = 4 g ¢’ .

-
Fas

a. Vacfe los pants de la forma (L,C) y (L,W) en sendos planos

cartesiands. donde g es la aceleracién de la gravedad en el lugar de la -af

b. Encuentre la funcidn lineal que mejor se aiuste ~segln el da. $i queremos darn' s una idea de cémo es la Grid), es preci-
criterio que so astaplecid en el texto- a log puntos de la 80 tabalar y vaciar a5 paretas de la forma lt,d¢t}} en un pla
forma (L,C0). no cartesiano; hagimoslo: ¥ -

c. Haga ura tabla de valores observados y valorea calculados con Tabla 4.1.

t {seg] U VL B VS T 1 3z 2 13/5 &4 3

ia ff4rwle ontenvia en b,
d. Encuentre la funcién linecal que mejor se ajuste a los puntos d [em) 0 9/32 g/8 %9/1B gj2 9g9/8 2y 1699/50C g 992
de la forrna (i,W),
e. #iga ura tatla de valores obeervados y caleoulados para la re- (v6ase la figura 4.).).
Lact4r lonare oY voatal -peso.
f. Corente, e las bhay, las diferencias entre lag difigultadss Ejemplo 4.2. (Xey de los Gases [deales) 91 » {Atm] repre=

que tuvo para hacer !as ajustes en b, y 4. Tales dificuitades senta la presifn que un gas ideal =jerce sobra las paredes del

é¢ae refleran Je algln modo en las tablas de ¢. y e,7? recipiente que lo contiene y v {nl] denota el volumen sue scu-

g. En base a lo anteriur, d€ su opimfn respecto a "gué tan bue- Pa el mismo gas a tempuratura constante, entonces:
no® resulta el modelo lineal para las relaciones longitud to-
tal-longitud del cefalntSrax y peso-longitud total. PV = %, (i5)

donde k es una constante positiva. Coro en el e _erplo anterior,
4. Funciunes de r&fica ParabSlica e HiperbSlica. tabulemos y vaciemos, en la figura 4.2., las pareias de la for-
na (V,P(V})) para obteper una aproximacién a la Cri{P}:
Naturalmente, no todas las funciones tienen como grdfica u
na linga recta; un vistazo, por ejemplo, al zspecto da las grd-
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1 (m)

99
Tabla 4.2.
8g Vim) 1/20 1/4 1/2 3/4 1 3R 2 8/3 3
79 ¢ [Atm] 20k 4k 2k ak/3 k  2k/3 k/2  3k/8 k/3
2
g d(t)=igt As{, es evidente que las funciones cuyas reglas de corres-
Sg pondencia viecnen dadas por las ecuaciones (14) , 15} oo tienan
como grdficas lfneas rectas y es fdcil verificar gque la condi-
49 cibén necesaria y suficiente que consiste en la constancia de la
3 razén de cambio tampoce se satisface (v€ase el cjercicio 4.3,
del cuestionario correspondiente a esta seccifn).
29 En los dos ejemplos anteriores, consideraros dadas las re-
glas de correspondencia y discutimos el aspecto e sus cr8ficas;
g en los ejemplos que siguen el problema es el irverso: teneros
00 " ; " s ‘“; t [seg] a la vista el vaciadeo dc datons de campo o laboratoric v nos pre-
guntamys por la ecuac:4n que relaciona las variables de intevés;
Figura 4.1. Vaciado e interpolacién de veremos que tampoco en estos casos se obtiene -ni sicuiera "més

abla 4.1. .
la tabl 0 menos”~ que los puntos se ajusten a una linca recta a lo lar-

go de todo gu Jdominio
ﬂp (Atm}  piqura 4.2. Vaciado e interpolacién de
20k §} la tabla 4.2. ; Ejemplo 4.3. (Relaciones biométricas en carardn} Censidére
se la tabla de datos citada en el ejercicio 3.7. del cuesticna-
rio anterior; su vaciado se ve en la fiqura 4.3..
P(V)= ——3—
15% Ejemplo 4.4. (Descomposicidn de una sustancial Sec@n catos
de laboratorio, en la hidrélisis alcalina del nitrotenzoato de
etilo con una concentracién inicial de 0.05 moles por litro ,
la concentracién "relativa” de la sustancia reaccionante res-
10k pecto a la concentracifén inicial aye denotada aquf mediante
a(t)/ao, varfa con el tiempo t [seg] segln se registra en la
Tabla 4.4.
t (seg} 0 120 180 240 330 530 600
5k a(t)/ao 1 L6705 .5825 .,512  .4195 .310 . 2965

misma que se vacia en la figura 4.4..

vlu%

Esperamos que & estas alturas, el lector esté convencido
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pigura 4.). Vaciado de los datos

da P. vannasei citados en el ejer
cicio 1 7. del cuestionaric ante-
rior.

% {cal

10

11

12 13 14 1%
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de la necesidad de ampliar nucstro conocimicnto de lao ar8fi-
cas, Por esto, discutiremos el comportamiento caracterfstico
de las grdficas de fi..clones cuyas reglas de ‘orrespondencia
sean del tipoi

¥(x} = k X", (16)

donde k 28 un real cualquicra y n un entero. En realidad, en
lo que sigue, consideraremos el caso en que k = 1 pues el e-
fecto geométrico {es decir, en la yr&fical de “multiplicar”

cualquier reqla de cerrespondencia por una vonstante k la ve-

]

remos mis adelante (- faxc ol apfndice A del capftulo Y. wifaa).

rags funcionns cuya 1egla de correspordencia se establece
mediante una ecuac.fr ¢oreo la (1h) reciben el numbre ce §unido-
nes potancaalcslﬁy se dive que son:

’

- paaddlecay sion 0 iPor ejemplo, en la ecuaciin (14,
k=kg y pc= ).

-~ hiperbdlicas cuando n 0 (como la de lu reula de corres-
pondencia {15} en la que n = =1}.

Y recilen estos nombres por gue sus gréd&ficas tienen gran
gemejanza con la panfbofa cuya ecuacifn es:

Y(X}) = x2 WA

y con la hepérbola:
YiK) =+ X #O (18

tespect ivamente (de “echo, en geometrfa analftica se prueba
gue los conjuntos de puntos (X,Y) del plano cartesiano que
satisfacen ecuaciones del tipo (16) son pardbolas con vértice
en el origen cuando n = 2 e hipérbolas con centro en {0,0) si
nmw -1?7 Véanse las figuras 4.5.a. y 4.5.b..

Veamos, en general, qué tienen en counfin y en que difieren
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ait)/a,
1.0 las gré&ficas de distintas funciones potenciales:
0.9 Tanto i n es positiva como si no lo es, se tiene que:
~ cuando n es impar, la grdfica es una curva simétrica res
0.8 pecto al origen'® puesto que:
0.7
v(-X) = -x"
0.6
0.5 de manera que:
0.4 Y(-X} = -Y(X) (19)
0.3 que significa que si (X,Y) estd en la grifica, ertonces
S I e o ¢ [seg] (~X,~¥) tambi6n estd (vfanse las figures 4.6.a. y 4.6.b.),
0 200 400 600
Figura 4.4. Vaclado e interpolacidn ~ cuando n es par, la grdfica resulta simétrica ccn respec-
de log datos de la tabla 4.4. al eje vertical!? pues
Figura 4.5. 1 t(-x) = x"
2 5. La hipérbola L oarad
a., La parfbola Y=X
y: por consiguiente:
9
, Y{=X} = Y(X) (20}
; i con lo que, cada vez gque (X,Y) es un punto en Gr(Y), el
punto (-X,Y) también lo es (figuras 4.7.)
1t
' a3 -1 Ahora, cuando n es positiva ~independienterente de su pa-
5 1 3 ridad- ocurre que:
-1 -~ para valores de X entre -1 y 1, la curva Y = Y(X} "se a-
plasta”™ md&s contra el eje horizontal conforme se tcran
3 valores sucesivamente mayores de n (figuras 4.8.).
-3 - gi X toma valoras fuera del intervalo [-1,1], al awen-
tar el valor de n, la grédfica se aleja "mis r4jidamente”
1 . del eje de las abscisas (figuras 4.9. y elercicios al
. R - final de esta reccidn).
-4 * -2 0 * 2 4

Finalmente, cuando n es negativa y toma valores s.ces.va-
v R L L APt T ISRILLY FEPDN IS AT PP S s - mente menores {es decir, mds negativos), sucede lo siguien
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te:
Figuras 4.6. ; - cuando X se aproxima a 0 y cae entre -1 y 1 (recuérdese
Y(-X)= ~¥(X) . que no es posible aplicar la definici6n de estas funcio
si uia;:;:::to al nes exactamente cuando X = 0}, la curva ¥ = Y{X) se ale
jar8 sucesivamente m&s rdpido del eje horizontal al au-
mentar el valor absoluto de la potencia.
- 81 X se encuentra a la izquierda de ~1 o a la derecha de
1 y n se torna mds y mds negativa, la grdfica de Y se a-
plastard mds cada vez contra =l eje de las X.
{
‘xo'Yo)

e = Baste por el momento osta somera descripceién; en lcs pré-

A ximos capftulos tendremos la oportunicdad de discutir el aspecto
de las grdficas de otro tipu de funciones notables y de fanmilia

n rizarnos con ellas,

g ¥ (X} =X
’ n impar
CUESTIONARIO

4.1, 8i "extendemos" la {6rmula (14) a valores necativos

del tiempo, tendremos la ccuacidn del firo verticad. Ceompruébese
que d{~t) = d(t) y exylfquese el significado flsico de este hLe-
cho.,

4.2. Sea vn(x) = X", Para cada uno de los distintos valo-
res de n gue se dan enseyuida tabule X contra Yn1x), tcmarndo
los valores de X que sc dan on log siguientes iaciss: tose
n= 1,2,3,4,5y 6 y luego, o = =1,-2,-3,~4,~5 y -=.

a. X = 0.2,0.4,0.6,0.8,1 y después X = -0,2,-0.4,-0¢.6,-0.,8,~1,
b, X = 1.2,1.5,2,2.4,3 y luego X = =1.2,-1.3,-2,-2.4,~3.

c. Vacie en un mismo plano cartesiano los puntes de la forma
(x,vn(x)) que obtuvo en a. Agrupe segtn el signo de n.

d. Haga lo mismo para los puntos obtenidos en b..

4.3. Compruebe que la razén de cambio promedio de la varia
ble dependiente respecto a la dependiente no permanece constan-

te en el caso de las funciones de los ejemplos 4.1. y 4.2..

¥ x)=x"

\ par

R B RS (TR

('XO,-YOI o

Figuras 4.7,
Y{-X) = Y(X)
simetr{a respecto al eje vertical
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Piguras 4.9.
v(x)-—i; diferentes valores de i
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APENDICE. UN EXPERIMENTO DE MEDICION (fragmento).*

Cuando los historiadores de la ciencia moderna tratan de de-
finir su esencia y su estructura, insisten la mayorfa de las ve-
ces en su cardcter emp{rico y concreto por opnsicifn al carfcter
abstracto y libresco de la ciencia cl4sica y medieval. La obser-
vacién y la experiencia llevando una ofensiva victoriosa cdntra
la tradicién y la autoridad: ésa es la imagen, igualmente tradi-~
cional, que se nos da habitualmente de la revoluci6n intelectual

en el siglo XVII, de la cual la ciencia moderna es, a la ve#, la
rafz y el fruto.

Este cuadro no es en absoluto exr6neo. Por el contrario: es

perfectamente evidente que la ciencia moderna ha ampliado rds a-
118 de cualquier posibilidad de evaluacién nuestro conociriento
del mundo y acrecentado el nfinero de "hechos" -toda clase de he-
chos~ que ha descubierto, observado y reunido. &dengs, ast ed
justamente como algunos de los fundadores de la ciencis -roderna
han considerado y comprendido su obra y se han comprendido a s
mismos. Gilbert y Kepler, Harvey y Galileo, ter s ensalzan la
admirable fecundidad de la experiencia y de la cbservacién d =
recta, oponiéndola a la esterilidad del pensamiento abstracto'y
especulativo,

Sin embargo, sea cual fuere la importancia de los nuevos
"hechos" descubiertos y reunidos por los vanatetrcst*, la azumula~
cién de un cierto nGmero de "hechos", es decir una pura colec-
cién de datos de observacifn o de experiencia ne consfituye usa
edencdatr Los "hechos™ deben ser ondenados, intempretados, explicades*. Diw
cho de otro modo, hasta que se somete a un tratamientc tebrico,

* Alexandre Koyr&. Estudios de Historia del Pensamiento Clentf{fico. Siglo
¥XI Editores. Madrid, 1980. pp. 274 y s3..

esyenafone,qus significa “cazador"™, se usa aquf como sindnimo de investiga-
dor.

% El subrayado es nuestro.
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un conocimiento de los hechos no se convierte en una clencia.

Por otra parte, la observacifén y la experiencia =-es decir,
la observacifén y la experiencia en bruto, las del sentido co-
mn- s6lo desempefaron una funcién poco importante en la edifi-
cacifn de la ciencia moderna. Incluso se podria decir que han
constitufdo los principales obst4culos que la ciencia ha encon-
trado en su camino. No la expetiencia, sino la experimentacién, es
la que desarrollS su crecimiento y propici6 su victoria: el em-
pirismo de la ciencia moderna no se basa en la experiencia, si-
no en la experimentacion.

Ciertamente, no hay necesidad de insistir aquf en la di-
ferencia entre "experiencia” y "experimentacifn”. No obstante,
querrfa llamar la atencifn sobre el estrecho vinculo gue existe
entre la experimontacitn y la elaboracién de una tecrfa. Lojos
de oponerse, la experiencia y la teorfa se encuentran vincula-
das y mutuarente interdeterminadas, y con el desarrollo de la
orecisién y el perfeccionamiento de la teorfa es como crecen
la grecisién y el perfeccionamiento de las experiencias cientf{-
ficas. En efecto, al der una experiencia clentffica -como tan
bilen lo ha expresado Galileo- una pregunta oue se¢ plantea a la
naturaleza, resulta perfectamente claro gue la actividad que
tiene como resultado plantear esa pregunta estd en funcién de
la elaboraci6n del lenguaje en el cual se formula esa activi-
dad. La experimentacifén es un proceso teleclSgico* cuyo fin es=-
t& determinado por la teorfa. El "activismo" de la ciencia mo-
derna, tan bien advertido -asclentia activa, operativa - y tan mal
interpretado por Bacon, s6lo es la contrapartida de su desarro-
1llo tebrico.

Por otra parte, tcnemos que afadir -y esto determina los
rasgos caracterfsticos de la ciencia moderna~ que la investiga-
ci6n te6rica adopta y desarrolla el modo de pensar del matemfti
co. Esta es la razbn por la cual su "empiriemo” difiere <toto
caelo del de la tradicidn aristotélica: "El libro de la naturale

» "7Taleologfa”, dice 1a Encyclopaedia Britannica, proviens del grisgo telos
*tin" y logod "razfn" y es "la explicacién por referencia a algln propSsi-
to o fin; tarbién descrita como causalidad final en contraste c¢on lag ex-
plicacicnes por razones de eficacla solamente...®
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za estd escrito en caracteres geomftricos", declarata Galileo;
lo cual implica que, para alcanzar sus objetivos, la ciencia no-
derna se encuentra forzada a reemplazar el sistema Je ~onceptos
flexibles y semicualitativos de la ciencia aristotélica por un
sistema de conceptos rfgidos y estrictarente cuantitativos. Lo
cual significa que la ciencie moderna se constituye sustituyen-
do el mundo cualitativo, o mi4s exactamente, rnrxfe, ¢el sentido
comn (y de la ciencia avistotélica) por un nundo aiguiredeang

de geometrfa hecha realidad o -lo que es exactamente lo mismo-
sustituyendo el mundo del mds o menos, que es el de nuestra vi-
da cotidiana, por un universo de nediciones y precisifn. En e-
fecto, esta sustitucidn excluye antomdticamente del uriverss to-
do lo que no se puede someter a una exacta medicibn (véase la
nota al final de este apéndice).

La bfisqueda de la precisi6n cuantitativa, del descubrimicn
to de datos numéricos exactos, de estos "nineros, pesos, redi-
das" con los que Dios ha consirufdo el mundo, es la ¢uo consti-
tuye la meta y determina, por tanto, la estructura risna de las
experiencias de la ciencia moderna. Este proceso rno ccincide
conlas investigaciones en el domirio de la experiencis 2n el
sentido general del término: ni los alquinis:as, ni Cardano,
ni Giambattista Porta -ni sicuiera Gilbert- buscan resuitalos
matemiticos. Y es porque corgidera:n el mundo coro un & Tt
de cualidades m#s que un ‘onjunto de cantidades. En efect:, lo
cualitativo es inconpatible con la precisién de la medicibn. En
esté aspecto no hay nada mds significativo como el hecho de que
Boyle y Hooke (ambos investigadores experimentales de primera
magnitud, gue conocfan el valor de las mediciones prec:sas) ha-
gan un estudlo puramente cualitativo de los colores esrectrales.
No hay nada que revele mejor la incomparable grandeza de Newton
que s5u capacidad de trascender el dominio de la cualidad para
penetrar en el dominio de la realidad ffsica, es decir, en lo
que se encuentra cuantitativamente determinadn. Pero, adends
da lag dificultades tebricas (conceptuales) y psicoifgicas que
impiden la aplicaci6én de la idea de rigor materdtico al rnundo
de la perceptibn y de la accifn, la realizaci€n efectiva de me-~
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diciones correctas tropieza, en el siglo XVII con dificultades
técnicas de las que s6lo tenemos, me temo, viviendo en un mundo
agobiado y dominado por los instrumentos de precisifn, una idea
muy rerota. Incluso los historiadores que -como sefialaba I.
Bernard Cohen- nos presentan demasiado a menudo los experimen-
tos decisivos del pasado no tal como fueron realizados entonnes,
Sin. ~~mo  40n realizados ahowe en nuestros laboratories y uni-
versidades, no tigcnen una conciencia plena de las condicicnas
reales, y, por tanto, del auténtico sentide de 1z experimente-
cibn en la £poca horoica de la niencia moderna. Y con el propl-
sito de contribuir a la historia de la constitucidn de los ma-
todos experimentales de la cicencia, voy a trataer de describlr
la historia del primer intente consciente y seguido da una na-
dicién experimental; la medici6n de una conastante universal: la
constante de la aceleraci6n de los cuerpos que caen libremante.

Todo el mundo sehe la importancia hist6rica de la ley de
la cafda, primera d» lag leyes matemiticas dz la nueva dinémi=-
ca desarrollada por Galileo, la ley que cstablecfa, de una vez
para siempre, que ‘el movimiento estd somotidc a la ley del nd-
mero”, Egta ley presupone gue la pesantez, aungue en absoluto
sea una propiedad ecencial dec los cuerpos (v cuya naturaleza,
adends, iynoramos), no obstante, es su propiedad universal (to-
dos los cuerpos son "pesados” y no los hay "ligeros®); por otra
parte, para cada uno de ellos constituye una propiedad invaria-
ble y constante. S6lo en esas condiciones la ley galileana es
v8lida {en el vacfo).

Sin embargo, a2 pesar de la elegancia matemfitica y dg la ve-
rosinilitud fisica de la ley galileana, es evidente que, congi-
derada en sf misma, no es fa dnica Ley posible®, Ademds, no nos en-
contranos en el vacfo, sino en ¢l aire; no en =21 espacio abs-
tracto, sino en la Tierra, y quizd incluso en una Tierra qua se
mueve. Es absolutamente evidente que os indispéensable una veri=
ficacién experimental de la ley, lo mismo que de su posibilidad
de aplicarla a los cuerpos que caen en nuestro espacio, 4n hoc

* £1 subrayedo ¢s nuestro,
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vero agre®. Como es indispensable la determinaciSn del valor con-
creto de la aceleracién {g).

Baberos la extremada ingeniosidad con la que Galileo, inca
paz de realizur medicienes directas, sustituye la cafda iibre
por el movimiento en el plano inclinado, por un lado, y por el
del péndulo, por otro. Es justo reconocer su inmenso rérito y
su genial intuicidn, y el hecho de que estén basados en suposi-
ciones grréneas no los menoscaba en absoluto*. Pero es igualmen
te justo revelar la asombrosa y lamentable pobreza de los me-

dios experimentales que se encontraban a su disposicifn...

Rota. Al pid, Koyré hace aquf 12 siguiente aclaraci6n que nosotro: reprodu-
cimos por considerar que pucde ser de particular interds para los estudian-
tes de ciencias naturales a quienes, esencialmente, va dirigido este traba-
Jo; asimisco, agregamos al final un pequefio cozentario.

En realidad, esto no se¢ aplica mds que a las ciencias deno-
minadas “"exactas" (fisicoqufmicas), por oposicicn a la "ciencia”
o historia calificada comg "natural® {a las ciencias gue tratan
del mundo "natural" de nuestra percepcifn y de nuestra vidal,
que no rechazan -ni podrfan hacerlo- la cualidad, »ara susti-~
tuir por un mundc de mediciones exactas el mundo del "mds o ne~

* wdentro del verdaderc aire"

* Los experimentos de Galileo se fundan en las siguientes suposiziones:
a) que el povimiento de una bola redando a lo largo de un plans irelinaZo
e8 equivalente a un cuerpo deqlizandose {sin friccién) szobre el rigre pls
no) b} que &l movimiento pendular €% | perfectarente isfcrono. A1 ser este
isocronismo una consecuencia de su ley de la cafda, una confiv-acién expe
rimental del primero confirmaba esta @ltirma. Deseraciadamente r> es posi-
ble ninguna medicidn directa de los perfodos consecutivos de cscilacién:
gencillamente, porque no hay relojes con 3ué medirlos. Pox 1o tanyc, 3sly
leo -y hay gque admirar su genio experimentador- sustituve la relicién di
recta por la comparacifn del movimiento de dos pbridulos diferertes (e i-
gual lengitud) cuvas péndnlas, aunque tercan oscilaciunes jue £ raslicen
con diferentes amplitudes, no dojan de H : Tento & sv o
sicibn de equilibrio (el punto mis bajo de la curva). 1a nisra exporien=
cia, realizgada con péndulos cuyas péndolas estin constitufdas por evermus
de pesos diferentes, demvestra que los cuerpos pesados y ligeres (kant
individual como espec{ficamente) caen a la misma velocidsd, Cf. Discorsi,
pp. 128 sg. (Nota de A. Koyxé),
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.

nos". De todos modos, ni en botdnica, ni en zoologfa, ni siquie~

ra on fizislogfa y en biologfa, las mediciones oxactas han desem

periado papel alguno; sus conceptos giguen siendo los conceptos
no matemiticos de la l6gica aristotélica.

Ahora 21 comentario: a despecho de lo catagfrico de la afirmacién ci-
taca inmedictimente arrihea, crremos gue, en e! doninie de Yas "ciancias na-
turales®,se han venido haciendo serios intontos por watematizar ¢1 mundo

n

s

del "mds ¢ renos” dosde wodiaans del sigle pasiro y oedn desde anves; 1as a-

plicacisnes <2 la teorie de das probabilidades 2 Ta

yendiica ge iublsciongs

ivolucion Licldgica constituysn ejemplas exitnsos do (@

y a la teorfa de la

renglones s ante al

3% Intentan seeofs -ono e peondo Yoyrd conooonn

ciear fa cenevz el rolor desaresllaga por Line ranay completin dol conp
Tratyrel” que Tescopeban @ 13 Yoy del cdmero” han side eftablect-

v oento
Jas de mane~3 riyurosanonte eatemdtica, De hoecha, el oreceso de acaptacién

dol Mwodo teopescar del materilice” a fe biolosTa en va viejo de o incuenta

o Tudwig oynr Zortaianfiy Comengd oodesarro-

L croeferin, on s ana:

Thar la tesmia general de los asteras corg foees indcral de b
CaL 5b

S0 woreiente en, oy ejemplo, da biclagla pes-

Lo

Wode 19 organignos son da

quera, S
to 3 los aloances de la matemdtica actual opn 1z
blemas de 1% ciencias naturales: si bien es ciertd que en no poces ocasio-

a5 las ausiiia y ain les sugiere Iineas de investigacidn o desarrollo, es

;osible oue la extraordinaria complejidad de los procesos vitales no sed ma-

tenatizable: en cualquier case, los intentos no deben abandonarse.

gfa todri-

softogdrgnes al estudie de Ya dirdmica ge publaciocnes ¢ ol crecimien

Sin erbargo, también somos pariidarios de onz ectitud hextlde respac-
soiucién de fos grandes pro-
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NOTAS

Pueden consultarse, pc- ejemplg, los siguientes: 1) Instituto ce Fiioscffa,
Academia de Ciencias de 1a URSS. Metodoloyfa de) Conccimiento fientifico.

Editorial de Ciencias Sociales, La Habana, 1978, 2) Foyré A. fetudios -e

Historda del Pensamiento Cientffico. Siglo ¥X1 Editores. Madrid, '

3) Koyré A.. Estudios Galileanos. S, XX1 Cditores. Macead, 1675,
tler A, Los Sondmbulos. CONACYT, México, 1981. 5) Borasl J. 0. La lien-
cia en Ja Historfa, Editerial Nueva Iragen-URKAY, MErien, 1970,

bre

Tnr.

Aunqge no hay razan alouna para oreferir ciorts 4iraccin, la cost
es Aituiar un cje Poricontar v el QU i oy taeitiyee cp
tran g ta decechs dol cero- 4 ogiro verticel en o pde o) sestice o3 tivo
es hacia arrt

SAAN

Usamos auui Yo rotacidn conln ar Ve boorfa do con urtas: loocga
; S R A T I A LRAIE O P R AR PP 10
CHEA PUOp Tendc c R e TU T s ayp capmy e

13

SoTub oy aud one ee ool oty det Cenuntp.

tre Vlaves dooorine Yoy ol G
Gobian mediante 13 oenube g

Le decidir, sin ludar a dun

Conviene aaui llamar 1a at nc:de
cuando A Larrabie ondiger et 1
ura limitac:gn (i 10e pv
medicionrs e do Tuorr 4 und
re al comportemtieate Genora)

necesarianente, muy pocos) oot
na  coleccidn finita o2 puatos
nada qarantera que, efectivess
Los posibles valores de X, Por =

de Yos lectores topre el «in,ars o ceche:
o e s e AaNifiaeg guﬂfan&}’ A3y
ceobie Yo s e nmerp Fipeeg de
dTre acey s tot e e o que se refie
Yia de Tus daton phzervedos qus zon,
pueds pivacer zve u-
Ajustent a g U (Tevtd curve,
sed €ote gl rorportdmionte puava fodsa
jesplo, Tos puntos gue se fuestran or 13s
siguiedtes figuras pueden perterecer a diferentes Liicy e -ur. 2 «, para
cierto range de valores de X, alquna de ellas puade <orvespander o un
“huen modelo” del comportamiente de ¥ = Y(X); sin errargu, lserd cosihle
establecer categdricamente cudi de £os dos wededos o8 oF que “2a vesdad”

deschibe Y = Y(X)?

veean Ao ® .
weap Agi, el
1

Dos curvas que se ajustan a os mismoe

“puntos experimentales” qué decide

cudl de los dos medelos es mejor?
La respuesta es que «0. Sin embargo, como dice Cuen Grroerich 79 Ginger
rich 0., The Galileo Affair, Scientific Arerican, Vol 247 'u-. 2, 3o 116
ss., New York, 1982): "... La «ducceds es el proceso de obterzr carilu-
siones generales a partir de e{emplos particulares; es, ¢reo, o1 rrocese
bdsico medfante e} cual tiene lugar el aprendizaje. Considérese, per ejen
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plo, la reproduccitn de las aves: las gallinas ponen huevos, 1os avestry-
ces ponen huevos, los petirrojos también y asf por el estilo y de aquf,
caneralizamas 8 que todas fas aves g reproducen poriendo huevos, Sin em-
bargo, no heros probado nuestra congiusifn pues existe la posibilidad de
gncontrar un ejenplo que demuestre (o contrario. Por esta razfn, comg <a-
bizn Jos fildsofos exzcoldsticos de Ta época de Galileo, el razonamients
inductivo o pucde conducdn a fa veded {ndudatle,”

“... BV proceso de! vazonamiento d2 Lalileo era similar a la induccion pe
ro m&s elaborado, fra, en estado echrionario, 1o que ahora se 1lama més
de hipotélico-deductovo en el que us redelo hipolético s¢ somete a pruchod
y s¢ fowa cada viz mds veroslndd confonme pada con Exdito cada una de 2
Lz, " {subrayacoy nuestros),

Pevisese la discusién antecedente 2 1as ecuaciones (7) del capitulo I,
rég. 1.10. supaa,

En gencral, se dice gue la variable Y o4 provoscional 2 X siy sélo
si existe una constante k -1Tamada constante de pueponcionalidad- tal que

Y=k

257, resulta que Yas ccuaciones 72} establecen que S, 1y M son, respecti-
samente nroncreizrazles an, Ny Pogon 12 salinidad, Ja tasa de natalidad

y ta bicvasza coma conztantes €2 rroporcionalidad pare cada caso,

Pitege que s1 Y &T prosorcional 2 7, entonces Xoes gmoporcional a Y con
cunstante de propcrcionalidad iy 3 1/k cuando ¥ # O, Por esta razén, es
frecuente deciy gue dos variables fon preporcsouifes,

Chsdrvense las diferencias entre los valores auve preden ser tomados por
Yae variablen de doy privera. .ncioney - 5=3{n) » M:M{P) -y lo3 que
se Ye puedsn as adlyalien’ rera fung o bara que tengan sen
Li4e sendn el oodo o vidta biel T oo, fatas s01n poeden ser enteras en
tento gque 3cufiizs varian contd srte a To largo de ios ndneros reales,
As?, al aplicar ia férola I(N) obtenenns veleres fraccionarios sin
siqnificado para el fendneno (cr dento de une poblacién) que, nara to-
ds fin practico, o dendeayemes i préxira cuando la parte de-
cial geg gichingg 5 Seiwo st oasta parte deci-

¢

nte AT

~at vale .5 Foeo oo 5 se redondes g 48y 1{250)+ 23.75
se tera corn 24 e g =n 7.

Wieeqe aue on eqtas grdfices no se usan las mismas escalas @n ambos ejes,
a zesar de gue ias variables se miden en las mismas unidades; la razéa
es €sta: los drdznes de magnitud de cada par de variables difieren entre
s§ bastante; por ejemplo, en tants que la masa de s6lidos en suspensién §
no 1lega a 1 gr, la masa del agu2 varfa entre 0 y 10 gr.

Dos tridngulos AEC y A'B'C’ son s¢rogantes s1 v s6lo 5

FBo, B TR (*)
N A A o

ecuacibn en 1a que la testa se lee como “el segmento". £s posible probar
que esta condicién es equivalente a que los dngulos internos de ambos

111.42.

tridngulos sean iguales, es decir que ABC es semejante @ AB'C' si y s6-

Tosi &ABC = £ A'B'C', £ BCA = 4 B'C'A' y £ CAB = 4 C'A'B".

Ademds, (*} implica que los lados de dos tringulos se~ejantes son pro-

porcionales entre sf; en efecto: sea k el valor numérico de caulquiera de
las razones que aparccen en la ecuaciéa {#), entonces:

A=k AT ; C=kBT y Ch-xA (**)

10 5 se usa la misma escala en ambos ejes, 1a razdn de carbio de ¥ con res
pecto a X: B

¥ix) -y
a .
~.../—y._- . X f Y

0
es igual al cateto opuesto al dngule o dividido entre el catetc adyacente
en el tridngulo PBQ (ver figura); cows o1 eje herizonial y la recta 75
son paraletas, & es igual al &ngulo gus forma la recta L con la direc-
¢ion positiva de dicho 2je que, como se wenciona en el texto, se 1lsra
dngufo de (nelinacidn de i,

s}

gj:fzfﬁg)) ‘\k\}os(x.vrx))
N\

{
! | \\\\\\
f {
i i .
] ( o
A* et IR, -~
_,{’/ =X Y ) nm(x,vo) h= (X, ¥ ) pa(Q;,XELNrs
4
¥ S
(2) (b}
asf, resulta que:
Y{£) - ¥
g e 2 AN o
X - X0

y un par de consecuencias de este hecho son que:

04« «9° 5iy sélosi lapendiente ¢e L es no regativa
y 90°%««¢180° si y sélo si la pendiente de | es regativa,

{ipor qué?).
11 Urquhart H.S. y D.J. Clow Op. Cit. Ejercacic 14, pdg. 109,
12 Obsérvese que, por comodidad, cn la figura 3.4, hemos dibujedo la inter-

seccidn de 1o ejes en (0,70) por ser de interés los valores de C que re-
basan ¢l valor C = 70 o, cuando muche, que le son cercaros.



13

14

15

16

17
18

19

1717.43.

Esta expresifn pueda ser interpretada de diferentes maneras y conviene
precisar de una vez en qué sentido la usaremos en gste texto; sean

Xl, vee 0 Ky

valores de la variable independiente para los cuales &e¢ obseavaron Los
valores

(TN

raspectivamente, Si

YK De (K

denotan los correspondientes valores caleulados, ta swna de cuadrados:

(0 - v e ) v n? (o)

es un estimador de "qué tanto se parecen los valores calculados a los
observados”. C1ando esta suwe ¢ m[nima, se obtiene 1a mejor aproximacion
posible de acuerdo a este estimador. Hay un método numérico mediante el
cual, a rart*r de las rarejas de 1a forma (X,,Y(7.)), se determinan los
Cricos valoves de a y b gue dan esta wejor a$r0>1&ac1on {véase o! formu-
Tario de) Metodo de Minimys Cuadrados que se da en el Apfndice C del ca-
pitulo ¥.),

Adaptado del Fanual de Introduccifn al ¥3todo Ixperimental (IME) de la
Facultad de Ciencias de Ya UHRM.

Yéase, por ejesnla, el de tehrmann Ch, M, Geomstria Analftica. UTEHA, ME-
xicg, 190%.

De hecho, son potenciales las funciones tales que

MU

para cualesquiera k y n reales (no necesariamente n debe ser entera),
Perp 1a discusibn general de éstas, también se diefiere para el capftulo
V ((f. Epéndice B del capftulo V, pp V. 49 ss. «ngdra).

Ct. tehrann Ch. H. Op. cit

Se dice que una curva es sunftnica con nespecto a wn punto 0 -1la-
mado entonces centro de samedala- si y s6lo si, para cada punto A
de la curva, existe otro punto A' también contentdo en ella y Na-

¢ el twrétraco de A ecn respefo a 0, tal que 0 es el punto medio
de1 segrento que une A con A',

Se dice que una curva ¢s semfliica con nespecto a una neeta L -1lama-
da efe de dimeinfa de la cwava- si y s8lo s, dado un punto A cualquie-
ra de 13 curva, existe otru punto A'-igualmente contenido en Ta curva
y Namado el simdtrico de A con hespecto a L- tal que L es perpendicu-
lar al segmento que une A con A' en su punto medio.
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representa el grosor, entonces:

Tg) = 1y ¢"K (")

donde I0 es la intensidad luminosa incidente en la superficie del
material y -k e¢s el exponente que hay gue ponerle a ¢ para obte-
ner l-q, siendo q el porcentaje de luz abscrbido por una u. de g.

En el mar, se ha observado gue la luz incidente del Sol reduce

51 Be toma este valor come u. de g., calcule el valor do k on la

ecvacidn {(*} y Osela para respodoer a las sigulentes preguntas:

~ g% qud profundidad se tiene ona intensidad luminesa igual a

1/32 de IO?
~  ¢Cuél es la intensida? luminosa o los 295 ples de profundidad?
~ Seqln el modelo, ¢lless o suceder guae I valn 07 ¢Contrasta ogto
con lo que ocurre en realidad?

4.4. Suponga que la prosién atmosférica P [mm Hg] decrece expo-

nencialmente con la altitud h [miles d¢ m)] segln la ecuacidn:
p(n) = py oMM (+%)

si se¢ sabe que la presi6n al nivel del mar es de 760 mm Hg y on

la ciudad de México -a 2240 m sobre el nivel del mar- es de

540 mm Hg, calenle sl valor de -r er le ecuacidn (**) y Gsela pa-

ra calcular 12 presidn en ia cima del ™onte Gverest (8848 = de

altitud) y en el valle de Mexicali (4 metros por debajo del nivel

‘del mar}; asimismo, encuentre la altitud pars la cual la presién

eg % de la presién al nivel del mar.

4.5. Segln la ley de Endrcamiento de Newton , 1o temperatura T de un

cuerpo que se enfrfa depende del tiempo t y de la temperatura

ambiente Ta y viene dada por la ffrmula:

T(t) =T, +C ¢kt L)
donde las constantes C y k se determinan usando los datos parti-

culares de cada caso.
Un cuerpo se calienta a 110 °C y se pone en aire a 10 °C, Al

1v. 20,

cabo de una hora su temperatura es de 60 °C. Considere la ecua~
cibn (***).

a, Muestre que C = 100. Sugerencia: observe que T(0)=110 °C.

b. Use el resultado dcl inciso a. y el hecho de que T(1)=60 °C
para probar que k={n2.

c. Calcule los porcentajes de enfriamiento durante la primera y
la segunda horas. ¢Es la temperatura una variaole que decrezca de
manera porcentualmente constante por u, de t.?

d. Considere la nucva veciabsle T = T - Ta‘ Diga si fsta si dismi-
nuye de manara porcentualmente constantuvpmr w. de ot

e. Dibuje aproximadamcnts la vrédfica de la funcién T=T{t} para es~
te caso particular; on base a 2lla diga ccudl os el 1fmite de T
cuando t Liende a inlinito? Interpeete [fsicamente su respuesta.
Sugercncia: observe que, en el modelo, se supone que la temperatu

ra del medio es constante {¢qué tan cierta es esta hipStesis?).



(epr )% = expy, nx i loqb A" = lagb A

logb A

& epr X = ebe “%" 13 109b\3/33§ —-E—-

Terminamos la seccidn y el capftulo con la descripcifn some-
ra del aspecto general de las grAficas de las funciones exponen~
ciales; puesto que son modelos de crecimiento o disminucién perma
nentes, las curvas del tipo

%
Y(X) =b 3 byl

gon mondlonamente crecdentes o decaccientes, segdn el signo del

) 0
exponente; la ordenada al origen de todas ellas es b =1 y, cuando
el éxponents es ruy grande y negativo, la curva se acerca asint6-

ticamente a cero poi aanlba; vale deciv, que

«

1m b w0 1m b4 = 0

X~y -0 X ¥ @

todo lo cual da como gré&ficas tfpicas, curvas como las que se

exhiben en la siquiente

.
-4

— S~

1 ~1
a. Exponencial creciente b, Bxponencial dscreclante
Figura

Grificas da funciones exp.

V.29,

CUESTIONARIO

4.1. A partir de las ecuaciones (30) a (32), obtenga las ecua-
ciones (33) y (34) del texto.
4.2. Los datos que se dan en las siguientes tablas corresponden
& reacciones de primer orden; en ambos casos, .as sustarcias reac
cionantes son gaseosas y su concentracién en el tiempo t se mide
en unidades de presién [mm Hg). La tabla a. corresponde a la des~
composicién del clovoformato del triclorometilo en fosgeno a
280 °C; la tabla b. es la descomposicién, a 500 °C, de la etila~
mina en etileno y amonlal?,

Tabla a.

[Stg] 0 sl 206 458 751 1132 1575 224§

Alt) )
{mm Hgl 15.03 14,58 13.32 11.49 9.73 1.719 6.08 4,17
Tabla b.
t
[min] 0 1 4 10 30 49
A{t) 55 50 38 21 k| 1.5

{rm Hg]

Para cada una de estas reacciones, vacfe los datos en sendos
planos cartesianos y trace una curva monbtonamente decreciente,
suave y continua, que pase "lo mds cerca que sea posikle" de lcs
puntos experimentales. Luego, use dicha curva para estimar la ta-
ga de descomposicién por u. de t.; finalmente, encuentre la ecua-
cién exponencial del tipo de la {35] que corresponda a cada reac-
ci6n: haga tablas de valores observados y calculados.

4.3. De acuerdo a la ley de Absorcidn de Llambest, el porcentaie de
luz incidente absorbida por una delyada capa de material transld-
cido, es proporcional al grosor de la capa: esto significy, en
particular, que por cada unidad de grosor (u. de a.] el porcerta-
je absorbido es constante; de esta suerte, si I [unidades de lum}
nosidad) denota la intensidad 1miposa y g [unidades de Jistancial.
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Sea b un ndmero positivo cualquiera. SiL A es mayor que cero,
el exponente que hay que ponerle a b para obtener A se llama el
Logaritmo base b de A y se denota mediante el sfmbolo:

logb A

En otras palabras:

x = log, h ¢=P p* = A {(36)

En el caso de qua2 la base sea el nlGmero ¢, los logaritmos
s¢ llaman fogar«tmos natunales y s¢ denotan mediante alguno de
los siquientes sfimbolos:

inox, Log %, o logox
Asf, tendriamos que como

a2 y e a9

entoncess

Q=1In 1,2 =0.1682322

[

Y ~P = In 0.9 -0.105360

Ademd&s, el tiempo necesario para cue se duplicara la pobla-
cifn del ejemplo de la seccidn 3. seria

An 2

w1.2

y el que se reguerirfa para que A se redujera al 50% en el ejem-
plo de la seccibn anterior, vendrfa dado por

. t"‘ﬁ*ﬁ‘%

Iv.24.

Ahora bien, es posible definir, en general fa funciSn cxpe-
nencaal de base b para cualauier real positivo, de la siguiente

manera:
exp, X = p® {37)

para cualguier real x.
En caso de que la base sca el nlmero ¢ se obtiene fa {un-
e4dn expongncsal natural y =n la expresidn {37}, se prescinde

del subfndice para denotarla, de modo que:

Por el estilo, la expresi®n (36) sirve para definir las
furceones Logarfimicas de bave o para euabpser real o tais Al

Como se v 8 en 1 -anftuioc V., las !rarft=,cas son las
funceones (neesras de lags ewsonenciales y, L or 0st0, las tinnie-
dades algebraicas de unas puoadon astablecerse sauivalenterente
en t&rminos de las otras; s3te es el caso dr las llaradas frues
de fos foganitmos o feyes e Fod caponcndls e CAUNGCLETOS 25T

)

& Su 450, desvabierto reor £l

pares en la siguiente proposic. &

e
155G-1617),

te los cAlcules aritméticos y fur un agents reveiacicnario wantn

npitfied enor-aren

i
1Y

matemdtico escocés John Nap

de la matemdtica como de la astraonemia, rama a la que se api.ca~

ron preferentementel’

Proposicibn. Scan %,y y n nfuneros reales cualesuulera. Sean

A B ybnlmeros reales positivos cualesquiera, entonces:

(epr x)(epr y) = epr(xéy) ! loqb AB = loqb A+ 1oqb B

exp, X . A .
é;;;_§ = apr(x—y) H Ogbviy-ﬂ logbA - qu B
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Att) @ ay(—L (LmIPE (33)
1+ m

de tal suerte que, luego de varias aplicaciones de las leyes de
los exponentes, puede probarse que:

AlE) g Byl ﬁ’l ﬁ?{m pPe (34)

il m

cuya aproximacibn al valor exacto de A(t) mejora conforme m crece
n&s alld Je toda cota; luego, conviene saber addnde va la expre-~
sién entre corchetes de la ecuacién (34) cuando wm tiende a infini-
to. Pero e3 claro que el primer factor tiende a 1 {{por au&?},
mientras ove ¢l segundo 1o hace al recifin presentado nimero e vy,

par lo tanto: . Pe
At} = h0(~7*)

»

pero como -%w v o7t tendremos, finalmente, gue:

M) = Ay e T (35

es la f8rmula que busacamos en donde -F es el exponente gue hay
gue ponerle a ¢ para obtener 1 - p.

Asf, por ejemplo, en el hipotético caso de aue en un segundo,
el 10% de las moléculas de una sustancia reaccionaran, una "tabla
ﬁe potencias del nfmero e¢" indicarfa que el valor de -P es:

~-P = -0.105360

de manera que la concentracidn A de una tal sustancia en el tiem-
po t, despuls de que la concentracidn fue Ao, viene dada port

-0.105360t

a(t) -;Ab e
o, egqujivalenterente, por:
A(t) = Ay (0.9)°

.22,

Una reaccién quinica cuyo mecanisme imelica un corsortamien=
to camo el descrito por la ecuaciédn {35}, recibe el rurtre de 2eL
cidn de primen onden; y a mayor parte de las rezcciones cue irvolu-
cran una sola sustancia reaccionante son de este tipo; en parti-
cular, aguéllas que se deben al decaimiento radisactive,

Otros fendmenos se comportan de manera s:!'~.lar y cumplen la
hip6tesis fundamental aungue la variable independiente no es el
tiempo; tal es el caso, por ejesmplo de ¢dno varfa la ::tensidagd
luminosa I de un haz de luz cue atraviesa una c¢apa de raterial
translficido -como el ayua de mar, por ejemplo- ern funcién del gro
sor de la capa; asimi:wo, s1 se hace cagso vnmiso del efecto de la
temperatura, la humedad vy los mevimientos Ao las masas de aire,
en una aproximacitén clvsental, la presifn atmosiérica disviauye

de manera porcentualiente constante por upidad de altioud.

Antes de plantear ol curstionario de esta seccidr, es prefe-
.ible presentar la svguuinte, al final de ia cual enurnciaremos

itas preguntas concernienles a il as.

4. Los Logaritmos,

La necesidad de 1esolver ecuaciones del tipo (261 2 {25) en
las gue "la incdgnita™ es un exponente o “"parte de" un exponente,
es comln; por ejemplo:

- (Cufinto tiempes Jdebe transcurrir para vue la peblacibéa se
duplique si su tasa de crecvimiento por u, de t. eg de 1,27

~ ¢Cudnto tiempo ha de pasar para gue la concentrecién de
una sustancia reaccionante oue disminuye en un 10% cada u. de t.,
8¢ reduzca a la mitad?

son un par de problemas cuya soluci6n lepende de cue sea-
mos capaces de degperar t en las sigyuientes ecuacienes:

2 No - No Q0.192322t y kA() - '\0 e—O.lOS]bOt
respectivamente. De hecho, la propia bfsqueda de los coeficien-
tes de t en base a las tasas de cambio por u. de t., ncs llevd
a preguntarnos por "el exponente gue hay que ponerle & ¢ para ob-
tenexr tal o cual valor®. Conviene entonces, tratar el problema en
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1o que significa, por ejerplo, <ue si cada molécula tiene una
probabilidad del 10% de descomponerse durante cada seg. que dure
la reacci6n, entonces aproximadamente la décima parte de las mo~
léculas presentes se descompondrdn efectivamente durante cada lap
80 con esta duracién}

Suroroamos entonces que denotamos con la literal A a la cun
centracidn de la sustancia reaccionante y que, cuando t=0, hay
una  concentracidn inicial de AO' {tibtese que A es una medida del
nmersc de moléculas de la sustancia cue ne han aeaccicnade) .

Nuaestra intencifn ahora es encontrar una férmula explfcita pa-

ra la funcifén
A = A(t)
para cualquier valor de t posterior al momento en gue la concentra
cifn era Ag-
Supongamos que, por cada u. de t. transcurrida, A disminuye

en una tasa p; es decir, que

Alt) - Ale-1) _ _
A{E-1y = 7P

que significa, en particular, que:
Afl) = AO (1 - p)

‘de donde se sique que si Kk es cualquier entero positivo, enton-

ces:
k
AMK) = 2301 - p) (28)

y que 8i pg denota la tasa en que disminuye A durante un s-dsi-
mo de la u. de t., entonces:

A‘"%”) = Ayl - ps)r (29f

para cualquier par de enteros positivos r y s.
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Desde luego, el argumento algebraico detallado que justifi-
ca 1ls ecuacicnes (28) y (29) es completamente andlogo al gue nos
llev6, cn la seccidn anterior, a establecer las f6rmulas {13) y
(16); de hexcho, las semejanzas van mis alld: es posible probar
que cuando s tiende a infinito, si bien Py tiende a cerc, la su
cesldn de productos 8p, £¢ aproxima a un ntmero diferente do ce-

ro, que denotaremos on lo sucesivp mediante la literal P, asf,
P = lfn sp
g a0

de modo que, para valores muy grandes de s,

.ﬁz., Mp

s ~Usg
Y, por consiguiente, cuando t es aproximadamente iqual al racio-
nal r/s (aunque la propia t no sea racional), se tiene aue

ME A O - ~~f~~)r (30)

siendo mejor esta aproximacidn cuando s es muy grande.

Introduzcamos ahora la nueva variable m que satisfaga que

m crece con 8, de hecho:

5
m= —5 =1 (31)
Come & mqr/s, entonces
rast

Y
r #(1+4m) Pt

de donde, al pustituir en 1la ecuacién (30), tenemos quet

A 1 (emyPe
Alt)z Agll reud] {32)

y: de aguf, que:
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2t (4t

de manera que, finalmente, la regla de correspondencia de la re-
lacién funcional entre el tamafio de la poblacisén N y el tiempo ¢
¢ una en la que la variable independiente aparece como exponente
de una cilerta base fija (14q o, eguivalentemente, eQ)r tal tipo
de Funciones reciben, por razones obvias, el nombra gendrico de
funciones exponenciales.

CUESTIOKARIOQ

2.1. Describa lag hipStesis blolSgicas fundamentales del modele
de crecimiento ilimitado de una poblacién (modelo de Malthus) y
diga si tales suposiciones son concebibles en condiciones "natura
les"™, en general,

2.2, ¢Cudl es la hipbtesis aritmética fundamental del modelo?
2.3, Consiga una tabla de las poblaciones de México desde 1900 a
la fecha segfin los censos decenales que se han realizado desde el
inicio del siglo . Considere una década como u. de t,12

2. Calcule las tasas de crecimiento de la poblacitn por u, de t.
durante cada una de las 8 dfécadas que van de 1900 a 1980, (Obtu-
vo ‘alguna tasa negativa? Si sf, expliqgue la razdén. b, ¢Existe al
guna diferencia notable entre las tasas de crecimiento antes vy
después del descubrimiento de la penicilina (alrededor de 1940)7
c. Suponga que durante las Gltimas cuatro décadas, la tasa de cre
ecimiento ha permanecido constante e iguileia al promedio de las
correspondientes a eastas cuatro u. de t, Con este valor de g, de~
ternine ¢l pardmetro Q del modelo de Malthus si se supone gue
t=0 en 1940. Con la f6xrmula (26} y los valores adecuados, haga u-
na tabla de valores observados y valores calculados para las po-
blaciones de México.

2.4. Construya paso a paso, un modelo malthusiano para el creci~
miento del peso W de un animal con la edad t. Haga una coritica,
para este caso, de la hipStesis gobre la constancia da la tasa
de crecimiento por u. de t, Suponga que q = 12% y caloule las og

iv.3e,

rrespondientas a las tablas 2.1, y 2.2..

2.5, Se dice que una sucesidn numérica es ww progicsilfn arilritica
sl y s6lo gi cada térrino se pueds obtener del anterior, mediante
fa suma de wna cantidad coastante Llamada "sazédn de La pieares(n”; andloga-
mente, se dice gue una sucesifn numérica es wui plogrtsiidn geomitni-
¢a Bi y sGlo si cada término se obtiene del anterior rmediante

el paoducto por una cantided constante {fLamada, asimizmo, 1azéa
de La progrcsifn. Segln estas definicicnes, explioue el sentido
de las afirmaciones de Malthus copiadas en el epigrafe,

2.6. Obsérvese que las reglas de correspondercia del tipo {26} o
{27) estdn bien decfinidas para valores negativos del argumento t.
¢COmo se interpretarfan fenomenoldgicamente los valcres de Y(t),
8i t es menor que cera? Dibuje la gr4fica de la £6rrula (27} en
el intervalo que va de -5 a 5 cuando g = 20%., ¢(Culnte vale la or

denada al origen de la curva M = N{t}?

3. Reacciones de Primer Orden.

Congideraremos aquf una reaccifn quinica éc tiro muy sisole,
en la que s56lo reacciona una sustancia irreversiblcmente hasti a-
gotarse. Segln el mecanismo (risicoguimico) de la rezccifn, la
concentracifn de la gustancia reacclonante variard ron el tiempo
de reaccibn de diferente manera. Asi, por cjemplo, no es lo nis-
mo cuando la sustancia se descompone merced al efecto de un agen
te externo como la luz o un catalizador que cuando ¢5 ¢l chojue
itermolecular lo que produce el cambio; en el caso aue interssa
a nuestra discusidn, supondremos que el piccase do [a 1gaccddn consis
1o en Lo descomposicidn espontfnea y azaroda de Las wolfeulfay de £ suatancia;
egto es, qua cada molécula fnicialmante prosente tiene L2 miima proba
bitidad de reacedionar que cualquier otrg mol€cula dutintz una u. de t.
Como en el caso del modelo malthuriano, esto se traduce en la si-
guiente

HipGtesis §undemental: ol poncentafe em que diseiruge (2 concentit
elfn de la sustamcia neacrcionante en uma u. de £, permancet coislante.
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Lyw

(1 + =

cuande w (y, consecuentemente s8) tiende a infinito, Veamos lo
que ocurre en la siguiente

Tabla 2.,2.
S 1.w
S L} =*§- 1 +'1;4
1 5484807 2.505770
10 54.84802 2.693909
10 548, 4802 2.715808
10° 5484802 2.718034
io® 58488, 02 2.718227

Asf, ocurre gue cuando w -~—e, (1 + —%—)" tiende a un valor
\

2.718., ..

y es posible probar que esto es independeente ded vakor de § ; e he-

cercano a

cho, este lfmite er uno de los m&s importantes de la matemftica

y se denota de manera especial nediante la literal e i hsfl, pox
dedernicidn,
o= ltm (14 A (24)
Vo) '

como el famoso T, el ilustre ¢ ¢4 un ndmero {aracional cuya expan
8i6n decimal no c¢ledece regla alguna de pericdicidad y que, para
gran cantidad de fines prédcticos,; pucde conuiderarse como aproxima
darente igual a 2.718 de manara similar a como % se toma igual a

3.1416

Terminemos ahora con el trabajo de simplificacién de la f6r-
mula {23} : puesto que en ella la exactitud es mayor cuando w es
nuy grande, convendremos en qua

1 ,w,0t
Mi{t) = N [ 1fm {1 + —=—=)"]
ol © w {25)
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de modo que, al sustituir finalmente la definici6n (24} en la 6L
tima ecuacién, se tiene:

. - ot
N(t) =N e {26)

para cualauiph t.

Indudablemente, la formula (26) es mucho mds prédctica y ge-
neral que sus antecescoras: no hace falta, para aplicarla, caleular
tasas a cada waso, es s;uficiente con grder caloular fay pofencias
de ¢ y, afsrtunadamente este biclio es tan importante ~ue se han e-
laborado tablas muy precisas de sus potencias y fasi cualouler cal
culadora puede hacexrlo. Ademds, tal facilidad de c¢dlculo permite
determinar 2 sin necez:iad do aproximarla wmediante las qQ 4+ veanos.

C - 2
(1) - N {l+q) = N_e

en donde se suponen corocidog los valores de la poblacidn inicial
y de la tasa de crecimiento por u. de t..

Por consiguionte, O ¢4 of exponents que hay que ponctLe al rimete ¢
pata obtencr l4q; de manera que, en el zaso particular cue desarro-
liamos aqui,

9 = 0.,182322
porque ése es el valor gque sefalan las tablas para ol cual
cQ = 1.2

Por consiguiente, la iérmula que wedela el rracisaento de u-
na poblacidén con tasa de crecimiente el 208 por u. de t. seré:

0.182322¢%

En realidad, la ccuncién (26) es una forma equivalente de la
generalizacifn gue "ora de esperarse” tuviera la ecuacién (19),

a saher:
(k) = N (1 art 27

puesto que eQ y i+q son dos formas distintas de cscribir el mis-
mo nimerc y, segdn las leyes de los exponenten:
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Es m&s, basta considerar que s toma valores iguales a las
sucesivas potencias de 10. Como lo que nos interesa es el com-
portameento numércco de las g cuando cambia s, supondremos gue la
tasa de crecimiento por una u. de t. completa es del 20% (esto
es, que g = 0.2},

Sea t cualquier valor del tiempo para el cual es vilido el
modelo. hUn on el caso de gque t no fuera racional, siempre serfa
posible aproximarlo mediante una razén de enteros, de manera que

supondrenes también que

Veamos ¢6mo ge comporta la sucesién de las qg cuando s tien
de a infinito:

Tabla 2.1.
5
8 G =\ 1+0.,2~1
10 0.018399376
10° 0.001824873
10° 0.000182338
10t 0.000018232
[
107 0.000001623
10 0.000000182
10 0.000000018

O era da  esperacse (¢por qué&?), dq tiende a cero cuando 8§
crece mucho; sin embargo, lo hace de manecra singular: de modo tal
sue  Llos productes de fa forma 8Q, se acercan  a un valor aproxima-
damente 1gual a ©0.1823 gue llamaremos (; abreviadamente, aesto lo
denotaremos de la siguiente manera:

2« Llim sq (21)
8 W

vy diremos gue 0 ¢4 el Limite de L& succsifn 84, para denotar la idea
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de que cuando s cnece mds alld de cualquich cetl, sa, e acetca a @ tante
como 3¢ quiena. En marticular, para valores de s mayores gue, dlga-

mos, 10
sq, % 2
y: por lo tanto,
2.
(‘[SQ_ s

de manera que, si conocemos 9 ko' podemos obtener buenas aproxima-
ciones de q, para s grande, con s6lo dividir 0 entre s. Sin embar-
go, tampoco es &sta la mayor utilidad de las q- Para liegar a
ella, hace falta hacer algunos camhios de varable -osuo es, 1larar a
ciertos t&rmincs con nuevos nombres- y reacomodar ciertas cosas

en la fé6rmula:
Nit) % No(l + qs)r, t<mm§?~ (22)

en donde, ya lo dijimos, el grado de aproximacion es mayor entre

méds grande es la s.

Sea
Wwe g, Q0#0
entonces
1
W ~ Iy

Para empezar, nStese que la nueva variable w crece con s. Aho-

ra, sustituyamos r por su equivalente en téiminos de w y t, como

ty—- oy 8 =W
se sigue que
rywit
gue al) ser sustitufdo en la ecuacién (22}, da
: 1wt (23)
N(t) s H 1+ o)
Pero como M,y 0 son constantes y el valor de t es tdnico y
no depende de la eventual aproximacién racional que de 61 se estd
utilizando, ef comportamiento de N{t} cuande & —»ovaoponde séle do

Qua’ ovutAl coR fa expresddn
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N} = N (1 +qf (19)

que es una f6rmula  "algebadicamente” del mismo Lipo que lta (13) pues,
en ambas, fa varinble independiente apanece como exponente de una misma base.

Habiendo llegado a este punto bien podrfamos sepultar en el
olvido a las qg sin embargo, en esta presentacifn, estdn llama-
das a :ugar un papel mucho m&s importante que el que hasta el mo-
mento han tenido. Veamos.

Reconsideremos la ecuacidn (16) y supongamos qgue la expan-
8i6n decimal del racional r/s viene dada por

LS & a NPT SR S S (20}

onde las a, son dfgitos v los subindices sefialan la potencia de
4i1ez pur l1a que se multiplican en el desarrollo de la expansion
fopp 1 29, s5 suprad,

w7 (20) ey una mejor aproximacidn entre m&s téxrminos de
la expe-516n se consideren, tendrzmos que N(wé—) puede aproximar
sa@ as.Misro coh mayor precisidn si se usa (16) con valores de dg
1juales a las potencias sucesivas de diez (de hecho, esto es ubna
consecuencia de la convencibn de continuidad gue establecimos al
principio, en lo que insistiremos en breve); esto es, como

r
) e N anan'1 ...ao
aentonces
a Y
N(-E-)1 % N (1 + q)a" n-1 0
[3 [#]
y dado que
r.
5 %% %%

con mayor exactitud, sz tiene que

a a et a
r ~ n n-~1 0 -1
N(-—'—s ) % No(l + qu)

es decir, que basta agregar tantos dfgitos como sean necesarios
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y sustitulr en (16) la tasa adecuada para obtener con la preci-

8i6n que 8se desee, el tamafic de la poblaci6n en el tierpo r/s.
Por ejemplo, si r/s = 1/3, la siguiente sucesifn de valores

de N ostd "cada vez m8s cerca® del valor "real® de N(—%—):

0 3 33
No(l + @07 B (1 +q,00°%, 0.1 +q,,,0% ...

por que la sucesifén
0. 3 3
19 * 100 * °°°

se aproxima o "tiende" al valor exacto de 1/3.

En general, se ticne que la variable N se comporta asf: al
tomar valores sucesivamente mfs cercanos al tiempo tO, el tara-
no de la poblaci6n se aproxima cada vez més a N(to) tpor cierto
que una conducta distinta serfa diffcilmente interpretada desde
el punto de vista biolégico); para que asi suceda, vuelve a ser
indispensable el que N pueda tomar cualcuier valor real suficien
temente cercano a Nlto). Gtros prucesos de crecimiento cue satis
facen aproximadamente la hip&tesis fundamentil de este rodelo,
pueden prestarse mejor para la adecuada interpretacién de la coen-
tinuidad de €a variable¢ dependiente {wnsidere el lector, por e-
jemplo, c6mo aumenta el peso de un nifno durante log prineros me-
ges de su vida); en cualquier caso, esta idea estd basada en el
conceplo matondtico de  L0nite, nocidn central de la natemitica roder-
na que deberd discutirse con cuidado en los curscs de cdlculo pe-
ro que, por el momento, manejaremos informal e intuitivamente.

La solucidn general.

Como se vifd, el grado de exactitud con que se calcula N(—ﬁ—).
e mayor cuando @l denominador del racicnal decimal gue se usa
para aproximar r/s es muy grande; conviene entonces analizar el
comportamiento de  Los £érminos que dependen de s en la férmula

X r
N(-;—) - No(l + qa)

ocuando B8 crece mis y mad,
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cién al injiclarse este lapso, as decir, la tass de oreoiniento
correspondiente a dos u. de t. oualesguliera es!

k-2 2
N{k) = Nik=2) N, (144) ™ 7 (2q+97)
Nk=z] No(1+q)k‘2

. 2q + g? (15)

Mo es diffcil, asimismo, mostrar que el porcentale «.. qua

aumenta N cada determinado tlempu  peamanece conslanfe paag coda-fapdo - "

de la nisma duracifa; en otras palabras, cua podemcs eleglr comy
unidad de tiempo ¢l intervale wuas meior nos acomode gue, an cyal-
guier caso, la hipdtesis fundamental ge seguird cumpliendo, Vea-

ros ahora qué suceds sl

Rpl plompo es racional™

Si blen la E6rmula (13} 28 un avencs, no olvidemos gue anda-
ros en busca de una que parmita calcular N{t} para cualauier ¢,
suporgaros entonsos que ha  transcurrido una cantddad racioral de u.
de £. designada mediante la razén de enteros r/sy si pudiéramog
encontrar la  fasa de crecomeento conespondiente a un s-Ehimo de w. de €.,
terdrfenos a la mano la solucifn del probloma, puesto gue -y he
aguf el valor d= 1a generalidad de 1n gcuacidn (13)~ hay una fore
ma general de calcular el tanafic de La poklacitn al cabo de un
némero entero de lapsos suando se¢ conoca la tasa de crecimiento
éorrespondiente s uno de alles. Efectivamented

si q; denota la tasa de cercimiento de un s~8simo de la& u.
de t., entonces:

ul—§~) =N, (3¢ q')‘ (16)

toda vez que 1
—36- = r veces un s-6simo = (r) (-5-)

de rodo qua el problema que debemos rasolver ed Jeomo deteaminar

V.10,
!

81 conocemos la tisa de crecimiento de una u. de t. comple-
ta -de hocho, serfa bastante toner la tasa correspondiente a cual
quier lapsmo conocido~ tendremos quer

H{l) = Noll + q)
pero también
N(1) = N(=2) = n (L # a)®

de manora que, por transit.vidad:
B B
No(l + q) = No(l + qa) (17}

ecuacidn en la gue desconocemos 9, Pero en la qua estd toda la
informacidn necasaria para dezpejarla; en efecto, (17) implice
quat ‘

1+q=(l+q)°
de donde -
1 +q.=\/1+aq

qﬂ=\§/1:+ q=-1 (1a)

De este modo, el par de ecuaciones {16} y {18) son svficien
tes para calcular N(-%—) para cuslquier par de snteyos ry s pe-¥
ro adolecen de un grave dafecto: sun poco pricticas porgue, ha-
biendo una infinidaed de valores factibles para s, Gy tendrfa que
calcularse cada vez que el racional ¥/s con el qua se es5%d vepre
gentando el tiempo, tenga un denominader diferente. Sin embaxge,
un renglén mds en nuestro argumento proverd una férnulas sencilla
sin dicho inconveniente: sustituyamos (18) en (16} y simplificqua

mos
‘ N(—5-) = N (1 HY - it

1+ D,
- No(5 1 +q)

Ds esta suerte, al aplicar las "leyys de Loa expomontes™ ’. tendrawos

y. finalmentes
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{5), entoncess
N(2) = N(1) + q N{1) (6}

Y, de sequir asf, para conocer N{k), tendrfamos que calcu-
lar todas las poblaciones intermedias, desde N {0) hasta MN{k-1)
lo que, desde luego, es poco préctico. Para evitarlo, sigamos la
siguiente deduccifn algebraica: tanto en la ecuacidn (6) como en
la (5) aparece lo que se 1llama un factor comdn en al segundo

niembro; lpego, aplicando la propiedad distributiva del productoe-

sobre la suma de n@neros reales {es deciyr, factorizando) en am-

bas ecuaciones, tenemost
N{l) = NO(I + q) {7)

H{2) = H{l}{l + q) (8)
61 adem&s sustituimos la ecuacitn (7) en la (8), tendremos

ques
HI2) = (N (1+q) ) (14q) (9)

dado que lo que aparece entre corchetes es precisamente N(1).

Pero
(1+q) (1+q) = (1+q)?

¥, por lo tanto:

N(2) = N, (1 + q? (10)

5i sequimos esta lfnea de razonamiento pars anoontrax expra
siones adecuadas para N(3) v N{4}, varemos quet

H{2} + q N(2)

K2) {1+ q)

(1, (1+a) *1 (14q)
:

Ny (1 + q)

N{3)

a

w.e.

N4) = N(3) (1 + )
4
“H, 1 +a) (12

lo que suglere, si ya nos convencimos da que para obtener la f&r-
mula general de N(k) bastar{a repetir este argurento k veces, quas

k
Nk} NO ‘]. + q) {13}

Por rasones que serdn claras enseguida, conviena llamar la
atencifn de los lectores sobre el siguiente hecho: con frecu.ancic,
8@ comate el error de creer que la tusa de crecimiento es vropar-
cional al tiempo, esto es, que si en una u. de t. M crece en un
porcentaje q, entonces N aumentard en 2q si transcurrer dos u. 8a
t. En realidad, de la ecuacitn (10) se obtiene cues

N(2)  N(0) = N_(1+q)? - N
0 2 ©
- NO(II+QD - 1]
a N (1+2+q2-1)
2
. ] Nﬂ(zq + q°)
dae manera que la tasa de cercimiento correspondiente a dus u, de
t. saréd:

N(2) ~ H{0) 2
—L!mr.-HZ(}-Qq u‘,

qus @& un porcentaje esfrictwrente mayok que el doble de q.

8in embargo, no importa ¢ué par de u. de t. sean las que
pasen -no necesariamcnta las dos primeras- siempre se obtiene la
nisma tasa de crecimianto para este lapso; en afecto:

N(k) = Nik-2) = §_(1+a)* = §_(14q)*"2

« 1 ()72 14902 - 1)
o Noufq)k'2 {2 + q%)

de donde, la razén entre el incremento de la poblacién ducanze
ol lapso que va de la k-2 ésima u. do t. a 1a h-8sima y la pobla~
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Por consiguiente:

Increnento do 1a poblacidn ol k-€simo Aafa
pPoblacién al Iniclarse el k-ésimo dia
Kk} - Bik-1) _ N{l) -~ N{D) (3
N{k) N{0)

pars cualquier k =1,...,21,

Esta forma de crecer es aproximadamente cierta on gran can«
tidad de poblacicnes humanas durante las etapas de asentaniznto
o colonizacifn; por cjemplo, en ¢l “Ensayo sobre el Principio. de,
1a Foblacién”, Malthus considera la poblaciOn de las llamadas
*trece colonias™ cue dieron origen a los Estados Unidos5 y la
risra poblacién de México ha aumentado as{ desde 1940, por lo me
nosé Tarbién hay perfodos en gue ge observa un comportamicnto de
este tipo en cultives de laboratoric y més all& de los ejenplos
particulares que cuwrplen tal hipdtesis, nos interesard generali-
zar el rftodo que descritamos anuf para estudiar procesos on los
cue una variable aumente o @isminuya de manera porcentualmente
constarte al cwrbiar otra variable en una unidad.

Por el mormento, buscaremos la féxmula explfcita que nos per
pita calcular N(k) para los valores factibles de k. cuando k esg
un entero. Mis tarde, wsaremos un razopamiento similar al cus
nos conduzca a tal f6rmula para dar con la correspondiente a

r
N(*;")

&onde ~%~ es un racional, Finalmente, mediante el uso intuitivo
del concepto de &{{mile, encontraromos una f6rnula general para

el cflculo Ae
N{t)

donde t representa cualouier valor del tiempo, independientemen-

te de st es un racional 0 no.
trtes, sin embargo, conviene establecer la siguiente “con-

vancién de continuidad": precisamente con el f£in do poder usar
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1a nocidén de limite y, con ella, la herramienta clésica del cdl-
culo infinitesimal, ce necesario gsuponer que la variable N (¢}
tamafio de la poblacidn, en # de individuos) se comporta como si
variara coatinuamente =n los ndreros reales y cue es capaz de
tomar cualquier valor, entero o fraccionario mayor o foual que el
valor N, de la poblacién inicial. Respecto a esto, en "in Irtro-
duction to Ecology", G. Evelyn Hutchinson dice: "... Autoue en ri
gor es falsa, la convencidn es m#s inogua si se estd trabaiando
con una poblacidn suficientemente grande de organlsmos cue no tie
nen temporadas definidas de nacimiento o noerte, an la cual la
reproduccifn ocurre azarosamente entre todos loz mizrbros Je la
clase de edad adacunda y la muerte succode de acucrdo & algln pa-

trén estadfsticamente definido que no varfa con ¢l tiervno...

Cuando "el ticmpo es entero®.
Empecemos por llamar q a la tasa de crecimiento por u. de
t., esto es, sea:

o N1} - N{0) _ Nik) - N{k-1)

4 ) ) ()
De aguf y de la ecuvacidn (3) se infiere gue el increrente

de la poblacién durante el pr.mer dfa cst

N{l) -~ N{0) = ¢ N,

{es decir, que por cada individuo inicialmente presente naces g
auevos individuos). De aquf, se tiene gque

N(1) = N, + qH, (5)

ecuacidén que puede lrerse asfi: “al cabo de una u. de t., la pobla
¢i6n consta da los individuos que ya estaban en ella rds los cue
la acrecentaron durante esa primera u. de t.”

Como también ocurra que, durante la segunda u. de t., hay
un aumento de g individuos por cada uro de los presentes al final
de la primera, es decir por cada unc de los N(1) de la ecuacién
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de el punto de vista de sus duefios extranfervs y de nuestra hurguesfs de co-
misionistas, que s vendido su atma a) Diablo & un precio que hublera zvergop
zado a Fausto. Pers 2l sistema cs tan drracional para todos los demfs coue
cuanta mds sz ozsarvolla més agudiza sus dosequilitrios y sus tensicies, sus
contradiccicrzs ardientes, *... st oxtiende Vi pobroza y se concented fa rie
T0s que

queza en et reqidn qun cuenta con fnmensas lagionns de bracos ca
se multiptican gin deccanso, Husvas Fihrizis so {ostalan en ins poles peivie

fegiados de Jzsarroliln - f36 r&h}u, Baenos Mrees, ta (luded de Hestooe perp
Enos ranh dd obrs se necesita cade ver, B sistend no ba oravigtn sola pee
muahia malestis: iu gup sobra es gemta. ¥ 18 gentae e reprodune, St obica el
aor con ertoaiaing v £in precavcisnes. Lada vez sveda ofs gente & 13 vers
del camino, sin $trabaju ep e cama, donde el Yatifupdio redna con sus glgan
tesens erdeles, ¢ sf. trahado en Ya cluded, donde reinan las mdguinas: ol
sistera vorite hovhres, Lag misiones noriennoricanas astorilizan manivinents
nujeres y sisrbran pfldoray, diafragmas, osphrales, preservatives y almana-
ques rarcadoe, pero cosechan nidoes, povfiadasente, Tos ninos latincomerica-
nos contirizn naclendn, reivindicando su devecho natursl a obtener un sitio
bajo el sol en estas tierras ecpiéndides que podrfan brindar a todos 1o que

& cas! todes miegan. ot

Cora s v, ¢} tema eg harto polémico; invitamos al laector
wntercsada a profundlzar en 81 v & considerar cuidedosaents los
argurentos que, tras una sparente neutralidsd ¢éenica o olentfifi
ca, son usados con frecuencla pars justifliear {deoléglcansnte la

explotacidn o la injusticia.

2., El Mndelo de Malthus.

Salvo una peyuefa diferencia, los dos modelos que discutire
mos aquf, siguen el misro razonamiento; por esto -y paxa no dis-
traer al rector- desarrollamos primero el de Malthus y, mds ada-
lante, sin tanto detalle, el otro.

Supongamos que venimos observando una poblaciSn en la gue
el nfimero de individuos M aumenta con sl tiempo tp que, al ini

w".

clar ol cstudio ({ss decdr, cuando t<0}, hay W, individuos y cue
no existen Limlfacionss nl de espacio ni de comida pars el crecimiento da
la poblacidn; €ata es la hipbtesis biolbgica fundamental. Supon~
dremss tambiftn guz, durante el perfodo oue nos intoreca, no hay
muertes. Asl, el Gnico freno al naciidente de maoves bichos =u
Bu promia capacid2d reproductora.

$ra qué e traducen cuantitativamante las condiciones anta-
rlores? Una respucsta adecuada hes peraitivi plantzay adecusdansne
te 21 modalo. Vianos,

Come no hay competencisa entroe loe Laddviduos ol razfs cue ine
pida eu libre reprocduccifn, bien podemes suponer gut -por unidad
a fenes ft aismy Admene dx b

de tiempo {u. de t.)~ cada bichs
f04 v ento nignifica, usando Yz sim

hw&ogfa de ize funcionay cua

Y8 COROCemOs, Qui?

N{t) - M{i-1)
e th

no cambia para ningur. t dentro del lapso de +1lider de nuestras
premisag. En otras palabves, lo {limitado del medis ge tralducs, ns=

tendticoments, & la sigulento

Hipftesds Jurdomenialr fa tasa o crecimienty de &1 poblaridn, sepuadts”
tade por La nuzén (1) permanece consicnte en of Ldemps.

hsf, 5l se sabe que la u. de e. cw un 2is ¥ vz el crecinjen-
to poercentualmente constante se nmantiene durante J semanas, enion-
cas, 13 Fazén en gue aumenta ¢l nimero Jde individues el primer 2fa,

agto ess

Ineremento de la poblacidn el primer dfa
Poblacidn iniclal

1} - H(o)
o - &

es iqual a 1a razén en que aumenta la poblacién cualauiers otro de
108 21 dfas de las txes primarag scmands.



CAPITULO IV. MODELOS ELEMENTALES DE CRECIMIENTO: LAS
PUNCIONES EXPONENCIALES. -

${ se supone que Tos siguientes postulados .
se cumplen: privero, que la comids es nece«
sarfa para la existencla del hombre; segun.
do, que Ja pasién entre los sexos o8 necesy
ria y permanecerd aproximadamente on su es§-
tado actual, digo que el poder ¢e la pabla-
cifn es indefinidamente mayor que ol poder
de la tierra pars abastecer de meding de
subsistencia al hosbre. La poblacidn, cuan
go no se lirita, cwaend@ en wen aacda geo-
m&tnica, Loy i6s de subsistencie chocen
s6l0 en win narin andtadtien, Lna levae fami
: Haridad con los nldeeros bastaré para con-
venceraos de 1z irmensidad del priver poder
comparade cen el segunda.
... Hay una lucha constantc por Ja oxistens
cia entre las ploatas y los anirales, £}
howbre no puede escapar de esto. Entre aquf
Ylos, Jas efectos son el desperdicio do se-
milla, las ecferpedades y la muerte promas
tura. Entre Jos seres humanos, la miseria y
el vicio... Esta desigualded natural de log
dos poderes -el de 12 poblacidn y el dv la
roduccitn de la tierra- aparece insupera-
1e en el capino de la perfectibilidag de la
sociedad. .. Consecuentemente, st las premi-
¢as son correctas, el argumento es conclu-
yente en contra de la perfectibilidad de la
misa humani...

Thomas R. Malthus ®

1. Antecedentes,

En este capftulo se construyen modelos. En base a ciwrtas
prenisas sirplificadoras ~apoyadas s6lidaments en la evidencia
enpfrica~ se pratula una hip6tesgis fundamental y, sobxe ellia, me
tusca el tipo dc relacidn funcional existonte entre un par de va
rizbles. os interesa discutir cfmo crece o disminuye une canti-
2ad 21 camblar otra cuando se conocs cierto aspecta b&aico del

ferntnero que se estudia.

Iv.2.

En efocto, vamos a discuticr el crecimicuto de una poblacifn ¢ ua
medlo dlsitads y el decaimiento de La concentracifn de una sustancia yeaccio
nante cuyas moldeulas neacciomn "espontdnea y ararosamente®, Pero antes
de hacerlo, solicitamos la atencién de los amables lectores sobre
los siguientes comentarios que, a modo de adve:tencia contra el
ugo acrftico o malintencionado de los “argumentos ciénttficas‘,
hemos inclufdo en esta seccitn.

El modelo de crecimiento {limitado de una poblacifn fue plan
teado, en log albores del siglo XIX cuando Inglaterra era 21 pri-
mer irperio industrial que conccfa le historia, por el economista
britdnico Thonag R, Malthus (1766-1834) en "Ya Ensavo sobre gl
Principio de la Poblaci6n y cfuo kfecta el Futuro Mojoramiento de
ia SQCjadad"z del cual coplawos ol oplgrafe de este cepfiulo. Una
y otra vey, los economistas, dendgrafos y socidlosos burgueses
han echado wano de los argusentos y las apoczlipticas conclusionesz
del enmsayo para culpar a la sobrepoblacidn de la miseria y el hom-
bre que padecen las grandes maszas en el mundoy lag intentas gampa-
fiag en favor del control natal eon low pafses subdesarrollados scn,
ni duda cabe, "malthusianac®; loy grandes dirigentes capltalistas
aat& empeliadog en acabar con la pobreza "matznde a los nendigos®;
Dwight Eisgnhower pronosticd guc si los habitontes de la tierra sg
gufan multiplicéndose al mismo ritme no sdlo se agudizarfa el pel}
gro de la revolucién sino que, ademBs, se producicfa "una degrada~
eidn dal nivel da vida de todos los pueblos, ef inesite Jeedudive®,
en tanto gue Lyndon Johnsan declazd: “Cineo d0lares invertidos eou
tra el crecimiento de la poblacidn, son rds eficaces que cien ¢61a
ros invertidos en el crecimiento cconSmico”.’ :

Pero, (gud hay detrds de esta extremada preocupacifn? Dejesas
1a palabra al periodista uruguaye Eduarda Galeano qua, refiriéndo-
o¢ a la América Latina, dice lo sigulente:

", .. Ciento veinte millones de nifios se agitan en el centro de Ta torren-
ta. La poblaci6n crece come ninguna otra; en wedio siglo se triplicd con creces.
Cada minuto muere un nifio de enfermedad o de hambre, fero en el afo 2020 kabré
seiscientos cincuegnta millones de latinoamericanos, y 1a mitad terdrd rencs de
quince afios de edad: una bomba de tiempo. *... El sistema es ruy raciomal des-
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NOTAS

Malthus T.R. An essay on the principle of population, as it affect, the

future improvenent of siciety, with remarks on the speculations ¢

Gocwin, M, Condorcet and other writers. London, J. Johnson, 1730,

Urs magnffica crénica de la pol@mica aue dio origen ai "frsayo & ¢ ia

Poblacidn® -como syl sbreviarse ol Prrauisoine titule del {rabaic funda-

rernal de Myltivie- resde leerse en lazs rotas que, al opie del prives copt-
cnoto Fopuiatius Teolooy”, pone 6. Dvelyn Daichins

tuin de UAn introdus
son, Hew Haven and don, Yale Unfvoeraity Broes, 1978,

.

Citzdn por Galeans F. en "las Venzs Foiartas de Amfrica Latina”, 5, AX)
Editares, Mivice, 1971, pdg. 8,

Gaelzang £, dp. cit. 2p 1-12.

Huicainsen 6, . Or. cit. Nota 12 al pie de Jas pp 12 y 13,
L. Pulido J, La bFunch
termas el Depaviar
UNEM, en prensa,

én Ixponencia) y las Poblaciones de México. o, In
o de Katemdticas de 1o Facultad de Ciencias do la

3
*
S

Fotsbanean 4§, £, Op. oit, pdqg. ¢

frbolo * A repressnta al adwero, rscionzl o no, que
ro se Vlama fa aalz s-€4im1 de Al

5o es usual, el ¢
"elzvads a la 5" es iqual @ A Tal nim

Cf. la ProposiciCn al Tinal de la seccifin 4. do este mismo capftulo. Tal
yaz cuesta un poco reconocer en ells Yo que, en la escuela elemental, T1a
wibaros “leyes de Jos ewporentes” y uue se anunciaban asf:

Sea a un ni~ero cuslauiera diferente de cero, sean m y n otros
das reales cualesquierd, entonces:

12 Yey (@")(a") = ™"
n

52 - N

2- ley 0 a

32 tey (@M a ™

% ley (}/;ﬁ\ G

En este punto, podrfa objetarse, con razén, que para encontrar 0 necesita-
ros conocer 1as q.; 1o que puede hacernos pensar que hemos cafdo en un cfr-
culo vicioso. Sin“embargo, en el texto se ve enseguida c6mo encontrar @
sin calcular primero las Qg+

Iv.30.

11 Llamado 2sf en honor de) matemdtico prusiano Leenhatrd Fuler (1707-1783).

12 Cf. Horelick B. y S. ¥oont. Kinetics of Single Reactant Peacticns. UMAP,
Nawton, Mass. 1977,

13 (s contribuciones de Napier a esta podercsa invencidn materftica estdn
contenidas en doz tratados: Mindfice Logarithmerum Canonds fesciiptie
que fuz publirade en 1518 1Zosctdpaddn de fa Maravifiosa Rosia de Los [e-
ganlnnah, y Mridicd Legasitlmorim Caroniy Condtiuctio que sélo fue pu-

g 1619 -dos afos despuds de Yo
doo Lo mvawdtfosa Regla ur Jos Logend

¥

crie del autor- (Consitucedn

14 Cf, Herglick Bo oy 5. Roont. Op. oit,



CAPITULO V. MAS FUNCIONES. TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE LOS
DATOS .

Las funciones son atributes distine

tivos de la matem3tica woderra, qui-
zé 1os que la distinguen mds profon-
damente. .. En sy estructura interna,
1a matemdtica grisga fue completaren
te ajena 3 las funciones y sin arion
tacién algura haeta ellas,
...ose ha hecho dofasis, v«
en que 1a presencia de las f
en la matemdtica significy algo asf

como "todo en movimiento' ¥ su ausen
cia algo comn "Lods quists” comy es

evidente en alguno Caspecton e
senciales que comeorastan las civili-

V.2

vafon de La dependtonte. Dicha sustitucifn, sin embargo,ro puede ha-
cerse indiscriminadam nte: ya en el capftulo IIT discutfarmos so-
bre esto al sefialar que “el conjunto de valores para :os cuales
tiene sentido una térmula del tipo y = y(x} depende i srtemente

del. fenfmeno que se esté moedelando, del range en aue c:rien los

datos gue se pueden obsevvar y de la forma particutlar jue tome

la regla de corresputidencia...” En cfecto, ios o) sz 3.l oy
3.2, de aguel capftale mosteaban algo rospesto a 1oz rostriccio-
nes "naturales” del Jdomingo o dof{oueads de una Tuno S retonanos

aguf el tema, mostramos un par dz cjenplos nds y «-laranos qué
ordencia:

tipo de restricciches provienca de la vegla de onrr:
Ejemplo 1.i. En el coapftulo anterior so dedujo gue o S pedo a0 wi

wrmal aumenta de manexa porcentualmente consCande per w. se £, la Errula:

zaciones griega y rederna. ..

5. Bochner 1 WiE) = W ¢
o]

deseribe su peso W, luecuo de que han transcurridc ¢ unidadas de

1. Antecedentes.

. tiempo desde que pesaba w). AsS, tal expresifin rzt+-ftica es un
¢

modelo del crecimicnto de dicho amimal; sin embs: *3, es evidente

En el primer capftulo prometimos, luvge de haber wntroduci-
que no ©s posible sustitullr en W = Wit) cualquier ~slcor de t: es

do la sinbologfa y el lenguaje gque le 25 propis, que darfamos

aa discusién wds profunda del cotceple de funvidn y el propési- sequro dque después deo ciortin odad b, 21 organisr Jo-ard de cre-

to de ecsta secciérn y de los apfndices a este capftulo es &se. cer de manera porcentualmente constante {en el ~%: sxtremo de los
casos esto ocurrird con la wuerte aunque en la rezosrfa de los ani

En "EY Papel de 1z Materftica on =1 Hacimiento do 1z Clencia", Salomon
tadice juveni. :'. Por esto, el

Bocnier dice gue "... 1as funcignes natemdticas de. ta fisica® - y de las males supericres, succlde en los es
ra~as de la holagfa en las que se ha emplgadﬁ con 8xito osta he- dominice de definicadn de.w seréd el conjuntoe de =i:zZ2s entre 6 y o,
rra-1enta, aqregemns nosotvos- “revelan causzs, macanismos de controd, Es costumbre especificar »! dominio a la derechs Z: la f6rmala <o
Subees man anoy steas relaciones, sioen y tasan lo comclejo o Io sinple que mo se muestra enseguida:

pudieran ser los sucesos; su cowportaaientn indica el equilibrio o la iresta- Kt

. . : . - o *
pilvdad del estada do uyn sistema y sugiere generalizactones, especializacio- . Wit} = NO 4 O RN
res y particularidaces...” . En Ja presentacitdn bisica oue de las fun-
Ejemplo 1.2. El Teorema del Binomic, con el gue cnlminaros

ciones hicimos, las describimos  gaosse modo como anstrumentos que
el segundo capftulo, estublece que !¢ un expeat~on.: sple A aeplle

n veces y £os resuftados de dos expetumentos sucesived ‘on independ<antes, la
probabilidad de gue el suceso A se presente uxaciamente k veces

viene dada por la f6rmula

2 Loar para Uooiet preddocaenes’: dados los valores de la o las va-

riakles indezendientes, se calculan el o los correspondientes va-
lores de las drpondientes mediante la sustitucifn de agquéllos en
"la f6rmula”™ o "regla de correspondencia® que, ademfs, es lo sufi
clentemente c¢lara para no dar lugar a ambiglledades: a cada podible

" n, k n-k
valot de fa vardable independiente se Le hac: cothesponder uno ¥ 4080 un valoxn Prix = ki= () p"(1-p)
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donde p es la probabilidad de que -en una sola realizacifn del ex
perimento- se presente A. En este caso, no es posible considerar
valores no enteros de la variable independiente k (no tendrfa sepn
tido, por ejemplo, decir que A se presente 0.75 veces) es mis,

es claro que k no puede ser negativa ni puede exceder n (¢por
qué?), de modo que ~usando la notacidn recién introducida en el

ejerplo anterior:

Prix = ki= () pX (1-p) PR ke 0,1,...,n

£stos dog ejemplos han sido puestos agqul para exhibix cdmo

€as Feoftoses sampluddicadonay sobre €as que se condtiuye ef modelo imponen
conteieniured al Auminen de definicidn: ademis de Estas y de las
Zel tipo discutido en el tercer capfrulo, las hay de tipo algebr§
ico o analfticou: si se desea que los valores de la variable depen
diente sean nfmeros reales laue es el caso de la inmensa mayo-
f- de las jur pudieren interencar a todo tipo de biblogos), es in
drspensable cuidar el que efectivamente la f6rmula defina, para
carda ®, un valor real de y cuande y = y(x), Algunos ejemplos acla

e

rarin esta idea: )
Ejemplo 1.3. Supongamos que las variables 8 y t estén rela-
cionadas entre sf mediante la f&rmula

stt) = -2

3-t

Independientemente de su significado fenomenclégico, esta expre-
8i6n no permite caloular s cuando t =3 por que si se sustituyera 3 en
lugar de t, se obtendrfa:

5(3)u~__g._.__u__2_.
3-13 0

que nao ¢4 un nimero Aeal puesto que la divisién entre cero no aegté
definida on ese sistema numérico. Por lo tantoi

v.4.

Blt) 8 mdere t 43
J -t

Bjemplo 1.4. si
f(a) = (1 - a)”

para que f tome valores rcales, serd necesario que l-a no sea ~e-

gativo pues, ei lo fuera, seala Ompescble encentrar ontre {od ndmercs to
Les alguno que -elfevado al cuadrado- fuera negative (¢por qué?). Asf, en
el dominio de f 86lo estardn aquellos reales que -restados de 1-

den un nfimero mayor o igual gue 0. De agui que:
fla) = (1 ~ a)k a1l
Ejemplo 1.5, Consideremosg ahora
zim) = log(m2 - 1)

Recufrdese que la definicibn de logaritmo que dimcs en el capftu-
lo 1V, es vdlida sblo para los realus mayores que 0; es dec.r, G-
nicamente los reales positivos ticnen legaritmor reales definidos.
Sin embargo, mz-l bien puede ser neqativo {tal serfa el caso, por
ejemplo, 8i m = %}, de modo que la f6rmula wnterior o+ codn{s an
carse para colculon z(k). Luego, es necesario gue el ses cesitivo
y esto eblo ocurre cuando el cuadrado de m no exzede 1. Tst> ess

z(m) = log(m? - 1) ¥l 6 £&-l
Cuando, como en los tres ejemplos anteriores, sflo se toban
en cuenta las restricciones de origen num&rico sobre la regla ¢2
correspondencia, se dice que se obtiene ef deminic maime dv dejuui-

oddn de La funeddn,

CUESTIONARIO

1.1. Bn cada unc de los siguientes casos determ{nese ol dorinio
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mixime de definicién de la regla de correspondencia que se da:

1 y(x}) = xzz_ S+ 1 3 zim) = log(B - m3)

ris)=
8 -1
4. s(t) =t - o | T
e 5, VIT) = { —=—— )

T+ 6

1.2. En cada uno de los siquientes textos, escoja y represente

mediante sendas literales, una variable depondiente y otra depen-

diente. Luego, "traduzca” la relacidn descrita por el texto a una

fArmula que establegca cdmo warfa una variable e, funcién do la

otra. Finalmente, discuta qué restricciones "naturales” tisne el
sinae de defurgcifn de oesta funerfn oy cudl serfa el dominio

r&x1mo

I. "ia presidn jue un qas 1deal ejerce sobre las paredes del reci

prente cae 1o oeaprtione, es propercioral al producto de la densi-

dad del gas por su temperatura" (Lev de los Gases Idcales).

2 "La prasifn budrostdtica ejercida por un 1{7u1do en equilibrio

es tcopuroisnal g la profundidas més la presién en la superiicie”

(Principio de Pascal).

3."La razfin de la velocidad de abgorcidn en un tiempo bt respecto

a la velocidad de absorcifn méxima, =3 igual a la razé6n del sus-

trato respecto a la suma de una concentracién critica mds el sus-

trato”™ (Ley de Michaelis-Menten) .,

i. "l'a longitud de ziertos oryanismos es proporcional a una poten

cida poiitiva ¥y no rayer fue la unidad de su poso" (Ley de Aloma-

trfa}.

5. "L3 velocidad de crecimientc de una poblacidn es proporciocnal

al pr.iucto del tarino de la poblacitin en un momento t y lo que

le falte para olcanzar una cierta poblacién méxima llemada sepaci

113 le carga del medin™ (Ley dal Crecimiento Logistico).

6. "la velocidad con que o enfrfa un cuerpo es proporcional a la

diferencia entrae la temperatura ambiente y la temperatura del

cuerpo” (Ley del Enfriamiento de Newton).

1.3, Desecriba yu tipo de restricciones ne consideran en el texto

para Jeterminar el dominio de definici6n de una funcién.

L.4. Con una pieza cuadrada de hojalata, de Lado a, se construye

.

una caja de altura x mrdiante el corte de un cuadradito de lado
% en cada esyuina de 1a preza {ver frgura 1.1.Y. El voluren V ce
esta caja depende del «.irte x. Fncuentre una expresifn algebraica
para V=V {x). ¢Culll =5 el dominio miximo de dafin.c16n de esta ex~
presidn? ¢cudl el dominio de la fupcidén V? Eypligue las diferen-

clas, j]**~~~w~w—~vn[i

1 [

Figura 1.1,

1.5. Se bombea agua en un tanqgue cirlfndrico de 5 = de difimetro y

o

10 m de altura. Fiw, ¢sar ej voluren do agua on 2. tangue en té&m

1

nos de la profundidad Daterminar el dorinio méxico de definicidén
de la férmula que obtenga y el dorinio de la funcidn volumen.

2. Las Transformaciones log-lcg v semilog,

Al final de lus dos capftulos anterores pri<sapt © o6 a Jos
lectores un par de familiag de 7 sones: las potercialis y las
exponenclialea Epn el Apéndr e A e este capfrulo. ade~&s, amplia-
mos nuestro conocimicnto de ente tipo de funcirone: y acteianas
unas huevas. §in +rbargo, Sasta e coments, s tzacrog wna colee-
¢ibn de datos observados, sHlu pudenas ajustac:ias {es Secwr, pro-
poner para ellog una rela 14n fuscional) a funcicnes ciya ardlica
€8 uha tocta; esto eg 3 | ot de patejas de ia {urma txl.yl)
determinamos un par Jde pardnetros my, b tales gue ia recta de e-

cuacidn

y = mx + b

ag la gue, en clerto sentido, pasa més cerca de 1au puntos (xi.yi)



y que, con fines de interpolacifn, tomamos como la regla de co-~
rrespondencia y=y(x).

En esta seccifn discutiremos ¢6mo trabajar los datos para
determinar los par&metros ¢ y n, si la relacifin funcional entre
las variables es potencial:

n

yi{x) = ¢ =

y veremos también qué hacer cuando la dependencia es exponencial,

esto es, 6l
Yot
yi{x) = ¢ ¢77

ara escoger -entre la infinidad de valores posibles~ log parfine~

rt

ros ¢y k. Bl criterio de sel=eccibn en ambos casos serd el mismo
4i2 se aplicaba et el caso de los ajustes lineales: que la dife-
rerTia entre les valores absegvados y los caleuledos sen la menor

.
23:bla”,

"y

Diche de otra manera: so fonimes hazoned fubrnicas o emplalices para
preponer un modele pofercsal 0 expenercdad, el problema fundamental es
elegir los parémelros gque definzn una solag funcifn del tipo pro-
puesto y gue dicha funcifn se aproxime lo més gue se pueda a io

~2 se ha observado., Como veremas, la solucién del problema depen-

S W2

in do que searmos capaces de Dnassdieaman {ob defey o eblenen un par de
suevas varbled enfae fas cuddes foun wna sedacddn fieqal, con las cualee
ya sabemos qué hacer para encontrar la depondencia funcional v
g2 -al provaer wna relacibn entre las transformadag- indirecta-
mentern la dan para las variahiesz sin transfocrmar. Veamos.
Elenplo 2.1.(E)! Principic de Alometrial Seoglin el hidlego
tedrico austrocanadiende Ludwi: von Bertalanffy:
*... muchos fenlrenos del metabolises y de Ja bioquimica, la wmorfogénesis, la
evolucién, etc., stguen una ecuacidn sencilla:

y = b x*

que se COnoCe COmd ecudcddn aformdinica y que es, de hecho, la ley mds sencilla
- posible de cracimiento relativo, tocando el t8rmino en el mis amplio sentido
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0 sea, el incremento de una vartable con respecto a otra «4riable x,,."
", .. Tenemos que convenir en que la ecuacidn alométeica es, - wando rucho, una
apreximacisn simplificada. Teno es algo mds que wr medo convanicante de hophe-
sentan ditos. A pesar de su cardcter simplificado y de sus iimitaciones mate-
m&ticas, el principic de la alometria es wia expresidn de Lv interdependercdz,
oAgardzacidn g wmonlzacidi do procesos §is<eddgicos. . " { lus subrayados
gon nuestros)4

De manera que ¢i quisidrames, por ejemplo, deteraminar cdmo
cambia el peso W de un organismo cemo funciSn de su longitud L,

una huena candidata scrfa la ecuacidn potencial:
wit) = o L" (1

en donde los parfmetron © y n ce obtienen del procesamiento de
los datos disponibles. Consideremos, para fijar r#vas, este elem-
plot rhévez 8.5 {1973) reportd los siguientas datcs de cama-

én blanco sin discriminacidn de sexos para Jdoce clases de edad:

Tabla 2.1.

Edad Ltongitud raso
[meses] {em) [gr}
1 5.8 0
2 9.2 2.4
3 1.7 5 0
4 13.7 ®y
5 15.1 I 2
& 16.3 14.0
7 17.2 65
8 7.8 1% 6
9 8.4 7013
10 18.8 1.6
11 19.1 Krn
12 15 2 AN

(de hecho, la talla se reporta en wi pero aguf heros rederdeado

a cm para facilitar los cdlculos). B vaciado de 1as foce rarel}as
con primera coordenada L y segunda W en papel milim8trico (vérse
la figura 2.1.) permite ratificar “a ojo" jue la seacidn (1) es

un "modelo aceptable™ para estos datos. Dejer o couf el ejemplc

1
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olvidemos por un momento el significado particular de Ly Wy
veanos, en general, lo gue habrfa que hacer con los datos de la
forma (Li.wi) para obtencr ¢ y n.

S1 tomamos el logaritmo natural en ambos miembros de la o-
cuacifn (1) {no es indispensable que sea precisarente el logarit-
mo de base ¢ el que tomomos, cualyuiera otra base sirve igual),

se tienc gue:
In W = 1n (¢ L) (2)

de donde, al aplicar las llamadas "leyes de los logaritmos", tene-

mos :
InwW =1nc+n ln L (3)
ahora, gi convenimos en (nfaoducixr £as nuevas varcabled
W= 1n W ¥ LelnL
¥ escxibimos
Belne ' (4)
la ecuacién (3) deviena:

Want+8 {5)
que establece que entre las nuevas variahles (o variables transg-
formadas) hay una dependencia lineal. Ahora bien, las ecuacliones
(1),12},(3) vy (5) son formas distintas de describir la relacitn
funcional entre las variables L y W. De agquf que esta cadena de

eqguivalencias signifique que:

W e poporcional a una potencin de L, Al y 4880 34 W » In W varda
Linealmente con L » In 1,
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4 -
hdemis, esto da la clave para rvesolver nuestro problema fundamen-
tal, es decir, para encontrar -con los datms- los valvive de o ¥y
de n puesto gue;

L Zag tuesas de fa fouma (Li,ifi) AC afustan a mna cuna o gy po-
tencsol, fu: puntos cuyes cootdenadas son fas trwns{omadas Li y wi, es-
Lo es, 218 panejas (In Li’ln Wi) de afustandn a wna recta de posdis-
te n g oordinada af ~acgen B+ In e,

Por 1o tantc, lo que hay gue hacer es encontrar la recta que pase
més cerca (on el sentido discutido en el capftulo ITI) de los fpun-
tos (1i,wi) Fues sy ccuacidn proverd no-que as la pendiente de es-

ta recta- y ¢ que estd dads por la ecuacién:
c = ¢ . (6}

en la que B cs la ordenada al origen de la misma recta. volvamos
al

Ejemplo 2.1. {(Continuacidn) Seqin la discusidén ante 1or, ia
que corresponde hacer ahora es traunsformar los datos de la tabla
2.1., vaciarlos en papel milimétrice y ajustsxles la recta que mis

les cuadre, Hag8moslo. La

Tahla 2.2.
In L In W
1.76 -0,51
2.22 .68
3. 46 1.6l
2.62 2.09
2.71 2.42
2.79 2.64
2.84 2,80
2.98 2.92
2.91 3. 01
2.93 3.97
2.95 3.12
2.95% 3. 1%

nuestra las varilables transformadas, en tanto que la figura 2.2.
exhibe el vaciado de los puntos “i'wi"



Ahora bien, hasta el momento hemos ajustado lasg rectas a ojo,
de ahora en adelante lo harcmos con el métode de minimvs cuadrados

{que abreviarcmos m.m.c.)} que se presenta en el Apéndice C de es-

te capftulo y quo svita los arrorss de "aprooiacidn wversonsl” que

ge dan con el trazado a ojo. Es mis, con el m.am.c., ni siguiera

es necesario vaciar los dates a un pland cariesiano pueste que la

pendiente ¥y la ordenads al origen gue se buscan estdn determina-
das directamente por ios datos gegin las {0rmulas C.l. y €.2. Zel

Shstopte, conviene conservar la préctics del

<

citade spfndice. o

vaciado por gue proves -cuandd no on denaciados 109 puntos- una
forma reiativamente fAcil de comprebar que nho se han cometido e-
rrores numbricos en la aplicacidn del mom.c..
En el presente caso, tepemog gque
L juega el papel de la X
W juega el de la ¥
)V
N = 12
en las férmulas quc tznemos que aplicar. De hechos

& | = 32.02 , £L°= 86.89

Ew = 27.21, ELW = 77.06

de modo que la pendiente serd:

o L120027.06) - (32.02)(275211 o 53.46_ _ 3 o7
(12) (86.89) ~  (32.02) 17.40

y la ordenada al origen:

(27.21) (86.89) - (32.02) (77.06) , =103.18 , ¢ g3
(12) (86.89) - (32.02)° 17.40

B =

con lo que se tiene que la vecta de minimes cuadrados de los pun~
tos de la tabla 2.2. es:

we 3.07L ~5.93

de donde, al aplicar la ecuacién (6), se tione que
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‘ c=¢"2% 2 266 x 10

3

Y, al sustituir los valores de ¢ y n que hemos obtenido en la e-
cuacifs (1), tencmos gue el peso W [gr] varfa con la talla L |[cm)
segln la ecuacidn alcxftrica

WiL) = 0.00266 197 (7

Conviens agul gue ol lector tracs, en la figura 7.1., la gré
fica de la ecuacidn (7) por que se convenza -al observar las pe-
quefias diferencias entre los valores observados y ios calculados-
de lo acertado del modelo (al menos en 1o que a su  precisidn degp

eriptiva  toca).

Biemplo 2.2, (Distribucifn espacial de una especie forestal).
Un problema ecoifqico importante es el de describic cfro se aco-
modan los individues de leterminada especie on ol nicho eun el que
habitan y cufles son lag causas -que los hacen adoptar esa Jdistri-
bucibn en el aspacio. £n <1l cago de las poblacionss vegotales, os
razonable suponer que la competencia por ol alimento contenidoe en
el suelo afecctarf la contiguracidn sspacial do ia poblacidn. aef,
8l los individuos tienen una gran capacidad dn sowrvoctn d2 rates
ria nutritiva habrd pocos on un drea relativarente grande, en tan-
to gue si los individuos consuman poco, habrd més Lor unidad de &~
rea. Los siquientes datos, o'tades poi Urgubar e y U iow 6, varecen
-gegln se verd - corvoborar csta hipdtesis. Veamos: si P dercta el
nimero de pinos blapccs por unidad de &rea [acre]l y d representa
el grosor promedio del tronco [in] (d es una medida de la capaci-
dad de abeorcidn de materia nutritiva que tiene el individuc), la
tabls 2.3. muestra cufintos pinos hay en un acre que tienen tronce
de grosor 4 (so tomaron 11 “clases de tronco"). Como el vaciado de
las dos primeras columnas de esta tabla muestra {(ver figura 2.3.},
bien podrfamos sugerir como relacibn funclonal entzxe P y d una e-
cuacién potencial de tip» hiperbdlico

P{d) =cd™" 18)
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que, ciertamente, tiene un comportamiento como el que preﬁimos en
la discusifn precedente, a saber: cuvando d es muy pequefio, P es
muy ¢grande y cuando d es muy grande, P es pequeno. Como ya tene-
ros ura buena candidata y ~ como en el ejemplo 2.1. - @8 también
wna funcidn potancial, agregamos a la tabla 7.3. las nuevas varia
bles entre las que necesanimmenly habhd una nafacidn Cincal, Eoto em,
gue las columnas tercora y ¢uarta muestran 91== In diy Pin in 91

vespectivamcente:

Tabla 2.3,

d P D=1nd P=1inp
finl {individuos]

1 44600 0 8.29
1.4 2709 .34 7.90
2 1300 0.69 7.17
3 110 110 6.57
4 450 1.38 6.11
5 310 i.61 574
6 230 1.79 .64
7 185 1.95 6.22
8 150 2.08 5.01
9 120 2.20 4.79
10 100 23 4,6}

Las estad{sticac necesarias en cate caso para aplicar las
f4rmulas del método de mfnimos cuadrados son:

0 = 15.45 z0% < 21,79
P = 66.85 EDP = 84.07

de tal suerte que, como N = 11, la pendiente -n que buscamos 9t

-n s {11)(B4.07) - (15.4S)£§GéBSL ~-108.06 _ -1.61
(111 (27.79) - {15.45} 66.99

¢n tanto que la ordenada al origen, igual al ln ¢, ser&:

(66.85) (27.79) - (15.45)(84.07) , 558.88 . ¢ 54
(11) (27.79) - (15.45)% £6.99

Ing=»=
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de modo que la ecuaci6n de la recta de m.c. de los datos transfor
mados es: B

P=-1.61D+ §,34

por o gue, al aplicar nuevamsnte la ecucci6n (6}, tendremos que:

p = o8:31 4-1.61
-1.61

4188.09 @ (9)

i

AqQul  también reconendamos gue compare los valores observa-

dos con los que se caleulan con 1a férmula {3) {ver fia. 2.3.}.

Veamos ahora gué€ huacey para calcular e y *k cuando entre dos
variables y y % existe ana deper fencia exporencaal (est s os, ra-
cudrdese el capftulo IV, cuando y <ambia de mancra porcentualron-
te constante por cada unidad de w}.

Como antes, el problema furiiamental es oncontrar on rar ce
variablee -que podanos obtencr transformando lus originales- en-
tre las cuales haya una dependencia lineal. f.a equivalenrcia de
las siguientes ecuaciones indica culiles son:

Si

yi{x) = ¢ ¢ {10)

al tomar el logaritmo natural en ambos miembros (en este caso sf
@8 necesario gue sea precisamente el natural), tenemos:

1ny = in (cef%) an

de donde:

Iny=1nc+ In (i)
pero como el logaritmo y la exponencial son inversas (vicse el a-
péndice B de este capftulo), el segundo térm.no del mienbro dero-
cho en la ecuaci6n (12), es igual a kx: de manera que si ntrcgu- .
edmos La nucva variable



P (& de indH V.18, v.16.
4409
3600 Yy =1lny
. y CLamamos
3200
‘ 8 « lnc
2800 tendremos que la ecuac’6n (12) puede ser reescrita como
2400 Yy = kx + 8 (13)
2000 ;
gue €& la ecuacifin de una recta de pendicente k y ordernada al ori-
1600 gen igual al In c¢. De meds gue ¢ viene 4ada nuevanente por la e-
cuacidn (6). Por consiguiente:
1200
800 Y ¢4 wna funcedn exporcncaal de x84 y 4000 &4 ¥V = Iny vala Cioncalmen-
{e oy x.
400
P A s adaz ra que 3i se quiere encont : aler PR :
. . 3 : 3 g ) R 4 {puly } De mane q 3 @ quie encontrar cu&nto valen k y rara una
coleccidn particular de datos (xi,yi), hasta encontrar ia recta
"mds cercana™ a los puntcs de la forma (xy Iny;) puesto que:
Figura 2.3, v S84 Los puntes (% oxg) 30 agustan @ i cwan capener s, Ly pus-
tos de coondenadas rans sowmadas (xi, n yi] O oaguatandn o oo ot de
pendiente k y ondenada al cndigen B = 1n ¢,
inp

En general, el procedimients de sustituir wieas waztakles por
otras entre las que haya una relavifén lineal s¢ llaw3 -por razones
obvias- [dincalizaccdn Ae {as varealiey, s cwdiny sug-vades agsaf pa-
ra linealizar las relacicnes (1} y (10) reciben, respectivarante,
los nombres de transformacién Log-fog {pues los nuevas variables
son logaritmos de las originales) y transforaacifn sv-ioog (fues
aguf, s6lo una de las variables se carmbia por su legariumo riens
tras gue la ofra queda igual). La frecuencia con jus s2 usan estos
cambios de variables es tan grande que existen dus tipcs Jde papel
de uso comfin en los lshoratorios de investigacitin, oue tisren la
propiedad de transformar los datos al tiempo gue se vicfan come
8i se hiciera en papel milimétrico; asf, al localizar »n log pla-
nos del papel logarftmico o semilogaritmico (que tales nombres re-
ciben}, los puntos de coordenadas (xi.yi), 1o que en un plaro con
escalas normales se verfa chueco, en uno con lus escalas transior-

) 2 4 g6 4891.0 1,214 1618 2.0 2.3%24 Iné \ ‘

il “
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madag, se endereza. Fsto es: lo que en papel milimétrico semeija
una curva potencial, en logarftmico parece una recta y aguello que
en papel milinftrico pudiera ser una curva exponencial, en semilo-~
garftnico serd también ructilfnco7.

Para terminar esta seccibn consideremos un par de ejemplos
en los que ge haga uso de la transformacibn semilog. Ambos se ba-
san en la consideracidn tedrica de que la variable dependiente
disminuye en un poarezntale constante por cada unidad de la otra
variaeble, de manere gue entre 2lias hay una relacidn exponencial
decnecsente, por esio, el coeficiente de la variable independien-

te aparece antecedido por un sigro -,

Ejemplo 2.3. La concentracién C bﬂg por c¢.c.} de una sustan-
c¢ia de la cual se deposita una cantidad inicial en agua circulan-

te, disminuye con el tiempo t [(min] seqgln se reporta en la

Tabla 2.4.
t C € =1n ¢
tiempo concentracién
[min} ;qg por c.c.}

0 20,1 3.00
10 10.3 2.33
20 6.5 1.87
30 4.7 1.585
40 2.6 0.96
50 i.8 0.59
60 1.2 0.18

en, la que, ademis, ze han incluido los valores de la variable trang
forrada (. Segln la discusifn anterior, lo que tenemos que hacer
es encontrar la recta de minimos cuadrados de los puntos (ti'ci)'

Cormo puede verificar el lector:
2
g t =210 gt = 9100
& C=10.48 S t( = 185.90

y como N = 7, las férmulas C.1 y C.2. nos dan:

v.l8.

-k = A7)€185.90) - (210)(10.48) _ -899.50
(7)1 (9100) - (210) 2 19600

= ~0.046

en tanto que la ordenada al origen esta dada por

§ « {10:48) (9100) - (210)(185.90) _ 56329
(7) (9100) - (210) 2 1960

= 2,874

de tal suerte que la recta de ninimos cuadrados de los puntos de
1a forma (ti,ln Ci) ey

C = -0.046 t + 2.874

de donde, al aplicar la ecuacibn (6}, tenemos:

C - (2-874 ,-0.046 ¢

= 17.712—.046 t

Por lo tanto, segdn vl medelo, la concentracidn inicial es de
17.71 g por c.c. y la tasa instantdnea de dispersifn es -.046
(véage el capftulo IV para recordar el porqué de estos significa-
dos para los parfmetros).

Ejemplo 2.4. La intensidad de radiacibn I [schales pPor minj
de un haz de rayos X, disminuye al atravesar placis de rlomo de
diferente grosor ¢ l[in) seqfn la ecuacién exponencial:

kg
I = Il)e

donde Io es la intensidad inicial del haz y -k es la tasa infini-
tesimal de "absorcién radioactiva" del plomo (Cf. Capftulo IV).
Clow y Urquhart ? dan los siguientes datos en los que 1 se regis-
tra con un contador Geiger. Nosotros agregamos, en la tabla 2.5.,
los valores de la transformada I = In I con los ruales, al encon-
trar la recta de minimes cuadrados de los puntos {g;.1;), determi
naramos los parimetros:
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Tabla 2.5,
grosor Intensidad Il e=1n 12
lin} [sefiales/min]
125 774 6.65
.25¢ 688 6.53
.500 462 6.14
L7150 272 5.61
1.000 168 5.12

Apliquerms ahora el m.m.c. con las siguientes eetadisticas y
N =5:
% g =2.63 £ 1= 30.05

S 9%= 1.89 £ql= 14.86

se tiens:
15) (14.86) - (2.63)(30.03) _ -4.73 ~1.87

-k = A2LL200 . REURRE

15) {1.89) - (2.63)° 2.53

(30,05) (1.69) - (2.63) (14.56) _ 17.7L _ 4

8 = !
(53 11.89) - (2.63) 2.53

pe donde la recta de m.¢. de (qi,lil es
T » ~1.87g + 7

y, por consiguiente:

1= e7 2-1.87

- 1096.63 ¢ 1-87

de manera que {a wntensidad {mcial del modelo es de 1097 sefiales por
min., en tanto que fa fasa infinitesimal de decrecimlento de I es -1.87

Hasta aqu{ los ejemplos; como vimos, en todos ellos {a feorla
orienta y determina el qué hacer con los datosg; esto es, no basta
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recopilar una gran cantidad de informacién sobre los fen%menos o
los procesos naturales, sin la teorfa no sirven de mucteo e inclu-
give, suelen ser engafosos, resbaladizos. La siguiente cita de
Bertalanffy es, seqgln nosotros, particularmente reveladcra de los
peligros de recopilar y procesar datos sin ton ni son, ve&rosla.

"... hay en el mercado numerosas férmulas que pretenden representar sa-
tisfactorismerte los datos y curvas... que se observan, 1 procediriento gene-
ral ha consistidc en proponer una ecuacisn ms o ments co-pleja v rds o ~engs
plausible; entunces el experimentador se ha dedicado a calcular una serie de
curvas,.. con la férmula y ha nquedado satisfecho si se obtione aproxiracibn su-
ficiente a los datos empfricos.

“Aqui estd la primera 1lusidn que hay que destrair, Matemftica-onta es
de sobra sabido que es posible aproximarse a casi vualquicr curva si se perni
ten tres o mds pevdmetras Vibres -cv deciv, 51 una ecuacidn contie s tres 0
mds constantes que no pueden verificarse de otro rodo. Esto es cierts sin que
importe nada Ya forma particular do ccuacion que se ¢'ija, ld'ouuaciin r4s sen-
cilla aplicable o35 una serie de potencias {y = 3, P i3 x{ + ... ) 1levada,
digamos, hasta 21 término cibico. in cdlculo asi no pasa de ejercivio ~aterdli-

co. Slempre se puede obtener aprosinacidn mayor introduciondn rés &4
"La consecuencia es que of Lyt de cunead S5 a ooty L doye
de gabinete, Gti) para propG.itos de interpolacifn y ext-anclacidn. Sin erbar-
go, 12 aproximacibn de datos empfricos me adguifica ~orifecaceén Lo fag puells
culares expresiones matendticas wadzs, 5610 se puede hablar de verificacifn
y de ecuaciones que representan una teoria si (1) €03 pasd-ctnos v tondes aen
confirmables por experimentacifn (ndependiente y si (2} do {a foonis pucdon de-
rivarse prediceiones de hechos an ne obamvadob..."m {los svbrayados son

nuestros) .

CUESTIONARIO

1.1. BEn los ejemplos 2.1. a 2.4. discuta sobre gué considera-
clones teéricas se proponen las relaciones funcionales cuyos paré-
metros se determinan en los propios ejemplos.

1.2. Reconsidere los datos de Peso contra Longitud total de
camarén blanco que se dan en el ejercicio 3.7. del capftulo 1II,
aplique el procedimiento discutido en esta scocidn para encontiar
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la ecuacién de alometrfa de esos datos,
1.3, Seqlin la "Ley de Rubner" 11, e} consumo de energfa por

unidad de tiempo da los orgunimmos o< proporcional a una potencia

de s5u maza corporal. Asf{, entre ecstas variables habrf una relacidn

alométrica con exponente aproximadamente igual &« 2/3 en el caso

de los maw{fcros seqdn uartalanffylz. rubner 1lego a esta conclu-

5idn al experimentar con perrus de diferente tamaflo. La siguiente

tabla muestra los resultados originaies de este {isidlogo de fines

del siglo pasado. Se¢a ¢ [calorfas por dial] el consume de energfa

y sea W [kg] la masa corporal. Comprucbi la Ley en el caso de eg-

tos datosg:

Metabolismo en perros (S$eqiin Rubner, hacia 1880)

peso en Kg produceidn dz
cal por Kg por dfa de superficie corporal/dia
i 5.8 1 909
6.5 01.2 1073
1.0 57.3 {191
17.7 45.3 1 047
19.2 43,4 1 141
3.7 40,2 1 082
30.4 34.8 984

Asimismo, verifique la llamada "Lay de Superficie”: Q es proporcio
nal a la superficie corporal S.

1.4. E1 costo de encrgfa al corrcr fue medidn por Schmide-
Nialsen en 197213 para varios animales. Si B es el costo de ener-
gfa guc se usa para transportar 1 gramo de peso corporal una dis-
tancia de 1 ¥m [cal por g por Km] y M {g] es la masa corporal, en
cuentre la ecuacifn potencial que mejor se ajusta a los datos de
dichos investigadores gue se dan en la siguiente tabla:

Anhimal maga [gramos] E [cal/g/Xm}
Ratdn blanco 21 13

Ardilla 236 3.7

Rata blanca 384 3 4.4

Perro (pequefio) 2.6X10 1.7

Perro (grande) 1.8)(104 0.92
Cordero 3.9x105 0.58
Caballo 5,8%10 U.15

produccidn de cal/m2

V.22,

1.5. Una droga es climinada del sistema circulatoriz :or &r-
ganos como el higado y por el consumo quu otros Srganes hacen de
ella, Este tipo de decaimiento sigue frecuentemente una curva ex-
ponencial. Considere e. siguiznte conjunto de Jdatos {agaziados de
Urguhart y Clow, 1974)14, en los que A { my por 10 ml} es la con-
centracidn de la droga en el torrente cangufneo y t {hores}) es el
tiempo, Calcule, a partir de cllos, el walor de la concontracién

inicial Ay Y la tasa instantdnea de elimiracifn de la droga.

tfhrs] .1 .3 6 .8 1.4 1.6 2.3 3.0 3.5 4,2 4.8 5.3 5.9
AEO“‘}'{{J 57 .90 .83 .77 .69 .60 .48 .41 .34 .32 .24 .19 .17
1.6. la actividad enzimfitica de 1a catalasa se pierdrs Aurante
la exhibici6n a la luz solar en presencia de oxfgeno. 5i vy M7 per
16 ml) denota la concentracién de catalasa y t 23 el tis~po de ex-
posicifin, entonces y decrece oxponencialmente con t. Use los si-
gulentes datos de Mitchell y Anderson (1965)15 para determinar la
tasa instantdnea de deccaimiento y la concentracién inicial “del

modelo”.
t {min) 0 10 30 50 60 70 £3
¥ pﬁgllo ml]} 121 74 30 12 6.7 37 2.0

1.7. 1, 8i la relacifn entre dos variables s y t es ootencial,
a.¢qué transformacidn es necesario aplicar a los Jatos para linea-
lizarles? b.iqué signo tendr& la pendiente de la vecta <= m.oc. de
lag transformadas si la relacidn es hiperhflica? c¢.cigué infeorrma-
¢idn puede obtenerse de la ordenada al origen de dicha vaoota?

Z. Suponga que R = ln R y g son dos variables entre las
cuales existe una relacién lineal con ecuacidn R » a + b g a3.2qué
tipo de relacién funcional existe entonces entre las variabies R
v q7 b.si la pendiente de esta recta es negativa;gus pasa con R al
aumentar q? c.zqud significado fenomenol8gico tienen los parimetros
? y b?

1.8, Reconsidere los ejercicios 1.2.1. y 1.2.2. del cuestio-
nario anterior. En cada caso, proponga un canbio de variables (no
necesariamente discutido en esta seccifn) para linealizar las fun-
clones.
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3. Presentacidn Elemental de los Modelog de Crecimiento de L. von
Bertalanffy.

"Todos los seres vivos pacen, crecen, ¢ reproducen y musran”
dicen muchos libros elementales de biologfa y el segundo de estos
procesos bisicos -el crecimiento- se puede medir: todos los orga-
nismos aumentan su tamaBo conforme envajecen o dicho en pilabras
de R. Margalef:

"fads individuo de urd poblacidn unispecifice se puede caracterizar por
una bismata. ¥ con efla contribuye a Ya bicmesa toval del ecosistemd. fivs pro-
piedadas #:7 individuo se roiieren @ 1o To/ma come realirg tal contribucidn:
1) Dura ua treppo Visitsds, haste cue sobreviene Yo musete. 2} Kientras vive,

¥ 16

su hicrata no perranece copstante sino que, gencralmente, ausents,

scbko: can el “iempo, lus animales ¥y las plantes sc alare

aumentan de peso y volumen y todos estos cambios

puedan medirse -cor maysr o menor érficuitad prdctizas~ pero todas
las varisules recién enunciadas pusden svelualae cuantitativanen~
te, de manera que la pregunta qué relandon funcinil exisfe entre, diaga-
mes, €a Longitud o of peso y La edod? puede ser respondida. Esto est

Si L representa la talla (o lopgitud)l y W el peso de cierto
organisme ¢gué férmulas 2xplfcitas permitoen calvular Loy P ocono
funciones de la edad t? ¢ofmo son L o= L{L) ¢ W = W{L}?

Da suyo, es este un problema complicedo y es diffcil estable-
cer un modelo matemdtico generalizable pras, gin duda, el creci-
.
. . . . : 17
miente reflejard "las complejas inte..iciones del ecosistema" '

sin embarge, con un enfoque sistémico, Ludwig von Bertalanffy ha

propuesto - "en base a cierto razonamiento biol6gice convincente” -

un modelo sencillo y Gtil "en el estudio de poblaciones de peces y
otros animales"la.

Gsosae redo, este modelo se basa en las siguientes observacio-

nes fundamentales:

-~ Segn la espscie, las condiciones ambientales, 21 sexo, etc,

“a]l promedio de los organismos” mantiene -durante toda su
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existencia~ sus dimensiones corporales {(como el peso y la
longitud) por debajo de ciertos "topes” o dimensiones mixi-
mas; al ir envejeciendo el organisme "tiende" a alcanzar
esos topes.

- En genaral, se observa una "mayor capaci-vad de crecer” du-
rante las etapas tempranas del desarrollo corporal; dicha
copacidad disminuye deipufs de cierta edad hasta casi des-

aparecer.

En la presentacifn elemental gue aquf se hace, partincs de
egte par deé pramisas bésicas gque -~ como sc punde conprobar fScils
mente ~ se cumplen en la inmensa mayorfa de las cspecics aninales.
Por ejemplo, si los datos de la tabla 2.1. se vacfan a papel nili-
métrico por Jdarnos una idea <de cbmo varfan L y W zcn L (ver figu~
ra 2.4.) se observa gue cuando t es muy grande, L se arerca a un
tope gue, estimado a ojo, podrfa tomarse como igual a 19.5 om;
por su parte, de ecta griafica es Jdiffeil decir cull es la dimern-
8i6n méxima correspondiente al peso pues con los dateos disponibles
g8lo podemos darnos una idea del perfode da crecim-entn en el oue
Ja capacidad de awnentar de tamane afln no 4isminuyolur

Nuegstra intencidn os - usando vha herramienta matendtica ele-
mantal -~ obtener las férmulag del llamado modelo de von bertalan-
ffy para las relaciones talla-edad vy poeso-edad de los animales gue,
como los perros de Rubnor (vBase el ejercicie 1.3, del cuestlona-
ric anterior), tienen respiracidn proporcicnal a la superficie cox
pcralzo.

Veamog la matemdtica que necesitamos pars esto:

a. Bi y = v(x) os tal que La tnsa de crecdnionto por cada wnidad de x
{u. de x.) es consfante, entonves vy 4wt funcibn exponencial de %, Egto
a8, &1

gl 1) - y{x) .o aneonces yi{x) =c e, k30
y (%)

gquivalentemente, si y cambia de manera porcentualmente constante
por u. de x., existen ¢ y k tales que
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+kx
yix) =ce
de hecho,
c = y(0) y +k=1n{l +q)
de manera que s5i q es positiva, el signe que antecede a k es + y
i ~1 & q &£ 0, entonces dicho signo serd -.

Ejenplo de este tipo de¢ funciones sop las del modelo de Mal~
thusznpara 2l crecimiento de una poblacidn ¥ en el tiempo t y la
llamada Ley de Lambert para el decrecimiento de la intensidad lu-
minoga I de un haz de luz que atraviesa una capa de naterial trans
ldcido cumo fumcibn de la distancia d que e3 atravesads por el haz?1
En ellas se¢ ticne que:

- 83 No es la poblacién inicial y k>» 0 eos la tasa de crecimiento
instant4neo de la poblacién, cntoncas:

_ kt
N{t) = NO e

- 81 Io o la intensiuad inicial y ~r (r)» 0} e3 la tasa de decre-
cimiento "infinitesimal" de la intensidad luminosa, entonces;

-rd
I{d) = I0 [

b, El comportamiento tfpico de las grdficas de las funciones expo-
nenciales qua se muestra enseguida (figura 2.5.)

. '
\

B -~
fFigrra 2.5.2.
Exponencial decreciente

Figura 2,5,1,
Exponencial creciente
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c, Dada la grdfica de una funcin y = y{x) puede obtenerse la gri-
fica de ¥ = b -~ v{x) si sc siguen ostos pasos:

~ refléjese la gréfica de y = y(x) respecto zl eje horizoantal; cs~
to da la grdfica de -vy(n).

- desplficese la grdfica de -y{x}, b unidades hacia arriba si h>0
¥y ~b unidades hacila abajo si b4 0. Con esto se obtiene la grdfica

de Y{x) = b = yix) {vor figura 2.06.).

/ y =y
S~ ///

-

2 y = ~y(x)

’,ndN\\ ////—\\\ y=b -~ yix)
A4 s

Figura 2.6.

La gréifica de Y = b - y(x) a
partir de la gr&fica de yl(x)

d. Finalmente, necesitaremos la herramienta bfsica para ajustar
rectas de m.c. a datos experimentales o a sus linealizaciones.

¢

La relacién talla-edad.

Originalmente, von Bertalanffy establecid$ su modelo en basze a
consideraciones metabdlicas y planted una ecuaci6n diferencial en
la que las variables son el peso Wy la edad t, dec manera que ob-
tuvo una f6rmula explfcita de W = W(t). Después dedujo la corres-
pondiente a L = L{t) usando el hecho -mis o menos fdcil de estable
cer- de que L como funcién de W estd dada por

L(W) = c w® anl/3
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Aquf procederemos alrevés; esto es, encontraremos explfcita-
rente cfmoe cembia L con t y, de aqui y de cGmo varfa W con L, ve-
remos come W oes funcibn de t.

En el caso particular de la talla, las premisas bdsicas signi-
fican que existe una talfa mixira & la cual "se aproxima cada vez
mis" la talla de los individuos conforme envejecen. I'n 1o sucesive
denotaremos con el simbolo L, 2 dicha talla mdxima.

Come decfomos arviba {véase La fijura 2.4.), on nuchos cascs,
los datos de t vs L corresponden - on upa princra aproxinacitn -

a una curva como la que se muestra en la figura 2.7., Exoninéoos-
la por ver si as posible obtener do ¢lla uno volscidn funcional
¢on una interpretacién bioldgica convincente™ .

A

— ]

o

F'gura 2,7.

Comportamiento tfpico
de los datos talla-edad.

Consideremos la nueva variable
S{t) = L, = Lit)

s({t) es, por asf decirlo, £o que Le queda al biche pox caceer euatde al-
canza La edad £ . Naturalmente -por la segunda premisa bfisica- § de-
crece cuando t aumenta y, adem3s, la gr&fica de § tiene una forma
muy conocida (véase la figura 2.8.),

En efecto, la gréfica de S tiene cara de ser wia cxpencscdaf de-
ereciente , ¢sers?. Por que si sf lo es, podremos proponer una buena
candidata para la funcifn L = L{t). Veamecs c6mo:
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ey
L

Figura 2.8,
La gr&fica de S(t) = Lg= L(t)

84 hubiera alguna evidencia experimental de que S decrece de maneaa porcentual-
mente consiante por u, de ¢, tendrfamos:

N -kt
S(t) = So e

donde S = §(0) = L~ L(0) y -k es la tasa instantdnea de decreci-

miento de S. De este modo,

-kt
L, - Lit) = (L, - L0} ¢

y, por lo tanto,

L(t) = L= (L -L(0)] & *¢ (14)
con lo que quedarfa respondida la pregunta de gué tipo de depen-
dencia funcional existe entre L y t.

Asf, en vista de que S tiens un comportamiento exponencial
decreciente s6lo en caso de que disminuya de manera porcentualmen-
te congtante por u. de t., elegiremos la ecuacibén (14} para mode-
lar la relacién talla-edad s6lo si se cumple otra premisa bdsica:

- que ta tasa de decrecimiento por u, de t. de la vaniable § aea consfante.

En caso de que tal no ocurriera fi.e. si los puntos de la for-

ma (ti,Li) no describieran una curva del tipo de la de la fig.
2.7.), mejor seria buscar otro modelo,

Sin embargo, de cumplirse esta premisa, se tendrfa entonces
que

o S(t+l) - s{t)
5{t)

q (15)

es una constante negativa mayor que -1 {¢por qu&?). Ahora bien,
i en la ecuacibn anterior sustituimos § por lo que es on t&rminos
de L, tendremos gque:

Lt} = L{t+l)

g = {(16)
Hb - L{t)
de donde:
q[Leo - L(t}] = L{t) - L{t+1)} {17)

Y. por lo tanto, que la premisa se satisfaga es eqguivalente a que
ge cumplan las ecuaciones (15) a {(l7): esto es, que entre L{t+1)
y L{t} haya la siguiente relacidn {que se infiere de la Qltira i-
gualdad) :

L{t+l) = (l+g) L(t} ~ g L {18)

Es decir que § decagce de muicra porcentualmonte constantl pes unidad
de tiempo &4 y 8680 84 L(t+1) verls Linealmeate ¢cn L{t). Esto es, sl y
s86lo. sl existen un par de constantes m y b tales gue

L(t+l) = m L{t} + b (19

donde, necesariamente, m es positiva y menor que la unidad en. tan-
to que b es mayor que cerc puesto que:

m = 1l4q ) be-qL, Y -14g<0
de manera que la tercera premisa fundamental se satisface cudndo y

88lo cuando los puntos (L(t),L{t+1l)) se alinean {0 casi) a lo lar-
go de una lfnea recta cuyas caracterfisticas geométricas se exhiben
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en la figura 2.9.
L(t+l) = L(t)
L{t+]1) =« m L{t) + b

b e o - - -

-

Figura 2.9.
La gridficade L(t + 1) = m L{t}) + b

. Ademds, la equivalencia de las ecuaciones (18) y {19) provee
un método directo para evaluar log pardmetros Ly ¥ k de la ecuna-
cién (14). En efecto:

Comom =14+ ¢ y., asuivez, =~k = In(l + q) entonces:
-k = 1lnm (20)
En tanto que como b = -g Ly . entonces Lw "2 , de mane~-
ra que ~q
Ly = b (21)
l ~m

!for otro lado, esta forma de encontrar L,y # fue planteada
por Ford-Walford (el método recibe su nombre) con un enfoque que
- m&s alld de la frialdad de las ecuaciones - estd basado en una
interpretacifn biol8gica censistente con lo gue se estd modelando,
a saber: la ecuacién (19) dice cfimo cambia L{t + 1) [la talla uma
unidad de Liempo despuds del tiempo t] al variar L(t) {la talla en tl;s
hay una sola posibilidad de que L(t + 1) y L(t} sean iguales y es
Que ef organismo ya no chezca v esto, segln las premisas del modelo, o-
currirfa cuando se hubiere aleanzado £a talla mdrima, Es decir que:
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Lt + 1) = L(t) {22)

el y s6lo si ambas variables son iguales a Ly - De modo que, sus-

tituyendo este valor en la ecuacién (19) se tiena”:

Lw=mLQ+b

de donde, al despejar L, . se obtiene nuevamente la ecuacién (21)
que, geomftricamente, tiele la siguiente interpretacifn: el punto
de coordenadas (L ,L, ) os £l linico punto gue puede estar simul-
t&neamente en la recta de la ecuacién {19) y en la de couacitn (22)
de manera que viene a ser of pooite do ofewsecs S de La priresa con (@
neeta a 45° (que es la segurda, voase la Fioura 2.9.).

Con lo anterior se tendrfan dos pardmetros de la ccuacién {14)
y en la seccifn anterior discutimos el método para determinar el
tercero: efectivamente, como Lo ™ L{0) = So ¥ y4é conocerus Lg o,
basta encontrar "§ inicial" para encontrar L(G) [50 cale al apli-
car la transformaci6n scmilog a los datos de Ja forma (t;,in SiH
sin embaryo, en lugar de buscar L{0), es preferible encontrar otro
pardmetro pues en mucha de la literatura en la que aparece este
modelo, la ecuacifn {l1l4) se presenta preferentomente en la forma
que vou Bertalanffy le di6 en 1936:

Lit) =5y (1 - R

(23)
en la que t_  Acpresenta el Liempo hipotético {o del modelo} cn el que La
Lalla exa.§ , es decir qle t, satisface la condicién:

L(to) =0

La siguiente manipulacién algebréica nos permitird, prinero,
ver que (14) y {23) son efectivamente equivalentes y luego, calcu-
lar tyt

Empecemos por factorizar L. en la ecuacifn (14):

S
o —kt] (24,

L(t) =1 [1- —— ¢
o8
Lo



Ahora, calculemos L(tOJ con esta f6rmula y apliquemos la condici6n

que define to;

-kto
Ly~ S, ¢ =0
entonces:
~kt L kt S
¢ Os —ﬁ? 6, eyguivalentemente: e 9= “EQN {25}
hlo o
de manera que al sustituir esta filtima expresidén en (24} tenemos:
kt -kt
ue) =L_{t~ ¢ %e 7 (26)

- /]

que es efectivamente equivalente a (23) (¢por gué?). Ademds, (25}

implica que

I (27

_de modo gue t, también se obtiene calculando la "8 inicial® pues

ya conocemos k y L . Recordemos ahora que

a‘kt implica In & = -k t + 1n 8§ (28}

s{t) = S, I o

ée modo que basta encontrar la crdenada al origen de la ralacifn

lin=al entre ln S{t} y t para, finalmente, conccer to.

*

Asf, lo anterior podemos resumirlo y aplicarlo de la siquien

te manera: dada una coleccifn de datos de edad t [unidades de tiem-

po] contra talla L{t) [unidades de longitud] cuyo vaciade en
un planc cartesiano presenta una disposicién tfipica como la de la
figura 2.7., para ajustar a tales datos una ecuacidn de Beatalandfy
de ia forma

~k(t-t )
Lit) = LIl - ¢ ]

eeé necesario calcular los pardmetros
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Ly = talla o longitud mdxima
-k = tasa instantdnca de decrecimiento de S(t) = Jho - L{t)
to = edad del modelo en la quc la longitud es cero.

Cdlculo que 3¢ lleva a cabo seqln el siguiente procedimiento:

=~ Se encuentra la recta de sfninos cuadrados de los suntos Ze
la forma (L{t},L(t+l)). Que tan bueno sca @szte ajuste es un
indicador de lo acertado de eclegir este modelo para nuestros

datos. 51 el ajuste de wm.c. da que
LEt + 1} = m L(t) + b

debe satisfacerse que 0 m<l vy que b»0,
=~ De lo anterior se obtiene que:

Lo ™ ] %Wﬁ y ~k = 1lnm

-~ Se busca ahora la ecuacidn de m. c. d2 las parejas de la for
ma (t,In §(t)) donde s{t) = Ly = Lit). De hecho, de tal ecus
cibn ya se conoce la pendiente -k por lo gue s6lo es necesa-
rio calcular la crdenads al origen qua, €eqfin la ecuacifn
(28), es igual a 1n SQ.

- Se obtiene el valor de tu con la férmula

. - 1n SP -~ 1n Ly

[o)

k
Apliquemos esto a los datos de la tabla 2.1. en el siguiente

Ejemplo 3.1. Encontrar la Ecuacifn de Bertalanftfy de los da-
tos de camardén blanco que se citaron en el ejemplo 2.1. de este
mismo capftulo,

Segln la discusién precedente ten-mos gue empezar por encon-
trar la recta de m.c. de L{t) vs L(t+1); en la tabla 3.1. estén
los datos que necesitamos para el ajuste; ademSs, incluimos en
ella los valorcs de ln S(t) que también vamos a emplear |(para e-

llo usamos el valor de Ly que agquf calcularemos)
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Tabla 3.1. : in S, = 1.1430 - (-0.2719) (6.5)

Camar6n blanco (Penacus vannamed) C = 2.9104
t L(t) L(t+1) In s{t) Y como
1 5.8 9.2 2.6493 1n Log = 1n 19.9448
2 9,2 11.7 2.3744 . = 2,9930
3 11,7 13.7 2.1096
4 13.7 15.1 1.8318 L
5 15.1 16.3 1.5779 entonces, al sustituir lo que sorresponde en la férmula (27), se
6 16,3 17.2 1.2933 tiene:
7 17.2 17.8 1.0097
] 17.8 18.4 0.7630
9 18.4 18.8 0.4349 ¢ = 2.9104 - 2.9930
10 18.8 19.1 0.1352 o 0.2719
11 19.1 19,2 ~0,1686 :
12 14.2 - ~0.2946 = ~0.3038

Como puede verificar el lector, la mencionada recta de m.c, de suerte tal que la ecuaci6n de Bertalanffy que se busca s

tiene ecuacifn:

Lit) = 19.94 [1 - ¢ 0-27(440.3),

{29}
L{e+l) = 0.7620 L(t) + 4.7477

La precisifn descriptiva del modelo es sorprendente. Juague

de donde, aplicando las ecuaciones (20) y (21} tenemos: ' el lector si no con la siguiente tabla de valores calculades en
47477 la que, para mayor comodidad hemos incluide los observados:
Lg B —m ¥ ~k = 1In 0.7620
1~ 0.7620
Tabla 3.2.
por lo que L, = 13.9448 y -k = -0.2719
Por otro lado, como se menciona en el apéndice C, en una rec- " L(t) L(t)

ta de m.c., siempre estd el punto cuya primera coordenada es la me~ observada calculada

dia aritmética de "las xi“ y cuya ordenada es la media correspon- 1 5.8 5.90
diente de "las yi“, de manera que para calcular la ordenada al o~ 2 9.2 9.23
rigen de la recta de minimos cuadrados de t vs ln &(t), basta 3 }ﬁ:; ig';g
calcular las medias correspondientes a estas variables y sustituir 5 15,1 15.18
la férmula: 6 16.3 16,30

en la f6rmula: 7 17.2 17.17
g 17.8 17.82

- 18.4 18.33

in 5, = In S§(€) - (-k) € 10 18.8 18,71

11 19.1 19,00

12 19,2 19,272

donde la testa (o gorrito) sobre las literales denota la menciona-
da media; asi: Recordemos que, en este caso, t estf dada en meses Yy L en cm
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La relacifn pesn-edad.

Antes de describir lo que propiamente es el modelo de Berta-
lanffy para esta funcién biométrica conviene hacer la siguiente
aclaracidn: la segunda premisa bisica respecto al crecimiento, se
refiezre a clerta. "capacidad de crecer” que disminuye a partir da
cierta cdad; en el <a2so de la variacion del paso, sueade gue - na
ra un buen nnerv do organismos -~ se registra uwn croecimlento fUD0
nencial temprane en <1 que la mepcionads: “capacidad” aumenta pro-

gresivenente o razdn constante por u. do b, cin sobargo, para que

la privara premisa {la de las dimensiones "Lope”), as

oprezeindilde que sote mado de crecev aesy v d4 lugar o un aunen-
to progrusivenente mis lento; en trmiron aokerales, dircmos que
ek medele exponencizl de cracimients aerf v8lido hasta ¢l momonto
e gue 50 pooduzeca el cambio. Por esto, el wodelo construide an
el capftulo anterior v el que ahora digcutiremss 0o son contradic=

torios.zhora sf, sals el modelo de Bertalanffy:

En ¢l caso de lag especies de "respiracitn proporcional a la
superficie” (paces, mamiforeos y lamelibranguios seqin la glagifi-
cacifn ael padre del modelo), suele sucoder, come 1o hemos dicho
ya varias veces, yue W varfa alomdtricamente con la longitud L de

manera aproximadaments cdbica de suerte quo:
. a ;s
WL = ¢ L donde ag 3 (30}

Dz esta forma, si sustituimoz (23) en (30) -esto es, sl com-
peremos la funcifn L = L{t) con la funcifn W = W(L) (Cf. apéndice
B de este capftulo)~ cbtendremos el peso como funcién de la edad,
Veamos cfno;

H(t) = WIL(t)] = c [L{t)]® con agys3

Y, por lo tanto:

~k{t-t ) =&
Ol‘ anl

'

Wit) = cfL (1 - ¢
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Finalmente, si denotamous con Wy, al tope del peso o peso mdximo,

ge tiene:

-k(t-to) a
. Wit) = Yo [1~2¢ } {31)

donde W =c¢ L, a Y ax

Bajo estas condiciones, invacliablemente se tiene que la gr&fi-
ca de W = Wt} es una curve en forma de "8", razdn por la cual ce
dice que es una cwwa digrodldea oon tres gonas blen diferencialas:

- la @el principio, de lento pero cada ver mids rdpido crecgi-
aiento,

= la jintermedia, de "inflexi6r™ o de mixina velovsidad ¢

miento ¥

-~ la final, de crecimiento lento y progresivamente menos ipidc.

{vBase la figura 2,10.}

I

i

Figura 2.10.

Comportamiento ti{plco de la curva

W = W(t) con ecuacidn (31); “ani-

males de respiracién proporcional
a la superficie”

El conocimiento de este comportamiento tiene consecuenclas Gti-
les en pesquerfas (mis generalmente, en estrategias de cxplotacifin
de recursos renovables gue casen con el mode¢!o): no es

capturar durante las dos primeras etapas - los bichos, o estdn muy

aconsejable
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chicos o , en poco tiempo, tiensn la posibilidad de crecer muche de

(al menos desde el punto de vista de fa mdxdma biomada que puzde obDrerse
petr {nddviduc), conviene capturarlo al final de la segunda etapa.
Calcular el momento de la mdxima rapidez de crecimiento aélo pucde
hacerse con precisifin si se usa un preo de cdloulo diferenciol bi-
sico. Agzufl solawente diremos que cuando a = 3, el punts donda la
"S" cambia de concavidad tiene come crdenada ol valor 8/27 d= Wy .

Con esto es relativamente sencillo

vy con la edad en la gue ¢l or
4

ganismo deja de crecer cada ved dpido para vmperar a hacerls cada

vez mdy despacio {Cf. ejercicic 3.!. Jdel cusstlonario 1 final de

esta seccitnl}. Por lo pronto, podenc: consluic el

Ejemplo 3.1. {continuaciénj Seqyun lo anterior, la ecuacitn de
crecimients de los datos de camardn blanco que enlistamos en la
tabla 2,1., correspondicnte a la relacidn peso-edad, se obtienn
sustituyende {29) en {7}, con lo qun:

WiE) = 26 [1 - o 27(E8.0),3.07 (31)

y se tiene un valor de 26 gramos para el peso mdrxime del modalo.

Terminamossg la seccisn y el capftulo con la siguiznte tabla de va-
lores cobhservados y calculados con {3i;. De nueva cuenta llamamoa

la atencifn del lector sobre lo certero del modelo:

R Tabla 3.3.
t W observado W calculado
[meses] [al gl
1 0.6 0.62
2 2.4 2.44
3 5.0 5.14
4 8.1 8.21
5 11.2 11,24
6 14.0 14.01
7 16.5 16,40
8 18.6 18.41
9 20.3 20.05
10 21.6 21.36
- 11 ~32.7 ~ Lo 22,8 . L. e
12 23.6 T 23.22
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CUESTIONARIO

3.1, En las ecuaciones (23) y (31} despeje el tienpo t como
funcifn de L y W respactivamente, A continuacién, use estas rela-
ciones para determinac las edades a las gque un individuyo "prome-~
dio" de la pobiaci6n estudiada por Chivez a. mide 13 eom de longi-
tud; b. pega 17 gramos y ¢. zu peso alcanza le mixima velocidad
de crecimiento [suponga aqui zuw W es preporcional a una potencia
cdbica de 1la 1o

3.2. Kitasszma~Hitoshy (1355), dan los siguientes datis de ion

aitud y tome como peso ndzimo ol de (31)).

gitudes vy edader dal arengue <el Pacffico Cfupea pallosil paescado
g Y i H
a 1900 3 1954, lag

en aguas da coste occidental o jfokkaido ert:
longitudes son promedios de un perfode de 45 whios y las odades

fueron determinadas en base a los anilles de las escamas.

Edad
[anos] 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ¥4

%2;? 25.70 28.40 30.15 31.65 32.85 33.65 34.4¢ 34.57 35.56 36.03
533351 w1

%g;% 35.93 37.08 37,70

Determine Ta ezuacifn de crecimiente de von Bertalanffy dz estos
datos. Luego, exprese la edad como funcién de la longitud v deter-
mine a los culntos anos el arenque del Pacffico alcanza la mitad
de su longitud mixima. Finalmente, haga una tabla de valores obser
vados vs. valores calculados de la longitud,

3.3. Segtlin von BertalanEfy (1942), el crecimiento de Acironics
steffatus viene dado por la ecuaecién L{t} = 201.1-(201.1-21.1) E-O.Gﬁt
Eseriba esta férmula en la forma de la ecuacidn {23) v diga, a par~
tir de esto, cuinto valen la talla miaxima y el tierro en el que la
longitud era cero. Luego, con los datos que se enlistan a coantinua-
ci6n, revise el ajuste de Bertalanffy.

" Edad
[afos] 1 2 3 4 5 6 ? 8 9 10 11 12

:tggi' - 1.0 32.0 42,3 -51.4 60.1 68.0 75.3 82.3 89.0 95.1  10¥,5 107.6
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(continuacibn)
Edad 13 14 i5 16 17 18 19 20 21 4
Long. 112.7 117.7 122.2 126,5 130.9 13%.3 140.2 145.0 148.6 152.0

3.4. En 1976, Galicia R, encontrd las siguientesrelocisncs
Liométricas y los siguientes pardmetros Bertalanffyanos para dog
soblaciones de camartn del Golfs de California (Femaeud s4o8inosdinds
g P.ocalifomdentiy, azul y café respectivamente} sin discriminacién

g Ee¥On:

NI N U U S TN A RIS TR T 1
£ ] - a2 "b 3:1{? 1 Y ! e : - g
Café: h(L) = 3,272 % 10 { Vb ® 733,67 . bLow (0,358 Y {O = .0,7589

A crocimianio o= Llk) 3 W o= UtL)g

Cun ellos, arme 1as acuaciones

lueqgeu, eiprese t come {uncifn de &y W resprotivamente.

3.5, (Lingalizaridn de la logistdea) Seoa o= W{t) ol nbmezo

pohtocifn wn 20 Liompo L. 1 oed madio

¢e individuns gue formen wia

es limitado, pucde postularss

JI

“rarecidad de carga® o la gue

tlemps trawscourra indefinidanento. L4,
ble Rt} =(li, ~R) /K donde N, denota la dickr capucidau de oarga,
digminuye de manera pO{FQnLualmante constafite por u. do €., enton~
ces pvede probarse queil "

Hit) = - L (*)

) L+ ne

wnde A =y -NQ)INO , com H = peblacidn inicial, y k la llamada
tzga de crecaimiento o bkajas densidades"”. Moestre gue si se cumple
12 ecuacibn {*), entonces, bhay una relacidn lineal entre L y 1In Rp
coomo puede explotarse este hecho pare deterwminar Jeos pardmetros
A v k de dicha ecuacién? Mucstre que entre R{t+l) y R({t} también
hay una deperndencia lineal.iCdmo pusde utilizarse esto en la deter
winacidn de Ny, 7 Finalmente, interprete fonomenolSgicamente a la

fancidn R = R(t).

Gourre qgue la varia-
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APENDICE A. MODIFICADORES SIMPLES DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION.

Supondremos aquf que se conoca la grdfica de una funci6n

arbitraria £ definida en un intervale de la vecta real

1.e. que

el dominio de definicifn de f es todo un sequento de reocta nuré-

rica). Discutiremos ahora qué relacién existe enire la grafice

de £ y las de las ciguientes fincioches:
i.ogleds Fix) + b
una constante b

il. PUx)= ¢ fixn) donde h se llama “e. praducts
la cinstante ¢

iii. T, (x}= f{x-a) en la gue f se aplica un ol

to mds la constantc a y o
el nomnbro de “a-tras.s oidn e
iv, zi(x}y= f(kx) en la que § re sniils

to rmagnificado pov
te ky tal funcifn 2
o "oimbic de envalan.
ngto es: Zefmo se modifics la grdfica de [ ey mada

lag casos 1. a iv.? Veanos.

1,880 glx)= {ix)4b, la grifica do ¢ ex un “ga2:plazan

donde £ v g dificren por la suma dea

de la de {, b vnidades hacia arciba #i b gs positive ¢ -
nidades hacia abajo 5i b asx nﬁqativa‘5 ivéagpe la figura A.1.0,
por gque lia crdenada sobre cada x del dominio avmgnts o disminuye
"uniformemente® en una constante.
b3
& /‘,T-\
yuit;z):/ !‘
e -y
y=E{) ’/.\ : L,f‘ "\\ "w" :“,
-+ v PO 1 o] A . : .
+ g S i -+ il v
L ”

J ¥ )
ra rd
— wad? ey

b >0 b
Figura A.l.

y=fix)+h

£0



V.43,

ii. 8i hix)= ¢ £(x), los cambios en la grdfica de f dependen,
como en el caso anterior, tanto de si ¢ es positiva o no como del
“"tamafio® de c. Nos explicamost

Si c»0, ¢ £(x) "alarga" o "encoge" la ordermla de cada punto
de la grdfica de f (esto es, que se deforma la grdfica verticalmen
te) por un factor igual a c¢: alarga cuando c? 1 y encoge si 0¢ c<l,

Ahora, si c«£0, ademds de magnificar la ordenada por un fac-
tor igual a c¢ , la gréfica se refleja con respecto al eje hori-
zontal o, equivalentemente, la reflexifn de la grdfica de f con
respecto al eje de las abscisas se alarga o se encoge con respec-
to al mismo eje segln s8i lely 1 o |cj € 1. (ver las figuras A.2.

y A.3.).

¢y}

Figura A.2. ¢»0

=1 {c 40

c¢-1
Figura A.3.

T

cw-l
c &0

RIS

VI44I

iii. Para descrioir cémo obtener la grdfica de
Toix)= £(x-a)

a partir de la de la funcién £, conviene observar primero que si
f est& definida en un intervalo de extremos r y s {donde r¢s} se-
r§ necesario, para gue T, esté definida, que el argumento x-a per-
tenezca precisamente al segmento de recta comprendido entre r Y s;
por lo tanto, Ta(x) defin» efectivamente un ntimero real s8lo si
X es un punto del intervalo con extremos r+a y s+a pues de este
modo, al restar a de cada elemento, obtendremos un némero entre r
Yy s.

Esto tiene las siguientes consecuencias geométricas:

- 8i la grifica de f "se levanta™ sobre (r,s]26, la do T, se
levantavd sobre {rt+a,s+al.

-~ Cada punto de la grd&fica de T, - esto es, cada yareja de
la forma (x,Ta(x)) ~ tiene la misma ordenada que el gpunto de la
gré&fica de f con abscisa x-a; es decir, que

- 5i desplazamos "punto por punto” la grifica de € desde el
intervalo {r,s] hasta el intervalo [r+a,s+a), obtendroros la grg-
fica de Ta‘ Asf, s8i a) 0, el desplazamiento 5. hard hacia Ja dere-
cha, en tanto que si a4 0, la gréfica de f deber& moverse \a\ uni-
dades hacia la izquierda (Zporqué?) (vBase la figura X.4.).

\ b
o "
y=£ (%) , y=f{x-a) y=£ (x~a) ;f -
¢ "',’7'\.“ - w5 N "' >
. -
X . g -‘I
a>0 a0

Plevea B @

b Figura A.d4. B
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Debido a esta caracterfstica de correr la grdfica de f hacia
la derecha o hacia la {zquierda, las funciones del tipo T, se l1la-
man a-traslaciones sobre el eje horizontal y, cuando la variable
independiente representa al tiempo, reciben el nombre de traslacig
nes en el tiempo.27

iv. Finalmente, veamos qué relacifn existe entre la grdfica
de £ y la de z{xX}= £(kx).

Cotfio en iii., empecemos por considerar d6nde deben estar las
X para gue kx caiga en el dominio de f: supongamos entonces gue
tal dominio es, otra vez, el intervalo {r,s}: asi, se requiere que
X esté entre r/k y s/k pues, de este modo, es seguro gue -al mul-
tiplicar el argumento por k- obtendremos un nGmero en el dominio
de definicién de £, Vale la pena observar, sin cmbargo, que si k
es negativa, r/k»s/k.

Por lo demis, la ordenada de cada punto de la gréifica de z
de la forma (x,z(x)) es igual a la ordenada del correspondiente
punto de la grdfica de f (kx, f(kx)), lo gque significa que z ge
comporta sobre su dominio variando igual gque f sobre el suyo sélo
gue mds o menos lentamente, segln el valor de k. En efecto:

- 8i k»1, la gréfica de f es un “encogimiento" horizontal
de la de f. V8ase la figura A.5.1,

- 8i 0¢k<1l, la grdfica de z es un "estiramiento" horizontal
de la de f. Véase la figura A.5.2.

- 84 kg 0, tambifn se obtiene la grédfica de z estirando o en-
,cogiendo la de f pero, ademds, reflejdndola respecto al eje verti-
cal. Equivalentemente: sx k 0, refléjese la grdfica de f respecto
al eje vertical y luego enc6jasele o estfresele segdn si W\% 1o
sl lkl¢l respectivamente, para obtaner la grifica de z. Véanse las
figuras A.5.3 y A.5.4..

Debidoc & la propiedad de cambiar "la velocidad" con que se re-
corre el dominio, este tipo de funciones reciben el nombre especial
de canbios de escala.

La discusifn anterior abre la posibilidad de obtener la gré-
fica de una gran variedad de funciones a partir de aquellas fami-
lias de grifica "notable” y de los modificadores simples. . . &

\‘ y=£ (kx) s ‘\ ,

y=f (kx) ,
\ I’ \ 7
y=£(x) ‘\ \ /i ) ”~
\ Al » \ -~ N
NN NI M NI

LEA Kz~

. ’/
! yf {kx)

[N
~
v

W<~y
O<k <l

Figura A.S5.
Veamos, por ejemplo, cémo trazar la grdfice de
gx)= -1(2x-3)3+1 ., lexg2

mediante aplicaciones sucesivas de tales modificadore§=
- Primero, conviene notar gque si hacemos fix)= x”, entonces

gix)= -kf(2x-3)+1

- ahora, f(2x-3) implica gue hay gue hacer un cambio de esca-
la y una traslacifn horizontal de la grdfica de f que, ciertamente,
es notable. Luego coisideraremos los cambios, en clerto sentido rnds
sencillos, que provienen del factor -k y del sumando . °

Veamos ahora de qud traslacién y de qué cambio de escala se
trata, 51 '

hix)= £(2x)
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f{2x-3) puede escribirse como h(x~3/2) toda vez que 2x-3 es el
doble de x-3/2, ‘: T

De este moda, luego de cambiarle la escala a. f - seglin ex- 3 ! 1
plicamos mis arriba - hay que hacer una traslacifn de 3/2 de uni- y= ()
dad hacia la derecha. En efecto:

hix) = £{2x)= (2:;)3 es un cambio de escala,

hix-3/2)= £{2(x=3/2)] ' -1 -1

= 12x~3)3 es una traslacidn. 1 funcién de grafi Cambio de escala.
ca notable

~ S6lo falta ver a qué parte de la grdfica de f {que es una

funcidn definida sobre toda la recta real) le vamos a aplicar los
modificadores que acabamos de mencicnar. Ya sabemos que g estd p
definida para 1&x%2 y tenemos que averiguar en dénde andan los l'r rEn 1fnea punteada: y.Hz,‘-J,J
valores de 2x-3 que son los que, finalmente, elevaremos al cubo. s En 1fnea continua: yn-i(zx-l)s
Veanos: y= (2x~3)
Bi 14x%2 , 2%2x%4 y, por lo tanto, ~142x-3 % 2

v
-
.
+
{9
LY
-»
‘-

de manera que s6lo necesitamuvs conocer la grifica de f entre -1 y ' -+
1 para obtener la de g sobre el intervalo [1,2]. a4t
- Finalmente, el producto por el escalar =k y la suma de la

constante 1 producen los cambios -axplicados por las propias gr&- Traslacién Producto por la constante -
ficas - que se muestran en las dltimas dos imdgenes de la figura 4
A.6.
‘
Lo anterior provee, como decfamos arriba, una forma sencilla
de trazar o esbozar la grdfica de funciones bastante mids complica-
das que las due llamamos "notables” (lineales, potenc:.aleé enteras o
y exponenciales) y es lo suficientemente general para ser aplicado
a cualquier funcién cuya grdfica se conozca. En particular, aplica-

32 ys gix)

1/23

mos esto en el capftulo VI para obtener las gri&ficas de la familia t 1

de funciones circuleres conocidas como funciones arménicas.

En este capftulo usamos los resultados de este apéndice en o-
tro sentido, asaber: dada una grdfica "tfpica®”, identificamos una ' Figura A.6. Cmo obtener la grifica
funcién que modificada "adecuadamente™ tiene como gr&fica la que de q(x)*-“?x_”Bﬂ
se ha dado.

Suma de la constante 1.
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APENDICE B. COMPOSICION E INVERSA DE FUNCIONRES.

En la matemdtica es frecuente, cuando se trata de analizar
un objeto, descomponerlo en objetos mds sencillos de la misma na-
turaleza; ya hemos visto un ejemplo de este procedimiento cuando
se discuti - en el capftulo I1 - cfmo era posible escribir un su-
ceso aleatorjo como sumas y productos e olros sucesos; en el apén
dice anterior, por otro lado, hicimos algo semejante al reconoucer
en la regla de corcvespondencia de unda [uncidn, unz serie dJo funcio

nes mds sencillas ~ modificadores les (lamanos all? - con efoctos
¢

t{picos sobic la graiica que nos permitiecrcn cnoontrar guaficas d
funciones relativameate complicadss. Ekn generel, zungue tal hecho
no tenca consecuencias tan inmedistas pava el trazo de la qrdfica
y mSs bien su utilidad mdxima se aprocie on el procego de doriva-
ciénzq' es posible deicomponen fas funcicies  de manera que se vean
come la aplicacién sucssiva de varias funciones mis sencillas, Asf{

por ejemplo, la funcidn
3
r(x)= -k(2x~3}7+1

fue presentada en el ap&ndice A. como el resultado de aplicar su-
cesivamente las siguientes reglas de correspondenclas

1

312
{

En efectos
- z, aplicada en el resultado de Talz(x} es

2{x-3/2)= 2(x-3/2)= 2x-3
« f, aplicada en el resultado anterior, da:
3
f(2x~3)= (2x-3)

=~ h, aplicada en el resultado de arriba es

()= x-3/2 ; z(x)= 2% ; Edx)=x° ; h(x)= =4x y g(x)= x+1

v.50.

h((2x=3)]= -k(2x-3)>
- y, finalmente, g aplicada en este (ltimo ndmero es:
gl-k{2x-3))= -4 (2x-3) 241
De manera gue:

r{x)=glh{fl{z{T,, (x)}]]]

3/2

Inversamente, i u y v son dos funciones cualesquiera y u{x) estd
en el dominio de v, podemos definir la Suncdfn compuesta  "u degudda

"
de v* (que denotaremos con el simbolo v & u) mediante la regla de co-

rrespondencia;
(veu)ixl= viu(x)) (B.1.})

Veu suele llamars> también “"u composicién v" o "v aplicada en u®
y permite, dadas las funciones u y v -cada una con su significado
particular desde el punto de vista fenomenolbgico - construir una
nueva funcidn (interesante en s{ mismea por alguna razdn) en la quo
sa describe c6mo cambia la variable v con la variable x siendo que
inicialmente se sabfa c6mo variaban v ccn u y u con x. Tal as el
caso, por ejemplo de las funciones biométricas mediante las cuales
llegamos, en el par&grafo 3. de este capftulo, a expresar el reso
W como funcifn de la edad t a partir de que sabfamos cémo variaban
el peso con la longitud L y ésta con la edad (véanse las ecuacicnes

{30) y (31)).

En ocasiones, cuando es posible saber cfmo una variable y as
funcifn de x, lo qﬁe importa para fines précticos s conecer =éro
cambia x cuandc v varfa. Tal es el caso, pour ejenplo, cuando ~cenz-
cida la longitud L de un organismo - calculamos su edad nediante
el "despeje” de t en la ecuaci6n de von Bertaienf fy Correspondien-
te a la relacién talla-edad (Cf. ecuaci6n (23) de este capfitulo).
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Resulta que existe la necesidad de "invertir”™ el papel de las va-
rlableg y convicng recordar agquf gue cuando introdujimos el len—
guaje de las funciones en el capftulo I, mencionamos gue la elec-

cifn de cufl de las variables es dependiente y cudl independiante
es bastante arbitraria pues si al observar un fenfmeno s¢ decide,
por ejemplo, gue 3 varfa segdn cambia t, tambifn es posible deoci-
dir que t es la que cambia segdn las variaciones de 8... cn reali~
dad, no es éstc un problema muy grave ya que bajo ciertas condicio
nes - suficientemente flexibles por cierto, por lo menos para el
tipo de funciones que consideraremcs por ahora - e posible esta-

blecer que si

8§ = plt}
entonces

t = t{s)

Por ejemplo, la f6rmula de la cafda libre:

s = kgt txo
es equivalente a las siguientes ecuaciones:
28 2 28, &

5" t Y t =(~§) sl

de las cuales la Giltima establece cBmo varfa t cuando cambia s; es
decir, informa de cudnto tiempo debe transcurrir para que el mbvil
que cae libremente recorra s unidades de distancia.

Agimismo, la ecuacidn que establece cémo varfa la presidn ate
mosférica P con la altitud h:

~kh
P = Po e

es equivalente a;
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P . ~kh
B, ¢

de dondag

In(—-) = -kh
¥y, finalmente:

. | .
h = I {in P in PO’

f6rmula que nos dice, segdn la construccifn que nos llevé en el ca-
pftulo IV a que P varfa exponencialmente con h, a qué altitud h se
tisne una presidn P.

Pues bien, resulta gue las funciones t + tis} y h = h(P} a

las que llegamos en los dos ejexplos anteriorss son - toda vez gue

"invierten” ¢l papel de las variables s y L v Py h, respectivanen-

te - lag funcionch Owersns de agufillas cuyas reglas de corresponden-
. . , 49

cia se establecen en la ftorma s = s{t) y P = Pih} 7.

Bste concepto de la funcidn inversa tiene qué ver con @l de
la composicidn de funciones y he acui la relacifn: suzongamoss gue

f y g son inversas; 6i construimos las funcioney cowniestas
g@f Y fog
tendremos un par de funciones "inocuas" en zl scentido de que:

{ge £) (x) = % para cualquier x y
(f eglly) = ¥y para cualquier y

es decir, que - aplicadas en un elemento de sus corrspondientes
dominios - dan el mismo elemento, lo dejan idéntico, 1gual:ito...
pPor @sta razén, sc dice que ge f es la funca’n wontddad  en su doni-
nio, en tanto que fe¢g lo es en al suyo30

Veamos, por ejemplo, los casos de las fdrraulas de la cafda
libre y la presidn atmosférica; ses cierto que toeg, 5at, heP vy
Pe h son iguales a seirdas funciones identidad?

Como

(tes)ix) = t{slxi] = tikgx?) , X0

se tiene que: 2
{(tos)(x) = Eiﬁgﬁ—i = x* =

Por otro lado, sl yp 0:
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Por otro lado, si y2 0:
2 2 2
(set)ly) = slt(y)] = G(H) = kg ——g—- )
= lj __231_ =y
9
de manera cque, en efecto:
(tes)(x) = x y (sot)ly) =y
Por su partes L x
wk{= = in =)
(Pah)ix) = Plhix)] = P{~- .%_ n -—g—o-l =p ¢ K 7
X
in — X .
= Pc e Po ¢ po P X
o
y, para toda y:
-ky

Po e

theP)(y) = niPiyl] = h(p Y] = - 4 1n 2

o
- 1. -
= = = (-ky) Y
1o que muestra que, efectivamentes
(he P){¥) = % y (Peh)(y) = ¥

La propiedad expresada mediante las eccuaciones (B.2.) se usa
para definir las funciones inversas: se dice que g es fa {nvensa de
f siy sflo si se satisfacen tales ecuaciones’l. Y la inversa de
f puede taxmbién interpretasrse como la funcifn que "deshace lo que
hace £".

Comwo ya vimos, cuando se conoce expléitamente la regla de co-
rrespondencia de £, la de su inversa g s¢ encuentra despejando la

variable independiente de f en términos de su variable dependien-

te.
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Veamos ahora cOmo obtener la gréfica de la inversa de { a
partir de la propia grifica de f: si (x,y) es un punte e &sta,
(y.x} lo serd de la gr&fica de f-1 (véase la nota 31) (¢cpor zué?)
de modo que cada punto de la primera grdfica da inforract6n res-
pecto a la localizacibén de exactamente un punto de la otra, ¢dén-
de estd es: punto?

Un arguiento geométrico simple muestra que (x,y] ; (y,x) son
simétricos con respecto a la recta y = x 32 que buescota el priner
cuadrante del planc. Por lo tanto, para trazar la grifica de f«l,
basta reflejar la de f rospecto a esta recta.

Conviene aclarar, sin cwbargo, que N0 cuddgn s &l ione wad
dnverda y  echaremos mano de la dizcusitn inmediatamonte anterior ta-
ra exhibir el porqué de este hechiv y las cond:ciones bava las cuales

8{ existe la inversa. Sale:

Empecemos por observar que nt ualgudet cuiva del Viv.oo Carte-
giano es la grdfica de una funcifn: si dos puntas discintos de la
curva tienea la misma abscisa, tal 1o es grafica de "wuoién g, una
porgqus a un aismo elements del dominio se le cstzrfan asigra.. ' dos
valores distintos de la variable dependiente ¥y esto, recufreese
(v€ase el pardgrafo 1. de oste capftulo), est§ prohibido pues *la
reqgla de correspondencia de una funcidn asignt  a cada valor de la
variable independiente, uao y sdlo un valor de la dependiente’.

Poc conuiguiente, la inversa de f existe 51 4y 5510 51 la re-
flexién de la curva y = f{n) respecto & la recta y = %, es la gri-
fica de alquna funcidn.

Segln esto, por ejemplo, la funci6n potencial cuadrdtica

£(x) = %

definida para cualguier nimerc real, no tiens :nversa por que la
reflexifn de la pardbola y = x? rospecto a la recta que Ligecta &l
primer cuadrante, no puede ser grédfica de funcifn alguna {ver la
figura B.1.}.

Este hecho geométroico, por cierto, puede terridén desoribirse
en términos de la propia regla de correspondencis: sy f ¢s uaa fun
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cién que le asigna el mismo valor a dos elementos distintos de su
dominio (en este caso, por ejemplo, f(2)=f(-2)=4), entonces f no

tiene inversa; en tanto que si cualesquiera dos elementos distin-
tos del dominio de f tiencn imdgenes diferentes, f sf puede inver

tirse.
Véanse, como ejemplos de funciones cuyas inversas hemos encon-

trado: la de la ley de la cafda libre y la de la presifn cuyas gri=-

ficas y las de sus inversas se muestran en la figura B,Z.

l}y ,/
7
2 s
X / -
o7
‘v,
R
R/
7, % x
V2l S
’ ~ _ La curva punteada no es grifica de
// .
. “~.. ninguna funcibn,
./ \.'.-""-“
/7

. !
/ .
’ » »
/
. La curva punteada a; 1a /// La curva punteada es la
4 gr&fica de t=(2s/q) / gréfica de v
7 P b= -1/k In <=
4 ’ °

Figura B.2.
Cémo cbtener la grifica de
1a inversa de una funcidn.

V.56,

vamos a terminar este ap@ndice aplicando la discus.én anterior
a la obtencién de la grafica de las funciones potenciales fraccio-
narias definidas en el semieje real no negativo (i.e. para valores
de x mayores o iguales que 0). Veawos primerc cbro obtener la gi&-:
fica de

1/m m un natural y »20

g{x)= %
Como la regla de correspondencia de g establece que hay que to-
mar la m-8sima rafz de x, y ésta es precisamente la operacifn

inversa do "elevar a la m", es fdcil ver que g es la inversa de

£(x)= x" X320

En efecto:
(fog) (x)= £(x ™= /R = x

(9o £ (1= g(y™r= (y™ Y™ /3™ =y

Y, como ya conocemos la grdfica de f (véase la discusi6n sokre la
familia de las funciones potanciales que se da al final del capi-
tulo I11), podemos chtener fdcilmente la de g. =n la figura B.5.
se muestran las correspondientes a m = 2 y 3.

Ahora bien, las funciones del tipo

gi{x) = x k/m K #1, k enteso

tienen gréficas que, esencialmente, poseen las mismas Caracterf{sti-~
cas que lag anteriores, y vomo pueden verse como la comjosic:én de
una de éstas con una potencial entera, el mftode que se describe

en la nota 33 - v8lido para obtener la gré&fica de una funcifn com-
puesta a partir de sus componentes ~ es aplicable y justifics nues-
tra afirmacién., Recomendamas al lector interesado (o verifigue y
mostramcs - también en la figura B.3. -~ las grdficas de

2/5 5/2

gi{x) = x y gix) = =

en donde una de ellas puede ob enerse con el método c¢ltado en tanto
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que la otra se traza reflejando la primera respecto a la recta

gue bisecta el primer cuadrante (¢porqué?). .
APENDICE C. EL METODO PARA ORTENER UNA RECTA DE MININOS CUADRADOS. *

La Notacidn.

Iy b /
/ Supongamos gque tenemos dada una lista de ndmeros
Y"xS/ '/I
Ve a_,a a
, PYARRFLM
/ ‘
//' en donde el subfndice que acompaina a cada literal sefiala el lugar
// que le corresponde al nUmero en la lista. Denotemos con i a tal
Y e subIindice (desde luego que cualquier otra literal, excerto la ois-—
. ynx2/5 ma a, es igualmente buena),
d La suma
7 +
g a, +a cee tag .
&
» Z » de los nOmeros consecutives de la lista que van desde que 1L vale x
hasta que i vale m, se representa abreviademente con el =inbolo:
Figura B.3. m
. : a
Grdficas de funciones Egi i
potenciales. .

en &1, 2 es la letra griega sigma may@scula, a; recibe el norkre de
"sumando ¢ térmiro general", Xk es el "lf{mite inferior" de la sura ;
m e)] "limite superior". Este sfmbolo suele leerse como "la sura dez-

de k hasta m de las ai".
Cuando se suman todos los elementos de la lista (1.e. cuando k=l

y m=N), es frecuente el uso de cualesguiera de los siguientes sinco-

los para denotarla:

N
5 8 R 0 7oA
iml i

que, por no representar ambigiledad alguna, puede leerse simplerente

como "la suma de las a”".
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El ajuste de la recta de mfnimos cuadrados.
Dada una lista de N puntos del Plano Cartesiano de la forma

‘xi'Yi) i’l'l‘.'“

la recta
yixl=a + b x

que satisfaga que la suma de cuadrados
2
PCIERE
sea mfinima, se illama la necda de mindmos cuadiados de tales puntos.

§1 dicha recta no es vertical, los valores de a (la ordenada al
origen) y de b (la pendiente) vienen dados por las férmulas:

b o NEXy - SxEy (C.1.)
NEx® -(52)°

A e SYEx’ -Sxiuy (c.2.)
NEx? -(Ex)?

Ahora, denotemos con X y ¥y lag respectivas medias aritmSticas
de las X, Y las Y;s esto es:

. &X T e =

&8 posible probar que el punto del plano (X,7) siempre estf en ia
recta de minimoe cuadrsdos y por lo tanto, la ordenada al origen
también puede calcularse con:

amy-bx

{2porqué?).
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1 Bochner §. The Role of Mathematics in the Rise of Science. Princeton Univer-
sity Press. Princeton, N.J.. 1966. pdg. 217.

2 lbidem. pdg. 218.

3 Véase, sin embargo, la cita de Lertalanffy que se hace al final de la sec-
cibn 2. de este mismo capftulo: el criterio de “1a menor diferencia positle
entre valores calculados y observados” s6lo se aplica para fines descripti-
vos de interpolacifin y -siempre que es posible- se ajustan los datos a rde
Jos preestablecidos.

4 Bertalanffy L von. Teorfa General de los Sistemas. Fondo de Cultura Econfi-
mica. México, 1980. pp. 177 y ss.

5 Chivez £. A Estudio sobre la Tasa de Crecimiento del Carar® Slanco (Fons.us
vannames Boone) de 1a Regidn Sur del Golfo de Californra  -ercia, Véx.
XXVITT (2) 79-85. 1977

6 Urquhart y Clow. Math'matics in Biology, Calculus ano Related “opics Prel -
minary Edition. W.W «rion & Company, inc Hew York,1974. pdy 153

7 Cf. Introduccién al Método Experimental (IME), Apuntes 1983. Laboratorio ce
Fisica General, Facultad de Clencias de la UhAM. México, 19683. O bien, con-

sdltese: Crowe y Crowe. Mathematics for Biolugists. Acaderic Press. tonden,
New York, 1969.Secciones 4.2 y 4.8

8 Crowe y Crowe, Op cit. pdg. 104
9 Urquhart y Clow, Op. cit. pdg. 149

10 Bertalanffy L. von, Op. cit. pp. 179y ss.

11 Scheer B. J. Fisiologfa Animal. tdiciones Owega S.A. Ba-celona, 1969 :o. <6
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17 "E1 crecimiento se suele representar por una curva que corresponde a dinen=
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sicnes medidas es tiempos sucesivos sobire un fndividuo, o mds frecuentemen-

te, medias obtenidas sobre toda 14 poblacidn en estudio o sobre una nuestra

de ella. La curva de crecimiento, cstrictamente, no es una caracterisiica de
1a especia sino de Ya poblaci6n... Cf. Margalef R. Op. cit. pdg. 583,

Ibidem.

De hecho, la mayorfa de estas especies de camarfn son bianuales -esto es, si
no se les depredara, vivirfan dos afios- por lo que la tendencia al ;eso mdxi
mo no es fécilmente observable si s610 se tienen datos de los primeres doce
meses; sin embargo, no es éste el cass de Ya longitud pues es usuai que el
desarrollo longitudinal termine temprano en tanto que el correspondiente a
138 masa corporal dura mucho mis.

En efecto, von Bertalanffy clasifica a Tos organismos animales en tres tipos
metabSlicos segin tengan la respiracifn; ademds de los de la discusiGn en el
texto, considera Yos de respiracidn proporcional al peso (larvas de insectos,
ortfoteros, Helicidae) y los de respiracifn de preporcionalidad interwedia a
1a superficie y a1 peso (Planoabidae) cuyas ecuaciones de crecimiento no son
corpatibles con las premiszas simplificadoras sobre las que se construye el
modeio que aguf se discute. Conviene que el lector interesado consulte Ta
discusién original en: Bertalanffy L. von. Op. cit. pp. 179 y ss.

Sobre el madelo de Halthus para el crecimiento de una poblacidn sugiero se
consulte el artfculo de Pulido 2. La funcidn exponencial y las poblaciones
de Méxica, Com. Internas del Depta de Matemdticas de 1a Fac. de Clencias de
la U474, en prenssa. Pespecto a la Loy de Lambert puede verse el Sirmons F.
teuaciones Diferanciales con Apticacionas y fotas HistOricas. McGraw-HiTi,
Méxics, 1972, pdg. 37,

Recordanos al Yector el pdrrafo al Tina) de la segunda seccifn de este capf
tulo y agregaros esto: lo de la “interpretacifn tiolfgica convincente” de-
perde fuerterante de que “interroguemos a 1a Natwraleza® con un buen plan pa
ra pocer interpretar adecusdamente sus respuestas; i.e. buscamns que los pa-
rézetros que aparezcan en el modelo tengan un siunificade fenomenolfgico cla
ro.

Visto de otro modo, diremgs que lo que se hace ¢35 resolver el sistema de e-
cuaciones simulténeas (19) y {22).

Cf, Tsteva L. 005 Modelos de {recimiento de Poblaciones. Com. Internas del
Depto. de Materdticas de la Fac. de Ciencias de 1a UNAM. En prensa.

£l sfrbolo b denota el valor absoluto de b, donde b as un nimero real.
ih} es igual a b st bx0 y vale -b si b<0. Por ejemplo: |-3] = 3 y lel=e.

Usamos aguf y en otras partes de este trabajo, 1a siguiente simboiogfa:

a,b] dencta el conjunto de nimeros reales t tales que aé&ts<b.
a,b{ denota el conjunto de niimeros reales t tales que a<t<h.
a,b? denota el conjunto de nimeros reales t tales que actéb.
a,b{ denota ¢l conjunto de nimeros reales t tales que asteb.

hsi, el paréntesis "abierto” indica que el extremo contiguo no pertenece al
corjunto, en tanto si junto a algun extremo aparece un paréntesis "cerrado",
dicho extremo s se incluye en el conjunto. Por razones més 0 menos claras,
los sermentos rectilfneos enlistados arriba se 1iaman, respectivamente in-
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intervalo cerrado, abierto, abierto por la izquierds y cerrado por la deresra
e intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha.

27 Las funciones f que, definidas en toda la rects, son invariantes bajo tras-

laciones {i.e, son tales que T =f para algura a real), juegan un papel ted-
rico muy importante. La invaridncia se refleja en que - cads a8 unicedes -

estas funciones se reflejan a sT mismas.iCOmo serd su gréfica?

28 Lo derivacifn es una operacifn propia del cdlculo diferencial gue, segdn

nuestro plan, debe discutirse en un sequrdo curso de ratemdticas.

29 Obsérvese que si s=s(t) es la inversa de t=t(s}, és5t3 serd - recfprocaren-

te - la inversa de aquélla.

30 Hay distintas formas de denotar a 1a funcién identidad en un conjunto A: sue-

len usarse IA’ 1, 0, simplemente, | o 1 cuando es claro del contexte que se
trata de la ideﬂtidad en tal conjunto y ro en otro, De estz -ode:
IA(x) = IA(x) = I{x} = 1(x) = x para cualquier x gque sea elevento ce A.

31 Es frecuente el uso del sfrbolo 73 para darotar 3 1a inversa de f por ara-

Togfa con los sfmbolos aigebrdicos que se usan para denotar al inverso mul-
tiplicativo de un namero.

32 En efecto, considérense en la figure los tri€noulos semejanzes 0AP y O57°,

KX]

dado que OP = P'0, el tridngulo OPP' es 1sdsceles y la bisectr 12 L del fnju-
1o POP’ es perpendicular al lado PP' y coincide con 12 mediatriz sobre cse
lado de manerva que - s2gGn Ja definicidn de simetrfy respecto a una recta
{vése el capitulo [Il} - Py P' son simdtricos con respectn a % .

#'s {4, % 11

p 2L,

Y4

7
" 54 Pe(e, 4)
7" e A'“"

Ahora, la ecuacitn de [ s y = x pues los dngulos @y 4° ; Ly &' son, ;ur
L4

parejas, iguales de manera que d+4 = 45° es el dngulo d2 inclinacifn 2e &
y esta recta bisecta el primer cuadrante.

S{ conocemos las gr&ficas de las funciones cemponentes f y <. seqguiremos
este procedimiento para ohtener la gréfica de Ya funcidn compuests F=fg:
Del punto A (ver figura}, que se levanta sobre un valor deds de Ta variasiz
independiente x, y cuya ordenada ey g{x), tr&cese una ricts hoeizontal que
corte a 1a rectaXen el punto 8 (Jes la grifice de Ja funzitn identidad en
1os reales); desde B, levéntese una vertical hasta cortar 'z orifica de f
en C y, de aquf, una nueva horizontal hasta cortar a Va perpeniicular que
se levante sobre x en el punto D. Este es el purto de la grdfice de 1a cen-
posici6n F que corresponde a x, f.e. D={x,F{x))

34 Como se ve, la intenci6n de aste apéndice s6lo es dar un “recetaric” pars ha-

cer ajustes de rectas de mfnimos cuadrados. Lla discusidn sobre la teorfa
subyacente a 1a solucifn que aquf presentamps se difiere a un curso ce esta-
dfstica. Sin embargo, el lector interesado puede consultar desde ahor: :ual-
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quier libro bdsico de esta rama de la matemdtica. Otra posibilidad es espe-~
rar a tener un corccimiento elemental de Algebra Lineal y consultar después
la escelente presentaci6n que hace del tema itoward Anton en: Anton H v Ch.
Rorres. Aplicaciones de Algebra Linezl, Editorial Limusa. México 1979. Cap.
11, pdgs. 155 y ss.

i i L L

.w.__._,,._jg{._,u, ol

'CT/’”“"‘ Y=

<

Figura de la nota 33.



CAPITULO VI. FUNCIONES PERIODICAS.

Axmonda:...ena, también, el nombre
dado a La personificacidn griega
def onden y fa simetala, Segdn Eu-
alpides, ena hija de las nueve mu -
das.

1. Antecedentes.

Hay muchos fenfmenos en la Naturaleza que se repiten a in=-
tervalos iguales en el tiempo o el =zpacio. De hecho, esto per-
mite que se pueda predecir con alguna confianze lo que ha de o-
currir en ol futuro. 3Sucesos tan comunes cemo 2} dfa y la noche,
1a repaticidn snuad 4o las astacionos o la configuvacifn de una
orda producids a2l alterar el sistena ¢n wjuilibrio de un 1igqui-
dz en ruposo, son ejenplos de este tipo Jo fendmenus cfclicos,
For sn parte, a pesar de que suclen sev extreiadanente com-
plejos, los ritmos biolBgicos tambiséu se coracteiizan poragws,
luago de un cierto tiempoe, se repit<n a i wigmos; tal ws el caso,
por ejenplo, de la menstruacién en las henbras humanas o, mejor
dicho, de las reacciones hormonales :me lo renulan, de las explo-
siones demegraficas del Fitoplancton, de los ciclos reproductivos

‘Ge lus organismos o de sas tewmporadas de velo lrecufrdense, sin
ir m&s lejos, les hurros en primovera), de las rzacciones bioguf~
micas que regulan ¢l sueno, ete.

Este capftulo trata Je los modelos matemiticos, vale decir
las funciones, 1d8ne0s para tratar este tipo de fendmenos; desde
luego que deberdn reflejar la caracterfstica fundamental: fomaa
el miamo vator a inteavalos aegulares de su domindo. Y fota es

1a razdn por la que empezamos por establecer la giguiente

*  Encyclopacdia Britanndca.

T
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Definicifn 1.1. Sea £ una funcidén definida para cualguier
nimero real. Se dice que f es perifdica de pearfodo P, para algin
real positivo P, si y sélo si

fi{t + P) = £lt) (1)
para cualquier t.
N6tese que esta definicidn implica que una funcidn de perfo-

do P lo sea también de perfedo 2P, 3P, ... y, en genzral, de pe-

riodo cualquier mltiplo crtero de P {¢por qué?).

Por ejerplo, si supe »5 que el poerfode de un ciclo mense
trual human> os de 28 <dfaz, también pueds conziderarse conme ds
perfodo 56 u 34, man por tazones de precisidn, serl convapiente
distingnir 21 vslor del minimo porfodo do entre todos ios dends.
Diremos ontonco: que f ¢s perdddica de perfode furdomentet
P, 81 éste es el minimo valocr para el cual se catisface la ecuan

cibn (1),

Consecuentemente, la grdfiica de cunaleuier funcidn periédica
presentard el mismo aspecto sobre cada intervalo de lopgitud i-
qual a su perfodo vy, para todo fin prictico, on suficiente Aibu-

Jarla scbre uno de tales intervaloz para -on caso nsoesarioe esig-
tenderls despuds a teodo el deminio {ver figura 1.1.}.

Otro importantf{simo fenbmaeno modelable mediante funciones
perifdicas o combinaciones mis o menos complicadas do Sstan, es

el de las mareas: gse sabe jue el efects gravitacvienal de 1a Lu-

na, el S0l v los planetas més masives ¢urcanos o la Tie
ter, Venus y Marte, fundamentalmente~ producen este =i v v ba=
jar casi rfimico del nivel de las agquas del mar. Awmnwue o5 cior-
to que en é1 aparecen rasgos azarosos que hacen qgue, er reali-
dad, el fenfmenoc no sea periddico, en un primer acercamiento a
su estudio, es aconsejable congiderar s6leo aguellos aspectos que

son consecusncia de la accidn de los astros sobre la Tierra.
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Figura 1.1. Griéfica de una Funcién
Periodica de Perfcdo fundamental igual a P

La ‘herramienta fundamcntal para hzier esto -y, de hecho, pa-
ra iniciar el estudic de casy cualguier fondmeno periddico~ son

un par de funciones, conocidas desde la escusla secundavia, cuva

definicifin ahora daberi exbtendersc o toudes los nfimeros reales.
CUESTIONARIO

1.1. D& tres sjemplos gue no se hayan mencionado <n el texto, de
fendmenos perifidicos o aproximadamente purifdicos: en cada caso,
establecgca «) valor der poerfedo fundamzntal,

1.2. Sea Y=¥{(¥) una funcibn deiinida en ol intervalo [a,pl; la
exfensddn peatddeca Je ¥ os la funuidn peviddica ds perfodo fun-
damental b-a gue toma exactamente los wmisimos valores gue ¥ sobre
el intarvaio {a,b}. Construys la extonsidn periSdica de Tas si-
guientes tunciones y dibuje la grd&fica on, por 1o mentg, tres pe-
lrfodus consecutivos:

a. Y(%) = %% en [-1,1]  b. ¥(X) = ¢® en [0,1) Observe que se
ha dejado abierto por la derecha el intervalo de definicifn en

ente ejercicio para evitar ambigliedad en la extsnsidn.

2. Las funciones seno y coseno.

sea 5! el cfrcule de radio uno o cfrculo undfarieo del plano

2
cartesiano R™. Supohgamos gue la recta real R es un hilo infinito

vVI.4.

8in grosor; enredemo; este hilo alrededor de S1 siguiendo lag
siguientes convenciones:

1. El zero real debers fijarse en el punta {1,0) de SI.

2. La parte positiva de R so enredard, a partir de (1,0},
en el sentido contrario al de las manecillas del teloj
{llamado por csto sentido Lhagonenmbinico Pos{tive) o,
coma suzle abreviarse, condraneday.

3. La parte negativa, 1 su vez, sers enredada en el sentido
contraric o a aelny (figura 2.1.)

Dado que la ecircunferencia Ae q] s igual & 2 {recubrdese
que la circunfercncia s o1 revinetro del cfrculo}, se tiene cue
con cada seqmeanto de cat, longltud del hilo real, le darenos una’
vvelta completa a Sl de tol suerto que, por ajenplo:

a. 0, 20, aW, . . ongt . «Qii‘,..u. TS (R
"caen en (1,0)" para cualquier k aentera positivé.

be T 3T, SH, L ok 1), L, ST, 36 SH - (2ke1) 9T

"caen" en (-1, ualoud
no(-1,0lpara cualguier valor entero pogsitive de k. Note-

gse que W es ia longitad de rmedia waelta robre Slu

c. W/2 "cae sobra (6. 1) {ipor qué’) y o micen cucede con
todes los nfmeros realos do la forma ?f/Q + Znﬁr; dande n opyede
tomar cualjguizr valor enterc.

d.~3%/4 viena a dar sobre (w!ffy,"llfﬁ} pucs suta nilnerns
ocupa 3/8 de vueita a releyi on Sliuﬂax@ la nota 1.}, ademds, acqul
caen tambifn todos 10s reales gue Hsten de -3T /4 en un pﬁitj;
plo entero de 2%; a saber, todos aquéllos aque ruedsn eserihige
en la forxma -3%¥ 74 + 209, con n entera. (Véase la fieusa 2.0.7.

A e#atas alturas debe ser svidents que el fanosc enredijo re-
cién descrito permite asignanfe, a cada xeal t, wn e..erento 1(c)
del clracubo unitanie ¥ que, para cualquier valor de} argumento t,

Lith= T(t + 2§ (2)
La funci6n 1 recibe el nowmbre de identificacabn de R con st Ye

puesto qur I{t) es un elemento de Rz, I defene 208 funcecnes tea-
Les de variable neal: |
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12 La que & cada t real le asigna la primera cocordenada de
1{t) y
2% lLa que,
mismo punto.

a la misma t, le asigna la segunda coordenada del

T{t) = (X(t),Y{t)} (3)

donde X y Y son funciones reales de varlable real que satisfacen

que

X(t) = X{t + 27) (4
V(L) = Y{t + 297}

para toda t; ep decir, que ambas furriones son perifdicas de perfp
do 2% . Bueno,| pues tenemos la mesa puesta para dar nuestra defi-
nicién de las [funciones seno y caseno de cualfquier ndmeto neal.

Definicidn 2.1. Sea 1 la identificacidn de R con s gque aca-
, bamos de constiruir, cuyas funciones coordenadas estdn diadas porx
8! la ecuacidn {(J); la funcidn X recibe el nomhre de funcién ccseno
y la funcibn I se llama funcifn sene. En lo sucesivo, usaremos
la siguiente hotaci®n para degcribirlas:
X{t}) = cos t (5)
Yi{t) = sen t

Son consecuencias inmediatas de la definicién 2.1. o requie-
ren de un arfuaento geométrico m&s o menos sencillo, las afirmacip

nes gue se hacen en la siguiente

Proposileifn 2.2, 1, ~14sen t %1 ; -24£cos t%1 para toda t.

2. El1 seno y el coseno son perifdicas de pe-
nlode fundamental 2 .

3. El coseno es una funcidn pan.

4. El seno es una funcidn imparfigura 2.3.)

S. senzt + coszt = 1

FIG. 2.4, EL ENREDIJO
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6. sen (t +7'} = ~sen t ’
" cos (t +%) = -cos t
7. sen {t +7/2)= cos t
cos (t +T/2)= ~gen ¢t
En 2.2.5,, ek simboleo senzt denota al nfimero (sen t)z; and-
logamente, cos’t = {cos t)z, de manera gue

senzt + coszt = ]

es s68lo otra forma de enunciar el conocido Teorema de Pit&goras:
"la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrade de
la hipotenusa”.

La proposicifn anterior facilita el dibujo de las grificasz
del seno y el cosenn, de hecho, es suficlente sabar cmo varfan
ambas funcivacs entre 0 y%/2 para, aplicando las ecuaciones 2.2,
6. ¥ 2.2.7., doterminar c6mo varfan a lo largo de todo un inter-
valo de tamafo 2% .

Asf, de la

Tabla 2.1.
El seno y el coseno de argu~
mantos notables entre 0 y97/2.

t 0 w16 w4 /3 712
cos t 1 V3 1IN /2 0
sen t 0 1/2 1INE 32 i

sa pueden cbtener los valores de la

Tabla 2.2. A
El seno y el coseno de argumen
tos notables entrs /2 y 2T,

t My W SV M Mis s¥/4 4T3 My2 5K /s 11976
cos ¢ -1/2 AANT 32 -1 T2 A1/N? a2 0 12 AN 132
sen t  {f;2 7 /2 0 -1/2  -aN? <372 -1 {372 -1/02 -1/2

por qus todos los argumentos que en ella aparecen difleren de los
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de la tabla 2.1. en miltiplos enteros de /2. En 1a figura 2.4.
se exhiben las gré&ficas de las fuciones seno y coseno aunque,

conviene aclararlo, se han utilizado escalas distintas en cada

eje de coordenadas.

f ]
- H,
RN
i % . N
3 ; ) 3 ¢ -
21 v m, \ # ™,
\
N\,
.. afe N
GHAFICA &
¥
AT I A\
[ \ i .
-an - W, 0 x I i >
%, 2 % 2
~——— R -
BRAFICA 5.
Figura 2.4.

‘ Ar LA GRAFICA DE f{t)ecost , t €R
B- LA GRAFICA OF f(t)r g2nt | 1 €8

3, Las funciones ambnicas.

Decfamos arriba que las que construfmos en la seccifn ante-
rior, eran las herramientas fundamentales para modelar, entre o-
tros fennenos, el comportamiento periddicvo de las mareas; en rea
lidad, los efectos gravitacionales de los cuerpos celestes cerca-

nos a la Tierra sobre las masas de agua son descritos, gAosse mewo

y cada uno por separado, por una funcidn del tipo:

VI.10.
flt) = A sen{wt +§) (6)

Funciones que reciben &1l nombre de funcrones as~€ricas de
frecueszia angufar w, Cada terna de valores distintos de A, Wy
# detominan wia armbnica iferente; e¢stos pardnetros reciben

d
los nombres ~de claxo origen fisico~ gue ce dan enseqguiiag

A se £lama {a ampfitud
Woes fa faecuencda anaufai g
# o4 2a fase.

La suma de las armér.cas “producidas® ror la Luna, el Sol
¥ los planetas grandes ¢n su vaso por lay cercanfas &1 nuostro,
sirve para construir un modelo avroximado ¢zl subir y bajar del

nivel del mar oue es mis previso entre mds sumandos se tenaan.

Veamos ahora el efecto geométrico de la viriacidn dz los
pardmetros que definen a las funciones arméaican {(Cf. Apdéndics
Ao del capitulo V. "Modif:cadores gimples da ta grifica ¢e una

funcién" pp V.42, ss supral ¢

Notemos primerc que el argumento sobre =1 ~ual se apiica la
funcidn sen en la ecuacidn (6), puede verse como la coupoasicidn
de una traslacifn con un cambio de escala; en zfecto:

Sca
gi{s) = wa
y sea
h{t) at+-{;—
entonces
(geh) (£) = glhit)] = g(t + £

= wit + —JEM) “ we + f

Por lo tanto, es poszible obtener la gra&fica de la funcifn [6)
a partir de la grdfica del seno, de la siguiente manerd:
1° Dibujemos la gr&fica de sen ws sobsa o' intervalo [0,29/u)
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Esto va a dar como resultado una onda senoidal completa pues, no
es diffcil probarlo, con el canbio de escala se obtiene una fun-

cién perifdica de perfodo 2%/w. (ver figura 2,5.}.

i,

|
RUE

FIG.2.5. LA GRAFICA DEL SENO (we),
2° Apliquemos ahora la traslacidn

hie) = ¢+ L-

W

a la curva de la figura anterior. Si la fase e3 positiva, sabe-
tnos gue dicha grifica deberd recorrerse Flw unidades hacia la iz
guierda y que si la fase es negativa, haxemos lo mismo hacia la
derecha. {fiagura 2.6.)

3° FPinalmente, alarguemog o encojamos esta Gltima curva
por un factor igual al valor absoluto de la amplitud y refleje-
mos la curva que obtengamos respecto al eje horizontal en caso

de que A sea negativa. {figura 2.7.).

v
:L‘

\ A Trhrv| .
\ ° - % L1 7 v, i :;,u ha
-] -1 ¥
#<0 : $>0
{
F1G.2.6 .LA GRAFICA. DE Sen{wt +¢)
{
A+
2,";» e —~4--A - 20w/
X v i o s w o .'.—k B
\ I'/un Zt,w;%‘ \:.‘_,/
-+
"o . A >\ ~1<€A<O

F163.7..LA GRAFICA DE Asen(mt +§)



VI .13,
CUESTIONARIO

3.1, Indicar la amplitud, el perfodo, la frecuencia angular y la
fage de las arm6nicas (las definiciones necesarias para las axmé-

nicas cosenoidales son las obvias);

. X -1 v = 2t + 3
a, Y = 2gen{3X + 5); b. ¥ = ~cos ——5 [ = ——

d. ¥ = % sen 2 (W -~ %)

3.2. Construya las grdficas de las funciones:

e — - .
a. Y = sen 2k ; b. Y = 2sen(X - -75—) c. Y _Wasen (27X - 1.2)

3

d. Y =2 + Zsen(zgx + ngl : e. Y = 2cos

3.3, Un punto efectla un movimiento uniform a lo large de una
con velocidad lineal de v cm/s, tenien

el sentido contrarie

circunferencia de radio R,

do por centro el origen de coordenadas y €

al de las manccillas del reloj. En el momento inicial, la abscisa

‘ : T cuaci ; oacilacion armbni-
de dicho punto era a. bormar 1a ccuacicon de la <« é

ca de la abscl a del punto.
pra mustra un mecdanismo de manivela. El vo-
El volante gira

3.4. La siguiente fig
lante e¢s de radio R, la bielas es de longitud a.

uniformemente en el sentido de las agujas del reloj dando n vuel

En el momento t=0 en el que la hiela y la ma-
to), la

tas en un segunda.
nivela formaron una misma recta (posicidén del punto muer
cruceta (A) ocupd el punto O. HBallar la dependencia entre el des~

plazamiento x de la cruceta {a) y el tiempo t.

vi.l4.

4. Descomposicifn de una arménica.

Proposici6n 4.1. Considérese la funcifn armfnica de frecuen-
cia angular w

f(t) = A sen(wt +$) (7
Existen reales a y b tales que
£(t) = a sen wt + b cos wt {8)

Es decir que cualguier funcidn arm&nica del tipo (7) puede
descomponerse en una suma de arménicas de la misma f[recuencia ancu
lar y fase cero. Geombtricamente, que cualquier onda arménica eg
la suma de una senoidal y otra cosenoidal de la misma frecuencia
angular,

Como encontrar la citada doscompesicifn, es decir, céno fe
terminar los valores de a y de b depende de aue recordemos o Je-
mos por sentada la fdrmula de la trigononetrfa clemental para el
genc de la suma de dos reales:

gen (x + y) = gen x cos y ¢+ cos x sen y {9}

pues aplicdndola a la expresidn (7) se tienc de inmediato gque,
en (8), basta hacer

a=cos ¢ y b = sen §

Tanto la proposicifn anterior como la 4.4, gue se enuncia
mds adelante, poseen una importancia tefrica diffcil de justifi-
car por el momento; sin embarqgo, por su sencillez, las heros in-
clufdo en este capftulo. De hecho, la 4.4. es la inversa de la
4.1, a saber, que cualguier suma de una onda senocidal con una co-
senoidal de la misma frecuencia angular, es una armSpica. Y, aun~
que es verdadera, es menos evidente. Para probarla necesitamos
definir un nuevo par de funciones. Sale.
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pefinicién 4.2. Las funciones cociente

sen y cos
cos sen

reciben, respectivamente, los nombres de fangente y cotangente
y se denotan mediante cualquiera de los sigulentes simbolost

tan, tag o tg Yy cot o ctg

De esta manera, se tiene que

tan t = g%g—% 8l cos t £ 0 (10)
Y que
cot t = ggi t gl sen t ¥ 0 {(11)

y como cos t = 0 si y s6lo si t es un miltiplo impar de ¥/2 y
gen t = 0 cuando y 86lo cuando t e8 cualquier mGltiplo entero
de, entonces:
tan t estf definida si t # (2k-1}ff , X entera
y cot t estd definida si t ¥ kX%, k entera.

De esta manera se obticnen dos funciones peribédicas de perfo
do fundamental ff (¢por qué?) que no estdn definldas en cilertos pun-
tos de P que sefialan, adem&s, los extremos de cada uno de los in-
tervalos en donde cada una de estas funciones "puede dibujarse
s1n levantar el ldpiz del papel”. En la figura 4.1. se muestran
las grificas de ambas funciones. A continuacibn, discutiremos
con a.gln detalle el comportamiento de la tangente e invitamos al

lector a hacer lo propio con la cotangente.

veamos c¢bmo se porta la tangente en el intervalo ]-ﬁ72,972[;
- & la restriccifn de tan a este intervalo le llamaremos la nama
prinedpal de fLa tangente - estaremos de acuerdo, para empezar, que
esto debe ser suficiente para darse una idea general del comporta-

miento en todo el dominio:
1® Cuando t recorre dicho intervalo, sen t va, monftonamente,

VI .16,

de -1 a 1, anulfindose cuando t = 0.

Al "mismo tiempo", cos t va, de valores muy cercanos a 0
cuando t anda cerca de -%/2, a L cuando t = 0 para luego decre
cer nuevamente y tomar, cerca del otro extremo, valores cada
vez mds proéximos a 0.

Por lo anterior, al considerar el cociente sen t

Cos E ' e tiene
que:

- cerca de ~¥/2, la tangente toma valores negativos de valor
absoluto muy grande.

~ la tangente se anula en t = 0,

- cerca de W2, la tangente toma valores positivos muy gran-
des,

§1, ademfs, aceptamos la continuidad de la variacibn de la
tangente, entonces dado cualquicr ndmero neal Y siempre es peschle
encontran un argumento t en el (nécavale cntre ~¥2 vy¥2  cuwa tan-
gente valga Y.

Es decir, que la ecuacibn en t:

Y = tan t

tiene solucién, en la rama principal, para cualquier Y.

Por otro lado, el siguiente argumento prueba que =~para <ual-
quier par de valores distintos de la variable independiente, Jica
mos tl Y t2 en la rama principal, se satisface que

tan tl ¥ tan tz (12)
En efecto: tan t1 = tan tz

sl y sblo si
sen tl sen tz

=
cos t1 cos tz

gque es equivalente a:

(sen t,) (cos t,) - (sen t,){cos t;) = 0
pero el primer miembro de esta ecuacifn et el geno de la dife~
rencia de los argumentos; de lo que se infiere que
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scn(tl-tz)-o

y Ahora, como tod s las consideraciones anter.:res se refie-
ren a a valores del :rjumento entre - W2 y ¥2 v :omo en este in-
(AL
! tervalo, @l seno s6l: :2 anula cuando t=0, entonzes:
Sen(tl—t2)= iTriica que tlwt2=0
lo que, a su vez, s:z-:7ica que
1 L + 4 4 A Al
L4 o ¥ -t 1,
'5'& L —’J/z '"‘/z /—: /2 tlztz
lo que prueba la de::.;ualdad (12) y nons permite Za2finir, gara
cada intervalo de iz Zorma J{2k-1)W/2,{2k+1)®/7) ., una furcifn
inversa de la tangent2. Precisamos esta afirmaci®s en la
Definicifn 4.3 fea f la funcifn, definids ;am cualjiacer nlme-
ro real y mediante .: condici6n:
y
]
yecai t fly: = ¢ dp==bran t =y 113)

[l f estd bien deflnida gracias a que la tangez =, en la rama
principal, es una f.7:i8n uno a uno de modo que Ray un Gnico valor
de t que satisface /l13} y la ecuacifn tan t=y ciempre tier2 solu-

. , , A citén.
Li
fﬁ;& -; -u/2 L7 " /2 f recibe el nunire, por lo demds descrplive 4o “arce cuya tan-
gente es” y se denct: usualmente mediante el sfnzolo
arc tan
de modo que
fly) = arc tan y

Fig.4.1.LAS GRAFICAS DE y~ tant ioymontt, se leerd como fly} es igual al arco cuya tangenie es y.
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Podemos ahora enunciar y probar la anunciada

Proposicifn 4.4. Considérese la funcidn
F(t)= a sen pt + b cos ut

donde a y b son dos ntimeros recales cualesquiera, entonces exis-

ten dos constantes A y §tales gue:
Flt)= A sen (t+¢)

es decir, que cualquier coabinacidn lincal de senm t y cos t
es una funcidn armdnica de la misma frecuencia angular y que,
consecuentemente, la grdfica de F=F(t) ¢3 s6lo un defasamiento de

la senoidal sen ¢, magnificado por una costante A convenlente.
BEn efecta: basta observar que si hacemos
a = A seng y b=Ac:os((

entonces:
a2+b2 = A(senzo-fcoszq )

de modo que
a =y atsp? (14)

‘v que si a#0, entonces:

b _ Asend = tan ¢

a A cos?

de donde, necesariamente, se tiene que

¢ = arc tan _g_ (15)

Con las ecuaciones (14) y (15) y la férmula para el seno de
la suma de dos 4ngulos, es muy sencillo demostrar que, efactivamen

Vi.20.
te:
F(t)= A sen(wt+¢)

Los dos resultados importantes de esta seccidn -las proposi-
ciones 4.1. y 4.4.~- son la razbn por la qu: lar funciones armfni-
cas son tan cOmodas para describir fenémenos peri6dicos (mediante
las sumas de arrfinicas de frvcuencias angulares adecuadas). En
realidad, funciones peribdicas mds sencillas que el seno y el co-
s2no hay muchas, sin embargo, ninguna de ellas, al sumarse, dan una

funcibn del mismo tipo.
CUESTIONARIO

4.1. Presentar en forma de armbnica y dibujar las gr&ficas de las
funciones:

4. Y = sen X + ¢os X ; b. Y = zen x + 2seni{xt /6)

4.2. Dibujar la grdtica deo la funcifn arc tan.

4.3. Considere la restriccidn del scno y el coseno ¢ sendos ini:r-
valos donde sean uno a uno. A pastir de esto, construya las funcio
nes inversas de sen y cos; dendtelas mediante los simbolos "arc sen”
Yy “arc cos" respectivamente y dibuje sus grdficas.

4.4. Determine el dominio mé&ximo de definici®n de las siguientes

funciones:
a. ln(sen x) b. 1ln{sen x) c. ln(arc tan y)
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