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P R O L O G O 

Uno de los problemas más frecuentes con que se enfrentan los 
profesores de matemáticas en las escuelas de biologfa o áreas afi
nes es el acentuado des illt~rés, cuand.o no el abierto rechazo, que 

alientan los estudiantes ~·rspecto a la wateria. ·bta actit~d provi!_ 
·ne, stn duda, de las rrtmeras etap~s de la educati6~ y, con la~enta 

ble frecuencia, C$ reforrada tambi~n en la escuela s~perior :or ri
zones como las siguientes: 

la orientación errónea de los te~arios, casi sierpre a~ercs 
A los problemas de Interés prioritario para los est~dt~ntPs. 

- la práctica docente: generalmente, el meestrc reproc'.c~ 'o 

que él aprendió de la matem~tíc~ en su oport~·•dad; s1 t•-a
mos en cuenta que rara vez son bi61onos , pe· onas .e ~·,!~ 

aplicado la matemática al !rea de formac;6n ae lo~ e~t~d ar
tes quienes hacen de profes)res de la ~ateria, concluire~os 
que tamb1~n será r6ro que dicha reproducción intere~e a 'os' 
alumros. 

• la anlmadversi6n que los profesores de 1as der.6s ~aterias 

(biologh generJI. bot6nic1, qufudca y, er. ocasiores, ihasta 
ffs1cal) suelen manifestar con declaraciones laoidar1as del 
estilo "esas abstracciones de los mate~~ticos no sir\en para 
nada en la carrera", etc •. 

En fin, ástos y muchos otros factores agudizan el pro~'e~a ~d~ 

cattvo de la ense~anza de la herramienta y conceptcs nate~'·icrs que 
cualquier "cicntfflco natJt.ª}.'.:..~~.be conocer y ir.anejar. 

Este libro ha sido concebido co~o un auxiliar dtd6ctico de un 
PQgraiia de matemHica bhica pa.ra una escuela de ciencias del rrar; 
en ella se intentó -nos atrevemos a decir que con éxito suficien
te· combatir el desinterés del alumnado y lo ~rimero que se hi20 

y 

''' '·' \ . .t. ; . 'J ' ~' • . !« -. ; 
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fue cambiar e1 contenido de los temarios. Para la mejor comprensión 
de la Jfnea general del texto, vale la pena indicar que la institu
ciór en la que primero se aplic6 el material en él lnclufdo (la Un! 
dad de Ciencias Marinas (UCM) de la Universidad Autónoma de Baja C! 
lffornia (UABC)) impart~ la licenciatura en occanologfa con cuatro 
áreas t~r~tn~lcs: biologfa, ffstca, qufmica y geologfa marinas; el 
plan de estudio~ tiene un tronco coman de asignaturas que se impar 
ten durante lo~ o~s primeros aRos de los cinco en que se cursa la 
"arrery, Los estudiantes dt todas las áreas toman entonces: 3 cur
sos de rnate~át1ca h~slca, Z de estadfstica, uno de ecuaciones dife
renciales 0rdinarias y uno de computación obllgator1amcnte¡ además, 
los del &rea de r<stca deben cursar ecuaciones diferenc 1 alcs parci! 
les, inétuJCJ!> 11u1.11ir'itos y <rnciiish vectoriai. r•as uPl out ce \os es
tud1an~e;; <1vab.11 en el área de biología y es raauc1a1s1mo e1 número 
de 1o; qu~ an a ffsica. La diversidad de Intereses y la gran var1! 
dad ce a¡i'1c~c1o•es que ld 1r,atewiít1cd tiene en todos las terminales 
~acen natural~ente extensos los tewartos pues lo mis~o es necesario 
hab1ar de los modelos de crec1mteoto de Halthus o von Bertalanffy 
GUe de la$ aplicaciones del an&lisis de Fourier. Ademá,, la riqueza 
y lo co-?lejo de los problemas que ha de ettfrentar el oceen61ogo 
-c!e~tffico lnterc1sc1plinarlo, si los hay- lo obligan a tenet un 
conocimiento matemático mucho más ?rofundo que el inmediatista. Sin 
embargo, es muy raro que los estudiantes inicien la carrera concie! 
tes de esto. 

Posteriormente, se si9ui6 la ortentaci6n de este trabajo tam· 
bHn en los cursos de matenhlcas generalf!..~.de la carrera de biolo· 
9fa ·~e la Fttultad d~ Ciencias de la UNAM que han sido impartidos 
por el Grupo de B1omatemat1cas y, recientemeñte, tos programas de 
matem,t1cas de la Escuela de Ciencias del Mar (ECM) de la Un1verst· 
dad Aut6noma de Slnaloa (UAS) han sido ~odiftcados en la misma di· 
recclOr. Aunque en las Glttmas Instituciones hay diferencias s\gni· 
'itat1.as con r~specto a las condiciones de la UCM, creemos tamblfn 
Gwe la pr!et1ca ha demostrado que -en la batalla contra el desinte
rés de lo$ estudiantes por la materia- es Otil un cambio en esta d! 
recc16n. Sin embargo, consideramos Ingenuo pensar que un "buen pro· 
grano• ba~te para vencer vicio~ tan arraigados como los que seftala 
111os·ar .. tba: puede mh una· prfcttca 11ulttdtsctpl1n1rta efectiva H 



la que surja la necesi'1ad de aolicación de la 111atel!'át1ca n·.e •: 
más pul ido d• :u~ te<r.ario~ 
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Para ser tub1ert0 en !5 horas de clase, el te•ar10 óe MaterS
t leas f" es e; s 1 guientu · 

- Porcentajes 1os racionales y su ari tmét, :a. 

El nümero e: un ndmero que no ~s un racional, algunos proce

sos de crecimiento y la furción e~ponencial. Los lc~arit~os. 

·Elementos de la f•)orfa Clásica de las Probab1lid~(<-s el 

Teorema del Binomio y sus aplicaciones a la grn~t1ca de las 
familias. 

• Bases matemáticas del M~todo fxperi~tntal. Grometrfa Analf· 
tica de 1.1 Recta, 1as rr>lJc1onr>s ·11L >rncil1~s entr» dos va

riables; transforinH'Ol~l'S elen1pntalr; d" 101 dato;. 

- Ld~ 1ut1L1u11t'' •tt-!rrdtl.q~flld uc.1rtl nesc.r1u'1 el car-e·c in 11 ~G-

tura1eza La qráf1cd je ~na funct~n. ope•acio•Ps 1··~ ~es 

fu n l1 o ne s e i n t t' • µ r r l H ' 6 n <Je o m ¡; t,. i e ¡, d p 1 a~ rr í e, r a , 

·Elemento> de Alqe.ra L•nea' e1 µ1ano y ~1 e'.,¡·atie> euclídea· 

no~. su interpretac16n fí~ica, geon1étrica y ~ 1 9~·~ra:n, ~u~

c1ones 1111ea1es de p· y Rl a R, f1.nc1one~ 11,.rale' > r· 1 ~ 

a R2 y R3 respectivamente. Matrices. Aritmética de fur.c•,".e5 

lineales y aritm~tica de matrices. La co~posiciór 10 'Lncio
nes lineales. 

• Funciones periódicas. fl ~eno y el coseno como funciones de· 

f1n1das en toda la recta real. Rotaciones en el p'aro. ;: :ili

tud y frecuencia variad1s en funciones del ti~o A ser- a·t y 

B cos wt. 
• La noción de espacio vectorial a partir de los que )o seco

nocen. Concepto de base de un espacio ve•tor·al y ~~·~t·~c-

.... ci6·n de nuevo\ ~spacios los polinomios, las st>ries y las 
funciones armónicas de Id misma frecuerc'a anoular. ~na 

transformación 11ne,,l en un espacio de funciones el ·'='~re· 

dor D (derivada) en el <Je los po1 inomios. 

•Tanto éste cooo los temarios ~" M!ltemáticnr; II y III y do L~ladíst1ca ! fueron 
c.Us~tidos y aprobados • a propuesta de Carlos t<endo:ta Durán, a <f • .11er1 se cebe er. 
principal medida la conc:epci6n •le este libro- por la l\samMea General j~ la '"Y 

o fines do 1977. Clll¡uí presentM<>s una versi6n <lel progri\l".il en r>l ftUe SP ar:;rc; ¿t. 

los temas aegún ol orden d~ !lK¡>Osi.ci6n Ein qua 5e dieron duran.e 197B,l9;; i' ;~eo. 

viH 

Co~ el f1n de dar una idea completa de lo que se pretende con 
este te-ar:c ~d•ece ··~1spen~ah!e descr1b•r, aunque sea someramente, 
1 as i f r. e H ge n '! r a i E''• d" i os de I' .¡ t >: m ~ t ' e d \ 1 ; y : l 1 : 

• Matemáticas l l e> un curso de cálculo óiferencial con énfa
sis en 1a ·~az6n de cambio de posición" (de evidente inspi
ración cin@n~t1ca) y en l~ "razón de cambio de cantidad" 

(en probleraas de cin~tica qufm1ca o crecimiento de poblacio· 

nes unie~pecificas). [n él, el "prob1~ma de l~s tangentes" 
se plantea 1-ej<ir 1>n tér.T<inos funcionales ·\J si se prefiere, 

numéricos- ave ~eom6tricos. se busca la funcl6n lineal que 

r.iejor aproxic1 a una func16n relativamente arbitraria en 

lds vecindades de un punt~ dado Además del aporte concep· 
~~al Sf.' 1ntentd conseguir ,,,.,r el alumno <le.rlve funciones re! 

1es óe var1a~:2 red1 cor' ~.,;ltura. 

En ~aternlticas !II se Jtsc~te la noc16n de Integral a partir 

del cálculo de trabajo, pre~16n hi<JrostH1ca, promedios, 
et e , se i\ a 1 a n '1 e •! r to<! <Vi 1 r. s t a 5 os .: 6 ni o é > te depende de 1 p o -

der encontc,;r el límit1? Je Cl•'tta suma con una infinidad de 

sv'"1<lM'lS. El reorem~ Fundr;ental del Ulculo se enuncia y 

'Jst1'1ca con ~rguffr>•los ]e0rétr:Gos de ~1au~ib1lidad y se u
sa para establecer la idea de que una ecuación diferencial 

puede ser tan soluble como una numérica de primer grado. En 

el c~lculo de integrdle\ "roplamente dh:ho se da m~s atención 
a los métodos numéri ·os Que a lo5 analftlcos. Una vez discut! 
da toda la herramienta de~crita, se plantean y resuelven los 

siguientes oos problemas: cómo construir aproxlmaclone$ "suc1 
sivamente mejores" de funciones relativa~entc arbitrarias me· 
dlante las tiases pol1norr.•al (l,x,K 2 , ... ) o de Fourier (1, 
sen 1ux, cos wx, sen 2v:"C., cos 21•!x, ... ), para lo cual se 1ntro· 

~.ce la noción de producto interno en un espacio euclldeano 
2 

coro gener3l1zac16n del prod~cto punto de dos vectores de R 

o R3•. 

• T~,-.laér. c"n O~ hotas de ( lase, este tema:r:iv resultl'> muy ambichiso; sólo en una ce,!_ 
si'· <le l~s tres en que r.e 1r.part.6 fue cul"Jierl;o totalmente. Indudablemente, todo al 
:~.erial r<:>!'>tivo a Anál lSl~ de Fourier ost6 tledicado a los estudiante• del 'rea de 
f1'.s1ca (por su interés er. el model&)c de olas y mareas, por ejemplo) y es poco el i~ 
~'.;€e ,.e ¡;or él sa des:•&rtaha en los estudiantes do las otras 'reas. 
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Como se ve, el grado de abstracción y formalis~o que se preten
de alcanzar es bastante grande, sin embargo, en los dos pr1r-~ros c~·

sos ·y, sobre todo, en el de Matem~ticas 1- hay una Intención, eviden
te en la forma en que se presenta el matérial de este libro, de rehuir 
(hasta donde la habilidad y la Información de los expositores lo perm! 
tan) las presentaciones axiomáticas, los ejem~los arbitrarios y, en g~ 

neral, el formalismo; se pretende aquf que el alumna aprenda matemáti
cas a t-avl6 de lo6 modclo6 matcmdt~coa mda uaadca en taa c~cncc~a na
tu-ale6: siempre que es posible se ligan los temas del curso con los 

de. las otras materias (genética. cree ir.dento. cinética química' rec.!n_i 
ca, por ejemplo) o con algOn aspecto de los proyectos de investisaci~n 

a los que se tenga acceso (y de los cuales la UCM era inusu~lmente ri-
•· ca) • 

Puede verse en el fndicP ouP Pn P~te volu~en sn cubrer 56ln anuP

llos temas de Matemáticas I que no tienen que ver con el de Alge~ra li
neal; esto se debe a que este trabíljo está dirigido a un pú~ltco -ás d: 
pl1o que el de los estudiantes de oceanolngfa; de cualquier 1odo, seg~j 

mos preparando los textos que abarquen la totalidad de los teras descr! 
tos aqu! con la seguridad rl• que también han ele ser útiles a ese :<:::1 i

co amplio. A continuación discutirnos un poco mJs en detalle el c~n:dni

do y orientación de este libro: 
Tomando en cuenta que se pretende sea usado er. el p,-ir-er curso de 

una carrera con "interés biológico primordial" y que suele suceder q.ie 
los conocimientos y los intereses de los alumnos al respecte sean ruy 
heterog~neos, el material incluye conceptos matem4tlcos e infor~ac1~n 

que usualmente han sido tratados desde la primaria hasta la preparato
ria -tal es el caso de los porcentajes, la arit~Ptica de los raciona. 
les, los logaritmos, la geometrfa anatftica de la recta y las funcio
nes seno Y:coseno- pero que rara vez son adecuaJanente manej!dos por 
la mafbrh de los estudiantes; repetirles las co~a$ de la ;i srr.a '"meta 
no tiene caso (al respecto, C. 1-:endoza ironiza (com. personal): ''.,.A 

estas alturas, cuando el estudiante medio inicia la licenciatura, pre
senta una disyuntiva: o bien 12 años de escuela no han podido ense~ar

le que sen 2f•O o bien, ya sabe que sen 2rr~o, !después de 12 anos!). 

" cf, Plan de Desarrollo a cinco Aflos d& la Unidad de Ciencias :•..u:ir.as ele la t'r.:
versidad Autónoma de Da.ja California. ~nsenada, 1976. 

X 

Por esto, se intenta presentar estos temas en el contexto de la so-
1ucf6n a problemas de interés biol6gico, ffsico, qufmico, etc., > 
como parte de una teorfa más general y de mayores alcances. Por e
jemplo, además del valor propio de la teorfa cl&sica de las probabi
lidades en el establecimiento de las Leyes de Mendel y de ciertos 
aspectos básicos de la genética de las familias, ese material está 
aquf para reiterar que 

m 
n + r 

s " 
ms + nr 

n s 

cuando se estab'ece el Teore~a de la Suma de Probabilidades. 
Por su p•,te, la discusión de los modelos más sencillos (Cf. ca

;~~~.o III) es un magnffico pretexto para revisar que lo que se es
crit.e cor.:o 

Y = a + bX 

se ryibu;a co~o una recta y viceversa y que los logaritmos son una 
herra:".ienta r.arav:llosa (usando el calificativo de Napier) para 
··::u"v;;;n'.r" prriduct8~ j cocientes er '~r.as J 'estas. 

Por lo demás, como ya se dijo, se tratad~ presentar los mode
los más sencilios que se usan en la ciencia: jugando co~ los que
bradas se discute la noci6n de proporcionalidad entre variables Y 
~~~D ~:s ,J~va? !~scubr1r la~ funciones en general, a definirlas 
¡ a o,~r¿r Cv'· ellas. 

Re~pectc al Japel de los ejemplos en todo este desarrollo, ci
t0 n~evamer.te a C. Mendoza (com. personal): " ... en este caso y, 

;r's~r· .le~ente &n casi todos, no hay algo peor que proceder asf: 

;,~a:i f 'J g o:!?s tJ:·~:·;nc,s ''e ¡¡ ~· P., d(,finiMDs 
"'~él :V•i:: ~f .+ g) {t) = 2 ~ t, "" g ;t) P•Jr e;cr.; lo, si 
\! + 91 1::) • 5t + lt . 

+ q como la funci6n2de R a R 
f(t) = 5t y g(t) • lt , entonces 

:;es, podemos imaginarlo, el alumno medio pensará: lpara qué me str 
ve un ~~e~olo de una cosa que no me interesa? además de que el eJem 
pl~ está ~ás arb1~rarto que la deftntci6n y ..• !parece diffcil en· 
cor.trar algo ~&s arbitrario que la aeflniciónl; asf, el ejemplo Y la 
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definici6n est6n hechos "ad hoc• (esto es, el ~no para la otra y al 

revés). No, de lo que se trata es de que se entienda para qu~ s~mar 

dos 'unciones; la definic16n, si llegara a darse, resultdr& una for
mali2~ción (que tal vez a los matemáticos l~s interese) de ai~o Que 

debe ser obvio pues .. icó~o sumar dos 'unciones ¡i no es precisa

mente como lo PStati1ece !d definición' ~ .... ¡o, tales forrral1zac1o~es 

deber5n ser mis bien par~e ae un "bre~1ar o cultural" que material 
propio del curso. En qe~eral, la inte~ci6n e~ convertir Matem~ticas 

l en una colección de ejemplos en la GJP la~ definlclnne• y el for
malismo sólo son complementarios .. " 

Las dificultades que se presentan cuando se trata de cubrir el 

material de este volumen screcen ~ten~1ón especial por lo a~~ exp1•
citamos las que. a ju1c10 nuest14 0. i;J" 1a) •11ls ~rr,:Drtar;~t)s 

) : D en en 1 a d CM , d J 5 hora s ') t· -- i ;·1 a l es ,j ,) .,. ,~ t_ e r ~ • e a s ( t 1 ¿,.. -

. . -
¡.JV ut µ•LUllVll yu~ ... V•l\oJU_. ..... "V'• 

les de la Facu'tad de Cie~cias de la UNAM y la~ ~P la E:M jp l~ 

UAS), lo cierto es Que el matpr1al 'l•Je 'Jebe rJO" ·se,-.. las :& ~ :7 

semanas .is ... a ~es í1u~ 1urd '" semrs tre es e u< 110 1 , ,Ja Jü : ,e 'a - 'd 

e X. o o\ . t 0 r· ' . y d r (1 • 1 : .~ :j •j ..; t"} .... 1 .~ ~ .,J ,r ( (\ <! :J. r· ·1 d ~e , ' .. t" ;1 ~ ,, ) ~ l:. ;. . r -:. -

.ie por : (; ~ue él m1:. ~o 'lace y n0 ,_.or i() 4u<' á• .•· e, ·aa>tro., so· 
""d'snpr<3~ip< ~uchas ~oras 1e o~Psorfa -fuera del tier.~c oficial de 

la clase- para Que ln ~tt1d.<,(IJ1tu, realicen grao número ~e ejerci· 

cios. Por lo tanto, una aplicac:6n exitosa de este programa 1·e;ui~~I! 

oe un e~u1po µ~rmanente di! prof~\~res je tiempo co~pleto ~ue es!ln 
farr1i1a''ld';o> ron~· 

Dado ~ue la mayorla de :os ?rofe•ore~ de ~ate-~t·~d k~-.~ re· 
cib1do una v1\i6n f•aqme• :a,.' a Je la ci~ncia j_, antp · uP<tra rc--1· 
ción. ,.., muy 'reLuente 'l·t' t>n l~ prárt ta 10t!'r.te sito ·os, r·a

mos a •Pproc,c·rla, •o ,¡r 'd'O~ ent.o;·.ctH ''\ lCISO'i dE' ¡:1rJf;r'• ·,· 

n o.r.,e 'll · 11 e t ,. e .. , , 1 µ .. > • ~ . ··,e e"~ e d" a 1 e , es t , e, •1 (' s f .. ~~ J ~ tl ~ ta , ,. s 
de 1 a t . . d 1 1 o,) :, ... r:. d \ ~ .J o a ) J ¡t • ¡., .j .. ) • ' ,. , e • ~ .. 

1osofh oe' ~·l'··~~r'"P• ':.., --.i~tí'"·º F.:;r es!.,, es ne~.>~· ~ <~o;-·a~ 

una a'tltud 11um1;Jt> ·esoelto • a~ Jtr.a. 'd d', .e if. ·'""~y e)· .• • 

dla~1a mis a116 de lo nd1soensab1e para "dar :a c1A~d: 
Un ambiente académico que pe·mita que 105 e~t•1d:antes, desoe 

los primeros seme$tres, tengan co"tacto con los Jroble~a• de la •·· 
ve5t1gac16n correspondiente al &rea en que se están fo•marJo es, 

xf1 

desde luego, el mejor auxlliar dfd~ctlco: la v1nculaci6n entre la 

teorfa y la práctica, la mejor de las técnicas ~e ense~anza posi
bles, puede asf dejar de ser un buen deseo y convertirse en el pri
ir.er paso para una verdadera Formación invegral del cientffiro*. Des· 

grac1adamente, las exper1enc·as y situaciones polft1co académicas 
que puedan propiciar esto son escasas. 

Finalmente, quiero señalar que este texto es producto del tra

baJo y la experiencia colectivos de Alberto Aldama, Pedro Miramontes, 

í'austino Sáncrez y el autor, FuPO Je profesores del Departamento de 
Matemiticas de la Facultad de Ciencias de la UNAM que fue comisionado 
para incorpordrse al personal de tiempo completo de la UCM en Ensena
da mediante un convenio de colaboración académica con el cogobierno 
de la escuela bajacallfornlana. 

JOSE LUIS GUTIERREZ S. 

Moz4tlán, S1naloa, a 4 de enero de 1984 • 

• -~ s~¡ •• ,.,.i:,,,. -.~ 975 a .ü rero ;:ie ,,ie•. l.s UCM viv16 baJo Jn r6q11!1en de cogo
t. ··rr.c. ·¡ •• ,, ... :.tce otras coui., ¡>"n111tl6 la pE1rtlclpac1ón directa y masiva de 101 

~· t1.11ant('-. •m los pror~ctos de lnv,..:Jttqa<. llSn 'véase la nota al ¡,.11e de la ple¡. ix) 1 

•·a '·"' .t~·: .. ,.,,..,s· .. 1 c.. -~ 'ª'" :er:'~llLa ilct 1t<.•' 1e la m.ivor!a 1~ las ~nstitu• 
'· • • r.· '.L ª" r:.ax.canas er. 1 .. s 'J.lit! "La In'le~t1.;.1c1Ón" s6lo está al alcance 

.~e ¡,¡n sele:c1::0 1ru¡.o de '.otab!es, .iieJados r.as1 11iempre do los centros docentes y 
~~ s;s ~r-:.tile:'\As. 0e~1~~~.ada~n·~. la proverbial 1rrac1onalidad del estado inexica• 
t. 1·;r.::.Ó -;e: el r~1•hi:oo <t>:per. ".::;educativo que r.e vivi6 durante estos do• en 

• ;:::~ al dt. s::-.a:.te 1ar la pa:iu. !e : :c.fosure' .1urante la repred6n 1\lbsecuente a 
.a · .(tl';<> ...r.~v.,rutari,s de ~a Uk>C -1e ''lflt·ill. 



CAPITULO I. DJPBRENTES CLASES DE NUHEROS. LOS RACJO~ZALU Y 

SU ARITHBTICA. 

Antecedentes. 

La intenc16n general de estas notas es la de familiarizar a 
los estudiantes de ciencias naturales con la mate,,,~·U.ca COl'IO hcv.c. 

mlenta para describir algunos aspectos de los fen6menos cuyo es
tudio les compete. Tal descripci6n debe servir pare. /, 1:~' f.''C.:ft::: 

c{onu plauA.tble• referentes al "comportarnier.to" de dichos aspe~ 
tos del fenómeno o como auxiliar para de6cur"'l<I! r 6ug~~u: e\p(ú~ 

clone• no muy claras cuando no se emplea esta herramienta. 

Precisemos: cuando se estudia un feP6r:-.eno n¡itural, es fre-
CUOnte C!°llP. Pl OhFH:\TVrlririr ... ol o::u;c.t-n '""""lo aof-11,ll ~ ::lr::1•AJ ~':''"'~~,..,.,...,..._ 

fije su atención sólo en t"iertos aspectos y que los rn~dJ es 1ecir 

que les as.igne un núm·ro mediante la comparac16r" o;-c,n u-.-. es.:-ala u 

bitraria previamente etitablecida. 

As!, los "aspectos característicos" susceptibles d~ m~dlr~e 
o cuantificar se merecen un nombre especial; se les l 1a:·a 1·a ~u:· 

btu. 

El siguiente paso del hipot~tico observadur serli &11:4 Ul-' C.:! 

ketac.{011u que uúten e11t~c la.\ vaJt,(ables. Tanto la ele.:t"il'·n 
de las variables como el establecimiento de las relacio·~es .,.·;tre 
ellas son las etapas más d:ftciles de la matematizaci6n del pro
blemas suele ocurrir que se confunden los aspecto~ que son •r.ara~ 

terhticosM -vale decir que se elic;en equivoc.,dJ..~~nt~ 
las variables• y atln superado este problema, no si e;· pro? es ¡.olil.i • 
ble establecer con absoluta precisic5n las relaciones oatre ellas 

y con,.Jrec\iencia se aceptan descripciones aproxi~adas, 1nco~ple
tas o tdealest sin embargo el procedimiento general consiste en 
escoger algunas variables COlllO dete.k111.l111111tu de otru •¡ bus~ar a 
continuac16n una regla o f6rmula que permita calcular el valor de 
4htas cuando 1e conoce•• 101 valores de aqu5llar.. ¡.., que sigue es 
la pre1entaoi6n de una f6r111ula cuya correcta eatipulac16n requ1-
ri6 de si9loa, -desde la antiqüedad ol4s1ca, aproximada~ente en 

-

1.2. 
•1 aiqlo V a,Q,, hasta los albores del siglo XVII- y •u bi•toria 
ilustra con creces las dificultades tanto m4s significativas como 
que tal f6rmula es de las más sencillas en la cinem4tica. 1 vea

mos: 

Eje.mplo 1. 1. La Ley de la Ca1da Libre. La bGsqueda de los "as-

pectos caracter1sticos" del suceso f1sico: un objeto que se suel
ta y se deja caer "libremente" llevó a la conclusi6n de que son -
u lug,H e11 donde se efectaa la catda y el tiempo tttan6cu.vt.lda -

desde que se solt6 el objeto las variables que detel!minan la dis
tar.cía recorrida por el objeto cadente. As!, ni la temperatura 
ambiente, ni la hora en que ocurre la ca1da ni la ma~a del objeto 
importan para el estudio de tal fenómeno. Por lo tanto un obser 
vador sensato hará caso omiso de estos aspectos y se preocupará 
s6lo je medü el tiempo ~ la clü.:.a1Klil 'i J_.,_ .:..:;t--i..ificar en c!.6r.d~ 

est~ Hlif<"ndo a cabo su investigación (al nivel del mar, en la -
CW""bre d<::l 1TJonte E»1erest o en La Luna por ejenplo). Luego el -

·estudioso se ocupará de buscar la fórmula que le permita calcula~ 
-esto es: obtener mediante una serie de operaciones matemáticas
la distancia que recorrerá el móvil al transcurrir "tanto" tiempo. 

!>!>tese que he.'tlos establecido a priori que en este caso, la -
variable "que determina" es el tiempo en tanto que la "determina

da" es la distancia. 

Ha dado un llamarse v«kiabte4 ~ndeptndientt.4 a las determi
nantes y va1t.iablu dependü.ntu a las determinada& y para repre
sentarlas se acostumbra usar literales relacionadas entre s1 me

diánte una expresi6n del tipoi 

d,.. d(t) 

P•P(V,T) 

i•(l(t), f(t), l(t)) 

que 119niftca respectivamente quea 

- la vadabl• d depende de la variable t. 
- la variable P depende de l .. variablH IJ y T. 

(1) 

-



- la variable i depende de las variable• 1, IJ y : quienes a su .. 
vez dependen de la varii~le t. 

Y cuando se conoce expl!citamente la regla que rer~ite cal

cular los valores de las variables dependientes para ca~a valor o 

grupo de valores de las ind~pendientes, dicha regla se escribe -

como igual al segundo mienbro de las expresiones del tipo (l). 

As11 

Co11t.lnua.c.l6n Ejem. 1.1. En el caso de la ca1da libre, se e:;ta!Jle

ci6 que si se representa la distancia (e~ metros) 2 y el tienpo -

trascurrido (en segundos) defiñe que el cuerpo comenzó a caer, en

tonces: 

d (t) .. t gt 2 mcho4 12) 

donde g es la aceleración de la gravedad en el lugar de la catda 

(9.6 m/seg 2 al nivel del mar)! 

Por el estilo: 

Ejemp.f.o 1. t. Sí la P [ 1r '~ 1-'iJ] denot" la ¡>rcsi6n c~erciJa ;·:ir .m 

gas ideal.en las paredes de un rc~ci¡)ier.:c }' r¡•¡.;¡ y Vi.:· 1
) re

presentan respectivamente la ternpcratUL'i y el volu:-en ciel :1ii;:·o 

gas, la llamada "Ley de los G<lS(!S I<lPal-es" señala •¡ue P está de

terminada pvr T y V r;e9Cin la f6rnn1J.,l: 

r 
v mm tlíJ. 

donde P0 es la presión que ~jerc13 el 9as cuancio su voh:.~<-n es ~·., 

y su temperatura T0 • 

Reiteremos el significado preciso de las f6rm~:as i2) y (3): 

- determina un lln ico valor de d y 

- dado un par de valores particulares de V y T 

r. •. 

- determina un Cínico valor de P. 

De tal modo que las igualdadP.s: 

d(3) =+ (9.&) (3) 2 

•44.14S111. 

significan respectivamente •¡ue: 

c·;·':-rn .; nivel del rr<1r, 1·.1br5 rccorrirlo H.1J5 m. 

- ~n ·•llS iC:eal c;·rn s.-.t.1.sf.ice ·;Je P(Vo, Tl. l "- P0 ú)erco una pres1•'>n 
• ;; . Vo 

de O. 3---~· - ci~n·~o .-stli a JO!l'K y o•:•ir:a 1111 volumen de 1000 • m1
• ,, 

Lo ar.teri.0i: siq:nficn q·.i~ l·Hil ral<·11lar los ••:dnres de l-! o 

las V'lri.lbl~'> -1epenrlif•ntes ·1-1e r.nrie~;pond·i'l ,1 <:i('rtoG valores ¡1dr. 

ti ·u!:lrc·s d<! lJ~ ir.df'::>C•'•:i~-~_._..,,., basta 6«1(,t 101 {'>;tos''" ld fl'>~ 

3'..-7;::-~nt-:: .. :i~ ',"ara~;t.ül'"'~~,t ~·>i f1;n1!.1mental de ¡_,, :Jat\1ralein ,!)g ~u 

dir1;..-,,1 s:-,o (el r:a;1bio pe1 :~ar.··nte PO todos l<.lS tirdenc,;l; el <:On•:ee 

tr. -<1te,..líttc0 •j.iC' s~ h,1 in•J«:i• ido p<tra rlescnbir y r•sl11di.1r \•JS 

!•'".6rcr ,s n.1tur1!P.s ·1,:1.Je, por :.o t.rnto, rt1fl•!J"r esta L"aract.erÍf!. 

t:~<l '/ ~o h.i•:e' c·l .·.ic.bio 110 li"1S v.1ri.1bl!:S ·las 1n1lt~pendie11lt>S~ 

~~ nombre de ~stc conrepto e& 

el de 6.rn~ • ,5,.' 'i hot.remc1s •!e dcdi<.:ar todo un capítulo a su post.!_ 

rl~r dlscus1~n. Por el m·i~ento, es suficiente el haber intro-

ducido algo de la terrninologta que le es propia. 



CUESTIOMAIUO I. •;. 

1.1. lUUé e& medir? 

1.2. ¿~u6 ~&una var1ablel 

1.3. Segt1n el texto. ¿Cu~les son l4s etapas mas d1f1~1les en 

la matemat1zaci6n? 

1.4. Para las fi9uras que se muestran en seguida las fOrmu

las geométricas (~) y (.U:) establecen relac1ones entre c1er~as va

riables 

G t 

l .ti A ' 111!. • 1 JI " j 14 C <.~) e • ./ a + b' 

.Jiga. en cada Cdso. qut var1able~ ~>n 1ndLpe1u1entui;) ~~!es son 

dependientes. Expl1~ue el sign1f1cado qeumétr1co ~e las v0rla-

bl •ti; 

1. 'i. ¿Qul! ,~s C'a1··.ilar el vJi·Jt ·le 11n.1 va1 11· :"· 

1 6. Calcule con (<l y 1d): A(1), A(I). ·(S,4) )' c(:.3,Z.S) 

1. 7. Escriba 3 flhmulas que establezr:a.n rela•.· r:e;, _(· ic~~.:1-

denciá entre variables. Diga cu3les de dichas variables s0n in-

dependientes y cuáles dependientes. 

li\s variables. 

Explique el sign1f1caJo de 

l. ij Consi.dere la ley de los qases 1dP~:t>s. 2 ,;se: iba 1' en 

t61minos de las 0tras dos var1~bles. 

l. 9. F:n la L y de la catda 1.1hn~. ¿es posible tnter..:ainb1ar 

el f.ldpel dtl las var ubles / Esto es: que d sea rnd1'¡ en,• Hmte y t 
.tepen<H.ente? De ser tJOS tb i e, estab 1 ezca 111 Mrmu 11 1¡• .. w , J<prese 

tal de11endenc1a. 

1. 10. Al considerar "l 1bre• la ca1da de un cuerpo se lace C! 
so om1 so de la rPststenc ll" del a\re; discuta 11 en la r.:-.l: • :.:id-1. 

e. al dejar caer un ob3eto en La T•t1rra- la reuste•1,·1..t dei aire 

afecta o no la calda. 
l. 11. tOu16n fuA Galileo Galile1? 

r.6. 

Con frecuenc1d i lS vd1 ;-it•lr>~ " 10s parlimPtrc•s (v(>ase la nota 

3) de un fenómeno ne ,,.,uerlt!n mf"'d 1 n;o> d 1 rectamente y es necesario -

establecerlos de otra ~anera: las t>xprestones que d~scr1ben con

centraciones, pcircentajes o t-Jsas o, en general. que "liay .ta11ta1i 

pa:1.te.6 de e6to po11 ta11tal> ot~a6 ,fr aque.ffo" sirven para tales me-

d1··1ones indirectas. .~•1mo nt "t<'s 1natemát1 .. rrn. simplemente son 

C.C~-<.l'.•:~e~ o 11azo11eó de dus c.,nt1dades. Algunos eJemplos ilustr! 

rán la idea: 

Eje.rnplo 2. 1. La Aaf < rt.ida.d del ayua se def 1ne como "losqramos de 

matei:íal s6lido por lqJogram•' ie aq11;i C'Uat,do 'le ~.<ln ·nc!dado todos 

los carbonatos y la mate>ria 'q~n¡,·a y los bromuros y yoduros han 

sido remplazados por clorur<is" r.sve1•lr•1p et ai, dlt2) .. 

SJttsfechas to;,"; 1,.; ··n .i,.., .. ,,p~ !'10•1ufmu:as que 1mpnne la 

.dt:.n;.·¡',:i, ¡.·odrL1:nos .~011<'. 11 ,.,e ia -;aJ,n11ñd o es (a ~a.z/511 en 

que se pres~nta el material s~1•do ¡ur cada rOOO g. de agua; esto 

es: cuánta~ pa~.tr~ dE' mat1°11al ,r,11 lo hay io~ C•J1fo mtl partes de 

agc1a. 

De esta manera, cuando o;c rl1ce 1¡ue "la sallntdad en alta mar 

es ¡.r~ ·t.ica:"..'1rt<> ,; .. r,s•.ante ¡ 11 ruxi.,n,1dame11te tgual a 54 partes -

¡;cr ~il 1ebe entenderse que en cada Kg. de agua en altamar, hay -
a¡;roxir.IGtlarnente 34 g"I dt matcrtal s~l ido. La rbon "34 partes 

por mil" se expresa mediante los sfml>olos: 

H 
1100·· '"·o '4 p p.111<l 

qua se leen como "54 milésimos•, "34 por mil" o"'' parte• por -
m11• respectivamente. 

Ahora, si se supone que los s6lidoa eat&n perfectamente di
sueltos en el agua 1.e. que el agua de mar es una mezcla h01110g6-

nea , el stlnbo lo 



I. 7. 

interpretado como el resultado de d~·vtd-t~ 34 en mil ¡:.H:es i:;1<:

les representa la mnsa de los s6lidus que est.á dis·1c!t" e:1 ::-e;:¡, 

uno de los mil qramos que frH·man un 1:9. de agu.L Y cor: c,c0t.i ir:-

terpretaci6n es posible calcutalt (he aqui la rnedic16n indi.e~ta 

a la que nos referidmos l ~u cantii.lu<l de s61 ido: disueltos c:i cual 

quier n(UTiero de gramos de a9u<t. En efecto: 

Si en de material s6lid3: en 

dos gramos habrá el doble, i. u.: 

3~ z veces Tóoo g11.. 

en 3 gramos, el triple, i. e.: 

• H , veces Tiío-0- gil. 

y en general, en n grdrnc9 habrá: 

•t veces 

(Como di; cost1:rnl.Jre, la •rnpnisi6n "11 veces j¡• se abrevia ne:'íia<.te 

la simbolog1a usual del p.c~·d<icto; <11>to es: 

11 veces l.:=nxh.~11k: (11)· lkl 

de manera que podemos enunciar ahora la f6nnula gen,~ral: 

Si S {gitl repr.;se-nta la materia s61 ida dísuclt,'\ y 11( !!'l. mi.le 

la cantidad de agua de altamar, entonces: 

S(11) = T~ó· 11 g11.. 

de manera que por ejemple, en 25 gr,. hay 

34 s lf s 1 ,, -roi'fO <B > 911.. 

de BÓl idoa 

T. 8. 

fj¿..-pl.ll 2,2. Li! t.:~a Je o1.1t..i.f1Jad o t<lll'n rle r..Jtrrún(~nto pu1¡ uili 

,fad Je t!«<"J.!í' rle una poblac:1/)n se defir.e corno el nfunr~ro de indiv!_ 

duos que nacen, en el lar~u ~e una uni~ad de tiempo (u. de t), d! 

vi<!ifo cr:tr~ r•l nGrn•}rci dr! ind1•1iduos íncí.ilrcente presentes. Es

te c3::-ie~te es una GCdJda ~e la capacidad reprorluctora de caJa -

bic~o y dc~tro de ciertos ll~ites y condiciones, pueda usarse -

pa:a ca 1 c:~J Jr c:u5nto crece 1.1na ¡,o':Jlación en una u. d~ t. si se -

conoce la población inicial. Veamo::;: 

ei; 11n peque1',r, crust:'.íceo que se usa eon frecut~n-

cid co;10 alinento vív0 <'11 el <.:•.llt:ivo d<' espr=cics mayores, cG CO:!_ 

•.· ... -::-.re en tal casu h-1cer un ··1ilt1.vo an('XO de A. ótJ..t'.úrn y para fines 

~~t..::f:':.1···.,r; 1él c:ultl'/<J l·•r1ne1t,.1l, 11 s Íl!iiJOrt:i:~tü Gdl1.~Ulr'1J:' G 1nt?"dír 

e:::.r":x 1,- l.i~•:;·t.~.tc t:u5nton ndeVt>~ 1rld1vtduos OdCt~r.1n d11r,l.ntc el d~-

Ci.c'l quinto d!a ,Jr,spu!\s dl! q•1•: ... ;J,•:;ionaron los h11evecillos. 

!:°P·'.l. l.(tJ el ntírnf'r'l .¡,, i1d1•1id11"s pr1~sentes t .it.ls cles~"'és 

.-J1~ la e·~· l r :; 1 6n , s 1 

IJ ( q) 22 .JO y 

¿Cu!i.1 <:s la ta s.1 ole llil tal i .:.id q rle e :3l.t pobli1::i6n 1·l 11nmt:e el 1 So· 

d!a? P<1r L!efinici6n, La tr.1;;! ·1s el cociente del n(11nere> de indi-

1.0 l a1 ·1·o do e:;as 2 4 horas entr..? ;•1 nfünero v1duos ~~e nacieron a 

ci~ ''¡.:,ti .. i:~es 11 
~ni<.:ial:r.ente l're·~entcs; i.e.: 

N( IS) - IHl.S) 
q =- -·--¡¡¡nr - ---

m 
ffoo 

ts20-lZ/111 ---rm···---

5w, .. n•¡.1rios ah•1r.:1 '!lll! ... t l •;1•M •.'S la rr.isr.:1 "! l~ p0'->la1:i6n 

1-.1·~1.1: ·o l ·l·Hi·l ;. s S C1l1J u.•liv[d\,•.o5 (tal SiltJ<-~ic'611 ~:Jtiir1a 

: a: .... ;il •·:i 

·e r (:: •. · 

l~ "'<:'Jíth~nc1.1 1·-<!•rri~1,.11t:dl. 1': Psto es qu<:~ la.clqt! t1t' ha-

.·:i ....... '..;brts ·.re· ; .. ,.,-, t:u~t tvo Sl?i~·,eJ.lrn.e t-!'1 t0c:· . ..:}9 los 



casos 

N(IS)-N(l4) 
JI (14) 

result6 ser aproximadamente igual a este valor q, siempre, que
N(f 4) fuera menor que 5000). 

¿Podremos ahora calcular el inci·emento de la poblaci6n para 

d.iferentes valores de N ( 14)? Pues s1 porque q puede interpreta,;: 

se como el "nCtmero de hijos que tiene cada u110 de los posit-les -

padres" durante el ISo. dia; de tal manera que si un individuo -
tiene 

hijos, 2000 individuos tendrt'in 1000 veces q h1J· s \ 4SOO 1 liv:.

duos procrearán 4500 vcr:es q h110.s y en genernl, N i1 .. !11 ,Ju.:.& -

(11 no mayor que 5000) dar&n origen a~ veces q 1JOS ~~1a· :e e¡ 

l So. d1a después de la eclor-.i.6n. Si • lamamos al ir.•:r. -"'· · 1 '.e 

la población durante ese Ha, entonces 1., 1 (11) e 

e& una fórmula general que permite calcular el lncremento ;~ra 

cada poblaci6n inicial de tanaño 11 (mennr que 5000). 

Eje.mpl.o 1.L Para algunos fi.r.1•s h1drob1(\l.•¡IL"·'<, pi: ~ .. -·v'l ;eflntr 

la b.tomll.b(l de un ecosistema llr .. .J~· ico · ·rJ1t10 la r.lz6n •. , 1 "', -;t" 1:1n

tre ~'!peso húmedo de la mater•a viva pre:,1:11tc ¡el¡.·~· 1: -
del agua del sisterna 5 • De manera que ¡;, nos ::-if·.•Pd'• '· ·- ·~ :a 

biomasa en una laguna costera es ele S pa1·t,.s dr rnat<'1 'ª ., ., .. , .•r 

cada 100 partes de agua, podre::1os eSt amar-ba}u la prcmHlil .:e :;t1e 

los organismos vivos estan distr1buCdos homoq(>~~amente en •-:.\a -

la laguna-el peso hOrnedo de materia viva presente er cuaL,.i· ·~: -

zona del s t stema si estimamos el peso del agua l1,1e se P.nc ~~··: ra 

en ella. 

1.10. 

Como en los ejemplos 2.1 y 2.2,la razón que define a la bi2 

masa ~ se representa mediante los s1mbolos 

s 
/3 =TOO 6 

que se leen como "5 de cada 1 00", "S cent~simos• o • S por ciento• 

y si P representa el peso estimado del agua y ~ la materia viva 

contenida en ese peso, entonces M =- M ( P) y 

5 
M(Pl "'TOO P 

porq.Je ¡J puede interpret,1rse como el peso hlimedo de materia viva 

pr~i~n~e en la unidad de ~eso J3 ayJa. 

Con·;1ene aqu{ hacer una obHtvar<lirt b6.1¡icc1. relacionada con 

loe 5 e)emploe ant~ra~res: 

son expresio~es que comparan "qud cantidad hay de esto" '.ólidos 

d1suei.tos, nuevos individuos y peso hwnedo r'O'spectiVal!'ente) por 

•tantas partes de aquello" {masa del agua, población inicial Y -

¡;aso del aqu..il y las p,~rni&rt~ ,je "d<6.t~d1uacd5n homogénea" -el -

ag1,;a de ir.ar es •ma mezcla hr .. r.io•j~nea, cada Artemia tiene la misma 

e;., ac idad ri.¡:.>r<.idu,;t"ra y la r .. Jter ia viva sH 11 st ri bu ye par igua.1. 

e: ¡:·,:ia 1a ,d.¡ . .ina- s1,¡nit1··,1r ,ue si. en 111qar de tomar 1000, 2300 

y iOO c;orno !,14e4 para estas ·rimparac1ones, tomamos otras cantid! 

des, las n1zones que se obtienen significan exactamente lo mis!llO 

que H\w , ~ y S\, e:n otras palabras que o: q y ~ pueden -

ex~resarse de muchas maneras diferentes cuya Lnterpretaci6n es -

19usl, de hecho1 

(/. Jl!!L 11 , (7) 

para cuales~uiera valores ~razonables" de n, N y P. De hecho •! 
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tos aon ejemplos de una propiedad qeneral de l·H raz-::r.!!s 0·1e di; 
cutirernos en breve y significan P. eJ. que s1 ~ara calcJlar la 
salinidad tomamos una muestra de Z 50 gil. de agua (en lug,u de un.i 

de 1000) y medimos en ella la masa (g~ 1 de s6li~os disue:·os (que 

recordemos, hemos denotadn como 5(250)), entonces: 

S(:ZSO) 
zso 

~on dos formas de representar o. 

Tratemos ahora de describir las caracterfsticas mat~n~ticas 

generales de los 3 ejemplos anteriores¡ en cada caso: 

l. liemos trabajado con dos varlabies: X }'Y, 

2. Hemos aescr1to -cuantas partes nay oe v por tantas partes ae 

x· mediante s1mbolos de la forma 

a. 
o 

donde a y b han sido nOmeros naturales -esto es, elenent:cs Je la 

colecc16n infinita 

•= {1,f,J ••.• } 

l. Bl stmbolo T que hemos usado. talllbL~n lo~ 1.:.terpretln a:r.r> 

•que tanto de f le toca a cada una de la& JC•. 

4. Dado llll valor " bellos ena>atrado f4nwlAB • . .&e ¡:.,rriten ~l"l:-u¡ar 

V. tales f'Graulas IMa sido del tipo: .. "lit) ....... ,. ·-
dOode • indica •cuo1ntos hay de Jt" . 

tll 

l•f<r. • r. • r. •J •••• t 

1.12. 

los llamaremos númeto4 ·\ac-tonalu y diremos que eJ' el n6rero racio
~al ca) a es el nume~ado~ y b ~l denom~nado~. 

Ade~!s, la propiedad básica a la que nos referimos al final 
de la discusión de los ejemplos, es una conaecuenc1a de la 1.\-

c¡uiente propiedad general de los nCuneros racionalesr cada uno Ll! 
nt una in6inidad de 60IUl«4 de ~ep~t4enta~4t pues; para cualquier 
natural K: 

t y 
aK 
V b t o 

de.1>c1t-ibe.11 !a m.úma 'l.az6n, por consiquiente, podf!lll08 escribir •in 
reoord1.rnientos que 

4 alC 1>·or' K•r,r,J, ... 

y diremos que -f- y ~ s~n equ~v«ltnt(4 cada ves que a y b sean 
e~ ~eros y b • O. Esta <;Tan v<1r 1 nd-td .fe repr'1sentac1Qnas da, como 

·:e:e:.-.·•s i:;n los stquientes pAra.1raf·1s, flextbil id.ad en los usos e 

ir.t:erpret~ciones de los nCrne1 •J:'l rac11inales. 

CUESTIOt'ARIO 

2.1. En cada uno de los s1guientes caeos, ex¡.ire11e medtanto un• r1 
g6n la erase entrecomillada. L11eqo, uae la raalJn para upreMr, 
uw;¿1ante un producto, la respuesl'a a la preqm1ta1 

a. St ., Je cada s• 
n:e-.">s d~ S •g. de peoseado 

1S m1llones de l'l.ab1t~ntes 
do al -1!\o? 

l•.ib1tar.tes Jer la caulkd de lllf.iuc:o Cll;llHft 

.10 .,oo ., la pebl<t'-'&6n de 1• mtlllH •• d4t 
~·_:•tSntos ct"llllen menos d• f Kt d4t pe8C! 

!);~ "ilos- efe ~a.Ja r tU(l••ta,fas ... ~uradu de' ·aur6rt edt ..... 

tc~ántas ttenen ~~talla c0111er~1•17 

e:-. En- c:itnU. poidiKJi6n: flulllana# '"'f a c..S. f'J" imU.91,,_,. "' 

tt .... t:fplt ~ 11,, ftt.. u la plut&T ..,.. t~ Jlll1' 
Jtl IN tmli.~~ ~ trt- e:., 1,, llltr'l 
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2.2.La concentrac16n aproximada del ox1qeno disuelto en el oar 

ea de 4 mgpor cada Kg de aqua. Explique porqu~ se 1ice en~o~

cea que es de "' partns por mtll~n·. Exprese esta cant1~~~ ~e
diante un nllmero racional e indique una fórmula general pa· 1 cai 

cular la cantidad de ox1geno dis uel to 111 ( 1119 l <.1 A 111g de a qua. 

2.3.Escriba dos racionales equivalentes a cada uno de los que se 

muestran en seguida: 

a) J{- b) -9 
TO el 11 -::rr d) -13 -.:y;- el f 

5 a ¿Porqu6 la expresión -r.:1- 110 es un nOmex·o racional? 

2-2 b ¿Lo ea la expresión --r-? ¿porqué? 

2. 4. Si se sabe que los catetos de un tri6ngulo rectángulo est!n 

en la razón -} y el más chico mide 20 cm cu&nto mide el ot.:-o cat~ 

to? ¿cuál es la razón dt' la hipotenusa a cada cateto? (S..1geren
cia 1 use el ~eorema de P1t&goras). 

Discutiremos ahora lao operaciones ar1tm~ticas básicas q~e 

pueden realizarse con razones de nllmeros enteros, veremos cór.io al 
operar con dos razones con cierto significado, obtenem~s •t!la nue

va raz6n cuyo significado está ihtíIMlrente ligach oon las q.ie le éJ.e.:cr. cri::er .. 
():JIP en él par3grafo 2., rrostrarE!TOS pritrcro algmos ejB1tJlos y s6l'l al fi"l411 

hacitm<:b abstraccioo de to q1.1e se tiaya trntaoo en ca& caso part.ic.-.:.:ar, ,;,,~

raros la discusitn de lo "nmalOOl'lte materátioo". 

Efe.m,..t.o i. 1. Segün 11.1 Organización para la Alirnentaci6n "" la -
Aqricultura de la ONU (FAOl~ la captura pesquera mundial ¿arar.te 
el a~o de 1968 fue aproximadamente de 5100 decenas de miles de -
toneladA& métricas, distribuidas por zonas qeogr6ficas se9t1n la 

tabla No. 1. 

TABLA 1 

Zona Geo9r4f ica Captura Total por oc6ano 
(tona. )( 1 O' 1 (tons.JCIO'l 

I Atlántico Oeste 4 00 ) 2100 
II AtUntico Este 1100 

III Indico 200 200 

IV Pacifico Oeste 1900 

) 3400 
V Pacifico Este 1500 

De la que se obtiene que los racionales 

4oot1 o• 
51tíh10• , 

1700.tlO' 
s 100.t u• · 200x.IO' noodo· , 

describen la raz6n entre el tonelaje que aporta cada zona y el -
total de la pesca del globo. 

Cc::io en este ejemplo manejarnos cifras muy grandes, puede ser 
dif1cil "percibir" qu6 tanto se obtiene de cada zona si se usa la 

represer.taci~n de los racionales oue comparan los parciales con -
el total que hemos dado en el p~rrafo inmediato anterior1 convie

ne entonces simplificar la expresión de estas razones como 

l 700x.I o• 11 
S100x 1 O' "'"T7' 

200x.IO' 2 
51oox1 o• • '1T• 

1900xl0" 19 stoaxrn• ·sr y rsoox.10• 1s 
~70odo• ª lT 

podamos decir que de c«da 57 tan• que se pescan en el mundos 4 Prs?. 
Vienen del Atl&ntico Oeate, 17 de la ribera opuesta del mismo 

·f_ 
'"--·~--
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océano, s6lo Z del Indico, 1 q del Pad f 1co Oeste r 1 5 del i'ac1 f l 

co Este. Exprps1ones ~u~ son miis dP.scriptlvas-por lo ~e~rs en -

lo que al vol11men de captura se refiere pues''" ml'is fiicil lecir 

ahora d6nde se pesca miis- que ·rm l.1s •!ui! nht,."1:'1''" i-' .·er). 

Esta simpllfícaci6n de momento es sufJ.cientarG1te bue:-.~ pues 

permite la cornparaci6n de varias cantidades con respecto a un -

mismo total y los nfuneros que se rnancJan son relat1va~c~t~ p~~~g 

ñas; sin embargo, piHa los fines que nos interesan ah·11·a- :1&c~

si6n de las operaciones-- y para otros muchos, conviene rr;c;ucir a 

su "mllt.i.ma. e.~p'tC.I i611" los rea :ionales en el siguiente sc;t1do: -

escribiéndolos en L1 forma ![;- donde ni el nlberador a. nj é'l de:c9_ 

minador b tu~ncn \<!ClilH« •1·mw1e1.
7 

Dos ventci;,1,; L1le la ¡:enr. .. 

destacar: la míni.ma expresión es única e, 111\-ultiv,n.cnte, es ::i 
4, ... - ,, ... .:. l~..-.. 1.., ......... ..,,/(.,., ,..,,...,,._,., .1 . ..,,,. n('i • .,.,n.-r-.c .-,~, ¡,...,-:.,..,.,. 

a las cantidades más pec¡uer'ods q.ie pueden •!x¡nesar la ·~1s-., ra:l'.\n; 

diqa el lector si ll'" en el e1cmplo <A,tuvirnos •¡UC' "l'I de .::.h • ..l 57" 

toneladao pescadas en el rnundo, se obt1c:H?n en el. P.1c~f1~.;i ':'cci

dental; como 57= 19X3 y 19= llXI. e>ntonccs; 

19 19X1 1 
"IT" ,. TIXT "' T 

de modo que, equn'<1lentcmcnte, ~odemos af 1rmar que "l de ~.:H!a -

tres toneladas" se pescan en dicha iona, expr~•16n que -pcr ra

zones subjetivas que no vienen al caso- da me~ or 1clt'a ;Jr, lo c:un 

aporta el "dc1f1co 0este a las pesquerías mur.~i;ales: aur.c~~ r.ne 

mAt1camente "uno de cada tces" y "diecinueve Je ca :a 5 ~ .. s1·;r.J ;!. 

can eXilct~mente lo mismo, h.i; un matiz de diferencia ""'~ :io dt>oe 
mas ignorar y que es la "uniJad" que se toma e:i cada caso; 3 o 

s 7. 

J,a mtn1ma eKµres16n es dl· liso coman ¡:ero en ia :'ril~t 1ca. ~.., 

u.IHtn otras formas de descr 1pc10n de racionales qlle J1sr:.;tiremvs 

después. 

continuac16n del ejemplo '·l. Suponqamos ahora qu~ en un re

porte pesquero basado en la tabla anterior per~ en ~l que no apa-

- - - - - -
l.U. 

recen expltcitamente los datos, se menciona que 1 "en 1961, 'ma 

de cada tres toneladas pescadas en el mundo se captur6 en el Pac! 
f • ;·, 'iv:t•J.,;,• d f 1-'• ; .;._, ••• ,r1.1 19 t .. 1·r•l.11las fueron aportadas por 

las pesq~er1as de la zona V IPactf1co RsteJ": s1 se sabe ademiis -

que el tonelaJe mundial de la pesca de ese año fue de S700XIO~ -
tona. ¿C6mo saber cu&ntae de éstas se obutvieron en el Paclfi--
co? 

Bue!1o, ya sabemos que s1 podem<Js encontrar la raz6n entre la 

capt~ra de tal océano y la c!ptura total, bastará multiplicar es

ta raz(,n por la captura total parn calcular lo que se pide; luego 

el problema es: 

Si + sa.e pesca en la zona IV y -¡\- se pescan en la zona V -
¿Out; raz6n T se pesca en la dos lonas? 

Como 1 de cada 3 slqn1f1ca 19 de cada 57 y 

5 le é<Jda ¡Q .:111t·re ,¡,,,.,r IS de 1;,1da S1, entonces: 

de cada S l en las zonas rv y V se sacan 19 + 15 • J4 ton! 
ladas. 

En otras pal;ibr·lS: ·l i.1o que: 

'I 
5 IS 

1T"'T7 

entonces, lo que aporta el Paclf ico entero es1 

( lo que proviene del 
PacH 1co Occidental) + ( lo que proviene del ) 

Pactfico Oriental 

19 + 

tona. de cada H que se pesc-an en el mundo. 

razón que buscamos es: 

19 i' 1 s 
57 

y el tonelaje capturado en el Pactfico esr 

15 

Por lo tanto, la -

-
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( *) JC 5100 .1( 1 O' .fgn.!. 

Ejtmpto 3.2. Seglln la presencia o ausencia de ciertos antl1enos -

en la sangre de los seres humanos, los tipos sangu1neos se co~si

deran cuatro: A,B, A.G y O. Además, en cada caso, puede prese~

tarse o no un tercer ant1geno conocido como "factor Rh", ¿e nodo 

qbe hay en total 8 tipos sangu1neos: 

Tlpo 

A. 

B 

AB 

o 

+ 
+ 
+ 
+ 

Rh 

En una poblací6n de 10000 personas se ottuvicrun ld& s~ju1e~ 

tes razones de cada tipo1 + tienen tipo A, -¿-. tier:en ti;·0 6, + 
A8 Y + tipo O. Además, el factor Rli lo pres, 1.ta ~1 56~ de la -
poblacif>n. 

Sin tomar en cuenta el factc: Rh ¿cuSntos tienen algOn an:1-

geno? es decir ¿cuántos pertenecen a los tipos A., B o AB? (el ti· 

po O se lee como "tipo cero" precisamente por que represe:-.ta la 
ausencia de los ant19enos A y B). 

Veamos: como 

.... 

entonces: 

4 de cada 12 tienen tipo A 
s de cada lf tienen tipo 8 

2 de cada rt tienen tipo AB 

I.18. 

de r.anera que, de cada 12, 4 + 3 + 2 • 9 presentan al9tln ant!qeno -

por lo que la razón entre los que presentan ant1geno (sin tomar 

en c'Jenta el factor Rlt) y la población total es de "9 de cada 12• 

o bien "3 de cada 4" por qua: 

Por lo tanto, el númi::!ro de individuos en esta pobalción que 

tienen tipo sangu1neo A, G o AB es de: 

(+)X 10000 

Hasta aqul los ejemplos. F.n ellos se muestra que: 

). Se conocen dos o más razones que indican qué tanto hay de X o 

V con respecto a otra cantidad total Z, v.gr. qué tanto se pesca 

en la zona V y qu6 tanto se pesca en la zona IV respecto al total 

rnun :iia l. 

2. Se pretende conocer, a partir de talen "razones parciales" -

qu~ tanto ha:¡ "con)untamente" de X o Y con n~spccto al mismo to-

tal. Para esto: 

si .2... y ..!.. son las razonen dadas, se buscan razones euqiva-
q ~ 

len~es con denominador comOn; digamos que si: 

..e... .. ~ .ll b y -·-q e 4 e 

entoraces "p de cada q" • .. "a de cada e" 

y "JL de cada 4" "b de cada e" 

significan lo mismo per·o las segundas expresiones establecen la -

comparaciOn respecto a una misma •unidadw de manera que la ras6n 

que se busca es 1 
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•a + b de cada e• 

J. Como en ¡.idrt.Lcular 

y 

entonces q6 siempre puede eleqirs • como el denomrnador corn\Jn r p~ 

demos dr6rn.t.'L la 6ctma de f y ~ mediante la i;.1alchd: 

_e_ + 
q 

lt - "' 6 
p6 + 1tq 

q~ 
19) 

•; oor 

quf!? y puede, s1 se desea, ser redu• ido a su ~~, 1 · • "><f ,,.,;i~n 

es posible oumar 3 o m&F 11ed1antc 1.1 .1pl1cac,(.~1 1•¡.t ld ia 

t"cU·l··il'ln 19l o la gen•"·al iza<'i6n adec11<1da de lds l•~ear, ; !P 11, "~r 

a ">lª defi111c16n. CI c)emplo 3.2. mu..ist11 a ;•1t\ t¡pu :,· :e.11d

l1zac1.6n nos referimos - pues en él ,,;e cncuenuan tres :-ac;L.::a.es 

equi.valent.es a los que se dan y se rliq1:n c"n ·:PwJ1·1~11d. ~e~ c·:··.:

nea - y enseguida mostramos lo que queremos dc<'1r ron eso de "a· 

plicaci6n repetida" de la ecuac16n (9): ¿r6mo <;11mar + -t- + 

+ i- ? Slllllenos primero 

<+ 1 f + 3 1 
+ T) • 12 ... rr 

el resultado sumftmoslo a 1 y TI .... 
<+ i-) 1 7 1 42 + '2 5~ 18.0 + + T "Tf' + T .. ·--rr-- .. Tf s -rrrr 

de manera que, reducida a su mtnima expceij16n: 

E i ler.t"r puc>:ie comprob<1r que si primero sumara 1 } + i;-) 
.·' r. ·l: ri>:;q, t.adu- • •.• 'l i:nara .¡-. obtendr fa tamntl!n +· Esta 

es in;i pr0¡ 1 Pdad qener-11 de la sul'M 'le ·11lmeros cacJ rrnales que nos 

peri" 1 te ·l';"r ·ar como ;e ""s '16 la ·i .n<l; c1e1·to ' r:unero de pcopied! 

..-!es .... ~ .. )t ~·d1l.·as út1 ie'; ;1J1:ifl 6std 5'J er11 tst:an en el dpl;nci1ce al -

~ ,r.31 :i;-l •:ap1'.tulo ?or el murr,..,.,;,..,, cons1dercrrns ·k·s 'l.ievris 

f- :•· ;•, •> ¡. ~r~ de ~h1 :lPI ini r "! µroducto de 1 <l•: ton u lm;. 

E J r·.,p(1· 3 3. 5r·qúr. la Fl\C • ·~n el m1smo a1io de 116S, la captu-

ra m1,r1d1<1l por especues f11e la •Je ia tabla 2. en la CJUP los pri

mer •S >"15 r.¡rupos se •llst ln<Juen de l.a "otras especies" por el -

vol .;,npr¡ ·Je? la pr>sc,•L ~·>lJrc t"dü, el tonel<\Je correspondiente a 
. 8 

:a·,¡ ..... r'{a de •f1~'~· l•tr "S, •)TI mucho, el más alto Capro>eima-

1lar·, .. 1tp l; de carla 100 t•HH'1,1r!.1s pertenecen il .~ste c¡rupol: 

?rikt icame:nte t0rta la p€'sq11i>r1a du el llpetdos se co11vicrte-"··~.,-~.u__.. 

~ t ". ! l '. ·.l ~I 5 

·flle l 11t~qu ~e tJOd ,., 1mn d 1 i mento para aves 

h! Li 1P l<Js •11!más ·Jr-.ip•.s c¡ue non r.ons'! 

• ., "' 1 "s hUJ11<1110s f r""'·os o salarlos, ahu-

.·.>·]<: ''· ¡,;r:•_ .'r '1\Std nutr.tivu es~a rli!ec(•(1<..Ld tiene una 

im¡><"Jrtancia capital: de un esl,1b6n de la cadena alimenticia al -

s~·~ .1eut" hd/ un gran ir,,;¡:Pr•lic10, solamente el 10\ dt> la materia 
10 

or\!~· ica a¡.rovec-•Vlb:e es ilt•tfJvec:hada por el eslabón que come. 

·,tr•, la'Y>, :<,'i .!,¡to''· 1,, la t.tbla 2, re1.pstran 111 <;ilptura 

en f-l''>O t•'Í~.+e<l? y - 1•st im.1110 le..:t.or, ,1mable lectora - la harina ee 

mtJE sec<.1 ·¡ue 1 as aren.1 s de 1 Sal.ar il: de modo que de 1 a monstruosa 
. ,. 
.· .... J. 

1•.;i·l "H'<'>if>•!.!, .. '.<? i!l ¡ir,,.h·f ·¡l·•F0 1 calculand rqp Opt1miS

"'ilo dí> cada 111 tt1na. 1prrnnM,1 !.\1nente se c•1nvterten efecti-

V-11 .,r,te e.., ;,arinil "ºr ·1w' el tf'sto se evapora. 

Jei. tutal de h,lf 111a, s6l0 10 ele •;ada 100 partes fueron asim!, 

1.1nas í'ºr las .ives del c"rral 11lLment,1da3 con ella y f1,1almente, 

•nr r ,idas al , "'l seres ~-, .. -. .3n'ls a¡;1ovt"d1,ir••n de t,1les partes y1t 111< ' 

e,,:u,rin ·r.~•JrMcnd10 - a su ve1. ,;l',lo 10 de cada 100 partes. Pod!_ 

rus ?r~~~~tar ahora: de aque:la ~candlsi.ma captura del 61 ¿cu&l -

!.;' l'l í•OSO f!e na~eria org4ni.ca asimilado por los seres h1.U11anoa? 



TABLA 2 

Especies o Grupos 

Pe.ce.ti 

Clupeidos y similares 

Gadoideos 

Esc6mbridos 

Carangoideos 

Carduminosos 

Peces planos 

Otras especies 

Total de Peces 

111vvtte.b11.adot. 

Crustliceos 

Moluscos con concha 

Cef alOpodos 

Otros moluscos 

Total de Invertebrados 

Total por especies 

TOb.\l. del que no se tienen 
datos por especie 

Gran Total 

Captura 10' tons. 

Z2' o 

940 

4ú0 

19 o 

130 

rr o 

''º 

4-10 

4790 

-1.!L 
5700 

1.21. 
1.22. 

veanos primero qu~ parte del total de harina que se obtuvo -
fue asimilado: supongamos que el disco que se muestra enseguida -
repre~enta ese total1 si lo dividirnos en 10 partes iguales y to-

l''igura 1 •. 

La zona achurada nprescntn el total de harina asi 
rnilado por las a·1cs. 

::ia~os una de ellas, podernon cofl'»en ir en que c,1da sector que re su!, 

te sea una representaci6r, georf!trica do la frase "uno de cada 10" 

(ae manera que ~3 de cada 10" estará representado entonces por 3 

de tales sectores). Como "10 de cada 100" y uno de cada JO son 

equivalentes, el 5í.!Ctor acnurnuu .rcpLC!:;itllLaLu .i.u Pª'-\..C u\.:. u1..1.&...1-uw 

qu& &s asi~ilado por las aves. 

Precedemos an5logamente con respecto a lo que de aqu1 asimi
lan los seres humanos1 esto es: dividamos el sector en 10 partee 
iguales y tomemos una de ellas (figura 2), obtendremos entonces -

Figura l. 

El 5ector achurado representa el total de 111Ateri& -
or9ánic¿ asimilada pvr el ho~bro. 

lapart~del total de harina que, luego de haber pasado por el ••l! 

bt!n de las aves, aprovechan los hombrea. 
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Por consiguiente, los seres humanos a&imilan la di.el.""ª pc..t.te. 

d&l tok&l. a6imilado po~ la4 avc.6 pero, como se muestra en el mode

'• eeOllldt~ico que hemos elegido para representar las razon~s. esta 

d4cima parte es una de cada 100 pakte6 ¿guate• dc.l total de ha~ina, 

U de.c...l'1, una ce.ntl.6.lma ,Ja.11..te de di.cito tct.af.. Es'::> es que: 

(10) 

. Obsérvese que agu! hemos introducida un nuevo enfoque de 

los racionales: también pueden interpretarse como 6\accü•nch de 
Ir. un total. As!, la raz6n 7 11dern.'í1; de ser un s1mbolo para repr!:_ 

sentar "n de cada ~" sign.i.fica "11 J-·&s.im1s ¡:.-irte~; del total" y geS! 

rn~tricamente puedp. describit".l<• ill d.ividir cualquier figura (que 

se convenga "eu el total") en J partes igualen y tornar de esas 4 

exactamente Jt. Pero sobre üfit<.1 inr,ü;ti n'noG cuando di sc·Jta:r . .:is 

Continuación Ej~mpla 3.3. 

presonlémoola mediante la literal 11 - s6lo una centl''slma ¡..1rt€ es 

aprovechada por los seres hum¡¡nos. l'1~ro, partiendo rl" qu9 la -

captura total fuo T"'Z210X10"tons. ¿cu.:\nto val•\ 11? r en consec:uen 

cia, ¿qué pc>so f11e i'.sirni lado por los liorr.l.::-res? 

como H:<-lo> do 221ox10•, cividt11Jor. el tt1tal 221ox10• en -

diez partes ígualos y que.ifür.onor; cü11 tr1;>s (he\ aquf la qrari util1 

dad da la última interpretaci6n dr! }.1s razones), c.)n10 221 O Jecc 111H 

de mile• de tons. dividido en 10 partes tguales da 7?1~ ~.Ce! de 

tona. entonces: 

""'*de (2210Xl0') tons. "'6630X10 1 

Finalmente, s6lo la centtis irna parte de H os as 1 ~-. i l td l ~o\' ti 

hombre, de modo que si .11 ora tomamos H y lo divjd1:-:of Gh O fllll'-
tes iguales y consideramos una de esas partes, obtenM1<>S q;.ie de 

las 2tlOX10' toneladas de peso hllmedo de clupeidos, t&1 solo 

........... ----------~ 

- - - -
I.24. 

(6630X10')+ 100 02 6630X10 tons. 

asimilan los humanos. Si comparamos ahora esta cantidad con T 
Y reducimos a la "m!nima expresión para tener una idea m~s clara 

del "aprovechllJlliento" de este recurso pequero, por lo demtie ext.r! 
ordinariamente pródigo, tenemos que 

6630XIO JX2210X10 3 
TtToxro•· = TIToxToXTOT' "' TOóO 

que quiere decir, lisa y JL1namente que: ¡sólo 3 de cada 1000 paf 
tes pescadas se asimilan: 

!;demás de los problemas sociales1 1necesariamente ligados con 

la infor~ac16n que obtuvimos en el ejemplo 3.3., lo que nos int~ 

resa resaltar y que nos va a llevar a la definici6n prometid~ -

del producto de los racionales, es lo siguiente: ¿cómo interpretar 

en general eXíJrer>io11e!; del + .. i¡''' 

si~3s partes de un total donde, 

mO!! zon otra forn,1 de des i r¡•:ar a 

na a la ::11z6n ·f? Vanos, ..-:q.Jé 

"tomemos p q -ésimos do las //. ó -~ 

como dccl'.mos arriba, los p q -és!_ 

la raz6n f y ~.!-lis irnos desig

significa la expresi6n f de f? 
Antes de contestar con~ideremos un nuevo ejemplo. 

Ejemplo 3.4. Menciona la FAO en el anuario pesquero del 68 que 

de las 4'0 decenas de miles da toneladas de invertebrados que se 

ca~turaron eso memorable a~o, aproximadamente 3 de cada 4 tona. 

ter.ia ur. alto ·:alor comercial <mayor a loe 150 dólares por tone

lada) en el mercado internacional y, de éstas, nada m4R t de cada 

5 superaban el precio de /ZOO d6iares por tonelada (los crust4- -

ceos y algunos moluscos con concha). Preguntemos ahora: ¿quA -

parte del total de la captura de invertebrados tuvo un valor co-

11'.ercial superior a los 1200 dólares? ¿cuántas toneladas de este 

tipo se pesca<on? 

Procedamos como en el problema anterior: supongamos que el -

disco que se muestra en la figura 3. representa el total de la -

• 
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captura de .l.nvertebrados. Er. él, la parte so~breada representa 

las pesquertaa de alto valor co::!ercial 

l'i!JUra J. 

El aector achurado son las l cuartas pat tr& de &11.'.o 
valor comercial. 

Ahora tomemos cadü cuarta parte y divid~mo&la en S partes -

iguales(fiqura 4} tomand> de ~stas s6lo las dos que tienen un va 

lor superior a lo~ ?1200: 

Figura 4, 

En cada cU11rta parte se hall achurado 2 quinta;; ¡:>artes. 

As~ la zona sombreada representa la parte d~l total que nos 

interesa; mas observemos que cada una de las más pequeñas cUvtsio

nes de la figura 4. es la vigésima parte del disco completo Y que 

& de estos sectores son loa mombreados; en otras palabras: 

las f. quintas partes de las 3 cuartas son las 6 viqésim'!s par-

tes del total. Esto es1 

t J J_ 
T de T"' 20 

- - - -
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i.e. 6 de r.ad.:; 'lO toneladas o, si se prefiere, 3 de cada 10 t.teren· 

W1 valor co:nercial ouper1or a los 1ZOO.00 dólares. Además, la 

captura total respecto a la cual 130 est~ cr;rnparando fue de 440 d~ 

cenas de miles de toneladas y las tres ~Acim&B partes de eato son: 

con lo qu.2 reGpon<l1.'.lnou Ja 5t•gundél pr,~r_Jt1;1ta. 

tomo antes, preguntemos ilhora: en la solución d;;) loa dou pr~ 

blerias 3.3. y 3.1. ¿qu~ es lo "mer;,nienlli matemático"? En ambos 

cases: 

1. Tenemos dadas un pilr de.: .razones ~ y _p_ que hemos interpreta-
Q q 

do como fr¡¡cciones de cierto t.ot1.1l 

a·.. ....f_ i.ndica q .. H:? Lr·;~'JS dividido "el total" en q partes igll!. q 
les y, t!e aht, IH':".'."l:; toma<lo I'• 

b. ~.. r<?pr<:s'"nti\ que ~el total" lo hemos partido en 6 y -
~ 

.................. ,.,.,... ..• _ _,_ .. r ........... ·-·- -

Pero el total no es el mismo en cada caso; por ejemplo: para 

calcular el tonelaje de harina H obtenido del total T da la capt! 
3 ra, tomam~s las "TO pürtes 

lado por los seres humanos 

so, el total era T y en el 

de T: después, para calcular lo asimi-
1 calculamos '"T0"3- de H, en el primer ca-

segundo, 11. 

2. A partir de las razones dadas, hemos tenido gue obtener cuan
tas, partes de qué tar.iaño (de TI tendremos si, primero: tomamos las 

.\ .i -é:sir':as partes de T y luego, d~. aqu.<, tom.'1mos l<rn p q- 6simas 

partes. 'í lo que se ha hecho h,1 sido: 

3, Cada 4 - t!!simo h.'i sido dividido e.1 q partes iguales - de man! 

ra que se han obtenido q.& - ésimos de T - y en cada uno de loa "-

4 - ti1ímo11 iniciales hemos tomado p q- tinímoe, lo que nos ha dado 

ritq4 - himou. A11, la cxprcs16n 

(11) 
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se ha interpretado corno la fracci8n: 

Todo esto da pié para que de.6~namo4 e.! p~oducto de !o4 1r.ac~onalc4 

f y Z como el racional 

(..E..) { ..!!.. )= ~ 
q 4 q4 

y a que dicho producto lo interpretemos según la expres i6n ( 11) • 

Como en el caso de ia suma, también es posible multiplicar -

tres racionales y la forma en que se asocien no altera el result! 
do. El ejemplo del desperdicio de la liar:i.na de pescado sirve -

nuevamente para ilustrar esta idea: en 3. J. obtuvimos qu0 

(-fo • -!o) · ·fo-" ·"Tv~:- rll> T era aprovechado. 

Pero si calcul&ramos primero lo asimilado por las aves: 

( -fo- ) ( -fo ) = -Jo de T 

y, de aqut, lo asimilado por los humanos: 

obtendr1amoq exactamente l~ rnismo, De manera que: 

1 1 3><' '>3 ·rr(TO'TO ª 11-·-ra TO 

En general, el producto de racionales es - al igual que la -

alltll4 - asociativo y tam.bi(!n satisface otra5 pr.::ipiedades (que es
tAn en ol apéndicel. Antes de terminar c'Ste parágrafo, conviene 
precisar c6rno se definen las operaciones inverbas ñe las que aca

bamoa de discutir• ta d.t&euncú 1J ta d.ivu.C:6•1 de racionales. 

- - -
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Si .!!... es Wl nCunero racional cualquiera, el ndmero - .l?.. se -q q 
llama su i•:1·n4c .td~Uvo. Si : es cualquier otro nümero raciS?_ 

nal, se define la diferencia en t~rminos de la suma como1 

(12) 

i si .l!... es un nl1mero racional ddeti.enU de. ce.Ir.o, el racional 
q 12 

.!L se llama su inve1r.&o mult{p!{cativo. En t6rminos del producto p 
la división del racional ! "entre" i- se define como: 

..!!.. • _p_ .. ..!.. •. .!L 
4 • q 4 p (13) 

CIJESTION11RIO 

3.l~Qu6 parte del total mundial se pesca en aguas americanas? 

(zonas! y VI. Obtenga el resultado de dos maneras distintas. 

,... ....... t .... .... , .. '""' 1t ñn r .. "lrl<'°l 19 t_ons. se oescan en el Pacifico --

orÁE~tal. Si las dos terceras partes de la captura en esta zona 
la llevo a cabo la flota peruana ¿qué parte de la captura mundial 
fue aportada por El PerQ? 

3.3Pi en 1969 se mantuvieron iguales a las del año anterior las 

razones que describen la parte capturada en cada zona Y ese año 
la pesca mundial fue de 700 decenas de miles de toneladas. EX

prese el tonelaje obtenido en ~ada zona mediante un producto. 

1.4.Considere los datos del ejemplo 3.2. 

a. 

b. 

¿Qué parte de la poblaci6n tiene tlpo sangu1neo A o B? 

¿Qu~ parte de la población tiene tipo Rh +? 

c. ¿Qu6 parte tiene tipo A o 8 y Rh - ? 

3.5. a.¿~Jéparte del total de peces corresponde a esc6mbridoa Y 

<!a rango ideos? 

b. ¿Qué parte del <Jran total está formado por peces? 
c. A partir de a. y b. calcule qu~ parte del gran total co-

rresponde a esc6m.bridos y carangoideos. 

-
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d. Mediante una resta de fracciones calcule, del tc.t<.i l Je; 

peces, quti parte no son ni esc6mbridos.ni caranqoideos. 

3.6. Calcule1 

a. 5 + 2 b. 6 - 2 
T T T T 

c. <-fr> <-Ir><+> d. 5 1 
T T 

e. ( 1 i-> s f. { 1 + +> 1 
T 7 T T 

<i-> 2 1 1 <i- +) <J. (T T) h. T -

4. OTRAS FORMAS VE REPRESENfAR A LOS RACIONALES. 

en t~rminos de s11 m!nirna expre;.i6n ue la for;c¡¡ L; suele ' ~: ~.r q 
- sobre todo cuando se trata de comparar entre RÍ dos o m5s r.icio-

nales - que se busca la manero de que todos tengan el misrn~ deno

minador. Como vimos al discutir la suma de racionales, si to~a· 
mos fracciones equivalentes a las que tenemos dadas, fcrz:í~Jolas 

a tener como denominador comÍln el producto de sus denorunadores 

podremos lograr esto por ejemplo: 

f ' T•T y-} 

son re&pectivarnento equivalentes a: 

1 o 6J 60 m-· 10) y 11r 

Sin embargo, o•to puede tener el inconveniente de que los d! 
' ' 

nominadores que •• obtenqan sean muy grandes y, por lo tanto, rnuy 
inc6modo•. O. esta suerte, ea m~a comdn fijar el denominador 

¡,JO. 

co~ el que se quiere trabajar y buscar los denominadorea quo hacen 
q~c les r.uevos racionales sean equivalentes a los que se nos han 
dado. 

Precisei:ios: supongamos que queremos expresar el racional -f' 
mediante otro equivalente co11 de.11omb10.do11. lt; esto es, qua busca
mos un núrne.J'Lo e11te~o ~ que satisfaga la ecuaci6n1 

.2... .. ...!.. 
q JI. 

(14) 

en la que, por dcfin1ci6n de n!'lrnaro racional, p, q y IL también -
son enteros. 

Pero la ecuac16n (14) es equivalente a 

(15) 

~o que s1gnlftca que podremos encontrar tal X si y sOlo si a q 
es equivalente a un racional con denominador 1 (pues, obsérvese 
si ~Q s~ h~bla hecho, que prec1sarn~1nte estos racionales represen 

tan a los enteros) y esto, a su vez, ocurre u: y:;6fo1..i. Q e.6 un 

5actc~ de p~ (vor nota 7). 

Por eJernplo: el racf.011al + es equivalente a una fracción -

con denominador 18: en efecto: 

J lt -r• TT únpUea 

de 11\0do que 

u .6xs. 6 x•...,- m 

Desgraciadamente, esto no puede hacerse siemprea •i el deno
•inador fijo en el ejQ!llplo antérior fuera 10 y no 11, nuestra bOJ 
queda. de la • que aatisfi~ier• la ecuac16n 
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eatarla condenada al fracaso pues 

+ .. lT si y sólo si x .. lj-

y resulta que 3 110 C6 6ad:o.t de 1 O ••• 

En ocasiones, como puede verse, la vida es cruel. Pero no to 

do está perdido: si bien es cierto que nn cualquier racional fue

de escribirse como equivalente D otro con denominador digaMos 10 

- si es ap~u~imable, con el ~rado de exactitud que se GJ:~:3, en 

. a.11.m.lna6 de. una huma de .~.1cú'nate.,1 c•q/(J.S d~1:c'"'·'l•tdoi"t,') H:.tt pote!! 

e.la& 11 de 10 - (de hecho, nmdirmto los carrbios ;;decuados, C\:dq..il: 

er racional es aproxiinable "tanto como si.' quiera" -como ¡.,, "1:i•;i C.:e 

racionales cuyos denomin dores sean potencias de cualquier entero 

positivo 1¡ue no~ interese¡. 'l el ... .:.~~..:.:- .. -.:- _:·.~::·.·~::~·· • - ' ·:---:: 

,Kimaci6n lo prov6 el «~go~ctmo 1 ~ dt ia d<ut1cJu que pc~rnite cal~~ 

lar los nwnaradorea de los sucesivos swnandos del dcuHcüo en -

pottnC~44 dt 10 o expan116n decimal de cualquier fracción. 

As1 por ejemploa si aplicamos el algoritmo d~ la divls10n 
para calcular el resultado de dividir r entre S, tendremo•i 

y oacribir8110a la igualdad 

o.u.s ••. 
1110 

'° 'º ' 

' T•O.JU ••• 

CUJO aic¡nifioacSo preciao ea l•t•• 

(16) 

I.l2. 

donde n es un nÍlmero natural y lo& puntos suspensivos indican que 
el n!lmero de sumandos prosigue indefinidamente. 

Por otro lado, ~oda vez que sólo es posible obtener un nüma

ro finito de residuos (si q es el denominador, s6lo 0,1,f,. ,q- 1 

pueden ser rasi¿ucs ~n el algoritmo), mientras que al proceso da 

ei?idir puede repetirse hasta el infinito - agregan~o uc caro al 

residuo cada vez - es irremedJable que en alguna de f.ISl:,'ls repeti

ciones, aparezco un residuo que ya habrl aparecida, J~ tal suerte 

que - una vez que ha ocurriJo esto - todos loa valoras que se ob

tienen al seguir aplicanc!o cL 2:·1c·::it:mo, ca rcpl'c-ar: GÍ('1.í.cam~nta • 

Por ejempl~: al dividir 22 entre 1, s6lo ae posible qua O,i,2 1 3, 

4,S Y 6 sean residuos y, forzosan11~nto, uno de ellos habrá de re
petirse; veamos: 

El "1" aparece aqut 
por la.vez como re
siduo. 

• A7H11 1T2-z--------
--.. 1 o 

JO 
to 

60 
40 

so 
y aqut ae repite - ro 

J 

a partir de que •• repite el •1•, podemos aaec)UJ:ar que•• ven a 
repetir todos 101 demb reSiduoa 1 5, r, 6,. f s, 'f ••• 1 ft\ln'Ul9ftte, 

de manera tal que la expans16n det1Jtlal de l& rasen ~ prea4mtl 
un grupo de cifras que aparecen ctclicamente, JI que H UIMft tt 
pVttodo de dicha expan•16n. Aala 

.Jf.· S.14US7 J4UU ruan ••• 



I. 33. 

A fin de abreviar la escritura, las expresiones del tipo -
(16) y (17) se reducen B~ convenimos en que se representen con -
una tilde sobre el grupo de cifras que se repiten. Esto es: 

+"' o.J Y 

Cabe la posibilidad de que el residuo sea cero y en tal caso, 
a partir de ese momento, la cifra que se va a repetir ser& pre;i

sarnente cero. Cuando esto ocurre, no se usn la tilde es :ntis: ni 
siquiera se escribe la cola r',c ceros; por ejemplo: 

1. 25 
4Ís-

'º 20 
o 

implica que {- = 1. 2 5 

Resumamos la discusión previa: lo4 'ªC.C:orrnlo ta.•1r11 c1ran-
6.i6n de.c.C:mat: pe.1t.<.6d-tca lj p<l'La 11.ncont~ítlf.la lle. u&a et a(¡, '' ~,.,r de 

la d-<.vú.<.611. 

Ahora, suele ocurrir que se presente tambil5n el ¡ir.:ble:-.a • , 

verso: dada una expanni6n decimal, encontrar - si lo ha~ - el ra 
cional de la forma -1J- que le es equivalente. 

Si el decimal que se da es periódico siempre es pos1bl~ ha
cerlo; si el periodo es O, el desarrollo en potencias de 10 tie

ne s6lo un níunero finito de sumandos sign1ficat.1vos (porque !a e~ 
la infinita es cero) y si calculamos la suma, daremos c.:in el ra-

cional que buscamos. Por. ejemplo: 

6 6 16 1.6 .. (1)(10'1 +io•lll+TO"'IT 

lo''+ º l (10~+-_J_L 'º' . • rr+TIT""--~·-rn-

o uos. t + 3 + o + S • fJOS · TO TOr 1lT T1\ WW 

81 el perlodo no os cero, aplicaremoa la siguiente ob1etva-

1.14. 

c1Gn fW1doU1~nta1 1 ••1 

10 ,-• 1.T 

roz 1 -irr 
~- .!// 

'f en general: 

(18) 

n cifras 

de manera que 81 el período es cualquier grupo de n cifras, diga• 
mos a1a2a1 , •. ªn 

Ca14z ... ªn> ¡ 0F._ 1 = íit1a2 ... anl (1.00 ... 01) 

11 cifras 

(19) 

esto es: que al multiplicar c11alquier grupo de 11 cifras p<>r e.1 r! 

cional de la fórmula (18), obtenemos ~n decimal periódico cuya -
parte entera (la que aparece antes del punto) es el grupo dado y 
cuyo periodo es el mismo qrupo. Por ejemplo: 

10 T S t TO-r= 3. 

IHBS7 x~· 14US7.IHU1" 

OOU x-Jfr• OOIJ.Offr 

Con esto y mediante la adecuada divis16n y aultiplioacidn -
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1.35. 

por alguna potencia de JO (a fin de poner el punto decimal d<>nde 
convenga) es posible P.scribir la parte peri6dica de cualquier ó= 
cimal como un cociente de enteros. En efecto: las partes peri~ 

dicaa de o.T, J. IHB1 y 5. rtoaH se expresan como: 

1 l 1 o 3 1 o.T .. TO (3.1> .. Tif (h:-9-l .. T"' T 

o.TnTfT .. ~1- CI 42851. IHH7) 
ro' 

.oorm---J, (OOB.TOfTI 
10 

Finalmente, para expresar cualquier decimal pe~i6aico corn~ 

un racional, sera suficiente sumar las expresiones racionales co-
rrespóndientes a su parte peri6di~a y a la que no lo es. As1: 

3142157 
• 9H 9fl' 

T:ó7T Sl2 Z3 5 119 4U+B 
5.f2011~1·TOT'+9'f9TDií'"' 999 900 

S 119 Sil ·-n-r-m-

I. 36. 

11.acior.ale.4 de la 6011.ma {- 1J pa11.a encont11.a11.ta, hay qut e.iplota11. tt 
hecho de que un gltu:po de n c.ld.~a4 rnult.i.pUca.do po11. et 1tacio11ai.. 

da u:n dec.únal pvr.i6d.lco con pa11.te. ente1ta et 911.upo de r..l61ta4 dada 
-• IJ l6tt mümo como pe11.todo (v~ase la ecuaci6n (19)}. 

CUESTI0Nl1RIO 

4.1. En cada inciso <!ncuentre racion,ll.cs con denomi.nndor comdn .... 
equivalentes a los que se dan. 

b. z 5 s 
T• T' ·rr c. 

4.2. :n cada caso, plantee y resuelva una ecuación corno la (14) para 

er.contrar el nu.'llerador del racional, equivalente al. que se da, y 

a. 2 1 11 í T• 15; lT' 60: T' 100: ·y· 21 

4.3. Dado cualquier racional de la forma -f' y un denominador ~ ¿ea 
.sie."'P·'lt posible encontrar un racional equivalente a f y que • .., 
tenga denominador lt? 

4.4. ¿Tienen soluci6n e.n lo6 e.nte.11.oA las ecuacioncs1 

a. ! l l l 
T"'T Y T'"T? 

si st la tiene, resuelva la ecuaci6n1 si no, explique porqué. 
4.5. En el texto se dice que:• ••• si bien no cualquie~ racional~ 
puede escribirse como equivalente a otro con denominador - diga
inos l O - st es apito )(.(mabte con e.t 9.1tado de. e.ltüc..t.l.tud que. .u. qu.le.• 

~a. en t6rl!'.inos de una surna de racionales cuyos dcnomi~adores son 
potencia de 10~. Explique brevemente el sign:l.f.icado de lo que -
aqu1 hemos subrayado. 

4.6. encuentre lll expana1.6n decimal de cada uno do 1011 1.i9uientes 
raciona.l.t!s. ' Exprese el· résultal\o (1) corno una s11niJt expUcita -

·~----------..................... , .. 



ele potanciH de JO, (ii) como un decimal ped6dico. 
cada ca10, cu41 es el pertodo1 

•• f -rr· 

f. 

' TT' a. 2 
JT' d • 

144 J 
Ir' 9· T' h. 

75 
T 

•• 1 . 
Tr' 

I.37. 

Jndtque, en 

~ 4, 7, En cada uno de los sigulenten casos, encuentre el racional de • 

la forma -1f que es equivalente al decimal periódico qud se da. -

Reduzca el reGultad<J a la rnl'.nima expresión 'f compruébelo aplican
do el algoritmo de la división. 

a. 2.125; b. o.ofHT; c. 11 • .rzs1 d. s.T41T; o. 1.000) 

8. ¿Hay decimales no peri6<licoa7 Si s1 los hay, describa tres 
de ellos. 

5. PORCEIJTAJES. 

Vimos en el parágrafo anterior que es coman el que se trate 

de encontrar el equivalente a un racional C:ado pero con Jn deno
minador fijado de antemano¡ vimos también que es~a bUsqueda no -
siempre arroja resultados satisfactorios mas, si no hay una equ! 
valencia exacta, siempre es posible aproximar con el grado de -
exactitud que se desee. 

Es un uso muy extendido en la matemática de la vida diaria 
el expresar una fracción en términos de "{a11to4 pe\ c~ento • y 
esto ée encuentra siempre a partir de la expresiOn dec1mal del -
racional dado. En efecto: si queremos saber cuantas cent~simas 
o partes por ciento hay en i-• usaremos el hecho de que; 

u 1 3 3 3 3 • -nT + T1T < Tí'+ TOO+ -rnJ" + 10000 + • ' ' > (20) 

1.Jí. 

que •1gntf ica que en f hay f/r y una .frac:ci6n deoi•l de ~tl
•ima (la IWllA que aparece entre par6ntesis en el tlltJ.mc> llJ.embro de 

la ec11&ci6n (20)) como eata fracci6n decimal ea igual O.JJS •••, 
entonceas 

o, ai USlllllOs la notaci6n que introdujimos en el e~amplo 2.2. y •.• 

que es la que se emplea con mayor fr.ecuencia: 

que se lee como que + es igual a H. J por e iento. No debemos -

olvidat· entonces el significado preciso de las expresiones de es
te tipo: .útdú.0.11 -'La zonu en t1t e. r.ant.ldade.6 medútnte la c.ompa1tac.l6n 

dt. qué tanto l1ay de. w1a r.ant.tdctd Hbpecto a 100 ta11to6 de ta ot.11.11 

V, por lo tanto, los porcentajes s6lo son una forma enpoc1al de -
denotar a los racionales. As1, en el ejemplo que hemos eie91do 
para iniciar esta d1scus16n lllY;lMOS a la cancl.us1.6n de qua ·taMr lila do 

cada tres partes <i-> es lo mismo que tomar 3J.J de cada 100 -
(H.Jt). 

De esta suerte tendremos además que: 

Eji•pLo S.1. Consideremos de nueva cuenta los datos de la tabla 
2. y la diacusi6n del ejemplo J.1.. Se90n ~ata, apenas trea de 
cada 1000 partea de la captura de clupeidoa ea asimilada por loa 
sere's humanos: esto es: 

3 TODO ... 003 •.JI 

Si suponemos, con bastante optimismo por cierto, que al re! 
to de la pesca mundial se consume directamente (1.e. sin la pfird! 
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da de peso correspondiente al preocesamiento que la convirtiera -

en harina y sin el eslat,.'>n intermedio de las aves de corral), te!! 

dremos que el ser humano asimila: 

del peso totaJ. do la captura que no cr)rrcsponde ul p1·iJ:1er grupo. 

m6a 

Pero como 

el 0.31 d~ 2210XIO' tons. (clupeidos) 

el 1 O? de 399OX1 O' tons. (rw el upe idos) 

.O():; I'. tZIO X 10'=6.ó3 X 10- y 

.1XH90X10',.3H )( 10· 

entonces, e.1. to'tai asimi laáo :,¡¡t;í dntlo por: 

y de él s6lo 6. U de cada JSS. 63 partes pxovicnen del prirr.er qr!! 

;x>1 es decir, s6lo el 

-Jr!-/J-=o.1t6" 1.86\ 

de manera que el 98. 14% re.stante corresponde a la captura de los 

demls grupos. Sin embargo, la pasq1,et'ia mundial de clupeidos r! 

presenta el 

-~H~ .. o.3811 .. u. 1n 

del total en peso h(\medo y esto si9nif ica un grand1sirno esfu.,rzo 

pesquero. Esto ejemplo rnuestt·a «:(lrnn ul uso de• ln11 porcentajes 

pormite comparar c6modamente diferentes razones po' qoc todas se 

expref:M con denc-:nin<\dor 100. Adem~s. qn1ci11s a esta comodidad 

nos damos cuenta de que hay alg6n problema econ6mico o social que 
produce el absul'."do du p<:>ac.:.ir una gran cantidad de clupeidos para 

obtener de ello~ un 1nfíno aporte nutritivo 1 ~. 

Esemplo $, 2. :ie,~ún da toa del llaneo <le Méllico :;.11., lou pr:.:..:.i.oa -

de l::s art1c".' ··: .; ri('J :-.~·nsurro i:ir'l::p:r1~:-,1~dc ,~, tL· ·>;ir·.:'."·~ 1L--···~"·;;~'fdar1, 

a\lr.'.entaron de dic.í ""·,bre dn un a:"n a dicieIT'hrt~ <le1 !.ii.¡uü:t.>:.e, :' 11a:rt.ir 

d(! 1975, en U11 1H, 16% y 3H co11secut1varnUJ1t~. .~ .::! -

Estado f".e)(jc-,,, .. ic·, _¡c.:c lil pult' i.: ,.~,, (,•;:"'··" · · '1~~.;.: ...... ,.: SOSP.';!, 

J l: ··:•.,¡ f U<?l. ·.;: 

resp~ct.LV<~:-:H.;:-.tt";. .?ora t¡•:\er :dl!.i de 1~(>0-10 ~l1 ·:ia ,1f~.::.:t.;-!_ el ¡~ 

~cr ~¿1üinil1~0 Je los t1·al;i1Ja~r~rea en osto lA¡-~G, ~!~6~.~s c11 cuA~ 

to .E:(:~di·:'.'i cü ::x.•,;t0 :;.~ Ja vi'lil r!·~ di.e, de l'o » Jic. cti.;l 78 y, ¡,·::>r otro 

lado, cuánto crecí(· el sal:irio: o:•.•¡,, ... ¡.,.pmo~· ql"·' r, <;º"'·'-·• el pre·· 
1.:1.i_.., __ _ 

,i:;,ra;;-,t::nte, d~J ? a1.iLl~.t1...·,s y j r· .. ~;1os}, c1 iineu de 7S. '~or; ... o ci..:.t (in! 

liza:: 1976, los precios habrLrn au.mentndo en un 29i, la misma ca

nast~ costar1a: 

P¡ = P 0 t u.l'il'o = l.21)Po (21) 

De manera que en dic. de 1977 el precio ner1a de (ju~tifique el 

hcCtüt cu11Jaclo;:;a1:icntc cada r,-.1:;0) 1 

y al terminar 1976, de: 

En la11 ecuacionas (211 y (22) obsérvese que el h~cho de que 

los porcentaje¡¡ de aumento de los precios cvrrnaponde a ¡:er!odos 

a~uales y son calculados en ba6t a loe precios finales dol ciclo 
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anterior (a&t, el f 6\ d~ aumento d~ finales d0 77 GO Cülcula ~~
b:Ca los precios de dic. do 1976 ) produce que el efecto acumula.:" 
de loa J l\Ulllentot'I anuales se;i muct\O 111.iyor que la suma de los mis

mos. En efecto: como el incremento en los precios de dic. de --

1975 a dic. de 1978 fue ~e 

2.16f7Hl'o - Pe" l.16178Ho 

entoncss, por cada peso del precio ,¡n 75, la c<1n<!sla aumentó en: 

pesos. 

J.J61782Po 
--p;·-- .. l. )61782 

dad, aumentaron de i:iner. del 'J';,, é1 f ir1es dl'l 78 <?n: 

1.'61182 • 116.1752! 

de ir.anc.r:i que r::.r cada 100 p8&0$ ut tn.c'"'.1.v "~~ .... _A.,_..¿, 1 .... ;:1~4 ---- .. 

•fios ~s tarde, 116. J7 pesor, rr.tt·.. {Comp:\rese l"!;t1~ valor "º" el 
quo arroja la !SU!lla de los pocc~int:ajes). 

Por otro lndo, si So dcnot¡i. el r.aloi·io quu devengaba Wl tr~ 

bajador en febr~ro de 1977, al ricibtr un aumento del S.S1 gana

da: 

ha•t& t.i>rero de 18, mes en el que su salario alJl!lent•rla en un -
IJlt as decir que aerta 19ual aa 

!1•$1 +O.JU,• l.fJSa • (t.l!)(l.OSS>S,• l.J9215S, 

para tttJjlinar, en fobren> do 1979, pQr ser 

Ss•St +O. l8S1 •l. USt •(J. JI) (J.'921S)St'" 1.~0673751 

lo que aiqniflca qu ~l porcentaje de aumento compe~satorio del ~e 

I.42, 

los ~reci~ fu6 dea 

Sa - S, 

s. • _,_.,.,...._ ___ "' o. 4 061 J7 
So 

... 40. 67' 

de modo que por cada 100 pesosquc rocib1a un trabajador en feb. 
de 76, en feb. d(~ 1979 recibida 40. 61 peso$ má.s. Saque el leg 

tor sus propias conclusiones respecto a la pol1tica ec;.011ómica na~ 

cional de ac;:uel ¡;cr1odo. 

cu::snmn1RIO 

5.2. ¿Por qv..::: se usan lo.:; porcu1t,~j<!:; en lugar de otras ;.•xpr~~sio·· 
nea de las =4zo~ee? 

S.3. C.1lcule q.1G porc,.:nt11j,; •le la l'~~!>ca rt1'Jndial a. corresponde a -

peces b. r::•)rr<ispond¡i a irwert;~briHlos c. tii\ine Uli alto valor co-
----~·-1 / ..... _, ,..,.4.,..,,,,,.,.~ ,, .,.,, . ..,,,,,("",...,...~. , ... ,"~ rñnt"'"h~\. 

5.4. Escrib.l. lo$' valoren de la salinidad a y la concentirH:f6n de 01 

di~1J<?ltoc0 en .iltarnar como po¡-centajea si se sabe que a,. 34%0 y 
l 

<!
01 

'" 6 Uf' r.ill 6n, 

S.S. &xplique por qué para calcular ei f. totü dll't 1H.1:ni;:;,;.:,, de lo& 

prec:i.os Y salarios que disc•Jtimos en el. ejemplo $.2 IH~ $f. 41!mtVtOll 

los ~~rca~tajes c~rra&pondiente~ al Aumento anu4l. 
5.6. Se sabe qua al final.1zar 1974, la poblaci6n de Héxico era de 

51.4 ~illone• do persona• y durante 197S, cada mea nacieron 115000 
mfiÍf1CA11os. a. Calcule ol t de aumento anual de la poblaci6n MX! 
cana. b. LPermaneco constanto el \ de aumento m~~6u&t do la po~ 
b!aeiG:a1 ZxpUc¡ue porqu6. c. SI. durante los ai9ulentea cinco af!,oa 
Mbico tu-:o h tah:tia tasa de nataHdad anual 'l"" durU1te 1975 ~-
¿ c~ll era la poblaci6n en 19807 d. ¿Cufntos individuos nacieron 
cada año de 1975 a 1980? 
S.7. s1 d11r4:ite un a~o la pesquotta d41! cierto recurso sufriera un 

aumento dol lOl y nl afio sl9uiente oxperiMnhra un decremento -
d~l ~ismo porcentaje ¿habrta aumentado o disminuido la pesquer1a 
en el btenio correspondiente? Explique su reapueata. 
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6. REPRESENTACJOH GEOMET~lC4 

Reza un refrán: "una imagen dice mfls que r.111 ¡::a labras" )' ta;!! 

bién se aplica en el ·~dso de los conceptos matem&tiros. 

zones psi.col6gicas que no Vienen al caso, la (11foHH11 ge •"U'~-

-~ ..... .iv .-,upera dffipJ...Ldmente !:)u \.•ltlL.c 1. t 5rt r~-<..trr:ét.tca; Ge 

tal manera, toda vez que es posible "dibujar una idea' (i.e. re

presentarla r-.edianto un modelo g ·áfico) es rr.íl.r. fScil mane;ar!ai 

entender sus propiedades y aOn entender o reconocer hechos que no 

son claros h3sta que no se tiene tal rnodclu. 

Sin e1nb<ngo, eoto proc•~dcr tiene sus peligros: a ve-::es o:::curre 

que la lntu1ci6n sugiere o sc~ala cosas falsas y en la historia -

de las matf.:inl\tic;HJ se~ r:e<1istra11 scriQS problc~i:is nebidcs ll "ilpre-

ciaciones intuitivas" cng\~osns. 

dos de que no todo lo quo íntuyilmos es cierto, siemprn que sea ~ 

sible trataremos rte dibujar loo con~cptos que rtcfinam~s. 

1\ los m1meros rae i v.1a les se les revrcsenta gcu;~ét r '(e l:nl'n t~ -

mediante la ttcta nu•l~¿ca que se construye ast: 

1a. Se elige un púnto arbitraril'.' 'le cualT.:i~r rc·-•:i t~!• ~ :·t,\ Y 

se le asi•Jna e). racional O (figura 5) 

o 

Ft<JUra 5 

Prill\er ¡•111101 se fiia el cero. 

A este pu.ntv se le llama ••l o~t9"..n. 

2ª e:,., <>1 • •r ··Jna longit~~ arhltr11r;ia ¡\ la. que llilril.lrE'~~!. 'l.l Jr..!Sl: 
nitud o tamaño de la unidad"; repitiéndola sucesivamentE' a lo lll!;'· 
90 de la recta a partir del cero, obtenemos tos punto11 rl!'pres.,n

tantes de los enterosi Los positivos en un sentido (a la dere~ha, 

por ejemplo) y los nega~ivos en el sentido opueato (figurn 6) 

. . 

1.u. 

-7 -6 -s -4 -) -2 -1 o 2 3 4 s 

Figura 

21 Paso s~ elige la ma<Jnitud de la unidad y se loca
lizan los enteros. 

7 

De este modo, el tamaño de la unidad ea la <iistanria q11e hay entre 

dos enteros consecutivos. 

for:T".a 

1\hora el punto corrcspondit"nte a •:,u1lquier racional rie la -

.E... lo encontraa·<'J::J i\St: dividimos la un >.dad ·en q ·part.es igu~ e¡ 
les - cada un'1 de las cu,1les se dice que mide un q - ~simo - toma~ 

ir.es el pri.mero y lo repr>t irnos sobre 1.~ recta, a partir del cero, 

p vaces hacia la derecha a1 el racion.tl es positivo y hacia la -

izquierda en caso contrario. P.l pu11to al cunl se lleyue al cabo 
o 

\.6\# ~bL.~ t:J!V\,.:\J:OV i~t-Jl-l~OQl~..._Q c:a 'f \-.;J\o.1•¡~ .. VWI - ... •- 4'-,¡~---

-2 -1 o 1 
________ ...._ __ --.A-. . ..t.,.4.. ... 

·1/3 1/7 -8/3 

un la .-ecu mirnérl.ca. 

) 

~" 

.~ 

vale la pena discutir dos ideas quya interpretac16n.9oom6tr!. 
ca es r..Jcho mis desr.:r1pt..va ·¡ua su solil enunci.ac16n ar1tm6ticai 

ti. 11\c;e,1 IJ ia d~••Hdaél dt ·1.Q'"'l.c>r t~1Jalu. 

La prir.1cra la hemos nan<>jado ya al comparllr, en las seccio· 

nes previas, diferentes racion~les entre e11 en la i:ect:~· numArica 
la comparación es sencill" pues dados dos racion.lles cu<tlusquiera 
.2.. y .i., wto y a6lo uno do los tro11 siguientes hechos tiene lugar1 q 4 



(1) -f" eatl a la derecha de 1 
(ii) ~st4 a la izquierda de Z 
(iii) -¡- y : est!n en el mismo lugar. 

1.0. 

En el caso (i) diremos que f eA mdyolt que. ~ y lo denotare
mos as1: 

Si se da el caso (ii), entonces f u me1101t que. : y la nol:! 
ci6n correspondiente es1 

En tanto quo si ocurre (Hi), L v ~ 1111n laualur 

Esto explica, ademSs, la forma aritm~tica que usamos antes -
para comparar racionales: recuérdeso que para hacúrlo habh que -
convertir a racionales equivalentes con el mismo denominador y, • 

dependiendo de la magnitud da los l'l\lmet·!ldores ccrresponciente, so 
comparaban. Pues 

y 

implica que1 

f > Z si y s6lo si p~ > q.\ {23) 

Esta proposición os de qrnn utilidad porque tanto p6 MlllO q~ 

aon enteros f4ciloa de cc~arar. 

llor otro 111do, h. ncc:ión d1• d'11111idl.\1l 1d~n"' q-uc ""g con lt. !'ti! 

aa en que •• d1Jtribuyen 101 racionales en la reota. Fr•o1Je&IOI& 
dado un entero cualquiera, siempre e• posible establecer qua ente 
ro 1~ ui,uc y cu61 lo ~rcc~de y os quo ta mtnima di.4tanci~ tnt~i
dD~ c1¡te.,o~ cualesquiera es una unidad1 esto no ocurre con los • 
racionales: dado un racional no es posible decir quG raeto"~l e1 

"el inmediatamente posterior# ni cuál 011 el que estll "juato anto1" 
por que tampoco hay una m1nirna distancia entre dos racionales cu! 
lesquiera 1 de hecho, ya lo discutimos al hablar de l.11. expAnsil.ln -

decimal de un racional - cualquier racional es ap1tvx1'.mabt.e. con el 
grado de exactitud que se desee mediante una suma de racionales 
cuyos denominadores sean potencias suc~sivas de 11 b~~a ant~ra • 
que se nos d6 lh gana; esto significa qua podimv& ~ce~ca4na~ al 

•ac~onal dado tanto tomo que~arno• 6in atcanzahfo, con Qtroa val! 
res racionales. As1, por ejemplo: al punto que en !a recta le~ 
1::orresponde al rad.onal +• lo podemos aprm:im.\c u~1c1:;1üva111onte .. 

con mayor precisiOn medinnte los racionales. 

t• l~l ~~~~ 

Tif' Tóo 1 T000 1 TOOO'O' 

de tal suerte que aunque Hstemos cada vez m!s cerca dol +, sie!!l 
pre habr! una distancia entre cualqui•~ra c!c tal~i!I [Jt.í1to11 y ol de , 
T· 

l\dem:ls, para ac,1bar de tener una id€'¡¡, do c6mo !!" distribuyen 
los racionales, c;,msid6rese el siguiente hecho: P.\Í JL. " .5- son -

'1 " b 
doa racionales cualesquiera, puede probarse entonce~ que ~t ~aci! 

"ctb1 

.l. ( .2.. 
2 q + ~, 

6 
(24) 

corresponde en la recta numérica al punto medio dal aegmento que 

une T con ! de manera que si f < 1 , entonces• 

+ 
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· &sta su,erte da "aglomer.1ci6n cxt1·em.:i" do los r 1.•ic,n.ti•'B .1 

lo l_argo de la recta numérica se conoce con el no!l".brc de dens.1.dad 

y ,¡;e acostumbra decir que to6 1tac.io1rnee~ 6011 ncH4.·~ e11 ea ·.;:c..ta.. 

BJ,«1;.einbargo, y tiste c:i el primer hech..> que clwca c...in la i ltu1..:¡,5n 

geomfitrica, io6 1tacú,naie.4 no agoto.11 la. ~ce.ta. nu...,é.Hc.:t <::1 el sen

tido dq .que, s.i .biG~ es cierto que estlin tan C>:<rc • unos de otr,;& 

c;c,¡¡no se dei;ee, hay pw1to~ de. ea ·~ec.ta a la!> r¡ .. t:: r:o i'.e4 c-:·~1or.·12 

de. w1 1tctcú•11a.f.; y y•:,ndo de sor pre:;¡¡ en r.ororc·~ 1, es pos1 ble ór!:-.:;i!! 

tr.ar.quc hily una i.nünicfad de tale.> puntos (in"ir.i:fad , p.:ua c::il

mar. nuestra cap.:1cídad de .:wombro, aún r.l<ls grar.r:e q:.w la i:·i:'iai.'!ad 

de los racionales). 

Magnitudes tat) c'~rcanas a n•H::;tr<1 e:xperic .. cia nater..~é 1ca , r2. 

veniente de la escuela elemental cuma la raz&i entre el dJ~~etro 

de un circulo y su cn·cu11forenc1a - el famoso ""'"'ero i'I - ;:·ür':··""~ 

cena esta categoría. Nos •!,;pl1•;,1¡;¡~s: el ¡:;,'dc;.c~t~\l d(' ;: c!r,·..i· 

lo de di!metro l es una magnitud •;~n~~h-;,.,. ''""" '"' su::nlf1cado -

inequívoco que detarminu, mcJlda de3do Rl coro en ia recta n~~6-

rica, un punto (mico sobre ella , cc-rr·;¡¡10 al r.h:1cnal 3. 14 J ó 1c1.:

yo valor memorizamos como "igual a ll ") pero, ... 11 r- 1or, diferen

te de ~l y de cualquier otro racional (ver fig~ra S) 

Fii¡un 8 

Un hilo de lonqitwl 11 ceñl rfs. '-'IC!lCta1'1f!nte al 
circulo de diámetro l. 

Por contraste, los 10meros de tal natural~1a fueron llemadoa 

.t.1t11.acionale6 por los griegos 1 en la recta numh ica aenan los <l\l,:: 

jeros que no cubren los rae- iona les y eu expansión dec üna 1 es no 

peri6dica. La discusi6n en el capitulo IV. gira alrededor de ur.o 
de estos bichos, tan ilustre como lle !ntimlt'rolta t igado a la mate-

I. 48. 

m4tica del crecimiento: el n~me~o t . 

CUESTIONARIO 

6.1. En una recta n~~érica a ¿C6mo se llama la distancia entre -

dos enteros consecutivos? b. ¿qu6 es un q•ásimo? c. Represente 
--3 1 1 - 2 3 -in:-r-a los racionales T• 12, -;r-• -5, 3. 1 y 1 .11 11 1. 

6.2. Ordene de menor a mayor los siguilmtes nCimet·os: -S.2, 1, 
2 2 1 -3.14, 3.16, 7 , t, -;¡-· 

nalcs q,.,¡c se rl~1n, el sím ... ~olo >, < o el~ 
.. s 2s 1:s -5 -1:i " ·->-' c. -r Y -n-; d. -r Y ·Tr .. · 

6.4. ¿Cu~l es el ent~ro lJlle sigue del O? 

6.5. ¿CuSl es el racional quo aigue al caro? 

6. 6. Explique brevemente qu~ significa quo los rnc1onalcs sean • 
densos en la recta n•~lriPa. 

t>.7. ::n el texto se establecieron dos tipos denOm<'!rosque se re~ 

p1·esentan <J!!OmltrJca:nente ,..n la recta numOrica ¿cutüo:Hl aon esos 
tip<:>s d<:l n(uneros? 

6. 8. En ttirminos de '>U exp,~ns16n decimal ¿c6mo se distinguen loa 
racionales de los irracionales? 

6.9, ¿Puede 1m irracional tener oxpan3l6n dccim~l p&riódlca? 

APE~OlCE AL PRlUER CAPITULO 

Con la• operaciones que se difin1eron en el par49rafo 3. loa 
racionales tienen una ut1tuctu1ta alg e.b1ta~ca particularmente rica1 
la siguiente ea una lista de las propiedades b4sicaa elemental••• 

L ~ t 
Si q , T Y u son tres racionales cualesquiera, entonc..,91 

La &WTIA es conmutat~va. Es decir1 



• - - -

I.49. 
A. 2. La suma es a6ociativa; esto es: 

A. 3. El celta, que es un racional porque O"" 4., act!ia como ne.u.tito 

adltlvo, de manera que cualquier racional sumado c~n 61 queda -

igual: 

.1!...+ o"' ..E... q q 

A.4. Para cada racional existe un Lnvcnao aditivo. Es decir, o

tro racional que sumado con el primero, da ce1to; en efecto: 

L+(..:E..)•O q q 

/.l.L El producto es crnmutat~uo. Luego: 

..e...~=~ . .1?.. 
q " 6 q 

1.1.2. El producto es cu.oe.i.a.tlvo. Es decir: 

M. 3. El uno, que es un racional porque 1 • f • act!ia como neutto 
m~ltiplleatlvo porque 

E...¡ .. ..E.. 
q q 

para cualquier racional. 

#A.4. Para cada racional cU.6c.\e11te de. ce1to, existe un ú1ue.1t60 

mutt.i.pl.i.cat~vo: esto es, otro racional que multiplicado por el -

primero da u110. En efecto: 

..E... • ..i.. .. A .. r 
q p qp 

1.so. 
O. El p1toducto di6t1tibuye a la ~uma. Es decir: 

Es conveniente tener una lista como ésta pues es en base a El:'! 
tas propiedades aritm6ticas que se obtienen muchas de las que se 

deducen en los cursos b~sicos de álgebra; supondremos que las mi! 

mas se manejan con soltura y sólo cuando valga la pena justifica

remos con detalle alguna demostración particular. Por lo pronto 
para refrescar la memoria vale la pena que resuelva el siguiente 
cuestionario; los dos primeros ejercicios son "ortogrlficoa•. 

b (a+b) ª+e Dados a=4, b .. 5, c=6, calcular a.+7, --e--' lJ y 

(El+ e) • 

2. Calcular f-3, p-f, (qgf)" y .(P.jq) para p•36 y q•6. 

J. SU.mine los paréntesis y reduzca términos semejantes en las 
expres1\)nes siguientes: a. :o:(t+lj)+y(t-y); b. m(6+!)+ 

+H11- ;¡. 
4. Usando las propiedades algebraicas discutidas en este apénd! 

ce, calcule de la manera más cómoda posible, lo siguiente1 

a. (17itl9)+(13tl9) 

b. ( 1J-) ( 1¡...) ( +) 
c. 

5. Recuerde que la n·l6.i.ma potencla de un n<lmero 4 se define -
como el producto de a polt 6~ mi6mo n veces. Pruebe ahora que si 
a y b son ntimero racionales, entonces: 

a + ab .. a (1 + b) 

y de aqut que 
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(a+aLI + b(a.+ab) =a(I +b) 2 

6. Note que el cero multiplicado por cualquier nllrnero, da siem 

pre cero. Exprese esta propiedad algebraica de los nG."eros usan 
do literales. 

7. Use la propiedad enunciada en 6.para explicrr porqaA no es -

posible q\,le el cero tenga inverso multiplicativo (sugere:-.cia: re
vise la propiedad M.4.) 

8; ¿Es asociativa la diferencia de racionales'/ 5u~er•nc.ia: rev! 

se los resultados de los ejercicios 6.~y 6.h.del c~e$tlonario de 
la seccHln J, 

NOTAS OEL CAPITULO 1 

1C6. Koyré A. Estudios Galileanos. s. XXI Editores. :~éxico, 1981. 

pp. 73 a 148: "Ley de la Ca1da de los Cuerpos•. 

2 Para especificar el tipo de unidades que se toman al rr.edir cada 

variable, 

unidades 

Aqu1, por 

usaremos el s:lmbolo de uso corrientt' para deninar tales 

escrito entre corchetes a continuación de la variable. 

ejemplo, tendr1amos 

d ( m) y t 1 Jg 1 

1Vale la pena observar que si bien g es una variable - aspecto 

cuantificable que afecta el fenómeno - su valor es constante rara 

cada lugar particular (9.!I ~9m_ al nivel del mar, l.63 ~en 
" jg 

la superficie llmar). Este tipo de variables que "se fi)an" S! 
gtln ciertas condiciones las llamaremos r-<~.foct'to4. 

-Algunos aspectos históricos importantes sobre el concerto de -

funci6n son discutidos por Boclmer s. en ttThe Role of ~:athematics 

in the Riso of Science" Princeton University Press, Prínc. New -

Jersey. 1966. pp. 216 - 224; "The signifícance :>f functl.or.s". 

1.s2. 

'En la práctica, ~~a de las definiciones de biomasa que se usan 

es la s1guiente:" .el total del peso h!lmedo de losorganismos vi
vrJs pr'lF>"<ntes pr;r uni<J;:irl d<J :írr..:i o volumon" (!lounr;fcll, 1975). 

Sin e~bargo, por razones did~ct~cas presentamos en el texto otra 

definici6n; la diferencia estriba en que en la de R')unsfell se 

COlllparan cantidadcfl de difcr13ntc tipo (peso h!lrnedo contra ~rea) -

en tanto que en la nuestra (y en las definiciones de salinidad y 

tasa de natalidad) cornpilro.rnos c,·rntidades del mismo tipo. 

'Tte F0od and Agriculture Organization (FAO) Yearbook for Fishery 

Statistics for 19&8. 

1Se dice que un entero m r.6 un 5ac.toll. de· o.tito ente.11.0 a si eidste -

un tercer entero 1t tal que a:"' l','l.; m e.4 w1 6ac.to11. comú11 de a. IJ b 
si es factor de QJT,bos y en tal :·a.so, se dice también que a Y b 

so~ m6ltiplos comunes de m. 

9Anch?veta y r.ardina, por e j cr.>plo. 

,FAO, op. cit. 

u Cf. Mar.g,llef T. Bcologfo. Ediciones Omega, S.l\., Barcelona, -

1977. 

11curiosamente, el pa1s que obtuvo la mAs grande captura pesquera 

en 1968 fue PerQ; valdrta la pena dar en clase una discusi6n res

pecto al he ch() - en e ierto sl!n t ido ins61i to - de que asf haya sido: 

t6r.ese en ~u1;nta el subdesarrollo de ese pais, el hecho - nada 

r~ro - de q 11e su captura pesquera nea prActicamente s6lo de clupe! 

d.:;.;¡ y la presencia en PerQ de la Purina (transnacional de alimen

tos .para el ganado). 

llLa razón de estos nombres ~orresponde a las propiedades A.4. Y 

H.4. del ap~ndice. 

Hcf. Problf'.ma s. del cuestío;i,3río al final del apl'mdice. 

1•un al9P~Lt~o es un conjunta de reglan que describen el procedi

niento que debe seguirse para realizar una operaci6n o llevar a 

cabo un proceso. 

''Vale la pena la siguiente aclaraci6n1 las "observaciones funda

mentales" del texto no so justifican en él por razones didtcticas 
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o porquo están basa<lae cm conc:<.:¡Jtus o herramientas tT·cltv·r.uc:as -

más allá de lo que, en el momento de hacer la obs.,,n·,,c 1 t·:·, se s~ 

pone que el lector maneja. Sin ~Tbargo, es necesario evitar en 

lo posible que se Q.Jede Ja sensac i6n de que las propiedades q•1e 

se usan "salen de la man~a"1 para esto, si mSs adelante el texto 

da para hacerlo, se discutirán o bien se dará una referencia en 

la que los interesados puedan satisfacer sus dudas. 

En este caso particular, recomendamos la lect~ra de la olra de -

Courant R. y H. Robbins ¿Qué es la Matemática? Editorial ;,quibr. 

Madrid. 1979. Nfuneros racionales y decimales peri6dicos, pp. 75 y 
76. Y mencionamos que el resultado (18) se basa en la siguiente 

fórmula del análisis matemático: 

1 - Tiilr 

16 Un conflicto similar se plantea en lo que se ref Lt!re a lc1 cartu

ra de camarón en México: de las pesquer!as para consumo h\111\ano, -

la de este crustáceo es la mayor volu.11en en ~:éxico. Sin emb«rgo 

por razones económicas relacionadas con su precio, casi no es e~~ 

sumido dentro del paf.a. Cf. Anuario Estad1stic« del Departa

mento de Pesca. 1979. pp. 132 - 133 y 407 - 40B. Mh. 1979. 



CAPITULO II: ELEMENTOS DE LA TEORIA CI.J\SICA DE LAS PROBAB.f 

l. Antetedentea. 

LIDADES. 

"Ale.a jac.ta ef>.t" 

"La p'obabi.ti~~rl tb como et ba~ 
t6n que ut~tlza r~ ~iegn µ~~a -

no ttr'~~(·.t..itat-f...z. t:.t'. '.-:· ·,~6n, :.¡ ~,¿ 

'f (1 ·~¡¡¡Ji ('.t.1 ,. 11.'.i t e a ¡, <~ / eo .. ¿, e. e 
n: 4 J veto l , ;¡u n t e ,z ,:, ;: ~ ,~ ~ t il t a. 

-tea'!.( a de fil~ p.tob·d,i.Uchcle.&". 

Stnn üfow U.e•. 1 

La T¡i_o.tfc. de . .(tJ1 r-.,abr.bH.{dade.,, c·s 1111;1 de las ril~tas de la rn~ 

te:"!ti.ca qu 0 r..~s so aplica a la soluciC•n do problemas csp('cifi.cos 
·1ó · i·•··ada 2 c.""'loo en las ciPncias naturales y es que la vis n s1mp i.1L .L 

~c:-.','5:-e:-.ss no es :;uficiente para :í1UchoB fine~;; U!..iS., si rn:. C?Uierc~ est~ 

d!a.:- l..:t t>b:u:.-'dcz.1 cxin r:nycr ¡'Jrofunrlitla<], es necesario usar una hcrr~ 

mienta que permita evaluar la incentidumb4e respecto 3 unn varie

dad de efectcc contradictorios que pueden ser originados por un 

mis~o conj:..into de causas bien definidas. 
3 

' l. 1 t l• tití.•,·gun.da dn la f6rmula da la calda li-hSL, e p 3n carBc u \; ~ 

brc de los cuerpos: 

d(t) .. ( + ) gt 2 (1) 

- - -
II. 2. 

es una visi6n simplificada de un tipo de fen6menos que pueden ser. 

extremadamente co~plicados. L.'l fórmula (1) p<?rmite d.~tn,.ir;.~ 

la posición en funci6n del ti~npo en base a una serie de r~e~isas 

simplif.icadonrn (de las c1rnl.es la suposición .::e que el cuerpo -

cae en el vac.fo i.!S \a mlís fuerte) c¡uc, de no c1;,-:-pl_r·s2, Ir.v:oilidan 

oculrht en un medio no vac~ío ostr nuy lejos de ser ~an scnci11c: -

muy dist.into.9 de los que se obten,~rían al apli.c1r (1) 

te la forma de ver algún fl'n6rncno -tul l;er ía el caso, ¡r.n e).:;:-¡: lo 

de soltilr una moneda a -~- en. del ¡.;iso con la Céi:-,1 de "Sol" bi;::ia 

arriba y "predecir'1 qué vaacüur~~- por c~U(~ fqerzar. el resultad·J t~ 

impiden que se mani:'.iest.en r·tro:; ¡oosiblC!s y cor:tra·.iictori.os renil 

tadot1, es preferible echar mano de la herrarni.ent.1 n;;\tt•;r¡}tica - -

creada para manejar el a:at: la T0oria de las Probabi!i¿~~¿s. -

Exiotan diferüntes ccnstrucciorH:'.t.· d-:! ,")sta teoría: Ja clásicc1, la 

frecuentista o antadlstica y la axiorn5tíca. Ca·.:';:i llllil Ue:ie ;; IS 

pros y sus contras, pero por su sc~1,,_; i 11 ez, pues es contruf da us .'rn 

do los racionales y sus aritm6tíl:a, en este trabaJo prese11tJrc~os 

los rudimentos del e~foquc clfioico y sugerimos al lector interesa 

do revise la discusión del ap6ndice a este capitulo. 

-



II. 3. 

2. Un ptoblem4 de genltic4. 

Sin duda, la biolog1a se ocupa de fen6menos naturales compl~ 

jos y hemos elegido uno de este campo para orientar esta present~ 

ci6n; este capitulo culmina con la discusión de un problema part1 

cular do la gen~tica de poblaciones; en el camino, sin embarqo, 

tecdremos que discutir otro tipo de fenómenos y para que no per

damos de vista el i~teres biol6qico de lo ~uc iremos prcsentnndo, 

plantcare1;1os de una vez t.l1cho pn)bJema. 

En 1866, el monje ron.ro CreqrJrio Ml•ndel (l822-líl84), establ~ 

ci6 las bases de li'l r;cn(,tícu al estmliar.·, en una Céjpccic df' chí

charos, en q·Jé p~·o¡ ... ·~H-r.'.iún r--r~ tr,.·:~~mit.jrfun de CJenPrt1ci611 er1 qPncr~ 

ciln, Lrn caractei:-i'sLic,1s he1·editar1as Je <¡1w d frut.o fuera liso 

o r•quso. El avance cientlfico en La época Ja Mendel estaba muy 

lejos de la bioqul~lca neces~ria para abordar 01 problema en t!r

mlnos de cierlaa reacciones internas en las c~lulas reproductoras 

al fon:·.ar un huevo y Mende.l hubo ,Je <juianrn por el aspecto macro~ 

ct'.pico de los ch1ch.ir:,s: d pai·t1r de) ,1na ¡)Lnt,1 de (1-uto li:io - -

(hija de "lisos" adt~1s) y de otra de frutos ru~osos (de padres 

rugosos a su ·1ez) al monje observaba que iut cnd<t ge11e.tac.i.6n, loli 

ru~centaje6 Je lt606 y tugo~aa pet~aneclan p~4rticamente conataft 

tea. 

A partir de est~ obscrvaci6n fundamental, discutiremos aqu[ 

el siguiente problema: 

S1 de un gran número de nacimientos de la misma generación -

eecbge~o6 al aza' li.e. sin preferencia alguna) g~upoli den indi
~tduoli, de todol l~• po•lblea g~upoa ¿qui potcentaje eat4 6otmado 
p!! ~ k ÚI :U Vi ,fu o~ " ~u 9 C' & o 6" 1j n - k "l U, o fi "? 5 

?or eje~plo: s1 de la tercera 3eneraci6n formamos grupos de 

!'.. plar.~J.s, ¿<:¡ué pr>rc•:nt¡:¡;e del t<Jtal de decenas que se pueden -

forxar, tiene 3 ch!charos rugosos y 7 lisos? 

En g10.•neral, se trata de responder este tipo de preguntas -

para cualquier par do caracterlsticas hereditarias que 6e exclu
ya.~ mutuamente y de taa qut ntce•a~inmente ha de pteaentatat una 

e ta. otta v.gr. las del sexo, el albinismo, la capacidad de "en• 

II. 4. 

rollar la lengua", etc. Para lograrlo, tendremos primero que 

hacernos de un lenguaje ••reciso y de ciertas definiciones:;- teor! 
mas. 

C U E S T I O N A R I O 

2 .l. Si en la primera generaci6n, Mendel observó que de cada 

200 plantas, 150 eran lisas ¿Cuáles eran los porcentajes correspoll 

dientes a cada tipo de fruta? 

2. 2. ¿En qu~ observación fundamental se basa, la discusión -

del problema que hemos prcsw1tado y que abordaremos en este cap_! 
tul o? 

2.3. El 1tf[1ü1ú1110 en los L.Jtones excluye vl que sc·.n ¡>t:J"'f.11· 

ta.dol> y alguna de estus dn" ,•.1r,1ctcr1.sticas necesariamente es pr~ 

sentada por cada individuo. 

En vurias poblac 1.1n1·~; dü r .. 'ltones quP. s!! obtuvit·ron tL~ 1.:l c1~!! 

za inicial de hembras ulbl!Hs y mi:lchos pi'Ji".enLlJos (~e p.d=es pii 

mentados) se observll que en Ja l"- <Jeneraci6n todos er,rn Fis::-.enta.

dos y que, en la 2~, lo er.1P 3 .Je ca<iu 4. 

a) ¿la observaci6n fun<iamcntal a la que se alude en el texto 

permite decir cuáles serán los porcentajes en las generac1o~es -

posteriores? 

b) ¿porqué o cómo? 

c) Si una de estas poblaciones constaba de 520 inJivíducs -

de la 2A generaci6n ¿aproximadamente cu~ntos eran albinos7 

2.4. Describa brevemente en que consistieron los trah1jos de 

Mendel y qu6 resultados a~rojaron. 

A lo largo de este cap1tulo entenderc..;ios por teai (;.; · d1: ::!í!.:. 

t~pe~lmento el que se de una colección bien definida co~1iciones 

bajo las cuales ocurra un hecho de entre varios hechos posibles, 

bien identificados,que llamaremos 11011ltado:. d!.t t~piiw.-ntc, 11.· 

ce4o• ale4to11lo6 o, cuando sea claro que se escá tublando de el!oa 



en el sentido probabilista, simplemente 6«Ct~06. ?or ejcrnplo1 

Ejemplo 3.1. H t.i.lr.o ve1ttfrlll 1J 1to.t:llta1tJ.o Qfit<'d~rio!t de ttHO de. 

6u! d~d~ettca, de una moneda clllnd1ica de mate1tiaL homog~nco -

(ver figura 1) e$ un experimento cuyos posibles resultados son -

~cae 6gu1la" o "cae sol" y cuyas condicioner; hemos subrayado. 

Ir. s. 

Ejemplo 3.2. En una competencia de tiro, "n clisp:u:a una pistola 

Colt 45 nun, sobre un blilnr:o situ.1d'¡ a 100 rn del t.ir¡¡d•n· il las --

10:00 A4:·L df~ un. dfu :;ol(~•Hlo, c::.tC' Cfi ' . .:...1 .:..:xpc.cir.;nnto ·.:uyas ccndicio 

ncs se: reflrcn~n a la pü;tola, ]¡¡ L<;r.a, .la VÍli1bil td.:d, otc. y -· 

que es di!:crer.te ele cualquier otro '":·:p•:rimento rp;e nu cumpla exa~ 

t,-:;r··tfl.t-:. i.a.~ ,,--,t.)mali cu1:d{'C{LJHI?-~; v. Cjr. el disparaL· r".:'J~l la misma -

ar:---a, ::i lct mi~;;n.J d.i.:.:.:tanc:ir.1 y ~obre (tl. :nis1110 b1Hnc;o ;.)c[O 1l lrJ.:J --

6:00 A.M. y con nebl in:t; sup·Jnd¡crnos q11e ni. el tiro no du en el 

blanco, el expl:'rirn211tu no se ht.1br5 rr:ializado. Si el blanco fue-

se cor.-:-. (;l d.:~ 1¿1 f1·}".<r:~ 2, un0B pü!jl.tles re:.~ul.tado;;; sc:rizin: se ha 

ce i;-;pacto "en la zonJ 111", "en la zona II", "en la zona I"; 

otros, s•~rl'.an: "la b.:ila no da en la zona IfI", "la bala no da en 

la zona I", letc. 

,;sf, e'.'! el caso del probl(~ma d1~ genética que rlantcamos en el 

par1')rafo 2, lüs conrlic1ones son: 

i) I,os grupos de ,1 individuos son elegi.dos sin preferencia 

alguna; 

ii) 111 elü(jir c¡;c\i¡ n-¿¡rJ,1, se considera la generaci6n completa; 

no ~e retiran da ell3 los individuos que ya fueron eleg! 

dos en otra n-oda. 

iii) Dos n-adas se consideran diferentes si tienen al menos 

un elemento distinto, 

En tanto que una colección <lo posibles resultados es: de los 

n individuos elegidos •ninguno presenta la caracteristica A"¡ "la 

presenta uno solo"; "la presentan 2", .•• ,"la presentan k, ••• , 

"la presentan n - l", "la presentan todos•, 

II.6. 

'"' ' ' 1 • 

~\ 
1 

1 
v 

Figura 1. 
Dos experimentos <listi¡¡tos con la miSt\11 toc>r«·!..i. Las líneas 

punteadas indican el <lespli!Zilllliento de la moneda y ta línea conti 
nua el 9iro sobre sI misma. 

Pigura 2. 
El blanco del ejer.iplo 3.2. 

Obs~rvese que en los ejemplos hemos hecho hi~:a?i~ en que, -

dadas las mismas condiciones, el conjunto de suces·¡ que &e cons! 

doran resultados del experimento no es finico; depE~jen de q~é as

pectos nos interesen. 

Denotaremor;, salvo que se c?!-;pecifique ott·a co.;.i, .i los Süce

sos con mayúscul¡¡s latinas y estableceremos, cuane'° haga falta, 

de qu~ suceso se trat~ en la forma que los siguie~:~s BJOmplos -

exhiben: 

El suceso S que consiste en que caiga sol al tirar un \''.Jlado 

se expresa as1: 

S: "cae sol" 

en tanto que la expros16n: 

M: "En una camada de 5 ratones exactamente 3 son albinos" 



U.7. 

se lee como M u el 6uce&o que c.on!iüte en que en una camada etc. 

Conviene clasiticar y agrupar los sucesos de la siguiente ma 

nera: 

Se dice que dos sucesoa M y H son mu.tuo.menti exluycntc6 si la 

ocurrencia de uno impide que ocurra el otro. 

de, ea imposible que se de N y alrevés. 

As1, cuando M suce 

Ejemplo. Si torr.;:,;::os alguno,; e.le lo::.. rusultadoa que citamos en los 

ejf.q'llos 3. l. y 3. 2. se t icne que: 

"cae ~guila" y "cae sol" 

"da en la lona I" y "da en la iona III 

Son paros de sucesos que se excluyf'~'1 mutuamente y que: 

"dn en la zona III y "no da en la zona l" 

No se excluyen rautuamonte (¿porqul?) 

flna colecci.6:-. de sucesos es un jtiego conµleto de po!i.i:.b.{f..¡_da.

tÍll.• ( j e p) si, d ~do un cx¡,er imcn to, su resul t;:1do es uno y sólo -

WlO de loa auceso;, de dicha colección. 

{•cae sol", •cae !\guilaq (21 1 

es un jcp del exper1mento del eJemplo 3.1. 

En tanto que ias colecciones 

{ "da en la una I", "da m la zx:iria II", "da en la zcna UI" J (3) 

y 

( "da en la zona II", "no da en la 7.ona II" ) (4) 

son jcp del e:<perimento descrito en J.2. 

u. a. 

La definicl6n clasica de µrobab1lidad est~ basada en 11 nc

u6n de ~ 11u1 po6{bd' triad; se dí ce 41w Jih'I c:ilecc 16n r~e s~-:.?sos -

aleatorios es equiposible o c¡ue t•)dos ellos so•1 i·;ualr.ie~::e ¡:osi

bles si "estarnos igualmente 1nse~uros de la ocurrencia de :ual-

quiera de ellos"¡ esta inseguridad proviene de "caracter!sticas 

objetiva&" del experimento particular que se trate ! s6l0 la "ev! 

dE?nc1a emplr i.cc.t 11 1 i .e. la c.: :::·prohací6n ex1_:erincntaJ en 1~r.a L.:1:-~;a 

serie ele real 1zaciones cl0l •:>q,,,rimento) c:;;;pro!car.'ír. si l<l eq•.i:v:i

sibilidad ;;ugeridil por t,1kr; car,1cterísti·.:¡¡s objet:tv.:is se cu::.¡:le 

o no. Como se ver6, el m~ollo de lil definic10n de probabilidad 

un cierto :;t:mcto do :_~,l..~.>of; 1¡1--1ir11·11t1} 110:.;1r.lc:!; 11
' pcr·o ar.tf?S d•? t1ar 

la definición exam1nrunoc los ~iyuientcs ejempl0s. 

(Cont) EJC;Jl, 3.1. 

tiro" del c•xpcríEwnto en 3. l., son c<1ract .. :dr,ticas objeti\'as que 

hacen r1zonable considetar ~0mo eguipus1bles a los sucesos del --

jcp :2l 

(C<Jnt) Sjem. 3.2. El experimento descrito en el eJc~plo -

3.2. se rcflcrc a una competencia de tiro, di'lcilmente se podr!a 

considerar que los jcp (3) y (4) estén forwados por sucesos equi

posibles (¿porqu6?). 

Ejemplo 3. 3. Si el experlwunto consiste en elegir a ciegas 

una de diez canicas, todas d~:l mismo tamaño, no reconocibles al 

tacto y colocadas dentro de -.na tómbola pero cada una sei':alada -

con un nfunero del 1 al 10 que las distingue entre si, entonces: si 

X es el nt\rnero de la canica que se elige. 

{XIX=l,2, •••• lOf (S) 

es una colacción de sucesos equiposibles poi la indistinguibilídad 

a ciegas de dos canican del mismo t;imaño. 

Fuera del dominio dL los 1uegos de azar es uif1cil encontrar 

ejemplos donde las características objetivas ¡¡ugicran cquiposibí.-



• - -

II.9. 

lidad por lo que se hace necesario postularla a partir de la evi

dencia experimental; i,o. Hi en una larga serie de experimentos -

ocurre que varios sucesos del mismo g~nero se presenl¡rn c:on igual 

frecuencia, es razonable suponer que tale,; sucesos son e<¡\1ip:)sfüles. 

Continuamos con las definiciones previAs; dado un resultado 

ct:alquiera, pueda que! 1;ea f act i til e descomponerlo en sucesos más -

si:::ples o ?Uede qu<.: no; por C)cm;ilo: si el experimento es el. del 

eje~plo 3.3., a: suceso: 

•se saca una c<111ica con n(\m,~ru pat." (o m:í~1 bnwemente: "X es 

par") puede expresarse según 1 n sic¡uiente clisyuntiva: 

M X :z 2 '1 6 u X ~ '1 u 6 " X ~ 6 11 6 11 X =:! ü 11 6 ll X ::: 1o 11 

raientras que ninguno de estos sur:esoa puede~ dei;cribirse en térmi

nos de otros. Ae1, si un resultado no es expresable en t~rminos 

de otros 111Ss sencillos, se llama 6t1rr6r cie.me11l11f; en caso contr~ 

rio, el auctio ca compue~to. 

/,hora s'!: S(~a S un i;ucc:;•:i aleator·io cualq11iera g1rn pU('dc ocu 

rr ir en un PxperímeBto; c;ca ,1 un j cp en '' l que todos los sucesos 

son elementales y equiposibles; ta p1¡obabil~dad de S mldt ta ten· 
denc.la a que. rn 1rna la.1¡ga &e~ú de H.aUzadon?b def expeHmento 

OC •!!VI.a S 1 si 

y 

m es el número de sucesosdo 6<JU<:ison favorables o implican la 

ocurrencia de S 

n es el nl'.unero de elementos de , i. e. el total de posibles 

resultados. 

La p1tobab.U..idad de S se de!ine y se denota como 

Pr(S) .. ~ 
n 

(6). 

que es, como ya sabe el lector, la razón existente entre los casos 

favorables a S y los casos posibles an el experimento y que puode 

11.10. 

expresarse entonces como % o en CU!lquiera de las formas de repr! 

sentaci6n de números racionales que hemos discutido en el capitu

lo I. 

(Cont.) Ejemplo 3.1. 

son equiposibles, entonces: 
Como en el jcp (2) todos los sucesos 

Si S: "cae sol" y A: "cae .1gulla" 

Pr (S) = + y rr (Al "' f 

(Cont.) Ejemplo 3.3. Si S:'1x es par", •~n el ~ontexto del -

experimento descrito en el '~Jt~mplo 3.3., entonces: "x;:!l.", "x::::4•, 

"x = 6 .. , "x =O" 'x' 11 x = 10" c 1Jn lo~j caso5 f1vor.3b les a S, Mientras 

que el jcp equiposibles tiene 10 elementos; por lo tanto: 

Pr iX P'.H) = -~-- = _...'.._ ~ 50% 
1 o 2 

Ejemplo 3.4. En el e~p~rlmonto se tiene LO canicas del ~is 

mo ta1T1año en un saco: 4 roja:;, 5 .1z11les y llrl<.1 bla11-::a. ¡, ciegas, 

se extrae del saco •ma ca:"lica, cuales son las plt oabilidades de 

cada uno de los sucesos: 

R: "se saca una can ka roja" 

l\~ nse saca w'ia .:iin1ca azul" 

B; 11 se saca una cnnica bla~catt. 

La discusi6n que hi.cimos •m el 2Jernplo L 3. para ex¡'! i·:ar • 

la equiposibilidad de los sucesos del jcp (5) es apl ic3ble 11.qt1i 

para justificar la equiposibilidad de clecci6n de cu3lquiera 1e 

las 10 canicas; luego, hay 10 car;os posibles, como ~ son f;3vora

bles a R, 5 a A y 1 a B, entonces. 

Pr (R) "'-
4
-" 40\; 

10 
Pr (Al "'-

5
- .. 50\ 

10 

Pr(D) ,._,_,. 10\ 
10 



II. 1 t. 

Vale la pena establecer la6 popiedade& b~6{ca6 de Ra p~~ 

babtitdaJ que se obtienen directamente de la definici6n; antes: -
se die• ~~e un ~uresn a(ectn~~o cA 1equ~o ai uicmprc ocurre e ~m-

pc6tble si nunca se da. 1\hora si, salen las propiedades básicas: 

Proposición l. l. Si B es un suceso seguro, entonces 

Pr(S) l 

Puesto que en este caso, coinciden el nfunero de casos favor~ 

bles y el nlirnero de casos posibles; i.e. m"' n en la fórmula (6) 

y por lo tanto 

i'roposici6n 3. 2. 

Pr(S)::.E.. .. ¡ 
n 

51 6 es un suceso imposible entonces: 

Pr(S) "'O 

en efecto: aqut se tiene que m =o y consecuentemente: 

Pr(S) e..!!._= O 
n 

Pr,;posición 3. l. Si s es cualquier suceso entonces Pr(S) ea 

un ntlmero no negativo que no excede de 1,1.e.: 

O<. Pr(S) <.1 

esto se debe a que necesariamente, el nGmero de casos favorables a 

S es menor o 1qual al total de casos posibles ya que, simultánea
mente, e~ ún nCi.mero no negativo: esto es que 

oc;m<n 

de suerte tal que ..!:.. "'Pr (SI es un racional cuyo numerador no excede 
n 

al denominador y por consl.9uiente, es menor que launiclad1 adem&s -

ll. 12. 

..!.. es no negativo pues ni m n1 n lo son. n 

Como se ve, calculnr prob,1bil ítL1d1•s ,,,,q(jn l:t dc>t in1"~~·~ c~5-

slca requiere de saber contar los casos favorables y el t••a: de 

los casos una vez que se 1a identificado los suce~?s elementales 
equ1posibles. Parece insulso el problema de contar las cosas 

pero, salvo en los ejemplos m~s simples, suele ser un asunto corn-

plica do. Veamos, 

Ejemplo 3. 5. Con la intenci6n r!e estinar ia poblac16n de -

un tanque de cultivo de A. !afina, un acuicultor rc~liza 10 lances 

con una probeta de 100 ml. de capacidad. La for~3 correcta de 

hacer cad(1 lance (1.n. to111d1 nue,;tras de 100 íl\i. de aqua t re:.:'~ 

trar el ntímoro de i.ndiv1Juos r¡ue hay 1~11 l.:i muestra) es J¿¡ !il<¡uiel! 

te: se revuelve con la manu el "''1t1<1 rii>l t'!'t.1nquc .. h1rant<' 5 si;"1., 

inmediatamente -iespués r.e sur.cry(' la probeta \' se llena de ic;c:a 

hasta el borde derramando luc••JO en un chorro P: cx::cc!<?nt,,. -~e los 

100 ml., se cuenta el nGmero de a1 temias que q·iedan en la ¡;robeta 

y se vacl'.a f![ contenido en e cst .u1.111<J M1t es !e 1«1.:c·r el :: : a;ic:-:-

te lance. Pot un descuido, el ar:u1cultor 11l•:1oil'\ re'!olve1· el --

aqua del estanque en 3 de los 7 l11nccs puro 11•) ru¡.·o en cu'\ :·~s. 

En la estirnaci6n que hizo, esc·Hp6 <1l azar los :esi.;'.-ados ,:e 6 -

lances con la esperanza de que por lo menus 4 hubieran estajo -

bien hechos. ¿Cuál es la probab lidad de que ast orurra? esto 

es ¿Cu:il es la probab1 lid ad de 1 suceso aleator i" 'p0r lo rr.enos 4 

de los 6 lances se hicieron bter."7. Como la expresión "por lo 

menos 4 de cada 6" siqn!fica ·4 6 5 6 6", empt>zare~:·s por r ·spon

der a las preguntas un poco mlls simples que p. antear,¡s a co:itbu~ 

ci6n1 

Si X es el nGmero de lances bien hechos quP se esco.,¡e:1 en e! 

te experimento ¿Culll es la probal.iill1fad de que >< "'4, x = 5 Y x = 6?, 

Seglin la defi.n1c16n, hmn•Js de er,.pezar por definir ... n jcp e:!!_ 

mentales y equiposibles ur t6rminos de los cuales sean expresa.bles 

los sucesos cuya probabilidad queremos encontrara en este caso, -

tal jcp eatll formado por to<jas las d1ferentes formas en que sea -

poaible eleqir 6 de los 10 lances, 1.e. 
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U.13. 

6 .. (S 1 S es una selección de 6 de los 10 lances) 

as.1 por ejerr.¡-ilo: si los lances están numerados del 1 al 10, los • 

conjuntos de 6 nGrreros entre el l y el 10: 

{1,2, J,4,5,6), fl,2,3,4,5,7), {2, 3,4,5,6,8} 

Definen sentla;, selecciones. Como lo que interesa en nuestro ex

perimento es que un cierto nGrnero de lances sean "buenos", las se 

lecciones no ~e d1sur ... ¡uen entre sf FOr el orden cri que se hugan 

sino por los elementos que ~"'"Jan ; pur lo yue por ejemplo: 

11,2,1,4,S,6} y (3,4.2,5,l,6) 

son, para loi;; fines de este problema, la m;srna selección. 

,;hora. s1 quere:nos aplicar ((,) t.0ndremos que contar el r1úme

ro de elementos del, 1.e. el número de casos posibles .•. una so· 

wera inspecci6n del problema sugiere, sin duda, que la respuesta 

no es e~1d~nte; adernSs, contar los cdsos favorables tampoco es -

tan flc1l (por lo menos no tanto corno loe ejemplos anteriores) -

aunq..ie ¡,odernos decir •¡ue, por ejemplo, en el caso x = 4 basta cal

cular ¿e cuá~tas formas se puede elegir 4 de 7 lances buenos y, 
simultáneamente, 2 de 3 lances malos. 

Co~n se ve, ~l cdlculo dP la probabilidad que se pide, a ga 

ber 

(la ~robab1.11ad de que x sea mayor o igual a 4) depende de poder 

contar, iado un cierto número r de nbJetos, de cuántas formas se 

¡:.~eder. ele1ir 6 de ... ;-.s ob:PtOB, donde oc;sc;r, Vale la pena -

entonces, abrir un paréntesis para discutir en general este tipo 

de problemas. PPro ~nt~s. responda al siguiente cuestionario. 

II.14. 

C U E S T I O N A R I O 

3.1. lQué es un suceso aleator101 

3.2. Explique brevemente lo que signif1c. •. le-; párrafos; 

a. "dos expei imentu& ::.u11 ,1 L tu1 e11tei; entre s l no cumplen exactil. 

mente las mismas rondicfones, b. "el conjunto ie sucesos ~ue se 

consideran resultados del cxperirnC>nto no es Cin1_:0" c. "la proba

bilidad de A mide la tendencia de que A se presente en una larga 

serie de realizaciones del oxperincnto". 

ciones de un ejemplo cilda una. 

3.3. Considere el experimento ~ons1stente ~n elegir u~a fi

cha de dominó del total do fichas rerién '~vueltas v ron el pu~t! 

je hacia abajo, a. ¿1··11;ilPs non l.1s cn11.-!11'iOrH:..: :e ,.,ste ex;-E~r1-.c~ 

to? b. ¿cuántos suc~sos n4u1pos1oles y elementaleP h1y! c. aol~ 

que la definición cltis1r 1 y i:al.-u le la5 probab; i 1·hdes dp los si

guientes sucesos: si x •'S laf1<-t.aque se eliqe lv "x es tJr1<1 nu· 

la"; B: "x es la fich,1 ( J, 5\ "; C: "x hace JUt"Jº ~on 1,1 ficha -

(3,S)"; D: "x tiene un 7", d. n1qa si son rrutuamente c>xrluye:~

tes los pares de sucesos A ~ íl: A y C; íl y r. 

J.4. Un experimento consiste en arro]nr lib r~cr.te s·Lre -

una mesa un par de •lado~ que .se agitan prev11f"er.t.~ d•_•r •ro ie \;JI cJ

bi lete, a. ¿cuSles son las condiciones del experimento? b. rn
liste un jcp equipos lb 1 es y e ement a les ¡ pur•¡ u~ l M ,-,_,~ s irh,· ra ~

quipos ib les? (.cómo ¡.>Ue•ie r01n¡n<)bur que <>c1 ,.,; .. 1;u,s:l· ;e;s? ~. Sea 

(>C,y) el par de resultados 1nd1vid1.ales 11" cada ,\ad.J; s1 ,\: "x es 

par", B1 "y es impar y x=5", C: "xay•6", o: x ... 3 )' r>;'." r 
B: "l<x<.::6" c1llcule :ai; pr1\b,1bil1dades de c~ada su~·»so, d. t't.la 

cuáles de las siguientes ¡111re¡as de resultados excluyen tr.J~ua;:;en

te: A y ª' A y C: A y D; D y E: e ~ o. 

3.5. El albinismo en l<)S raton"'s ;;e debe a la prese:-.:ia de 

un gene recesivo a, esto signif1:"' que Sl el aenot1po t1e·.c> al -

menos un gene dominante r>, el genotipo corrt>spundterlte ser5 pig

mentado (i.e. no albino), a. Escribe todos los posibles 9t'noti

poa tOJllando en cnenta el gene que es aportado por cada padre, --
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b. si se postula que todos estos posibles genotipos son equiposi

bles, calcule las probabilidades de los siguientes sucesos, - -

A1 •e1 genotipo es homocigolo", B1 "el genotipo es hetorocigoto", 

r: "el genotipo es albino"' D: "el genotipo es pigmentado', - -

c. "Diga si se excluyen mutuamente los siguientes pares de suce

sos: A y C; A y D; u y C; B y U; e y a. 

3. 6. ¡:¡;pl l'·¡ue el [)Orq~1t~ 'k1 1-1:_; ~. tr;u.icnte;. nfi1T11aci•'Jf\C!.J: 

"la probatil 1dad do que un r,1t6n albino, hiJO de ¡Jo;; pi.r1rnen\:i!LlO!i 1 

tenga como padrc~s un par <h~ ratones ht~tQroctgotos es uno", 11 la -

probabilidad de c.¡ue 11no dt: lo<; p<1drer' d·" un ratón albino sea horno 

cigoto pi(J;nentado 1..'n ceroº. 

3. 7 a. Si ('!; posible elcc¡ü· un ,,bJeto ele Lres rn.1nc•r¡¡;¡ y otro 

de dos :n.ineras distintas, ¿de cufint<.1s formas distintas se pueden 

ele~ir los dos objetos? b. s1 para ir de la ciudad A a la ciudad 

B hay 5 caminos y para Jr d~ H a e hay 4. 

tintos h'li' de A a C? r;en•'Pll i-::e. 

4. 

¿Cuántos caminos dis-

Antes de entrar en materia, conviene aclarar que la variedad 

de situaciones, en las que hay que contar sucesos en la teor1a -

cl~sica de las prc:>babilida<les es tan amplia que no es posible mo.:! 

trar 3qJ! :a forma de reeulver cada caso particular 9 y s6lo des

cr1bire~~s ~n m6todo o modo de razonar aplicable en gran cantidad 

de pr0hlernas y por lo demás, suficiente para rei:olver el pL·oblema 

de~en~tica que planteamos en el par5grafo 2. 

El problema que nos ocupa es entonces 6sto: 

V1daa "r" ob1clo• ¿dr cu4ntaa 6u,maa pueden efegi~ac "s" de 

(t.(ea c·b:e<.'6? 

Y para resolverlo, veremos pri.mero ¿de cuántas formas pueden 

elegirse o\lenadamente los s objetos? esto ea equivalente a ver -

¿!Je cu.fi:t1H ~vtmct.i ea po6.lble aco"od111t to~ "r" obje..(04 en -

's 11 l•1:Ja".l!" 

II, 16. 

Veamos, si los luqares son los que se muestran en seguida: 

(s-1) ~simo- -.....,,...-,-
$ esir10 

el primero puede ser ocupado por cualquiera de los r objetos sue 

se tienen a mano y - una vez elegido uno de {!stos - quedar::i:i r - 1 

disponibles para ocupar la 2a. por;i.ci6n; así, habrá r(r - ll for

mas distintas de ocupar sucesivamente ambas posiciones; at:ora, -

teniendo ya dos objetos fijos en la la. y 2a. posiciones, s6lo -

r - 2 son elegibles para ocupc1r la )a. y por cada una de h.s - -

r(r - ll selecciones d<! las dos pru:wrns, hay r - 2 rara la tercera 

por lo tanto, hay r(r - 1) (t - 21 f»rr:ias de ocupar suces1var.iente 

los lugares 111 211 y 3'2. S1 repet i;nos este ar<Ju.raento hasta que 

se agoten los lugares tendremos finalmente que hay 

r(r-l)(r-2) ... - -------.,.-- ·-- -- . __ __. 

s factores (porque hay s lugares) 

es decir1 

r(r-1) •.• (r-s+ll 

formas de ocupar los s lugares con r obJelos; este t1p~ de 4e~cc 

e~ont4 01tdenada6 se llaman ctt1teglo4 u o-denacl~nea d~ r ctcmentc4 
tomado6 de s en s; al total de tales selecciones que se pueden -

hacer, se le denota mediante el stmbolo: 

que por todo lo antertor, está dado por: 

r A
8
•r(r-l) ... (r-s+l) (7) 

Ejemplo 4 .1. En un saco hay 4 canicas dt•l mismo ta.':lai\o, -

una roja (r), una azul (a), una blanca (bl y una v~rde (v). 



¿De cuántas formas pueden sacarse 3 canicas de la bolsa si 

se to::u en cuenta el orden en que se silcan7 ( i. e. se consideran 

p. ej. diferentes selcr;ciones "r, a, b" y "r, b, a" pues aunque 

se trata de las rn1su\.1S canteas, se sacan <~n orden diferente). 

Apliquemos el ~6todo ~uc nos llev6 a la fórmula 17): 

La la. canica se puede sacar do 4 formas distintas: a saber, 

la selección: "r", "a", "b", "v" c::ida una de lac; cuales deju tres 

posibilidades di.st in tau de selecci6n de la 2a. : 

TABLA l. 
l" selección 2il selección 

r 

1: 
a 

1: 
b 

{: 
r 

V l\ 

b 

que d<i f4) (3) "'l2 selecciones distintas de la iA y 211 canicas. 

Mora, ¡>or cada una de estas 12, hay dos selecciones clistintas de 

la ]!I c.tnica !t-üil!l 2), quedan (4) (3) (2) "'24 maneras diferentes de 

sacar las l canicas. 

II.17, U.18. 

1! selección 

r 

a 

b 

y 

Esto es, que 

Ahora, tanto en 
blema de qenética de 

'1' A B L A 2 

2! selección 3! selección 

1: ¡~ 

(: ¡~ 

¡: 
f a 

¡¡ 
{: 1~ 

H 

A~,. (4) (3) (2) • 24 

el problema del ejemplo 3.S. como en el pr~ 
la 5 ecci6n 2., el orden en que se elijan los 

objetos no tiene importancia. 

d d nli).<10 por lo !71Cn{)S 4 n:.;estra:; bll! La probabilida e c1u0 se ~ 
• cu~l se elige primero y cuál despu~s. eino de -nas no depende 1.e d 

ou&les ae eligen. 

di ·' k ten-La probabili.<lad de que en una ca-n,1&1 du n i.n v iauou • 



- - - - - -

II.19. 

qan cierta cacacterlstica hereditari• tampoco tiene que ver con 

el orden en que, en la sucesión den nacimiento~ pudieran presen
tar~r· Ir,¡¡ lndl •11 'lll'>!l con t;i l r·.n dCter1ulica ti.ino uc cu<lntos la .., 

preser.ten. 

/\.sL nuestro problcmil aho.r,1 ei; contar· 1 as nelcccionc:i que d.!. 

fieren e~tre si sólo en o\ or~e~para tornarlas o todao como una -
!Ola salc~r!ón no ordenaJ¿, 

Dados ¡- obJclo~:;, una selc;:::i6n no onlun.1da dl.l !l de v:;tos ob

jetos es una comL~naclón de r ~c~adaa de s en s. 

Cont. eJemplo 4.1. Considérese la Labla 2.; en ella apare

cer. t•.::dos los arreglo!> ue 4 canica:; tomadas de 3 en 3, si conside

rar.-.os cualquier se lccci(in ne• '.Jrdcnada, rJiqamos la 

r, a, b 

podeinoa contar culíntos arrcr¡los con las mismas canicas se pueden 

hacer ·:;i contamos de cuSnta!J formas se pueden acomodar las letras 

r, a y b en Jos tres l~garcs; 

¡9 selección 2" selección 3 O selocci6n 

Como hay (3) (2) (1) = 6 arreglos de 3 objetos tomados de 3 en 

t hay 6 arreglos distintos con estas tres letras. 

les arreglos son: 

En efecto, ta-

r a b; r b a; a r b; a b r; b r a1 b a r 

As1,cada combinación d8 las cuatro canicas tomadas de tres 

en tres, aparece en 6 arreglos <lifcrentes; luego, el nCmero total 

de combinaciones ser! el total de arreglos entre 61 esto es:: 

14) (3) (2) 

(3) (2) (l) 

24 

6 
= 4 

oe modo que hay 4 maneras distintas de elegir 3 canicas, a 

11. 20. 

saber: 

{r,a,b}: {r,a,v}; {r,v,b} y {a,b,vl (8, 

En general, el problema de contar cuántas veces se repite en 

diferente orden cada scleccí6n de s objetos, es el de contar de -
cu11ntaa formas pueden ser ordenados s objetos, pero esto es prec1-

&amente el número de arreglos de s to:".> dos de s en s. Por breve 

dad, estos arreqlos de s ccisas en el. r~.1smo núr.1ero de lu:;ares se 

llaman pC1t.'71tL.tac.lo11e& de. s obje.tot. y A5 se represent·l preferente
s 

mente mediante el simbolo P
9 

que como se ha establecido, esta --

dado por: 

P
8

=s(s-l) ••• 2. 1 (9) 

producto que recibe el nombre de 6«ctottal de s 6 s 611ct•~la:l ~· 

que suele denotarse como: 

Como la fórmula (9) indí.ca cuántas veces se rapite cada com

binación en una lista de arreglos y la f6rmula (7) cuantos arre

glos hay, entonces: el nCmero de formas de elegir s objetos de -

entre r disponibles es: 

Por consiguiente, el nfunero de combinaciones de r toma~os de 

a en s que denóta;~ll\C>.s mediante 

viene dado por 

A~ ( ) ( 1) ( r)•Cr., __ ., r r-1 ... r-s 
• • P 11 s! 

(10) 



bi. .._... ..._.,., _..rupor¡de •I na.aro ......... -. am • 

•ID 11 we que M padtlft ól.K•n.er • puu.r de un _.,~ • clHl s 
eltmtentHJ v. 9r. los 4 conjuntos 'l1W!I 11111 exh1ben en (8) son lo• 
iNbconjuntos de l elementos que se pueden formar con loa elemen• 

U.J'J. 

toa Ael coajunto fa. b, r, vl. Si a•O & a•r, a6lo hay en cada 
c:aao un.subconjunto con tal n6mero de elementoa, a aaber1 el va
do 'f M reapectivuenta. Eato siqnifica que ( g) • ( f )• 1 y es• 

tos valorea pued4tn calcularse medtante la f&raula (10J o su equi• 
valente 11 • 

r) r~ <. " lr-al ! a? (11) 

at se define o: • l. 
Ahora et es posible calcular la probabilidad qua ae pide en 

•1 •je111plo 3.5. veamos. 

Cont. ej. 1 l. !S. ¿Cull es la probabilidad de que al elt111ir 
6. por lo menos 4 hayan sido mutmtraa bi•n tomadas? 

Como ya dijimoa, dt x es el n(iniero de muéatraa buenas que •• 
a1196ft. queremos ver culntos eaaos elementales ec¡utpoatblea hay -
que son fa.orahloa al suceso 

x> 4 

Pr:únGro Ve&l!IOS culntoa hay favoobles a a• •h ªOl!\O lo' é·~~< 

.-:.•••ltlil.des• oq~h!iest =n· t~' ,l:arr ~er aeleccciomrs 
d• ' ··~trae. •• quiere uber cuanto• hay qve teat•n do1 •••• 
uu e1a1 .. y 4 bwan.ass como a las 10, 7 aon buoa11 'I 3 u1aa, -
•ntonce• 4 b\Mll\AI •• pueden e1e09er de 

el> 
fUM.• dtattntaa y 2 inalu •• ~ ele; ir de ( J) lllUltl:U. . PO'&' 

...... 
<l> <I> 

~ •• eleq1r 4 111Uestras buen.e y 2 lll!alil8. 

IM"°9aeate, podrenaa NM1Qit que el nltaero 
t.la A X • 5 ( 5 bV.U.s y 111lól mala ( es da 

e:> n > 
en unto que hay 

<Z> <&> 
probabUidadu de i¡ue las 6 sean buenas (i .e. x • 6), 

Por lo tanto: el n\\tnero de sucesos elemi:antales e<¡Yipo•ibl .. 
favorables a x ~ 4 eo 1 

fQr otro lado ¿cutntos caso1 posibles hay? 

Pile• el nllmaro de combinaciones de 10 toina~oa de 6 en '· t. 
e.1 

8ao1endo loa tllculoa y aplicando la deftn1c16n de probabi:i 

dad4ll. •• ttene que 

Yalor que debe interpretarse as11 tn 1.01<1 g.tan 4M.44 de eiecci""iel 

el.a 4 de la• 10 111Ueltraa, aproximadamente 8) de ca..ia 1or tlenen •1 
aono• 4 m11e1tra1 buena•. 

Cuando r eí dft na.ero -9rande•, pu.-de nr '*"'I' ·~orro" N l .. 
aa1ar •1 ntlnlaro de CO!llbtnaciones. qua pueden lulcarae con r •~lllMi! 

tot, t~l .... t .,_ •• &tn Wlblt901 ettl.eten •l<Jllr.Oa ar~lfl• 
~ ........ ._"' MC.lf fD!\\wt.e· t:•l• Ol ... JUl.11•1 11no '- •ll"' 

• .i 4"• • ~ CJlllO f«btat• d& Pa•ut r que eonetat• 
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en llr:r,111r.1•lor loa nllmul e.u <le lt1 Curma (~} un un arreglo tr !angular 

haciendo correr s, desde O en adelante, y r de arriba a abajo como 
se rn~estra en seguida: 

( ~) 

( ~) et) 
( ~) ( ~) ( ~) 

( ~) ( 3) 
1 ( ~) n> 

( ~) ( 4 ) 
1 ( ~ ) ( ~) (: ) 

. ( ~) . ( ~) 

E:n el que el r-lisimo rengl6n (r,.0,1,2, ... ) posee r+l Uh:

~!nos, el pri~ero y el Oltimo de los cuales siempre ea igual a l 
(¿porq·.i~?). Además, puede probarnc 12 que si l<s<:r, entonces1 

(12) 

lo que significa que cada t6rrnino intermedio del tri!ngulo puede 

cal:::~larse sumando los dos térrnin0s del renglón anterior que m!s 

cerca queden. 

Esto provAe un algoritmo para dibujar el trLángulo con faci

lidad: en el siguiente diagrana el sentido de las flechas indica 
c5~o cada tér~ino intermedio es la suma de dos del renqlOn inme• 

rliatc anterior: 

l1.. 24. 

1 

1 1 

Au1 por ejemplo, los nCunerus do cornbí.nacicnes de 7 ele::-entos 

de O en O, de 1 en 1, etc., ~ue forman el 7ª rengl6n se obtienen 

ain necesidad de usar las f6rrnalas (10) y (lll. En efect:o: 

( 6)"' 1; ( ~)., 1 T' 6 ·' J, (;,) = 6 + 15 "21; ( ; ) "'l'J + lQ e~ .l5; 

( ~) .. 20+15 .. 35; ( ~) = 15 + 6 = 21; ( ~) = 6 t- l = 7: (;):: 1 

por otro lado, el Triángulo ce i';iscal tiene ur.a ill'.¡;orta ite aplic~ 

ción en el Uqebra de los n\1rneros reilles: el r - !isimc rensl6n -

muestra los coeficientes del desarrollo del binomio. 

En efecto, el Toorema del Binomio (de Ne.,·tcn) establece que 
•1 a y b son dos n(imeros reales cualesquicr:a y r "'O, 1,2, 

(13) 
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As1 por ejemplo1 

y 

Por esta raz6n, los números ( r ) reciben tambil!n el nombre -
6 

de coeficientes binominales y dunque podda parecer que nos sali-

::'os de tw..a, la soluc i6n del problema de genética que es fundamen 

tal en este ~ap1tulo está íntimamente relacionado con la f6rmula 

( lll. 

e u E s T r o N A R I o 

4. l. 1;n candado "de r:·)rrD1nJ<:16n" tiene 3 discos yue giran 

lit:•!.-.erte a.rededrir ele un e)e, cada rJ1sco tiene 5 ¡iosiciones di_!! 

tintas nw-:ieradas del l al 5; ¿cutí.ntas posibles combinaciones tie

ne el candad0? lnotc que en este problema uoamos la palabra "co! 

bi~:ac16n" en un se!1t1do di!:erer.te del que se le da en el texto) 

al. Si l?s tl'.'es d!sc-:;s pUf!r:ien 1uednr en cualquier posición, - -

b). 51 no se pueden repetir en cualquier posición (v. gr. no pu~ 

de ocurrir que el candada se abra con el arreglo 221) e). Si el 

pri·oer disco debe quedar en 3 b). Si el primer disco debe ser 5 

'i e_L .i!~ ·.i<'..ie ser un nf'bero ;•ar, 

4.J. Con51dere ~na camada de 5 ratones ¿do cu~ntas formas 
:,1,•de ·icutrir que r..izcan 3 albinos, si se disting11en entre s! los 

rat•ines por el orden en que fueron pandos? llaqa una l 1Bta de 

tales pr~ib111dactes. 

4 J. Reconsidere el ejef'lplo 3.S. ¿qui? significa x< 4? Cli!. 

c:i\., P·(x 41. 

4.4. ¿cu:íl es 1.1 

~G~sec~t;vas ~e dom1n6 

juego con la Ld? b). 

probabiltdad de que al sacar dos fichas 

a). La prLmera sea mula y la 24 haga -

Ninguna de las dos sea mula? 

IJ.26. 

4.5. Escriba al 

rrespondiente A r • 10. 

mula (1 J) 

~rilingulo de Pascal hasta el ren1l~n cc

Uselo lueqo para desarrollar, con la f6r 

5. OPERACIONES CON SUCESOS. CALCULO INVIRECTO OE PROB.\Sllll.'AVES. 

Si bien es cierto 'JilC tent'mos :ihora un modo de nz:in,1r y 

unas fórmulas út 1 les ¡"1r a •"•ll1l..1r c.isos favorai>les y ¡:~=~b' es, el 

c!lculo de probabll idddes ,; partir Je la deflnici6n <~s1.:a •:·s d1 

f1c11 cuando lus sucrJsos no son muy simples. 

llames ayu1 .111 •11f>t -,,1, , '"'' r(•< t<· bdSd1lo en fu .!, I• º"'PCJ 1c.i.ó11 dt( 

ouce.oo c•uy.i µ1ut."1lJ,,, larl ;e , .... 1ol cal.;,1l.1t <.•. tU./fl.<é:l dt óuce 

606 rn.16 H»• <ti:L'} cuyas prohab¡l¡dacles se te;1c~ar. ft,,·1~1:1,";.~e. 

P<lra ello deftn1remus ¡>r1,1:ero un pc1r de :¡,era:;·::>º3 ... >r. s.;ce. 

sos a fin de eatablec.:er después c6mo se relacionan las ;Jr·.·lJab:li

dades de los "operandos" con la probabilidad del "res~!t3do" de 

la operac16n: 

De.6.(.11.tc...{.611 S. l. 

quiera. 

Sean A y B dos sucesos J l ·a tN tes cuales-

l.· La suma de A y a (den<>tada por A+ Bl es el suceso que -

consiste en la ocurrencia 1le •"1<tlq11ie1a de lJs si9uie;;•.es pos1b! 

lidadea 

"Sucede A y no ~ucede B" 

"No sucede A y sucede B" 

"Suce<ie A y s1icede B" 

ea dec1r, que A.+B es el ~ueeso «ons1stente en ta C':tn~e·~cta :Je. 

al me.no• uno del~~ auc.e10~ A u B 

2.- El p11.oducto 1~ 11 IJ B 1-:lenotado por ABl es el. suceso que 

conaista en la oc.u11.uncta ~.tmul.t<tnec:t o c.011ju11t.t de A IJ de D. 
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Aur.que esta definición se establece para dos sucesos, es g~ 

neralizable a cualquier cantidad finita de swnandos o factores. -

As1, si A1 ,Az, •.• ,An son n cualesquiera sucesos aleatorios: 

es el s~ceso que consiste en la ocurrencia de al menos uno de los 
n suces0s A,, ... ,An; en tanto que: 

es el suceso que ocurre cuando se dan conjuntamente cada uno de -

los sucesos A1, ••• ,An. 

Ya hemos visto, r.in dccir\<J, ai•¡(rn ejemplo en el que un SUC!, 

so se d•;scomponc como la swn11 r\e varios oucesos mlis simples; en 

efecto: en el cjempli) 3. 5. pret}lmtarnos cuál serta la probabilidad 

de q . .ie d' elegir h de ~·ada 10 r1.iest.ras, ,11 menos cuatro fueran 

"t.ue:;1as" e aicimos nota• en aquel la ocasión que el suceso x;:. 4 -

cor.sist t.-, en: 

que significa, oeg(m la definc16n s.1.1. que 

ºx > 4 .. u "x s 4 1' + ">< = S" + "x • 6" (14) 

a fin de cuentas, la Pr(x.>4) la calt.·nlamos sumando las probab1-

li1ades de cada término en el 2Q miembro de la ecuación (14) en 

efecto: 

105 
Pr (X " 4) "' -

21 
O ; 

63 
P1 (X" 51 " 1!01 

(¿porqué?) y recuéx-dese que 

7 
Pr (X " 6) • 'fil'" 

11. 28. 

• 105 1- b 3 + 7 
Pr(x;;.,,) "'--~---

Este hecho es un caso particular del U.o\C."111 de la ~u..,a que 

enunciaremos rnlis tarde; por lo pronto observaremos que ta::"bi~n -

los sucesos del tipo " k de n individuos tienen la caracteristica 

hereditariil 11" ,,uedc•n s,·-r <lr;•1vii::pucstos co::-'J sul"la de sucesos, en -

cierto sentidc, m5s scnc1llns. 

Ejemplo ':' l. Si el exp1rimento consiste en el nacimiento 

de una camada de 3 ratones. 

M: "nacieron 2 albinos y uno f'iqmentddo" 

y distinguimos en qué nrden c;c-Hrieron los :·a·~lr>le11t"s. L ·ier.co 

que: 

p 1: ti Pl p 1 (]men t· ,1 dr~ fue el fll 1 ·1er" ('0 1 .. t1e:-" 

P2: ''el pHp1er.taJo fue el se·iun(]1> ei. ·i.1. ·er • 

p l: "el pigmen~ado fue el t•~r<:ero í'n · Jcer" 

entonces: 

( 15 l 

A su vez, cada sumando en ( l 51 , •J•••le t.il•s.;._.mp,)nr~rse -:0:ov 

producto de los rcsulta:\os 1E' ~¡ida ,, •1,-.hr 1m1ento; esto es: s1 en 

un solo nacimiento 

entonces1 

A1 "nace •in -ilb1no" y 

P: "n,1ce u·, , .. qme<-t •do" 

(16) 
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Como en el ejemplo 3.5., para calcular Pr(MI habrá que cale~ 
lar la [;rc,,!J,ll:Jilidiic.l de: cada sumanc.lo en (15) y sumar: en tanto que 

para hacer esto, i.c. para calcular: 

Pr(P¡); Pr(P2) y Pr(P¡) 

será necesario, corno ya lo sospecharln los lectores, calcular -

Pr(A) y Pr(P) y luego multipl ícar estas probabilidades de la oi

guiente manera: 

Pr(Pi) ~Pr(P)Pr(A)Pr(A); l'r(P1) =Pr(A)Pr(P)Pr(ll) y 

Pr(P,J = Pr(A)Pr(A)Pr(P) ( 17) 

q~! ·:.,·-,_,se vertí, <!S apltcar a (161 lo que más adelante se enun

Ciilrá co:10 el ti···~~'"ª det_ p\oduet¡" 

L''.>nv1.enr <.1d'1"1•1r que la prd;ahll iclad de una surn.''1 de suce

sos f ¡a probab1l1dad de un producto de 6sto~ rtr 6<emp'e pueda -

cale· .. :~ -1rs<'! d0 rr.dnera ~~un 5encil;a com0 lo hürnos Sl..HJCriJo t=n los 

~a~~~!·~f0s ilt1ter10res; rle he~t10, ldS t1i~ótcsi~ de los teoremds -

5.1. ~· 5.2. se~. r.1J'f fu<~rtes y r·::i.r:t entenderlas, es necesario re

c0rJ11 la cief1nici6r1 <!e 1()3 ni(y~i0r1tos t~rm1r1os: 

Det'Jnici6n 5.2. S·~<1n r, ':' B 1o!l suceson illeatorios cuales-

q•: 1erc1 

1. - Se d1cn ·1w1 A y B son "'td1rnm1•r1te ;:.u:(<A1/entc1> Bl y sólo 

si la Jr•1rrencia de alguno de cdlos impide la realizac.i6n del -

otr?. 

i. Se dice que A i' O son cx,qilnffntari<>.> si y sólo si la no 

o<' .rr• c1-1 ,¡._, 1:1•) 01•1 J>jd l<i o,·1irr..::nci.a del otrü; en t.~l caso B 

se de:' tgna co;r.o "110 A" \' sc· tlenota como A e inversamente, A se -

l: -t.-.a ·no B" y se dl'nota como ñ. 

J.- Se dice que A y D son tndepettdiettteasi y sólo si la OC! 

rrencia de wi•J no cambia la probabilidad del otro. 

1l . 30. 

De esta manera, los s11cesos "x = 4", "x = 5" y "x = 6" 1:n l! -

ejemplo J.5. son mutuamente •'XCluyentes por p.1rp1.1!' ¡'-'r :un !'<i ccu 

rre alguna de el las, es imposible que sucedan los der-;i s. Así -

mismo los sucesos P 1 , P1 y P 1 rh~l c10mrlo ).l. so:. r1utuá7•:nt.:: r.z

cluyentes por parejas 1:.1cs s1 ocurriera d1<pl'10S P, no F··'drfa suc-:_ 

dar que el alb1no n<1c1erct en el 2ll n1 en el 3" alu,'T.br<iniento. 

Dado cualqnier suceso l\, su ne..;aci6:1 A es c1mFlere>:'.tario dE. 

Tal es 

el cano, por ejemplo, do l•is sigui.•~ntes ¡iares de suce5os ..:o::irle

mentarios: 

"x'"4" y "x<4" en u[ 8)<21'1plo 3.5.; "ninquno es ¿¡1_b;,o" }' -

1 <nº ' 

"nace una hembra" al nacer un ser humano. 

MaY·"'r atcnc·t6n qul' !.i.3 d· '1q1•·1nnes 5.2.1. )' ~.¿.2. "E>:"ece 

la n<>c16n ,¡,, 1ndependenc1n. pr·e.:1~arp:nns 1hc1ra qcié s¡c;r1'.: ·l ~·• -

que ºla ocurrencia de 1Jr1i':; •U' .1ftl~~J la tJr·1bdbil .. 1_~Jd d.t:! ~ro" -

cuandn dns 91¡cf'50S A y E -> ~1 ind.tlFf·nd1rn,' ·•S. 

Ejemplo '1.2. se ,;Jbe qu.e el "<'X·• en l<•s serc:- r_-a~os l'Etá 

deterrn1rudo ¡•or un qc'n ":;"o "y" ,;ue es ap·r~'do i'0 r el r-1dre Y 

que al apurearse con el JCn 

o una hembra respH.:tiv,w\Cntc. 

fecundac i.6n de un 6vulo h•J:'1n110 

809 "se concibe un var6n" y "se t:o111·· i be ui1d lH~r\bra", se • .. lt?ne que 

los parea cromos6micos xy y yy son todos los re~ultados posibles 

en la fec-und;,c16n y que ·l! o ,,s f.1v0r,,bie '' d } • t ru lo e;, .1 9, de 

modo que: 

Pr (d l - ~ y 

Supongamos ahora 

Pr (9) 
1 

2 

S1 d, 

9
1 

repreaentan los posilileG resultados de una de elhs Y dz r 9
1 

repraeentan los resultados <le la otra, los sucesos 

d¡ 
y y 

y 
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6on lndepend~ente6 PO\ pa,e1aa pues no importa cuál de los dos -

primeros ocurra (si d1 6 91 ), las prohabilldades de los segundos -

no car.lbian, no se alteran, siguen siendo iguales a ·t porque el -

núinero de casos posibles y favorables (pares craiostirnicos xy y xx) 

siguen siendo exactamente los m•s~~s. 

Ejemplo S.J. Supongamos ahora que el experimento consiste 

en sacar a cieqas dos canicas de una bolsa donde hay 10 del mismo 

tamaño: 7 azules y J blancas. Si 

A: "la primero canica os azul" 

B: "la segunda CiHll\'.i\ eu azul" 

y 

A y B son independientes o no, según si la primera canica que se 

s~ca be repone en la bolsa o no. En efecto: si es cond1ci6n del 

ex: ~r1:-:ento el que 1( se v11elva ;i. neter la primera canica, enton-

r.es 

Pr (8)=-7-10 

inderend4tntemtnti de si sucedió A o no. 

Pues esto no ca~btarA el número de casos favorables a B ni -

el n¡;.-r.er-:i de casos posibles; sin embargo, si la primera selección 

l!O t6 Hpue6ta en 1-a bolsa, entonces: 

P (Bl 

Jer¿nlt 1~ 6' ocu~•~6 A o no pues en el primer caso (la lª canica 

es azul): 

t de casos favorables a O" 6 ( ¿porqut!?) 

y en el 2ª (la 11 canica, no es azul): 

1 de casos favo1·ables a D .. 7 (¿porquA?) 

u.u. 

y por lo tanto: 

Pr(B) 2 =-
] 

6 Pr(B) = J_ 
9 

Según si se da o no el suceso A. En este ser t.ido se dice que -

la ocurrencia de A altera la probabilidad de B. 

Ahora ya tenemos lo nccesar.o para establecer las siguientes 

proposiciones: 

Teo~emA de la Suma de P'obabilidadra. Si A y B son dos suce

sos aleatorios mutuamente e•cf~yrnt~a. entocee: 

Pr(A + il) = Pr(A) + P1·(B) (18) 

En efecto: si A y n s1>11 1c,utui1111P.nle excluyent€S, nir.gur.c de los ca 

sos favorables a A pued• sar favorable a By viceversa, de macera 

que si 

y 

mA"' n6mero de casos favorables a A 

m
8 

• nf1mero de casos favorables a B 

n = total de caos posibles 

entonces habrá m + m casos favorables a A+ B (hecho que no ocu
A B 

rre si A y 8 no son mutuamente excluyentes, v~ase el ejemplo --

5.4.) y por consiguiente: 

- _mA +_~ 
Pr(A + B) - n 

pero el 2ª miembro de esta ecuación es precisamente igual a la ·~ 

mil de 
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p r(A) y Pr(B) 

con lo que queda Cii!:J:Jstrado el teorem'1. 

Son conseci:,· ·¡,:, Je este t2on~;·,c; los siguiente" co11.ola!<ú• ... 1 

'.Pr(S) "'1- P~·(S) (19) 

tn efecto; S y s se ex':!lU:/""n r.111tt:~r.ent.c, por con'liguiente1 

Pr(S t S),, Pr(S) + Pr(S) 

pero S + s es un Gt:ceso seguro (¿porqué?) y por lo tan.to1 

Pr(S) t Pr(S} = 1 

de donde un simple "despeje" de 111 ecuaci6n (19) pruaba el corol! 

rio. 

2.- Si S1,S21 ••• ,S0 son n sucesos que se excluyen mu-
tuamer.te pvr parejíls, entonces: 

(20) 

.x)n el q1ie podenoé; t>stablecer, en el ejemplo 5.1. qu<3 

puos P1,P1,P1 son indudablemente excluyentes Mntre sí por pare

jas). 

T~<•H.ma dd. i.1.,du.c.f.<1 de r.,oiab~Ud;1dcó. 

suceson aleatnrias indlpe~dlentrA, e~toncea: 

Si A y B eon dos 

lL34. 

Pr (AB) = Pr (A) Pr(B) (21) 

En efecto: si A pueda ocurrir en n cílsos y B puede sucede~ en m 

e~tonces AD puede ~ucedcr an 11m casos; osle es al total de casos 

posiL>:Lcs en e.l 1::xper: irnento. 

ro d(: cnsot~ it~Vl)tiibles d B t~n :-.;., .. í!~:toncc::·; h.:ibr5 nf\míl sul..>~sc's fa-·· 

vorublns d lit .re:f:,.lii.i.J.ci.i.Jn ~.~on ;\ ... n~-ª de .. n. y D ~h2chD quo 1•0 ccurrirti 

si no se DJ.t·!sf::\ce la ltip·:~tc:.~.: -.. 1.:ü indi2pendenci\l) a~~í; 

Pr (J\B) nm 

Pero el segundo mi.em.bro de es la ccuac i6n es igual al produ:::to de: 

Pr(A) y =-~ Pr (B) rr. 

de donde se sigue el teorema. 

Si S1,S2, .•• ,sn son n sucesoB indep,md.iN>tcs, ento:1.:cPs: 

(22) 

Ahora, si se acept.1 r¡ue 1-~s n•t:ult,1r-Jos 1:-::lF·id11.1:t•~ ,~ .. • U"'., 

serie de nacimientos ~011 ud;cp<'.¡,-f,~11tr.1 .:11Ct·c 11, ·~:1 10 ,,-.:,,; se .. 
refiere a. lAs caracte?rísticat; ~:ere,litl1rj_as ccr:~::len:entar 1,3;& \Jel -

tipo albino-pi,3mentado, varón - i"'.c:11brrt, liso ... r~,¡go~J(1, etc.; t:.nrc1n-

cee, la fórmula (?2) justifica :;is cc•.;a·cionie:; (17) al a¡·I ., '~su s. 

(16)' 

Ejomplo 5,4. Si un ·~xper:uricmt.o <:onsiste 1.rn tirar u;·-. d1tdn 2 

ve.ces, x 1 representa ol rr;sult~:lo de ia pr.i.mor< t.(rada y=<: ,,1 'a 

la segunda¡ oncon~cs, si: 
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S "x1 es par" y R: "x 1 > 3" entonces: 

R + S: "x 1 es p.1r o muyor que 3" 

De manera que son favorables a P.+ S los sucesos en los que 

X¡=2, X1"'41 X¡ 5 y X1=6 

de los cuales hay 24 si se toma en cuenta qué cae el segundo dado. 

Como el total de resultados posibles es 36 (¿porqué?) se t1e 

ne que: 

24 2 
Pr(R+S)=v=T 

Hr e:-.:;arr.¡0, hay 3x6 = 18 casos favorables a S y 3x6 = 18 casos fa

vorables a R: aquéllos en los que x 1 = 2, 4 o 6 y aqulH los en que 

x 1 =4,5 6 6, respectiv3mente, por lo que: 

18 1 
Pr (R) "·y¡;= T y Pr ( S ) "' _.!.!!_ = _!_ 

36 2 

con lo que se tiene, en este caso en el que too aumandoa na ae • 

excluyrn "IUtJc1me11te, que la ec:uaci6n (18) no se cumple, 

Su¡;onga;,1,.:1s ,1hora que T: "x 2 es impar" y que nos interesa cal 

~u>tr . 1 pr ·,,b,3L1 lidad de ST (donde, como ya sabemos, ST: "x 1 es 

¡;dr / x1 <:5 ,,.·;,ar") ¿¡>c_,-;.-.¡.,os usar ol teorema drd. producto? La 

resp1asta es si, si las condicíones de los dou lanzamientos de -

loa dad~s sen libre tiro y que el dado no estl cargado (que -

sea un dado honrado) pues, en tal caso, 5 y T serán independien

tes y tendrer:oos que: 

9 l 
Pr(ST),.36-"'T 

como la noci6n de equiposibilidad, la de independencia tam

bién es reflejo de ciertas caracteristicas objetivas del axperi-

II. 16 • 

mento como el que flf.' n•p•inr¡a o no la canica en el rcJ0rr.¡,lt.. ~.J. i' 

el que los dos tiros del dado del ejemplo 5.4. se haqan efectiva

montl.' bajo l..is co11d.ic1ones que ,111t: se cst.:iblecen; desgL1CJ,a-.ia:::en

te, no todo son canicas de colores o dados en la práctica ~ient!

f 1ca Y, con frecuencia, "S d if t:c i 1 estilb lccer si un p.1r de resul

tados son independientes o no. Por esto, mejor se echa mano de 

la evidencia emp1rica ··a finill de cuental>, el mejor juez - y en -

muchos casos sólo se prueba si dos sucesoa no son indnpandientes 

usando la contrarrec1proca de la dcfinic16n. Bsto es: 

Se dice que A y B no aon independ~ente4 si 

Pr(l\!3) IPr(ll)Pr(B) 

Def1n1c16n que se aplica as1: calcúlense por separado los -
valorea de: 

Pr(AB) 1 Pr(A) y Pr (B) 

y luego, compárense los valores de: 

Pr(AB) y Pr(A)Pr(B) 

y si resultan muy distintos 11
, se concluye que A y B nJ son inde

pendientes. 

Ejemplo 5,5, Un ~1upo do estudiantes de Eco:ogia cstudian-

la posible dependen~ia qua exista entre dns p•stos que crece~ en 

cierta• dunae, para la cual, re.11 izan el siguientt' exper.i~>ento. 

Un bastidor cuadrado de 1 m, de lado, so lanza 150 1·eces al 

En cada lance, ~e reqistra lil ausencia o presencia de las 

espacies de interés 1An1 ,opont'': tc(l¡.'<t~rn4 y A1··"<Ti«f,1 t'~'''<t~ · .. 

tat«I y loa resultados son los que se registran en la tabla l. 

Si 

y 

S1 "estl presente Ammophtf~· 

T: "estl presente And,oroJ0n" 

y ••aplica la def1n1c10n frecuentista de frobabilidad (véase el 



apéndice al capitulo, pp. II. 42. ss) 

Andropogon 

?re sen te 

Ausente 

Total 

entonces: 

y: 

T A B L A 1 

Presente Ausente 

8 

75 

83 

47 

20 

67 

03 -
Pr(Sl "'Tso., o. 553 

55 . -
Pr(Tl "'"ncr"' o. 36 

Total 

55 

95 

150 

de nodo que si S y •r fucr.:in Independiente:>, tendrfamoa que Pr(ST) 

debería ser aproximadnment~ ig~al a: 

(0.55J) (O. 36) "'0.2028 

i.e. que S y T deberlan darse c?njuntamente en aproximadamente 30 

ocasiones (¿porqué?) y, sin embargo, según la tabla 1 a6lo ocu

rr-:n s ir:i•1l tSneanente en 8 casos. Luego, S y •r no son indepen-

dier;tes. 

e u E s T I o N n R I o 

5.1. Si el experimento c0nsistc en el n~cimiento de una cama 

da de 5 ratones, x denota el n(w .. ~ro de albinos de la camada y -

Ak : "x = k" (Le. Ak es el suceso coni;istent•: en el nacimiento de 

exactamente k albinos), exprese como una st~a de sucesos del tipo 

Ak los siquientes: :-1: "al m<?nos 3 ,;rin albinos" N1 "a lo -

n~s 2 non albinos" S: "al menos uno es albino". 

II.37. n. 30. 

5,2, Describa los sucesos complementarios de Ak (para cada 

k.,O,l,2,3,4,5) M, N y S del ejercicio anterior. 

5.3. Considere el experimento del ejemplo 5.3. ccn ,c~c~t

c~6n de la primera selección en la bolsa a. diga si los sucesos 

A (en el texto) y C: "la se<Junda canica es blnnca" s 111 independien

tes y porqu6. b. cufil es ll suceso complementario de AC? c. a-

plique el Te~r;rcma del Producto pc.r11 calcu.L1r Pr (J\C) y ~.;pri fiq 1..ic 

au respuesta. contd1H1o .Ji :r-c~ct,1mr~nt:t~ lofj ct-¡~(JG fuvor·,Jbl 1,!~~ y :.os p".:>

s1.bJ.cs. d. use <'l re:;ultadG de c. y Pl corolario tfol Tf'orerna de 

la Suma pari3 cnlcuLu: P-:- (/Ú~}; ar;imismo verifjc~uc- ~u res¡ 1 ue~ila con 

tanda directamente. 

5. 4. :.Ji se l\cept.:t CjUf1 (:n dos nac irnit:nto'..J Cl):1!'.:.ecut.iv .:-s, los 

resultados .r.eforent(?S al f:it.:1 xu ~;on independierd:0s, .;:cu~1 E~• la pro

bab.il.idad de qtm nazciln a. rios v¡uor;es, b. ,1.:;:; niñas c. ur: \'a

r6n y una nifia en dos nacimienton consecutivos? {supanqa 1~e 

Pr (el) " Pr ( 9) = -} y use C'l.:ilnLi.s vecc"s haga falta lnr. teore>nS dr~ 

esta sección). 

5.5. Si Pr{S) =-'.!_y Pr-('r) =, a. Ca\rula Pr (S) y Pr(T); 
3 

b. si S y 1' son indepenclicnt.ei.:, e11cuentr:1 Fr{ST) y Pr(~~J c. ¿es 

posible que S y T ~can mut11amentc rixcluycnte.s? ¿porqu67 (sugeren

c:ta1 nupo1~9a que si son mutn;mente excluyentes y aplique 01 Teore 

ma de la Sur~a l . 

5.6. Considero el ejemplo 5.5. a. describa los sucosos -

ST, ST y ST b. diga s.i es posible expresar ST como ur.a su::ia de -

los otros treo uucesos de a. 

6.- Lo6 upeJtfmentob de. Be.1tnouU.<.1' '1 el Teolt.ema cid Bfocmü: 

Concluimos este capitulo con la di:.cusi6n g(.'necal ,;e la so

luci6n del problema del par~grafo 2. dicha 1;olnci6n depende fue_;: 

temen te dol poder simp l í. f ir:ador de los teoremas de la i;uma Y el 

producto: note ol lector, por lo pronto, que el problema de cal

cular Pr(M) en el ejemplo 5.1. donde 
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Mi "nacen 2 albinos y 1 Pigmentado" 

Ha sido esencialmente resuelto pues: 

Pr(M)"'Pr(Ptl +Pr(Pz) +Pr(P1) 

y si se acepta que los rei;ultados de dos nacimientos consecutivos 

son independientes entonces: 

Pr(Pi) =PdP2) =Pr(P,)u(Pr(P~[Pr(A)) i (¿porqué?) 

de manera que: 

Pr (H)=J[ l'r (P)) (Pr (l\)) 2 (23) 

Lo que significa que para conocer Pr (M) basta saber la prob! 

bilidad de que, en u11 1111cún-iento /l,{mpf.e o..:una A (porque Pr(P) • 

"' 1 - P (A)). 

!i6tese también que éste es un caso particuliJr del multiCit,!! 

do problema del parl'íqra fo 2; un efocto ,111u!. n = 3 y k = 2. 

Si desdcñal'los el r¡ue el ejemplo 5. l. se refiera al albinismo 

en ratc:-ies, podemos plantear lo siguiente: 

a).- ~l experimento consiste en la repetición n veces de -
otro experi~ento sencillo en el que s6lo interesan dos poaibles 

resulta~~3: A y su cornplcffi3ntario X. 
b).- Los resultados de dos do los experimentos sencillos~ 

sen independientes. 
e).- Se trata de calcular la probabilidad de que, en la se

rie de n re:peticioncs, /\ S€! presente exactamente en k ocasiones. 

Pues bien, cuando en un experimento s6lo se atiende a si -
ocurre o no un a11ct1r.o A (éxito o fracaso, p. ej.,) tal experimen 

to se dice que es 4.lmp!e.; la repetki6n de n experimentos simples, 

U.40, 

en los que los resultados de dos sucesivos son independientes, se 
llaman Expe~.lmento6 de 3e~noulti. 

Con estas definiciones, lo que queremos calcular es la prQb! 

bilidad de que en un experimento de Bernoulli, A se prese~te k 

veces mas - como ya lo sugiere el ejemplo de los ratones - tal suc!! 

so puedo descomponerse en la suma de otros m5s sencillos, cada -

uno de los cuales, a su vez, se descompone como <Jl producto de -

otros. En efecto: 

- Si X es el nllinero de veces que se presenta A, entonces el 

suceso "x .. k" es igual a la suma de cierto nú:nero <le sucesoo (Sil 

en los que ocurre que x~k pero que se distinguen entr.:> s1 por 

el orden en que se dan las k ocurrencias de A. 

- A su vez, cada St es el producto (en distinto orden) de k 

factores iguales a A y n - k factores iguales a 7i., de tal suerte 

que1 

Pr(Si) "'Pdll) ... Pr(A)Pr(A) ••• Pr(A) (24) 
k veces n-k veces 

Y si sabernos cuántos sumandos del tipo S presenta la deseo!!! 

posición de "x = k" tendremos Pr(x = k) con s6lo aplicar el teore::ia 

de la suma (pues todos los sucesos Si son mutuamen ;e exclu:i•entes ¡x:.r 

parejas) pero para saber cuántos Si hay, basta contar de cu5ntas 

401u11u pu.ede.11 ele.g.i.ue. k fugal!e4 de un totaf r/e n lugMu düpo

nible.4 y, si la memoria no nos falla, podemos responder sin duda 

que hay 

'(º)= n~ 
k k! (n-k) ! 

sumandos del tipo S1 y como todos tienen la misma probabilidad de 
,e ~uaci6n (24) entonces: 

Pdx = k) • (~) ( Pr (A)¡ lt (Pr(A) J n-l< (2S) 

esta fórmula se conoce como la del Te.o.\e.mct del 8. 1:cmio por h. 
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siguiente raz6n: 

si Pr (A) "'p y PdAl "'1 - P = q, entonces: el miembro derecho -
ca igual al Y. - 1 - ésimo termino del desarrollo del binomio 

(v~ase la ecuaci6n (13)). 

Para terGinar, vale la pena recorrer paso a paso el modo de 

razonar que nos llevó a la fórmula (25) con un ejemplo particular, 

vean0s: 

~jr~plo 6.1. íl~j0 la premisJ de que los resultados de dos -

nacJ..r::1c;1l'JS St):i ind+.'.!f)Pndit•nt•:.s, cal cu lar lt1 probabil i<lad dn que 

al ~accr 5 nifias, J t~ngGn l~s ojuG azules sJ se sabe que,en un 

solo nacimiento, la probalnLdad de que t:.al ocurra es de + . 
Si h,v~err.os ,'\; "L ic;ne lus ojos 3zu.les" y x es el número de V_!! 

ce:s qac 0curH! A entonces"" tr:ata de cnlcular Pr(X"' 3). Induda

blcr-.entt:!, este es un cxpert:p :nt-(' Llr~ BPrnoulli. 

Con n = 5, empc<cemos p0~· descomponer "x = 3" en la 1iuma de loa 

sucesos de la tabla 2 que a]otan las: 

formas distintas en que pueden ocurrir 3 nacimientos de niños oj!, 

azules, as1: 

"X "' ) " = S 1 + S 2 + ' • • + S 10 

De tal suerte que como: 

Pr(S¡) "Pr(S2) "' • • • "Pr(S10),. (Pr(A) 11 (Pr(A) )1 

u.o. 

SUCESO 

S1 

S2 

S4 

Ss 

SG 
s, 
s. 
s, 
S10 

.. 

• 

.. 

• 

TABLA 

N A C I M I E 

¡.a 2A 

A A 

A A 

A A 

A A 
A A 
A 'A 
¡ A 

X )\ 

;;: )\ 

X 'fi 

2 

N T o 

)A 4ª 

A A 
¡;. A 

A A 
A A 

A X 
'A A 

A A 

A A 
'A )\ 

A A 

(por la hipótesis de independencia), entonces: 

Pr(x = 3) " ( ~) l Pr(A) ) 3 
[ Pr(A) ) 4 

Que a1 el 4ª término del desarrollo del Binomio 

Al11 
s 1x :o 

Pr(x• 31=10 (+)' (f)2 '"--p--

Sª 

A 
A 
A 

A 
A 

A 
A 
A 

A 

A 

Que significa que, en un gran 11fünero de nacini.entos, aproxi:r.a

damente el J. 2' de todas las quintctas <¡ue r.on el los se puedan -
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formar, tienen 3 niños con ojos azules y 2 con ojos oscuros. 

C U E S T I O N A R I O 

6.1. En el ejemplo 6.1. calcule las probabilidades de que -

a. x=2,5. b. ninguno tenga los ojos azules, c. al menos 3 ten

gan los ojos azules, d. a lo más 3 ter•pn ojos azules. 

6.2. Un padre de fanilia conservador desea tener un hijo -

var6n ¿cuántos debe tener ¡Jra que la probabilidad de q~e nazca 

niño sea mayor i'll Bon se S'lP')rw aqu~ que: Pr(7) ='Pr(d) '/que los 

res:.tltado;; de lutJ naclf.lient:.Js cun~(·cut.1v·;s ~;on 1ndern:nd1entes. 

6. 3. C0n~;idcr'.• el eJC:-:iplu S.')., ele ,irgumentos para )UStifi-

car la independencia do das lances consecutivos; e1 el cuadrante 

se lanz.a ¡r, .":e:•·;;, cu5lf:s ;Jün ~as probabL 1 i::lades de A: ".11 W!nos 

5 presentan ,'.;i;·~o¡:.idla" O: "a lo más 3 present.:in Andropoaun". 

(use los dat05 de la tdbla l. y la definición frecuont1sta do pr~ 

o;.bili•!au r-ara c;11lc·.t11r las :r.:babilidad<::; en los exper1::ientos Si!!! 

ples en que haga falta), 

l\PE::orcE AL 2 11 CAPITULO 

CRITICA DE LA DEFINICION CLASICA DE LA 

DEfINICIO!~ FRECUENTT5TA. 

Oigamos que la pr irner,, di f icul t.:..d que se prasentd con la de

finici6n clásica es la lmp~sibilidad de aplicarla cuando el expe
rimento tiene 1ma infinidad da posibles resultados pues en tal º! 
~. la eY.presi6n 

N6mero de sucesos favorables a A. 

NCunero Jo sucer;os pos 1bles 

car e-: e de significado; sin enbargo, li.'ly generalizaciones adecuadas 

de esta definici6n a fin de asignarles a los sucesos un nl\mero -

II. 44. 

real que varie entre O y 1: basta construir una medida adecuada -

de los sucesos favorables y posibles y redefinir la probabilidad 

como la raz6n entre dichas medidas. 

Por ejemplo: un experimento consiste en lanzar un dard~ al -

azar sobre un blanco como el que se muer,tra enc;·~guí :la: 

@-R 

Figura 3. 

(en la que r•l y R=J). El núrn0ro de sucesos elementales eqwi-
poeibles es infinito pues es igual al número de pW1tos que hay en 

el blanco1 Si A: •el darcb da en ¡,, zona sombreada de la fiqura -
4" ¿c6mo defin1r1arnos Pr(A)? 

Figura 4. 

Evidentemente, el n(unero de sucesos elementales equíposl~les 

tavorables a A tambíén es inf1~ito: sin embargo, si h~,rnos de ..
dir para comparar, en este caso conviene hacerlo con las !reas -

correspondientes; as1 definiremos: 

de dondes 

!rea da la zona sombreada 
Pr(l\) "' rre:iefel total dof blanco 



Pr{A) 
T n ( R z - r 2 l 4íl 4 

= ---íl-R~2--- = 9ñ .. 9 

que da efectivamente un número entre O y l y cuyo significado' ea, 

de nueva cuenta, el siguiente: al realizar un gran nCunero de ve

ces el tiro del dardo sobre este blanco, aproximadamente 4 de ca

da 9 va a dar en la zona sorrbreadü, en e¡¡te sentido Pr(I\) mide 

la regularidad con que se presenta A. 

l\s1, de encontrarse una forma adecuada de medir casos favo

rables y posibles llo que suele ser bastante complejo). ae puede 

extender naturalmente Ja definición clásica, 

Otra fuente do problemas es la dificultad práctica de preci

sar los r;uc0sos Ple::1entales: no 111empre eu e'JHlente 111 sencillo, 

¡,er·; .a cJr,5;.,:;t .. qa 01.'ís profunda üs, r.111 dud11, 111 que se refiere 

a la h1¡.ltcs1s de ~r¡uq:Jn~dill<rfad: corno mencionamos en el texto, 

t-11 hip'itc619 6<H!le r·cfle;ar 'aractcrl'sticas nbJeUvaa del expe

ri:'l'nto guc nos nacen te:1cr la rnis1na lncert1dumbre en todos loo 

casos y por eso son ec¡u1posíblesi sin embargo, en la prlictica y 

fuera del do~lnlo de los juegos da azar, es dificil reconocer ta

les características objetivas. 

n.u. 

Ante esta dificultad, s6lo queda recurrir a la euldencla em

phü.::: basar nuestra definici6n en la repet ici6n - un gran nCunero 

de ve::es - del experimento y suponer que entre más grande sea el -

r1mero <.!e r':?et1c10: es, con mayor ¡irec1si6n podrán describirse las 

tP~¡!r,, 'ÍilS '.(! e-da CC•S•Jltadn. Asf líll!lffiO e~""'rdrvmoa que, en loa 

casos e~ q~e sea aplicable la defin1cí6n cllsica, la definiciOn -

basada en la evidencia emptr ir.a (que lli!niaremos 6Hc.uent-l.}.ta. o e! 

tad{stical arrojará los ~1s~os resultados que aqu61la, 

ScqGn estas Lde~s, runv1enc J3r lns s1yu1entes defln1ciones1 

si A es u: succ,su <'l1L·J.t(•rio cl1alqu1cra en un experimento. 

1.- la n- 6tceuenc'a del 6uef~Q A es el porcentaje de veces 

en que ocurre A al realizar el experimento n veces, Si denota-

mos por nYr(A) a este porcentaje, tonemos entonces que1 

lf.40. 

nFr (A) = f de veces que ocurri6 A 
n (1) 

Ahora, si al aumentar n, n - Fr (A) "tiende a estabilizarse• 

acerc!ndose a un nlimero determinado, diremos que tal nlirnero es la 
p~oba.bllldad de A según la definición frocuentista. As~, se tie 

ne que: 

l'r (A) == ltm n - Fr (A) (2) 
n_.= 

donde el miembro derecho de la ccuaci6n anterior, represe~.ta prec,! 

samente el ntimcro alrededor del cual se estabiliza la n - frecuen

cia, cuando n es muy grande. 

Por ejemplo, la siguiente tabla muestra los resultad.:is, para 

d1.11tintos valores de n, do una nerie de volados: 

T A B LA 1 

n f de veces que t de veces que nFr(A) ;\fr (S) 
cayó ~guila (A) cay6 sol (S) 

10 7 3 70% 30\ 

15 9 6 60\ 40\ 

50 28 22 56% .;H 

100 47 53 47% 53% 

1000 493 507 49. H so. 7\ 

10000 5009 4991 50.09i 49.9lt 

En ella se observa que efectivamente, cuando n cr~:e, las -

n - frecuencias de A y S se acercan c:ada vez :r5.s .1 -~- " SC 'i c¡ue es 

el valor de Pr(Al y Pr(S) seg6n la deflnici6n c16s1ca. 

Otro ejemplo 15
: la tabla 2. muestra las n - frccJ,,r,cias co

rrespondientes a los nac imiantos de varones (el· y he--.::ra r. (9) hu

mana• en cierto pata industrialiZado de cuyo nCJ!f.bI'- r,) C:lliero 
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acordJrne; los datos correspondrn al registro de nacimientos 
de diferentes años desde 1950 hasta 1968: 

T A B L A 2 

(miles de individuos) 

n V & nFr(V) nFr(d) 

36)2 3769.232 3966. 768 48. 7H 51.29\ 
11994 5847.319 6146. 681 48.75% 51. 2 5% 
16092 7843.422 8248.578 48.74% 51.26% 
tOU'.i '.1810.fiH 1')308. 309 40.76% Sl. 24' 

23879 1164 3. 94.3 12235.057 48.76% 51. 24% 

2741}5 1340J. an 14081.174 48. 77% 51. 2 3% 

11006 15111.387 lSBB'l.613 48. 77% 51.23% 

34508 168?7.183 17680.017 40.76% 51. 24t 

Y en este aaso se tiene que nFr(9) tiende a estabilizarse a! 
redodor de 0.4875, en tanto que la nfr(d) lo hace alrededor de -

O. 5125: en el texto establecimos - en base a cons ideracionea exclus,! 

YIJl'IC~• gen6tícas y aplicando la definici6n clúsiC·"l - que1 

y aunque la diferencia entre los valores a los que se acercan las 

n - frecuencias cunndo n_..., difieren de 1 as probabi l 1dades "cUsi

cas" en cent€sin~s. lo cierto es que no son exactamente iguales 

en este caso y en mud1os m.'is. Es la naturaleza propia del pro-

blema que se trate la gue señala qué valor conviene tomar como 

igual a l& prob~bil1dad, 

cuando el experímento ha sido realizado un nOmero n (sufi-· 

cientél""~nte 9rande) do veces, suele tor.ku·se a la nPr(A) como el 

valor de Pr(A) (por esto, es frccuente,!'1lelc<1so de los sexos, 

que Pr(d') se11 un poco mayor que Pr(v). 

II. 49. 

NOTAS 

1 Lem S. Las Probabilidades en Contra. Ciencia Ficci.6n Vol. II. 

Consejo Nacional de Cie~cia y Tecnologfa CCONACY~). MAxico 1980. 

2 Es simpl ificacla la visión <pie hace caso omiso, desprecia o des 

defia factores relacionados con el fenómeno pero que, en una pr1-

mera aproximaci6n 1 no sn ,_·nnsidnran. 

3 Cf. García M. A. y B. Fernártdez. r:'.nsayo filos6fico sobre las -

Probabil (dad0s. Com. Int:. •icl Departank)nto de Mat<.!máticas de la 

Facultad de Ciencias de la U.N.A.M. México. 

~ Ib1dem. 

5 Este problema fW consi<ler,·; Pquivalente al dt' predecir a:ites del 

nacimiento, cufüitas camad:is de n nuevos indivídU<Js eslar!i:i for

madas por t; "rugosos" 'i n · K. "1 isus". 

6 Usamos aquí la no tac i6n .:omún en l ,1 Teor:ía de C<cn J un t•)s para -

denotar colecciones. Si se~ p•.1<.?dcn J istar su" el1c0 .ientos. ''e es

criben entre llaves; si hay alsuna propiedad ~Je -~s car1.t~r1za, 

se describen como lo muestran Jos siguientes •-.¡emµlos: 

{X 1 X es un nllinero natural} 

representa el conjunto N y se lee como "El ccnjur:to d~ las X ta

les que (este es el significado de la raya vertical que sigue a 

X) X en un nlirnero natural. Ahora, s1 

I=IXEQIO<X<;;l} 

entonces I es el conjunto de números racionales X, tales que X es 

mayor o igual que O y menor el i9ual que l. 

1 M, A. Garc1a y B. Pernández op. cit. 

8 usamoa aquí la notacHln quci se introduJO en 1.1 primera secci6n 

del capl'.tulo ¡ para denotar dependencia entre variables au:ique 

en este caso lo que juega el ¡i;i,pel de variable inrlepcriclicnte (S) 
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no es un n(;unero, sino un suceso aleatorio. 

9 Una muestra mucho más grande de métodos de contar puede encon

trarse en el libro de Vilenkin N.Y. ¿~e cuántas formas? Edito

rial MIR, Mosc1l, 1972. 

lOprobaremos aqui la equivalencia de las fórmulas (lO)y (11): 

como: 

r(r-1) ••• (r-s+l) = r(r-1) ... (r-s+lU!...:_&_(r.=._~ 
(r-s)(r-s~:-2:"1--

entonces: 

n r~ A
8 

= r (r - ll ••• (r - s + 1) "-Y(_r ___ s,..)!.-

y por lo tanto: 

.n r! 
" - t"T 

( n) = ___!_ = _(!_:¿.L.:.. " ......,--"-r-i'-! ~-.... 
s P 

5 
s! (r - s) ! s! 

lo que concluye la pr•ieba. 

11 Cf. El tri~ngulo de Pasc:il", Lecciones populares de Matem!ti

cas, Zdit. MIR. Moscü, 197 ? 

12 En efecto: (r-l)+(r-1) (r-1)! + (r-1¡: 
a~1 e "1r-l-:;+ll ! (&-11! ir-i-s !a!., 

= s (r:.!.L~-~Jf-s JJ.E-1) ! 
(r-s) ! s! 

_ (r-s+s) (r-1) ! r! 
- --rr::5r: s :--~- .. (r-s) ! a! 

llQ~I tan grande debe ser la diferencia depende de la naturale

za del problema que se trate y ee sale do las intenciones de 6! 
tas el discutirlo. 

I~aernoulli J¡¡cobo (1654 - 1705), eminente matern:Hico Bu1.zo quien, 

entre otros, estableci6 los fundamentos de la teoría clásica de 

las probabilidades. su obra fundamental, Ara conjectandi, fue 

II. 50. 

publicada en 1713. 

15Adaptado de los datos que citan Urquhart N. s. y D. J. Clow 

en su libro Mathernatics in Biology: Calculus and Relatcd í'opics. 

pág. 66, Preliminary Edition. W. W. Norton Company In.e. New York. 



CAPITULO III. LOS MODELOS MAS S!NCILLOS1 LAS FUHCIONBS LINBALES 
Y LAS FUNCIONES POTENCIALES. 

l. Antecedentes. 

Hemos esbozado, en el capítulo anterior, las ideas básicas 

de la concepci6n o enfoque probabilista de los fen6menos natura

les; en éste consideraremos nuevamente la basqueda dUV!ml~ta. de 

las relaciones funcionales entre las variables de interés del fe 

n6me~o: co~o lo mencionamos en la sccci6n l. dnl primer cap!tul;, 

lueqo de establecidas dichas variables, el problema central es 

el P,stablecer 'Lcgla.6 de ca1r,\C,&po11dv1cia clti~M y e~pUciht~ entre ellas¡ 

desde luego que 6sta no es una tarea sencilla -de hecho, la sefta

lar.ios arriba junto a la selecci6n de variables, curo "el paso mlis 

difícil en la matc~ati¿aci~n·- y el esfuerzo intelectual de la H~ 

,-;;¿¡r, i·~ad t'ª' a r,o,Jcr e1nablr1cr;r· w1 "Uor/o 1Vtc.w11a! p<Vul -como dcc!a G! 
1 i l<>~ - .1,1..te~Jwg:t'L a la. '!a,tU1LLtf.eza r'1ere<.:e nayor at:cnci6n que la que 

se le puede dar en este trabajo. Conviene entonces que el lector 

realice una serie de discusiones y lecturas sobre historia y filo 

. sof!a del pensamiento científico, sobre todo por que recuerde 0 -

vea c~mo el llar.iado mUodo expe,:Li.r:•:lltat -cuyos rudimentos matemáti

cos ocupar~n nuestra atenci6n de ahora en adelante- distingue la 

ciencia moderna de la de la antigUedad (en particular, en el a

~énd 1ce a ~stn cap!tulo hemos transcrito un fragmento de un artí

culo relacionado con el tema con la esperanza de motivar el inte

rés más que por compartir el particular punto de vista que en él 

se expresa) 1 • 

A grandes rasgos, el problema fundamental que trata de resol

vei;se aqut es el de sab• .. r qud hacer con datos experimentales co

rres~~ndicntcs a dos variables X y Y para "descubrir" la relaci6n 

funcional entre ellas; de hecho, para esto se requieren varios iU 

tentos fallidos y aproxiMaciones sucesivamente más certeras en las 

que la teoría y la conf rontaci6n práctica en el campo o en el la

boratorio se combinan y alimentan mutuamente •• <nun ir y venir hiP2 

tético-deductivo, de lo particular a lo general y alrevb, As!, con 

1n.2. 

frecuencia, partiremor de que ya sabemos qu~ tipo de relaci6n 

funcional andamos buscando, es decir, que tendremos razones te6 

ricas para establecer la hip6tesis de que Y var!a con x segGn -

una regla de correspondencia con características particulares, 

dependiente de ciertos parámetros cuyos valores deberán ser de

terminados precisamente a partir de los r.1encionados datos¡ en 0 

trae ocasiones, el análisis de los datos sugPrirá alga~ ti~o e: 
pecial de relaci6n con regla de correspondencia tlpica; e~ cuai 

quiera de los dos casos, un auxiliar de gran utilidad es el co: 

nacimiento de lo que se discute en la siguiente secci6n. 

2. La Gráfica de una Funci6n. 

Supongamos que Y depende de X, 1 a representaci/Sn g1wm~t r ic.1 de 

las parejas ordenadas de n~~eros reales de la forma 

(X,Y(X)) 

en el P.li:uto CaJtÜ.4.ÚUlO, se llama la g.'Uf6.ica de y:=y (XI o f..:. J t.~: wi. 

de la 6uncl4n Y. 

Para bien comprender esta definici6n, empecemos por re~ordar 

qud es el Plano Cartesiano: 

• Considérese el conjunto de parejas orclen,Hlas de r.~"1"'roi:; 1ea

le11 al que denotaremos con el símbolo R2• 

• Considérese ahora el conjunto de puntos del pla~o en el que 

se han trazado dos rectas o ejes nllln~rí~os -adecuada!'l~nte di 

ri9idos 2- perpendiculares entre sr e intersectantes en el 
punto correspondiente al cero de cada uno (ver la figura 2.1.) 

den6tese con P. a tal plano. 
- A cada elemento do R2 , a saber, a cada pareja de reales (A,S) 

le asignaremos un punto de P mediante las siguientes ronven

oiones: 
1. Bn el eje horizontal se localiza el punt.o t•1:rrespondiente al 

real A, llamado la ab.lelaa o pJti.meM cooJtdC11tul.-i de la parejto 
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(A,B). Sobre este punto, levantemos una pn1·pondicular al eje 
horizontal. 

2. Ahora Lusyuumoa ~obre el e3e vertical el punto correspondie~ 

te al real B y tracemos sobre 61 una perpendicular a dicho ~ 

je1 D se llama la v~d1•11.1d11 o ~egw1da c.oo?d¿,:.-ida clo (!1 , D) . 

El punto de intcrsecc16n de las perp·~r:·J1 ·~iüares l.raia:las en l. 

y 2. es el <]\:<'. ';e le a::ign,1 a la parej:1 (!',H) (var fi.gurn 2.1.a.). 

- rn·Jcr!"..111: .. ¡i:-.. r.t.e. sj P •-:O"i u11 ;1untr) f~n eJ ¡,,1::r;c,, e~:; por~ihla r.tsig ... 

narl" una pan:Ja rJi:den<Hí"l (,\,H) do nfírnr>ra;, rP-uh's, mediante 

la siguicnt8 conctrucci(n goom~lrica: 

l. Düacle P, tr.1ccm(Hl unil ¡.r•rr.">ndlcular :,~¡ ;,· r.·1 (:je hoi:izontal 1 

el ntí:111!ro t\ ;t\e tiPnc l~s :'Jnado t::l punLo 2e i.nt(?rsecci6:-i de la 

p<:Lf''-<T1r11cul.-1r con ·~·l •...!·: 4!. s·-~rti la absci~-ia. corr.~cpondiento a P. 

2. An~logar.iente, tracei11os desde P otrd perpendicuLlr sobre el e

je vertical; a la tntersecci6n le currcsponde un real a que 

ser~ la ordenada de Ja pareja que buscamos (ver figura 2.1.b.I. 

••••'\ t!i',C) 
1 
1 
• 

(-2,-l) ..... _______ J 
(5,·3/21 

? J .a . .\ (A,lll so le auc¡na 
u11 punto dol plano. 

• 1 
1 
1 

' 1 
1 
1 
1 
1 

A 

Q•(C,O) J,. •••• l> 

Figura 2.1. 

2.1.b. A P se le a•i9f!a 
w1a pareja ordena~a. 

Aat, mediante esta "idcntificacidn" de puntos con parejas y 
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de parejas con puntos se ha lcqratlo <t-u.tr.-u:a~ el Pl·~•:r o, e-·:uiva

let1temcntc, 9cllm1.~rtc.:~L't R .. \ J.1 eutt1blecl·r una <."l'~~l.~¡.\ . ... ;,~~..< ... : '"·"~ 1.1 

uno entre loe elcm1,n•ss de estor; dos conjuntos rn' i í); <'Sta 

construcci6n se cono.;e corno Pf1rne C.t~tc1(,l1:c y su ir.v<>nci6n -atri

bufda ofic1ulrncntLJ al rn<ltcrné.tico y f1Jóc;ofo f1·anc:~~ F'cn~ Dese.artes 

(1596-1650), du q1-11e:-. t'AiLl 1 . .>l n•.·n:L1r•é .. •,,¡ :r'1 f '.·-; •,;;, :,·:<!lnce re110-

lucionario en el dcr1rr·:illo 11•' !.a c:.1!•·1• . .'ít:1c.1. F:st'" :c:r-.,:tr..;cc1ón 

nos pe~T11tc lrnblar l:c.::13t1nt.:ii: .. :ntr. ·;-. "pu11tos del ¡::;.;;-,o" e .::e 

"parejas ordenadas" ~cmo si fuPr~n ~in6nimos. 

Considerílmos ele nuevo <?1 par ª'' vari,)blcs X y r entre las cu.:i-

les: 
'i = Y (XI 

como ya se di Jo, la gráfica de Y ~s PI conjunto rlP ~areias en p• 

(o su equ1valt>nte en pu~.tus cJ,.,l pldn'll cuyas dbSC!~as snn cuale,· 

quiera do los "posibles valun·s" cl1' la \'<Hlilble tnd{•rPnr.i,·nte X 

y cuyas ordenadas so:;, prr;c i 5,1ment,.,, Jos L«>rrespor.d ;.<?ntes ·,.a 1 ores 

Y(X); esto es, si ,·fon')tamos c:uno t.r 1 Y) a tal cw1JU<·t0, t·~.t,.:.,·t'l:' ·: 

que puede ser dibujado y qw? -al prº'"'er un modelo ·;i'D1'.étr 1co ce 

la funcl.6n Y o, para decirlo cor1 c«1:,-:1· pt".cph·r.ad, di;> e(';;;-: ca:-.!::'I 

Y con X- rt'Rulta d0 51,.;rr,1 qt 1 l Jíi.-Hi. :._::; mSs, e:1 .. e.is:..-:~- i;, : .-::. ,·.:ii
lores que to111a 'i cudn'1o v,1rf.1 X vu·ri:·n da "Js ¡ ,1;:- :a rr·~1a ¡r~~:

ca de la funci6n1 tal PS •.•! ,:,H::o, ¡>or r~j»TI'i'lo, :lel ·Lh1~•.> :1ui: l':a

ce la plu1111lla da un 1N1n:6•Jr·afo en ¡ .. ..ipel ,,,ilirlltr~c-2; en _..,l se es 

tablece c6mo ha cdmbiado el n1·;pJ ilP.l r.1ar en func~(:-: '<?l tie::-pc 

y aunque la r.egla de corr•~s¡¡,¡11,lenl': 1 ar.al ft ica o ·'.~u.- 'r lC'il" .:'e 

este tipo de func~-JnP.s fl!1 tixtrt)rr1tl<L.1r~ 1 nte 1..~o~rl 1ca-::J (t,,:-.~0 1 c ..... e 

inclusive no es ullf ·1ente la lw:r,1ruenta uetPr-.. 1~.; ;t,1 r·ar1 estu

diar •al detalle" el fen6meno de las marcas), la gr~f1ca hilsta ~! 

ra muchos finos prácticos. 
Cuando se busca const.atar cxperirr.entalmantf' l<:! ·:al ide:z. de un 

modelo teórico o cuando, inversamt'nte, S•? .Jnal izan los "hec:r.os e:-:

perimentales" para sugerir un modelo o correr¡ ir el que se tier.e, 

en una de las tantiss vueltas qu~ a \'eccti es necesario dar en r.1 



UI.5. 

m~todo hipot~tico-deductivo es dtil "vaciar• los datos observa-
dos de X y YIXI en un plano cartesiano en el que un eje (ca-
si siempre el horizontal) contiene todos los posibles valores 
de la variable independiente X -incluídoa aqu~llos que no han 
sido observados- mientras que, en el otro eje, se consideran to
dos los posibles valores do Y(X) incluyendo, asimismo, aquéllos 
1uo no se han registrado on las observaciones pero que "bien pu

dieren haber ocurrido". Este vaciado permite, cuando se conoce 
la gráfica de una variedad de funciones, sugerir algan tipo de 
de~e~doncia entre las variables o bien, reconocer qué tan lejos 
do "lo que se puede obs•~rvar" estáol modelo que se propone. Por 

esto, conviene discutir qu6 aspecto tiene la gr~fica de ciertas 
familias de funciones 4 . 

CUESTIONl\RIO 

2.1. En el siguiente pláno cartesiano determine las coorden! 
das de loa puntos que aparecen en ~l. 

4 •P¡ 

PlO 

·r. • 
6 2 

p5. l •P2 

o pi .. • -s -4 ·3 -2 -1 1 2 3 4 

P4• -1 

-2 • pl 

•J 

P1• •Pe 
·4 

lU.6. 

2.2. En cada uno de los siguientes casos, dibuje los puntos 
de la Gr(Y) correspondientes a los valores de X que se dan a la 
derecha de la fdrmula que establece Y= Y(X): 
a, Y(X) • 2X•3 1 X• ;,0,1,3,-2,-3/4. 

b, Y(X) • (-l/3)X+7 1 X• 0,-1,-3,5,-7/5,-1/3. 

e, Y(X} a'ff 1 (una función que, como ésta, vale lo mis1~0 para 
cualquier X se llama 6w1c.d11 co11.6t.uite 1 X = 6,-.-, 1/6. 

d. Y(X) a (;)gX 2 X = 0,2,~,3/2 (se supone que g=9.811 

e. Y(X)., -2X 2+1 1 X" 0,1,-1,2,-2,2.5,-2.5 

f. Y(X) a l-X 4 X,. O,-J,3,-1,1,2,-2. 

g. Y(X) Y(X) = X3-l; X" 0,1,-1,2,-2,3/4,-3/4,l/2,-3/2. 

h. Y(X) = 2x ; (note gue aquí la variable independiente aparece 

como un exponente de una base fija: el 21 X = o.~l,~2,±3 1 ±;, 

:±,314 ,±514 (la no tac i6n !:.ª represen ta a los n(i.-.eros a y -a) 
i. Y(X) • 10-l-x 1 X • 0,±1,±2•±~•!5/3 

2.3. En cada uno le loJ incisos del ejercicio antC>rtor, est~ 
blezca una hipdtesis respecto al Cc''"Po'l.-t11ni.ci1t,• gem'.,.-:! de la gráfi
ca de Y. Pruebe su hip6tesis para valores intermedios a los que 
se daban en el ejercicio 2.2. (v6ase la notñ 4.J 

3. Geometría Analítica de la Recta. 

Al coneiderar, en el primer capítulo, los ejemplos de aalin! 
dad, biomaaa y tasa de crecimiento, establecimos que •si se aceE 
tan ciertas p!tl!/PIU46 de. d.Ut'l.ibuc..i611 ho1'W9€11e.a5, ent:ooces: 

r-~ n 
q ,. I{N) 

N 
(1) 

sertan con1tanto1 • De estas ecuaciones es posible inferir, ade
m&a (siempre bajo aquellas premisas), que 

S(n)•Cl"n I(N)'" qN (2) 

que aon tCSrmulu que .eatftbl.ecen e.xpUcitamente c6mo varran S,M e· "' 
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e I como funciones de n, P y N respectivamen~e~ Veamos ahora el 

Eje~plo J.1. Suponqarnos que -en las ecuaciones (11 y (21-
~=34 partes por mil, ~=5\ y q=9.5i; si queremos darnos una idea 

de c6mo podrían ser las gr~ficas de las funciones cuyas reglas 

de correspondencia se establecen en (2), procederemos de la si

qlliente manera: 

- En cada caso, elegiremos algunos posibles valores de la V! 
riable independiente y haremos una tabla en la que, en una 
columna, aparezcan estos valores y en la otra, los corres

pondientes valores de la variable dependiente (a esto se le 

llama ta.bulM la 6une<.4t1). Así, para las funciones S,M e I se 
··iLt ienen las 

Tablas l.1. 

a. S(n)•lfn b. tHPl,.~P c. I (NI• qN 

n f 9r] S [9r J P (ton 1 M [ton] H [I ind] 1 r• fnd] 

o 5 0.017 0.3 0.015 100 <J.5 
l 0.068 l 0.05 200 19 
5 0.17 Z.5 0.1Z5 500 47 .5 
9.2 0.3128 3 0.15 1000 95 

10 0.34 5 0.25 3000 285 

- Ahora, v~ciemos las parejas de la fonna ln,Sln)l, (P,M(P) y 

·~·. l •!ll) er st-ndns plan1)S ... ,u•,..sianoifl, t.11 hemos hecho en 

la l~q·,r1l 1.I. 

A, f•dr••l'fff, Pn l<Js tres ,_,a,,us, l1Js puritos se al rnean 11 lo 

L11•Jo de un.t ,..,·ta ('ler& "'"'ne -lue, para cualquier valor P2 
s1ble ·~" la ... 111al.le 1r1depend1ente, el µ11nt< •1e la qt~fiC'a 
<.~'J:1d di ... ,.l ;d ' .... ··~tr• v,:1 Ir", !'-lf* en< .. 'l.JC!lltrd t1r1 ia mi t-1llld recta? 

lf.;.i'·"s ;¡J .. ¡ur .. 1s ~11u1•t.<l"i, "" dec.r, "l<¡n><¡•wmns algunos valo-
r•:· a J.1 , 1 .il.. J. 1. y <'·•:d., "21"u·; df•spu~s los pu11tos co-

f l(!li¡•• r·oJ ""'"'1 '!n l<l f1qur.t l. L Se ver§ quf' la 1mpresi6n 

ole qut'.' tud<>s l"s p•wtos de las -Jr~flcas son coline11les (per~ 

tenacon a una mtsMa rf'cta) subsiste y aan serta este el oa-

90 si 1ntercal4ramos m~s posibles valores ¿serg casual o 

t..empic va a or.urrtr del mismo modo? 

u:r.e. 

Aqreqados a las tablas 
l. l. 

a. b. c. 
n (gr] S (gr] P [ton] M [ton) " (' 

fnd] r [I fnd] 

1 0.034 0.7 r OJS 300 .?8.S 
3.5 0.119 2 IJ.l 750 71 .25 
7 0.2J8 4 0 . .2 2000 190 

La respuesta es que no es ... asual y 'Jue -aun.~1..<' ~ ... ,fa i.~ 

posible agotar lof valores de n, P y N ¡:iara 1 os c11a les 
tienen sentido las fórmulas (2) - puede d";nostr-.use que 

t"6 P\l!J71.Ultó de hoonO!J•"'' ·/ad que dan lugar a la constar.cia 
de (, r> ·¡ q ¡\ur~z.111 1·.t ¡ .. ~ P11.\ ,,~,f(, ·11.1 f~ , t•c.• 6u.t~Dni• 1;:,::,; 

ll11ea~ ,.,,·CM. 

A despecho del ")emplo ""'''' "", valP la¡"ºª 1pc.;l 1: lo, 

no 1i1;1mpre ·~ue parez1:a 1¡ue : •S í'unt.os se d l !nedn rt>ct. i fnP.a:nen

te o ~muy cerl'a 1fo una r1•cta". ,;,,11rre que la gr.'lf1.-a .¡ue se bu! 

ca es, en Pfect<J, un; r"da li~asP ¡,, "''ª 4, 1: t.". <lE'l .:a

p!tulo), 

Pero ai sucede que 

l.a ttazdn d<' camb.ia de la ,.,1Jtu1bfe Jq:ie.1•dte11.t~ c<'I! \~.Jpec.to .:t l•lr'IM< 
de la vaitútble Htdepe11d.u.ntc ~.s <'<•1,\t.t111tP, •'•l~"•':NJ, 4CGU.Wl&ll~, Ca 

glld6<.r.a 6(!/IJ «•Ul •r" tel. 

VeallOS ¡:x>r •JUI!!, pero ant••s ¡•r"o.ISP.IN)S .il•JUPns t~rr1n1>!': 

- Supongamos q11t> °l''Y(XI .. s 1,11 que, en x
0

• Y to!1'a el valor 

yo (••s clecir, t¡lle YtX._.J 'Y,). SI X~ Xº: 
ti c.unbic" u1ctem~J1fv j~ x..., ,, X, se define Cl'.'no ia d1fercr. 

01AI 

AX X·lC o 

AY " VIXl-YIX,,1 
en tanto que> l11 ~11«1" tir nurb<o de y l'i"•t .,,~~ .•,•,t,o at c.tMb<.c ,1, X, 

e1 el cociente: 



º·" • 191'1 Ul.t • 

• 
º·' 

O.l 

• 
11 

0.1 

0 

J Gt 
~ ll (qrJ 

o 1 l 4 5 6 7 e 9 10 11 

H rtonJ 
'). l 

O. l 

'J. 1 

a• 
o _...._ __ . _______ ..._ __ _... ___ P (ton) 

o 1 l 4 5 

r• 1 ·•al 

JvO 

10(1 

•• Q....,.i..-~----~~--~--~~~__,,__~~~~~_.N 11 ind) 
o 1000 2000 )000 

Flqura 1.1. • vaciado do lu tablu l. l. 
(ll Vaciado do lo• •a9ro9a<So1" 

- - -
su.10. 

Yl>O·Y(X 1 
X - . X.,, 

o 

( 11 

que tambi~n recibe ~ l n•1mbre de c.oc.1 r fl.IP ·~ '. "'W'"' :/ 

Bllqmr:>aarora la siguiente construcc1~n awnliar lflgura 

3.2 .1 f 

r-... IX~, y (X 1 l 

1 
1 
t 
1 
1 _________ J 

p-.1x ,v 1 s~1x,v, 1 
·--~. . ~ -

' ' 
f' 1 qtJl ,t 1 : ~ i , 1 1• , 1t• : t r .,,, 

- Desde O•OC,YfXI J t1.ir"1n<>S ·Jld p•·rpPnd1•:ul 1r dl fJI ""' 1 

ion tal 

- Desde l''f\;Y
0

) t' ..... ,,,.s ", ., 1 ·,n<1 n.1: "" 1, "''•'"0 e:" 

- De este mndo, :;e obt11•11c el f-•..t:.to B• X,\I cn ,1 "~n:-

seccilln de estas 11 .. ·tas y se tiene que,-¡ triSM¡ulc ?BJ 

es rect~ngulo. 
- At .na es pOSlble int..~rpretar -jCOmi1t r tcanen~e los n0.:'.1.-ros 

r l, iX y t.Y /AX: 

AY y AX son !<''.> '"" "l·'" .l;•l • r1~n•H::o i'i'. ~· , , 1-.11•n ·" 

cambio ~s prects.11:1•Dte la r.,.:.6n .,r,t.re t!!·to11 c-a'•'\LS. 

De e•ta suerte, si AY/AX •.•s •'rmst.rnte -d11amos .¡ .. r• tq.J,tl a 

b- entonces, pMd cual.:¡""'" I"(' r.: ""'''' Q 1 •1K 1 ,\'IX 1 11 \' i:li"IX 2,YOr2 1 

de la qr4fica de Y, sf' t 11'1.r· .¡ue: 

10.:,1 \() 
ic - ·x 

2 o 
• t 

y esto ai9nifka que los tri4nq11los rect4noulos PB 10 1 i PB·C"•' 

donde B
1
•1X

1
,Y

0
) y a¡o<J,Yul, aQn .u111t?j1111.tf.4 9 y, por :o tantc., 

-



tienen sus ~ng~los internos iguales (ver la figura 3.3.) 

III.11. 

. 
1 

et ' . ··---------·· 
P~ (X ,Y ) 

o o P=(Xº,rº) B2=(X2,Yo) 

Fiqura 3.3. PP 1Q1 y PB 2Q2 
son 

1;i::mejar.tPS. 

de manera que P,Q1y 0 1 est~n r.n la misma línea recta, de aqu!, 
se siguf! que ~< A'l'lt.X c.i ,· ···~tadr, ¿1·ta,,.-v,: 

e.1 ..ui.i !te.eta L q1{e p¡wa po1t !X
0

,YtX
0
)), y que u.ttf detl?llllliltada de ntaJtella 

itn.<co. po.11. el. va.lo11. de. 

Y (X) -Y
0 

b "' x-::.;;:~--

11alc1t :u110C-1.do e.amo lll pwdnm.t.P de fa •l'~.t11 L. 

Er. el caso de que se use la misma escala en ambos ejes coor

d<?nados, la p:miente coincide con lA t.tnqrnte t1ugoHof"IUJt.úa drf rfl'tgu· 

le 1( l'J•' 1, ·.ma l (011 ta <ú.••r· ,611 pu11.t<1!.1 1cl ~.Je lloiuze>11.tl1.l; w.t ,f11gu1.o 11.e· 

C•.01: eJ\f( •U:¡·,~ ~.i nc••G.~P .·fr 1fti9ul:1· rte rnr.f.(1t1tc.,.111 de. t 1~ 

Por r,,;to, al recon•,idc·rar r>l ·~:,.mplo 3.1., t•'nriremos que, 
en lo& ~res casos ahf tratados, la funci6n valuada en O e9 igual 

a O (desde el punto de vista fenomenológico, ¿qu~ significa es

to?) 1 en efecto 1 

S (0) aO M(O)=O e I (0) =O 

tn.12. 

y las razones de cilmb10 de rada vartable rlepend1er.~ e ,.,,n 

respecto a un cainh10 <'n la Vilrianle 1ncle¡;er.dier~re .:. "; · ·~ ... ,,~., 

precisamente los va :orPs rie la sal in1d.'.l<i, la biomasa y 1 a tasa 

de natalidad: 

y 

entonces, los conJunLos de puntos del plan0: 

I(N)-1(0) 
-~-=--o-

En realidad, 8n la discusi~n previa he~os irlo nSs al·~ ~~ 

lo estr1ctamente th!Ct'~·H io ¡>1~<1 p1odf•r ilSPt}.,rar .-1' ··J •· ·r e~~.1s 

gr~ficas: hemos ··,vwc..telL{rndu ~C""'¿(A<cW""llÚ'. .t iaJ. ~-•~Ll(•·:: a•· ·e··,¡ 

de camb<'' .-on~tan.tr: 

Si y .. y(X) y Y(X
0

)-"Y
0 

y t•l o..:C,<"l1'nte .i~f •. •r,>r,.711] "" c:·~'~ª'-

te, cligarnoa que 
b '~ 1 

entonces, la gráfica da Y es una recta que p.sa par (X
0

,Y0 l v 

cuya inclinar;16n l."espt)Cto .11 eje hor11ontal ec;tá dPt·'r•·nr.11'.d ce 

manera Onica por el vaJ.n ,Je b. 

Inversamente;, es po· 1l!l.: 1·r•Jb.ir <¡ue "1 t- {::.:. \ 1\ · s .. 11 

recta del plano que c-ont iene entre sus punt<:>fl a (X,,, \'
0
), "' '''n

ce1, la razón 

es constante y, si se sup<me que es igual a b, en! nrr.c>s í.a cor.· 

dic16n 

( 51 



IU.13. 

implica que 
(6) 

y, por consiguiente, que 

(7) 

que es una ecuaci6n que estRblece c6mo var!an las ord~nadas de L 

en funci6n Je las abscisas correspondientes. En particular: 

't COI "' a 

CJllE' Stqr.i Íl<"il ljt"'rnf-•r 1<',JJllr•nl<;> r¡-.1e> Ja r•!C'til [ <'.T'lZil el e]C> verti·· 

CdJ 1-!n ol ¡,1.1nto iO,al. r.J.~lin q .• P ln dn al prlr1in.,:~!"ro a el n0mbre 

de , ·.:t..f'lr~ll ,;,( ~·.:-''' Ú' fu 1,, ,'., 1, --,,.,,~[itb q111._-:.~ le' ;.1 ,-:pn?Hl6n ("!J rúC!_ 

be el "' "rLre de "'"ª'"")" 11~ 1. r11 l'-• ~wur.a de pv.nd< <•:.te lb) y 01tdrJ'llldil a.l 

11~tge11 d•: as11p1 smu, 1 a <:cu .. , 11'ín 16) :.e 1 J,¡rr.a r.r".iu611 dr l i'n ~u 

übs~rvese que la cune1ci6n :m~uesta para definir la pendie~ 

tt: {r!u~ X fi~a t!1fer~nte .Je X 

i.a rpi·t~ hP~ vf~r ~ ;i~,l) ¡•u,:-s, 1;i(~ 

l ~~rl~ye l~ p001~il1dad de que 

s~rlo, L1s ab1;c:;;as de todos los 

puntos de L 5nrfan 11u~les de modc que ni el cociente diferencial 

podr{,~ s<'!r calnilvlo n1 l podrfn •H:r grlifi•:a dr! fu11ca6n <1lguna 

e ... r q~f'?). S1P ,ni.,1<11,, f 1 -.e .. nt 1t•ri.lc '-'!IW l,1 ,_,'-'Uac16n de un con

<le ¡llr.t''" ¡,.; 1 J.11\'l er. ~u ·r~tr,1to alqi't)r~¡co", independie!! 

t•>.:.t.nte ,fo la 1no:·11111··16n de by de que tal recta no pueda ser 

gr.1 ~ ica ie al '.Juna t•rn.: 1 l'in, t ••ndremos que 

(8) 

f.n r,.,,· .. r. •d..i .,¡ "·'''""'~º tn que hem•1s hecho ha sido de! 

cr;t>ir geom~tncamer.te las relaciones functonalea del tipo (71 

a part1t de que alguna rdz6n te6ri~a o alguna hipótesis simpli
ficadora nos han euqertdo que entre X y Y existe tal celaci6n. 

Ill. l4. 

En la pr.1ct ica, sin emb.uqo, suP le sun>dPr c¡ue, aunque se sos

peche que 

't (XI 

los datos cxpcrimcntale:; -r1bten1dcis en r>l 1·1mpn o ~J t.1h'r • .. 

río·· se aju:;t;:in s6lo "¡ ;ircinlment.t,• a '·''ª fórmula t.;l en el 
sentido de que si tien ~1 vac1ar3c ~n 1n plan 1 c~r~~s1ano soo 

aproxirn.Jd"1i:icnt·.·~ cnlin•·<J:,,s, :"\')lo sor. ·~·:<·h"·'Jrl8nt,>, r:~ ; .. r·obl~ma 
funtianH?nt.al •:is, C!ntoncL~s, ,~.·¡ut:: ::a.~·f.1 r ¡:::;~:l ·::·¡i: .. <:1 r l0·3 : ~:'.·án\etrGs 

a y b si s~ snr·one '1lle l , oG 1
'~)unt_0s •JLsl!rv.:1c1os" tX

1 
y¡ .:;e te.& 

va pt~rm1.t1r cJ.1)1
4

t:~ 
1

'inf~ -~el 11L1d 11 ::ll ·'TI··.rJt>lo? De lu r-c:-. ·.Psta se 

menta con la tnl'\(JCrdt ut.:i T 'ºC] .~,,l agud; llr1¡uh"1t y Clr·"" chn 

los ~'lÍ<.Jll'f Pnfes iirltOS 'r1r rrispr·.1,1llt'"llt1>5 a 1 rl it Sf'] •11.,,.•:,it':n h') t:nCl 

sust,11ir.1a s6lida <in !:'JO rrii ·ie auua:l, 

T [ºC) 

e (grl 

5 

76 
15 

80 

25 

'JO 

35 

100 

45 

!~5 

55 

115 

cuyo vaciado P.n un ¡:ilano cartPSl<'no se i'\Ut!sr1.1 nr. la f .. 1ura 1, ~ 1; 
8n Un pt: tmer lntflt'ltr_ j • r d<:~~·r:Jhlr PXplfctt1!;"',t.\r-f-<: C,11111!1 : \'J-

r!a C .,.n ÍtlClCÍÓn dfl T, i:l VtHºldrlu '>ll<J•ere •¡ue 

e !TI 19) 

lilalvo pt••.¡ueñas "df'!l"'"'·1;1nes" pur>s lus ;1unt..~ dr• la f0r"•,) IT,CI 

se a: .11ean aprox11n.t•L11•.<:nte a lo J.ir·qo de 1ir.'I r···,·t.a. ;... .. ·1s, los 

parámetros a y b t Jl'1.1·r rn .><•¡n1f1,·dJo f,'1 ~enr_,i/lg.cry - ;y c:a:-c., 

a saber: 

- como a "' CIOI, a es la cant 1-üd soluble a O •e y 

- la raz6r: de cambio de C <?<>n rf'specto al e• .tbir- en T ·c¡ue, co-

mo ya sabemos, es lgual a b- mide en cu~nto dU;'llenta la "ca¡:;a-



ur.1i;, 

cidad de d1soluci6n dei 4qua" cuando la temperatura 1e incre

,,,_.r,ta ,.,, un qra•lo e:""' [•¡rd•lo lpor esto, las unidades en que 

se expresa b son de qrt•c¡. 

lo que ayuda a la correcta comprensi<Sn del modelo lsi no pudie

ran interpretarse a y b desde el punto de vista del fenómeno, 
la f6rmula 191 ser!a una aportaci6n muy pobre al estudio del 
mismo¡ las razones de esta afinnaci6n, sin embar90, sólo ser4n 

claras más a'k 1 ante Cf. Cap. V, ot61Ut ) • 

Ahora bien, en rigor, los puntos de la figura 3.4. no son 
col mea l¡;s '/ /ldy una in f ir.1d,1d :ie r•?C'tar; r~ue podr1'. an tomarse 

como "buenas .J¡ir;c,>cimacioni:os" 1 asf, es nP<:esario establecer un 

criterio para elegir s6lo una de esa infin1dad1 en otras pala

bras, hace f,Jlt-1 ·leC'ir c/Srn'' »l1;c1ir, r!f' •'nt re todos los poa1bles, 
Jf, par d'' ·1-i. ,r,,s dn a¡<!" b, rl1,·ho cr•ter,o "stll normado por 

•10 ','J<' ~e '!·,;r>r,1 c.tit"n"r <irl m1>d0lo": en nuestro caso, por e

j(:rplr•, t ... scare~:os qui' l¡1 ,J,,,.1rtpl·16n del fen6meno mecHante la 

f~rrr •• l .-1 1 91 d 1 i 1 era de "l u observado en e.ida r emperatura• en 
el mínimo posible; es decir, que el valOll cafcllfaiÍO de C (T) 

'I el corrcs¡,r_,r,d lente va.tr.\ d"H-"11<1.do para ese valor dt> T "óe pa-

v~ct, fr ... {~ p.¡u.fe".13 Dt.? "Stt:> modo, la recta que se busca es 

aqu~l la para la cuci l laA .!ut..tnucu veJt.t<ca.leo ent'te et.e.a y lo4 pun.to6 
dtl \l:.IUMU \O/; nilnu«U. 

Por el rrmento, a reserva de P.stablecer un mdtodo m&s pre
c•is" r,ara 1>ncontr.u la, tracemos "a OJO" una recta que pase entre 

•.2 nuh~ de •runtos expertmentales" y en la que se reduzcan al 

ntn1ro tales distancias: a cont1nu~c1dn, encontremoe la ecuacidn1 

• .., .. ,11n la "1 ec•d6n que se muestra en l!! fiqura 3. 4. , la recta 

pctsi ¡:;•.r loa puntos (15,92 51 y 140, lOl.51. de manera que la 

("••11er ~.- aerll 1 

• en tanto que la ordenada al oriqen eer4• 

- -
ur.16 

a.1 f¡, 'J lj ll, (l~) 

• 102.~ (0.8)(40) • lll.S 

y, por oonsiguiente, la ncuaci<Sn que se b1,sca es: 

CIT) o.a T + 10.s llOl 

con lo que se establ~ce, en una primera aproximac1~n. qu~ canti

dad C (gr] de la SUHt<lnc1a sólida puade rll30lVnldP P~ 100 ~l de 

agua a T "C cuundo O~T:i55; por consiguiente, la f"Sr:-ula 1:!)) 

sirve para calcular e en f11nc:1ón de T J'l1.r .... :i· ; .... • vA.to-t ~

ii.w de ta te111p1'tulu.i11, Este t1pc ·•e ,·~lc:;u;:,;; .. r: Jci,, , .. <;, d :·1rt~r 

de llnd colet:r'l~tl ~,n1ta ,!<~ cL ... fos, $P 1)btli!Ct•n r:r1•dl11·¡on~•S para 

valores no obsf'1 vados dentro de cierto ranlJO, se l larñr' ú1.t~

la.:.io11P.1 y, c>n 1:l caso,¡.,¡ •:J•'nplC' ·:uP '"'", :.J,:.1. i.,-., .. ,s '·eche i;na 

<..nJ¿1t_~KJf1ttt.6n ,.,,~~ttl ~1liC .. ta~ 1 <J:'t•rP r''-:' ,Lf1n 

sirve para hd<:>erla t1,'nc como •Jr.H1ca "'''ª r.~ctd 

Pnra terminar con el e,.•1nplo, r1•vi<;e1:w5 ,,¡ .. , .i.,t :.Hlc de 

los valores riue otlt-11v1mos pa.1·a .1 y b: 

- como a• 70.5, se ti0ne ¡ue ·\,..indo el .\q.,,1 N'- ¡a O •r, t'lE poe! 
ble disolver <"St:a cantidad de ')rM'<l!l rlP L1 '<ust.~nc1a 1:1' • ;.il 

tendremos que suponer f'!Uí' 1'1 <lqua no se ha cm·,.;elado , ara aue 

tenc;¡a sPntido esta afu,.,,,11'1ónl n•1 .. nt1as .,,.,. 

•cuando <H1Plt!l1ta la rprn¡.1 r"tura , .. ,un •¡r,1<1" ·p1~1u~. Li cir.11t"JaJ 

soluble a11111enta en o.a •J1.101r)fl, 

Conviene advert 11', sí n »mtrnr go, que t<)c o e 1 "hSPt ·. > l<:r sue

le fijar "el cero·· de eus PFlcalas ltanto par.• .i~a var 1., :e cc~C' 
µara la llttal de nianera m3s o mPncis arb.itr·.-111a, Ps ¡:.r•!'l"ble ¡:.1e 
un mismo fen6menc:. sea dP!lc' 1 fo por dos ecu..ic 1 c,f'l'S ciel t • ,.,, f 71 

que difieran"" el vl'.101 •ie a. n i;nrr.plo .ie,. ·Je· •'ira ·-in 

ca•o en el que se da ta: 91tuac16n y en el """'" 1on.t~ ;e. al ~i

nal de esta ser~161., dpa1nce ntro lv6ase ~I e}erc1c.~ l 1.1. 

Sjemplo l. l. (Oeformacidn eUstícal. Dos estu1hdntP.s de la 

materia de Flai.ca General, a loe que lluan~mct A y 8 para du-

• 



. 'i j( f<.111; 

120 e !9rJ IIX.17. 

110 

100 

90 

1c so. ___ ...., ____ .._ ____ _.._ ___ .._ ___ ...._ ___ ....,..__.l' r •cJ 
1 O i.O JO 40 'Jf' 60 o 

Piqura l. 4. r..os datos de la tabla ·1. 2. y la recta 
•¡ue "mejor los aprox lm.:i• 

rt711ra l.5. to& datoi¡ •1e la tabla J. l. y las rectas 
que d.:in "la~ 111ejoree interpolac1onqs li 
neale1•. Obs,rvese que XA(P)·X8(Fl•4. -

p rt de 
pesae} 

IIX.19. 

- A un res•)rte t1¡0 1¡i1e r•º""!e v .. rt1r·alr.tBt'te, s0 ;,, '1el :,in ¡;e

sas iguales y se rcgts~ra ~n una tabla el alaro~m10r·~ del re

sorte con f<)!T\C se 11.111 <t'J .::.: ¿dndo pr>.~as; "'i .)b; · • i vo « s estable

cer la mBJor interpolaci1n lineal para la dnrnndencia funcio

nal cntt·e la fuer:·~a F l t ·~(:: p~·sa~::;J 11ui:: :;P <lpl lCfl r ircl ] a de-· 

forrnaci6n y 21 al.1rr1am1•c:-::c X [cmj 

Los r0;3Ul tados obb.';11 -'?s pr:ir illTlbos e:xp•?rirr,eontac!ores· se re·· 

gintran en las siguient~ ~3bla {en ella , XA r0pres~rta las 

elongac1ones ;:-:.ed1das ¡ior .~. ~'l~.~r .~d .ante A .,. x
8 

Ll~; m·~c. 1s por el 

otro) :14 

"ah la 1. 3. 

F XB ~ 

i• de pesas! .l'; Í • PtJ 

1 7 j 
2 9 5 
3 ll ' 4 13 9 
5 15 :i 1 !.S 
6 18.S 14 5 
7 ?2 18 

y el vdciado do l1Js puntos .i~ l.1 fünna lf •. < 11fFll y tf,1( 8(HI se 

muestra en la figura 1.~. 

Tanto en la tabld <'•.·rno ··r. l..ts •;r.1f1cas ;,;e • :.iserva •Jna ~ife

renc1a constdr-te de 4 ,.,., "" las u·lenad.1s, 'l'sdc ¡,.eco, .• ,,.o no 

es casuail 1 se dc~w d que '"', ,_..,i o d•' l d 

e iones f11e ... !l>icacto •'n >,-;t 1"to luqar 

qued6 situado a 4 cm 11110 .f»l '" 10; •in <:·f,,,-10: m1pnt1 .is E '11 •e el 

alargamiento dcade el P~tr·o;•,o I ihre del res.:irt I!, l\ lo r•'g1stra 

desde el extremo fijo (v<'.lase Jil figura l.'.:>.I. 1,sf, la r•!laci6n 

algebraica entre las med1d<ls de A y de o serj: 

X (FI - X (F) • 4 
" 8 

'111 



rn.19. 

Y esto deberá refleJarse en las ecuaciones de las rectas que 
•ajustemos• para obtener la ínterpolaci6n lineal deseada. vea 
mos. 

- Si, de la recta de A,tomamos los puntos (2,9) y (5.5,181 se 
obtiene la pendiente 

18 - 9 9 b ª ---- = -·- • 2.5 
5.5-2 3.5 

y la ordenada al origen: 

a" 9 • (2.5)(2) • 4 

lo que, por cierto, era do espt'rarse !¿por qu4?l. 

- At,1)ra, de la recta de D, calculemos arribos parámetros con los 

puntos 12,51 y 15.5,141; con ellos se obtienen 

b " 14 .__s__ J. • z. s 
5.5-2 3.5 

y a "'5 • (2.5)(2) •O 

de donde resulta que: 

y (12) 

que cai.nciden ccn ( 11 I y ele este modo, dondequiera que sean 

vlll 1das 1119 int•~rpolaclones con las f6rmulas (121. se obt.en

rlrll la rnsnia dtft>roncia dP. 4 cm 

F:n "enl'.'ral, "l c:un;¡,nto di.; ·1alores pdra el cu~l ttene sen

t. • !n •Jr..i Mrmu: ' "'" 1 t 1 po 'i " Y (X 1 • llam.'ldo rfom.111-<.o ,fr de6t•U r..1611 

fP. i,1 ¿11r.c.1611 - depP.nde fuertemento del fen6meno que se astt! mo

~eldndo, del ran10 en nue var[en los datos 1ue se puedan obser
vd1 '/ 1P. la for::-:a particular que tonqa la regla de corresponden 

c111 (lo que dará lugar a rostricoionee anlíticas o algebraicas, 

v~ase el capítulo Vl. Ast, en el ejemplo 3.1., los datos qua 

Ul.20. 

se tienen nos llevaron d restringir el dominio de a~l1cac16n de 

la ecuación l 101 a las tcri¡;eraturas entre O l 55 •e ¡, aur.C!ue 

tal vez sea pos1blP -1mpl iiirlo llll poco, tencrios r-;~·c~es rara su

poner que la f6rmula ~o puede ser v~lida para tc-pcraturas bajo 

cero -pues ;;c<Jllr•i11ienl<:> (d ,1•1•1a •!Starél con.¡cl;1d.i- ni cuilndo • su 
perc el punto dt_• •.::bu!! ~1--: i(in; ~'O! (: 1 •!.St i lo, id (·,,;::...;;~-· ... -:.a -Je ¡J'I .. l.! 

mite de 60fo11·\i1c16nj• ,-)el r:·-·.s•;:.t.c d1d. 1:. 1 __ :-::plo 3.2. i.···F-~d·::- c; .• e ~as e

cuaciones (12) sirv¡1n pJrtl ,·alcul1,.r el alur\]LUnJ,.:c:::.. . .: cuu:-.!o el 

nt1mero cJa pes11s t_~s muy J: .irid·:: y t (1r.¡..'oco tii.:~11 1 .1 n ~··:1t 1(~(' gj la 

sería eBcnc1almenle -li•;t.:nt (: pur '¡u6? J • 

SegCin e<;to, bien ¡:i.:•·ole •J<.:11rrir, por e1emplc. <:ue el cero no 

perteneZl"a al ior,11 ": ,-, •• i· · r 1111e1 ~n de •11'1'1 '.une,"" olí:> : ~ fc~a 

t 1 XI ·- d + b X f 13) 

de mane1·a que el s1•¡11i f1 "'do fcth'l'•enol6q1co de·' ,-,, ex:,•.' :::..es

to que 'ilO) no cst-~ d ,··inido: sin embargo, s11ts1>'•e el ·d~:-.1fi

cado geom6tr1co, res <Í•·<'tt·: .1 <:·:> L~ ordenada al ·:. ,<_;.-r. ,;,. 1a rec

ta que se obtienP. al prolongar iml<'fi nidar..ente ;.,, ;.¡r."íf 1.·1 de ·.-

y que, segur~mente, en alydn momento va a lnterse~·~r rl eje v~r 

tical. -

Poaie1Sn da la cPqla da A PMici,C:n rlo h ,, .. l.t ,,. I!. 

rtqura J ti. 

" , \ 
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CUESTIONARIO 

3.1. Escriba las temperaturas de la tabla 3.2. en grados 
Kelvin (•KJ, Dibuje en un plano cartesiano los puntos de la 

forma (C,T) y encuentre la ecuación de la recta 

C(TI "' a + b T ( * 1 

que •mejor aproxima" a talos puntos. Sefiale y discuta las se

mejanzas y diferencias entre la ecuaci6n obtenida aqu! y la 

(10). Explique, si lo tiene, ol oignificado fcnomen6logico Je 

a en la ecuación (•) (recuerde que el cero de la ,~sea.la !{elvin 

ea el "cero abeoluto"). Indique el dominio de dcfinici6n de la 

funci6n obtenidn en este eiPrcicio. 

J. 2. La de la f'Cui1c16n de .ina recta es: 

T>O/. + ¡•y + e o 

donde A,B y C son constantes. Estn forma es r.q1uv1tfrnte n las 

formas de las ecuacioner. 161 y 17) del texto, es decir que me

diante operac1ones algebraicas eq pooiblo pasar de (••) a aqué 

llas Y alrev6s; hay otras formas equivalentes a éstas {el lec: 

tor interesado puede verlas en cualquier libro de geometría a

nalftica1s l; por lo pronto, encuentre los valores de la pan-

.diente by la ordenada al origen a de las rectas cuyas ecuacio
nes se dan ensegu1da1 

a. 3X + 2Y " O b. 5. 2 S - 3. 2 T + l. 5 "' O 

d. Y."'-l.5R+0 

Nota. En todos los casos, se supone que la variable indepen

diente est4 representada por la literal que aparece primero en 

el alfabeto. 

J.3. En cada uno de los siguientes casos, encontrar la e

cuaci6n da la recta que so describe: 

a. La que paoa por los puntos (-1,2) y (2,-3). 
b. La que interaecta el Aje horigontal en X•-1 y el vertical en 

Y•S. 

ur.~2. 

o. La que intersecta al eje horizontal en X2 2 y pasa por el 
punto 1-1,-5). 

d. La que tiene un ~ngulo de inclinací6n de 45º y pasa por el 

origen. 
e. La que pasa por (5,-3) y es paralela a la del ejercicio an

terior. 

f. La que tiene dnryulo de inclinación de 120º y ordenada al o

rigen ig11aJ a --1. 

J. 4. Un alambn.J <.:e cobre '"~ 0~:p,1nLlC al ;iw~1c'ntar 1 a tenpc

ratura. Su longitud L l~n] varia casi linealmente con T [ºC] 

para T 150. Encontr~r 'a ~cuaci6n que relaciona a L coro fun-

ci6n rl•~ 'l' .; , Y a 

de 76.547 cm. 

l.5. Al nivel Je! ~ar, el agua se conaela a l2 srados F~h

renhe1t (ºF} y .l 0 o·: ,"•H•nt <IS (]Ul~ hierve;: n2 'F \ ;'.'(' 0
·:. L.1 

dependencia entre arnb.,s •·sca\as es lineal. :><:>scriba ºC co:-o •,ir;
ci6n de ºF y alrev·~s. 51 la t.cm.·e1·atura es Je Hl •¡:-, .. ,·.,.:\;,tu .es 

1.6. (Helacionc''; .Jiomi!trieas) Con el il.'IYilio de SIJS rrd'e

sorcs, planna un oxparimanto ~n el que, en una srec1e ani~3l, 

se busquen la<; relac1,~r:?!l f\ln( :•:'¡,¿¡les entre di.feu:,:it•:!!' variat,les 

de intertls biol6gíco; por nj':! 1plo, con peces es posible estable

cer c6mo varfan: 

a. Ln longitud to t .. 1 l 1.:.rt ft:nci6n de 1 l' longi ~.ud ¡>rP<:ill:'!al e bien 

de la longitud a la horquilla. 

b. El peso con la lonqi tud total. 

c. La longitud total con la e<lad y 

d. El peso con la edad. 
(Las definiciones de <:>stos términos particdares de la biología 

pesquera pueden consultarse en el libro de Lozano CR\vo "Oceano

graf!a, Biolog!a Mar·na y Pesca", Tomo r, ~02 y ss., fj1torial 

Paraninfo, Madrid, 1978.) 
J,7. En el estudio "Algunos parámetros de la din!nic~ de 

la poblacidn de camarón blanco Pc.nawi. vait1t(t"1<!-t en el siste:'."a la

gunar Chlauetla Teacapl~", M. Nieves y Piña P. {profes~res de 

la B1cuela de Ciencias del Mar de la Un1versid~d Autónoma de S! 
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naloal obtuvieron, entre otras, las siguientes lecturas para la 

~C!'l<j l t,Jd total ., {cm 1 , la longitud del cefalotórax e [ C11l J 'I el 
¡:.eso il (gr! de 22 ori¡an1smos: 

L (cm) 6.1 6.8 6.1 7. 1 7.3 7.7 8.5 9.5 10.1 11.0 11.4 11.5 
e [cm] 2.1 2.4 2.2 2.3 2.5 3.0 3.4 3.3 3.4 3.7 4.0 3.6 
W (gr) 1.4 2. 1 2.5 3 8 3.5 2.7 4.9 7 .o 8.2 10. 7 12.3 lí'.9 

(t:r;(l~.) 

L [en] 1J.9 12 2 12.4 12.7 12.8 12.9 13.3 13.7 13.8 14.9 
e ( ~r~J 4 1 4 4 3 4.3 4 4 4 5 4 4 4. 7 4 7 5.0 
W (gr] 16.0 15.6 : fi.'i ". 5 17. 2 17.6 17 .B 18. 8 20.2 25.2 

a. V1cfe los P·.1 11t • ,5 dr~ la ~Ol/Tid I(,,(.") y ( L' ~:¡ en sendos planos 
Cdrtt?"'i lcl.fH. s. 

b. Encuentre la func16n J 1n•.»Ü que mejor ao :ijuste -seg11n el 

cr1ter.o que ~" eHtaDleci6 Pn el texto- a los puntee de la 

f•H1na (L,'.:i. 

c. Hiqa .ir.,1 t dt)la de v.1lores observados y valorea calculados 1:on 
la f~r--,,.La Ot1t"rt1 la <.'ll b. 

d. t:ncu~1rtre la ftmc16n 1 ineal quo 111ejor se aj\lste a 1011 puntos 

de la fon.a (l 1 W). 

e. i•1g,1 ur'a t. li !11 º'' 1al•11 p,; ob<:1•1 v,1dns y c.l!culados para la re·· 

l>iCl')r l:·r.-1tt ·' l.)t_,1.[ .. pCéO. 

f. Co~~nt~. c1 las ~~~. las ~lferenclas entre las dificultadeu 

q11e tu~o ~ar~ hac0r :~a ajust~s en b. y d. Tales dificultades 

¿se reflei~n le alqQn moJo en Ida labias de c. y a.7 

~· i:.:n base a lr, a11tr>1·ior, d<l su opu116n rospeGto a "qu4 tan bue·· 

no• resulta el modelo 1 ineal para laa rel,;ciones longitud to

tal· hn71turl dPl c<'f11lr11.c'Sra¡¡ y peno-longit>Jd totn1. 

4. Fünc1unes de •;ráflca Parab6llca e Híperb61ica. 

Naluralment!?, no todas las funciones tienen como qráfica !! 
na l!noa recta; un viutazo, por ejemplo, al ~specto d@ laa gr4-
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ficas de las func1onr>e; que descn ""n la caída ! 1.:r"? 0 la varta-

ci6n de la f.Yrt."si6n r.on r>.J v0l11.•:i•-·r. (•-•. •.ir l · qas 1c101, a t í•erat..:ra 
constante o, 1nvers~mente, la ~isp0Aic16n de los puntos fe ~n 

vaciado de datos <.ir; l;; furma :r•1r¡1tud·-p1:so n ccvc<o·r1.:ac.6n de 

una sustancia rr·11r:c:!r>"·1nt0-• ''"''"r.-· •., r·r.ucc1ün L · :':..Jrf'-;· r,a 1 .:, 

convence1·nos de (~ue, en la Nat11ral1•z.1, no todo es "lineal". E

chemos el uist~zo: 

Ejemp.lo 4.1. (La r .. ~y de• la Cafda Libn.' otr.1 vez) Si d [::i) 

representa !;1 dlst: .. rncia n::con:id,, por un oL!eto ·ue cae> l i1'r e

mento Y t f seq l .-:~; "l i 1 er.¡.10 1P ,-a f da ent• 11ces; 

d(t) ", q t 1 
.;.;¡ 

donde 'l es la ac~ l01 ac l6r .. ie la yr d'-'"'rldd en el 1-.g,u 

da. Si queremos darn· s una i dca de c6mo es 1 a c:r Id) , 

90 t11bular y v.1r1,u :,,.., 1:,,1rl'Jas •le la forrn.1 (t,d(t)I 

oc Cf\rtesi('\no; ha13{¡f"'.·:)slo: 

Tahl.\ 4. 1. 
t [seg] o l/·i 1/2 213 1 1/2 2 13/5 .! 

de 

e.; 

(~n 

3 
d [cm] o g/32 g/8 •lg/ 18 g/2 99/ll 2g \6Clg/'ir, !!q ºg.'2 

!véase la f 1<:.ura 4. l.¡. 

la -:a.f 
prec1-

un ¡·l~ 

Ejemplo 4.2. !Ley de los Gases ldo.11Ps) Si., IAt.mJ repre

senta la pres16n qua un gas ideal g]arce sobre l•s paredes del 

recipiente que lo c"nti.Pnt~ \' 'I !:nl¡ denota el 'mlcr·.pn que ccu

pa el mismo gas a tt>mp1iuHura constante, entone .. ;;: 

P IV) ~ 11 e;) 

donde k es una constante positiva. Cono en el e_L~plo •nter1nr. 

tabulemos y vaciemos, en la figura 4.2., las pareja~ de la for
ma (V,P(V)J p~ra obtener una aproximación a la GrlP): 



99 

89 

1q 

6q 

59 

4q 

39 

29 

<J 

ºo 

2Ck 

15k 

10k 

(al 

P [Atml 

Figura 4.1. Vaciado e interpolación de 
la tabla 4.1. 

Fiqura 4.2. Vaciado e interpolaci6n de 
la tabla 4.2. 

P(V)• JL 
V 

ni.u. lU.26. 

V [m J 
P [Atm] 

1/20 
20k 

1/4 

4k 

Tabla 4.2. 
l /2 3/4 

2k 4k/3 k 

3/2 

2k/3 
2 

k/2 
8/3 

3k/8 

3 

k/3 

As!, es evidente que las funciones cuyas reglas de corres
pondencia vienen d.:i.dis ror las c,cuaciones !141, ;:s¡ ;;.;, tien"'· 

como gráficas líneas rectas y es fácil verificar que la co~di

ci6n necesaria y sufici.t>nte q11c L·onsi.stc en la cor.st,1ncia de la 
razón de cambio tampoco S<' silti~face (v~ase el ejercicio 4.3, 

del cuestionario correspondiente a esta sccci6n). 

En los dos ejemplos .:interiores, considerar.os dacas las re

glas de corrcspondcnc1a y di1;cutunos el asp.:>ctr1 1lc sus cráficas; 

en los ejemplos que s1gu0n el problema es el i~verso: tene~os 

a la vist,1 el v.:iciaclo (le datos de carnpo o Jaborator10 ·,- nos pre

guntam•)5 por la ecuilc:l'·n •¡uc r·elaciona las vari.1bles e:<:> inter:is; 

veremos que tampoco <>n e:.tos casos se obtiene -ni. sic";€'ra "más 

o menos"- que los puntos se ajusten a una lln~a rec:a a lo lar

qo de todo su .!ornini•1 

Ejemplo 4. 3. (Relaciones bioml'!tricas !"n c2.rar6nl Ccnsd~r~ 

se la tabla de datos citada en el ejercicio J.7. del c~es:ioca

rio anterior: su vaciado se ve en la figura 4.3 .. 

Ejemplo 4. 4. (Descomposición de una sustancial Sei;tin catos 

de laboratorio, en la h1dr6lisis alcalina col nitrot~nioato de 

etilo con una concentraci6n inicial de o.os moles por litro 
la concehtraci6n ~rela~iva• de la sustancia reaccionante res
pecto a la concentracidn inicial a

0
, denotada aqu! mediante 

a(t)/a
0

, var!a con el tiempo t (seg} segtin se registra en la 

t [seq) 

a(tl/a
0 

o 
l 

120 

.t70S 

Tabla 4.4. 
1 so 

.SS2S 

240 

• 512 

misma qua ae vacla en la figura 4.4 •• 

330 S30 600 

• 4195 • 310 • 2965 

Baparamoa que a estas alturas, el lector eatd convencido 
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F1qura 4.l. Vaciado de loa datol 
de P. vannamei citados en el ajar 
cicfci- l 7. dP-1 cUe&tionario ante: 
rior. 

1 L. -·------..... ----------------------1.-' .. ca-' 
6 7 8 9 10 ll 12 u 15 

u1.2a. 

de la necesidad do ampl Lar nuN1tro conocirn1<'nto •h~ l.i" ar~fi

cas. Por esto, discutiremos el comportamiento característico 

de las gráficas de f1.,,ciones cuyas reglas de ~orrespondenc;.a 

sean del tipo1 

Y (X) " k Xn , (161 

donde k es un real cualqutcra y n un entero. En realid3j, en 

lo que sigue, consideraremos el caso en que k l pues el e

fecto geométrico (es decir, en la •¡ráf1cal de "!llultipl icar~ 

cualquier reqla de ,-e 1r .. o;pc.irHkn1·1a pur una 1·on~t.1nte k la ve

remos mtis ad<>l.rnte I· /\,,,, ..,¡ a¡,f·nd1c0 l' del ca¡ ft1.lu ·,¡. rnd-'41. 

las fun«tüi1r>!: • 11ya • •cgl11 de corrr•spot'd<'nc1a se CS'~ablece 

mediante una ecuac.!)r. , .... ~(,la llf,) r .. c,b•!n el nr,n-.~re c:p ív.11Gl.<l
t1U po.tP.nCA.J.1.le~ 16y se d ¡,·e ·1••l' son: 

- ¡:u11.1tb6f.u,u s1 11 ;¡ •Por ••)crr.plo, •-'P la ecuac;Z'n (lH, 

k = I¡ g 1' n ~ l.). 

- h.i.peJtb6UCM cuando n O (como la de l;. re11la de corres

pondenc1 a {15) en la que n = -1). 

Y reci~en estos nombres por que sus gr4ficas tienen gran 

semejanza con la pO.Jtifboln ·~uy., ecuaci6ri es: 

V (XI .. x2 
1 l 1' 

y con l.a lu.p~bola: 

y (XJ 1181 

respectivamente Cde ·rncho, en qeometr:ía analítica se prueba 

que los conjuntos de puntos (X,\') del plano cartesiano que 
satisfacen ecuaciones del tipo (16) son par~bolas con v~rtice 

en el origen cuando n = 2 e hip~rbolas con centro en (0,0) si 

n • -1117 Vbnse las figuras 4.5.a. y 4.5.b .• 

Veamos, en general, qud tienen en coml1n y en que difieren 
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aCtl/a
0 

1.0 

0.9 

o.a 

0.7 

0,6 

o.s 

0.4 

0.3 

0.2 

2 
a. La par&bola Y•X 

9 

o 2 
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t [seg) 

o 200 400 600 

Figura 4.4. Vaciado e interpolación 
~P los datoe de la tabla 4.4. 

Figura 4.5. 
La hipérbola Y~ 

3 

3 

-1 

-3 

4 
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las gráficas de distintas funciones potenciales: 

Tanto si n es positiva como si no lo es, se tiene que: 

- cuando n es impar, la gráfica es una curva simétrica re! 
pecto al origen19 puesto que: 

de manera que: 

Y(-XI = -Y(X) (19) 

que significa que si (X,YI está en la gráfica, e~tonces 
(-X,-Y) tamb16n not.1 (v¡¡ansc lns figm·us 4.6.a. r 4 .6.b.). 

- cuando n es par, la gráfica resulta simétrica con :espec
al eje verticat19 pues 

y; por consiguiente: 

Y(-X) = Y(X) (20) 

con lo que, cada vez que (X,Yl es un punto en Gr(Yl, el 
punto (-X,Y) también lo es (figuras ~.7.) 

Ahora, cuando n es positiva -independiente:-.ente óe su pa

ridad- ocurre que: 
- para valores de X entre -1 y 1, la curva Y 0 Y(XI •se a

plasta" m4s contr~ el eje horizontal conf0rmc s~ tc~an 

valores sucesivamente mayores den (figuras 4.8.). 
- si X toma valorcri fu•>ra del intervalo [-1,lJ, al airen

tar el valor de n, la gráficd se aleJa "mas r~pdcw.ente" 

del eje de las abscisas 'figuras 4.9. y e~erc1rins al 

final de esta ~ecci6n). 

Finalmente, cuando n es negativa y tor.ia valores su.::es.·:a

. mente menores· Ces decir, rn4s negativos), sucede lo si~~ien l ' 
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n irn¡iar 

Y X)=Xn 
1 par 

,f"J.guras 4.6. 
Y (-X)• -y (X) 
tr!a respecto á1 

origen, 

Figuras 4,7, 
Y(-X) 0 Y(X) 

Simetría reapecto al eje vertical 
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Y(X)• .l_ 
x.n 

n ialpar 

Ill.32. 

te: 
cuando X se a_¡: ~oxima a O y cae entre -1 i' 1 (rcc·.iérdese 

que no es posible aplicar la definici6n de esta& funcio 

nes exactamente cuando X = O), la curva Y = Y(X) se al_g 

jará sucesivamente más rápido del eje horizontal al au

mentar el valor absoluto de la potencia. 

- si X se encurntra a la izquierda de -1 o a la derecha de 

1 y n se torn~ más y :n~s negativa, la gr~tica <le Y se a

plastará más cada vez contra el eje de las X. 

Baste por el momento i'st.1 somera descripci6'1; e>n les pr6-

ximos cap!tulos tl~n<lrnwJ,; ln op"rtunid.1cl de disr;utir el as~·ecto 

de las gráficas de otro t: 1po de funciones notables y C:e fa."':lili~ 

rizarnos con ellas. 

CUESTION/dUO 

4.1. Si "extcn(fotn.J,.;" la f6rr:11l·3 04) ,1 valores nc~·ati\'OS 

del tiempo, tendremos la ecnaci6n del ti,,o v,:ttict:I'. Cc.~.pr·~.";tese 

que d(-t) = d(t) y e:.rlí•'J\1•~~;,~ ol signifi<:ado .~!:;ico üe este !:e

cho. 

4.2. Sea Yn(X) ~ x11
• P.Jri1 c.1c1a uno de l(>S •lis'..íntns valo·· 

res de n que se dan cnsr~·Juí.rla t,1bule X contra Y
0 

(X), t.r,'.'.lar:co 

loe v~lores de X que sa dan en Jos siguien1~s in~ls•~: to~~ 

n = 1,2,3,4,5 y 6 y luc~o, n ~ -1,-2,-3,-4,-5 y-~. 

a. X• 0.2,0.4,0.6,0.8,1 y de~pu~s X ~ -0.2,-0.4,-0.G.-0.6,-1. 

b. X= 1.2,1.5,2,2.4,3 y luego X= -1.2,-1.J,-Z,-~.4.-3. 
c. Vac!e en un mismo plano cartesiano los punto~ de la forna 
(X, Y (X)) que obtuvo en a. Agrupe según el sigr.o C:e n. 

n 
d. Haga lo mismo para los puntos obten idos en !::- •• 

4.J. Compruebe q11e la razón de cambio pror.iedio de la v<in.e, 

ble dependiente :cespecto a la dependiente no pemanec,J constan

te en el caso de las funciones de los ejemplos 4.1. y 4.2 •. 
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APENDICE. UN EXPERIMENTO DE MEDICION (fragmento).* 

Cuando los historiadores de la ciencia moderna tratan de de

finir su esencia y su estructura, insisten la mayor[a de las ve

ces en su cor4cter empírico y concreto por op0sic16n al car4c~er 

abstracto y libresco de la ciencia clásica y medieval. La obser

vaci6n y la experiencia llevando una ofensiva victoriosa cdntra 

la tradición y la autoridad: 6sa es la imagen, 1gual~&nte tradi

cional, qua se nos da habitualmente de la revolución intelectual 

en el siglo XVII, de la cual la ciencia moderna es, a la vee, ld 

ra:tz y el fruto. 

Este cuadro no es en absoluto err6neo. Por el contrario: es 

perfectamente evidente que la ciencia moderna ha a::.¡-il i ild::i :--ás J.

llá de cualquier poaibilldad de evalunci6n nueGtro conoci~iento 

del mundo y acrecentado el n<iinero de "hechos" -toda c~..ise Ge he

chos- que ha des~uh1crto, obscrvnJo y reunido. ~dc~~s, ast e~ 

justamente como algunos de los fundadores de 1.1 cienci<' 'ro:!erna 

han considerado y comprendido su obra y se han conprEndido a sí 

mismos. Gilbert y Keplcr, Harvey y Galileo, to·~~ e~6a!za~ la 

adll\irable fecundidad de la experiencia y de la cbservació~ d • 

recta, oponiéndola a la. esterilidad del pensamiento ~b.str,1cto' y 

especulativo. 
Sin embargo, sea cual íuere la import::mcia de los nuE\"os 

"hechos" descubiertos y reunidos por los v~1:,1tdc.i'*, l~ a::u.-:ula

eidn de un cierto ntí.mero de "hechos", es decir una pura colec

cidn de datos de observaci6n o de experiencia lll' cc1~t\.tu.;¡c wut 

clcneia.1 t..o11 "he.c.1101i" de.bw 4M o.11.de.ntUfo.i., .út.te.A¡.-.\ctMN, c.xpeic,~.!C'6 •. Di

cho de otro modo, hasta que se somete a un tratar.tiento te6rico, 

* Alexandre ~oyr4. Estudios da Historia del Pensamientc Clent!fico. Si9lo 
XXI Editore1. Madrid, 1980. pp. 274 y 13., 

••vVUlto~t,qua siqnifica •carador", se usa aquí como ~inónlllli'.I da investiqa
dor. 

• Bl subrayado ea nuestro. 
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un conocimiento de los hechos no se convierte en una ciencia. 

Por otra parte, la observación y la experiencia -es decir, 

la observaci6n y la experiencia en bruto, las del sentido co

man- sólo desempeñaron una funci6n poco importante en la edifi

cación de la ciencia moderna. Incluso se podrfa decir que han 

constituído los principales obstáculos que la ciencia ha encon

trado en su camino. No la c.xpvúencia, sino la expeM.meri.tacúfo, es 

la que dcsarroll6 :;u creed.miento y propició ¡;u victoria: el em

pirismo de la ciencia moderna no se basa en la experiencia, si
no en la experimentación. 

Ciertamente, no hay necesidad de insiotir aquí en la di
ferencia entre "experiencia" y "experimentación". No obstante, 

querría llamar la atención sobre el estrecho vínculo aue existe 

entre la cxperimcntaci6n y la elaboración de una teoría. Lejos 

de oponerse, la experiencia y la teor[a so encuentran vincula

das y mutua~cnto intcrdetarninadas, y con el desarrollo do la 

,recisi6n y el perfeccionamiento de la teoría es como crecen 

la t:r•~dsl6n y el perfcccionan1iento de las experiencias ci.lmt!

ficas. En efecto, al ser una experiencia científica -como tan 

bien lo ha expresado Galileo- una pregunta que se plantea a la 

naturaleza, resulta perfectamente claro gu"' la actividad que 

tiene co~o resultado plantear esa pregunta está en función de 

la elaboración del lenguaje en el cual se formula esa activi

dad. La experimentación es un proceso teleol6gico* cuyo fin es
tá determinarlo por la teor!a. El "activismo" de la ciencia mo-

' dorna, tan bien arlvertico - 6ci.e.11tfo o.ctiva, opeJta.Uva - y tan mal 

interpretado por Bacon, sólo es la contrapartida de su desarro

llo te6rico. 

Por otra parte, tenemos que añadir -r esto determina loa 

ras9os característicos de la ciencia moderna- que la investi9a

ci6n te6rica adopta y desarrolla el modo de pensar del matem4t! 

co. Esta es la razón por la cual su "empirismo" difiere to.to 
e.o.elo del de la tradición aristotdlica: "El libro de la natural! 

• "Teleolog!a", dice la Encyc:lopaedia Britannica, proviene del 9ri1t90 .telo4 
"fin" y logo& "raión" y es "la explicación por referencia a alg<ln prop61i• 
to o finr tanbién descrita corno causalidad final en col\traste con las ex
plicJciones por razones de eficacia solamente •.• • 
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za estd escrito en caracteres geom~tricos", declarata Galileo; 

lo cual implica que, para alcanzar sus obj~tivos, la ciencia no

derna se encuentra forzada a reemplazar el sisteca je ~~nceptos 

flexibles y scmicualitativos de la ciencia ~ristotélica por un 

sistema de conceptos rfgi<los y estrictair.ente cu.antitativos. Lo 

cual significa que la cienci~ moderna se constituye sustituy~n

do el mundo cualitativo, o más exactamente, n1.~tc. cel sentido 

coman (y de la cient"i.1 ari~>tol'1lica) ¡;or un l'l~rntlo al<:¡ui;-edeano 

de geometrfa hecha real i<la<l o - lo que es exacta~entc lo ;;iis;:-:o

sustituyendo el mundo del mán o menos, que es el de nuestra vi

da cotidiana, por un univcr~o <le mediciones y prec1s~(~. En e

fecto, estil sustitución c•xcluyc ,111to1náti.ca::·.entc del ur.ivers'.J to

do lo que no se puede someter a una exacta medic16n (v6ase la 

nota al final de este np(.n1ltco). 

La bdsqueda de la prccisi6n cuantitativa, del Jcscubr1~ic~ 

to de datos mun6ric<•s eJwctos, de p¡;tos "ncineros, rc•so-;, r:-e(~i

das" con los que Dios ha c(msLru{do <'l rnun:~o, <'5 ]a e;-,._, cor.st1-

tuye la meta y determina, por lanto, la estructura ~iR~a de las 

experiencias de la ciencia moderna. Esto proceso no coincide 

conlas inveAtiqaciones en el <lomirio de la cxr~r1enc1~ ~n el 

sentido general del t6rmino: ni los alquinis:as, ni Cardano, 

ni Giambattista Porta -ni sit~uiera Gilbert- buscan res;.i:ta.!os 

matemáticos. y es porque corsidaran el mundo co~~ u~ e -~ .~~D 

de cualidades más que un ·onjunto de cant1ca<les. En e:~ct:, lo 

cualitativo es inconipatible con la precisión de la rr:ef.1ci6~. En 

este aspecto no hay nada más significativo como el hec!-.o de que 

Boyle y Hooke (ambos investigadores experimentales de pri~era 

magnitud, que conocfan el valor de las mediciones prec:sasl ha
gan un estudio puramente cualitativo do los colores es~ectrales. 

No hay nada que revele mejor la incowparable 9r8ndeza ce ~ewton 

que su capacidad de trascender el dominio ~e la cualid3d para 

penetrar en el dominio de la realidad física, es dec1r, en lo 

que se encuentra cuan~itativamentc determinad•>. Pero, ader..ás 

de las dificultades teóricas (conceptuales) y ¡;sico:6.;icas que 

impiden la aplicación de la illea de rigor mato:'Hico al :r.1;ndo 

de la percepción y de la acción, la rcalizac1fn ~fectiva de me-
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diciones correctas tropieza, en el siglo XVII con dificultades 

técnicas de las que sólo tenemos, me temo, viviendo en un mundo 

agobiado Y dominado por los instrumentos de precisión, una idea 

muy rCI:'ota. Incluso los historiadores que -como señalaba ¡:, 

Bernard Cohen- nos present"ln demasiado a menudo los experirnen

tos decisivos del pasado no tal como óuvi.on realizados e.nto11 :l!J, 
s111 ...... - ..... rr..o Mm realu:ados altaJW. en nuestros laboratorios y uni-

versidades, no tienen una conciencia plen~ de las condicion~s 

·ruales, Y, por tanto, del aut6ntico sentido de L:. o:xperime11te

c16n en la época horoica de la ciencia moderna. y con el prop6-

sito <!e contdbuir. a la historu1 de la r;onstituci6n do los ir,•:3-

todos experimentales de la ciencia, ~oy a tratar do da&criblr 

la historia del pri:r,r:r intento com;cienlt1 y ueguido dr; una ¡:¡e

dición experimental; ln medición do una conotnnte universal: la 

const.antr1 de la 11celé·raci6n c1c lo¡:; cuerpo~ c¡uc caun libn:JrMnto. 

'T'odo el n•undo ·;:.[,(, 1 il importancia hist6r ica c'I<> la ley ele 

la ca(da, primera J,-, las leyes m!'ltcrnátJcas d8 la i;ueva dinámi

ca ~esarrollada p): G3lileo, la ley gue ostabl¿cfa, de una vez 

para siempre, que 'el movimiento está oomotido a la ley del nd
mero•. Est¡¡ ley ~,n,supo;10 auo la peuantar., urnv¿ue en absoluto 

sea una propJedRd esencial de los cuarpoo (y cuya naturaleza, 

adEi:-:ás, ignor¿¡mos), no obstante, es su propiedad universal (to

dos los cuerpos sen "pesados" y ro 101; hay "ligeros") 1 por otra 

parte, para cada ur.o de ellos const.ltuye una propiedad invaria

ble y constante. Sólo en esas condiciones la lmy galileana es 
v4lida (en el vnc!o). 

Sin embargo, a pesar do la elegancia mate~ática y de la ve
rosinili tud física do la ley yalileana, es evidente que, consi

derada en s! misma, 110 M lA. 1!ri.fot te.y po4.lbtc•. Aclem!ls, no nos en

contranos en el vacío, sino en el aire¡ no en el espacio abs

tracto, sino en l~ Tierra, y quizá incluso en una Tierra que se 

mueve. Es absolutaMente evidente que os indispensable una veri

ficación experimental de la ley, lo mismo que de su posibilidad 

de aplicarla a los cuerpos que caen en nuestro espacio, .úl Jwc. 

• El subrayado es nueatt-o. 

III.38. 

veJto de1t~•. Como es in~ispensable la detcrminaci6n del valot con

creto de la aceleraci6n (g). 

Gabe."ros la extremada ingeniosidad con la que Galileo, inc!! 

paz de realiz~r mediciones directas, sustituye la calda libre 

por el movimiento en el plano inclinado, por un lado, y por el 

del péndulo, por otro. En justo reconocer su in.<nenso r..Cri to y 

su genial intuición, y el hecho de quo est~n basados en suposi

ciones err6neas no los mc.noi>caba en absoluto*. Pero es igualme_!! 

te justo revelar la ascrabrooa y lamentable pobreza de los ~e

dios experimentales qu¡:, se encontraban a su dis¡·osic:i6:1 ••• 

Nota. Al pié, Koyré hace aquí la siguienta dClaración que nosotros reprodu

cimos por considerar quu p<1('de ser de particular interés para los estudian

tes de ciencias naturale5 a quienes, csencialraente, va dirigido este traba

jo; asfais:-.o, agregamos al final un pcqueílo cc.c,entario. 

En realidad, esto no se aplica re3s que a las ciencias deno

minadas •·exactas" (fi3icoqufmicas), por oposi~1cn a !d "ciencia" 

o historia calificada como "natural" (a las ciencias gue tratan 

del mundo "natural" de nucstrA percepción y de nuestr~ vida) , 

que no rechazan -ni podrían hacerlo- la cualidad, ~ara susti

tuir por un mundo de mediciones exactas el m·mrio del "r:i.1s o r.1e-

• "dentro del verdadero aire" 

* Los experimentoa de Gali ~eo ~e fundan en las siguientes su¡ ~si c.i<>r,l.'s: 
a) que el n>0vimiento de una bola ~ " lo lar•;o de un ¡:il.-..~.'.'l it;cl i;ia-!<'l 
ea equivalente a un cuer.¡;o ~$lizán~J:. (sin fricci6nl sobre el r.i.s~<' rls 
no1 b) que el movirnh~nto per.dular es perfectar..ente isócrnno. ¡q i;er es~e
iaocroni&tnO una consecuencia de su ley de la caí:ila, una conf1r~ciér. e~r"~ 
rimental del priinero confirmaba esta Ílltlr.,a. Dt<saraciüil.tr.H~ntf'> r.~ es JX'fii: 
ble ninquna medici,6n direct.i de los perfodos consecuth•os de cs~ilac:~ro: 
sencillamente, porque no hay relojes con ';"é medirlos. Po:.- lo t~:.~c, :;;11 
ll!o -y hay que ddmirar su genio exrNimentacor- su;;t.ituv<J la r.ec:icié~ di;· 
recta por la comparación del movimiento de dos pér.:lulns. éi f€'nr.':.e" i-Oe i
qual longitud) cuyas péndolas, ,rnnque te,-.. c,1'1 "scilan:.:ts :·"e~· r.z?'.'.ice~. 

con diferentes amplitudes, no dojan de 1'<,;H en d r:.:<·:-~ ;:-~:.to a ,;u""º' 
aición de equilibrio (el punto más bajo de la cuna). la :;ü,-.• cx¡;.:rte,:·
cia, realizada con péndulos cuyae péndola$ estl.r. const1 t.uíc,rn ;:-cr c~er;:•.:5 

de pesos diferentes, demuestra que los cuerpo& pesados y ligeros (ta:ot. 
incUvidual conn específicamente) caen a la mi&ma v11locid~d. Cf. Oisc:-vrsi, 
pp. 128 H. (Ilota dt1 11. l':oyrél. -----



tII •. 19. 

nos•. De todos modos, ni en botánica, ni en zoología, ni siquie
ra "n fi::;í".llo,;!a y en binlo9!a, las m<·dicío1H!l1 nxact.:is han dosc,!!! 

pe~ado papel alguno; sus conceptos siguen siendo los conceptos 

no matemáticos de la lógica ari~tol6lica. 

Ahora el comentario: a de5pecho de lo cate:¡5rico de la afimación ci-

td~a inrr.::;rJtt::.t3'"'."./?nte arribiJ 1 crr:C'mO:.: 4uei eri ('! ~D1'dni0 dr.: li15 "cienciil~ nc1-

t~rale5",5.:; han vrnido hacir_•r:tJ,1 serios int011t:1~ f.or irilten1atit;,r ~1 mundo 

y J la te.Jr'Ía de la \·volricií.:n Lic.1óqH:tt cor1sti:·.;y··:11 ej(;!ri:.ilos c.<i11;:;os tir~ 1·et 

.:2S ~ntc-r:- .. " ~ -~Or; -~S ~;.:··iD t:-'\ ;.1·<1(1ÍO r.o¡n5 ,·,_-~ ·.,,;: rf·:11ql011PS ¿¡e_:._'; ,rrtJ; rll 

V) 1jfl )')'°J f;--;,;ariis110:. '.:.en rL 1_::;0 ~.orr1prJt.e Cíl~ ~~11· 0jc1•1plo, )r:1 biol~;gfa µt1S

querJ. ~in ;'.:-~u~w. ta1i:bi6n '>üi"OS µuitida1·ios ,;,, ¡,no actitud hi;.dldt resp0c· 

to a los al cante~ de 1~ matP1,,51 ic1 actu~ l •:n la !,olucién rk !os grJndes pro· 

ble~as de l~s ciencia~ naturale~: si bt~n es cierto 4ue rn no rocas ocnsio

~ts las aJAllia y aGn les s~gierc línea~ de in~est!gación o desarrollo, es 

;0¡ible qJe la extraordinaria complejidad de los µrocesos vitales no sea ma· 

ttn~tlzable: en cualquier caso, los intentos no deben abandonarse. 

' 
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Pueden consultarse, pe· ejempl~ los siguientes: 1) Instituto ~e F1loscffa, 
Acadrntid di' Ciencias dL la Ur..SS. Mctodolo.,¡fa drl Conccrndl.'nto r1entíf~co. 
Editorial d~ Ciencias Sociales, La Habana, 1978. 2) royré A. ~st:;~i'JS ~e 
Hfstoda dr.:1 Pensamiento Científico. Siglo YXI Editores. r~adr'd, i?~C'. 
3) Koyré A .. Estudios Galileanos. S. XXI Edito"1·-s. ~·'Je· id, ¡c'.J. ~: <:ies
tler A. Los Sonámbulos. COIJ,;(YT, ,':éxico, 1º81. S) D'."~·Jl J.~. L~ ~i,,n
cia r:n l;i Hic,toria. Editorial Nueya ir"d'J~~r.-:;r.1J1, ~,;:,;r,,, 137". 

2 Aunque no h.:iy r~z11n :dr1una pai"J. uri::1 f~~rir ci«,-L; ;i;,·.-:r__';:H5n, lrt cr;st,'~bre 
CS ~ituj~1r ·~r1 t·jf: l'011LUf\Lui ·~.'' el ,¡ue l0S n1}'.)I'~~',. ,"'1siti1,r~-: ~e,;.""' ·.i._;r. 

trMl J ii:.: d:ireL!u .k:l cerc)~ j :>~:\) vr)'tict~l 1:n ;,1 ~:Jt1 rl t;(·r.t1.~,:. ;.:~ tivo 
P.o hacia Mr:L~. 

3 Usarnos aouf 1t l!Ot.~c~()n c('r .:r·. 
tn~ 111.Hir.1 :. r::c r r: i._)., ~ 1 )·, .• ,,. 

u hi·::n lflt·~1 ·,·,1.,~ l J 1:--r1ur1. :de~ • .> 
l1; decidir, <,in 1.iuar a rJ¡¡•C..:. 

,,,. l<: t0r)ría '~(J r··' 

t;'.' cr,r ¡: j\ • r' 
'' ' IJ/ •1 ¡1 f \ 1 • ¡l, '. '~ ( 

iue y 011H' i;c r,•: 

·, r '*' ·:-; · 1 ( V~ t ~ .. ¿ t,: n -

·-\.1· :f' s.; o.j,rJilc1t-jcfrjr¡ 
·:' • · · • ,- " ;\'.l\" ~ ertf'\i · 

• ..,1 n"'J> ~e! :i:."':~Jnto. 

C0n11ir.1ne Jquf lLrur 1,1 at. nc:j!) Je lof, l1cton··- ·,1r:·c Pl "ir:1 .,r- r'?chr. 
cuJndo Li · .. ~., 1a!'it"· •!'111•1 J '" >· r !1.~·"). ~- \f,-, { .. 10.:11;1~,rj .t;.1,1 ... ·1.t1ft·i..;..l n¡y 
una liP1t.1l :ér 1 fl~,11~2 r·v,i~c •, 'J•; ., ,··\ :··~,~·~;p 'J - 1 • 1-. nlÍl•i\!ro firi1ca dr. 
if1t'diCiOTIP') ,~.':: dd ~i.1.;::r -: r:C(·1·f .jl, ~-·!t' l'"'t"\. ~;,.;- •· 1.'i'. ·~ que .i.€ refie 
re al COlll!)Drt.~,,-1 .. J:ll· 1;-.1,:(11: 1 ;.1 .Je l¡¡s :JJ~·.,,-. Dbser\-·~do~ -'(....:e ;;D11, ~ .. 
necesariiHi.,ente, ·i;¡¡.Y r~qc.o:;) ~· • ~--:.j·:e"'P J. 1}1, ¿.,· .. 0 t .. ue(b r~''"(!'c.r ~'.Ye u~ 

na coleccí 13r1 finita'.!:: r1un 1:n~ ~lJulten· a 1a ftqr«J .;~-; clc•·t¿ ('.lrvJ, 

n,1¡{,, !Jil.'Wn(cJ qut:, ~f1:ct1vc•,'.:·'. t.•:, sei1 (·-;e el (c,.-~ort.~miri te'"''',), ftJd~o 
J.'.oi, po.~iLfe~ \11lt'<'\c . .:i d" X. Por '.Íc·r .. plo, lo~ puntc•s qt.r oe f.l•t,,>trJn "" 1.is 
siguiP.nt.es figuras pueden perterr:cu a dif~1·ent•» t•¡,c; .;1 :~r.,, !· p~rd 

cierto ran~n ·Je valore" de X, alguna rl~ el las ¡·.;e.;", ;·1T,":¡.:.~nde1 ,, un 
"buen modelo" del componan1iento de Y' Y(X); s1n r,>rrar9éi. /;.1'.r¿ ywsibli' 
establecer categóricamente cwU. de fo& d,1.1 •ncdu",·~ .:~ .'( qiu; "e11. vtAdaiJ" 
riuc.'1.ibe Y " Y(X)7 

Dos cur1ras que se ajust-1n a :"s ,,.:s:-rr 
"punt.os exp~r ur.Pr,tale-:; 1~ ,·qué <if'L ide 
cuái de los <ios rru.:dclos PS f'l<'Jcr? 

La respuesta es que .:o. Sin e~:bargo, co··10 dice (',,en G"·:en~r. '~· Gi"lge!. 
rich O., The Galileo Affair, Scientific Arerican, Vol 2~7 ·, . 2, ,:; 1~9 

u., New York, 1982): " •.• La ~ .. !u..:c.t.5.: .::s el proceso óe c!:>~t"'.:r c.~r;:~J

s1ones generales a partir de ejemplos particulares; es, creo, n\ ryccesr 
bh1co mediante el cual tiene 1ugar el aprendizaje. Considérese, pcr e~e'.",! 
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plo, la reproducci6n de las aves: las gallinas ponen huevos, los aves~ru
ces ponen huevos, los petirrojos tarr):>ién y asf por el estilo y de dqu1. 
cer.eralizar:".is a qu<:: t()das ia~ ave~ :e i'cprorlucPn rarir-nrln l1uevos. Sin ein-
6ar90, no heros protado nuestra con:lu~i6n pu~s existe la posibilida~ de 
e~contrar un eje~~lo que demuestre ;g contrario. Por esta raz6n, crnno sa
bf¿n l~~ fil6sofo~ escollsticos de la ~poca de Galile0, el razonamiento 
ir.ductivo .. o ¡;urd<- coi,,fw:úi a fa ve•Jl,1d ú1c/udaU'e." 
" ... El proceso del razonamit=nto d~ (,.al·ileo era 5imilar a la fod1Jcci6r1 P§. 
ro l"áS elaborado. fr¿¡, en estado e~!Jriori 0lr·io, lo que: ai:ora se llama c:U> 
da ¡..,¿p,JU..t.(co-de.~·'.<(,t.<va ~11 c.f. que 111: r:cde[o lupo.i.11:.U.c<J 6t!. MJm<',te a p1t1;.c(, .. ,J. 
y H to,::i ud'.: <'·:= mM Vt>.~o~(m.il é·.'11{o!LJ1iC. ¡xua co11 ~:dfo e.arla unri de <. 
íi.~~ ... " ( ~:11brayac>:J'.:. r1tH~str0s). 

5 P.e·1isese l~ di>cus·i6r1 .:r;tec~C.:~nte ~ 11:; ecuacio111!S (7) del capítulo !, 
pág. 1.10. ~t<pl"..Ll. 

6 En general, se rlice '.!l'~ la y,)riatcle Y ~-& 1'-i0¡:-o:,rJu11,1/ 11 X si Y s6b 
si niste lJíla c'.1nstante k -lla;nda ·~'.·r1,1.t,1ntr lfr ¡;VT'•"~CÚJ110.l<'clad- taí ~ue 

t~!. result~ aue 'ns c:uaciones '.2' establecen lUC S, 1 y M son, re~pecti
:3'-•·1tl: ~"i:.;1.::rcL:,.-¿:J,:·:: a n, ~¡y P c0:. 13 '1r1linid·1r1~ 1~ i1JSd de natal i~.!ad 

1 la bic'"'r:sa co--· 1:. C(:~::,lJnteC) C . .? ;·rc,~.Drt:lor1c11id:1d piira c{:"H~J.caso. 

··~,:r~t r_¡·;i:: ~i 'f i.::: i"\J/(JrC1Gr:Jl.: !, 1.;'tf.1flC(><j X t_''S ;)rCJf1C1tc1onal .J Y ~on 
cor.~tdnte de ¡,1·r,~~rc:or,al1•Jad irj,,11 J l/~ cu,1r,rJo v 1 O. l'or 0st.a razon, es 
free.vente rJec.1r qi.,,e dos varl~·1b1~· ... ~ ... ·,;· p~l'P0 1lCA!'ti•til~~. 

1 Gt'~úr.·t.:rise 1~"; 1~;f•-r1~ncía':; r·ntn~ l;~-. valorL·t: nue pt'~·dt_1 n <ier tum,:idos p;.:'r 
1~-. vari"~le:, ¿,, l;.-, d'.J', prii:era. ' .. ,,::ioni.':, - ·;~S(P) y i1,t-'(í') - y lo; que 
!;~ lé' }:!i':t~';r as;~~ jC ,J 1 ¡ (~ !t (·': • ~ t::n·.era funci(:ii; 11,1fi1 que t0rVJGn se_n. 
~~1V ~:~·,t~í; el t1~•·J r_!,:~ virt.u U el··- .::c·1 1 (':,t:lS (J;ln f"11:'tk:n ·)cr- i~nter~<; en 
~é.~1t') (i'..t' ac1Jr.'.ii3:. vJriün contir:_,.~-·-rd.c o lo li1rq1) dt' los nún:eroc, t·pales. 
f,~'. al aplicar;~ 1ór;:ula I(il)~:,:, ¡,!Jlcne:1,o' 'h1t.!'P: fraCLionario; <;in 
;1·~nificado par~ el feni\:r1;no (cr,,:. ¡-.·i.:ntu de UPo potlaci(.11) que, para to
é:.:; fin ¡;r.:lc.tico 1 :: 1t•r:de,1•:í•.r·)r.•~ ~: ~nt(>n:; ffl,ís pt·óxi1ro cuando lo purte dr: .. 
.-:~··,1' )rla Ci~t1"•_3 ,j,~, .~1 J ::l ;·!f: r 1-ntr.•ri·i 1::Jr, ¡ ri5.•'.í1·1:0 si r:~.)ta r11rtc 1Jeci-
-·a1 val\ .. ~ ;·or· ~ .. ;r:';;--·1o· !(sr;:1:; :.7 ~se rcdondc.1 a 48; l(?5lJ):.:- 23.i5 
se tr.-a c.c,n 24 "' ; (lSCJi~ 7 J .~·s ':éc' 71, 

~ •:'·~'.' ':;~ ·:n e~tJ~ grdficos no se .i~an las rniS!r.os t'SCol.i~ ·:n ambos ejes, 
a ;~ser de 1~ª i~s v~r1abl~s se nirjen en 1,s mismas.~nidadc~;.la raz6n 
es ésta: los ~rd~n~s de mJqnitud de cada par de var1ables d1f1eren entre 
~r bastante; por ejemplo, en tanto que la masa de sólidos en suspensión S 
no llega a l gr, la masa del ague ~arfa entre O y 10 gr. 

9 Dos tríángulos PSC y A'B'C' son Mr,'.fa.tJ.teA si y s61o si 

_AJ__ " _!\'._ = -_u 
1\'líT l'.fT" tT 

(*) 

ecuación en la que la testa se lee como "el segmento". Es posible probar 
que esta condición es equivalente a que los ángulos internos de ambos 
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triángulos sean Iguales, es decir que ABC es semejante a A'B'C' si y s6-
lo s1 '-ABC = 4 A'B'C', ( BCA ~,.: B'C'A' y.(. C/IB • 4-C'A'B'. 
Además, (*} implica que los lados de dos tri~ngulos s¡;.-:ejantes son pro
porcionales entre d; en efecto: sea k el valor nurT . .'!ric.o de caulquiera de 
las razones qui' aparecen 1!n la iituacié;~ ("), entonce'.: 

10 Si se usa la mlsmd escala en ambos ejes, la raz6n de ca~blo d~ Y con rrs 
p~cto a X: 

es igual al cateto Oplie:;to al fog1;l1, ll( dividido entre el catete adyacente 
en el triángulo PBQ (ver fl9ura); co.r.J ~¡ eje hcrizontal y la recta ;;¡; 
son paralelas, .. ~ es igual al ángulo q~e forrra la rect.; L cor, la direc
ci6r. positiva de dicho .:;j¡, r¡ue, como ~e ciencioro en e• te~to, se llcr-3 
cÍrlgu.to de. incf¿114c.J6n rfe l. 

';~)) 
1 
1 
1 
1 

~ 1 . ________ .J 

•(X ,Y ) llr-(X,Y ) 
o o o 

(a) 

asf, resulta que: 
Y(,:) - yo 
-x- ·~-x-·--

º 

Q~(X,Y IX)) 

¡"'-...,_, 

¡ ~"- .. 
1 '•, o( 

L..-------~---
}=(X,1) P«(l<~ 

() o ~ 

--------· 

(b) 

y un par de consecuencias de este hacho son que: 

O i lit 4'90º ¡i y sólo si la pendie!'lte dr es no regativa 
y 90ºLot.C 180º si y sólo si la pendiente i.le l es r-egilt iva. 

(lpor qué?). 

11 Urquhart N.S. y D.J. Clow Op. Cit. Ejercicio 14, p~9. 109. 

12 Obsérvese que, por comodidad, en la figura 3.4. her.ios dibuj~~c la inter
sección de lo ejes en (0,70) por ser de interés los va1ores dr C qtie re· 
basan el valor e • 70 o, cuando mucho, que le son cercanos. 
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13 Esta e~presl6n puede ser Interpretada do diferentes maneras y conviene 
precisar de una vez en qué sentido la usaremos en este texto; sean 

valores de la variable independiente para los tuales 4e ob4t1tvtt11.0n lo4 
valolr.c.4 

respectivamente. Si 

Yc(X 1), ... ,Yc(X
11

) . 

denotan los correspondientes valo.1v.. ca,(wfo.d1n, ta hwnii de c.ua .. d1r.ado1i: 

(Yc(X 1) • Y(X 1))
2 

+ ... + (Yc{Xn) - Y{X
11

))
2 (*) 

es un ~sti~1dor de "qué tanto se parecen los valores calculados a los 
observa1os". C·;ando esta >·J"'a r:s mfo.<nm, se obtiene la mejor aproxiinaci6n 
po:;\ble de acuerdo d este •?sthador. Hay un método numérico n¡edíante el 
cu~1. a ~art;r de las rorejas d~ la forrra {X.,Y!Y.)), •;e deterrr.ínan los 
~· ios valcvn de a y be¡; .. ~ dar. e>ta mejor aproxi1bci6n (véase el formu
lario del ~&todo de Mfni~~' Cuadrados que se da en el Ap6ndice C del ca
prtulo v.). 

14 Maptado del l·'.3nual tle lntrc•ch1ccíf.n al t'.6torlo ::xperimental (WE) de la 
Far.ultad de (ienciíls dC' la ü!lt,11,, 

15 '/Gase, ''º'' ejeé:plo, el d·: let'·".'Hln Ch. 11. Gfor::·2trfo Analítica. UTEHA, Mé
xi".o, 19li5. 

16 Oe hecho, son potenciales las funciones tales que 

nx1) " ~ xn 

para cuale,.¡•;íer,J k y n r~al,os {no necesariac.•ente n debe ser entera). 
Pero la rJt~cus16n general de éstas, también se diefiere para el capitulo 
V {Cf. f.péndite B del capftulo V. pp V. 49 ss. <-»61ta). 

17 Cf. Leh .. ann Ch. H. Op. Cit. 

18 Se dice que una turva u ~vnltJUca con 11.ew~cA:o a tm punto O -lla
mado entonces c.e1tóto de 6~mdJtfa. s 1 y sólo si, para cada punto A 
de la curva, existe otro punto A' también contenido en ella y lla-
11wfo el t.urltlt..<.w de A cc.n 11.CApe.tc a O, tal que O es el punto medio 
de 1 segrento que une A ton A'. 

19 Se dice que una curva es wiU\.~cii con 1t.upecto a una 1te.ct4 l -llama· 
da e.je de ~.(Jiie.Wa. de l.a. CJ.Lfl.vo.- si y sólo si, dado un punto A cualquie
ra de la curva, existe otrti punto A'·igualmente contenido en la curva 
y llamado el 6.úiJ€1Júco de A con lle..6pecto a. L· tal que l es perpendicu
lar al segmento que une A con A' en su punto medio. 
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representa el grosor, entonces1 

(") 

donde r
0 

es la intensidad luminosa incidente E:n la superficie del 

material y -k es el exponente que hay q1Je ponerle a e para obte

ner 1-q, siendo q el porcentaje Je luz absorbido por una u. de g. 
En el :;iar, ;;e hil obsürvado que la :iuz incidente del Sol reduce 

su 'inten::;idad ori•1inal a L1 mitad c-1 Jo;; 10 pies rle profundirl<1d. 

Si se toma este Vil1or corno u. ele g., calcule el v<1lor :ln k é'rl .la 

ecuaci6n ('} y 1for:·la µar.:i rr2.~¡,0111:•r a la8 ::;iguienti.~El prr~qunta$: 

- :[i!J qué profundidüd se tietH~ ·ll1ll int1?;~s1dad luminor;;a itJU3 J_ ,1 

l/ .·12 de 1
0

1 

¿Cutíl es 1c1 in!yn:;irl;v: luminDsa .:¡ los 2~ pier, el•; profund.tdctd7 

- Segdn el ~odelo, ¿lle~~ d suceder q~o 1 VRl~ O? ¿Contrasta nato 

con lo quo ocurre en realidad? 

4.4. SuporFJa que la presión atmor;flfrica P [nun l!gJ decrece expo

nencialmente con la «1 ti.1.uJ h [mi_ lei; ª" ;n] se'}(Ín la ecuación: 

P(h) (**) 

si se: sabe que L1 pres i6n al nivel del mar es de 760 mm Hg y en 

la ciudad de M6xico -a 2240 m sohre el nivul del mar- PS de 

540 ::i::i Hg, calcnle r>l v.olor dr~ -1- e•-. l<• f'CUilci6n (**I y fü1ela pa

ra calcul.:ir la prt:r.i!'.:'.-11 en 1zt cirrin ·~el '-{ente E'Jert-~st (8B40 m r1e 

altitud\ y Pn el vallf' de Mexicali (4 metros por debajo dol nivel 

'del mar)¡ asimismo, encuentro la altitud p¡u·<> la cual la presión 

es ~ de la prcsi6n al nivel del m~r. 

4.5. SegGn la ley de f1161t.u.1m.te.n.to de IJri,IJ.Wrt, ln temperatura T de un 
cuerpo que se enfrfa depende del tif'.mpo t y de la temperatura 

ambiente T4 y viene dad~ por la f6nnula1 

(***) 

donde las constantes e y k se determinan usando los datos parti• 

culares de cada caso. 
Un cuerpo se calienta a 110 •e y se pone en aire a 10 •c. Al 

IV, ~O. 

cabo de una hora su temperatura es de 60 •c. Cor:sidere la ecua
ción (***): 

a, Muestre que e= 100. Suqorcncia: observe que T(O)•llO •c. 
b. Use el resultado del inciso a. y el hecho de que T(l)•60 ºe 
para probar que k=fn2. 

c. Calcule los porcentajes do enfriamiento durante la primera y 
la oegunda horv s. ¿Es L1 ter:.¡;r:•r¡¡ tura una var i'1.J1 e que decrezca de 

manera porccntua]ril(,lll.co com;! .. rntl' por· u. d;, t . ., 

d. Considere 1,, m1v,r¿¡ Vil 1.- L;i; l·~ 

nuye de mttn·Jra porcent\Jc\.llllí'i-~le coristantc por i.i~ dt"~ t. 

e. Dibuje aproxi.nJc1,lu1.1vnl" la. '.lráfica di' la función T=T(t) para e 5 -

tc caso p:1rt1cular; r:·;·1 h.i:-;t1 a ~}l L1 dit_;.1 ¿c~;.~l t':'~.:- c-1 lfr..i~.c Ce T 

cuando l Li.e11Je J. ..:..n~~ln1 ~ul 1:·.ti.:rp.i...'>2lL: f:C.s.:..ccú:1en:(.: su resp:..;.uslii. 

Sugerencia: ob:;ervo que, en el modelo, se SUfJOn•: que la te;;-.::0r,1tu 

ra del medio es constante (¿qué tan cierta es esta hipGlesi~?). -
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logb l\ 
logb {'¡A' .. n 

:r:.2s. 

Terminffinos la sección y el cap!tulo con la descripción some

ra del a~pecto general de las qrlf icas de las funciones exponen

ciales¡ puesto que son modelos de crecimiento o disminución perm! 

nantes, las curvas del tipo 

+x 
Y(X) • b-

son mon6tonamznte c~ecienteh o dec~ccicntea, segdn el signo del 

exponente; la ordenada al origen de todas ellas es b0ct y, cuando 

el ~xponenr ~ es ~uy granda y negativo, la curva ee acerca asint6• 

ticarnentc a cero po~ a~~iba; vale decir, que 

l {r:l t.>= "' o 
X ---) - ff'> 

lb b-x .. o 
X-> 00 

todo lo cual da como gráficas t!picaa, curvas como las que se 

exhiben 6n la siguiente 

1 
a. Exponenciol creciente 

-1 
b, Bllpononcial deCl'eotante 

r19ura 

Gráficas d• funcione• exp. 

IV.26. 

CUtSTIONMIO 

4.1. A pa=tir de las ecuaciones (30) a (32), obtenga las ecua
ciones {33) y (34) del texto. 

4. 2. Los datos que se dan en las siguientes tablas correspon<1en 

a reacciones de primer orden; en ambos casos, ~as sustar.cias reaE 

cionantes son gaseosas y su concentraci6n en el tiempo t se mide 

en unidades de presi6n [rrun llg). La tabla a. corresponde a la des

composici6n del cloroformato Jel triclorometilo en fosgeno a 

280 ºC; la tabla b. es la descomposici6n, a 500 ·~, de la etila
mina en etileno y amonla 14 , 

'1':1bl;1 a. 

t o 51 206 454 751 1132 1575 ZZ15 [sg] 

A(t) 15.0'.l 14.53 13.32 11.49 9.73 7.79 6.08 4.17 (lllll Hg] 

T.1bla b. 

t o 4 10 30 40 [min) 

A(t) 
[rrrn llg] 

55 so JB 21 3 l. 5 

Para cada una de estas reacciones, vacíe los ~dton en sendos 
planos cartesianos y trace una curva mon6ton~mente decreciente, 

suave y continua, que pase "lo más cerca que sea posible" de les 

puntos experimentAles. L~ogo, ~ne dicha curva para estiffiar la ta
sa de descomposici6n por u. de t.; finab~ente, encuentre la ecua

ción exponencial del tipo de la (351 que correspor.~a a cada reac

ci6n1 haga tablas de valores observados y calculador.. 

4. 3. De acuerdo a la te:y de AbwH:.u5n d~ LUl'lbc\t, e 1 porcentaje de 

luz incidente absorbida por una delgada capa Je material translO
cido, es proporcional al grosor de la capa: esto si9nifi~&, en 

particular, que por cada unidad de grosor Cu. de ~.) el p0rcecta

je absorbido es constante; de esta suerte, si l (unidades de lurn~ 

nosidad] denota ln intensidad l münosa y g (unidadei; de Jistaricia}, 
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general. 

Sea b un na.mero positivo cualquiera. Si A es mayor que cero, 

el exponente que hay que ponerle a b para obtener A se llruna el 
loga1u.tmo baóe b de A y se denota mediante el símbolo: 

En otras palabra:: 

(l)G) 

En el caso de qu2 1 a base sea el nürnero r, ~os logaritmos 

se ! laman lo ga'1.~ t"'u6 11,_lf u 'ta./'.o, y se: denotan mediante alguno de 

los siguientes símbolos: 

{n X, 

Asf:, tendríamos que com<J 

l. 2 y e.-P • 0.9 

entor.cea: 

'2 = ln 1.1 0.162322 

y - p .. lr. o. 9 -0.105360 

Además, el tiempo necesario para que se duplicara la pobla
ci6n del ejemplo de la sección 3. scr!a 

y el que se re(!uenda para que A se redujera al 50\ en el ejem

plo de la secci6n ant0rior, vendr!a dado por 

IV. 24. 

Ahora bien, es pos1.ble definir, en general fa 6to1c.-<.i!11 cic.pc

nenc.(al de baae b para cualauier real positivo, de la siguiente 
manera: 

( 371 

para cualquier real x. 

En r::aso de que la base ,,.._a el número e se obtiene (a 5un • 
c.(.611 expone11c-taf. na.tulf.rtf y "n la expresi6n (37), se prescrn:le 

del subíndice rara denotarla, de modo que: 

Como SC' ·~ .•. !'j en •J .~dpft-·J:o V. 1 l.1$: ·drft-.1t·n:-:. .;on ~es 

·, r- ,-. ~.:; t c1 , : .. 1 -~· t : ~-.:e-

dades a.l9ebra1ccls de 11na::; tJ'!·."-:-!n 1:stablPC(·r·;e t·~u1valen'_er.e:--,te 

en términos de las otr,~r;; ~:·.:>t:i-~ 1:s ül caf;o .J,.. lds l lurri1~a~; f ·;q~.> 

IÍ<. fo/J eogatitnc& O fi'IJC•) 1t ¡'.o c·xpMH'!l.f,:.1 '"·''" t•ntmr;¡<.;;•)5 ··)r 

pares en la siqu.u.~ntr~ pn)r 1 1.i!~1c,1~·il. Su uso, \·~,;~.:;..,,Ui<~rto ;cr ·.:! 

matcm~t.jco escoc~s .Joh11 :"~üpi~.~:- {15Sü· .. 16}7) 1 s1~:,pi.1f1c-'5 enor-2:-l!!"l 

te lOS cáJcu}08 ill'Ítrn6tlCOS }' ~u 1 ·~ tli1 '°'':7!.'IltC· f°'.~~,· 1 ·i.tCi.\.lf;1.:!l'lC1 "_J-.~·1 

de la rnatemi!li.:.:i como de la .. 1stroncm1<l, Luoa a la que St' ,1p~ .ca

ron prefercntern~nte! 1 

Proposición. S~an x,y y n n&neros rcal~9 cualcbau1era. Sean 

A,:n ybn('m;t1'.JS reales positivos cualesquiera, entonces: 
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m 
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(33) 

de tal suerte que, luego de varias aplicaciones de las leyeo de 

loa exponentes, puede probarse que: 

(34) 

cuya aprox.w::.ac i6n al valor exacto ele ;, ( t) mejora conforme m crece 

más allá 3.e toda cota; luego, conviene saber adónde va la expre

si6n entre corchetes de la ecuación 1341 cuando m tiende B infini

to. Pero es clai:o que el primer factor tit,ndc a 1 (¿por aué?I, 

;;ii8ntras .:nJ8 el segundo Jo hace al 1·cci6n prcr;entado número e y, 

por lo tan::o: 

pero como 1 
e 

/\(ti 

-1 
- P. • ten~rcmos, finalmente, que: 

l\{t) "' /\O e-Pt 135) 

es la f611':ula que busacanos en donde -P es el exponente que hay 

que ponerle a e para obtener 1 - p. 

As!, por eje~plo, en el hipot~tico caso de aue en un segundo, 

el 10\ de las molllculas de una sust.i.ncia reaccionaran, una "tabla 
ele potencias del r.dmer·o e'' indi.car!a r:ue el valor de -P es: 

-P .. ·0.105360 

de manera que la concentración A de una tal sustancia en el tiem
po t, des?u6s de aue la concQntracidn fue A0 , viene dada por1 

A(t) • ~ r.-0.105360t 

o, <GUi Vél.lentEm.mte, por: 

A(tl • Ao (0.9lt 
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Unu rencci6n qufniica cuyo mcc;111ismo im~l l<."·~ un .-..r·;·0rta."l'lien

to como el descrito por la ecuaci6n (351, recibe el ~~~bre de ut' 
udri de. p!t.imeJt 011.dcn; y a mayor parte de las re; ce iones C'Ue ir.vol u

cran una sola sustancia reaccionante son de est~ tino; en parti

cular, aqu~llas que He d0hen al a~caiM1ento r~ri11activa. 

Otros fen6menor. se comportan rle manera s · ~. lar y c1.lr",pl er. la 

hipótesis fundamenliil aunque la v¿¡d,1ble inc1epenr. i.ente no '!S el 

tiempo; tal. es el caso, por e;re1.o¡,lo c\e c61no v.iría la :. tens1f.ad 

lumino¡¡a I de un haz de luz uue atravief;a 'rna l«í¡-.·a <le r•att,rial 

translGcido -como el ª'Jua e.le mar, por ejemplo- or' funci6n clel grQ 

sor de la cap11; {tsim);;rno, 'il ~-~! }'.i:(:C> c1so ,,~11~jo (!<:l cf1:cto <'f~ la 

temperatura, la hum0r:ad y lu.r; r.''.:\ init.:ntu~i ·: 1 ' ld~, r:-:as,1s Ce aire, 

en una aprox1rnacl()n ('\1 '\1~111.al r L~ prP.SlÓn .Jt.rnos;"érL1.~J dis;·¡ji¡\.~re 

de manera porcri.nt-uai.1er:1 P .· 1 ;n~.=-to.nte ih.Jt 1u1¡,\~1d 1~c alt 1t111.~. 

.. lble presentar 1 a ·· '''" l • 1.t 0, .1 J f 1 na l (h' 

ias preguntas concernu:nlP~_; .._1 11d·1s. 

4. Los Lo')aritmos. 

La necesidad de te,wlver ecuacion•JS del t i!'O (2bl 0 1 ~51 en 

la& que "la incógnita" <!9 un c;;.q·onente o "¡:nrtc- ele" un exronente, 

es com<ln; por ejcmpl.o: 

- ¿Cuánto t1e1Hp• .. · debe lf'ilílS<.'.fft'lr }1dL) <lllC ]3 p····;iRCLÓ'1 Se 

duplique si su tasa 1le crecirnir;nto por u. de t. es ,,e r. 2? 

- ¿Cuánto tiempo ha de pasar para cllle la cnnce11l r.1cl.6n de 
una sustancia reacc1n11dnte oue dimr,.inuye e11 un UH c.:i.'.1 u. de t., 

se reduzca a la mitad? 

son un par de problemas cuya soluc16n lependc <'le cue sea
mos capaces de despei,1r t en las s l•Juientes eci:acicnes: 

l' 1¡ "o = •\¡ e-o.105JbOt 

respectivamente. De hecho, la propia btlsqucda de Jos coef ici.cn

tea de t en base a las tai>as de c(lfflbio por u. cfo t. , r.c·s l levi5 
a pre9untarnos por "el exponente que hay que ponerle a i:. para ob
tener tal o cual valor". Conviene enton~es, tratar el problel'la en 
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ID que significa, fXlI" eja:rplo, ~ue si cada mol~cula tiene una 

probabilidad del 10\ de descomponerse durante cada seg. que dure 
la reacci6n, entonces aproximadamente la dlScima parte de las mo

léculas presentes se descompondrán efectivamente durante cada lae 

so con (;Stcl duraci6n!
2 

Su~c~0amos entonc~s que dcnota~os con la literal A a la cun 

centraci6n de la sm;tancia rpaccionar:t.c-· y (lUC, cuardo t,·•O, hay 

una concentr.1ci6n ini<:ial de A
0

. (t;6tc;;r' que ¡, es una rne<lh1.1 <.bl 

número dC: moléculas de L:i r.u:;Umcia ~¡¡e 11<• ha11 ltMcJ:,lcnaJ.{,1). 

Nu¡:.str.". intenci.6n ahoril 0s ¡rncon trar una f6rmu1 a f:xpl !c:i. ta pa

ra la fur.c i.6n 

11 = A(t) 

para cualquier valor dl3 t pos! .. f!rior al momento en que la concentr~ 
ci6n era ;,

0
. 

Suponc;=os que, p~r cada u. de t.. transcurrida, A disminuye 
en una tasa p; es decir, que 

A (t) - A(t-1) 
l\(t-1r-"' -p 

qua significa, en particular, que: 

A(l) = r.0 ( 1 - p) 

•de donde se sigue que si k os cualquier entero positivo, enton

ces: 

(28) 

y que si p
8 

denota la tasa en que disminuye A durante un s-dsi• 
mo de la u. de t., en~onces: 

(29) 

para cualquier par de enteros positivos r y •· 
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Desde luego, el ~rgumento algebraico detallado oue justifi
ca ls ecuaciones !28) y (29) es co~pletamente análogo al oue nos 

llevó, en la secci6n anterior, a establecer las f6rr.ulas tlJ) y 

(16); de hecho, las semejanzas van m!s allj1 es posible µrobar 

que cuando s tiendo a infinito, si bien p
5 

tiende a cero, la su 

cesión de productos sp
5 

se aproxima a un n~~e:~ diferente do ce

ro, que c10not<1rernos on lo s1:cesivo mediante la literal P. As!, 

de modo que, para valores muy grandee de s, 

p 
--

5 

Y, por consiguiente, eu;wdo t 0s aprox imada:nente igui'll al racio

nal r/s (aunque la propia t no sea racional), se tiene oue 

( 30) 

siendo mejor esta aproximación cuando s es muy grande. 

Introduzcamo!l uhora li"l nueva variable m <:!UC satisfaga que 

m crece con s, de hecho: 

(31) 

Como t 'i.r/s, entonces 

y 
r ~ (l+m) Pt 

de donde, al suotituir en la ecuación (30), tenemos que: 

A(t)~ A (1 - 1 ) (l+m)Pt .., o ~ (32) 

y, de aqu!, quea 
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de manera que, finalmente, la regla de correspondencia de la re" 

laci6n funcional entre el tamaño de la poblaci6n N y el tiempo t 

es una en la que la variable independiente aparece como exponente 
de una cierta base fija (lfq o, equivalentemente, eQ) r tal tipo 

de funciones reciben, por razones obvias, el nombre 9en~rico de 

6u11c.ione.6 expo1te.nc.<1tleb. 

CUESTIONlJUO 

2.1. Describa las hip6tesis biol6qicas funuamentalea del modelo 
de crecimiento ilimitado an una poblnci6n !modelo de Malthus) y 

diga si tales suposiciones sor, concebibles en condiciones "natur! 
les", en general. 
¿. 2. ¿Cu'-11 os 1 a hipótesis ar i tm6tica fund:vnental del modelo? 

2.3. Consiga una tabla de las poblaciones de Mt'ixico desde 1900 a 

la fecha segdn los censos deccnales que se han realizado desde el 
inicio del siglo. Considere una d~cada corno u. de t.! 2 

a. Calcule las tasas de crecimiento de la pobleci6n por u. de t. 
durante cada una de las B d6cadas que van de 1900 a 1980. ¿Obtu
vo ·algun<t tasa negativa? Si s!, explique la razón. b. ¿Existe a,! 
guna diferencia notable entre las ta5as de crecimiento antes y 
después del descubrimiento de la penjcilina (alrededor de 19401? 
c. Suponga que durante las dltinas cuatro décadas, la tasa de or~ 
cimiento ha pennanecido constante e iguálela al promedio de las 

correspondientes a estas cuatro u. de t. Co~ este valor de q, de
terniM el par.1metro Q del modelo de Malt:hus si oe 1iupone que 
t .. O en 1940. Con la f6rmula (26) y l.os valores adecuados, ha9a u
na tabla de valores observados y valores calculados para las po~ 
blaciones de México. 
2.4. Construya paso a paso, un modelo malthuaiano para el creci
miento del peso W de un animal con ln edad t. Haga una cr!tica, 
para oste caso, de la hi¡XStesis sobre la constancia da la ta•a 
de crecimiento por u. de t. Suponga que q • 12t y calcule la1 a¡ 
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rreapondientea a laa tablas 2.1. y 2.2 •• 
2. 5. Se dice que una aucesi~n nwn4rica ea wia p~cg.,~.Uri at.ltrW.cA 

si Y s61o si cada térrrino se puede obtener del anterior, mediante 
.la .s1una de UJJ<l cant.ldctd c:-.1~t1mtr !lttm.1da n.~11:f11 de fo P~•':1h'.Si.'1:": análoga

mente, se dice que una sucesión num€rica es wi.1 p-.0911.c~i:.<r. g<.<'n:U.u

ca si y s6lo ai cada término se obtiene del ar¡terior r.ediante 
el p11.oducto µ011. una cantidad conatante llamada, asirni~~o, 11.aztn 
de la p11.og11.cai6n. SeyGn est~a definiciones, expli~uo el sentido 
de las afirmaciones de Malthus copiadas en el ep[grafe, 

2.6. Obs6rveoe que las reglao de correspondencia del tipa (261 o 

(27) están bien definidas para valÓros negativo¡; del arg\Ul'.ento t. 

¿Cómo Ge .interpratilr !an fonomcnol6g icamr;ntc los va lc:«'S de ~· ( t) 1 

si t es menor c¡ur, cero? Dibuje la gr4.fica de la f6n:'.1la (27) en 
el intervalo que va de -5 /\ 5 cuando q .. 20\, ¿Cu/íntC' vale la Cf. 

denada al origen rJ,~ la curvu N "' N ( t)? 

J, Reacciones de rrinir_,r Orden. 

Consideraremos aquf una reacción química d.: tiro :::uy sir.., le, 
en la que sólo reacciona una sustancia it·.reversiblcr..E?nte '1ast1 a
gotarse. Segan el mecanismo (tisicoquírnico) de la r~~cci6n, l~ 

concentración de la sustirnci a r<::!accionant~ variará r:cn el t .:.a"!lpo 

de reacci6n de diferente ma1wra. J\s~, por cj<0r:.plo, r:" 0s lo rJis

mo cuando la suatancia se <lescompona merced al "'focto ce ur. a:ie!! 
te externo corno la luz o un catalizador que cuar.co es el cho~ue 
itermolecular lo que produce el cambio; en el caso au~ interesa 
a nuestra discusión, supondremos que el Jl'll'Cetl' d~ fo H.ac.c.id'rt con-$.{¿ 
te en lit de.scompcblc..i6tt e.spo11Mnea 1J azMo.\a de liu r."!l(foi(.u ilc h <1iu ~4; 

esto es, que cada rolécu.la inicialmente presente tiene ta tnÚM p1to'1.! 
b.ll..lclad de lleacc.lo111v. qv.e. ci1alqu.üJ1. c.t.Jut moUcu.ta. dt1•,:,11t<. u/14 u. éc t. 
COmo en el caso del modelo malthusiano, esto se traduce en la si
guiente 

H.l.p6tu.i.6 'undd.lllt.n.tat r d pcll.C.uitAjt. ui que. fuw.1.111c (.: ~·~U1t~.:! 
el.In dt l4 4"4.tAlleé.4 -'lt.4Uianallte t11 11114 u. dt t. ~eu cc1ut.t~.u. 
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cuando w (y, consecuentemente s) tiende a infinito. Veamos lo 
que ocurre en la siguiente 

Tabla 2.2. 

s s \IJ G 

0
-

5.484802 
10 54.84802 
102 

548.4802 
103 5484. 802 
l04 58488.02 

11.sf, ocurre que cuando w ·-ve.'>, 

cercano a 
2.718 ... 

y es posible probar que esto ce 

(1 + _L¡W 
w 

2. 505770 

2.693909 

2.715808 
2.718034 

2.718227 

(1 + - 1-lw tiende a un valor w 

cho, este l!mite el! uno da loa más importantes de la rnatemtltica 

y se denota de ~'anera espucial ¡;icdiante la li.teral e. 11 . r,s!, pe~ 

dc.f,.túci.611, 

e =' l!m (1 + _ _L)w 
1 ,' ·-·-1>"' ·.~ 

(24) 

'Como el famoso 'íl' / el :\lustre e <~ u11 11úme.1t.c ,i1viac.lo11al cuya expil!l 

ni6n decil!lnl no o~·edece rogln alguna de pr.r.iodicidad y que, para 
gran cantidad de fines prácticos, puede com:.lderé\rse como aproxim! 
da:-:ente igual a 2.718 de man~ra simU<1r a corr;o 11' se toma igual a 

3.1416 

Terminemos ahora con el trabajo de slmplificacil'ln do la f6r-

111ula (23) : puesto que en ella la exact.i.tud "" mayor c11ando w es 
r.iuy grande, c.01we.;d1temo6 en que 

(25) 
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de modo que, al oustituir finalmente la definici6n (2~) en la G! 
tima ecuací6n, su tiene: 

N(t) (26) 

pa4a cualq~{2~ t. 

Indudablemente, la f6rmuln (26) es mucho más práctica y ge

neral que sus antecesoras: no h.ir:e fillta, para arl icor la, calcular 

tasas a c;¿ida r,ano~ es ~ufícient·e ::-:on ¡~r;·!er c.1lcular f~l ~ pe.lene{~-~ 

de r. y, ilf.:;rtllnadamen'.r- e,;tc bi.clio es tan im¡-:ort.rnte c-!e se han e

labora.do tE:!blt.is muy prccj :;u:.> dr~ slJ.:; r:l):.enc{a::; 'I .::·r1:;i ·::u(llc:uier ca; 

culadorn puedo hacurlo. /,(;u;r,;1,., tal facUidad de c(llc•üo per.i.ite 

determinar Q ain necP.s:·~,,.:;. ch-~ ('Ip1oxirnilr1~1 1r.1:diantt~ :.Lis f1
5

; ve.-1r.1us. 

en donde se suponen conociaos los valores da la pobl!ci6n inicial 

y de la tasa de crccirn1~nto por u. de t .. 

Por consiglli.<m'c, (l rb ~.f expo11rnti: que. lwy t/IH' ponc .... 'c ,1 • .C 1·:ÍM<-h' e 

¡xvut ob.tc;:.;,t l+q; dú m•ir••.c:·a •.¡ue, en el :;11so p11rt.icu1<1r ;··ur>. dcsilrro
llamos aquí, 

Q = (), 182372 

porque Ófie es el valo1· que sld1alan las tab],Js p,1ra rl cual 

~-Q•l.2 

Por consiguiente, la fórmula que ~odc1a el :rnci~1ento de u

na poblaci6n con tasa d8 crecimiento .::Gl 20% por u. ele t. ser&: 

U(t) "'N ¿ü.16231.2t 
o 

En reali.dad, la ecu11ci6n (26) es und fonna equivalente c!e la 

qenerali :r.aci6n quC' "et i1 <l•i espe1·arst!" tuviera la ecuacil'Sn (19) , 

a aaber: 
N (t) (27) 

puesto que eQ y l+q son dos formas distintas de escribir el mis-

mo namero y, segün las leyes de los exponente.íl: 
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Es m4s, basta considerar que s toma valores iguales a las 

sucesivas potencias de 10. Como lo que nos interesa es el com

poh.fATM Wo m1mlv co de las u
9 

cuando cambia s 1 sunondremos que la 

tasa de crecimiento por una u. de t. completa es del 20% (esto 
es, que q ~ 0.2). 

Sea t cualquier valor del tiempo para el cual es válido el 

modelo. M1n en el caso de gun t no fuera racional, aiernpr..: serfa 

posible aprox lrnildo median t-c Un<\ i·a?.ón de enteros, de rnaner11 que 

supondr01nos tu,~biC-:ra que 

t ':t-..!.-
6 

Veamos c6mo se comporta la sucesión de lao q
3 

cuando o tie~ 

de a infinito: 

'Tabla 2.1. 

=\/1 "" s qs + 0.2 - 1 

10 0.018399376 

102 0.001824879 

io3 0.000182338 
104 0.000018232 
105 0.000001823 

106 0.000000182 

107 o . 000000018 

ano era de esp!!rll:cs" (¿pcr qué?), qs tiende a cero cuando s 
crece mucho¡ s tn embargo, lo hace de m'lncra s.íngulnr 1 de modo tal 
¡ue l.01> p!I.< cfo.;:..tct. de f.a 6afUrla sq

9 
se acor.can a un valor aproxima

da:nente igual a 0.1023 que llamaremos Q; abreviadamente, estl1 lo 

denotaremos de l.a sigufonte manera: 

Q • lím sq 
6 -<O B 

y diremos que Q u e1. lúnUe dr. u t.ucu.lcfn sqs 

(211 

para denotar la idea 
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de que cuando s 

como ~e QIA.(.e/la. 

moa, 104 , 

Cllec.e me{¿ alld de c.u.alqulc.Jt. cr t.1, sq 
9 

.&e .te e ~c.1 a Q t;:.,-¿,c 
En narticular, para valores de s mayores que, diga-

y, por lo tanto, 
q ,... .L 
s- s 

de manera que, si conocemos Q 10 , podemos obtener buenas aproxima
cionan de q

5 
para s grande, con sólo <liviiir Q cnlre s. Sin embar

go, tampoco"" ésta la mayor utilidad de las qG. Para llegar a 
ella, hace falta hacer algunos Cllmhtn6 de v<Vtútbfr -csti::- c:s, lla~.ar a 

ciertos tthminoc con nuw;os n')ffibr.es- y reacomodar ciertas cosas 

BP la fórmula: 

N(t) ?:. N (1 ~· q )'r, o ·s 
t~-L. 

5 
(22) 

en donde, ~·a lo dijimos, el grado de aproximación es ma)'Or entre 

más grande es la s. 
Sea 

w = s .J. o -rr··, Q T" 

entonces 

... L ':. q 
w !l 

Pnra empezar, nótese que la nueva variable w crece con s. Aho

ra, sustituyamos r por su equivalente en ténninos de w }' t, co::'o 

se sigue que 

t ~_;:_ y s wQ 
s 

r ~ wQt 

que al ser uustituído en la ocuaci6n 122), da 

(23) 

Pe~o como u
0 

y Q son constantes y el valor de t es ünico Y 

no depende de la eventual aproximaci6n racional que? de dl se esté 
utilbando, e.t c.ompoúiln'Á.mto d~ N(t.I cua1;dv s --·-+""dc¡:w:íe ~6(;;! di! 

qu.l a.·u.'IM can ta ex¡Ylu~6n 
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N (_!._) ,. N (1 + qf /s 
li o (19) 

que ea una fCSrmula "alge.bltt!lcameiite." de.! mUmo tipo que. ta. (13) pues, 

en ambas, la v4/t.UJ.bt.e Vtde.pe.ndie.nte. apa.1te.ce. como ex.ponen.te. de una rn.Urna ba.&e.. 

Habiendo llegado a este punto bien podr!arnos sepultar en el 

olvido a las q
8

, sin embargo, en esta prcsentac16n. están llama

das a ;Jaar un papel mucho má~ importante que el que hasta el mo

nento han tenido. Veamos. 

Reconsideremos la ecuación (16) y supongamos que la expan

sidn decimal del racional r/s viene dada por 

r 
6 

(20) 

Jr:¡¡/lE> las a< son d!g i tos y los uub!nd ices señalan la potencia de 

1iez ¡0r la que se multiplican en el desarrollo de la expansi6n 

¡..p f 2Q, SS 61•r·W 1. 

·.-.-. r~OI e.s un<l rnejor aproxif'laci6n entre más ténninori de 

la "!X.~,"· s 16n se consideren, tenrlrr;r.,os que rH---E-) puede aproximar s -
se as~'Hsro con mayor precisión si. se usa (161 con valores de q

8 

J~ualcs a las potencias sucesivas de diez (de hecho, esto es una 

<:onsecuencia da la convención de continuidad que establecimos al 

principio, en lo que insistiremos en brcve)7 esto es, como 

entonces 

y dado que 

con mayor exactitud, s~ tiene que 

a 4 , •• 4
0

4 
1 N(_..,!_J ,.,, N (l + q ) n n-1 -

s :..# o 10 

es decir, que basta agregar tantos dtgitoa como sean necesarios 
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Y sustituir en (16) la tasa adecuada para obtener con la preci
aidn que se desee, el t11m<iño de la población en el t icr:.,o r /s. 

Por ejemplo, si r/s • 1/3, la siguiente sucesi6n de valorea 

de N est4 "cada vez m6s cerca" del valor "real" de N<-i->: 

por que la sucesidn 
3 

º•ro 
3 --roo- , ... 

se aproxima o "tiende" al valor exacto de 1/3. 

En general, se ti1,ne que la variable N se comporta as!: al 

tomar valores sucesivdmHnte más cercanos al tiP~po t 0 , el tara

ño de la poblac16n se aproxima cada vez más a N(t 0l (par cierto 

que una conducta distLnta ser[a d~f!cilmente interpretada desde 

el punto de vista biol6qico): para que as! suceda, vuel.,'e a ser 

indispensable el que N pueda tomar cualquier valor real suficien 

temente cercano a N1t01. Ctros procesos de crecimiento rue sati5 

facen aproximadamente la h ip6tes1s fundai:1e11t 11 de este rodelo, 

pueden prestarse mejor para la adecuada interprttaci6n de la C:M· 

tü1u..idad de ea valt.ictble depe11dü11.tl!. (ccnsidem el lector, por e
jemplo, c6mo aumenta el pnso d<! un niño durante los pr lr;eros r.oe

ses de su vida}; en cualauicr caso, esta idea está basada en el 

c.onc.epto mMf11¡<ftú.o de Umdc, noción central de la natem.hica r;.oder

na que deberá discutirse con cuidado en los cursos <le cálculo pe

ro que, por el momento, mi!.nejaremos informal e intuitiva.":lente. 

La solución general. 
Como se vid, el g1ado de exactitud con que se calcula N(_!_), • ea mayor cuando el denominador del racional decimal aue se usa 

para aproximar r/s es muy qrande1 conviene entonces analizar el 

comportamiento de l.04 tl"-·11üw1> que de.pMde.n de a en la fdmula 

N(-!-) • N (1 + q )r 
a o s 

cuando a crece m&a y mal. 
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cidn al inioiar1e este lapso, •• decir, la tasa do oreoillliento 
correspondiente a dos u. de t. cualesquiera ea1 

Nlkl - U(k-2) 
N(k-2) 

No (l+<J) k-2 (2q+q2) 

• No(l~q)k-2 

• 2q + q2 (lS) 

tlo H difícil, asimismo, 1.11ostreu: que el porcentaje t ... : q1rn 

aUZ11enta N cada 1.fotH1!linado tltrnpc.i puima.nect cé•M.tru-ite p¡t.'14 t· .rfa·lo.pJO · -

dr. tu. r.i<Ama di11Wci611; !!n otnrn palubra1>, c1uo podenos eloqir co.>r.1l 

unidad dt) tiempo el intervill(, quo r.:i~jm: no!I a..::o;noda quo, '31\ cual

quier caso, la hipótei;is fund,:,_"'ent¡ü oo ;;egu;.r.i cumpliendo. Vea~ 

~o• ahor~ qud suc~do &i 

•el ti0r~10 eo racional" 
Si binn 1,1 H.lnnula (13} <1S un avanco, no oh•idernoe que 'lnéla

ll'OS en bu!;ca do m1il qua por.·1ita calcular N ( tl pn1:a cualguior t, 
suoor,aar-o:; enton'.:r· s que ha t ranscurr. ido una. ca.n.üd.ad /tllcJ..oi;a.t de u. 

de. . .t.. , di:si~¡nzcl,1 me<liante la razón de enteros r/sr ui pud1éramo11 

er.cor.ti:«.r )11 ta.H r!r. c-'ltc.,mic1:U coM.e.1f'<J1HÜ1•ntt a w1 s-é.~l.mo dt u. rit t., 
ter.dr!~:ios ii l<i mllno la aolución del pnlulc:nn, puesto que -y he 

aquí el valor d~ ln generalidad de l~ ecuacidn (13)· hay una for

ma general de calcular el tanaño de la poblaci6n al cabo de un 

nCJtero ~ntero ele lapsoii cuando se conoco lLl tasa de crecimiento 
' correspo:idiente ;¡ uno de ellos. E1'ectivil!ílente1 

Si q
6 

denota la tasa do cercimiento de un a-daimo de la u. 

de t., entoncos1 

toda vea que 1 
..!... • r vece• un a-41imo • (r) (-¡-) 

o 

(U) 

Si conoceaaou la tua de crec!Jliento de una u. de t. c:oapla

ta •de hacho, 1er!a baatan~e tener la tasa correspondiente • cual 
quier lapao conocido- tendremos ques 

pero tamllién 

de man ora quo, por trun:si t. vl.dad 1 

(171 

ecuacidn on la que desconocemos q6 pet·o en la que eat4 toda la 

informacidn nt:icosaria para de:zpoja1:la1 en ef@cto. (17) implica 

qua1 

1 + e¡ • (l+qs)º 

de donde 

qs•\1Í;-"q + 
Y1 finl'llsr.entea 

11 

\/i·--qaª l:+ q. 1 no 

Da esto modo, el par do ccuacione~ f 16l y (181 ion 1uficie~ 
tH para calcular N(+) para cualquier par de enteros r y • pe~ 

ro adolecen de un grave <fofect.o: 1mn poco pnict .i c·a9 porqu~, t;a

biendo una infinidad da valores factibles para s, ªs ta~dr!a q~• 
calcularse cada vez que' el racional r/s con el qua ne eitd repr! 
aontando el tiempo, tenga un denominador di!erente. Sin o.":l.barqc, 

un rengldn más en nuestro argumento prover4 una fdrr.iul& aencilla 
ein dicho inoonveniente1 austttuyamos (18) en ll6) y si.Jtplifi~u! 

lllOll 

N ( ! ) • N
0 
ll + <V'i+<J - l) l r 

• No 1efí+? ) r 
t De eata 1uerte, al aplicar laa "ltvlA dt lo• upoa.:1¡tf.&• , tendrlnbl 
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C5), entoncee 1 

N(2) • N(l) + q N(l) (6) 

Y, de seguir as!, para conocer N(k), tendr!amos que calcu
lar todas las poblacio11os intermedias, desde N(O) hasta N(k-1) 

lo que, desde luego, es poco práctico. Para evitarlo, oigrunoa la 
siguiente deducción algebraica: tanto en la ecuación 16) como en 

la (5) aparece lo que se ll<U'la un 6a.c1Dt comt'út en al segundo 

cier.bro1 111ego, aplicando la propiedad distributiva del producto .. 

sotro la sur.a ce núneros reales (ea decir, factorizando) en am
bas ecuacior.es, tenernos: 

(7) 

Nl21 ., 11(1) (l + ql (8) 

Si adem4s sustitufmoe la ecuación (7) en la (B), tendremoa 

que a 

1112) • (N
0 

(l+q) J (l+q) (9t 

dado qu~ lo que aparece entro corchetes ea preciaBlllenta N(lt. 

Pero 
ll+q) (Hql .. (l+ql :l 

y, por lo tanto1 

N(2) • N0 (1 + ql 2 (10) 

Si aequllloe esta U:nea de razonamiento para encontrar exprf. 
aione1 adecuada• para N(l) y N(f), verel'IOa que& 

NCJt • H(21 + q N(2) 
• N(2) (1 + q) 

• (11
0 

(l+q) 
21 (l+q) 

• "º (1 + q) l (11) 

y 
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N(4) • N(l) (1 + '!) 
• N (1 + q) 4 o U2t 

lo que sugiere, si ya nos convencimos de que para obtener la f6r
mula general de N(k) bastaría repetir este ar9wr~nto k vece1 , que 1 

N(k)., N (1 ·~ q)k 
o (l)) 

Por razones quo scr~n clara& enseguida, conviene llM'.~r la 
atencidn de los lectores sobre el $iguiente h~cho: con frec~~~cic, 

se comete el error de creer que la tdsa de creci~iento e~ prcpor

cional al tiempo, cato os, que si en una u. de t. H crece en un 

porcentaje q, entonces N aumentará en 2(! si tnmscurrer dos u. de 
t. En realidad, de la ecuación (10) se obtiene ~uo: 

N(2) N(O) "' N (l +qJ 
2 

•· N o o 
• N (ll+a) 2 - 1) o . 
ª N0 11 + 2q + q2 - 11 
" N (2q + q 2) 

() 

de manera que la tasa de cercirnionto correspondiente a doa u. '9 
t. aera1 

N(2) - N(O) 2 + 2 
N(O) --· "' q q 

que ea un porcentaje ut.Uct.'lnle.nte mayo.\. que el doble de e¡. 
Sin embargo, no importa 'i'lit par de u. de t. sean la1 czv.• 

paaen -no neceaariarnonte las dos primeras- siempre se obtiene 1• 

lliania taaa 4e crecimiento para este lapso1 en e!octo1 

N(k) - N(k-2) 

de donde, la raadn entre el incromonto da la poblaci~n d\lt>ante 
•1 lapso que va de la k-2 fal~• u. de t. a la k-•slna y la pob!a• 
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POr con1lgulente1 

~ ~(kJ • Nlk·lJ 
Niki • 

para cualquier k 2 1, .•• ,21. 

N(l} - N(.QL 
NIOI 

xv.s. 

( 3) 

Esta formcl de crecer es ap,oxima<l=onte cierta on ~¡rim can• 

tidad de poblacicnes humanas durante lau etapas de ascrnta;ni :nto 

o colonización; por ejemplo, en el "Ensayo sobre ol Prinoiplo.de, 

la foblacién", Malthus conr;idcn1. la poblaci.6n de la!l llru11ali.Hl 

•trece colonias" que dieron origen a los Estados Unidoo
5 

y la 
nis~a ~0blaci~n de ~óxico hn awEonla<lo así desdo 1940, ~nr lo me 
ncs: •rar.bH'!n hay periodos en que se ob~crva un cor.\Portmnii::nto dc 

este tipo en cultivoa ele lalxnatorio y rnlis allá el¡¡ lo:i ojenplos 

particulareu que curplen tal hipr~tcsis, no!l interesará general i

zar el rGt.0do q•Jr: dr:r.<.:rit.1W.>5 fl'!Uf para cr.tudi<>r pr:oconoG en lou 

o·Je u:ia var iatle auncnte o cH!.>r.iin•_¡ya d~~ münera p1Jrcent11almcnte 

co;.st<'.lr.~e i!l cüJr,b1rlt otr11 vnr;.ntl.e en una unidad. 
Por el ~0~cnto, buscaremos la f6rmula cxpl[cita que nos peE 

oita calcular ~(k) para los valores factibles do k, cuando k es 
un entero. Más tarde, usarcmou un razonamiento similar al ~ue 
nos conduzca a tal fórmula para dar con la correspondiente a 

N(-!:...) 
s 

' donde -¡-es un racional, Finalmente, mediante el uso intuitivo 
del concepto de liMltt, encontraremos una f6rr.iula general pa.ra 
el cllculo de 

Nltl 

donde t representa cual~uler valor del tiempo, independienteaen• 

te de si es un racional o no. 
Ar.tos, sin o~bar90, conviene establecer la siguiente •con-

vor.c~6n de continuidad"1 precisamente con el fin do poder usar 
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la nooidn de l!~ite y, con ella, la herramienta cl&iica del c&l
oulo infinitosim.il, ca nccca:irio auponcr qui.' la varinbl..• N Ccl 
tamaño de la poblacidn, en 1 de lndividuost se comporta CO!llO al 
variara colttútuament~ •m los nelmeroa reales y aue es capaz de 
tomar cualquier valor, entero o fraccionario rna}'Or o il)ual que el 
valor N

0 
de la población inicial. Respecto a esto, en •hn Ir.tro

duction to Ecology", G. Evclyn llutchinson dice:" ... ;,u:".c:ue en ri 
gor e9 falsa, la convenci6n es m~s inocua si se est4 trabaiando -
con una población suficientemente grande d~ orgJnl~ncs oue.no tie 
nen temporadas definidas de nacimiento o nuerte, en la cual l•

reproducci6n ocurre azarosamente entre todi:ir. Ln Mi e_.-;.r 0 s Ja h. 

clase de edad adacut1dn y la muerte succdü de <1cucr:·!o .) alql1n pA

tr6n estadísticamente definido que no varía con el tie~~o .• ,• 7 

Cuando "el tiempo es entero". 
Empecemos por llamar C] a la tasa de crechr.lento por u. de 

t., esto es, aea: 

q • N(l) - N{O) • ~Jk) - N(k-1} 
N(O) Nlk) (C) 

De aqu! Y de la ecuación (l) se infiere que el increll'entl 
de la poblaoidn durante el pr:me~ dta as1 

N(l) - NIOI • q N o 

(•• decir, que por cada individuo inicialmente presenle nacea • 
nuevo• individuo1). De aqu!, se tiene que 

,,. 
eouao16n que puede lferse a1l1 •111 cabo de una u. de t., ta poblA 
ci6n consta de lom individuos que ya estaban en ella ~aa los ~ue 
la acrecentaron durante eoa primera u. de t.• 

Como ta.mbidn ocurro que, durante la segunda u. de t., ~ay 
un aumento de q individuos por c~da ur.o da los presentes &l f1r.al 
cSe la primera, es decir por 1•,.c1C1 '.Ir.•' de los N ( 1) de la ecu01ci6n 



dt el punto de vfsta da suS'duel\os extranjel'1ls y de nuestra hurguesf~ de co~ 
mtsfonistas, que ha vendido su alma al Ofeblo a un precio que huhfera avergon 
zado a fausto. Pern el sistema r:s tar. Jrracional p¡¡r¡¡ todos los d¡;rr,h> c·1P. 

cuanto r:á; s~ ¡,~>9tToll~ 1115~ agudi111 :.w, dr::scquil:t.rio> y su> tensic.nr.s 1 sur, 
contra1icriare: ardientes. • .•• s0 extiende 1ü potr~za y se concc~trl 1~ ri· 
qu~til en e$.ta rei:pfi;i qu2' CIJ~nt.il t:on ir1:r:t:nsJ:.: lc9tl)n~$ di:: hr41cos c8~•Jos QU1! 

~e muHlplb:.n dn ·~r::5CM~:Q, t\u 0:·1n~. f5111'ÍU5 s~: 1n'.taL111 i:n lns polr;; ¡idv1· 

lbJÍJ:fos ck j2sarroll1J ... _S:;o f'a1t1ü') EJt:no~ Airr.·s, 'lt1 Ciudcj 11 tk- Mt(i: .) .. · peru 

rrr::n:>s riano o~ obrt~. '.·,~ q._~c:t:~itt1 cad¡.; v~.t. f:~ ~ti~>t~,.;r;.J r10 hn pr:.;vf~~!.¿ ~:~U; pe ... 

q,.,,~i.l tro1c;t h: 111 t:'''' r.obra i::> '.~u1t;:. V 1J gu1L\ ~e r"pr:.c'.l;CO, ~~ h ;Ce el 

aM•r cM ert'·''>~ii>¡,)(¡ \1 ~i~ prro•.:ci.;;,;c .. Cad~ ve7 .~'.iet1,, r~ís ')ent~ ti la ver.) 
del omí1w, i.11, triibajo 1w 1Jl cam¡ :;, dornJe el htífl.Jl!Jio n:·!r;a con ;u~ ~l1J3!t 

te:;cos eritl1e•, y ~L ~!'\'h~jo en 11.l i.:1'1da(J, dnndr· reinan li\S rr.~q111:r:S: ,_,¡ 

si:.tc:~.a \<·e,:·\ tti- h.:.i1·lirr~~. l.1:; rni~lciris:s. ncrti~if.Cf IC'1fi•1S ';:.tcrt l l.í:.:t<1 ;,.n~.·ivi1 : 1 it:nt;t 

~iujeres y ~'''"'·br¡,n pfldor.<;., •!L:ifragnl!., !'~¡iii0l~>. preservatiV{¡S y alm~na· 

G'.Jei l"JrOd .s, µuo C\l,<:lh;n :i1iios, pnrfi.:.dunente, lo. nii\o~ latir,o~rr.ertct1-

nos r.ont fr<,; ·• r.or. ierido, r": 'J 1 nr! i cando ~u cr.r ,:\.11~1 n¡¡ tlirii l ¿¡ obte1;er un si t 1 o 

ti11jo el sol ~n e>(H tierra> etrMnd1das que ¡:¡•\Jrfon flriniJ~r 11 todos lo que 

,, casi toda:. nie]M\. .. ••·
1

. 

CP:"O s!.! v:•, c>l tc;:ia eo harto pol~1ü1:01 invitamoo al lector 

interesado a profundizar ~n Gl y ~ coneiderar cuidadoorunenta loe 

ar9•;.:-.ento·; quo, trns unv apa~ente neutralitl11'2 t!écnica o oienUf! 
ca, son u,-ndt.HI con fre(•uenda p;:rr. junti flcM: iileoldqicamonte la 
explotaci 6n o la injw;tida. 

1., tl Modelo de Malthua. 

Salvo ur.11 rcqucf\a 1.Hferencia, loe dos modelos que diecutir!, 

mos aq•J!, t:.1.g•Jcn el misr-.o ra:i:onarnJ.entoi por esto -y para no dia
traer al loct.or- der.a.rr.ollamon primero el de Maltlms y, m4B ade

lante, sin tanto detalle, el otro. 

Suvongamos que venimos observarnlo una poblacidn en la lj!U8 

el nti:ncro de individuos H aumenta ~on el tiernpo t1 que, al in! 

"'·'· 
ciar el estudio (H <ltcir, cuando t ... 0), hay i1

0 
individuo:s y que 

no uútvi Umltaeümu nl efe uraci.o 11-i Je comida p&ra el crecimiento de 
la pob •. aoi6n1 !'.';;ta eo h\ hipeltcrn ir. blol6g ica f\lnda:n<:ntHl. Si.;;>on

dt·cmoz tarnbitln '~;;;:;, dunmt:e el pc.cfodo rJl..!ü ntw irte:rr,;f;a, no hay 

muorteíl. i\.s!, el 01,ico freno 1ü r..:it:h~ü;;H:c il~ 1:,1.1t:·11on bicht)l:I •:~ 

su pro?ia capa~i~·d reproductor~. 

!~:ú quéª'! traduc::0n cu:.::.ntit-1t..i·.;;,\ 1 n~¡¡~e l;i:; •.:un:\i(:io~·lt-Ji arit.e

::-iorfls i t:na r:ec;pu1:1~ .. ta adecutida ne s F'::n.\i tir l ¡i la:it-.:a;.:· ,;:J1ccuadM1erJ-

te tt1 ;i;oc: ... :lo. '/:;tlc~s~ 

V:::rno no !'i.IY ccr:1poter.ciH er:~.r-:~ lo& L\'J.11:,;.'u•:J:i .d. r.,irorc ';11c irc.·

pid;1 cu Ubr:o reproducc;i6n, lii.cr. ["Jd.:;1:1os l1~1poner r1.u'' "fr>X: unid;Ld 

da tiempo (u, de t..)-- cctd11 ¡, ¿c.lt e vJ. a .te ne:i: d. » 11 r.i;1 1íi.Írrit1tu ds f...i • 

jo~ y ento aigni!:icii, usm1do !.ll ~fv.b<Jlogf:>. do le;i funciom1s (!!J~ 

ya o:;nccemoa, qu~: 

(l) 

no carollia para ningur,. t d1~ntro dr!l lapuo de '· '\lide;.: c'e 11uestna 

¡ir"«isas. En otr11a pal,,bnH;, lo i 1 imitado del !1H:din lite ti:l\:~;.;c¡¡, #la• 

te~14ticruuente, a l.a ai9ufonlc 

/ílpdtt.b.l& 6ur.á1lllle11tal1 fct ta.itt ie c:.itc.ir.iv1to cit. l:1 pcbC,1~.ilit, ll~W 

.tada. poi!. la .u:z6n 11) peJ1.mru1ece. co1i4~«1~te en el ti.CJ'lpO. 

Aaí, si aa sabe qua la u. de \".. e" un dln y !Ui!l el crcc:.nié'n
to porcent1.1ab1ento constante se r!1a11tiene durante 3 ;rnr.1anas, enton-
cea, la razón en que a~nenta ol número r.te individuos ol pdlller éi'.a, 

••to ea1 

Incremento de la pob}acidn al 2_rimer.~ 
· l'obhcidillnicial 

...!'!J. l l - tl( () l 
"' noi ·-

et ic¡ual a la razón en quo aumenta la pobla~i6n cual~uiera otro de 
to• U dfaa de lH tres prhnarao scmanu. 



CAPITULO IV. HODELOS ELEMENTALES D! CRECIMIENTOa LAS 
PUNCIONES EXPOtlENCIAU:S. 

1. Ant.ec:odentu. 

Si se supone que los sfgufentes postulados . 
se cumplco: prir~ro, que la comida es nece
saria para h cxtstencfa del hombr0; segun· 
do, que la pasién entre los sexos r:s neceS! 
ria y permanecerl aproximadamente ~n ~u es· 
tado actual, dipo que ~l poder de la pobla· 
ci6n es lndefir.ldarr.ente mayor que P.1 poder 
de la tierra para abastecer de n~~i0s de 
subs t s ten e ia a 1 hc:rbr¡¡. !.a ¡;ob 1 ¿¡e í {,¡¡, cuu_n 
do no ~e l lfil tJ. c~u;¡(',t.ta t')! u11·: .'t¡t;:(}r¡ H''º .. 
rr~~Ot.ica. lo~ , .. ,~jins de suUs i$tr:ncit· CJ'U~t'~.n 

sólo e11 w:~ ,•_clc'r1 ct'ti.ti11MÁ.rr!. L'.11~ leve f;¡m_l 
ltaridad con lo; mkcros b¡¡:;t;:d para con· 
vencernos de ! a ir n;r:n" 1 dad riel pr if·,er porfor 
comparado ccn el sc~undo. 
• , , Hay un,; hcha r.on>tantc p~·r l? rxtstrm· 
tia entré )¡¡~ pbot.as y lo·:, 01;;:·.;1,c.s. Cl 
hombre no ¡;•,,:Je r·:.rapar dt> c~t . .i. Entre <1qll~_ 
llos, los efectos son el d0sperdlcio ~e se
milla, las ~~fcr~edades y la ~J~rtc prcm~
tura, Ent n'! Jos seres hurranr,s, 1 a mi ~crf a Y 
el vicio ... Esta drsigualddó iiatural de los 
dos poderes -el de la población y el d~ 11 
producción de la t_ l!!rra- <lp.arHe i~supera~ 
ble en el canino de la pertcct1blhdad de la 
sociedad ... Consecuentemente, si las premi
sas son correctas, e 1 argumento es conclu~ 
ycnt'! en contrll de la perfeü!éllidnd de 1a 
m?Sa hwn,na .•• 

Thomas R. Malthus 1 

En 1tSte capítulo 11c construyen moc!clos. En base A cit;lrtaa 

prem~sa~ si~plificadoraa ~apoy!da9 s6lidam~nto en la evidencia 

emp!rí::a- !?e pcstula ::na hipótesis fi.:ndrunental y, !'Obre ella, ee 

tusca el tipo de relación funciona! ex!stonte entre un par de V! 
ri.::blu. ::oa intereu discutir cómo crer.:e o dismim•ye una canti• 
~ad :1 cu:ibiar otra cuando se conoc? cierto aspecto básico del 

{f!r,Gner.o qua se estudia. 

IY.2. 

En efecto, vemo1 a discutir el CAeeiAiettto 4t una pclitadbt cr. u. 
•edl.D i~ 1J it dtcaúllie.nto dt. !4 co1tce.tt.tMC.U11 de. Wl4 J~t:l1eúl .,~~ 
MMf. CUVIU llCl!lcu~ Jte.a.ceioMI! "upo11.f4nea 1J 4Zct"744n!Cli.tt•, Pero antes 
de hacerlo, solicitarnos la atencidn de los Nl\Ables lectores cobre 

loa ai9uientes comentarios que, a 111odo de adve: tenci.a contra el 

uso acrítico o malintencionado de los •argumentos cie~tífico~·, 

hemos incluido en esta secci• 'n. 

El modelo de crecimiento ilimitado de una poblaci6n fue plAJ.! 

teado, en loo alborea del siglu XIX ct:.:rndo I11glaterr:c; era el pri

mer imperio industrial que conocfo la histodn, por el econor.-istl'I 

británico Thomau R. Halthus (1766-1634) on •un Ensayo sobre el 
Principio do ln Población y c(;:.10 I•.focta rd f'•Jturo t'.cjora".liento ~e 
la Soc1cdnd" 2 del cual copii\1:1·.::i;; el 0pf•:¡r"f'J d1.o e¡¡tc ct;:-.1'.t,;:lo. L1na 

y otra vo~, loa economist.;,5 1 •fo~~!l<1rafos 'I 1~oci6lo9os liur:guesor; 

han echado mano do lo~; ilrgun1vn lo~ y la!; 11poc.~ l1pti<~1i.¡¡ conch1aiones: 

del ensayo pa:n1 culp.r a lit sobrcpobl·ld6n de 111 rair.eri.:i y d ha71-

bni quo padcc1.m la¡¡ grit11dcs n1:1s<1:.; en •ll ~1un,:o; i.~r, intcn~as ,;,-...-::r.a

ñao en favcir del control ¡¡;;t;il en loo pa!Ef:'S :·rnLdesarrolli!coc sen, 

ni duda cabe, "rnaltlnisian;u:'·¡ tn:i grandes rHrigcr.tes capJt,1lLst'1s 

ost!n empefiadoa en acabar co11 la pobroza "mat~ndo a los ~an~igos"; 

Dwight Eisenhower pronouticó que si los habH..-·nU!S ~e la tierra 11! 
guían multiplicándose al misi:.o dtmo no Bólo ;rn 119t:di:l:arfo el. r-1!1! 
g-ro de la revolución sino que, ndcrntís, ne pi·oducirf·'< "l!na der¡;rada~ 

citln del nivel de vid•1 da todo;, 1•1s pueblo u, d ;;uo(.~~ .i1J1el~ú.1t", 

en tanto que Lyndon Johnson do:cl 1i1J1: "Cin~.:.-, <Jt'l <ir«::.; ir.-,'ertiélo!; CO!! 

tra. el crecimiento aa la población, son r.1tis eficacer. que cien 1161,! 

rea invertidos en el crecimiento acon6inicoM. 3 

Pero, ¿qué hay detrds do esta extremada picocupaci6n2 Oej~~ 

la palabra al periodista uruguayo Eduardo Galeano qua, rafirifneo
•• a la llm4rica Latina, dice lo siguiente: 

• •.. Ciento veinte millones de niños so agitan en r1 centrtt de la torr-tn~ 
ta. U población crece como ninguna otra; en medio sl9lo se tripl1c6 con cre:es. 
Cada minuto muere un nino de enfermedad o de hambre. flro en el a~o 20:0 ~a~rl 
seiscientos cincuenta millones de latinoamericanos, y la mitad terdrí r.r.n::s t!e 
qufnce.aftos de edad: Wta bomba dt .tiempo. • ••• El s15tetna es ~uy r1cfonal des· 



lV,29, 

N O T A S 

1 Malthus T.R. Í\11 essay on the principle of po¡rnlatíon, as it affoc!. lhe 
future improve·¡¡ent of siciety, with rcr·arks on tlle speculations l · n· 
Go~win, H. Condorcet and othcr wrlters. London, J. Johnson, 17SU. 
Ur .. ; "'agnífit~ c,r·ónica dt' la ptilf.::1:0 <Je-' di:J ori<;cn il1 "[n,ayo s : la 
r·:..t.la::i6n" -'º''º \IJ••] .. ,breviar',p ,,¡ l'r'JllÍ;Íf;,¡, títulri "~·:1 Ll'\ÜJ,<i ·;\1i'idíl
rnu-:Ji rJe f·1:1lt;··;',·· ~ '.-r~1" le("r~,p t~r: la~ r.:.)t,¿icJ q11c, L:i pir: 1~::1 prirr .,;:1µf.T 
t:..>:: d~~ ··,· .. r¡ ;r,.Lr~,r~!.-- ... \ün to VJ;) 1Jiíl~.' :·, Í.(1i\C1í~y

11

, }htrF~ rJ, [\,,-.1yn .
1
,,i~chin

~,cr.~ .~10r1 f1¡¡·1en 0¡1d _';í<'.un, Yd1t: \J,1:·~:· 1 '.-1~\.j ~~:\~ ... (·., 197i), 

3 Citado por GJ1eano t.. en "lils Yr:riJs !' i•:rtc)$ de t'lnfric,; \. 0 tina", :i. liX! 
Edi~Q'C', f'é1.icn, l'.i7!. p,íg. B. 

4 G,;!:,ar:o [. üp. e it. ~P 1-12. 

5 Ht,;~ilin>on r,, L. r': cit. !lüta 12 ~1 ¡:ie ti1~ ias pp 12 ¡ 13. 

6 Cf. ruHdo J. lJ f'unci6n [xponenc íal y la:. Poblac1on2s de México. Cnr!. In 
t"r•,as cel Oepart.:;;T2ílto de Matemáticas de lil ÍdCUltad de Ciencias d!l la -
l!'¡:,;~~ en i'rt1 n::i'!. 

i'"'.~Í 1r.um G. [. (J¡., r:it. p;f•¡. ', 

B Csro es usua·1, el é írrbolo A repr.::>«nl.a Jl número, rdcional o no, que 
"eh .. ~dG ;i la s" ,;:; iqua1 a A. Tal ni.c:cro se llcr<i frt M.Ü s-~A,>l d~ A. 

9 Cf. la Prorwslcíéli al iin,11 de la srcc1Gn •l. d2 e"te mismo capítulo. Tal 
vi;z cueste ¡¡n f!OCO rernnoccr en c1h lo que, en l.i escuela elemental, 11! 
i'!'ábaros "leyes d<? los oponentes" y q:;e >t? ~nur.ciaban asf: 

Sea a un nl;~;;ro c>1olquiera rJifprente de cero, s~an :n y notros 
dos reales cualesquiera, entcnces: 

' l~ ley (am){on) = am+n 

2! ley 
_t_ am·n 
a" 

3~ ley (am)n ª arr.n 

4~ ley \j'l' ~ 0
rn/n 

10 En este punto, podrfa objetarse, con raz6n, que para encontrar Q neces1t=~ 
l"'GS conocer las q ; lo que puede hacernos pensar que hemos cafdo en un cfr· 
culo vicioso. Sin5embargo, en el teKto se ve enseguida c6mo encontrar Q 
sin calcular primero las qs' 

IV.30. 

11 llamado asf en honor del r.:atemático prusiano leot:lui'd fole!L (1707-1783). 

12 Cf. H0relíck 8. y S. Yocnt. Kinetics of Single Reactant Peacticris. u1:;..p, 
N<.?wton, 1-'.;~~. 1977. 

13 [15 contribuciones de Na?i0r a esta poderc~a inve~~i6n ~aterStica estSn 
conte~1i(!:?.::. t.!fi du~. tratc:d,:;s: Mihi 6(~~¿ Lo9(t"' ... '~.OU71c-'wm (cJ .. 1n¿~ Vc.~c."t.tp.tio 

que fe'? publ1r,,1rlo en 161~ !k,1e'Lir.:.t611 d¿ ,[a l":tM1vLUc~1 l>:;L1 h fo1 /('
gc:'..Jt.L~;;~:.!, ;, , .Y 11.Li,~ i. f /c .. ( Le~~.--:.:: r: tJJ,10'·1 :m C'r:rt.)1:¿,~ Ccit.~.(,~t.lc.. ... tio ql:e !:61 o fue pu~ 
bl·iccd(; C"'1 JG1Y -do~. rJf:-/S ~~1·:)~\;1~~ de 1:: ··_,,_;rtr.: del iH.itr;r ... (.".'.:1'.!,::::.u:c.i{n 
d~ . .f.LL ,.~~/~ 1..:.,i,.tJ.0.611. t:,:,Ji:t .. ,"' J· .... : ... l /(t\1 '/!i.'.~;·, ... 



CAPITULO V. MAS FUNCIONES. TRANSFORMACIONES ELEMENTALES DE WS 

DATOS. 

l. Anteced(mtcs. 

Las funciones son dtributos distin
tivos de la matem5tita moderrR, qui
z!i los que la di',tir19uen más pr: f··"'
damrnte ... En 5U éStructun interna, 
la matl'mdtica qr:e;.1 fui• r·orr:rlrtai:.<:n 
te ajena a la< f 1 1,.r~onr.•: y sin or:c•ñ 
taci6n '.i1·j•1r«1hi·_i·;1'!!:1•:... • 
... se nn hL:d10 r_r,;·,;~1~ J 'J (. ·: r·a.~:··n, 

en que 1.1 ¡.r0>Er::. i:i d1.: la:, !', n::ic,c,~s 
en la 1:0<1tcmSt1ci1 <,'.Jnifin ;duo así 
con:o "todo en 1~0 .. 1:c,1f:11t•i" y ·;u <lL•SC!n 
cia algo (t)íllf) 

11 tu·J~; C}!JÍr?"1 11 cr:11rhJ es
evidente en alr~n~ ~e lo;; a.:0cto~ e 
senciales que con,rílslan las ;;ivili: 
zaciones griega y ~cdarn1 ... 

5. Bochncr 1 

En r.d pri11er capítulo proinetimo¡¡, 1uLgO d.~ !1aber t11t1·oduci

clo 111 sinboJ:ig!a y nl lc:!'HJll~ic q•.:» le "'" prop.L'.J, que dar!ainos 

i;;:a d1sc1;si6n más :irnfunda r.L:-l c:":C1!ptc de 611r:,_ 1611 y el µrop6si

to de esta secci6~ y de los aplndices a esta ~apftulo es 6se. 
En "El Parel Je la Mati::r«Hica f!n ,~1 Nac1miento d0 1.: ChrncL•", salorr.rm 

5l:.i:~:1· r dice qt.l~ " .•• las func. i!J,·,;;s note·náticrts úo. L~ ffstca 11 .. / dl' J as 

rrt-a':i óc· lü b101,·:·,.;!a ._~·11 la!; q1le Fe hit cínplcod: . .:1 con 6xito ~-~sta he·~ 

rra."1<>;,ta, <l"Jr<c<)iJ7'lDS noé.olrnc.- ··nveldn cat1·;es, ~,2canisrno> de control, 

5~ti<'-.; ~·1'. 611 y 0tns rt>11cionr.», r:iu(•'' y l~:;an lo i:,>.,,r11do o lo ,,imple que 

p,,r.11:ran Sé• los ~u·:esos; Sil co¡¡·,purt,1:;iientn indi,~.< rl eqii!librio v J,1 lr~est~

oil1d.¡d del estal!~ cJ~ ur, sistema y sugirre 9eneralizacto11cs, especi11lizaC10-

res y particu1an·jaC:es ... "2. En la prC?sent:<~ci6n tA~.ica oue de lan fun-

f-f! .... >H porl1 •i, ..... c.'t p .. \e,.lú:c_.{ti~H: .. ~t;: riadt)5 lo!1 v ... -,,:or<:n de la o la~~ VtJ.

rl'1bl·~:; ir.de:.encJient.e;;, Sü calc11l<in el o los <.:01·res¡:,ondientes va

lor• s de las d0?cndientes mediante la sustituci6n de aquéllos en 

"l<1 fl5rmula" o "regla de correspondencia" que, adem4e, ee lo suf! 
cientementfl clara para no dar lugar a ambigUedadesr a c.ada. po4ibt..: 
vJ..l<'t de (a viL,,útMe útdcp<'Jtdú1ite 6C le Jiac..? covr.up .. :mdel!. WlO ¡¡ 1;15.f.o Wt vWJt 

v. 2. 

valo/f. de lit dcpe11d!eil-te. Oi cha sust.ituci6n, sin embargo, r.o ouede ha

cerse indiscrb11nad¿¡rn •ntc: ya en c>l capftulo III <lisc...,t!a~os so

bre esto al seftalar que "el conjunto de valores para :os cuales 

tiene sentido una f6rmula del tipo y= y!xl depende !"~rtcrnente 

del fenómeno que se cst6 mod~lando, del ranqo en q~c :Jrlen los 

datos qtlc se ¡•ucclPr1 oll'.H,rvar: y dP la forr~a partil·~~.'.: :;ue tome 

la regl11 de corres¡.u:·,,lf.,111.:ia ... " En cfect .. o, los 0j,·::'.;s 3.1. y 

3. 2. de aqi.:cd capít 1110 

aquí el temu, r:iostrill't'ins \ln fúlt d(~ ejemplos r,)á}; y ,; : ~-1::-a ... '1105 qu(! 

tipo de reslriccion•e,; provi<JJll•n de Ja r0qla de CC'·r: •'"'::or.dencia: 

Ejemplo l.l. En el CL11:ft:1..1lo d11t·~1·\or :_-;e derJujo CF:e !·. Ct Pl>.!~· ;;.·~ w1 

~jt!.!1111.i awncnta de mat1•?·\ll il'"":1c11tuaü•"cnt.e .-0011(<1,1te µe~ u. ·e f., 1a flrr..t.la: 

deticribe su poso w, Lwc:o de que han transcurrii'·; : cin.vlad~s de 

tiempo desde que pc 0 ;<iba h',). 1\sL t,11 PXf'C<'!iil'ín :-c;r.--·.Hica es un 

modelo del crec1mi .. nlo ,;,~ d i1:ho .u11m;:il; s.1 n cr.t:;,; ·:1, es e\'iáe:ite 

t1ue no es poi;ible sustih1i1· '.'n W = W(t) cualql''er .. ~lcr olí t: es 

segur·o gue dC'¡;pu6s do ci.:·r 1• :, ,•c.lad b, "'l on;;1~1.sr · '.·· · :;.rá de cre

cer do rnan!)ra porcr:ni:11:1lr1enh~ constante {en id.,-',, ~·xtre.."10 de Jos 

casos esto ocurrir.~ cun L1. 1n1ter:·¡: n1m11ue r·n 1;, r,, ·:c:':i c'e los ani 

roal~s 6Uperinrü~, ~.uC'c·k: ,~n ~.os f'::' adi.:. s juven1. :. ·. Por esto, el 

dominit' de ckHnic16n iJe. l'i sc•rü. el cGnjunto d~ ·1 :.s:,;s entre O y o. 

Es co!ltumbrc espec.J.fic;u· 1:.l J11m1n10 a la rlcrech:; :i"' i.a fl5rm,ila co 

rno se muestra em1eguida: 

W!t) l~ lt 
<J 

Ejemplo 1.2. El 'l'eorc'ma cid f.l\r:n:nio, c1r, e: :;.;e c11lr:iir.il.-;os 

el sP.gundo capftulo, e5 t..iblcce que ~ < ta' t~pM.,t ~.:1 .. · ~pft A( Aqtbré 

11 ve.cu !/ foJ 11uuttado-0 de doJ opcwn~Jito~ .iuc~vo• •:>'l i.JuJtpuulú.t11:u, la 

probabilidad de que el suceoo A se presente '.!Xl1c: >-r.'.ente k veces 

viene dada por la f6rmula 



V,J, 

donde p es la probabilidad de que -en una sola realización del e~ 

?erirnento- se ?resente A. En este caso, no es posible considerar 
valores no enteros de la variable independiente k (no tendría oeg 

tido, ?Dr ejemplo, decir que A se presente 0.75 veces} es más, 

es claro que k no puede ser negativa ni puedo exceder n (¿por 
qué?), do modo que -usando la notaci6n rcci6n introducida en el 

ejeffi?lo anterior: 

ka 0,1, ... ,n 

Estos doE bjemplos han sido puestos aqu! para exhibir c6mo 

(.;~ l·,,1 ~.~t•'·,'º 6{1'lrft6úiuío ~i1 /i(lbH fa,s que h! con6 tJuiye c1 modcl,o imponen 
c<'.tt1e,;1,,: •" ,tJ ,J,,ro1r.ui r1 ... d0f inic1ón; Mlr·más de llstas y de las 

~el t.po d1scut1~0 en el tercer capítulo, las hay de tipo algcbr§ 
ico o analfticu: ei se desea que los valores de la variable depe~ 
diente sean núr~i:lxos realeti loue es f;l caso de la inmens.; mayo

r[,, ~~ las ~uc pu11crcn interesar a todo tipo de bi6logoo) 1 os ig 
'li Sf·er.sa~le cuidar el que efectivanh?nte la f6rmula defina, para 
co•Ja i<, un v<i lor rr,a i de y cuando y ., y (x) • Algunos ejemplos acl! 

rar!ín esta idea: 
Ejemplo 1.3. Supongamos que las variables s y t eet4n rela

cionadas entre sí mediante la f6rmula 

sltl .. --2-
) - t 

Independientemente de su significado fenomenoldgico, asta expr•• 
si6n no pV!mU~ C4lc.uC41t s c:uaitdo t •3 por que ei se auatituyera 3 en 
lugar de t, se obtendr1a: 

s(J) a -
2-

3 - 3 

2 .. --
o 

que tt0 u U11 mfme.M 11,e.a,t puesto que la divia16n entre coro no eoU 
def 1nida en eee sistema numdrico. Por lo tantos 

Bjemplo l. 4. Si 

s(t} .. -
2-

3 - t 

f (a) = (1 - a)~ 

t ~ l 

para que f torne valores reales, será necesario que 1-a no sea~~
gativo pues, si lo fueni, 1;c,ifo .(J,"),'<'SÜCc ~i:cc11(\,'L\ <'1d,\~ icl 1:.íri.:,,'~ \".1 

lu algU110 que -elevalfo a.t ctwd1ti1do- 6ueJUl negct.tJ.vu (¿por qué? l • As!, en 
el dominio de f s6lo ent¡¡r,1n aque>llos reales que -restados de l

den un nt1Inero mayor o igual que O. De aquf ·1ue: 

f (a) 11 .. <l) l-i a ' l 

EJemplo 1. 5. Consi<Jc>rernos ahora 

2 z(ml ~ log(rn - 1) 

llecut!rdese que la deflnici6n de logai-itmo que dirn0s en el ca¡;-Hu· 

lo lV, es válida s6lo para los rcalus mayare; que 0: HS óec:r, a
nicamente los reales positivos tienen logarit.1r,o~ reales defin1dos. 

Sin embargo, m2-1 bien puede ser negativo {tal seria el caso, por 
ejemplo, si m "'i,¡, de mo<h qu.i la f6rmula 1rit!'l'1CJr ":{~(· .r·{ 

) 

c.aMt pa!t4 catculM zllsl. Luego, es necesario qae ;n"-1 i;.;J f"'siti\'O 

y esto e6lo ocurre cuando el cuadrado de m no e>,':ude 1. r:st "l es 1 

2 
z (m) " log (m - t) 

Cuando, como en los tres ejemplos anteriores, s6lo se tcr:~n 

en cuenta las restricciones de oriqen num~r1.,;o ~obre la re.,;:, éc 

correspondencia, ae dice que se obti<'ne l'1 lf""lútfr ri.'!>.;.r,• 1k dt¿uti· 

e.Un de. la 'wic.i.6n. 

cu¡.;sT IONFIRIO 

1.1. Bn cada 11110 de loe siguientes casos determínese ol dor.ini~ 
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máximo de defin1ci6n de la regla de correspondencia que se da: 

Y ( X 1 " x 
2 

2 . r ( 6 I = s + 1 l. z 1 m) = l oq ( B - m 3) 

s - l 

4. s(tl = t -
l 

t 
5. V(T) " T 

'l' + G 

1.2. En cada uno de los s1gu1cntes textos, escoja y represente 

mediante sendas literal00, una variable dependiente y otra depen

diente. Luego, "traduzca" Ja rclac16n dcecrita por el texta a una 

f'lr~11ila que esl?,b\<e"cll c6mo •1r.rí<1 una v.:u iilble e;, función J1) la 

'Jtra. F'inalmcnte, di r,cu•;a 'Jl10 rcstri.cr::ioncg ":iat.ur:dor>'' tÍ'~nr> el 

~ ·1n~o d'? dP~tr.1c¡",n -}(! 0 f..t2i f!.,HH.'.\(;ll 'y' ('IJ,1] !:-r··lfO eJ. dOllil.!'ll() 

r·~x ir10: 

l. "1.a preo;i1l'i11 111ro un '"Jllf. l'k.1 l cjer.:<~ sobre la:. pa1·edes cJc~l rec_! 

l~f't i:-' • 1e lo ,·,1pt 1·.:nP~ P!-i prcpí·rc10Pdl ¿,J prodl11~to de la densi-

dad d<'l •¡ils por ~u L'r.1¡:;cratur:1" ([py de los Gases Ideales). 

"Li ¡r·'';1ñn l'l•lro~Uít1-::a c•J•'t«'.'Hlii por un lf•1111dn en equil1br10 

es ;.tcr.r:.Jtct'-.,:,¿il d l-1 pe,fund:óa::i n1~5 1;1 f-Jr(~fjJ.0n en l1l superficie" 

(Pr1ncivto de Paocal). 

3. Mf,a razl5n Je la velocichd de aba1)r<;i611 en un tiempo t. r0specto 

a la vcl~cidad de absorci6n ~axima, 00 igual a la raz6n dol sus

trato respecto .i la suma rle una conccnt?:acil5n critica mi!s el sus

tratoh (Ley de Mic"hafel ís-r·h~nhmt. 

;. "!• lonqiturl d~ =iertos nr~~nismos es proporcional a una pote~ 

clu V>;¡t1va 'f ni irayc.r '!Ut' 1,1 unidad de su poso" (Ley de ;'\lome

tr!al. 

5. "L' velociJA~ de crerim1en~n de una pob1Aci6n en proporcional 

a'l ¡:,r .::,,.~to del ta1nno rlt: L1 ¡:1blaci6n en un r:iornento t y lo que 

¡..,. fa:1.e par1 .llcanz<lr Jn,; Cl":-ta poblac16n r.1áxima l.lmnada :.:üpac_! 

·1.1.j .!e c:ir•Ja del medin" (L•.>y J~l Cn'c1miento Logíotico). 

6. ": ·l vf!lOl'11ad con qui! •;n enfría un cui:rpo es proporciorhtl a la 

dtf1·renc1a Pntr~ la tPmper.\lura ambiente y la tt~mporntura Jcl 

cuerpo" (Ley dul Enfriamiento ae Newton). 

1.3. Describa qu~ t1~0 de restricciones so consideran en el lexto 
¡;.:1r1,1 c!<~ten:i1n.ir el do:ninfo de dl!finicn6n <lo una funci6n. 

1.4. Con una pieza cundrada de hojalata, de lado n, fiO congtruye 

V.6. 

una caia de altura x 1r,;>rl1ar,t P el corte de un cuadradito de lado 

x •rn cada esc¡u1na dt, id r ¡,•z,1 {V•"r f1-1ura l. l .l. Sl vuli.;.·"!n \!ce 

esta caJa depende del< •tte x. Fn• .. wnt.re una "xpres16n algebraica 

para V=V(x). ¿Cutíl r,s el rlomin10 r.!'íxuno de ch~fin.c16n de e.sta ex

presi6n7 ¿cuSl el dominio de la función V? E)plique las diferen-

cia 6 • ·~r- ----- ----r 

F'tqHrll J . 1 . 

1.5. Se bombea 11qua ""un tanr¡uP C"l Jíndrico de 5.., de dil!!'1etro y 

10 m de altldtl. E'•,i:- •~.,.:.ir 0J volu;"'en ,ifl d<JUd ·1 11 .1- tanqt.~ en tér;-~ 

nos de la profund1d.Jti D•!t<•1mrnar el d1¡·1n10 m~x • .-o de definic16n 

de la fórmula que obteuga y el rlo;dnio de la función volu"1en. 

2. Las Transformaciones log-lcq y sP1niloq. 

lecto1es un ¡111r d<! f111'1] 1.is Uf• f ' 1'1r>">" l.is ¡- q,-.¡ ,-,.1J• c.}' las 

exponenciales En Pl 1\pf>r11l1 ·•.' f\ ·le •·,to • 11p\"t.11lo. atlP"'I!!!, a.c-.plia-

mos nuostro t .. nnoc1rr.11"'r:t·o df:' ('~;le t ltJO dP fur1c1eLP y ~1c 11 : ¡,,r.0s 

unas t'\Ut?'l<\S. Si.n t•r.ildtgr;, '.i·l':>ta (ll \ 1};i"1('!1t 1), SI t~."'.t_-'~·os '·"ª c~_·l~c

ci6n de datos ol.J&~.~r~1ado~, sf1\t... p\,·.:h:i,v)s a)1JStAl'1<.Js (•~& 6t.'t'tr, pri:-· 

poner para ollos una rPla• 1f.n f.,0 .. ·1c111<tl) a f."H·lc1ws c•.·¡a <:rá!'ica 

es UJll\ t.t:c..~ta; esto PA • .J í 11 1 l t dt• pa11· jllS de ~a f 1;rni..i 1:-;
1

,¡·J.) 

determinilITIOS un p.u Je ¡•ar~1"•'1rns r.1• 1 b tales •1u<> ta te•:ta de P

cuaci6n 
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Y que, con fines de interpolación, tomamos corno la regla de co

rrespondencia y~y(x). 

En esta sección discutiremos c6mo trabajar los datos para 

detennínar los pará:netros e y n, si la relación funcional entre 

las variables es potencial: 

y(x) "" e ,_n 

Y veremos tmnbi6n qu~ hacer cuando ln dependlmcin ea exponencial, 

esto es, ui 

y (X) " e 

rara escoger -entre la infinidad de valore!l posibles- los parfbc

tr~s e Y k. rl criterio de scl~cci6n en ambos casos será el mismo 

~-¡e se aplic~ba ~t. P~ ~aGo de los ajustus linoalus: ·~lle la dife

rE- .. ~iil ~ntre los ·4·J:or1)G 01.J:,r-;:vad~-,1; y los C"n1i"'.'ulddor:; se"": ln menor 

;>-;5! ble:""'. 

Dicho de otra 1r.crneru' .;,z t~"'-''"1> 1uuo•1c.1 t,;éiti.ca.-1 o eonp.llttcit.J pi.~ 

µ•.cpO•leA tm modc.lo P''~''rt.wl o expc-M•'.<.~:,,,{, Pl proble;r,a fundamcnt.1.: 'ZS 

elegir los par61ne1 ros que definen urw sola fmición dd. tipo pro

puesto y que d1di<1 función se aprc·~:imf' lo m~s que se pueda a lo 

q~e se ha observdd0. Co1'o vere~~s. 1~ soluc16n del problcm~ depen

de di:! '}UC .'iC'il!CéJS .~,1¡;;1t:es dp -t·::«~~~.:·w1!1}[ [o~ da,frl •f ob{í!.M)t WI p-:c~ ¿C 

• :..t\'.U rn.~t"~bt.:J ,,.¡.(,l1~ i'a1 cu;u'e,1 l,e,rp w::i ·H..f,1Cú~1. ,· :; .::i(, con las cuales 

ya sabemos 1¡u6 lncm: para encont!:'ar la dependenri:1 funcionnl y 

q;J";; -al prc,v,>p¡· '-''"" rc:l<lcl6n enu:e las t.rnnsfunnadan- indir<&:::ta

me;itcr. la (~;;n ¡Y11-a las variahll's sin t1«1nsfo¡Tar. Vf:orunos. 

E~<o!rr.plo 2. l. <El Prrnc1pi<.: de ;,lof7ld.rfiü D<:gÜ!'\ el bi6logo 

te6rico austrocanntlienso Lu1wi·; •0n Bertalanffy: 

• ... muchos fonó,,:enos del r-<C'tab01is:--" y de la bioqufr:io, la morfog~nes1s, 111 

evoluct6n, et(., ;i'J•J('n 1ina ecuñci6n sencilla: 

¡¡ue se c.or,oce como e.cu,;iufí11 <tiorrH .. 'l..i.G:t y que as, de hecho, 1a ley mh sencilla 

· po$tbl11 de cretlmtento relativo, tor:-ar.do ••1 t~rmino en el mb amplio sentido 

v.a. 

o sea. el incremento de una variable con respecto a 01.-a d•·i~ble ~ ... " 

'' ... Tenemos que convenir en que la ecuac i6n alomét1·ic~ "~. uundo rucho, ''ºª 
aproxiniar.Jrín si111plificada. re,w c,s <ttgu ,,,t¡ qve w1 ricdo .-.: .. ·;;:,1,cJ1(c ,fc i:<p":.e· 

4w.t.llt dc:.to¿, A pesar de su car&cter simpl ific.;do y de sus : i'"•Ttac ior.es n:ate

máticas, el principio de la .ilornet.da l.'S w:a c• .. 111.<.'.Hé•r rle {,: 1.,:tc:1.de¡:ci:dv:cú1, 

ot1.gm1üao:6•: lJ .Lin10;1.irnc.(·,fo de p.1ucc10.; 5;.1,ciSg1co~ ... '' ( lus subrilyaclos 

son nue.stros)
4

. 

De rr~iinerd que si íui0ii:~r,-1r:H::i';, p1;1r c_;cniplo; Ct·:~erni:·1¡:ir c6rno 

cambia el peso 11 do un Or<JMÜ»mo como funci6n <)•J ·"1 longitud L, 

una buena candidata sor!a la ecuaci6n pot~nci~t: 

w (!,) ( 1) 

en donde los parámetror. e y n ce obt i.1::wn (lcl prrJc0sarniento de 

los datos disponible;:;. Considcr·crnos, ¡ara fi J•1r t ~ ... 1s, Pste e ''e.-.:-

plol <'h~vó .. E. 5 (1°73) t6 l . ! " - a ~.. , re por os s iqu t<'n tf!s · a tos "e ca'."'a-

r6n blanco sin di ser in11 n.;i.ci6n de st•xos par11 d''CP .; l'li;es ele edad: 

1'abla 2. l. 

Edad longitud rPt,0 

[meses] l rn1] (gr· J 
l 5.B () 6 
2 'U 2_4 
3 11,7 ~ o 
4 l 3. 7 fl \ 
s 15.l 1, ? 
6 16.3 ¡!\ o 
7 17.2 ¡f. 5 
8 17 .B l"' 6 
9 18.4 ?<) 3 

10 18.8 ?l .6 
11 19. 1 :'2, 7 
12 \9 z n6 

(de hecho, la talla se rcportll en ne~ pe1·" a•¡ .. f h •.. r-.;s rudcr.c!ea:fo 

a ero para facilitar los cálculo,;!. r:l ,.,H~i.1<b de la!' ('c,'P !«He):lS 

con primera coordenada L y segunda W en paprl nil:~~trlco lv¡1se 

la figura 2.1.) p~rmitf' ratificar "a. o)o" que la.,, .. >c~tn lll es 

un •modelo aceptable" par,1 estos dato<;. 01'.l)e:· .1e ,,·uí ül ej~mplc 
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V,'l, 

oh•idE'mos por un momento el significado particular de L y W y 

vear.ios, en general, lo que habría que hacer con los datos de la 
forma (L 1 ,w11 para 0Ltcner e y n. 

Si tomamos el logariuno natural en amb0s mier:,bros de la u

cuaci6n (1) (no es indispensable que sea preuisa~ente el logArit

mo de base e el que torr.·"·''ºs, cualquiera otra base sirve ig\ia.'), 

se tiene que: 

(2) 

de donde, al aplicar las llamadas "leyes de los logaritmos", tene

mos: 

ln w ln e + n ln L (3) 

ahora, si convenimos en Uttltoduc.<A lr:w nue.viu. vcl/t.c.ablN 

W • ln w ~· L • ln L 

B • ln e (4) 

la ecuacidn (3) deviene: 

W • ni • 8 (5) 

que establece que entre las nuevas variables (o varlables trans

formadas} hay una dependencia linea l. Ahora bien, las ecuaciones 

(1), (2), (3) y (5) son formas distintas do describir la relacicSn 

funcional entre las variables L y w. De aqu[ que esta cadena de 

equivalencias s1qnif1que que: 

w u pMpo!t.CWrta.l a wia. po.tencür. de. L, 1>.l y 46t.Ji .s.l W • 1n W vM.Ca 

lüte.almen.te. Cbn L • ln L 

v.10. 

lldemfis, esto da la clnve para resolver nuestro proble::ia fur.ca.T.én

tal, es decir, ¡:mra encont car -con los da tno- los val•'•, " <\e lº r 
de n pucr.to q1,;u: 

·~.!. ~J i.>"'"/M de f;¡ f,."L'\1 (!,i,t·li) 6C <1J"L\(.1JI n 1111.1 CU\\\1 J.: ti~>.',.,,. 

tenc1.'JJt, lcJ'. J?Ullt'06 w~"'; r.oot,k1~11dJU. hcn t~ ótmt1~0jrud,t.~ L. IJ (1:., u-
tc e . ( i i 
· e.J, ~4 riMcJCL·l ln Li, ln ~¡i) Je tlftt~ú:~.f,¡ (1 w:.t 1rct.; :íc )'.'é,.:Ú~J> 

te n 1.J é'':.~rn.IdJ. a,( r·~,,_;;:•: B " !11 c. 

Por lo tanto, lo que hay que hacer os encontrar la recta que paso 

m&s c0rca (en t;l sentido <li,,cutido en ~l capítulo TI!) de los pun

tos (li,1<1
1l ~ues su ecuación prOV<'t·ti n -'¡Lle •l!l la penc~'.ente ·fo es

ta recta- y e que estl dada por la ecuación: 

e = ~ 

¡; 

en la que B es la ordenada al origrn de la misma recta. volvamos 

al 

Ejemplo 2.L (Continuaci6n) DP<JÚn la discusi6n ante'? ior, lo 

que corresponde hacer .:ihora es t.r:rn,;fon·;¿r !ns diltos de la tabla 

2.1., vaciarlos en papel milim6trico y ajushrles la recta ,¡.,e r.o!ls 

les cuadre. Hagámoslo. La 

Tabla 2. 2. 

ln L ln w 
l. 76 -0.51 
2.22 0.68 
2.46 l. 6 l 
2.62 .l. 09 
2.71 2.42 
2.79 2.64 
2.84 2.eo 
2.88 2.92 
2.91 3. o l 
2.93 3. 07 
2.95 3. 12 
2.95 ) .16 

muestra laa variables transformadas, en tanto que la figura 2.2. 

exhibe el vaciado de los puntoa IL1 ,wi). 
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Ahora bien, hasta el momento hemos ajustado l<in rectas a ojo, 

de ahora en adelante lo harrn1os con el mltodr de. mbiúnu6 r.uadJL11.do.1 

(que abreviaremos m.rn.c.} que se presenta en el Ap6ndice C de es
te capítulo y qu:, •;·:ita loe; 1.irCl!"icS de "<:.pr,;ciac l<5n 1Jcrso1~::il" '1ur; 

se dan con el traz;:do il OJO. F;s 1:;.1s, con el m.m.c., 11i sic¡uier:1 

es necesario ~~ciar los dalos a un plano cartesiano puest0 que la 

d · t ., ,, l'C'"' 'l o~lo,,,r, ,·.¡1w 1;0 buscan c1.>tán deterni11d-pon l@l) e y ¿d 0[U~!~ !U W O • - • · 

das direct~rnetltf~ fior· lor; aatos ~eg~n ldS f'6rnul.as C.l. Y C.l. lel 
cítadc: óp~;ndlcu. ;~e, ·.1!>.:;t:~11tr~, '.-:::tvi(::ir:· ~·:unservñ.r lr1 pr;ict.f.,::-a d 1:!l 

vacj_a.do por que l:-CO\f.}f.! -• . .:Uüi~(l·J z10 ::..0n cie1;)e,r,iad<:1s Jog puntcl~- '1na 

fonr,a relalivarr.r:nte fácil de cr.;in¡1rub<1r qwJ ti() se han cometido e

rrc.,res numlfri.co& en l:·~ <.>pJ icad.ón cld rn.m.c. • 

En el pnts12nte ca-;,?, tenernos 1.¡1:<! 

jueg~ el p~pel de ln ~ 

W juega el de la Y 

N "' 12 

en las fórmulas que tanemoa que npli car. De hecho: 

~W '"27.21, i,LW "77.06 

de modo que la peridl.ente :J"}r~: 

n .. ilill.IL-ºiL:: .. J.bl!.Q?..W 7 i ~ .. U. .. .?J..:..!L .. J. 01 
(12) (86.89) - (32.02) 17.40 

y la ordenada al origen: 

B"' (27.21) (86.J!':ll - (32.02)*77.06} ,. "103.18 • -S.93 
(12) (86.89) (32.02). 17.40 

con lo que se tiene que la .:ecta de mfoimo• cuadrados de 1011 pun• 

tos de la tabla 2.2. esa 

W • 3.07 L - S.93 

de donde, al aplicar la eouacidn (6), •• tione que 

v.12. 

2.66 X 10-J 

y, al sustituir los valeros de e y n que hemos obtenido nn la e

cuaci6r. (1), ten\'inos r.¡uc el peso W [gr) varía con la tall,\ L l=l 

segan la ecuaai6n alc~~trica 

W(L) o.OOi!66 r, 3 ·º·' (7) 

Convien1J aquf •;ue (Jl l1'c:tor tr:1c,~, fJn 1•1 figu:-a : .. I., la gr! 

fica de la ecuar.:i()n ( 7} por q11(~ se convenz~1 -t'.'11 obsE..'l'\t\lr las pc

quefias diferencias entr0 los Vdloros observados y log calculadou

do lo a<;ertado ÚE!l rr:odPlo (al menos en lo qua ü nu {JCt.!cl.·;ión d~s 

criptiv<1 toc:1). 

¡;-J'~mplo ¿. 2. ('.Ji :;t1-ibu•·i~n ••Spacial dP. un;1 e!'¡.ecie forer;t:il). 

Un problema "!coi~rpcc; 1;nportunte es r·l dt' Je~;cTthir cónc. se ilCD

modan los individuos dt k:-h~rminilda ~sr:,1··ci1? 1:!n --~·1 nicilo '"" .. ~·¡el que 

habitan y cu~l~s ser\ l~s ,,ausas ·~ue lc)s hacr·r1 ado~'.ar esa 11istri

l.n1ci6n ~n e.l ~·!r>pocio. En •·l ct1so rJr..- lds pobLh·lo;i:~~ \'f!r;;:~tt~l0.s, es 

razonable .Gupon1~r que lé1 conpt'?tf~Jtcia por ;_~l ~~l tnH-:>nto ;::r:•r¡l;:?nit: .. 1 en 

ol sualo afectará la coni"iJllr·l·.'i~n r>c;p.:1ci;tJ ck L1 ¡.col>Ja,:ió:i. ¡,~;!, 

si los indivi,Juos tienen una gt"an C=tf.1 U.c.idad ,_1 1 ~ .·i }.:~·;~~:1.(•1 • .)~ rüt.e

ria nutritiva habrá p·)CCis en un .SrPil ; ·~l;itiv,W('T•t•. ·¡rr,ncfo, e11 ta:, .. 
to que si los indiv.idu•)t; cc1.,;11'"1,?n pe.en, h;;b1 .~ 11&:. ¡ •Jl i;ni·lad d~ S.-

lj 
rea. Los siguit:~nt·.oF.; <L1tos, c·t-.~dos ri. ... ·A lJr<p1Loit }' io-;,.; , ~~are 1_·en 

-segfln se verá - corroborat· usL1 hiF·~tl·~.is. lic,amas~ si f' c;er:ct::. el 

nllmero de pinos blancos por unidad de árr~a [acre] y d n:j)~<:senta 

el grosor promedio d~l Lronco [inl (d <!S una nll~dL'-':1 de la c11¡:ac1·· 

dad de absorción de !;'.1teria nutritiva que tiene <!l i.1<dividuc), la 

tabla 2. J. muestra cu~ntos pinos hay en un acre> qu•~ tienen tronco 

de grosor d (so tomaron 11 "clases de tronco"}. Como el vaciado de 

las dos primeras col urnnns de esta tabla muestra (ver figui·a 2. 3.) , 

bien podr.1'.amos sugenr como relaci6n funcional entre P y d una e·· 

cuaci6n potencial de tipo hiperbólico 

P(d) •e d-n (8) 
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que, ciertamente, tiene un comportamiento como el que previmos en 

la ~iscusi6n precedente, a saber: cuando d es muy pequeño, ~ es 

rr.uy gr ar.de y cu;ir.rlo d es muy grande, P es p.;gueño. Co1r.o ya tPne

F.:(JS uca buena car.didata y - ccmo en el ejer;iplo 2. 1. - ,.:)S ti::nbién 

L.;.ii Funci6n po:.:;ncial, agrcgar,,'.)s a la t<1bl'! ?.3. las m1evas vari!! 

ble~. ~éntre las c.;ue i:ec.cMVVl'JWAt.~ ltabtuf wi.c'l r,;>,i'..c:.e,{Stt f.iJ:rnf.. Ente P.$ 1 

que las columnas tercer;\ y cuarta muestran V1= ln d1y P¡" ll1P 1 
1:espcctí Véllar·nte: 

Tabla 2.:J. 

d p V "' ln d P • ln P 

(1nl [ indiv 1duos] 
1 4000 o 8.29 
1.4 2700 0.34 7.90 
2 1300 0.69 7.17 
3 710 1 10 6.57 
4 450 J. 39 6.11 
5 310 i.61 5.74 
6 230 l. 79 5.44 
7 135 !. 95 5.22 
8 150 2.08 5.01 
9 120 2.20 4.79 

10 100 2 30 4.61 

Las estad!sticall necesarias en C3te caso para aplicar las 

f('irmulas del m~todo de raf.nimos cuadt'ados son: 

::E.,V"' 15.45 2}, 79 

$..P,,,66.35 :i,DP = 84.07 

de t-al uuet'te q1Je, corno N "' 11, la pendiente -n que busaamo1 ea1 

-n " 1illi~.t&lL=-J1-?..:J.?il66 · BS}. .. -!..QhQ§. • -1. 61 
(111 (27,79) - (15.451 2 66.99 

on tanto que la ordenada al origen, igual al ln e, ser41 

ln 
0 

• t66. es¡ (27. 79) - !15. 45) !ª4 .07} • lll!.:.§! • 8 , 34 
Ull (27.79) - 115.45) 66.99 

Y.14. 

de modo que la ecuaci6n de la recta de m.c. de los datos transfor 
madoa es: 

p ·1.61 V• B.34 

por 1.o que, al ...iplicar nuevarn-:•nte la ecm.ci6n (6), tendremos que: 

p e_B.34 d-1.61 

4188.09 d-1.Gl ( 9) 

Aqu! también recunH>ndamos que compat'e los val ores observa

dos con los r¡uc se c:ilculirn ,_.,rn !.J f<'Srmula 19) ('."'r ~ia. 2.3./. 

Veamos ilhora ·~"(. li.1c;•r ¡•ar¿¡ c:.~lcular e y k cuando 0ntrc dos 
Vétrlables Y Y X í'~\l Sto tllhl d1~F1 ~;t tt-·r:citl C•Xp0rPnCl3l (e~~·) t.~S, :'C

CU~rdese el capítulo IV, Cu<lndo y cambia de man0ra rorcP~t~at~~n

te consta11te por cada un i•t:id de :.:) . 

Como nnt<::s, fll prr1hlr·\~L:-t f1~r.·~~:'\l.~.~nt:1l {.'S r~ncont.r:-).r 1.;n F¿!r r;e 

vari.ables -que pccb11c1s obtf'nc·r lr·insfo.rmando Lir, orig]1;i:!h::o- e:-i·· 

tre las cuales haya una drer·•'r:d,,n-~·i,1 Ji neal. r,.~ ec¡uivaler.cia de 

las siguientes ecuaciones indica cudles son: 
Si 

Y (xl kx " e e (10) 

al tornar el logaritmo natural t.>n ambos miembros (en e:;to caso E! 

es necesario que sea precisaffitJnte el na~ural), te~emosi 

(11) 

de donder 

ln y = ln e + In ekx (i .:1 

pero aomo el 109aritmo y la exponencial son invtirsas (vt.-st.! el· a
pGndiae B de este capítulo), el segundo tém.no del mie::.bro dere

cho en la ecuaci6n (121, es igual a loe¡ de maner..l que sj o~t·H·du-. 

e.t.•U ta llLICV4 va..t.i..tble 
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Y ,. Ln y 
y llamamo4 

8 • ln e 

ter.dremoa que la ecuac'ón 112! puede ser rcnscrita como 

Y "' kx + ll (131 

que es la er:u.:'ld.6n do una rectil ele Pf-'ndicnte k y order..1di.l al ori

gen igual al ln c. De rr:o·1c •.¡u•:· e vi<enc •!ada mwvctnentc ror 1a e

cuaci6n (6). Por consiguiente: 

y IW lll!a. 6lli1c..t.6n e~pO>iCJlO,tt d~ )( .11: V l¡t~io J-t V e ln y vc.tfo Cú;c,t.(mQ..n

.fe coi; )(. 

De manera que si se quic~u encontrar cu~nto valen k ¡ e ~ara una 

colección pa1ticuJar d•J d¿¡tos {xi,y
1
), basta encont.r,i: la t".'!cta 

•mits cercana" a los puntes de la forma (x
1

,ln yi) ¡,1f'>~o gue: 

S,(, lo~ f'tlll.lOh (X
1

,j'i} H' ,tjltlfilJ1 a ,,;,1 CU':\."1 o.'\¡.'<'l:cl'> .f, J.,·~ f'\Ul· 

to~ de cooff.dc.nadM f,ou111;:),1v1:;rl,u (xi, ln yil u .1J:1~t.-·~f" .~ :.".:i :, t1 d._ 

pertd.ú.tUi?. k y o~dr,1wrfa. c .. ( cügrn 8 • ln c. 

En general, el proccdirni<:nt0 ,Jc sustltt:ír ''"·'$ .. ,n:?ll.:lcs por 

otras entre las que h,•ya una t<'l·11:i6n 1 i1"""l s0 l !.i·~1 · ~·or razones 

obvias- fúical'iz11c.tó11 .!( f<t.1 '"t~1.1H1'.l. 1,c;cu1~1::··; 'tJ" ~1<kr. a•;Jf pa

ra linealiz:n las rclac1cne~s (l) y (10) t• 1 c1ben, rcs¡cct Í\'il:"2:1te, 

los nombres de transformación lo~-rog (~ues las n~"~as ~ar1dblcs 

son logaritmos de las originalesl y 1 ransfor.1acil5n h"<' :~ iFues 

aquí, sólo una de las variabl0s s<? carrbia por su lo•;.uttrno ,..ien

trae que la o~ ra queda i'¡ual). La frecuencia con 1ll<'.' s·:: .Jsan estos 

cambios de variables es tan grande <¡ue ·~xist<.in do:> t1p'.s Je parel 

de uso comdn en los h:ioratorios de inver,tigacic'.~, ,~·~" t i~:·.en la 

propiedad de transformar los datos al tiempo que ~e v•~la~ e~~~ 

si ae hiciera en papel milim6trico1 asl, al loc~l~zar n~ les ~:l

nos del papal logar !tr.üco o semílogar !tmico (que ta les nombres re

ciben) , los puntos de coordenadas (x 1 ,y i), lo que en un plano con 
eaealam normales ee vería chueco, en uno con l.,s esci\las trans:or-
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madas, se endereza. Esto es: lo que en papel milimétrico semeja 

una curva potencial, en logar!tmíco parece una recta y aquello que 

en papel milindtrico pudiera ser una curva exponencial, en sernilo

garftnico será t<lmb1dn rectilfneo 7. 

Para terrn1nar esta secci6n consideremos un par de ejemplos 

en los que se haga uso de la transformaci6n semilog. Ambos se ba

san en la cons1derac15n te6rica de que la variable dependiente 

disminuye en un ~0~~0ntaJO connlanle ¡or cada unidad de la otra 

variable, de manc~r.; que entre e 1 Lls hay una relación expon0nci al 

dec.'l.ec-<.cn,te., ¡;or esto, el cc·róficiente Je J.u variül.Jle indepenJiün

te ap·:n:ece ant1.'Ct.'.d1da ~or un sír;r.t) 

Ejemplo 2.3, La concentrr.cilSn C [/V-J por e.e.] de una ,:;ustan

cia de la cual se deposita una cantidaJ inicial en ilgun circulan-
8 te, d1sm1nuye <:on el tH:mi'o t (rr.rn] se<J13r1 S<' reporta en la 

t 
tiempo 

[min) 

o 
10 
?.O 
30 
40 
so 
60 

Tabta 2. 4. 

e 
concentruci6n 

Vfg pcr e.e. J 

20.1 
10.3 
6.5 
4.7 
2.6 
i. 8 
l. 2 

e "' ln e 

3.00 
2.33 
l. 87 
l. 55 
0.96 
0.59 
o .18 

en. la que, aden~s, !;e han incluido los valores du la variable tran! 

forrada C. SegCin la discusión anterior, lo que tenemos que hacer 

es encontrar la recta de mínimos cuadrados de los puntos (t1,c1). 

cor.o puede ve.nfiear el lector: 

i. t • 210 s.. t 2 
"' 9100 

:E e = io.4a 1,tC .. 185.90 

y como N • 7, laa fc5rmulas e. l r e. 2. nos dan: 

V,18. 

_ k • 111ues.9!JL:.J1J.Q11!Q.!J.tl = :M.i~_so ,, -o. 
046 

(7) (9100) - (210) 2 19600 

en tanto que la ordenada al origen está dada por 

6 .. ! lo. 4_8J.J.21-~Ql __ -=-Jl!.9JJlll2-~W e: .s_ 6JJ.~ 
(7) (9100) .• (210) 2 1960(.; .. 2.874 

de tal suerte que la recta de rrfnimos cuadrados de los puntos de 
la forma (t 1 ,ln c11 es: 

C = -0.046 t + 2.B14 

de donde, al aplicar la ecuaci6n (6), tenemos: 

e= e2.B74 e-0.046 t 

"'17.71e-.046 t 

Por lo tanto, -6Cg1f11 ...t' •roddc, la concpntr.1ci6n inicial C'S de 

17.71 q por e.e. y la tasa instantánea de dispersión e3 -.046 

(vdase el capítulo IV para recordar el porqu6 de estos significa
dos para loa parámc?tros). 

Ejemplo 2.4. La intcnei~n~ d~ radiaci6n r [ec~ales por mini 

de un haz de rayos X, disminny.::? al -1tr.1vPsar pl .lcJs de rlomo de 
di. fe rente grosor g 1 in) ._;eq( n 1,1 ecua e i6n PKpuncnc i al: 

donde I0 es la intensidad inicial del haz y ·k es la tasa infini

tesimal de "absorci6n rad íoact iva" del plomo (Cf. Cap Hu lo I\'). 

Clow y Urquhart 9 dan los sigu 1lmtes datos eri los que I se regis

tra con un contador Geiger. Nosotros agr'1gamos, <>n la tabla 2. S., 

los valores de la transformada r • ln l con lus cuales, al encon

trar la recta de mínimca cuadrados de los puntos (qi,li), detcrm! 
naremoa loa parlmetros1 



grosor 

(in) 

• 125 
.250 
.500 
. 750 

1.000 

Tabla 2.5. 

Intensidad 

[sef\ales/mln] 

774 
688 
462 
272 
l(il\ 

l ,. ln I 

6.65 
6.53 
6.14 
5.61 
5.12 

V.19, 

.Apliqu:r.os ahora el r.1.m.c. con las siguientes cstadtstica9 y 

N ,. 5: 

~ g = 2.63 €. 1 :< 30.05 

~gI"" 14.86 

se tiene: 
-ku 15)(14.BG) - (2.63)(30.05) ,,-4.73 

- 15) ( ¡:~ ~-;; -::-7;:: ~-;-r--- 2 • 5 3 
-1.87 

y 

8 

y, por consiguiente: 

l • -l. 87 9 + 7 

• 109~.63 e.- 1 • 87 

l.I.:.11 = 7 
2.53 

de manera que la .()1.{eJta.(.dad .úuditl del. modelo u de. l 097 señales por 

min., en tanto que la t~a .ü16úi.Uu{ma! de de.()te.ci.Jn.lwto de I es -1. 87 

Hasta aquí los ejemplos1 como vimos, en todos ellos ta te.o~~~ 
orienta y determina el qutl hacer con los datos1 esto es, no basta 
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recopilar una gran cantidad de información sobre los fer.~~enos o 

los procesos naturales, sin la teoría no sirven de mucho e inclu

sive, suelen ser engafiosos, resbaladizos. La siguiente cita de 

Bertalanffy es, según nosotros, particularmente reveladora de los 

peligros do recopilar y procesar datos sin ton ni son, veá.--:-.osla • 

hay en P.1 mercado nunerosas fónnulas que ~·retenden rcpre:;entar ~a

tisfactorhmintt los datos y curvas ... quo so obse.-von. El procr.·dir.'e:c~o i;:~ne

ral ha cons1stidc en proponer una ec1ioci6n más o q~N;s co·;.•lejJ J ch G ,..,,r,os 

plausible; ent,•nc¡;.s el experi1nen'.íldor se ha dedicacr; •J cil1•;!Jlilr una serie de 

curvas .. , con la fórmula y ha 11;pdadr1 ~atisfecho si 1r; ubti,:11e ¡¡;;ro>.i:-aci6n su

flclnnte a los datos empfricos. 

",l\quf está la rri1r.er.1 i]1¡si(in fllH' hoy que dbtr.iir-. ~·1te1:1áti.:2··:-;t<? e> 

de sobra sabido que es pos1b1r aprr,xi11;a1"';e u casi 1::.i.iiq11icr cu1"1J ::i se perr:j_ 

ten tres o m5s rarSmctr·os lihrcs ·c 1 ~ rlecit·, si una ~(~1ílci611 c·ontle·2 •res o 
m~s constantes que no p1H:den verifil:;1·:,e ,10 ot1·0 :·:ido. f:,to t'> :ie; ::; s·;n que 

importe nada la for111a partir.ul,;r d1.: cr;u,1ci611 qt;c s0 l 1ij.1; 1.i 0c11:1cjf,n rás sen

cilla aplicabl<c c•s una serie dr~ 11<iti<nci,1s (y·~ a i 1 1 ~ : a,/• .. ) llevoda, o l 

dig.1:noa. liasta 21 término cíbico. iJn cSlr;ulo usí r.o ,.,SJ 11 e ojcrci;·:· .-ate~áti-

co. Siempre se puede obtl'nrr ;~;irn' inecif;n rnJ.)'Jr ictn•.'.,;ci oic0 rá> ~,",--inos. 

11 Lc1 consecu~ncia es que rl tr1~,f; 1 ·le cu.,1u;1t..~ u· .t tt :,_ ... ~\~ ,¡ :{~~c .. ~t~ 

de gab.lne.te, útil para propú:.itos de in\.erpoldción y exl ·é1;1olac16n. Sin E1:bdr

go, la apro.dmaci6n de datos ei:<pfricos 1u 6i.g11{d~c..:r .:úf 1 ordn ¿,. C'.1-1 ;:~tt(· 

cu.la..'!. o exp.-'\e.L 0rte.lt m<itr;;itit< cii~ u~'' d.1 L ~61 o se puedr !i~b 1 ar 1Jcj v rr 1 f' e ación 

y de ecuaciones que representan una timrfa si (1) (o~ t"•·~t·d.~. 1 ~'" .. lu.~.-~ ~cr. 

co116M.mab.lu pc'I. expeJLúnrntaci611 in.!cpc.nJ,vite y >í (2) de fa t:cc~r: f'U.::i.::i: dc.

M.vaMe. p11.ecUccl.ot1e4 de lteclw1i atí11 no 001>Cllvado1> ••• ,. lo (los Hl'bra:i·ados son 

nuestros). 

CUBS'rIONARIO 

1.1. En los ejemplos 2.1. a 2.4. discuta sobre qu~ considera

ciones te6rlcas se proponen las relaciones funcionales cuyos pará

metros se determinan en los propios ejemplos. 
1.2. Reconsidere los datos de Peso contn Longitud total de 

cllJllArdn blanco que se dan en el ejercicio 3.7. d~l capttulo lII, 
aplique el procedimiento discutido en esta scccJ.6ri pa..: a encontlar 
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la ecuaci6n de alometr!a de ~sos datos. 

1. 3. Según L1 "Ley de Rubncr" 11 , el consumo de ener9!a por 

un ida'~ dr:· ti ~rnpo dr.! lor-; or11;td s1ncd1 ., ': proporc i on;1 l n. una pote ne í.n 

de su :~a:.a c•)rporal. Así, cnt re cst:is variables 11.>lJl:!í una relnciór. 

a.lor:1~tr.ica con exponente aproximad&1~ente igual ét 2/3 en e} r.:asc· 

de los marr:ffcrou ¡¡cr¡(in Uertalanffy12 . nubner llegó a cata conclu

oi6n al e>-:perünenti.lr r;on pr'lT<'" dv diir::i:cnte tmnaho. La ¡;iguicntv 

tabla nuestra lou r~sultadoa originales de es~u fioiólogo de fine~ 

del siglo pasarlo. Sea (J [c:al,H·Lis por: día! el con,:;urr.o de ener<Jfa 

y sea W [kg] la masa corporal. Comprucb~ l~ Lay en el caRo de ns

tos datos: 

peso en Kg 

3.1 
6.5 

11.0 
17 .7 
19.2 
23.7 
30.4 

Metatio l i smo en perros ( ~'"Jlin Rubner, 

producción de 
cal por Kg por dfa 

25.8 
úl.2 
57.3 
45.3 
44.ii 
40.2 
34.8 

hacia 1880) 

proúucci6n de cal/rn2 
de superficie corporal/dfa 

1 909 
1 073 
1 191 
l 047 
1 141 
1 082 

9134 

As.L'nis::io, verifique ln ll¡m1ada "I,.;y de Superficie": O es proporci2 

nal a la superficie corporal s. 
1.4. El costo de enr1r9ía al c'.:.rn.d fue medi.do por :.chrnidt

Nielscn en 197213 para varios animales. Si B es el costo de ener

g!a q•;-:: se usa para trunsportar 1 grarnrJ de p(rno corporal una dis

tancia de 1 1'..m [cal por g por r:tn) ¡· M [g) es 1>1. masa corpon1J., en 

c1Í{!ntrc la ccueci6n potencial que mejor se ajusta a los datos de 

óich.os investigadores que se dan en la siguiente tabla1 

Animal 

Ratón blanco 
1\rdilla 
Rata blanca 
Petro (pequeño) 
Perro (grande) 
Cordero 
Cabt.illo 

masa (gr:ail\os) 

21 
236 
304 l 

2.6Xl04 1.8Xl04 3.9Xl05 S,8X10 

E (cal/g/Km} 

13 
3.7 
4.4 
l. 7 
0.92 
0.58 
u.is 

v.2~. 

1.5. Una droga es eliminada del sistema clrcalatori~ ~ 1r 6r

ganon corno el lifgndo y por "l consumo quu otros .:Sr~1.Jnc;os i-.:icL·r: de 

ella. Este tipo de ¿ecaimiento sigue frecuentemente una curva ex

ponen~ial. Considere cA siguiente conjunto <le J3toe {ada=~•~os de 
. 14 Urqul":ar.t y Clow, 19 74) , en los que A ( me¡ por 10 mlJ es :a con-

cer.traui•:.in dü 1.a droga en el torrente ranqufneo y t {ho::-.'s} us el 

tiempo. Calcule, il pdrtí r rle "ll~n;, el 'J<ilor de la cor.:c:-.tr:;ci6D 

inicial 1!
0 

y l 11 tasa ins tantfoea de elimiriaci.6n de la droga. 

t (hrs] .1 
A ( mg/ • 97 

10 1i11] 

.3 .6 .8 1.4 

.90 .83 .77 .69 

1.6 

.60 

2.3 3.0 3.5 4.2 4.8 S.J 5.9 
.118 .4J .34 .32 .24 .19 . 17 

l.ó. la i.ctiví.clad en·dr>~tica de la c.1~:;ilas¡i ~e ptcr(;,' ~i.;:'."~nte> 

la exhibic i6n a la luz sol ar en pres ene ia de oxf geno. Si y V19 ¡..icr 
10 ml) denota la concentraci6n de catalasa y tes el t~e~?O 3e cx

posici6n, entonccn y decrece exponenci'1lrnente con t. Use los 5Í

guiente6 datos de Mitchc~ll y r,ndernon 11965) iS para detc:.-:cinar la 

tasa instantánea de decaimiento y la concentraci6n inicial "del 

modelo". 

t [minl 

y J!fg/10 ml] 

o 
121 

!O 

74 
30 

30 

50 

12 

60 
(;.7 

70 

3.7 2.0 

1.7. l. Si la relaci6n entre dos variables s y t es ::>ote;.cial. 

a.¿qu~ transformaci6n es necesaria aplic~r a los Jntos para !inca

lizarlos? b.¿qu(J signo tendrá ln p1rndiente {1<! lu ::ecta cr. rn.c-. r!(' 

las transformadas si la relaci.6n es hip<nb61 ica? c. ¿qu~ l"fcrr.a

cidn puede obtenerse de la ord~nada al origen de dicha ::~t~? 
Z. Suponga que R = ln R y q son dos variables en:.re lii!s 

cuales existe una relación lineal con ecuación R ., a • b q a. lqi:é 
tipo de rel11ci6i1 funci mal existe entonces entra las var iablt!s R 

y q? b. si la pendiente de esta recta es negativa ¿qué rasa con R aL 

eumentar q? c.¿qu§ signiricaüo fenomenológico tienen l~s par&r.ietro•; 

eª y b? 

1.8. Reconsidere los ejercicios 1.2.1. y 1.2.2. ¿el cue~tio

nario anterior. En cada. caso, proponga un cambio de var\ables (no 

neceaariazaente discutido en oata seccidn) para linea!i~ar las f~~·· 

cionea. 
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J. Presentaci6n Elemental de los Modelos de Crecimiento de L. von 
Bertalanffy. 

"Todos los seres vivos nacen, crecen, so reproducen y muer;:¡~,·· 

dicen r.;uchos libros elementales de biologi" y el segundo de esto.:. 

procesos blsicos -el crecimiento- ee puede medir: todos los orga

nismos ;;,•_:mentan nu taf.'año conforme "'º"'"jc·ccn o dicho en p t1 ak:ar. 

de R .. '~argal"!f: 

"Cad; individuo de ur'l población unispecffici! se puede cJraclcrizar por 

una bh-,~;;. Y con ellil cc~~rihuyP. a 13 bio:"<lc.; total J~l ecosistcnn. [1·~s pro

piedJd,!s r! i indil'ÍÓU0 Se "dieren u J.1 ¡·;,,.n.J Wf~l.. ¡r;.,li;'J tJl C:Ol1'xibu;;11)11; 

1) f.Jura 1~11 tli:r1pn ·li1,dtc1d'J, ha:,ta q~1e ·'.>obrt·Vien~ 12 n;ur~1·t:e. 2} f~ientras vivi:, 
. . 1 t . t. " 16 su bic::-.~s~ no p'!nranece con:itante stno que, g~ncr8 1;!i',n e, (¡;;io.en ..t. 

En ~:?ct-.ry: r~o1, el .i._iemf'º' l·:.:;:_; an.irnalcs y l(tS plúntas ne nlnr

go:i, ~:n-;~·:Jr:Gan,. 3c;: .. .:nt:;.:1 d~· peso y ".roluincn y todos 0.JtoG cmnbios 

~ue~nn z~dirsn -cor~ ~1ay~r o nicnor d1fjcultad práctic~- puro tod~s 

L;s var i.:i;..lr":; n:c1(;1 cn~nciacl.:is pu•:c.kn '"v"l\lill'tW cuar.tit<iti.va.men

tl~, c!e ~ancra que 1,1 pn;·3unta ¿qué t¡·UiU',Úi11 6unc,i.11iil euit:e ~ttl'r.r., dú31t" 

mc6, (.¡¡ lM¡¡aud o el µeiio q Úl W.o.d? puN'e spr r0spondi.da. Esto ea: 

Si L rcpres~11ta la ta Lla (o .\Lrnc;iturJJ y W el poso de cJerto 

organistr;o ¿q•J6 fl'.innuLrn '2xL·:.lfcita:¡ ?<'iini tc11 calcular L Y P como 

funciones de la ecl~d l? ¿;;C:no snn L ·"' L(l) t \·I '' W{t) '? 

p~ sujo, es este un problema complic?Jo y es difícil estable

per un modelo matemático gcneraliz~b!~ pvJs, sin duda, el creci-

, d l h.cos1'stema" 17 ·, ~iento reflejar' "las co~plejao into.-~~1ones e & 

sin embar'<;o, con un enfo<jue sistémico, Ludwig von Bert,'llanffy ha 

propuesto - "en basf! a .cü•rto razonamiento biol69ico convi.nccnte" -

un modelo .sencillo y Gtil "en el estudio de poblaciones de pecea Y 
i 1 .. 18 otros an ~a es . 

G-· .. N.ic r.'c'do, este modelo se basa en las eiguümtcs observacio

nes f~ndanontalcs: 

- seg\in la especie, las condiciones ambientales, el sexo, etc. 

•el promedio de los orqanísmos• mantiene -durante toda su 

Y.24, 

existencia- sus dimensiones corporales (como el peso y la 

longitud) por debajo de ciertos "topes" o dimensiones mjxi

mas; al ir envejeciendo el organismo "tiende" a alcanzar 

esos tapes. 

- En general, se observa una "mayor ca¡rnci:ad de crecer" du

rante las etapas tempranas del desarrolla corporal; dicha 

cspacidJd disminuye de ;pu6s do cierta ndad hacta casi des

aparecer. 

En la presentaci6n elemental que aquf se hace, ~artin2s ¿e 

este par G(:: pr~r.d.sar¡ bt'!ni.c.~.·.; que ... cnmv se pt11:Jr.) co1:·.¡,r-...:l1ar !"i'-~il· 

mente:- - 91;1 cumplen en la imn<:•11s11 m<1yorfa de la~ C'Spccics ilni~.ales. 

Por t!jemplo, si lo;; d;:ito'; de la tabla 2.1. se \·acfai~ a rap.1l ,:,íli

mtít:t:ico por darnos l!ll;) idl'.'.1 :ic c6mo varfan ¡, y ;; -:en ,. (\:er f igu

ra 2.4.) se obser-,oa que c-1¡anc'o t l'>S muy 9rand1~, (,se a'.·0rca a i.:r; 

tope que, estimado a ojo, podrfil tomarso c0~0 iqu~l a 19.5 e~; 

por· su parte, cfo et:ta gráfic:i L•s d1ffci 1 decir cu.11 es l~ e:·'·""'"
;.ü6n máxim,l corn;spondinnte al reso pues con los datos rliFponibles 

c6lo podemos darnos una idea del perfodo da crecim·ent~ en el que 
la capacidad de ,11.w;entar '1e tilfl1<rnü .'lf\n no ,~j r,~.,i¡¡uy,) 'j 

Nui.;strú inh~nción er, ·- u:;anclo una iH.'rrur:1i.1'i.'..il ta.:ilc·:oátlca ele

mental - obtener 111s f6nnu1a:o; J¡<l J.li1mado ~ccielo di~ von ner·tal,1r,

ffy para las relacioneo talla-edad y poso-e~~d de los anirrales ~ue, 

corr.o los perros de Rubnor (v6ast• <:>l l'}!rclcio l. 3. ifol cu,:)¡,'::iona

rio anterior), tienen respiracit~ll proporciona 1 a 1.1 surerficie co;: 

por111 20 • 

Vea!llos la mateJr.litica que:! ne1.:esitarno1> pan• esto: 
a. Si y ., y (x) os tal que ta .taM de cJteci.11v:mto f.'<l'l cíll1A. w~úfa.d de x 

(u. ele x.) u conb.ta.nte., entonces y •'.J ima 6w1c-tb1 cxpo11wcú1l ác >t. Esto 

ea. ai 

y(x + l) - y(x} = q 

y(x) 
entorices 

+kx 
y (x) = e e k ;- o 

equivalentemente, si y cambia de manera porcm1tualtt•ent.e. c~·nstante. 

por u. de x., exiaton e y k tales que 

-
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de hecho, 

e "' y{O) 

;!:kX 
y(x) • e e. 

y ± k = ln 11 + q) 

de manera q~e si q es positiva, el signo que antecede a k es + y 
el -1 < q < O, entonces dicho si9no será -

Ejemplo r1e <•ste t.i.po Je funciones son las del modelo ce Mal-
20 thus p~ra el crecimiento de una poblaci6n N en el tiempo t y la 

llarn'lda Ley de I.ambert p;i.ra el decrecimiento de la int...,nsicad lu

minosu. l de un haz de luz qlw atraviesa una copa de r.~ater ial tran~ 
21 lúcidé1 C•;<mo fur.ci.ón de la di!;t<mr;ia d qné1 e;; ntr;_1v1}<;acli: por el haz. 

En 011111.1 se tic.ne que: 

- Si N
0 

es la población inicial y k>O os la tasa de crcciciento 

instantáneo de la poblaci6n, entoncas: 

- Si 1
0 

es la intensic..ad inicial y -r (r) OJ oJ la tasa de decre
oillliento "infinitesimal" de la intensidad luminosa, entonces~ 

b. El oomportAllliento típico de las 9r4ficas de las funciones expo
nenciales que se muestra enseguida (figura 2.5.) 

-== ... 
Fi9ura 2,5,1. Fig ... ra 2.s.2. 

Exponencial creciente Exponencial decreciente 
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c. Dada la gr~fica de una funci6n y • y(x) puede obtenerGe la grá
fica de Y• b - y(x) si ea siguen ostoa pasos: 

- refléjese la gráfica de y = y(x) respecto al eje horizontal; as

to da la gráfica de -y(~). 
- despldcese la gráfica de -y(x), b unidades hacia arriba si h>O 

y -b unidade.'> haci<1 abajo si b< O. Con esto se obtiene l<-i grcific¡¡ 

de '/(x) ""b - ;;hd (vr!r fir;nra 2.6,). 

\)' _____ ...., 

y e b • y{x) 

Figura 2. 6. 

La gráfica de Y = b - y(x) a 
partir de la gráfica de y(x) 

\ 
y • -y(X) 

d. Finalmente, necesitaremos 111 herrrunienta básica para ajustar 

rectas de m.c. a <latos experimentales o a sus linealizaciones. 

La relaci6n talla-edad. 

Originalmeote, von Bertalanffy estableci6 su modelo en base a 

consideraciones metab6licas y plante6 una ecuación diferencial en 

la que las variables son el peso W y la edad t, de manera que ob

tuvo una f6n:iula er.plfcita de w = W(t). Despu~s dedujo la corres

pondiente a L = L(t) usando el hecho -más o menos fácil de establ,!i! 

cer- de que L como funci6n de W está dada por 

L(WJ .. c wª a f: 1/3 

v.20. 

Aquf procedcrcmoo alrcv6s1 esto os, encontraremos explícita

mente c6mo cambia ¡, con t y, de aquí y de cóino varía W con L, ve

remos c6n:c• w C::S funci6.1 de t. 

En el caso particular de le talla, las premisas b~eicas signi

fican que ezist.e uua (1tU'11 ,,,,frún,¡ ¡¡ la cuul "se i'lpl"cú:ima cada vez 

más 11 la talla <h~ lo::; individuos confon:lc en\·t~:Jt~CE'rt. rr, lr:> suc:Qsivo 

denotars-mo., con el ,,~fr·,))o]<) L,,,, -:! ,:]d,;1 l-3.l la r;:i:ixima. 

Como decí~n10E; a:·rib:1 {·,·(~;1:-;r· i~a :[i,jurrl 2.4.)t (:n r:1ucLr_1s cases, 

los dato~; do t V~.i 1 .. corrc:;¡)ond1"'Jl - en unt\ prüi ~:rü aproxi~1aci~n -

a una curva como la que se muestra eu l~ figur~ 2.7 •• Exrunindcos

la por vor si '~S posit>lc o~tPnl·r cJo cll:1 unil i:~1~ci611 ft1ncional 
·r, 

con una interpretaci6n biol6gic~ convincente-· 

F'.yura 2.7. 

Comportamiento típico 

de los datos talla-edad. 

Consideremos la nueva variable 

S(t) "' I.co - L(t) 

S(t) es, por as! decirlo, lo que le queda a.e bicho pc'I. CltCCc': CLiaJtt!c a.l

canza ta. edad t. Natura1.mente -por la segunda prP.misa básica- S de

crece cuando t aumenta y, además, la gráfica de S tiene una for.;;a 

muy conocida (véase la figura 2.8.). 

En efecto, la gráfica de S tiene cara de ser ww. c:c.pr11e,,teUU: d~

CJLe.c.lente., ¿será?. Por que si sí lo es, podremoa proponer una bcena 

candidata para la funci6n L .. L ( t) • Veamr.s c6mo: 
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Figura 2.8. 

La gr~fíca de S(t) ••L..,- L(t) 

~,¿ hu.bú/ttt algW1A e.v.We11cla. ex.pe1t,ún~.ntal de. q11e. s de.Cite.ce. de. maneJ«t po!U'.~...tual

mcn.te c.oM.t.lr.te poli u. de t, tendríamos: 

s (t) 

dondes ... S(O) = L"'°- L(O) y -k es la tasa instant~ne,3 de decreci

miento de s. De este modo, 

L,...- L(t) =[Lo:>- L(O)J e-kt 

y, por lo tanto, 

L(t) = L"° - [L
00 

-L (O)] 
-kt e. (14) 

Con lo que quedaría respondida la pregunta de qu~ tipo de depen

dencia funcional existe entre L y t. 
As!, en vista de que S tiene un comportamiento exponencial 

decreciente s6lo en caso de que disminuya de manera porcentualmen

te constante por u. de t., elegiremos la ecuaci6n (14) para mode

lar la relaci6n talla-edad s6lo si se cumple otra premisa básica: 

- que. t.a tiua de. decilee.únle.nto poit u. de t. de. lll. val!Án.ble. S 1.u cotU.t.altte.. 

!)\ caso de que tal no ocurriera e i. e. si los puntos de la for-
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ma (ti,Li) no describieran una curva del tipo de la de la fig. 
2.7.), mejor ser!a buscar otro modelo. 

Sin embargo, de cumplirse esta premisa, se tendr!a entonces 
que 

q ~ S{t+l) - S(t) 
S(t) 

(15) 

es una const,rnte negativa mayor que -1 (¿por qué?). Ahora bien, 

si en la ecuaci6n anterior sustituirnos S por lo que es en términos 
de L, tendremos que: 

de donde: 

L(t) - L(t+l) 
q = 

LfO - L(t) 

q[Lro - L(t)J = L(t) - L(ttl) 

(16) 

(17) 

y, por lo tanto, que la premisa se satisfaga es equivale~te a q~e 

se cumplan las ecuaciones (15) ¡¡ (17): esto es, que entre L(t+l) 

y L(t) haya la siguiente relación (que se infiero de la Qlti~a i

gualdad) 1 

L(t+l) "' (l+q) L(t.) ·· q L 
ti> 

( 18) 

Es decir que S de.CJtcce. de. r!J.11c.•.a poJz.cen .. twtli'ut.tc cor.~t.:i~t.: pe~ u.Md.u! 

de. .ti.empo ¡,.{.y 66t.o 6.l L(t+ll vc.ACr. U11rafriei1.te ce:: I.(f:). Esto es, si "i 

sólo. si existen un par de constantes m y b tales que 

L(t+l) • m L(t) + b (19) 

donde, necesariamente, m es positiva y menor que la unidad en tan

to que b es mayor que cero puesto que: 

m = l+q b • ·q Leo y -1 < q <o 

de manera que la tercera premisa fundamental se satisface cuándo y 
a6lo cuando los puntos (L(t),L(t+l)) se alinean (o casi) a lo lar

go de una línea recta cuyas caracter!sticas 9eomdtricas se exhiben 
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en la figura 2.9. 
L(t+l) ., L(t) 

L(t+l) • m L(t) t b 

1 

------------1-----+ 
Figura 2.9. 

La gráfica de L(t + 1) = m L(t) + b 

. Además, la equivalencia de las ccuacione¡¡ (18) y (19) provea 

un m6todo directo para evaluar los parámetros L
00 

y k de la ecua

ci6n (14). En efecto: 

Corno m ~ 1 t q y, a su vez, -k = ln(l + q) entonces: 

-k = ln m 

En tanto que corno b = -q Leo , entonces 

ra que 

L ., _b_ 
(JI) 1 - m 

(20) 

L .. ..l?_ , de maneao 
-q 

(21) 

~or otro lado, esta forma de encontrar Lcoy k fue planteada 

por Ford-Walford (el método recibe su nombre) con un enfoque que 

- más allá de la frialdad de las ecuaciones - está basado en una 

interpretací6n biológica consistente con lo que se está modelando, 

a saber: la ecuaci6n (19) dice c6mo cambia L(t t 1) [la talla w~ 

wi.<.dad de .th.r.ipo deApuú. del .túmpo ti al variar L(t) {la talla en ti 1 

hay una sola posibilidad de que L(t + ll y L(t) sean iguales y es 

que. el. 01tgan.ú.mo ya no cAezc.a y esto, segdn las premisas del modelo, o

curriría CUJVtdo 4e. liub.<.eJte. alca.tiza.do !a .tau.a m<Í.Jl..Úna, Es decir quer 
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L(t + 1) = L(t) (22) 

si y s~lo si ambas variables son iguales a La:> • De modo que, sus

tituyendo este valor en la ecuaci6n (19) se tíene23 : 

LIQ = m L«> + b 

de donde, .:il despejar L"' , se obtiene nuev<:tnentc la ecuací6n (21) 

que, gcomdtricamente, tie1c la siguiente intcrpretaci6n: el punto 

de coordenadas (Lea ,L"" ) ('S r; 1 (ínico punto que ruede estar si:-:iJJl

tlneamente en la recta ae la ecuaci6n (\Q) y en la de e~uaci6n (22) 

de manera que viene a ~ier et r 1,¡(c d<.. .(n{e<;..~.t .. '>!,( 1 ~ ,;,:_ f.1 P"vt·:rL"._¡ -::.~"1~ u:: 

JteC-ta. a 45° (que es L1 ""r¡ur,rJa, v(.,.,;1.' lil f.ir;t>r1 7.9.). 

Con lo :interior se t:NHirf,¡n dos par:ínetrs•s de 1.1 ccuaciG1; {~4) 

y en la secciein anlerio1· di.>c·Jt.ir.1os el nH:t<J<.lu r·ilra deten~iniH el 

tercero: c~fectivan-H.~ntf~, ccirno L~0 - li{O) :.:: 5 0 y ya :.~onocer·~.~r1 Lr..-., , 

basta encontr.ir "S inici,11" ¡>ara encontr,u L{O) [5
0 

fale al apli

car la transformaci6n semiloq a los dato~ de la torrna !t1 ,:n Si)] 

sin embargo, en lugar dr.• busc.:ir I.(0), es ¡:;referible encontLil otro 

parároet:ro pues en mucha tl1.! la literatura en lc1 gue ap,>rece este 

modelo, l<i ecui.lci.611 (14) t>e pr·es.,.11ta prcferen'.;:1;•,!nte en la forna 

que vou Bertalanffy le di6 c~n 1936: 

(23) 

en la que t
0 

Jtep.,~e11..ta el tümpo li..i.po.ttttco (o del modelo) l'.11 el que t.:. 

taUa e/tll..O , es decir ql.te t
0 

satisface la condición: 

La siguiente rnanipulaci6n algebrliica nos pennitirá, prL":lero, 

ver que (14) y (23) son efectivamente equivalentes y luego, calcu

lar t
0

1 

Empecemos por factorizar I.1:1 en la ecuaci6n (14) : 

L(t) • f,cia {1-
s o 

Lco 

e-kt¡ (24, 
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Ahora, calculemos L(t
0

) con esta f6rrnula y apliquemos la condici6n 
que define t

0
: 

cntcr.ces: 
-kt

0 e 6, DQUivalontemcnte: (25) 

de ~anera que al sustituir esta última expresión en (24) tenemos1 

L(t) '" LCA;> f 1 
kt -kt 

e 0 e (261 

que es efectiva;:;ente equivalente a (23) (¿por quá?). Adem!is, (25) 

irc;1lica que 

t: o 

J n S - J n r.r,,• 
-···-º--·-·-- --~ 

k 
( 27) 

_da modo que t
0 

también se obtiene cnlculando la "S inicial" pue~ 

¡•a conocemos k y t,,., . Recorck:nos ahora que 

s (l) 
. , . 
lTTI?..1.. lC.3 ln S -k t t ln S 

o 
(28) 

ce r..odo qc.e basta enco:itrar la 0:.de1.ada al origen de la relación 

lin9al entre ln S(t) y t para, finalmente, conocer t
0 

As!, lo anterior podemos resumirlo y aplicarlo de la siguie~ 

te ~anera: dada una colecci6n de datos de edad t [unidades de tiem-

po} c~ntra talla L(t) (unidades de longitud] cuyo vaciado en 

tL~ plano cartesiano presenta una disposición típica como la de la 

figura 2. 7., para ajustar a tales datos una ttl.li1Cldn de Beltt.a.ln.n66y 

de la forma 

-k(t-t ) 
L(t)•Lcoll-e ºJ 

es necesario calcular los parámetros 

v.J4. 

L~ = talla o longitud máxima 

-k • tasa instantánea de decrecimiento l 
t e S { t ) "' L~ - l. ( t) 

t 0 = edad del modelo en la que la longitud es cero. 

Cálculo que 3e lleva a cabo sor.1dn el A1'qu'ci1te d' · - _ ~ ¡:roce ir.:1ento: 

.... Se encuf~ntra la recto. de i 11l:nr·1c1s Cll..ldrac1os dr? lo~.; ?U:-itos :.:e 

la fonna (L(t),L(l+l)). Uu~ tan tucno sed o~tc ajuste es u~ 

indicador de lo accrt<ldo d~ elegir este modelo para nuestros 
datos. Si el aju~to de m.c. da que 

L(t + 1) e m Lit) + b 

debe satisfacerse que O<m<;:l y que b>O. 

- De lo anterior se obtiene que: 

y -k = ln m 

- Se busca ahora la ecu~ci6n de m. c. d• las parejas de la fo~ 

ma (t,ln S (t)) donde S (t) '' l<x> - r,(lJ. D( hecho, de tal eci.;,; 

ci6n ya se conoce la pr!lldit,nte -k !J(l! lo y11(·} s6lo es I1fcesa~· 

rio calcular la ordenadJ ~l origen qu8, seqdn la ecuQci6n 
(28), es igual a ln s

0
• 

Se obtiene el valor de 1 con 1.:1 f6nnuL.i ··o 

ln s
9 

- ln 1 • .., 

k 

Apliquemoi> est.o a los datos de la tablc1 2 .1, en el siguiente 

Ejemplo 3.1. Encontrar la Ecuaci6n de Bertalanf!y de los da

tos de camar6n blanco que se citaron en el ejvriplo 2.1. de e!'te 
mismo capitulo. 

SegOn la discusión precedente ten~mos que empezar por encon

trar la recta de m.c. de L(t) vs L(t+l); en la tabla 3.1. están 

los datos que necesitamos para el ajuste; además, incluimos en 

ella los valotcq de ln S(t) que también vamos a emplear {para e

llo usamos el valor de Lw que aquí calcular~mos) 
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Tabla 3.1. 

Camarón blanco (PeMcu& vaiuU1111ú) 

t L ( t) L(t+l) ln S(t) 

1 5.8 9.2 2.6493 
2 9.2 11. 7 2.3744 
3 11.7 13.7 2 .1096 
4 13.7 15.l l. 8318 
5 15.1 16.3 l. 5779 
6 16.3 17.2 1.2933 
7 17.2 17.8 1. 0097 
8 17 .fl 18.4 o. 7630 
9 18.4 18.B 0.4349 

10 18.8 19.1 0.1352 
11 19.1 19.2 -O. 1686 
12 19.2 -O. 294& 

Como puede verificar el lector, la mencionada recta de ro.e. 
tiene ecuaci6n1 

L(t+l) "" O. 7620 L(t) -! 4. 7477 

oe donde, aplicando las ecuaciones (20) y (21) tenemos: 

4.7477 
10 = -1--""'"o"-'--. 7"-6'-'2'--0 y -k = ln 0.7620 

por lo que L00 = 19.9448 y -k = -0.2719 
Por otro lado, como se menciona en el apéndice C, en una rec

ta de m.c. sie~pre está el punto cuya primera coordenada es la rne

<lia aritmética de "las xi" y cuya ordenada es la media correspon
diente de "las y.", de manera que para calcular la ordenada al 0-

1 
rige_n de la recta de m!nimos cuadrados de t vs ln 6 (t), basta 
calcular la~ medias correspondientes a estas variables y sustituir 
en la f6rnula: 

ln S e ln S(t) - (-k) t o 

donde la testa (o gorrito) sobre las literales denota la menciona

da media; asi'.1 
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y como 

ln S
0 

.. 1.1430 - (-0.2719) (6.5) 
2.9104 

ln L00 = ln 19.9448 

"' 2.9930 

entonces, al sustituir lo que ~orresponde en la f6rmula (27), se 
tiene: 

ton 2.9104 - 2.9930 
0.2719 

.. -0.3038 

de suerte tal que la ecuaci6n do nertalanffy que se busca es: 

L(t) "'19.94 [l - e-0.27(H0.3) J (29) 

La precisión de ser iptiva d~.l modelo es sorprendente. ,Tuz\lue 
el lector si no con la siguiente tabla de valores calculddos en 
la r,¡ue, para mayor comodidad hemos incluido los obgervados: 

t 

l 
2 
3 
4 
5 

"6 
7 
e 
9 

10 
11 
12 

Tabla 3.2. 

L(t) 
observada 

s.e 
9.2 

11. 7 
13.7 
15.1 
16.3 
17 .2 
17.8 
10.4 
18.B 
19.1 
19.2 

L(t) 
calculada 

5.90 
9.23 

11. 76 
13.70 
lS.lB 
16.30 
17.17 
17.92 
18.33 
18. 71 
19.00 
19.2? 

Recordemoa que, en este caso, t est4 dada en mases y L en Cl1I 
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La relaci6n peso-edad. 

Antes de describir lo que propiamente ea el modelo de nerta

lanffy para esta funci6n biom6trica conviene hacer la siguiente 

aclaraci6n: la segunda premisa blsica reopecto al crecimiento, Je 

refie:e a cier~a. "capacidad de crecer" qua disminuye a partir de 
c.ierta 0·J:1d; en -:~J. 1;~50 de la Vc~.:.in1..:i(jn rlc.l p·:.so, :;,ucedc qui: -~ ?~~ 

rt:l un Luen ntLnoro r.1~; urqQnisrnoe ·· se r.er}ist.r,1 uli :.r.:ccirn.if•nto r.!:'~P~ 

nencia.J tt.;tnp:i.-an~:;, eri ':l quí.~ la H1Ql)CJ.~)rLrL'. t 1;cdpücldi!d 11 awnenL\ t_Jto-

;.--;(' \:::r1_;:.l;i. la pri~t(::r·;1 ·~·rt.:ri1isa (lt:i de lu~; r1:i1~H~n~i:;J;.;::.; "l.npt•") 1 ,1~~ 

L-:lprc~-~.:indi}.:J.1.~ qt::~: ·-:·.'.tr~ m·.}d·-"' d0 c1•:·~1.::·L CP~··~:; d~ ,;,·.J,Jttr 0 1J"l iJill'.1•..::-1-

to ¡JT"'Y)L~-~!;lv(-:;;n;-·ntc~ ~ ... ,~~ ~ .. l!nt•'.)í PO tfirr1lir·.rJ:_, )~~hP!: .J~<~, rLircmn:; r11Je 

·:~J. ~·.)·.Jelr::- ~~xponHri(~ í _:;J d~ rr(~c.i.m.i.cntD '1f·rt.i ';ti] ido ;¡asta el m,,::irn;nto 

L~n qu~:: si.:~ ~·Ji0Juz 1.:a D 1. ca;11b.ío~ Pcir esto 1 t~l rnodPl(J const.rui.dr) nn 

ol cü-;..;ftulo anteri<.JJ" ~/ t.::1 que ahora diG·~:ut1rü11~:):-: nu son coutrnd.ic

ttnio:s.;J1~n·a s1, s.d'.o el modPlo clt;; Burtalílnffy: 

En ol caso de las oarccias de "rps~irnci6n proporcional a la 

superficit;"(p:~ccs, m:mif(>ros y Lm1clibr<rnlJl\Í'.1S ¿;e<J'Ín l<i clas.ífi·" 

c;:ici6n ni;, l padre d•: 1 i:1ode lo) , snele ->UGC'dcr, corno lo lwmos dicho 

ya varias vece!>, que W VDd".1 alom\'.ltricnmcnte c•:Jn la longitud ¡, de 

manera aproximadarncn tr-: cúbica ele suor:c,, qtw f 

De esta for:a1a, si 
po11emc.s la fUnci6n L 

donde -'I ~ 3 (30) 

sustituimos (23) en (30) -esto eo, si com· 
L(t) con la funci6n W = W(L) (Cf. ap6ndice 

B de este capitulo)- obtendremos el peso como función de la edad, 
Veamos c6r.io: 

W(t) "' W(L(t) J "' e [L(t) Jª con a~ 3 

y, por lo tanto1 

-k(t-t ) a 
W(t) • clt (1 - e. o ]l • l , 
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Finalmente, si denotamos con W00 al tope del peso o peso máximo, 
se tiene: 

donde 

-k(t-t ) a 
W(t) = WCD [l - e o J 

w a = e I,o> y 

(31) 

na jo estas condiciones, invaciabl.err.ent<! r.e tiene que 1 a grlifi
ca de W "" ·,¡ (t) ea una r:urv..i en forma de ~s•, raz6n por .1 a cual c.e 

dice que es una c.uwa ,;{r¡noúlc.a. 0.:.:1 tres zonas bien dif,;n:nci.:das: 

la del principio, de lento pero cada ver ffids rápi¿o creci·· 

;fliento, 

miento y 

-· la. final, de cr.edmiünt.o 11-into y pr.oqre::dvamt'ntc meno¡; i1pido. 

(v6ai.:e la figul'a 2 .10.) 

--"---..--'F19u-;;--2-.-1-o-.---------~ 

Comportamiento típlco de la curva 
W m W(t) con ecuación (31); •ani
males de respiraci6n proporcional 

a la suparficie" 

El conocimiento de este comportamiento tiene co11secuencias tlti

les en pesquerías (más generalmente, en estrategias do <.':<plotaci6n 

de ~ecursos renovables que casen con el mod( :.o): no oi> aconsejable 
capt\llt'.ar durante las dos primeras etapas - los bichos, o estAn muy 
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chicos o , en poco tiempo, tienon la posibilidad de crecer mnc:ho de 

modo tal que si se quiere aprovechar el recurso de la mejor roancrD 
(al menos desde el punto de vista de l.'!. mdx.hna b.lomMa que pwz_de. oiJ:li1rMe. 

po-'L -U:dfriduc'), conviene capturarlo al finul <le: la segunda ctilf•i:. 

Calcular el momento de la m~xima rapidez de crecimiento ~6lo puede 

hacerse con precisión si se usa un p:co de c5lculo diforenci~l bá

sico. A1UÍ sol ai'.len te dircr.1os que' e~¡¿¡,_ :lo a ~- J, el ptm lcJ dum!-~ la 

"S" caP.'bia de concuvid<.1d tiene corno r~rdenad¡¡ el valor 8/27 1~-~ -,,·00 • 

Con esto es relativar-1ent:e sencillo -:,,;: cnii L, cd,id •'n :ta tJU<:; c-1. u.r·· 

ganismo ;,l(~ja de crecer ct1da Vt!-.,~s r{J1·,i·Jo p~u:z1 t:rnpt.~za:c n. hacci~.~~::' ~:a,,_Ll 

vez más desp<icio (l~f. r_::jerci(:_lo 3,1.· ,_!el L'.U·!i>UrmatiG ¡¡l fl111.1l de 

esta secci6n). Por lo p10n1.o, podm~'). c;mcluir c-J 

Eje:;1FlO 3. )_. (cont1nuat:ióni S<:>'.;ru: h• ;mtorioi:, la eCUi.lcil.'.ín de 

creciir.ient:.; de 101; ddlO~ de Cc\r,-1cn:l5~1 bl¡¡nco r1u~~ enlistamos en la 

tabla 2.1., correspondionlc a la relo~i6n peso-edad, se obtiene 

sustituyendo (29) on (7), con lo qu0: 

W(t) =• 2G [l - r-.2'/(t+.J)!'l.O"l (31) 

y se tiene un valor de 26 gramos parn el peso m~ximo del modulo. 

Terminamos 1<1 sección y el r.:apí tul o con L1 sigu:i "'nte tabla de va

lores observado a y calcul.'ldos con ( J l i . De nueva cuenta llamarnos 

la atenci6n del lector sobre lo certero del modelo: 

Tabla 3.3. 

t w observado w calculado 
[meses) [g] [gl 

1 0.6 0.62 
2 2.4 2.44 
3 s.o 5.14 
4 8.1 8.21 
5 11.2 11.24 
6 14.0 14.01 
7 16.5 16.40 
e 18.6 18.41 
g 20.3 20.05 

10 21.6 21.36 
11 .. 22. 7 2~.o "'r:, • ~ -1 :· 

12 23.6 23.22 
u-,. 
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CUEST10!1ARIO 

3.1. En l~s ecuaciones (23) y (31) despeje el tie~po t como 

funci6n de L y H resp~ctiva~ente. A continuac~6n, use estas rela

ciones pilril dct•:r-mina.c 1-•:; cd,:·.lcs a las que un individuo "pro~e

dio" de la pobl,-;ci.6n estudia:la por Chávez a. miele 13 CT.1 de longi

tud; b. pesa 1~ 1ramos y c. su peso alcanza l~ nSxima volocidJd 

de crecimiento ( ~uponga aquí C::'-''-' W es prcpc.rcirnwl n una p:.".:cncia 

cdbi~a de la longitud y tome cc~o peso n5xi~o el de (31)). 
3 • .t. Kita:;',;;-:a··Hitoshy (1:?55), dan los ~i9ui2ntcs cat:;;; de J.ci.::! 

gitucles y eo<:i-:i.-"' tlel arenr¡\;r: •2e1 P¡;cffjco CJ:ur•r,1 p.cUtL.1ii p+;scado 

er. "guas da CO'..t•• occirk-nUd '-' liokk.ürlo r•r. 1_:_.,, J'l\0 -.,· :9SI Las 

longitudc•s svn prona~dio;.1 de ':~ pcrfodo de 4:, ttfio0 y las ~~c.'..ljc:s 

fueron detanninadas en base " los anillos rie las c:;ciUTias, 

Edad 
[arios] 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
l.o°]" 
[cm 25.70 28.40 30.15 31.65 32.85 33.65 34.44 34.97 35.56 36.03 

Edad 13 14 15 [años] 
Lon~. 
[cm 35.93 37 .04 37,70 

Determine la e·:uaci6n cte crecmf P.nto de von Dertahnffy i~c estos 

datos. Luego, exprese la edad como funci6n dec li! longitud !' ¡foter

rnino a los cu~ntos años el arenque del Pacífico alcanza la ~itad 

de su longitud :n~xirna. f'inalmente, haga una tabla de valores obse=: 

vados vs. valeres calculados ce la lon9itud. 

J.3. SegGn von Bertalanffy (1942), el crecimiento de Acir~1:..ic~ 

-6teU~ viene dado por la ecuación L(t) "201.1-(201.1-21.1) c·0·06 t 

Eser.iba e ata fónnula en la forma de lll ecuación (2 3) ~ diga, a par

tir de esto, cuánto valen la talla máxima y el ticr:.;:-o en el que la 

lonc¡itud era cero. Luego, con los da.tos· que se enlistan a continua

cidn, revise el ajuste de Bertalanffy. 

Edad 
[aflos] 

·~:~· ' -21.0 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

32.0. 42.3 ,.5¡,4 60.l 68.0 75.3 82.3 89.0 95.l 101,6 107,ti_ 



(continuaci6n) 
Edad 13 14 

Long. 112.7 117.7 
iS 

122.2 
16 

126.5 
17 18 

130.9 135.3 
19 

140.2 
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20 21 

145.0 148.6 152.0 

3. 4. En 1976, G:ilícia R. cncontr6 las siguientes relac iorws 

J,icr;;6tricas y los si:;11icmtes par;i¡n;:itros BertJ.lanff~'<1iWf: p.;r.·;1 do¡; 

¡;oblaciones Ju :·;;rn1ar6n del Go lto dt.• Ci3l Í forr.i a ( l'C1Httuh ¡,;f.,,;'..Üu.:,.[,U.\ 

if P. c.iU601tnierJ.L;, azul y café rec;p·:•r:tivnrnente¡ :>.in uíscri1:i . .i:.aci6n 

:~ z ·..¡l : r:(L) 3. 52!:: 1()-7 l 3.6 
Lw ?29. 77 ;j' ;> J 17 ' ... Q. S0/5 X ; - ' y '· o 

C.Jfé: li(L) 3.r72 X 1 (¡"G L 3. lP. L.,., " n:l.67 
' ~ l;, 13~8 y to -0.7599 

Con ell0s / ~th.e lh:: ..-..?Cl.Aüciun~s d~~: c1 ~~clLL• ,_::;¡;_c. 1. :.·· L(t) ) '•·,· ~ ~i{t); 

l'...lcqv, p:~yrPse t cnrno función de J, y \-J r<.:.:;:.::cli.Vili~icntt.;. 

3.5 .. (J..i;,..,•,lii.1~-iG!l <le la lü'.JÍS!1c.1) ::.''l "¡"'U(!.) c.J 'iUW:~;d 

C;.: individno.:; \'.i'.:·L forrne.n llúa fiC'hl:,·':idn 

ble R(t) ={ll~v --li) /¡; Clonüe /;W deuot;\ .1:t d.;Ch' Cilp;.wicJ<>r.i de Gill:g0, 

•!is:airiuyc de r.iant>r<> porccnl'.1aln.nntc rmwt"r.t:; por u. de c., enton-
N 

c~F puede probarse que 

N{t) (*) 

+ M.-kt 

d~,r.ce /, =(ll<XI -:;
0

) hi
0 

, con N
0

" poblacii'ln ir;irial, y k la llamada 

•tas'\ d¡; cn;ci;r.icnto ,.1 bajas urensidarles". Mue~trc qtie ui sr: cumple 

11 ec•Jac16n (•), cntoncuc;, h<iy una reJHci6r, lin·,~al entre \:.y ln H; 

.:c6:n::> P'Jede ex;:lotar.!l<? este hf'cho ¡Mn>. de:.:er1dnai: lof; p;:,;:::.\met1·os 

A y k de did1a ecuaci6n7 Muci.;trc que entre• rdt+l) y R(t) también 

hay una depe&df'ncia lineal.lCómo puede utilizar~e esto en la deter 

ir.in&ci6n de ~ 1 FinalrnentP., interprete fonomeno16gicamente a la 

funci6n R = R(t). 
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APENDICE A. MODIFICADORES SIMPLES DE !..A Gfu\FlCA DE UNA l'UNCIC'~i. 

Supondremos aquí que se conoce la grdf ica de una funci6n 

arbitraria f definida en un intervalo de la !~eta redl 11.e. que 

el dominio de~ düfinici6n de f e;; todo un se<w:ento de recta nw:-~

i:icd). Dir;c.:utirmno:; ilhora qu6 relact6n exitite encrc la grdfici.' 

de f y la3 de las siguientes f 1ncioneG: 

i. g(x)a f(x) + b 

ii. r(x)"' e f(xl 

iii. T (x) 0~ fíx-a) a 

iv. z(x)"' f(kxl 

donde f ~; ] difi,cr2~ por la su~~ ¿~ 
un-:i constr::nte b~ 

donde h fHJ ~ 1~1::,a ·0t ;.r-:.~ ... ·.1i:c,:i J:.? p.·.: 
l d <> ;·;slantc e"' 

en la que [ se aplica ~n ~1 urg:~~~

to m.1s la con::tantc ;i y 'Jl", r:<~~<, 

el r~·::i:tbr~~ de ··<1-':..ci'I:•_, :U)n <:~:" t 1
•. 

en ld C]U(~ f :~~,~;~)..l..,·' '2i1 . ..,.1 .Jrr•··"-., 

to IT-agni.flCr\dO (!:~:..~· C '. füC< .. ;.;:... '-~:);:5·: .:.~ 
te k; tal fnm·ir\r, z rec1b1c rd ~.::.-.:-~:~· 

de º:.::.:5~b1,:. \¡ ..... "-?,.1· '11...:.." _ 

~eta os: ¿cómo ae m0diii~~ la ~rdficn a~ f v~ s~d~ unu et 

Ios CiHOs i.. a i v.;· Veélrno:i. 

i. Si g(x)~ f(x)~b, la gráfic~l dn g Cti un ~¿~~?laza~iunto~ 

de la de r, b unid~des h~cia ar·~1b~ si bes p~1~ittv2 }' ~b~ l~\ u

nidades haci~ abajo si be~ ncgattvQ 25 (vf=se la fi~ura ~.1 .), 

por que la crdanada sobre c,1da x del ªº""'inio au.rr.r:"it.; o di;;r:ünt:j'e 

"uni formemenle" en una constan ti¡!, 

b ;>O 

Fi9ura A.l. 

. / 

: .....,./ 
~ 

_,.-,......, ... . ~-



V.43. 

ii. Si h(x)= e f(x), los cambios en la gráfica de f dependen, 

como en el caso anterior, tanto de si e ea positiva o no con10 del 
•tamaño• de c. Nos explicamos1 

Si c)O, e f(xl "alarga" o "encoge" la ordemla de cada punto 

de la gráfica de f (esto es, que se deforma la gráfica verticalme~ 

te) por un factor igual a e: alarga cuando c) 1 y encoge si O< e< 1. 

Ahora, si c<O, además de magnificar la ordenada por un fac

tor igual a c , la gráfica se refleja con respecto al ej~ hori

zontal o, equivalentemente, la reflexi6n de la gráfica de f con 
respecto al eje de las abscisas se alarga o se encoge con respec

to al mismo eje segan si le\ )' 1 o lcl < l. (ver las figuras A. 2. 

y A.3.). 

C) l o<c 1 

Figura A.2. e> O 

e (•1 ··1 (c<C,O 

Pi9uu A, 3, e .C O 
i':*; 1 ~ • "' ·, :. ~ 
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iii. Para descri~ir c6mo obtener la gráfica de 

a partir de la de la funci6n f, convien~ observar primero que si 

f está definida en un intervalo de extremos r y s (tlondo r <.si se

rá necesario, para que Ta está definida, que el arg~~ento x-a Per

tenezca precisamente al segmento de recta comprendido entre r y s; 
por lo tanto, T

3 
(xi defin.~ efectivamente un nfirnero real s6lo si 

x es un punto del intervalo con extremos r+a y s+a pues de este 
modo, al restar a de cada elemento, obtendremos un ndnero entre r 
y s. 

Esto tiene las siguientes consecuencias geom~tricas: 
- Si la gráfica de f "se levanta" sobre [r,sJ 26 , la de Ta se 

levantar.'!: sobre lr+a,s+aJ. 

- Cada punto de la gráfica de Ta - esto es, cad.:i Fareja de 

la forma (x,T
8

(x)) - tiene la misma ordenada que el r;unto de la 
gráfica de f con absc 1sa x-a; es decir, que 

- Si desplazamos "punto por punto" la gr~fica de f des1e el 
intervalo [r,s) hasta el intervalo [r+a,s+aJ, obtandrc~os la gr~

fica de Ta. As!, si a> O, el desplazamiento 1i.. har.~ hacia Ja dere

cha, en tanto que si a<.O, la gri!fica de f deber.'!: mo·;ene \.1l uni
dades hacia la izquierda (¿porqu~?) (vdase la figura A.4.), 

11~0 

Figura A.4. ;.·, 

. , .... ¡ / ·' 

, .. , 
• 
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Debido a esta característica de correr la gráfica de f hacia 

la derecha o hacia la izquierda, las funciones del tipo Ta se lla
man a-traslaciones sobre el eje horizontal y, cuando la variable 

independiente representa al tiempo, reciben el nombre de traslaci2 
nes en el ticmpo. 27 

iv. Finalmente, veamos qué relaci6n existe entre la gráfica 

de f y la de zlx)= f(kx). 

Cc~o en iii., empecemos por considerar dónde deben estar laa 

x para que kx caiga en el dominio de f: supongamos entonces que 

tal dominio es, otra vez, el interv~lo {r,s)1 as!, se requiere que 

x esté entre r/k y s/k pues, de este modo, es seguro que -al mul

típlicar el ar:gwnento por k- obtendremos un ntlmero en el dominio 

de definición de f. Vale la pena observar, sin embargo, que si k 

es negativa, r/k > s/k. 

Por lo demás, la ordenada de cada punto de la gráfica de z 

de la forma (x,z(x)) es igual a la ordenada del correspondiente 

punto de la gráfica de f (kx, f(kx)), lo que significa que z se 

comporta sobre su dominio variando igual que f sobre el suyo sólo 
que más o menos lentamente, segan el valor de k. En efecto: 

- Si k>l, la gráfica de fes un "encogimiento" horizontal 
de la de f. Véase la figura A.5.l, 

- Si O< k < 1, la gráfica de z es un "estiramiento" horizontal 
de la de f. V~ase la figura A.5.2. 

- Si k <O, también se obtiene la gráfica de z estirando o en
, cogiendo la de f pero, además, reflejándola respecto al eje verti

cal. Equivalentemente: Sl k O, refléjese la gráfica de f respecto 
al e~e vertical y luego enc6jasele o esttresele segan si \k\~ 1 o 

si lk\<l respectivamente, para obtener la gráfica de z. Véanse las 
figuras A.5.3 y A.5.4 •. 

Debido a la propiedad de cambiar "la velocidad~ con que se re

corre el dominio, este tipo de funciones reciben el nombre especial 

de canbios de escala. 

La discusión anterior abre la posibili~ad de obtener la 9r4-
fica de una gran variedad de funciones a partir de aquellas fami

lias de· 9r&fica •notable• y de los modificadores simple&,:.· • ~·· 
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\ 
\ 
\ 

\ 
' ' 

O<.~<\ 

Figura A.5. 

veamos, por ejemplo, c6mo trazar la gráfico de 

g(x)••J(2x-J) 3+1., lt>tt2 

mediante aplicaciones sucesivas de tales modificadores: 
• Primero, conviene notar que si hacernos f(x)• x3, entonces 

qlxl• -~f (2x-J)+1 

- Ahora, f(2x-3) implica que hay que hacer un cambio de esca
la y una traslación horizontal de la gráfica de f que, ciertamente, 

es notable. Luego corsideraremos los cambios, en cierto sentido ~4s 

aéncillos, que provienen del factor -~ y del sumando l. ' 

Veamos ahora de qud traslación y de qu4 cambio de escala se 

trata, Si 

h(x)• f(2>:) 
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f(2x-ll puede escribirse como h(x-3/21 toda vez que 2x-3 es el 
doble de x-3/2. 

oe este modo, luego de cambiarle la escala a.f - segan ex
plicamos m4s arriba - hay que hacer una traslaci6n de 3/2 de uni
dad hacia la derecha. En efecto: 

h(x) = fl2x)= (2x) 3 

h(x-J/21= f[2(x-3/21J 
,. (2x-3) 3 

es un cambio de escala, 

es una traslación. 

- Sólo falta ver a qué parte de la gráfica de f (que es una 
funci6n definida sobre toda la recta real) le vamos a aplicar los 
modificadores que acabamos do mencionar. Ya sabemos que g est4 
definida para l!i. x ~2 y tenemos que averiguar en d6ndo andan los 
valores ~e 2x-3 que son los que, finalmente, elevaremos al cubo. 
Vear:iosr 

si l 6. x !:. 2 , 2 !: 2>< ~ 4 y, por 1 o tan to, -1 ~ 2x- 3 !'::.. 2 

de manera que s6lo necesitamos conocer la gráfica de f entre -l y 
1 para obtener la de g sobre el intervalo [1,2). 

- Finalmente, el producto por el escalar -~ y la suma de la 
constante l producen lo& cambios -explicados por las propias gr4-
ficas - que se muestran en las rtltimas dos imágenes de la figura 
A.6. 

Lo anterior provee, como dec!amos arriba, una forma sencilla 
de trazar o esbozar la gráfica de funciones bastante m4s complica
das .que las que llamamos "notables" (lineales, potenciales enteras 
y exponenciales) y es lo suficientemente general para ser aplicado 
a cualquier función cuya gráfica se conozca. En particular, aplica

mos esto en el cap!tulo VI para obtener las gráficas de la familia 
de funciones circulares conocidas como funciones armónicas. 

En este cap!tulo usamog los resultados de este apándice en o
tro sentido, asaber: dada una gráfica "t!pica•, identificamos una 
función que modificada "adecuadamente• tiene como gráfica la que 

se ha dado. 

v.4B. 

l 

• -1 

-1 

TA funci6n de gráf.! 
ca notable 

y• (2x-3) 3 

'1'raslaci6n 

3/2 

1/2 

-· 

ya (2X)J 

Cambio de escala. 

l En línea punteada: y•l12x-ll 

En línea continua: y•-i12x-Jl 3 

Producto por la con1tante -t 

~I 

l 

Suma da la constante l. 

Pi9\1r& >..6. c&no obtener la 9r&fica 
3 

de 9(x)•-l(2x-ll +1 
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APENDICE B. COMPOSICiotl E INVERSA DE FUNCIONES, 

En la matemática es frecuente, cuando se trata de analizar 

un objeto, descomponerlo en objetos más sencillos de la misma na

turaleza¡ ya hemos visto un ejemplo de este procedimiento cuando 

se discuti6 - en ~1 capítulo Il - c6~o era posible escribir un su

ceso aleatorio como sumas y produc:tos L:,,, olroc1 suceso¡¡¡ en el ar.;6.!:!_ 

dice anterior, por otro lado, hiclraos alyo semej~n:e al reconocer 

en la regla de c01c~~pondcncia de un¡¡ funci6n, un~ serle 0u funci~ 

nes más sencillas - ~adificadores le- ilamamoa allf - con ef~ctos 

típicos sobre Ja gr~!ica qua nos p0rrnitierc:1 Ln0Jntrar g1~fi~3e d~ 

funcjoncs r•.'!01t:i11nnrn;1tu • .;omrllc;1l]:;'.;. Lri 'J''iwnil, ""nque Lil he 1;ho 

no ten~a consecuencia;~ tan inmod.ióLa;:; par.:i ~.l ti:.:17') de la r¡1:c~fir.:.a 

y ~1s bici\ su utiliddcl rnjxima s~ np1c~io ~11 el rr~ccuo ctc d~riva·· 

e i6;\ 2 8 , es posible ár.;,:omponvr !116 ~1u1c.c 0•1~.; de rnnr.e;· a íJUC se vean 

co::ic la aplicación suc'='siw1 de varias funciones m~s s"1ncill<is. )\SÍ 

por ejemplo, la función 

3 r(x)= -~(2x-J) +l 

fue presentada en el ap~ndice A. como el resultado de aplicar su

cesivamente las siguientes r-eglaa de correspondencia: 

T312 (x)• x-3/2 ¡ z(x)= 2x ; f(x)= x3 1 h(x)a -i,x y g(xl• x+l 

En efectoi 
- z, aplicada en el resultado de T312 (xi es 

z(x-3/2)~ 2(x-3/2l= 2x-3 

• f, aplicada en el resultado anterior, da: 

- h, aplicada en el resultado de arriba es 

v.so. 

- y, finalmente, 9 aplicada en este altimo n<Imero es: 

3 3 g(-Js(2x-3) )a -"J(2x-3) +l 

De manera que: 

r (x) =g [h [ f ( ¡ [T J/i (X) J J J J 

Inversamente, &i u y v son dos funciones cualesquiera y u(x) eztá 
en el dominio de v, podernos definí r la 5wte...l611 ccmpuCAtA "u ~c,;1.w:!a 

de. v" (qu<-! denotaremos c:o¡¡ el simbolo v" >1) mediante la regla de co
rrespondencia: 

(V•u)(x)= v[u(xll CD. l.) 

v •u suele llamars~ ta'llbidn "u cor,1pos1ci6n v•· o "v aplicado en u" 

y permite, dadas las funciones u y v -c:ida una con r.u s 1 gn1 flcado 

particular desde el punto de vista fenomonol6qico - construir und 

nueva función (interesante en si misma. por alguna ra7.6nl en la q1.:c: 

se describe c6mo cambia la varímble v con la varinblq x sidnj~ que 

inicialmente se sabia cómo variaban v ccn u y u cor, x. 1 :.il es el 

caso, por ejemplo de las funciones biométricas ~ediante la$ c~ales 
lle9amos, en el parágrafo 3. de este capitulo, a expresar el ¡:eso 

W como función de la edad t a partir de que sabíamos cé;;¡o variaban 

el peso. con la longitud L y ásta con la edad (véanse las ecuacíc!les 

(30) y (31)). 

En ocasionas, cuando es posible saber c6mo una variable y es 
función de x, lo q~e importa para fines prácticos es cor.ccer c6~o 

cambia x cuandc: y var!a. Tal es el caso, por ejemplo, cuando -ccn;;

cida la longitud L de un or91mismo - calculamos su ecad ¡;,ediante 

el "despeje• de ten la ecuación de von Berta4enf~y ~o~re~pondien
te a la relación talla-edad (Cf. ecuación 123) de este capitulo). 
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Rosulta que existe la necesidad de "invertir" el papel de las "l'J
r if.lt.l<;IJ y c;r,0·1ir,n11 .r(JCOTÜür iH.jU f t,IUU C\liJOUO int.r f!uUj fo10.s el h•n

guaje de las funciones en el cap!tulo I, mencionamos que la elec

ci6n de cuál de las variables es dependiente y cuál independiente 
es bastante arbitraria pues si al observar un fenómeno se decide, 

por ejemplo, que s var!a según cambia t, tambi6n es posible daci

dir que t es la que cambia segun lils varinciones de s ... en reali

dad, no e<; 6ste un problema rnuy g;-:wp ya que bajo ciertas condiciQ 

r.cs - suficientemente floxibles P'ir cierto, por lo menos riara el 

tipo de funciones que consideraremos por ahora - es posible esta

blecer que si 

s " l.l(t) 

entonces 

t ... t (6) 

Por ejemplo, la f6rmula de la ca!da libre1 

6 = J.¡gt-.2 t~O 

es equivalente a las siguientes ecuaciones: 

y seo 

de las cuales la última establece cómo var.!a t cuando cambia 51 es 

decir, informa de cu4nto tiempo debe transcurrir para que el m6vil 

que cae libremente recorra a unidades de distancia. 

Asimismo, la ecuaci6n que establece c6rno var!a la presiOn at
mosférica P con la altitud h1 

es equivalente a1 

p = p e. -kh 
o 

V.'>2. 

do dondoc 

p 
~ .. e.-kh 

-kh 
y, finalmente: 

h 

f6rmula que nos dice, segdn la construcción que nos llev6 en el ca

pítulo IV a que P varia exponencialmente con h, a qu~ altitud h se 

tiene una presión P. 

Pues bien, rcsulla que las f~nciones t : t(s) y h a hlP) a 

las que llegamos en los dos CJC~?los anterior~s Gon - toda vez ~ue 

"invierten" el papel de las vari3blcs s y t y P y h, respect1va~en

tc - las 6t111c.úm~h .U1vrk11.t.1 ª"' aqu6l 1as cuyas ::-c~;lns de r::orrcsp:md,,n

cia se er;tahleccn <'n la torma s ~ s(t.) y l' " Píh) 
29 

Este concepto <le la función invcrE~ t10nc gu~ ver con ~l 1E 

la composic i6n de func ion9r; ;· t1e ac!uI 1,1 n~' ,::e 16n: s11;:onga;:-,os q·~e 

f y g son inversas; ¡;i construir:;os las fuPC><llh''.' co¡r.:aestcllil 

g o f y f. g 

tendremos un par de funciones "inocuas" en el s,•ntido de qlle: 

(g ,a f) (X) 

(f. g) (y) 

x para cualq4ier x y 
y para cualquier y 

es decir, que - aplicadas en un elemento d~ sus corra?o~die~tes 

dominios - dan al mismo elemento, lo dejan jddntico, i~ual:to ... 
Por asta raz6n, se dica que g" f es la 6c111c<.«1: tdé•:t .. <J,«1 en su dc-:-.> 

nio, en tanto que f o g ).o es en el suyo 30 . 

Veamos, por ejemplo, los casos de las fórmulas de la catda 

libre y la presi6n atmosférica: ¿es cierto que t 4' & , !j • t, h • P y 

P • h son iguales a se .tdas funciones identidlld? 

Como 
(t •si (x) .. t[s (X)) = t l'f9x 2

) , 

se tiene que: 

(tos) (x) = 

Por otro lado, si y;;:, O: 
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Por otro lado, si y~ O: 

( s • t )(y 1 = s ( t (y l 1 e 1f2( ) .. '59 ( (
2 ~ 

1 

1 
2 

.. ~-29L=y 
9 

de manera que, en efecto: 

(t OI S) (K) " X y (set)(y) "'Y 

Por su rarte: 
(P• h) (x) ·- P[h(x)] { 1 _Jt 1 P - -i:- ln = p 

o 
-k e- -1- ln .2!,_ ) e k P 

y, para toda y: 

"' p 
(} 

¡<; p o 

p e.-ky 

!h. P.) (y} 
-ky l o h(P{yl l ,. h(P e J .. - -k ln __;:.. __ _ 

Po 

l - k (-ky) "' y 

lo que muestra que, efectivamanter 

(h'" P) {x) "" X y (P t> h) (y) = y 

o 

La propiedad oxprcsnda mediante las ecuaciones (B.2.) se usa 

para definir las funciones inversas: se dice que g os la. útveltha de. 

f si y sólo si Ge l;atisfacen talei; ecuacionea
31 

Y la inversa de 

f puede ta:nbién intetpre'::arse como la función que "deshace lo que 

hace f". 
Como ya vimos, cuando s<c conoce expl!fitaroente la regla de co

rrespondcnc ia de .'., la de su inversa g se encuentra despejando la 

variable independiente de f en tl!rminos de ou variable dependien

te. 

V.54. 

Veamos ahora cómo obtener la gr4f1ca de la inversa de f a 

partir de la propia gráfica de f: si (x,y) es un punto de f5ta, 

(y,x) lo será de la gráfica de f-l (véase la nota 31) f¿r:or :;ué?) 

de modo que cada punto de la primera gráfica da Lnfor~ac•6~ res

pecto a la localizaci6n de exactamente un punto rfo la otra, ¿dón

de está es0 punto? 

Un argumento geomiltrico simple muestra que (x,yJ ~ (y,xl so~ 

simétricos con reS.D!:cto· ,1 l,·1 r·c ... --:ta y ,,. 3 2 · l · . - = ~~ c¡uc n~c~~:ta e pr1~2r 

cuadrante del plano. Por lo tanto, para tra2ar la grlfica de f- 1 , 

basta reflejar la de f respHcto a estn recta. 

Conviene ;.1c1ürar, nin ct.-1L.:trgo, que 1ic LHttC~',<,''~ ~11.1::¡ ~.1 t.:.,:.1;r ...1.1:.! 

.Ú!Vi'/t-~a Y ei:-har.ernos r.iano de, 1,1 dL;cui:;ión i111;:eu1at.u:1'.!ntr1 onter1or ¡:a

ra exhibir td porqui5 ele es tu hcl·ho y L1s conr:; ''iones ba l ') L1s cua h:r. 

sí existe la inversa. Sale: 

jel l' t l .o (<lI. ~e--

siano es la <Jr<H1ca el•' una flll1ciGn: si dos r1m1 .. -,s difH.1•-.tc>s :it: la 

curva tienen la m1;.j¡fü1 dbsc.1.sa, tD.l no es c3rti!..:..c.:i de ,.1..::..:1tr. .._·1:;..~r .. :'.1 

porque ñ un .t1ismo '~lclllr::!fil.:i del domin1u se le c:;::::;r!an as1i;r:.~ .. 1 :J dos 

valores dietintoa ele la variable dcpcncl1e11te y 1·~to, recu6r(~se 

(véase el pL1r(igrafo 1, dn <~stc capft..ulo), f?s:·.~ p! .. ohib1d0 r:acn .. la 

rcr;la de cc~rre~ponde11cia dt! una funi:ión asv1-:.;i'1 r u. ~.:arJ;¡ Vf.!lc1r dv- li"'l 

variabJo;; i11dependiente, u.-10 y sólo un valor el:=- ~~ de¡-ccaciiente•. 

Por con:si9uientt>, la inversa Je f exü;tc R.\ 1 66lo s1 L.1 re

flexi6n de 1.1 curva y ~ f (::1 re;;recto " la rect~ y = ;{, es la grá

fica de alguna [unción. 

Scg(in esto, por ejPmplo, l<.>. f11nci6n poter1cial cuüdr..it1~"ª 

definida para cualquier n1ímero real, no Lien:·' .:ivex;;a p()r 'l'-'fi la 
2 reflexión de la parábola y • x respecto a la recta ~ue ~i5e~ta e! 

primer cuadrante, no puede ser gráfica d~ func1C~ al~~~a (ver la 

figura B.1.). 

Este hecho geomét•!cO, por cierto, puede t:a~.r,iér, des~n.i;:.rso 

en t6rminos de la propia regla de correspondenc.i..;: u f 12» :.i.\a ÍLO!! 
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ci6n que le asigna el mismo valor a dos elementos distintos de su 

co~in10 (en este caso, por ejemplo, f(2)=f (-2)=4), entonces f no 

tiene inversa; en tanto que si cualesquiera dos elementos distin

tos del dominio de f tienen imágenes diferentes, f s! puede inver 

tirse. 
Véanse, como ejemplos de funciones cuyas inversas hemos encon

trado: la de la ley de la ca!da libre y la de la presión cuyas grá

ficas y las de sus inversas se muestran en la figura B.2. 

/ 

/ 

/ 

/ 

2 
'/" X 

' ' 

/ 

/ 
/ 

/ 
,_,,,,-.,...-

/ 

/ '" , La curva punteada no e9 9df1c11 da 

/ 
'~~.¿linguna funci6n. ..... __ .... ___ 

/ 

./ 

Figura B.l. 
¡I 

-----

La curva punteac!A ªf la 
gráfica de t•(21/9) 

Figura s.2. 

/ 
/ 

/ 
/ 

c6no obtener la gráfica de 
la !nversa de W\1 funci6n. 

/ 

/ 
/ 

La curva punteada e111 lit 
9ráf ica de P 

h• -1/k ln -
Po 
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vamos a terminar e3te ap6ndice aplicando la discus~~n anterior 

a la obtención de la gráfica de las funciones potenciales fraccio

narias definidas en el semieje real no nesativo (i.e. para valores 

de x mayores o iguales que O) • Veail'oS pi im..,rc c6u,o obtener la gta · 

fica de 

g(x) =xl/m t 1 >O m un na ura y Y..,. 

Como la regla de correspondencia de g establece que hay que to-

mar la m-ásima ra:r:z de x, y ésta es precisamente la Oj)eración 

inversa do "elevar a la m", es fácil ver que ges la inversa de 

En efecto: 

m m Vm m,.-¡; (g,f) (y)= gly )= (y ) ~y· =y 

y, como ya conocemos la gráf ic.'I de f (véase la discusión sol; re la 

familia de las funciones potanciales que se da al final del capí

tulo III), podemo¡¡ cbtener fiicilrnente la de g. ::n la fig·Jra B.'.l. 

se muestran las correspondientes a m = 2 y 3. 

Ahora bien, las funciones del tipo 

g (xi " x k/m k ~ 1, lt en tH o 

tienen gráficas que, esencialmente, poseen las Mis~as c~racterlstA

cas que las ant.er iores, y .:omo pueden verse como la co:•1¡ os1<: lC':i -:iE! 

una de ~stas con una potencial entera, el m~todo gue se descr1be 

en la nota 33 - válido para obtener la gráf 1ca de una función co~

puesta a partir de. sus componer.ten - es aplicablt> y ju~tifico11 nues

tra afirmación. Recomendam'>s al lector inti:resado lo \'t:rifique y 

mostramc~ - también en la figura B.3. - las gráficas de 

q(x) • X 2/5 y 9 (X) "' .~ 5/2 

en donde una de ellas puede ob enerse con el método cl.tado en tanto 
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que la otra se traza reflejando la primera respecto a la recta 

que bisecta el primer cuadrante (¿porqu4?). 

1 
l 

yax 1 

1 

1 
1 2 
/i"'X 

' 1 
I 
1 

1 1 / 

/ 
/ 

/ 
/ 

1 1 /. 

1, . y:::---
: ,' / 
','/ 

Figura B.3. 
Gr~ficas de funciones 

potenciales. 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

---2/5 y•x 

v.so. 

APENDICE C. EL METODO PARA 01'TENER UNA RECT1\ DE MINIMOS CUADi'-1\DOS. ·~ 

La Notación. 

Supongamos que tenemoo dada una lista de nllmeros 

en donde el subíndice que acompaña a cada literal señala el Ligar 

que le corresponde '11 11\imero en J •1 lista. Denoti;mos con i a t.:il 

subíndice (desde luego que cualquier otra literal, excarto !a ~1s

ma a, es igualmente buena). 

La suma 

de los nOmeros conaec~tivos de la lista que van desde que i vdle ~ 

ha ata que i vale m, se represen ta abreviadamente con el ~ f.:"ll;.ilo: 

en él, L es la letra griega sigma mayllscula, ai recibe el ncir..!Jr A e·~ 

"sumando o t!!rmino general", k es el "lfmíte inferior" <le la su: J 

m el "limite superior". Este s!mbolo suele leerse cor.10 "la suf."a ck s

de k hasta rn de las ªi". 
Cuando se suman todos lo~ elementos de la lista (i.e. cuando k=l 

y m•Nl, ea frecuente el uso de cualesquiera de los siguiente& s~r.-.t-:i

los para denotarla: 

o Z:,a 

que, por no representar ambigüedad alguna, puede leerse sL~fle~ente 
como "la suma de las a". 
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El ajuste de la re~ta de m!nimos cuadrados. 
Dada una lista de N puntos del Plano Cartesiano de la fonna 

i•l,.,. ,N 

la recta 
y (xJ .. a + b x 

que satisfaga que la suma de cuadrados 

sea mínima, se llama la 11.C.C..l.'l de mín.-<moll CllJUL.'tlldOll de tales puntoa. 
Si dicha recta no es vertical, los valores de a (la ordenada al 

origen) y de b (la pendiente) vienen dados por las fórmulas: 

b 

a .. 

N!úy_ - ~~~ 

NI.x2 -(:f.xJ 2 

k_~~~x'1..xy 
NEx2 -(:i:x) 2 

(C. l.) 

(C.2.) 

Ahora, denotemos con x y y las respectivas medias aritmdticas 
de las xi y las yi, esto es: 

X • 
¿:X 
-N- y 

~s posible probar que el punto del plano (x,y) siempre est& en la 
recta de mtnimofi cuadrados y por lo tanto, la ordenada al oriqen 
tambil!n puede calcularse con: 

(¿porqul!?), 
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modelo que aqd se discute. Conviene que el lector interesado consulte la 
discusión origínal en: Bertalanffy l. van. Op. cit. pp. 179 y ss. 

21 SoLre el m<:idelo dr. Malthu.> para el crcciinil:>nto de una poblaci6n sugiero se 
corsulte el artltulo ae Pulido J. La función exponencial y las ~oblaciones 
de M~xito, Co~. lnt~rnas d~l Depto de Pat2mlticat de la Fac. de Ciencias de 
la L'lt.M, r.n prensa. respecto a lJ L.:>y de Laubert puP.de verse el Sír1:;.Jns F. 
Ecuacior.es iJif<>r::nciale~ con P.plicaciones y fiot;,s Históricas. McGr:;w-Hili, 
~'.éxico, 1972. pág. 37. 

22 Recordarno> al lect1ir el párrafo al final d!:' la segunda sección de ;;ste capf 
tu1o y agn~gar.os esto: lo de h "intcrpretución biológica convincw1te" de-
pe~cte f~~rte~ente d~ que "interroguemos a la Naturaleza" con un buen plan pa 
rn ¡-,oder interpretar >.der.1Hdamente sus n:spucst<1~; i .e. buscamos que los pa:
rt~.etros que aparezcan en el modelo teng,rn un si¡:nificado fonomenol6gico el! 
ro. 

•23 Visto de otro r.'Odo, dlremos que lo que se h.:icr· es resolver el sisterrttl de e~ 
cuai:iones s ímul Uneas (19) y (22). 

24 Cf. Esteva L. Dvs Modelos de Crecimiento de Poblaciones. Com. Internas del 
Oepto. de Hllte:riticas de la Fac. de Ciencias de la UNAM. En prensa. 

25 El sir.bolo b denota el valor absoluto d~ b, ~onde b es un número real. 
\ÍJ\ es iguill a b si b;i.O y vale -b si b.:.O. Por ejemplo: l-31 "3 y le!• e. 

26 Usamos aqut y eri otra> partes de este trabajo, 1.l siguiente s1mbologfa: 

l
a,bJ denota el conjunto de núrr;eros reales t tales que a& t'i. b. 
a,b~r denota el conjunto de núweros reales t tales que a'- t.c:.b. 
a ,b denota el conjunto de nGmeros rea 1 es t tal es que a "t b- b. 
a ,b denota e 1 conjunto de números real es t ta 1 es que a~ t.;:. b. 

Así, el par,ntesis "abierto" indica que el extre100 contiguo no pertenece al 
co•.jur.to, en tanto si junto a algün extremo aparece un paréntesis "cerrado". 
dicho extremo sf se incl"ye en el conjunto. Por razones más o menos claras, 
los seJmentos rectilfneos enllstados arriba se lla1114n, respectivamente 1n-
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intervalo cerrado, atierto, abierto por la izquierda y cerrado por 1a dere:r.a 
e intervalo cerrado µor la izquierda y abierto por la derecha. 

27 Las funciones f que, definidas en toda la recta, $Oíl 1nvar1M1tes bajo tras
l~ciones (i.e. son tales.que! =f. para alguna a r¿al ), JuegJ~ un papel te6-
r1co muy importante. La 1nvar1~nc1a se refl~ja en Jue . cada a unioades • 
estas funciones se reflejan a sf mismas. lCó'!'O será su grHica? 

28 Le derivación es una operación propia del cllculo 1iferencial que, segan 
nuestro plan, debe díscutirse en un segundo curso de rr.atemáticas. 

29 Obsérvese que si s•s(t) es la inversa de t=t(s), ésta ser& - recfproca~in· 
te· la inversa de aquélla. 

30 Hay distintas fonnas de denotar a la función identidad en un conjunto A: sue
len usarse IA, Ir. o, simplemente, ! o 1 cuando e; claro del ccntexto que se 
trata de la identidad en tal conjunto y GJ en otro. De este .-odo: 
!A(x) e lA(x) 0 l(x) = l(x) = X para cualquier x que sea eleTento Ce A.. 

31 Es frecuente el uso del s~nbolo f-J pJra d¿notar a la inversa ~e f por ara
Togfa con los símbolos aigebráicos que se .,san rara denotar al 111ver~o r,oul
tiplicativo de un número. 

32 En efecto, considérense en la fi~ura los trifooulos som<!jor•~e; OAP 'J 05~'. 

dado que OP = P'O, el triángulo OPP' es 1~0:.ceÍes y lo bisect• z S. del fo"u
lo POP' es perpendicular ~1 lado PP' y coincide con L1 med1atriz so~re .:s~ 

lado de manel'O que • s~c;Gn la definici6n de sime~rh respec~:i a una recta 
(vése el capftu'lo ll!'i - P y P' son sim<ltricos ccn respecto a l.. 

t
:(~,>') ,1 

~ 7/;j_,,,"P·t~,'l) 
~ .... 

tí.-.--; --· A 

Ahora, la ecuación de l ~s y= x pues los &ngulo; el y l\.' 1 ~y ')' son, ;.;r 
parejas, iguales de manfl"a que t< +i!i = 45º es el .1ngulo de ir.~linación ·~f ;. 

y esta recta bisecta el primer cuadrante. 

33 Si conocemos las gr&ficas de las funciones componente; f y ,;, ~e9uír-¡v:;cs 

este procedimiento para otitener la gráfica de 1a funLión cé·-~:.ieHa r.r.g
Del punto A (ver figura), que se levanta sobre"" valo1· ddd~ de la Vftr11:;¿ 
independiente x, y cuya ordenada es g{x), tr&cese una n:~t1 h:-• iz.:intal ·~""' 
corte a la rectat en el punto B (J. es la grHíc~ de la fu,,::16•, ict;ntia~d En 
los reales); desde B, lev~ntese una vertical hasta cortar !~ 0r!ftca de f 
en C y, de aquf, una nueva horizontal hasta cortmr a la perrer~lc~lar QJe 
se levante sobre x en el punto O. Este es el purto de la grJfic4 de la cc~
posici6n F que corresponde ax, 1.e. Qa(x,F(x)). 

34 Como se ve, la Intención de este apéndic;e s61o e~ dar un "recetario" ~aril t:.s
cer ajustes de rectas de mfnimos cuadrados. la di,cusi6n sobre la teorfa 
subyacente a la solucil'ln que aquf presentamos se difiere a un curso e¿ esta
dfstica. S1n embargo, el 1 ector interesado puede consultar de~de ahor1 :.ia 1-
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quier libro básico de esta rama de la matemática. Otra posibilidad es espe
rar a tener un cor.Ge imi en to e 1ementa1 dr Al gebra Linea 1 y consultar después 
la e.(celE:nte pre5¡,ntac16n que hace del tema ito·.;ard Anton en: Anton H :; Ch. 
Rorres. Aplicaciones de Algebra Lineal. Editorial Lim~sa. México 1979. Cap. 
11, p&gs. 155 y ~s. 

~ 

Figura de la nota 33. 

• 



CAPITULO VI. FUNCIONES PERIODICAS. 

l. Antecedentes. 

A~monia: .•• e~a, también, et nomb~t 
dado rt la pe~~oni&icac.ldn g~iega 
del o~den y la 6imet.!t.la. Segan Eu
Jt.lpide~, e~a hija de ta~ nueve mu-
.6M. • 

Hay muchos fen6menos en la Naturaleza que se repiten a in

tervalos igtwles Pll el tiempo o el er:;iacio. !Je hecho, esto per

mite que su pued<l pruJecir con alguna cunfiMnzo lo que ha de o

currir eli é'l futuro. Sucesos tan cu);;unefl como el_ día y la noche, 

la rf.'.;~r~ticí :_)n :-:1:.11-Jl -:!~:'¡ la~ .~stacio~(!G ..:J 1 a c1.Jnf::~g'-l~aci611 de una 

onda pr-~c!uc1d:.. :ll ult.~r,.!r el sist.c: .a ,;;, ·.::1u1.li:.ir-jo de un lfqui

d...:· en rl'PO!.;o, ~;on eji:~np lns de-! f:!-;tr~ t i.~>o ,1.-. f Pnórnr~nc.:; i.::.íc:l icos. 

Por :.1J pa.tbj ~ a p~~iar a~~ q\tP- suc. leri r;e,· ext:re;:!ih:l :imente r:om

plejos, los ritrno:.: biológicos t.ambi~~~ SB cDr.:H~t.ui. i..~an porq1.1·.::, 

luego de \Jn cierto tienµo, se repit(:1 a ·.;f niis~os; tal en el cano, 

por ,:;jc11ph1, dH la menstruación <Jn la;. !wr;ibn1>' h1.1;r1JlliHl o, mejor 

dicho, dt:? la~; Le~t:cj.oner; hormonille~ .:~ue 1~·. rf.~'""n.tlun, dé lañ explo

siones demográficas del fitoplanc:tm1, di? !ns ciclo:; reproductivos 

'de los organi:.mo!; o ele ~.is t"mr,or11d<1~; de L~t:lo (recut>rd,,11se, sin 

ir más lejos, !ad burros en prim~verR), de laa rGaccionaa bioquf

micas ~ue regulan el sucfio, etc. 
Este capftulo trata ,~e los rnocJJlos mat1,máticos, vale ducir 

las funciones, 1d6n2os para tratar cst.e tipo de fen6menos1 desde 
luego que deher~n re flejar l;i característica fundamental: tomaJt. 
el mi4mo valoJt. a inte4va(o6 *egula~t6 rlt au rlomi~io. Y data es 

la razón por 111 q.\Ul empezamos poi: establuccr la uiguiente 

VI.2. 

Definición 1.1. Sea f una función definida para cualquier 
nt1mero real. Se dice que f e~ pe~ddica de pe.Jtiodo P, para nlqdn 
real positivo P, si y sólo si 

f (t + P) f(t) (1) 

para cualquiP.r t. 

N6tese que esta tlo=finición implica que Wlil funci<.b de perío

do P lo se~ tambi6n de periodo 2P, 3P 1 ••• y, en general, da fe

r!odo cualquier mtiltiplo ~~tero de r (¿por gué?). 

Por ejc;r'plo, ;:;i .~;u1:;t:;:;r::-.. ::ir;: qur~ (~l pr._r~·(:,()o (~f: un cic~o rr1ens ... 

trual human~, ü~' dr~ 2B díws, ~ .. 1mbi{in p1F.:·.i·::: r:·on::;id:-•rors0 co:"!~ de 

per!odc) 56 Ll 34, man poi: :~~011~n dí! pr~cisi6n, ser~ ~cnVQ11iAnle 

dist!ncpd ¡· rd v¡;Jor de 1 r;;In i"'') [F~rfodo d•:.• f!n u e- t-o<los i ·)S demás. 

Diremo~ 0ntonc~} que t CJ pe~i6dica de pe\{0dr 6u~da~rnt~l 

P, si éi;te e:i el m.fnímo valer píli:a el cual :H:> .:~Usf.'lce 11.1 ec..;,1-

ci6n (1;, 

Conser:uonterncnte, la arjflca de cualo~iar funci~n peri6~ica 

pn>sentará el mi !1mo ¡rnrcr:to so~,i:·e cada inten.•ul.o d~ ln1~'.litud i·

gual a su per!ouo y, para tcdo fin práctico, en s11f H'í ,.r.¡,, dibu

jarla sc•bre uno de tales inter,•1110:,: para -.:>n c<wn '~-~c::?s!lr! ... 1- ":.{

tender!;; desp1.i.:5s 1,1 todo el dominio (ver fí gura L L: ., 

Otro importantísimo fen6r,rnno modeJ.ablP r:-1erli-:i.!'lte funcí0nes 

peri6dicas 0 c:ombinacioneg ro.1s o me11os comp 11 cad<>s d;:- 11 Ha'', <'11 

el de las Mareas: se sabe lUe el efecto gravila~l0nal ~e la Lu

na, el Sol r los planetlrn rntis masivos C.'<1r<::anoa ;, la Tic,:ra ··Jilpi 

ter, Venus y M11rte, fundarnent;:lmenle- p;.-oduceu estr ~.· .. .. 1: y ta

jar casi r!:..mico del niv~l <le las aguas del rnar. '\·~r::1ue Pn ci.-!r

to que en 61 aparecen rasgos azarosos que hacen que, ~n reali
dad, el fen6meno no i;en peri6dico, en un prímer ac1~rcamJ.entc• a 

su estudio, es acons~jable considerar s6lo aquellos ~spectos que 

oon consecuencia de la acción de los astros sobre la Tierra. 

. 



¡_ __ l' -

Figura l. L Griífic::s ce una l?'nnción 
Pcríodica ele Perfo:lo funda11ent,1J igual ,, P 

VI , 3. 

La herramienta fundamental pni:-a h¡;~pr esto -y, de her.ho, pa

ra iniciar el e;;tudíu de Cil!!J cLnh¡11i:::r fc:.n6mcno pcri6dico-· son 

Wl par de funciones, G?l'IOCL<la~ ,,;:,,:de .La et~cu;üa twcundnd.11, cuya 

de.fin1ci6n ahora debé•r¿\ extcndf•rsc .:~ tudo:; J.os nrlmeros xeales. 

CIJESTIO!lí\f( IO 

1.1. Dé tres ejemplo¡. que O\) Go hayan mtoncionadü ':~n el texto, ñe 

f~n6menos pf!J: ió<l icofi o ~\1.n:ox L:1adam~n~c pur í t>iico::-; E?n cada ::n;~ ~.' t 

estable.:ca ''l valot· dL:l ¡.<C?rÍtYlo ftmtl,;;n.::rstai. 

1.2. s~a Y••Y():) una íunc.i6n deiinidú ¡~n el i.litm:valo [a,b]; la. 

e.x..te.110,..¿t'f11 P~·"tt6d.<.ci.t de Y üS la flln~.:i::.n p·~·rit:Jica 1~h~ pr:~rf.odo fun··· 

dar.it:ntal b· ... ,1. guf: toiil·J e~~tH..:tü1u :0 ut.t.~ ltJ;.; :n1t;rr10;; v.:t lt.':'l'F!;-; qu.~ Y .sobre 

el intar·valD (a,L), Consl.t:uyJ. la 1.,;."t:.•nsi6n peri,:jdica de ld.s f;i·

guientes funciones y dibujo la gráflc~ ~n, fOl lo M2n~s, trun pe

ríodus consecutivos: 

a. Y(Y.) = r. 2 en [-1,ll b. X(X) "' ex en [O,l) Observü que ae 

ha dejado abierto por la dur~cha el intervalo de definición en 

est.F: Bjercicio para €!Vitar runbjgUedad en la extensión. 

2. Las funciones ~P.no y coseno. 

Sea s 1 el círculo dn radio uno o c.l1:c.ulo 101-l.ta!l..fo del plars" ., 
cartnslano .R~. Supongwnos que 1fl recta real Res un hilo infinito 

VI. 4, 

sin grosorJ enredemoi este hilo alrededor de sl siguiendo las 
convenciones: siguientes 

l. El cero real deberá fijarse en el punto (1,0) de 51. 

La parte positiva de R se enredarJ, a partir du (1,0), 

en el senti~~ contrario al de las manecillas del celoj 

2. 

(lla~ado por esto 'rrtldo tk~nonoM•~. • ·• J · ·'' '-' '"""-"t'-0 IJQ.\{.<<VO O, 

co~~ nucle abrcviar~0, cont~ane(o;. 

3. La parte negat; va · --11 \'<·- · ·' .. -" 
• ... ; ·.i ,, ~'· ! ~.>e!(} enreut:11'3. t 1 r1 el s .. ~nticlo 

contrario o a n~tn1 (figur~ 2.1.) 

que 
Dado guc la circunf~rcncia de s 1 es igual & ~rr liccu~r~ese 

la circi.infer~j:·1c1a c~s r., l ,. rPr.!.r::ctro dc-1 ctrculol, se tien~ c1.:e, 
con cada !iC'}n\r:nlo rlr, f·Std ln1qitud clel hiL•:i r.e1sl, hi ñarernor. una 
vuelta comphLci ci r

1 ·l, "'" ~ . ... ,, ... e 1 ,, · ...... uert.r_! qu(~f por· f?Jümplu: 
a. o, 2'/i, 41T . ,.T. y .;¡ • f,~· .. e···· 

, ••• , ...... f •••·• '-.., , •• ,,~ '"'2k11,.~, 

"caen en (1,0) •para cualquier k entcr11 positiva. 
b. 1f 1 'ÍI "fT ¡ , ~ ¡ ¡ •.1· cr , • -·~ 

• ·' , ) r •• • , 4 ··~- h I •• " - ,, , - ) ll f ·5 'JI 1 ••• ' - { 2k-l) 'ir 
"caen• en 1-1 O}r.)ara cu 1 ... · ··J · · 

• , ' .Lr:; "1 er v,, or entero pos 1 t1 vo de k. t;.'Jt,-; .. 

se que 'ÍI es í.a lonrrí.t ·1:: d<? ro.:· He: vnelta ::-obre sl. 

c. '!f'/2 "cae" Sll)•r:" 

tomar ct1al:]l1i.:•r '.'alor 

d.-)'Í// ! VÍPD•c' a 

ocupa 3/8 de vuelta o 

en tcrC'·. 

A entas alturas dobe ser evidente guo el f<l~os0 enrcdiJo re
cién descrito pennite aJ.{911CUtft, a c.ada ,~cal t, un ~ ... o.r-cn.to ¡(ti 

del c.l,~c.ulo un.i..taJt..il' Y que, para cualqul.er valor de:I 11tgL!mento t, 

r ltl" r !t + 2fi' 1 121 

La función 1 recihii el nombre do i.dent.i.6.icac-i.ón de .R cctt :.1 y, 

puesto qu~ l(t) ea un elemento de R2 , I dcfi4ttl ,ª' 6u~rtcnee tea
.te.A de ua4lable 4cal: 
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i• La que a cada t real lo asigna la primera coor<len4da ce 
l (t) y 

2• La que, a la misma t, le asigna la segunda coordenada del 

mismo pi.:nto. 
En otros t :rminos: 

ftt) = (X(t) ,Y(t)) 13) 

donde X y Y son funciones reales de variable real que satisfacen 

que 

X(t) "' X(t -1 2'lf) 

Y(t) "'Y(t + 2$Í) 
(4) 

para toda t; e decir, que ambas furrinnes son peri6dicas de ¡::er!_e 

do 2'íi. Bueno, pues tenemos la mean pucstn para dar nuestra def1-

nici6n de las funciones seno y coseno de cuatqu~e, na~c,o ~cal. 

Definici n 2.1. Sea I la identificación de R con s 1 
que aca

bamo¡; de construir, cuyas funciones coordenad11s están d:,:J.115 por 

la ecuación (: ); la función X recibe el no~hre de 6uncl~n c:6eno 
y la funci6n l se llama 6unc.i611 Jetto. En lo sucesivo, usare."'lo& 

la siguiente 1otaci6n para describirlas: 

X(tl .. cos t 

Y(t) s¡m t 
(5) 

Son coni;E'cuencias inmediatas de la definición 2 .1. o requie

ren dü un ar,¡u;nento geométrico m.'.ls o menos sencillo, las afir::laci2 

nes que se h ccn en la siguiente 

Proposici6n 2.2. l. -l~sen t ~ 1; -l~cos t~l para toda t. 

2. El seno y el coseno son pe~ifdica6 dt pe· 
~todo 6undamental 2 

J, El coseno es una función pa~. 
4. El seno es una funci6n -impa~.(figu.-a 2.3.) 

S. sen 2t + cos
2

t = 1 
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6. sen (t +wl • -aen t 

cos (t +V¡ .. -cos t 

7. sen lt + 'ii/2) .. cos t 

cos (t + W-¡2¡ .. -sen t 

En 2.2.5., el s!mbolo sen2t denota al ndmero (sen t) 2r an~
l09amente, cos2

t = (cos t) 2, de manera que 

es s6lo otra forma de enunciu· el conocido 'l'eorema de Pittigoras: 

•1a suma de los cuadrados de los catetos es igual ul cuadra'fo de 

la hipotenusa". 

La proposicl6n anterior facilita el dibujo de laG qrSficaG 

cl:!l seno y rl r:osi::no, de hecho, es GUtici.cntc sabP.r cúCilo var!an 

ambas fu¡¡c_¡·_·1i:•'; entr~) O y'íÍ/2 para, Gíplicando las ecuaciorwa 2.2. 

6. í' 2.2.?., ''<Jterminar c(Srno varf;m a lo largo de todo w1 inter

valo de tamaño 21t. 

As.1'., de la 

t o 
cos t l 

sen t o 

'l'abla 2. 1 . 
El seno y el coseno do argu
mentou notables entre O y'Tf/2. 

"11'¡6 ?1' /4 

0/2 1/(2' 

1 /2 1/{T 

"i! /3 

1/2 

{'S12 

'll 12 
o 
l 

se pueden obtener los valores de la 

t 2i/J 

cos t •1/2 

aen t (J/2 

Tabla 2.2. 
El seno y el co~eno de argumen 
tos notables entra "/(/2 y 2'/T. 

3W/4 r:íl /6 1t 7ff/6 5'(¡4 4"/¡3 tr12 5'1(¡3 1f'14 u'i/6 
-11.fT -fS12 -1 -f!/2 -11n -1/2 o 1/2 11'2' i'j¡ 2' 
11rz 1/2 o •1/2 -11n -012 -1 -n12 -111? -112 

por que todos los argtunentos que en ella .aparecen difieren de los 

Vl,f, 

, 

FIG . .2:2•. - 31T 1 -- ....-. c-~--4 '2 

r 

FIG. 2. 3. LA PARIDAD DEL. SENO Y El. COSENO • 

, 

FIG. , • 
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de la tabla 2.1. en múltiplos enteros de'lf/2. En la figura 2.4. 

se exhiben las gráficas de las fuciones seno y coseno aunque, 

conviene aclararlo, se han utilizado escalas distintas en cada 

e1e de coordenadas. 

,··\~--;--+---,+ ... ---
\ 
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8- LA GAAFIC'i\ DE f(t)• uot 1 f R 

3. Las funciones ann6~icas. 

\ 
-....._~ 

Decfaros arril'" que las que constn1.ímos en la secci6n ante

rior, eran las herr~mientaa fundamentales para modelar, entre o

tros fen6r.mr1tJi;, el compartami.ento perióclii.;o do las mareas; en ree 

lidad, los efectos grnvitacionales de los cuurpoR celestes cerca

nos a la Tierra sohro 1 as masaD de ilgua son descr:i tos, gllo.\M mruo 

y cada uno por separado, por una función dol tipo: 

vr.10. 
f(t) A sen (wt + f 1 (61 

Funciones que recib,::1 fJl nombre de 6u11c~.C'llC..6 ª~"'f1:~CC!J .:Je 

6~ecue6cia cngulak w. Cada terna de valores distintos de A, w y 
Í' detenni:. ¿¡n u;;i.l ann6nica di f en,nte; es tos par <'inet ro:. :·~e iben 

loa nombrer, -de cla:co ori r;en físico···· qi.:e se dan enseryui··:ia: 

A ae ll~~a ln amplitud 

w el la 6~ecuEncia a~~uia~ y 

r) ~.~ i'.n 6aJe. 

I.a suma de las arm6L:.c-i\s "producir!-1s' r•rn· la L1Jnl, el Sol 

y los planet~s grandes c~n ~u oaso por lbs cercdnfas ~~l n~0s~ro, 

sirve para construir un mod,2!0 aoroxirnado c~c'1 ¡;ubi.r y b'1]<1i- ~lel 

nivel dnl mar que es más :)ruciso ent.1e r~tis .ittm3ndos ~(.:> ter.gan. 

Veamos ahora el ef•Jcto geométrico de L1 \· irlaciCir. d,~ 10s 

parámetros que definen a las i uw:ionG[; ,1rmó:1í.Cdf. ICf. A¡:,~::d1cu 

1\, del capítulo \/, "l'odiLc'iclore¡; simples d<? ·:.a grtí:'.ica <;e un;, 

funci6n" pp V. 4 2. r,s ~up.Ml : 

Notemos primero que el argwnento sobre ,,1 :-ual se .'lpl ica la 

ftinci6n sen en la ecuación (G), puede Vtlrse corro la c:<n:pos1ci6n 

de una traslación con un c,'iJ11b10 de escala; en efecto: 

Sea 

y sea 

entonces 

g(S) "' l<'S 

hrt1 "' t + .L 
111 

(qoh) (ti "' c;[h(t)) = g(t + 

= l\l(t + -1! .. ) "" i<'t w 

..± .. , ,,. 
+ ,. 

Por lo tanto, es posible olJtE,ner 1,1 c¡ráfJ.ca de la f1.1nci6n !61 

a partir de la gráfica del seno, de la s~gui~nlu maner•: 

1° Dibujemos la gráfica de sen ws sob..-.a e 1 in ter> a lo ! O, 2.TI/1< 1 
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Esto va a dar como resultado una onda senoidal completa pues, no 

es difícil probarlo, con el cambio de escala so obtiene una fun
ci6n peri6dica de per!odo 2~/w. (ver figura 2,5,). 

_, 

FIG.2.5. LA GRAFICA DEL SENO (1.111). 

2• Apliqueroos ahora la traslaci6n 

h(t) "' t + .t_. 
(<) 

a la curva de la figura anterior. 5i l" fase es pos.itiva, sabe
lnos que dicha gráfica deberil recorrerse f /«I unidades hacia la i! 
quierda y que si la fose es negativa, ha:r.:en;os lo mismo hacia la 
derecha.(fioura 2.6.) 

3º Finalmente, alarguemos o encojae'.11os esta (iltima curva 
par un factor igual al valor absoluto do la amplitud y refleje
~os la curva que obtengamos respecto al eje horitontal en caso 

de que A sea negativa. (figura 2.7.). 
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FIG'.2.6 .LA GRAFICA· DE Stn(wt + f) 

t 

-1 <A <O 

F 11.;a. 7 •• LA GRAFICA DE A Hit (111t +') 
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L'U&STIONARIO 

3.1. Indicar la amplitud, el período, la frecuencia angular Y la 
fase de las arm6nicas (las definiciones necesarias para las arm6-

nicas cosenoidales son las obvias); 
a. y= 2sen(3X + 5); b. Y~ -cos X;· 1 c. y = 

d. y • ! sen 2 (W - ti 
3 •. 2. Construya las gráficas de las funr.iones: 

2sen(X "!( r.. y = ~sen a. y "' sen 2:< ; b. y e - - )-1 
'TÍ X $_¡ y 2cos X - 'Ir 

d. y = 2 + 2sen 1-2- + ; e. 3 6 

2t + 3 
6 

(tiÍX - 1.2) 

3.3. un punto efectaa un movimienlo uniform a lo largo de una 

circunferencia de radio R, con valocid~J lineal de v cm/s, tcnien 
- d l ' el sentido contrario do por centro el origen ce ~oor anatan Y ~ 

al de las man~cilla$ del reloj. En el momento inicial, la abscisa 

de dicho ~u~ta era a. farmnr la 0cuaci6n de la oscilaci6n arm6ni-

ca ce la at :;ci " del punto. 

3. 4. ¡,a siguiente fiyura mu:>t.ra un mecüni<;mo de manivela. El vo

lante es de radio R, la biela es de l0ngiLua a. El volante gira 

unifornemente en el sentido <lt' las agujas del reloj dando n vue.!. 

tas en un segundo. En el momento t=O en el que la biela Y la ma

nivela formaron una misma recta (posición del punto muerto), la 

cruceta (Al ocup6 el punto o. Hallar la dependencia entre el des

plazamiento x de la cruceta (A) y el tiempo t. 
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4. Descomposici6n de una arm6nica. 

Proposici6n 4.1. Considérese la función armónica de frecuen
cia angular w 

f(t) • A sen(wt +fl 

P.xisten reales a y b tales que 

f(t) =a sen wt + b cos wt (8) 

Es decir que cualquier función arrn6nica del tipo (7) puede 

descomponerse en una surna da armónicas de la misma frecuencia an~~ 

lar y 6a~~ ce1r.o. Geom6tricumente, que cualquier onda ann6n1c,1 es 

la suma de una senoi dal y otra c·.>st'•noidal Je la mi so..a frecuencia 

angular. 

C6rno encontrar Ja citaJ¡¡ d·,scornposic16n, es de,ir, c6:nr> -:_e: 

terminar los valores de a y de b depende de nue reco1d~~os n jp

mos por sentada la fórmula de~ la tr ig..:monett ía el emer. t?.J. para el 

seno de la suma de dos reales: 

sen (x + y) ~ sen x cos y + cos x sen y 191 

pues aplicllndola a la expresHin (7) se tiene de irnnediato que, 

en (8), basta hacer 

a • cos ~ y b ., sen f' 

Tanto la proposici6n anterior como la 4.4. que se enuncia 

m4s adelante, poseen una importancia teórica difícil de Justifi
car por el momento; sin embargo, por su sencillez, las he.~.os ir.

clufdo en este caprtulo. De hecho, la 4.4. es la inversa de la 
4 .1. a saber, que cualquier suma de una onda senoidal co11 una co
aenoidal de la misma frecuencia angular, es und arm6nica. Y, aun

que es verdadera, es menos evidente. Para probarla necesitamos 

definir un nuevo par de funciones. Sale. 
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Definici6n 4.2. Las funciones cociente 

~ 
cos y ~ 

sen 

reciven, respectiva~ente, los nombres de tangente y cotangente 
y se denotan mediante cualquiera de los siguientes s!mbolos1 

tan, tag o tg y cot octg 

De esta manera, se tiene que 

tan t = sen t si coa t JA O (10) CoSt 

y que 

cot t cos t si sen t JI O (11) sen t 

y como cos t = O si y s6lo si t es un mtíltiplo impar de 1'/2 y 

sen t = O cuando y s6lo cuando t es cualquier mGltiplo entero 

de 'ft, entonces: 
tan t est5 definida &1 1 (2k-l)r , k entera 

y cot t está definid11 si t I k'Yt, k entera. 

De esta manera se obtienen dos funciones peri6dicas de per!2 
do fundamental 1f (¿por qu~?) que no est5n definidas en ciertos pun• 

tos de R que sefialan, además, los extremos de cada uno de los in
tervalos en donde cada una de estas funciones "puede dibujarse 

s1n levantar el lápiz del papel". En la figura 4.1. se muestran 

las gráficas de ambas funciones. A continuac16n, discütiremos 
con a.gOn detalle el comportamiento de la tangente e invitamos al 

lector a hacer lo propio con la cotangente. 

Veamos c6mo se porta la tangente en el intervalo ]-#/2,il}2[; 

- a la restr1cci6n de tan a este intervalo le llamaremos la ~ama 
p~~nc~pal dt (a tangente - estaremos de acuerdo, para empezar, que 

esto debe ser suf icient.e para darse una idea general del comporta

miento tn todo et dominio1 
1ª cuando t recorre dicho intervalo, sen t va, mon6tonamente, 
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de -1 a 1, anul~ndoie cuando t = o. 
Al "mismo tiempo", cos t va, de valores muy cercanos a o 

cuando t anda cerca de -'/2, a l cuando t e O para luego decr~ 

cer nuevamente y tomar, cerca del otro extremo, valores cada 
vez más pr6ximos a O. 

Por lo anterior, al considerar el cociente sen t , se tiene COSt 
que: 

- cerca de -f/2, la tangente toma valores negativos de vilor 
absoluto muy grande. 

- la tangente se anula en t • O. 

- cerca de 1i';2, la tangente toma valores posi t1vos muy gran-
des. 

Si, además, aceptamos la continuidad de la variaci6n de la 
tangente, entonces dilclo c:ua!quü:.\ ,1úm11.11.o ir.e.a.! Y d.u?.m¡ac u pcl d-lc 

encont1ta11. un a11.gumcnto t en el (11tc.\vat1• 01.tt..: -t.z yt;•2 Ca!fJ. U••· 

ge.nte. vatga Y. 

Es decir, que la ocuac16n en t: 

'l = tan t 

tiene soluci6n, en la rama principal, para cualquier 1. 

Por otro lado, el siguiente argumento prueba que -para ~ual

qu1er par de valores distintos de la variable independiente, J1g~ 

mos t 1 y t 2 en la rama principal, se satisface que 

tan tl ~ tan t2 (12J 

En efecto: tan tl • tan tz 
si y s6lo si 

sen t 1 --- . sen t 2 
cos tl cos t2 

que es equivall!lnte a: 

{sen t 11 (cos t 21 - (sen t 21 (cos t 1l • O 

pero el primer miembro de esta ecuaci6n e11 el seno de la dife
rencia de los argwnentos; de lo que se infier~ que 
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Ahora, como tod :; las consideraciones ar.ter:;:;i:as se refie

ren a a valores del ~;.;cimento entre -1\.12 y _,.2 y ::imo en este in

tervalo, el seno s6l: a~ anula cuando t~o, enton:25: 

lo que, a su vez, s:;-::~ca que 

lo que prueba la de;.;~aldad (12) y n()s permit;c é:finir, para 

cada intervalo de 1~ .:]rma ](2k-l)tl/2,(2k+llt'ri ·,;;na fur.c16n 

lnversa de la tang2;.~e. Precisamos esta afir-mac1~:1 en la 

Definición 4.:. ~~a f la funci6n, definid3 ;:l:-a '':a:.; •:.e:: nC~1e

ro real y mediante :! :ondici6n: 

1131 

f está bien dE'. .. ~~da gracia¡; a que la tan<~<r ''• en la rama 

principal, es una f..:.; ión uno a uao ele modo que há.y un 1'.inico val.n 

de t que satisface 1:31 y la ecuaci6n tan tmy E:1rpre tiene solu

ción. 

f recibe el n:.r..;;:e, por lo demás descrpli ,,~ de "arco ceuya tan

gente es" y se den:;~;, '.iaualmente mediante el s!'n.::•)lo 

are tan 

de modo que 

f(y) •are tan y 

se leer4 como f(y) es igual al arco cuya tangente es y. 
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Podemos ahora enunciar y probar la anunciada 

Proposici6n 4.4. Consid~rese la función 

F(t)= a sen 111t + b co3 wt 

donde a y b son dos nfuneros reales cualesquiera, entonces exis

ten dos const<Jnte& A y 'talng que: 

F ( t) = A sen (~Jt+cf) 

es decir, que cualquier combinacidn lineal de sen t y cos t 

es una función drm6nic~ de la misma frecuencia angular y que, 

consecucntei:~entc, la 9rtlfici.l de F"'F(t) e:.; sólo un defasamiento de 

la 5cnoidal Ben t, magnific11do por unn. costante A conveniente. 

En ef1:~·t:"J: basta obse;:::var que Gi hacemos 

a .. A sen f/ 

entonces: 

de modo que 

'r que si a1'0, entonces: 

b _,. 
a 

y b A coa~ 

A sen if • tan " 
A cos '# 1 

de donde, necesariamente, se tiene que 

are tan .lL a 

(14) 

(15) 

Con las ecuaciones (14) y (15) y la fórmula para el seno de 

la suma de dos 4ngulos, es muy sencillo demostrar que, efectivame~ 
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te: 

F(t)a A sen(1o>t+•) 

Los dos resultados importantes de esta sección -las proposi
ciones 4.1. y 4.4.- son la raz6n por la qu? laF funciones ar.n~~i

cas son tan cómodas para describir fcn6menos periódicos (mediante 

las sumas de arn,únicas de fr• cuencias an<1ulares adecuadas) . <:n 

realidad, funciones pcr.i6dicas m;!s sencill ilS que el seuo y el co

S'3no hay muchas, sin embargo, ninguna de ellas, al su1narse, dan una 
funclón del mi~mo tipo. 

CUES':' ION/\RIO 

4 .1. Presentar en forma de arm6ni.ca y dibujar las grS! icas de lc:w 
funciones: 

a. Y~ sen x + cos x ; b. Y= sen x + 2scnlx• 16) 

4.2. Dibujilr la grática ele la fta•ci6n uc Lrn. 

4.). Considen~ la restricción del seno y el coseno i• sendos i:i.-J

valos donde nean uno a uno. A partir de esto, construya las f~:ic1u 

nea inversas de sen y cos; den6Lelan merl.iar:te los s!1;Ux:>los ",]re SS:n" 

y ttarc cos" respectivamente y dib\1je sus gr.ificas. 

4. 4. Determine el dominio máximo de definición de lils sic¡tuentes 

funciones1 

a. ln(sen x) b. ln(sen x) c. ln(arc tan yl 
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