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. INTRODUCCION.

R. Henstock, miembro notable oe Ila escuelo -
Incs\eso de analigtas, ho inves-tigodo durante 13
anos el desorrollo de la in+<—x8ro), publicodo en -
1969 en [5], de cuyo Qereralizocion se ocupa -
el presente +rmbajo. la dnica  innovacion que
este representa, consiste en introducir dicho in
tegral como el limite de uno direccion ol esti
lo de Moore - Smith. Ftara  lograr este propd
sito, se hace necesario, primero, describir la
construccion de los espacios de Divisidn ae -
Henstock a partir de cualquier conjunto T, vy
sequndo, desarrollor lo deoria de espacios de -
Riesz osi como los tipos de convemgencio en-
dichos espacios, Esio se debe a que los fun

ciones que se ufilizan para nuestro desarro

lo son funciones deginidos sobre un conjunto -

T, con valores en un espacio de Riesz, K,

W



la bibl'\‘o%mpio se swgiere paro una  profundi-
zacion, sin embargo, se ha +tralado de ogrecer
aqui, completo ¢ suficiente, un panorama del -
tema, sin digerir lo atencidn de los leciores re

mitiéndolos a olros esiudios.

Deseo agradecer publicamente (y dejor conston
cio de esa rgro-H-l-ud) lo direccion y oyudo -
que me brindg, o lo largo de mi  investiga --
cion, et Proy. Rodolfo Morales M., miembro -

del Instifuto de Matemdticas de la UNAM.
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TEORIA DE ESPACIOS DE RIESZ.

Este capitulo do un ponorama Qeneral de
los espocics de Riesz olgunos de sus pro-
piedacles, portiendo de conceplos elemen-
tales de Teorw de Conjuntos.




I. RELACIONES

Dodos  dos coniunbs , Pockemos definir el producto
cartesiano  simple  de uno de ellos con el o'fro/ eor
cemplo, A con B, al cnol se le dencto A"B;
haciendo :

AxB = {(o,b) |aca, beBs
donde  (a,b) = 40; l,o,b@%

¢ a cualguier subconjurﬁo de AxB se le [lama
relacion en AxB

Qhoma, una relacion A en on Conjun+o arbitrario
Z es un subconjunto de 22 y desimos

x By s 5 () e R

DEFINKCION ||

. . -/
Wa relcion R en un conjurto Z es uno relacion -
de equiwalencio <

4',) w Rx
i) =Ry =P yRx
/w\) =Ry YRz =p }4R2

Nxyz e Z




T. CONJUNTOS PARCIALMENTE ORDENADOS

DEFINICION 1.2
Una ralocion R en Z es un orden parcial en
? e

i) xR x

A) =Ry , yRa =p =Rz

M) S xRy £ yRx =P ==y
Nwpie 2

St B es un orden garcial, uswalmente escribi-

remos
xsy Y £ x

Y decimos !

% Q son comparables si wgy o WEX

%y son Incomgarobles si ni wey ni Yexn

DE EINICION (.3

Un orden parcial R en Z se dice que es orden -
linol &i paro todo vy e Z, wey o yex,

DEFINICION 1.4
Un conjunto garcialmente ordenodo es un ear (A,S)
donde A €5 un conunto " un orden parciol
en A

Si 1 es un cennto parcialmente  ordenado Y -
wWec?Z es tol qus, con el orden heredado de
2, Wes linecaimente ordenado, se dice que W




€ una codena de 7.

Consideremos o 2 , conjonte  parcial mente ordenado
v Y un subcon\on‘fo dc -2 diferente del vacio |, sn
2o €2 satisface 72 Y poro todo ye § -
se dice Que 2o 65 co+a superior de

Ono'logamerﬂ'e, 2o @s cota ingerior de Y 5. -
2oy parn tdo e V.

DEFINICION 1B

Si 2. € 7 es una cota Svperor Qh(erior)
de Y ¢ 2 , 4 eara todo 7 cota superior (in-
ferior) 2,22 (Z22), entonces 2 es 10

. /.
minima  cota c;upemor- o suvpremo de Y (maxi-
ma coto inferior o ingimo ae Y )

PDE FiInviICiO N l.6

2EZ es llamado elements maximal (m?n?mal)

s\ se s}%ue de BZEZ & FtBZ Qque B,=F,
(722 que 2Z,=%)

Fs imporfante recalcar el siquiente bien conoci-
do § frecuentemente usado:

LEMA DE ZoRN

St cada cadena en un conunto parcialmente or
denado Z tiene cota superior, entonces 2 diene
al menos un elemento maximal.



Conjuntos Dirigicios . - Gea A un conjwto of-
cialmente ordenado, Beh €5 d'sri%ido haco

arcibo lo cual denctamos B1 , % poro todo
a,b e B, euste ceB tal que asc & bsc,

Fscribirémos B1a S Bt & swpB=a
claramente | se tiene

(O‘Q(KO\ Mae A

S BT ,se degine:
F(Bt) = l\{oee\oabﬁ bqs“

como el fikro de secciones dsl oon"un*o din'%\do

B.

En aﬁalocg\'a wn la deginicion anterior Bl = -
Na,be B , ewiste ceB Xx. cta % ceb, -

Yambien
F(8l)= l\ﬁocB \aebk be B y

Funciones en conjunios parcial mente orderados. -

i) Sean Ay B conjurtos carcialmente ordenadcs , 0
F:A—B una funcion ¢ abeA x. 08D
a)- F es creciente, Si £la) ¢ F(P)
by~ F es decreciente | si Fla) 7 F(b)
)- F es un isomorfismo | Flo) ¢F(b) ¢=D a¢b

5



Go F:A—B , C=h
o « C1, Ya,be C, existe c€C 4ol que 0asc

& c<b, entonces o5 clare que !
Fla) ¢F(©) % FIRIEFLE), e

. o F es cuciente,

gecr, F)T.
FO)¢Fla) & FleY4 F(b),

e g1 T es decrec.fen te ,
es cecir, F(C))

b).- A Cl-, \}q.beC’ existe c€C 4o\ que
e csb,en eote €080 -
fO) L Bl & FlOEFP),

cea

< F es creciente ,
es decir, Fe) &

o) ¢ Bl&) % F(b) ¢F(SY,

eo s F es aecrecicnte,

o Sea F() A

!

M)~ Una qoncion FiA—B es conhinua en el OF

den & cuondo €5 creciente

) sup Fle) = F (o) donae Cla | C#—Cb

2) mg Fle) = £la) donde Cla c? d
(Lo dﬁﬁﬂ‘cfof" es anc’a\oqo cvando | es decwc?mk)
(1) se die que €5 cortinua -

St F sdlo wmple
en el orden @O b derecha o PO

st s<blo comple (2).

la 'uaqukrda



06
M"" F oes conh'nuo en €l ordén eor suces't’cncs

F(On\(( ‘ Flo) cuando (\On l’nem x Qa

(
2y (R, | FO oo [ B Yo 4 B

odos en el orden .-

Con‘urrtos cerrodos ¢ acot
lmente ordeodo ¢ -

a)- St A es un conjonto parcia

BecA, definimes &
plo)=(aca 3 csB, cFé, Clol
c.lo%

p(e) = {aea | FC =B, ctd,
B < D(B) decimos Que -

obviomente, BE $(8) ,
=\ cbcs) g= D(B).

B es cerrado €n el orgen

b)- B es ocoledo en el orden S %

g c[becl= l‘oeA\ bsa &C‘( para alci(w\
[bel, con BicE A
I, rATLIC ES

pEEIIcioN 1T
Una lotfa es on conjonto carcloimente ordenado A, o)

que cada gubconjunto  que consiste de dos alementos

T



[ ’
lene supremo e Infimo,

ST A es una bh’z, por nofucion  escribiremes ©,
WP {x,\’& b xvq
:nf ("N‘I = XAN

Es muy facil probar por nduccion  Que s?’ BcA
finito , entonces B hiene sop e ing, osi g

n
sup 4“\,*2,... xn(‘ - §<|V XZV---VYH = -\/ ¥:
1=
y n
1oV} l\%.,x-._,... 'x,,lf = %A Ry AN Ay = A %o
iz
DEFInCION -

Uno lotiz A es completo de Dedekind o com-
pleta en el orden i ada subconjunto no vacio B
de A, el cuwl tiene cota superior en A, tiene -

4UPremo.

lotices Distributivas .— Urna  latia es dstribotiva -
si ean dodo aibc e A

(avb)ac = (oac)v(bac)
esto condcidn  es cnc'xlo.?o o

(anblve = (ave) A (bnc)

Estruchura de omillo en uno lahz. —
i una lotiz A {iene elemento més pegueno (es -



dec\’r, existe %o €A v %o & ’J*GA), diremos -
1]

que tlene cero lo denotomos  QOr ‘e

5! la lote A Hene elemento wos  gronde (es ae

cir, existe  «EA ¥, wgw MxE A) , diremoS
w!

que tieme  uno (uridod ) § lo dencta mos por €

DEFINCION 1.9
S A es ono lahiz Oistribvtiva  con GTO Y uno, Y

%, % €A satisfacen

wyw' =z €
' wAX' = ©
< es lamado el complemento de .

entonces
pto de «'.

Por supuesto, » €S tambien comeleme

TEoREWMA LI

o ] ot ® ) M

S yed lotiz distributivo con cerd ¢ uno diene com
gemento %', enfonces ¥ s dnico.,

Demostracién., —
Supongamos X" es olvo compiemento de X

= ywWv e = w<Vwv (xr\x‘) = (WM x)IA ('A"\(\(')

’ = € h(%"v»ﬂ): LAVE A
om\oooomeni*e,

%'z Wwvo = "'*ﬂ""“”) = (“'V“)’\ ("'VV’")
. e~ (WvxV) = =<V v %!

° "0__._"&!



DEFINICION 1.10

St A es vna lalz con cero, BCA <N los propie
dades de:

) 2,,2,€8 =p 2,V €B

2) S 2eB =D 2¢ B N 2'¢2

entonces B es lomado un ideol en A.

DEFIMICION i. 1

Un dlgebra Booleana €5 una lotlz distributiva cen ce-
U

ro ¢ unidad 4al que cada elemento en lo latiz -

4iene complemento.

Es obvio que ¢l dlgebro  puede constar de un solo -

elemenio .

TEOREMA .2

St %y €A c')\czebm booleana 1ol gque %SY% entoxes
Ax,q.‘. 42\7‘5!-‘.?\

es un c’:kacbro booleona con %=©0 , W=8

Demostracion

Evgentemente, Axy es v bl amtribotiva  con el
orden corcial heredado de A, con x como cero -

¢ y como unided, sHlo falto demostrar que
cado 26 Avy dtene complemento €n Awg .

St aeA,..\,, sea 2’ el complemento de 2 en A -

se0 fambien 2¥= (ZAy)v » , entonces,




BAZ® = ZA ((2'1\\}) vx | = /le(z'M)‘,v‘lexQ T evx s %
jambien
2vat: 2v (PA0)vx = 2 (AY) = (@ve') A (avY)

= ent =Y

€5 decir;, 2% es complemento de 2 4 2*E Ax,\' .

TEcREMA -3
St A es on Akgcbm Booleana, para  x€A , denclomcs
Por ® a su complemento ’ evrtonces &

1)- Pam eamlguier x, ' es el clemento mas qunde en
A 4ol que wuax'z=e

Mm)- ST wgy  entonces glas!
)~ (xv) 2 wag Nvye A
-{-Ombfe‘«! (xAy Y = <oyl

Demostrocion :
L)- xaAx'z @ ge xvx'z &
amos ¥ es 4al que x/\q =0 ) emlonc
gz wv¥ solisface

’ N
KWWY s xVXvy = &

7 wxagz % (Wx %)= (nnn’)v(unﬁ) = ©
entonces =x', es decir  wWnx=o
:. ; & x'



iK)- Sea x¢q , entonces P'Axz YAy = ©
pero  por ({) g'ex!

MA)-  De XYy, x  se s?%uc que (evw) £ x*
andlegomente  (xvy)' < 4
de donde (xvy) ¢ x'ay!
Por otro lodo
(A" ) A(xvq) = (¥'A9'Ax)v(x'AY'AY) = ove = 6
e por lo gorte (&)1 %AW & [wvy)
soNA = (v

fora Tlustrar un oo los conceplos de alge.bm Boolea
na e ideal veamos el suguuen’re S

EIEMPLO 18
Sea X un con|um‘o A un stcgma olcgebm y é; uno
(£,A

medida , as tenemos €l espocio  medible M),
entorces 3 A es un digcbro  Booleona con el orden

por ‘inclusion Y3

N, ‘\\‘G.A [ }A(X‘ -oﬁ
es un igeal en A
En efecto, st N es un sfgm dlgebra  cumple con S

1) Xe A
2) 68 DeEN ertoces D€ N
o * 4 — D’
3) Sy {D& S:€KM con D € A ° nL:J| € A

Ghora, el orden ae D esta definido gor lo nclusion ;

12



Sean E,FE€ I[N entfonces:
E<E < gsdosi EcSF
asi EvF = EUF € N
% EAF ZEnF E D
oo I\ es uro otz .
como
Eve)n6 = (EuF)N6 = (En6) v (FN6)

il

(EAGYV (FAG)
N es uno loha gdistributva
deginiends ¢ como

ceco y X como Uno, por la
prop.

(2) de N, I es c'xlgebm Boolaano .

Fao checar que Do es un ideal en N
\) Sy M gs uno wmedida paro A, enionces,

p(EvF)= ple)+ p(F) - plEnF)
& EFeN., ple)=plR)=o

y cmo

ENF ¢ E =P ,;(enc)s,»(E) .~./u(Enr)=o
lu(EUF):o , € decir  EUF € Do

z) s

E€EN. ple)=o . Qhoro, si

E'¢E
P(E'\:o es decr E’€ Do
. Mo es un 1deal eén N
DEEINICION 112
Gea A uno lahz cstributiva con cero pora cado x€A
se aegine el sogmen*o ncial ae =

como Ag' x

13



6lgebm Boolaana 4 osi tenemos que paro todo e Ao,x
existe 2 € Ag,x Hal que

Yvz: x 22 YAz:=9

"2 es llamodo el complemento de "y’ respecto de
¢ lo rnotoremos

2= x @4
claramente x @Yy = © s ysolo st %=z¢
esto nos llevo o definir dos operpciones en A

-
+
[- 2]

AxpA — A +g. 4 049)= (xvy) @ (xAy)
AxA — A 1.q. '(“.‘l): XQ = xAYQ

N
~

*
©0

L3 . @ ’ - ’
Estos operaciones deginidos en A latiz aisiribotiva con -
cevo le dan la estructura ae anillo, lo cual vamos a
demostrar empezando cn el sicguu'en-re:

LEMA \.|
(»®9)2 = w2z @ ua

fora todo wy,2 € A loha dist con cevo Hal que
Pex .

Demostrac on
Bro simplificar la escritura | escribimos :
x®4= 0, = (xev)z2:=L

es decir, Lz L, 2 , para probar que L es el com-
plemerto de 93 respecio de xz , debemes movtrar que
Lyz=zeo © 3 Lv (y2)= =2

Eﬁ‘o-sec'r?ue de

(L)



) Lyz=Lleyz = (Ly)z=02:=06

2) Lwv{ve) = (Li2)vva)= (L.V(W)(( ﬂz v(qz)‘,
(Livy) (Lve) 2

= x(Live) 2 = %2

R

asl : L = %2 @ vz

0 sen (x.QK{)Z: %2 & vz,

(hora, pora demostrar que (A, +, ) es un onillo, -
tenemos ¢

|) XY = Y4x V x,?EA
2) Xy = Y% Nxyeh
son obvios

de [as definiciones ge xiy % xy

3) xtz= * Nxe A siysdo si z:ze

o .y,
en ,efac'fo' 51 %2 =% por definicion
| (xve2) ® (%xA2) = x de donde
xA (xA2) = © %AZ = ©
=D =p 2=6;
& %xv (xva)z-x XV Z %
s 2:6', ®40 = (%xve) @ (xn0) =z x@E = *
4) xX+Y = © s Y sdlo si %=Q
usando

xgz=0 , (xv9)® (xAY) =0

de donde : BV (xv{) =8 , oA (xav) = xvy,

15



esto implica gue

XA R = xVvy
de donage LI
Inversomente, s x=y
XY= wix = (xvx) @(¥Ax) = * @ % = @,
5) (x+q) 2= %2 4+Y 2 ¥x,9,2 € A
En efecto,
(2+v)2 =

{ (xvy) ®(x'ﬂn§ 2 = {(xw)zﬁ ® (xy2z)
{e2)v(v2) | ® (x2v3)

= %X + @2,

Séle nos falta  probar que la sumo es asocioti -
Na ¢

6) (%) + 2T = %+ (v+3)
tara demostrarlo , hacemos e= wxvyvz  entonces:
Aoe € dlgebrn Bodeom 4 denolemos el com -
plements de cualquier 1 € Age por '
v 0c¢t ss se el complemerto ce -1 respec-
‘o de es d's (fecrema l.t)' as !

‘J’K,ch € A

-3

x4y = (xvy) ® (xAY) = xy'(wv@) = (*"V‘{') (xvy)
(¥'9) v (x4

-
-

Jambien

(o'= (0Y (x9)' = (xwy!) (¥'vy) =)V (¥'y)

-3




de donde
40) 2 = f(av)'aly foeg)ar |

\

(xvz)v (¥y'a) v (Wya) v (xv'2)
entonces, por simetria :
(x4v) 42 = x4 (v+2)

De esta forma queda demostrado  que (A,*, °)
es un anillo conmutotivo | en el caso en que -
A fuera &kebra beoleana ‘el elemento mas gran -

de : e, es la unidad en el omllo, es decir

Xe Z xhne = w N xweA

El anllo A diene ademas , los propiecadss

) x¢xze N %e A
2) %2z x.x = owAX = % Nxe A
TEOREMA 1. 4

% B es un onilb con elemento nulo &, Hal -
que cada xelR es idempotente, es decur', %%z x
N¥Nx€ R, Entonces R es conmu+a+wo § ademos
x+x = 8 Nuwech

Demostracion :  la prueba se sigue  observando

que . (x49)® = %4y
implica : XY 4% = 8
hociendo %=y , w4 = © esto e€s, wz=-%

de donde, XP-4Yx 2O , es decir, Xy =yx,

1



0 cualquier onillo de esto clase se le lama
Anillo Booleano, hasta ahora  hemos demos-
trado que cualquier latiz distributiva con ele-
mento was pequeno © y 4al que cada Segmen
to inicial Ay sea un dlgebra  Booleana, -
puede ser un anille Booleano por la defini--
./

clon de w4y @ %Yy .

DEFINICION 112
Si AyB son loﬁces/ F:A—B es un homo
morgismo de latices si,

. F(avb) = F(a) v F(b)
e Flan by = F) A E(b)

DEFINICION 113
Seo A una lotiz, BSA es sublotiz de A si para
+todo X\ € B se tiene xw, xay € B,

DEFINICION |.14

Una sublotiz B es ¢-suwblatiz si todo CeB
numeroble = diferente del vacio ¢ que ademads
existen ingC, supC en A, entonces perienecen
a B.

ie



V. ESPACIOS VECTORIALES ORDEMNADOS.

DEFINICION (.15

On espacio vecdorial orderodo es una cuodruplo -
(E/-*, -,i-) donge (E,-t,-) es un espacio wectorial
sobre el campo R ¢ (E ,¢) es un con'lon’ro -
parcialmente orenado, de tal wmonera que el or
den parcial es compatible con la estructurn alge
boico de E, es decir, |

S oxy,2 €EE
1 X Y =D xt+tz ¢Vv+2

z) X200 =D ox70 st <€ |IRY

El siguiente ejemplo ilustro la oefinicion ante-
rior,

EJEMPLO .2

Seo H un espocio de Hilbert (sobre (C) con ele
mentes  x,p,.... v producto interior 4x9y ¢ -
Seo0

K = I[Ag H~— H ~operador oufood]unio‘

El espacie & es un espocio vectorial ordenado -
con respecto al orden parcal en ¥ deginido -
diciendo que A< cuondo <CA%x? & (Bx, %7
vale eoro todo %X E€H

Es obvio que si ASB, <Ax,%xy ¢ <(Bxx?

9



)
Qs

C(ARC)x ,x 7 = dAw,xy + 4Cx,x7 £ &£Bx,xY 4 <Cx;xY
= <(B4C)x,x 7

es decir, A+C & B4C .

{ambién | o1 W20 ChAx, %7 = of CAR %Y

cuando LAX, %Y 2,0 .

70

Veamos ahora ol?unas

propiedodes de los @spacies
vectoriales ordenados.

LEM A .2

Sea E un espocio vectoriol ordenado

Ay B sub

conjuntos de E ¢y x€ E , entonces,

(o) sup (x+A) = =4 sup A

(b)  sup (-A) = - ing A

(c) sup (A+B) = supA + sup B

(d) ST %0  sup (4A) = & supA
Demostracion :
(@Y~ 5i %+ A = [\vt-m lOGA} , Mzsup (x4A)

¢ B=z=svp A . Ror demostar M= %4 B

v GEA, Qatx SM/ por <er
¢ 4ambien os B

e dec'w, a+x § B+ R

M el sup(x+A)
por ser B el supA

S ME Bax .. W)

20



Ohora, ae  O+x SM =D

es @l sup A , B¢ M=% = B4x S M cee ()
De ) v (2):

b)- &F svpl(-A) =m ¢ N=indA

sen -GE€-A, entonces M 7, -0 =p -M&o
=p -~MEN e ()

e otro eoarte, N$a =D -NZ-O

por fonto, M<-H , cs aecir, -M7 N .. (2)

juntando W v @

€y~ usando el inciso (a):
sop A +sup B = S0P (A rspB)
= sopl‘*-c-sopa |xeal
= sup {s0p huay:eBY | xeA |
= swp (x4 |xeh, veBY
= sup (A+8) .

(@) st sve WA) =M, MY da NaceA

- M -
=p 77,0 =D 7—"’—\-'7,60(3!\ st d70

M 7, & SUPA

PBr otro lado, svp a 7 Q ,s|° A7 O

21




dsupa ? oa =ph asUpa 7 m

ve SUP (dA) = M = o supa.

DEFINICION  1.16
En el espocio vectorial orderodo E, el subconjunto

Et = (FIIGE, -(‘740\

es llamodo el cono pesidivo de E . los elemen
tos de Et son llkamados elementos positivos.

El como positive E' de un espacio  vectorial

ordenodo E , diene los siguientes propiedades

) F,géE* =p f+g € E?
2) fekt =b  af €ET ¥aceB, avo
3) §,-fe€eE? =p F=o0

Inverqamerrfe, si E*es un subcon]un*o del espo -
cio vectorial E, tal gque E' diene los propie-
dades (), (2) ¥ (3), entorces E se hace un
c3pacio vectorial orderado  definiendo que £ £Q
si y sdlo si Q-f € E*, y E' s exactomen-
te el cono positivo de E con respecto o esle
orden parol.

Esto queda formalmente enunciodo en el siquien

te :
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TEOBEMA 1.5

Ses E un espacio vectorial ordencdo con cono PO~
sitivo €% Enfonces son validas las Stguierﬂes -
eropie cades :

|, — -F’,% 1y sblo -3 € EY

es evidente

2.- 'FZg s1 y sblo si -F.-.-rvg o g=4ng

dambién es evidente

3,- f?,% si gsélo si 0f2ag eara avo
. ) . . .
¢ tambien, si ¢ sélo .si  af sag para a<o,

SY avo como 72 -r:{‘vg usando

v lema 1.2 ,(d)/ af:= O{vag , €S decir,
O$ZQ8
S¢ oxo, az (-1){a] con lal7o

sca  f29 =P f3CEY  pero fgz-g-(-5)
Se -3-(4)&!;* , € decir, -R7% -1, ast

-glal7 -fla) o sea, (-1)lalg 7 (-)lal f
de donde, 0g7 af si a<o

3



\Y} ESPACIOS DE RIES?Z.

DEFINICION 1 AT
Un espocio vectoral ordenaclo es llamado -
espocio de Riesz, si como espacio garcialmen

te ovdenado es una lotiz.

Esta +crmino\oc&(o ( eseocio de Biesz) es tomo-
do de Bourbakl. Un espacio de Riesz €3 tam -
bien llomado lat’z vectorial o en la Litera-

lura  Sovietica un K- Lineal .

Neomos o\qunos ejemplos  de espacios de Hiesz:

E)EMPLO V.3

(L) Seo R" (n71) el espacio de n-ados orde -
nacas £z (6,4, oy fn) {; €R,
Se dice que —FS% coando T €9, vale -
para tode k€N entonces (RN es un €3
pacio de Riesz con respeclo a este orden
introducido

En efecto, paro cualguier ;'% ¢ R", seo
hz (hi,ha,.... ,ha) donde

hg: ma » l\’(‘l‘.,%gl‘ : KGF\
de esta forma h= §vg.

Andloc&omen*e , S€ encventra f Ag .
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(&) Gea X= (G.b) el intervalo real wsual Yy seo L
el espacio vectorial ordenodo de fodos las fun
ciones lineales reales sobre ¥ , entonces L es -
un espacio de Riesz.

En efecto, dades fige L , la funcion  h= fvg -
es la funcion lineal determinado al definir como
Sus extremos a

h(a) = mds ‘.{:(q),%(a)ﬂ
h(b)= maix I\-F(b),cg(b)“.

lo cval se ilusira en la siquiente figuro

FIGURA 1.1
Wi) Consideremos ahoa el conjunto de todos los -
funciones oontinvos  x(t) sobre el intervalo -

reat [a/b] con el orden uswal ;, €5 decir, -
<Yy Si ¢ sdo si w{t) ¢ ylt) N £ ¢ [ab)
de esta formo S es un espocio de Riesz.

En este caso, si w9 €F 2zxwvy es la
fuoncion degfimdo  gor ’




(M) Sea X= (a,b) el intervalo reol uwsual Y sea |
el espacio  vectorial ordenodo de +odas lag fun
ciones linegles reales sobre X/ entonces [ eg -
LN espacio e Riesz .

En efecto , dadas fige L , 19 guncion k= fvg -
cs la funcion  [inea| determinado  al definir como
Vs  extremos q

h(©@) = mdx ﬂ;(o),g(a)%
h(b)z mdx {46y, by

lo cual  se jivsirg en la siquiente fiqura

FIGURA 1.}

(aid) Considere mos ohoa e coniun'k) de fodos las -
funciones  cntinuas *lt)  sobre el intervalo -
Ceal [G.b] con el orden usuql s €5 decir, -
X<y g ¢ Ao si %) £ Y) y§4¢ ]
de esta formo S €S Un espacio de Riesz,

En  este Caso, si x9S g- XVY  es o
foncion  deginido por :




20 = mox {xid), 4(4) | NVig [eib]l

W) 9w

a b
FleuRAp .2

TEOREMA 1.6

S\ E es un espocio  wvectorial

en‘fonc.es, fv

fag existe en €

ordenado Y '¢.<g€ E,
existe en E si y sdlo si -
VY qdemé%:

-fv? + frg = f+g
Demostracion

Sea A:{f,g‘, %% x:-Fn% , de es"fo forma,

%X+ A = (-Hx, g+= Y
tambien :
Sup (x+A) = (F4x) v (g4%) = @) v (-F)
®4eSUp A = --('-3 4+ -Fv%
pero por e Lema 1.2 {a):
%4s0p A = Sup (%+A)
por lo tonto 1 fvg-f-g = (-g)v(-F) ... @
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Ohora, supongamos  que -Fvcg existe, s h e una
cota superior de A -h es cota ingerior de -

1

-Az -4 -g(' (teorema |[.5 (3)).

En+mce¢5 s h= .('vg exT‘Si’C ~-hz(-F)A ("?) existe
Y como de @ sabemos que (-?)v (-) existe, implico
que -an existe y ademas

~(£Ag) = (-F)v (-§) que sustilvyende en ® se -
obhene :

fvo + fng = £4q,

Mostraremos choma, que cada elemento de un es
pacio de Riesz oeuede representorse como la di-
ferencia de clos elementos ositives.,

DEEINICION .47

Fara cuwolquier fcE espacio de Riesz, el elemen-
Yo

f*- fvo es lamado, (o parte posHivo, cl ele-
mento ;

"z (-f)vo = ("F)+ es (lamado, lo parte ne?oﬁ-
va, v el elemento:
€1z £v(-f) es llamodo, el valor.cbsoluh: de | ~

elemento £,

De lo onterior degfinicion se sique que pova cual - -
quier £ € B, los elementes {7, £°,461 son oOsi-
tives §y que f¢ £y 21851
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%mbién, £t es el elemento positivo wmas peque
fo que e mayor o iqual que f,

Si 4cE' enmonces: fH*=£ oy en el coso oe

que -f€E”, entonces: £~zo ¢ por ton-
to £l = £,

Lnversomente, & £ =0 , entonces ~-f 20
de donde £ 20,

En los espacios ce Riesz funcionales  mencionodos

=n el ejemplo 1.3 (4), (W), los elementos: £

B /
£f* v |f] son funciones las cvales son construi-
fos de lo siquiente formo: (ver figura 1.3),

£t = f(t) oo dodo t en donge flt)%0
o paro todo 1 en donde {(i)<0O

£ =

. 0 pora tdo 1 en aonde £(H) 2.0
f(t) ©parm todo t en donde {lt) ¢O

£l = 1§(4)] paro dodo 4.
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a I 4
>
$£7(1)
ol t
T

thum 1.3

En el espacio de Riesz R, peama costruir (o

parte positiva . (neqotivo) de cualquier clemento -
£, es necesario reempbror todas las coordena

1
das neqotivas por ceros (todgs los coordenadas -

positivos por ceros y los negativas por su valor -
absoluto ), eara obtener |1 es necesorio reempla-

zor tedos las coovrdenadas por su walor absoluto,

Algunos de las opropiedodes elementales de los espa-
cios de Riesz se enuncian ¢ demuestvan en los

s'\?u'\em'es tecoremos
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TEOREMA .7

Sea  E un espocio ce Riesz, g, heE, «pgelR,

(o) (-Fvg)A-h = (-ﬁ-h)v(tg-l-h\

(b)Y  (£rg) +h (F4+h) A (g4h)

il

(e) - (¥ag) = (-f)v (-9)

(d) S° dzo - “f vdo = o (Fvg)
Af ndQ = o (£nq)

(e) 2(4‘\:(3) = -F'+3+ 1£-g1

2 (£Ag) f1g = 14-g)
() £ o= -6
() (£l = £43 €7
(h) fivf = 1F|
() f*Af z o
() ldfl= 1a]1£]
'k) IF4g1 ¢ IF141g]) |
Demostracion :

(@), (8}, ()¢ (d) Qa han sido probados en el Le-
ma 2 en un oo mds generol
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(e): (~F+cg)'+ H'-g|

(Frg) + (£-8) v (+g-+)
2{v 2g = 2(4‘\1%)

tfambien
()~ 1521 = (F1q) - [rq) v (3-9]

= Q)+ [e44g) A (-q44))
= 294A2f% = 2(-?/\3),

(£): £ +07= 14 (-fFlvo = ovf = ¢+
(%): 9487 = (Fagm )ap- por (£)
7
= f2f7 - +2[-{'vo]
= £+ (-24)vo
= ~fvf
= | £
(h): {40 =

(fvo) + (- € vo)
[(:vo)+ (-n] \Y; [(ivo)-&o}
= [ov(--r)] v [I vo)

= fTvgt
Y usondo (Q), se obtiena :

i

f*ve-z 141,

(i): Br o teorema 1.6 , se tiene .

‘r'\g = f—i% ~4‘v¢g

£=41 g:=4"

’

por tanto | si hacemos
, ©obtenemos -
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£Ynf” = £ra07- (£vf7)  usando M)y (g) e

n

|4‘|-—\-€\ =0 .

(“: G; 0(7[0 M
[df] = ot f v -4 f
pero si <o

oAf] = L§ v -olf

A (-fv--&‘) = dIFl

0

et £ V- (-df) =~ (FV-F)
T - | F
de donde, lafl = j&l L£1,

(k); Como {f*7f g gt»g tenemos  que

frgt 7, faq ¢ como tambien :
.F*ug* %0 , entonces :
£ gt % (£ +q)* vveee 1)

Qhora, haciendo {f:-f ¢ g:-9 epor (1) otte-

nemos : £ty gt g 5g)*
pero, —4"'4—%*: -fvo+ -gvo :-F'+g"
y tambien, (-4-9)" z (-£-g)vo = - (f1g)vo = (Fg)
de dorve, £4q7 s (F4q)° e (2)

Sumondo (V) g (1), obtenemos,

Fe g7 4t 4 @7 2 (F4g)t 4 (4'*93-
Y eor el inciso (g):
1€+ 1q) 2 [F+g]
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Lo parte (f) del +eoremo onterior nes ha mos-
+rodo Que Codo elemento de un espacic ce -~
Riesz puede ser representoclo como [a dife
rencic de dos elementos positivos: £ty £

- 7 /.
Claromerte, esta representacion no es Unico, -
en vista de esto wveomes el siguiente teoremo:

TEOREMA 1.8
S f= S—h , @n donde q/h € E"" entonces,
fteq ¢ £f7<h

N,
Demostracion

Como cg:nh > £ y +omb'uén 37,0 " tenemos ~

e S’z-fvo-_'{'*

Ono'\o%amen—!c, h=-f +37-f h2o

©o sea h32 -fvo ae donde W2 £°

DEFINWCION)  LL\Q
‘ L) [ ' 'S
S0 E un espocio oe Riesz, ASE es sohdo si

Q€A ¢y s Iflslgl =p fea.
La intersexcion de conjun-tos sdlides ey soliclo.
Si ASE , el conjunto 48]33 FeA 4. Igleif| ¢

'l L] » 4
es solido , es el solido maés pequeho que incluye o
A, lomodo el coso solido de A.
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Ahora, varnes o demostror que cada espocio de -

Riesz E es vna latiz  distributiva

LEMA 1.3

Seo (QQEE'AGI Yy supongamos que

f= V 4‘4 existe, entonces :

el
- = v o, w)- £7= AE

acl «cl
Deﬂ\osffbc'lo'n',
(i) -F*:-(‘vo-:-.(\/ -E,)VO': V{vo

del A6 T
= \/ -Q*
€l

faro lo parte (i), se sique de :

st £ 1f, que £72 £ pomo alqu'n L€l
gutnmgomos que Q€ E es tal gee Q ¢ £ Nael,
Entonces, -2 - < &'-g7z L

supremo en ambos miembros  (la existen

fosando  al
cia de dicho supremo Queda gamn'haoob por (1)),

obtenemos :

VI(t-3) 2 V4
€l <€l

es decir £t 7 £ = £~ 17

L1



de donge %~ £

TECREMA . 9

Todo €pacio de Riess sotisface

los [eyes distributivas
desinidas para  lotices .

Demostraremos que !

xf\supﬁ-&(‘:eup(xh‘ﬁ) NxeEE
N£, ek

ol€7
§upongomos
f= sup {{A& existe , entonces

f-x = sup (£4-x)
Usando e [ema antervior

(£-x)" = g [(f,..,‘)']
ahorg, por lema 1.2 (b); obienemos

-.(-F-x)- = Sup (_ (r‘-“).].

(f-x)A o0 = sup [(;".X)AO]
SUmando x |, nos Queda

£fax = svp [(-Q-x)/\o] + %
es decir, fax =

= Sup [-r‘ Ax] . |

© bien
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DEFINICION .19

Dos elementos f,g € T espacio de Riesz se di-
ce que son ajenos en el orden (o-a]enos) si

{£1A |%\ =0
en simbolos 1 -

"Un elemento fEE se cice que es o-ajenc del
conjurto  E\cE  si +1lg NqeE,

Finolmente, dos conjuntes E, y E, son a-ajencs s
-F‘.Lg ¥ fek, %GEz;en simtoles  E, LE; .

De lo definicion anterior <e sique que £ 0
si y solo st f-0 , e donde dos con'\un‘l‘os -
ojencs en el orden gpueden tener un elemento en

/ o '
comun, es decir, el cero.
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?. CONVERGENCIA EN ESPACIOS DE RIESZ

En este copitulo se deginen dos tipos de con
\lergencio en esfos espacios ¢ lo relacion -
existente entre ellos, lo cual nos llevo ol -
concepto de espocio de Riesz ra%u!ar'.

En la deginicion de conven%encm se havo

Uso de lo qene ralizacidon del concepto de
Sucesio'n, es decir, llamamos diveccion (o-
ved) o uno funcidn definida en un conjunto
dirigido con valores en uN espocio earcial
mente ordenado, en nestro coso espaciws de

Riesz.

En los demostraciones de este capitulo se
usan arbitmriomente conjuntos dirigidos en
ombos sentidos, esto con el objeto gde -
lustror (o deginicion de conve rgenc.io.
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LI CONVERGENCIA EN EL ORDEN.

Generaimende , se intrduce el concepto de convergen -
cia en el ov‘dcn en uno lotie de uno forma -

natural .
DEFINICION - 2.1
Una sucesion 4xn{ de elementos de uno lotiz A -

se dice que converge  en el orden ol limite xeA

si existen dos sucesiones monotoras de elemendos de
A, vna creciente  fYn§ 4 uno oecreciente  hin§ tal -

que :
1) Xz IN{ Z2n = S0P Yn
2) Pn £ %Xn € 2n fom n:z4,2,....
lo coal denctaremos Yo 22,
o bien, x= Lim Xn
(o)
TEOREMA 2.1
lo sucesion 4xny converge a xeh si q sdlo i,
XZSUP Xn Sl ¥, creciente
° ®Z NS Xn st ¥Xn decreciente
Demostracion :

';UpOf\?OﬂbS primero Yn ), w Y %n cmente,

{fomando los sucesiones f9a ,’ﬂnﬁ de lo
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definicion onferior enlonces 2n% Xm paro mn
arbitrarios Yy como %z ing 2, se diene que -
x%%m ¥wm opor olo lodo , s el elemento U es
tal que  UZ%Xm  ¥m, erﬂmces UZ%,, ¥m
osn’ Uz x , de donde K= SUP %n.

Supongamos  ahora que fxn} es creciente ¥ que
X3 SUP X, hociendo  Znz x Vo % Yoz %a,se

obtienen dos sucesiones wmoncloros que <umgplen la

def:mccon an‘feﬂor‘ ,de donde xniﬂ- ®

Esta dc.rmmton que hemos dado de conver?encb.
en el orden opuede ser extendido a direcciones
arbitrarias de elementos de uvno latiz

Decimos que la direccion hva§ es creciente (decre -
ciente), si i td; -implica % S %ay (R % Xele)

DEFIdICION 2.2

Uro direccion A%« { e, de elememdos de una la
+3 R Corwenae en ¢] orden al limite xeh ,
(& ;0 %= (©)-UmXg) st ewsten direxio
nes "%‘!968 , I\Zp I‘MI‘ decreciente ¢ creciente
respectivamente que satisfacen:
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|) - %= l'n.;‘\’p = sup 2y
2) fParo peB, ¥el' existe 4 €D +tal que

Nosotros flamaremos o l\‘!’p‘( 4 ‘,2»0': direcciones -

de condensacion superior e ingerior de Axal cespec
+iwvamente .

Gmlooomen+e ol deoremo 2.1 se puede esloblecer
pmbqr o misma  eguivalencio  de convengencn en

el otrden .

TEOREMA 2.2

(o) '
AM ('MD —_— % si 4§ <olo st
x= S0P X4 para x, creciente
%= INE X, pora %« decreciente

Mgums de las propiedades boskos de convergen -
cio en el orden amlogos a las ce —%eona de

limites son:

ProPosiCioN 2.\
(@) Si Axal g v § (4€D) sen dos direxio

nes similares (es decir, dienen el mismo -
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. 4 .
conjunto de indices), donae

r (@
wi B oy sw  ¥deD,

s
Demostrocion :

Considerando
rior para /,x,"ﬁ e in{erfor paro I\YAQ,

ﬁQ@'Qﬁes % [lz*‘(‘ver‘ dichas direcciones | se tiene

los direcciones de condensacion SOpe -
sean

que paro ‘geB existe .xc, dal que %/ 5"’(3 T
A 7, . tambien para ¥el existe 4, tal que -
zv S \(d ‘5; d7/do

Endonces |, si o 7 de = mox Adeds | Se comple
Zyp € Xu € Xy £ Yq esto es,

2y < "’F pad ¢ eT @eB arbitrarios | entoces .;

sup Zp £ InfYy o

b'nen' rex .

(b) St uno dlreoclon 4"*&“0 convange en el -
orden al limite x , enforces, este limite es

Onico .
Demostracion
Gi svponemos que existe W
por el inciso anteror, como
“'&%x @& Rx<w! es decr

tal que ,“»_(_9_)__.,‘"
Xy € Xy HAED

w=w!
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En una lotiz completa de Decekind se puede in-
troducir el concepto de  Limite superior e ingerior -
para direcciones de Ia squnen*e moner :

Sea 4 %« fucp UPa direccion ge elementos de (o -
ladiz compieto de Dedekind A Yy supongamos que -
I\""(ld,,de‘ es acolodo . Enkmces/ pora coda d7,de

se definen los elemendtos :

‘1’43 V xe 20( = N xe
X2 G 7k

Es claro que {4, { es uno direccidn decreciente
Q que 424§ es creciente , enfonces  par definicion

Lin NCE

i

.Um b 9

————

V 2,

de donde

———

Lim %, £ Lim % d

r—

Otra carocterizacidn de convengencto en el orden

que akaunos avtores tomon como definicion es
la srgulem‘e :

42



lati3
Completo e Deceking < ¢ solo <
A \/ Xp vy iITI Xd =
® By

S Suponemos x,,.i?.)_. xX  en el sentido de la
deginicidn 2.2 , existen e 1]

recciones I)Qﬁ‘,, I"Zvﬁ
tal que %’F,lx, 2w 1 x

Y odemc;s:
231 £ Xy < QP Y o % o,
entonceg
7w s 2, ¢ Wi < 9(3
¥
VJ - (3\’{0‘ l"p
ero it | Ulx | e gecir
X¥TS0p o= A\ 2y
_ o« vy
= | = NV
k3 inge .i’d ” 8% e
Ohoma, *ponemos que | ¥a = %= Lim
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entonces es claro qQue Yy @ 24 son los direc-
* 'y . s
Clones oe condensacco’n para o definicion 2-2.

Hasta ahora | hemos introducido el concepto de  con-
vergencio en el orden para lotices orbitvarios
{ alguros de sus equivc.alencios, veomos ahoro los
propiedodes suplementorias de conver?emia en el
orden que p@oseen los espocics de Riesz.

El s.lcguien*e Lema es basico en la teoria

LEMa 2.}

ﬂ*d Sdea conv,er%e en el orden en el esme -

de Riesz k s\ y solo si

TJT;; \\(,‘—X@,\ZO

Si suponemos  que %o 2«
como I'K.‘— KP\ < ‘7(&—)(\ 4 'X"Xe\

se tiene que

Lim |%a-%g| ¢ Lim [%e-x| + Lim [x-xg| =0

(hora, paro probor lo inverso :
Sea  hx,Y una direccion en k4ol que

Em lxﬁ")(g\ =0
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definamos

U(B)= sup %y (consideramos ahoro )
“$8 -

V(B) = tnf x,
d5p

fama completar o puUeba  debemos mostar

que
Xz ing U(R) = sup v (@)
haciendo F{¢) = sop [%u- g Jp S
de donde es claro que |
Xu-".p $ I%a-xg| g r(v) psx
Os:, X2 ¢ () + %@
¥ Como u(v)= :t.:c; ¥d , se tiene:

u(y) € cle) + Xg
tambien V() = ing %g
psy
de donde : U0¢) £ re) + v ()
Ohom, por otro lodo
E;; Xyg = L‘;m u(y)
& Lim(rqe) + $(¢))
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Es decir

wrv——

Lim ¥4 & Lim r(¢)+ Lim v (%)

pero Lim r(¢) = _\:v;-\ \*4-%@\ =0

74 Lim vi(¢)= Livn  %a

a————

P

L.\m YXa = L'\m R P

e

por tanto

(o)

es decir, Ky — %

tal que

Cuolquier direccion hvalaen

Lim \X.(-Xp\ =0
que es O° Couchy en el orden €N

LEMA 2.2

lo direccion AXalyep converge o
W 4al que

cevro en W st

q sdlo si existen conjurtos U,

3y Vw= Au =0 |
2) W es dlricg'\do t U dirngido \
3) Dado uelU & veEW existe du,v)e b

4ol que W & Xy SU

st A Set(uv)
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" Demostracion :

gUPOﬂ%omos primevo que X L, 5
Seon J:= I\wpk%aﬂ‘
dég
W= [lfnf‘t*d \
4@

entornces es cloro que Ulo , W10 ; porn el
ponlo 3

St ueU =D u=suphray
Js@.

st wew =P w= ng ixy
oS @s

Y se diene que, W< X 51 Jd28,
U7 %a st 426

de donde,
W %l St e @

donde | @s@. , @'s@z ya que @,@;€ (LR

o o sequnda parie, s ﬂx.a‘“m es uno direccion
en K 4ol que existen conjuntos UW dales que
complen  1,2,3 endorces comple con los condiclo-
nes de convenacncio en el orden en %=0

Uno de los propiedodes de lo  convergencia en el
oden que usaremos posleriormente es:
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PAOPOSICION 2.3 (o)

Si Ax§ converge en el orden a x €K
Ax | converge en el orden o x' €W
Entonces, £ wut %/ % converge en el orden

o0 (x+x'y ¢ K .
Pemostracion .

For hipotesis, para arbitrorios @,@'ﬁ B; ¢ ¢'cl , existen
do, o, €0 ol que

2o & % Sy Ay
donde
TetTw , Tt

| Ry ; % Qé,lsﬁ
Entonces , st JLz (do,de ), &= (4,4")

T4 2y § Xad v & Ykl 8l
en donde 828, St d%de , o'%de

Q gpor otro lado, usando Lema 1.2

ing (Yea ¥ )z x4x'

e '
sup (1(54?9')3 %+ %
e ,
Eor +an+¢l (X,(-& Xd' ) --gg—-o %4
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(o)

(b) Si  wy, L o , entonces AXyg —s Ax

para arbitrarioc A (escaior) .

Y 4
Demostracion

Yor hipé%es'ts, ooro @eB ,YeD existe deel

tol que,
‘Zes "(dsqw ¥0(7/°‘o

entonces, st Azo
X2g ¢ Axq 2 Ny Nazu«,
Y odemds, usando Lema 1.2

ing (A4g) = X ing ¥y
v ¢

VP ()\Z@) = A Sup 3@'
¢

Pero  por hipotesis  Qplx , 2 1x
por dando, A L Ax e Xag Tax

Er el otw caso, si <o
A $ Ay & 12‘, N o3,
4§ dombien por Lemo 12
ing (AYe)z X sup ¥ = Ax
" ¥
S:p ()\Z@); X (@n{‘ = X%

de donde, Axy __(:L A%
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(c) S "o <2 e Y 2. ' con

(o)
% %' € K entonces NPRVAVIER = AVAS

Demostracidn .

Por hipdtesis se tiene lo mismo Que en

(o), de
donde :

2g V2g § %V %h < Y Vi
Poro tode 84,

Y usando nvevamente el lLema 1.2

¥¢.p ¥ ¢
- %wvx'
QUC') [2@\1 ?@- = S:Q ?ﬁ \Y} SU? ZBI
e.¢
= wwvx'
de donde
% VY’ ...5:2-. S N ¢
ok o %Y
. (
(@) <; Y L, »® entonces -
- (&) -
2) Yy — xR




(o)

3) %z ] — (xl

En efecto,

1) %t = x,&\lo'..(ﬂ-. xv 0 = x¥

2)  w = )t e ) = xT

3)  IX«lz %t 4 xg O Lt el = X,
(e) G del-—(‘i’ 0 , entonces et Do

En efecto, si x| L), 0 existe una dire-

ccion L0 Hal que, Ixu) < 1Y ¥

pero -%.,10 y se dtiene,

W S - Inul ¢ % $ vk & 1) Na

(o)
de donde, Xy — O

(f) Uno condicion " necesario y suficiente para

Que x.‘-(f-)—. %x e Qque Ix..-v.\-—m-t)
Demostracion .
Gi suponemos que  |xu-x| 2L o  entonces
(1)) '
%4 —% —— O  de donde,

)
% = X + % _..9_-—0 D +%
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es decir Yy — %

Ghora, si suponemos  u ~Sle x

(o)

+OMbieln Y =K ——e ®x-% = 0
(o)
de donde I%g = %| —e O
(8) S Yool —(:1# w® J X:‘ -Lo—)—-o *<'
! )
Yy odemos %o L %Xy N ot
entonces w L o

Demostrocion .
St suponemos Que Igual que en el inciso (b)
se dewwuvesia qQue -

' (o) )
%u A Ky — X A%

entonces
el A It 22 Il A xe

Yy como Ixal A Ixi) =0 N o

entonces también,
I\ nix'] =0

de donde,
% L x' .



11 ESPACIOS DE RIESZ ARQUIMIDIANGS .

El axiomo de Arqu:'mede:s dan bien conocido @a-
ra nlmeros fecles, puede formulavse paro un -
espocio de Riesz arbitrario.

DEEINICION 2.3

Un espacio de Riesz es llamodo Arguimidia -

ho i pom los %€k, tales que x%o0 § el -

conjunto  Anx§ es acotado, s€ S\Que -
nz1z,..-

que x=O. | )

Todos los espocios de Ries2 mostrodos en el -
ejemplo 1.3 son Arquimidianas , UN ejemplo de
espaclo de Riesz que no es Arquimidiono es el
S'ugu'lerﬂe:

£)EmPLO 2.\

Coo K el espocio R® con los operociones olgcbm'\-
cas usuvales opero con el orden si%uien’ce:

xw' donde wz (xg%2) , W= (VeV2)
st w, < Y, (*2,92 or'b'ﬂmr'tos)
o bien  w=Vy, pera  %z2¢ Y
enionces @ara xz (0,1) & ¥=(4,0)

ce tene nx <Y Nnziz,.. ...
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a IQunQS consecuencias gel

axiomo de Arguime des
son :

PRopPosiCiony 2.4

Sea Kk un €5p0cio  de Riesz Arguimidiano

(2). Si Nx <y \ nN=h2.-.., endonces %<0

Como Nyt = nxvo) - Vo = (nx)t

se tiene que,

nxt - (ﬂx)-t < H’+ M n=ne,....
em‘onces, xtz- 0

Por danto, x¢o

(b). s; x-= sup s (X=zing l;) (lz, escalares )

i x3q , endfonces, Ax= sup kz x
(\x:('n,r X;x) .
Como (A X3k 2,0 , entonces )L; X<k N3

¥ eaa yn orbitario n se\ evede encontrar z
4al que )\7 72 A= L

=, enfonces [)«--‘ﬁ]x $ Y
de donde ge sigue que, n()sx-q). < % N n
Usando () se tiene, Ax-y €0 o bien, kx '

En el case ge - ing X3
mende

’

S€ procede onélogo -
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€). Si Ixnlsq (Mz1,2...) & dn—0

Entonces (o) _

A¥Xn — O 6€K

» LA 4 /’
Como Xn— 0, existe uno sucesion de numeros

Mn 1ol que,
%ol o & pnlo

pevo por (b): Mny lo
ademds, | Ma%Xnl € pny
de donde, Xn X ) E)

111 CONVERGENCIA RESPECTO A UN P,EGULRDOP;.

En un espacio ae Riesz Arquimidiono se puede In-
+roducir el concepto de - convergencio © conver
gencia con respecto a oOn regulodor.

DEFINICION 2.4

lo diceacon Ax%a§ ., converge cespecto o un requ-
lador (%, 2 %) al lmide x¢ K, si exste -
on elemento u e K': Hlamado re?ulodor de con-
vergencio con la propiedad de que, ME70 existe,
o -hal que, I%c-x| s Eu , paro ol % do
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LEmA 2.3
, ()
S Yot ——= % entonces

Y.(——(-:-)——'O >

4
Demostrocion.

Considerando @ ks sucesiones

Yoz x4 (%,5“

Zn: ¥ - (';‘;)Ll
ue KY tal que ME7O0, existe -

en donde
do € O tal que
I%4-%| £ €U paro of Zols
s\ consideromos Un=U Nn=12,....
se tiene, lunj ¢ u ¢ ¢omo Lo
- n

entonces, (_Ln)u © .93

de esta gormo, usando lo eroposicion 2.3

l')n ..S:l-o % | ( ?nlx)
y anologamente ©, (2.1 %)

Zn

for otro lado, como [#e-x) £ EU Mot 3o

se -ene _EU g Wu-» ¢ EU

es deci, ®X-€U & K, & %+ EU Mot %ol

peo si €= L existe o, tal Qque
x-Lu g gtz u M o % ol
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Zn 5’ X¢ S Vn u d’,oln

es decir, wy L. o«

Con el procx')Srl'o de establecer bojo quz  condicio-
nes se owwmple el rec:(proc.o de este Ulhmo re-
sultodo, posemos o ver un tipo especol de esm
clos de Riesg. ‘

AY; EsPaCios DE RIES? REGULARES

Becordondo lo gefinicion 1.8 , decimos Que un es-
pacio de Riesz es completo de Dedekind si co-
mo lotiz lo es ° el espocio de Resz K es
G- completo de Dedetkind s\ cada sobc.on"un-lo nume

roble  fiene <vpremo e Infimo .

PEFINICION 2.6

El| espacio de Riesz G- compledo de Dedekird K-
es lamado “espocio del +ipo numerable” si cada
subconjurto acotodo de elementss o-ojenos por

pares g dishnfos de cevo es a lo mds numera-
ble. '

Ot definicion imporfante es:
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DEFINICION 2.7
Se dice que lo conve rcaenc':a en el oden es esfo-

ble en el espocio de Riesz completo de Decekind
si paro cada sucesion %o —2 40 existe {kn§
de n(smeros reales 4o que Ao — +t@© ¥ odemc‘is;

)
ann —-S-:"" (o]

Es cloro que la c:onvergcnc.b ordinaria en IR es
estable osi como lo conver?encio en el orden €n

R".

TEOREMA 2.4

En un espocio de Riesz Amuimidiano completo
de Dedekind, la convergencio en el orden es
estable si ¢ sdlo si | convergencio con respec
to a u.n requiador ¢ la convergencio en el orden
son equivalentes .

Demostracion

. Primero supongamos  la convergencio en el orden
es estable .

St %, 2.0 entonces también  Anxn -@-’0
pora  alguna scesion AAn§  dal que Ay — i
Yy podemos  suponer Que +oda 11;70’ entonces
Akalxn) § es ocotoda , es decir | existe ue K 4l
que An [Xa] < U
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d
De donde [%n] ¢ ('/ln) u
()

]
emr——

ast %n

El otro sentide de la equ]va lencia de laos -

convergenc(os o clo el lema 2.3,

fora lo segunda parte, basta demostrar que

0,
la convergencia  CON respecto @ un regulodor es
te) se diene -

estable; en efecto, si Xn — O

qUe paro € = (l/)m)2 existe o« tal que

2 \ .
I¥n)l < €u = E)U MAv,d
como AP0 @& kp — +w (iguol que en la pri-
mera parte) , enfonces

| Xnxnl ¢ 1 Uuz€Uu  Nnd
An

)

es dec;r, Xn X —

por tanto lo convercaencb con respecto o un -
requiodor es estable
for tanto , wmo si suponemos eguivalencia entre -

convergencias, tenemos nvergencio  respecio @ un

requlodor ¢ eor anto estobiliclod.
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DEFINICON 2.8

Un espocto de Biesz compledo de Dedekind se

dice que es Regular si sadlisfoce .

1) La c.onvergenc'\o en el orden es esiable en el

z) Para cada sucesion de elementos Axnl ,
XnY0 , Xq € K , existe olra sucesion de nd-

meros  reales AknY, knvo

tal que lo swce-.
sion  Ala%n§ es acotaca.

Uno de las eropiedades

Interesantes de los espocios
de Riesz mcsulares es:

TECREMA 2.4

En un espacio de Riesz requiar K, para coda su -

o !
cesion "WXnﬁ, *n€K, se ouede encontrar lo suce-
sion de ndmers reales Aral |, Xavo o) que

Q)
) URIVER N

(A esta propiedad , se le llamo de oniquilacion en -
el orden) .

Demastrocion .

For lo reguiaridad del espocio K, existen

ﬁlllnﬂ,}g;'o & YeEK tal que
Ma|%nl & Y Maziz,.....



hociendo ~ An= fno/n

n Ixnl € ('ln) h Yo=i,2,. -
)

—_— 0

se tiene

es decir, i X

por lema 2.3 ¥ ©.o.

(1}




5. EL ESPACIO DE  DEFINICION.

Como se menciond onderiormente,

LNa de |[as
inNovaciones en

la aefinicidn de la inteqgral -
es lo introduccion ge los €Spacios de divicion
de Henstock sobre gn conjunto arbitroric T.

En este cop;+ulo se cgenemlizo el
de particibn usada en
mann , introducienclo

concepto -
lo +eoric de Rie- -
intervalos generaliza-
dos  sobre el conjumto de definicign T, has-
+a HE?or a lo definicidn de

Yespocio de
division" dade por

Henstock en (o] pro
bar algunas  propie dades de estos espocios -

con olgums ejemplos .
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[ INTERVALOS GENERALIZADOS

Como se indicd anteriormente, necesitomos a un espa
Cio qenerul T Como espacio de definicion .

ecesilamos  deginir tombien cierdos conjuntos no va-
ios 1<£7T, lomados indervalos %encrolizodos Y de -
otamos o su familia por X
pl vacio ge X

, €5 conveniente excluir

Decimes que dos intervalos 1.1,e X son o tras
bpodas si no existe I3¢ Y que esie contenido -
en ambos.

DEFINICWON 3|

Un conjunte L €T es un c.on'lunh elemental si L
es un infervalo o lo union finita de intervalos -
no +roslopodos .

Es claro que si L, L son conjuntos elementales
ne “troslopadeos , eatonces L,UL, tombien es un
onjunto elemental .

DEFINICION 3.2

Uno division D= D(1) de un conjun‘io LeT, es
cwalguier intervalo © un numero finito de -
wntervalos no Hroslapados Cn union L,

De este modo L es un conjunio elemental,
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Una sub-gfomilia 1. 5% divioe L si existe uno -
division D de L 4ol que DS "X, En este coso -
decimos que D viene ge Y,.

Usualmente  paro  deginir ure integral  de  £(t), teT
con respecto o (1), T€X ¢ mulliplicamos (1) -
por f(x) donde x esid oswciado wn T de algumo for
mo.  Por elemplo, % puede ser un punlo arbitmvio de

I, de b cerrodura de 1, elc..

Paru @enerolizar esto ideo, supongamos que o coda -
infervalo 1€ K, le corresporde uno o mas opuntos ase
ciados x, de esta formo consideramcs 0 los @a-

res ordenados (I, x).

DEFINICION 3.3

So Q=45 s:{Um] Te,veT]

Decimos que uma gamilia S€ 4 divide o LgT,
si lo correspondiente fumilia Z, = {T: (Ime Sy -
divide a L,

Como fa forma de lo integral que voamos O deginir
requiere una eorticulor 0, posemos chora o defi
nir  estos requerimiendos basicos en nuesira teoria,
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DEFINICON 3.4

Q. es ¢orcialmente ordenado en el sentido de los divi
siones, si dados 5,z € Q,, daks que ombos divi
den o L, enlonces exisie s;¢ G, Qque divide o L

y confenido en 505z .

DEFCINICION 3.6

Q es oaditivo, s cvando tenemos I,12,..,In  in-
lecualos no traslapados de AL QS G, € Q divi-
de o L ’J'Le_ﬁ’ enionces existe 5S¢ Q. que di
vide o 1, en donde

n n
1= UL gy . s¢ Ust
L=y (]

DEFEINICION 3.@
q, liene lo propiedod de restriccion , St cuondo de

nemos L, Iz, ...l elementos no troslopodos  de

X, con QI;:‘Le’z, <1 6e¢ @ divide o

T 9 Ri = Qu,u)es . 15.\(; podemos encon -
+var . ¢R{ con s.ed v S, dividiendo o I;,
Ohoro , ga estamos  €n posibilidad de  definir lo -

que o lo posire sera uno de los deginiciones -

(‘undomenhles de esla leoria.
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1T ESPACIOS DIVISION.

DEFINICION 3.7

Decimos que la tripleta (T.’Z,Q:) es un  espacio -
Div'ts'to'n, st cumole las cuoiro condiciones s'tcau'\emeg; '
1) Q divide o dodos los con|urros elementales |, es
decir, % le ¥ , existe Se L que divide o L.

2) (O, es parcialmente ordenada en el sentide de -

los diwvsones. ‘
3) A, es aditiva

4) G diene lo propiedad de restriccion .

vamos O esta ble

Sebre un espacio Division , nosotvos
cer una m’regrol con alqunos prop leclodes omlo%os o

b integral de Riemonn, pero ontes de  ver alqun
ejemplo de  espacios Dw\scon , probaremos  olqunos  re

suldados simples,

Li,L son conjunts elementoles con L,cl,
un conjonto elementa)

Y 4ol que

Primero, si
no siempre podemos encontvar
L, que no sea 4mskapode con L,

.L‘ ULZ = L

Sin embargo, los conjuntos porciales que vamos a -

deginir, tienen esto propiedad .
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DEFIMICION %@

Una divisiocn parcial & de un conjunto elemental L
es uno colecion de 1€ D, donde D es una division

D(1) de L que viene de al?(m se que divide a L,

Un conjunto porcial L, de L es lo union de los -
elementos 1 de uno division pawiol de L

Observamos que LML, es la uvnisn de los 1 en

L ). Entonces, L, L\L, son conjuntos parciales @ -

elementales con Union L,

DEFINICION 3.9

Gean D,D' dos divisiones de un conjunto elemen -
Jal L. Decimes que ©O D, (o' regina D), si-
codo 1eD es la union finito de elemendos -
Lep',

TEOREMA 3.\
Gea (T, %,Q) un espacio Division

(@) Si L, e un conjunto parcial de L 4 &i -

s€Q, divice a L ,entonces & divide o L.

(b) Si D es una division de L que viene de un
se Q. que divide o L , entonces existe un s*cQ,
que divide o L, tal que D' <D, paro coda -
divislen D' de L que venga de S
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. !
Demostracion °

(@) Sea L, el onjunto parial que viene oe la
diViSiO/n D| de L Q <san Lz = L\L| .

(oo (L tiene ta propiedad de reﬁric.c.io;w,
RizA(txyes & 1< Li{ que es la resiriccion de G a

Ly, divide a L, , y por tanto S tambicn,

(b) Como D= UTI; Yy Q tiene 1a propiedoa de

(51}

restriccion | si  R;: AT,y | TeTy | | existe S <R,

que divide a I H paro toda iein | pevo O €s adi

n N
tiva , existe S$* ¢ US. que divide o D= }_J. 1,
L= -

por tanto divide o L © por consiruccion , i Dles
una division de SY, se diene D'¢D,

\Veamos anhora olgunos ejemplos de espacios de Divi-
Sion

BYEMPLO 3.1

Si T es lo recta reol, X lo fomilia de interva -
los [a,b) cerrados por la izquierda ( obiertos -
por lo derecha y G lo fomilio que se usa en la
inteoval ordinorio de Riemann con puntos qQsocia
dos en el valor minimo gel interualo | entonces, -

(T,°2,Q) es un espocio Division,
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EJEMPLO 3.2

Sean ©,D' dos divisiones de un conjunto elemental L -
en un €spocio genem\ T de ounios. Si consideramos -
que D'¢dD c¢omo en la definicién 2.9 4 st G esta
formada de aquellos S y Gnicamente oquellos paro
los cooles existe uno division D de un conjunio ele

mental L |, {al que {odo D' division de L con D'¢D
viene de S, de esta formo S€ obtiene lo integva - -
cion de Moore - Pollard .

En un espacio Divisian  si L& X | decimos que Un in
tecvalo eI es un intervalo divisor de 1 si exis
te vna division (1;_\ | ien de 1, tol que Y= I
paro alqdn KeEN

Considerermos también, para coda Ie X, ol conjun-

‘o
N(1) =L(s0)2 5€Q 4 DeS division de IR

el cxl "es parcialmente orderodic por el ovden !

Decimos que  (S,D) € (Sg,D2) st 4 sdlo si
S, S 5,

Es fpécil wer que N (1) es dirigido hacio aba
jo en un espacio Division .
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(5:,Di) € N (1) , =2 sobemos que
mo Q es parcialmenie ordena
Sy -

En efecto, Si
S, diviee o L g co
do en el sentido de los divisiénesl existe

que divide O T con S3 & S,0Sz , €5 decir' $3 €S,

y S3€ Sy, por tanto N(D)L .
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4. DEFINICION DE LA INTEGRAL ¥
ALGUNAS PROPIEDADES.

A pesor de gue Se€ consicleran  iqualmente  ne

los copitulos de esie trabaijo,

cesarios todos
| was m

ce opuede pensar €n éste como en €

potante porgue en el se introduce el conceoto
mas interesonte del trobajo que es la inte--

cgml de Henstock.

T




[ DEFINICIoN DE LA INTEGRAL

Consideremes al espacio divisicn (T,’Z.,Q.), al
Conjunto N(I) desinido €n el copitulo ante.-

rior g qf €5paCio de  Riesy completo ge De
dekind |5

Entonces, para cada (s,0) ¢ N(1) en donde -

D es lo divisign {(Ii,x;)# t=12,..,n  se degi-
ne :

’h(S'D) = {,Z h(Ilei) ()
[h](s,D) = %]h([;,x;)| (2)

En donde h e UNno  funcion  adecuada defini
da sobre el espacio division (T,’Z,Q,) Y toma
Valores en K.

En §eneml , las funciones que complen (1) se de
nominan  finitamente aditivas | mientrae que las -

h(s,p) ¢ %h(Ii,x;)

s€ denominan finitamenie sub-oditivag
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DEFISICION 4.1

Decimos qQue la funciocn h  es integroble en
el sentido de Henstock sobre 1T si h(s5,D) -
converge en el orden pavo (5,0) € N(1), en -
este caso escribimos

Lim h(s,0) = (H)g h
: 1

L T . N . /7
Esta deginicion Hiene como innovocion el pre -
sentar la in+e<3m| como el blimite de un a:miun-

+o di ricgido

1T PROPIEDADES DE LA INTEGRAL.

Como propiedod inmediata a @Eartir de lo degini-
4
Cion ;

LEMA 4.1
Sean h e Q {unciones Henslock iniegra -
bles scbre I, entonces, paro o, ¢ escolores se
tiene :

(H)g(dh«l-@g) = o (H)Sh + ¢ (H)Sg
1 1 1

T3



En erecto, de la proposicion 2.3, se tiene:

Lim (¢h+8Q) = Lim ah 4+ Lim
(,0) b (s,0) (5:0) Ve
= o Limh 4 {3 I.\m
(5,0) (s, D)
-es decir,
(H) gak\fu Bg = o (W S‘h + (5 (0 x%
1 1
LEmA 4.2

§upomgomos que (H)g h  existe, Enfonces, .
L

pora cada J intervalo divisor de T,

(1) ( h exisde .
I

Demostracion .
Seo D' lo division de I lo cuol aegfine o T como
infervalo divisor de 1, por el {eoremo 3.1 existe
s€ O, dividiendo a 1T +al que coda division de T
Que vengo de S fegfiro a D', fememos (s,D)e

N (T).
Ghora, sea D, la Qivision ael conjunto parcial P
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de 1 obtenido de guitar T de D

Endonces es claro que D divide o DQUD" don-
de D" es una division de T.

Considerondo Ghora @
(Si,D;) € (5,0") € N(T) i=uz.
- se diene que

[h(s,D,) - h(52,02)| € |h(SuD)+ h(S,Do)- (“)S by
1

£ 52,004 his0n) - (uyglh \

Erﬂonces, para  (Sk, D) ¢ (s:D) € N(1)

se diene

sup |h ($1.D)) -h(52,D2)| € 2 50p | h(Sk,Dy) - (H)Sh‘
1

=p  Lim |h(5uD)-h(5,D)| =0
por tanto, lo direccion
(hiso) + (s0ye N(DY

es de Cauchy en el orden 4y por el lema
2.4 Converge en el orden, es aecir h es
Henstock \n-legmb\e en .
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TEOREMA  4.)

Seo 1 un infervalo Y £20 Lno funcion £i-
nitamente sub-aditiva  sobre s intervalos divi-
sores cle T. Si earo olgl'm So € A , el C.on'\un)ro;

R, = [F(SaiD): (5D) € N (DY

es ocotado, entonces (W) S F exisie.
1

DemOS‘h'oc'\c;n : |
Como BRo es ocolodo, existe M 4ol que MeNR,

Mz sup Re
(Qhora, pEaro ol(gém (s,0) € N(I) fijo , enwontramos
s,eQ, tal que (3.,[).)6 N(1) implica que D ré
fira o lo divisisn D ¢ por o sub-aditivi - -
dad de F !

F(s,D) ¢ F (S, D)

ast encontromos  que.
F(s,0) ¢ Lim F(s.D)

([ [Te's K
lo cual implico Lim F(5.0)% ™

snt——

¢ como M7, {im F(s,0) se tiene que

Lim F(s.0) = Lim F(5.D) .

Tée




LEMA 4.3

Supongamacs  (H) h existe, con UqV los con
1
)un’ros que determinon la COnvercgermcio de

h (5,P) - (H)gh
1
o cero como en Llemo 222 . Sea se@ con lo

propiedod que para  (5,0) € N(1)

v o< h(S,D)n(u)gh <u (3)
1

4
se sique entonces que para cualquier division
(L) iz1,2..n de 1 que viene de S

v ¢ Z [hllix)- HLI;)] < u

el
dorde L < l\'nzl"""l] Y H(T): (H)\h
3

es la  funcion intervalo, la cuval esto bien -
deginida (Lema 4.2) paro cualquier [ intervalo
divisor ae 1.

Demostracion .

Seo (€L 9 SiSS , Si dividiendo o 1; , de donde
(5¢,D;) € N(I;) se si%ue que ‘lD;l, té L "Urﬂ'o -
con (L, %) ielL forman una division de T

mr



viene de S, de donde

Z h(low)-H (L) + Z h (I‘h“i)‘ HU-"»)

LeL gL

que
hEo) -t |h =
1

que uvsandolo en (3) se obtiene -

e S hGE)-HL) € 2 h(Tax)- ML)
tel

gL
¢ u-"Zh(s,D)-H(T)
LEL
{omando limite sobre N(L;), encontramos :

Zh(Li)-H(L) s u - ?: Lim [h(S.,.D) H(IJN
tel,

= U
De una manera cnc'nloqo se acota infervior--

meonte.

En el mismo contexto en que se definic lo in

tegral de Hens‘rock se puede introducir los -
concep+os de vor«acmn y de "variacional —-

mente in+egroble can

cionoda funcion h.

la anteriormente men-

Esta deginicion que vamos o dar gencraliza

la deginicion dada gor Henstock en (4].



DE FINICION 4.2
la  variacion de una {uncic’m h en el inder
valo I se define como :
V(hsT)= Lim Inl(5D)
para (S/D) € N (1),

Si el conjunto fIIGDY) o es acotodo, €5 --
cribimos :

\I(h;:[): + OO

DEFINICION 4.3

Decimos que la guncion h es variacional mente
integrable  sobre 1 si y sdlo si existe una
funcidn  finitomente oditiva sobre los interva

los divisores de L al que :
v(h-H;I)=0
El wvolor ae lo in+e<3ml es denotada opor

H(1)= Mgh
1

Ce oueden demostrar alqunos  resu lHados inte

!
resantes sobre esfo definicion, Pero no entron

9




dentro de los objetives de esie +rabajo .

Con el objeto de ilustrar la de;inicio’n de integral
de Henstock , consideremos el CosO porticvlar de

o forcidn b en lo forma
wW(= Fe0 p39

/
en donde § es uma funcion con volores escala
res Y /J(T,x) es uno funcion fijo con valores -

en K.

lo integral de lales funciones lo podemos €3

cribir como

(Mg¥dp
I

que se puede particularizar oun mas y llegar
o lo in+ecgml de BRiemann en lo s'\cguien*e for -

mao .

EIlEMPLO 4.1
(onsigeremos  una funcion £ —R conti -

nva en 1cR”

Sea P la medido Usuval én 1AL

go



Sea P= [\\‘\ | ¥ es poriicidn de 1\

(es claro que entonces ¥ es division de 1).
5i definimos o los conjuntos dirigidos :

N(]—): l\(s,g\); Sz (11,%;) con ¥%; punto medio
de 1;, ¥ division de 1 que viene
de S

N(1) = ‘((‘S.v) : sz (Li,%) con x €1, tal que
£0¢) es el volor maximo de
£ en I, ¢ division 'de T que -
viene de S

N(I): “(Suv) ¢ S= (I;,x;) con X;QI; -k)\ que

- f) es el valor minimo ce ¥
en 1, ¥ division de 1 que vie
ne de S ‘] .

s\ definimos {ombien a la foncon h como :
h (Te,%)= /«A(Ix‘) £(%:)

corsideremos las direcciones :
h=fh(s, 0§ (s0) e N(T)
hefhe) ) Ga)e N(TD)

h={hise) (sxe) e N(1)
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En

la in+e¢§ral ae Riemann, { es integroble

Si e _
S-c d},\ = g-[dp
I 4!
pero _
Sfdp = Ah = AW
1 N (1)
S-de - Vh = Vhi{sx)
21 - N (1)

Por otvo lodo, h es Hens tock in’regmble s

h (5%) converge en el orden, pero es claro
que:

h £ hgh

por tanto h(s,¢) converge en el orden si

\lh:/\:\

es decir, § es Riemonn inteqrable sty -
s5lo st h es Henstock in+eqvob|e.



i
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