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INTRODUCC ION 

. 

El .. proptsao ~IZ <tZsfa. +asls I (/5 axror.<T.r d.~ 

· m6.t1iY"tl e laxa. \a. Te<5'1Ía.. A.a la.s E x+iil'lsiDnizs A l~a .ha. leas 

Cua.d.'(á+rca.s ~ \a. EcuacJ~n ila ?ali. Es+os +€WlS 

. son -fur11lu.. r111m+a./qs an 1 a. Ía D'I Íti.. da los N ÜMaros ~ 

. d.abcn'liÍn $ar amph'a.mar1fe · conocfd.os / ~a. ~ua sor¡ 

l)Y\ ajczmplo el.a \(l Tao·da. a~ N ú wzroG. Al1 a b(tz.icos. 

Esta flS uVltL ávafL da \a. Tao'f(Ct da los NÚmaros 

ar1 la. ~tl ha.y vnuchos \>"ob\o:mas~ si 11 Yesol uar f afll 

~uf: '(a 'º ~ v:v tll1 -f ac ni ca. s rtiv y a" a. n 30..dtLs • , 

• 
..... 

" 
\ 
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J.)aDo.\-a.v-emos con 2=-{ •. ,-1,-1, o, 1, 2-,. º f al 
con1ol'l+o d.a \ o5 \'\'Sm ay-os an +arns. Yac1u ria las ~ co ri 
_ elx = l ''/ & I a. € 71, b € J' ) b :f O f a I e e f\j ú n fe J.. a l o 5 vuf m a res 

Yll el Dn a. \a 5 ~ ·.: ,, 

. ~ªf· 1.1. , l}
1
ri ~V.-º. ª:s \.l~ /~~Jun+o ~.y dos 

cpaút<¡1ov¡_as 
/ 

o.d.Lc.1or y VY\ll 1~1 phca.clún / ~ua sa.+1sfo.c~17 
\as S\~u112nies p'<'~p1a~ll:t\..as • 

1 ) f as u{\ ~ Yll y o a \, a 1 t' /l n 6 b o.j o \ o. e~ ~el'. ó' n • 
. . 

J1) • f/ - \ 0 ~ a..s ul'\ ~y op º a..b a 1 ianó baX ri let VYJU (frp /r­
c a.c..t o n. 

J11) ? a.fa. h d.t. a.., b '\e a 11 F, a. ( h+c) == a.h + ac. .· 

~ <lS Ü\1 CaWlpo. 

Da f . l. '2.. • 5 a a. C8_ ( Jtt ) ~ l a+ b J;( / a.1 b as+ cÍt1 r;,1 tb. 
Ce>n ~ on\CB.. al c.ua.,\ ~e as al c.uo..tl.'fetÓ..o cl12 \)'() ·0Sma-rc . 
YCl GlD 'f'\ Q., • . _ -. / . 

~l. e\.'> O 1 a V) f ol'lcas <9.j_ ( 1ld.) as Un Ca.m po 
Cua..~'fá. +reo !{a a./ . , _ 
. ~t . el .(o 1 a nJoY)UZS eR l Jd.) as ~''l. Cu.m f ~ < · 

C va.. ~'(o..i-1c.o Co (Y\ p laJ o o- Co..m po Cuo..Ó..-rQ... he.o Ttna.~1 nanc 

· J)CL~ ~1..)(Z c.ua.\~~a-r. Y\Svna-ro '(a.c.~ol'laJ Cl pua J.q 
asfa.'/" asc..'f1+0 aYl la. fovma. 'O. .. t O·Vcl J ffi.({c[) ~-~. 
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~ el tua:m a/ cuiLclro.dó cla un riúmaro Yac1°ooa.IJ 
anfon ca.s a. ·1- b ¡/([ o.s · ya.,ciD na I con a J b v-ar.lona/as ~ 
CL s-t ([:;_ ( Víl) :5 (i'(I~ m .. Es por _as-fa. m·¿pfi 1ua 1 O- d.iz_ 
t h') i' do' Y\ el a ca.. m Fº GU.Cld. vá. -h"co a X el lJ y t2 1 a ros.{ J; t)Z' c.la.J... dx. 
~oa Ó.. saa. a{ c.u..acl'(a:d o cla oV) <iJmo;ro '(acJona.I. 

A ID \ll.Y<\-o d.al fama. la.s laf'(a.s ~a/ aljaba.fo a)1,c 
.... X, y, t. ~sfar!n yapfa..sanJ;zndo olamarrfos cLz ~ o 
ele [l. , con~ \a vos dila: axcapc1on d.a x1 y i t.; Las I a.f(a~ Ja 
a..lf a baf o ,.iY1 rz.io d-., ~ 1 ~, " º <> Ya pyaser)'1llYan a. /tt. mafJ ·-/-os 
d.a @ (vd. ) º 

L a:. \a t '{a. d. 5 a y e!. \)"' '(a llD t1 a ! e D Y1 I a.. e o n J f c./¿() d ( 
~ua VJ.. Y"\ o s a:a ya Gl o() a./ o · 

( Clm a:_ l .. 3. SJ: d. Q.s lYYll Clo Yill f ~ . Q ~ b So l1 \4. 
~\O·f\ll\a5 cc\11 b ~O / arrtoYlcas Cl..f ,hct. a.s lY'{actona(·. 

J)arY): Saa. X= Ci.tbot 

bot == x-a_ 
_J - )(-Q.. 
°' - b . 

~b" lo +a.l'l+o , ~ X .,s ya.u°ol"la/ 1 a11~ncas X-a 
'U X-0.. / b So\f\ ya cloV1 a las • 'Pa.'f'o, O( a.s l YYCLClCt)a / / tt 
-~ / .l \ J . O () l rj 
(MA.. ~u<l X ~a.na a..o: Sa'( \YYCLc.tOY\lL • 

º La :na. i A . .. s.u v<fi"qaf;a: ~u1z. a~ b o.sf fn <711 (]),_ .. 
rX. ~Y\'ZLCló~ a 1 fl SÁ.. CL + bJ Q s yauona.I , anf m1ca.s b:::: e•· .· 

St a.+ 6 ol' =O / a n+o ()les Cl=:: b:: O º 

/.])o.til • b ~~ ~ b f-D, an .fol'!a.5 po'( a.I L11.ma. J..]. a f /;. 
? (¡ Ó..'I' \a. $GY 1 \''fa.. CIOl'la. / por lo 1-¡w f ó ÍJ =o • • ' . 

J.>CLAb ~utl o/ O as vauo\"\al, a.+&c:A=O 1rnp/,c{_, 
qua 6::: o ~ \"'"' )o ·tan+ o 

a.= a+O·ot =a+ bo(.:: o. 
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TE: Oº 1 º S. U. ) Úw + b J1 ::= o ~ ~ stfl o ~ a= 6 =- o, 

(U) a.+ b JJ. -= e+ e 1'r · S: ~ ~ólo U a:::c J h=~ •. . 

~arYJb Ü.) sa. cumrla fºY al Lama 1.4. 

Ul) ~ Ct+hv'if.==c+eJZ(. 1 

a n +o,, e as (a. - e) + l b-e) Jd. = o • 

J)12 ·a.~uÍ fº" a./ Lr.mtL 1.4. 

a. - c. -=:. o 

i S.a ~~U€ VºY f(lx1~ti 

b-e -:::o 

(l::C d b=tZ. 

+
Té: O. i. 0. Sl. d. b ~ so" a larnan+os Acz &l(}J . 

an onca..s olfJ?> 1 1)(:-PJc:X~ ~ fª'<~ (3:f.O, cX/{3 asfa.I) · 
an @(Jél). . 

J)a YYl .- Saa.() · <X= a+ .b Jcf. ~ fb= c
0
+<l Vl. a/ e m1t11Íi5 

J._Q. ~ ( \JX) d.cnil.a a 1biC 1 ~ a .Son YLLlLD na la.s • · · 

1 f n+DncttS ot+ ~ == ta.+hJd.') + ( c+cz VcI) 

:= (CltC) + ( bta)Jl. 

o(-0= (a.+bJd)-(c+czJd) 

= (ú. - e ) + ( b - a) J1 

ex~= (CL+.hifJ)(c+a{c[J 

=~ (a.( -r bad..) + l ae +be) JJ. 
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. 
. ..Du.clo c.¡.ua Cl te / b +e 1 ü.-C 1 h - e 1 a.e 1- be d. y 

Ú. (/. + b C a S ·+ lf tJ (l n (ll ! f D Y f Ú. I') f 0 

oZ + 16 1 e)_- ~ ~ cJ... ~ as -f dn ar? m (JI). 

~ (h 4 ó , anf oric.a..s e 1 <Z YlO .son ambos 
ca yo 'a co11sacua.nfa manf .z e- '<Z úJ.. =F O • 

'f º.'< ) o· qua: c:i.-é J.. = (e +Cll/J. )(e - a 11J.) #- O 

A si «d. ::: (et.+ b 1TJ) ( -~-:- Q. a) 
f? <..c.f Cl úéI) ( e -a Ud:) 

·::(ªe -l~acl '\ + (bc-lt€) r:T 
ci-: Q 1 d..) c_l- e 2cl ~ 0-. º 

Como (ú_L.:. bczd.)/ ( cJ.-a:>.d._) y ck-aa)/(c1--a\U 
So\') YO..UO\'\o._ \as J o{j fJ as +d an @. ( JJ) º 

T~oo 1. fo. ffi(J([). QS üf\ ca.mpo o 

!:. 'I'\ · ffi lJI) yas t-<"'~i rnos a ) CL Ó- (i YW sa.Y . 

al cua..c\_'(a..d.o Ó,a üY\ nÓYY\Cl Y o ya.don {J..\ . 1 

· As { ~ua ele a.ho-<o.. an cda lanfa el .femo. ra. 
va..\o'fa.s anf ayo.~ yacJ.ona l~s q:ua "'° +a11~a..n 1 f a.c;;+o '(a.S ¡; 
Cu().d_ 'fO.Ó..OS yy¡ú.l\O'ieS 9-üCZ 1)(10 } ~ 0.. C2S11Z +ipti cla n<.:­
yn<Z'(Q5 \Ds \\a.,'Yla~arnos '' ltb,.,-czs ~fl cua.Ó-'{lLd..os

1

~ 
·· .b~clo <:f-ü e d.. as d!f arii.YJ te cla e a rn ~ el.a u 11 o 1 

d_ \')o ~ 1cm12 i ~c. +o'(Q:s cu o.K Y a_ el os YYlll ~DY l2 s ~ ua ü 11 o 'j 
por c.onsa.cua()lLCL d.. f\O as u~1 / CucLtY! .. a.d-o pay fac+o ., 
con 1 o 'to 12 Véf_ · as hfü ci o na. • 
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l L os Vl Ú m ,z ro s Ja . fa ,:k 'f m a.. a. + }) /r¡s .so Y) i ~· uo:. b s 
a.. e s d.. a 1 o. -f ov rw.. ú.. + b t rs ~ a. ~u e. 

CL + b lr1S = a+ b t!rs/si = a.+ J,;ys 
~ o.s( @(JY!s) = ©(JYS) ¡ a.s d.aclr

1 
a:.mlJos 

Ca.m pos cov¡ .sis f aYJ d.a los l"ll l's mvs a la rn<Z n-/ os • 

A nttlb¡o-1·via1fk @( Jils) ~ «:& (~is). 

La.YY1a.LEJ. Los númar-os de ffii(JJ_) Son solt..idt_ 
\'\a5¡ el.a a cuf-dones · Cua.d.vd+lca.s Con C01Zf ic/an l-a.s 
a n í<l.íOS YaaoY'cL les º 

0 / .])ª''Y\"" . !:: / nÚ ma"ro a.+ b JJ. <Z.s v-a (1 d_a la. acuc. 
C.10\1 2.. . '-

'/.. -JJ¡_ X t( a?--b\U = [ x.- (atbJJJ] [ X-(a-bJJJJ ::: O; 

Ja cu.a.I Tian,z coa~) clan+a:s Ya !l0r1a l.zs ~ sl. mu /f ¡ f kcrur.: : • 
\a. a cua:cftí'V\ pov LlYI co\"1 Ú l'l cla: no vnhic..clcv- d. a (la.) ~ · 
( Cl1.-b

1
d.)) ob¡tanamos U'l'\Q acucr..clc/V\ cua.dwi-l-1ca. ())11 

coaftcianfe:s a.nTayos Y-a.á.onal(Zs • 
La.s d.os va.íces da <Zsfa. acuaOon 

1 
O..fl1úJ.. ~ 

Cl.-b úd. 1 Scz d..tc<in CoYJjo~a..dtts 1.JYIO:. d.a \a. o+va.. 

, Di.-fi" 1. 'f. ~ ol..::. a+bJÍ. 
1 

eu1Íonce.s d.aft_ 
V\ 1Wlos a~ CMj uia.do d_ IZ cJ...... . C.CJmO ;;{::::: (l - b {J_ • 

-$1 d. -:- O , a y¡-f o n e a.s oZ ~ . d .s o YJ cm ju Ja.dos 
Gow10 co vY\ p \~jos º 

-h Te:~ 1.lo. __ SJ:. _ olj_ 0 e:;+át} <ZI? _tb'U!:_}_;o,1:: 
0V)~CZ5 ( oZ.) ::ex., / d. t ~ ::: ol + f3 I d.- p-:= _o1., - ~ 1 ~(3::: .:>'.. (1 

~ s.i. f'>;:/= 'D 1 ~n1011 c<T.s (°"'lf.J) = d./ iJ • o<~ o<. M ~ s0 ID s..t.' 
ol Jl..JJ YO..Ctú Y1 a_/ o 
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J) a: Yl? e S a a. n o{ = a -f b ifl ~ ¡8 ·::: e +cz 1fJ. • En -/¿,1 ces 

(.;¡: ) :::: . ~- b a ) = a + b JJ. :::: <:X • 

1 (ot. t ~) -::: [(a fC) + ( b+e) JJ:] = (a.k) - ( b+12)JJ_ = -;¡ + fo. 
' . 

1 (oZ - ~) = [ (Cl -e) +(b-t;;) Vc[] :: (tJ.-c) - (h-a) ¡fJ_ ::: ;:;;[ - fo. 
; 

1 
1 
i 

(oZ ~) =[(a.e +.bd) +({Le -f-bc JJd] = (ac +l"l(ZJ )-(ae+bc)i[ = -;:;: 'f, 
.·. .,, 

Sl ~4 O , o:n-fc.nces f ::f {) • As/ d.a.Jo Cf lYZ 

l/~p == .1/(c.'--a.1d.) a~ rnc?ona/ J 
-

• · et J = (1 ;) =~·-o(-~)~ ~0)~ ~~;ji d_r== t. 
1 
1 

· S_t d..=;;:_ I a.n-f D nces a+ 1JJ :: Cl - b t./J. 
lueci:o PoY al Tf.O.LS. sa; frene qüa 

0 

b=-.b ~ poY 
a.sel as q.u<z b :: o ~ cJ :::: a.. as Yaclona / " 

1 S-t J_ ..:.. Q. + o. Vc[ a s ya Jo na I ) (ti? fo Y) C<l. s 

I. 0Z::: a -C·Úc[ = cX. •. 

1 1 H<iwios vi.si o ~ u.z uY"I Y)Ú ma-YD -d. da l@ ( JcI) 
1 s et+i1s4 o ca yY1a1 acuctciÚ~ 1 

cup-dvd-h ca co11 cott-f 1C.t~ n +a:~ 
on ayos factonafás 1 á s Clec,y- , 

1 
(1) 

1 
.ba.~.o qv<Z: d sa.-fí!:. /aa: (ff.+a 

1 So\'\ yacio no.. /e.5 1 

1.. . . 

1 a_ tJ ) + b ;z + e = 
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.a_ (-;;;:) + -¡; d: ·+ e = 
ta~1 ) + (bo<) + e = 

1 ¡ f. Y'l oiv-a,s va. la. b'(ltS i ~ ol <2.S '{a.13 d. a (.1.) ¡ 

a nlon crz,~ :;z- ·to..m b i án /o <lS º 

1 , St cX c:is hrtLdoria/ 1 anfor1cas; o<. =f. d. j d.a 
1 · a..quL ~ua a. x:i. + b x +e = a. Cx-ci,)( x-J:). 

. . 
t 

0 
Se.o.. oJ... -::. a_'+ h1 ifl ¡ C{)ffl D o( a 5 Y'll6 J_<Z (l ) 

1 Sa lantt<fu<Z ú..(a!+b1t!Jffb[a.!-l-lNl)+c =O 

). 

I· 

1 . 'i as/ +cznamo.s 

1 
a:a.12 + 6' d_ a. + 6 e<! +e = o 

2 a.a! b' ·+ b b/ = o 
. 

(iº) 

(2~º) 

1 
l. 

. · 
0 
~fÓviO.tLse qüa O..= i 1 an CJ.,º) .s a Tandva.. \a. 

lU.U.a.Clün . Q 

Za!b' + bb1 
= o 

1 
o/R_ tl!H') ~ ( i a! + b ) b' = .. Ó 

,. i 

1 ~ .pmr 1 o +o. r1 +o b':::: O e \ b = -_l ú!] ~ . · 
1 SvsAl+u~li. 1"¡0 s an (l 0 ) los \¡'~t.b'<'o. s Vº 'f CL 

0 
g =1 

1 . ~ c\.ci b=- -1'.a. 1 . Con a.do Sa ob-Hane. \t.A. ac.1.;auvn 

I ~ a.' J.+ 1{1 
J,._ +e == o , 

1 ?tN )o qu~ lC=-[ci~JJ~cL) *: 
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g 

1 ?ov /o +anÍD o( ~ d. sa:f-isf ac~11 la acuaá/() 

1 · x1 +6xtc-=0
1 

1 con b ~c. da.dos por * ·~ **o . 
1 cL As/ e u11.~1clo · oZ. a.s l~vadon a/; ba~ upo. ~1 /lnL 
I clo.. cLz acoa..c10 nes Cuo..d.va.+1cas ,s a·-l1sf<2chzs poy o<. 

1 · .... Daf.1.11. ~ o( as irradona!'an {};({{)
1 a l'l +o Yl C<ZS 1 Q. o. cua.dD

1 

n a. X1 + b X + e :::: o .. (] s //ama. cl{l 'lo. 
~ acuo.ú'bi1 m(rdma. sa:lis/acl1a poY d.. ~ d.. sal/sfo. ce: 
1 lo.. acuaJoY., ~ 0.)J J C. son d()+afDs Yacfonafas 

1 
(a,b;C)=:l,, 

I ~ a>op. · 

. . (> OL <2 tYJ a. i . 12. ~ ·~ a ~ n I Son a~-la:ros . YacWfia l<Z 5 

1 00§ 1 ~1 trD s \\ rva a 5 y a ú (¡ 11 a:. / ) anto nea .5 va: o. s arria re 
.\ya cwr.a / º ó · 

1 
J)a 111 .. , J) {}.. Ao ~oe (Wt CZ5 va&nd ( ~ f.úS~ +t-r:t) I 

1 ax)da n,. aníayns yac¡ona es Y ~ s ia. l q.u e ~ :::: '<Is , 
aun vn as ( (, s) :: 1 . 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

I. µos~a.\"amos .fJ_ue S=l º · } 

~ 5 > 1 1 arrf b 11ce.s a x\s +e úY'I pvf vYi o P +a. qGe 
p) S d..a el.e, V'J..a f 1 O:. S n = '( n ~ a.. s / · p 1 Y CoY)~va. d.lcal!t1 
'l\ a. c+ua. (Y, 5) = 1.. • _ ~ · 

· ¡:>o Y \o :+an-fo 5 = i ) \Ía. = '( • 
TE.O. J..13. La. l"'+a1s1Zcdó11 J..12 clos ca.mpo.s 

cuo..A..'<á.+ic.o.s d.if<N.zn+a.s as ~. . 

J) a yv1 o Su. ~~v'\~o..se q va a/ nJmer o · lr<a du no/ 
°' ·= a.+ b·Jd. ~ al+ 1)1 Jdi 

a:s fá an ffi ( Jcl} d Ck ( fcI1). 
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as 
~[l. O tvo. V tJ. ( '/) d.a /O.. a C tJO:. c'f /n S a fts fzcha po t .;>( 

¿;;:_ = a -h ~[ ::: tJ..'1 - h1 t'd.i I 

qua as la. misma. an ambos · campos º 

. l>a.clb 1ua: .o(+,;z=-1a _ ~ .,z +.;z =-J..a, 
S a +Jan f2 (iV) Ío10ces q U<l a_'==-aj • .. 

.. 

~o y 6-\-y o \o.do ol..;;i. :=: O:- Jf-d_ ~ d-;i. = a:-bJ d.1 

cla do1') ~IZ et-t J_ = at--1~ d_1 

b~I :::~ \ el .. 1l11 

·V1fJ_ ~ Jb~L 

b JI = bl Vcr1. 
6 =FO, dlldo 1üfl d.. as ivrnUon a f, 

Vd:;:: hif 
l\ / \'cfíd. = _Ei ~j 6 0..S J V l . b. • 

· 'Po Y a / L a rn {( i . i ?.. • JIIi as an Íai D '{ aJ0;1 {!( .__ 
'P arn d.. ~ ~ 1 .~o; 1 1 ~b ~<Z s d.e cult.dva dr>S J al 1 :º­
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T (<t) = a+ a. :::: a -Ja :::: za . 
. . Tcor.l :.. (~ +otl == :;: +:; == -;;. +.x. ;.. o{+ .x == T(d.J, 
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A ~ ol =- a. + b if1. co 11 a. ~ b an Z • 
(;.._ al CiLSD á. =?. ,3 (mod.. 4) sa: -f1°rzn~ ~u~ . 

1 

~~=o ~Ylod.4-) ~ _a''J-=.o &-Ylod 4) : 

c\-a./ clo l'1 el cz á =- a..'/ 1- ~ b .::: JJ / 2 Son a11f tllYJS ra ¿/~,_ . 
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+\anan la.
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J)a Y'O+<Z •YJO~ J:j_ ~ J._ • 

Í[ o ~ 3 o fo s: _, d.. <( o I d. +. -1 ~ d. =!= -3 / ú¡J ~Y)úf.5 
R U1) h ~ 11c? <Z X.a.e+&:.. l'Yla rrfe el es u\~ t Cl r.u1.e .G ±. 1 • e 

R(J.) · -1-far¡e: czxácfo.man+e cua.fro uflid..ac.les J.1 J +J... 
'R_ ( J=3) + \ ane a xácfa rna nf rZ s tZ /' G u () tclcules .i i J 

(±1 +·[-j)/1., J (+ 1-\'=j}/1 e . .. 

lJ.4 S.t d.>o, ao+onces 1\([c[) ··~lene tH1Cl fr.::._ · i ~"' ~ Ó..(¡_ cL ~e v\'\ \ el.~ d:e s º 

_l)<r\11 ;- Ío'f,~liY\clo · no-ta. e\_([,\ Tf (J º 3 º LJ.Q .Sa bl~C0 
fod.os los a11+1Z(DS d.. an RlVd.) +rLles c¡ulZ N(o<.J = -1-1, 

J) a a.e.Va.'{ Jo . CD\"1 a/ Í[ 0, ~2.. 2.. oi. rua Ó..a ax pl'e­
Sü.'{Se a() \o. io\"mtl 

O.+ b fcl s.( d. =/=J. (modA) 

(ll + b Vc[ )/?-

As ( a G 9.ulZ 1. 11. 1 1 l t 
/ I N (o<.)= Cl -n o.. ~ r:r N(DZ) = (tl -b 0- )¡~ • 

· ~~6nc~etse ~ucz d.<. O ~ d. =ti (vvicJ-4) • S':_ r 

d... as \lY\ 1 ~ 1 arrf 01Ke s N ~) -== .± i . l\ Ó.e hec h c.- N (o<.)=.:.. 
d.o..~o ~ue N (_ot) .> D ( TED. 1. u-.) . C, a.'a. 

}\Í (d)::: CC~- l,1-J__ := [L'L-f· l;1(-J) 
0 

'Va.yo.. d.~ -2 ( -A_> '2) I N (d.) > a_'lf 2. l)'L ~ 
~ b =f: G ( b'l.?: 1)" pc·Y ·\o ·1 0 e N(ol) > o._'1.. + '2:1 ?.. ?~ 
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1 
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l. 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

J.J. 

con Jo ~u~ o< Yl9 es o ni' da.d. • As /1 ~ d.. as uni_ 
d.etcl ~ i}_ ~ -2 / a nfo11c<Z 6 b.=ó ~ N(~) :::. ll'l = J. " 

J) 4 do V) le a == .i. j_ ~ oZ = -f 1 . 

Su..p6viqa.s12: que cl.-<O ~ d. ::::1 (mod4J .. ~l~):?.l' 
~ ~ov ~to i:ito1.) = i • E y¡f o neas d. a. s UVI 1 ti.o.el 51° 1.p6lo ~t 
N l~) - i . S aa.. . ?- b')..( b ) _ 4 . 

a_ + -~ - .. 
?a.va. cl<=-1 (-ó._>7-) ~ 'b-:f:-c,, 

a_"l+b'L~J) > a.? f t b'l > ¿(J.+ :;.1 :? f > 4 ¡ 

~ PDY /o fo.ir/o d... üY\\ckcl i w1plíca. 11- Utl G = ~ . / Í<Int~1~ 
~oSe as¡ qo~ N(oi.) = 0..'1.= 4 .. ~a Aond.e [L-=±'J, ~ o<.=ÍJ. 

La.s u~!d.a~cl<ZG cl<Z R(t) So \1 
oS 

€ = Á.. ( S = D, 11 7.., 3 ) 0 

~a. ~U<Z:. la.s Ü"'ica..s soL.1c'.loY1eS <TI/ 2 ele 

. . a?·+ b~ = ..1 cSon 

a.=±i ~ b=o fJ- • a=o ~ b=±.t 

~.ad ~ua /as Un~kdczs .son ± 1 ~ ±1 . 
·· ~etva. A_= -3 / ~ d.. as unid.a. d. 

1 
a1~ fo11Ctr.S 

CL'l + 3 ]}·J = 4- º 
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1 
1. 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

~ b::: .i, ttn-kf)c~::s. o:.=±1 ~ ~= (:±.t +rFJ)/z . 
$1 b = -1 1 ttn"fóYJCt1:5 • a:_:::::j 1 ~ d.= ( iJ-¡Fj,) /J.. 

1 

? ro cadtüYios- a. la. LMos-tfacro'n Ó..a Ll ti 
1 

r,afo 
d_a.~a.. \o. Cornflaji:A.rul ilsfe> Ya~ofava Ó.a t.H1 a11d\is~s 
COY\ c\a'ffos va.su /./o.dos qua- nos °1ud.o'f'án a. YC'/.so /tJ·a.t 
a/ pmbJcima º . . 

L rima. A • S aa. e Jmo.dona/ ~ !f > i tVJ-k.r'3 
ya&nal voS:k~'?) • /; n-loncas axis.fall X'<! y CM ;¡ .fa.1 ¡Vi· 
~ L== 'x-ye

1 

ILI .¿_j¡~, O<~{,~. (I) 

J)a;rr¡ ii . Sta. y qua. f O'{Yla los vcdov es o) 11 o o ºA 
~ saa. ~=[Ye] {a.\ quq. o~L~1. , 

f rifo ri.uz :5 1 /os 'f t 1 ':!a. lo Y-as f fü a L 12:.s +a.n tUJ 
lDs ~ sam1 -1vrtavvalos a.b1arf Ds 

[Y/q I Yflj~)/ Y= O¡ 1, •• o, i-1 • 

. ~ oi lo +a.n+o . d.os d.a los va./ovtZs CDf'flZS poYI dF~rrks _·.· 
a. l ll sa. bar' (f 11 y,) I (Xi 1 Y?.) 1 devi~a '!, =F !?. ~ d.!j ~ .. · 
mos Y, ) Y?- 1 as-la.n an al mismo sq;m11Jl7t'lla/o 1 as1 os .•. 

~ve 1 (Xi-><',.) - ( y,-Y:i.) B / ¿ l/q. • 

E scv'i ha.mos X= x.- x,_ I Y=- Y,- y1. f.¡ SLuklvu.am0s 
an (1 J d.a dn\1d.tZ · d a 

/X-Y&/~1/y, 

Ó..a a~'({ 1urz , h°7J at'1,J;l1l<Z5 UYlá . inf f YJ?d.a.J. da f.C ;jl/~ 
'(las fl.rrf ar as pa. 'i a. Ja. el.a ~~va. U.lld. • 
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l4 

· Loma. B • . &a: d. anll'l'_D YaJona/ pos-tºf/f?J al cual 
no as cuad.vacfo parja.cfo 1 .a xis-1-a:n una 111-f rn/d.ad.. d ll 
P.6:yajo.s de a1rla-ros róll.ona/e6 X~ Y los eua. f<ts sa-/-isfaoE11 l o. él.iz .si j va.I dad. 

1 X'-- q lJ 1 L. 1 + ')J{[ • 

.1arnb ~a. é=ViI · an {I) ~ as/ as ~u.E los 
an fa'fos ra.ci.ona/es X~ Y a xí'sfa:I} ~al 9u<2-

/ x-y Vl 1 < .1 J-y¡ J 

ásfo pov a/ Lama. A~ l r¡foncci5 

1X+YVdl::i1 X-Yt1Jf1Ytfll <. iht + 2/Y/{c[ ~ 
el.a donck .s a: -/-1~n~ que 

. 1 X')_- ~
1

d/ = 1 X-YJcII 1 X+NJ/::: Jjy')_+:ur < 1+2.i!l[ o 

TEO, 3 ~e" . s.Qa. el U\'1 cm-l-aro ya&))hO./ pos~ fiuo 
a/ cua./ no as Cuad.vado Pflfacfo axfs1a a/ IYl<ZntJS 
U\ll pav d IZ an./-aros · Yacloria..l(l~ X ~ Y 1 os cu a t~ s so.. fis-1 a.c(¡11. la. . acua.don 

lll) 

+ , · •JJ C?\Yl e-/ ~ t'Ya..+a. ~a tvobaV"' qu~ oxlsi-a o 
11 

af).-
a.vo Ya.dona. -1-a.I ~uv IRI <. 1 +1 tld. 1.1 ~::: X1-d. ~l. 

+iavto UV1ú.. lviFn i da.il d.a So lucloY\as ú'r)J.J-¿z.ya_s e 

fa..\ ~J~~"'~:sa 1uc_ h~ dos d.:'.~lil'Y'O~ X11 Y1 .~ X;¡, ~l . 

)(, = Xi , X = Yi. (mod. 1 k 1) 1 tx~, Yi> f:- (-X. ;Yi) {ltl., 

p()Y lo f Q'{)+O 1 rod.ctmD5 .s0povil2r" 'ua 
X~ -d. t· =X~ -J. y;= k I 



1 

1 d.ond12 X, 1 Yi, X'1, ~ K sa..t:sfaom ltJ.. cori&ºc/o~ {ID.) • 
f A hDra. f<&namós que 

(X 1 - YdI) ( 'i ,_ + Y:i. fl. ) == X, ~ i - Y,~ d. + (X,~ - ~l Y,) {,[ • 

'Pt\>Y {I) y (ill) .f amrmo.s 

J. J. . 
ti X 1 - Yi Y2 ~ ~ Xi - Yi. d. =: O ( \'»Od. I k I ) 

X, Yi. - X1 Yj ~ X, Yi - X, Yi.::: D (moJ / k /). 
~, Xi. - X Yl el = h Al 

~ X l Yi - X 2 y, ;: k 1( I 

do\1 da- .. .A ~ 1f : .5on · at1./-ayo5 vaclo()afes • 
I A SJ ~Utl 

~ 
O< 1 - Y, ifJ ) ( X 2 + Y2 úJ ) == h ( .,u -f ir ú;[ ) 

( X1 +Y, Jl) ( x'2-Ydl) = fü A.{- irJJ) • 

M~a.ndo mlambro a. VY11ambYó, sa ~10110 ~ve .. 

( X,
1 

-Yi
2 d )( X: -Y2

1
d_) _== h ~ = k" (.li 1... ir1 el. ) • 

' : < J) ll dondrz ian€mO.S ~uiZ 

, ..Ll'J.- tr1d. = 1 , 

A ~u{ 'ú-J D • Ya. 1va ~o U-= D / . x, Y2-= f¿ Yi r ll=tJ 

( x,-X Vif) {id~ Vtf) Ud~ iJJ J ::: ± k l x'2 -Yi. Jl) • 

bi.tuid1ando anfre k awibos nSaW'byo$ .512 ~(¡y,e 
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~------------...... 
(X 1 - Yi fcí) = t { 'fz._- Yz. {c[) I 

Jo cv a./ lm f. //ca.. gua X'1 = ± 'Xi. ~ Y, = ± Y"). • Par o 
\'loso ií os pci ila mos -Joma f / X¡/ 4 J Í.z / " 

La. aw..a®~ lII) (}S /lama.k. a CWJÚr:fn d.a Pa//. 
~a.n d. ~ ~ ar7.faro s Yaclonabs • ~· X=,l/. ~ Y= tr 

S.c vi a11+a.'( óS Y-a &o Yldas 1 os ú.io. las .s a.iis/a can /a.. a ()JQ cJtf 

cl.lo4lli'l+tr\a. x~- fd. = h / ' . t {ly) 

Ó..acfmo$ 1 ~va a/ nÚm?IYo 

A f 1rif(f 
.. 

as uvia. so~uUo'11 Lz (m). · 

La.s des soluc1ones ..A..lf1nfi[ ~ Ál'fr'i!J. son 
J'.~ua.las ${

0 

,M,=:,u' ~ lf.: l(I o lo.. rY~W\aya. So 1u~6n <1S 
'IV'~ oY' qo a . la. s a~ o~ra.. s,¡• ..ll + 1f l1iI. > A.'+ lf 1 tfíI. • 

Covi ~ aa f<Z YVl'il.S +odas \as sol u¿'ovias X+ y a ~ 
\o... a cua..d'o'n (U) 

0
cyn x,i Y "('D'l>-1'.J.rlf os , .lrdYrz asfa.s 

ax1dq una soloc.iori wi1nima. Xi+Y, Vd 
1 

a11 la.. cual X'1 
~ Y1 i-1º11non sv s m/ni mo.s va. lova.s fos.1'-lhros • 

. "l: 1 nÓmaro x, + \ vr rzs lla.IVla.!,j 5olua~n Jur]_ 
tl.o..ma 11../-a.I d. a lo.. . a().A.a.CJ.c!n (n) • . 

Co\'YI ple rMn+o Jal Tt oº 3, e. 

T(o º 3. e~ ~ d. as un '(l,J'{Yl(Ú'o ndi'(a 1 al 
c.ua.( no as U\11 euad_ya. el¡;¡ v,aY.f ac+o , lo. awo.r:J.óy¡ (U) + i tll'lfl \.>Y' a. i ti ·fi Vl i d.a..il. d. 11 s..ol u do Y1 ~ s X+ 'y (c[ • · 
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.. 

· /ocla.s las s;~ /ucfonas con X y Y pos?fi11os sa 
ob.fia:nan por la -lovinu la. 

n X n f Y., J1 = ( >!1 +Y, Jéf) , {Y) 

d.on~<i X1 + Y1 ifJ as la. soluúÓn ~uYld.o..man-l-a./ da (JI) l 
ccn V1 E fN 1 ~ do"'~ª · 

. X = Xn + ¿_ ( .,,) x11-1~vü ,h 
l1 l k:I 1..~. l /1 ll.. I 

y 
Y = ~ ( t1 ) X \1-lk+l V lh-1 J k-1 

l1 k:: 1 l~ -1 l , , Cl • 

.Datr} ¡- C \a.YQ.lYlo:nfa Sa ?fiue d..a (Jl) ~Ufl 
n Xn-Yri JJ =- { X'1-Yt M) • (Sil) 

. . .fol. 

;L'} .·.·.·• 

1 . . ckdo qotz al coviju~o.Ao A.a UVI. rroó.uc+o as al producl-ó . 
A.a \o& CoV\j u%a.O..os • A hovo: bian 

1 

' . 
x ; -Y: d. = t t Vl +Yi1 JI H t r¡ - y,; iliI) = (A',+ Yitr~ t l Xi -Yi va/' 

= ( '//-'f 11 J.. ) Y) = i 1 

c\..<i clo~dit )(vi + Yri J;[ ~s .sol ud'o'Y\ el.a (JI} • 

Su.vó'vi~a..s1r. ffºª ..M.flfúI ~s una. so\uc~cii1 pV 
Ó..a. Ó..a. ~1o r (:ll) • ErrfoYlcrts ~(h"ll a.I ~ 1.Jn Y) f. N-/ s a -Í1a11<7 qua 
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lfl 
. 

En toncas 1 < (M.f lft[I) ( t~ -Y,, Úti) < X1 +y, lfJ " (VJL) 

Escri.bamDs ~frúéI)Cxn-Yt1 VJJ = X-fY Vd. 1 

cloflAa: X-::.,.¿(_ Xri - try~ d. ~ Y:: !()(,.. -A Yn 
1 

noso-fros pode(. 
'MDS +a.IV! htán f ay¡ar- r:¡ua 

(.AA-trVJ )( X11 + Y11 iíJ) = X-Y lfd. 

. ~ a,oL · 1 ::: ~<i·- tr,_ d.)( X';:. y; d.) == X :1._ y1-d. • 

\>b'f \o ~l)e a/. nÚrMfo Xi Y lfd. rzs .so/ ua~0 d([ W~ 
A d.a:rnás 1 ft>Y (5IJI) f a:namos ~ue t+Ytld. :> i 

1 ~ 1 poY- D 1'o la.A e 1 

O< 1/x+Yfrf. = X-Y,[J L.. l º 

?ov lo ~o.V1+0 1 sa: s,liu~ tla lYrr.) ~ ua 

X+YVcl L... x,+y, úI Q 

?a-ro rfs4o us imposibk d.a.Jo qu~ 
la.. solo i:W'YJ f v11 Ja. Ma nf a./ • 1 

~a.\:~\QmDs uvi ~oco tla la._ ac.uaa°o~ 
X')..- Y?-rl = -1 
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1 

j[O. 3.J). St P=1 ( mod.4) 1 a'l}-/-oncrzs /a 
<Z W1Lctón ~o.fan~j11a. 

2 p 1 
~- yt=-1, 

fia:Yle soluc.lones an-fara.s · J ~ ~ • 

J) cz.m o &a.· X 1 + X lfP } a so/ u oº óÍ1 m i'n ima. da \a. a e.ua..citn 
.~~: 

.. •, t 

:·.·!fo 

E n-1-onc(ls xt-1 = PY/ ... 

A ~u ( X 1 Yl_O puada .SflY" pa( 1 f"-'<ll czs +e e.a.so d~ 
hez m C1S -f <Zt1<ZV" 1 u ~ · -j .::: P (m oJ.. 4) • 

~ X as i mpa( J anÍon~s ( X1- l 1 X1+ J) ::.: 1 . 
?{>Y lo -fa.n+o sa si~u~ d<t A ~u.z 

. "l. 

X1±J=1.~ I X,+1=1pq'-) 

don ~a 5 ~ · ~ .Son nó' vMíDS \'\O:. fu rn. lcts . ~ Y, ::: i ~ ~ . 
'PbY ali mi naC:o'r¡ cla X, f anamos 1utt 

5'"-P~~=±1. 

b ~do ~ vac v¡ .(. Y1 1 no f.º d. q_ ('Y)05 f ana:r a/ Si) f'!D "+" • ~ a.s/ .zr / s.i~ tl o ''-" as a Y qva sa -lowia. • 

~o... b\Qmos d.a lCt. -~a.c. +ov i ~aÜóri d..a: arrf arDs ne 
uvi 1 dati ori R ( ifJ) º . 

. 0 N o-tamos prí'1Mro que $.1° d.. o:fá 011 R ( i'<I) / . 
~ ~ N (¡j,_ l ::=o , arrfo nc<Zs oi., = o i s.i N (el.) :::. 1. J 
on-/-onct'ls cJ... os v o t ~a.el • 
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· J) a do n da d.. o.ri fl ( úl) no as e (!:(O 
1 

no ,lln idad. 
S--t~ ~ sólo s./ N(~> ~ 1 <> 

.Da+• 3" 6., UY1 anfal'o 7T an R ( l/J.) 
1 

no vmºd.a:d. 
os /la. vria do _EYimo an Rl úd.) Srt pa.yo. +o J..a. d.as Cbn?­

vost d'Dn d.a 7T cm p,roducf o cla dos a. nfa ros TT = ci (3 , 
S.q -liana 1u(/. uno d._q a !les os u ni da.ó. • 

J)a~ º 3-. f. Ovi anfar-o 
1 
no caY-o 

1 
no unid.ad ~ YlD 

piirno os llamad.o <=º1'0~as1a. · 

if O. 3. 8. S-f d. os-l-d aYJ J1 ( JfJ) ~ N (d.) 
as pvt'rno ya..&ona/ 1 anJo neas o{ czs pyi mc:> on r? ( lfif). 

j)ªt11"b k~on~tt~os ~ua N lot) as yriml> yo.dona/. 
~a. el-.:: rili'. clo nd.12 ~ ~ ~ as;·fdn an RUfI) 1 . 

N (°") = N (~) N (Y) ,J 

tio~~.'.1 01N(íb) ~ ~(Y) .So1'1
0 

an-faros rnUonales ~ f<lYD ~f 
d.a f,1Yl1e1or¡ i.le pn m o Ya.eto na.( N (f'i) tJ Nff) as u r10.. un 1-
Ó..ll!l Yo..Ci.ono../ • La.s Ul'I td..a&.as yo.cJona./rzs .Son ± i ~ 
'lJ.11·fo11c<ls N (J?) =: ± 1 ,,. NlY) =: .± l • 1 

Pb'( {.ltl'\ fo f:> e Y as u~' d.a.J. o ~ an1Dnccz s d.. C> as f'ít mo. 

. , . JJa ~ • 3 • ~o S_t cJ.. ~ ~ S'.C!J\'1 an ~Y"OS ffl n~u nO d <l 

\os., d.os C<t'{l) ~ fa.los que rj==- r.>E 
1 

do11k '[ ~s 
un1 ó.a.d.. 1 o.n ~onc<:?s al. s a el.lee ~ue a:s UVI a.souadD 
e.la. ~ • .. L 1 1 b 1 d 

Er¡ Dl'ra.s ro-1lkD'f6:.S 1 d as llY) asoc.to..ct.o .a ~ 
~ ~ sólo ~· cX/ fl as ü1'\I d.ct.d. " · 

{jato o.s-f a.. d.a f I'\ i df 11 cu.o) qu'tay <X a n R ( JJ.) 
cis un asoc1a.do d<i a/ MtSWlO • 
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T€DG 3.íD. St o(~~ as./-4n al'} 'fi(VJ.) 1 a11~1J(J!S · 

~ os un asocLa.d.o J.a R> ~«:. ~ sci )D Sic (O as un asDCttl.dt 
cLa e/.. "li 95' dac\ '( ~ ~ ~ Sol') aso dalos e 

A drtmás o( ~ P-> .Sol') aSoú:a..cl.Ds s.-iº '3- sóf D ~o d.} fJ 
~ ~l al. St DI. ~ ~ 1 .sori ltsoiladcis ~ ~ / ol. 1 aa-lonces t/ f-/ 

3 $.-f e( 1 S 1 an·ronctZs {!> / S 0 

~ d. as ~yf mD 1 a n·lol'JC<Zs -lodo asocZado d..e o( f2:S 

~\mo º ~ d. as compoasto 1 a.i?-/-oncos -lodo asDcladD de 
cÁ as compuasfo o .. : •. 

J)arYJO Sr,° f as; unid.a.el. 1 anioV1c<Z:5 1)€ as uo?Aad... 
Se.a. f> a. s o&ad.o · d.11 ol. :\ s.ea ol.. =. ~ € 1 s a Ji<;. na ~1.,xz 

(3::. o. (V€) ~ € ~ 1/€. s?~ ~~º ido.d.cz~ º ~. ~nf a(os éln-lo ne as 
ol 1 r.> ~ ~ 1 d~ VlY( A(L-f \-n' c1ot') de dlu.. Ss1 b, l 1 ~Qri e> 

0 

· · 

'?o Y d~D la.Ao ) ~e e{ l p. ó {) l d I an.Joncas a X) s+a:f) 
é ~ J ay¡faros -/o../as ~VfZ ~= o(f ~ et= ~S ~ poY .fa~ +o Se 
{iana que f:S== lNc1.Jlo1../fJ).::: 1 ~ A.a aqul 1ua €. ~ S Sor¡ 
UV\ 1 áaXas 1 a.da más ·d.. ~ ~ ~oY/ asoc.la.dos o .· 

1 b ~ d.. ~ ~ son a.so CLlldos ~ y \ ~ > CDY>1D <X / (3 ~tZ 
-t1Zlt1<'.t ~ l)Q ~ l ~ . 

~ <i ~ ~ soYl aso cfo.dos ~ <X ) S , como f> / ti.. ~ 
4-\av\(l ~ua fl \ d • 

~~~Y\ia.sa- ~U<Z d. ~ (?> S~V1 flD C(l'{O ) no Ur'lf d.a.d. 
av'!4a<o~ asoc.ta.!los 011 R (v[) \ é:rrfo11~es cad.a: VILJ qua d.. 
ClS ~\ VYllJ f) COYYl ruasf o 1 lo YYll~>"rryO rava. C0t1 (-> • 

. ),\, Of:. +.a. r-q MDS ~ua ot 1 ¡i. Son am boS pv-f IVIOS ()-
arn bos coM puestos • 

0 

· 

Su.roV1~a..rnos 3ua ~ as pnm~ ~ ~ as cvmf'Effc 
~ ~==- ~J donclq nt ~, n1 d .S0r1 utird.ad.es o Atl<ZW1as 
d.. ~ ('> Sovt oso t1 o.d.os an-/c,11co5 <Z 'Kts/12 e U\'\r d_a._ d. +a.I 'f'.1· 
d..=== (3 ( • . 

l.uaio an-loncrzs cX.= (~ S) € == HSt) , como ( rw as 
l9nY Aac.l ~ (d f) as Ut1 aso .6a4o d.a º""ª vio \Jn~cl~ll 1 (d{) · 
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