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PROLOGO

Desde Los princinios de La topofogla, ef concepto de sucesibn
fué empleado como herramienta para obtenen nesultados Lmpon--
fantes en La maternia, aunque posteriormente, al considerar un
conceplo mds amplio de espacios topolbégicos, 4ué€ necesario £in
troducin una modificacién al concepto de sucesibn, que penmi-
tiede manejan problemas de convergencia en espacdos topolbgi-
cos en genenal: el concepto de red. Dicha moddigicacifn e¢s ne-
cesaria pues exdisten efemplos de esdpacfos topoldgicos en Los

que £a tepofogla no puede sern descrita en téamines de sucesio
nes; y en cambio, con ef concepto de ned se puede descaibin -

totalmente fa topologia de cuafquier espacio topollgico, espe
cigicando cudles son Las nedes convengentes (vea teorema en -
0.1); 44in embargo, dicha Labor nesulta muy compleja pues Lo -
es tambifn La clase de todas fas nredes que se¢ pueden forman -
con Los elementos de un <confunto arbitrarnio. Una Labor mds --

sencilla es La de descaibir undicamente cufles son Las sucesdio
nes convesagentes con elementos en un confunto dado, pues el -
concepto de sucesdién, al estar estrechamente Eigado con La no
cibn natunal de conteo, resulia mfAs simple; es porn ello que -

nesulia naturaf plantear el sigudiente problema:

Conocen £a clase de Los espacios topolbgicos que pueden ser ~
totalmente descnitos por La definicibn de £as sucesiones con-

vengentes cn ellos.
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Es un hgnho (tif y muy conocddo, que todo espaclo primeso-nu-
menable cae dentro de esta clase. De hecho, esto sucede en --
viintud de cualquieha de £as dos propiedades de Los espacios -

primeno-numerables sdiguientes:

ta) Un punto estd en La cennadura de un confunto 84 y s6Lo 84
ex{ste una sucesidn en ef conjunto que converge al punto en -

cuestidn,

{b) Un confunto es cennade 84 y 680 34 toda sucesidn con pun
tos en el conjunto, tiene como puntos €imite a clementos del
conjunto o equivalentemente, un confunto es abiento s{ y &46-
Lo &84 Toda sucesifn que conveage a un punto de conjunto, estd
evenptualmente efla misma contendida en ef confuntol).
44 pensan en Las propiedades andlogas a [a} y (b} para nedes
{ver teoremas 0.1 y 0.6), se comphueba que ddichas propledades
son equivalentes. No sucede Lo mismo con {a) y (b), pero am--
tas propledades son por eflfas mismas, de {nterés. Se Liene en
tonces que ¢l problfema planteado es La confuncibn de Los pro-
blemas :
"Ponocen fa clase de Los espacios topolfgicos que satisfacen
{a), y La clase de Los que cumplen (b)",
S{ a Los espacios que satisfacen {a) se Les CLama "espacios -
de Fréchet” y a Los que cumplen con (b}, "secuenciales", Las
catennogantes planteadas anteriormente se pueden resumin en -

¢& problema :
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Conocer y caracterdzar, pon medl{o de nociones conocidas y s4m
ples en el contexto topollgico, a Los espacdos primeno-numera

bles, de Fréchet y secuenciales.

Tal es La Labon gue s¢ desarrollfa en el presente trabajo.
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El conjunto de los nimeros naturales (i.e. N = {1,2,...})
El conjunto de los nimeros reales.

La unién de los conjuntos A y B.

La interseccién de los conjuntos A y B.

El conjunto A estd contenido en el conjunto B.

La diferencia de los conjuntos A y B ("A menos B").

El conjunto de clases de equivalencia formadas por el con
junto X y la clase de equivalencia E.

Las implicaciones. Se usarin ¢n las demostraciones para -
denotar: "la .veracidad del enunciado a la izquierda impli
ca la veracidad del enunciado a la derecha", y viceversa,
r?spectivamente.

El espacio topoldgico que consta del conjunto X y la topo
logia t.

Los espacios topolSgicos X y Y son homeomor fos.

Una base para la topologia de un espacio topolbgico dado.
Una base local del punto x en un espacio topolbgico dado.
El ntmero cardinal asociado al conjunto A,

El peso del espacio topolégico A (el menor nimero cardi--
nal de la forma Card{(f), donde B es una base de A).

El carficter del punto x en el espacio topol6gico A (el me
nor nimero cardinal de la forma Card(B(x)), donde B{(x) es
una base local del punto x en el espacio topolbgico A).
El carfdcter del espacio topolbgico A (el supremo de todos

los nfmeros x{x,A) con x e A).
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Bl pseudocaricter del punto x en el espacio topolégico A
que es un espacio T, (el menor nilmero cardinal de_la for
ma U, donde U es una familia de subconjuntos abiertos de

X tal que U = {x}).

El conjunto derivado de A, o el conjunto de puntos de a-
curulacién del conjunto A (i.e. el conjunto de puntos x
tales que x e A N {x].

La familia de espacios topoldgicos Xi's, donde I es un -
conjunto de indices arbitrario.

La suma topoldgica ajena (o coproducto) de los espacios
topoldgicos ajenos por parejas Xi € {Xi}iel'
El espacio topoldgico producto cartesiano de los espa---
cios topolégices de la familia {xi}iel'
Una sucesién en un espacio topolégico.

El conjunto de puntos limite de la sucesidn {xi}ieN en -
w espacio topolégica.

El conjunto de puntos limite de la sucesibn {xi}ieN en -
el subespacio Y de wn espacio topolégico dado.

La combinacién de las funciones fc con ce(C. i.e. Si X es
un espacio topolbgico dado, (AC} es una cubierta de X

y (fé}cec

c; son elementos arbitrarios de C |, entonces fci(x) =

ceC
es wuna familia de funciones tales que, si c; y

.sz(x) para cualquier Xxe Ac;“ Acz(lns funciones de ----

{fc}cec con contradominio com@n); se define la fumcidn -
vV f, del espacio X al espacio dominio comGn de las fun
gzgnes fc's como .vc fc (x) = fk(x) para ceC,

Denotari el fin de ;gguna demostracidn.



FUNDAMENTOS

La siguiente, es una lista de resultados bisicos de topologfia de con
juntos, que serin usados en el presente trabajo. Las demostraciones
de los mismos se omiten, pues pucden encontrarse en cualquier texto
de topologfa gencral. Ll orden de la lista estd determinado por el -

orden de aparicién de los resultados en el desarrollo del trabajo.

0.1 Teorema. Un subconjunto A de X es cerrado si y sdlo si, junto --
con cualquier red contiene a todos sus limites.

0.2 Teorema. Una funcidn f de un espacio topoldégico X a un espacio -
topolbgico Y es continua si y sélo si f(lim{xi}ieI)C: lim{f(xi))iel
para cualquier red (xi,iel) en el espacio X.

0.3 Proposicibn. Un espacio topoldgico X es un espacis de Hausdorff
si, y sbdlo si cada red en X tiene a lo mis un limite.

0.4 Teorcma. Suponga que se tienen dados un conjunto X y una colec--
cibn {B(x)}XeX de familias de subconjuntos de X que tiene las propie
dades:

{BP1) Para cada xeX, B{x)#@# y para cada UeB(x), xeU.

{BP2) Si xelUeB(y), entonces existe un VeB(x) tal que Vec= U.

(BP3) Para cualesquiera U;,U,ef(x) existe Uef(x) tal que Uc= U, [] U,
(BP4) Para cada par de puntos distintos x,yeX, existen conjuntos a--
biertos Uep(x) y Vep{y) tales que U [V = ¢

Entonces el espacio X con la topologia generada por el sistema de ve
cindades (B(x)}xex es un cspacio de Hausdorff.

0.5 Teorema. E1 operador cerradura en un espacio topolfgico tiene --

las siguientes propiedades:

(Co1) @ = 4.
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(CO2) A== A
(co3) AUB =AU B
(co4) (K) = &
0.6 Tcorema. El punto x estd en A si y sélo si existe wna red de ele
mentos de A que converge a x.
0.7 Teorema. Suponga que se tienen dados un conjunto X y una familia
C de subconjuntos de X que satisface las propicdades:
(C1) XeC y geC.
(C2) Si F,eC y FpeC, entonces F, |J FyeC.
(C3) Si Ac= C,entonces flAec.
Se tendrd entonces que la familia 0 = {X\ F | FeC} satisface las --
propicdades:
{(01) e y Xe0.
(02) Si U,e0 y U,e0 , entonces U; {] Uze0.
(03) Si A<= 0, entonces |} Ae0.
y es por tanto una topologia para X; y la familia C es la familia de
todos los subconjuntos cerrados del cspacio topoldgico (X,0).
0.8 Proposicibén. Sean {Xs)seS una familia arbitraria de espacios to-
poelégicos y X = L Xs' 51 para cada seS, P X » XS es la proycc--
c¢ibn natural; sesigndrﬁ entonces que para todo seS,p . es una funcién
suprayectiva, continua y abierta.
0.9 Proposicidn. Sea {xs)ses wia familia arbitraria de espacios topo
18gicos. Para cada familia de subconjumtos {A_} .o, donde A =X  pa
ra cada se§ se ticne que ”ﬁ"’K;' = T K; .

se$S seS
0.10 Proposicién. Sea X un espacio topoldgico arbitrario, entonces -
son equivalentes:
(a) X es de Hausdorff,

(b) La diagonal de X x X es cerrada en X x X,
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0.11 Proposicibn. Para cada espacio compacto de Hausdorff X se tiene
quz u(X) < Card(X).
0.12 Teorema. Si X es un espacio topolbgico compacto y de Hausdor ff,
X es normal.
0,13 Teorema. Si X es un espacio topolégico compacto y de Hausdorff,
entonces, para cada xeX se tiene que ¢ (x,X) = x{x,X).

0.14 Lema de Schedler. Sea X un espacio topolédzico de Hausdorff. X -

es un c-espacio si y sBlo si para cada A= X, A = |J {D | D es nunera
ble y D <= A}.

0.15 Teorema. El producto cartesiano X x Y de un espacio numerable--
mente compacto X y un X-espacio numerablemente compacto Y es numera-
blemente compacto.

0.16 Teorema. El producto cartesiano X x Y de un espacio pseudocom--
pacto X y un k-espacio pseudocompacto Y es pseudocompacto,

0.17 Teorema de Kuratowski. Si X es un espacio topoldgico compacto,

para todo espacio topoldgico Y la proyeccidn p : X x Y + Y es una --
funcidén cerrada.

0.18 Proposicién. Sea X un espacio topolégico. X es numerablemente -
compacto si y sblo si para todo subconjunto numerable infinito A de

X se tiene que A4 0.

0.19 Teorema. Un espacio topoldgico es compacto si y s6loc si toda --
red de elementos en el espacio tiene un punto de acumulacién.

0.20 Teorema de Whitehead. Para cada espacio localmente compacto X y

cada funcidén cociente g : Y » Z (Y arbitrario), el producto cartesia

no { = idx x g X xY > X x 2 es una funcidn cociente.
0.21 Proposicién. Si S es un espacio topol6égico con la topologia dis
creta, tal que Card(S) = m; y B(m) = .i' Xi ¢s el espacio de Baire -
donde Xi = § para todo iep, B(n) es mé;rizable, y la métrica:
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1/k si sy # si, y s; = si si i< k.
Q({51}ie ’(SJ!.}iC ) =
N N 0 sis; =sjpara todo iep.

es compatible con la topologia de B(m).
0.22 Proposicidén. Sea {XS}SeS una familia arbitraria de espacios to-
polbgicos. La suma topol6gica ajena (o coproducto) L X5 es metri-

seS
zable si y sb6lo si X  es metrizable para todo fndice seS.



HWO0CIONES BASICAS

1.- Definicibn. Sea X un espacio topolbgico.

(a) X serd llamado un espacio primero-nunerable si y s6le si cada e-

lemento de X tiene una base local numerable. (También se dird: X es

primero-numerable).

{(b) X serfi llamado un espacio de Fréchet si para cada subconjunto A

de X y cada xeA, existe una sucesidn de puntos de A que converge al
punto x. (También se dird: X es de Fréchet).

{c) X serd llamado un espacio secuencial si un subconjunto A de X es

cerrado si y s6lo si, para cualquier sucesién de puntos de A, el con
junte de puntos limite de la sucesidn estd contenido en A. (También

se dird: X es secuencial).

La clase de los espacios primero-numerables estd contenida en la cla
se de los espacios de Fréchet, y ésta a su vez esti contenida en la

clase de los espacios secuenciales. Esto es:

2.- Teorema. Sea X un espacio topolbgico.

(a) Si X es primero-numerable, X es de Fréchet.

(b) 8i X es de Fréchet, X es secuencial,

Demcstracién. Sean A un subconjunto de X y xeA. Como X es primero-nu
merable, existe una base local numerable {Ui}ieN de x; entonces, to-

mando X; como un punto arbitrario de A [} ( ﬁ Uj) para j=1,2,..., (1o
_ j=1
cual se puede hacer pues xeA), se define una sucesidn {xi}ieN de pun

tos de A que converge a x; pues si V es una vecindad arbitraris de x
existe un fndice ieN tal que U, V, y claramente, para cualquier --

i»i, xjeV, lo que prueba la afirmacibn.
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(b) Como toda sucesi6n es red, usando el teorema 0.1 se tiene que si
ACX es cerrado, A junto con cualquier sucesibn contiene a todos sus
puntos limite.
Sea A un subconjunto arbitrario de X, y supongamos ahora que dada u-
na sucesién cualquiera en A, todos los puntos limite de la sucesidn
son elementos de A. Si xeA, como X es de Fréchet, existe una suce --
$i6n de puntos de A que converge a x, y como por hipbtesis, xeA, se
tiene entonces que AczA y por tanto, A es cerrado.

Por lo tanto, X es secuencial,

La continuidad de funciones cuyo dominio es un espacio secuencial,
puede expresarse por medio de sucesiones. Tal es la tesis de la si-

guiente:

3.- Proposicién. Una funcidn f del espacio secuencial X al espacio
topoldgico Y es continua si y s8lo si, para cada sucesifdn {x, }1eN
en el espacio X se tiene que: f(lﬁn{x )C:lim{f(x )}1eN
Demostracifn. => ) Como toda sucesidn es red, esta implicacién es
consecuencia inmediata del teorema en 0.2.

<= ) Supongamos que, para cada sucesién {xi}ieN en el espacio X se

tiene que f(limix.}, )Cilim{f(x.)}. . Sea B un subconjunto ce--

i‘ieN
rrado arbitrario de Y; tdmese una sucesidn arbitraria {x1}1eN de --

puntos de f '(B) y w punto xelim{x, }1EN ., se tiene entonces que --

f(x)e 1im{ f(x. ))1€N entonces, xe £ '(B) y, como X es secuencial

f 1(B) es cerrado. Por lo tanto, f es continua.
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Las sucesiones, aunque son un concepto mis debil que el de red en es
pacios topolGgicos en general, sirven para conocer algunas propieda-
des de separacibn que sc¢ dan en cierto tipo de espacios topolbgicos,

como los mencionados en la siguiente:

4.- Proposicidn. Sea X un espacio topoldgico.

(a) Si cada sucesidén en X tiene a lo mds un punto limite, X es un es
pacio T,.

(b) Si ademas, X es primero-numerable, X es entonces un espacio de -
Hausdor ff.

PDemostracién. (a) Si ye{x} entonces cada vecindad de y contiene a x,

y yelim{x.}

itiey’ donde x;=x para i=1,2,3... . Como también xelimix.},

iepN 1
si toda sucesibén tiene a lo més un limite, tenemos que y=x, y {x}

es un conjunto cerrado. Por lo tanto, X es un espacio T).

(b) Sean x,, x; eX cualesquiera. Como X es primero numerable, exis--

ten {Ui}ieN , (vi}ieN bases numerables de los puntos x, y X respec-
tivamente; entonces {Ui}ieu y {vi}ieN , donde Uy =_QiU} . Vi:jgivj ,

son bases numerables de x; y x: respectivamente, y tales que  -----

U=U'y V.e=V! si j>i. Supongamos que X no es un espacio de Haus-
j i i i - P

dorff, entonces, para cuslesquiera i,jep, Uifle ¥ ¢§. Para cada iep
sea z, un punto arbitraric de Ui{]Vi; se tendri entonces que x; e
1im {zi}ien’ pues si U es una vecindad arbitraria de x, existird iep
tal que ch:U si jr»i, de donde, zje Ujﬂvjc:Ui si j>i; y anfilogamen
te, X; € 1im(zi}ieN; por hipbtesis se tendrfa entonces que xi=x,, -
lo que resulta absurdo si se supone de antemuno que X 1¥Xz.

De 1la proposicifn anterior y del teorema en 0.3 obtenemos:
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5.- Proposicibn. Un espacio primero-numerable X es un espacio Haus--
dorff si y s8lo si toda sucesidn en el espacio X tiene a lo m&s un -

punto limite.

Los espacios métricos son de primordial importancia en topologia de-
bido a su gran cantidad de aplicaciones; es fdcil ver que todo espa-
cio métrico es primero-numerable {(tomando para cada punto x del es--
pacio métrico (X,d) la coleccidn {{z |d(z,x)<1/n} | nepn) por ejemplo,
como base local numerable en el punto x). La siguilente preposicidn -
muestra como, bajo algunas hip6tesis, la forma de definir el concep-
to de continuidad en los espacios métricos puede extenderse para es-

pacios primero-numerables, de Fréchet y secuenciales.

6.- Proposicién. (a) Sean X wn espacio primero-numerable, Y un espa-
cio topolégico arbitrario y f:X + Y una funcidén cualquiera; entonces

f es continuma si y s6lo si para cada sucesidén convergente {x.} en

i‘ieN
X se tiene que f(lim{xi}ieN)C:lim{f(xi))ien
(b) En (a), se puede cambiar la hipbtesis X es primerc numerable por
X es secuencial y Hausdor ff, para que se siga cumpliendo la tesis.
Demosfracién. La demostracion de {a) se sigue directamente de las pro

piedades en 0.3, 3y 5; y la de (b) de las proposiciones en 0.3 y 3.

Anteriommente se ha mostrade que la clase de los espacios primero-nu
merables estd contenida en la clase de los espacios de Fréchet, y és
ta a su vez en la de los espacios secuenciales; los siguientes ejem-

plos (en 7 y 8), prueban que dichas contenciones son propias.

7.- Ejemplo de un espacio de Fréchet que no es primero-numerable.
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Sean X=R y Y=(R\ N) U{y.}, donde y.¢R; asignese a cada punto xeX el -
punto: x, si xeX\N

f(x) = { .
Yo, 51 xepN

y considérese en Y la topologia generada por la familia de conjuntos
cerrados € = {A=Y|f '(A) es cerrado en X}. Es facil ver que f: X - Y
es cerrada y ademds que, si W es abierto en Y y contiene a yo , ---
fﬁl(Y\W) es cerrado y no contiene a j, de mode que, las vecindades -
de yo son de la forma (U\N) | {yo!, donde U es abierto en X y contie-
ne a N.
Sea (U;\ W)Y{yoed, U2\ NIY{yo}, ... una sucesién arbitraria de vecin-
dades de y,. Para i=1,2,3..., elijamos un punto xier\ N tal que xi>i.
El conjunto U = X \{x,;,xz2,...} es abierto en X y contiene a y, enton-
ces V= (UNN) | {yo) es vecindad de yo. Como ningflin elemento de la su
cesibn estd en V, (Ui\ N {yo}gﬁ V para i=1,2,3,...; se sigue que el
espacio Y no tiene base local numerable en yo,, entonces, Y no es pri-
mero-numerable.
Sea AcY cualquier subconjunto y yeA; si y#ys, £ '(A) es cerrado en X
y contiene a y, ademids, ecligiendo zeN con la propiedad de que z<y<z+l
se tendrd que U = [z+¢c,z+1-€] donde e='/amin{|z-y|,|z+1-y|} entonces,
fYA)YNU es cerrado en X, vy como f *A)Nlu = £YANY) = Kflu = --
ATU , entonces, como X es de Fréchet y yef '(A) U, existe una suce-
sién de elementos de A que converge a y.
Ahora, si yeANA y y=y,, existe un indice keN Yy uma sucesifn {yi}ieN
en A que converge & k en X (pues de otro modo, para cada iey se ten--
drfa una vecindad U{::X que no interseca al conjunto A, lo que impli-
carfa que {(iﬁiui) \ N}U{yo)} es una vecindad de y; en Y ajena de A,
Contradicicnd; la hipbtesis de que y,eA). De la definicidén de la topo

logia en Y se sigue que {y.) converge a key en X, y a y, en Y.

i’ ley
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Finalmente, si yeA, la sucesin {yi}ieN con y,=y para todo indice i -
en N es una sucesibébn en A que converge a y.
Lo anterior demuestra que Y es un espacio Fréchet pero no un espacio

primero-numerable.

8.- Ejemplo de un espacio secuencial que no es un espacio de Fréchet.

Sea X = {0} (i‘[j1xi), donde, para cada ieN, X;={1/i) | (j{_‘_jizn/in/j}).
Para cualesquiera k,;. k, ey , si suponemos que k,<k,, se tendria que
existe keN tal que k,=k,-k , de donde k,{1-k} <k (pues !-k<0), enton-
ces, (ka-k)(k2+1) = ko+ k,(1-k) - k < k3, es decir, k;(1+k;) < ki ,
se sigue que k; < ki - kika, ¥y que kiky < ki(ka-ky), y si j > ki ,
kika <j(ka-k;), de aqui que kyk: + jky < jk,, entonces se tendrd que
(ki (i+k2))/(jk2) = Ki/ka *+ ka/J < 1y que 1/k, + 1/j < 1/k; y por tan
to, para cualquier qexk2 , qukl. Es decir, para cualesquiera dos in-
dices k,,k, eN (con k,#k,), Xklflxk2= #.

La topologia en X serfii generada por el siguiente sistema de vecinda--
des: Todos los puntos de la forma 1/i + 1/j serdn puntos aislados de
X, i.e. B(x) = { {x} } para cada punto de esa fomma. Para un punto de
la forma 1/i, témese B(x) como la familia de todos los conjuntos ----
Xi\ _Qiz{1/i + 1/j) para k=i?,i%+1,... . Finalmente, como miembros de
B(0), tdémense todos los subconjuntos que se pueden obtener de X remo-
viendo mm nimero finito de xi's, y un ntmero finito de puntos de la -
forma {1/i + 1/j} en todos los restantes X,'s. Es fdcil ver que la cg

leccién {B(x)} cunple las propicdades (BP1) a (BP4) enunciadas en

xeX
la proposicién en 0.4, y entonces, X es wn espacio de Hausdorff.
De la definicion de B(0), se sigue de inmediato que el punto 0 estd -

en la cerradura del conjunto X\ {0,1,1/2,1/3,...}; pero no existe su-
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cesibn alguna en dicho conjunto que converja a 0 (pues si (xi}ieN e
wa sucesibn en X\ {0,1,1/2,1/3,...}, para que tuviese a 0 como pun-

]

to 1imite, para cada jey, Xj{]{xi}ie,“debe ser finito (de otra forma,

dada la vecindad de 0, W = X\ Xj, para cualquier NeN, existiria kenN -

con k>N tal que x,¢W} pero entonces, V = {0} | ( U x, \ --
k Uklxkﬂ 05} ey k

W

U {1/x + 1/j)|w=max{zen|x_eX,}}) | ( U X.)

j=k2 2k KIXG N X, T o =0 k

es una vecindad de cero ajcna a X;, para todo indice ieN ); y por lo
tanto, X no es un espacio de Fréchet.
Se probara ahora, que X es un espacio secuencial.
Como X es de Hausdorff, basta probar que cada subconjunto A de X con
la propiedad de que cualquier sucesidén convergente de puntos en A tie
ne punto limite en A, ¢35 cerrado en X. Tdémese cualquier elemento x de
A. Si x#0, B(x) es una base local numerable en x y, anfilogamente a la
demostracitn dada al teorema en 2, existe una sucesidn de puntos de A
que converge a x. Considérese ahora el caso x=0, y supdngase que ---
0eA\ A; existe entonces una subsycesién X1,X2,X3,... de la sucesifn -
1,1/2,1/3,... tal que cualquier vecindad de cualquier x; interseca a
A (pues de no ser asi, se podria construir una vecindad de 0 ajena a
A). Ya que toda sucesibn en A tiene punto limite en A, cada uno de --

los témminos de la subsucesifn debe ser un elemento de A, pero como -

la subsucesidn converge a 0, se tendria que 0eA, lo que es absurdo.
Por tanto, si OeA \ A, OeA.

De lo anterior se concluye que X es un espacio secuencial,

Bl ejemplo anterior, es también un ejemplo de un espacio numerable --
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que no es primerc numerable (la comprobacifn es trivial). Ademis, se
puede probar que es un espacio regular (se sigue de la definicién de
regularidad y del hecho de que todos los miembros de | B(x) son a--
biertos y cerrados), e incluso, perfectamente normal;x§§ que da la -
idea de que los espacios secuenciales que no son de Fréchet no son -
necesariamente patolégicos. Posteriommente se darin condiciones nece
sarias que deben satisfacer este tipo de espacios; por ejemplo, de--

ben contener a un subespacio numerable que no es secuencial., En el -

.

ejemplo anterior, se pucde destacar, que el subespacio Y=X\ {1,1/2,.
(con 1a topologia inducida por X), es un espacio perfectamente nor--
mal que no es secuencial (pues, Y\ {0} no es cerrado pero toda suce-
sién en este subespacio tienc puntos limite en ¢l mismo subespacio);
de ahi que los espacios no secuenciales tampoco son necesariamente -

patolégicos.

En los espacios de Fréchet, se puede extender la forma de caracteri-
zar a los puntos de acunulacifén de sucesiones, que se tienec para es-

pacios métricos. Esto es:

9.- Proposicién. Si X es un espacio de Fréchet, entonces para cada -

punto de acurulacién x de wna sucesibn arbitraria {xi)ieN en X, exis

te una subsucesidn de {xi}icN que converge a x., La hip6tesis: "X es

de Fréchet'", no puede ser reemplazada por: "X es secuencial'.
Demostracibn. Si x en punto de acunulacibn de {xi}ieN’ xelX;,Xz2,..43
y ya que X es de Fréchet, existe una sucesibén de puntos {yj}jeN de

{x1,x2,...} que converge a x. lLa sucesidn {y.]} puede no ser subsu

JTjeN

cesibn de {xi}icN {por el orden de los indices), pero conticne a una

5 16 . d ). qu forzosamente c > .
subsuces ibn (xai}LeN e {xl}leN jue, amente converge a x
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Para ver que la hipbtesis '"X es de Fréchet", no puede ser debilitada,
témese X como en el ejemplo en 8, y A = X\ {0,1,1/2,1/3,...}, se sabe
que OeA, pero no existe sucesibén alguna en A que converja a x; como A
es numnerable, se puede ordenar en forma de sucesidn. Si {xi}ieN es --
wo de dichos arreglos de A en sucesidén, claramente 0 es punto de acu
mulacidén de {xi}ieN’ pero no existe ninguna subsucesidn de {Xi}ieN --

que tenga a x como limite.

La proposicién en 5 no es cierta si se cambia la hip6tesis "X es pri-
mero-numerable" por "X es de Fréchet", como se puede ver en el siguien

te:

10.- Ejemplo de un espacio de Fréchet no Hausdorff en el cual toda su
cesidn tiene a lo mis un limite.

Sea Y el espacio topoldgico definido en el ejemplo en 7. Se define el
espacio topolfgico Y' como el espacio formado por el conjunto Y |} {y;}
=(R\ m)U{yo,y1} , donde y; es uf punto que no estd en los reales y es
distinto de y.; y con la topologia determinada por el siguiente siste
ma de vecindades: Para y, y para todo xef\ N , el sistema de vecinda-
des serd el mismo que el definido en la topologia de Y; y para y, , -
Blyr) = Uy JJR\ M\ XK | X es compacto en Y}. Como se puede ver fi--
cilmente, B(y1} cumple con las propiedades (BP1) a (BP3) definidas en
0.4 y entonces, ¢l sistema de vecindades definido anteriomente, pro-
vee a Y' de una topologia.

Se probari ahora que Y' es de Fréchet., Sean A un subconjunto arbitra-
ric de Y' y peA, si p#y,, los mismos argunentos utilizados en el ejer

cicio en 7, muestran que existe una sucesidn de puntos en A que con--
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cotada sin puntos de acumulacibn {e.g. y;5x,, Y yi=min{xi|xi>i} pa-
ra i>2), de donde, para cada zeN existe Uz vecindad de z en R tal --

que U} {Yi}ieN=ﬂ lo que implica que ({y,} U(Zg U\ N {yi}ieNuﬂ y

je

por tanto, yoéllm{xi}ieN. Como se tiene que, si {xi}ieNn R no es

si {x,}.. I} es acotada -

cotada en R implica que ygélim{xi]ieN Y, itiey

en R ylélim{xi}iem, se descarta la posibilidad de que exista una su-
cesibn que tenga a yo y a y; como puntos limite; lo que demuestra --

que toda sucesidn en Y' tiene a lo mis un punto limite.

Dentro de los espacios secuenciales, los espacios de Fréchet pueden
caracterizarse por medio de propiedades de los puntos limite de suce
siones dentro de subconjuntos arbitrarios del espacio en cuestidn; -

esto es!:

11.- Proposicién. Si X es un espacio secuencial, entonces X es de --
Fréchet si y sélo si el operador cerradura secuencial, que a cada --
subconjunto A de X le asigna el conjunto de todos los Ifmites de su-
cesiones contenidas en A cunple las propiedades (CO1) a (C04) enun--
ciadas en el teorema en 0.5.

La hip6tesis "X es secuencial" no puede omitirse.

Demostracidn. Sea A un subconjunto arbitrario de X, y denotemos por
R su cerradura secuencial.

Si X es de Fréchet y xeA, existe una sucesidn de puntos de A que con
verge a x, lo que implica que xe R y por tanto, KC:R; del teorvema en
0.6, resulta inmediato que RC:K, entonces, como A = K, por el teorema
en 0.5, el operador cerradura sccuencial satisface (CO1} a (C04).

Para el reciproco de la proposicibn, nbétese que, de (CO4) y de 1a hi
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pb6tesis de que X es secuencial, R es cerrado; como por (C02), AC:K,
se tiene entonces que Kt:R, es decir, para cada xeA, x es punto 1fi-
mite de algwna sucesidn de puntos en A y por lo tanto, X es de Fré--
chet.
Para probar que la hipbtesis de ser secuencial no puede omitirse, --
bastard dar un ejemplo de un espacio no secuencial en el cual el ope
rador cerradura secuencial cumpla (CO1) a (C04). Sea X el espacio --
Y\N{1,1/2,1/3,...} donde Y es el espacio topolbgico del ejemplo en 8
con la topologia inducida por Y; como se menciond, X no es secuen---
cial (pues X\{0} no es cerrado pero toda sucesifn convergente de pun
tos en X\ {0} converge a un punto del mismo subconjunto). Veamos aho
ra que el operador cerradura secuencial cumple las propiedades (CO1)
a (C04) en X: ((CO1) a (CO3) siempre se cumplen).

{CO1) Como no existen sucesiones con puntos en el conjunto vagio, --

~

g=4. .

(C02) Para cada xeAc=X, {x donde x; =X para todo Indice iep, es

i}ieN
una sucesibén de puntos de A que converge a x, de donde, x e A , y -~
por tanto, ACTA .
A k)
(€C03).Sean A y B subconjuntos arbitrarios de X; si xeA|JB entonces e
xiste uma sucesifbn {xi}ieN totalmente contenida en A 6 en R, que con
o~
verge a x, como la sucesibn tiene puntos en A{/B, entonces xeA{}B ,
* ~ ~ —t— ; —— .
y por tanto, A|B = A|B . Ahora, si xe AYBN\ (Al B), existe una su
cesibn {xi}ieNde puntos de A[JB que converge a x; se tendrd entonces
que uno de los dos conjuntos {ieN{xieA) 6 {ieN!xieB} es forzosamente
infinito, de donde, 1a subsucesidn con fndices en este conjunto infi
~ - ~ "~ -
nito converge a x y, por tante, xeAl}B. Por lo anterior, A{yB = A {B.

(C04) Sea Ac=X arbitrario. NOtese que para cada xeX, las Imicas suce

siones convergentes a x son las que, a partir de algtm indice, son -



- 25 - )
constantes e iguales a x (pues ninguna sucesién convexrge a 0, y to--
~
dos los puntos de X\{0} son aislados). Entonces, si xe (A), se tiene

~

que xeA y por tanto, xeA. Por 1o tanto, (A) = A,

Como ya se menciond (en el espacio empleado en el ejemplo anterior),
existen espacios secuenciales que contienen subespacios no secuencia
les (de hecho, como se veri mis delante, si un espacio secuencial no
es de Fréchet, contiene al menos a un subespacio que no es secuen---
cial). Pero el ser primero-nunerable o de Fréchet, si es una propie-

dad hereditaria en los espacios topoldgicos; esto es:

12.-Proposicidn. (a)Si X es primero-numerable(Fréchet) y Y es wn sub-
espacio arbitrario de X, Y es primero-nunerable (Fréchet).

(b) Si X es un espacio secuencial y Y es un subespacio abierto o ce-
rrado de X, Y es un espacio secuencial.

Danostracibn, (a) Sean X un espacio primero-numerable y Y un subespa
cio arbitrario de X; para cada yeY existe una base ,local numerable -
B(y) de y en el espacio X; claramente {Bf]Y|BeB(y)} es una base local
nunerable de y en el espacio Y, por tanto, Y es primero-numerable.
Swongamos ahora que X es de Fréchet. Sean Y un subconjunto arbitra--
rio de X; A un subconjunto cualquiera de Y, vy xeKX como X es de Fré--
chet, existe una sucesién {xi}ieN de elementos de A que converge a X
en X. Si V es una vecindad de x en Y, existe una vecindad U de x en X
tal que V = U[]Y, existird entonces un indice Ney tal que xneU si n>N

y ¢omo (xi}ie CIACTY, xnev si n>N. Por tanto, Y es de Fréchet.

N
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{b) Sean Y un subespacio cerrado de X y C un subconjunto de Y tal --
que toda sucesibn de puntos en € tiene puntos limite en C ( en la to

pologia de Y}. Si {x.}; es una sucesibén de puntos en C y xelim{x.!
i‘iep jey 1

{(en la topologia de X}, como Y es cerrado, xeY, y claramente, la su-

cesidn {xi}ieN converge a x en la topologia de Y. Por hipltesis xeC,

y como X es secuencial, C es cerrado en X, de donde, C es cerrado en
Y. De lo anterior se sigue que Y ¢S un espacio secuencial.
Sean ahora Y X abierto y C <Y tal que toda sucesibén en C tiene --

puntos limite en C. §i A = Y \ ¢, para cualquier {Xi}ieN —(C se ten-

dri que 11my{xi)i6N{]A = # y por tanto, 11m{xi}ieN f1A=4¢ (pues Y -

es abierte}. Ademas, si {xi]iechx‘\Y’ como X\Y es cerrado, también

1im{x. }, A =¢; de donde, si {x.}, =(X\Y} U cC, tim{x.} flA=¢

i‘iep ) i iepN i’ ieN

{(pues de no ser asi, cn {xi}ieN Il (X\Y) o en {Xi}ieN fl ¢ se tendria

una subsucesibn de {Xi}ieN gue convergeria a un elemcnto de A). De -
modo que toda sucesién en (X\Y) UJ C converge a puntos en (X\Y) | C
y como X es secuencial, (X\Y) | € es cerrado en X. Se sigue enton--
ces que A = X \ ((x\Y) J C) es abierto en X y por tanto, abierto en

Y. De lo anterior, C es cerrado en Y, y Y es por tanto secuencial,

Los espacios estudiados en este trabajo se comportan bien bajo sunas

topolbgicas ajenas (o coproductos. Esto es:

13.- Proposicidn. Sea {Xs}ses wma familia de espacios topolégicos a-
jenos por parejas. Se tendrid entonces, si X = L XS, que:

(a) X es primero-nunerable si y sbélo si X, es p??ﬁoro numerabhle para
todo indice seS.

{b) X es de Fréchet si y sdlo si Xg es de Fréchet para todo s e S,
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(c) X es secuencial si y sblo si Xs es secuencial para todo fndice -
seS.
Demostraci6n. (a) Sean s un indice arbitrario de S, x un punto cual-
quiera de Xs y {U.}. —una base local numerable de x en X. La familia

i‘iep
de vecindades de x en Xs: {Uillxslieu}es ma base local numerable de

X en XS, pues si A es vecindad de x en Xg, como A es también vecin--
dad de x cn X, existe iey tal que Uicz A, de donde, Ui fl XS <A

<= ) Sean x un punto arbitrario de X y {Ui} una base local numera

ieN
ble de x en el espacio X, donde seS es el Gnico indice tal que xexs.
Si A es un subconjuntoAabierto de X que contiene a x, entonces Af]Xs
es tanbién (por la definici6én de coproducto) una vecindad abierta de
X en XS, de donde, existiri un indice iey tal que Uf=3A{]XS y por --
tanto, {Ui}ieN es, considerada como una familia de subconjuntos de X,
una base local numerable de x en X. Se siguec entonces, que X es pri-
mero-nuierable.

{(b) => ) Sean s un indice cualquiera de S, A un subconjunto arbitra-
rio de Xs y xeA en Xs. Cano X es de Fréchet y la cerradura de A en X
coincide con 1a cerradura de A en Xs, existe una sucesifn de puntos
er A que converge a x en X. Dicha sucesibn, claramente converge a x
en xs, de donde, XS es de Fréchet para todo indice seS. :
<= ) Sean A un subconjunto arbitrario de X y xeA. Por la definicibn
de coproducto, existe wm (nico fndice seS tal que xexs. Como se tie-
ne que xeK!]Xs = KTTY;'y como X es de Fréchet, existirf una sucesién
{Xi‘icNC:A nx5 tal que xelim{xi}ieN. Es claro que {xi)ieN es una su
cesifn en A que converge a x en X; por lo tanto, X es de Fréchet.

(c) =>_) Si para algim fndice se$ XS no fuese secuencial, existirfa
un subconjunto A de Xs no cerrado tal que toda sucesifn de puntos en

A tiene puntos 1lfmite en A {(con la convergencia en Xs). Como en X no
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hay mis sucesiones de puntos en A que las ya consideradas, X no po--
dria ser un espacio secuencial. Por lo tanto, X4 es secuencial para
cada indice seS.
<=_) Sea C un subconjunto de X que no es cerrado en X. Entonces, pa-
ra algin indice se§, C ] X; no es cerrado en X;. Como todos 1os cspa
cios Xs's son secuenciales, existe una sucesidn {x,;}, < C ] XS tal

i'ieN

que lim{xi}iethC ﬂxs, de donde, lim{xi}iethC ain cuando(xi}iENCZCL

Por lo tanto, X es un espacio secuencial.

Aunque se ha visto que las contenciones de la clase de los espacios

primero-nunerables en la de los Fréchet, y la de ésta Gltima en la -
de los espacios secuenciales son propias, existen clases de espacios
topol6gicos en donde no hay distincién entre las tres clases de espa

cios estwliados en este trabajo; tal es el caso en:

14.- Proposicifn. Todo espacio secuencial linealmente ordenado (con
1z topologia inducida por el orden) es primero-numerable.
Demostracifn. Sea X un espacio secuencial linealmente ordenado, y --
sea x un pumto arbitrario de X. Si no existe un salto a la derecha .
de X, i.e. si para cualquier yeX con y>x se tiene un elemento z de X
tal que x<z<y; existe en (x,+) una sucesibn {bi}ieN tal que x = ~--
lfm{bi}iCN (se usa igualdad pues X es Hausdorff y de hecho, normo1),
Para la prueba, nétese que (x,+) no es cerrado pues («,x}] = X \[(x,+)
no es abierto pues, para cualesquiera a,beX con a<x<b, existe zeX --
tal que x<z<b, lo que implica que (a,b) §:(+,x) (i.e. ninguna vecin-
dad bdsica de x esti contenida en (+,x) ); si suponemos que para cual

< (x,+), x#1fm{b;}; . » como obvia-'

quier sucesibn convergente {bi}icu iliey
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mente 1im{b1)16N no es un elemento de («,x], se tendria que (x,») -
es un conjunto no cerrado en el cual toda sucesifn convergente tiene
su limite en {x,+), lo que contradice a la hip6tesis de que X es se-
cuencial.
Anilogamente, si no existen saltos a la izquierda de x, existird una
sucesidn {al}leN de elementos de (+,x} tal que x= lim{al}leN
Estaremos entonces en uno de 1los cuatro casos siguientes:
i) Si existen saltos a la derecha e izquierda de x, i.e. si existen
a,beX con a<x<b tales que para cualquier elemento z#x se tiene que -
z¢{a,x) y z¢€(x,b); entonces, claramente {(a,b}} es una base local nu
merable en x.
ii}) 8i x tiene un salto a la derecha pero no tiene saltos a la iz---
quierda, i.e. si existe beX con brx tal que para todo zeX z¢(x,b),
para todo aeX con a<x existe zeX con ze(a,x); existird entonces una
sucesidén {a.}. =(+,x)}, que podemos suponer creciente, tal que x =

i’iey
lim{a.}. _; entonces, la familia {(a ,b) ). de vecindades de x es -

i'iepn’ ieN
una base local numerable de x {pues si A,BeX con A<B son tales que -
(A,B) es vecindad de x, existirf, un indice NeN tal que A<an<x si n>N
y como claramente B>b, (an,b)CZ(A,B) si n>N ).
iii) Si x tiene un salto a la izquierda pero no tiene saltos a la de
recha, anflogamente al inciso anterior, existen wuna sucesibn {b, }1eN

decreciente contenida en (x,>) tal que x= 1ﬁn{x }. y un elemento -

ey’
aeX con a<x tal que para cualquier zeX, zé(a,x). Se tendri cntonces
que la familia de vecindades de x, {(a,bn)} es una base local numera
ble de x.

iv) Si x no tiene saltos a la derecha ni a la izquierda, existirfn -
sucesiones {a,}, =(+,x) creciente vy {b.}. e=(x,+) decreciente ta-

i'iepn i‘iepN

les que x = lim{ai)iew = lim(bx)leN Serd entonces la familia de in-
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n,bn)}nCN una base local numerable de x.

Como en cualquiera de los cuatro casos se encuentra una base local -

tervalos: {(a

nunerable para x, se tiene que X es un espacio primero-numerable.

El concepto de espacio secuencial define espacios topol6gicos en los
que cierto tipo de redes de cardinalidad )eo son suficientes para --
describir la topologia de dichos espacios, a saber, las sucesiones;
El concepto (que en este trabajo serd llamado) '"cerradura cardinal"
(en inglés: "tightness") de w espacio topolégico, es una funcién --
cardinal que nos dari una condicidn necesaria para que un espacio to

poldgico sea secuencial. Se definird de la siguiente manera:

15.- Definicién. (a) La cerradura cardinal de wm punto x en un espa-

cio topolbgico X es el valor de la funcibn cardinallque asigna a x -
el menor nfmero cardinal mz]eo con la propiedad que si xel, existe -
un subconjunto Coc=C tal que Card(Ce)<m ¥y xeC,. Este n(mero cardinal
se denotari por t(x,X).

(b} La cerradura cardinal de un espacio topolfgico X se define como

el valor de la funcién cardinal que asigna a X el supremo de todos -

los nifmeros 7t (x,X) con xeX. Dicho nimero cardinal se denotard por :

1(X). R

La condicién necesaria que se mencion6é estd dada en la siguiente:

16.- Propesicifn. Si X es secuencial entonces t1(X) = ,*u.
Nota: Para la demostracifn se usard la caracterizaci6n t(X) = inf --

{mz]te] Para cualquier =X no cerrado existe Co<=C con Card{C,) < m



tal que C; \C # #} .
Demostracibn. Si t(X) > on, existe C=X no cerrado tal que para cual
quier Co=C con Card(Ce) < R o, Coc==C y, en particular, para cual----
quier sucesién {xi}ieN en C, 1im[xi)ieNC:TfTT§;TTTTT'C=C, de donde, -
X no es secuencial.

La condicién, sin embargo, no es suficiente, como se puede ver en el
siguiente:

17.- Ejemplo. Si X es el espacio del ejemplo en 8, el espacio Y = -
XN{1,1/2,1/3,...} es tal que t(Y) = )% o, Pero Y no es secuencial.
Demostracién. Como Card(Y) = R ,, para cualquier xeY y para cualquier
CeY tal que xeT, se tiene que Card(C) <Ro como xeC, t(x,X) = R,
de donde, 1(Y) = Ro. El hecho de que Y no es secuencial ya se habia

demostrado en la proposicidén en 11,

.
En lo que sigue de esta seccibn, se trabajari con espacios que tie--
nen definido un operador limite, y con un operador que asocia a cada
conjunto en un espacio topolégico los puntos 1imite de sucesiones for
madas con puntos de él. Como se verd, los espacios en donde se mane-
jaran dichos conceptos tienen relacidn estrecha con los espacios de

Fréchet T;, y con los espacios secuenciales T,. Comencemos con la si

guiente:

18.- Definicifn. (a) Un espacio L* es una pareja (X,)), donde X es -

un conjunto y A es una funcitn (llamada el bperador limite) que asig
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na a algunas sucesiones de puwntos de X un elemento de X (llamado el
limite bajo A de la sucesidn), de tal forma que se satisfacen las si

guientes condiciones (se dirid que {xi}ieNconverge a x bajo A si ~---

A({xi}ieN) =x )

(L1) Si x; = x para i=1,2,3,..., entonces A({xi}ieN) = X,

(L2) Ssi A({xi}ieN) = x, entonces A({xki ieN) = x para toda sub-

sucesibn {xki}ieN de {xi}ieN' ‘
(L3) Si una sucesibn {xi}ieNno converge bajo X a x, contiene en
tonces a una subsucesién {Xk.}ieN tal que ninguna subsucesién -
i
de (xki}iEN converge 4 x bajo A.
(b) En un espacio L* definimos el operador cerradura secuencial (de-

notado por " " "), estableciendo: xeA si y s6lo si A contiene una su

cesibn que converge bajo A a x.

Para que el operador = defina una topologia en un espacio L*, se ne-

secita una condicidén adicional:

19.- Lema y Definicién. En un espacio L*, (X,A) se tiene:

(a) El operador ~ satisface las condiciones (C01) a (CO3) definidas

en 0.5.

{b) E1 operador "~ satisface la condicidn (CO04) si y s6lo si en (X,A)

se satisface la condicibn:

. . . i
(L4) Si A({xi}ieu) X para una sucesidn {xi}ien’ y A({xj]jeN)

. i Ny .
= x; para cada sucesibn {xj}jeN con ief{1,2,3,...}; entonces exis

ten sucesiones de enteros positivos {ij,i2,...1 y {f1,d2s¢e¢} ==

1
k -
tales que A({xjk}kEN) = X.

En cuyo caso, el operador ~ define una topologia en (X,}), al cual se

le llamard un espacio S*, y a la topologfia inducida por ) se le llama



- 33 -

rd la topologfia Fréchet inducida por el operador limite

Demostracién. (a) Si A = @, no existen sucesiones en A, de donde, -

A =@, es decir @ = @ y por tanto, se cuaple (C01). Sea Bc=X un sub-

conjunto arbitrario; por (L1), 1la sucesibn {xl)1eN tal que X = x -

para ie{1,2,...} es tal que {x.}, =By rA{{x.}, ) = x de donde, -

i'ienN i‘ieN
se cunple (C02). Sean C,D=X subconjuntos arbitrarios; si xeClUD, e

xiste una sucesibén en C o en D que converge bajo A a x; como esta su

—~— ~ ~
cesién tiene puntos en CYD, xe cUD, de donde ¢UDe=clUb. $i xeclD,
existe una sucesidn {x.}iEN en C|J D tal que x({x, }1€N) = x; se tendrd
entonces que {1ele eC} {1ele eD} es conjunto infinito que indu-

ce a una subsucesidén en C 6 en D que, por (L2) converge a x; de donde
. ~ ~ P~ ~ ~
xeC 6 xeD ; se sigue que CUD=CUD y por lo tanto, se satisface ---

(€03).
(b) => ) Sea {x1)1eN una sucesién tal que A({xl}leN) = i y {XJ]JeN -
tal que A ({x; 1y, ) = x, para ie{1,2,..}, entonces x e (A), donde A =

jlieN 1 .
{zeXlznxj para i,jeN}, por (CO4), x e A de donde, existen sucesiones

de enteros positivos {iy,i»,...} y {ji1,jz,...} tales que x=A({x;k}keN)
x k "2
<= ) Sea A=X arbitrario y xe(A). Ixiste entonces una sucesidn en A,

{x.}. tal que A({x.}. .) = x. Para cada iej existe una sucesibdn en

i 1cN i 1eN

j jEN tal que A({XJ}JCN) = X4 Por (L4), existen sucesiones de -

enteros positivos {i1,i2,...1 ¥y {Jl,Jz,. .ltales que A({x }keN) = X,

A,

de donde, xeA y por tanto, (A)CZA, como se cuaple (CO2), se sigue que

~

A = A

La topologfa definida anteriormente posee la siguiente propiedad de -

separacifn:
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0.- Proposicibn. Cada espacioc S* (X,A) con 1la topologfia Fréchet in-
ducida por ei operador )} es un espacio T;.
Demostracidén. Sea xeX, entonces {x} = {yeX|existe una sucesifn con-

tenida en {x}, {xi}ieNtal que A({xl}leN) = y}; como la (nica suce--~

sidén contenida en {x} es la constante e igual a x, y A le asocia un
fmico punto de X, que es el punto x, {x} = {x}. Por lo tanto, X es -

un espacio T;.

La raz6n de llamar a la funcidén X del espacio (X, ) el operador 1imi

te se justifica en la siguiente:

21.- Proposicibn. Sea (X,)) un espacio S* con la topologia Fréchet -

inducida por el operador limite 1, y {xl}leN una sucesidén en (X,1);

entonces x = 11m{x.1}i N91 y sélo si A({xl)leN) = x (i.e. la conver--

gencia "a priori" es equivalente a la convergencia "a posteriori").

Demostracién. => } Si x # A({x.},_ ), entonces por (L3), existe una

i‘iepN

subsucesidn {x de {x.1}. tal que ninguna subsucesibn de{x, }keN

lk}k en iieN
converge bajo A a x, de donde, x ¢ A donde A = Iken) se sigue

entonces que x ¢ lim(x,}. (pues x = 1im{x,}. 1mp11ca Gue xeA)

i‘ien i'iey

<= ) Supongase que x = A((xl}leN); entonces, por (L2), para toda sub

sucesidn {xi )keNde (x1}1EN A({xik}keN) = x. Supongase ademfs, que

x ¥ 1in{x1}leN.entonces, dados un indice Nenyy una vecindad U de x, -

existiri una sucesibn creciente de indices {ik}PeNC:N con i, >N para

todo keN tal que Xy ¢ U, se sigue que {x, es una subsucesifn de

k}keN
(xi}ieN tal que x ¢ A donde A = klkeN}, pero A({x )keN

~

) = x im-
plica que x € A, lo que es absurdo. Por lo anterior, x = 1in{x1}1cN

e
)
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De forma natural, se puede pensar en generalizar el concepto de espa
cio secuenciat a los 2zapsocius L%, aungue como sc verd, el concepto -

no aportard nad: nu2wo.

22.- Proposiciébn. (a) En un espacio L(* (X,2), s¢ puede generar una -
tcpologia tomando como la familia F de subconjuntos cerrados a todos
los subconjuntos que contienen junte con cualquier suces ién conver--

gente bayo ¢l operador », a su punte limite; esta topologia serd lla

(b) Todo espacio L%, [X,)} con la topologian secuencial inducida por
el operador limite A es un espacio Ty.

{(¢) En un espacio L*, (X,x) las topologias Fréchet y secuencial indu
cidas por el operador limite 1 coinciden.

(d) Dada wna sucesidn {xj_.1 de puntos en un espacio L* (X,A), con

en
la topologia secuencial inducida por ¢l operador limite 1, x=1im{xi}
) ) ieN
siy s6lo si A({x.}.,_ ) = x (i.e. si la convergencia "a posteriori"

i'ieN

coincide con la convergencia "a priori").

Demostracién. (a) Por el teorema er 0.7, bastard probar que F satis-
face (€1) a (C3). Es clavo que @ v X son cerrados, y se cumple (Cl1).
Sean A y B elementos cuslesquicra de F, y {xi}ieN ung sucesidén en --
AU B convergente bajo » al punto x; se tendrd que {ieleieA} 6 {iep]|

xieB} es un conjunto infinito y por tanto, se tiene una subsucesifn

(xik}keN con elementos en A o en b tal que X(\xik}keN) = x (por (L2))

y como, A y B son elementos de F, xeA 6 xeBR de donde, xeAlJB y por -

tanto, &y e F y se cumple (C2). Si AcF y si ix;}, & il A es una
LLIEN  pen

A nara cada Ae A, xeA

sucesidén convergente bajo ) a4 X, como {xi’ieﬁ: 1

para toda A €A, de donde, xe [l A, v se satisface (C3).
Aed
{(b) Dado xeX, como la imica sucesidn {Xi}ieNcontcnida en {x} es la -



- 36 -
constante e igual a x, y por (L1) converge bajo x a x, {x}eF , es de
cir, {x} es cerrado. De lo anterior, X es un espacio T;.

(c) Sean CS y CF las familias de subconjuntos cerrados en las topolo
gias secuencial y Fréchet inducidas por el operador limite A respec-
tivamente. Bastard probar que Cg = Cp-

iviey

Sean Ae Cp vy {x,}. una sucesién en A convergente bajo A al punto x

se tiene entonces, que xeA y como Ae CF’ xeA, de donde, A e C. y por

wn

tanto, CFC: Cg. Sean Ae CS y xeA; existe entonces una sucesidén ---

{xi}ieN
de, Ac=A y por tanto, Ae CF' Se deduce que CS C:CF’ lo que concluye

convergente bajo 3 a x. Como Ae CS’ se tiene que xeA, de don

la demostracidn.

(d) Es inmediato de (c) y de la proposicidn en 21,

La justificaci6n de los nombres dados a las topologias recién defini
das en wn espacio [*, y la caracterizacidn de las mismas en términos
de las topologias de Fréchet y secuenciales estudiadas en este traba

jo se resume en el siguiente:

23.- Teorema. En un espacio topolégico X, un operador limite A tal

que (X,1) es wn espacio S* (un espacio L*) es tal que la topologia -
Fréchet (secuencial) inducida por el operador limite A coincide con

la topologia original, y puede ser definido si y s6lo si X es un es-
pacio de Fréchet (secuencial) en el que cada sucesidn tiene a lo més
un punto limite.

Demostracidén. Si X es un espacio $* con la topologia Fréchet induci-
cida por el operador limite A, si A es un subconjunto arbitrario de

~

X y xeR, como A = A, existe una sucesibn {xi) tal que A((xi}. )

ieN 1eN
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= x (la sucesifn, con elementos en A); por la proposicién en 21, se

tiene que x = lim{xi} de donde, X es un espacio de Fréchet. De -

iepn’
la proposicién en 21 y de la definicion del operador limite A, se si
gue que toda sucesidn tiene a lo mds un punto limite.

Si X es un espacio de Fréchet en el que toda sucesidén tiene a lo més
un punto limite, tomando A como el operador que a cada sucesidn con-
vergente le asocia su punto limite (aqui, al hablar de convergencia
se entiende la dada por la topologia de X}, trivialmente se cumplen
las condiciones (L1) y (L2). Sea {x.}. una sucesién tal que x #

i'ieN
1im{x.} si {x;}. tiene algln punto de acumulacidn p, conten--

i‘ieN’ i‘iepn

dri a una subsucesidn {xik}keN que converge a p y por tanto, ninguna
subsucesidn de {xik}keN converge a x (pues todas convergen a p). Si
{xi}icN no tiene puntos de acumulacidn, ninguna subsucesifn converge
y, por tanto, se satisface (L3).

De 1a forma de definir A y del hecho que X es secuencial, se sigue
la condicién (L4), pues los operadores cerradura coinciden y por tan

to, las topologfas coinciden.



ESPACIOS COCIENTE

El estudio de las propiedades de los espacios primero-numerables, de
Fréchet y secuenciales, concernientes a espacios cociente, nos serf
de gran utilidad para comprender y describir la estructura de los es

pacios estudiados en este trabajo. Comencemos con la siguiente:

24.- Definicidn. (a) Sea X un espacio topoldgico y E una relaci6n de
equivalencia en X; si X/E denota el conjunto de clases de equivalen-
cia, si q: X+X/E es la funcidén que asigra a x e¢ X, la clase de e--
quivalencia {x] e X/E y si 1 denota la topologia en X/E mfs fina que
hace continua a la funcién gq; al espacio topolégico X/E con la topo-

logia t se le llamar8 espacio_cociente, a la topologia 1 topologfia -

cociente, vy a q la funcidn natural.
(b) Sea f una funcién de un espacio topoldgico X sobre un cspacio to

polbgico Y; se dird que f es una funcidn cociente si y sélo si, el -

conjunto f '(F) es cerrado en X si y sélo si F es cerrado en Y.
{c) Una funcidén continua £ : X - Y, de X sobre Y serd llamada heredi

tariamente cociente (o pseudoabierta) si para cualquier subconjunto

B de Y, la restriccibn fh : £ 1(B) » B es una funcién cociente.

Para los fines de este trabajo, seri de utilidad la siguiente carac-

terizacibén de las funciones hereditariamente cociente:

25.- Una funcibn continua y suprayectiva f : X + Y es hereditaria--
mente cociente si y s6lo si para cualquier subconjunto F de Y se tie
ne que f(f '(F)) es cerrado en Y.

Demostracién., <= ) Sea B un subconjunto arbitrario de Y. Como f es -
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continua, fp : £ 1(B) * B es continua.
Ya que fB(f"(B)) = f(f'(B)) = B, pues f e¢s suprayectiva, se tiene
que fB es suprayectiva.
Si F es un subconjunto arbitrario de B tal que fB-‘(F) es cerrado en
£1(B), entonces £, 1(F) = £1(F) = £ 1(F) (|f '(B), de donde, F =
£5(f5 1 (D) = £(£ (M) = (€ (H) £ (B) = £(£(MINB (la con-
tencibén de izquierda a derecha es obvia, y de derecha a izquierda --
sc siguc de que si yef(f ' (F)) [} B, existe xef I (F) tal que y=f(x)eB
y por tanto, xef '(B) ); de donde, como por hipdtesis f(m) es -
cerrado en Y, F = f(ﬁ;;) f1B es cerrado en B.
Se sigue de lo anterior que fB es (hereditariamente)cociente para to-
do subconjunto B de Y.

=> ) Sea f : X »Y wna funcibn hereditariamente cociente. Supongamos

que existe un subconjunto B de Y tal que f(f '(B)) no es cerrado en

Y. Se tendri entonces que B \f(f '(B)) # @ (pues, ya que f es conti
nua, f(f 1(B)) = £(£ *(B)) = B y como, B £(f 1(B)), si £(f 1(B))

fuese cerrado, se éendria que f(£'(B)) = B ). Yaque £ ( \ --
F£@)) = [£YBNFCEB))U £ (B)J\ f'(B) que coincide con
fIABNE(E 1 (B))IUB) \ £1(B), se tendré que £ *(B\£(£f }(B))) es

abierto en f '([B\£(f *(B))]B) y como f es hereditariamente co--

ciente, B\ f(f '{B)) es abierto en [B \ f(f '(B))] U B. Existe enton-

ces un subconjunto A de Y abierto tal que B \f(f !'(B)) es igual a -
ANCBNF(E£(B))] B}, de donde, Af}B = ¢ y se sigue que, para cual

quicr yeB\ £(f'(B)), A es una vecindad de y ajena a B y por lo tan

to, y¢B , 1o que es absurdo.

De lo anterior, f(f '(B)) es cerrado en Y para cualquier Bc=Y.
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N6tese que, como para cualquier subconjunto F de Y, F = f(f'l(F))fr

££(F)) <= (£ (F)) = F (pues f es continua), si f(f ' (F)) fuese -
cerrado, como conticne a F, contendria a F. De modo que, la proposi-

cién en 25 puede escribirse como: Una funcién continua y sunrayecti-

va f: XY es hereditariamente cociente si y sblo si f(fgl(F)) =
para cualquier subconjunto F de Y.

Al formar funciones cociente, en algunos casos se puede saber si son
hereditariamente cociente, de acuerdo a la topologia del codominio;

tal es el caso mencionado en la siguiente:

26.- Proposicifn. Sea £ : X * Y una funcidén cociente sobre un espa--
cio de Fréchet Y en el cual toda sucesifn tiene a lo mis un punto 1%
mite (en particular, sobre un espacio Tz de Fréchet), entonces, f es
hereditariamente cociente.

Demostraci6n. Sean B un subconjunto arbitrario de Y, y un punto y c¢cn

l(B)) = B; como Y es de Fréchet, existe una sucesidn {y, )leNCtB

tal que ye lim{yi)ieN. Como el limite es Unico, y = lim{y, }1eN

Supongamos que £ *(y)fl £ '(B) = @, entonces, para cualquier xef '(y)

existe U  vecindad abierta de x tal que Ux[]f-‘(B) = ¢ y como f"(yi)

estd contenido en f !(B) para todo fndice ieN, le]f"(yi) a § para

todo ieN, de donde, U ﬂ( U £1! (y.)) =dyx+d | f"‘(yi) para cual-

- N ieN
quier xef !(y); pero U f y ) = £ Y {y 1) no es cerrado (pues -
ien ie
de serlo, | {y } 1o serfa y entonces y ¢ lim{y }. ien’ lo que c¢s ah--

ieN ———
surdo), entonces, existe zeX\ f '(y) tal que ze U f"(yi). Si V es
e

wmna vecindad de f(z) abierta, como f es continua, f '(V) es wcindad
abierta de z; se sigue entonces que existirin wn indice ieN y wm pun
to xeX tales que x e f"(V)[}f"(yl); de donde, y;e V y por tanto, -

f(z) e [ {y i Como Y es de Fréchet, existe wna sucesién {y_ ], -
ieN oy ieN
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en {y.}. que converge a f(z) (por nrop. 9) de la cual, se puede -

i'iey
extraer una subsucesibn {yY }ieN de {yi}ieN;

i

se tendri entonces que

f(z) = 1im{y , Y como {yY'}- es subsucesidn de {y.) tam--

1
'yi‘ieN i 1eN i'ieyn’
bién y = 1im{yY } pero se tenia que y # f(z). Lo anterior es una
i
contradiccidn al hecho de que toda sucesién tiene a lo mds un punto

ien’

limite; por lo tanto, y e f(f !(B)) y entonces, f(f '(B)) es cerrado
en Y. Se sigue de la proposicidn en 25, que f es una funcidn heredi-

tariamente cociente.

Las imigenes de espacios secuenciales (Fréchet) bajo funciones co---
ciente (hereditariamente cociente) son espacios secuenciales (Fré --

chet); tal es la tesis de la siguiente:

27.- Proposicidn. Sea f : X +Y una funcibn cociente.

(a) Si X es secuencial, Y también lo es.

(b) Si X es de Fréchet y f es hereditariamente cociente, Y es también
un espacio de Fréchet.

Demostracién., (a) Sea F un subconjunto de Y tal que, junto con cual-
quier sucesibn contiene a todos sus puntos limite. Sean {xi}ieN una
sucesidén en f ! (F), x un punto limite de {xi}ien' y V una vecindad a
bierta de f(x). Como f es continua, f ! (V) es una vecindad abierta -
de x, dc donde, existe un indice Ney tal que si n>N, X, € vy, --
que implica que f(xi) e V(I F, y por tanto, {f(xi)}ieN es una suce---
si6n en F que tiene como punto limite a f{x), como por hipbtesis, --
f(x) ¢ F, xef '(F). Como X es secuencial, f !(F) es cerrado en X, y

por la definicibén de funcién cociente, F es cerrado en Y. Por lo tan

to, Y es un espacio secuencial.
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(b) Sean A un subconjunto arbitrario de Yy ‘y' un elemento de A, Cg

mo f es hereditariamente cociente, por la proposicidn en 25, se tie-

ne que f(f '(A)) = A, existe entonces un elemento x ¢ £ '(A) tal que

y = f(x); como X es de Fréchet, existe una sucesidn {xi}ic de elemen

N

tos de £ '(A) tal que x e lim{xi}ieN; como f es continua, por la pro

posicién en 3, y e lim{f(xi)}ien y como para todo indice iepN, f(xi)

es un elemento de A, Y es un espacio de Fréchet.

Sin embargo, la propiedad enwciada en el inciso (b) de la proposi--
cifn anterior no tiene wn andlogo para espacios primero-numerables,

como se verifica en el siguiente:

28.- Ejemplo de una funcibn hereditariamente cociente de un espacio
primero-numerable en un espacio de Fréchet que no es primero-numera
ble:

Sea f : X » Y la funcién del ejemplo en 7. Claramente f es suprayec
tiva y, por la definicién de la topologia en Y, f es una funcién co
ciente (de hecho, f es la funcién natural, si la relacibén de equiva
lencia es la que identifica a cada punto de X\ N con el mismo, y a

N con. el punto y,). Sea F un subconjunto de Y tal que yo¢ F, se tie

ne entonces que ¥ = f !'(F), de donde, f(}_’(F)) = f(F) = F. Tomemos
ahora un subconjunto B de Y que contenga a yo; cntonces, f *{B) =

(B\ [ya ) Un, de donde, £(£1(B)) = fBTRNTT) = ((FNTRD U )
= f(BURN) = £B) Uiyl = (BAN)U {yst que es cerrado en Y, pues ---
£YOBNN) U {ve}) = BUN que es cerrado en X. Por la proposicidn en

25, f es hereditariamente cociente, y como se probéd en 7, Y es un -

espaclo de Fréchet que no es primero-numerable. t
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La propiedad enunciada en 27 (a) no es vdlida si s6lo se pide que la
funcidn f sea continua, es necesario que sea cociente; pues, por e--
jemplo, si Y es un espacio no secuencial (e.g. Y = X/ 10,1,1/2,...}
con X el espacio en el ejemplo en 8), X es el espacio topoldgico for
mado por cl conjwnto Y con la topologia discreta, vy £ : X * Y la fun
ci6n identidad (i.e. f(x) = x para todo xeX), claramentc f es conti-
nua, pero atin cuando X es primero-numerable, la imagen no es un espa
cio secuencial,

Tampoco (la tesis en 27 b) la imagen de wn espacio de Fréchet bajo -
wmna funcibn cociente es necesariamente de Fréchet, a menos que la --
funcidn sea hereditariamente cociente; como se puede observar en el

siguiente:

29.- Ejemplo de wna funcifn cociente con dominio en un espacio prime
ro numerable, cuya imagen es un espacio secuencial pero no de Fré---
chet:

Sea X el conjunto de los nfmeros reales provisto de la topologia ge-
nerada por la topologia usual y todos los conjuntos de la forma ...
{0}Ju, donde U es un conjunto abierto en f que contiene a la suce--
sibn {1/n}ncN. De estc modo, la topologia de los reales ha sido alte
rada sblo en el cero, de tal forma que una sucesidn que converge a 0
es a partir de cierto fndice constante igual a cero, o una subsue--
sibn de (1/n}neN. Sea A = X/ ({1/n|n=1,2,3...} Y{0}); para cada ve--
cindad V del cero, V es una vecindad de cero en la topologia usual -
de los reales, o V = (0} U donde U es una vecindad usual abierta de
{1/n|n=1,2,3...} y, en cualquier caso, V{JA ¥ @ y por tanto, 0Oek, pe

ro como ninguna sucesién en A converge a 0, X no es de Fréchet.
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De finamos ahora un subconjunto de R?* Y, como Y = {(x,0)]0 # x e R} I)
{(,1)} U {(1/n,1)|neN}. Y es la suma topolBgica ajena del espacio -
{(6,1)Y U {(1/n,1)|ney} (homeomor fo al conjunto {0,1,1/2,1/3...} con
la topologia de subespacio de R) y de la recta de los rcales perfora
da; y, por la proposicidn en 13 (a), Y es un espacio primero-numera-
ble.
La primera proyeccién del espacio Y (como subespacio de R?) es, como
se puede comprobar facilmente, una funcidn cociente del espacio Y so
bre el espacio X y, por la proposicibn en 27 (a), X es un espacio se
cuencial pero como se probd, no es de Fréchet.
Se sigue también, de la proposicibén en 27 (b), que la proyeccibn es
un ejemplo de funcién cociente que no es hereditariamente cociente.

1.

La estructura cociente es fundamental para la descripcibn de los es-
pacios de Fréchet y de los espacios secuenciales, como se veri més -

delante; para ello se usari el siguiente:

30.- Lema. Sea X un espacio secuencial. Existe ium espacio primero-nu
merable Y tal que X es la imagen de Y bajo una funcibfn cociente,
Dagostracién. Sea Cx la familia de todas las sucesiones {xo,X1,...)}
de puntos de X tales que xoe'lim{xi)iem, donde M = n {} {0}. Para ca-
da ¢ = {xi)ieM e Cx, sea X_ = {c} x {0,1,1/2,...} donde {c} es ¢l es
pacio discreto de un s6lo punto y N = {0, 1,1/2,...} tiene la topolo
gfa de subespacio de R.(Claramente, X. ¥ N, todo punto de N/ {0} es
aislado, y las vecindades de 0 en N son los subconjuntos A de N ta--
les que existe un indice keN que cumple que, si n>k, t/n e A).

Sea fc : Xc + X la funcibn definida por las fémmulas:
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fc((C,O)) =X, Y fc((c,l/n)) = x, ney.

Sean Y = [ Xc y £= ¢ fC :' Y + X, Para demostrar el lema ser§
cecx cccx

suficiente probar que Y es un espacio primero-numerable y que f es -
una funcidn cociente. El hecho de que Y es primero numerable se si--
gue inmediatamente de la proposicidn en 13 (a) y de que cada XC es -
homeomor fo a N. Para probar que f es una funci6n cociente, bastari -
demostrar que f '(A) es abierto en Y si y s6lo si A es abierto en X.

}

Sean pues A un subconjunto abierto de X, y c = {x € CX' Prime

i‘ieM

T0, S1 XoeA, COMO Xo € lim{xi}ieM, existe un indice k e N tal que si
n>k, x € A, de donde, si mk, (c,1/n) e £ 1(A) y como X, ® N, £ 1(A)
es abierto en X_. Si xo ¢ A, (c,0) ¢ £1(A) y por tanto, f '(A) es
abierto en XC. En cualquier caso, f !(A) es abierto en XC para todo
C en Cx, por lo tanto, £71(A) e¢s abierto en Y, v f es por tanto con-
tinua.

Sea F un subconjunto no cerrado en X. Camo X es secuencial, existen
una sucesibn {xi}ieN de elementos de X y un punto x¢ ¢ X \ F tales -

que Xo € lim{xi} Si w es la sucesidn {Xxo,X1,X2,...}, W e CX y se

ey’
tendri que £ !(F) ] X, = X, \ {(%,0)} que no es cerrado en X_; por -
lo tanto, f !(F) no es cerrado en Y. De lo anterior se sigue que si

A es un subconjunto de X tal que f !(A) es abierto en Y, A es abier

to en X, 10 que termmina la demostracibn.

Como se mencion6, los espacios secuenciales guardan relacibn estre--
cha con los espacios primero-numerables y con las fumciones cociente,
de hecho, los primeros pueden caracterizarse por medio de los segun-

dos. Este importante resultado se encuentra planteado en ¢l siguien-

te:
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31.- Teorema. Sea X un espacio topoldgico. X es secuencial si y sélo
si X se puede expresar como la imagen de un espacio primero numera--
ble bajo wma funcibn cociente.
Demostracidén. La condicifn necesaria es consecuencia inmediata del -
lema en 30, y la condicifn suficiente se deriva de la proposicibn en

27 (a).

Como se menciond, el ser un espacio secuencial no es wa propiedad -
hereditaria; la siguiente proposicién establece un criterio para sa-
ber cuando un subespacio de un espacio secuencial es también un espa

cio secuencial:

32.- Proposicifn. Sean X un espacio secuencial y M un subespacio de
X. M es secuencial si y s6lo si la restriccibn ﬁﬂ = flgﬂl(u) (£ 1 (M)
+ M es cociente, donde f es la funcidn definida en el lema en 30.
Demostracidn. <=_) §i ﬁq es cociente, como todo subespacio de uno --
primero-nunerable también lo es (por la proposicién en 12.a), en par
ticular f !(M) es primero-numerable y, por la proposicién en 27 (a),
M es secuéncial.

=> )} Como claramente qw es suprayectiva y continua, falta comprobar
que si F es un subconjuto de M tal que fh"(F) es cerrado en £ (M),
F es cerrado en M.

Sea F un subconjunto no cerrado de M; como M e:s” secuencial, existen
una sucesidn {x;}. de puntos de F y un punto xo e M\ F tales que

i'iep

x: e lim{x.) Si w es la sucesi6bn {xp,X),X2,...}, W es un elemen-

i‘ieN’
to de Cy y se tiene que fh"(F) N M, = fY9E) ) M, = Mw\\ {(w,0)} -~

que no es cerrado en Mw = Xw y por tanto, no es cerrado cn { '(M)
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(pues X £ '(M) y se tiene que f '(F) es cerrado en f !(M) si y sélo
si £ 3(F) M X, es cerrado en X Il £' (M) para cualquier weCy, en par-

ticular, para cualquier weCy) .

La proposicién anterior nos ayuda también a saber cuando un espacio -
secuencial {o un subespacio del mismo) es un espacio de Fréchet, esto

es:

33.- Proposicidn. Sea X un espacio secuencial. X es de Fréchet si y -
s0lo si X es hereditariamente secuencial.

Demostracidon. => ) Es consecuencia de la proposici6én en 12 (a) pues,

el ser un espacio de Fréchet es una propiedad hereditaria.

<= ) Si X es hereditariamente secuencial y f es la funcién definida -
en el lema en 30, por la proposici6n en 32, para cualquier subconjun-
to M de X, fM : £ YM) ~Mes un mapeo cociente; es decir, £ : Y » X

es una funcidén hereditariamente cociente, y como Y e¢s primero-numera-

ble, por la proposicibn en 27 (b), X es un espacio de Fréchet.

De la proposicifn anterior, se tiene una forma de identificar espa---

cios secuenciales que no son de Fréchet:

‘4.- Corolario. Si X es un espacio secuencial que no es de Fréchet, -

ontonces algim subespacio de X no es un espacio secuencial.

Posteriormente, al analizar las relaciones concernientes a espacios -

compactos, se verfin otras caracteristicas de este tipo de espacios.



- 48 -
Finalmente, de los resultados anteriores, se deduce el muy importan-

te:

35.- Teorema. Los espacios de Fréchet pueden caracterizarse como las
im3genes de espacios primero-numerables bajo funciones hereditaria--
mente cociente.

Demostracién. Si el espacio X es la imagen de un espacio primero-nu-
merable bajo una funcidén hereditariamente cociente, por la proposi--
cién en 27 (b), X es un espacio de Fréchet.

S5i X es un espacio de Fréchet, la funcidén f : Y » X definida en el

lema en 30 es cociente y Y es primero numerable. Por la proposicidn

en 12 (a), cada subespacio M de Y es de Fréchet, y por la proposi---
cién en 32, fy = flﬁ”x(u) . £ 1(M) + M es cociente. Por lo tanto, f

es hereditariamente cociente. +



PRODUCTOS CARTESTIANOS

Dentro de las propiedades de los espacios estudiados en este trabajo
concernientes a productos cartesianos, destaca primeramente la si --

guiente:

56.- Proposicién. Sean {X_ } o una familia arbitraria de espacios to
polégicos y X = I XS el produwcto cartesiano de dichos espacios.

(a) 8i X es un eggicio primero-nunerable, entonces para cada seS§, XS
es también un espacio primero-nunerable.

(b) Si X es wn espacio de Fréchet, entonces para cada seS, XS es tam
bién un espacio de Fréchet.

{(c) Si X es un espacio secuencial, entonces para cada seS, Xs es tam
bién un espacio secuencial.

Demostracién. Para cada seS sea Pg ¢ X + X5 la proyeccidén natural --
(i.e. ps((xs)ses) = xs). Por la proposicib6n en 0.8, p, €s suprayecti
va, continua y abierta.

(a) Sean sy un elemento cualquiera de S, X un punto arbitrario de Xso
yw®= (xs)SCS un elemento de X tal que ps°(w) = xSo = x. Como X es -

primero-numerable, existe una base local numerable (wa)aeN de w en X.

Sea (Uu}ae la familia de subconjuntos de XSo tal que U = pso(wa) -

para cada :eN. Como Ps, S abierta, Ua es una vecindad abierta de x

para cada oey. Sea V una vecindad arbitraria de x en XSD; entonces,

como pso es continua, A = pso"(V) es una vecindad de w en X; y por

tanto, existiri un indice apepy tal que wuoC:A' y ya que Ps, ©5 su--
prayectiva, se tendri que Uuo = pso(wao)c:psp(A) = V, de donde, ---
{u 1} es una base local numerable de x en Xso

a’aeN
De lo anterior, xS es primero-numerable para cada se §.
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(b) Se demostrari que, para cualquier indice fijo sq en S, Ps, es --
una funcidn hereditariamente cociente,
Sean s¢ un indice fijo cualquiera de S, y F un subconjunto arbitra--
Tio de Xg - Se tendri que pSo—’(F) = 1A

seS
para todo indice s # s,. Por la nroposicidén en 0.9, se tendrd que --

donde A, = F, y A =X
S0 s

s’ S

—
Pg, () = 1B,

De donde se sigue que pSO(ps;‘(F)) = T y, por la proposicién en 25,

donde B_ = F,_y B, = X, para todo indice s # s,.

bg, €5 una funcidn hereditariamente cociente.

De lo anterior, usando la proposicidn en 27 (b}, XS es un espacio de
Fréchet para cada indice seS.

(¢) Como toda funcidn suprayectiva, continua y abierta es un cocien-
te (lo cual es muy sencillo de probar), para cada indice se§, P, ©s

una funcidn cociente y, por la proposicidn en 27 (a), XS es un espa-

cio secuencial para cada indice seS.

De forma natural, la siguiente pregunta a contestar, es chando o ba-
jo qué hipbtesis la proposieién anterior tiene una contraparte, es -
decir, bajo qué hip6tesis el producto cartesiano de espacios prime-
ro numerables, de Fréchet o secuenciales es de nuevo uno de estos es
pacios. De &sto nos ocuparemos en el resto de esta seccidn.

Primeramente, se tiene que el producto cartesiano finito o numerabie
de espacios primero-numerables es de nuevo un espacio primero<numera

ble. Esto es:

37.- Proposicifén. Si X y Y son espacios primero-numerables, X x Y es
también primero numerable.

Demostracitn,Sean {a,b) un elemento arbitrario de XxY, y A una vecin
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dad de (a,b) en X x Y. Como la familia {UxV|U es abierto en X y V es
abierto en Y} es una base de la topologfa de X x Y, existen una ve-
cindad abierta U de a en X y una vecindad abierta V de b en Y ta--
les que (a,b) e U x Vez A, Como X y Y son primero-nunerabhles, existen

Ba ¥ bb bases numerables de a y b en X y Y respectivamente, de don-
de, existen U' e Ba y V' e Bb tales que (a,b)e U' x VI U x Ve Ay
por 1o que W = {U' x V'|U' e ﬂa y V' e Bb} es wna base local de ---
(a,bj en X x Y y como W es numerable (pues Ba y ﬁb lo son), W es --
wna oase local nunerable de (a,b) en X x Y. Por lo tanto, X x Y es -

primero numerable.

38.- Corolario. Si X;,X;,...,Xn son espacios topolégicos primero-nu-
merables, entonces X;*X,x...xXn es primero numerable.

Demostracidn. Se sigue por induccidn directamente de 37 y del hecho
que (XIXXZX...xxk)XXk+] es homeomorfo a XIXX2X...XXkXXk+1 para todo

indice kep.

39.- Proposicifn. Sea {xi}ieN una familia de espacios topolfgicos --
primero-numerables, entonces, X = ‘H X, es primero-numerable.
Demostracidn. (Se supondrd que X #1§Npara todo indice iep, pues de -
otro modo, no se tendria nada gque probar).

Sea x = (xi)ieN un elemento arbitrario de X. Como Xi €s primero-numne
rable para todo indice ieN, existen 8,,B8;,8;,... bases locales nume-
rables de x;,x;,xs,... respectivamente que, por caomodidad, supondre-
1

nntdndnce s 1 o are ~nda 1 - j 9 j‘: j
mos anidadas; i.e. para cada iep, 8; {Ui}jeN es tal que Ui U.l

para cada jeN (esta suposicidn es vdlida y se puede comprobar facil-
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Codonil i
tal que Vi = U,xUzA,A.U.xx.+1xxi+2x... para

mente). Sea B= {V.} i*Xy

iie

cada iep; claramente, ge la definicién de 1la topologia de X, V.1 es -
uwa vecindad abierta de x en xi para cada Indice iey. Sea A wna ve--
cindad abierta arbitraria de x en X, entonces, A = T B, donde Bi es
vecindad abierta de x; en xi y tan solo un nimero figgto de los Bi's
son distintos de X;j. 51k = max{ienfBi#Xi}, existird un fndice i, 2k

tal que Ui°c: Bi para cada iep, de donde, V.10 < A (pues Ui° C:Bi pa-
ra todo Indice i<k, y Bi = Xi si i>k), y por tanto, 8 es una base lo

cal numerable de x en X. Por lo tanto, X es primero nwumerable.

Sin embargo, el producto cartesiano mis que numerable de espacios to
pol6gicos primero-numerables no es necesariamente primero-numerable,

como se muestra en el siguiente:

40.- Ejemplo de producto cartesiano mids que numerable de espacios --

primero numerables que no es primero numerabie.

Sean X = {0,1} con la topologfa discreta, y Y = R Xi tal que xi = X

para cada indice i en un conjunto C tal que Card}gg = )@,, donde § ,

es el menor nfmero cardinal mayor que A o (el cual existe pues la --

c¢lase de los nlmeros cardinales estd bien ordenada).

Sea {Ua}aeNuna familia arbitraria nunerable de vecindades de yy = -
(xi)ieC tal que x; = 0 para cada ieC. Por la definicibn de la topolo
fa de Y, para cada ogep existe un subconjunto Iu finito de C tal -

tve Ug = T A 4onde A, = (0} si dely, y Ay = X; si ie €\ . Sea

ieC'i
J= U1 =C; como Card(J) = A < A, = card(C), entonces C \ J¥@,
ne
de donde, si iy e CNJ, V= 1 Ai donde Ai = Xi si i # do, ¥y Ai:{O}

ieC

es tal que UGQE V para todo aejN pues claramente, z = (xi) tal --

ieC
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que x, = 0 si 1eIa Yy x5 = 1 si Ldla es un eclemento de Ua / V para ca
da oey. De donde, {Ua}acN no es base local de y,, se sigue entonces
que no existe base local numerable en y,, y por lo tanto, Y no es un

espacio primero-numerable.

Pese a suceder en algunos casos para cspacios primero numerables, la
propiedad de ser de Fr&chet o secuencial no se conserva en general -
bajo productos cartesianos, como se puede ver en los siguientes ejem

plos:

41.- Ejemplo de un espacio de Fréchet X tal que X x X no es un espa-
cio secuencial.

Sea Y’ el espacio topoligico considerado en el ejemplo en 10. Como -
se mostrd, Y' es un espacio de Fréchet no Hausdorff en el cual toda

sucesidn tienc a lo mis un punto limite. Sean D = {(y,y)eY' x Y' | -
yeY'} {1a diagonal) y {(yi,yi)}. una sucesién arbitraria en D. Su-

ie

pongatos que (y',y") e Y' x Y! esNun puito limite de {(yi’yi)}ieN'
Sean U', U" vecindades arbitrarias de y', y" en Y' respectivamente;

entonces, U' x U" es una vecindad de (y',y") en Y' x Y' y coma, ---
(y',y") e lim{(yi.yi)}iCN, existe un fndice Nepy tal que si m>N , --
(yy+Yy) € U' x U", de donde y_ e U l u" y por tanto, {y',y"} = ---
lim{yi)icNen Y'. Como en Y'! toda sucesifn tiene a lo mfs un limite,

y' = y" es decir, toda sucesidn convergente en D tiene a su punto -
lfmite en D; pero como Y' no es Hausdorff, por la proposicién en --
0.10, D no es cerrado. Por lo tanto, Y' x Y' no es un espacio secuen

cial.
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El ejemplo en 41 muestra en particular que si X es wn espacio secuen
cial, no necesariamente X » X es secuencial.
La propiedad de ser de Fréchet no se cumple necesariamente en um pro
ducto cartesiano, ni atn cuando algwos (no todos) de ellos son pri-

mero-nunerables, como se puede apreciar en el siguiente:

42.- Ljemplo de w producto cartesiano X x Y que no es un espacio de

Fréchet, donde X es primero numerable y Y es de Fréchet.

Sean X = I = {xe |0<x<1}

con la topologfa inducida

por § y Y el espacio topo
16gico del ejemplo en 7.

P1o . i
D1y Sea (pi}ieNla sucesibn en

X x Y determinada por: pi

=py=p,=(1,3/2), y para --

pe
% i >4, sc define p; = -

(1/(i - w(w+1)/2) , i -
w{w+1)}/2 + 1/w) , donde w

Pehy, es el Gnico natural tal -

que:

Pi=peapy=paf WH1)/2 < 12 (W) (we2)/2
P} Sea W una vecindad de ---

—
=
~

(0,v0), se tendrd que, exis
ten un real positivo <1y

un conjunto U abierto en {

Ve Al s tales aque yczU y ademfs, --

(0,yei & [0,e) x [tU N N) U {ye}]= W; existirdn entonces My, Mo = N,
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con Mz > M; tales que 1/(M +1) < € y M +1+1/k e U para todo k > Mz,
de donde, Q = (1/(M +1) , M +1+1/k) e W si k > M ; y como para cada
k > Mz, Q'€ (pi}ien' se tiene que (0,ys) és un punto en la cerradu-
ra de A = {p;,p2,...}, considerado como subconjunto de X x Y (i.e.,
la imagen de la sucesién).

Supongamos que existe una sucesidn {(xi,yi)}ieN de puntos de A tal -

que (0,yq) e 1im{(xi,yi)}ieN, se tendria entonces que Yy, € lim{yi}

ieN
y que 0 e 1im{xi}ieN. Como se puntualizf en 7, existiris entonces un
elemento k eN tal que k e 1im{yi}iEN(donde el i7mite se puede consi-

derar en la topologia de R). De donde, si Sef tal que 0 < 6 < 1, e--
xistiria un indice M; en Ny tal que si n>M;, Yp € (k-6,k+8), y como -
(xn,yn) e A, se tendria que X, = 1/k si n>Ma, lo que implica que el

cero no es punto limite de {xi}ien’ pero entonces, (0,yo,) no seria -
punto limite de {(Xi’yi)}ien’ lo que es una contradiccidn,

Se tiene entonces, que (0,y,) e A, pero ninguna sucesién en A conver

ge a {0,yo) y por tanto, X x Y no es un espacio de Fréchet.

El ejemplo en 4! muestra que el producto cartesiano no necesariamen-
te conserva la estructura secuencial, alm cuando los espacios facto-
res son de Fréchet; por la proposicidn en 37, el corolario en 38 y -
la proposicifn en 39, se sabe que dicha estructura (incluso la de es
pacio primero-nunerable) si se preserva si los espacios factores son
primero-numerables, y el producto cartesiano es a lo m4s numerable.

La hipbtesis de que los espacios factores sean primero-numerables es
necesaria, como se muestra en el siguiente ejemplo, donde los espa--
cios factores tienen muchas propiedades deseables pero el producto -

cartesiano no es un espacio secuencial.
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43.- Ejemplo del producto cartesiano de un espacio normal segundo nu
merable con wn espacio normal de Fréchet,que no es un espacio secuen
cial.
Sea X = R\{1/2,1/3,...} con la topologia de subespacio de R; X es -
claramente un espacio normal segundo numerable. Sea Y el espacioc en
el ejemplo en ;, que como se prob6, es de Fréchet pero no primero-nu
merable, y como se puede probar facilmente, es normal (basta obser--
var que los abiertos en Y que no contienen a y, son abiertos también
en Y\{yo}= R\ N con la topologfia de subespacio de §, que resulta un
espacio normal; de ahi que, dados dos subconjuntos cerrados ajenos,
resulte sencillo encontrar dos subconjuntos abiertos ajenos que los
contengan).
Para cada (1,j) e {2,3,4,...}x{2,3,4,...}, sea Fij = {x:X:Ii/j-xI <
1/i} xw{j - l/i}:z X x Y., Para je(2,3,4,...) sea Fj = ingij, y sea
F= J F.. = || F,. De la definicidn, claramente (0,y,) ¢ F, pero

i,j=2 1 =2 )

(0,y9) e F , pues si A es una vecindad abierta de 0 en X y B lo es -
de yo en Y, A x B serd vecindad abierta de (0,y,) en X x Y; entonces
para cada je{2,3,4,...} existe un indice NjeN tal que (j-1/Njij41/Nj)
= B y existe tambifn un indice Ney tal que (-1/N,1/N)\{1/i]iepylc=A,
se tendri entonces que si i,jeN son tales que 1/i + 1/j < mInh/Nj ,
1/N} , para cada xeX que cupla con |1/j - x| < 1/i, claramente ----
(x,j - 1/1) ¢ A x B, y por tanto, Pijcz A x B, de donde, (0,ye)} e F.
Sea ((xi,yi}}iEN una sucesidn en F que converge a un punto (x,y) en
T x Y; el limite serd Gnico pues como el producto de espacios T, es
también un T, X x Y-es en particular, de Hausdorff. Si {(xi,yi)}ieN
}
geria, pues tenderfa a +e~ y por tanto, ((xi,yi)}. tampoco converge-

ieN
ria, lo que por hipStesis sucede, por tanto, existe un indice jo e

NF,_ fuese finito para todo indice je(2,3,4,...}, {v; jegn0 conver-
J
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{2,3,4,...} tal que {(xi’yi)}icn N Fjo es infinito, y se tendri ade-
méds, que a partir de alg(n natural, Fjo contiene a todos los témmi--
nos de la sucesibn, pues de otro modo, la subsucesibn de términos ex
ternos a Fjo convergeria a un punto externo de Fjo y la subsucesibn
en Fjo a un puqto de rjo’ lo que no sucede pues {(xi'yi)}ieN conver-
ge. Se tiene también que el conjunto de indices W = {ie{2,3,4,...} I
{(Xi’yi)}ieN n Fijo # B} es acotado, pues de otra forma, se tendria
una subsucesibn de {(xi,yi)}ieN convergente a un punto de el conjun-
to {1/2,1/3,...} x{yo} en § x Y, que no es un elemento de X x Y, ---
i.e. una subsucesién divergente. De modo que, a partir de algtn indi

ce, todos los términos de la sucesidn estarin en Fio para algln in

jo

dice i e W como F. . es cerrado, (x e F. . «<F,
. » Y i0jo » (x,y) iojo

Se tiene entonces que F no es cerrado, pero toda sucesidn convergen-

te con puntos en F converge a wn punto de F. Por lo tanto, X x Y no

es un espacio secuencial,

Como se ha visto en los ejemplos anteriores, para que el producto --
cartesiano de espacios secuenciales o de Fréchet,(no todos primero--
numerables) sea de nuevo un espacio secuencial o de Fréchet, se nece
sitan hip6tesis adicionales. En el capitulo siguiente, se darfn algu
nas condiciones suficientes para que los productos cartesianos men--

cionados anteriormente resulten espacios secuenciales o de Fréchet.



COMPACIDAD

Para empezar a establecer resultados sobre espacios primero-nwnera--
bles, de Fréchet y secuvenciales, concernientes a propiedades de com-
pacidad, nos serd Util recordar la siguiente:

44.- Definicidén. Sea X un espacio topoldgico.

{a) X es compacto si toda cubierta abierta de X posee una subcubier-
ta finita.

(b) X es localmente compacto si para cada xeX existe una vecindad U

del punto x tal que U es un subconjunto compacto de X.
(c) X es un k-espacio si para todo subconjunto A de X, A es cerrado

si A ] Z es cerrado en Z para todo subconjunto compacto Z de X,
Comenzaremos nuestro anilisis con el siguiente resultado:

45.- Proposicibn. Todo espacio secuencial es un k-espacio.
Demostracién. SupGngase que X es un espacio secuencial y que A es un

subconjunto de X no cerrado. Entonces, existe una sucesibn {xi}ieNde

puntos de A y un punto x, e 1im{xi}ieN tal que xo ¢ A. Si Ze X es

el subconjunto {x4,x;,X2,...} se tiene que Z es compacto (pues si --

U} el

que 2 = |} Ui’ y si iy es un indice en I tal que xg € Uio’ existe en
iel

es una familia arbitraria de subconjuntos abiertos de X tal

tonces un findice NeN tal que si n>N, Xn e Uia; si (i,,iz,...,iN} es
un subconjunto de Indices de I tal que xj € Ui. para je{1,2,...,N},

claramente {Ui U, U, tal que
N 0

i, 12,...,UN)es una subfamilia de {Ui}

iel
< | Us ), pero claramente A fl Z = Z \{x,} no es cerrado en Z --
=0

(pues xo € Z) y, por 1la definicifn en 44 (c), X es un k-espacio.
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Para los fines de este trabajo, la estructura de los k-espacios nos
serd de utilidad, especialmente cuando dicha propiedad sea heredita-

ria, por ello, se plantea la siguiente caracterizacién:

46. - Proposici(zn. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff.

X es hereditariamente un k-espacio si y s6lo si para cada subconjun
to M de X, y para cada punte x e M \ M, existe un subconjunto com--
pacto B de M [ {x} tal que x e B\ (x7J.

Demostracién, => ) Sea M un sibconjunto de X y x e M \'M . Suponga-
mos que para cuwlquier subconjunto compacto C contenido en M [J {x},

x ¢ €N\ IxJ . Como x e M, existe una red {x,) =M ( donde I es

iel
un conjunto dirigido) tal que x = lim{xi}iel. Claramente, como -~
x ¢ M, el conjunto A = {xj_]iel} no es cerrado, pero para cualquier

subconjunto compacto C contenido en M |J {x}, A 1 ¢ es cerrado en C

(pues A [} = C \ {x} y como, x ¢ C N {xJ, x é K [JC ). De lo ante-
rior se sigue que M no es un k-espacio y por tanto, X no es heredi-
tariamente wn k-espacio.

<= ) Sea M un subconjunto de X tal que para cwlquier subconjunto -
compacto C, M [} C es cerrado en C. Supongamos que M no es cerrado.

Sea entonces x ¢ M \ M; por hipdtesis, existe un subconjunto compac
to B contenido en M |J {x} tal que x ¢ B\ (x}. Como X es de Haus---
dorff, x e B (pues de otra forma B\ {x} = B que, como es compacto,
es cerrado); como B ] M = B\ {x} , B \ {x} seria por hipbtesis, un
subconjwnto cerrado de B, pero esto es una contradiccibn pues x e -
BN\ IxY = B. Por lo tanto, X s un k-espacio.

Para terminar la demostracidén, como resultado del argumento recién

probado, serd suficiente probar que el postulado establecido como -

hip6tesis se hereda (o se cumple) en todos los subespacios de X.
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Sean Ac= X , M= A yxe MA\\ M; entonces, x e M\ M , y como por

hip6tesis existe un swubconjunto compacto B contenido en M| {x} tal -

que x ¢ B\ {xJ, vy x e A, se tendrd que x ¢ B \ 1x}A.

Usando el resultado anterior, se obtiene la muy importante caracteri
zacibn de los espacios de Fréchet Hausdorff, por medio de la estruc-

tura de los k-espacios, que se plantea en el siguiente:

47.- Teorema. Sea X un espacio topolfgico de Hausdorff,

X es hereditariamente un k-espacio si y s6lo si X es de Fréchet.
Demostracién. <= ) Si X es de Fréchet, por la proposicidén en 12 (a),
todos sus subespacios son de Fréchet, y por la proposicién en 45, to
dos sus subespacios son k-espacios.

=> ) Sean M un subconjunto de X y x e M\M. Claramente, se puede en-
contrar un subconjunto L de M tal que x e L y si L'ex My x e L7, en
tonces Card(L) < Card(L'). Por la proposicibén en 46, existe un sub-
conjunto compacto B contenido en L || {x} con la propiedad de que ---
x e BN {x7T. Se sigue de la eleccibn del conjunto L que Card(L) =
Card(B) = t. Se mostrard que 1 = R o, de 1o que se sigue el teorema,
pues existirfa entonces una sucesifén en B \ {x} (y por tanto, en M)
que converge al punto x.

El punto x no es aislado en B, e¢s mds, x(x,B) = t (pues, de la propo
-icib6n en 0.1%, w(B) < Card(B) = t y como para cualquier espacio to-
pol6gico Y y para cualquier punto z ¢ Y, x(z,Y) < w(Y), se tiene que
x(x,B) < 1 ; y si se tuviese que x(x,B) < 1, existiria entonces un -
conjunto A< B con Card(A) < 1 tal que x e A, 1o que es contrario a

las hip6tesis y por tanto, x(x,B) * 1 }. Considérese alguna base lo-
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cal de x en B , (Ua}aeA tal que Card{(A) = 1. Se pucde suponer que -
el conjunto de indices A estd bien ordenado como el menor nimero car
dinal asociado al cardinal t. Se necesitarid ahora cierta construc---
cibn transfinita.

Nétese que como B es compacto y de Hausdor ff, por el teorema en 0.12
B es normal; sea entonces 0; wa vecindad de x en B tal que 0; < U,,
y sea x; un elemento de O; \ {x}. Supongamos que para todos los indi
ces aeA con o < B para BeA, sec han definido wecindades Oa de x, con-
tenidas en el correspondiente Ua’ y con sus respectivos puntos x, e

0, \ {x}. La cardinalidad de (J {xa} es menor que 1 y, por hipdte--

a<B
sis, x ¢ | hca}. Témese para 8 cualquier wvecindad OB de x tal que
— a<B —
O, <U, vy (| x 1 [10, = # (lo cual se puede hacer pues B es nor-
B B a<g @ B
mal). Se tendrd entonces que [} 0, \ {x} # # . Para la prueba bas-

a<B
ta mencionar que Card({OalaiS))_ <t si x(x,B) =1y ya que B es com--

pacto, ¢(x,B) = x(x,B) (0.13}). Tomemos entonces para $, cualquier Xg

punto de ] Oa\ {x}. De tal forma se pueden definir X, ¥ Oa para to
a<f
do aeA.

Considere el subespacio X* = |J (xa} U {x}; claramente (de la elec--
aeA
cién de los puntos xa's), X no es un punto aislado de X*. Por otro -

lado, X \ [(agﬁ{x“}) U OB”]es vecindad de x, ajena a X*\ {xg}. En-
tonces, todos los puntos de X* \ {x} son aislados en X*. Por la pro-
posicidén en 46, se puede hallar un subconjunto compacto F en X* tal

que x no sea punto aislado de F. Como F \ {x} =M, por 1a definicién
del nfmero cardinal 1, Card(F) = 1. Sea P un subconjunto infinito nu
merable de F \ {x)} . Ningtn punto de F \ {x} es punto de acunula---
cidén de P, y como F es compacto, se sigue que x € P, Como P <=M, de

la eleccifn de L, Card(P) = Card(L) = t. Por lo tanto, 1 = 3 0.
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De la proposicifn en 46 y del teorema en 47 se sigue el siguiente:

48.- Corolario. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff.
X es de Fréchet si y sdlo si para todo subconjunto M de X y para cada

puito x e M\M, existe un subconjunto compacto B contenido en M |J {x}

tal que x e B\ T1xT.

NOTA. En el teorema en 47, si X es de Fréchet, se mostré que X es he-
reditariamente un k-espacio, no importa si X es o no un espacio de --
Hausdor ff,

in el mismo teorema, se usé para la demostracidn el hecho de que si X
es un espacio de Hausdor ff hereditariamente k-espacio, t1(X) (la cerra
dura cardinal de X; ver definicibn en 15) es igual a )to. Como se¢ hi-
zo ver en el ejemplo en 17, el ejemplo en 8 muestra un espacio topold
gico con cerradura cardinal}eo que no es de Fréchet, entonces, se tie
ne un ejemplo de espacio topoldgico secuencial de Hausdorff que no es

hereditariamente un k-espacio (i.e. no es de Fréchet).
Del teorema en 47 y de la proposicibn en 33 se sigue el siguiente:

49.- Corolario. Si X es un espacio secuencial de Hausdorff que no es

de Fréchet, contiene a un subespacio que no es wn k-espacio.

Se diri alm m8s sobre los espacios secuenciales que no son de Fréchet

para ello, se plantea la siguiente:

50,- Definicidn. Sea X un espacio topoligico de Hausdorff.

(a) X es un SR-espacio si y s6lo si toda funcién real en X secuencial
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mente continua (i.e. f(x}) = 1lim f(xn) neN six = 1lim X, neN) es con-

o

tinua.
(b) X es un c-espacio si y s6lo si siempre que A sea un subconjunto
de X numerablemente cerrado (i.e. A tiene interseccifn cerrada con -

cada subconjunto numerable de X), A es cerrado.

Para los espacios numerables, se pude ahora caracterizar a los espa
cios secuenciales como wna clase importante de espacios topoldgicos:

los k-espacios. Esto es:

51.- Teorema. Sea X un espacio topolbgico numerable. X es un espacio
secuencial si y s6lo si X es un k-espacio.

Demostracidén. => ) Es inmediato de la proposicibn en 45.

<= ) Supbngase que X no es un espacio secuencial. Sea A un subconjun
to de X tal que toda sucesidén convergente con puntos de A tiene pun-
to limite en A, pero A no es cerrado ., Como X es un k-espacio, exis-
te algin subconjunto compacto Kcz X tal que A [} X no es cerrado en K.
Entonces, toda sucesifn convergente con puntos de A {} K converge a -
un punto de A [} K, pero A{] K no es cerrado en K. Pero K es nunera--
blemente compacto y por tanto, metrizable;y claramente este tipo de
espacios es una subclase de los c-espacios, lo que es una contradic-

cién. Por lo tanto, X es un espacio secuencial.

La estructura de los SR-espacios esti también ligada a los espacios
secuenciales y permite caracterizar a los espacios de Fréchet de ---

Hausdor ff, esto es:
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52.- Teorema. Sea X un espacio topoldgico de Hausdor ff.
(a) Si X es secuencial, X es un SR-espacio.
(b) X es hereditariamente wn SR-espacio si y s6lo si X es de Fréchet.
Demostraci6n. (a) Es consecuencia inmediata de la proposicibén en 3,
(b) <=_) S8i X es de Fréchet, por la proposicién en 33, cada subespa-
cio de X es secuencial y, por el inciso (a), cada subespacio es un -
SR-espacio. Por 1o tanto, X es hereditariamente un SR-espacio.
=> ) Supbngasc que X no es de Fréchet; existirdn entonces un subcon-
junto A de X y un punto x, € ANA tales que ninguna sucesibén de pun-
tos de A converge a xg. Sea f i A » § una funcién secuencialmente --
continua. Si f no es continua, A es un subespacio de X que no es un
Sp-espacio. Si f es continua, se puede extender fa A U {x¢} de tal
forma que f sea secuencialmente continua (esto siempre sucede pues -
no se tendrin nuevas sucesiones convergentes) pero no continua; pues
si fi,f, : AU {xo} » R son tales que f(x) = £,(x) = f(x) para todo
xeA y fi(xe) = 1y # v = fa(xe), y si Uy V9§ son vecindades a --
biertas de r, y r; respectivamente en R tales que U ]V = @, se ten-
drd que £,'(U) N £ (V) = {x,)},de modo que no pueden ser ambos con--
juntos £;'(U) y £f2'(V) abiertos en X, pues de ser asi, x, ¢ A; de -
lo anterior, alguna funcién, f, o f; no es continua en x , y por tan
to, Al {xoq} no es m SR-eSpacio.

Se ha mostrado entonces, que si X no es de Fréchet, X no es heredita

riamente un SR-espacio.

Con ayuda de lo anterior, se pueden establecer condiciones necesa---
rias sobre los espacios secuenciales que no son de Fréchet, como se

habfa comentado después del corolario en 34. Esto es:
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53.- Teorema. Sea X un espacio secuencial de Hausdor ff que no es de
Fréchet. Entonces:
(a) Algtn subespacio numerable de X no es un SR~espacio.
(b) Algtin subespacio numerable de X no es un espacio secuencial.
(c) AlgGn subespacio numerable de X no es un k-espacio.
Demostraci6n. (a) Supéngase lo contrario. Sea A un subconjunto arbi-
trario de X y xeA. Como X es secuencial, X es un c-espacio. Entonces,
por el lema en 0.14, existe un subconjunto numerable D contenido en
A tal que xeD. Como D es hereditariamente wn SR~espacio {pues es nu-
merable), por el teorema en 52 (b), X es de Fréchet. Ixistird enton-

ces una sucesién {x.}. de puntes de D tal que x = Iim{x,} Como

i'iep i'ieN’

{xi}icN = A, se tendria que X es de Fréchet, lo que es una contradic
ciébn. Por 1o tanto, algim subespacio de X no es un SR—espacio.
(b) Se sigue directamente del inciso (a) y del teorema en 52 (a).

(c) Es inmediato del inciso (b) y del teorema en 51,

Seguiremos nuestra exposicidn, estudiando las relaciones de los espa
cios tema de este trabajo, con otros espacios con propiedades rela--

cionadas con la compacidad; para ello se enuncia la siguiente:

54.- Definicifn, Sea X un espacio topolfSgico.

(a) X es numerablemente compacto si toda subcubierta abierta numera-
ble de X posee una subcubierta finita.

(b) X es pseudocompacto si cada funcidn real continua definida en X

es acotada.

Como consecuencia de la proposicifn en 45, se sigue el siguiente re-
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sultado para espacios secuenciales,que es un caso particular de los

teoremas en 0.15 y en 0.16.

55.- El1 producto cartesiano X x Y de un espacio X numnerablemente --
compacto (pseudocompacto) y un espacio secuencial Y numerablemente
.

compacto (pseudocompacto) es numerablemente compacto(pseudocompacto)

Segim el teorema en 0.17, si X es un espacio compacto, Y es un espa-
cio topoldégico arbitrario, y p: X »x Y + Y es la proyeccibén natural,

entonces p es una funcién cerrada. El siguiente resultado muestra --
como la estructura de los cspacios seccuenciales permite debilitar la

hipb6tesis de compacidad en el teorema:

56.- Proposicién. Si X es un espacio numerablemente compacto y Y es
un espacio secuencial, entonces la proyeccién p : X x Y + Y es una -
funcifn cerrada,

Demostracién. Sea F un subconjunto cerrado de X x Y. Considérese una
sucesion {yi)ieN de puntos de p(F) y un punto y e 1im{yi}ieN’ Para -
cada ieN tOmese un punto x; € X tal que (xi,yi) e F. Si el conjunto
A= fx;,X2,Xs,...} s finito, entonces existe x e X tal que xki = X
para una swesibn infinita de fndices k;<k;<ki<...; y claramente se

lo que implica que (x,y)eF = F

tiene que (x,y) e lim{(xk.’yk.))icN’
i i

y por tanto, y e p(F).

¢ otra forma, si A es infinito, por la proposicib6n en 0.18, Ad ¢ 4,
por tanto, existe un punto x € Ad, de donde, (x,y) e F = F, lo que -
nos da como resultado que y e p(F). Como Y es secuencial y toda suce
si6n de puntos en p(F) tiene sus puntos limite en p(F), se deduce --

que p(F) es cerrado en Y. t
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En la proposicifén anterior, la hip6tesis de que Y es secuencial no -
puede omitirse, ni siquiera reemplazarse por la hipbtesis: Y es un -
espacio normal compacto (que implica que Y es un k-espacio), como --

puede observarse en el siguiente:

57.- Ejemplo de una proyeccién p: X x Y +» Y que no es una funcién --
cerrada, donde X es un espacio normal localmente compacto (pero no -
compacto) Yy Y es un espacio compacto normal.

Sea Y el conjunto de todos los nimeros ordinales menores o iguales -
que el primer ntmero ordinal no numerable w;. El conjunto Y estd ---
bien ordenado por el orden natural <, Considérese en Y la topologia
generada por la base B que consta de todos los segmentos (y,x] =
{zeY|y<z<x}, donde y<x<wi, y el conjunto de un punto {0}, donde 0 es
el tipo de orden del conjunto vacio. Ficilmente se puede comprobar -
de la definici6n de B que Y es de Hausdorff, y por la proposicibn en
0.12, si Y es compacto, Y es normal,

Probaremos ahora que Y es compacto. Sea {Us}ses una cubierta abierta
del espacio Y y sea A el conjunto de todos los puntos yeY tal que el
intervalo [0,y] estd contenido en la wnién de un ntmero finito de --
miembros de {Us)seS‘ Serd entonces suficiente probar que Y\ A = §.
Supbngase que Y N A # @ y denotemos por y, al menor elemento de este
conjunto, Existiri un punto seeS tal que yerso . Ya que 0 < yy (co-
mo se puede ver ficilmente), para algim y e [0,ys) , la inclusién --
(y,yo) = Us° también ﬁs cierta. Por definici6n de yo, v € A de donde
se sigue que [0,y] =xl) U, para algunos fndices $1,52,..4,5, € S. Se
sigue que [O,yo}=}§06:1 1; que es una contradiccifn al hecho de que
yo ¢ A. Por 1o tanto, Y es compacto.

Sea X = Y\ {u1} con la topologia de subespacio de Y. Como se puede
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comprobar sin dificultad, X es un espacio normal; y claramente, ya -
que X no es un subespacio cerrado de Y (pues obviamente wjeX), X no
es un espacio compacto.
Para cada subconj unto numerable infinito A de X, existe un elemento
Xo < w; tal que Ac= Xy = [O,x] < X, y como X; es un espacio compac-
to (pues es un ;ubconjunto cerrado de Y), se tiene que A(l # ¥, enton
ces, por la proposicidén en 0.18, X e¢s numerablemente compacto. ‘
Finalmente, para mostrar que la proyeccidn p : X x Y - Y no es wna -
funcidén cerrada, considérese el subconjunto A de X x Y formado por -
la unidén de todos los subconjuntos Wx de X x Y con xeX, definidos --
por wx = {x} x [0,x] ; claramente, si (x,y) ¢ A, se tiene que x < vy,
de donde, si x' es ¢l menor clemento de X mayor que x,[0,y')x(x,wy}
es wna vecindad abierta de (x,y) totalmente contenida en X x Y \ A
y por tanto, A es cerrado en X x Y, Como p(A) = X<=Y, p(A) no es ce

rrado en Y, y por tanto, p no es una funcibn cerrada.

Como se establece en la proposicién en 0.19, un espacio topolbgico -
es compacto si y sblo si, toda red con elementos en X tiene un punto
de acunulacifn. En el presente trabajo se estudian los espacios en -
donde la estructura de sucesidn, siendo &sta wn caso particular de -
red, es suficiente para conocer la topologfia de dichos espacios; es

por eso que se introduce la siguiente definicifn, de la que se deri-

vrdn resultados de interés:

58.- Definici6n. Sea X un espacio topolégico.

(a) X es secuencialmente compacto si toda sucesi6n de puntos de X --

contiene algwa subsucesidn convergente.
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(b) X es localmente secuencialmente compacto si para cualquier xeX y

cualquier vecindad U de x existe una vecindad V de x tal que V es se¢

cuencialmente compacto y Ve U,

De las propiedades de los espacios con compacidad secuencial, desta-

caremos la siguiente:

59.- Proposicibén. (a) Todo espacio secuencialmente compacto es nume-
rablemente compacto.

(b) Las propiedades "secuencialmente compacto" y '"numerablemente com
pacto" son equivalentes en la clase de los espacios secuenciales.
Demostracién. (a) Is consecuencia inmediata de la proposicibn en ---
0.18. ’

{b) Para 1la prucba, es suficiente mostrar que cualquier sucesién x,,
Xz,... de puntos de wn espacio secuencial X numerablemente compacto
contlene una subsucesidén convergente.

Claramente se puede suponer que Xx; # X; si i # j con i,jey. Sea x un
punto de acumulacibén del conjunto infinito A = {x,,x2,...}{tal punto
existe por la proposicién en 0.18). Como x € AN\ {xJ, el conjunto --
A\ {x} no es cerrado, y siendo X wnr espacio secuencial, ¢l conjunto
A \ {x} contiene una subsucesi6én que converge a un punto en el com--
plemento de A \ {x} de la cual se puede obtencr una subsucesibn que

sea también subsucesibn de {x.} que converja; lo que termina la

i‘iepn’

demostracion.

La estructura de los espacios secuenciales nos permite debilitar la

hipbtesis de compacidad local en el teorema de Whitehead en C.Z0; ob
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teniendo el siguiente resultado que nos seri de utilidad posterior--'"

mente:

60.- Lema. Sean X un espacio localmente secuencialmente compacto, Y
un espacio secuencial y g : Y + Z una funcién cociente. Entonces, el
producto cartesiano f = idy xg : XxY>Xx2Z es una funcién co-
ciente.

Demostracidn. Como claramente f es suprayectiva y continua, bastari
mostrar que si W es un subconjunto de X x Z tal que f '(W) es abier-
toen X x Y, entonces W es abierto.

Sea (xo,20) € W. Elfjase un punto y, € g '(z,) ¥ una vecindad U de -
Xo, tales que U sea secuencialmente compacto y U x {y,} o= £ ' (W).
Como para cada yeY ise tiene que U x g '(g(y))= f '(¥) siempre que -
Ux {yle £ (W)..(*), entonces U x g *(zo,)< f '(W). El conjunto --
V= {zeZ|U x g ' (z) = f '(W)} satisface que (xg,zo) € U x V= W, por
lo que serd suficiente probar que V es un subconjunto abierto de Z;
y como g s wna funcidén cociente, esto se reduce a probar que g (V)
= {yeY|U x g ' (g(y))= £ ()} es abierto en Y.

Por (*), g (V) = {yeY|U x {y} = f (W)}, entonces, g '(V) = {yeY |
(x,y)el x Y, con’(x,y)ef;‘(W)} =Y\ {yeY|(x,y) e (U x ¥)\ f"(W))}
=Y\ p((U xY)\ £'(W)), donde p : U x Y + Y es la proyeccibn natu
ral,

Ahora, como U es secuencialmente compacto, por la proposicién en 59
(a), U es numerablemente compacto y, como Y es secuencial, por la --
proposicidn en 56{ p es una funcifn cerrada.'g°’(V) es entonces a---
bierto en Y, pucs es el complemento de la proyeccibén del conjunte ce

rrado (U x Y)\ £ !(W). Por lo tanto, f es una funcién cociente,
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En la demostracién del lema en 30, se construyd un espacio primero--
numerable Y como la suna topolfgica ajena o coproducto de las suce--
siones conwvergentes {X,,xX;,X2,...}, por medio de los espacios XC =
{¢} x N, donde N = {0,1,1/2,1/3,...} tiene la topologfia de subespa--
cio de §. Xc es por tanto un espacio compacto, y siendo Y la suma -

topoldgica ajena de este tipo de espacios, obviamente Y es un espa--

cio localmente compacto. Asentemos este resultado en el siguiente:

61.- Lema. Si X es un espacio secuencial, X es la imagen de un espa-

cio primero-numerable localmente compacto bajo una funcidn cociente.

Se puede ahora, con la ayuda de los dos lemas anteriores, dar algu--
nas condiciones suficientes para que el producto cartesiano de espa-
cios secuenciales sea de nuevo wn espacio secuencial; de las que se
habl6 al fin de la seccién anterior, donde se estudiaron las propie-
dades concernientes a productos cartesianos, de interés para el pre-

sente trabajo:

62.- Tgorema. Sean X y Y espacios secuenciales. Si X es localmente -
secuencialmente compacto, X x Y es un espacio secuencial.
Demostracibn. Como X y Y son secuenciales, por el lema en 61 existen
espacios primero-numerables localmente compactos X' y Y', y funcio--
nes cociente h : X' -+ X y g : Y' + Y,

Como X es localmente secuencialmente compacto y Y' es secuencial, --
por el lema en 60, f = idx x g :XxY">+>XxYes una funcibn co---
ciente; y como Y' es localmente compacto, por el teorema de White---
head en 0.20, ' = h x idy. $ X' x Y' + X x Y' es también una fun---

cibn cociente.
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Como resultado de la proposicidn en 37, X' X Y' es un espacio prime
ro-nunerable entonces, como f' es cociente, por el teorema en 31, --
X x Y' es un espacio secuencial, y como f es también una funcién co-

ciente, por la proposicién en 27 (a), X * Y es un espacio secuencial.

1-

63.- Teorema. Sean X y Y espacios secuenciales. Si X es un espacio -
localmente compacto, X * Y es un espacio secuencial,
Demostracibén. Es idéntica a 1a demostraci6n del teorema en 62, excep

to que se aplica el teorema de Whitehead (en 0.20), en vez del lema

en 60.



ESPACIOS METRIZABLES

Los espacios estudiados en este trabajo estin estrechamente ligados
a los espacios metrizables, de hecho, como se verd, pueden caracteri
zarse por medio de los mismos, lo que enfatiza la importancia de los
primeros, puwes tienen cercana relacién con el tipo de espacios més u
sados y con mayor aplicacibén: los espacios métricos.

Se iniciard la exposicidn de esta seccibn con el siguiente resultado:

64.- Proposicién. Sea X un espacio topoldgico T,. X es primero-nune-

rable si y s6lo si X es la imagen de un espacio métrizable bajo una

funcidén continua y abierta.

o

Demostracibn. => )} Considerese el espacio de Baire B(m) = _§ xi' .-
donde )(.1 = § para cada Indice iey , y S es el conjunto de ;;;ices de
una base {U }seS para el espacio X (arbitraria). Para cada xeX, sea
T el subconjunto de B{m) que contiene a todos los puntos (SI}ICN
les que {U lleN es una base local del punto x en X (lo anterior ---
siempre es vﬁlldo, pues como X es primero numerable, para cualquier
punto xeX existe una base local numerable, y dicha base se puede ob-
tener de los subconjuntos U; e (Us}Ses tales que eri). Se tendrd en
tonces, como X es To, que Tx es ajeno a Ty si x,yeX y x ¥ y, pues,-
dados x, y x2 en X con x, ¥ x,, existe un indice s, e § tal que USo
es vecindad de x; y x, ¢ U 6 Uso es vecindad de x; y x; # Uso' Si -
A= {{s.}. e B(m) | {51}1eN e T para algtm x e X} tendri entonces

i'iep
sentido definir la funcién £ : A + X dada por f((si}len) =x si ----

{51}1en

Por 1la proposxcidn en 0.21 , B(m) es un espacio métrico con la métri

ca dada por:
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1/k si s,¥#s!, y s.=s! para i<k.
k"7k? i1
Q({S }l 17(51}1g1)

0 si s;=s! para toda kep.
y por tanto, A también lo es.
1 2
Se puede ver facilmente que en B(m) una sucesibn {51}1eN {s i}ieN""

converge al punto {s.}. e B(m) si y sélo si, para cada iepN existe -

i‘iey

un indice k(i)ey tal que s{ =5 si j>k(i).

j
Sea {(sl}leN}JeN una sucesién en A que converge al punto (s, }1eN’ Y

e 10 q = J
sea {xJ)JeN la sucesidn en X tal que para cada jeN, xj £({ss }1=1)

Supongamos que x= f((sl}leN) ¢ 11m(xJ}JeN

jey Y para cada {s;}leN v existe un indice

5¢ € {sg}, tal auc el abierto USo es vecindad de y, y x ¢ Uso‘ En-

; podemos suponer entonces

que para cada yelim{x'}

tonces, Sg ¢ {sl}1 1 » Y como para cada iepN existe k(i)eN tal que si

j>k (i) si = 5;, para cualquier NieN con N, >k(i) se tiene que sg ¢
j w . o -
{s.}.= si j>Ni, y por tanto, {si}i=1 7 1ﬁn{(51}1eN)JEN 1o que es

absurdo; de donde x e 1im{x!}. ., y por la proposicifn en 6, f es --

j'jeN
una funcifn continua.
Para cada kep, sea VkC: A un abierto bisico de la forma
Ve = ((wi)ieN

de (s, }ieN en A. Se tienc entonces, para cada keN, que V ({wi}len

eA | q({w, }1EN {s, }ieN) < 1/k} que es vecindad bisica

1

{xeX | erS para i<k} que claramente coincide con fl U que es a--
i i=1
bierto en X. Por lo tanto, f es wna funciBn abierta.

eA | W, = s; para i<k con ken} de donde, para cada k;N, f(Vk) = --

De lo anterior, X es la imagen del espacio métrico A bajo la funcibn
ontinua y abierta f.

<= ) Por hipbtesis se tiene aue existe un espacio topolbgico metriza

ble Y y una funcién f : Y - X abierta y continua tal que £(Y) = X.
Sean xeX y {Ui}iel una base local para x con Card(I) >Re. Ya que f

es suprayectiva, elijamos un punto y ¢ f *(x). Como Y es metrizable,
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. existe una base local numerable en y; en particular, la podemos to--
mar como {Vj}jeu con Vj = {y'eYld(y,y') < 1/j} para jeN (donde d es

alguna métrica compatible con la topologfa de Y). Como f es abierta,
para cada jepy f(Vj) es abierto en X; elijamos entonces para cada jey
algtn indice ijeI tal que Uij Lo f(Vj).

Sea A un abierto arbitrario en X tal que xeA, Como f es continua, --
£ 1(A) es vecindad abierta de y, entonces, existe un fndice key con

¥, =£ 1 (A); como se tiene que Uik S £(V,) vy que £(Vy) = £(£1(A))=A

jen ©°

una base local nunerable de x, de donde, X es primero-numerable.

(pues f es suprayectiva), entonces Uikc: A y por tanto, {U.1 }
j

En la proposicién anterior, al demostrar la Gltima parte, no se uti-
1iz6 el hecho de que X fuese T,, ni propiamente, que fuese metriza--

ble, lo que en realidad se probd, que vale la pena destacar fué:

65.- Proposicidn. Si X es la imagen de un espacio primero-numerable

bajo una funcibn continua y abierta, X es primero-numerabie.

La siguiente proposicifén nos permitird posteriormente caracterizar a
los espacios primero-numerables en general, por medio de los espa---

cios metrizables.

66.- Proposicién. Todo espacio primero numerable X es la imagen de -
algln espacio primero-numerable de Hausdorff bajo una funcién conti-
nua y abierta,.

Demostraci6n.Sean X primero-numerable,X'=X con la topologia discreta

0
tal que Card(X')=m, y B(m) = ©X. X donde X; = X para todo iep, el
i=1
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espacio de Baire. Definamos en B(m) la familia {Ax} cuyos elemen-

xeX

tos son A = {{xi}iENe B(m) } existe keN tal que xg=xsii> k}, -

para cada xeX; se tiene entonces que cada A con xeX es denso en ---

B(m), pues si (y;};, e B(m), y Dw({yi]ien) = {{zi}icNe B(m) | z2;°Y;

ien
si i<w con weN]} es una vecindad bdsica arbitraria de{yi}ien’ el ele-
mento {zi)ieNe B(m) tal que z,=y, si i<w y z;=x si i>w es también
elemento de A_ ] Dw({yi}ieN)'

Sea M = |J ({x} xAx)c: X x B{m). Definamos la funcibn f : M + X por

xeX
f((x’{xi}ieu)) = x. Claramente, ya que f puede pensarse como la in--

clusién de M en X x B(m) seguida de la proyeccitn en X, f cs conti--

nua; y como para cada xeX, (x’{xi}ieN) con x, = X para todo iep es -

un elemento de {x} x Ax =M tal que f((x,{xi}ieN)) = x, f es supra--

yectiva. Como X y B(m) son primero-nunerables, por la proposicibn en
37, X x B(m) es primero numerable, y por la proposici6n en 12 (a), M
es un espacio primero-nunerable (pues es subespacio de X x B(m) ).

Sean (x,{xi}ieN) y (y,{yi}ieN) dos puntos (distintos) de M. Existird

entonces (independientemente de que x=y 6 x#y) wun indice key tal que

Xy f Y de donde, q({xi}iCN,{yi}ieN) > 1/k (1la métrica definida en

0.21); si U= DZk({xi}ieN) yvs DZk({yi)ieN)’ es claro que U es ve-

cindad de {x;}. , que V es vecindad de {yi} yque Ufl Vv =46, Se

i‘1eN
sigue entonces que si U' y V' son vecindades de "x" y "y" respectiva

ien

mente en X, Ut x U y V' x V son vecindades de (x,{x.} } y de --

i‘ien

(Y'{yi}icu) respectivamente en X x B(m) tales que (U' x U)fl (V' x V)
g y por tanto, M es de Hausdor ff,

Para terminar la demostracifn, bastari mostrar que f es una funcibn

abierta, lo cual es inmediato, pues si (x,{xi}- ) es cualquier pun-

ieN
to de M, U es vecindad de x en X y Bk({xi}icn) es una vecindad bidsi-
ca arbitraria de {x.}. en B(m), el subconjunto W definido por ----

i‘iepN
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W=1U x (Bk({xi}icN) Nl Ax)) es una vecindad bisica de el punto
xeX
(x,(xi}ieN), y como AZ es denso para cualquier zeX, existe un punto

(z,{zi}iEN)-en ({z} x Az) [l W, lo que implica que f((z’(zi}ien) =z
e f(W) para cualquier zeX, y por lo tanto, f(W) = X, y f resulta a--

bierta.

Podemos ahora establecer la importante caracterizacibn de los espa--
cios primero-nunerables por medio de los espacios metrizables, de la
que se habia hablado (en general y no s6lo de los T¢ como en la pro-

posicidn en 64):

67.- Teorema. Sea X un espacio topoldgico. X es primero numerable si
y s6lo si X es la imagen de un espacio metrizable bajo una funcibn -
continua y abierta.

Demostracifn. => ) Es consecuencia immediata de las proposiciones en
66 y en 64, pues la composicién de funciones continuas y abiertas es
claramente una funcibn continua y abierta.

<= ) Es lo que se sustenta en la proposicibn en 65,

Finalmente, se puede ahora deducir las caracterizaciones de los espa
clos de Fréchet y secuenciales por medio de espacios metrizables y -
de funciones cociente, de las que se habl§ al principio de esta sec-

cidn:

68.- Teorema. Los espacios secuenciales pueden caracterizarse como -

im&genes de espacios metrizables bajo funciones cociente,
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Demostracidn. Se sigue inmediatamente de los teoremas en 31 y en 67,
pues toda funcidn suprayectiwva continua y abierta es cociente, y 1la
composici6n de funciones cociente es de nuevo una funcidn cociente.
+
69.- Teorema. Los espacios de Fréchet pueden caracterizarse como las
imfigenes de espacios metrizables bajo funciones hereditariamente co-
ciente.
Demostracién. Se sigue inmediatamente de los teoremas en 35 y en 67,
pues toda funcidn suprayectiva continua y abierta es hereditariamen-
te cociente (lo cual se sigue de la proposicidén en 32 y del hecho --
que la funcifn con esas caracteristicas es cociente), y la composi--
cibn de funciones hereditariamente cociente es de nuevo una funcidn

hereditariamente cociente (lo cual se puede probar facilmente).

70.- Nota. Al demostrar el lema en 30, se construyd el espacio prime
To nunerable Y en cuesti6n como el coproducto de los espacios Xc »
{c} x N, donde N ={0,1,1/2,1/3...} tiene la topologia de subespacio
de R, y es por tanto metrizable. Por la proposicifén en 0.22 se tiene
entonces que Y es metrizable, y por el comentario anterior al lema -
en 61, Y es localmente compacto. De modo que, gracias a estas obser-
vaciones, se tendrian tambifn probados los teoremas en 68 y 69 con -
la hip6tesis adicional de 1a compacidad local, y ademis, por la cons
truccibn en el lema en 30, se tiene explicitamente un ejemplo de es-
pacio metrizable localmente compacto del cual el espacio secuencial
o de Fréchet provienen, como imagen cociente o hereditariamente co--

ciente, respectivamente.
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