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P R O L O G O 

Veade lo6 p~inclplo6 de la topologla, el concepto de auce6l6n 

6ué empleado como heh~amlenta pa~a obtene4 4e6ultado6 impoh-

tantea en la mate4la, aunque po6te4lo4mente, al conalde~ah un 

concepto m4a amplio de eapacloa topol6gicoa, ~ul neceaahlo in 

t~oducih una modi6icacl6n al concepto de 6uce6l6n, que pe~mi

tle6e maneja4 pkoblemaa de conve~gencla en e6pacloa topol6gl

co6 en genehal: el concepto de ked. Vlcha modl6icacl6n ea ne

ce6akla puea exl6ten ef emplo6 de eapacioa topol6glcoa en lo6 

que la topologla no puede aeh deac~ita en tl4minoa de auce6io 

ne6; y en cambio, con el concepto de hed ae puede de6c4ibi4 -

totalmente la topolog1a de cualquieh eapaclo topol6glco, eap~ 

clólcando cu4lea aon laa hedea conue4gentea (veh teo4ema en -

0.1); aln embahgo, dicha laboh ke6ulta muy compleja puea lo -

ea también la claae de toda6 laa 4ede6 que 6e pueden 6ohma4 -

con loa elementoa de un ~onjunto ahblt4ahlo. Una labo4 mda --

6eneilla ea La de deac~ibih unicamente cu~lea aon laa auceaio 

nea conue~gentea con elementoa en un conjunto dado, puea el -

concepto de auee6i6n, al eata~ e6thechamente ligado con la no 

el6n natu~al de conteo, heaulta m~a 6lmple; ea po~ ello que -

neaulta natu~al planteah et alguiente phoblema: 

Conoce~ la elaae de loó e6paeloa topol6gieo6 que pueden aeh -

totalmente Jeaehlto6 po4 la de6lniel6n de laa aucealone6 con

ve~gentea en ello6. 
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E6 un he~ho dtll y muy conocido, que todo e6pa.clo p~lmeJto-nu

mekable cae dent1to de e6ta cla.6e. Ve hecho, e6to 6ucede en -

v.ütud de cua.lqu.ie1ta de la.6 do.ti p!topiedadeJ,, de lo.ti e6paclo6 -

p1tlme1to-nume1table.ti .tilguiente6: 

(a) Un punto eatl en la ce1t1tadu1ta de un conjunto 6i y 66lo al 

exiJ,,te una 6uce.til6n en el conjunto que conve1tge al punto en -

cueJ,,tl6n. 

lb) Un conjunto e.ti ce1t1tado 6i y 66lo 1l toda 6uce&l6n con pu~ 

to.ti en el conjunto, tiene como punto6 llmlte a elemento6 del 

conjunto (o equivalentemente, un conjunto e6 abie1tto 6i y 66-

to al toda .tiuce.til6n que conve1tge a un punto de conjunto, e.titd 

eventualme11te ella m.i.Mna contenida en e.l conjtw.to l . 

. u. penJ,,alt en la.~ plr.ople.dadea anáf.oga6 a (a) u (b) palla Jt.edea 

lvelt teo1tema6 0.1 y 0.6), ae cumpltueba que dicha& p1topiedade6 

aon equivalente6. No 6ucede lo mi.timo con (a) y (b), pelta am-

ba6 p!topledadea 6on polt ella& miJ,,ma.6, de Lnte1tl6. Se tiene en 

conce6 que el p1toblema. planteado e6 la conjunci6n de lo6 plto

blema& 

~conocelt la cla6e de loa eapacloJ,, topol6glco6 que 6ati66acen 

(a), y la claae de loa que cumplen (b)~. 

Si a loa e&pacloa que aatl~6ae.cn (a) ae lea llama ~eapaclo.ti -

de F1tle.het" y a R,06 que ctimple.n e.011 (b), "H.c.uenc.útle.ti", la.ti 

i"telt~ogantca planteadaa ante11io1tmcnte. ae pueden tcaumi1t en -

i.l pllobiema : 



•. 

- s . 
Conoee4 y ca4acte4lta4, po4 medlo de noclone6 conoclda6 y 6~~ . 
pte6 en et contexto topot69lco, a to6 e6paclo6 p4lmt4o-numeJt~ 

bte6, de F4échet y 6ecuenclale6. 

Tal e6 la tabo~ que 6t de6a44olta en et p4t6tnte t4abajo. 

t t t 
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NOTACION 

El conjunto de los núneros naturales (i.e. N .. {1 ,2,. .. }) 

El conjunto de los núneros reales. 

La tmi6n de los conjuntos A y B. 

La intersecci6n de los conjtmtos A y B. 

El conj tmto A está con tenido en e 1 conjunto B. 

La diferencia de los conjuntos A y B ("A menos B"). 

El conj lllltO de clases de cqui valencia formadas por el con 

junto X y la clase de equivalencia E. 

Las implicaciones. Se usarán <m las demostraciones para -

denotar: "la .veracidad del entmciado a la izquierda impl!_ 

ca la veracidad del enunciado a la derecha", y viceversa, 

respectivamente . 
• 

El espacio topológico que consta del conjunto X y la top2_ 

logía1. 

Los espacios topol6gicos X y Y son homeomorfos. 

Una base para la topología de un espacio topológico dado. 

Una base local del punto x en un espacio topol6gico dado. 

El núnero cardinal asociado al conjtmto A. 

El peso del espacio topol6gico A (el menor núnero cardi-

nal de la forma Card ( 8), donde f3 es una base de A). 

El carácter del punto x en el espacio topo16gico A (el me 

nor núnero cardinal de la forma Card(B(x)), donde B(x) es 

tma base local del pW1to x en el espado topo16gico A). 

El carácter del espacio topo16gico A (el supremo Je todos 

los núneros x(x,A) con x e A). 



ljJ (x ,A) 

{Xi}ieI 

n 
ie I 

x. 
l 
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El psoudocarácter del punto x en el espacio topol6gico A 

que es un espacio T1 (el menor núnero cardinal de_la foL 

ma U, donde U es una familia de subconjuntos abiertos de 

X tal que íl U = {x}) . 

El conjunto derivado de A, o el conjunto de puntos de a

cunulación del conj tmto A (i .e. el conjunto de puntos x 

ta les que x e A'\..{xT. 

La familia de espacios topológicos Xi 's, donde I es un -

conjunto de índices arbitrario. 

La suna topológica ajena (o copro<lucto) de los espacios 

topológjcos ajenos por parejas Xi e {Xi}iel" 

El espacio topol6gico producto cartesiano de los espa--

cios topolór,icos de la familia {Xi}iel" 

{xi}ieN Una sucesión en un espacio topológico. 

Hm{xi}ieN El conjtmto de puntos límite de la sucesión {x:i}ieN en· 

e lím{x.} un espacio topol6gico. 
ieN i 

Hmyfx: i} ieN El conj mito de pwtos 1 ím i te de la sucesi6n {xi} ieN en -

'V 
ceC 

t 

f e 

el subcspacio Y de im espacio topo16gico dado. 

La combinación de las fm1ciones fe con ceC. i.e. Si X es 

tm espacio topológico dado, C\ }ceC es mm cubierta de X 

y {fc}ceC es lma familia de funciones tales que, si c 1 y 

c 2 son elementos arbitrarios de C ~ entonces f (x) 
C¡ 

. fe, (x) para e ualquicr xe A íl A (las ftmcioncs de • e i e 2 

{fc}ceC con contradominio común}; se define la función -

V fe del espacio X al espacio dominio común de las fll!! 
ceC 
e iones f 's como: e \7 fe (x) = fc(x) para ceC. 

ce(' 
Denotará el fin de alguna demostrnci6n. 



F U N D A M E N T O S 

La siguiente, es una lista de resultados básicos de topologia de co!!. 

juntos, que serán usados en el presente trabajo. Las demostraciones 

de los mismos se omiten, pues pueden encontrarse en cualquier texto 

<le topologia general. Ll or<lcn <le la lista está determinado por el -

orden de aparici6n de los resultados en el desarrollo del trabajo. 

0.1 Tcorcm~. Un subconjunto A de X es cerrado si y s6lo si, junto 

con cualquier red contiene a todos sus limites. 

O. 2 Teore1,1a. Una función f de un espacio topológico X a un espacio -

topol6gico Y es continua si y sólo si f(lím{xi}ieI) e:: lím{f(xi)}iel 

para cualquier red {x., iel} en el espacio X. 
1 

O. 3 Proposición. Un espacio topológico X es un cspaci0 de llausdorff 

si, y s6lo si cada red en X tiene a lo mfis un limite. 

O. 4 Teorema. Suponga que se tienen dados un conjunto X y una colee- -

ci6n {B(x)}xeX de familias de subconjuntos de X que tiene las propi~ 

dadcs: 

(BPI) Para cada xeX, B(x)I~ y para cada UeB(x), xeU. 

(BPZ) Si xeUeB(y), entonces existe tm VeB(x) tal que Ve. U. 

(BP3) Para cualesquiera U1 ,U2eS(x) existe UeB (x) tal que U e: U1 íl U2 

(BP4) Para cada par de puntos distintos x,yeX, existen conjuntos a-

bicrtoi:; lJeB(x) y Vel3(y) tales c¡ue U íl V = ~. 

Entonces el espacio X con la topolog ia generada por el sistema de ve 

cindades {13(x)}xeX es Wl espacio de Hausdorff. 

O.S Teorema. El operador cerradura en un espacio topol6gico tiene -

las siguientes propiedades: 

(C01) °0" = a. 



(COZ) Ar= A 

(C03) AU"B =A U 8 

(C04) (A) = A 

• 1 o -

0.6 Teorema. El punto x está en A si y sólo si existe lDla red de ele 

mcntos de A que con vergc a x. 

O. 7 Teorema. Suponga qw se tienen dados tul conjunto X y una familia 

e de '.>Ubconj untos de X que satisface las propiedades: 

(C1) XeC y 0eC. 

(C2) Si F 1 eC y F2eC, entonces F1 U FzeC. 

(C3) Si A c.:: C ,entonces ílAeC. 

Se tendrá entonces que la familia O {X' F 1 FeC} satisface las --

propiedades: 

(01) f!eO y XeO. 

(02) Si U1eO y U2eO , entonces U1 íl U2eO. 

(03) Si A e:: O, entonces U AeO. 

y es por tanto tnHI topología para X; y la familia C es la familia de 

todos los subconjlllltos cerrados del espacio topológico (X,O). 

0.8 proEosición. Sean {XslseS una familia arbitraria de espacios to· 

pol6gicos y X ,. ¡; xs. Si para cada ses, Ps : X -+ X es la proyec--
ses s 

ción natural; se tendrá entonces que para todo seS,ps es una función 

suprayecti va, continua y abir.rta. 

0.9 proposición. Sea {X
5

}seS una familia arbitraria de espacios top~ 

lógicos. Para cada familia de subconjuntos {AslseS' donde A
5

c:: X
5 

P!!. 

ra cada ses se ti~nc que !! A TI As 
ses 5 ses 

0.10 Propo~ición. Sea X un espacio topológico arbitrario, entonces -

son equivalentes: 

(a) X es de liausdol'ff. 

(b) La diaRonal de X x X es cerrada en X x X. 
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0.11 Proposición. Para cada espacio compacto de Hausdorff X se tiene 

que w(X) 2 Card(X). 

0.12 Teorema. Si X es tm espacio topológico compacto y ele Hausdorff, 

X es normal. 

0.13 Teorema. Si X es un espacio topológico compacto y de llausdorff, 

entonces, para cada xeX se tiene que ~(x,X) = x(x,X). 

O. 14 Lema de Schedlcr. Sea X lll1 espacio topolóz ico de Ha usdor ff. X -

es un e-espacio si y sólo si para cada Ac X, A= U {D 1 Des nunera 

ble y D<=A}. 

0.15 Teorema. El producto cartesiano X x Y de un espacio nunerable--

mente compacto X y un k-espacio nunerablcmente compacto Y es numera-

blemente compacto. 

0.16 Teorema. El producto cartesiano X x Y de un espacio pseudocom-

pacto X y un k-espacio pseudocompacto Y es pseudocompacto. 

0.17 Teorema ele Kuratowski. Si X es Wl espacio topológico compacto, 

para todo espacio topológico Y la proyección p : X x Y .... Y es una --

función cerrada. 

0.18 Proposición. Sea X un espacio topol6gico. X es nlll\erablemente -

compacto si y sólo si para todo subconjunto nunerable infinito A de 

X se tiene que Ad 1 S. 

0.19 Teorema. Un espacio topológico es compacto si y sólo si toda 

red de elementos en el espacio tiene un punto de acunulación. 

0.20 Teorema de Whitehead. Para cada espacio localmente compacto X y 

cada función cociente g : Y+ Z (Y arbitrario), el producto cartcsia 

no f = idx x g : X~ Y+ X x Z es una función cociente. 

0.21 !1.!_oposici6I!_. Si S es un espacio topológico con la topología dis 

creta, tal que Card(S) "'m; y B(m)" 11 X. es el espacio de Baire -
i= 1 l 

donde x1 S para todo ieN, B(rn) es mctrizable, y la métrica: 
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si sk ; sk' y si = s¡ si i < k. 

si si = si para todo ieN• 

es compatible con la topología de B(m). 

0.22 Proposición. Sea {Xs}seS una familia arbitraria de espacios to-

pológicos. La suna topológica ajena (o coproducto) ¿ X5 es metri-seS 
zable si y s61o si X

5 
es metrizable para todo indice seS. 

t t t 



N O C I O N E S BASICAS 

1 .- Definici6n. Sea X un espacio topol6gico. 

(a) X será llamado un espacio primero-nunerable si y s6lo si cada e

lemento de X tiene una base local nunerable. (También se dirá: X es 

primero-nunerable). 

(b) X será llamado un espacio de Fréchct_ si para cada s ubconj mto A 

de X y cada xelí., existe una sucesión <le pw1tos de A que converge al 

punto x. (También se dirá: X es de Fréchct). 

(c) X será llamado un espaci_? secuencJ..!.!1_ si un subconj tmto A de X es 

cerrado si y sólo si., para cualquier sucesión de puntos de A, el CO!!_ 

junto de puntos 1 ími te de la sucesión está contenido en A. (También 

se dirá: X es secuencial). 

La clase de los espacios primero-numerables está contenida en la cla 

se de los espacios de Fréchet, y ésta a su vez está contenida en la 

clase de los espacios secuenciales. Esto es: 

z.- Teorema. Sea X un espacio topológico. 

(a) Si X es primero-o unerable, X es de Fr~chet. 

(b) Si X es de Fréchet, X es secuencial. 

Demostl·aci6n. Sean A un subconjunto de X y xeA. Como X es primero-nu 

merable, existe una base local nunerable {U~}ieN de x; entonces, to

mando xi como un punto arbitrario de A íl ( n U.) para j=l,2, •• ., {lo 
j = 1 ] 

cual se puede hacer pues xelí.), se de fine una sucesi6n {xi} ieN de PU!!. 

tos de A que converge ax; pues si V es una vecindad arbitrprin de x 

existe un fndice ieN tal que Uic:: V, y claramente, para cualquier -

j?_i, xjeV, lo que prueba la afirmación. 
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(b) Como toda sucesi6n es red, usando el teorema 0.1 se tiene que si 

ACX es cerrado, A junto con cualquier sucesi6n contiene a todos sus 

puntos limite. 

Sea A un subconjunto arbitrario de X, y supongamos ahora que dada u

na sucesión cualquiera en A, todos los puntos lt~ite <le la sucesión 

son elementos de A. Si xeli., como X es de Fréchet, existe una suce -

sión de puntos de A que converge ax, y como por hipótesis, xeA, se 

tiene entonces que Ac=A y por tanto, A es cerrado. 

Por lo tanto, X es secuencial. 

La continuidad de funciones cuyo dominio es un espacio secuencial• 

... 
' 

puede expresarse por medio de sucesiones. Tal es la tesis de la si-

g uiente: 

3.- Proposición. Una función f del espacio secuencial X al espacio 

topológico Y es continua si y sólo si, para cada sucesión {x. }. 
1 lCN 

en el espacio X se tiene que: f(lím{xi}ieN)c:::lim{f(x¡)}ieN · 

Demostración . .::.2'._) Como toda sucesión es red, esta implicaci6n es 

consectWncia irunediat~ del teorema en 0.2. 

~) Supongamos que, para cada sucesión {xi} ieN en el espacio X se 

t lene que f(lím{x.}. jc::lím{f(x.)}. . Sea B un subconjunto ce--
1 ieN 1 ieN 

rrado arbitrario de Y; tómese una sucesión arbitraria {xi}ieN de 

puntos de f- 1 (B) y tm punto xelim{xi}ieN , se tiene entonces que 

f(x)e lim{f(xi)}íeNc:::B; entonces, xe f- 1 (B) y, como X es secuencial 

f- 1 (B) es cerrado. Por lo tanto, fes continua. 

t 
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Las sucesiones, aunque son Wl concepto más debil que el de red en es 

pacios topológicos en general, sirven para conocer algunas propieda

des de separación que se dan en cierto tipo de espacios topológicos, 

como los mencionados en la siguiente: 

4.- Proposición. Sea X un espacio topológico. 

(a) Si cada sucesión en X tiene a lo más un punto limite, X es un es 

pacio T1 • 

(b) Si además, X es primero-nunerable, X es entonces un espacio de -

Hausdorff. 

Demostración. (a) Si yeTXT entonces cada vecindad de y contiene a x, 

y yelírn{x.}. , donde x."x para i=l ,2,3 .... Como también xelim{x.}, 
1 teN 1 ieN 1 -

si toda sucesión tiene a lo más un límite, tenemos que y=x, y {x} 

es LID conjunto cerrado. Por lo tanto, X es un espacio T1. 

(b) Sean x 1 , x 2 eX cualesquiera. Como X es primero nunerable, ex is- -

ten {UUieN , {Vj}ieN bases nunerablcs de los puntos x 1 y x 2 respec

tivamente; entonces {Ui}ie•• y {Vi}ieN , donde Ui = íl U.' , V.= ñ V! , 
.. j<iJ 1 j<iJ 

son bases nunerables de x 1 y x2 "respectivamente, y tales que -

U.c::U.' y V.c::.V.' si j.::_i. Supongnmos que X no es un espacio de Haus-
J 1 J 1 

dorff, entonces, para cualesquiera i,jeN, Ui íl Vj "'Í' ~. Para cada ieN 

sea z. un punto arbitrario de U. íl V.; se tendrá entonces que Xt e 
1 1 1 

Hm {zi}ieN' pues sí U es una vecindad arbitraria de x, existirá ieN 

tal que U.c:IJ si j~i, de donde, z.e ujnvJc.:ui si j .:_i; y unfílogame!!_ 
J J 

te, X2 e lím{z.}. ~ 
1 1eN 

por hipótesis se tend-rh entonces que X l"'X2, -
lo que resulta absurdo si se supone de antemano que x 1 #x 2 • 

t 

De la proposicilin anterior y del teorema en O. 3 obtenemos: 
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5.- Proposici6n. Un espacio primero-nunerable X es un espacio Haus-

dorff si y sólo si toda sucesión en el espacio X tiene a lo más un -

punto limite. 

Los espacios métricos son de primordial importancia en topología de-

bido a su gran cantidad de aplicaciones; es fácil ver que todo espa

cio métrico es primero-nlfllerable (tan ando para cada ptmto x del es- -

pacio métrico (X,d) la colección {{i jd(z,x)<1/n} 1 neN} por ejemplo, 

como base local nuncrable en el punto x). La siguiente proposici6n -

muestra como, bajo algunas hip6tesis, ]a forma de definir el concep-

to de continuidad en los espacios métricos puede extenderse para es-

pacios primero-n1merables, de Fréchet y secuenciales. 

6. - Proposición. (a) Sean X un espacio primero-numerable, Y un espa

cio topo16gico arbitrario y f:X -+ Y wrn función cualquiera; entonces 

fes continua si y sólo si para cada sucesión convergente {xi} ie.N en 

X se tiene que f(lím{xi}ieN)c:::lím{f(xi)}ieN. 

(b) En (a), se puede cambiar la hip6tcsis X es primero nunerahle por 

X es secuencial y Hausdor ff, para que se siga cl.lllpl iendo la tesis. 

Demostración. La dcmostracion de (a) se sigue directamente do las pr~ 

piedades en 0.3, 3 y 5; y la de (b) de las proposiciones en 0.3 y 3. 

Anterionnente se ha mostrado que la clase de los cspac íos primero-n!! 

merables está contenida en la clase de los espacios do Fréchet, y~~ 

ta a su vez en la de los espacios secuenciales; los sjg11icntes ejem-

plos (en 7 y B), prueban que dichas contl'nciones son propias. 

7.- Ejemplo de un espado de Fréchet que no es primero-ramcrable. 
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Sean X=~ Y Y=(~\N) U{y 0 }, donde Yotlt; asígnese a cada pl.Dlto xeX el -

punto: 

[ 

x, si.xeX\N 
f(x) = 

Yo, s1 xeN 

y considérese en Y la topología generada por la fumilia de conjuntos 

cerrados e {A<=Yj f- 1 (A) es cerrado en X}. Es fácil ver que f: X -+ Y 

es cerrada y además que, si W es abierto en Y y contiene a y 0 

f- 1 (Y\ W) es cerrado y no contiene a N, de modo que, las vecindades -

de y 0 son de la forma (U\ N) U {)' 0 1, donde U es abierto en X y contie-

ne a N· 

Sea (U 1 \ N)LJ{yol, (U2\ N)LJ{y 0 }, ••• una sucesión arbitraria de vecin-

dades de y 0 • Para i=l,2,3 .. ., elijamos tm punto x.elJ.\ N tal que x.>i. 
1 .l 1 

El conjW1to U" X\{x 1 ,x 2 , ••• } es abierto en X y contiene a N, enton-

ces V= (U\ N) U {yo} es vecindad de yo. Como ning{m elemento de la su 

cesión está en V, (!Ji\ N)LJ{y 0 }c;i:V para i=l,2,3, ... ; se sigue que el 

espacio Y no tiene base local numPrable en y 0 , entonces, Y no es pri-

mero-numerable. 

Sea Ac::.Y cualquier subconjunto y yeA; si y1yo, f- 1 (A) es cerrado en X 

y contiene a y, además, elig iend"o zeN con la propiedad de que z<y<z+1 

se tendrá que U= [z+c,z+1-c} donde c= 1 /2mín{lz-yl,lz+l-y!J entonces, 

f- 1 {A)ílU es cerrado en X, y como f- 1 (A)flu = f- 1 (AílU) = Aílu = 

ATIU' entonces, CCl!lO X es de Fréchet y yef- 1 (A) nu, existe una suce

sión de elementos de A q uc converge a y. 

Ahora, si yeA\ A y y=yc, existe un índice keN y tma sucesión {yí}í~ 

en A que converge a k en X (pues d<' otro modo, para cada ieN se ten--

dda una vecindad Uic:: X que no intcrsecn nl conjunto A, lo que impli

caría que {( Ü 11.) \ NlLJfy 0 } es una vecindad de Yo en Y ajena de A, 
i = 1 l 

contradiciendo la hip6tesis de q1w y 0 eA). De la definición de la top~ 

logia en Y se si.gue que (v.}. converge a keN en X, y a Yo en Y. 
, 1 i eN 
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Finalmente, si yeA, la sucesión {yi}ieN con yi=y para todo indice i -

en N es una sucesi6n en A que converge a y. 

Lo anterior demuestra que Y es un espacio Fréchet pero no un espacio 

prirnero-nunerable. 

t 

8.- Ejemplo de un espacio secuencial que no es un espacio de Fréchet. 

Sea X= {O}LJ (U X.), donde, para cada ieN, X.={1/i}LJ (U {1/i+1/j}). 
i=1 l l j=i2 

Para cualesquiera k 1 . ki eN, si suponemos que k 1 <k 2 , se tendría que 

existe keN tal que k 1=k 2 -k , de donde k2 (1-k) <k (pues 1 -k.2_0), enton-

k2+ kz(l-k) - k < kL es decir, k¡(l+kz) < k~ , 

se sigue que k1 < k~ - k1k2, y que k1h < kUk2-k1), y si j ::. k~, 

k 1 k2 <j(k2-k 1), de aquí que k 1 k2 + jk 1 < jk2, entonces se tendrá que 

(k1{j+k2))/(jh) = k1/k2 + k1/j < 1 y que l/k 2 + 1/j < 1/k 1 y por tan 

to, para cualquier qeXk
2 

, qiXk
1

• Es decir, pura cualesquiera dos in

dices k 1 ,k 2 eN (con k11'k2), Xk
1 

íl Xk
2 
= 0. 

La topología en X será generada por el siguiente sistema de vecinda--

des: Todos los puntos de la fonna 1 /i + 1 /j serán puntos aislados de 

X, i .e. B(x) = { {x} } para cada punto de esa fol1Ua. Para un punto de 

ln fonna 1/i, tómese f3(x) como la familia de todos los conjuntos----
k 

X.\ U {1/i + 1/j} para k=i 2 ,i 2 +1, •.•. Finalmente, como miembros de 
1 j=i 2 

S(O), t6mense todos los subconj tmtos que se pueden obtener de X remo-

viendo tm núnero finito de xi 's' y un n(1ncro finito de pw1tos de la -

fonna {1 /i + 1 /j} en todos los restantes Xi' s. Es fáci 1 ver que la C!:J_ 

lección fa(x)}xeX cunplc las propiedades (llPl) a (Bl'4) enunciadas en 

la proposición en 0.4, y entonces, X es tm espacio de llausdorff. 

De la definición de 8(0), se sigue de írunedinto que el punto O está 

en la cerradura del conjunto X\{0,1,1/2,1/3, ... }; pero no existe su-
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cesi6n algtma en dicho conjtmto que converja a O (pues si {xi }ieN es 

una sucesi6n en X\ {0,1,1/2,1/3, ... }, para que tuviese a O como pun

to Hmi te, para cada j eN, X. íl {x.}. N debe ser finito (de otra fonna. 
J 1 le 

dada la vecindad de O, W = X\ Xj, para cualquier NeN, existiría keN -

con k>N tal que xktW) pero entonces, V 

w 
U {1/k + 1/j}jw=max{zeN!x eXk}}) U ( U Xk) 

J. =k 2 z k 1 xk n {x } -ti i ieN-" 

es una vecindad de cero ajena a Xi, para todo índice ieN ); y por lo 

tanto, X no es tm espacio de Fréchet. 

Se probará ahora, que X es W1 espacio secuencial. 

Como X es de llausdorff, basta probar que cada subconjllllto A de X con 

la propiedad de que cualquier sucesión convergente de plliltos en A ti~ 

ne ptmto 1 ími te en A, e:; cerrado en X. Tómese c tmlquier elemento x de 

A. Si x¡lO, a (x) es ima base local nunerable en x y, análogamente a la 

demostración dada al teorema en 2, existe wrn sucesión de puntos de A 

que converge ax. Considérese ahora el caso x=O, y supóngase que 

OeA\A; existe entonces una subsucesi6nx1,x2,x3, ... de la sucesi6n -

1,1/2,1/3, ... tal que cualquier vecindad de cualquier xi interseca a 

A {pues de no ser asi, se podría construir una vecindad de O ajena a ,, 

A). Ya que toda sucesi6n en A tiene punto 1 imite en A, cada uno de 

los términos de la subsucesi6n debe ser tm elenento de A, pero como -

la subsucesión converge a O, se tendría que OeA, lo que es absurdo. 

Por tanto, si OeA \A, OeA. 

De lo anterior se concluye que X es tm espacio secuencial. 

t 

lll ejemplo anterior, es tBll\brnn un ejemplo de un espacio nunerable --
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que no es primero nllllerable (la comprobaci6n es trivial). Además, se 

puede probar que es un espacio regular (se sigue de la definici6n de 

regularidad y del hecho de que todos los miembros de U S(x) son a--
xeX 

biertos y cerrados), e incluso, perfectamente normal; lo que da la -

idea de que los espacios secuenciales que no son de Fréchet no son -

necesariamente patológicos. Posterio1mente se darán condiciones nece 

sarias que deben satisfacer este tipo de espacios; por ejemplo, de--

ben contener a un subespacio nimerahle que no es secuencial. En el -

ejemplo anterior, se puede destacar, que el suhcspacio Y"X\(1,1/2, .. ) 

(con la topología inducicla por X), es un espacio perfrctruncnte nor-

mal que no es secuencial (pues, Y\ {O} no es cerrado pero toda suce-

si6n en este subcspacio tiene puntos Jímitc en ul mismo subespacio); 

de ahí que los espacios no secuenciales tampoco son necesariamente -

pato16g icos. 

En los espacios de Fréchet, se puede extender lu forma de caracteri

zar a los puntos de acunulaci6n de sucesiones, que se tiene para es -

pacios métricos. Esto es: 

9.- Proposición. Si X es un espacio de Fréchct, entonces para cada -

punto de acunulación x de una succsi6n arbitraria {xi }ieN en X, exi~ 

te una subsuccsión de {xi}ieN que converge ax. Ln hipótesis: "X es 

de Fréchet", no puede ser reemplazada por: "X es secuencial''. 

Demostración. Si x en punto de acimula<:i6n de {xi}ieN' xe\x 1 ,x 2 , ... } 

y ya que X es de Fréchet, existe una sucesión de ptmtos {y.}. de -
J J eN 

{x1,x2, ... } que converge ax. I.a sucesión {yj}jeN puede no ser subsu 

cesi6n de {xi}ieN (por el orden de los :índices), pero contiene a t.ma 

subsucesi6n {x }. N de {x.}. N que, forzosamente converge ax. 
ªi te i ie 
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Para ver que la hipótesis "X es de Fréchet", no puede ser debilitada, 

tómese X corno en el ejemplo en 8, y A= X\ {0,1,1/2,1/3, .•. }, se sabe 

que OeA, pero no existe sucesión algw1a en A que converja ax; cano A 

es nunerablc, se puede ordenar en forma de sucesión. Si {x.}. es - -
i teN 

tu10 de dichos arreglo~ de A en sucesión, claramente O es punto de ac~ 

rnulación de {x.}. , pero no existe rdnguna subsucesión <le {x.}. --
1 ieN i ieN 

que tenga a x como límite. 

t 

La proposici6n en 5 no es cierta si se cambia la hipótesis "X es pri

mero-nunerable" por "X es de Fréchet", como se puede ver en el siguie!!. 

te: 

1 O. - Ejemplo de un espacio de Fréchet no Hausdorff en el cual toda sg 

cesión tiene a lo más un límite. 

Sea Y el espacio topológico definido en el ejemplo en 7. Se define el 

espacio topológico Y' cano el espacio fonnado por el conjtmto Y U {y 1 } 

.. (~\ N)IJ{Yo ,y1} , donde Y1 es url punto que no está en los reales y es 

distinto de y 0 ; y con la topo logia detenninada por el siguiente sist~ 

rna de vecindades: Para y 0 y para todo xem \ N , el sistema de vecinda

des será el mismo que el definido en la topología de Y; y para y 1 , -

6(y¡) = {{y¡}LJ(R \ N) \ K 1 K es compacto en Y}. Como se puede ver fá-

dlmentc, S(y 1 ) cll!lple con las propiedades (BPl) a (BP3) definidas en 

0.4 y entonces, el sistema de vecindades definido anterionnente, pro-

vcc a Y' de una topología. 

Se probará ahora que Y' es de Fréchct. Sean A un subconjunto arbitra

r ic de Y' y peA, si p#y 1 , los mismos arguncntos utilizados en el eje!. 

cicio en 7, muestran que existe 1mu sucesión de puntos en A que con--



verge a p (pues par• plY, no so b• a 1 terado e 1 sis toma de vecindades) ; 

si p•Y•• se tendrá que A no está acotado en R,(pues de ser as!, exis· 

tiria un compacto K en R que lo contendria (e.g- A[fW), entonces, ·· 

K\ N U {y

0

l serlo un c<>'Pª"º en Y que contendda a A, y (y, l U rR\ N)\ 

(K\ NU\y,ll "{y,; ú rR\N)\ K soria una vecindad de y, sin puntos de 
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A, 1 o q uc seria un a cont ra<li< ci ón a 1 hecho d• q uc y .,A ) . Entonces, · 

de cualquier sobconi mto de AC~ nw.orable y no ''º'"''º en ~, se pue· 

de fonoOT una sucesión on A que conver,.e a Y• en Y' [por el axi<•'" de 

elección). Para m os trn r que Y ' no es do !la usdor f[, basto notar q oc to dn vecindad 

de Y• contiene un subconjunto nrmernble no aco"do de p•mtos de R\ N 

y por tanto, toda vecindad de y, b.tet se<" a todo> \as ved ndades de 

finalmente, falta dcaostrar que toda sucesión en Y' tiene a lo más un y 1 • 

punto límite.• 
Sea {Xi}ieN tma sucesión cualquiera en Y'. 

''"'º'º. si (Xi l ieN n R es tli acotada en a. y' no es punto de ac"" ula· 

ci6n de lx¡ l i•N' pues, e"'º se mostró ante,ionoentc, y,<~ . 

Supong mnos que, para a lg (m ¡nmt o pel \ N, pe 1 im lx i) i<N entonces , para 

cualquier V ved ndad de p en R con ve&\ ff, ox istc neN tal que si n>N 

xneV;_entonceS. l• subsuccsi6n {x¡l¡,NílR c>tá acotada en~ y por tat>o 

to, ydlim{x.t·. N lo que implica que y,lllm{x-l· ; ademá" por• cua~ 
l. 1_::_ 1 lCN 

qui<' qe R\l p l , qil (m [x; l ¡ •N, de donde, pnrn e ua 1q uicr imlice "", • 

existe ll vecindad ele zen 11. tal que [x.1· NíllJ 7 =0 Y entonces, ({yo) 1. 1 ie •. 

ij¡U U )'N)fllx-1· 
0
0, lo q•~ \c.q>lica que yo/1tm(x.l- . La ünica 

z<N' ' .eN ' "N posibilidad de sucos\60 coo mC.s de un P"''º de ª'""''ª' i6n es enton·· 

tada en a. entonces, 

\X·). contiene a una subsucesión \y 1. ll·e1.• no~ 
i 1eN ,., 
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cotada sin puntos de acumulaci6n (e.g. y¡=x 1 , y y.=mín{x. ¡x.>i} pa-
1 l l 

ra i~2), de donde, para cada zeN existe Uz vecindad de zen R tal -

que U
2

fl {yi}ieN={J lo que implica que ({yo} U (U Uz)\ N) íl {yi}ieN"li3 Y 
zeN 

por tanto, y 0 tlím{x.} .. Como se tiene que, si {x.}. flffi no es a 
l ieN 1 ieN 

cotada en~ implica que yoilírn{xi}ieN y, si {xi}ieNíl~ es acotada -

en R y 1 ;.lím{xi}ieN' se descarta la posibilidad de que exista una su

cesión que tenga a y 0 y a y 1 como puntos límite; lo que demuestra --

que toda sucesión en Y' tiene a lo más un punto 1 ími te. 

t 

Dentro de los espacios secuenciales, los espacios de Fréchet pueden 

caracterizarse por medio de propiedades de los puntos límite de suce 

siones dentro de subconjuntos arbitrarios del espacio en cuestión; -

esto es: 

11. - Proposición. Si X es un espacio secuencial, entonces X es de 

Fréchet si y sólo si el operador cerradura secuencial, que a cada 

subconjunto A de X le asigna el conjunto de todos los límites de su

cesiones contenidas en A cunple las propiedades (C01) a (C04) cntm-

ciadas en el teorema en O.S. 

La hip6tesis "X es secuencial" no puede omitirse. 

Demostración. Sea A un subconjunto arbitrario de X) y denotemos por 

A su cerradura secuencial. 

Si X es de Frfichet y xeX, existe una sucesión de puntos de A que con 

verge ax, lo que implica que xe A y por tanto, i\c::A; del teorema en 

" 0.6, resulta inmediato que Acli., entonces, como 7\"' A, por el teorema 

en O.S, el operador cerradura secuencial satisface (COl) a (C04). 

Para el recíproco de la proposición, nótese que, de (C04) y de la h!. 
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p6tesis de que X es secuencial, A es cerrado; como por (C02), Ac::.A, 

" se tiene entonces que Ar=A, es decir, para cada xeA, x es punto li-

mite de algW'la sucesi6n de puntos en A y por lo tanto, X es de Fré-

chet. 

Para probar que la hipótesis de ser secuencial no puede omitirse, -

bastará dar un ejemplo de un espacio no secuencial en el cual el op~ 

rador cerradura secuencial cunpla (C01) a (C04). Sea X el espacio -

Y \{1, 1/2, 1/3, ... } donde Y es el espacio topol6gico del ejemplo en 8 

con la topología inducida por Y; como se mencionó, X no es secuen- - -

cial (pues X\{O} no es cerrado pero toda sucesión convergente de pu!:!_ 

tos en X\ {O} converge a tm punto del mismo subconjunto). Veamos aho 

ra que el operador cerradura secuencial cunple las propiedades (COl) 

a (C04) en X: ((C.01) a (C03) siempre se cunplen). 

(COl) Como no existen sucesiones con prn1tos en el conjunto va~ío, --

" 

" = " 
(C02) Para cada xeAc:X, {xi} íeN donde xi =x para todo índice íeN, es 

" uua sucesí6n de puntos de A que converge ax, de donde, x e A , y 

por tanto, M=·A 

" " (C03),Sean A y B subconjtmtos arbitrarios de X; si xeA LJB entonces ~ 

xiste tma sucesión {x.}. total.mente contenida en A ó en F, que co~ 
1 1eN .......--. 

verge ax, como la suce~i6n tiene puntos en A UB, entonces xeA UB , 
l't.I\ ~ ~ 

y por tanto, AUB e: AUB. Ahora, si xe AUB\(ALJB), existe una S_!! 

cesión {xi}ieNdc ptmtos de AU B que converge ax; se tendrá entonces 

que uno de los dos conjlUltos {ieNlxieJ\) 6 {íeN!xieB} es forzosamente 

infinito, <le donde, la subsucesión con indices en este conjunto infi 
..._A "'"' ~ 

nito converge ax y, por tanto, xeALJll. Por lo anterior, AUB = ALJB. 

(C04) Sea Ac:X arbitrario. Nótese qu~ para cada xeX, ]as (Ulicas suc~ 

siones convergentes ax son las que, a partir de alg(m índice, son -
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constantes e iguales ax (pues ninguna sucesión converge a O, y to--
" " dos los puntos de X\{O} son aislados). Entonces, si xe (A), se tiene ,,., 

,,., " " 
que xeA y por tanto, xeA. Por lo tanto, (A) = A. 

t 

Como ya se mencion6 (en el espacio empleado en el ejemplo anterior), 

existen. espacios secuenciales que contienen subespacios no secuenci~ 

les (de hecho, como se verá más delante, si un espacio secucnc ial no 

es de Fréchct, contiene al menos a un subcspacio que no es secuen---

cial). Pero el ser prímero-nunerable o de Fréchct, sí es una propie

dad hereditaria en los espacios topológicos; esto es: 

12. -Proposición. (a)Si X es primcro-nw1erablc(Fréchet) y Y es un sub

espacio arbitrario de X, Y es primero-nunerable (Fréchet). 

(b) Si X es un espacio secuencial y Y es un subcspacio abierto o ce-

rrado de X, Y es un espacio secuencial. 

Dtmostraci6n. (a) Sean X un espacio primero-nuncrable y Y un subesp!!_ 

cio arbitrario de X; para cada ye.Y existe una base ,local nunerable -

B(y) de y en el espacio X; claramente {BílYIBeB(y)} es una base local 

nunerable de y en el espacio Y, por tanto, Y es primero-n unerable. 

Supongamos ahora que X es de Fréchet. Sean Y un subconjlUlto arbitra-

ria de .X, A lD1 subconjunto cualquiera de Y, y xeA'! como X es de Fré--

chet, existe una sucesión {xi}ieN de elementos de A que converge ax 

en X. Si V es una vecindad de x en Y, existe una vcc indad U de x en X 

tal que V "' U íl Y, existirá entonces un índice NeN tal que xneU si n>N 

y como {xi}ieNc:Ac::Y, xneV si n>N. Por tanto, Y es de Fréchet. 

t 
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(b) Sean Y lU1 subespacio cerrado de X y C un subconjunto de Y tal 

que toda sucesi6n de puntos en e tiene puntos límite en e ( en la to 

pología de Y). Si {x.}. es wrn sucesión de pwltos en C y xelím{x.} 
i leN ieN i 

(en la topología de X), como Y es cerrado, xeY, y claramente, la su-

cesi6n {x.}. converge a x en la topología de Y. Por hip6tesis xeC, 1 1eN 
y como X es secuencial, Ces cerrado en X, de donde, Ces cerrado en 

Y. De lo anterior se si~uc que Y es un espacio secuencial. 

Sean ahora ye:::. X abierto y Cc:Y tal que toda sucesión en C tiene --

puntos límite en C. Sj A Y\ C, 11ara cualquier {x. }. =e se ten-
1 ieN 

0 y por tanto, lím[xi}ieN íl A ~ 0 (pues Y -

es abierto). Además, sí {x. J. c::X \Y, corno X\ Y es cerrado, también 
1 ieN 

Jím{x.}. f1 A"' 0; de donde, si {x.}. Nc::(X\Y) U C, lím{x.}. NílA=0 
1 1eN i 1e 1 1e 

(pues de no ser así, en (xi)ieN íl (X\Y) o en fxilieN íl C se tendría 

una subsucesi6n de {x.). que convergería a un elemento de A). De -
1 leN · 

modo que toda sucesión en (X\ Y) U C converge a puntos en (X\ Y) U C 

y como X es secuencial, (X\ Y) U Ces cerrado en X. Se sigue enton-

ces que A = X \ ((X\ Y) U C) es abierto en X y por tanto, abierto en 

Y. De lo anterior, C es cerrado en Y, y Y es por tanto secuencial. 

t 

Los espacios estudiados en este trabajo se comportan bien bajo sunas 

topol6gicas ajenas (o coproductos. Esto es: 

13.- Proposición. Sea {X!i}SeS una familia de espacios topológicos a-

jenos por parejas. Se tendrá entonces, si X ¡; X
5

, que: 
ses . 

(a) X es primcro-nunerahle si y s6lo si X
5 

es primero nunerable para 

todo índice ses. 

{b) X es de Fr6chet si y sólo si X es de Frfichet paro todo s e S. 
5 
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(c) X es secuencial si y s61o si X
5 

es secuencial para todo índice • 

ses. 

Demostraci6n. (a) Sean s un índice arbitrario de S, x Wl pllllto cual· 

quiera de Xs y {Ui} ieNuna base local nunerable de x en X. La familia 

de vecindades de x en X : {U. fl X 1 ieN}es tma base local nunerable de s 1 s 
x e,n X

5
, pues si A es vecindad de x en X , como A es también vecin-s 

dad de x en X, existe iet~ tal que IJ. e:: A, de donde, U. íl X c:A . 
.l 1 s 

<=) Sean x un punto arbitrario de X y {U.}. N una base local nunera 
-- 1 1e -

ble de x en el espacio Xs, donde seS es el único índice tal que xeXs. 

Si A es tul subconjunto abierto de X que contiene ax, entonces AflX
5 

es también (por la definición de coproducto) Wla vecindad abierta de 

X en xs' de donde' existirá un fodice ieN tal que uic:: A n xs y por 

tanto, {Ui}ieN es, considerada como una familia de subconjuntos de X, 

lllla base local nunerable de x en X. Se sigue entonces, que X es pri

mero-n U!lerable. 

(b) ~) Sean s un índice cualquiera de S, A un subconj\D1to arbitra· 

río de Xs y xeA en Xs. Cano X es de Fréchet y la cerradura de A en X 

coincide con la cerradura de A en Xs' existe lila sucesi6n de puntos 

en A que converge a x en X. Dicha sucesi6n, claramente converge a x 

en X
5

, de donde, X
5 

es de Fréchet para todo fndice seS. 

<= ) Sean A lUl subconjunto arbitrario de X y xeA. Por la definici6n 

de coproducto, existe un l'.lnico índice ses tal que xeX
5

• Como se tie· 

ne que xeA n xs .. A.lfX; y como xs es de FrtSchet' existirá una sucesi6n 

{x.l. C:AílX tal que xeHm{x.}. N' Es claro que {x.}. N es una su 
i 1 cN s i 1e 1 1e 

ccsi6n en A que converge ax en X; por lo tanto, X es de Fréchet. 

(c) :2_) Si para algún indice ses X
5 

no fuese secuencial, existiria 

un subconjunto A de X no cerrado tal que toda sucesión de puntos en s 
A tiene puntos límite en A (con la convergencia en X

5
). Como en X no 
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hay m5s sucesiones de puntos en A que las ya consideradas, X no po--

dria ser un espacio secuencial. Por lo tanto, Xs es secuencial para 

cada indice ses. 

~) Sea C un subconjlD'lto de X que no es cerrado en X. Entonces, pa

ra algún indice ses, C íl X
5 

no es cerrado en X
5

• Como todos los csp~ 

cios X
5

' s son secuenciales, existe una sucesión {xi} ieN e:: C ll Xs tal 

que lirn{xi}ieN~C ílXs, de donde, lím{xi}ieNc;t:c aún cuando{xi}ieNc:=c. 

Por lo tanto, X es W1 espacio secuencial. 

t 

Aunque se ha visto que las contenciones de la clase de los espacios 

primero-nunerables en la de los Fréchet, y la de ésta última en la -

de los espacios secuenciales son propias, existen clases de espacios 

topológicos en donde no hay distinción entre las tres clases de esp! 

cios estudiados en este trabajo; tal es el caso en: 

14.- Proposición. Todo espacio secuencial linealmente ordenado (con 

la topologia inducida por el orden) es primero-nunerable. 

Demostración. Sea X tm espacio secuencial linealmente ordenado, y -

sea x un punto arbitrario de X. Si no existe un salto a la derecha -

de X, Le. si para cualquier yeX con y>x se tiene un elemento z de X 

tal que x<z<y; existe en (x,+) una sucesión {bi}ieN tal que x = 

Hm{bi}ieN (se usa igualdad pues X es Hausdorff y 'de hecho, nonn:>l). 

Para la prueba, nótese que (x,+) no es cerrado pues (<-,x) =X '-(x,+) 

no es abierto pues, para cualesquiera a,beX con a<x<b, existe z.eX -· 

tal que x<"t<b, lo que implica que (a,b) e¡; (+,x) (i.e. ninguna vecin· 

dad bfisica de x está contenida en (<-,x) ); si suponemos que para cual 

quier sucesión convergente {bi}ieN e: (x,-+), xJ'U:m{bi}ieN' como obvia• 
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mente lún{b.}. no es un elemento de (+,x], se tendría que (x:,+) -
1 1eN 

es un conj1.U1to no cerrado en el cual toda sucesión convergente tiene 

su límite en (x ,+), lo que contradice a la hip6tesis de que X es se· 

cuencial. 

Análogamente, si no existen saltos a la izquierda de x, existirá tma 

sucesión {ai}ieN de elementos de (+,x) tal que x=lfm{ai}ieN· 

Estaremos entonces en uno de los cuatro casos sigtrientes: 

i) Si existen saltos a la derecha e izquierda de x, i.e. si existen 

a,beX con a<x<b tales que para cualquier elemento zlx se tiene que -

zi(a,x) y zi(x,b); entonces, claramente {(a,b)} es una base local nu 

merable en x. 

ii) Si x tiene lll1 salto a la derecha pero no tiene saltos a la iz---

quíerda, i.e. si existe beX con b>x tal que para todo zeX zi(x,b), y 

para todo aeX con a<x existe zeX con ze(a,x); e.dstirtí entonces una 

sucesión {ai}ieNc:(•-,x), que podemos suponer creciente, tal que X = 

lún{ai}ieN; entonces, la familia {(ai,h)}ieN de vecindades de x es -

wta basE• local nunerable de x (pues si A,BeX con A<B son tales que • 

(A,B) es vecindad de x, existirá. un indice NeN tal que A<a
11

<x si n>N 

y cOOlo claramente B~b, (an,b)c: (A,B) si n>N ). 

iii) Si x tiene un salto a la izquierda pero no tiene saltos a la d~ 

recha, análogamente al inciso anterior, exi.sten una sucesi6n {bi}ieN 

decreciente contenida en (x,~) tal que x=lím{xi}ieN' y tm elemento -

aeX con a<x tal que para cualquier zeX, zi(a,x). Se tendrá entonces 

que la familia de vecindades de x, { (a,b )} es tma base local ntmei! 
n 

ble de x. 

iv) Si x no tiene saltos a la derecha ni a ln izquierda, existirán -

suc'-!siones {ai}ieNc::(~",X) creciente y {bi}ieNc.:(x,-.) decreciente ta-

les que x = lím{a.). = lím{b.) .. Scrti entonces la familia de ín-
1 IeN 1 ieN 
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ter va los: { (a
0

, bn) }neN una base local nunerable de x. 

Como en cualquiera de los cuatro casos se encuentra una base local -

nunerable para x, se tiene que X es llll espacio prirnero-nunerable. 

t 

El concepto de espacio secuencial define espacios topológicos en los 

que cierto tipo de redes de cardinalidad }to son suficientes para -

describir la topología de dichos espacios, a saber, las sucesiones. 

El concepto (que en este trabajo será llamado) "cerradura cardinal" 

(en inglés: "tightness") de tnl espacio topol6gico, os una ftmci6n 

cardinal que nos dará una condición necesaria para que un espacio to 

pológico sea secuencial. Se definirá de la siguiente manera: 

15.- Definición. (a) La cerradura cardinal de un punto x en un espa

cio topol6gi¡;o X es el valor de la función cardinal que asigna a x -

el menor núnero cardinal m?._Ro con la propiedad que si xeS, existe -

un subconjunto C0 c:::C tal que Card(Co)~m y xeE;. Este nCrnero cardinal 

se denotará por T{x,X). 

(b) La cerradura cardinal de un espacio topológico X se define como 

el valor de la función cardinal que asigna a X el supremo de todos -

los núneros T (x,X) con xeX. Dicho núnero cardinal se denotará por : 

l (X). 

La condición necesaria que se mencionó está dada en la siguiente: 

16.· Proposición. Si X es secuencial entonces T(X) = ~o· 

Nota: Para la demostración se usará la carncterizaci6n T (X) ... inf · -

{m~Jtel Para cualquier Cc:;X no cerrado existe Coc:=C con Card(Co) < m 
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tal que Co \C :1 ~} • 

Demostraci6n. Si T (X) > ~o, existe Cc:X no cerrado tal que para cual 

quier C0 c::C con Card(Co)·~ ~ 0 , C0 c::C y, en particular, para cual---

quier sucesión {xi}ieN en C, lim{xi)ieNc::TX 1 ,x2, .•• } c::c, de donde, -

X no es secuencial. 

t 

La condición, sin embargo, no es suficiente, como se puede ver en el 

siguiente: 

17.- Ejemplo. Si X es el espacio del ejemplo en 8, el espacio Y= -

X\{1,1/2,1/3,. .. } es tal que <(Y)= H 0 , pero Y no es secuencial. 

Demostración. Como Card(Y) = ~ 0 , para cualquier xeY y para cualquier 

C<=Y tal que xeC, se tiene que Card(C) ~~o como xeC, T(x,X) =~o, 

de donde, 1 (Y) = ~ 0 • El hecho de que Y no es secuencial ya se habia 

demostrado en la proposición en 11. 

t 

En lo que sigue de esta sección, se trabajarli con espacios que tie-

nen definido un operador límite, y con un operador que asocia a cada 

conjunto en un espacio topológico los puntos limite de sucesiones foL 

madas con puntos de él. Como se verá, los espacios en donde se mane

jaran dichos conceptos tienen relación estrecha con los espacios de 

Fréchet T1 , y con los espacios secuenciales T1 • Comencemos con la si 

guiente: 

18.- Definición. (a) Un espacio L 11 es una pareja (X,>.), donde X es -

un conjunto y >. es una función (llamada el operador Hmite) que asig_ 
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na a algtmas sucesiones de pm.tos de X un elemento de X (llamado el 

límite bajo>. de la sucesión), de tal forma que se satisfacen las si 

g uientes condiciones (se dirá que {xi} ieNcon verge a x bajo :i. si 

>.({xi}ieN) = x) : 

(Ll) Si xi= x para i=l ,2,3, ... , 

sucesión {xki}íeN de {xi}ieN· 

entonces ;J.({xi}ieN) • x. 

A ( {xk~ ieN) = x para toda sub-
1 

{13) Si una sucesión {x.}. Nºº converge bajo ;l. ax, contiene e~ 
i ie 

tonces a una subsuccsi6n {xk. J ieN tal que ninguna subsucesi6n -
l 

de {xk }. converge ax 
i ieN 

bajo ~ .. 

{b) En un espacio L* definimos el operador cerradura secuencial {de-

notado por " .. "), estableciendo: xeA si y sólo si A contiene una su 

cesión que converge bajo A ax. 

Para que el aperador - defina una topología en un espacio l*, se ne

secita tma condición adicional: 

19.- Lema y Definición. En un espacio L*, (X,>.) se tiene: 

(a) EL operador - satisface las condiciones (COl) a (C03) definidas 

en o.s. 
(b) El operador - satisface la condición (C04) si y sólo sí en (X,:i.) 

se satisface la condición: 

(L4) Si A({xiJiett) • x 

= xi para cada sucesión 

ten sucesiones de enteros positivos 01,iz, ... } y Oi.j;,,. .. } ·· 
ik 

tales que >.({xjkJkeN) = x. 

En cuyo caso, el operador - define tma topología en (X,.).), al cual se 

le llamará un espacio S", y 11 la topolog fa inducida por A se le llam!!_ 
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rá la toEologia Fréchet inducida por el operador limite 

Demostración. (a) Si A= 0, no existen sucesiones en A, de donde, 

A= 0, es decir 0 = 0 y por tanto, se cunple (C01). Sea Bc::X un sub

conjunto arbitrario; por (11), la sucesión {x.}. N tal que x. = x -
i 1e i 

para ie{l,2, ... } es tal que {x.}. c:B y >-({x.}. ) = x de donde, -
1 leN 1 ieN _ _ 

se cunple (COZ). Sean C,D<=X subconjuntos arbitrarios; si xeCUD, e 

xiste una sucesión en C o en D que converge bajo \ ax; como esta su 
~ - - -- ____, 

cesión tiene ptmtos en C LJ D, xe C LJ D, de donde C LJ Dc:C LJ D. Si xeC UD, 

existe una sucesión {x.}. en CU D tal que X({x.}. N) = x; se tendrá 
i i eN i ie 

entonces que {ieN!x.eC} ó {ieN!x.eD} es conjunto infinito r¡ue indu-
1 l 

ce a una subsucesión en C ó en D que, por (L2) converge a x; de donde 
_......,, -

xe:C ó xeD; se sigue que cUnc::CUD y por lo tanto, se satisface ---

(C03). 

(b) :..?__)Sea {xi}ieN una sucesión tal que >-({xi}ieN) = ~ y {xt}jeN 

tal que A( {x f} j eN) = xi para id1, 2,..}, entonces x e (A), donde A = 

{zeXlz=x~ para i,jeN}, por (C04), x e A de donde, existen sucesiones 

de enteros positivos {i1,i2,. .. } y {j¡,ji, ... } tales que x=>.({xj~}k:N) 
~) Sea A<=X arbitrario y xe(A). Existe entonces una sucesión en A, 

{xi}ieN tal que >-({xi}ieN) = x. Para cada ieN existe una sucesión en 

i i 
A, (xj}jeN tal que >-({xj}jeN) xi' Por (L4), existen sucesiones de -

enteros positivos (i 1 ,i 2 , ••• } y {j 1 ,j2,. •• }tales que >.({x;k}keN) "x, 
~ ~ k 

de donde, xeA y por tanto, (A)<=A; como se c11nple (COZ), se sigue que 

A .. A • 

t 

La topolog ia definida anteriormente posee la siguiente propiedad de -

separaci6n: · 
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20.- Proposici6n. Cada espacio S* (X,A) con la topología Fréchet in

ducida por el operador l. es un espacio T1 • 

Demostración. Sea xeX, entonces {x} = {yeXJexiste una sucesión con

tenida en {x}, {x.}. tal que >.({x.}. ) =y}; como la única suce---
1 leN 1 leN 

sión contenida en {x} es la constante e igual a x, y ;\le asocia un 
~ 

único ptmto de X, que es el punto x, {x} = {x}. Por lo tanto, X es -

tm espacio T1. 

t 

La razón de llamar a la función A del espacio (X, l.) el operador lirni 

te se justifica en la siguiente: 

21.- Proposición. Sea (X,A.) un espacio S* con la topología Fréchet -

inducida por 

entonces x ': 

el operador límite A, y {xi}ieN una sucesión en (X,;\)¡ 

lím{x.}. si y sólo si >.({x.}. ) = x (i.e. la conver--
1 ieN 1 ieN 

gencia ''a priori" es equi va1ente a la convergencia "a posteriori "). 

Demostración. _:'.2_) Si x Y. ;\({xi}ieN), entonces por (L3), existe una 

s ubsucesi6n {x. }k de {x.}. tal que ninguna subsucesión de{x. }k 
ik eN 1 ieN ik eN 

conve_rge bajo A. ax, de donde, x t A donde A= {x. JkeN}; se sigue 
lk 

entonces que x; lím{xi}ieN (pues x = lirn{xi}ieNimplica c¡ue xeA). 

~) Supongase que x = >.({xi}ieN); entonces, por (L2), para toda su!?_. 

sucesión {xik}keNde {xi}ieN' ;\({x 1k}keN) = x. Supongase adem&s, que 

x ~ lím{xi}ieN;entonces, dados un índice NeNY una vecindad U de x, -

existirá una sucesión creciente de índices { ik}keNc:N con ik>N para 

todo keN tal que x. t. U, se sigue que {x. }k es una subsucesi6n de 
ik - lk eN 

(x
1
. }

1
.eN tal que x t. A donde A= {x. jkeN}, pero >.({x. }k ) = x im-

1k lk CN 
plica que x e A, lo que es absurdo. Por lo anterior, x = U:n{xi}ieN' 

t 
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De forma natural, se p1~ede pcr;sar en ~encral izar el concepto de esp.!!_ 

cio secuencial a los :':"p:ci,1;; I* .1Lmqw· como se \'tJrá, el concepto· 

no aportará nadr nu~\o. 

22. - Proposición. (a) En W1 espacio L* (X,.I.), se puede generar una -

tcrología tomando cor.:u la famili:i F dt: subcor1,i untos cerrados a todos 

los sub·~onjuntos que contien0n ,1unto con cu:1lquier succs~ón conver--

gente b'.lJ'J el oper::idor •, a '.,U ¡iw1tu límite; esta topo.logia será lla 

(b) Todo espacio L*, (X,l.J con lil topologí.a secuencial inducida por 

el operador límite A es tm espacia T1 • 

(c) En L.TI espacio L*, (X,>.) las topologías Fréchet y secuencial indu 

cidas por el o~crador limite A coinciden. 

(d) Dada tma sucesión {xi_ icN'lc f)LU1tos en un espacio L* (X,>.), con 

la topología secuencial inducida por el operador límite ~. x=llm{x.} 
ieN 

1 

si y só:o si At{x.}. ) = x [i.c. si la convergencia "a postcriorí" 
i HN 

coincide con la con\'ergcncia "a rriori"). 

Demostraci6n. (a) Por el teoremaº e1~ 0.7, bast:ir,{ probar que F satis-

face (CJ) .:1 lC3). Es claro que 0 ~-X son cerrados, y se cumple (Cl). 

Sean Ar B elementos cu::lesquicra de F, y {x.}. una sucesión en --
1 ieN 

AU B convergente bajo>. al punto x; se tendrá que {ieNlxieA} 6 {ieNI 

x.eB} es un conjunto infinito y por tanto, se tiene tma subsucesión 
1 

{xik}keN con elementos en,\ o en h tal que \({x 1kJkeN) = x (por (LZ)) 

y cJmo, ,\y ll son <·lernentos der. xe,\ ó xeR de donde, xeAUB y por -

tanto, t.LJne F r se cimplc (C2J. Si Ac:r y si {x.}. c=íl 1\ es una 
l u~N i\eA 

suc<~síón convergente bajo a x, col'lo {x. J - e::,.\ para cada .\P. A, xeA 
1 1 er~ 

para toca A e A, de donde, xe íl A, ~·se satisface (C3). 
A e J, 

(b) Dad0 xeX, como la (mica suct•s ión {x.}. contenida en {x} es la • 
i t~N 
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constante e igual ax, y por (Ll) converge bajo X ax, {x}ef , es de 

cir, {x} es cerrado. De lo anterior, X es un espacio T1. 

(e) Sean e5 y eF las familias de subconjuntos cerrados en las topolo 

gias secuencial y Fréchet inducidas por el operador limite X respec

tivamente. Bastará probar que CS ~ Cr. 

Sean Ae eF y {x.}. una sucesión en A convergente bajo X al punto x 
1 ieN .. 

se tiene entonces, que xeA y corno Ae CF, xeA, de donde, A e e5 y por 

tanto, CF e= c5 . Sean Ae es y xeA; existe entonces tma sucesión 

{xi}ieN convergente bajo/, ax. Como Ae e5 , se tiene que xeA, de don 

de, Ac:.A y por tanto, Ae CF. Se deduce que es e= C¡:, lo que concluye 

la demostración. 

(d) Es inmediato de (c) y de la proposici6n en 21 . 

t 

La justific~ción de los nombres dados a las topologias recién defini 

das en un espacio L*, y la caracterizaci6n de las mismas en términos 

de las topologías de Fréchet y secuenciales estudiadas en este traba 

jo se reslm1e en el siguiente: 

23.- Teorema. En un espacio topol6gico X, un operador limite A tal 

que fX,A) es un espacio S* (un espacio L*) es tal que la topología -

Fréchet (secuencial) inducida por el operador límite X coincide con 

la topología original, y puede ser de fin ido si y sólo si X es tul es

pacio de Fréchet (secuencial) en el que cada sucesión tiene a lo más 

un punto límite. 

Demostración. Si X es un espacio S* con la topología Fréchet induci

cida por el operador límite X, si A es un subconjtmto arbitrario de 

X y xeA, como A= A, existe una sucesi6n {xi}ieN tal que X({xi}ieN) 
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• x (la sucesi6n, con elementos en A); por la proposici6n en 21, se 

tiene que x = lim{xi}ieN' de donde, X es un espacio de Fréchet. De -

la proposici6n en 21 y de la definicion del operador límite A, se si 

g ue que toda sucesión tiene a lo más un punto límite. 

Si X es un espacio de Fréchet en el que toda sucesión tiene a lo más 

un punto límite, tomando >. como el operador que a cada sucesión con-

vergente le asocia su punto límite (aquí, al hablar de convergencia 

se entiende la dada por la topología de X), tri vialmente se c unplen 

las condiciones (Ll) y (LZ). Sea {xi}ieN una sucesión tal que x ; 

lím{xi}ieN' si {xi}ieN tiene algún punto de acunulación p, conten-

drli a una subsucesión {xik}keN que converge a p y por tanto, ninguna 

subsucesión de {xik}keN converge ax (pues todas convergen a p). Si 

{xi}ieN no tiene puntos de acll!lulaci6n, ninguna subsucesi6n converge 

y, por tanto, se satisface (13). 

De la fonna de definir >. y del hecho que X es secuencial, se sigue 

la condición (L4), pues los operadores cerradura coinciden y por ta! 

to, las topologías coinciden. 

t 



ESPACIOS e o e I E N T E 

El estudio de las propiedades de los espacios primero-nunerables, de 

Fréchet y secuenciales, concernientes a espacios cociente, nos será 

de gran utilidad para comprender y describir la estructura de los es 

pacios esttrliados en este trabajo. Comencemos con la siguiente: 

24.- Definición. (a) Sea X un espacio topológico y E una relaci6n de 

equivalencia en X; si X/E denota el conjunto de clases de equivalen

cia, si q: X+X/E es la función c¡uc asigna a x e X, la clase de e-

quivalcncia (x) e X/E y si 1 denota la topología en X/E más fina que 

hace continua a la función q; al espacio topológico X/E con la topo

logía 1 se le llamará espacio cociente, a la topolo3ía T topología -

cociente, y a q la frnción natural. 

{b) Sea f una función do un espacio topológico X sobre un espacio to 

pológico Y; se dirá que fes una función cociente si y sólo si, el -

conjunto f- 1 (F) es cerrado en X si y sólo si Fes cerrado en Y. 

(c) Una función continua f: X+ Y, de X sobre Y será llamada heredi 

tariamente cociente (o pseudoabierta) si para cualquier subconjunto 

B de Y, la restricción fn : f- 1 (B) + Bes una fimción cociente. 

Para los fines de este trabajo, será de utilidad la siguiente carac

terización de las Íl.lllciones hereditari~~ente cociente: 

25. - Una ftmci6n continua y suprayecti va f : X + Y es hereditaria-

mente cociente si y sólo si para cualquier subconjtmto F de Y se ti! 

ne que f( f- 1 (F)) es cerrado en Y. 

Demostraci6n. ::.:..._) Sea B tm subconjunto arbitrario de Y. Como f es -



- 39 -

continua, fB : f- 1 (B) -+ B es continua. 

Ya que fD(f- 1 (B)) .. f(f- 1 (B)) = B, pues fes suprayectiva, se tiene 

que fB es suprayectiva. 

Si Fes un subconjunto arbitrario de B tal que f - 1 (F) es cerrado en 
B 

f- 1 (B), entonces fB- 1 (F) = f- 1 (F)" f- 1 (F) íl f- 1 (B), de donde, F = 

fB(fB- 1 (F)) = f(f- 1 (F)) = f(f- 1 (F) íl f- 1 (B)) = f(f- 1 (F))ílB (la con

tención Je izquierda a derecha es obvia, y de derecha a izquierda -

se sigue de que si ,-ef(f- 1 (F)) íl B, existe xef- 1 (F) tal que y=f(x)eB 

y por tanto, xef- 1 (B) ); de donde, como por hipótesis f(f- 1 (F)) es -

cerrado en Y, F == f(f- 1 (F)) íl B es cerrado en B. 

Se sigue de lo anterior que fB es (hereditariamente)cociente para to

do subconjtmto B de Y . 

.:.::_) Sea f : X -+Y tma función hereditariamcnte cociente. Supongamos 

que existe un subconjunto B de Y tal que f(f- 1 (B)) no es cerrado en 
----

Y. Se tendrá entonces que ñ\f(f- 1 (B)) f.~ (pues, ya que fes conti 

nua, f(f- 1 (i)) e= f(f. 1 (B)f = B y como, Bc:f(f- 1 (B)), si f(f- 1 (B)) 

fuese cerrado, se tendría que f(f- 1 (B)) = B ) . Ya que r· 1 (B \ 

f(f- 1 (B))) = [f- 1 (B\f(f- 1 (B))) U f- 1 (B)]\ f- 1 (B) que coincide con 

r· 1 ((B\f(f- 1 (B))]UB) \ f- 1 (B), se tendrli que f" 1 (B\f(f- 1 (B))) es 

abierto en r· 1 ( [B \ f(f- 1 (B))] U B) y como f es hcreditariamente co- -

ciente, B\f(f- 1 (B)) es abierto en [B\f(f- 1 (B))]UB. Existe enton

ces un subconjunto A de Y abierto tal que B \ f( r· 1 (B)) es igual a -

Aíl{[B\f(f- 1 (B)))UB}, de donde, AílB =~y se sigue que, para cual 

qui ('r yeB \ f( f- 1 (B)), A es ww vecindad de y ajena a B y por lo tan 

to, ytB , lo que es absurdo. 

De lo anterior, f(f- 1 (B)) es cerrado en Y para cualquier Bc=Y. 

t 
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N6tese que, como para cualquier subconjunto F de Y, F "' f(f-
1 

(F)) C'= 

f(f-
1

(F)) e:: f(f-
1
(F)) = F (pues fes continua), si f(f-

1
(F)) fuC>se -

cerrado, como contiene a F, contendría a F. De modo que, la proposi-

ción en 25 puede escribirse como: Una fWlción continua y su:-irayecti-
---1-- -

va f: X .... y es hereditariamcnte cociente si y sólo si f(f (F)) = F 

para cualquier subconj tmto F de Y. 

Al formar funciones cociente, en algunos casos se puede saber si son 

hercditariamente cociente, de acuerdo a la topología del codominio; 

tal es el caso mencionado en la siguiente: 

26.- Proposición. Sea f : X·+- Y una función cociente sobre un espa-

cio de Fréchet Y en el cual toda sucesión tiene a lo más lll1 punto lí 

mite (en particular, sobre tITT espacio T2 de Fréchet), entonces, fes 

hereditariamcnte cociente. 

Demostración. Sean B un subconjw1to arbitrario de Y, y tm punto y en 

f(f~ 1 (B)) = D; como Y es ele Fréchct, existe una sucesión {yi}ieNc:B 

tal que ye lím{yi}ieN" Como el límite es único, y= lím{yi}ieN" 

Supongamos que f- 1 (y) íl f- 1 (B) ~, entonces, para cualquier xe f- 1 (y) 

existe UX vecindad abierta de X tal que UX íl f- 1 (D) = IJ y co::io f- 1 (y i) 

esUi contenido en r· 1 (B) para todo índice ieN, U ílf- 1 (y.) = 0 para 
X 1 

todo ieN, de donde, UX n ( LJ r 1 (yi)) = '1 y xi. 
ieN 

quier xef- 1 (y); pero U f- 1 (yi)., f- 1 ( U {y.}) 

.U f- 1 (yi) para cual-
1eN 

ieN ieN 
1 

no es cerrado (pues -

de serlo, U {y.} lo sería y entonces y t lim{y
1
. l

1
-eN' lo que 

i rN 1 . 

surdo), entonces, ex istc zeX \ f- 1 (y) tal que ze U f- 1 (y.). 
ieN 1 

ma vecindad de f(z) abierta, como fes continua, f- 1 (V) es 

C'S nh--

Si V es 

vecindad 

abierta de z; se sigoo entonces que existirán un índice ieN y un pu~ 

to xeX tales flllC X e f- 1 (V) n f- 1 (yi); de donde, yie V y por tanto, -

f(t) e ¡r-(y:-f, Co~o Y es de Fréchet, existe uia st~csión {ya.lieN -
ieN 1 

1 
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en {y i} iet¡ que converge a f(z) (por prop. 9) de la cual, se puede 

extraer una subsucesi6n {yy. }ieN de 
1 

f( ¡;) lím {ry. f ieN' y 
1 

como {yy. }ieN 

{yi}ieN; se tendrá entonces que 

es subsucesión de {y.}. , tam·-
1 ieN 

bién y= lím(yy.lieN' 
1 

pero se tenía que y # f(z). Lo anterior es una 
1. 

contradicción al hecho de que toda sucesión tiene a lo más un punto 

límite; por lo tanto, y e f(f- 1 (B)) y entonces, f(f- 1 (B)) es cerrado 

en Y. Se sigue de la proposición en 25, que fes wia función heredi-

tariamente cociente. 

t 

Las imágenes de espacios secuenciales (Fréchet) bajo funciones co--

ciente (hereditariamente cociente) son espacios secuenciales (Fré -

chet); tal es la tesis de la siguiente: 

27. - Proposicion. Sea f X-~ Y una función cociente. 

(a) Si X es secuencial, Y también lo os. 

(b) Si X es de Fréchet y fes hereditariamente cociente, Y es también 

un espacio de Fréchet. 

Demostración. (a) Sea F un subconjunto de Y tal que, junto con cual

quier sucesi6n contiene a todos sus puntos limite. Sean {xi} ieN una 

sucesi6n en r·1 (F), x un punto 1 imite de {xi} ieN, y V una vecindad a 

bierta de f(x). Como fes continua, f- 1 (V) es una vecindad abierta -

de x, de d0i1de, existe un índice NeN tal que si n>N, xi e f- 1 (V), -

que implica que f(x.) e vnr, y nor tanto, {f(x.)J. es una suce---
1 • 1 lCN 

sH)n en F que tiene como ptmto límite a f(x), como por hipótesis, 

f(x:) e F, xef- 1 (F). Co!'lo X es secuencial, f- 1 (F) es cerrado en X, y 

por la definición de ftmción cociente, F es cerra<lo en Y. Por lo tan 

to, Y es \m espacio secuencial. 
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(b) Sean A un subconjunto arbitrario de Y y 'y' un elemento de A. CQ. 

mo fes hereditariamcnte cociente, por la proposici6n en 25, se tie-

ne que f(f- 1 (A)) =A, existe l'ntonces un elemento x e C 1 (A) tal que 

y = f(x); como X es de Fréchet, existe una sucesión {x.}. de elemen 
i ieN 

tos de f- 1 (A) tal que x e lím{xi}ieN; como fes continua, por la pr~ 

posición en 3, y e lím{f(x.)}. y como para todo índice ieN, f(x.) 
i ieN i 

es un e 1 em en t o de A , Y e s un e s p a c i o de F r é eh et . 

t 

Sin embargo, la riropiedad enlD1ciada en el inciso (b) de la proposi-· 

ción anterior no tiene tm análogo para espacios primero-nunerables, 

como se verifica en el siguiente: 

28.- Ejemplo <le wia fl0lci6n hereditariamente cociente de un espacio 

primero-numerable en un espacio de Fréchet que no es primero-nuner!!_ 

ble: 

Sea f X .. Y la función del ejemplo en 7. Claramente f es s uprayef_ 

tiva y, por la definición de la topología en Y, fes tma función e~ 

ciente (de hecho, f es la función natural, si la relación de equi V! 

lcncia e~. la que identifica a cada punto de X\ N con el mismo, y a 

N con. el punto y 0 ). Sea F un suhconjtmto de Y tal que yof. F, se ti~ 

ne entonces que F = f- 1 (F), de donde, f( f- 1 (F)) = f(F) = F. Tomemos 

ahora tm subconj tmto B de Y que contenga a y 0; entonces, f- 1 (B) = 

(B \{yo}) UN, de donde, f( f- 1 (B)) = f(ir[jt¡"\ty;T) = f( (fi-\.VaTJ UN) 

"'f(ñUÑ) = f(fi)LJ{yo) ~ (Il\N)Lll\·o\ qm' es cerrado en Y, pues --

f.1((B\N)U {yo})= ilUN que es cerrado en X. Por la proposición en 

25, fes hcrcditari<unente cociente, y como se probó en 7, Y es un · 

espado de Fréchet que no es primero-nunerable. 
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La propiedad en1.11ciada en 27 (a) no es válida si s6lo se pide que la 

fwci6n f sea continua, es necesario que sea cociente; pres, por e- -

jemplo, si Y es un espacio no secuencial (e.g. Y= X/ \0,1,1/2, .•. } 

con X el espacio en el ejemplo en 8), X es el espacio topológico for 

mado por el conj mto Y con la topología discreta, y f : X .... Y la fun 

ción identidad (i.e. f(x) = x para todo xeX), claramente f es conti-

nua, pero aún cuando X es primero-numerable, la imagen no es u1 esp! 

cio secuencial. 

Tampoco {la tesis en 27 b) la imagen de w1 espacio de Fréchet bajo -

lD1a función cociente es necesariamente de Fréchet, a menos que la - -

fmci6n sea heredi tariamente cociente; como se puede observar en el 

siguiente: 

29.- Ejemplo de Ula funci6n cociente con dominio en un espacio prim! 

ro nl.D'llerable, cuya imagen es un espacio secuencial pero no de Fré---

chet: 

Sea X el conjunto de los núneros reales provisto de la topologia ge

nerada por la topologia usual y todos los conjuntos de la forna .•• 

{O}UU, donde U es un conjunto abierto en R que contiene a la suce-

si6n {1/n}neN· De est8 modo, la topologia de los reales ha sido alt! 

rada s6lo en el cero, de tal forma que una sucesión que converge a O 

es a partir de cierto indice constante igual a cero, o una subsuce--

si6n de {1/n)neN· Sea A= XI ({1/nln=l,2,3 .•. } UfO}); para cada ve-

,_. inda<l V del cero, V es una vecindad de cero en la topología usual -

de los reales, o V • {O}U U donde U es tma vecindad usual abierta de 

{1/nln.,1,Z,3 ..• } y, en cualquier caso, VílA 'I 0 y por tanto, OeA, p~ 

ro como ninguna sucesi6n en A converge a O, X no es de Fr~chct. 
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Definamos ahora un subconjunto de mª Y, como y~ {(x,O)IO ~X e!} u 
{(0,1)} U {(1/n,1)lneNL Y es la Sl.Ulla topológica ajena óel espacio -

{(O,l)l'U {(1/n,1)lneN}(ho!lleomorfo al conjunto {0,1,1/2,1/3 ... } con 

la topología de subespacio de R) y de la recta de los reales pcrfor~ 

da; y, por la proposición en 13 (a), Y es un espacio primero-nunera-

ble. 

La primera proyección del espacio Y (como subespacio de ~ 2 ) es, como 

se puede comprobar facilmente, una función cociente del espacio Y so 

bre el espacio X y, por la proposición en 27 (a), X es un espacio se 

cucncial pero como se probó, no es de Fréchet. 

Se sigue también, de la proposición en 27 (b), que la proyección es 

un ejemplo de función cociente que no es hercditariamente cociente. 

t 

La estructura cociente es fundamental para la descripción de los es-

pacios de Fréchet y de los espacios secuenciales, como se verá más -

delante; para ello se usará el siguiente: 

30. - Lema. Sea X un espacio secuencial. Existe un espacio primero-n_!! 

merable Y tal que X es la imagen de Y bajo una función cociente. 

Deaostraci6n. Sea CX la familia de todas las sucesiones {x o ,x1, ... } 

de puntos de X tales que x 0 e lím{xi}ieM' donde M = N U {O}. Para ca

da e• {xi}ieM e ~X' sea Xc"' {c} x {0,1,1/2, ... } donde {e} es el es 

pacio discreto de un s6lo ptmto y N = {O, 1 ,1/2, •.. } tiene la topol~ 

gia de subespacio de R.(Claramente, Xc;; N, todo punto de N/ {O} es 

aislado, y las vecindades de O en N son los subconjuntos A de N ta-

les que existe un indice keN que cunple que, si n>k, 1/n e A). 

X .... X la funci6n de fin ida por las f6nn u las: e 
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fc((c,1/n)) .. xn neN• 

f • V f Y -~ X. Para demostrar el lema será 
ceC e 

X 
suficiente probar que Y es W1 espacio primcro-nunerable y que f es -

Wla función cociente. El hecho de que Y es primero nuncrable se si-

gue inmediatamente de la proposición en 13 (a) y de que cada Xc es -

homeomor fo a N. Para probar que f es una función cociente, bastará -

demostrar que f- 1 (A) es abierto en Y si y s6lo si A es abierto en X. 

Sean pues A tm subconjunto abierto de X, y c = {x.}. tl e CX. Prime 
i ie· 

ro, si xoeA, como xo e lím{xi}ieM' existe un índice k e N tal que si 

n>k, xn e A, de donde, si n>k, (c,1/n) e f- 1 (A) y como Xc = N,f- 1 (A) 

es abierto en Xc. Si xo t A, (c,O) í f- 1 (A) y por tanto, f. 1 (A) es 

abierto en Xc. En cualquier caso, f- 1 (A) es abierto en Xc para todo 

e en CX' por lo tanto, f- 1 (A) es abierto en Y, y fes por tanto con

tinua. 

Sea F un subconjunto no cerrado en X. Cano X es secuencial, existen 

una sucesión {xi} ieN de elementos de X y un punto xo e X \ F tales -

que xo e lirn {xi} ieN. Si w es la sucesión {xo,x1,x2, ... }, w e ex y se 

tendrá que f- 1 (F) n xw = X \ {(w,O)} que no es cerrado en X . por . 
\\' w' 

lo tanto, f 01 (F) no es cerrado en Y. De lo anterior se sigue que si 

A es lDl subconj tmto de X tal que f- 1 (A) es abierto en Y, A es abic!. 

to en X, lo que tennina la demostraci6n. 

i 

Cano se mencion6, los espacios secuenciales guardan relaci6n cstre-

cha con los espacios prímero-nl.lllerables y con las funciones cociente, 

de hecho, los primeros pueden caracterizarse por medio de los seg un

dos. Este importante resultado se encuentra planteado en el siguicn· 

te: 
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31.- Teorema. Sea X Wl espacio topol6gico. X es secuencial si y s6lo 

si X se puede expresar como la imagen de 1.11 espacio primero nunera-

ble bajo ma funci6n cociente. 

Demostraci6n. La condición necesaria es consecuencia inmediata del -

lema ~n 30, y la condici6n suficiente se deriva de la proposici6n en 

27 (a). 

t 

Como se mencionó, el ser un espacio secuencial no es llJla propiedad -

hereditaria; la siguiente proposición establece tn criterio para sa

ber e uando Wl subespacio de tm espacio secuencial es también un esp! 

cio secuencial: 

32. - Proposición. Sean X un espacio secuencial y M un s ubespacio de 

X. M es secuencial si y sólo si la restricción fM = fj /'1 1 (M) : f- 1 {M) 

.... Hes cociente, donde fes la función definida en el lema en 30. 

Demostración. 2::_) Si 4.i es cociente, como todo subcspacio de uno 

primero-nunerable también lo es (por la proposición en 12.a), en par 

ticular f 01 {M) e!'i primero-nunerable y, por la proposición en 27 (a), 

M es secuencial. 

~) Como claramente 1f.1 es suprayectiva y continua, falta comprobar 

que si Fes tm subconjunto de M tal que f,,
1
- 1 (F) es cerrado en f- 1 (M), 

F es cerrado en M. 

Sea F un subconjunto no cerrado de M; como M e!:· secuencial, existen 

una sucesi6n {xi}ieN de pmtos de F y un pmto x 0 e M' F tales que 

x~ e lim{x.}. N' Si w es la succsi6n fxo,x1,x 2, ... }, w es un elemen-
1 1e 

to de CM y se tiene que fM. 1 (F) íl Mw"' f
01

(F) íl Mw., Mw'- {(w,O)} 

que no es cerrado en Mw " Xw y por tanto, no es cerrado en r· 1 (M) 
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(pues Xwc:::[ 1 (M) y se tiene que f- 1 (F) es cerrado en f- 1 (M) si y s61o 

si f- 1 (F) íl X es cerrado en X íl f- 1 (M) para cualquier weCX, en par-w w 
ticular, para cualquier weCM). 

t 

La proposición 'anterior nos ayuda también a saber cuando lD1 espacio -

secuencial (o un subespacio del mismo) es un espacio de Fréchet, esto 

es: 

33.- Proposición. Sea X un espacio secuencial. X es de Fréchet si y -

sólo si X es hereditariamente secuencial. 

Demostración. => ) Es consecuencia de la proposición en 12 (a) pues, 

el ser un espacio de Fréchet es una propiedad hereditaria. 

~) Si X es hcreditariamente secuencial y fes la función definida -

en el lema en 30, por la proposición en 32, para cualquier subconjun

to M de X, fM: f- 1 (M)-+ Mes un mapco cociente; es decir, f: Y-+ X 

es una función heredi tarirunente cociente, y como Y es primcro-nunera-

ble, por la proposición en 27 (b), X es un espacio de Fréchet. 

t 

De la proposición anterior, se tiene una forma de identificar espa--

cios secuenciales que no son de Fréchet: 

".4, - Corolario. Si X es un espacio secuencial que no es de Fréchet, -

~ntonces algún subespacio de X no es un espacio secuencial. 

Posterionnente, al analizar las relaciones concernientes a espacios -

compactos, se verán otras caracteristicas de este tipo de espacios. 
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Finalmente, de los resultados anteriores, se deduce el muy importan-

te: 

35.· Teorema. Los espacios de Fréchet pueden caracterizarse como las 

imágenes de espacios primero-nunerables b11j o funciones hereditaria- -

mente cociente. 

Dernostraci6n. Si el espacio X es la imagen de un espacio primero-nu

merable bajo una función hereditariamente cociente, por la proposi-

ción en 27 (b), X es tm espacio de Fréchet. 

Si X es un espacio de Fréchet, la función f : Y ~ X de fin ida en el 

lema en 30 es cociente y Y es pri~ero nunerable. Por la proposición 

en 12 (a), cada subespacio M de Y es de Fréchet, y por la proposi--

ción en 32, fM"' fl/\(M): f- 1 (M) ~Mes cociente. Por lo tanto, f 

es hereditariamente cociente. t 



P R O D U C T O S C A R T E S l A N O S 

Dentro de l_as propiedades de los espacios estudiados en este trabajo 

concernientes a productos cartesianos, destaca primeramente la si --

g uiente: 

36.- Proposición. Sean {Xs}seS una familia arbitraria de espacios to 

po16gicos y X= s~SX 5 el produ:::to cartesiano de dichos espacios. 

(a) Si X es un espacio primero-nunerable, entonces para cada ses, Xs 

es también un espacio primero-nunerable. 

(b) Si X es m espacio de Fréchet, entonces para cada ses, Xs es tam 

bién un espacio de Fréchet. 

(c) Si X es un espacio secuencial, entonces para cada ses, Xs es tam 

bién un espacio secuencial. 

Demostración. Para cada ses sea Ps : X ~ X
5 

la proyección natural -

(i.e. Ps((xs)seS) = xs). Por la proposición en 0.8, Ps es suprayect! 

va, continua y abierta. 

(a) Sean so tm elemento cualquiera de S, x un punto arbitrario de X
50 

y w u (xs)seS un elemento de X tal que Pso(w) = XSo = x. e~~º X es -

primero-nllllerable, existe una base local nunerable {W } de w en X. 
a ae N 

Sea {Ua}aeN la familia de subconjuntos de XSo tal que uª= Pso(W(l) -

para cada aeN· Como Ps es abierta, U es tma vecindad abierta de x o (l 

para cada aeN• Sea V una vecindad arbitraria de x en X
50

; entonces, 

cerno p es continua, A= p - 1 (V) es una vecindad de w en X; y por So So 

tanto, existirá 1..D1 indice aoeN 

prayectiva, se tendrá que U 
(lo 

tal que Wa
0
c:A, y ya que Pso es su-

.. Ps
0

(Wa
0
)c::p

50
(A) ... V, de donde, 

{U } N es una base local nunerable de x en X . 
~ ne so 

De lo anterior, X
5 

es primcro-ntmcrnblo para cada se s. 
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(b) Se demostrarli que, para cualquier indice fijo s 0 en S, p es --so 
tina función hereditariamente cociente. 

Sean so un índice fijo cualquiera de S, y F lD1 subconjllllto arbitra--

ria de X_ . Se tendrá que P. -¡ (F) = ITA , donde A = F y A = X
5 so so ses s so ' s 

para todo índices i s 0 • Por la 11roposici6n en 0.9, se tendrá que 

Pso-¡(F) s~SBs' 
De donde se sigue 

donde Bs = F, y B
5 

q ue Jl . ( p - 1 ( F) ) = f. 
so so 

X
5 

para todo índice s 1 s 0 • 

y, por la proposición en 25, 

Ji es una fw1ción hcreditariamente cociente. 
So 

De lo anterior, us:rnJo la proposición en 27 (b), X
5 

es un espacio de 

Fréchet para cada índice ses. 

(c) Co'llo toda función suprayectiva, continua y abierta es un cocien-

te (lo cual es muy sencillo de probar), para cada índice ses, p es s 

una función cociente y, por la proposición en 27 (a), X
5 

es un espa· 

cio secuencial para cada índice ses. 

t 

De fonna natural, la siguiente pregtmta a contestar, es c(mndo o ba-

jo quf hipótesis la proposición anterior tiene una contraparte, es -

decir, bajo qué hipótesis el producto cartesiano de espacios prime-

ro nunerablos, de Fréchet o secuenciales es de nuevo uno de estos es 

pacios. De 6sto nos oct~aremos en el resto de esta secci6n. 

Primeramente, se tiene que el producto cartesiano finito o nunerable 

de esp~cios primero-nunerables es de nuevo un espacio primoro"ntuner!!_ 

ble. Esto es: 

37.- Propos~_ión. Si X y Y son espacios primero-nunerables, X x Y es 

también primero ntlllerable. 

Demostraci6n.Sean (a,b) un elemento arbitrario de XxY, y A una vecin 
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dad de (a,b) en X x Y. Como la frunilia {UxVjU es abierto en X y V es 

abierto en Y} es una base de la topología de X x Y, existen una ve-

cindad abierta U de a en X y w1a vecindad abierta V de b en Y ta--

les que (a,b) e U x V r:::. A. Como X y Y son primero-nunerahle:;, existen 

Ba y Bb bases numerables de a y b en X y Y respectivamente, de don

de, existen U' e Ba y V' e Bh tales que (a,b) e U' X v•= u .X ve. A; 

{U' x V' /U' e C y V' e flb} es una base local de a 
por lo que IV 

(a,b¡ en X x Y y e om o \'/ es n unerable (pues B y Bb lo son), \'I es -
a 

tma base local nunerable <le (a,b) en X x Y. Por lo tanto, X x Y es -

primero nunerable. 

t 

38.· Corolario. Si X1 ,X 2 , ••• ,Xn son espacios topol6gicos primero-nu-

merables, entonces X1 xX 2 x ... xXn es primero numerable. 

Dernostraªción. Se sigue por inducción directamente de 37 y del hecho 

que (X 1 xX 2 x ... xXk)xXk+l es homeomorfo a X1 xX 2 x ... xXkxXk+l para todo 

índi:;:e keN. 

39.- Proposición. Sea {Xi}ieN una familia de espacios topológicos 

primero-nunerablcs, entonces, X = ll X. es primero-nunerable. 
. 1 
leN 

t 

Demostración. (Se supondrá que Xi i 0 para todo índice ieN, pues de -

otro modo, no se tendr;-ía nada que probar). 

Sea x = (xi)íeN un elemento arbitrario de X. Como Xi es pri:nero-nun~ 

rahlc para todo índice ieN, cxisten !3 1 ,8 2 ,81, ... bases locales nlJlle-

rablcs de x 1 ,x 2 ,x 3 , ... respcctivmnentc qtc, por comodidad, supondre-

{ 
j } . 1 . 

m os anidad as ; i . e . par 11 e ad a i e N , fl .i = U i j e N es t a 1 e¡ ue U r e U { 

para cuela jeN (esta suposición es válida y se puede comprobar facil-
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mente). Sea B = {Vi}ieN tal que Vi = U1xU 2 x ... UixXi+lxXi+Z>< ... para 

cada ieN¡ claramente, de la definici6n de la topologfa de X, V¡ es -

lila vecindad abierta de x en X. para cada fndice ieN. Sea A tDla ve--
1 

cindad abierta arbitraria de x en X, entonces, A = TI B: 
ieN 1 

vecindad abierta de xi en Xi y tan sólo un núnero finito 

donde B. es 
1 

de los Bi's 

son distintos Je Xi. Si k = max{ieNIBi#Xi}, existirá un índice i 0 ~k 

tal que uiºc: Bi para cada ieN, de donde, Vio c:A (pues u!º c::Bi pa-

ra todo índice i~k, y Bi X. si i>k), y por tanto, Bes una base lo 
l 

cal numerable de x en X. Por lo tanto, X es primero nunerable. 

t 

Sin embargo, el producto cartesiano más que nunerable de espacios t2_ 

pol6gicos primero-nunerables no es necesariamente primero-numerable, 

como se muestra en el siguiente: 

40.- Ejemplo de producto cartesiano más que nunerable de espacios 

primero nunerables que no es primero nunerabit~. 

Sean X= {0,1} con la topología discreta, y Y= rr X. tal que X. ªX 
ieC 1 1 

para cada índice i en un conjunto C tal que Card(C) = .H 1 , donde R 1 

es el menor núnero cardinal mayor que Jt 0 (el cual existe pues la - • 

clase de los nlimcros cardinales está bien ordenada). 

Sea {Ua}aeNuna familia arbitraria nuncrable de vecindades de y 0 . . 
(xi) ieC tal que xi = O para cada ieC. Por la de finici6n de la topol!!_ 

ía de Y, para cada aeN existe un subconj Wlto I finito de C tal -
u 

,¡ue Ua= i~CAi, donde Ai" {O} si iela, y Ai =X¡ si ie C 'da.Sea 

J = U 1 c::::C¡ cerno Card(J) = ~o < H1 = Card(C), entonces C 'J1'1f~ 
aeN ª 

de donde, si i 0 e C \ J, V~ íl A. donde A. ~X. si i; io, y Ai•
0
{0} 

ieC 1 l 1 

es tal que Uar/::. V para todo aeN pues claramente, z ª (xi)ieC tal --



que X. = 0 
]. 

da aeN. De 
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si iela y xi = si ítla es un elemento de Ua / V para Cf!. 

donde, {U } N no es base local de y 0 , se sigue entonces a cxe 

que no existe base local nunerable en yo, y por lo tanto, Y no es un 

espacio primero-nunerable. 

t 

Pese a suceder en algllllos casos para espacios primero nunerables, la 

propiedad de ser de Fréchet o secuencial no se conserva en general -

bajo productos cartesianos, como se puede ver en los siguientes ejci:!!_ 

plos: 

41 .- Ejemplo de un espacio de Fr6chet X tal que X x X no es un espa-

cio secuencial. 

Sea Y' el espacio topol6gico considerado en el ejemplo en 10. Como -

se mostró, Y' es lm espacio de Fréchet no llausdor ff en el cual toda 

sucesión tiene a lo más un pWlto límite. Sean D = {(y,y)eY' x Y' 1 -

yeY'} (la diagonal) y {(yi,yi)}ieN wrn sucesión arbitraria en D. Su

pongamos que (y',y") e Y' x Y' es un pw1to límite de {(yi,yi)}ieN' -

Sean U', U" vecindades arbitrarias de y', y" en Y' respectivamente; 

entonces, U' x U" es una vecindad de (y' ,y") en Y' x Y' y como, 

(y' ,y") e lím{(yi'yi)} ieN' existe tm fodice NeN tal que si n>N 

(yn,Yn) e U' X U", de donde Yn e U' n U" y por tanto, {y',y"} e= --

lím{}'i}ieNen Y'. Como en Y' toda succsi6n tiene a lo mlis un límite, 

y' " y" es decir, toda sucesi6n convergente en D tiene a su pwito -

Hmite en D; pero como Y' no es llausdorff, por la proposici6n en 

0.10, D no es cerrado. Por lo tanto, Y' x Y' no es un espacio secue~ 

cial. 

t 



y 
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El ejemplo en 41 mwstra en particular qoo si X es un espacio sccue!!_ 

cial, no necesariamente X x X es secuencial. 

La propiedad de ser de Fréchet no se cunple necesariamente en m prQ_ 

dueto cartesiano, ni aún cuando algmos (no todos) de ellos son pri-

mero-n unerables, como se puede apreciar en el siguiente: 

42.- [jemplo de lD1 producto cartesiano X x Y 4t~ no es lll espacio de 

Fréchet, donde X es primero nunerable y Y es de Fréchet. 

1 
1 

' 

Sean X= I = {xe IO<x<l} 

5 ' 

con la topología inducida 

por ~ y Y el espacio top~ 

lógico del ejemplo en 7. 

Sea {pi}íeNla sucesi6n en 

X x Y determinada por: p 1 

p 1 o 
p¡4 

pg 
ll 6 

111 3 

Ps 
P.E P12 

p1=p2=p,=p4. 
1 p 11 ' 
)7 

i ~ 4 , se de fine pi = 

(1/(i - w(w+l)/2) , i -

w(w+l)/2 + 1/w) , donde w 

es el único natural tal -

que: 

w(w+1)/2 < i ~ (w+l)(w+2)/2 

Sen \'/ una vecindad de 

(0,yo}, se tendrá que, exis 

ten un real positivo e::~l y 

un conjunto U abierto en ll 
tales que Nc:U y además, 

(O,ya·.i e (O,e::) x [fU '-. N) U {yo}]c:: \•/;existirán entonces M1 , ~h<= N• 

J '5 1/4 l 3 l/ 2 
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con Mz.?.. Mi tales que 1/(M +1) <e y M +1+1/k e U para todo k.?.. M2, 

de donde, qk = (1/(M +1), M +1+1/k) e\'/ si k > M; y como para cada 

k.?.. M2, qk·e {pi}ieN' se tiene que (O,y 0 ) es un punto en la cerradu-

ra de A {p1,pz, ... }, considerado como subconjunto de X x Y (i.e., 

la imagen de la sucesión). 

Supongamos que existe wia sucesión { (xi'yi)} ieN de puntos de A tal -

que (O,y 0 ) e lím{(x.,y.)}. , se tendría entonces que Yo e lím{y
1
.}

1
.eN 

i 1 ieN 
y que O e lím{x.}. . Como se punt ualiz6 en 7, existiría entonces un 

i 1eN 
elemento k eN tal que k e lím{y. }. (donde el ~~r;1itc se puede consi-

1 ieN 
derar en la topología de R). De donde, si 6eR tal que O< 6 < 1, e-·· 

xístiría un índice Ml en N tal que sí n>M3, yn e (k-6 ,k+ó), y como -

(xn ,y
11

) e A, se. tendría que xn = 1 /k si n>M 3 , lo que implica que el 

cero no es punto límite de {xi}ieN' pero entonces, (O,y 0 ) no sería -

punto límite de {(xi,yi)}ieN' lo que es una contradicción. 

Se tiene entonces, que (O,y 0 ) e A, pero ninguna sucesión en A conver 

ge a (0,y 0 ) y por tanto, X x Y no es un espacio de Fréchet. 

t 

El ejemplo en 41 muestra que el producto cartesiano no necesariamen

te conserva la estructura secuencial, aún cuando los espacios facto

res son de Fréchet; por la proposición en 37, el corolario en 38 y -

la proposición en 39, se sabe que dicha estructura (incluso la de e~ 

pacio primero-nunerable) sr se preserva si los espacios factores son 

primero-nunerables, y el producto cartesiano es a lo más nunerable. 

La hipótesis de que los espacios factores sean primero-nunerables es 

necesaria, como se muestra en el siguiente ejemplo, donde los espa-

cios factores tienen muchas propiedades deseables pero el producto -

cartesiano no es un espacio secuencial. 
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43.- Ejemplo del producto cartesiano de un espacio normal segmdo n_.!: 

merable con tn espacio normal de Fréchet1 q te no es ll1 espacio sec lle!!, 

cial. 

Sea X= m \ {1/2,1/3, •.. } con la topología de subespacio de~; X es -

claramente UJ espacio normal segundo n1.111erable. Sea Y el espacio en 

el ejemplo en 7, qte como se prob6, es de Fréchet pero no primero·n~ 

mera ble, y como se puede probar facilmente, es normal (basta obser- -

v~r que los abiertos en Y que no contienen a y 0 son abiertos también 

en y\ {yo}= R \ N con la topología de subespacio de m, q 00 resulta un 

espacio nonnal; de ahí q oo, dados dos subconjuntos cerrados ajenos, 

resulte sencillo encontrar dos subconjWltos abiertos ajenos que los 

contengan). 

Para cada (i,j) e {2,3,4, ... }x{2,3,4,. .. }, sea F
1 
.. = {xeX:li/j·xl < 
J <XI -

1/i} x {j - 1/i}c:: X x Y. Para je{2,3,4, ... } sea F.= U F .. , y sea 
<XI <XI J i=2 lJ 

F = U F. . U F .. De la definición, claramente (O ,yo) é F, pero 
i,j=2_1 J j=2 J 

(O ,y 0 ) e F , pues si A es una vecindad abierta de O en X y B lo es -

de y 0 en Y, A x B será vecindad abierta de (O,y 0 ) en X x Y; entonces 

para cada je{2,3,4, ... } existe un indice NjeN tal que (j-1/Nj,j+l/Nj) 

e::: By existe tambi6n un índice NeN tal que (-1/N,1/N)\{1/ijieN}c:A, 

se tendrá entonces que si i,jeN son tales que 1/i + 1/j < min{1/Nj , 

1/N} para cada xeX que cupla con ll/j - xi < 1/i, claramente 

(x,j - 1/i) e A x B, y por tanto, F .. '- A x B, de donde, (O,yo) e Ji. 
lJ 

Sea {(xi'yi)}ieN una sucesi6n en F qua converge a m punto {x,y) en 

x Y; el límite será único pues como el produ::to de espacios T2 es 

también un T 2 , X x Y·es en particular, de Hausdorff, Si {{xi'yi)}h~N 

íl Fj fuese finito para todo tndice je{2,3,4,. .. }, {yi}ieNno conver

gería, pues tendeda a +a> y po1· tanto, {(xi,yi)}ieNtampoco converge

ría, lo que por hip6tesi s sucede, por tanto, ex is te un índice jo e 
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{2,3,4, ... } tal que {(x.,y.)}. íl F. es infinito, y se tendrá ade-
1 i ieN J o 

m!is, que a partir de algún natural, F. contiene a todos los ténni-
J o 

nos de la sucesi6n, pues de otro modo, la subsucesi6n de ténninos e!_ 

ternos a F. convergería a un punto 
Jo 

externo de F. y la subsucesi6n 
Jo 

en F. a un punto de F. , lo que no 
) o J o sucede pues {(xi'yi)}ieN conver-

ge. Se tiene también que el conjWltO de índices l'I = {ie{Z,3,4, .•. } 1 

{ (x., y.)}. íl F.. f. 0} es acotado, pues de otra forma, se tendría 
i i 1eN lJ o 

una subsucesi6n ele {(x.,y.)}. convergente a un punto de el conjun-
1 1 ieN 

to {1/2,1/3, ... } x{yo} en m X Y, que no es un elemento de X X Y, ---

i .e. una subsucesi6n divergente. De modo que, a partir de algún índ!_ 

ce, todos los términos de la succsi6n estarán en F. . para algún ín 
1 o Jo 

dice i e W, y como F .. es cerrado, (x,y) e F .. c.=F. o loJo lo) o 
Se tiene entonces que F no es cerrado, pero toda sucesi6n convergen-

te con puntos en F converge a un ptmto de F. Por lo tanto, X x Y no 

es un espacio secuencial. 

t 

Como se ha visto en los ejemplos anteriores, para que el producto -

cartesiano de espacios secuenciales o de Fréchet,(no todos primero-

nunerables) sea de nuevo un espacio secuencial o de Fréchct, se nece 

sitan hipótesis adicionales. En el capítulo siguiente, se darán alg~ 

nas condiciones suficientes para que los productos cartesianos men-

cionados anteriormente resulten espacios secuenciales o de Fréchet. 
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Para empezar a establecer resultados sobre espacios primero··nunera-

bles, de Fréchet y secuenciales, concernientes a p1opiedades de com

pacidad, nos será útil recordar la siguiente: 

44.- Definición. Sea X un espacio topológico. 

(a) X es compacto si toda cubierta abierta de X posee Ula subcubier

ta finita. 

(b) X es localmente compacto si para cada xeX existe una vecindad U 

del ptmto x tal que iJ es tm subconj tmto compacto de X. 

(c) X es un k-espacio si para todo subconjunto A de X, A es cerrado 

si A íl Z es. cerrado en Z para todo subconjunto compacto Z de X. 

Comenzaremos nuestro anfilisis con el siguiente resultado: 

45.- Proposición. Todo espacio secuencial es un k-espacio. 

Demostración. Supóngase que X es un espacio secuencial y que A es un 

subconjunto de X no cerrado. Entonces, existe una sucesión {xi) ieNde 

puntos de A y un ptmto x 0 e lím{xi}ieN tal que x 0 é A. Si Zc:: X es 

el subconjunto {x 0 ,x 1 ,x 2 , ••• } se tiene que Z es compacto (pues si -

{U1} iel es una familia arbitraria de sub.conjuntos abiertos de X tal 

que Z e: U U., y si i 0 es un indice en 1 tal que xo e U. , existe en 
iel 1 lo 

tonces un índice NeN tal que si n>N, Xn e Ui
0

; si {i¡,i2o ... ,iN} es 

lDl subconjWlto de Indices de 1 tal que xj e U. para je{l ,2, ••• ,N}, 
lj 

claramente {Ui ,U. ,U. , •.. ,UN}es tma sub familia de {Ui} ie 1 tal que N o 11 12 

Z e U U. ) , pero claramente A íl Z = Z \ {xo} no es cerrado en Z 
j=O 1j 

(pues xo e !) y, por la definici6n en 44 (e), X es un k-espacio. 

t 
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Para los fines de este trabajo, la estructura de los k-espacios nos 

será de utilidad, especialmente ctmndo dicha propiedad sea heredita-

ria, por ello, se plantea la siguiente caractcrizaci6n: 

46.- Proposición. Sea X tm espacio topológico de Hausdorff. 

X es hereditariamente tD1 k-espacio si y sólo si para cada subconj~ 

to M de X, y para cada punto x e M \ M, existe i.m s ubconj wtto com- -

pacto B de MU {x} tal que x e fi\txT. 

Demostración. "'> ) Sea .M un subconjunto de X y x e M \ M . Suponga

mos que para cmlquier subconjunto compacto C contenido en MU {x}, 

x í C\txT . Como x e M, existe una red {x.}. I e= M ( donde I es 
i ie 

un conjunto dirigido) tal que x = lím{x. }. 1 . Claramente, como 
i ie 

x t M, el conjunto A {x. 1 ieI} no es cerrado, pero para cualquier 
l 

subconjunto compacto C contenido en M LJ {x}, A íl C es cerrado en C 

(pues A íl ce= C '\ {x} y como, x é C \ {x}, X Í AlfC ). De lo ante-

rior se sigue que M no es un k-espacio y por tanto, X no es heredi-

tariamente un k-cspacio. 

~) Sea M un subconjunto de X tal que para cualquier subconjunto -

cor.ipacto C, M íl C es cerrado en C. Stqrnngamos que M no es cerrado. 

Sea entonces x e M \ M; por hipótesis, existe Wl subconjtmto compa~ 

to B contenido en MU {x} tal que x e B \ {x}. Como X es de llaus--

dorff, x e B (pues de otra forma B '\ {x} = B que, como es compacto, 

es cerrado)¡ como B íl M " B \. {x} , B '\ {x} sería por hip6tesis, un , 

subconjtmto cerrado de B, pero esto es wta contradicci6n pues x e -

B \ {x} = B. Por lo tanto, X es Wl k-espacio. 

Para tenninnr la demostración, como resultado del arg unen to recién 

probado, ser6 suficiente probar que el postulado establecido como -

hip6tesis se hereda (o se cumple) en todos los subespacios de X. 
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Sean Ar= X, Me A y x e RA\ M; entonces, x e M\ M, y como por 

hip6tesis existe tm subconjmto compacto D contenido en MU {x} tal -

que x e B \ {x}, y x e A, se tendrá que x e B \ {x}A. 

t 

Usando el resultado anterior, se obtiene la muy importante caracteri 

zaci6n de los espacios de Fréchet Hausdorff, por medio de la estruc-

tura de los k-espacios, que se plantea en el siguiente: 

47.- Teorema. Sea X lUl espacio topol6gico de llausdorff. 

X es hereditariarnente un k-espacio si y sólo si X es de Fréchet. 

Demostración . .:.::._) Si X es de Fréchet, por la proposición en 12 (a), 

todos sus subespacios son de Fréchct, y por la proposición en 45, to 

dos sus subespacios son k-espacios . 

.:..:__) Sean M un subconjunto ele X y x e M \M. Claramente, se puede en

contrar un subconj W1tO L de M tal que X e L y si L 'e M y X e rr, e!!_ 

tonces Card(L) ~ Card(L'). Por la proposici6n en 46, existe un sub

conjunto compacto B contenido en L U {x} con la propiedad de que 

x e B \ {x}. Se sigue de la elección del conjtmto L que Card(L) • 

Card(B) =T. Se mostrará que T = ~ 0 , de lo que se sigue el teorema, 

pues existida entonces una sucesi6n en B \ {x} (y por tanto, en M) 

que converge al punto x. 

El ptmto x no es aislado en D, es más, xCx,B) = T (pues, de la prop~ 

ici6n en 0.11, w(B) 2 Card(B) = T y como para cualquier espacio to

pol6gico Y y para cualquier punto z e Y, x(z,Y) ~ w(Y), se tiene que 

x(x,B)~T y si se tuviese q1~ xtx,B) < '• existiria entonces tm -

conjunto Ac:B con Card(A) < T tal que x e A, lo que es contrario a 

las hip6tesis y por tanto, x(x,B) ~ T ). Consid6rese algtma base lo-
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cal de x en B , {Ua}aeA tal qi..e Card(A) = T. Se puede suponer que -

el conjunto de índices A está bien ordenado como el menor núnero car 

dinal asociado al cardinal T. Se necesitará ahora cierta construc---

ci6n trans finita. 

Nótese que como B es compacto y de Ha usdor ff, por el teorema en O. 12 

B es normal; sea entonces 0 1 ma vecindad de x en B tal que 5; e:: U1 , 

y sea x 1 un elemento de 0 1 \ {x}. Supongamos q te para todos los índi 

ces aeA con a < 13 para f3eA, se han de fin ido vecindades Oª de x, con-

tenidas en el correspondiente Ua' y con sus respectivos puntos xa e 

Oa \ {x}. La cardinalidad de U {x } es menor que 1 y, por hipóte- -
a< 8 a 

sis, x t U {xa}. Tómese para 8 cualquier vecindad 013 de x tal que 
a<l3 

ºa e:: Uo y C[Jtxl) n ºª = ¡J (lo cual se puede hacer pues B es nor-
µ a<S ª µ 

mal). Se tendrá entonces qte íl O \ {x} I ~ Para la prueba bas
a a< 13 

ta mencionar que Card({O la<BlT <t si x(x,B) = t y ya que Bes com-a -

pacto, Hx,B) = xcx,B) (0.13). Tomemos entonces para 8, cualquier X¡:¡ 

punto de íl O \ {x}. De tal fonna se pueden de finir xa y Oa para to 
a 2_f3 a 

do aeA. 

Considere el subespacio X*= U {x } U {x}; claramente (de la elec-
aeA ª 

ci6n de los pl.Dltos x 's), x no es un punto aislado de X*. Por otro -a 

lado, X\ [caYa{xa}) U o6+1 ]es vecindad de x 6 ajena a X*\{xa}. En-

tonces, todos los puntos de X* \ {x} son aislados en X*. Por la pro

posición en 46, se puede hallar un subconjunto compacto F en X* tal 

que x no sea punto aislado de F. Como F \ {x} e:: M, por la de finici6n 

del núnero cardinal t, Card(F) = T. Sea P un subconjunto infinito n~ 

merable de F \ {x} . Ningún p1mto de F \ {x} es punto de acunula--

ción de P, y como Fes compacto, se sigue que x e P. Como P c:::M, de 

la elección de L. Card(P) m Card{L) m T. Por lo tanto, T • 1t O· 

t 
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De la proposición en 46 y del teorema en 47 se sigue el siguiente: 

48.- Corolario. Sea X un espacio topol6gico de Hausdorff, 

X es de Fréchet si y sólo si para todo subconjunto M de X y para cada 

punto x e M'\.M, existe un subconjunto compacto B contenido r.n MU {x} 

tal que x e B \ {x} . 

NOTA. En el teorema en 47, si X es de Fréchet, se mostró que X es he

reditariamente un k-espacio, no importa si X es o no un espacio de -

Ha usdor ff. 

En el mismo teorema, se usó para la demostración el hecho de que si X 

es tn1 espacio de llausdor ff hercdi tar iamcnte k-cspacio, 1 (X) (la cerr~ 

dura cardinal de X; ver definición en 15) es igual a R 0 • Como se hi

zo ver en el ejemplo en 17, el ejemplo en 8 muestra un espacio topolQ_ 

gico con cerradura car<linal~o que no es de Fréchet, entonces, se tie 

ne un ejemplo ele espacio topológico sccuem:ial de Hausdorff que no es 

hereditariamente un k-espacio (i.e. no es de Fréchet). 

Del teorema en 47 y de la proposición en 33 se sigue el siguiente: 

49.- Corolario. Si X es un espacio secuencial de Hausdorff que no es 

de Fr6chet, contiene a un subespacio que no es 1D1 k·espacio. 

Se dirá aún más sobre los espacios secuenciales que no son de Fr6chet 

para ello, se plantea la siguiente: 

SO. - Definici6n. Sea X un espacio topol6gico de Hausdorff. 

(a) X es un SR-espacio si y s6lo si toda función rcnl en X secuencial 
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mente continua (i.e. f{x) = lím f{xn) neN si x .. lím xn neN) es con

tinua. 

(b) X es \.U\ e-espacio si y sólo si siempre que A sea Wl subconjunto 

de X nunerablemente cerrado (i.e. A tiene intersección cerrada con -

cada subconjunto nt.m1erable de X), A es cerrado. 

Para los espacios nunerablcs, se pU)de ahora caracterizar a los esp~ 

cios secuenciales como una clase importante de espacios topológicos: 

los k-espacios. Esto es: 

51 .- Teorema. Sea X un espacio topol6gico nunerable. X es un espacio 

secuencial si y sólo si X es un k-espacio. 

Demostración . .:.::.._) Es inmediato de la proposición en 45. 

~) Sup6ngase que X no es un espacio secuencial. Sea A im subconju~ 

to de X tal que toda sucesión convergente con ptmtos de A tiene pun

to Hmi te en A, pero A no es cerrado . Como X es un k-espacio, ex is· 

te algtn subconjup.to compacto K e= X tal que A 0 K no es cerrado en K. 

Entonces, toda sucesión convergente con puntos de A 0 K converge a · 

un punto de A íl K, pero A íl K no es cerrado en K. Pero K es nunera-

blemente compacto y por tanto, metrizable;y claramente este tipo de 

espacios es una subclase de los e-espacios, lo que es una contradic

ci6n. Por lo tanto, X es un espacio secuencial. 

t 

La estru::tura de los SR-espacios est6 también ligada a los espacios 

secuenciales y permite caracterizar a los espacios de Fréchet de - .. -

Hausdorff, esto es: 
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52.- Teorema. Sea X un espacio topol6gico de Hausdorff. 

(a) Si X es secooncial, X es un SR-espacio. 

(b) X es hereditariamente ll1 SR-espacio si y s6lo si X es de Fréchet. 

Demostración. (a) Es consecuencia inmediata de la proposición en 3. 

(b) <= ) Si X es de Préchet, por la proposición en 33, cada subespa

cio de X es secuencial y, por el inciso (a), cada subespacio es un -

SR-espacio. Por lo tanto, X es hereditariamentc tm SR-espacio. 

_:_:__) Supóngase que X no es de Fréchct; existirán entonces un subcon

junto A ele X y un punto Xo e A'A tales que ninguna sucesión de pun

tos de A converge a x 0 • Sea f: A-•~ una flmción secuencialmente -

continua. Si f no es continua, A es un subespacio de X que no es tm 

SR-espacio. Si fes continua, se puecle extender fa A U {x 0 } de tal 

fonna que f sea secucncialmen te continua (esto siempre s oc e de pues -

no se tendrán nuevas sucesiones convergentes) pero no continua; pues 

si f1,f2: A u {xo} -+ rn son tales que f¡(X) = f2(X) = f(x) para todo 

xeA y f1 (xo) r 1 ; r 2 = fi(xo), y si U y V e=~ son vecindades a --

biertas de r¡ y rz respectivamente en R tales que un V= 0, se ten

drá que r; 1 (U) íl f2 1(V) "'{xol,<le modo que no pueden ser ambos con-

juntos r; 1 (U) y r; 1 (V) abiertos en X, pues de ser así, xo ~ A; de -

lo anterior, alguna fwición, f1 o f 2 no es continua en x , y por tan 

to, A U {x 0 } no es un SR·espacio. 

Se ha mostrado entonces, que si X no es de Fr6chet, X no es heredit! 

riamente un SR-espacio. 

t 

Con ayuda de lo anterior, se pueden establecer condiciones necesa--

rias sobre los espacios secuenciales que no son de Fr6chet, como se 

habia comentado después del corolario en 34. Esto es: 
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53.- Teorema. Sea X un espacio secuencial de Hausdorff que no es de 

Fr6chet. Entonces: 

(a) Algún s.ubespacio nunerable de X no es un SR -espacio. 

(b) Algún subespacio numerable de X no es un espacio sec ucncial. 

(c) Algún subespacio nunerable de X no es un k-espacio. 

Demostración. (a) Supóngase lo contrario. Sea A un subconjunto arbi-

trario de X y xeA. Como X es secuencial, X es un e-espacio. Entonces, 

por el lema en 0.14, existe un subconjllllto numerable D contenido en 

A tal que xeD. Como D es heredi tariamente un SR ·espacio (pues es nu

merable), por el teorema en 52 (b), X es de Fréchet. Dxistirá enton

ces una sucesión {xi}ieN de puntos de D tal que x = lím{xi}ieN' Como 

{x.}. e::: A, se tendría que X es de Fréchet, lo que es una contradic 
i ieN 

ci6n. Por lo tanto, algún subespacio de X no es Wl Sn·espacio. 

(b) Se sigue directamente del inciso (a) y del teorema en 52 (a). 

(e) Es inmediato del inciso (b) y del teorema en 51. 

t 

Seguiremos nuestra exposición, estudiando las relaciones de los esp! 

cios tema de este trabajo, con otros espacios con propiedades rela-

cionadas con la compacidad; para ello se enuncia la siguiente: 

54.- Definición. Sea X un espacio topológico. 

(a) X es nunerablemente compacto si toda subcubierta abierta nunera

ble de X posee una subcubierta finita. 

(b) X es pseudocompacto si cada función real continua definida en X 

es acotada. 

Como consecuencia de la proposici6n en 45, se sigue el siguiente re-
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sultado para espacios secuenciales,que es un caso particular de los 

teoremas en 0.15 y en 0.16. 

55.- El producto cartesiano X x Y de un espacio X nunerablemente -

compacto (pseudocompacto) y un espacio secuencial Y nunerablemente 

compacto (pseudocompacto) es numerablemente compacto(pseudocompacto) 

Según el teorema en 0.17, si X es un espacio compacto. Y es un espa

cio topol6gico arbitrario, y p: X x Y +Y es la proyección natural, 

entonces p es una función cerrada. El siguiente resultado muestra 

como la estructura de los espacios secuenciales permite debilitar la 

hip6tesis de compacidad en el teorema: 

56.- Proposici6n. Si X es un espacio numerablemente compacto y Y es 

un espacio secuencial, entonces la proyección p : X x Y + Y es ma -

función cerrada. 

Demostración. Sea F lD1 subconjunto cerrado de X x Y. Consid6rese una 

sucesión {yi}ieN de puntos de p(F) y un punto y e Hm{yi}ieN' Para -

cada ieN tómese un punto xi e X tal que (xi,yi) e F. Si el conjunto 

A• {x 1,x2,x 9, .•• } es finito, entonces existo x e X tal que xk = x 
i 

para una sucesión infinita de indices k 1 <k2<ks< .•. ; y claramente se 

tiene que (x,y) e Hm{(xk ,yk )}. , lo que implica que (x,y)elf • F 
i i lCN 

y por tanto, y e p(F). 

e otra forma, si d A es infinito, por la proposición en 0.18, A ~ ~. 

por tanto, existe d -un punto x e A , de donde, (x,y) e F = F, lo que -

nos da como resultado que y e p(F). Como Y es secuencial y toda suc~ 

si6n de ptmtos en p(F) tiene sus ptmtos limite en p(F), se deduce 

que p(F) es cerrado en Y. t 
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En la proposici6n anterior, la hipótesis de que Y es secuencial no -

puede omitirse, ni siquiera reemplazarse por la hip6tesis: Y es un -

espacio normal compacto (que implica que Y es un k-espacio), como -

puede observarse en el siguiente: 

57.- Ejemplo de una proyección p: X x Y ~Y que no es una funci6n -

cerrada, donde X es un espacio normal localmente compacto (pero no -

compacto) y Y es un espacio compacto nonnal. 

Sea Y el conjunto de todos los núneros ordinales menores o iguales -

que el primer núnero ordinal no nunerable w1. El conjunto Y está --

bien ordenado por el orden natural <. Considérese en Y la topología 

generada por la base a que consta de todos los segmentos (y,x] 

{zeY jy<z~x}, donde y<x~w1, y el conjunto de un ptmto {O}, donde O es 

el tipo de orden del conjunto vacío. Fácilmente se puede comprobar -

de la definición de a que Y es de Hausdorff, y por la proposición en 

0.12, si Y es compacto, Y es normal. 

Probaremos ahora quo Y es compacto. Sea {Us}seS una cubierta abierta 

del espacio Y y sea A el conjlDlto de todos los puntos yeY tal que el 

intervalo [o,y] está contenido en la uni6n de un núnero finito de 

miembros de {Us}ses· Será entonces suficiente probar que Y\ A = S. 

Supóngase que Y'\. A 1- 0 y denotemos por Yo al menor elemento de este 

conjunto. Existirá un pl.Ulto soeS tal que yoeU • Ya que O < Yo (co-so 
mo se puede ver flicilmente), para algún y e [O ,yo) , la inclusi6n - -

(y,y 0] e= U tambifSn es cierta. Por definici6n de yo, y e A de donde 
So k 

se sigue que [O,y]c=::IJ Us para algunos índices s1 1 s 21 ... ,sk e S. Se 
k i=l i 

sigue que [O,yo1c: U Us lo que es lll\a contradicci6n al hecho de que 
i=O i 

Yo t A. Por lo tanto, Y es compacto. 

Sea X= Y' {~ 1 } con la topolog1a de subespacio de Y. Como se puede 
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comprobar sin dificultad, X es tm espacio nonnal; y claramente, ya -. 

que X no es un subespacio cerrado de Y (pues obviamente w1eX), X no 

es un espacio compacto. 

Para cada subconjunto nunerable infinito A de X, existe un elemento 

xo < w1 tal que Ac::: X1 = [o,x1c::: X, y como X1 es un espacio compac

to (pues es un subconjunto cerrado de Y), se tiene que Ad; 0, ento~ 

ces, por la proposición en 0.18, X es numerablemente compacto. 

Finalmente, para mostrar que la proyección p: X x Y-~ Y no es una -

función cerrada, considérese el subconjunto A de X x Y fonnado por -

la unión de todos los subconjuntos W de X x Y con xeX, definidos 
X 

por l\ = {x} x [o,x1 ; claramente, si (x,y) t A, se tiene que x <y, 

de donde, si x' es el menor elemento de X mayor que x,[0,y')x(x,wJ 

es una vecindad abierta de (x, y) totalmente contenida en X x Y \ A 

y por tanto, A es cerrado en X x Y. Como p (A) = X e:: Y, p (A) no es c~ 

rrado en Y, y por tanto, p no es una funci6n cerrada. 

t 

Como se establece en la proposici6n en 0.19, un espacio topol6gico -

es compacto si y sólo si, toda red con elementos en X tiene un punto 

de acunulaci6n. En el presente trabajo se estudian los espacios en -

donde la estructura de sucesi6n, siendo ésta un caso particular de -

red, es suficiente para conocer la topología de dichos espacios; es 

por eso que se introduce la siguiente definición, de la que se deri-

•.rán res ul tudas de interés: 

58. - De finici6n. Sea X un espacio topológico. 

(a) X es secuencialmente compact~ si toda sucesión de puntos de X -

contiene algtma subsucesi6n convergente. 



. 69 . 

(b) X es localmente sec uencialr.1ente compacto si para e ualquier xeX y 

cualquier wcindad U de x existe una vecindad V de x: tal que V es se 

cuencialmente compacto y V e:: U. 

De las propiedades de los espacios con compacidad secuencial, desta· 

caremos la siguiente: 

59. - Proposici6n. (a) Todo espacio secuencialmente compacto es nune

rablemente compacto. 

(b) Las propiedades "secuencialmente compacto" y "nunerablemente col,!!_ 

pacto" son equivalentes en la clase de los espacios secuenciales. 

Demostración. (a) Es consccucnciu inmediata de la proposición en ---

o. 1 8. 

{b) Para la prueba, es !iuficicnte mostrar que cualquier sucesión Xt, 

Xz, ••• de ptmtos de 1u1 espacio secuencial X nunerablemcntc compacto 

contiene una subsucesión convergente. 

Claramente se puede suponer que xi ; xj si i 1 j con i,jeN. Sea x un 

punto de acunulación del conjllllto infinito A {x 1 ,xi, ... }(tal punto 

existe por la proposición en O .18). Como x e A \. {xT, el conjunto - -

A' {x} no es cerrado, y siendo X un espacio secuencial, el conjunto 

A\ {x} contiene una subsucesi6n que converge a un punto en el com·· 

plemento de A' {x} de la cual se puede obtener una subsucesión que 

sea también subsucesi6n de {xi}ieN' que converja; lo que termina la 

demostración. 

t 

La estructura de los espacios secuenciales nos permite debilitar la 

hip6tcsis de compacidad local en el teorema de Whitchcad en O. 20; ob 
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teniendo el siguiente resultado que nos será de utilidad posterior-

mente: 

60.- Lema. Sean X tul espacio localmente secuencialmente compacto, Y 

Wl espacio secuencial y g : Y + Z una futci6n cociente. Entonces, el 

producto cartesiano f = idx x g : X x Y + X x Z es una flll1ci6n co

ciente. 

Demostración. Como claramente fes suprayectiva y continua, bastará 

mostrar que si W es un subconjWJto de X x Z tal que f- 1 (W) ·es abier

to en X x Y, entonces W es abierto. 

Sea (xo,zo) e W. Elíjase un punto }'o e g- 1 (z 0 ) y una vecindad U de -

x 0 , tales que Ü sea secuencialmente compacto y Ü x {y 0 } e:: f- 1 (W). 

Como para cada yeY 1se tiene que ü x g - i (g (y)) e:: f- 1 {W) siempre que -

ü x {y}c::: f- 1 (\'i) .. (*), entonces ü x g- 1 (z 0 )C:: f- 1 (W). El conjunto -

V= {zeZIU x g- 1 (z) e: f- 1 (W)} satisface que (x 0 ,z 0 ) e U x Ve W, por 

lo que será suficiente probar que V es W1 subconjunto abierto de Z; 

y como g -es 1.ma ftmci6n cociente, esto se reduce a probar que g- 1 (V) 

{yeYIÜ x g- 1 (g (y)) e:: f- 1 (l'i)} es abierto en Y. 

Por(*). g- 1 (V) = {yeY!ü x {y} e: f- 1 (W)}, entonces, g- 1 (V) = {yeY l 

(x,y)eÜ x Y, con (x,y)ef- 1 (W)} =Y\ {yeYl(x,y) e ((Ü x Y)\ f- 1 (W))} 

= Y\ p ( (Ü x Y) \ f- 1 (W)), donde p : IT x Y -+ Y es la proyecci6n natJ:! 

ral. 

Ahora, como ü es secuencialmente compacto, ?Or la proposici6n en 59 

(a), IT es nunerablemente compacto y, como Y es se.cuencial, por la -

proposici6n en 56,. pes wia funci6n cerrada. ·g- 1 (V) es entonces a--

bierto en Y, pues es el complemento de la proyecci6n del conjunto ce 

rrado (Ü x Y)\ f- 1 (W). Por lo tanto, fes una funci6n cociente. 

t 
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En la demostraci6n del lema en 30, se construy6 un espacio primero-

nunerable Y como la suna topol6gica ajena o coproducto de las suce-

siones convergentes {x 0 ,x 1 ,x 2 , ••• ), por medio de los espacios Xc 

{c} x N, donde N = {0,1,1/2,1/3, •.. } tiene la topología de subespa-

cio de m. XC es por tanto un espacio compacto, y siendo y la Slmla -

topológica ajena de este tipo de espacios, obviamente Y es un espa-

cio localmente compacto. Asentemos este resultado en el siguiente: 

61. - Lema. Si X es un espacio secuencial, X es la imagen de un espa

cio primero-nunerable localmente compacto bajo una función cociente. 

Se puede ahora, con la ayuda de los dos lemas anteriores, dar algu-

nas condiciones suficientes para que el producto cartesiano de espa

cios secuenciales sea de nuevo un espacio secuencial; de las que se 

habló al fin de la sección anterior, donde se estudiaron las propie

dades concernientes a productos cartesianos, de interés para el pre

sente trabajo: 

62.- Teorema. Sean X y Y espacios secuenciales. Si X es localmente 

secuencialmente compacto, X x Y es un espacio secuencial. 

Demostraci6n. Como X y Y son secuenciales, por el lema en 61 existen 

espacios primero-nunerables localmente compactos X' y Y'; y funcio-

nes cociente h : X' ~ X y g : Y' ~Y. 

Como X es localmente secuencialmente compacto y Y' es secuencial, -

por el lema en 60, f = idx x g : X x Y' -+X x Y es una función co--

ciente; y como Y' es localmente compacto, por el teorema de White--

hcad en 0.20, f' .. h x idy, : X' x Y' +X x Y' es también tma fWl·-

ci6n cociente. 
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Como resultado de la proposición en 37, X' >< Y' es un espacio prim!!_ 

ro-numerable entonces, como f' es cociente, por el teorema en 31, -

X >< Y' es un espacio secuencial, y como fes también una función co

ciente, por la proposición en 27 (a), X x Y es un espacio secuencial. 

t 

63.- Teorema. Sean X y Y espacios secuenciales. Si X es un espacio -

localmente compacto, X x Y es un espacio secuencial. 

Demostración. Es idéntica a la demostración del teorema en 62, exce~ 

to que se aplica el teorema de Whitehead (en 0.20), en vez del lema 

en 60. 

t 



ESPACIOS M E T R 1 Z A B L E S 

Los espacios estudiados en este trabajo están estrechamente ligados 

a los espacios metrizables, de hecho, como se verá, pueden caracter!_ 

zarse por medio de los mismos, lo que enfatiza la importancia de los 

primeros, poos tienen cercana relaci6n con el tipo de espacios más l! 

sados y con mayor aplicaci6n: los espacios métricos. 

Se iniciará la exposición de esta sección con el siguiente resultado: 

64.- Proposición. Sea X tm espacio topológico T 0 • X es primero-nune

rablc si y sólo si X es la imagen de un espacio métrizable bajo wia 

función continua y abierta. 

Demostración. => ) Considerese el espacio de Baire B(m) = n Xi, 
i=l 

donde Xi = S para cada índice ieN , y S es el conjtmto de índices de 

una base {U
5

}seS para el espacio X (arbitraria). Para cada xeX, sea 

Tx el subconjunto de D(m) que contiene a todos los puntos {si}ieNta

les que {Usi}ieN es una base local del punto x en X (lo anterior --

siempre es válido, pues como X es primero nunerablc, para e ualquier 

ptmto xeX existe una base local nllllerable, y dicha base se puede ob

tener de los subconjWltos Ui e {U
5

}seS tales que xeU1). Se tendrá~~ 

tonces, como X es T0_, que Tx es ajeno a TY si x ,yeX y x f. y, pues, -

dados x 1 y Xi en X con x 1 'x 2 , existe un índice s 0 e S tal que Uso 

es vecindad de x 1 y x2 é U
50

6 U
50 

es vecindad de x 2 y x 1 i U
50

• Si -

A• {{si}ieN e B(m) 1 {si}ieN e Tx para algúnx e X} tendr!í entonces 

sentido definir la ftmci6n f : A~ X dada por f({si}ieN) = x si ----

{si}ieN e Tx. 

Por la proposición en 0.21 , B(m) es un espacio m6trico con la m6tri 

ca dada por: 
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{ 

1

0

/k si sk;sk, y si=si paTa i<k. 
q({si}i:1.< 5ili:1) = 

si si=si para toda keN. 

y por tanto, A también lo es. 

Se puede ver facilmente qoo en B(m) una sucesi6n {spieN'{spieN'"' 

converge al punto {s.} 1.e e B(m) si y s6lo si, para cada ieN existe -
• i N 

un índice k(i)eN tal que s~ =s. si j>k(i). 
1 1 -

Sea {{s{}ieN}jeN una sucesión en A que converge al ptu1to {si}ieN¡ y 

{ j }00 sea {xjljeN la sucesión en X tal que para cada jeN, xj = f( si i=l). 

Supongamos que x=f({si}ieN) í lím{xjljeN; podemos suponer entonces 

que para cada yelím{xj}jeN y para cada {sj'}ieNeTY, existe un indice 

{ "} 
00 b' . d d d .J s 0 e si i=l tal que el a 1erto U

50 
es vcc1n a e y, y x ~Uso' En-

tonces, s 0 í {si }i:l , y como para cada ieN existe k(i)eN tal que si 

j>k(i) s{" si' para cualquier NieN con Ni>k(i) se tiene que so i 

{s{li:l si j>Ni, y por tanto, {si}i:l 1 limUs{}ieN}jeN' lo que es 

absurdo; de donde x e lím{xj}jeN' y por la proposición en 6, fes -

una funci6n continua. 

Para cada keN, sea Vk e:: A lD1 abierto básico de la forma : 

Vk = {{wi}ieNeA 1 q({wi}ieN'{si}ieN) < 1/k} que es vecindad bhica 

de {si}ieN en A. Se tiene entonces, para cada keN, que vk .. {{~i}ieN 

e A 1 w. = s. para i<k con keN} de donde, para cada keN, f(Vk) .. 
1 . 1 k 

{xex xeus. para i~k} que claramente coincide con n u que es a--
1 i•1 s 

bierto en X. Por lo tanto, fes una función abierta. 

ne lo anterior, X es la imagen del espacio métrico A bajo la funci6n 

ontinua y abierta f. 

~) Por hip6tesis se' tiene oue existe un espacio topol6gico metriz!. 

ble Y y una fmci6n f : Y .... X abierta y continua tal que f (Y) ., X. 

Sean xeX y {Ui}ieI una base local para x con Card(I) _::)to. Ya que f 

es suprayectiva, elijamos lDl punto y e C 1 (x). Como Y es metrizable, 
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exi5te ma base local ntunerable en y; en particular, la podemos to· -

mar como {Vj}jeN con Vj = {y'eYld(y,y') < 1/j} para jeN (donde des 

algma m~trica compatible con la topologia de Y). Como f es abierta, 

para cada jeN f(Vj) es abierto en X; elijamos entonces para cada jeN 

algún índice ij e 1 tal que U. e:: f(V.). 
lj J 

Sea A un abierto arbitrario en X tal que xeA. Como f es continua, --

f-1 (A) es vecindad abierta de y, entonces, existe un índice keN· con 

¡ykc::( 1 CA)1 como se tiene que Ui c:f(Vk) y que f(Vk)c f(f- 1 (A))=A 
k 

(pues fes suprayectiva), entonces Uikc:: A y por tanto, {Ui.}jeN es 
J 

ma base local nunerable de x, de donde, X es primero-nunerable. 

t 

En la proposici6n anterior, al demostrar la última parte, no se uti

liz6 el hecho de que X fuese T0 , ni propiamente, que fuese metriza-

ble, lo que en realidad se probó, que vale la pena destacar fu~: 

65. - Proposición. Si X es la imagen de un espacio primero-nunerable 

bajo tma función continua y abierta, X es p:rimero-nunerable. 

La siguiente proposición nos pennitirá posterionnente caracterizar a 

los espacios primero-nunerables en general, por medio de los espa--

cios metrizables. 

66. - Proposición. Todo espado primero nunerable X es la imagen de -

algún espacio primero-nunerable de Hausdorff bajo una fl.Ulción conti

nua y abierta. 

Demostración.Sean X primero-nunerable;X'•X con la topologfa discreta 

tal que Card(X')• m, y B(m) • n- X., donde X
1
• =X para todo ieN, el 

i•l 1 
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espacio de Baire. Definamos en B(m) la familia {Ax}xeX cuyos elemen

tos son A = {{x.}. e B(m) 1 existe keN tal que xi'" x si i ~ k}, • x i ieN 

para cada xeX; se tiene entonces que cada Ax con xeX es denso en ---

B(m), pues si {yi}ieN e B(m), y Dw({yi}ieN) = {{zi}ieNe B(m) 1 zi=yi 

si i<w con weN} es ma vecindad básica arbitraria de{y i} ieN' el ele· 

mento {z.}. e B(m) tal que z.=y. si i<w y z.=x si i>w es también 
1 lCN 1 l 1 

elemento de Ax íl Dw({yi}ieN). 

Sea M = U {{x} xA ) e:: X x B{m). Definamos la funci6n f : M + X por 
xeX x 

f((x,{xi}ieN)) = x. Claramente, ya que fpuede pensarse como la in--

clusión de M en X x B(m) seguida de la proyecci6n en X, fes conti-

nua; y como para cada xeX, (x,{xi}ieN) con x1 = x para todo ieN es -

un elemento de {x} x \ c::M tal que f{(x,{xi}ieN)) = x, fes supra-

yecti\~. Como X y B(m) son primero-nunerables, por la proposici6n en 

37, X x B(m) es primero nunerable, y por la proposición en 12 (a), M 

es un espacio primero-nunerable (pues es subespacio de X x B(m) ). 

Sean (x,{xi}ieN) y (y,{yi}ieN) dos puntos (distintos) de M. Existirá 

entonces {independientemente de que X"'Y 6 x"y) un índice keN tal que 

xk ~ yk, de donde, q({xi}ieN'{yi}ieN) ~ 1/k (la métrica definida en 

0.21); si U= D2k({xi}ieN) y V= D2k({yi}ieN). es claro que U es ve

cindad de {xi)ieH , que V es vecindad de {yi}ieN y que U íl V• ~. Se 

sigue entonces que si U' y V' son vecindades de "x" y "y" respecti'V!, 

mente en X, U1 x U y V' x V son vecindades de (x,{xi}ieN) y de 

(y,{yi }ieN) respectivamente en X x B(m) tales que (U' x U) íl (V' ><V) 

~ y por tanto, M es de Hausdorff. 

Para tenninar la demostración, bastará mostrar que f es una función 

abierta, lo cual es inmediato, pues si (x,{xi}ieN) es cualquier pun

to de M, U es vecindad de x en X y Bk({xi}ieN) es tma vecindad bási

ca arbitraria de {xi}ieN en B(m), el subconj\Ulto W definido por----
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w. u X (Bk({xi}ieN) n (u Ax)) es una vecindad básica ue el punto 
xeX 

(x,{xi}ieff), Y como Az es denso para cualquier zeX, existe un punto 

(z,{z.i}ieN)· en ({z} X Az) n W, lo que implica que f((z,{zi}ieN) = z 

e f(W) para cualquier zeX, y por lo tanto, f(W) = X, y f resulta a-

bierta. 

t 

Podemos ahora establecer la importante caracterízaci6n de los espa-

cios primero-nunerables por medio de los espacios rnetrizables, de la 

que se había hablado (en general y no sólo de los To como en la pro

posición en 64): 

67.- Teorema. Sea X un espacio topológico. X es primero nl.lllerable si 

y s6lo si X es la imagen de un espacio metrizable bajo una funci6n -

continua y abierta. 

Demostraci6n. :..::.__) Es consecuencia inmediata de las proposiciones en 

66 y en 64, pues la cornposici6n de funciones continuas y abiertas es 

claramente una función continua y abierta. 

~) Es lo que se sustenta en la proposici6n en 65. 

t 

Finalmente, se puede ahora deducir las caracterizaciones de los esp! 

cios de Fr~chet y secuenciales por medio de espacios rnetrizables y -

de funciones cociente, de las que se habló al principio de esta scc-

ci6n: 

68.- Teore1cla. Los espacios secuenciales pueden caracterizarse como -

imágenes de espacios metrizables bajo funciones cociente. 
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Demostraci6n., Se sigue inmediatamente de los teoremas en 31 y en 67, 

pues toda fWlción suprayectiva continua y abierta es cociente, y la 

composición de funciones cociente es de nuevo una ft.mci6n cociente. 

t 

69.- Te~. Los espacios de Fréchet pueden caracterizarse como las 

im5genes de espacios metrizables bajo ft.mciones hereditariamente co

ciente. 

Demostración. Se sigue inmediatamente de los teoremas en 35 y en 67, 

pues toda fWlci6n suprayccti va continua y abierta es hereditariamcn

te cociente (lo cual se sigue de la proposición en 32 y del hecho -

que la flD1ci6n con esas características es cociente), y la composi-

ci6n de flU'lciones hcredi tariamente cociente es de nuevo tma ftmción 

hereditariamente cociente (lo cual se puede probar facilmente). 

t 

70.- Nota. Al demostrar el lema en 30, se construyó el espacio prim~ 

ro nunerable Y en cuestión como el coproducto de los espacios Xc • 

{e} x N, donde N ={0,1,1/2,1/3 ... } tiene la topologia de subespacio 

de ~. y es por tanto metrizable. Por la proposición en 0.22 se tiene 

entonces que Y es metrizable, y por el comentario anterior al lema -

en 61, Y es localmente compacto. De modo que, gracias a estas obser

vaciones, se tendrían también probados los teoremas en 68 y 69 con -

la hipótesis adicional de la compacidad local, y además, por la con~ 

trucci6n en el lema en 30, se tiene explícitamente 'lDl ejemplo de es

pacio metrizable localmente compacto del cual el espacio secuencial 

o de Fr~chet provienen, corno imagen cociente o hereditariamente co-

ciente, respectivamente. 
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