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INTRODUCCTION

Sea 1={L, I,, ..., I, } una familia de intervalos sobre
la recta real. Una grédfica de intervalos G es la grédfica de in
"terseccifn de I si los vértices de G pueden ser etiquetados Vi
V2, e Vn y dos vértices Vi Y Vj son adyacentes si y s6lo si
los intervalos Ii e Ij se intersectan. Sea I una coleccibn de
intervalos cuya gréifica de interseccién es G, sea NI (I) el nG-
mero de diferentes tamanos de los intervalos de I, Se define
el nfimero de intervalos de G, denotado por NI (G), como el mini
mo {NI(I) | I es un diagrama de intervalos de G } . El prop6si
to de esta tesis ha sido encontrar las caracterfisticas que po-
seen aquellas gréficas de intervalos que satisfacen NI (G) = 2.
Ya se ha logrado caracterizar a las grdficas de intervalos que
cumplen NI (G) = 1.

Los conceptos b&sicos y la notacibn necesaria que seréi
usada en este trabajo se exponen ¢n el capitulo 0. Son concep-
tos introductorios a la Teorfa de las Gréficas.

' En el capitulo 1 presentamos la definicibn y la caracterji
zacitn de las grdficas de intervalos. Asimismo, se detallan al
gunas relaciones gue las grdficas de intervalos tienen con
otras familias de gr&ficas de intersecciones. Al final del ca-
pitulo se enlistan algunas, de las mGltiples, aplicaciones que
tienen las grédficas de intervalos,

En el capftulo 2 se detallan algunas familias de gréficas
de intervalos gue satisfacen NI (G) = r para r natural; también,
damos la longitud minima que puede tener un diagrama de inter-
valos. Y para finalizar este capitulo, exponemos las conclusio
nes generales a las que hemos llegado durante el desarrollo de
este trabaijo.

Finalmente, presentamos la bibliograffa consultada; asf,
como una bibliograffa adicional para que toda persona intere-
sada en alguna familia de grdficas de intersecciones pueda do-
cumentarse ampliamente.
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Capitulo 0: CONCEPTOS PRELIMINARES

Paxa facilitar la lectura y discusifn de los temas trata
dos en esta tesis, primero definimos algunos t&rminos y concep
tos basicos. Hacemos esto en el presente capitulo cen la intro
duccitn de los conceptos bdsicos y la notacién necesaria para
el desarrollo subsecuente de este trabajo.

Se presentan, con frecuencia, en la vida diaria situacio
nes que pueden ser descritas por medio de diagramas consisten
tes de un conjunto de puntos junto con lineas que unen a cier
tos pares de estos puntos. Por ejemplo: Los puntos pueden re-
presentar empresas, y las lineas unen empresas gue tienen al-
guna relacibn comercial; o los puntos pueden representar con
juntos y las lineas unen conjuntos gque tienen algdn elemento
en comn. En tales diagramas estamos interesados en saber si
dos puntos dados estan, o no estan, unidos por una linea. Una
abstraccifn matemdtica de situaciones de este tipo nos la da
el concepto de gr&fica.

Una grdfica G consiste de un conjunto finito no-vacio
V(G) de objetos no definidos llamados los vértices de G, jun
to con un conjunto E(G) de parejas no ordenadas de elementos
distintos de V(G) llamadas las aristas de G.

Dos vértices u, v € VI(G) son adyacentes cuando el par
{u,v) € E(G). Los vértices u y v se llamardn los extremos de
(u,v). Si (u,v) ¢ E(G), la denotaremos por u- V.

De una manera similar, dos aristas de G son incidentes
gi tienen un extremo en comGn. La grdfica de la figura 1.1 de
la pag. 4 ejemplifica las definiciones anteriores.

El conjunto de vértices adyacentes a un vértice dado
u € V(G) es llamado la vecindad de u. Se denotard por [ (u).
Para un ejemplo vedse la figqura 1.1 pég. 4.

Una gréfica H es una subgrdifica de una grdfica G, si
V(H) € V(G) y E(H) es un subconjunto del conjunto de aristas
de G que tienen ambos extremos en V(H). Cuando V(H) =V(G) de



cimos gue H es una subgréfica generadora de G. Si adem&s, H
es tal que V(H) € V(G), y para x,y € V(i) sucede que

Xx-y € E(H) si y sOlo si x-y € E(G) decimos que H es una
Subgréfica inducida de G. Ver figura 1.2 pdg. 5.

Una trayectoria Tn en una grdafica G, es una sucesi6n al

ternada de vé&rtices y aristas Vl' v1 - 2,..., Vn 1, vn 1-—vn,
Vn con V # VJ para i # j, empezando y termlnando con un pun-

to. Ver f;gura 1.3 p&g. 6.

Un ciclo € de una grédfica G se define como una

alternada de vértices y aristas V V1 Vz,i

1’
vn, Vn - v1 con Vi # Vj para 1 # J.

neralmente se denota por Cn (n 3 3).

Una grdfica es conexa si para todo par de vértices
u,v € V (G) existe una trayectoria T cuyos extremos son u y v. De
otra manera se llama no-conexa. :

G es una grdfica completa si para—todo par de vértices

*x,y € V(G), x-y € E(G). Las grdficas completas con n vérti-
ces se denotan por K,

Una subgrdfica completa H de G es llamada un clan de G
si no hay ninguna subgrdfica completa de G que contenga propia
mente a H. Ver figura 1.4 pag. 6.

El complemento G de una grafica G es la grdfica cuyo con
junto de vértices es V(G) y para la cual x-y ¢ E(G%) si y s6
lo si x~-y ¢ E(G). Ver figura 1.5 p&g. 7.

Un subconjunto no-vacio S de V(G) es un conjunto indepen-

diente de una grdfica G si para todo par de vértices u,v € S,
u~v § E{(G). Ver grd&fica 1.6 pdg. 7.

Una representacifn para la cual las curvas que represen
tan aristas de G se intersectan solamente en los puntos que
representan vértices de G serd llamado una representacién pla

na de G. Una grédfica G es llamada Gré&fica plana si existe una

representacién plana de ella. Ver figura 1.7 pdg. 8.
Ahora introducimos la familia de grdficas conocidas como



graficas orientadas.

Dada una grafica G, una orientacién € de G es una asigna
cifdn de una direccifbn a cada arista de G. Cada arista -y € G
puede ser orientada x -y 0 y — %, sin embargo solamente una
de estas orientaciones es elegida para cada orientacién E de G.
Diferentes elecciones de orientaciones para las aristas de G
nos producen diferentes orientaciones de G. Ver figura 1.8
pZg. 8.

El conjunto de todos los vértices x tales que X -.v en G
serd llamado la frontera interior de v en G, y serd denotada

por ~(v). Similarmente se define la frontera exterior

PTV) = {x‘ v—x | . Ver figura 1.9 p&g. 9.
Cuando G = Kn’ una & serd llamado un torneo. En la figura
1.10 pdg. 9 se muestran dos diferentes torneos con guatro vér
tices, :

Un ciclo dirigido en una grédfica orientada G es;uhaisucg
si6n de vértices y aristas dirigidas Vy, Vy—V,, ViV =V,

n-l-—»"n’
1.11 pag. 9.

Si una gr&fica orientada no contiene ningtn cic10~dirigi

ceee, V Vir Vor V —»V4. Para un ejemplo ver lé;figdta

do, G seri llamada una grdfica orientada aciclica.

Una grdfica orientada G es transitiva si para cada tres
distintos vértices x,y,z V(G) con x -y y y — 2 siempre su-
cede que x — z.

Si una gré&fica no orientada G es tal gue existe una orien
tacién & la cual es una grdfica orientada transitiva, entonces

G se dice gue es orientable transitivamente; también se llama

gr8fica de comparabilidad. En la figura 1.12 p&g. 10 se dan

ejemplos de gréfica orientada aciclica y grafica de comparabi
lidad.

No todas las gr&ficas son grdficas de comparabilidad. Se
puede checar que la grdfica de la figura 1.13 pdg. 10 no es gri
fica de comparabilidad.



Figura 1.1
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Capftulo l: GRAFICAS DE INTERVALOS Y SU RELACION CON OTRAS
. FAMILIAS DE GRAFICAS

En 1957 G. Hajos planted el siguiente problema: Dado un
nGmero finito de intervalos sobre una linea recta, se puede
construir una grdfica asociada con este conjunto de interva-
los de la siguiente manera: A cada intervalo le hacemos co-
rresponder un vértice de la grdfica, y dos vértices estdn co
nectados por una arista si y s6lo si los correspondientes in
tervalos se intersectan. La pregunta es si una grdfica dada
es isomorfa a una de las gr&ficas asf caracterizadas ().

Independientemente, el bidlogo Seymour Benzer, durante
sus investigaciones sobre la estructura de los genes, plan-
te6 lo siguiente: De las investigaciones cldsicas de Morgan
Y su escuela, los cromosomas son conocidos como un arreglo
lineal de elementos hereditarios, los genes. Estos elementos
deben tener su propia estructura interna. En su nivel mds fi
no, en relacibn a los genes, la pregunta aparece de nuevo
¢Estén ellos (los subelementos dentro de los genes) ligados
juntos en un orxden lineal andlogo a los niveles mdas altos de
integracién de los genes en los cromosomas?.

La solucifén a esta pregunta deberfia ser contestada estu
diando las grdficas de intervalos y entonces, verificar si
los datos que fueron traslapados fueron o no consistentes
con la hip6tesis genética lineal.

El propdsito fundamental de este capitulo es presentar
una caracterizacién de las graficas de intervalos. La carac-
terizacifn gue aqui se presenta fue dada por Gilmore y Hoff
man (2). Y la prueba gue aqul se presenta se debe a Urrutia
G. J. (3). Existen otras caracterizaciones dadas por: G.
Lekkerkerker y J. Ch. Boland (4) y Fulkerson y Gross (5).

La familia de grédficas de intexrvalos pertenecen a la fa

milia de graficas de interseccidn consideradas de gran impor



tancia en Teorfa de las Grdficas, ya que frecuentemente tie-
nen aplicaciones al mundo real, Al final de esta parte, se
ejemplifican algunas de las mdltiples aplicaciones de gré&fi
cas de intervalos.

GRAFICAS DE INTERSECCION

Sea § = {Sl’ 52, ooy Sn} una familia de conjuntos dis
tintos, una grdfica G es la grdfica de intersecci6n de S si

los vértices de G pueden ser etiquetados {vl, v2, ey Vn}

de tal manera gque Vi--vj e E(G) si y s6lo si S; M Sj 0.

En la figura 2.1 pdg.27 se muestra una familia S de c¢njuntos
y su gr&fica de interseccidn,

Es claro que cualquier familia de conjuntos define una
grdfica de interseccifn pero, ¢Cudles grdficas son. grédficas
de interseccién de una familia de conjuntos?. ' .

La respuesta la da el siguiente teorema.

Teorema_2.1 (6). Toda grdfica G es una grifica de‘intérsec-
cién. ' e

Demostracibn T e

Para todo v € V(G), sea S{v) = {uF-vw_ujAV'cyE(G)} .
Hagamos S ={S(v) | v ¢ V(G) } , G eé;la}grafica de*in£ersec—
ci6n de S; puesto que S(u) N S(v) # bCSin”sdiowsi,

u-v € E(G). ' B SR

Como se puede observar, no existen restricciones para la
familia S, asi, el prbblema,de caracterizar a las grédficas de
interseccifn no es un problema interesante. Sin embargo, si
escogemos clases especiales de conjuntos y nos preguntamos
que graficas son grdficas de interseccidén de tales conjuntos,
el problema se vuelve interesante y en algunos casos la solu

cién del problema es diffcil de encontrar. Por ejemplo: Sea V



un conjunto de curvas en el plano y sea G la grafica de inter
seccidén de V, es decir, V es el conjunto‘de vértices de G,

dos vértices V Vj son adyacentes si y s86lo si 1as curvas. v
y vj se 1ntersectan Ver figura 2.2 pag 27

Tecorema 2.2 (Ehrlich, Even, Tarjan)~»No’tddas las: réficas
son gr&ficas de lnterseccidn de" conjuntos de cur
vas en el plano. :

Demostracién

Sea H una grifica no plana. Construyamos G introduciendo
un nuevo vértice en la mitad de cada arista de H (ver figura
2,3 pdg, 28). Probaremos, por contradiccidn, que G no es una
grédfica de interseccifn de un conjunto de curvas en el plano.

Supongamos que hay un conjunto V de curvas en el plano
tal que G es su grdfica de interseccidn. Podemos contraer a
puntos todas las curvas correspondientes a los vértices de H
sin crear nuevas intersecciones en las curvas correspondien-
tes a los vértices de M = V(G) - V(H), excepto gque todas las
curvas en M intersectan curvas V £ V-M gue ahora se intersec
taran en el punto P al cual V fue contrafdo.

El diagrama resultante es una realizacién plana de H,
donde los puntos a los cuales las curvas que representan vér
ticés de H fueron contraifidas representan los vértices de U y
las curvas que representan vértices en M corresponden a las
aristas de H. Esto es una contradiccién ya gque H es no-plana.

]

El problema ééneral de caracterizacidén de aquellas grafi
cas que son gr&ficas de interseccién de curvas en el plano es
demasiado diffcil. Si las curvas son rustringidas a ciertas
familias se pueden hacer algunos avances. Necesitamos conside
rar una familia importante de grdficas que son de gran utilij
dad en los problemas de caracterizacidén. Estas graficas son



las grificas de comparabilidad.

Recordemos que una gréfica orientada D es transitivamente
orientable si para cada tres vértices distintos x, y, z ¢ V(D)
tales que x + vy, y +-z en D, la arista x » z es también una
arista de D. También definimos a una gr&fica no-orientada G co
mo una gr&fica de comparabilidad si admite una orientacién
transitiva. La figura 2.4 pdg. 29, muestra una gr&fica transiti
vamente orientada. C5 es un ejemplo de una gr&fica que no es
grédfica de comparabilidad.

Un camino W en una grdfica G, consiste de una sucesién fi

nita de vértices y aristas VO' VO-Vl, Vl, v, V -Vn,

V,+ A los vértices Vo ¥ V, les llamaremos vértice -inicial y fi

n-1

nal respectivamente. Si v0==vn diremos que W es un camino ce-

rrado.’W es par o impar si n es par o impar. NO&tese que en un
camino W permitimos que un vértice o una arista aparezca més
de una vez. Vedse figura 2.5 pdg. 29,

Una cuerda triangular en un camino cerrado W es una aris

ta de la forma Vi - Vi+2' El siguiente teorema nos da una ca-

racterizacién de las gréficas de comparabilidad, aquf se omite

la demostraci®n, para conocerla se puede consultar (2}).

Teorema 2.3 (2): Una grdfica G es una gr&fica de comparabili-
dad si y s6lo si cada camino cerrado impar tiene

al menos una cuerda triangular en G.

GRAFICAS DE INTERVALOS

La lfnea real junto con un conjuhto‘de intervalos Il' 12,
«++.., I forma un diagrama de intervalos I. Una grafica G re
presenta a I si sus vértices pueden ser etiguetados Vl' v2,

cen sy Vn tales que Vi es adyacente a Vj en G si y s6lo si

Ii n Ij # @. Una grdfica G es una grdfica de intervalos si

representa al menos un diagrama de intervalos. Véase figura
2.6 p4dg. 30.



Teorema 2.4 (3): Una grdfica G es una gréfica de intervalos si

y s6lo si €, no es una subgrdfica inducida de G y
G¢ es una gr&fica de comparabilidad,

Demostracién

=») Supongamos que G representa al diagrama de interva-
los I, en el cual dos intervalos I1 e 12 de I no se intersec-

tan, entonces si el intervalo IO de 1 intersecta a I1 yal

que intersecte a I1 Yy a 12 debe

.
cualquier otro intervalo I3 :
intersectar a Io. Por lo tanto, C‘1 no puede ser una subgrdfi-
ca inducida de G. Para mostrar que G° es una grdfica de compa
rabilidad, orientamos las aristas de G¢ de 1la siguiente mane-
ra: Si los intervalos Ii e I, no se intersectan en I (es decir,
los vértices Vi Yy V. son adyacentes en G%) orientamos Vi -+ v

J

3
si, para todo x ¢ Ii yYy €I, tenemos x < y. De otra manera

V. »+ Vi' Esto claramente induce una orientacién transitiva en

Gc, y por lo tanto é% es una gré&fica de comparabilidad. La

orientacién G° inducida en G° por I serd llamada la I-orienta
cién de G° (véase figura 2. 7 pég. 31 ). Similarmente, si para
una orientaci6én Transitiva G° en G° existe un diagrama de in-
tervalos I el cual induce en GC la orientacién 6°

é’c

, entonces
serd llamada una I-orientacién de G©

Para probar la suficiencia de este teorema mostraremos
gue si G satisface las condiciones del teorema, entonces toda
orientacién transitiva de G es una I-orientacidn.

‘Definicibn

Se dice gue una gréafica dirigida tiene la propiedad ani-
dada si para todo par de vértlces u'y v,.F s P (v) 6
T (v)Cl r (u). La gréfica ¢c de 1a*f;gura 2*7 pag 31 _tiene
la propiedad anidada.

Lema 2.5 (3) Si una orientacién E?“delWCOmpléménfo de una gri



fica tiene la propiedad anidada, entonces G es una I-orien-
tacion de G°.

Demostracibn

Necesitamos probar primero_que é° esta ofientada tran -
sitivamente y también que G es una gfafica de intervalos que
representa un diagrama de intervalos I el cual induce la --
orientacién GS en G°.

Supfngase que 6% no es transitivamente orientada. En -
tonces existe u, v, z &t V(G) tal gqgue u * v, v * z en c¢ pe-
Yo X p z en c®. Ppor lo que !& {u) ¢ I‘+ (v) ya que —-——
ve Iy v { ™ o(v). También I'T (v) £ 1T (u) ya que -
z ¢ 't vy z Ar& {u). Esto contradice la hip6tesis de que
G° tiene 1la propiedad anidada, y por lo tanto G est4 orienta
da transitivamente.

Ahora mostramoes c6bmo obtener un diagrama de intervalos 1
para G el cual induzca la orientacién G¢ en G°.

Claramente si Gtiene un-solo vértice, el diagrama de in-
tervalos I consistird de un Gnico intervalo. Supfngase que -
para todas las gr&ficas orientadas 1€ con la propiedad anida-
da y n vértices existe un diagrama de intervalos, el cual in-
duce en H® la orientaci6n HS y sea G una gréfica con n+l vér-
tices. sSea G una orientaci6bn de G con la propiedad anidada,
Yy considérese el conjunto § = (Vl, Vor ooy Vs} de vértices -
los cuales son fuentes de gc. Puesto que G° tiene 1la propie-
dad anidada, si tomamos un vértice vie S con grado midximo en-
tonces It W) e rt vy YV e s 3 # i

-
Sea H® = ac:_ {vi} . Entonces por la hip6tesis de induc

cién hay un diagrama de intervalos I' el cual induce en G- {Vi}

la orientacién RS. sea Sh el conjunto de fuentes de €. En-

tonces S *{Vi} < Sh. Claramente los vértices de Sh forman

conjunto independiente m&ximo en ihe (ya que todo vértice --—-

>0 e
v € H  que no sea fuente en H~ es adyacente al menos a una =--

-» -+
fuente de H® por la transitividad de 11%). Entonces si I8, es



el conjunto de intervalos correspondientes a los v&rtices en
S,..,, A= nI. # @¢. Ademds, si I.} IS _, entonces I.Nn A= @~
h 4 ] h ]

I.el

J H
ya que de otra manera Ij intersectarfa a todos los elementos
en IS, produciendo en HC un conjunto independiente sh\;{v }

(dondevj es el vértice en H correspondiente a I]) el cual -

contendria a Sh como subconjunto propio, contradiciendo la -
maximalidad de S,. Sea p un punto en la linea real a la iz-
quierda de todos los intervalos de I', y sean X1< Xy<on < Xs

s puntos a la izquierda de p. Entonces si I. = [aj, bj] es

el intervalo en 1' correspondiente al vértice Vjc S~ {Vi}, -
el intervalo IB = [X b ] 1<3j<s, J# 1 representar& a --
Vj en un nuevo dlagrama de intervalos 1 para G P Y Vi estaré

representado por el nuevo intervalo [X.,, pl. Probaremos --

.
ahora que I es un diagrama de 1nterva1;s representado por I,
y también que I induce la orientacién é% en G°

Claramente el diagrama de intervalos obtenido de I bo -
rrando el 1ntervalo (X5, pl esta representado por H = G- (Vi}
e induce en H 1la or1entacx6n e Mds aln, todos los inter -
valos [Xj, bj] de 1 que representan vértices en S -{ Vi) in -
texsectan a [Xi, Pl y todos los intervalos de I gque represen
tan vértices VjeV(G) - 8§ son intervalos de 1! }gs cuales es-
tan a la izquierda de p. De aqui, V., ~» Vj en G, e I induce

i
c , . - *C . .
en G~ la orientaci6n GC, asi{ gque G- es una I-orientacibn,.

Ahora probaremos la suficiencia del teorema.

Supfbngase que para una gré&fica G, G° es una grifica de-
comparabilidad y que C, no es una subgr&fica inducida de G.
Probaremos gue toda orientacibn transitiva 3¢ ae G° tiene 1la
propiedad anidada, y por el lema 2.4, G es una grdfica de in
tervalos.

: . +C < *C

Sean u, v vértices de G°. Si u es adyacenteav en G y

-

+G

u-+v, 8Si v-+x en G® entonces por la transitividad de G u~x
+ + :

y por lo tanto x eF+ {u), Por lo tanto T (v)gl (u). 8i-



u no es adyacente a v en [ y: r+ (v)g r* (u), y F+(u)¢F+(v),
entonces existe x eIt (u) - r* (v) y ye r* (v) - Ff (u). si
x es adyacente a y en Gc Y X'*y‘éntonces u= X y‘ac es transiti
va, u*ty en G° y de aqui y ert (u}) lo cual es una cohtradig --
¢cifn., Similarmente y }x en G°. Entonces x no.es adyacehte a
¥y en G. Pero entonces x -y, ¥y -~ u, u - VvV, Vv - X es un ciclo-
de longitud 4 en G, lo cual contradice la hip6tesis de que C4-
no es una subgrdfica inducida de G. Por lo tanto Ec tiene la-
propiedad anidada y G es una gr&fica de intervalos. .
Presentamos ahora, muy brevemente, otras familias de gri-
ficas de interseccifn y damos su relacién con gr&ficas de in -

tervalos.

GRAFICAS ARCO-CIRCULARES

Un diagrama arxrco=-circular al cual denotaremos por  ====-

C[Vi, V2, ooy Vh] consiste de un circulo C con un conjunto de

arcos vl,'v VA. Este diagrama define una gr&fica G con

P ey
vBrtices e12cojunto V({G) = {Vl, Vor weus Vn* tales que v, es -
adyacente a V. si y s6lo si los arcos V& y Vj se intersectan.
La gr&fica G ser8 llamada la gr&fica asociada a C[Vl, 72, ..,Vn]

Una grdfica G se llamard gréfica arco-circular si represen
ta al menos un diagrama arco-~-circular. En la figura 2.8 pédg 32
se presenta un diagrama arco~circular y su grdfica asociada.

A continuacién presentamos los lemas gue nos relacionan -

las gré&ficas arco~circulares y las gr&ficas de intervalos.

Lema 2.4 (7). Toda gréafica de intervalo G es una grédfica arco-

circular.

Demostracién

Sea I el diagrama asociado a G. Transformamos a R en un -

¢circulo y obtenemos un diagrama arco-circular. Cada intervalo-



de I se transforma en.un arco.en-el diagrama obtenido. La fi-

gura 2.9 pag. 33 ilustra graficamente. .

Lema 2.7

Una gr&fica arco-cir @dfyéf;ibéféiéladb7V;jeé‘—

una gr&fica de inte:Qélqsg_r

Demostracibn

Sea C[Vl, Vé, “eny Vh] el diagrama arco-circular asociado
a G. Sea p el arco correspondiente al vértice p. Como el vér-
tice V_ estd aislado, el arco P estard aislado. "Partimos" al-
circulo por [ para obtener la recta real. Obsé&rvese que no se
crean nuevas intersecciones en el nuevo diagrama, ni tampoco se
eliminan intersecciones., La figura 2.10 pdg. 33 ilustra la de-

mostracidn. B

Observacitn. Como una consecuencia inmediata del lema 2.7, te-

nemos gue:
Si C[Vl, Tor oo Vn] es el diagrama de una grifica G arco-

circular, y si existe pe C de tal manera que pi Vi pararninguna

i1e{l, 2, ..., n},entonces G es una gréfica de intervalos.

GRAFICAS CIRCULARES

Un diagrama circular C(C;, C,s ..., Cn) c¢nsiste de un ---
circulo C con un conjunto de cuerdas Cl' Cz, "‘Cn’ Un diagra-
ma circular define una grdfica circular G con vértices el con -
junto v(g) = {Vir Vor eeey Vn}tales gue Vi eg,adyacente'a Vj en G -
si y s6lo si las cuerdas Ci £ Cj se intg{sgc;an.r*En ;a figura—
2.11 pag. 34 se da un ejemplo. o . 7

Sea G una gr&fica de intervalos. L;.érista vy - Vj de G -
serd una C-arista si y s6lo si I; < I. 6 Ij:c I,. La arista -~

3 X
vy -V, de G serd una E-arista si y s6lo si I;n Ij 0y ---
I; ¢ IyniIgq Ig.
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Sea G(C) la subgrédfica de G con V(G (C)) = V(G) y todas
la C-aristas de G. G{(C) se llamar& la C-gréfica de I. An&-
logamente construimos 1la E~grdfica de G la cual denotaremos

por G(E). La figura 2.12 p&g.35 ejemplifica un caso.
Induciremos una or1entac16n G(C) sobre G(C) de la si -~

guiente manera: v, - V:l en G(C) si y s6lo si I, ¢ I,. La --

orientacién asi definida es transitiva, ya que si V., +V. y -

b
- v -—
Vj vk entonces Ii < Ij [=4 Ik Yy por lo tanto Ii c Ik ? en -
consecuencia Vl - Vk

Los siguientes lemas relacionan ambos tipos de gr&flcas.

Lema 2.8

La E-gr&ifica de una gréflca G de lntervalos ‘es una gra-
fica circular. :

Demostracién

La demostracifn se hace cdnstruyendo el diagrama circu-
lar a partir del diagrama de intervalos asociado a G(E).

Sea I{E) el diagrama de intervalos asociado a G(E).
I(E) tiene la forma: .

8 _1

Ningun intexvalo contiene;a>o£ro, s6lo se traslapan.

Unimos los extremos de R formando un circulo. Sean Ii =

= lay, bi]’ Ij = [aj, bj].' si I, n I '# P entonces, —= == mmmm
ay e[ai, bi] 6 a, e [aj, bj]' supongamos que aj € [al, bi]. -

A cada intervalo I, = [ai, bi] le asociamos la cuerda --
Ci = [ai, bi]. Si dos intervalos se intersectan, sus cuerdas

correspondientes se intersectan, y si dos intervalos no se in
tersectan sus cuerdas correspondientes no se intersectan. En



la figura 2.13 pég. 36 se da la construccién del diagrama circu

lar. , e - 4 .
Sea C(Cl, C2, Cewy C ) el dlagrama cmrcular asoc1ado a --

una gr&fica circular. - Sea p ec, . pt¢ c; ,Vi le{lr

<oes nf
A partir de p recorremos al circulc en sentldo contrarie

LAY
al recorrido de las manecillas del reloy

Definici6én

Llamaremos Sucesifn de C con respecto a p, denotada por -

SP(C), la sucesidén que se forma con los puntos finales de las

cuerdas de C durante el recorrido de p. Denotaremos por -
Ci— (Ci+) al primer (segundo) punto final de Ci gue encontra -
remos durante el recorrido de p.

Definicién

Llamaremos Arco—intervalo de la cuexda C respecto-a p, -

denotado por AIP(C ), al arco del cIrculo comprendldo entre --
Ci— Y Ci+ .

Definicibn

Sea u ¢ V(G), G gr&fica circular. Llamaremos au un . ---

C-vértice si y s6lo si AI (C ) < AI (C ), .donde C es la cuer-
da asociada al vértice u E V(G).V :
Lema 2.9

Sea G gréfica circular con,un‘vérticé‘g;slado-tél que V(G)
no contiene C-vértices. G es grafica de intervalos..

Demostracidn

sea C(Cq/..., C ) el diagrama circular asociado a G. Sea
P el punto final derecho de la cuerda asociado al vértice ais-

lado . Sea S, - (C) la sucesibn de C respecto a p . Ya que-



G no tiene C-vértices no sucede gue AI(C, ) < AI(C ) para nin-
guna cuerda. Por 1lo tantoysp— (C) tlene la forma

Sp(€)=5Cy-,Cy=,Cp=r..,Cy4, 0 ,cj+',cé—'; ceaC gt Oty o 2
Sobre R marcamos la sucesién Sp—(C) a partlr de C; y al -~
final p*, P7. Unimos los puntos C,” con C;  para toda i. cla
ramente, no hemos creado ni guitado nlnguna interseccién. El
diagrama asf{ obtenido es un diagrama de intervalos y por lo -~
tanto G es de intervalos. La figura 2.14 p&g. 37 ilustra la --
construccibn. n

Observacibn: Existen gr&ficas circulares que son grédficas de

intervalos, pero gque no cumplen la condicidn del lema anterior.
Por ejemplo:

Cj,f’jc: Ce ~C3

\cs

| %3
-

G

Lo cual quiere decir que el lema no agota todas las grafi
cas circulares que son grdficas de 1ntervalos.-



GRAFICAS DE PERMUTACIONES

Un diagrama de permutaci6n D(%) para una permutacién -—-
={%(1),.., 9 (n)} consiste de dos lineas paralelas Ly y -
L2 sobre las que los nGmeros 1, 2, 3,..,n aparecen sobre L, =

1
2 de --

en orden creciente, y #(1),..., 1 (n) aparecen sobre L
acuerdo a su orden en %. El nGmero i en L, es unido al ¢y (i)
en L, por un segmento i para 1 < i < n. La figura 2.15 pdg38
ilustra con un ejemplo.

Una grd&fica G con n vértices representa a D(9) si existe
una etiquetaci6n {1, 2, 3, .., n} de V(G) tal que el vértice-
i es adyacente al vértice j en G si y s6lo s8i L y J se inter-
sectan. Una grdfica que representa al menos a un diagrama de
permutacién se llama grdfica de permutacién.

Presentamos, sin demostrar, la caracterizacién de las --

gré&ficas de permutaciones.

Teorema 2.10 (10)

Una gr&fica G es una grdfica de permuta@ibllu 1y s6lo si
o 24 sC

G y G~ son gréflcas de comparabilidad.;;

Lema 2.11

Sea G una gr&fica de intervaiﬁ
G(C) es una gréafica de permutacione

Demastracién

La demostracién se hacé ¢onst$uYendo l;diagrama de per-
mutaciones a partir del diagrama de 1ntervalos ‘asociado a G{(C).
Sea I(C) el diagrama de 1ntervalos asoc1ado a G(C) I(QC)

es de la forma:



No hay traslapamiento‘de‘vértiéeé,ﬁééiqfcbﬁtenciéh.

Consideremos una lfnea R paraiéiaféinf?iééa 1i‘= —

= lay, bi]. A a; lo marcamos sobre R Yy a_bi‘sdbre‘R?, Si --
Ije Iy=playe byl e la;, by1=Pa; < a5 y bycb;. Al marcar
bj sobre R' seguimos obteniendo que bj< bi,thue ai-<1aj, Por

lo tanto 1 M § # 9. si I, ¢ I claramente I M3 = @. ‘La fi-
gura 2.16 pag. 38, ilustra la construccibn. ~ = Lo

Lema 2.12 :
Sea G gr&fica de permutaciones;_,Si\Ci§§ G,:ﬁtonces G es-
una gréfica de intervalos. e o

Demostracidn

Para que una grdfica sea de intervalos tiene que satisfa-
cer: dque no contenga a C, como subgrdfica inducida y que su -
complemento sea de comparabilidad.

Por hip6tesis, G no contiene a C4 como subygriafica induci-
da y por ser G de permutaciones tenemos G° es de comparabili--
dad. Por lo tanto G es de intervalos.



APLICACION DE LAS GRAFICAS DE INTERVALOS

Las grdficas de intervalos son de las estructuras mate-
mdticas mds fitiles para representar problemas‘del‘mundo reai.
La 1finea sobre la cual descansan los intervalos puede repre-
sentar cualquier cosa gue sea normalmente considerada como -
uni-dimensional.

Aplicacibn 1.

El problema de Benzer, como se establecié en la intro -
duccidén de este capitulo, pregunta si los sub-elementos en -
los genes estdn ligados mediante un arreglo lineal. Para --
contestar esta pregunta, los datos fueron recopilados de ge-
nes mutantes. Para ciertos micro-organismos, una forma mu -
tante puede suponerse gue proviene de la forma estandar por-
alteraci6n de algunas partes unidas de la estructura interna.

Por medio de experimentos puede determinarse si la parte
mutante de dos genes mutantes se intersectan o no se intersec
tan. Se esperarfa mostrar que las partes mutantes son linea-
les.

De una gran coleccitn de genes mutantes se obtuvieron --
los pares de datos que se intersectan en la mutacién y se con
sider6 su gr&fica de interseccibn G. iSon las intersecciones
compatibles con la hip&tesis de linealidad de sub~elementos -
en los genes? Equivalentemente, ¢es G una grdfica de interva
los? Una respuesta afirmativa no confirma la linealidad. --
Sin embargo, si los datos son correctos, una respuesta negati
va refuta definitivamente la hip6tesis. Benzer experiments -
con los virus Phage T4; sus hallazgos fueron consistentes con
la linealidad. Véase (8) y (9).

Aplicaci6n 2.

Sea C = {C;} una coleccibn de cursos que ofrece cierta -

Universidad. Sea Ti el intervalo de tiempo durante el cual -



el curso Ci puede ser impartido. Queremos asignar a cada sa -
16n de clase un curso de manera que dos cursos no sean meartidos
en el mismo saldn de clase a la misma hora. , ,

Este problema puede ser resuelto coloreando ptéﬁi&héhte'-
los vértices de la grdfica G con V(G) =C vy, - .o

Ci - Cj € E(G) si y s6lo si Ti n Tj + 0.

Cada color corresponde a un salén de claseé;; La graflca
G es. obviamente, una gréfica de lntervalos, ya que es ‘repre -
sentada por intervalos de tiempo.

Aplicacidén 3.

Supbngase que Cl’ C2, cevs Cn son componentes quimicos, -
los cuales deben ser refrigerados bajo condiciones estrechamen
te vigiladas. Si el componente Ci debe mantenerse en una tem-

peratura constante entre Ti Y T'i grados, dcudntos refrigerado
res ser&n necesarios para conservar todos los componentes?

Sea G la grdfica de intervalos con vértices C, C, ceesCy
! ’

y conectemos dos vértices si el intervalo de temperatura de --
sus componentes correspondientes se intersectan. Por la pro -
piedad Helly (Propiedad Helly: una familia (TiJ iegI de sub -~
conjuntos de un conjunto T satisfacen la propiedad Helly si --
Jel vy si T, N '1‘j # # para toda i, j€J entonces N T.# f.},-

jeg 3
si Ci1' Ci2, ey Cin es un clan de G, entonces las interva -
los {[le, T' l3}|j = 1,...,k} tendrdn un. punto en comﬁn. Sea

t tal punto. Un con]untocharefrlgeradores a una temperatura t
serd necesario para conservarlos. 'Asi, una;soluc;én ‘al proble
ma de minimizacién ser& obtenido encontrandp_uh¢élan minimo -~
(que cubra a G. ' LT
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Fy ={8;, Sy, S3r S, Sg )
5, = {a}
§, = {b,c,d}
S3 = {(a,b,e,f}
S, = {c,d,E}
Sg = {e/g,h)
Grafica G
Fig, 2.1- Grédfica de interéeccién
A cada conjunto Si le asociamos el vértice Vi' i=1,2,3,4,5,
v, es adyacente a Vj, i#j, si y s6lo si Sin Sj 0.

C3

Yy

V4 Vg

Fig. 2.2~ Grd&fica de intersecci6n de una familia
de curvas.

A cada curva Ci le hacemos corresponder el vértice Vi, i=1,2,3,
4,5, Si dos curvas se intersectan, los vértices correspondien-
tes seran adyacentes.



Fig. 2.3
Construccién de la grdfica G a partir de la grdfica H. Agre-

gando un vértice en cada arista de H.
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Fig. 2.4- Una gr&fica transitivamente orientada.

Fig. 2.5- Un camino en una gré&fica.

La gré&fica contiene al camino

Vo’ Vo - Vl, Vl'vl - VZ' V2,V2 - V3, V3,V3 - Vq, V4,V4 - V3

v.,Vv, - V_, VvV ,Vv =~V v,,v,- V_, V

3’73 o o'’o 17 "1'71 o o)



La g Iy
I] L& }7
Qo
i 13 T,
K
V] VlU
Vg
V2
Vg
Vi
Vg v,
g VE
Fig. 2;65_1

A cada intervalo I le a5001amos”e : :
5,6,7,8,9,10. Si dos 1ntervalos'se“inter'ectan sus vértices
correspondientes seran adyacentes.- R
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I1 ' . Ig

Fig. 2.7- Grafica &° con la propiedad anidada, es
dgecir, MMertm 6rtwiertm

L u, vev({Gsy. : .



Fig. 2.8- Diagrama arco- cxrcula_; ‘su’ Grédfica
asociada. L '
A cada arco le asociamos un vértlce y dos vértlces son adyacen—

tes si y s6lo si los arcos correspondlentes ,e lntersectan.




1 -Li——————-—-
1 1
— 5
13
17
R
Fig. 2.9- Construcci6n del diagrama arco-circular
a partir del diagrama de intervalos de
una gréfica de intervalos G.
Va

1 [0S

Fig. 2.10- Construcci6n del diagrama de intervalos
a partir del diagrama arco-~-circular de
una gr&fica arco-circular.



Fig. 2.11~ Diagramé circular y su grdfica asociada.

A cada cuerda le hacemos corresponder un vértice y dos vértices
son adyacentes si y s6lo si las cuerdas correspondientes se in-

tersectan.




I
1 2] 18
1 1a 7
Iz Ig I
S A 110
R
Y
v3
‘Jl
e'c
[ ]
le
\Y/
v8

Fig. 2.12- Construccién de G(C) y G(E) a partir del
diagrama de intervalos de una grdfica de
intervalos G.



— e s, 4 S Ig

Fig. 2.13- construccién del diagrama circular a par-
tir del diagrama de intervalos de una ~-=

gréafica de intervalos.

A R le asociamos el circulo y a cada intervalo le asociamos una

cuerda.



Sp"' c) = {P ’ Cl ' C2 I3 Cl ' C3 [ C2 ’ C3 P -
cy Co ch ¢ ch c pt P
Fig. 2.14- Construccién del diagrama de intervalos

a partir del diagrama circular de una
grdfica circular con un vértice aislado
y sin C-vértices.



) TS T o A

Vi

Fig. 2.15 Construccién de grdfica de permutaci6n a
partir de un diagrama de permutacibn .

A cada segmento le asociamos un vértice y dos vértices son ad
yacentes si los segmentos correspondientes se intersectan.

—— 1.
I, 5

12-—-———_——.—_— I

I, Ig 15

18] |

]

Fig. 2.16 Construccién del diagrama de permutacién
a partir del diagrama de intervalos de
la C-grlfica de una gr&fica de intervalos.
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Capftulo 2: A - FAMILIAS DE GRAFICAS DE INTERVALOS QUE
SATISFACEN NI (G) =K cop K € IN

El problema gue motivé la realizacidén de esta tesis es
un problema que aparece en "Algorithmic Graph Theory and Per
fect Graphs" Cap. 8, pég. 197: Sea I una coleccin de inter-—
valos cuya gréfica de interseccifn es G, sea NI (I) el nGme-
ro de diferentes tamanos de los intervalos de I. Definimos

el NGmero de intervalos de G, denotado por NI (G), como el

minimo { NI (I} | I es un diagrama de intervalos de G }.
Para cuando NI (G) = 1 el problema est&§ resuelto y la
solucidén estld dada por el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (1)

NI (G) =1 si y s6lo si G no contiene a K1,3 como sub-
gréfica inducida.

Para conocer la demostracifn consulte obra citada arri-
ba, cap. 8 p&g. 187.

La finalidad de este trabajo fue buscar las caracteris-
ticas gue poseen aguellas gr&ficas para las cuales NI (G) =
El problema no fue resuelto totalmente, s6lo encontramos al-
gunas familias no triviales de grdficas de intervalos para las cuales
NI (G) = K. Para cualquier K en las naturales.

La primera familia que presentamos estd formada por los
irboles gque son de intervalos. ' S

Primeramente, introducimos la siguiente nota016n‘.“
|A| - cardinalidad del conjunto A. : :
I, - Intervalo asociado al vértice v : : 
t (I ) = Tamano del intervalo I .

D (G) - Diagrama de intervalos de la gr&flca G.
C (u) - Conjunto independiente m&ximo de ‘u.

?ropos icién 3.2

Para todo &rbol A de intervalos, A # Tn, NI (A) = 2,
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Demostracién

Como A # T, existe al menos u e V(A) tal que u es adya
cente al menos a 3 vértices. Por lo tanto Ky 3 € Ay por tan
. ’ -

to NI (A) # 1.

Veamos que NI (A) = 2, para ello:

Sea B = { w e V(A)l w es adyacente a 3 6 mds vértices }

Sea w € B tal que Ir(w)| =m con m midxima en B y sea
M(w) = {vl, Vo {.., Vnn}' El orden que tienen estos vérti-

ces corresponderd al orden que tendrdn sus intervalos corres
pondientes en la recta real. Los vértices vy ¥ Vo pueden o
no ser adyacentes a otros vértices., :

v
Va Vin-1

y su diagrama serd de la forma

Iw

Iﬁ Tvm

Iwé Tvin.1

Necesariamente Iv, = Iw, para al menos m~2 vértices de
i



T{w).

Los intervalos correspondientes a los vértices vy Y v

pueden o no estar contenidos en el intervalo correspondiente

a Iw' si t(Ivi) = tl, i.=2, 3, ..., m-;, tenemqs que
t(Iw) > tl' o T ‘
Hagamos t(I ) = t,. Por‘1d,tanpQ N}D§A)‘a>2.f

it..ltk

2

Ahora, para todo x ¢ B;'sé§=ﬁ(i¥)
para todo y E'E}Vséa,t1i§yy;?£ Calia
Por lo tanto NI (A) = 2 ‘ B

u
Nota:

Si tomamos t, = 1 entonces t2 = (m -2) + (m + 1)e, donde

€ es la separaciéi gue existe entre dos intervalos que no se
intersectan y que son contiguos y/o es la sepéracién que exis
te entre el punto inicial y el punto final de dos intervalos
que se traslapan. ' '

Hay una segunda familia de gx&fidas‘dé intervalos que
satisfacen NI (G) = 2. La construimos. de la siguiente manera:

Cconsideremos a T. v a H grédfica de intervalos con

3
NI (H) = 1. Sea V(T3) = {vl, Vo v3} con v, adyacente a vy

-

con ie {1,3}. Construyamos una nueva grdfica G, a partir

de T3 y de H, de la siguiente manera: Para todo ue H haga-

mos a u adyacente con V,i pero no con v, ni V.



Grafica G

'f,antes lndicada, 'se tiene
u$ I , de donde

Una vez realizad

que Iuc_; IV2 pa_ra,tcd?

t (Ivz) > t (Iu) para:tp?q

ro de tamafios diferentes. par
decir, NI (G) = 2.

”5~
~ueIl

Por lo tanto,

‘el minlmo nﬁme

Generalizamos, ahora, lag

Sean Tn, n 3y

F = { H; grificas de intefval 2 ¢1i¢ n-11%.
Construimos la nueva grafica 'y de‘la fami-
lia F como sigue: L

Para todo u € H; talféﬁ hacemos a u adyacente con

vy € Tn' 2 1 $n-1, pg#o_n ,para toda Vﬁ # Vi-
Una vez realizada la’

que I I_ , para todo'u
uE vy 2 n

ntes indicada, se tiene
,Tn entonces

U 1,g I, , de donde ¢ (Iv 7 ‘ ). con
ueH, i - ST
1 s o H
v, e ToyueH;, 2¢is n—1.-Pdrllb_tan§o; NI (G) > 2. Para
toda Hi tenfamos que N:[(Hi) = 1; a'cada‘v € Tn hacemos

= > t
t(Iv) t

5 11 donde ty = t(Iu) con u € Hi'



Por lo tanto, NI (G) = 2.

Asi, hemos probado’la siguiente proposicién:

Proposicién 3.3

Sean Tn’ n' .’Las gréflcas de 1ntervalos H |

NI (H;} = 1, 2 §;“ ;SivG es la graflca que se obtlene

al hacer que u sea adyacente a v pero no a Vj para toda

j # i, para toda u €. Hiwy vy ‘e Tn. ie {2,-
ces NI (G) = 2.

,_;.., n- l} enton

A cont1nuac16n, presentamos dos famillas de grafxcas G
gque satisfacen NI (G) = r

para cualquler b natural

Familia 1

Proposicién 3.4

Sea F = {G gréflcas de Lntervalosllv (G)I 3n-+1 ne IN}.

Existe H € F tal que‘NI fﬂ

Demostracidn:

Para cada n exhibiremds7la _)y:éu~diagrama de inter

valos.
Para n = 0 SR
tenemos | v (x) | = 1. (K?eé;idﬁviamente, la grédfica que
consta de un solo vértice). o I“
vy 4
. 1 R
Grafica K D (K)

Por lo tanto N.I (K) .=
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Para n = 1
tenemos | V (G) | = 4. (G es K ).
enemo! 1,3
Va
v V4 vg o T o T
Gréfica G .. D (G

Por lo tanto NI (G) = 2 £”

Para n = 2
tenemos | Vv (H) | = 7

Construimos la grdfica H a partir de la grdfica G (K1 3) de 1la
T
siguiente manera: agregamos tres nuevos vértices Ver Ver Voo

Hacemos a v adyacente a Vos @ v7‘adyacente avyyavg adya-

cente a todos los vértices de G (vl,vz, Vaq vy Y también adya
4 : ecesariamente

cente a v, y a v,]. como Iv1$ Iv4$ IV . N riam

5
NI (R) = 3. 6

Vs Vs V7
I@
‘RS I% Rﬁ
Va
v 2 v3 Ivz IV1 IV3
t
IR
V4
Gr&fica H D (H)

Para completar la demostracidn, procederemos por. induc-
¢ién sobre n.
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Para n = K
Supongamos que para n = k existe HePF que cumple:

|V (H) | = 3 K+1 'y NI{H) =K+ 1. Se puede escoger § con la
siguiente estructura Lot ‘

n1v31 §K*_1

3K i "vlvel:NK

. YB S i Y75'” Vg : :PiVFF”N3

c Vs Yy + Vg - nivelNy

. V2 V‘ R V;l ’ -V3 - niyeJ.’r‘Nl

Dy D, Dy
Dividimos a Vv (H) en K+ 1 niveles y 3 "columnas". Es de

cir, que H es tal gue sus vérticns pueden sexr etiguetados de

tal forma gque V (H) = DlLJ 02L11’3,fdonde

D, = {vye H|414=1+ 3n};n

i 0, 1, ..., K]

=0, 1, ..., K=1}

Enseguida, describimos-las-adyacencias-entre los vérti-
ces: - SR N N

pPara todo u, v € Ni' u no es adyacente a v.

Para u € Ni n Dl’ u es adyacente a v para todo v & Nj;
i>3.



Para u ¢ N, N D,, u es adyacente a v para todo v € Ny Np,;

Para u € Ni.nfbj? Qqes;adyaCente?af

i

Para n K+ 1

Sea V (H) =V (E)WJ:{V3K4;2, V3ng3:’V5K+ 4} . Claramente
Vik+2 € Dyr Vg3 © Dy y V3K4¥4 ED,. Es claro que H tendr&
K+ 2 niveles, es decir, a partir de H hemos obtenido H agregan

‘do un nuevo nivel. Conservando las adyacencias descritas en el

paso anterior sucede que IV o Iv . Por lo tanto,
3K+ 1 3K+ 4

v ) >t (Iv ). Por lo que NI (i) = K+ 2. ¥ de la
3K+ 4 3K+ 1

construccién de H se observa que

t (I

v (1) | = 3 K+4 =3 (x4—i) + 1.

Familia 2

Definiciones:

Sea G gr&fica de intervalos y sea u E,V\(G);

1.- Si existen w, x € F{(u) 'y exisﬁén %4 € F{x) y
W, € '(w) ¥y u no es adyacente a xl‘nifafwlkentonces u se lla-
mard F - vértice. P

2.- Si T (u) es una trayectbrié}'ée llamard la trayecto-
ria de u y se denotari por T (u). ¥ a u se le llamard T - veér-
tice. DI G

Ahora, consideremos unfconjunto independiente méximo A
de V (G) definido de la siéhiédté manera:

A={ueV (G)|uesa la vez F - vértice y T - vértice,

con |T (u)]| = N, donde N, =5yN =2N; 4 +3 }




Lema 3.5
. S Ny o+ 1
Si |7 (W] = Ny gntgnces%[C (v) | = 5 .
Demostracién

La demostraci6n  se

1) Para i = 0

T (uw)| =N

o

2) Supongamos que par
tanto: t

st It (w! = Ny sucede que | ¢ (1)
~ 3) Demostremos que para i=
Hay que demostrar gque si i

[T (uw)| =N entonces

K+ 1

os vértices de e
é&;“+f3) ; tomemos tres subtrayectorias

\ 33; tales que T (u) #,Tl Uiy o y

T (u) = (v, V,, ..

ajenas de T (u); Tli

3
1

H
]

é;lTal

)
It

=N

Y 72| = 3. Por hip6tesis de induccién sabemos. ¢

N, o+ 1 e
|C1| = |C3| = _ﬁff—— y ademds, es claro que'|C2| =25




Por otro lado, es f&ci)l verificar que

tenemos Yéf(uy,

L]
Lema 3.6 S
2 B
sf {1 (uw] = N, entonces —ﬁ7r—~ < t (u) ¢ Ny. Donde, los
intervalos de los vértices cdrrespondientes a T (u) son unita
rios.
Demostracién

La demostracién se’haréxpog igdu¢§i6n,éobre i.

1) Para i = 0

EECIRE

<t {u) <5
mple la afirmacién, es de-
( No~ 3 '

2) Supbngase que para'if cu

cir, si |T (W)} =N

K

3) Demostremos que para i = K+ 1 seVCumple la afirmacién.
SN o

K+ 1 s '
Hay que demostrar que —— <.t _(u) <‘NK_’_1
si | T (u| = Ny yq-
Sea u € V (G) tal que | T (u)| =N

K+ 1°



1 2

Hagamos T (u) = T U T" U T3 con |T2j =3 y
] = |23 l= ng Conectando las. trayectorlas T1 qoanz Y
T2 con T3 y aplxcando 1a h;pdte51scde‘ ‘ :
N, -3 N, -3 ‘
que —2— + 3 + 7

y por lo tanto Nk <ft’(0yf

que Nx-+1 = 2 NK-+3: o

Por otro lado, t (u) < N

entonces ya

t (u) < 2N + 3.y po

N =3
tanto K+ é
n
Lema 3.7
si|lT (W] =N, vy o (vy] =N; ¥ éésﬁt‘(u) <t (v).

Los intervalos correspondientes. a los vértices de T (u) y

T {(v) son unitarios.

Demostracibn

Por el lema 3.6 concluimos que-

.. Pero

Definimos, para los elementos de A una relacién ~ de la
siguiente manera: Sean u,v £ A, decimos que
urvsiy s6losi|T (u)| = |T (v)]

Claramente, esta relacién es de equivalencia y, por lo

tanto, induce en A una particién P.




Proposicifén 3.8

Sea G una grédfica de intervalos y sea P una particién en
el conjunto A< V (G), como se definib anteriormente, induci-
da por la relacibn ~ antes descrita. Hagamos las siguientes

suposiciones sobre P.

_‘p!:::r

- Los elementOS'Nok 1, f"(;.r-

5=2N +3

TN 1 ae\P son tales que si

u E N entonces lT (u)l

1
- Los intervalos correspondlentes a los vértlces de T (u) ,
para todo u € G, y u § A, entonces N]:(G),, r+1.

Demostracibn

5f{ u y v pertenecen a diferentes clases de equivalencias
los tamafios de sus intervalos correspondientes serin diferen
tes. Como hay r clases de equivalencia, existirdn r tamaﬁos-
diferentes de intervalos. Sea u € A, existe x ¢ T (u) tal que
t (x) <t (u). Por lo tanto, NI (G) 2 r + 1.

Como se habra observado, hemos considerado familias muy
particulares de gré&ficas de intervalos, es decir, hemos pues
to restricciones solamente a las gr&ficas y no a sus diagra-
mas correspondientes. Consideramos que si analizamos diagra-
mas de intervalos con ciertas restricciones es factible obte
ner nueva informacifn gue puede ser de gran utilidad para so
lucionar satisfactoriamente el problema que atrajo nuestra
atencibn. Los diagramas que analizamos son aguellos que tie-
nen longitud minima. Aungue no presentamos ningun resultado
que relacione las familias de gr&ficas ya descritas con sus
diagramas de longitud minima, suponemos que al analizar las
familias de graficas de intervalos descritos a la luz de sus

diagramas con longitud minima puede obtenerse nuevo e intere



sante informacifn. La siguiente proposicidn nos proporciona
la longitud mfnima que puede tomar un‘diagrama,défintérvalos.

E INTERVALOS DE LONGITUD

a) Dos intervalos que no sé‘ : Qe;geaﬁ
consecutivos est&n separados una e o
b) Si dos intervalos se 1nte sectar endrén los
mismos puntos finales. E ’ o

c) La longitud minlma que puede'tener un lntervalo es

1. : »
(aj,q'ddenotar& al intervalo I (vi),'donde~aj(u'j)es
el punto inicial (final) del intervalo. Bt

£ (D) denotard la longitud del diagrama de intervalos
D. g

Proposicibn 3.9

Sea G grdfica de intervalos cuyo diagrama satisface las

consideraciones a), b) y ¢l

minima, entonces

£ (D(G)) = n+a[_

donde S; y S'; se def ecurs: a siguiente
manera: !

w
]
w

f{fuén#és

= a G
51 e } N
sy = {fuentes méxxmas de S }
_ — ]
s, = {fuentes de G° 51)
Sé = {fuentes mi&ximas de 52}



En general:

S, = fﬁentes de gc - S'
i { -1}
Siﬁ= {fuentes méxlmas de S }
¥y .Sb.e?j'ni’éﬂsl (S' -1 7 8- 1)
Sea H; = {Vr' vrﬁ-l’,'i'f YEJ-S} (¥ -sea
I (Hi) = [z (Vr)' R I'(vr4_é)), es decir, 1 (i) es el

conjunte de intervalos correspondientes a los vértices de H,.
Inducimos en los elementos de-I'(Hi) un orden local, este or
den serd el inducido por ¢l orden de la recta real, esto es,
. . : - .
I (Vi) < I (vj) si y sé6lo si ay < oy donde I (vi) (ah,uh)

Y I(vj) = (o), ag); por lo tanto, a I(Hi) lo podemos simbo
lizar por I(Hi) = {IO, Il’ ;.., IS} . donde no necesariamen
te Ii = I (Vi)'

Demostracién

La demostracién 1la hacemos en 3 pasos.

1) Construccién de D (G)

2) Obtencién de £ (D (G))

3) Demostracién de que Z (D (G)) es minxma

Como G es de lntervalos Lenemos que G' ‘es.-de comparabili

“+C

dad. Sea G una orlenta016n transxtlva de G

1) Construccién de D (G)ﬂ\

Sean i =1



c

a) Sean S, = { fuentes de G - G }

i T i-1

st o=

£e

Ho=

i
b) Localizamos, sobre IR, {H | puntos a dlstancia una £

uno del otro, empezando una ¢ después del punto Pi 1

C) Numeramos los puntos localizados de’izquierda a derecha
y en forma progresiva. )

d) Sea vj € Si y sea I (vj) = (ﬂk,ak). En este paso quere
mos asignar longitud a los intervalos correspondientes a las
fuentes midximas; hay dos casos a considerar: cado d.1) si
vj € Hi y caso d.2) si vj 4 Hi. Desarrollamos, a continuacién,
ambos casos. ' o

d.1} si vj € H, para alguna j, entonces & (I (v.,)) = 1.

By
Por lo tanto, ai = dk + 1.
d.1.1) si vyoE S} - H; gntépces L (1 (vj)) 8k +oer
ui =0+ &a + €r ; donde ak es la idngitud acumulada del in-
tervalo I (vj) hasta la iteracién i- 1.y r es el nimero de

puntos localizados sobre IR después del punto Pi_q-

si £ (1 (v )} < 1 hacemos £ (I (V )) = 1; vya que, si

£ (I (v 3) <1 contrad;ce la" condlcxén c).

Para los intervalos cOrrespbndientes a fuentes no méxi-
mas no conocemos, afin, su longitud. En esta iteracifn determi
namos que longitud acumulan. Sea Vi € Si-.si (vk es fuente no

mixima) y sea I (vk) = (ah,(xg),



d.1l.2) Si Vi EHl

Ahora, an

d.2) si v, ¢ H;
ivge

L (1 (vj)) = 1.

Enseguida, determinamos gue longitud acumulan los interva

los correspondientes a lasrfpentes no mdximas. Sea v, € 5;{-8;
3 K : = B Nl
(vk es fuente no méx}ma) y -sea I (vk) (ah, ah).

R ’ ~k . ! :
d.2.1) si v, € H, entonces &, =‘€(}§iLW+_L§i{) --€h,

d.2.2) si vy ¢‘Hi entoncesf&ﬁ §il){

Obtencidn de £ (D)

Cada vez que asignamos a Ei -

aumentamos £ (D) en 1 + € |S; n'Hil(



Sea m las veces gqgue hacemos

e me e Ul sy

que’hacemos:

. .2 D) =n+e¢ [2 |S,{[\Hi\‘ + E (IHjI + |55|)-1]

i= j=1

3) Demostracibén gque £ (D) es minima

Supongamos quc del punto Pi hacia la derecha la longitud
del diagrama es minima. Veamos que la longitud del punto P, 1

al punto Pi es minima, es decir, Pi - Pi— 1 es minima.

Hay dos situaciones a considerar:

1) Py~ P, _, <1

En este caso, Py ~P;, 4 = €L donde, nuevamente r es el
nimero de puntos localizados sobre IR una E después del punto
Pi-— 1 hasta el punto Pi; separados una €. Por lo tanto, €res
minima.
, - , >

2) P, Pl_ 1 1

Esto significa que existe al menos un intervalo de longi-
tud uno entre los puntos P, _, y P,; el nfGmero de intexrvalos
gue cumplen lo anterior estd dado por lHi [\Si‘ Por lo tanto,

- = € ' o 3
P, - Py 1+ (‘Hiﬂsil) y claramente esta longitud es mi
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nima. _
En consecuencia, 1a longitud del diagrgma de1,punto Pi_

hacia la derecha es minima. ‘ DR
Tlustramos con un ejemp

ente grafica G:

1o la probbsiciénfahtériqr. Consi

deremos la sigui

‘Vm




Su diagrama de intervalos de longitud minima es;:

P, P, IR

1 | 18
I T ! 1 ]
h
I { lot i 1,,
— i fta —Jia —
1, Lol ! I
1 b ot flw | { —tt—
1el { Lis} {

Con £ (D (G)) = 5 + 12¢c.

El complemento orientado &° de G se

cibn:

“presenta.a continua-



AN

. -“+C
orientado G de G.

Complemento




1) Construccién de D (G)

Iteracidén 1

Py = -¢
So
a)
)
Ve
b} Localizamos y numeramos, sobre IR, |H1| = 6 puntos a dis
tancia una € uno del otro, empezando una t después del
punto Pg,.

d) Sean I (v

I (v3)




d.1.2) como v,, Vgt Vg € S1 - Si Y Vg1 Vge Vo € H ha-

cemos .

-

€ =1 +3e-3€

1 +3e-a€e=

local.

e) 51[\*1 = (vl, v2,,”v‘3l}‘”-
P

1+ € [s;nH

+

Ty ]
4+

: P . N

~E )
o /&,

Iteracién 2
a) 52 ={V4r vsl V61V7lv8}

sy = {v4, Ve v7} o

o
i}

(v?, VB}

b) Localizamos y numeramos, sobre IR, \Hzl = 2 puntos a
distancia una € uno del otro, empezando una € después



del punto Pl'

I (Hy)) = _{716!

d.1.2) co

De nuevo, I, =T |

ci6bn es local.. .

d.1.3) Como v/ & S,



=P+ 1+ E,f"*‘?'msi-'-= 2+ 3e.

Py
P o P IR

10 I i : 127
1 i —— —1
— .
oy E———— | (.!l
ay ! 10 oy -
1 a3 : '
a3 : los 4 - f-:
o, — -| 4 '
s ——{ %
a —

a) 8y = lvg, vg, Vgr Vi
s3 = {vy)
Hy = {vg, vige vyyd

b) Localizamos y numeramos, sobre IR, lH3l = 3 puntos a
distancia una € uno del otro, empezando una € después

del punto P,.

d) Sean I (v4) = (Ggr-qé)'E;”
I (vyy) = (alllul'l);

d.l) Puesto gue Vg E
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Nétese que Il.

)

con I,, I, € 11(53

d.1.3)

IR

as) Jag G} { oy} {a5
oy fd R
Qs {Q; oy

Iteracién 4

2) Sy = (Vgr Vg, Vigr Vip. Vige vys)
53 = lvgs vg. V10‘F§11)?' 
Hy = tvy,, V1$3
b) Localizamos y numeramos, sobre IR, ]H4| = 2 puntos a

distancia una € uno del otro, empezando una € después
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del punto ;P3', o

s:ly =3 +10e "
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14

-— 8 .
o p——{a,
L]
Gl as | { o
g as a '.____.._______
[+ : Qa 3
3 —%al Ly {1!7 ‘r* _ﬁ‘g(nut
bk —ed roh —iaj
ag- {a3 oyt ~— as
Qe ] 0%

Iteracibén S

a) S5 = {vype Vyge Vy4e Vg

(V320 Vi3r Vas)

w
i}

g = lvi,, vys!

b} Localizamos y numeramos, sobre IR,lHSl = 2 puntos a
distancia una € uno del otro, empezando una € después
del punto P4.

= 1 - '

d) Sean I (V14) (ulslals)ll (Vls) (u14lu14)

d.1l) Como Vig € Sé Yy

..entonces

Lz tvyg))

SH entonces

iy

L (I (v3)) =ay

+ 36 = Be y como am-
bas longitudes son menores gue 1 hacemos

£ (I (Vlz)’ = £ (I (v13)) = 1.
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H. " ‘entonces

~ por 1o que

Pe = Py +'1 + € ls%/ﬁ\ﬂsl =4 + 1lle.

IR

10
1o
.
o
+o
")
1o

- €
Q) e 4y
0”__—-—.{0; as {0& .
oy %) o 2 oia
- T NI A @ p pr——re——————'iq ,
o 0  ay} : ~4ﬂif ?"
Qo —y  Gn

Iteraci6n 6
a) Sg = {vyy4r Vil

v,

tv 16

2
-
[

147

He = (vi4)

b) Localizamos y numeramos, sobre DR,}H6|-=,1 punto a dis
tancia una e del punto P.. S

d) Sea I (V16) = (“16'“1%)

1 —
d.1) Como v € 56 Y Vi € HG entonces £ (I (le)) = 1

16
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]
por lo que o6 = a16’+ l.= 5 + 12¢

14

d.1.1) Como v

+ 1+ |s! H | =5 + 12€.

Pg = Pg 6 6

0
P]Ll Il B g 14 E B 'R
“I 1 1 1 i i 1 )

Ay p———
ot {1a; @& b— {og
. e L
&y ———joy Qg i ﬁan I ~&h

o p————jo ap b———————jay

. .
ﬂsluu ay Qg @y
o} —ds oy | { k »r — {
. ay p———————{ ag
o | Joy

La longitud del diagrama es 5 + 12e¢.

Abordamos el problema anterior pero con las consideracio
nes siguientes: S : ’

1) Longitud minima de los intérvalos'es 1.

2) Dos intervalos gue no sée intersecten y que esten con-
secutivos estaran separados con una € .

3) Dos intervalos gue se intersecten pueden tener el mismo
punto final y mismo punto inicial.

eCull sersd {4 (D (G))>.

Veamos en que se transforman D‘(si)_ y D (si).
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A D (S1) o ps)
. /"‘\A ' '

r D (si') ~ : D’ (si*) )
L R T 1
} } 1. 4
¥ 1 F ~3
t ] 1 Il
i 1 ! 1
i — [ (
L] RN § ,I B ML
} i | - i

' 1 —

El paso d) del problema anterior se convierte en:

a'.1) si Vj € H; para algpné

]
-

£ (1 (vj))

y por lo tanto a! = a "+ 1.
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5k1ma)fy sea

I (vy)
d'.2.1) Si v, € Hl ‘entonce
a'.2.2) si v ¢ Hy enﬁbhées*

El paso e) se convierte en:

e') 8i SN H, = ¢ hacemos
-1) Py = Py + €

de lo contrario

.2) P, = P, * 1+ ¢



Si todos los vértices de Ec han sido procesados fin,
sino i « i + 1 continuar.

La £ (D (G)) seréd: S o ; , ,

Cada vez que sucedefef}ii:aqméntamdé ‘£°(D) en. g

cada vez gue sucede;é!ﬂéi°aﬁmentamos £ (D)'én71'+ €

Sea m las veces~qﬁe”sucede5é5,1j.k

Sea n las

. .2 (D (G)) = E(m +n- 1)

.. (@) =

"

C - CONCLUSIONES

Como se manifest6 al principio de éste capftulo, el pro
blema a resolver fue hallar las caracteristicas que poseen
aquellas graficas de intervalos cuyo diagrama de intervalos
correspondiente necesita de dos y s8lo dos tamafos diferen-
tes para poder dibujar sus intervalos.

Primeramente, tratamos de resolver dicho problema anali
zando casos particulares, es decir, analizamos gr&ficas que
satisfacen NI (G) = 2. Y a partir del andlisis de estas gra-
ficas tratamos de inferir las condiciones necesarias y sufi
cientes para que NI (G) = 2.

Las condiciones gue se desprendieron del estudio de es
tas gr&ficas son:



1) si vV (G) = V1 u V2 tal que para todo v & Vs lciv)lg2 vy

para todo u_e V. e (u)l 330 eﬁtdncesti}G) > 2.

2) Si existe A €V (G), donde

={ueVvI(E)]|u es. F—vért;ce,y 3C (u)i>3 }entonces
NI(G)—r,rsJN.

Es fdacil verificar gque estas condiciones son suficien-
tes, mds no necesarias, es decir, si G es gr&dfica de interva
los y satisface, por ejemplo, la condicibn 1), podemos afir-
mar que NI (G) = 2, sin embargo, si G cumple NI (G) » 2, no

podemos afirmar que G satisface necesariamentce la condicién 1).

Al no encontrar las condiciones necesarias y suficien-
tes para que una gréfica G de intervalos cumpla con NI {(G)
nos avocamos a la tarea de encontrar familias de gr&ficas de
intervalos para las cuales las condiciones halladas fueran
necesarias y suficientes.

Asf, encontramos que para los &rboles que son de inter-
valos y la familia de gridficas descritas en la proposicién
3.3 p4g. 43 la condicibn 1) es necesaria y suficiente.

Si en la condicibn 2) permitimos que los F-vértices se
"aniden", la condicién ser& necesaria y suficiente para 1la
familia contemplada en la proposicién 3.4 pdg. 44.

Al restringir la familia descrita en la proposici6n 3.8
pa&g. 49 y al cambiar ligeramente la condicidn 2), se observa
que la condicién es necesaria y suficiente para dicha fami-
lia.

Creemos que para encontrar las condiciones necesarias y
suficientes para que una gr&fica G satisfaga NI (G) = 2, es
conveniente estudiar los tamanos minimos y m&ximos que puede
tomar un intervalo. Por ejemplo:

=2,



1) Si u es a la vez F-vértice y T-vértice entonces

[z | -3 ¢ (u) <|T (u)|

2

2) Si u es de la forma

u

entonces};clju)| 4:2-§ t (u) ¢w

3) Si u es de la forma

T (d -3

> »<t(u)<m

enrtonces

4) Si u es de la forma

u

entonces,{C;iﬁ)] ~2¢t (u)< w

Obsérvese, que los vértices,descfiﬁos'son‘vértices muy
especiales. Para vértices m&s generales hay mucho por hacer.
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