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I N T R o D u e e I o N 

Sea I = { I, 1 I 2 , ••• , In } una familia de interv9.l.os sobre 

la recta real. Una gráfica de intervalos G es la gráfica de in 

tersecci6n de I si los vértices de G pueden ser etiquetados Vi' 

v 2 , ... , V y dos vértices v. y V. son adyacentes si y sólo 
n 1 J 

si 

los intervalos I. e I. se intersectan. Sea I una colección de 
1 J 

intervalos cuya gráfica de intersección es G, sea NI (I) el nú-

mero de diferentes tamaños de los intervalos de I. Se define 

el número de intervalos de G, denotado por NI (G) , como el míni 

mo {NI (I) \ I es un diagrama de intervalos de G } . El prop6si 

to de esta tesis ha sido encontrar las características que po­

seen aquellas gráficas de intervalos que satisfacen NI (G) = 2. 

Ya se ha logrado caracterizar a las gráficas de intervalos que 

cumplen NI (G) = 1. 

Los conceptos básicos y la notación necesaria que será 

usada en este trabajo se exponen en el capítulo O. Son concep­

tos introductorios a la Teoría de las Gráficas. 

En el capítulo 1 presentamos la definición y la caracteri 

zaci6n de las gráficas de intervalos. Asimismo, se detallan al 

gunas relaciones que las gráficas de intervalos tienen con 

otras familias de gráficas de intersecciones. Al final del ca­

pítulo se enlistan algunas, de las múltiples, aplicaciones que 

tienen las gráficas de intervalos. 

En el capítulo 2 se detallan algunas familias de gráficas 

de intervalos que satisfacen NI (G) = r parar natural1también, 

damos la longitud mínima que puede tener un diagrama de inter­

valos. Y para finalizar este capitulo, exponemos las conclusi~ 

nes generales a las que hemos llegado durante el desarrollo de 

este trabajo. 

Finalmente, presentamos la bibliografía consultada; así, 

corno una bibliograffa adicional para que toda persona intere­

sada en alguna familia de gráficas de intersecciones pueda do­

cumentarse ampliamente. 
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Capitulo O: CONCEPTOS PRELIMINARES 

Para facilitar la lectura y discusión de los temas trata 

dos en esta tesis, primero definimos algunos términos y conceE 

tos básicos. Hacemos esto en el presente capitulo con la intro 

ducci6n de los conceptos básicos y la notación necesaria para 

el desarrollo subsecuente de este trabajo. 

Se presentan, con frecuencia, en la vida diaria situacio 

nes que pueden ser descritas por medio de diagramas consiste~ 

tes de un conjunto de puntos junto con lineas que unen a cieE 

tos pares de estos puntos. Por ejemplo: Los puntos pueden re­

presentar empresas, y las lineas unen empresas que tienen al­

guna relación comercial: o los puntos pueden representar co.!:! 

juntos y las lineas unen conjuntos que tienen algún elemento 

en común. En tales diagramas estamos interesados en saber si 

dos puntos dados estan, o no estan, unidos por una linea. Una 

abstracción matemática de situaciones de este tipo nos la da 

el concepto de gráfica. 

Una gráfica G consiste de un conjunto finito no-vacio 

V(G) de objetos no definidos llamados los vértices de G, ju~ 

to con un conjunto E(G) de parejas no ordenadas de elementos 

distintos de V(G) llamadas las aristas de G. 

Dos vértices u, v E V(G) son adyacentes cuando el par 

(u,v) E E(G). Los vértices u y v se llamarán los extremos de 

(u,v). Si (u,v) t E(G), la denotaremos por u - v. 

De una manera similar, dos aristas de G son incidentes 

si tienen un extremo en común. La gráfica de la figura 1.1 de 

la pág. 4 ejemplifica las definiciones anteriores. 

El conjunto de vértices adyacentes a un vértice dado 

u E V (G) es llamado la vecindad de u. Se denotará por r (u) 

Para un ejemplo veáse la figura 1. 1 pág. 4 . 

Una gráfica H es una subgráfica de una gráfica G, si 

V(H) e V(G) y E(H) es un subconjunto del conjunto de aristas 

de G que tienen ambos extremos en V (H). Cuando V (l-1) =V (G) de 
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cimos que Hes una subgráfica generadora de G, Si además, H 

es tal que V(H) e V(G), y para x,y E V(ll) sucede que 

x-y E E(H) si y sólo si x-y E E(G) decimos que Hes una 

Subgráfica inducida de G, Ver figura 1.2 pág. S. 

Una trayectoria Tn en una gráfica G, es una sucesi6n al 

ternada de vértices y aristas vl, vl 

V con V. -1 V. para i 'I j , empezando n 1 J 
to. Ver figura 1.3 pág. 6. 

- v2 , ••• , V l ' V l - V , n- n- n 
y terminando con un pun-

Un ciclo e de una gráfica G se define como una sucesi6n 

alternada de vértices y aristas vl, vl -v2' v2, •. :, vn::..1 - vn, 

vn, vn - v 1 con vi :f. vj para i t j. Si e tiene n ad.s'tas, ge­

neralmente se denota por en (n ~ 3) . 

Una gráfica es conexa si para todo par de vértices 

u, v E V (G) existe una trayectoria T cuyos extremos son u y v. De 

otra manera se llama no-conexa. 

G es una gráfica completa si para todo par de vértices 

x,yC V(G), x-yC E(G). Las gráficas completas con n vérti­

ces se denotan por Kn. 

Una subgráfica completa H de G es llamada un clan de G 

si no hay ninguna subgráfica completa de G que contenga propi~ 

mente a H. Ver figura 1.4 pág. 6. 

El complemento Ge de una gráfica G es la gráfica cuyo con 

junto de vértices es V(G) y para la cual x - y E E (Ge) si y s6 

lo si x - y ~ E(G). Ver figura 1.5 pág. 7. 

Un subconjunto no-vacio S de V(G) es un conjunto indepen­

diente de una gráfica G si para todo par de vértices u,v E S, 

u - v ~ E(G). Ver gráfica 1.6 pág. 7. 

una representación para la cual las curvas que represe~ 

tan aristas de G se intersectan solamente en los puntos que 

representan vértices de G será llamado una representaci6n pl~ 

na de G. Una gráfica G es llamada Gráfica plana si existe una 

representación plana de ella. Ver figura 1.7 pág. 8. 

Ahora introducimos la familia de gráficas conocidas como 
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gráficas orientadas. 
;:,,. 

Dada una gráfica G, una orientaci6n G de G es una asign~ 

ci6n de una direcci6n a cada arista de G. Cada ar ist.:1 x - y ( G 

puede ser orientada x -+y o y -· x, sin embargo so lamen te una 
;:,,. 

de estas orientaciones es elegida para cada orientaci6n G de G. 

Diferentes elecciones de orientaciones para las aristas de G 

nos producen diferentes orientaciones de G. Ver figura 1.8 

pág. 8. 

El conjunto de todos los vértices x tales que x--. v en G 

será llamado la frontera interior de v en G, y será denotada 

por r-(v). Similarmente se define la frontera exterior 

rtv) = jx 1v-x1. Ver figura 1.9 pág. 9. 
,::,, 

Cuando G = Kn, una G será llamado un torneo. En la figura 

1. 10 pág. 9 se muestran dos diferentes torneos con iuatro véE_ 

tices. 

Un ciclo dirigido en una gráfica orientada G es una suce 

si6n de vértices y aristas dirigidas v 0 , v0-v1
, V

1
, V1 -v2 , 

•.... , vn_ 1 _,.vn, Vn' vn__,.v 0 . Para un ejemplo ver la figura 

1.11 pág. 9. 

Si una gráfica orientada no contiene ningrtn ciclo dirigi 

do, G será llamada una gráfica orientada aciclica. 

Una gráfica orientada G es transitiva si para cada tres 

distintos vértices x,y,z V(G) con x-+ y y y - z siempre su­

cede que x - z. 

Si una gráfica no orientada G es tal que existe una orien 

taci6n G la cual es una gráfica orientada transitiva, entonces 

G se dice que es orientable transitivamente; también se llama 

gráfica de comparabilidad. En la figura 1.12 pág. 10 se dan 

ejemplos de gráfica orientada aciclica y gráfica de comparabi 

lidad. 

No todas las gráficas son gráficas de comparabilidad. Se 

puede checar que la gráfica de la figura 1 .13 pág. 10 no es gr! 
fica de comparabilidad. 
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v, 

Gráfiéa (; 

Figura 1.1 

Esta gráfica esta formada por: 

v(G) ={v1 , v 2 , v 3 , v 4 , v 5 } y 

E(G) = { (Vl,V3) 1 (V3,V5) I (VS,V2) I (V2!V4) I (V4,Vl)} 

Ejemplo de: 

vértices adyacentes v1 yv3, v 2 yv4 

vértices no adyacentes V
2 

y v
3

, V 4 Y V
5 

aristas incidentes v2 - V5 y vs -v3, Y2 ,:;.?4 y V4 - vl 

aristas no incidentes v
3

-v
5 

yV2-v4 , v4 ~v1 yv2 -v5 

Vecindades: 

{v3,v4} 

={v4,vs} 
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V2 '"'\~~::::::::::::::::~=::::::::::::=::::::="!jt La Gráfica B es subgráf~ 
V4 ca generadora de la grá-

v, 

Ve 
Gráfica A 

Va . Gráfica B 

Figura 1.2 

fica A, pero no inducida 

la gráfica e es subgráf ~ 

ca inducida de la gráfi­

ca A, pero no generadora 

v, 

Gráfica e 
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V, 

La sucesión v1 , v 1 -v2 ,.v2 ,.~2 -.v6 ,.y6 , Y6:Y's·/~5 es una tra 
·-,.:·~<:.··~.·~· 

yectoria. ~~·~~-~-

La sucesión v3 , v3 -v5 , v5 , '!s;-:j,14~,,·'Y4•''X4'.\'Ys,,..v5 , v5 - v3 , 

v3 no es una trayectoria, '15 /Y "13 ~e-~J='epiten. 

Figura L3 

Gráfica A 

B y e son clanes de A 

Figura '1. 4 



V, 

V 
V2 

Gr.:tfica G 
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V.q 

Figura l.S 

S = {v2
, V6 , v4 } es un conjonto independiente de G 

Figura 1.6 



Gráfica G 
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Figura 1.7 

Representaci6n plana de G 

Diferentes orienta­
ciones de la gráfi­
ca G 

Figura 1. 8 
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Figura l. 9 

Figura 1.10 
v3 

Ve 

Figura 1.11 

v2, 

V7, 

Es 

la 

r1vs> = {v1,v4} 

rrvs> = {v3,v6} 
V-i 

r1v2> = {v1} 

rtv2> <P 

v, 

V2 -vs, VS' .vs -v /' 

V7 _v4' v4 , v4-v2' v2 

un ciclo dirigido de 

gráfica. 
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Figura 1.12 

Gr~fica de comparabilidad 

La gráfica no es de comparabilidad 

Figura 1.13 
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Capítulo l: GRAfICAS DE INTERVALOS ~ SU RELACION CON OTRAS 

FAMILIAS DE GRAf lCAS 

En 1957 G. Hajos planteó el siguiente problema: Dado un 

nümero finito de intervalos sobre una linea recta, se puede 

construir una gráfica asociada con este conjunto de interva­

los de la siguiente manera: A cada intervalo le hacemos co­

rresponder un vértice de la gráfica, y dos vértices están co 

nectados por una arista si y sólo si los correspondientes in 

tervalos se intersectan. La pregunta es si una gráfica dada 

es isomorfa a una de las gráficas as1 caracterizadas (1). 

Independientemente, el biólogo Seymour Benzer, durante 

sus investigaciones sobre la estructura de los genes, plan­

teó lo siguiente: De las investigaciones clásicas de Margan 

y su escuela, los cromosomas son conocidos como un arreglo 

lineal de elementos hereditarios, los genes. Estos elementos 

deben tener su propia estructura interna. En su nivel más fi 

no, en relación a los genes, la pregunta aparece de nuevo 

¿Están ellos (los subelementos dentro de los genes) ligados 

juntos en un orden lineal análogo a los niveles más altos de 

integración de los genes en los cromosomas?. 

La solución a esta pregunta debería ser contestada estu 

diando las gráficas de intervalos y entonces, verificar si 

los datos que fueron traslapados fueron o no consistentes 

con la hipótesis genética lineal. 

El propósito fundamental de este capitulo es presentar 

una caracterización de las gráficas de intervalos. La carac­

terización que aqu1 se presenta fue dada por Gilmore y Hoff 

man (2). Y la prueba que aqui se presenta se debe a Urrutia 

G. J. (3). Existen otras caracterizaciones dadas por: G. 

Lekkerkerker y J. Ch. Boland (4) y Fulkerson y Gross (5). 

La familia de gráficas de intervalos pertenecen a la fa 

rnilia de gráficas de intersección consideradas de gran impo~ 
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tancia en Teoría de las Gráficas, ya que frecuentemente tie­

nen aplicaciones al mundo real. Al final de esta parte, se 

ejemplifican algunas de las maltiples aplicaciones de gráf~ 

cas de intervalos. 

GRAFICAS DE INTERSECCION 

Sea S = {s 1 , s 2 , ... , Sn} una familia de conjuntos di~ 

tintos, una gráfica Ges la gráfica de intersecci6n de s si 

los vértices de G pueden ser etiquetados {V1 , v 2 , ... , Vn} 

de tal manera g~e Vi - Vj e: E(G) si y s6lo si sin sj 1' 0. 

En la figura 2.1 pág.27 se muestra una familia S de conjuntos 
y su gráfica de intersección. 

Es claro que cualquier familia de conjuntos define una 

gráfica de intersección pero, ¿Cuáles gráficas son gráficas 

de intersección de una familia de conjuntos?. 

La respuesta la da el siguiente teorema. 

Teorema 2.1 (6). Toda gráfica Ges una gráfica de intersec­

ción. 

Demostración 

Para todo v e: V (G), sea S (v) = {u - v 1 u - v e: E (G) } 

Hagamos S = { S (v) 1 v e: V (G) } , G es la gráfica de intersec­

ción de S; puesto que S(u) n S(v) # 0 si y s6lo si 

u - V e: E (G) • 
1 

Como se puede observar, no existen restricciones para la 

familia s, as!, el problema de caracterizar a las gráficas de 

intersección no es un problema interesante. Sin embargo, si 

escogemos clases especiales de conjuntos y nos preguntamos 

que gráficas son gráficas de intersección de tales conjuntos, 

el problema se vuelve interesante y en algunos casos la sol~ 

ci6n del problema es dificil de encontrar. Por ejemplo: Sea V 
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un conjunto de curvas en el plano y sea G la gráfica de ínter 

sec.ci6n de V, es decir, V es el conjunto de vértices de G, 

dos vértices v., v. son adyacentes si y sólo si las curvas v. 
i J i 

y V. se intersectan. Ver figura 2.2 pág. 21. 
J 

Teorema 2.2 (Ehrlich, Even, Tarjan). No t()ciªf!l~s.gráficas 

son gráficas de intersección c1econj\lntos de cur 

vas en el plano. 

Demostraci6n 

Sea H una gráfica no plana. Construyamos G introduciendo 

un nuevo vértice en la mitad de cada arista de H (ver figura 

2.3 pág. 28). Probaremos, por contradicción, que G no es una 

gráfica de intersecci6n de un conjunto de curvas en el plano. 

Supongamos que hay un conjunto V de curvas en el plano 

tal que Ges su gráfica de intersección. Podemos contraer a 

puntos todas las curvas correspondientes a los vértices de H 

sin crear nuevas intersecciones en las curvas correspondien­

tes a los vértices de M = V(G) - V(HJ, excepto que todas las 

curvas en M intersectan curvas V e V - M que ahora se intersec 

taran en el punto P al cual V fue contraído. 

El diagrama resultante es una realizaci6n plana de H, 

donde los puntos a los cuales las curvas que representan vér 

tices de H fueron contraídas representan los vértices de 11 y 

las curvas que representan vértices en M corresponden a las 

aristas de H. Esto es una contradicci6n ya que H es no-plana. 
1 

El problema general de caracterizaci6n de aquellas gráf i 
cas que son gráficas de intersecci6n de ~urvas en el plano es 

demasiado difícil. Si las curvas son r~stringidas a ciertas 

familias se pueden hacer algunos ava~ces. Necesitamos consid! 

rar una familia importante de gráficas que son de gran utili 

dad en los problemas de caracterizaci6n. Estas gráficas son 
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las gráficas de comparabilidad. 

Recordemos que una gráfica orientada D es transitivamente 

orientable si para cada tres vértices distintos x, y, z ~ V{D) 

~ales que x -. y, y .... z en D, la arista x ·• z es también una 

arista de D. También definimos a una gráfica no-orientada G c~ 

rno una gráfica de comparabilidad si admite una orientación 

transitiva. La figura 2.4 pág. 29, muestra una gráfica transitl 

vamente orientada. c
5 

es un ejemplo de una gráfica que no es 

gráfica de comparabilidad. 

Un camino W en una gráfica G, consiste de una sucesión fi 

nita de vértices y aristas v0 , v 0 -v1 , v 1 , ..... , Vn_ 1 -vn' 

Vn' A los vértices v 0 y vn les llamaremos vértice inicial y fi 

nal respectivamente. Si V 
0 

=V n diremos que W es un camino ce­

rrado.· w es par o impar sin es par o impar. N6tese que en un 

camino W permitirnos que un vértice o una arista aparezca más 

de una vez. Veáse figura 2.5 pág. 2~ 

Una cuerda triangular en un camino cerrado W es una aris 

ta de la forma vi - Vi+ 2 . El siguiente teorema nos da una ca-

racterización de las gráficas de comparabilidad, aquí se omite 

la demostración, para conocerla se puede consultar (2). 

Teorema 2.3 (2): Una gráfica G es una gráfica de comparabili­

dad si y sólo si cada camino cerrado impar tiene 

al menos una cuerda triangular en G. 

GRAFICAS DE INTERVALOS 

La linea real junto con un conjunto de intervalos I
1

, I 2 , 

.•... , In forma un diagrama de intervalos I. Una gráfica Gr~ 

presenta a I si sus vértices pueden ser etiquetados v 1 , v 2 , 

.•.•. , Vn tales que Vi es adyacente a Vj en G si y sólo si 

I. n I. ~ 0. Una gráfica Ges una gráfica de intervalos si 
l. J 

representa al menos un diagrama de intervalos. Véase figura 

2 .6 pág. 30. 
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Teorema 2.4 (3): Una gráfica G es una gráfica de intervalos si 

y s61o si c 4 no es una subgráfica inducida de G y 

Ge es una gráfica de comparabilidad. 

Demostración 

==}) Supongamos que G representa al diagrama de interva­

los I, en el cual dos intervalos r
1 

e 1 2 de I no se intersec­

tan, entonces si el intervalo r 0 de 1 intersecta a r
1 

y a 1 2 , 

cualquier otro intervalo r 3 gue intersecte a I
1 

y a 1
2 

debe 

intersectar a r 0 . Por lo tanto, c 4 no puede ser una subgráfi­

ca inducida de G. Para mostrar que Ge es una gráfica de comp~ 
rabilidad, orientamos las aristas de Ge de la siguiente mane­

ra: Si los intervalos l. e I. no se intersectan en I (es decir, 
l. ] 

los vértices V. y V. son adyacentes en Ge) orientamos Vi ... V. 
l. J J 

si, para todo x E Ii y y E I. tenemos x <y. De otra manera 
J 

Vj ... Vi. Esto claramente induce una orientación transitiva en 

Gc, y por lo tanto Ge es una gráfica de comparabilidad. La 

orientación Ge inducida en Ge por I será llamada la I-orient~ 
ci6n de Ge (véase figura 2.7 pág. 31 ) . Similarmente, si para 
una orientación Transitiva Ge en Ge existe un diagrama de in­

tervalos I el cual induce en Ge la orientaci6n Gc, entonces 

GC será llamada una I-orientaci6n de Ge. 

Para probar la suficiencia de este teorema mostraremos 

que si G satisface las condiciones del teorema, entonces toda 

orientaci6n transitiva de Ge es una I-orientaci6n. 

·oefinici6n 

Se dice que una gráfica dirigida tiene la propiedad ani-

dada si para todo par de vértices U y V, r+ (U) C: r +(V) 6 

r+ (v) s r +(u) • La gráfica Ge de la figura 2:. 7 pág. 31, tiene 

la propiedad anidada. 

-+e . . 
Lema 2.5 (3) Si una orientación G del complemento de una gr! 
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fica tiene la propiedad anidada, entonces ¿e es una r-orien­
taci6n de Ge. 

Demostración 
-+e Necesitarnos probar primero que G está orientada tra~ -

sitivamente y también que G es una gráfica de intervalos que 

representa un diagrama de intervalos I el cual induce la 
orientación ¿e en Ge. 

Supóngase que Ge no es transitivamente orientada. En -

tonces existe u, v, z e V(G) tal que u + v, v + z en Ge pe-

ro x 1• z en Ge. Por lo que r+ (u) </- !'+ (v) ya que 

V E !'+ (U) y V ~ i'+ (V). También !'+ (V) 4:: !'+ (u) ya que -

z e !'+ (v) y z ~ r+ (u). Esto contradice la hipótesis de que 

Ge tiene la propiedad anidada, y por lo tanto Ge está orienta 

da transitivamente. 

Ahora mostramos cómo obtener un diagrama de intervalos I 

para Gel cual induzca la orientación Ge en Ge. 

Claramente si Gtiene un· solo vértice, el diagrama de in­

tervalos I consistirá de un único intervalo. Sup6ngase que -

para todas las gráficas orientadas He con la propiedad anida­

da y n vértices existe un diagrama de intervalos, el cual in­

duce en He la orientación Üc y sea G una gráfica con n+l vér­

tices. Sea ¿e una orientación de G con la propiedad anidada, 

y considérese el conjunto S = (v 1 , v2 , ... , Vs} de vértices -
+ +c 

los cuales son fuentes de Ge. Puesto que G tiene la propie-

dad anidada, si tomamos un 

tonces I'+ (Vj) 5 r+ (Vi) 

Sea He = Ge - {Vi} 

vértice Vi e: S con grado máximo en­

\/ V j e S j 'F i. 

Entonces por la hipótesis de induc 

ción hay un diagrama de intervalos I' el cual induce en G-{Vi} 

la orientaci6n He. Sea sh el conjunto de fuentes de rrc. En­

tonces S - {Vi} C Sh. Claramente l,os vértices de Sh forman 

conjunto independiente máximo en i1c (ya que todo vértice 
+e ~c 

v E H que no sea fuente en H es adyacente al menos a una 

fuente de He por la transitividad de De). Entonces si ISh es 
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el conjunto de intervalos correspondientes a los vértices en 

Sh, A n rj :f. 0. Además, si Ij t ISh, entonces Ij n A= 0-
Ij E: ISH 

ya que de otra manera Ij intersectaria a todos los elementos 

en ISh' produciendo en iic ~n conjunto independiente Shu ¡vj} 
(donde V. es el vértice en He correspondiente a I . ) el cual -

J J 
contendría a Sh como subconjunto propio, contradiciendo la -

maximalidad de sh. Sea p un punto en la 11nea real a la iz­

quierda de todos los intervalos de I', y sean x 1 < x 2 < •• < Xs 

s puntos a la izquierda de p. Entonces si Ij = [aj, bj] es 

el intervalo en I' correspondiente al vértice Vj E: s- {vi}, -

el intervalo I'. =[X., b.] 1< j <s, j :f. i representará a --
J J J - - ·•c 

Vj en un nuevo diagrama de intervalos I para G , y Vi estará 
representado por el nuevo intervalo [Xi, p]. Probaremos 

ahora que I es un diagrama de intervalos representado por I, 
y también que I induce la orientaci6n Ge en Ge. 

Claramente el diagrama de intervalos obtenido de I bo -

rrando el intervalo [X., p) está representado por H = G- {Vi} 
c l. --e 

e induce en l! la orientación !! . Más aún, todos los in ter -

valos [Xj, bj] de I que representan vértices en S -{Vi} Í!! -
tersectan a [xi' p] y todos los intervalos de I que represe~ 

tan vértices V.EV(G) - s son intervalos de I' los cuales es-
J 

tan a la izquierda de p. 

en Ge la orientaci6n Ge, 
De aquí, v . ..,. VJ. en Ge, e I induce 

..,.e l. 
asi que G es una I-orientaci6n. 

Ahora probaremos la suficiencia del teorema. 

Supóngase que para una gráfica G, Ge es una gráfica de­

comparabilidad y que c 4 no es una subgráfica inducida de G. 
Probaremos que toda orientación transitiva Ge de Ge tiene la 

propiedad anidada, y por el lema 2.4, Ges una gráfica de in 

tervalos. 
•e +e Sean u, v vértices de G . Si u es adyacente a v en G y 

.... +e 
u+ v / Si v -• x en Ge entonces por la transi tividad de G u .... x 

+ + + y por lo tanto X E f (U) • Por lo tanto f (V) S f (U) • Si-
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-+c + + + + u no es adyacente a ven G y r {v)~ r (u), y r (uJc.tr (v), 

entonces existe X E: r+ (U) - r + {V) y y E: r+ (V) - f + (U), Si 

x es adyacente a y en Ge y x .... y entonces u .... x y Ge es transi ti 
-+c + -

va, u .... y en G y de aqui y E: r (u) lo cual es una contradic 

ci6n. Similarmente Y t X en ac. Entonces X no .es adyacente a 

y en G. Pero entonces x - y, y - u, u - v, v - x es un ciclo­

de longitud 4 en G, lo cual contradice la hipótesis de que c 4-

no es una subgráfica inducida de G. Por lo tanto Ge tiene la­

propiedad anidada y G es una gráfica de intervalos. 
1 

Presentamos ahora, muy brevemente, otras familias de gr~­

ficas de intersecci6n y damos su relaci6n con gráficas de in -

tervalos. 

GRAFICAS ARCO-CIRCULARES 

Un diagrama arco-circular al cual denotaremos por 

C[V1 , V2 , ••• , V
0

) consiste de un circulo C con un conjunto de 

arcos v1 , v2 , ... , vn. Este diagrama define una gráfica G con 

v.§rtices el cojunto V(G) = jv1 , v2 , ... , Vnl tales que vi es -

adyacente a vj si y s6lo si los arcos vi y vj se intersectan. 

La gráfica G será llamada la gráfica asociada a C[V1 , v2 , .. ,Vnl 

Una gráfica G se llamará gráfica arco-circular si represe~ 

ta al menos un diagrama arco-circular. En la figura 2.8 pág 32 

se presenta un diagrama arco-circular y su gráfica asociada. 

A continuación presentamos los lemas que nos relacionan -

las gráficas arco-circulares y las gráficas de intervalos. 

Lema 2.4· (7). Toda gráfica de intervalo Ges una gráfica arco­

circular. 

Demostraci6n 

Sea I el diagrama asociado a G. Transformamos a R en un -

circulo y obtenemos un diagrama arco-circular. Cada intervalo-
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de I se transforma en un arco en el diagrama obtenido. 

gura 2.9 pág. 33 ilustra gráficamente. 
La fi-

1 

Lema 2.7 

una gráfica arco-éil:'cuiéi:rG-con un vértice aislado vp es -

una gráfica de intervalo~> 

Demostración 

a G. 

tic e 

Sea C[V1 , v 2 , •.. , Vn] el diagrama arco-circular asociado 

Sea p el arco correspondiente al vértice p. Como el vé~­

V está aislado, el arco p estará aislado. "Partimos" al­
P 

circulo por p para obtener la recta real. Obsérvese que no se 

crean nuevas intersecciones en el nuevo diagrama, ni tampoco se 

eliminan intersecciones. La figura 2.10 ptíg. 33 ilustra la de-

mostración. 1 

Observación. Como una consecuencia inmediata del lema 2.7, te­

nemos que: 

Si c¡v1 , v2 , ••• Vn] es el diagrama de una gráfica G arco­

circular, y si existe pe: e de tal manera que p.¡. Vi para ninguna 

i e:{l, 2, •.. , n},entonces Ges una gráfica de intervalos. 

GRAFICAS CIRCULARES 

Un diagrama circular C(C 1 , c2 , ... , Cn) consiste de un --­

circulo e con un conjunto de cuerdas c1 , c2 , ••• en. Un diagra­

m~ circular define una gráfica circular G con vértices el corr -

junto V(G) = { v1 , v2 , , ... , vn ¡ tales que Vi es adyacente a V j en G -

si y sólo si las cuerdas ci y Cj se intersectan. En la figura-

2,11 pág. 34 se da un ejemplo. 

Sea 

será una 

vi - v. 
J 

Ii cj: Ij 

G una gráfica 

e-arista si y 

de G será una 

ni Ij cj: Ii' 

de intervalos. La arista Vi - Vj de G -

sólo si Ii e Ij 6 Ij e Ii. La arista 

E-arista si y s61o si Ii n Ij ~ 0 y 
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Sea G(C) la subgráfica de G con V(G {C)) = V{G) y todas 

la e-aristas de G. G(C) se llamará la e-gráfica de I. Aná­

logamente construimos la E-gráfica de G la cual denotaremos 

por G{El. La figura 2.12 pág.35 ejemplifica un caso. 

Induciremos una orientación G{C) sobre G(C) de la si .. 
guiente manera: v.+ v. en G(C) si y s6lo sir. e IJ .. La 

1 J 1 
orientación asi definida es transitiva, ya que si vi +Vj y -

v.+ vk entonces r. e I. 
J 1 J e Ik y por lo tanto Ii e Ik y en --

consecuencia Yi + Vk. 

Los siguientes lemas relacionan ambos tipos degráficas. 

Lema 2.8 

La E-gráfica de una gráfica G de intervalos es una gr~­

fica circular. 

Demostración 

La demostración se hace construyendo el diagrama circu­

lar a partir del diagrama de intervalos asociado a G(E). 

Sea I(E) el diagrama de intervalos asociado a G(E). 

I(E) tiene la forma: 

m 
Ningun intervalo contiene a otro, s61o se trasl9pan. 

Unimos los extremos de R formando un circulo. Sean Ii = 
= [ai, bi], Ij = [aj' bj]. Si Ii n Ij :f 0 entonces,--------

aj e: [ai, bi) ó ªi e: [aj, bj), supongamos que aj i:: [ai' bi). -

A cada intervalo r. = [a., b.) le asociamos la cuerda --
1 1 l. 

C. = [a., b.). Si dos intervaios se intersectan, sus cuerdas 
1 1 1 

correspondientes se intersectan, y si dos intervalos no se in 

tersectan sus cuerdas correspondientes no se intersectan. En 
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la figura 2.13 pág. 36 se da la construcción del diagrama circu 
lar. 1 

Sea C(C 1 , c 2 , .•• , Cn) el diagrama circular asociado a -­

una gráfica circular. Sea p e: e, p ~ Ci "ii, i e:tl, ••• , n\ 

A partir de p recorremos al circulo en sentidci contrari6 

al recorrido de las manecillas del reloj. 

Definición 

Llamaremos Sucesión de e con respecto a p, denotada por -

Sp(C), la sucesión que se forma con los puntos finales de las 

cuerdas de e durante el recorrido de p. Denotaremos por 

c 1- (Ci+) al primer (segundo) punto final de c 1 que encentra -

remos durante el recorrido de p. 

Definición 

Llamaremos Arco-intervalo de la cuerda Ci respecto a p, -

denotado por AIP(Ci), al arco del circulo comprendido entre -­

Ci- y Ci+ 

Definición 

Sea u e: V(G), G gráfica circular. Llamaremos a u un 

e-vértice si y s6lo si AIP(Cu) e AIP(Cv); donde Cu es la cuer-

da asociada al vértice u e: V(G). 

Lema 2. 9 

Sea G gráfica circular con un vértice aislado tal que V(G) 

no contiene c-vért-ic,e~. G es gráfica de inte.rvalos. 

Demostraci6n 

Sea C(c 1 , ... , Cn) el diagrama tiircular asociado a G. sea 

p-el punto final derecho de la cuerda asociado al vértice ais-

lado Sea sp - (C) la sucesión de C respecto a p . Ya que-
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G no tiene e-vértices no sucede que AI(C.) e AI(C.) para nin-
J. . J 

guna cuerda. Por lo tanto Sp- (C) tiene la forma: 

sp-(<..:) = {p-,ci-'cj-,ck-' •• ,ci+, .. ,cj+'ce-, .• ,ce+,ck+, •. ,p+} 

SobreR marcamos la sucesión S -(C) a partir de c.- y al 
p l. 

final p+, P-. Unimos los puntos c.- con c.+ para toda i. Cla 
l. l. -

rarnente, no hemos creado ni quitado ninguna intersecci6n. El 

diagrama as! obtenido es un diagrama de intervalos y por lo 

tanto Ges de intervalos. La figura 2.14 pág. 37 ilustra la 

construcci6n. 1 

Observación: Existen gráficas circulares que son gráficas de 

intervalos, pero que no cumplen la condición del lema anterior. 

Por ejemplo: 

Lo cual quiere decir que el lema no agota todas las gráfi 

cas circulares que son gráficas de intervalos. 

e+ 
6 
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GRAFICAS DE PERMUTACIONES 

Un diagrama de permutaci6n D(') para una permutación 

11 { ll ( 1), •• , 11 (n) } consiste de dos lineas paralelas L
1 

y -

L2 sobre las que los números 1, 2, 3, •. ,n aparecen sobre L
1 

-

en orden cree ien te, y 11 ( 1) , ••• , 11 ( n) aparecen sobre L
2 

de 

acuerdo a su orden en 11. El número i en L
1 

es unido al 11 (i) 

en L2 por un segmento i para 1 < i < n. La figura 2.15 pág38 

ilustra con un ejemplo. 

Una gráfica G con n vértices representa a 0(11) si existe 

una etiguetación {l, 2, 3, .. , n) de V(G) tal que el vértice­

i es adyacente al vértice j en G si y sólo si I y ] se inter­

sectan. Una gráfica que representa al menos a un diagrama de 

permutación se llama gráfica de permutación. 

Presentamos, sin demostrar, la caracterizaci6n de las -­

gráficas de permutaciones. 

Teorema 2.10 (10) 

Una gráfica Ges una gráfica de permutaci6n sL·ys6lo si 

G y Ge son gráficas de comparabilidad. . .·. <c_i~:~·~¿; -~·é 
Los 

gráficas 

Lema 2.11 

siguientes lemas dan la relación ~~e·E!'kI:~teentre 
de intervalos y las gráficas de :P~~-~ut~diª'~{:-;. 

•\ ,, ',;" ' 
.<.~~-;- •<• :, • ~) »~.:c. •• 

Demostración . . :·. ' . . : . . ·'. :·. '. . . " . ~ 

las 

La demostración se hace coristruyefrdoél diagrama de per­

mutaciones a partir del diagrama de. intervalos asociado a G (C). 

Sea I(C) el diagrama de intervalos asociado a G(C). I(C) 

es de la forma: 
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lR 

No hay tras lapamiento de vértices, .s6lo contención. 

Consideremos una linea ~· paralela a R. sea Ii = 
!ai' bi]. A ªi lo marcamos sobre R y a bi sobre R'. Si --

Ij e Ii~[aj, bj] e [ai, bi]=9ai < aj y bj< b 1 . Al marcar 

b. sobre R' seguirnos obteniendo que bJ.< bi y que ªi 
J - - - -lo tanto in j ~ 0. Si Ii 1 Ij, claramente in j = 

gura 2.16 pág. 38, ilustra la construcción. 

Lema 2.12 

< aj. Por 

~L La fi-

• 
Sea G gráfica de permutaciones. Sic4 .$ G entonces Ges­

una gráfica de intervalos. 

Demostración 

Para que una gráfica sea de intervalos tiene que satisfa­

cer: que no contenga a c 4 como subgráfica inducida y que su -

complemento sea de comparabilidad. 

Por hipótesis, G no contiene a c4 como subgráfica induci­

da y por ser G de permutaciones tenemos Ge es de comparabili-­

dad. Por lo tanto G es de intervalos. 

• 
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APLICACION DE LAS GRAf ICAS DE INTERVALOS 

Las gráficas de intervalos son de las estructuras mate­

máticas más útiles para representar problemas del mundo real. 

La línea sobre la cual descansan los intervalos puede repre­

sentar cualquier cosa que sea normalmente considerada como -

uni-dimensional. 

Aplicación l. 

El problema de Benzer, como se estableció en la intr~ -

ducción de este capítulo, pregunta si los sub-elementos en -

los genes están ligados mediante un arreglo lineal. Para --

contestar esta pregunta, los dalos fueron recopilados de ge­

nes mutantes. Para ciertos micro-organismos, una forma mu -

tante puede suponerse que proviene de la forma estandar por­

al teración de algunas partes unidas de la estructura interna. 

Por medio de experimentos puede determinarse si la parte 

mutante de dos genes mutantes se intersectan o no se interse~ 

tan. Se esperaría mostrar que las partes mutantes son linea­

les. 

De una gran colecci6n de genes mutantes se obtuvieron -­

los pares de datos que se intersectan en la mutación y se co~ 

sideró su gráfica de intersección G. ¿Son las intersecciones 

compatibles con la hip6tesis de linealidad de sub-elementos -

en los genes? Equivalentemente, ¿es G una gráfica de interv~ 

los? Una respuesta afirmativa no confirma la linealidad. 

Sin embargo, si los datos son correctos, una respuesta negati 

va refuta definitivamente la hipótesis. Benzer experimentó -

con los virus Phage T4; sus hallazgos fueron consistentes con 

la linealidad. Véase (8) y (9). 

Aplicación 2. 

Sea e {Ci} una colección de cursos que ofrece cierta -

Universidad. Sea Ti el intervalo de tiempo durante el cual -
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el curso Ci puede ser impartido. Queremos asignar a cada sa -

16n de clase un curso de manera que dos cursos no sean j,mpartidos 

en el mismo sal6n de clase a la misma hora. 

Este problema puede ser resuelto coloreando propiamente -
los vértices de la gráfica G con V(G) = e y, 

c. - c. e E(G) si y sólo si T. n T. 'f 0. 
l. J 1. J 

Cada color corresponde a un salón de clases. La gráfica 

Ges. obviamente, una gráfica de intervalos, ya que es repr~ -

sentada por intervalos de tiempo. 

Aplicación 3. 

Supóngase que c 1 , c 2 , ..• , en son componentes quimicos, -

los cuales deben ser refrigerados bajo condiciones estrechamen 

te vigiladas. Si el componente ei debe mantenerse en una tem­

peratura constante entre Ti y T'i grados, ¿cuántos refrigerad2 

res serán necesarios para conservar todos los componentes? 

Sea G la gráfica de intervalos con vértices e 1 e 2 ... ,e , , n 

y conectemos dos vértices si el intervalo de temperatura de -­

sus componentes correspondientes se intersectan. Por la pro -

piedad Helly (Propiedad Helly: una familia (T1 J i El de su~ 

conjuntos de un conjunto T satisfacen la propiedad Helly si -­

J c.= I y si T. n TJ. -¡. 0 para toda i, j e J entonces n TJ. '/' 0.) , -
l. j EJ 

, Cin es un clan de G, entonces las interv~ -

Los { [Tij, T' ijl 1 j = 1, ... ,k tendrán un punto en com11n. Sea 
t tal punto. Un conjunto de refrigeradores a u.na temperatura t 

será necesario para conservarlos. Asi, una solu6i6n-al probl~ 

ma de minimización será obtenido encontrando un clan minimo -­

que cubra a G. 
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Fl { sl t S2, S3, s 4 , SS } 

s1 = ta} 

s2 { b,c ,d} 

S3 {a,b,e,f) 

S4 {c,d,f} 
v,¡ 

S5 (e,g,h} 

Gráfica G 

Fig. 2.1- Gráfica de intersección 

A cada conjunto Si le asociamos el vértice Vi, i=l,2,3,4,S, 

Vi es adyacente a vj, iFj, si y sólo si s 1 n Sj F ~. 

Fig. 2.2- Gráfica de intersecci6n de una familia 
de curvas. 

A cada curva Ci le hacemos corresponder el vértice Vi, i=l,2,3, 

4,5. Si dos curvas se intersectan, los vértices correspondien­

tes serán adyacentes. 
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G 

Fig. 2. 3 

Construcción de la gráfica G a partir de la gráfica H. Agre­

gando un vértice en cada arista de H. 
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Fig. 2.4- Una gráfica transitivamente orientada. 

Fig. 2.5- Un camino en una gráfica. 

La gráfica contiene al camino 

va' Vº - vl' V1,V1 - V2, V2,V2 - V31 V3,V3 - V41 V4,V4 - V3 
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19 

¡. 

lR 

Fig. 2.6- Un diagráma de iritérv,afosy su gráfica 
asociada. 

A cada intervalo Ii le asociamos el v~r~t~.evi 1 .i=l, 2 I 3' 4' 
5,6,7,B,9,10. Si d6s inter~álo~~~~iritersectan sus vértices 

correspondientes serán adyacentes. 
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r, l <¡ 

I 

Fig. 2.7- Gráfica ¿;c con la propiedad.anidada, es 

decir, r+(u)Sr+(v) 61'+(v)Sf+(u) . 

..,..c 
u, V e V (G ) • 
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V1 

Vy 

Fig. 2.8- Diagrama arco-cirC:ulary,su Gráfica 
asociada. 

A cada arco le asociamos un vértice y dos.vértices son adyacen­

tes si y sólo si los arcos correspondientes ;se intersectan. 
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I 

Fig. 2.9- Construcción del diagrama arco-circular 
a partir del diagrama de intervalos de 
una gráfica de intervalos G. 

I 

I 

Fig. 2.10- Construcción del diagrama de intervalos 
a partir del diagrama arco-circular de 
una gráfica arco-circular. 

I 
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e 

Fig. 2.11- Diagrama circular y su gráfica asociada. 

A cada cuerda le hacemos corresponder un vértice y dos v~rtices 

son adyacentes si y s6lo si las cuerdas correspondientes se in­

tersectan. 
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17----------15 --------~19-----------­
I10-~------~ 

Fig. 2.12- Construcci6n de G(C) y G(E) a partir del 
diagrama de intervalos de una gráfica de 
intervalos G. 
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I1------ I3 -------- I 5 ------
I2 ------- I 4 ___ ..;........;...... ___ _ 

lR 

Fig. 2.13- Construcción del diagrama circular a par­
tir del diagrama de intervalos de una --­
gráfica de intervalos. 

A R le asociamos el circulo y a cada intervalo le asociamos una 

cuerda. 
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l 

p+ 

Fig. 2.14- Construcción del diagrama de intervalos 
a partir del diagrama circular de una 
gráfica circular con un vértice aislado 

y sin e-vértices. 
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'f( ( "l 1T (1) ..,, ( 2) 11 e 4 > 

Fig. 2.15 Construcción de gráfica de permutación a 
partir de un diagrama de permutación . 

A cada segmento le asociamos un vértice y dos vértices son ad 
yacentes si los segmentos correspondientes se intersectan. 

1 

15~~~~~~~~~-

lb 
r-3 

Fig. 2.16 Construcción del diagrama de permutación 
a partir del diagrama de intervalos de 
la e-gráfica de una gráfica de intervalos. 
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Capítulo 2: A - FAMILIAS PE GRAFICAS PE INTERVALOS QUE 

SATISFACEN NI (G) = K con K e IN 

El problema que motiv6 la realizaci6n de esta tesis es 

un problema que aparece en "Algorithmic Graph Theory and Per 

fect Graphs" Cap. B, pág. 197: Sea I una colecci6n de inter­

valos cuya gráfica de intersección es G, sea NI (I) el nGme­

ro de diferentes tamaños de los intervalos de I. Definimos 

el Ndmero de intervalos de G, denotado por NI (G), como el 

mínimo {NI (I) 1 I es un diagrama de intervalos de G } . 

Para cuando NI (G) = 1 el problema está resuelto y la 

soluci6n está dada por el siguiente teorema: 

Teorema 3.1 (1) 

NI (G) = 1 si y s6lo si G no contiene a K
113 

como sub­

gráfica inducida. 

Para conocer la demostraci6n consulte obra citada arri­

ba, cap. 8 pág. 187. 

La finalidad de este trabajo fue buscar las caracterís­

ticas que poseen aquellas gráficas para las cuales NI (G) = 2. 

El problema no fue resuelto totalmente, s6lo encontramos al­

gunas familias no triviales de grtificas de intervalos para las cuales 

NI (G) = K. Para cualquier K en las naturales. 

La primera familia que presentamos está formada por los 

árboles que son de intervalos. 

Primeramente, introducimos la siguiente notaci6h: 

1 Al - Cardinalidad del conjunto A. 

Iv - Intervalo asociado al vértice v. 

t (Iv) - Tamaño del intervalo Iv 

D (G) - Diagrama de intervalos de l~ gráfica G. 

C (u) - Conjunto independiente máximo de u. 

Proposición 3.2 

Para todo árbol A de intervalos, A f. T
0

, NI (A) 2. 



- 40 -

Demostración 

Como A f Tn' existe al menos u e: V(A) tal que u es ady~ 

cente al menos a 3 v~rtices. Por lo tanto K1 , 3 e A y por tan 

to NI (A) f. 1. 

Veamos que N I (A) = 2, para ello: 

Sea B w e: V (A) 1 w es adyacente a 3 6 m.1s vértices } 

Sea w e: B tal que 1 r(w) 1 = rn con m máxima en B y sea 

r(w) = {v1 , v 2 , ••• , vrn}. El orden que tienen estos vérti­

ces corresponderá al orden que tendrán sus intervalos corres 

pendientes en la recta real. Los vértices v 1 y vrn pueden o 

no ser adyacentes a otros vértices. 

y su diagrama será de la forma 

Iw 

Ill'm 

m 

Necesariamente I ~ I , para al menos m-2 v~rtices de 
vi w 



- 41 -

r(w) 

Los intervalos correspondientes a los vértices v
1 

y vm 

pueden o no estar contenidos en el intervalo correspondiente 

t 1 , i = 2, 3, ... , m-1, tenemos que 

t(Iw) > tl. 

Hagamos t(Iw) = t2. Por lo. tanto NI (A) >,.. 2. 

Ahora, para todo X ~ B, sea t(I ) = tl .x 

para todo y E: B, sea t (I : ) = t2 . y 

Por lo tanto NI (A) = 2 

• 
Nota: 

Si tomarnos t 1 = 1 entonces t 2 = (m -2) + (m + l)c, donde 

e: es la separaci6n que existe entre dos intervalos que no se 

intersectan y que son contiguos y/o es la separación que exi~ 

te entre el punto inicial y el punto final de dos intervalos 

que se traslapan. 

Hay una segunda_familia de gráficas de intervalos que 

satisfacen NI (G) 2. La construimos de la siguiente manera: 

Consideremos a T
3 

y a H gráfica de intervalos con 

NI (H) l. Sea V(T 3 ) = { v 1 , v 2 , v 3 } co_n v 2 adyacente a vi 

con i e: { 1,3} . Construyamos una nueva gráfica G, a partir 

de T
3 

y de H, de la siguiente manera: Para todo u e H haga­

mos a u adyacente con v 2 ; pero no con v 1 ni v 3 • 
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H 

decir, NI (G) = 2. 

Sean Tn' n ~ 3 y 

:o:,:r:~m::·::c::.:: ::::~!:1,~~~~~~i~~~t:}ti~: :: f:~~}. 
:: '.'._>,·i? -~~~:~:]¿ ".'.'·:;.·-. ·~:,~ ~,·,;, .. __ -; 

lia F como sigue: . .:.;.c,j '1't/ , .. 
Para todo u e: Hi tal que.'ff1~" .. t'f'r 'hacemos a u adyacente con 

·<·•' 
2 .::: i 

se tiene 

v. e: T y u E. Hi' 2 ~ i ~ n-1. Por lo tan~o, NI (G) ~ 2. Para 
J_ n 

toda H. teníamos que NI (Hi) = 1; a cada V e: Tn hacemos 
J. 

t (I ) = t2 > tl, donde tl = t (Iu) con u e: Hi • 
V 
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Por lo tanto, NI (G) = 2. 

Así, hemos probado la siguiente proposioi6n: 

Proposición 3.3 

Sean Tn, n .~ 3, :'.: F t{ Las grcHicas de intervalos Hi 1 

N I ( Hi) = 1, 2 ~·.· i ···~' n;:;l l. Sí G es la gráfica que se obtiene 

al hacer que u sea adyacente a v 1 , pero no a vj para toda 

j .¡. i 1 para toda 'u e: Hi y vi e: Tn, i e: { 2, 3 I ••• I n-1 } en to!!_ 

ces NI (G) = 2. 

A continuación, presentamos dos familias de gráficas G 

que satisfacen NI (G) = r para cualquier r natural. 

Familia 1 

Proposición 3.4 

Sea F = { G gráficas de intervalosll V (Gll = 3n + 1, n e: lN}. 

Existe H e: 

Demostración: 

Para cada y su diagrama de inter 

vales. 

Para n = O 

tenernos 1 V (K) 1 = l. (K es / obviamente, la gráfica que 

consta de un solo vértice) . 

vl 
• 

Gráfica K 

Por lo tanto NI (K) = l 

IR 
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Para n .;, 1 

tenemos 1 V (G) 1 4. (Ges K
113

), 

Y4 

Iv4 

rv2 lv1 Iv3 

V2 V1 V3 m 
Gráfica G D (G) 

Por lo tanto NI (G) = 2 

Para n = 2 

tenemos 1 V (H) 1 = 7 

Construimos la gráfica H a partir de la gráfica G (K
113

) de la 

siguiente manera: agregamos tres nuevos vértices v 5 , v
6

, v 7 . 

Hacemos 

cente a 

a v
5 

adyacente a v 2 , a v 7 adyacente a v 3 y a v 6 adya­

todos los vértices de G (vl! v 2 f v 3 , v 4 l y también ady~ 

cente a v 5 'i. a v 7 • Como Iv
1 
* 

NI (H) = 3. 

Gráfica H 

I * I . , necesa.riamente 
V4 VG 

Para completar la demostraci6n, procederemos por induc­

ción sobre n. 

IR 
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Para n = K 

Supongamos que para n = k existe H E F que cumple: 

1 V (H) 1 = 3 K + 1. Y N I (ÍÚ = K + l.. Se ¡::.uede escoger H con la 
siguiente estructura: 

V3K + 1 nivel NK + 1 

• v3K - 1 

. vlO 

. Vg . V7 . V9 nivel N3 

. vs . V4 . v6 nivel N2 

. v2 . vl . V3 nivel Nl 

º2 º1 03 

Dividimos a V (H) en K + 1 niveles y 3 "columnas". Es de 

cir, que H es tal que sus vértic~s pueden ser etiquetados de 

tal forma que V (H) = o
1 

U o
2 

U o
3

, 
1

donde 

ces: 

D 1 { vi E H 1 i = 1 + 3n; n = O , l , ••• , K } 

.. ., K-1} 

o
3 

= { vi e H ¡'I ·.;L3i-t-~ 3n; n; ~ o, 1, ••• , K - 1) 

Enseguida, describi~~s>l~s adyacencias entre los vérti-

Para todo u, v E N1 , u no es adyacente a v. 

Para U E Ni íl o1 , U es adyacente a V para todo V E Nj; 

i > j. 
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Para u e Ni n º2' u es adyacente a V para tod.o V e: Nj íl P2 ; 

i > j. 

Para u e: N. n º3' u es adyacente a V pa:ra.todo V. e: N. n D3 ; 
l. J 

i > j. 

Para n = K + 1 

Sea V (H) =V (H)U {v3K+i' VJK+ 3 ' VJK+ 4 }. Claramente 

V3K+ 2 e: D2 , v3K+ 3 e: D3 Y VJK+ 4 e: D1 . Es claro que H tendrá 

K + 2 niveles, es decir, a partir de ¡:¡ hemos obtenido H agrega!:!_ 

do un nuevo nivel. Conservando las adyacencias descritas en el 

paso anterior sucede que I e;:: I Por lo tanto, 
v3K + 1 ~ v3K + 4 • 

t (IV ) > t (IV ). Por lo que NI (11) = K+2. Y de la 
3K + 4 3K + 1 

construcción de H se observa que 

IV (ll)i = 3 K+4 = 3 (K+l) +l. 

• 
Familia 2 

Definiciones: 

Sea G gráfica de intervalos y sea u e: V ( G) • 

1.- Si existen w, X e: f (U) y existen xl E: r (x} y 

wl e: r (w) y u no es adyacente a :xl ni a wl entonces u se lla-

mará F - vértice. 

2.- Si r (u) es una trayectori~~ se llamará la trayecto­

ria de u y se denotará por T (u).· Y a u se le llamará T - vér­

tice. 
Ahora, consideremos un conjunto independiente máximo A 

de V (G) definido de la siguiente manera: 

A {u c V (G) ¡ u es a la vez F - vértice y T - vértice, 

con IT (u)I =Ni donde N0 = 5 y Ni= 2 Ni-l + 3} 
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Lema 3.5 

Si J T (u) 1 Ni entonces 1 e (u) 1 

Demostraci6n 

La demostraci6n se.hárá. por inducci6n sobre i. 

1) Para i = O 

JT (u) 1 = N o 

; _,_, '.-.'"-' 

= s ·y :c:íár;amerr~ J.r<JJ,:e~Ts:•i 1
· = .. 3. 

:-~ -~~;:o~.~~:;~;:;;¡; _~~~~<~C.~::-~<. -,,-:o-.--¡:_ 

2) Supongamos que para t ·~ i<<ra .·~~1i~~~ci6n: se. ci.tmple. Por lo 
tan to: .. -~>:_¿" ... ~>;~ :~(_:'.~~·:;~-;-.~::~~~'.~~~:~Lt __ _ 

si 1 T (u) 1 = Nk sucede que r6.'·(tiy 1 _ _..._,...._ 

3) Demostremos que para i = K + 1 l~ es válida. 

Hay que demostrar que si 

IT (u) 1 NK + 1 entonces. 

Supongamos un orden e~losv~rtices de 
-. ·-

T (u) = { v
1

, v
2

, ... :, v 2NK + 3}; tomemos tres subtrayectorias 

ajenas de T (u); T1 1 T~ y T3 , tales que T (u) = T
1 U T

2 U T
3 

y 

{ V 1' V 2' • • •' VN } 
. K 

{ VN , V , VN } 
K + l NK + 2 K + 3 

{ VN , ... , v 2N } , notese que l•fll = IT3 1 
K+4 K+3 

y !T2 1 = 3. Por hip6tesis de inducci6n sabemos que 

lc1 1 = lc3 ! NK; 1 
y además, es claro que lc2 1 = 2. 
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Por otro lado, es f&cil verificar que 

que c1 , 

Lema 3.6 

Si IT (u) 1 =Ni entonces 
N. - 3 

l. 
2 

(u) ; notese 

l. Así, 

• 

< t (u) <: Ni. Donde, los 

intervalos de los vértices correspondientes a T (u) son unita 

rios. 

Demostración 

La demostración se hará. por inducción. sobre i. 

1) Para i = O 

IT (u) 1 

2) Supóngase que para i ~~ ~e!>cumple 
.·. .. N. -

entonces K 
2 cir, si IT (u) 1 = NK 

la afirmación, es de-
3 

< t (u) <: NK. 

3) Demostremos que para i = K + 1 se cumple la afirmación. 
NK + 1 - 3 

Hay que demostrar que 2 < t (u) < NK + 1 

si j T (u) 1 = NK + l. 

Sea u e: V (G) tal que IT (u)!= NK+l· 
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Hagamos T (u) = T1 U T2 U T3 con y 

1 T
1 

J = 1 T
3 

1 = NK. Conectando las trayectorias T 1 con T 2 y 

T2 con T3 y aplicando 

NK - 3 NK - 3 
que 2 + 3+ 

2 

y por lo tanto NK < t (u) 

que NK + l = 2 NK + 3. 

Por otro lado, t (u) < ~K 

t (u) e 2NK + 3 y por lo f~l'lto; t 

3 
tanto 2 < t 

Lema 3.7 

y.por lo 

• 

si 1 T (u) 1 = Ni y 1 T (vrj = t>li'.+: 1 entClnces t · (u) e t (v). 

Los intervalos correspondientes a :16s·>Jért.ices de T (u) y 

T (v) son unitarios. 

Demostraci6n 

Por el lema 3.6 concluimos que 

N. - 3 
l. 

2 
< t (U) < < t (v) < Ni+l· Pero 

(U)< t(v). 

• 

Definirnos, para los elementos de A una relaci6n ~ de la 

siguiente manera: Sean u,v E A, decimos que 

u ~ v si y s61o si 1 T (u) 1 = IT (v) 1 

Claramente, esta relaci6n es de equivalencia y, por lo 

tanto, induce en A una partici6n P. 
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Proposici6n 3.8 

Sea G una gráfica de intervalos y sea P una partición en 

el conjunto AC V (G}, como se defini6 anteriormente, induci­

da por la relaci6n ~ antes descrita. Hagamos las siguientes 

suposiciones sobre P: 

- Los elementos N0 , N1 , .•. , Nr _ 1 dé. J? son tal,es que si 

u c N. entonces lT (u)l -~ 2 N .. 
1
· + 3 

i . i-

- Los intervalos correspondientes a los véiiices de T (u) , 

para todo u E G, y u 4 A, entonces NI (G) ~ r+l. 

Demostración 

Sí u y v pertenecen a diferentes clases de equivalencias 

los tamaños de sus intervalos correspondientes serán difere~ 

tes. Corno hay r clases de equivalencia, existirán r tamaños 

diferentes de intervalos. Sea u e A, existe X E r (U) tal que 

t (x) < t (u). Por lo tanto, NI (G} ~ r + 1. 

Como se habra observado, hemos considerado familias muy 

particulares de gráficas de intervalos, es decir, hemos pue~ 

to restricciones solamente a las gráficas y no a sus diagra­

mas correspondientes. Considerarnos que si analizamos diagra­

mas de intervalos con ciertas restricciones es factible obte 

ner nueva información que puede ser de gran utilidad para s~ 

lucionar satisfactoriamente el problema que atrajo nuestra 

atención. Los diagramas que analizamos son aquellos que tie­

nen longitud mínima. Aunque no presentamos ningun resultado 

que relacione las familias de gráficas ya descritas con sus 

diagramas de longitud mínima, suponemos que al analizar las 

familias de gráficas de intervalos descritos a la luz de sus 

diagramas con longitud mínima puede obtenerse nuevo e intere 

• 
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sante informaci6n. La siguiente proposición nos proporciona 

la longitud mínima que puede tomar un diagrama de intervalos. 

~~ ' . 

ª - o~AGRA~s 'oE INTERVALOS oE LONGITtJ)) . 

MINIMA 

Hagamos las siguientes considerac'.i.()n~~: . 
-c>,"-J -, ' 

a) Dos intervalos que no se i.nter·~~c.gen•yque.sean 
consecutivos están separados una E ~~~ 

bl Si dos intervalos se i~ie~s~éfa~~irici tend~án l.os 

mismos puntos finales. 

c) La longitud mínima que püede tener un intervalo es 

l. 

(o.j' a'J.)denotará al intervalo I (v.), donde a. (a'.)es 
1 J J 

el punto inicial (final) del intervalo. 

i (D) denotará la longitud del diagrama de intervalos 

D. 

Proposición 3.9 

Sea G gráfica 

~onsideraciones a) , 

mínima, entonces 

donde si 
manera: 

so 

sl 

S' 1 

s2 

S' 2 

s 

= 

{fuentes 

{fuentes 

{fuentes 

máximas de s 1 } 

+c s 1 } de G - 1 

máximas de _s 2 } 
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En general: 

si = {fuentes de c;c - Sl. - 1} 

S! = {fuentes máximas de Si} 
l. 

y sea Hi =Si - (Si - 1 S! 
l. -

1) • 

conjunto de intervalos correspondientes a los vértices de tt
1

. 

Inducimos en los elementos de I (Hi) un orden local, este or 

den será el inducido por el orden de la recta real, esto es, 

I (vi) < I (vj) si y s6lo si ct 11 < ªk donde I (vi) = ( ºh' Clh) 

y I (V.) 
J 

I (1\) lo podemos sirnb2_ 

lizar por I (11
1

) = { 1
0

, I 
1

, .•. , I
5

} , donde no necesariamen 

te I i.. = I (Vi) • 

Demostraci6n 

La demostración la hacemos en 3 pasos: 

1) Construcción de D (Gr~ 

2) Obtención de .e. (O (G)) 

3) Demostración de que .e. (D (G)) es mínima 

c 
Como G es de intervalos tenemos que G es de comparabil! 

-;c e 
dad. sea G una orientación transitiva de G • 

1) Construcción de D (G) 

sean i = 1 
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-+C 
a) Sean Si= {fuentes de G - s 1 } 

i-1 

s• {fuent.!'!smáximas.de si.} 
i 

H. = S. - (S - S' ) 
l. l. i-1 i-1 • 

b) Localizamos, sobre IR,! 11. 1 puntos a distancia una E 
l. 

uno del otro, empezando una e después del punto P
1

_ 1 . 

c) Numeramos los puntos localizados de izquierda a derecha 

y en forma progresiva. 

d) Sea v. t:: S! y sea l (v.) = (uk, nk'). En este paso quere 
J l. - J -

mas asignar longitud a los intervalos correspondientes a las 

fuentes máximas; hay dos casos a considerar: cado d.l) si 

v. t:: 11. y caso d.2) si v. 4 H .. Desarrollamos, a continuación, 
J l. J l. 

ambos casos. 

d.l) Si v. t:: H. para alguna j, entonces l (I (v.)) =l. 
J l. J 

Por lo tanto, uk = ºk + l. 

d.1.1) Si vj c si -Hi ento~ces e. CI (vj)) = aa + t::r y 

a.k = ªk + ~a + t:: r ; donde ªk es la longitud acumulada del in­

tervalo I (v j) hasta la iteración i - 1 y r es el número de 

puntos localizados sobre m después del punto pi - 1. 

Sil (I (vj)) < l hacemos l (I (vj)) 

l (I (v.)) < 1 contradice la condici6n c) 
J 

l; ya que, si 

Para los intervalos correspondientes a ~uentes no máxi­

mas no conocemos, aan, su longitud. En esta iteración determi 

namos que longitud acumulan. Sea vk c Si -Sl (vk es fuente no 

máxima) y sea I (vk) =(ah, ci.h). 
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Sl.. H t "k d.1.2) vk E i en onces ªh 

Ahora, ariáÚz~!lÍÓs~eÜc.i:i.so. d; 2f: 

l+E!I-I.í\S~i -Eh ¡( \ l. 

d.2) Si Vj ·4 ~l·'J~i.~'.·éó·~~· j,·~ntóncesi (I (vj)) =tia+ Er 

- .·.·. ', -. . ·> 

y ªk = ªk + ªª + cr. De ;iu;;~o, ,sil (I (vj)) < 1 hacernos 

l (I (v.)) l. 
J 

Enseguida, determinamos que longitud acumulan los interv~ 

los correspondientes a las fuentes no máximas. Sea vk E S. - S ! 
l. l. 

(vk es fuente no máxima) y sea I (vk) = ( ªh, o.h). 

d.2.1) Si vkc Hi entonces él~ =t:CIHil + lsj_ll -ch. 

d.2.2) Si vk ~ H; entonces éi~ 1- a~+E(l~II +Jsj_I>. 
-~:~- --~-_-J?:: -\~--'.''.~: ~,-

e) Sí Sj_ n Hi = <j> hacemos Pi = Pi~;~ t~'.~c ::JJ~il + 1 Sll ) · 
~- ', :-«·.;; ·-:, --:>'.:_' ): 

de lo contrario.Pi _ Pi:.; 1_..~t ).~c';t°1'f.J~~l'1' Hi 1. 

f) Sí todos los v~rtices ~·~.G~<~h~ sido procesados 

fin, sino i + i + 1 y i-~gr~samos a a). 

2) Obtención de l (D) 

Cada vez que asignarnos• Pi= Pi~l + E (!Hil + !Sj_I) 

aumentamos t (D) en e !\H1 \ + \ Sf\> · 

Cada vez que asignarnos a P - p· +· 1 +el S! n H. 1 i - i-1 . .. . ' l. l. 

aumentamos l (D) en 1 + e 1 S ! íl H.\ • 
l. l. 
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Sea m las veces que hacemos 

pi = pi-1 +. É 
: ~·' '· .· ; . '. 

sean lasveC'es que h~c~mos 

P; = P
1
• -l + l + e: 1 S! íl H. i 

.... .• l. J. 

m 

• .l (D) = L E ( 1 HJ. 1 '.+J 
j = 1 

n 

¿ [ 1 + e:· 
i = 1 

3) Demostración gue l (D) es mínima 

Supongamos que del punto Pi hacia la derecha la longitud 

del diagrama es mínima. Veamos que la longitud del punto Pi_ 
1 

al punto Pi es mínima, es decir, Pi - Pi_ 1 es mínima. 

Hay dos situaciones a considerar: 

En este caso, Pi - Pi_ 1 = e: r; donde, nuevamente r es el 

número de puntos localizados sobre m una E después del punto 

Pi_ 1 hasta el punto Pi; separados una E. Por lo tanto, Eres 

mínima. 

2 i pi - pi - 1 > l 

Esto significa que existe al menos un intervalo de longi­

tud uno entre los puntos Pi_ 1 y Pi; el número de intervalos 

que cumplen lo anterior está dado por IH. (\s ! 1. Por lo tanto, 

(\ 

l. l. 
P. - P. 

1 
= 1 + E( h-1. S! il y claramente esta longitud es mí 

l. l.- J. l. -
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nima. 
En consecuencia, la ],ongi tud del diag:r:ama de;!. punto Pi_ 1 

hacia la derecha es mínima. 
Ilustramos con un ejemplo la proposici6n anterior. Consi 

deremos la siguiente gráfica G: 
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Su diagrama de intervalos de longitud mínima es: 

~ o p:¡ 
111------1 

121-----I 1, 1-------------1 

1 Jl-1 ---~~.,fl----llf.J------1 1 al 
1 

1.1 1 l 10·1---------l 

1,1------1 la~ 

Con l. (D (G)) = 5 + 12 e:. 

~' p6 
1 

pº 
1 

1 1 J 

11-1 f----1 116 

115 

IR 

El complemento orientado Ge de G se presenta a continua-

ci6n: 
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4C 
Complemento orientado G de G. 
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1) Construcci6n de D (G) 

Iteraci6n 1-

- E: 

se, = $ 

si = ffuent~~ .1n~x.fM,a,.s. d,13.s.úJ~.~rWi·1i Y2 , Y 3 l 
,J;~;;:,~~ :,<' .~: ~.:-_··. 

Hl = sl - rso ~~S6;>'·;·J.\t's'~~~'!f~~i'";;•f(·~i;:"'v3; V 4, vs, V 6} 

Ii-l = I (vi); i = 1, 2, ... , 6. 

b) Localizamos y numeramos, sobre lR, IH
1 

1 6 puntos a di2_ 

tancia una e uno del otro, empezando una e despu~s del 

punto P0 . 

d.1) Ya que v
1

, entonces 

l ( I y 

Cl 1 = 
1 

Cl 1 

3 
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d.1.2) Como v 4 , v 5 , v 6 e: Sl - Sl y v 4 , v 5 , v 6 e: Hl ha­

cemos 

aj = l + e l.H1 n si 1 - Je = 1 + 3 e - 3 i:: = l 

4 e: = 1 + 3 .i:: - 4 e: = l - e: 

ª6 
5 

reetiquetamos de la 

I - (~s a's) I =-4 - ~4' 4 , 5 

e) si (\u 1 

P 1 = P 0 + i +e: lsi n u1 1 = 

o 

- E a¡ 1-------1 ex; 
') i---------t «l 

°'J i--------+ a~ 

°'4 
°'s 

Iteraci6n 2 

a) s2 {V 4' VS' v6' v
7

, va } 

S' 2 { V 4' v
5

, V7 } 

H2 = { V71 va } 

b) Localizamos y numeramos, sobre 

distancia una e: uno del otro, 

y 

IR 

m, lu 2 1 = 2 puntos a 

empezando una E: después 



del punto P1 . 

I (H
2

) = {I
0 

t 

d) Sean I 

Cl 1 = 
7 

d.1.1) 

l 

.e. 

8 
ª1 = 1. 
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De nuevo, r 1 =1.(vgl= (a~,. 

ci6n es local. 

1 y 

y 

hacemos 

esta nueva etiqueta-

:-::/:~~,<· 
d. 1. 3) Como V G ¡:;; S 2 )-r5:r y'~ V{ rw; -hacemos. 

·.···! <.;·: :·(: . 

. :~.·~·_/~;:.:_:;__;_'.;:="~ " ' 

a~+ a~+ T+'F::l,~ 2 (\s2l = 2 - F::, en consecuencia 

2 - e:. 
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1 H (\s• .1 .. = 2 2 2 + 3e:. 

p p , 2 

-E t------1 a'1 

ªz t------it'.Xi <la t-------
a3 ~ ª~7 -------i~ 

1---------~ a4 

1----------1a;. 
a 

Iteración 3 

S' 
3 

IR 

b) Localizamos y numeramos, sobre JR, ltt 3 1 = 3 puntos a 

distancia una e: uno del otro, empezando una e: despu~s 

del punto P 2 • 

d.1) Puesto que 

d. l. 2) Como v 11 e: a3 hace-

mas 

a i O = 1 + € 1 H 3 (\s j 1 - e: = 1 

1/ 
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d. l. 3) Como v 6 , 4ii3 hacemos 

= 3· y 

e) s3 (\u
3 

= {v
9

} ; ~6r',~;cii}c1ü'e , 

P
3 

= P
2 

+ 1 + E l 1; 3 fl:~;i i 3 + 4E 

o p 
1 

IR 
-e: 

a3.l-------n! a,1-------1 

a<.oi---------"' °'101----

ª•'--------~O<; ª11·L-----a·,._ _________________ _ 

Iteraci6n 4 

a) S4 = {v6' va, vlO' vll'· vl2' vl3 ) 

S' 4 {v6' va, vlO' vll } 

H4 {V 12 I vl3} 

b) Localizamos y numeramos, sobre lR, IH4 1 = 2 puntos a 

distancia una e uno del otro, empezando una e después 
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del punto P3 . 

d) Sean I I (Vl 3) = ( CI CI ' ) 13, 13 . 

d.2) Como y 

· l (I 

31.': = 2 + 41.': 

+ 4i;: 

l = 1 + 41.': 

Por 

d.2.1) Corno v 12 , v 13 i;: 

Cl 12 
o 

Cl 13 
1 

5 e: 

e) s4 (\H4 = 

= 3 + 101.': 
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I! o P, p2 p3 p4 IR 

ª• 1-------1 a; 
«. 

Cl:9 nf ª¡J la7 l au 

~ ª• Q:o 

a..i---------1 a¡ ª11 ah 

<4 

Iteración 5 

b) Localizamos y numeramos, sobre IR, l 11 5 1 = 2 puntos a 

distancia una e uno del otro, empezando una e después 

del punto P 4 . 

entonces 

l (I 

d.1.1) Como 4 H5 entonces 

l (I = Se 

se + 3E: = Se y como arn-

bas longitudes son menores que l hacemos 
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Por ).o tanto, o: 1•2 = ª 12 + 1 4 + 5e: 

= 1 4 + Ge: 

d.1.2) entonces 

~14 
1 

E ,: l. 

e) s5(\tts = {vlS}; por. 1o que 

P5 = P4 + 1 + E: 1 s5(\tt 5 I = 4 + 11 e:. 

e o p, P2 ~ P.. ~6 IR 
1 1 1 1 1 

-E: a¡ ª• 
Oz e.e; ºª a6 

• n, °'r~1 
Ctp ai3 

<l3 Q3 1 la 1 ~ la¡, 

0'.4 ¡ Ja~ ª" 0:'10 

a, n; Ct11 .~H t~ 
a., «6 ª" 

Iteraci6n 6 

S6 = fv
14

, v 16 } 

H5 {vl6} 

b) Localizamos y numeramos, sobre m,IH6 1 = 1 punto a dis 

tancia una e: del punto P5 • 
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por lo que a16 = a 16 + 1 5 + 12e: 

d.1.1) Como 

l (I 

ª1's = 

e) s~ {)tt6 = 

IR 

Q2 ctj cte ~ 
,ctu ct13 

QJ a'3 ct·,I ¡d, r9 °i' ct11 Ciii 

et.o o..' 0113 cti, 

Qi'l14 Qr 1~ o;, 
°'' a, °'" 1 1 

ª" a~ 
~ ~ 

La longitud del diagrama es 5 + 12c. 

Abordamos el problema anterior pero con las consideracio 

nes siguientes: 

1) Longitud mínima de los intervalos es l. 

2) Dos intervalos que no se intersecten y que esten con­

secutivos estaran separados con una e: • 

3) Dos intervalos que se intersecten pueden tener el mismo 

punto final y mismo punto inicial. 

¿Cuál será 4 (D (G))?. 

Veamos en que se transforman o· (~j_) _ y o (Si>. 
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O (SI) D' (SI) 

--------. 
O (Si') O' (Si') 

El paso d) del problema anterior se convierte en: 

,, 

d') Sea vj e: Si_ y sea I (vj) ,~. (~ k' ak) 

y por lo tanto nk = ªk + l. 
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d.1.1) Si v). e S! - H. entonces l (I (v.)) = &j. 
1 l. J k 

si l cr .(Xj r> <} ~.~t.ºn,c:~~f ~~, )~j >> .· = .1 + e:. 
-"· --7 ~-~: '' ' 

sea vk e:>~?·~ s1··. (vk e~ f:€~nt~¡J6· iüáxiina> y sea 

1 (vk> = (ah··•.1 a• l h 
:<r"/,'--

·. •. ':)' ·.: ......... :.~ .. ·.: :· - -·- ·:.?:,:f.'":·,.-· . 

d' • 1. 2) Si vk e: Hi e~~~nc~s ci~¡:~,~·f· ;0';:~:. 

a•. l. J) si vk 4 Hi e~t~~cef;.~~ .•• ·~.'..~]l.~.·.;f.t;:;i. 'i + E· 
·--.. - .. ~-·.~ - --- ¿-"'" ".-'.~:-:_./>-~'.-:.~;. >,:.~.-

d' .2) Si vj ·4. Hi para ~Q~a .. jj'!~~o~cef:! f/•(L(~j)). = 
", :_· u~<-~-;'. :- ~:.: . ~•<> ·-· 

ª' = k ªk +a~: s; 0.l~t1'.'.~}~f>T> ···· ·· 
= r. .· ... >t. :··· 

:J_;-_<~ >~ ~::.-~)-

_·}.'.>·-".-')l.>> 
- sf.lvit'Le~ ;.fuente 

d'.2.2) Si vk 4 Hi entonces 

El paso e) se convierte en: 

G> hacemos 

e'.l) Pi 

de lo contrario 

e'.2) Pi= Pi-1 + 1 +e: • 

nomáxima) y sea 

y 
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•1-C 
Si todos los vértices de G han sido procesados fin, 

sino i + i + 1 continuar. 

La l (D (G)) será: 

Cada vez que sucede e'. 1) aumentamos ·l (D) en e: 

cada vez que sucede e' • 2) aumentamos l (D) en 1 + e: 

sea m las veces que sticede.~' .1) 

Sean las veces quesucedeE!'·2) 
'.;' .. ~::~~):-! ·~· 

C - CONCLUSIONES 

Como se manifestó al principio de éste capitulo, el pr2 

blerna a resolver fue hallar las características que poseen 

aquellas gráficas de intervalos cuyo diagrama de intervalos 

correspondiente necesita de dos y sólo dos tamaños diferen­

tes para poder dibujar sus intervalos. 

Primeramente, tratamos de resolver dicho problema anali 

zando casos particulares, es decir, analizamos gráficas que 

satisfacen NI (G) = 2. Y a partir del análisis de estas grá­

ficas tratamos de inferir las condiciones necesarias y sufi 

cientes para que NI (G) = 2. 

Las condiciones que se desprendieron del estudio de es 

tas gráficas son: 
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1) Si V (G) = v 1 u v2 tal que para todo V E vl, lccv>l~2 y 

para todo u E. V 2 , le (u) 1 +3 entonces NI (G) ;ii 2. 

2) Si existe A cv (G) ' donde· 

A = {u E V (G) u es F_;vártice y 1 e (u) 1 ~ 3 } entonces 
NI (G) r, r e: lN. 

Es fácil veri~icar que estas condiciones son suf icien­

tes, más no necesarias, es decir, si G es gráfica de interv~ 

los y satisface, por ejemplo, la condición 1), podemos afir­

mar que NI (G} = 2, sin embargo, si G cumple NI (G) ) 2, no 

podemos afirmar que G satisface necesariamente la condición 1). 

Al no encontrar las condiciones necesarias y suficien­

tes para que una gráfica G de intervalos cumpla con NI (G) = 2, 

nos avocamos a la tarea de encontrar familias de gráficas de 

intervalos para las cuales las condiciones halladas fueran 

necesarias y suficientes. 

Así, encontramos que para los árboles que son de inter­

valos y la familia de gráficas descritas en la proposición 

3.3 pág. 43 la condición 1) es necesaria y suficiente. 

Si en la condición 2) permitimos que los F-vértices se 

"aniden", la condici6n será necesaria y suficiente para la 

familia contemplada en la proposición 3.4 pág. 44. 

Al restringir la familia descrita en la proposici6n 3.8 

pág. 49 y al cambiar ligeramente la condición 2), se observa 

que la condici6n es necesaria y suficiente para dicha fami­

lia. 

Creemos que para encontrar las condiciones necesarias y 

suficientes para que una gráfica G satisfaga NI (G) = 2, es 

conveniente estudiar los tamaños mínimos y máximos que puede 

tomar un intervalo. Por ejemplo: 
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1) Si u es a la vez F-vértice y T-vértice entonces 

1 T (u)2 I - 3 < t (u) < 1 T (u) 1 

2) Si u es de la forma 

u 

3) Si u es de la forma 

u 

4) Si u es de la forma 

u 

entonces 1 e .(u) 1 - 2 ~ t (u) < "' 

entonces IT (u)I - 3 < t (u)< .. 
2 

entonces Je (u) 1 - 2 < t (u) < "" 

Obsérvese, que los vértices descritos son vértices muy 

especiales. Para vértices más generales hay mucho por hacer. 
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