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RESUMEN -

El prbposito del presente trabajo es presentar el esta-
do actual de las comparaciones m@ltiples de medias. En €1
se han recopilado trabajos importantes que se¢ han publicado
hasta 1982. El interés que se persigue, es dotar al intere-
sado, de una compilacibén actualizada de las pruebas de compa-

raciones mGltiples de medias.

La presentacidén de cada prueba estadistica se ha hecho
de manera intuitiva a fin de ser accesiblc a otros profesio
nistas con interés en esta area. Cada prueba consta de un

ejemplo numérico y de tablas adecuadas en un apéndice, al fi-

nal?

En el capitulo I se exponen las pruebas de comparacio-
nes mGltiples que constituyen el punto de partida en este
tipo de pruebas simultfneas; en Este se incluyen la prueba
de Fisher, conocida como diferencia minima significativa
{DMS), Tukey - conocida como diferencia minima significativa

honesta (DMSH), SNK - propuesta por Student, Newman y Kenus,

*

Algunas phuebas no contienen efemplos numéricos ndi tablas, porque
£a prueba estadistica en cuestifn todavia no ha sido completamente
desarnollada,

i
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- IntrODUCCION

Los prime:oé'ffab__ hb”‘qéfﬁﬁﬁéfa'mUy genéral,‘fug
ron los de Irwin, J,".,o.‘;,.’_u,g,zs)“_"y_s:tu‘Qent frcxigzkn},"ei primero

de estos -Irwin- se baS67eﬁ‘algunos‘trabajps de F. Galton y

K. Pearson, sobre la distribucién de las distancias entre

la observacibén mixima y su antecesora; el segundo de ellds,
Student, usando los resultados de K. Pearson y L.H.C. Trippett

sobre rangos normales, propuso cl rango como criterio para

rechazar y repetir observaciones en anflisis rutinarios.

R.A. Fisher cn 1935 propuso usar pruebas de t individua-
les, seguidas de un andlisis de varianza para seleccionar
aquellos efectos que provocan una significancia estadistica;
esta idea después fue conocida como la prueba de la DMS (di-
ferencia minima significativa). En 1939 D. Newman formuld
la primera prueba de rangos mGltiples para ¢l problema de and
lisis de varianza, utilizando fundamentalmente las ideas de

Student.

Estos trabajos constituyeron la base del estudio de las
comparaciones mfiltiples. Sin embargo, ninguna de estas ideas
estaban completamente desarrolladas; los fundamentos de las
comparaciones mGltiples quedaron establecidas por Duncan,

Sheffé y Tukey, entre 1947 y 1955. D.B. Duncan estudid y de-



scheffe, Duncan y Bonferroni. En el capitulo-II sé han in-
¢luido las pruebas que comparan varios ffﬁtamiéhtééiexperimég
tales contra un tratamiento controlj el trabéjd ihicial en
este tipo de comparaciones mdltiples, fue elaborado por Duncan
(1955) y posteriormente se modific6 para casos desbalanceados;
se incluyen otras pruebas que cubren el mismo objetivo: com-

prar simultdineamente varios tratamientos contra un control.

Las pruecbas de comparaciones mltiples propuecstas hasta
la década de los cincuentas se han incluido en el capitulo I;
sin embargo, estas‘pruebas resultaron poco robustas para dise
fios desbalanceados, con heterocedosticidad o con correlacibn
entre las medias de los efectos. Este tipo de pruebas se han
incluido en el capitulo 111, que en esencia son modificacio-

nes a las pruebas de Tukey, Scheffé y Duncan.

En el capftulo IV, se han agrupado una miscelanea de
pruebas de comparaciones multiples de medias. En &ste se in
cluyen pruebas para disefios con datos faltantes, con uno y
dos criterios de clasificacién, con efectos fijos y aleato-
rios, para disefios de bloques completamente al azar y para:
el andlisis de covarianza, pruebas que usan rangos y otra

que usa técnicas de anilisis de conglomerados.



sarrollé el uso de pruebas de rangos miltiples, aungque fistus
fueron pensadas para hacer pruébas de significancia y no pa-
ra intervalos de confiaﬁza. Jaw;'rukey,introdujo el'uﬁo de
las pruecbas sobre diférencid de varianzas y se considera que
€1 incorporb el uso de las pfuébaé dc:comparaciones mﬁltiples
en la prictica estadistica cotidiun#. H. Séheffb, inve§tig6
la relacién entre las cdmquaéiones mdltiples y las hipétesis
lineales generales, proporcionando una interpretaciﬁn de los
intervalos simultdneos de cohfia@ia'd'las‘pruebhs de anidlisis

de varianza.

Los trabajos importpp;gs‘ﬁés,ycqieéﬁé;fhanfSidb'élhbo?g;

dos por Miller (1966), Seeger (1968), Kurtz o

y Duncan (1965).

1. ¢éQué son las Comparaciones Mdaltiples?

Supongamos que X es una variable a;egtprigJégnJupaZQig

tribucibn normal de media p y varianza o?

X ~ N(u,0?)

si

X1 ~ NQu,1) Xz v N(ua, 1)

X1, Xz v.a.i.d.o



podemos pustular la hipbtesis nula

1'Ho : u; é_0,‘u2 =0 e

pero pudimos'haber:postuiadq

por separado.

Hoy ..

Hos s pgz =

El probar de manera simultdnea u;=0 y u2=0; concierne

resolverlo a la filosoffa de las comparaciones mdltiples.

Probar 1la hip6tesis (2) por separado es s6lo una de las po-

sibles formas para probar Ho. y no concierne a las compara-

ciones mGltiples, resolverlo.

Otra forma de comparar u; y Hz e€s

Hi ¢ m=0 u;=0

H» : ui=05»ug>0

<~
©

H1<0 u2>0

He : m1>0 u2=0

(M

(2}



Cuando se hacen varias comparaciones de manera simulti
nea, no es suficiente con rechazar la hipStesis nula para
dar una conclusidn, sino que debe encontrarse cuiles medias

producen el rechazo de la hipétesis global.

Si el investigador esti interesado en cuantificar el ta
mafio del efecto no nulo, entonces son necesarias las pruebas

de significancia o los intervalos de confianza.

2. Consideracione; sbb

thdé ;ast6mpafaqiones‘k
Haitiples. s : e

En la mayorfa de los casoé, es necesario realizar un ani
lisis de vyarianza para encontrar la significancia de las me-
dias. Una vez realizado este proceso debe observarse si el
interés del problema es meramente exploratorio en cuyo caso
las comparaciones mdltiples son lo indicade. Por otro lado
es necesario determinar si se desea una prucba de significan-
cia 6 un intervalo de confianza; las pruebas de significancia
son utiles cuando deseamos comparar u; y Wz ¢n cualesquiera
de las opciones antes indicadas -una situacibn distinta suce
de, cuando una de las poblaciones a comparar es un control-;
los intervalos de confianza son Gtiles para encontrar, dada
una probabilidad, en qué regi6én se ubican simultineamente los
parfimetros i y u2. Otro factor que debe tcnerse en cuenta
es saher qué comparaciones realizar y cufindo realizarlas.

Hay situaciones experimentales en las que se desea elegir



ciertos contrastes de interés previamente a la realizacidn
del experimento, o bien sugerir hipbStesis a la luz de los
datos, en el primero de estos casos suele probarse cada com-
paracién por separado, mientras que en el segundo caso se
utilizan los métodos de las comparaciones mGltiples. El uso
prictico de las técnicas comparaciones mGltiples, consiste
en dar ciertos limites al efecto previamente elegido mis que
ofrecer una solucifn exacta. En seguida se ejemplifica el
modo de operacibn de una prueba de comparaciones mdltiples

sencillas, la DMS (dif. min. sign.) de Fisher.

Ejemplo 1.

Supongase que se tienen 5 tratamlentos,A B, C D E,
en un disefio completamente al azar con 6 repet1c1ones.”3Lé$»

medias de los tratamientos son:

A B C D B
55.16 60.16 72.83 70.5 64.16

para el ejemplo la tabla de anilisis de varianza tiene como
cuadrado medio del error 4.51, con 25 grados de libertad y

05 05
la F calculada es 70.31, en este caso F = 2.76, F . >F
4,25 c 405
por lo tanto hay evidencia significativa de que las medias
de los tratamientos son distintas, Sin embargo, la prueba
de F en el anidlisis de varianza indica solamente que existen
diferencias en las medias de los tratamientos, pero nos dice

- * 3 - . ’
muy poco en dénde residen tales diferencias; es decir, cua-

les medias son las que producen la significancia estadistica.



los métodos de las comparaciones miltiples se disefiaron para
examinar un conjunto de medias y encontrar culles medias pro
ducen el rechazo de la hip6tesis nula (i.e. Ho*:i.las medias

son iguales).

Antes de introducirnos en métodos de comparaciones mGl-
tiples mis elaborados, comenzaremos con dos métodos muy sen-
cillos, aprovechando el ejemplo 1, mis adelante los_enuncia?,

remos a detalle.

Una vez que la F resulta significativa,'después'de_uﬁ.
anflisis de varianza, todas las diferencias‘por'parejaé'de
tratamientos se puedcn comparar. El procedimiento consiste
en encontrar la diferencia minima significativa (D.M.S.),

usando la t-Student, para el caso balanceado tendremos

a
DMS = ¢ }——2 CME
Blorror T '

donde r es el nGmero de repeticiones de los tratamientos y
CME es el cuadrado medio del error. En el ejemplo cada tra
tamiento tiene 6 repeticiones y el CME es 4.51, entonces con

una t al 5% con 25 grados de libertad es

DMS = 1.708 JTZ (4.51) = 2,09 ... (3]

ahora comparamos esta cantidad con las diferencias de los

pares de ‘medias; aquellas diferencias de medias mayores que



2.09 indicaron posibles diferencias feales‘

Sin embargo debemos hacé;ri0i¢5mﬁ&fa;ioqés dg pares de
medias y seguramente que alguh£s difcféhéjaS serdn falsas
positivas (i.e. declarar dos'médias‘dé.traﬁamientos distin-
tas, cuando en realidad sbn igﬁéieé).7~Uh procedimiento alter
nativo es usar el nivel de sigﬁificéncia éntre el nGmero de
comparaciones, en nuestfpiéﬁéoksipbf%ciénto/10 = ,5 por ciento,

en lugar del S5 por gieﬁfé"'

Entonces tendremos

tratamientos significativamente

Este procedimiénto basicamente fue el sugerido por Fisher
en 1935, excepto que €l sugiere haéer m-comparaciones de inte
rés antes de ver los resultados, con un 51 m por ciento de
significancia. Sin embargo, se puede encontrar que la prueba
de F global sca significativa, pero ninguna de las pruebas de
t, para diferencias por parejas, sea significativa [Miller

(1966), pag. 91] .

Una explicacibn y desarrollo mis detallado se encuentra
en el interior de este trabajo, por el momento s6lo se hara

el planteamiento de manera superficial.

Supongamos ahora que no tenemos interés en tedas las com-

paraciones entre 5 tratamientos del ejemplo 1, sino en aquellas



medias mis altas. O bien podemos elegir las medius mis ba-
jas u otras combinaciones de interés; para cada objetivo se

utilizan té&cnicas distintas.

3. HNota Preliﬂihgf.3

Las pruebas de comparaciones mﬁltlples tlenen fundamen-
talmente fines exploratorlos, 51n embargo algunos 1nvest1ga‘
dores estarén 1nteresados en hacer comparaC1ones por parejas
de medias y otros estarfn interesados en ciertas comparaciones
especificas entre las medias. En el primer caso gencralmente
no existe un conocimiento especifico sobre qué medias compa-
rar; en el scgundo caso existe de antemano una idea estructu
rada de qué medias comparar. Para esta Gltima situaciones
es recomendabhle usar contrastes para comparar las mediasjde;
los tratamientos de interés. (Ostle: 1981, pég. 2931{‘ En, 
primer lugar nos referiremos. a los contrastes’porqﬁgrmuéhds

de las comparaciones mGltiples usan contrastes. '

Definicion 1.

Se llama constraste.

yinaci6n lineal de las me-

dias =, de los tratamientos



tal que

g
e
»
i
£

La estimacién de ¥ esta dada por

10

si el modelo es completamente al azar con P tratamientos,

se tendri

i=1, 2,...,p

YiJ'V “u e .T'i,’;_;;cij j=1, 2,...,n;
ei:i. ~ .N(;OJ,.(’?’) independientes
y ademds si ¥, = ;_:Yij/r’x’:if
Y, N(“'_*'*‘,i;n"z/“i) con y; = ﬁ;

de donde

Euij =.u+ &

RAC



una propiedad deseable de ¥

decir

(NOTA:

11

que

E(Y) = ¢

~ P L ]
La estimacibn de ¥ esta dada por ¥ = ] C.Y. , 'de donde
. i * :

g P p
M C. C.vr. = C.t
i=1 §=1 2 gnl 13
P
> uf C. = 0
i=1
} oo, = 0
& —> . =
i=1 1

u depende de las caracteristicas comunes a toda la
la poblacién y no del disefio seleccionado, por ello
P

no podemos asegurar que ¢ = 0, luego Z Ci= 0).
1=]



P .
De aqui se observa que la condicién '} Ci=0 es impor-
i=1
tante para la estimacidén de VY.
Los métodos que describimos en este trabajo ofrecen
pruebas de¢ significancia y/o intervalos confidenciales para

pruebas de contrastes y para comparaciones dos a deos. Los

intervalos de confianza son del tipo

donde el valor D depende de;la ptuebgfcdnsiderada.

En el modelo Y,..=u+t. +EL de 1nido anteriormente, se

ij ; 13
tiene
Yi- Ncu""fi)q /ni]
zp‘ (:_,._2
- Xcilyl ~ N(fC4y755 0 Z; —)
i=1 i
como

P - P :
y. = C..T: " W= c..Y.
g 3 A 23 §=1 31 i.

=> Y. ;N(‘l’,,,,q,z,zg',-_—r-l—_,
BT L. Vs T



Definicidn 2.

Sean W Yy Y dos contrastes tales quc sus respectxvas

para n;=n (i=1,

Calculamos 1la covarlanzaf”ntre le' Wz, ya que si 1a co:

varianza es cero y ¥, y’ Wz, se d15tr1buyen normal, entonces

obtendremos que WJ y Wz seran~1ndepend1entes.

COV(QJ,Qz) = E {Cax - ?1)(§z - Wz)}

1213

B

uM*q S



1) i # j;‘jentCﬁges’

2) i = 3j; entonces

. EE

é,.(?i. - Ti) ’

IR .
i, jP *'Ti'fu) :

CEQG T BEQY e e T)

.7+ H(Qﬁjﬁi”‘;



Por lo que

Cov(qx,V;) = ;J 1i ZJE(_; = TiJ;YEf" ?j) + Z L]l ZJL(Y - Ti)(Ys:'Ti)

de-aqui que la condicibn.de drtogonalidéd impliqdé”égvafiané

Za cero.

En resumen la combinacién de:los.efectos de tratamientos

es un contraste si

es tal que



1o
Por ejemplo si P = 4 tratamientos, la combinacién

T3 - (11 + T2 +°Ty)

es una combinacién lineal de 1las mcdias de los tratamientos,
sin embargo no es ningun contraste porque la suma de los coe-
ficientes es (+1 -1 -1 -1 = -2) distinta de cero. Esta com-
binaci6n compara la media del tercer'tratamiento con la suma
de las medias de los tratamientos restantes; para que cumpla

con ser constante,’ entonces debemos comparar T3, con el pro-

medio de las medias restantes -es dec1r

‘cientes es cero-

son ortogonhales si



3= 201+ 6:?2.”:’7*.“‘*‘77‘.'3 19Ty

A % = 271 +6T2 "' 111'73;0,4’1"." ‘2‘3'[5

para n;=2, np=6, Nn;=11, n4=24, ng=2, son contastes ortogonales.

anilogamente se encuentra que ¥, y ¥a; ¥y .y W};';W1 y Yoo

¥s y Y4 son ortogonales, por lo que, ¥, ?2, ?3‘y‘YQ son mu-



15

tuamente ortogonales,

También puede probarse (I. Mé&ndez 1976), que el_nﬂméro'
miximo de contrastes ortogonales es P-1. Pero debe;subrh-
yarse que a pesar de la ortogonalidad de los p-1 conﬁrqéteégik

los estadisticos de prueba‘no son independientes.

De todos los conjdntos:de contrastesrortogénalgg,r¢1"
investigador debe escogef él que mis conviene a sus iﬁterc-
ses. Los contrastes ortogonales son deseables pefo no absq-
lutamente esenciales. Cuando se tiene interés en varios con-
trastes, la falta de ortogonalidad no debe ser obstﬁcﬁlo para
hacer pruebas estadisticas siempre y cuando tales contrastes
no sean sugeridos por los datos (V. Chew,1977). Losvcohtras-
tes sugeridos a la luz de los datos deben 'ser probados por

métodos de comparasiones miltiples especiales.

Una pregunta natural puede ser zSon mejoiéSj;oslcontras-'
tes ortogonales que los no ortogonales?. Intuitivamente los
contrastes ortogonales son preferibles si se desea que no es-
tén correlacionadas las estimaciones derivadas de los diferen-
tes contrastes, puesto que &stos garantizan la independencia
al tomar P-1 contrastes; sin embargo, como ya lo hemos hecho
notar, el contar con un conjunto de contrastes ortogonales neo
significa que debamos probar todos ellos, sino Gnicamente de-
berin analizarse aquellos contrastes que sean de interés para

el investigador (Ostle 1981, p&g. 295).



4. Ejemplo de Ingenieria Biom&dica

En algunas pruecbas de comparaciones mGltiples se toma-
rén como ejemplo numérico un experimento en Ingenieria Bio-
médica y considero convenicnte exponerlo ampliamente en esta

seccidn (tomado de Anderson, 1979 pig. 162).

Un ingeniero construyd un aparato mccﬁniﬁo‘pérahsiﬁulér
el sistema circulatorio dei_scr humano; se us$ unrtgaaue dé
agua como simulador de la presibn sanguinea, la cual se po- .
dia controlar. Se utilizd ademfis una bomba que simulaba 7
las pulsaciones del corazbn y un sistema de mangueras flexi-
bles imitando el recorrido del torrente sanguineo. El motor
en cuestifn podia controlarse de tal manera que el pulsb va-
riaba de 0 a 220 "latidos" por minuto. En el-experimento se
usaron 4 tipos de vdlvulas protéticas y 6 diferentes ritmos.
de pulsaciones por minuto. El experimento se realizé de la
siguiente manera: Cada vilvula se corrié dos veces pero de;
manera aleatoria, en cada corrida se probaron cadé uno de -
los 6 ritmos de pulsacibn en forma aleatoria. Para ciafifif
car este disefio, considere los cuatro tipos de vﬁlvulﬁs cono
tratamientos y con un orden completamente aleatorizado, de
tal manera que cdda tipo de vélvula o tratamiento es proba-
do en la miquina dos veces, en cada prueba se tiene una vil-

vula nueva pero del mismo tipo. Note que cada sesidn de prue-



ba constituye un bloque y cada sesibn esta anidada en tipo
de vdlvula. Hasta aqui se ha.descrito 'un disefio completamen

te al azar, y el tipo de aleatorizacidn puede ser asi

TIPO DE VALVULA
1 2 3 4

4 5 2 7 6 3 13
ORDEN DE SESION DE PRUEBA

Usando el esquema anterior, se¢ selecciéha priméramente
la vilvula 4 y se realiza la sesifn de prueba con los 6 rit-
mos de pulsaciones previamentc aleatorizados. En seguida se
selecciona la vilvula 2 y se procede de igual manera hasta

terminar en la sesi6n 8 con la vdlvula 3.

El modelo que sirve para analizar los datos, obtenidos

de esta manera, es
Yizki M Vs S5yt S Pt YPik SRk T Scaske)
i=1,...,4  j=1,2 k=1,2,...,6 %=1

donde
Yijkl = Es la respuesta del flujo de gradiente miximo

(mm Hg) obtenido de la j-€sima sesibn k-Esima
pulsacién, i-ésima valvula.

¥ = Media global



Sj(i)

VPix
SPik(i)

€lijkh)

. Efecto de la i-é&sima valvula (fija).

.

”Efectdrdé,ia sesifn’ j-6sima (vdlvula aleato-

ria},en-el.i-ésimo tipo de vilvula.

'.Error de restriccién causado por los 6 tipos

“2(i3)° °

de ritmos de pulsacién corridos en la J és1ma
sesibn-de vélvula i. e

"‘Efecto de la pulsacién k-éSima;j ;@'

" Efecto de intcraccién de la valvula ‘i con la

pulsacibn X.

Efecto de interacci6n de la j-6sima sesibn
en la i-ésima vilvula por el ritmo de: pulsa-
cifn k-&simo.

Error alecatoric, en este caso se tienen cero
grados de libertad porque se tiene una sola: .
obscrvac1on en la sesidn j-ésima de-la vﬁlvu-
la i-8sima para la pulsacibn k- 651ma

Los datos son los siguientes

TIPO DE VALVULA

MIES o s > et TOTALES
PULSACION —SESION  SESION ~ SESION =~ SESION . -~ %02 ™
1 2 k 4 S ] . ot

1 2 3 a4 2 6

2 4 4 4 4 s

3 s 7 4 3 s

4 3 s s 3 8

5 7 7 8 5. 9.

6 6 6 6 7 7

Totales.,.27

32 031 24 40
55




La tabla de ANDEVA usando el modelo descrito - es

Total... 47 237.92

* Significativo al 5%

Obsérvese que con este disefio sI se pudo probar el efec
to de vidlvula, su FC=CM(V)/CM(S); en este caso el CM(S) estd
funcionando como error {a}, contra el cual se compara el
efecto de vidlvula. Ademis se puede probar el ritmo de pul-
sacibdn, su FC=CM(P)/CM(SP); en este caso el CM(SP) estl fun-
cionando como errxor (b). Los efectos de tipo de v&lvula y
ritmo de pulsacidn fueren significativos, corresponde a las

comparaciones mGltiples decidir cudles valvulas y cuales



ritmos de pulsacidn son iguales y/o distintos,

Finalmente se escriben-en. seguida las medias de itipo

de vilvula y ritmo de puISaciéng

]
[72]

Tipo de valvula C D~ B A
media 4,917 5.583 6.917 7.417
Ritmo de pulsacibn M N 0 P Q R
media 4,25 4.375 5.125 6.625 -8.25 7.125




CAPITULO 1

Mtropos  BAsrcos =

Introduccisn

En este capitulo se presentan los métodos de comparacio-
nes mGltiples propuestos por los iniciadores de esta técnica.
En primer lugar se expone la prueba de Fisher, quien en 1935
propuso usar pruebas de t, seguido de un anflisis de varian-
za, para probar el efecto entre dos medias de tratamientos,

a esta prueba sc le conoce como Diferencia Minima Significa-
tiva (DMS). En seguida se expone la prueba de Tukey (1953),
la cual usa 1la distribucién de rangos estudentizados, esta
prueba esta disefiada para casos balanceados. Ademis se expo-
ne la prueba de Student-Newman-Keuls (SNK) la cual es una mo-
dificaci6n de la prueba de Tukey y compara con un criterio
secuencial - i.e. se va modificando de acuerdo al nfimero dec
medias involucradas en la comparacidn, pero s6lo es aplica-
ble cuando el disefio es balanceado. A continuacidn se pre-
senta la prueba de Scheffé (1953) que es un procedimiento
mis general que el de Tukey, es aplicable para disefios des-

balanceados; este método usa la distribucién de F para com-



parar la ;ighificancia de contrastes o diferencia de medias.
Haciendo uso de la distribucién de rangos mGltiples, Duncan
(1955), pi-bp'iis})_ﬁn ‘método parecido al de SNK, cxcepto que el
nivel de significancia es menos restrictivo que aquel de SNK.
En seguida se exponec la Pruecba de Bonferroni, la cual se ba-
sa fundamentalmente en la desigualdad que lleva su nombre.
Finalmente se exponc la prueba del Médulo Miximo Estudentiza
do, propuesta por Tukey y Roy & Bose en 1953, es una prueba
que introduce nuevos cuantiles para comparar las diferencias
o combinaciones lineales de medias, se basa en la distribu-

cibn de rangos estudentizados.

1. Prueba aewFiShé-ld‘if:c

El prodedimieﬂto de la prueba protegida DMS'de Fisher
se aplica s6lamente cuando, en elﬁanéiisis;de varignza;“la”
F resulta significativa. Conside;amés que T dénqtg 3?:9fes'
to promedio del tratamiento i-&simo, el broblgma aqui;éonsig
te en determinar cudles TS producen el iechg;@ydé:lgﬂhipdte-

sis nula

Fisher propus6 realizar pruebas de: t-Student-para cadaf

pareja de tratamientos, el nmero total de pfuebasrérféalij'

zar es [g] = P(P - 1)/2,



Supongamos que se tiene un disefio con un criterio de

clasificacibn, con n; observaciones en el tratamiento i-&simo.

Yij = u +T

Y.. 2 Es la- variat 'Sp
= que rec1b16 el j-8simo

Por lo tanto Yij'se'dis<:‘ ! n media. . u + T

v varianza o2, es decir
Yoo v N+ v, 6?)y

ij

ij
i fija se tiene

las Y.. (s) son independientes.‘,Siiptémedi

Yi.'v N(u -+ t., 2/n )

donde
ng oo
J .
de manera andloga

Y'v.'\‘ N(u + Til" szni‘,)‘
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por lo tanto se tiene

— 2 - = L 2 1 1
Ty, 7 Yo N[“ MRLE S R FRI [;r* r]
‘ i
> Y. - Yo M Ntts -14,, c:i2 Ao
. 1%, 1 1 B .nl ni'

| '
1 v NEO, 1)

sin embargo se desconoce o?, pero la distribucién de su es-
timador si se conoce, o2 = SCE/{n-p) el cuadrado medio del

error.

SCE gz , SCE =] ] (Y;-Y)
a? n. - p iy Bt
E‘
n..= ‘I
Sd=?

St el inter&s es probar

T T, = T. W it
Ho 1 Ty i # i
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© cquivalentemente

entonces bajo Ho

por lo tanto la t-student se obtiene div

S

es decir




donde

L SCE _ SCE :
CML, R n. - p . glierror

obsérvece que si n..='n =T ¥ Foire ii 5g1,ﬂ2,...,p

i i’
it =1, 2,...,p; entonces la expres16n (1} se’ conv1erte en

Y. - Vi
J FZ CME g

Llamemos DMS a la Difcrenciafﬂi‘ ufiﬁhkiva,feh-

DMS = t:cz,gl. errorJCME q f.’ni' .00 gl error = v
sin, =mn,, =71 ¥ i# iff
~ ) Z L s _&hf‘”; _;1 o
donde t es el cuant11 de dosvrolas de una t= student

a, gl. error y R
con un valor (i-a) 100% y 1os gl udel error (eJemplo t 05530 =

2,04).




Si la hipbtesis nula es Ho : T. -~ T, = 0, se re-

chaza si

o I“'Y;’

Los dos trutamiehﬁbs?asdQ%é

rados distintos si las medias Y, ¥

za. Asi para una confi

para T, - T

i ir €5

(notar que si la diferenci {1 s menor que la

DMS, los limites de confianza signos:opuestos de ma-"
nera que la hipétesis Ho . fi‘ilt-yb_ }: ’f i, i?;é 1,..{,p

no se rechaza)

Todas 1las (g] parejas de comparaciones se prueban con-
tra la DMS. Sin embargo, como ya lo -hemos mencionado.'es
posible que la prueba de F global resuite significativa, pe-
ro ninguna de las comparaciones por parejas sea-significati-

va [Miller (1963) pag. 91]

Las aplicaciones de la prueba DMS son bastantes ya que
se puede usar en cualquier modelo lineal de distribucidn nor

mal, también es fitil en casos desbalanceados (i.e. hay un nfi-



mero desigual de observaciones por tratamiento].

Las ventajas‘de csta prpcBa soﬁ su scncillez y conve-
niencia. Se pueden‘cfectuar los cilc¢ulos con una calculado-
ra de escritoric. Muchos de los paquetes estadistiéoéudé
Regressibn (SPSS, SAS) incluyen los valores de F y t con los

grados de libertad que son necesarios para calcuiargla'DMS.

Sin embargo, esta prueba presenta prdbiémé{cuan&ﬁ se
tiene pocos tratamientos, la probalidad de;\grfé; tipo I se
mantiene chica, pero cuando aumentamos‘cl ndmero- de .trata-
mientos podemos encontrar que la diferencia méxima.Yi; -
minima Yi. sea significativa, lo que ocasiona un aumento
considerable de la probabilidad del error tipo I. Pearson
y Hartley (1943) - citado por 1. Méndez (1976] -"dcmbstra-
ron que si se usaba DMS con § traﬁaﬁieﬁ?@é, 40 g1. efror

y a= .05 se tendri

B
[RRREE
Qe

'P-‘CET";"’?;?“%?F’.‘.J- D=
para 10 tratamigﬁﬁagi:
A é(ﬁrtéf’tng!i)> ='..59
para 20 tratamientos
PCErro?itipo,i):”; .86'
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cuando se tienen muchos tratamientos, el nivel de significan-

cia de a se refiere a cada comparacidén por separado (0'Neill y
Wetherill 1981). Para salvar este problema se puede hacer una
modificacién: si interesan sGlamente m comparaciones el valor

de t debe modificarse por L donde el nivel de

) m, gl. error’
significancia sec refiere a la probabilidad de obtener una o
mis significancias falsas. Esta prueba es vilida si se pla-

nean las comparaciones a realizar antes de ver los datos.

Ejemplo Numérico

Ilustremos la aplicacién de esta prueba con el ejemplo
de las vilvulas protéticas para el coraz6n (Anderson 1974),
descrito en la introduccién de este trabajo. Supongamos que
estamos interesados en comparar los 4 tipos de vilvulas. Las

medias ordenadas de manera descendente, son

DMS = 2.132 VZ(T.75)772 = 1.15

cualesquiera dos medias que difieran en mis de 1.15 se de-
claran significativas al 5%. Probamos A-D, A-C, B-D, B-C y

C-D, trazamos una linea sobre las parejas de medias que di-
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fieran en menos de 1.15. En el ejemplo

Desafortunadamente muchas de laﬁlﬁéﬁﬁg?;cipﬂeﬁvﬁﬁltiples
carecen de la transitividad, ejempio B=C;y:C=b ﬁﬁedé?sﬁcéder
que estadisticamente B¢D. '

(Nota: ecn esta primera pruecba no podemos probar contras
tes que involucren mis de dos medias, porque la prueba estd

disefiada para probar parejas de medias).

Para el caso de la prueba de Fisher desprotegida no hay
necesidad de realizar el ANDEVA, pero la confian:a a debe
ser reducida a a/m donde es el nGmero de comparaciones a rea-
lizar (especificadas de antemano) de entre t tratamientos.
Si seleccionamos hacer todas las comparaciones por parejas
m = p(p-1)/2; si descamos realizar contrastes ortogonales
m = p-1 . Asf los niveles de confianza serfn a,, Oz ey @p
para los m contrastes. Los cuantiles de la distribucidn t

obtenidos de una F desprotegida para un procedimiento DMS se

encuentran en Dunn 1961 (pdg. 55), Tabla XITI del apéndice.

2. Prueba de Tukey

Esta técnica fué propuesta por Tukey en 1953, el método es vilido

si existe el mismo nlmero de observaciones en cada clase (ni = r).

Mood y Gralbill (1963), obtienen que si x;, Xz, X3y .0 X, SO

distribuyen normalmente con media cero y varianza uno y



X, se distribuye como una 31 cuadrada con v grados de liber-

tad, entonces la varlable aleatorla de Tangos estudentizado

con parametros p, V esta

. {Xi} - min. {X;}

S gig o, d=l,...p is1,...,p
- - L Lk QP v 2 2 i el )

Xr/v ' J sz/\)

Para un disefic con un criterio de clasificacibn e igual

nGmero de observaciones en cada tratamiento se tiene

- 2
Y, v N@ o+ o1y, %r) i=1,...,P; independientes.
r = No. de observaiones’ por;
tratamiento.
T - (& + 1) i
- LY, A N[O, 1) e e
PR & 1
o*/r R
ademis
(rp - p) CME . i ,
voox? .
o? (rp‘ ' p) seree (2)
donde

CME = (¥;5 = Y3 0% /Crp - p)

WD
Iagla

usando (1) y (2) obtenemos



" QP,(ip-p)

Entonces la expresibfn 3 se. traduce en el enunciado pro-

babilistico de que Bajo Ho : Ty = ... = T,



ne {7 )

i, it = i,...,p

a
QI"‘.(;i.'p-pl‘ = T

v CME 7/ r

equivalentemente

. “C\!, . oo ()

orque ix.{]Y.
porque max. (|¥;

dientes N(0, c?).

La regla de decisi6n eé 83 la’ dlferencia

es mayor que DMSH = Q , (rp-p) YCME/T cntonces se rechaza

Ho ¢ 1. =1

i i DMSH es la diferencia minima 51gn1f1cat1va

honesta, haciendo alusién a la DMS de Fisher. Ello na quiere
decir que la de Fisher sea deshonesta, si no simplemente co-
rrige la falla encontrada en la DMS que llega muy répido a
las falsas positivas cuando p es grande. (NOtese que rp-p
son los grados de libertad del error, entonces independien-
temente del diseno utilizado la Q-Tukey serd Qp gl. error

donde p son los grados de libertad del factor de interés y

gl. error, son los grados de libertad del cuadrado medio contra

el que se compara)



hY
El intervalo de IJ

comparaciones cs

ottt YooYk Qp rp“p

/CME? j ;.rp;pfgl;.errgr=v

al (1-a) 100%.

La prueba de'sig
examinar si el 1ntervalo de conflanza cont1ene 0 no e1 cero.
Para cualquier 1ntcrvalo que no contenga al cero se concluye

que las dos medias son dlstxntas.

Una generalizacién de las comparaciones de medias’ por
parejas es el estudio de los contrastes. Los contraste no
solo prueban la igualdad de dos medias si no de combinaciones

P
lincales de tratamicntos tales que para £ C.t. suceda I C;=0.

i=1 1 i=1
Ahora construimos la prueba de Tukey para contrastes. 

Si Yl,...,Yp son v.a. 1ndepend1entes N(u + t '-02) entpnccé

NG
o, -—Yi,:)f(riw-~ii;)lwiuto,23pf1,

Por otro lado una condicién necesaria .y suficiente para

que las desigualdades



(Yi - Yi!) - (Ti - Ti')
CHM

se satisfaga para toda ifi' es que

E Tﬁ('{l(ﬂ' ii,) - O - Ti’)l}r

. (6)

. max. _ _ - B : -
(Nota: i,i'{l(Yi 4) (& o Ti‘)l} es el rgngo.de:r.ya
riables aleatorias N(0, %), lo que justifica (4)). Sean
Ci los coeficientes de la combinacitn lineal ECiYi,':EI:sisé

tema de desigualdades

b | S
§=1Ci(Yi_ -_Ti) L e E Z T L

implica que (5) tiene lugar para toda i#i'..VCdﬂ'élifin de
obtener el enunciado de la prueba de Tukey,péfé Cbntraste,
basta con mostrar que (5) implica (7).

Seay, = Y; - 1, y C(CME) = £, entonces debemos mostrar

que

P P |c,|
ERARCIES

‘Yi'yill ={ =



Si Ci =0 ¥ . i=1,...,p 1la implicacién es inmediata,

supongamos Ci # 0 para.alguna i = 1,...,p; entonces

('Ci)

L
~sumando cero
P |C.| SR T L
i 1 1 | : 1
R0 St PR e R O - K B (1Y oy I c
} 2 2(:iz>0 ToZeol ,7ci<0‘ ?.L 2<:.2<01
= Ty UCy : -
by
Ci>0
rentando cero
LA N PR co+loy (e -1 gc
§ Z Tehot " Tohod ZTiio VT2
i i i i
= } (¢
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le;1

—— =1 -c = C.
€0 i ' cg;o L

P
)
1

observe que

. c. (-C., g
c¥>o, 'c‘§<0 ,( i )Cy yl >
e, IR S | ER T

THE

P i
) o

Finalmente para C;>0, Ci,<0L pot‘hipdtcgis :
lci(."civ)(yi'yir)l = C ( Cll)ly Yltt <C. F.Cl') C

asi que en general



) ¢;(-C.) &
P C.>0 C.,<0
Iy s ———2
TR e

Si ¥ = EBICIYI.
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para intervalos de confianza se tiene

a .
Qr,(rp-p) es el cuantil de una cola para (1-a) x 100% de
confianza en la tabla de rangos estudentizados con T y rp-p
grados distribuidos de libertad. Retomando el ejemplo de
Anderson (1974 pAg. 162) nuestro intervalo de confianza pa-

ra dos medias al 5% de significancia, de la tabla I

Q“’~ = 5.757, de manera que
~ - 05
¥ e ¥ + CME
Wk
Y e ¥ & 5.757 /T75772

Y e ¥ & 2.20

~
Para comparaciones dos a dos, las diferencias ¥ mayores

que 2.20 implican ¥ # 0 y que existe una diferencia real.



En nuestro ejemplo, para el caso de las vilvulas, tendremces.

observar que A=B y B=(C péro' ﬁ%A;,estadisticamente. Sin
embargo este criterio es muy restrig;ivo, ya que se aplica
la prueba mix.{|Y, - V;,|} para ifi’, a todas las diferen-
cias (Méndez R.I., 1976). En el ejemplo de las vélvulas pro-
téticas, es perfectamente posible que ‘Yi. - Yy 1= 2.83

;, gl;‘erfor'CME:r

para las 4 medias, Pero al comparar el efecto de dos medias

sea pequeiio comparado con el estadistico Q

interiores, digamos {Y, - Y; |, pueden declararse distintas
Es decir las posibles diferencias interiores se estan jusgan-

do con un criterio inadecuado.

Gabriel (1964), muestra que la prueba de F, en un and- =
lisis de varianza, resulta significativa si y s6lo si-al: me-
nos un contraste es significativo; pero no resulta asi si

los contrastes se limitan a diferencias de parejas de medias.

Posteriormente de que se propuso la prueba SNK modifican-
do la de Tukey, €éste a su vez realizf otra modificacidén. (Lla
prueba SNK se ve a continuacién). Para superar las criticas
Tukey propuso una prueba de rangos mGltiples usando un prome-
dio de su procedimiento de la DMSH y la estadistica SNK como

criterios. Si se tienen q medias involucradas en un contras-



traste, entonces la DMSH modificada queda

donde v son los‘gfa&os de

3. Prueba de SNK (Stuéén

Este método es apllcable 5610 cn el caso balanceado
(n.l =r ¥%i, i=1,...,p). Como en 105 casos ‘anteriores
CME es el cuadrado medio del error con v grados de liber-
tad. Este método no nccesita la prueba de F del -anfAlisis

de varianza, como prerrequisito.

Esta prucba es secuencial porque'noﬁcaﬁpara1lé‘dife-
rencias ‘Yi. - Yi'.\ contra una constante sino contra un
cuantil Q de Tukey que se va modificando segln él nGmero
de medias incluidas en cada comparacibn. Paré aplicar es-
te método, arreglamos las medias en orden ascendente ( ©
descendente) pero en lugar de utilizar la DMSH definida

por Tukey se compara con
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donde q es el nimero de medias (g = 2, 3,...,P; ¢l nlimero

(s

q,v es ¢l cuantil de una distribu-
]

de tratamicntos es P), Q
cidn de rango estudentizado con q, grados de libertad al

(1 - @) 100% de confianza, tabla I del apéndice.

En nuestro ejemplo q = 4, v = 4, CME/T =_/1.757]2 ="0,382
entonces
i 23 4
t.os . ”1 o A
Qs 30927 7-5.:040 . -5.757
" (o 3sé;i‘ .
Qq'.._ (' )‘-‘ AT

Ahora comparam
medias; AC y BC con

tendremos

cuando en la prictica's

mente iguales, no hayqurqﬁe.prqbg

Este método obtuvo 2 gruboé;‘igggniresﬁlﬁgdo se tiene

con la DMS de Fisher, y con la de Tukey. 



4. Prueba de Sheffd

Scheff£8  (1953), propuso un’ método mids general que el

de Tukey, ya que el prlmero no solo se puede aplxcar a dlse-

fios desbalanceados sino quersirve para probar cualquzerAcon-'

traste, en tanto que el segundo

; esulta ‘poco. potent'_ )

se prucban contrastes.

Considerc el modelo de discfio experimental reparametri-

zado

Y=x8+¢e, en~NO6 )

donde

,_Y;ﬂ ’f:,‘",' x}q
Y = |U ) _:,."'.'.., e
LR (1 (R L SR A

y el rango X = q (q<n) observar que X es de rango completo

formada por variables independientes conocidas, aunque los



pardmetros de regresibn B y var(e)=0® son desconocidos

El estimador de £ por minimos cuadrados y de mdxima ve-

rosimilitud, es

8= (xX'x)7V X'y talque B N(B, (X'X)7'o?)
Y'Y BIX'Y . (n-q)CME

‘]gf,;. 1

ademds B y CME son.estadiéti¢ghenté]iﬂ§éﬁqﬂd§éﬁfés.:

-~ ~ ~ . ) - 4": : NS )
Tomemos vy € 8, en recalidad vy es una comb;nacién'llneal

arbitraria de su espacio rd (d i‘q), asi sin perder. gene-

ralidad
Y y e
B = » . i - -d
T le ¢ e
y
Y &~ N(y, o2u’ !y
donde W' prx'x)7'1 para I'=(Ia,q> Ogy(q-a)) oS decir

la parte que corresponde a Y en (X'X)-1, note que



yar B, Cov (8,,82) 1o Cov(B,y,8;)
Cov(82,8:) var 8, et Cov(Ba,B4)
oWl = : _ R P
Cov (Bg,81) Cov(By,Ba) e+ . Var gy | -
entonces

GG F o
"(n-q)CME/g? (ﬂ%g ; Qipn-Q)
G-pw Gep
N ¥ T4, (neq)

“dCME
de manera resumida se tiene,

P{g-pwa - cdoErd o of = 1
e (3)



donde Fg n-p ¢s cl cuantil de una cola para 100a%, dec signi-
ficancia de una distribuci6én F con.d grados.de libertad en

el numerador y n-p grados de libertad en el denominador

Una forma alternativa a (2) és presentada por interva-
los de confianza, se hari ﬁso de 1la désigualdad de Gauchy-
Schwartz. E1l propio Scheffé (1953), asegura que esta alter-
nativa puede probar hipStesis-del tipo u'y=k v.s. u'yfk;

(u es un vector de contrastes del espaciormd).

Primero mostrémos.que paratoda ¢ >.0"




se transforma en
PN ~ 2 ‘ - ~ ‘ o - - _ V L~ :
[G-p W G| oy ww oy e

o equivalentemente .

finalmente si hacemos en: (S]H' : d:CME Fd h- p entonces ob-

tenemos gque la expresidon: (Z] se transforma inmediatamente

en

P '(A )Iz > d. CME Fa Cu ﬁ'lu) ¥ u amd = g
u'ly-y 2 d n q 50 ¥ u -

o bien

p [:lgvcf-!)h_ Y4 OOMEF W u)g ¥ gelR{| -«

y esta expresidn se puede utilizar para construir interva-

los de confianza

-1

u'y € g'; + Jd CME Fg n-q (u'yw 'u).
Y- ,n- - L
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esta prueba csta pensada para probar todos los contrastes
posibles, note que V{u'y) = o’Lg'W"g) y quefo(g'g) =

CME(Q'W_IQ) (Méndez 1976, pdg. 27). En nuestro‘ejemplo de-
seamos comparar poblaciones por parejas, entonces el método

toma la siguiente forma.

Sea

R R S P c?
y = § C,Y; tal que var(y¥) = CME }
e T B R i:

donde n; es el ndGmero de repeticiones del i-&simo tratamieg
to (i=1,...,p} ¥y SCE es la suma de cuadrados del error (se
toma de la tabla de anflisis de varianza) con v grados_de**-*
libertad y para la suma de cuadrados de los tratamientos,M.
tenemos p-1 gl.; para una confianza de (1 -a) 10ﬁ% en- todos

los contrastes Y se tiene

~ c2
¥ (P-1) CME F(P " E——l—-

1 Ri

(Notar que para este caso V(u 1) = V(W) = CME 2 #“C“ECBFW-1
B 1 -

u))
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2
Para diferencias dos a dos LZCi=2) e igual ndmero de

repeticiones (ni=r), la expresibn (4) queda

<

o u !
- YJ. iJ(P—l) CME Fp_y , 2/t

Scheffé (1959 pdg. 71) recomienda una a=.1, éntcnéés

en nuestro ejemplo (sobre laS—véiQulas).’Fl""°:44—= 6.59

Notar que si se desean hacer comparaciones entre P=2 trata-

mientos la expresifn (4) se transforma en la DMS de Fisher

a = ¢
puesto que /%I,y’ t .

va de Scheffé , 2.401, es mayor que la DMSH de Tukex,2.20.

La diferencia minima significati-

En términos generales el procedimiento de Tukey da mejores
resultados que el de Scheffé en comparaciones dos a dos,
pero para contrastes en general el método de Scheffé es re-
comendable porque mantiene controlado el error tipo I, pard

cualquier nmero de contrastes.
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5. Prueba de Duncan (de Rangos Mﬁltiples)

Duncan entre 1941y 1955, propuso varias’prpgbaéﬂhgéiég
do uso de los rangos mdltiples. Los antecedeﬁ£é§ m$§ inme-
diatos son los trabajos realizados por‘Néwman1y étudeﬁt; quie
nes aportaron las ideas bfsicas y finalmcnté‘éhk1552 Keuls
reunidé en un solo trabajo la prﬁeba,'qhe después se‘llamé de
SNK (Student - Newman - Keuls). ~~Duncan (1955} propuso un méf
todo muy parecido al de SNK, excepto que el nivel significan—
cia ¢s menos restrictivo que équcl de SNK. Esta prueba al
igual que otras de rangos mdltiples, se utiliza solo para el:

caso balanceado y para modelos con uno o mis criterios de cla

sificacibn.

La idea fundamental de 1a prueba de rangos mGltiples de
Duncan establece que la diferencia cntre dos medias en -un con
junto de P medias es significativo de acuerdo a un nivel up

de la prucba, donde p es el nGmero de medias involucradas. -

La diferencia entre la prueba SNKy la de Dhnqan (1955)
reside en que la scleccibn de up,,p=2;3;..,;PQ; Paré'SNK

ap=u y para Duncan.




donde CME, es el cuadro medio del error con p graddsydc i~

bertad y v repeticiones por tratamiento.

Una coleccién de q medlas (q<p). puede encp

es heterogénea siempre y cuando ex1sta 51gn1f1canc1a en super-
conjuntos que las incluyan, ‘Es dec1r que 's1i cualqu;er ‘subcon-
junto suficientemente grande de p medlas,es declarado signifi-

cativo entonces la significancia del subconjunto prevaleceri.

Intuitivamente esto quiere decir que, dado T ,=...=1

p

independiente, aunque ¢n realldad'norlo

1-P{D(Ti=]#ri)3 = (1-a) para cad
1 -7P { D(t,#12) U D(rzﬁr,)'yu i

0 equivalentemente

i=1

el anterior enunciado probabilistico puede quedéfi 



donde Qp Vfgsfpda léeatoria con parfmetros p,p de

una distribucién de Trangos cstudentizados, ver tabla II.

Para 1iué§fari;qjmangga)ﬂc»ppefédiQﬁft@ﬁembsVéi experi-
mento de Anderson (1974). Si tomamos un nivel de¢ significan

cia al 5 por ciento, tendremos

NGm. de¢ medias en
el  rango (P) 2 3 . 4

QuP

3.927 - 4.013 4,033
P,4 ; T e

‘de 'Duncan

cuég;iles'<



unicendo una linea recta cada vez que dos medias se¢ declaran

no significativas. En este caso empezamos por comparar

A-D

2.834 »1.540 por tanto se declaran significativas,

A-C = 2.5 > 1.532 y B-D = 2.334 > 1.532 son significativas,
A-B = 0.5<1.5 y C-D= 0.334 < 1.5 se declara estadisti-
camente no significativas, en tanﬁo B-C = 251.5 es significa
tiva; ahora trazamos una linea debajo de:aqu611551p§rejas que

resultaron no significativas.

Una desventaja de ecste procedimiento es que no puede u-
tilizarse para obtener intervalos de confianza (Chew, Victor
1977), pues algunas diferencias de medias de tratamientos ten
drin intervalos de confianza de diferentes longitudes aGn -

cuando existe el mismo nGmero de repeticiones por tratamiento.

Obsérvese que en cierto sentido la DMS de Fisher, la SNK
de Student-Newman-Kents y la DMSH de Tukey son casos particu-

lares de 1z prueba de Duncan. En la expresibn

I
Q  JoME/T

senes ()
P,v

si hacemos up=a Yy p=2 obtenemos la DMS de Fisher. $Si hace-
mos ay= oy P=d tratamientos obtenemos la DMSH de Tukey. Si

hacemos a=0p obtenemos la SNK de Student - Newman - Keuts.

Para casos desbalanceados Bancroft (1968), sugiere usar

la media armbnica de los tamafios de muestras, entonces
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Q“P CME] (o=« L+ Lo yyp ’
P:l/ T ’I'z e Tp.
Kramer (1956);'SUgiefe:fééﬁblazar 1/t por [gf-f‘%L]

con lo cual (1) se convierte en . . -

oF e[1/ | '1/: :;25 -
C Rt SN P LY SN
QP.V : [ rl, r;l

~<J>
s

n N(YJ » 0 1°J_ x'x)’ lbj)

donde l;i = (0,...,1,...,0) en el lugar i-&simo vale 1{respec-
tivamente para j), es decir que para i I;i(X'X)'1 1, = G4,

ij que corresponde al

U
(respectivamente para j 1 o(X'X)lo =
j-8simo elemento de 1a diagonal (respectivamente j-ésima co-

lumna j-&simo renglén) de la matriz (X’X)'1. Es decir

V(Y;) = a2Cy; = V(Y)) cmerc.li

~ A A A ~
ademés COV(Yi,Yj) = g2C,. = COV(Yi,YJ.) = CME C

ij ij
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(la correlacibn entre las medias puede estar causada por un

Si Y y Y son. dos (prevxamen

te ordenadas) entonces las declatamos’dist1ntas si la:dlfe-

rencia excede

g, VEE G e e )

Nuevamente observe la similitud que guarda (3) con las
pruebas de SNK y DMSH: Si las medas no estdn correlaciona-
das, entonces Cij =0 y Gy = 1/ni y CJJ = 1/nj con lo
cual (3) es completamente equivalente a (2). Duncan propuso

en 1957 una prueba mis potente (se veri después)

6. Prueba de Bonferroni

Esta prueba se basa en la desigualdad de Bonferroni, la
cual se demuestra en seguida, y encuentra su aplicacidn a las

comparaciones mGltiples.
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La desigualdad de Bonferroni asegura que si ai=P(Ai]

para Ai un evento aleatorio, i=1,...,P; entonces

P FR : ;
Aj=g 2= T R ()

es decir

cién.

y en consecuencia

PCAIUA) < fP'(Axf)f'l?j?f(p) S @

y tendremos que mostrar que (3) es viAlida para p eventos.

Como (2) es valida para dos eventos, entonces



n

P(Ay U sinU Ap) P((A1 U.ooo U A 1)+IJA )

[N

P(A; U ...vu A )+l(A)

I

Lireps e

Pl e
ol BLAG)
i=1 1T
entonces

ln

P ) N
P( U a, ) ’Z]_Pu\i)
‘ &

p p
<= 1-PCU A 21 - ) PGAy)
= 1=

"
[}

haciendo P(A.l) tiene lugar (1), con lo cual la desigual-

dad de Bonferroni queda demostrada.

Sean Y; v N(ui,czi) ¥i, i=1,...,P; donde los Y, son
variables aleatorias, no necesariamente independientes.
2
Sean S; los estimadores de cg con distribucién ji-cuadrada

con v, grados de libertad respectivamente, de tal manera que



O

2 2 2
Visi /o ;3 ™~ X,j para tode i, i=1,...,P; entoncuﬁ
Ti = T 5 ~ 1 =‘1,7.,,,?‘ e (W
oSy SR .

tiene una distribucién de t-student con Oi‘gradbs de liber-
tad para i=l,...,P. ' ' S '
En seguida se expone un resultado muy Gtil, que servira

para obtener la prueba de Bonferroni para.comparaciones mflti

ples.

Considere

entonces
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= X
. . P '
PGl A) L : cvese (8)
T L B R Co : :
Observese que en
Y. - u, ;u)ib‘ ?5“‘
VRS [ SR S S
1 i vi
a/2P
tyi son los porcentiles superiores «/2P de una cola (6

2/P, para dos colas) de una distribucidn t-Student con vy
grados de libertad i=1,...,p respectivamente. Entonces:zcon

probabilidad mayor o igual_axi u;se-tendré

para i=1,...,P

Pero el interés de probar la desigualdad de Bonferroni
reside en poder encontrar un estadistico de prueba para com-

paraciones mltiples. En realidad sucede que ${ para cada

af = d;0%, 1i=1,...,p donde d,, d;,...,d son constantes co-

-2y

2 es desconocido pero su cstimador Si = diS2 es

nocidas, o

tal que S? = CME tiene una distribucién ji-cuadrada,



Entonces los numeradores de la cxpresién (4) consisten

de variables alcatbiias dependicntes o independientes con

distribucién normal Y 1os denomxnadores contlcncn una varia-

ble con dlstrlbuc16n 31 cuadrada con -sus respectlvas constan

tes normalizadas.

Si tenemos un an&lisis in modelocon

por celda

tratamientos,

i=1




~(np-p) .. CME 2

>

g

o>

. If S alzp J 3:1 < a8
. R | WS R CME IR OSSR 5 » N e STy
R R W

En términos de intervalos de confianza

n ; n S g2y
Yo Ciugs e JiCy et YCME } C;%/n
3 s i

sl o U T npep
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anilogamente si nuestro modelo (de cfectos fijos), estd re-

parametrizado, en términos de regresién tendremos

a . a2
(donde V(B8,1) = o Cii)

jas, se tiene que para comparaciones dos a:dos:

% C, /12 = e =1
e R A P
por lo que 7 : :
/ CME ZCf /n = / 1,75 (1./6} = 0.540 -

Ahora encontramos el cuantil tg/Zp que’ para nuestro

ejemplo 2Zp=8 y wv=4, en la tabla III del apéndice, obtenida
de BAILEY (1977), para una a=.05
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.05/8 625 :
t =g = 5,261,
,4 . - 4 : 3 :

4

. .625 S R
o t . /1.75(1/6) = 2.841

de donde obtenemos

Sin embargo cabe sefialar en que si hay interés en dis-
minuir la probabilidad de que suceda al menos un falso re-
chazo menor que a, es mejor utilizar la prueba de Tukey.
Fisher considerd a este método de pruebas de t de Borferroni

como una alternativa al de DMS (Fisher 1974, secc. 24).

7. Prueba del M6dulo Miximo Estudentizado

Esta técnica fue introducida por Tukey y Roy & Bose
en 1953; existe una estrecha analogia entre esta prueba y

la de rangos estudentizados deTukey.

Considere Y, ~N(u,, diuz) i=1,...,p. Las constantes

di se suponen conocidas, pero MY o? son desconocidas para



07

i=1,...;p. Sea S* una varlablc con dlstrxbuc16n 31 uuadlada

con v gl. tal que f==S’ que es 1ndepend1ente de. los Y

Entonces con probabllldad“

)y

e 0 (2)

lo cual es inmediato.

Note que en contraposici6n a la estadistica t de

Bonferroni, la del médulo miximo pide que las Y 1 sean

independientes. Ademis se tiene un denominador comGn S=CME

que debe ser independiente para todos los numeradores.

La prueba del médulo miximo también puede extenderse

para construir intervalos de confianza de combinaciones.li-

neales y no necesariamente contrastes.
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im '.yiz_ﬂ -l_ = i R )]

L: P'V

te. Note que (lj,f‘eé T

Vi, i=i,p. "
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>

P
|1z c,(Yi-‘ui)l\,; 12 IC_il‘-D’i“‘
por 1a expresidn (2% =

s e {1

por hipbtesis

I A
(@]
t~1
©

Nuestro interés fundamental es utilizar esta prueba
para comparaciones m@iltiples; el finico requisito que debe-
mos cumplir es que exista independencia en los numeradores

de (2); sin independencia neo sc¢ puede aplicar esta prueba.

Los competidores de esta prueba para intervalos (1)
son la F de Scheffe, la t de Bonferroni y la de rangos es-
tudentizados de Tukey. Todas estas pruebas no son muy exac-
tas porque no utilizan todas las posibles hipStesis sobre
las medias, en consecuencia la prueba del m&dulo miximo es

mejor.

La extensidn (2), prueba de mbdulo miximo, presenta
la ventaja que funciona bien cuando prueba combinaciones

lineales que no involucren diferencias de medias y la prueba



de rangos estudentizados funciona mejar para constrastes,
La prueba de Scheffé es mejor opciBn para probar combinacio-
nes de medias, es mejor si el discfio es balanceado, mientras

que la del mbédulo miximo ofrece intervalos mis cortos cuando

determinada media es de interés.

En nuestro ejemplo supongamos que deseamos obtener un

intervalo para la media mis alta, A. La expresibn (1) queda
a
uy e ¥y 4 m] /THE7n

para p=4, v =4, YCME/n = /7.75/12 = 0.382, Yh =7.417,

en la tabla IV del apéndice, tomado de Hahn y Hendrickson
[+

(1971), Im|  =3.62.

g € 7.417 + 3,62 (0,382)
ug € (6.034, 8.8)

Cuando Y,, Yz,...,Yp estas correlacionecs Hghn y -
Hendrickson (1971), proponen una modificacién en los cuan-
tiles lm];.v convirtiendolo en |m|;,\’,p donde p es la corre-
lacibn que hay entre las YiCS), las tablas aceptan p=0, 0.2,

0.4, 0.5 y «=0.10, 0.05 y 0,01,



CAPITULO 1T -

- COMPARACIONE

Es frecuente que en’ s experimentos sc . haga uso-

de un "testigo" o “control! el cual es considcrado como --
otro tratamiento con lo que se-pueden hacer comparaciones

para verificar la efectividad de los otros tratamientos.

Para clasificar esta idea considere el siguiente ejem
plo, tomando de Cochran & Cox (1957): Supdngase que se‘de-
sea comparar la ecfectividad de 3 tratamientos, que son si-
milares cualitativamente; por ejemplo 3 fertilizantes ni--
trogenados los cuales proporcionen la misma cantidad de ni
trBgeno., El control seria un tratamiento sin nitrbgeno. -
Pueden distinguirse 3 casos: i) se ha probado anteriormen-
te la efectividad de este tipo de tratamiento y queda por-
descubrir cuil dc los 3 tratamientos es mejor, aqui no hay
necesidad de controles; ii) el tipo de tratamiento es por
lo general efectivo pero ocasionalmentc las condiciones de
la prueba pueden ser tales que cambien la respuesta 5 aqui
ﬁuede ser conveniente agregar un control como tratamiento;

11i) Puede no saberse si el tipo de tratamicnto es efectivo,



iaqui es muy necesario un control e inclusive puede ocurrir

que el control se repita varias veces.

Jellinek (1946)- Citado p'oyr‘Cochré_‘n‘ & Cox (1957)-expo
ne un ejemplo interesante sobre la ﬁecésidéd de.incluir --
controles. Un medicamento contra é1 doior de cabeza conte
nia 3 ingredientes, A, B y C. Para probar si los ingre--
dientes B y C eran necesarios, la mezcla completa fue com-
parada con las de AC y AB. Se tomaron 199 individuos, ca-
da uno de los cuales fue tratado con cada droga por un pe-
riodo de 2 semanag, administrandose la droga cada Vez que
el individuo tenia dolor de cabeza. El @éxito fue medido -
por ¢l cocientc del nGmero de dolores de cabeza aliviados,
entre el nlmero de dolores de cabeza total durante las dos
semanas. Los éxitos promedio fueron 0.84 para ABC, 0.80 -
para AC y 0.80 para AB. Posteriormente se corrid el mis-
mo experimento, agregando un control - un placebo;- esta --
prueba se realizd bajo las mismas condiciones que las tres
mezclas restantes. Para este grupo de individuos cerca de
120, aprox. 60%, informaron del alivio a su dolor de cabe-
za por el control. Ademfs el control permite aislar al -
grupo de 79 individuos cuyos dolores de cabeza no fueron -
aliviados por el proceso. Para estc grupo, los &xitos pro

medio fucron 0.88 por ABC, 67 para AC y .77 para AB.

Como se observa muchus experimentos tienen necesidad de --

incluir un control, cierto tipo de comparaciones mGltiples
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fueron pensadas exclusivamente para control. Pruebas que -
se¢ exponen son la de.Dunnett (1955), Gupta y Sobel (1958;,
Williams (1971, Dudewicz-Ramberg-Chen {(1975) y de Paulson
(1962). -

1. PRUEBA DE DUNNETT.

Si tenemos un experlmcnto con p tlatamlentos, 1nc1ui“
dos el control podemos particionar los p-1 grudos de liber
tad (g.l.) de los tratamientos en 1 gl. Para comparar el -
control vs. ¢l promedio de los demds tratamientos gl. Para
comparar el resto de los tratamientos. Si estos p-i trata
micentos son significativamente distintos, entonces tiene -
sentido el tener 1 gl. para la comparacidn del control vs.
el promedio del resto de los tratamientos. Pero es vilido
que el experimentador desee.comﬁérar el control con cada -
uno de los p-1 tratamlentos y no prec15amente contra su --
promedio. Aqui la prueba de Duncan no se puede aplicar --
por que la diferencia entre el;control}y un tratamiento pa
rece razonable que sea mayor~qq§f1dvdiferencia entre dos -
tratamientos, o sea apriori eiisten_comparaciones que po-
drian ser significativas (lh delitohtrql ﬁon alghn trata--

miento).

Dunnet (1955 -1965) ofrece’un procedlmlento para la -

estimacidn 51multénea por 1ntervalos 0 para comparaciones



mltiples de un control contra cada uno de los tratamientos

restantes, &1 mismo-construyd sus tablas,

Considere el modelo completamente al 4zaff’

jj v (0,0%), el tratamiento i=0 se utilizari co-

mo el control, entonces

tal que ¢,

p 2
Yij v N(U"'Tip a*)

El problema es comparar cada media de tratamiento con

el control para asi decidir cufiles tratamientos difieren -

del control. Para pruebas de significancia la hipbtesis- -

de nulidad es

entonces
(Yi-Yp )-(r; -7

\foz 2/n

O Ny 1)
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por otro lado, o? = CME ticne una distribucidn ji-cuadrada

(p+1) (n-1)CME .
UZ

iy ) . § . .
Xpe1) (i-1) T2
por (1) y (2) obtenemos la distribuci&n't‘de'StudentQ

‘(?i.'?o.)'(Ti -

T. = ] oJ2/n
1 (p+1) (n-l%CME
c?(p+1)(n-1)

En algunos cxperimentos suecle existir interés en algu

o)

nos tratamientos no solo si estos son distintos,sino cuan-
do son mejorcs, quiere decir que las esperanzas de las me -
dias son muy grandes o muy pequefias, dependiendo del con--
texto que el control. Ello se traduce cn obtener interva-
los de confianza o prucbas de significancia de una cola; -
es decir,las pruebas de,sigqificanciafserian

d‘g;kﬁ;i)(n?i) JCﬂE(Z/n) S

”i.'Yo.I'>

-

Las expres er extendidas para

comparar combinacione n 10:necesariamente con--

trastes, de los tratamientos tinto 'dEIY§OhErollsi hace

mos



Prueba

<= Seleccionar C; =1, Céfﬁ’.liféjcp = 0, entonces es in-
mediato que |Y | 2 C; repitiendo este proccdimiento para -
Cosenns Cp se tendri q99'1Xi!L§;p! i=1,..., p ¥y es cquiva

lente a max{!YiI} < Co -

C. Y.l < c. Iv. | ?T*ﬁax {1Y,1} C.
[Tevil s Tae Ly ls me Ay N

e=> T, = U3, " Y5 ) - (y-7) o
N CME (2/n)

Para cada T; se tiene una distribucion de t-student



con (p+1)(n-1) grados de libertad, de manrera que cl punte
critlco estd aetefm1nado por L(p+1)(n 1

Por otro lado tencmos que

Max {](F; ¥, )-(1; -7 Jl}-—(3)
1<i<p < c,

\‘ CME(2/n)

(?i.‘ Yo.)-(ri - Tg)

\JCME(Z/n)

< C<=>

bajo H : 13 - 1, =0, éiycqciente (3) tiene la dis;riﬁﬂtién

dc Dunnett, esto es =

x (¥ - Y, 1/ ) Max m ‘d""l'/' /2-“—'“:},";;’:_:____,.(4)
P ) ) : 1<1<p ,J, ,.yﬁ,f‘xr%:~ o

\,CNE /n -0

Entonces se tendrd el Siguiehtéhénu@éiaaq;prpbpbilisticn

Max{|Y. f-y RIEZED
1<1<p ]: a0 L
P > 1412

4?$ﬁ?7ﬁ "_m:fJP;C??Tj(ﬂ~1) =

<1<p
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Por 1lo tanto 1la HO: T3 TS 0 se rechaza si

;
-t

LESIR P B |dl;,(pf1)(ﬁ;1)\[cna(z7ﬁi '"“"”ff“(s)

o .
dénde ]dlp,(p+1)(n-1) ¢s el punto superior al 100a $ de 1la

distribuciétn de Dunnett (4).. Los intervalos apropiados -

son
- te ¥.-% Yoy NICHAZY 6}
i o i. o, = 'Flpy(pt1)(n-1)
por hipdtesis "”mAi (IY I} <.C
: ’ <1_p :
entonces max {I\ r%Q{Qil

" g

por lo cual tendremos

| E.Ci -i““_"r_”

1
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es decir

- - - c N
‘ ? C; (¥ - ¥50-0r5 = 1) 1 12 14l gy oy YOG

la prueba de significdncia reSpectiva}bajo uo; Ti_}‘io=0'Vi,

es

PRSI S
P‘,(pﬂ)(&‘) = 1-a

<=> P

v

L4

e e e
F s Yi.]' Yol 27 g, ey -1y
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b}

§ Y
{note quec ? Cj Yo. = Yo_ % Ci = Yo. pucs §,Ci = 1)

para intervalos de confianza se tiene

} T,y - VGE(Z/n)
( ? Ci T3) - o€  ( E,Ci Yi.) - i‘”p (p+1) (n-1)
Para cualquier C],..., C tal que C > 0 ? c; = 1. Si la

prueba es de una cola, las exprc51one5 son sxmllares a las

anteriores.

Las tablas que utilizamos §on las de Dunnett (1§64);
quien la construyd para”dnéry dos colas. Una buena sugeren
cia para saber cuando utllxzar la prueba de una o dos co--
las, es considerar si:a pr1or1 se cono;e;qqgwe}icqgfppl es
‘superior" a los deﬁas tratamlentos. “Es decir;réi'éstﬁmos
comparando fungicidas Y ‘el control es uno cstﬁndar, la prue.

ba de dos colas es adecuada cuando a. prxori no se conoce la

efecctividad del control (51 es superlor :0 1nfer10r)'en rela

y Sobel (1957).

Para llustrar este metodo supongamos que’ la valvula F

es nuestro control 51 suponemos que ‘se desconoce qué tan

""buena' o "mala" es 1a v&lvula D selecc1onamos una prueba



de 2 colas; d¢ la tabla de Dunnett (1984) para p=3 y v
grados de libertad del error (note que p=5 porque cl trata
miento faltante es c¢l control), entonces de la tabla V, to

mado de Dunnett (1964), Id]&oi = 2,85

= 1.539

()05 JTME (2/n) = 2.857.75(2712)
4 N At S et W s b =i

las d1fercnc1as de;laﬁvﬁlvula D deben Juzgarse contra A,B

y C . Dado que la- med1a de D=4 583 cualquier otra vilvu-
la seri d1ferente de D 51 su respectlva media es al menos

4.58:+1.539—6.122 como Ias medlas restantcs son

A B c
7.417 6.917  4.917

se concluye qu¢ la vél?uia

D, en tanto que 15$TV&1§ulas A

puesta que D.

Las pruebas antcrlores su one ‘existe‘igual‘ndpef

ro de repet1c10nes por tratam1ento. Si"él{ton rol se repi
te n_ veces y el i-gsimo tratamiento se repite ﬁihfééés.';

definimos



la cual cs completamente equivalente a

Bt d e e
'59 =“CME il

 m8s general.si las

varianzas dentro de cada tratamiento no: son homogéneas, de

finimos

ST
54 —Jsc/"c * Si/"c

donde Sz es la suma de cuadrados medios del error origina-
do por el control y Sg es 1la suma de cuadrados medios del
error originado por el i-ésimo. tratamiento; para los gra--
dos de libertad usamos 1la regla de Satterthw1te para combi

naciones lineales de 105 cuadrados med1os

BRI SO IS« It

Y _. son los gl, corrcspondlentes'del 52

c CME y Y son los

gl, correspondientes al S§=CME;(Ver QSTLE 1980,pag. 336).
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Robson  (1961) exticnde 1la prucba de bunnett al caso -

de un disefio balancéqdo de bloques incompletos,

2, PRIMERA PRUEBA DE WILLIAMS. (1971)

Williams (1971) consxdaro casos de prerlmcntac16n,
principalmentec en onlogip, en los cuales los tratamientos
conticenen diferentes dosis de_clerta sustancia y-un con--<
trol. En tales experimenfos, particulérmcnte en estudios
sobre toxicidad, debe determinarse la dosis minima de res-
puesta. La prueba propucsta estd pensada para ser sensi--
ble ante cambios en la media de una poblacibn, llamada con

trol.

El autor enfoca su trabajo a situaciones de la minima
dosis cierta respuéstﬁ. Eﬁ estudios sobre toxicidad es muy
comfin preguntarse * cuales la désis minima de determinada. -
droga, pesticida o cualquier sustancia de interés, que per
mita detectar una respuesta. Una vez que se ha encontrado
que existe cierta.respueéta‘es desedble determinar la-do--

sis mds chica con la cudl exista respuesta.

A primera vista parece natural pensar que la soluclon
es utilizar la metodologia de superf1c1es de. Tespuesta.: - -
Sin embargo cuando sc¢ tienen mis de tres tratwuxntoq rtpruc
ba pierde potencia; pero el problema fundamental sobrevie-

ne cuando se¢ trata de determinar la minima dosis con la -



cual exista respuesta, a partlx del modelo de rcgrcsxén .-
idjustado, Ademds es muy Erecuente ayustar curvas 10g1st1~
cas para la funcibn de‘respuesta b4 en estos casos son mu-

chas 1las dificultades.

La pruebarde Dunnett (19553'1964)'50 phede'utiiizar ~
para comparar la dosis cero, control, contra otras d051s,
pero se pierde potencia a causa de lu dependenc1a ex;sten~

te en la dosis dc rcspuesta.

Williams supone que‘ios tratamiéntos, incluidos en el
control, son i=0,1,...,k fo; és el control y los tratamien
tos restantes son 1,2,...k). En cl experimento se tienen-
k+1 tratamientos, incluido control, con igual nlmero de rec
peticiones n, donde ?i es el csfimador insesgado de la me-
dia u;, con varianza estimada por SZ/n, tal que

Yi v NQuy, oz/n)

¥ I_§E‘N,:xz

ag

Supongase que la funcibn de Tespuesta es. no decrecien

te es decir, ..
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si los tratamicntos

estin dispuestos en.orden. creciente de dbsis. . El primer -
paso es encontrar el estimador by de maxima verosimilitud,
bajo la hipbtesis alternativa de que ‘existe una respuesta.

Bertholomew (1961) encuentra el eStimador'ui por mixima -

verosimilitud. Si

Reemplace~~

1+1'

Voo Yypivns By }’,i,:,:ifi‘ , Y“?_ T



Si las medias no cstin dispuestas en un orden crecien

te debemos detenernos y estimar Uj por ?j (para j=0,1,...,

i-1, i+1,..., k) y estimar a u; y ug,, por ?i, 11"

e .otra.menera el proceso de ponderacidn debe wepetir

se, dando a cada Y; -

i, §+1 un peso de - (n +n
’ o

1”) Por ejemplo

si

Yi ey, ie2 T

como la est1mac16n comﬁn de u-,— d

ales estén ordenada

ma verosimilitud, con medla Y

’1+J ’
valor de las medias poblac1onales "

algunas de estas pueden ser 1gua1es por el proceso de pon-
deracibn, Suponlendo que las dosxs estﬁn repetldas en 1a-

misma cantidad, para todas~1as dos1s~1nc1uyendo la-dosis - .



cero, 1a prucha es

tp = W

- ?0)/ ‘252/nv

para p=k, k-1,..., 1 cn'ééte ofdén>ﬁéféﬁiCnd6no$'tﬁﬁ bron-
to como obtengamos  un resultado no- sxgnlfluatlvo,, ESta,—~
prucba es identica a la cstadist1ca de t studcnt cunndo se
comparan Kk tratamientos contra un control cxcepto que up
es reemplazado por Yp En muchos e;cmplos ‘el proccso de -
ponderacion la “k = Yk y. la tk = t. Por ecsta sxmllmtud la

prueba dc Williams se llamara prﬁeba de t.

La prueba t; se compara con el punto critico determi-

nado por el cuantil tp dcjlaitébldklll}qe;fgp? qi.,:jpo-

mando de Williams (1971),,~&~ﬁ,

probamos ”p

u

o+ aun cuando p  no es estimada por.?o"J’



Williams (1971) elabora cl siguicente ejemplo numérico:
Considere el caso de 6 niveles de dosis que deben ser com-
parados con una dosis cero como control, usando un diseiio -
de bloques completamente al azar con 8 bloques. Supdngasc -
ademas quec SE ESPERA QUE LA SUSTANCTA AUMENTE 1a media de -
la respuesta. El control ¢$‘X° Yy ¢l resto son las medias -

dv los tratamicnto elegidos.:

=11.9, Yg=11.7

es CME=SZ = 1.16.

lanccado y n=1. Observar qd

0.1 =(1o.4+9}9;[i

pero Y < ¥, no debemos continuar.
0,1,2° Y3 , A
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En suma tenemos

Yo,1,2 <¥3 < ¥y < ¥,

pero como"?S y 76 no estin dispucstos en el orden ascenden-

te, es decir ?5 > Y¢ las ponderamos

Y5,6=(?SfY6}/2 éw(11.9+11771{2~5-yr,§;

de esta mancra las restricciones de orden se.han satisfecho

completamente y los estimadores de mixima verosimilitud ba

jo la hipdtesis alternativa son

L MgtYy

=114

Por otro lad dor de la estadistica es

6.

asi calculamos t2  para-a=.0S, p y v=427 4d0gl,
tp,y PATR a=.05, | JmAZ M08l

de la tabla VI del Apéﬁdice
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P 6 ] 4 3 2 1

%01 1.81 180 .80 1.79 1.16 1.68

& 93,00 539) S .96 .95 .9

pP.4

Aplicandd 

-Y_ = 11. 4 10 4,="1;

gy = 10.6r1974&€y0,’::

La conclusidn es que las cuatro primeras dosis fueron las

mas bajas en su respuesta obsarvada.f¥”

En 1972 Williams extiende su prueba para casos donde
¢l control tiene mis repeticiones que e1 resto de los tra-

tamientos (se ve en seguida).

La prueba t de Williams (19751 fue el resultado de co
nocimientos intuitivos mis que de principios tebricos; ba-
sado fundamentalmente en la pé&rdida de la podencia de la
prueba de Dunnett (1955, 1964) cuando hay dependencia en-
la variable de respuesta y basado en ¢l tratamiento de --
Bartolomen (1961) sobre pruebas ordenadas en el anfdlisis-

de la varianza.

Victor Chew(1977) recomienda el siguiente enfoque de

regresibdn: supongamos que se tienen los siguientes resul-



tados

Dosis: 0 1 2 ‘3'¥4 5
Respuesta: § 7 10 15 25 40.

Si usamos c¢l procedimiento anteriormente descrito, se
concluiria quec el tratamiento tienc una respuesta significa
tiva con la dosis 3. Victor Chew (1977) se inclina a pen-
sar quec la respuesta crecc de manera continua de la dosis-
0, de manera gradual en el inicio y despues con mayor rapi
dez en dosis mayores. Podemos ajustar una curva y estimar

la dosis minima cuya respuesta sea una descada.

Prucba Secuencial de Williams para determinar la d6-

sis minima para encontra respuestas significativas.

Supongase que usamos la t de Williams con un nivel de
significancia o para examinar si.hay alguna Tespuesta a la
substancia bajo estudio. S§i Ek < EE la hipdtesis nula Hp:
Mg SHy=-..= Wy NO €S re;haiada y. se puede concluir que no
hay respuesta en tales dosis. Si Ek,> Ek rechazamos la hif
pdtesis Hy ¥ concluimos qﬂe existe una respuesta, pero. es
posible que tal reépuestayocufra solamente en la dbsis -
k-ésima. Para verificar la éyiégnciéﬁpa;a respuestas déj"
dosis menores a la k-ésima, nétéSitamos probar la hip&ﬁe-
sis nula My y3 wo=e..® My € w Vs, Hai g Sy < ...s

Hk-1 = Mke



Una manera natural puede sér la estadistica

que ;k—1 < ;k'itsér”tgnféifk_1 dgﬁgﬂdé'db'?k;'cuya'media -
u, bajo Hy , es dé§tén6cid§.' Sin.embargo H, ; es probada
solamentc en casos cuando é# > Ek'(é equivalentemente cuan
do (;k—l - Y > Eﬁ 25%/n ). A causa del crecimiento de
Ei para k dada «, se siguc que el punto superior a una dis =

tribucidn de tk 10 condicionada a HP 1Y tL > tk' es 1nde-1'

pendiente de v, y es el.valor critico tk y de’ la tabla VI

del Apéndice, tomando de Williams (1971).

E1l procesoc (ii) debe repetirse usando el mismo nivel de -

significancia o 2 lo largo del proceso hasta que el i-&si

mo nivel sea del tipo (i). Entonces hay que detener el -



proceso ¥ concluir que hay evidencia para la respuesta cu

yas dbsis sean mayores o iguales a 1 + 1.

EJEMPLO NUMERICO =~ - -

Considﬁte'él'ﬁiSMO ejeﬁb1b,3u$ado ¢n—esfa prueba, en
gste k=6, Y. ; :
Mg = ‘0'5{"“4 =11.8, = 0.539 y

-.os o S
tp,40:  1,81:1,80
'5030( 539):

Hg-Yo=11-8-10.4=1

§) con dosis 6
- .

-Y_=11.8-10.4=1, con dosis 5

“5

¥ =11.4-10.4=1.

u4 ‘hay respuesta con dosis 4

-Y =10.6- 10 4=0» indica qﬁé?ﬁayﬁevidencia insuficiente

"3 o ey
para ‘una respuesta con dosis 3

Conclusibn:

Existe respuesta con dosis mayores.o iguales a la 4.



3, SEGUNDA PRUEBA DE WILLIAMS (1972)

williams (1912) extiende el procedimiento para casos-
donde el controul, la dbsis cero, tiene un mayor nGmeroc de -
repeticiones que los niveles con dbdsis distintas de cero,-

tanto para prucbas de una cola como de dos colas.

Considere quevlos tratamichto§ son tgq, 11; 12;..., fk
(donde T es el control y Tq,-.., Ty sén los tratamientos
restantes). En este experimento se ticnen k+1 tratamientos,
incluyendo el control. Si cada désis distinta de cero tie-
ne ¢l mismo nmero de repeticiones, ny Y lua cosis cero tiene c(c>n) re-
peticiones, entonces para ?i estimador de u;

Yo~ N, o*/ c)

0

w; v N(ug, 0%/ n)

= By VoA NGug -y, of (1/n1/Q)

(g - Y)-(ug

Joi(1/m+1/¢c)
(n+c)v S2

o




20

(;i‘?o)'(uo ‘“j]

\’n‘(l/n+l/c)

i n+rcjuv

“{arciv ot

(]l
]

]
v

(Ui'YO)' (Uo'ui)

Ei=
vkzln + §2/c

Bajo H: u - u; = 0 . para i = 1,..., p.

t; = (p 1_Yo)/4 , S: /n+S?/.§

por lo que la'rergléﬁ,"de‘“d'éciéié_n correspondiente es
. A ‘f: REIY: TR STy ,31,”—,: S SRR,
(i-¥g) >ty 5 J_S /mo+oSte

donde los valores de t{ se pueden aproximar mediante la

férmula

para W=c/n, t{(1) se ‘obticne de la tabla VII del Apéndice,



~omado de Williams (1972) y 8 es ¢l suscrito dado por las

nismas tablas. Por ejemplo si n=18, ¢=6, v=30, a=.05 'e

B3 50 (6/18) = 1.776 - .03(1-18/16) = 1.836

COMPARACION DEL EFECTO?ENTRE DIFERENTES DOS]S CON UN NUME-
RO DESIGUAL DE RLPEiICIONES

Aunque los efperimen;os usualmente se disefian con un
nfimero igual de repeticiones, puede suceder que al final-
del proceso el experimento quede desbalanceado por alguna
razdn ajena a los efectos de los tratamientos. En experi
mentos realizadoes con animales, cuando es necesario enmple
ar bastante tiempo, las unidades de estudio pueden perder

s¢ por razones imputables SOLAMBNTE al azar.

$i las repeticiones restantes dél-control sen C y de
las dosis de los tratamientos, ntl nz,f..,-nk,;entonces -

los estimadores de mixima verosimilitud de i para i>|
. Co

son p;, con media Yi i+1,.§;;-itj7que estiman el valor -

de las medias poblacionales son

P LT R
His ‘ui+1r‘py‘-,‘- ) “i+j.
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~
(Note que cada My sc obtiene con el mismo proceqdimicnto que
en ¢l caso anterior, '

y la estadistica de prucba es .

lemuestra -

Afortunadamente Williams (1972 p8g. 526)

que para diferencias moderadas en las repeticiopes de las -

d0sis de tratamientos no hay necesidad de tablas especiales,

por tanto sc usaran las mismas tablas que para gl caso an-

terior.

PARA UNA PRUEBA DE ﬁOS_COLAS

Es muy frecuente desconocer en qué sentidg se orienta

ri la respuesta esperada del control, si en sentido positi

vo o negative, aGin cuando es razonable suponer |que la me--

dia de la respuesta es una funcidn mondtona de |las dosis.

Los valores de ?i cbservados deben ser cxaminados antes de

decidir si se prueba contra las alternativas




Mo SH S e 2wy
9 contra las alternativas
Ho 20 Mg (2-ee 2 My

R T

caso By > u,

Las distribuciones (5) y (4) son'idénticas. En la -~
tabla VII del Apéndice se muestran los valores criticos -
para Ei dos colas que estin dados por a=0.025 y a=.005 que

permiten una significancia de .05 y .01 respectivamente.

UN EJEMPLO

El autor propone el siguiente e¢jemplo: supbngase que

comparamos 5 niveles de d6sis contra un control, en un di



sefio complctamente al azar usando 70 unidades experimenta es
con 10 repecticiones para leos tratamicntos y 20 para el con--
trol; pero por causas del azar sc perdicron 5 observaciones.
Se tiene c¢=18, 111=113=n4=10, n,=9 y ns=8. No se conocec el ~--
sentido del efecto (positivo o negat.) de la sustancia, sc dg
cide hacer una prucba de dos colas al 5% de nivel de signifi

cancia.

Supongamos que las medias son’

Y = 5 ¥ = - i :: 9 : . 1'2.‘: : : V :. - g -
o= 50.1, ¥y=52.7, 9,=45.2, ¥5=47.1, ¥,=44.8, 9,=46.6 ade-

mas S2 = CME = 22.28 con $9 g.1.

Es claro que si haxjdlgﬁhfgfe;tb,ﬁéstei ebe ser eﬁ?éeg

tido positivo (i.e. que incremente la respuesta e ada),

esto ¢s,bajo Hy:

el procedimiento es anfdlogo al dé’1§~p5g;‘*';,pepo:ahbra-.

Hpt My > My o2...> M)
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pues toque ?1 > Yz no hay que ponderar como Y, < Y5, en-

ronces ponderamos . ... %o

En suma tenemos

¥ < ¥, <Y <”\{4,5

es decir que

-~ A ‘A..:Ao\.’ Lm A '
'Mo < M1 <:¥2 =’M3”< M41= MS .



Por otro lado la-regla de decisibn es

(T -y > ef oV e )
ir o5

1
2. 029 |
ti,60°

vV 22.28(1/n+1/18) 2,00

. 025
t

Los éuahtiles“t;

trapolacitn  » ag;

n.: ':81”

60\/22.28(1/n;+1/18§: 4.13

-a
doénde ti,v(11.§
a = .025, de Willi

= 50.1 - 46.2

Yb- Uy = 50,1 - 46.2~.
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La conclusibn es que las dosis 3, 4 y 5 fueron .mis ba
jas en su respuesta observada, compgrada~con el control,
Una modificacién a la prueba de Williams (1971) es realiza

da por Marcus (1970).

4, PrueBa DpE PAuLson

Considereﬁbs}kf1ngtﬁpos de_;réﬁahi§nfds Sajbtés?paid,;
de los cuales T, es el cbntfdl-y'T1;fT2;!f.,‘Tg-§6n716$'e£’
perimentales (a probar contra el Cdntfol)."Se‘diséute‘el—
caso balanceado y supondremos que las obsérya§i§ﬁé§;ehléa§

da tratamiento se distribuyen normalmente.

Los tratamientos experimentales, Tys Tz;.}};;Tk, 5eaf
dividen ¢n dos categorias: Una primera formada;pof el con-
junto de tratamientos experimentaleérsupefiofeQ éirédﬁtfol
y una scgunda formada por el conjunto de tratamientos que-
son inferiores o iguales al control. En tal situacidn se-
tia descable tener cierta proteccidn contra la seleccidn -
de tratamientos experimentales. 'mejores" cuando en reali--
dad son inferiores al control."Ello es posible hacieﬁdo -
que el procedimiento usado propo;cipnegﬁgguridddren lia se-~
leccidn de T, como el mejor si la segunda categoria con--
siste en todos 1os k grupos (i.e. ningunoidéflos tratamien

tos experimentales es superior a To).



Consideremos una muestra de (k+1)n observaciones inde-
pendientes {Yij} 1,f7.;k; j=1,2,...n -tal que Yij es la  j-
ésima observacidn del‘trafamiéhto T; ;'para'asegurar que el
procedimiento estadistico seleccione un trafamicnto, de en-
tre ltos k+1, como ei mejor se debe tener que la probabili--
dad de que 1, Se seleccione sca > 1l-a, s1 ninguno de los
tratamientos T], Tz,...,Tk ¢s en realadad superior a To' -
Ademas también consideramos el problema de decidir el tama-
fio de muestra neccsario para que cuando uno de dos trata-
mientos ecxperimentales es realmente superior al resto, in-
cluyendo a TO, por una propabilidad determinada apriori --
sea > 1-8 (l.e que ¢l tratamiento cxperimental sca selec-
cionado como el mejor). Las constantes o y g pueden ser -
consideradas como analogas al error tipo 1 y Il cuando sc
prueban hipbdtesis. Sin embargo en cl problema de compara-
cionecs maltiples y no es completamente equivalente al caso

de pruebas de hipdtesis de Neyman-learson, a menos que k=2,

Consideremos que las n observaciones del tratamiento

Ti (i=0,1,2,...,k) se disprlbuyen'normalmente

1& ~ NQug, g?) 1ié0;1,2,.f.k

el mejor tratamiento se dgfin¢,chp\gquéi-gﬁgftgpgg,élVvaf

lor més grande de uy
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Paulson {1952b) discute dos tipos de distribucién de

las observaciones, normal y binomial.

CASO NORMAL CON VARIANZA VDESCONOC'ID‘AI.

Sea S% = CMh, el cuadrado medlo del erro el estlma-
dor de 1la varlanza, en el caso de un. disefio’ completamente-

al azar es

i=p,1,..00,k

ademfs sea ai la medié«est}mddéddélltratﬁmiento Ti(para -
i=1,2,...,K) y ?0 la mediaréstimada del control'To y An -
una constante que se determinari en seguida. El procedi--
miento estadistico queda de la siguiente forma : Sea ;*=

"~
max {u,

’

H2yeesy uk} y T*'el tratamiento correspondiente-

a la y*seleccionada

am - ¥ > A A CNE(Z/M)

< A, A/CME(2/1)

seleccionar T* :

seleccionar T
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La An puede encontrarse evaluando

POSTocan VOB | g = bymees 7 i) = 1o

P(n;An“"k#i

haciendo uso de;la in cgrac16n enzdos varlables (Vbr Paulson

1952b, pig. 244), doﬁde P(n, An, k+1 A/o) denota la proba-
bilidad de que lkcscavselecc1onado comq elvmeJor cuando‘ --
Mo = MqSeee® Uy uklc = uo/c-+A/c, A es el incremento de
Ty respecto a los demis tratamientos (i.e ¥y > max {uo, Ugs
ey uk_‘} + 4). Desafortunadamente los valores dc An no -
han sido calculados por completo y en la prictica resulta -
complicado calcular los vatores de An, por lo tanto se usan
métodos numericos aproximados para encontrar An. Sca C; =

{;i'qo > An of CME(2/n); 1=1,..., k} y sca t ,una variable-

aleatoria con distribucibn t y n'grados de libertad. Con -

la ayuda de tablas de t encontraremos una aproximacién_;na

An, de tal manera que
.o~ - - - 7 = o
P { u, - Yo > An o/ CME(2/n}} = P { thr 2 An} -

Entonces la probabilidad de que T, sea seleccionado como -

el mejor cuando todas tas medias son iguales excederi 1-o



in7

por una cantidad menor que %{kFl)k P(CI.CZ) para

; j2_ 7 z ' _
P {C].Cz} = P {S > )\HJ'QE—‘";—)\—E—G 1 2 An i‘*&;—-‘T },
n n n + n

donde (S, I) tiene una distribuc¢idn normal con media cero,
varianza uno y correlacién p=(n'+kzn)/(Zn'+R;n). De esta -
’ . : . - :
nanera se evaluan los limites del error tipo I, ya que, se
CME ' '
a

sabe, N N(l,l{Zn'}.

Para los limites deiyérrdrftiﬁoilii:sé tiehe'q0§ dado
uy/ o= u / o+ 'Alo',“i""“

P{uk-?o

fv

An JTRE(Z/R) ) -

& CME(Z/n) =

Finalmente para encontrar elltamaﬁpfde*muesfra,;se”4

propone



1es

= (In2 2 Y-
n, ‘(lc /-4 )V(Ym’*\ B)

donde a; = a/k, yai? An y YB~=VZG de -una distrlbUCiﬁn'--
normai estandarizada; después-de calcular A(no) y los 1imi
tes para P(no, A(nO), k+1,'A/o),‘pucde modificarse la n, -

por iteracidn.

Debe notarse que para encontrar cl témaﬁo_deséado pa-
ra controlar ei erroer tipo 11, debe conoccrsé ¢ de 15 éxﬁg
riencia previa. Paulson {1952a) desarrolla un método para
encontrar una solucidn Sptima para k muestras con distribu
cion normal. Esta solucibn esti formulada como un proble-
ma de decisidn mulrtipie; cse travajo discute el caso balan’

ceadc con distribucidn normal y varianza desconocida.

Concluimos esta seccibn con un'ejcmplo numérico. Con
sideremos ¢l experimento descrito por Anderson (1974): ‘su-
pongamos que la vdlvulaiD"eS"ﬁgeS§ro coﬂtrol;-laé?médiasf—:

son las siguientes

V4dlvula
Tratamiento

media < 7417 6.

en este caso max'{ui, ui,'ﬁﬂé} 3 T7;4}7;;entonces,A =

wg - ¥, = 2.834; por otro lado se tieme que CME = 1.75; -
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supongamos ademis que por experiencia previag. =1.75, enton-
ces de valores de la tabla VIII del Apéendice caiculadds por
Paulsen (1952b) para u=0fQSTy §f9;05 se tiene §1Z=yu1

2.326 y yg = 1.645 por’ib:6Qéﬁ§;ftoﬁdré

202 75) %

- z 2 -
n =— ( vyt YB)

(1 = 2.

: (2.326+1.645)

De csta manera se tendrén 12 observaciones por trata-

tamiento para una o = 1,15, tn nuestro ejemplo tenemos_

2.326 +/1.75(2/12) = 1,256

g~ ¥ = 7.417 - 4.583 = 2.834 > 1.256; Concluir u, > uj

uy- ¥ o= 6.917 - 4.583 = 2.334 > 1.256; Concluir uj > u,

Wy~ Y= 4.917 - 4.583 = 0.334 < 1.256; No hay evidencia

suficiente.

De lo anterior se concluye que el conjunto formado -
por los tratamientos T2 y T3, tienen respuestas superio--
res al control; en tanto el conjunto formado por T1 se --

considera igual al control.

En la tabla VIII del Apé&ndice, se reproducen los va-

lores calculados por Paulson (1952b) para P(A) y los limi



tes superiores para 1-P{n;A, k+1, A) respectivamente.

CASC BINOMIAL

En esta seccidn tratarcmos el caso binomial, haciendo
uso de la transformacién inversa del seno; esto es, si p
es la proporcidn de €txitos observados en n ensavos inde--
pendientes con probabilidad constante P de €xitos, enton-
ces arcsen /P para una n grande se distribuird normalmen
te con media arcsen Py varianza 1/4n (para medidas de-

los angulos dados en radianes).

Sea Ty el nGmero de €xitos en la n observaciones del

tratamiento Ti’ Sean P; = ri/n, uz= arcseny P; Y Pi la-
probabilidad real de éxitos en el tratamiento Ti' Sea

P* = max {Pl, ﬁz,..., ?k], u*= max {u;, u u_}. Don

2" Tk
de 'I‘o es el control y Tl’ TZ""’ Tk los tratamientos ex
perimentales. Sea T* el tratamiento observado cuyo por--
centaje de éxiro es P*. En caso de que mis de un trata--

miento tenga un porcentaje de &xito igual a p*, elija T*

de manera aleatoria del conjunto que tenga ﬁi= p*.

Paulson (1952b) propone el siguiente procedimiento - -.

para seleccionar uno de los k-tratamientos experimentales.

Elegir T* si u* - u_ > avi/2n

elegir T, si uk - u, < W1/Zn

we



donde A se¢ escoge de tal manera que si Po > max {P1,....Pk}

la probabilidad de que T, sea elegido como el mejor, seré

| v

1-a. Supondremos que n es suficiente grande para que el

conjunto {U;} se distribuya comﬁtNtﬁfCéénZ,§i3_1/4n).

De esta manera el problem al caso normal con

varianza conocida; el valor de A=s mina al evaluar

P {ut-ug < A\/ 7 l U =ugE.

- e

Desafortunadamente los valores de A tampoco estfn cal
culados en tablas adhoc y se utilizan las aproximiaciones
discutidas en el caso anterior. Por otro lado para encon-
trar el tamafio de muestra para n tal que si P =Py=...Pp 4
=PyPy = P+ 8 (8§ > 0), la probabilidad de que Tk sea -
elegido como el mejor, igual a 1-8, y ademfis & = arcsenvP+§

~arcsen vp , esta determinado al evaluar.

P(n;A,k+1,4)= P{uk-u > x/ 1721, uk> max (xj,...,xk 1)}

dado que Up = ug A.

Usando la notacién nemos que

el tamafio de muestra



Concluimos esta prucba discutiendo un cjemplo numéri-
co. Considere una situacidn en la‘que estcmos interesados
en investigar el cfecto de cuatro tratamientos para cierta
enfermcdad-un control y tres experimentales-; supongamos -
que se conoce por la experiencia previa que la prcbabili--
dad de sanarse con el tratamiento estindar es de 0.75. El
problema consiste en seleccionar uno de los cuatro trata--
mientos (incluido el control) que tenga las siguientes pro

piedades:

(a) La probabilidad de seleccionar un tratamiento ex-
perimental como el mejof, cuando en realidad es inferior -
al control, sea <005 ; (b) si uno de los tratamientos ex-
perimentales incrementa su probabilidad (de sanar alo. 90,
mientras que la del resto es <0.75, cntonces la probabili
dad de que el tratamiento experimental superior sca elegi

do como el mejor debe ser >0,95.

En este cjemplo tenemos a=.05, B=.05, k=4 podemos --

aproximar con una t-student, a A, es decir t&05= 2.132 ;;
Yy

Ao = arcseny .75 + .15 - arcseny .75 = .202
cntonces

n = '(2_.1_32_.4i‘1"'_.:"t6.45’/)l"_2/'2(;2022) = 174,



Una vez que se ha encontrado el tamafio de muestra ne-
cesario para detectar el efecto deseado, se procede a rea-
lizar el experimento. L1 procedimiento estadistico que --
cumpla los requisitos (a) y (b) es el siguiente: Un grupo-
de 174%4=696 animales son inoculados con la enfermedad es-
pecifica bajo estudio; luego los animales son subdivididos
de manera aleatoria en 4 grupos, cada uno de 174 animales.
Al primer grupo se le 1llama control, el resto de los gru-
pos reciben los tratamientos restantes. Después de reali-

zar el experimento, si

arcsen Yp* - arcsen /53 > 2.128WZ (0 73)

concluimos que el tratamiento bajo experimentacidn es me-
jor con un porcentaje p* de éxito, de otra manera el con-
trol es en realidad mejor que los tratamientos de experi-

mentacidn.

5, PRIMERA PRUEBA DE GUPTA Y SOBEL

Haciendo uso del método de Dunnet (1955), Gupta y So
bel (1958) obtuvieron el siguiente procedimiento para ele
gir un subconjunto de tratamientos que son igualmente bue
nos o mejores que cl control. EIl procedimiento garantiza

una probabilidad de al menos 1-a de que el subconjunto -



de tratamientos, cuando menos iguales al control. Este pro
cedimiento es mids flexible que otros -Dunpett (1955), Paul-
son (1952- porque permit§ alfexpcrimcntador‘escoger un. sub-
conjunto detcrminado 63 555¢13yconsidefaciohcsKeéoﬁéﬁi;as o

de otro tipo.

Este procedimiento permite encontrar intervélos de con
fianza para alguna media de interés. Después de realizar el
experimento se encuentra un intervalo de confianza, a nivel
a para todas las medias de las poblaciones de tratamicentos-
con respuestas inferiores al control. Este intervalo de con
fianza obtcnido es consecuencia de que al seleccionar un sub
conjunto con teodas las poblaciones de tratamientos, tan bue-
nas o mejores que el control, se han eliminado autom&iticamen
te quedando aquéllas inferiores al control. Por tanto este
procedimiento se puede usar para eliminar aquellas poblacio
nes de tratamientos que son significativamente inferiores -

al control.

Para el caso en el que haya interés en tratamientos in
feriores al control, el problema estadistico es idéntico y-
las tablas se aplican igualmente con las modificaciones ob-

vias.

Los autores discuten dos tipos de distribucidn de las
poblaciones; normal y binomial, Aqui solamente incluiremos

el primer caso,



Sean T], TZ,..., T 105 tratamientos a comparar con-

P
tra el ;ontrol T,, con sus ned1as ’i,(.;,'up_
iatxutosi Vdrlan

yﬁuo respec-

tivamente;f Tendremos ahora cuatro casosf
za comln CUHOClda'(u «‘ conoc;da), VdrldHZd comﬁn conoci-
da (u deaconOCLda),.Varlanza comGn dcsconocxda \u conocl

da}, varianza comﬁn desconoc1da (u duSCOnOuldd) Desde -

el punto de v1sta prdctlLO el Gltxmo caso Llene mﬁs,xnte—-

rés y se discute. a contlnuacxén.

La vnrlanza'o’ es, desconoc1da Yy est Vada por el
CME, la media uy es. desconoc1dd Y estd estlmada por Y (pa-
ra i=o,1,...p). Ln este LﬂSO se: t1encn n1 observac1ones -

de los tratnmlentos T (1 0 1,...,p)n Gupta y. Sobel propo*

nen incluir en el subcon;untpip~todos.1os tratam1entos cu-

yas medias Y, excedan al control Y

QP

donde dOl es el valor critico dé uha~cdia;*de~1a tabla V
del Apéndlce, tomada de Dunnett (1955), v son los gradoes-

de libertad del error.-

Al usar e1 estadistico (1) ellmlnamos los tratamien-

tos que son s1gn1‘1cat1vamente peores que cl control., -

Los tratamlentos Luyas medld mue rales sean “"suficien-

temente' menores que cl control qe 1ncu1r5n en el subcon

junto (es decir, aqucllas dlferenc1as Yl - Y que scan -

o



suficientemente grandes y negativas).

Si usaramos la bé d Dunnet

declararlamos al -

“1 control 51

=)

para pruebas de ﬁnhiébléI’,Aljcqmpang IE;WQia§%(1) y
(2) es evidente que el método.dezGﬁéﬁ@lny§bélidbtéhdré un
subconjunto de tratamicento més gtdﬁd?é:}ﬁi‘métddo,dé Dunnett
incluye aquellos tratamientos que solamente séan mqyores -
que el control, mientras que el método de Cupta y Sobel -
desecha solamente aquellos tratamientos que mucs;rénvser -

inferiores al tratamiento esténdar, control;

En nuestro eijiemplo supongamos que la vﬁlvula ha;proba

do ser mala, con lo cual podcmos utlllzar 1
cola. Asi - dp,v =.- 2.85 para a.

tanto

d“ °5 7. 15/1

las diferencias_dcﬂié A

By C. Dado que la medi

vula seri diferente de edla es

al menos

4.583 - 1.088 =A3.4954:como las medlas rcstantes son
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se concluye que:las valvulas A, B y C son distintas del con

trol.

Postcrlormcntc Sobcl y Tong (1971) consxderaron Ada -
agrupacidn dptima de 1ns observac1ones medlante c1ertas --
particiones de- poblac1ones normales al compararlas contra

un control.

6. SEGUNDA PRUEBA DE GUPTA Y SOBFL
(Ryan § Antle, 1976)

El método de Cupta y- Sobel selecc1ona un subconjunto
de k poblaciones, con d1str1buc16n ‘normal y n repeticio--
nes, las cuales contlenen;lasrpoblac1ones con la media --
mis grande y probabilidad dé al méﬁﬁﬁ, P*, E1 método ga-
rantiza csta probabilidad P* sin importar qué tan peque--
fias puedan ser las diferencias entre las medias de pobla-
ciones. L1 experimentador puede estar interesado en de--
tectar alguna diferencia en particular y de esta manera -
se puede ampliar o reducir eljsub¢bhjunto de poblaciones,
mantenicndo la misma P¥, fRyéﬁ y7Ant1e (1976) mejoran el-
procedimicento de Gupta y,Sbﬁéij?!ﬁtesentqn tablas mis --

exactas y ampliadas.



Considere Mgoee ey las k poblaciones de medias de -

condlstrxbuclon normal y varianza -com@n o?. S3c¢an Yl' ?2,
ey ?k las medlas mucstralcs v 5% cs cstimador insesgado
de ¢?. E1 tamano dL muestra dc cada poblacidn es n. Sin
pérdida de vcneralxdad supongamos que u; cs la medla més -

grande y -la consideramos como la mejor poblacibn. -

El procedimiento de Gupta y Sobel $c formaria un con

junto con la poblacidn i-ésima si. S

Yo ¥ - ds/VRT

donde los cuantxles de d se obtlenen de la tabla 1X del -

Apéndice, tomada'd; Gup

de d son tales;que;cua'

Es decir que sin importar el arreglo dc las u;, 1a
probabilidad de que el subconjunto contenga la mejor pobla

cidén es al menos P*,

l.a modificacibn que proponen Ryan y Antle(1976) ne-
cesita que la mejor ﬁobiﬁciénHSeé seleccionada con una -
probabilidad de, al menos, P#*... Cuando “k >oHy ot Co, pa-

ra alpuna C > 0 ¢ i=1,2,;,.,k?1f; Sl la diferencia en--



tre la media més grande. y alguna de 1as otras es menor-que

Co, entonces la probabllxdad es. al_menos p* de . que. el sub-

conjunto :eleccxona ',pontensa una poblac1on cuy

scbrepase a la Co'de “k Si- cl experlmentador desea usar

una zona de 1nd1ferenc1a, expresada gomo una fraCC16n de T,
no es necesario’ conocer la vatlanza para usar esta modifi-

cacidn al método;dggpuppaty Sobelr

La nueva propucsta con51ste en proporcxonar ‘una nueva
tabla, para ello debemo; tener 4 / C, y de: csta manera

se encuentra el valor de D* tal que

cién). Ver tabla Ix Aﬁvdclgapcn

que
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cuando Wy = Mg Taoe® b Y UR = Hy Co. Lllo equivale a

encontrar un valor D* tal. que

P[\'fk - Ca;me(Cv/ﬁo/S k+ ‘ D*)S//ﬁ:]=p*,

puesto que Y,-co tienc la'misma”media‘queflas‘otra$:poblacig
nes y dado que ols. esta muy ccrcano a la unldad “sinok

son grandes, ello suglere que"

donde d se obL1enejde la tabla IX del Apéndlce, tomando de-
Gupta y Sobel (1958( ‘Lq gper1mac16n obtenida, D**, de D*

esta dada por la exp;géiﬁhlf’

DAA = d s o= 2,71 - 1.0 = 171



CCAPITULD TIT
MODIFICACIOHES A LAS PRUEBAS PROPUESTAS

Introduccitn

Las pruebas de comparacioﬁes;ﬁdltiéies5bfopgestas has -
ta antes de la d&cada dc los cincueﬁtas,- Tukey,‘Séheffé,
Student, Newman, Keuls y Bonferroni,'entr§ otros;rtuvieron
gran aceptacién enire los cstadisticps;iSiﬁéémbargo_estas
pruecbas resultaron poco robustas'aljaﬁlidarias,en,hlgunos
casos particulares; por ejemplb, la prﬁebé de Tukey origi-
nal no fue pensada para tamaﬁosrde muestfa desiguales, tam-

poco fue pensada para casos de heterocedasticidad.

De entre las modificaciones propuestas a la prueba de
Tukey, describimos en primer término aquellas que analizan
los casos de disefios desbalanceados: Kramer (1956), quien
proponc usar la media arm6nica de los tamafios de muestra in-
volucrados en la comparacibn; Spjétvoll y Stoline (1973),
Hochberg (1975) y Genizi & Hochberg (1978), extieﬂden la
prueba de Tukey para comparér simulféheamente todas las com-

binaciones lineales dé medias en disefios desbalanceados y de



efectos f£fijos, haciendo- uso de la distribucibn de rangos
estudentizados, En segu1da se descrlben las modxf1cac1ones
propuestas a las pruebas T de Tukey, S de Scheffc y RM de
rangos mfiltiples para anallzar dlseﬁos con heterocedastici-
dad; Kramer (1957), estudla’el caso de heterocedasticidad
cuando existe correlacifbn entre las medias, debida al disefio
de bloques incompletos o alguna covariable usada en el anéli
sis. Duncan (1957) muestra la proximidad en las propiedades
de las pruebas sobre medias correlacionadas con varianzas
heterogéneas y las pruebas sobre medias no correlacionadas
con varianzas homogéneas, el autor se basa en la prueba de
Kramer (1956) pero la prueba del primero es mis robusta que
la del segundo; Hochberg (1976) modifica la prueba de: T, ba-

sado en los Tesultados de SpJétvoll y Stollne (1973)"y ob-

tiene una prueba Gtil para comparar todos 1“ o tras{es po-
sibles, por parejas;, Brown y Forsythe (1974 'modxflchn la

prueba de Sheff€, mediante el uso de stes ortonormales -

en modelos con uno y dos crite 1gnif'cac16nicon,,

varianzas desiguales, el m&étodo de rtogonallzac16n de Gran—

Schmidt se usa para theﬁerrl ntra:tes ortonormales.

Finalmente este‘cap tulo’ concluye con otras mod1£1cac1o-

" nes a las pruebas or1g1 ales ,Dunn (1961), mod1£1ca la prue-

ba de Tukey y Scheffe cuando se- ellgen m contrastcs apr10r1
de entre un grupo de k tratamlentos, el autor construye sus‘
tablas para determinar los valores de . m. y k en relac16n al

nimero méximo de combinaciones 11nea1cs,,con'elwfln,de,que



los intervalos scan miis estrechos. Fenech (1979} propone

una modificacién a la prueba de Tukey para probar diferencias
de medias en un modelo de bloducs completamente al azar (BCA),
la observacidn que hace el autor es que en 1os‘modelos BCA, ,
los errores estén correlacionados y no se puede suponer que
tengan varianza comin, Sen (1969) propone una modificacibn

a la prueba de Tukey, considera que, en un modelo factorial,
las variables aleatorias no cstén igualmente correlacionadas
al recalizar comparaciones sobre efectqs.de interaccién. Boher,
Chow, Faith, Joshi y Wo (1981), modifican las pruebas de
Tukey, Scheffé y Bonferroni, eligiendo los puntos criticos
adeccuados para maximizar ¢l nGmero de decisiones correctas,
este método es conocido como ''tres reglas para la decisién
miltiple cn modelos factoriales"™. Concluimos este capitulo
exponiendo la modificacibén a la prueba de Bonferroni,de Shaffer
y Macready (1975}, su propbsito es mostrar que, dada una fami
lia de contrastes, existen uno o més conjuntos de contrastes
internamente indcpendientes;Lﬁpnfgiﬁfin de incrementar la po-

tencia de 1la prueba.

l. Modificaciones a la Prueh “de Tukey para steﬁos
Desbalanceados. :

En muchos cambbs vestigacién es frecuente que el

investigador se cnfrent' 1altarea de comparar efectos de

tratamientos que estan desbalanceados. El desbalanceo pudo
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haberse originado porque el experimentador asi lo decicidib
o porque algunas unidades experimentales han desaparecido

por causas ajenas al efe¢t6-de'lds tratamientos;

A continuacibn present'mos cuatro modiilcac1 nes ‘a- la

prueba de Tukey para‘casos desbalanceados

1.1 Primera Hg@ificatién Kramer (1956).

Sean TJ,...',Tk ‘1os tratamlentos a comparar ’Cuyas medlas
SON My, ... My Y SUS éstlmadores ”"""”k" La prueba de
Tukey orlglnal, af1rma que conproballdad l~u todas las com-

paraciones u, - ui de u;,...,uk satlsfacen sxmulténeamente

Gig-uy) - of SO < '(_u.'éu‘.~)j'-; (“ -y ) Qk v\( ___EMT‘;

T

con k,v gl.

La modificacibn propuesta consist

sidn (1) en




Donde Q;,v es un cuantil con (3-a) 100% de confianza
de una distribucién de rangos estudentizados con P,v gl.
(Nota: el articulo original derkfamer;fhgcé usdjdé las ta-
blas construidas por Duncan (fQSS); gin«embargd'Harféri(1960)

construye otras tablas que mejdtan los‘cﬁiculos,del primero).

Ejemplo:

Reproducimos el ejemplo de Xramer (1956, pip. 309), mo-
dificando los cuantiles Qg v pof los dados en las .tablas de

Harter (1960).

Se tienen 6 tratamientos ordenados de menor a mayor en

un modelo completamente al azar,

.88 .017

Total 21 . 84882.85
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SV21397 = 48.96

para una significancia de,C¥=Lb5 la tabla Il del apéndice

tomada de Harter (1960) dan los siguientes cuantiles

P

.05
Q.16

.05
(48.96)Q;°76

comparamos
(pi-uj). P:(pi'uj) T
contra :

WE - - Q.OS
p,16

para probar Ho : u,=us, calcular

2) (3
243

o= = Gre-u) ¥ HEMEL < (172)(1.55) = 266.46>223.

11
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concluir u;#us; de manera anfloga se calculan las demas di-

ferencias, en resumen se tiene

s S Conclusién

(He-M1)* = 266.46>223.11; (ﬁg;ﬁ,)'# - 2»23‘.Z12’>;2172-..14; | Me # ua
(ﬁs-ﬁs)*= 178.00<198.99 S | o | e = ¥3

(Ws-i1)* = 205.27<212.14 - Be = Uy
(a3 )* = 121.24<198.09 o R Ll-n. -ty
(13-u1)* = 116.65<178.65 | | o mem
(R,-w1)* = 77.46<146.78 o , R

en resumen se tiene el siguiente diagrama

T1. T2 13 T4 715 716
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1.2. Segunda Modificacién;lSéjﬁtﬁbli }fSibiihéi<1973)

El estadistico basado en 1a dxstrlbUC1 ra’gps estu-
dentizados, puecde usarse para est1mar aprox;madamenté, de ma-
nera simulténea, todas las comblnaC1ones lxneales de un con-

junto de medias para un anélxsls de varxanza de un modelo de

efectos fijos, desbalanceado. Este nuevo método 10 llamare-

mos Extensidén del Método de Tukey (Ext.T). Las 1deas princi-
pales se tomaron de Sphétvoil .§ Stqiiﬁem(1§73)}

S -
B ~ - : ;

Supongamos que Ulyeee,ly SON los estimadores de las me-

dias de efectos de los tratamientos T donde

;g..,Tk;

para i=1,...,k; n; es el tamafio de muestra del tratamiento
2
i-ésimo y Hiseno by o? son parimetros conccidos. Sea S =CME

~ el
el estimador de o? independientemente de LEWRRER N tal que

vS§2/0% se distribuye como una X% con v g.l.

-

Consideremos un disefio completamente al azar, de efectos

fijos
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J

donde los €5 (s) son independientes y con distribuci6n nor
mal de media cero y varianza o%. = Entonces si_ui= U+T

1

El método de Tuke e asqjsﬁliﬁéeédp'(nis;;;=nk=n)

puede resumirse de la siguiente manera:

1.- Con probabilidad.



Con probabilidad 1-a todos los contrastes

satisfacen simultéineamente

~oon o ME and ‘ ’ o
(ui-uj) - Qk'\J =5 < (uyg uJ) _<_ (w:-p.) * Qk,v@ )

donde Qk es ¢l cuantil con un a 100$‘m
una distribucién de rangos estudentlzadq

se muestran en la tabla I del apéndlce
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EXTENSION DE LA PRUEBA DE TUKEY

C#yi bajo las suposiciones (1) y

as combinaciones lineales ¥, de

(3)

.k .
donde ¥= X C.p/, Qp elipunto superior con o 100% de
1 Kk, LA

confianza y k;v g.l. aéfgﬁa distribucién aumentada de rangos

estudentizados, ver tabla;X"en cl apéndice, tomadas de Stoline

BN o 3
(1978); y c** = Max c2>'o =, -1 i
1 /ni, C;<0 Jni

Para probar (3) introducimos las variables Yi,---5Yy POT

Yy o® ui/ni 3y 1i=1,...,k. Entonces Yis---3Yp SOR independien-
tes y N(Yi,oz). Dado que las Y3 (s) tienen la misma varianza,
los intervalos de confianza simultineos para todas las combi-

- ®
naciones E? diYi se pueden obtener de (2), haciendo n=1 y C *
que considere las d;,...,dk.

Pero



Un intervalo de confianza para Z? C.p, se obtiene esco
giendo di=cillni si y s6lo si d,/n =C; para todo i en (2) y

de esta manera se obtiene (3}, lo que complefa la prueba.

Claramente (3) se puede utilizar para todos los contras

tes de u,,. oMy Para comparaciones dos a dos, a partir de
la expresibn (3) es claro ‘que con probabxlldad mayor o igual

que 1-a se satisface simultineamente para u”"“’"k’

1.0 1 ~a o
. - mEX {e—, - o . .
e ; x » /rg",ﬁ; Qk’\f ’< u‘l uJ < (“1 )JJ) +
. Lt R
+ MAX { —— i Qe CWE S

Las expresiones (3) y (4) se pueden utilizar ‘para esti-
mar simultineamente todas las combinacioneslineales 'y dife-
rencias de parejas de medias, respectivamente.  (Con probabi-

lidad i-a todas las combinaciones lineales ¥ ¥‘Zk C.u. de

las medias Mooty satisfacen simulténeamente la expresifn

(3).

Sphétvoll y Stoline (1973),_cqhsidéra“dﬁeHIdceXtensién

de Tukey se puede recomendar cuando
1.- Haya interés en comparadiones?de%'

2.- los tamafios de muestra no estén seriamente desbalanccados.



1.3. Tercera Modifipgciﬁp; Ho§ﬁb§}gi(ig?5)? ).

De entre los muché;fmétbagg{éé“doﬁﬁaiééibnes mGltiples,
el de Tukey ofrece 1651iﬂ£éf§51&$ mé§ ébitos‘phra comparacio-
nes dos a dos (Miller; f966;'céb.-2). ~En 1975 Hochberg, dis-
cuto un procedimiento general de la prueba de Tukey para ca-
sos desbalanceados. Este‘nucvo métédo que llamaremos Ext. G.-T,
es una extensién de la prueba discutida por Spjdtvall § Stoline

(1973).

Sea Y=(Y),...,Y )' un vector de n variables independien
tes, normalmente distribuidas con varianza comﬁn'azl”(i’es°una

matriz idéntica). Sea u el vector de medias tal que

donde

El nGmero de columnas se supone menor que el nimero de
rengleones (k<n), para que los grados de libertad del error

sean v=n-k>0., Se supone que X es una matriz de rango com-
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pleto; ya que si X tiene rango incompleto, se puede usar una

reparametrizacidén que asegure rango completo. .. 7.

El interés de esta prueba es encontrar un 1nterva o de

para Zl 1 un modelo de la forma

puesto que X es de rango completo;‘e}«estimador’de mixima -

verosimilitud de 8 es
~ T ‘-1 .
B = (X'X): " X'Y.

El estimador de ¢? esf*S?f;”Yf(I;XfX‘X)f‘k}) Y:/(nfk),
tal que e O

B oaNgetah

(n-k)s? 2
—_—— A Xn-k H y ‘adem&s son independientes,

Definamos
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El método de lHochberg para modelos de rango completo,
en forma general se describe de la siguicnte manera.

Si Q es una matriz de kxk elementos (nGimeros realés)

que satisfacen

entonces con una probab111dad de 1—a 1os 1ntervalos de con-

fianza simultfneos para E'B,Vestﬁn dados por

partir de (1)
Q = (x-| X’]:-"‘ '
9l xeh =1

entonces la combinacifn linea 'EV(ﬁrg),Se puede escribir co-

mo
s g -15.9°]
2'(8-B) "= 2'0Q7"(8-8) " = 2'Q(Q" 8-Q" §)

note que Q-Té " N(Q-1@, o?1)



ya que

Ahora aplicamo. :

Miller, 1966, pdg.

: :

- fM(Q’

Cmem> P {]z'(g-g)l _<_'Q§‘,v VCME M(Q'l)} 1#9-;

Finalmente observemos que si &% = Q'% , entonces ‘tendre
mos una transformaci8n inyectiva.y .suprayectiva.: Adgmésrsi

sustituimos £'Q por &* en (3) obtendremos la expresidn equi-

valente a (2).

Por otro lado, la versién corrcspondiente para constras

tes queda:
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<==> P {IC'(E-B)I < 'Qﬁ'v VCME M(q&;)} = 1-a

Este mé&todo es més general que el de Sdetvoll & Stol1ne

(1973), basta con mostrar que en el método. Ext ‘G-T. hagamos

que QQ' seca solamente una matriz d1agonal
res usan a Q = Dlag{d,,dz,...,d }
de Spjotvoll § Stoline, 1973) i

Obviamente que la matriZ”Q; ‘existe

pero no es Gnica y los métodos : ’ 4;ée:Spj6tvoll &
Stoline no permanecen 1nvar1antes para cada seleccién de Q.
Por esta razdn, Hochberg (1975) discute una forma de selec-
cionar la matriz Q; sin embargo, la matriz Q no siempre pue-
de encontrarsc de tal manera que proporcione intervalos de
confianza estrechos. El razonamiento bisico del autor es

encontrar una matriz Q cuya estructura se mantenga muy cer-

cana a una matriz diagonal.

A continuacién ejemplificamos él,ﬁSO'dé este método, ha-
remos un anfilisis de covarian:za. ,Sean'Yij (i=1,...,k;
j=t,...,n) N=kn variables aleatorias normalmente;@is;t}ppij

(i=1,...,k}

das con o? comlin y esperanzas U, +bx13

donde las x;, (s) forman una matriz de rango complerrv Sea

X. .
i)
n ! i

ol
1]
-3
|
]
He~13
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Sy = T ¥ (X X2,

El estimador poffmini

~
las covariables es My

donde d=(d,,...,d\)"; 4.=X./V5 ; (i=1,...,k) y la matriz

identidad se denota por 1. El estimador insesgado de o? es

2
Sv = (Syy - SSb) /v,

Para poder aplicar el procedimiento de Hochberg hacemos
que la matriz Q=al + hh' para alguna constante aeR .y
h{h;,...,hk) cmk. Para determinar el valor de a y h escribi-

mos la condicidn (1}, es decir
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o bien

/2

finalmente obtenemos que az=% y h=u1 d par¥a un escalar
u que satisfaga la ecuacifén p(2a+ud'd)=1. De aqui obtene-
mos cuatro soluciones para Q, de las cuales dos son redun-
dantes (porque M(X}) = M(-X) para cualquier vector X)}. Las
dos soluciones restantes deben ser tomadas en cuenta para

el problema particular y elegir la que es uniformemente me-

jor. La eleccifn de la mejor solucibn esta determinada por

el contexto del problema a resolver.

1.4 Cuarta Modificacién, Genizi y Hochberg(1978)

Se han elaborado con anterioridad a esta propuesta, va--
rios métodos que discuten los disefios desbalanceados. Usan-
do como marco de referencia esta discusién general Genizi 'y

Hochberg (1978); proponen estudiar los disefios con un crite-
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rio de clasificacibn con diferentes tamafios de muestra. Los
autores obtienen con su procedimiento, intervalos de confian-
za mis estrechos que los obtenidos por el de Spjétvoll y
Stoline (1973), para todas las comparaciones por parcjas de
medias. Para disefios moderadamente desbalanceados, la nueva
propuesta es superior al método de Hochberg (1975), si se usa
como criterio la longitud promedio de los intervalos de con-
fianza para todas los contrastes dos a dos. La modificacibn
propuesta por Genizi § Hochberg (1973}, toma como referencia
principal el trabajo de Hockberg (1975), expuesto aqui bajo
el titulo "Tercera Modificacién a la Prueba de Tukey para

Diseiios Desbalanceados'.

Sean u-;(u,,...,uk) el vector de medias de los tratamien
tos, cuyo vector de estimadores es (;;,...,;k)’= G, tal que
a ~ N(yp, u’(X‘X)'1); X es de rango completo y o? es un esca-
lar. Usualmente s¢ tiene que S? = CME es un estimador inses-
gado de o? , independiente de ; y tal que vS?/¢g® es una va-
riable que se distribuye X* con v g.l. La notacién que
usamos a continuacién es la misma que la usada por Hochberg
(1975) y llamaremos T(Q) al método propuesto por este autor,

aludiendo a la generalizacib6n del método de Tukey.

La modificacidén de Genizi & Hochberg (1978) consiste en
encontrar nuevos métodos para elegir 1la matriz Q, tal que
QQ = (X'X)'1. El primer método consiste en construir la ma-
triz Q de tal manera que minimice las longitudes de los inter-

valos de confianza para mis de K/2 contrastes de pares de tra



tamientos. E1l scgundo método e¢sta pensado para modelos con
un criterio de . clasificacién en cl que hay solamente dos ta-

mafios de muestra distintos, de entre k  tratamientos.

De manera resumidq‘él.mé;odo anterior, de Hochberg;(IQZS),

pucde escribirse de la siguiente manera: para-Q, una matriz

de kxk que satisfgga:k”

L (N

e (D)

donde Qp tiene una distribucib

con (1-a) 100%‘de‘c6nfidn;aiy'kr v

¢ = {c,..q), © - contre Th: e

p{1e el L@




Primer método

i) Para cualquier &' el autor propone sustituir en (2)

MQ'E) = 3 oy
ii) Para cualquier combinacién Iinéalﬁhormalizada 2'B.
Se construye Q; qué satisfaga (1), énpcnces'todas
las matrices @ due 5;tisfacen-(l),réé'pue6§ﬁiféfré-,
sentar por Q=Q,H, donde H=Q,'(Q'1)'1 y es tal que .
HH' 7 : =

[

I, por-lo que H es ortogonal. -Asi para-.

Clz = (]’ ']s 0;'--’0)'

Qe = 3T G

si h{1) denota 1a*¢91uﬁna i-ésima éfﬁlfpuéstd'que H cs

ortogonal

g

Gr = § o7 al) a0y

por lo que Q=Q;H cumple con 1la propicdad.huscdaa,—ééiidcfini-

(M

1
mos g = Q%) y Il esta forma por-
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nt e b vz s gy, W L (B U

ceves (8)

EJEMPLO.

Sea

T

y sean los contrastes Cy, = (1, -1, 0; 0)

entonces eligiendo
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2) [1 1 } J, L
g E,_ 3! :0' 0 / 32 ¥ i12

Segundo método

En este caso tenemos dos grupos'de tratamientos, un gru-
po con m; tratamientos, cada uno con un tamafic de muestra n,;
y un grupo o complementario de k-m;=m: tratamientos, cada uno
con un tamafio de muestra n,. - Sin pérdida de generalidad

nvnp y (X'X) 7Y = diag (1/ny,...,t/ny, 1/n2,...,1/0,).

En la blisqueda de la matriz Q adecuada, debemos pedir

que los intervalos de confianza (i) tengan una



de comparaciones dos a dos, cntre los tratamicntos con el
mismo tamafio de muestra y que {ii) tengan la misma longitud
para todas las mim, comparaciones dos a dos, de los trata-

mientos con diferentes tamafios de muestra.

La prucha qﬂc'prbponcn'scnizi v Hodhberg (1978}, cumplen
las condiciones (i) vy {ii); es decir, minimizan las longitudes
de los mym, intervalos de covarianza para contrastes de pare-
jas entre tratamienots de diferéntcs tamafios mucstrales.

(Estc conjunto de contrastes lo denotaremos z).

Sea Q=Q;H y una parti¢ipa¢16n,dg‘in:métfiirdrtogbnal

il en la forma

Hap=1+211" " §i H,
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A
y -2/mx< x < 0. Si Ha = -Hzy , entonces Z=xm/m;,

y =+ Vx(Z +mix)/mz .y -2/mi € x < 0. (Para la demostra

ci6n dc este hecho vease Genizi y Hochberg, 1978, pég. 882).

Ahora busuamqscla:%iqge‘minimicc las distanciés”de.los
intcrvalos de confiaﬁzhfeh'1a_eXpresién (2) p#ra'Q =7Q(x) =
G H(x) ¥y un contrqstc‘Ci#_t. ,Lds_autores usarbnfla comﬁu;a-
dora para encontrar dl‘vﬁibrméptiﬁo dé g, liéﬁéﬁ§5lév{i5, 
dados los valores de nj, m,,-m, y 'b = n;/ng > I._ Gen121 y
Hochberg (1978, pdg. 882) exhiben una tabla en la que calcu-
lan los cuantiles R(ml, mz,VB] = /_T u(Qo c) parac cgy

Qxo) = Qo, la matriz Q 6pt1ma para xo.vcr tabla XI:

EJEMPLO

Para b=10, m = 2 y m = 1 (es decxr, tres muestras,

dos de las cuales tlcncn tamano n : 1a 6fra de tamafio n y
n /n =10) ¢l valer R(1, 10) 2 646 Por tanto obtendre-

mos intervalos para constrastes entre dos medxas de la forma

e _,"A ~ a
< Qi) ¢ Y 3B Q2 | RULZ,10)

~on ML a
ui-uj - 7i— Q R(’

para v = 2n; + ny -3



2, Modificacién a 1a Prueba de'Tukcy;-

2.1 Caso: Variaﬁzaéanégigualea

Posteriormente a la propos1c16n de Kramern(JSSG):,para

comparar diferencias de med1 en dlseﬁos desbalanceados, el

mismo autor estudia el caso de dlsenos en los’

dias estdn correlacionadas y sus varlanzas son desigualcs.‘

El caso que estudia Kramer (1957), no”fbﬁtempla7laisi-'—
tuacién cuando la desigualdad de varlanzas de 1as med1as se -

debe a que las observaciones provienen’de d1£erentes trata-

mientos que, de por si, tengan varianzas des;guales,'
supone que la correlacibn de las medias's
bloques incompletos o a alguna covariable usada e

sis.

Considerc un experimento con.cinc
C, Dy E, cada uno repetido r-veces:

dispuestas en orden ascendente, son

~

uC! UA’ PD, p}:" qu

definimos R, = /OME Q% , donde CME e¢s cl estimador inses-
?

gado de o¢?, con v g.l. tal que y (CMLE)/g? sc distribuye



como una x* con v g.l. El procedimiento a modificar afirma

~

que si Mg - “C excede a Rs entonccs dcbc Juzgarse como sxgn1~

ficativo. Si asi sucede, entonces'comparar ¥q

asi suceswamente. o

El autor cons

ra varios casos distinto

2.2 Caso 1:.:

eterogéneas
~ A~ : . : ;
Llamemos aij(pi-pj) = (u -u )* 1a dlferenC11 ajustada
donde a.j €s una constante conOC1da. Supongamos, se tienen

k medias ajustadas con varianzas. Y. COvarlanzas estlmadas R
1152 y Cijs2 . Puesto que el error estandar de cada media

puede ser distinto, podemos modlflcar 1a prueba de Duncan

original. Si C,;5% = ijsi?y;cijs

T= 0 entonces

ceeee (1)

Si tenemos dos. me anzas y co-
varianzas estimadas CuS la~relacidn (1)
obtenemos

(Hi;pz) VZICi1 = 2Cia* Cz2) > Ra

o
Ry = 5-Q, v
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Generalizando las comparacionces anteriores a k medias
una prueba conservadora para comparar diferencias de medias

cs

(2)

2.3 Caso 2: Método p@ré»e;fAhéiiéisfdé‘Cdvéii;nza

La precisidn de las comparac1 ”as med1as de

tratamientos distintos, puede 1ncrementarse con un andlisis

de covarian:za, Sln embargo 51 el cuadrado medlo del trata-

micnto ajustado, es 51gn1f1cat1vo,'ex ste'el problema de sa-

ber cuil media de tratam1ento a;ustado es significativa.
Para hacer los célculos mis.scnc;llos; supondremos que u re-

presenta la variable a estimar y que X es la medida que estd
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correlacionada con u, la media ajustada del tratamiento

i-ésimo es

donde S'? es el cuadrado medio del error para Y, y EXX es
la suma de cuadrados del error para las x(s). Por lo tanto

el intervalo propuesto queda

y tendremos



~ 2]“ E\'\
(M. -u.) > R
1 b eI Y .5 2 p
2LXX + l[hi XJ)

R =5' Q%
para P Qp,v

Caso 3: Pafa'DiééﬁoéiBéiﬁnfégd6§f¢bﬁf810ﬁués [ﬁédﬁblétps-frr

Si tenemos t tratamlentos cada uno repetldo; T veces en
q bloques conteniendo k tratamlentos dlstlntos ' A es: el nd-
mero de veces que cada tratamiento aparecc en el,mlsmo bloquc
con cada uno de los tratamientos, entonces las Qariaﬁi§s y
covarianzas ajustadas de las medias ajustadas pqr ei-eff6r

entre bloques, son

2 =
€55

¥ Te(ke1) + 2]

N
R: v R =8-Q
o BT



Caso U: Para Discfios Parcialmente Balanceados

Casi siempre c¢s posiblé obtener un promedio del error
estandar de la diferencia entrc dos medias ajustadas, de
tal manera que puede utilizarse para todas las comparaciones.
Si S;ond denota la ponderacidn promedio delferrOrféétandar
para la diferencia de dos medias ajus;adqs; ehtpnce$ los in-

tervalos son de la forma

(p bs) /z/(c

El autor discute 6£f65‘d§§~¢3505::vmétddo general para

Latices y otro paraiun'nﬁmcfﬁ;déSngal"de repeticiones el
primero puede consultar5é<en?Ktaméiw(1957, pag. 17), el se-

gundo se ha tratado al prindiﬁié5defe$tc'capitulo.

3. Modificacién a las Pfuébé ,de Rangos Mﬁlt1p1es para
Varianzas Dcsxguales.,(Duncan 1957)

Las pruecbas de rangpéimﬁltiﬁies‘hgn sidb déﬁafrdlladas
por varios investigadores,'pér'éiemplo, D. Newman, M. Keuls,
J.W, Tukey y D.B. Duncan; estas'pfuehas estfin pensadas para
probar diferencias entre varias medias de tratamientos, siem-
pre y cuando todas las diferencias tengan el mismo interés

para ¢l investigador. Estas pruebas suponcn homogeneidad de



varianzas entre medias de tratamientos y que no estdn corre-
lacionadas. Kramer (1956) ha propu05to una prueba para casos
de diseifios desbalanceados, cstc mctodo cs vﬁlldo para probar
diferencias de mcdlas no cbrrclac1onadaq y ‘con varxanzas he-

terogenéas; el mlsmo autor ha propuesto modlfxcaC1ones a la

prucba de Tukey para medlas correlac1onadas.;_ffv‘

conocida y o? es la espcranza

ferencia. Sea S? el cuadrado

que pS?*/o? se dlstrxbuye como

Llamemos agy = Z/U j ely
alj(u u ) la d1fcrenc1a agustadi
y llamcmos Rp = 5 a ﬁéq;as, donde

vy g.l. (tnblafIIQ

] 7¥¢rﬁ§erio: "Cualquier
conjunto de k medias csyﬁomogénedisi la mixima diferencia a-

justada en el subconjuntdlno_cxcéde é1 valor ecritico Rp. Dos
medias cualesquira que no estén contenidas en el mismo subcon

junto homogéneo, se declaran significativamente distintas.

Dos medias cualesquiera que estén contenidas en el mismo sub-



conjunto homogéneco, no se declaran significativamente dis-

tintas”.
La anterior regla es muy parec1da a la de Kramer (1956)
excepto que en el filtimo subcon;unto de - L med1as, se dcclara

homogéneo si su rango ajustado no excede a R

El criterio de Duncan arriba expuesto, pucde estableccr:e como si-

sigue, Sean u “j los est1madores dc las mﬂdlas ¥y “j
= WY E(u) My 51Dij

respectivamente, tales que E(u )
denota la decisién de que u.,y uJ son 51gn1flcat1vamentc dis-

tintos, entonces el 1nterés de Duncan es

que es igual a

Si se tiene que n;,..};nk muestra corres-

pondientes a las medias

a3 ?;(?Pi?j{(q *1

de manera que la expresién (1) queda de ‘1a siguiente mancra
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conjunto homogéneo, no se declaran significativamente dis-

tintas".

La anterior regla es muy ‘parecida a la de Kramcr (]956)

excepto que en el ﬁltlmo subcon;unto de k mcd1aq,'se declara

homogéneo si su rdngo a;ustado no cxcede a R

El criterio de Duﬁcahvarfibaréxpucstd 'ﬁuede'éétébieéchercdmo si~
sigue. Sean ﬁ ‘ ;j los: estxmadores de las mndlas u uj
respectlvamente, tales quc E(u ) ﬁi ¥ E(u ) = uJ 51 DlJ
denota la decisidn de que By y.uj son 51gn1f1cat1vamcnte dis-

tintos, entonces el xnte;és de;Duncanrgs-

Mox{ Oyt

que es igual a

S ()

de manera que la expresién (1) ddédhﬁae:ia'sigUiehtc manecra
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con una probabilidad 1-u parya todus las comparacioncs p.-p.
1

de Higeeeyby satisfacen simultinecamente

P /Zn.i.“j/(ni+”j) loul <508 )= - a

EJEMPLO

'4cdias>cstiméd35~deiSicﬁeftra-

tamientos a compara ordenadas,de menor a mayor iUsando

un modelo completamc X nr'y desba]anceado. ~Reproduci-

mos enseguida el 0J0mp10 dadoﬂpor Duncan (1957 pﬁg. 165)

(Nota: se usarfin los mLsmos cuant1lcs Q dados en el ejem-

plo.Harter (1960) obt1ene nuevas tablas para los valores dc

Q; v, ver tabla 1L del apéndlce
14

Tratamiento ;" 4 _15,' 6
Media est. 851 - 873 902
Tamafio 5 ;:3" 2
cuya tabla de anflisi
S=vCM

~ Trats.” 6

Error 16 ' . 5,394.6 - 73.45
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para una o =.05 de la tabla Il (Hdirter. 1960) dan los siguien

tes cuantiles Rp = YIME Qg

P 2 3 4 5 3) 7
.05 ]
Qp 16 : 3.00 3.15 3.23 3.30 3.34 3.37
Rp : 47..58

Hasta,aqui éste?métbdéiégqiéqa

aportacidédn de Duncan se descfiﬁéﬂabcqntlnuaq1§n

Consideremos quec una secuencia’es una s asos.
La secuencia 1 consiste de todbs3lcs pasbs qu
los subconjuntos cn los que 1a media u7 es’ la mayor, la se-

cuencia 2 incluye todos los pasos que 1nc1uyen la medxa Hes

como la mayor y asi suces1vamentc.

El orden de los pasos en cada secuencia es el mxsmo que
el usado en hramcr‘(19$6). Por ejemplo (ver- tabla 1) todos

los pasos en lalsccuencia 1.



TABLA 1

Secuencia ' PASOS ' Resultado
1 (h7-11)*>R7, G7-u3) *>Re, (M7 -03) %3R5, (7-1u)* <Ru. Hu=Hs=Hs=hs
2
3 (Ms-H1)*>Rs, (Ms=H2)*<Ru  (H2=u3=ni=}s):
(Ms-u3)*>Ry (W2=pu=us)
(Us'uz)*<R;,(Hs'uu)*Fna,(P}ng)f<R§l»- §j’.: - H2=Hu=Ms
4 (uu-u:)*>Ru,(Hu’u§)<R;(Uz=H§?HQ)}f"7: :
(M4-u3) *>Ry, iz =y el
5 (ua-urjfsni "Q:fuz=u:
Nota: (;--ﬁ-)* ;vﬂf-;ﬁu ~ Y- R ‘ JC E Q +05
iTH3)T T T R

- p,1h

Consiste en probar las (uﬁ-;j] para j=l!‘2,:3,;4,.51”cn este
caso el proceso sec detuvo en j=4 por lo que concluimos que

Mu=Us=Ug=H7.



Los cambios suceden cada vez gque para alguna j, (u.-u )

1]

(aij = /Zninj/(ni+nj) 'para el rango de 1ntcres cs mcnor que

cualquier otra diferencia en ¢l subconjunto, cualesqu1era

Rp para la secuencia i, fija: Silcl f4ct01 de aJuste a.

otras diferencias con un factor de ajuste mayor, debeﬁ-scr
probadas. En estos casos es fitil escribir ol subcbnjunto
formado, s6lo para rccordar el nlmero p a comparar en R_ con-
tra las demas diferencias ajustadas. Por ejemplo cuando ajus
tamos, en la secuencia 3, ¢l rango ajustado (;5-;2)*_ para
(Uz2,H3su4,us) sucedib que fue menor a R; y asi escribimos in-
mediatamente u,=Hu3=u.,=us; de mancra qué la siguiente diferen-
cia ajustada (;s-ﬁa)* se compara con Ry y no contra Rj-como
hubiera sucedido en otro caso- como (Gs‘ﬁa)* >R, se escribe
W2=Uy=Us; en el paso siguiente,flés tres difcrénciaé fggtan-

tes, (nws-u2)*, {us-uy), (uu-us) se @omparan‘con R3{;f~f

Cuando una diferencia ajustada en la Secuehcidﬁ1 tal-

que p-medias contenidas en (u -u )* es mayor a Rp,'entohces

la media "j se omite en el szgulente subcon;unto a probar.

Por ejemplo en el paso ‘3 de la secuenc1a 3 (pz u; uu us)ics

reducido a u,=u,=us; de esta manera la medla ;5 sc omlte a

causa de (us u;)* es mayor que R“.

Cuando una diferencia: agustada{_que no: 1Hcluya ld medla

mixima, es mayor que Rp se’ obtlenen dos subconJuntos en lua

misma secuencia. Por eJemp10’ 51 se tlcncn 4 mcdlas d15puc<r

tas en orden ascendente y con d1st1ntos tamanoq de muestra

como sigue



A B C D
Yy - s0) Qoe0) (1)

sc tendrian los pasos- siguicntes, para la misma secuencia..

(uA=uC=pD), ambos son vﬁlidos.

En nuestro ejemplo los conjuntos formados ‘soni

(Nu=us#ua?U§);*iﬁﬁifﬁdéﬁ;)]}y r(ﬁ)5ﬂé‘ﬁ3L

Notar que los subconguhtos"formados en.la -secuencia 2
ya estdn incluidos en el primer subconjunto, y los de la se-

cuencia 4 en el segundo subconjunto.

4. Modificacién a la Prueba de Tukey.
Caso: Varianzas Desiguales. (Hochberg)
Hochberg {1976), extiende el método de Tukey para

situacidénes cn las que hay hetereogeneidad de varianzas (hete-

rocedasticidad) en un modclo con un criterio de clasificacidn.



oo

Sean k muestras independicntes de n, observaciones Y. .

independicntes tél QUé:'”'

Los métodos de;l ferenc1a 51mu1tﬁnea que se d1scuten

aqui sirven para encontrar 1nterva105 de conflanza s1mu1t5-

neos para contraste

y para cualq 1er comblnac'on 11nea1 de

las uy .

Sea Y y S 1a medi »;,hédrfﬁsddl'de

la varianza, o ’ respectlva ent e C noccn ‘los cocien-
tes °i/°j (i#3), el problema puede reducxrse al caso dc la
extensibn generalizada de la prueba de~Tukey en un~modelo
con un criterio de c1351f1cac16n y desbalanceado,’bajo 1a

condicidn de homogeneidad de varianzas.- Estos procgd1m1cn-

tos se encuentran en Spjédtvoll & Stoline (1973)

Sin embargo e¢s comlGn que 1os cocxent s
conocen. El autor desarrolla un’ métod
conoce nada de las ol s. Sea'
k

R", definimos como en Spjévoll

ademds si v, =

=
i

i o)
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entonces Qi m €S el cuantil al (1-a) 100% de confianza de una
distribucion aumentada de v#gos estudentizados, tabla X del apén-
dice. Haciendo L = (1151/ =N ""’zksk/ /n ny tendremos el
siguiente resultado:. ‘

La probabiliﬂéd deflos:intcrvalos'de'cqnfianza

para todafe R,

Para probar (1) lo:h - >$u1ta-

do principal de Spjétvdi

donde b; = 8 S /V i‘,y B

(2) se tiene que tr 51gue una dlstrlbuc16n t central de student

con v, g.l. vy las ty (s) son 1ndepend1entes, con71,

cual tienc
lugar (1).

Para el caso de comparar contrastes'por~ cjas - tendre-

mos que comprobab111dad >

U.'.

-~ o~ S, 5. 1. S S,
(hi-0.) - méx{—t ;-1 g S G T P
L A Ry o



El conocimiento previo sobre . las magnitudes de las va-
rianzas, se pucde utilizar para aumentar cl nldmero de obser

vaciones donde s¢ espera mayor variabilidad.

EJEMPLO

En este cjemplo-sc tienc k= 4, n;=nz=n3=n~=6 y S; -178,

s? = 60, 8% =98, z - 68 Selecc1onamos una o

como una aproximacién a la de rangos estudentlzados
tada. (En recalidad con la tabla 8 ey Q =50 22 y con la
: a5 :

tabla X q4 25
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5. MOdlflCﬂC15ﬂ a: la Prucba dc Shcffe par1 wﬁlmmas
De51guales.5 i ‘ :

(Brown y'Féfsythq

Cuando:en: un- modelo con u

crltcrlo de clasificacién.

existe hctcrogcncldad dc varlanzas es blen conoc1do que hay
cierta pérdida de robuatez de ‘la Fren el anﬁllsls dc varian-
za. Los resultados obten1dos por Brown y Forsythe (1974)
derivan una prueba basada cn‘los resultados de'Schcffé (1953),
combinando contrastes ortonormales en modelos con uno y dos

criterios de clasificacién con varianzas dcs1gua1e5

Considere cl'modeld con-un-criterio de;clasificaciﬁn

yi'j =
en estc modelo. tenemos ami seTv es en
el tratamiento i-&simo 1 00 ) : iéu+1i,

definimos

Yn contraste se defiﬁé; tal

que su estimador es jW=‘$CiYif 9;:/0y
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A A
y su cstimador es V{¥) = ICiSi/ni; la estadistica de prueba

cs
c, =/ Ve

para probar la hipétesis Ho : ¥ = 0. La ﬁistiibu#ién de t_

es la t-student con £ g.1l.

(;2'
>
iony

ANDVA es

que sigue una distribq¢16n E,Ae andccor,cqn ?-1,>£ gl.

para




Las condiciones que deben cumplir los cocficientes C.1

de los contrastes ortonormales son

3 Cox =0 , ko=, (.Conft}'é‘ste)

) Cik/"i =1 k=, [‘jifr;’*_'(quaii;acién)

Y CpCin/ny =0 mko= .., . (Ortogonalizacién)
o mkx i

tes ¢s
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., donde

y s¢ compara con una F de Snedecor con £ y f g.l

n.:
1 i”

La F} definid ¢ ent piedades

(para ver las pruebas

& Forsythe,-?914

ii)

iii)

tineos con (1-a)710b15“

tes posibles V¥ y VATi?

J(k 1 OFEg g (Vzc.iZS_i?/:gi) < ¥ RN -‘/(k-n Fﬁ_]’f(zcizs;/ni)

donde F§_1 ¢ ©s el cuantil al l-a de una F dec Fisher con k-1,f

g.1l. vy f se estima para cada constraste ¥ particular,
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Para un modelo con dos criterios de c¢lasificacidén con

interaccibn sc tiene

B S L B O

Yige TR oo TBy gy i o TG e

donde

€. .

. o
ijk ™ N(Q? qij}l ¥,
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*
que es la estadistica usual F. Sin embargo, Fp mo sc dis-
tribuye como una F defSnedccor con r»l Yy {m-1)}rc grados de

libertad, pero se puede aproxxmar satxsfactorlamcnte con

esta para r-1 y* E grad

“1h rtad para

anilogamente para los efe

estas dos expresiones, nparan contrq una

F de Snedecor con ¢-1, f g. ]. para los ffectos de B (s) y

conrc -1 - ¢ + 1, f gl para los efcctos dc 1nt0ruCC1on

N (s) respectivamente,
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Para quc los 2 contrastes scan ortonormales, sc utiliza
¢l método de ortogonalizacidén de Gram Schmidt: aumentar a
la familia de contrastes la combinacién lineal que estima la
media

Coi = My/nm

‘ T R T T S g T
el k-&simo contraste Qrtogqnnlizadoﬁlo'denotamos:Ckﬁ,,asi

para i=1,...,p; deSﬁuészsgjnormalxza:Ckl dly;dignddftadé tér

mino entre

L Cyi/my
oo

Una vez concluido este proceso, elimine Coi del conjunto de
contrastes ortonormales. Finalmente combine las sumas:de

cuadrados atribuidos a los contrastes como antes se indic6.

6 . Modificacién a la Prueba de Tukey para Disefios que usan
Covariables (Bryant.& Paulson; 1976), . -~
En muchos experimentos expecialmente en el 4rea de sico-
metria, es posible obteheriﬁﬁﬁqnﬂaéién concomitan;é'a'bajo

costo, ademis de la variable de respuesta principal. El proce



dimicnto propuesto por Bryan § Paulson (1976), cstd pensado
para construir intervalos de confianza simultédneos en disc-

fios que usan. covarlables. bste procedlmlcnto esti basado en

el método de Tukey;

expuesto en el capltulo I

Considetef

Yy =‘§iu:+f(xi‘4 §) '_u_f,;j?“;zyi¥i,,;.;N; '.f... (1

donde los vectores dé'orden'(pilj x~1 'fy.)' =

(x » Yy )}' independientes con d15tr1buc16n normal multlvarlada

con matriz de covarianza t E(x ) = 6 y E(y ) = a _;Q:La ma-

de modo que Xxx es de orden p x p,

escalar. El vector u, de orden nx 1 'y el .vector d¢ los

cocficientes de regresién u,,de,orde

timados a partir de los datos,r

nes €. somn independientes .y d1:tr1bu1da< normqlmcntc con



mcdia cero y varianza

(para mayores refe

Supondremos siempr

,>Ho : 0y = f.:f=,8k7'

Por otro lado, mediante la estimacién por miAxima vero-

similitud de los parmetros en el modelo (1) se obtiene

~ - '_1 ~ - _1 ' - “ A = . _.l‘ 7'> o .
§ = NUIXMy, me= (A'A)A(yZu),u :,_(z‘,.}iz-)”,z_:,z,,,Hy_,, Sl )




: 2'HZ Z'Hy : wxx Wy
W= (Z,y)'H(Zy) = -
: N y'HZ y'Hy ) U w'xy wyy

de la expresién (3) se obtiene que las diferencias.

En analogia con'la
tenemos que

i)

ii)

1ii)

Bajo estas suposiciones

puesta por Bryant G‘Paﬁiébn




~1

3]

La estadistica Qp s¢ basa en una distribucidn del tipo
de rangos cstudentizados. Bajo Ho la regla dc>dccisi§n cs
.no

si Q cntonces rccha:nr Ho 'y~ 51 Q

p 7 9p,k, , p,k
rechazar Ho. = Los cuantiles de qp,k,b han-51do cnlculados
por Bryant y Paulson [1976), y sc exhiben en 1a tabla XII.
Ademis de esta estadistica los autorca derivan otra quc se
pucde usar para obtener intervalos de confianza simultdneos
para todos los contrastes Y'=,Zli6i, con Zli =0, de_}a si-

guicente manera’

',;Lp(%fi:1iii)q;’# g g e (3)

Notaf—qUe no- ex1sten covarlables, 1a d1str1bu»

cién de Q se reduce la dxstr1buc10n exacta de rangos ‘estu
dentlzados y 3) toma la forma de un intervalo de confianza

de 1ukey.

Una modificacién a esta pruecba sc presenta en cl capitu
lo 1V, comparaciones mGltiples de medias en el anidlisis dec

covarianza, Bryant. & Bruvold (1980).

6. Modificacidn a la Prueba de Tukey y Scheffe
(Dunn 1961)

bunn (1961), LonSder.  ééiéccionar'm contfas

tes, a priori, de cstrc kﬁtrataml ntos y estlmar estos m con-

trastes lincalces por medio de 1ntcrvalos de confianza, basa-

dos en un cstadistico de t student, de tal manera que el ni-
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vel de confianza global de los m intervalos es mayor o igual

que el valor preasignado,

Las pruebas a las que hacemos referencxa fueron expues-
tas en el capitulo I, en €1 se expuso que la prueba de

Scheffé sc basa para construir intervalos de conflanza 51mu1-

tineos para todas los posibles contrastes. en una F’T,qu in-

tervales de Tukey para todos los p051bles  :): 

distribucién de rangos estudent1zados. 

Consideremos ahora el caso de,habériglegido previamente
m combinaciones lineales, de entre -los k tratamientos cuyas

medias son yu,, Hz,-0-3H ¥ sus respectivos estimadores
~ ~

~
HisH2, ey, las cuales se distribuyen normalmente con me-

dia MY varianza aiioz i=1,...,k; la covarianza entre
N

. A. ..g? igi. cide a,.
My oY uJ es a;;0 para ifi. Aqui se supone conocide ii

y aij pero ¢ puede ser desconocida. Sea CME el estimador

de o? que es estadisticamente independiente de yu,,.
q P

~

ceabp
tal que vCME/o? se distribuye como una Ji-cuadrada con v gra

dos de libertad.

Modificacién a la Prueba de Tukey

Sean las m combinaciones lineales: de las'i

mar

8g = CigHy

Una combinacién es, en particular, un contraste si



[ et
O
i
L=}

Los estimadoresjinseégados.para?Bl;;{,,em‘son

[]
-
-
N
e
B
.
=
.

) " : A : S . ‘
b5 = Cyshy t e * Cyghg. o oS0

tales que

By v N(?S;‘ g9

Ahdra‘biénflas varlabies.ﬁ;,“

una distribuci6n de ‘t-student con v

usando la distribucién conjunta de't,;‘t;;...,tm y la de-
sigualdad de Bonferroni (Dunn 1961; pég. 53) se pueden obte-
ner los limites -C y +C (para C>unarconstante positiva) y en
consecuencia los intervalos de confianza al nivel 1-a se

obtienen de

O - 0 ,
P|-c « —2_S% ¢, s=1,...m | > 1-a
5. CME ‘



y son

'GS_-: Ly bg CME__ S=’f77"m';; ”H,_,, ()

donde los valores de C- con 1. y m combinaciones lineales

se encuentran en la-ﬁabl XIII{;tbhéda}dé!ﬁhﬁﬁEIiébjjl':

N o N
Cuando Hise e, Hy SO ias muestrales ' yi,Yz,...,Yy
y cuando 7i para i=1}, n estadisticamente independien

tes, entonces aij ="Lt/n

d ﬂcﬁhi{és=el tamafioc de muestra
de las 7i (s); para;;¥jﬁ

=0. . Los intervalos de confianza

para Cyghi*...+Cpg g’

Modificacién a'IA”PrueBa'de Sheffe -

Los intervalos de Scheffé para cuaquiérfﬁﬁmerode'con_

trastes, de entre k medias, son

donde S = (k-1) Fg_; . Aqu'i"i:%'_{;\;:es v&;'l'_ﬂvc,ixf;irii;11}1’“;(pa) '
1009 de confianza de una distribucién F-con.k-l.y v.g.l.,

los demds simbolos se definieron antes.



Cuando se¢ desca un nGmero especifico de combinaciones

lineales [ y no cspcc1f1camente contrastcsl los interva-

o
kP

los son los mismos. quc en (2) pero. Sz“

Dado que los intervalos
nen casi la misma forma. y sc; ﬂ n

es sugestivo compararlos.

La principal diferenéi#ﬁ
el conjunto dec combinadibhbszlxneales que ‘s¢ deben estlmar
deben planearse de antemano; mlentras que con Schef[e los
intervalos pueden pensarse después de observar 10; da;qs,.
puesto que cl método de Scheffeé esta pensado para todas las

posibles combinaciones lineales de k medias.

Una segunda diferencia entre ambos métodos, es que las
longitudes de los intervalds de t deﬁenden del nimero de com-
binaciones lineales de interés, mientras que con el método de
Scheffé las longitudes dependen del ndmero de medias. Parece
razonable suponer que los intervalos de t son mids estrechos
para m chica y k grande; y que los intervalos de F pueden ser
estrechos para m grande y k pequefia. Dunn (1961; pdg. 56-64)
muestra que esta segunda diferencia es real y construye tablas
para determinar los valores de m y k, en relacién al nfimero

maximo de combinaciones lineales, para que los intervalos sean

estrechos, los cuantiles se exhiben en la tabla XI1I1.



7. Modxf1cac16n a la Prueba dc Tukey para Modelos de Bloques
al Azar. R : g

(Fenech)

En un modelo de bloques completamente al azar (B C A)

los errores estén correlacxonadps y no se puedc suponer que

tengan varianza comdn ., Suponﬁam@s;dﬁe ten mos P tratam1cn-
tos que se han asignado aleatdriamqhtefa P unldades experl-‘
mentales en cada uno de los r:biqqﬁéggf C0951dercmos qugvgl B
efecto de los tratamientos es h&iﬁiVé y que 1anu¢nt¢‘hé va-
riacién, cuando se aplica eithisﬁézfrafaﬁiéntd a diféféntes
unidades experimentales, esghnyﬁﬁéterbgéneé; Jséa‘éi;ﬁqﬁélo

BCA

Yis = u + B - "“;”T . .'f*’ i EI '7."’:; e i ,
le -1 ,. .‘.v ,~'~-‘~;p»' 5 ’_; ‘,.;_‘?“_. (1)

donde yij es la respuesta del tratam1ento‘g en ’1 bloque i,

p es la media general, e;;el b10que 1 tra

tamiento j y €.. son los errores .aleatorios causado:

ij

heterogeneidad de 1a varlable‘d blo-

ques.

El problema consiste en Constru: nfian

za simultdnea para las (g]:diferenﬁids en ctos de tra

tamientos. Si pudieramos suponérfdueﬁe ;ﬂwVN(o;g?)l¢iindepeg
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dientes, podriamos usar los métodos dc comparacioncs mélti-
ples de Tukey o Scheffé. Pero en el modelo (1} no necesa-
riamente los crroie$_aij son independientes, ni tienen 1la
misma varianza y tampoco se distribuyen normalmente. Fenech
{1979) mediante métodos de simulacibn, proponc una modifica
cidén a la prueba de Tukey para probar diferencias dc,medias,

en un modclo BCA.

Hemos dicho que en el modelo'(T) el c ',tra-

tamientos es ad1t1vo,' Cons1derc ahora. que el con]untofaei
observaciones { Yij {i‘ flfif?;:ﬁ} se generan deyia
siguiente mancra:’ los p tratamxentbs se 351gnan a 105 blo~
ques By, ..., B0 Y gn ;ada bloque los tratam1ento§ sc_ leato-'
rizan de entre las unidades expcrimentales (ufé)' Deflnlmos

N(i,j) como la perﬁutacién del elemento j, i=17

,p, corres

pondiente al i-8simo blogue, entonces

€i1 IR R S (SRS B

ReRICHEIN el

f>f§%ﬁfi,§j  I | R ¢

pucsto que las permutaciones se seleccicnan de manera alea-
toria y con reemplazo de:todos?lasrposibles permutaciones

de los nﬁmeros 1,...,p, los vectorcs {e }-son independientes.

Usando el hecho de que § J-D sc concluye que E(eij)"o

}



Eroe

Sea C una matriz de pxq, tal gue

- : -
Tk T p-d
c - |
‘_ 1 " . 1
TPIT
entonces COV(E ) ‘( 48 1 /P)C._;Vﬁl mpdglo generado a partir

los errores deflnldos_en.(Z),_loﬂllaharemos modelo aleatori-

zado.

En el Capltulo I deflnlmos 1a dlStflbUClén de rangos

estudentizados, en’ este capitulo se def1n16 S? = CME como

>0"setpuede cncontrar una solu~

En nuestro modelc
siguen una distribucién norm

Asi la expresidn

en (3) tienen una dlstrlbuc1 )
Fenech (1979) afirma quc los valores dc C puedcn encontrarse

mediante el método trad1c1ona1 de Tukey, cuando‘las obscrva-
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ciones {yij} s¢ gencran por cl modelo alcatorizado y el nG-

mero de bloques ¢s grande. E1 autor demuestra que

entonces

lim p (t. -1 )e Y £ -'7'- 4
ree BERe : 21 ) ) T

para j, j'=1,...,p: .De mhnera qhéj1os,intervalos'son de la

forma




8. Modificacin a la Prueba de Tukey para COmparar Efecto
de [nteraccién. : o

(Sen 1969)

La prueba de tukey; ék?Qgstéjéﬁ él Capitui6 I,fes;apli-
cable para casos en los que las medias‘tiencn vérian;as ho-
mogéneas e igualmente correlacionadas con distp;bﬁﬁién nor-
mal. Sin embargo un experimento factorial, al rcaiizar com-
paraciones sobre efectos de interaceibn, las variablesralca-
torias no estdn igualmente correlacionadas. Sen (1969), pro
pone una modificacién al método de Tukey para realizar com-

paraciones miGltiples entre medias de efcctos dc interacciones

Sea z=(z,,..‘,z ) tal que t1ene una d1str1buc16n normal

multivariada con medla 0

matrlz de varlanzas Y covar;anzas

f=g2 ¥ para o*>0. -1(Pk

i-p)I +pJ =
(i-p) p*PIp

(Notar que Ip es una matrlz ldentldad de orden,p y J csfhna
matriz de unos, de orden p) Entonces para todosf

trastes posibles la prueba de Tukey, el enunc:ado probabllls-

tico es (ver Miller 1966 pag 42)



P {) C.Z.

1A

o
para Qp,v

tizados con (149); ! “"ﬁ : L 1>*lores se

matriz de orden

E(Z) = 0, 0 una

E(Z55°L5050) =) .

€2)

donde
0250, -1/(p-1)‘i'biﬂ : “‘ ,1jﬁ1'Dz+O:>0

Esto es py es la cor elac16n;de dos_elementos ‘en la mis

ma columna, p; del mlsmor;englﬁnwy p;kde dlferentes renglo-

nes y coclumnas. En los modelos factor1ales se- ‘tiene p; =

-1/(p-1) y p2 = -1/(q-1).
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Hagamos que L = {(2..)} sea una matriz de pxq tal que
I ot
i*15 7 5 i3

escribirse como sxgue

o, entonces 1a propucsta dc Sen (1969) puede

expuestas.

pltrLz] < ¢

donde 1la cota 1nfer10r 1 -a se alcanza cuando p,—"~i/(p*1) y-
pz = -1/(q-1). De manera anéloga a la’ prucba de~ Tukey sz/o

tiene una distribucién ji- cuadrada con v.g. 1,

Para probar 1la expreSiénftS)?hagamOS“

entonces E{U}=0, 0 una matfii'd¢50rdén pxq; de

nes {2) y (4) se obtiene que

=(p=1)(a-1)0* U -py-02+pad/pa  i=i', =3’
S LVZCE DREIE O

B -Upgd =) LT T
03/ (q-1) S A e A
A T Y G IR U TSRS VS




Sean X y Y dos vectores independientes (¢ independientes

de U con p y q eclementos respectivamente), con distribucidn nor

2 2
mal multivariada con medias cero y varianzas 1p01 y 1 o res-

pectivamente donde
) Sy SRS ST
o = o?(1-pr-pa*ps)/q y 02 = o (1-p1-patps)/p
finalmente hdgames

Wos U X5l oY L (5)

de esta manera el autor obt1ene.pq elementos de W 1os Cun—

les conservan la homocedast1c1dad elementos estan co=
rrelacionados de igual forma Y tlenen 1a mxsma dlstr1buc16n

normal multivariada. 51 selecc1onamos {E } tal que

obtenemos de (1) ﬁu¢ .'T
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pog el
PAlTr(w)] < Q% /g (1-0:- Qz+pa} L) ——d b= g
"“ v S T T |
..... (6)
pero considéfandq (4 vCSj oﬁ@éﬁéﬁégwdqé,  ‘;'
Er(LNY) = tr(LU) = ez L. (7

ya que la condicién Zp 1;;3- -_f=?0aé$té cdntenidé en

2? 1 21 1% ij = 0 entonces pOTW \(7)tse 11ega al resul—

tado deseado. (para una dlscu51

3 mis detallada, ver. Sen
(1969); pag. 291). :

EJEMPLO

Considere un diéeﬁo;ﬂe}blpqugs;ingqmplétbs a1 azar

i=1,...,b; j=1,;..,p; 2 =1,...,q.

en este disefio se tienen b bloques pg tratamientos con r
repeticiones y dos tratamientos en A bloques. En el mismo
modelo y es el media global, Bi es el efecto del bloque
i-ésimo y Tip son los c¢fectos de los tratamientos y €551

son variables aleatorias con distribucién normal y varianza

comn o?.



Supongasc ahora, que t=r(pg-1}+x y V,, es cl total
de observaciones que ‘reciben el tratamiento sz y sca B.Q
el total de obscrvaciones de bloques que contiecnen el trata-

miento Tig cntonces se tendrd

teracciones de dos factores;

tratamientos
L_ 7=7,C‘ * 59,'*7\32 Ll &e = 8

para Cj Y &g sé.réfieren‘a los efectos prin;ipalés y njg

es la matfizfddféfécﬁdsVde intcraccién.;JBajoielmeQQlo,(B)

la estimacién.de hii'qs
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sobrc el mismo tema puecde. consultarsc Dunn § Masey (1905),

Johnson (1976), y Eardau & Gabriel (1974).

3. NodlflcaC16n a.la Prucba de Scheffe para Comparar.
Efectos de InteraCC16n.'

(Johnson, 1976)

Basado -en la prueba de'Scheffe Johnson (1976), propo-
pone un procedlmlento ﬁtll y potente para comparar efectog

de interaccibn ¢n modelos con dos CrltCTIOS dc clas1E1caC1on

Considere el modelo COn do5'¢iitetiosfde claSifiCacién

con interacci6én

ijk © L U ¥ T

donde e, ;) son ihdepgndiép;eéﬁcoh@d‘

dia cero y varianza o?,;
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tratamientos sugieren probar ciertos contrastes sobre efec-
tos de interaécién. Suponga Zci“i cs un contraste sobre las
oy (s) y que Edjej es un contraste sobre las Bj (s), entonces
thdjylj es un contraste sobre las Yij (s}. Lste dltimo ti-
po de constrastes son los que analiza la prueba de Johnson.
Debe pensarsc que cuando los contrastes sobre las a (s) 'y so-
bre las B (s) sean dc mucho interés para el inveStigador, en-
tonces los contrastes sobre y (s).con frecuenc1a tamblén se-

rn de mucho 1ntcrés

tinuacién, c

por

nuestro pr0p651t0 Dcsafortunadamente' cuando Y es: pequena
no se dispone de tablas, 51n embargo ex1sten apTOX1maC1ones

para valores p=2, 3, 4,5 'y q—2,-3, 4; 5,9 se exhiben en



la tabla XV. Johnson (1976).

EJEMPLO.

El prop6sito del experimento es estudiar el efecto de
4 diferentes temperaturas y 5 diferentes recctas sobre el
tamafio de los pasteles, medidos por la longitud mixima en

pulgadas. Los datos se exhiben en 1la tabla 1.

TABLA 1 (Datos)

R"E C E T A S

TEMPERATURA  PASTEL 3% 6% R ] 6%
NATURAL GMS GMS Aldo Aldo
218°C 4.12 5,35 5.67 5,30  5.52°

4.49  5.39 | 5.67 - 5.67

190°C 4.59° 4.75° “5.10.

163°C

149°c

La estructura- de las dxferentes rccetds siguleronelos con
trastes dados en 1la tabla 2 algunos constrastes de 1ntcrés 50
bre la temperatura, estén dados en- la tabla 3'-las estimaciones
de los contrastes de 1nterés spbre.lntcraCC16n cstﬁn en la ta-

bila 4.
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Para este cjemplo tenemos p=d, 9=
« 05
que debemos aproximar Ui, o ~ 15.23 (de la tabla XV, tomada

, =2, v=10, por lo

de Johnson, 1976); por otro 1ado1dc1 anfilisis de varianza

se tiene S? = .0185 y para la interaccién F. = 7.229, con lo
cual la interacciénfcs:significativa. De esta mancra obtene
.09 2 V2 H /2
mos (u3 - S*/r). "7 ~[ (15.24)(.0185)/2} = 0.375.
YUy

Cualquier valor ern la tabla 4 cuyo valor absoluto sea mayor

que .375 se decldra significativo y sc indica con *

TABLA 2. TABLA 3.

CONSTRASTES PARA RECETAS CONTRASTES PARA TEMPERATURA
PASTEL 3% 6% 39 6% 218°C  190°C  163°C  149°C

NATURALL. GMS GMS Aldo Aldo

1 -1 0 0
-1 0 1 0 0

-1 0o 0 0 1 1 0 A 0
-2 1 0 0

-2 o o 1 1 1 0 o -
0 1.0 o 0
0 o i -0
-1 1 0. 8!
-1 0. ‘b_; :
-1 z 0 -1
-1 0

0 1

Q ex1ste 1ntera.c

tos de 1nt0racc16n son or1g1nados por cl partes natural en



relacidn a las cuatro recetas restantes, ademfis la interac-

cidén no es muy grande para las temperaturas de niveles conti-

guos.
-
TABLA 4
CONTRASTES = PARA EFECTOS DE INTERACCION
S ~ )
< o L=}
SN s & 3
R

1-1 00 |-19 .23 .zre,..:'
104 0 [.55% .60* ;55;u:; 
1002 |[.63% .545‘;j£
01-1 0 |.36
01 0-1 |.44*

0o01- |.8 =.06!

La estédist {
presente, obﬁiéﬁqfl
5,6, 7 y 8 de lé_faﬁig_df‘es.SOO. Para las columnas 3 4, 9
y 10 es ,577 y'ﬁéféiié‘éblﬁhnﬁ 11 es 707, En cada caso cl

método de Sen resulté seT menos potente que cl de Scheffe

En relac16n con el mismo tema pucdc conqultarse Braﬁu &

Gabriel (18974}, qu1enes proponen tres cstqdlstlcqs de prueba ba-

sadas cn el método de Scheffé y de Tukey.



10, Modificacién a las Pruebas de Tukey, Schcffe y Bonferron1
para Modelos Factorlal s

(Bohrer)

las medias de estos efectos. d 11 distri
buci6n normal de media cero 12 53y esti-
maci6n de la media del trat 2 regla

de decisién mdltiple estabiéc

es positiva o negativa o no es concluy nte para tal comb1na-

cibn; jusgando qué tipo de relac16n guarda L'M 51 Q'M > cS

LM < cS,, 0 leM] < cS, Aqui M (pl,u2" 
(Ul,-..,uk)l L = (gl’.-~" k) - -
tamafio de muestra del i- és1mo tratamiento

dor insesgado de o?.

Los autores modifican las pr
Bonferroni, eligiendo los puntos critico decﬁados*phra maxi-



mizar el ndmero de decisiones correctas.

P { ClasificaciGn.correctﬁ }> Th-a o, (1)

cuando los valores u; son los verdaderos. Notar que el he-
cho de establecer que los datos "'no-son Cthluyentés” no
significa una decisién incorrecta, s1no s1mp1emente no contr1

buyen a maximizar el ndmero de dec151ones correctas.‘ U

Cochran y Cox (1980, pig. 177 179) deflnen los efectos
simples como las diferencias de las medlas de tratam1entos,
y las interacciones simples como las d1ferenc1as de los efec-

tos de interacciones de primer (o mayor)‘orden.¢ Estos pardfme -

tros son mds precisos que las 1nter' y efectos princi-

pales, gue son promedios de esto§”parametros simples.

Bohrer, Chow, Faith,'Jés_ (f§_15uéblican un nuevo

método -llamado tres reglas pafa avdec1516n mdlt1ple en mode-
los factoriales- a las pruebas de Scheffe Scheffé modificada

(Bohrer, 1979), Tukey y Bonferron;

Las Desigualdades Basicas._ 

Para decidir si los*parﬁmé;rdVfL‘MItﬁmples la desigual-

dad (1) se debe tener qQ¢ 

P {(-sgn LMY 'b.»',ﬁ'l'i'g"?'cj‘si}',‘g,,1"'-‘-a' ¥R e L*



Pus

donde L* e¢s el evento de clasificacién correctamente.  Para
lus transformaciones de las prucbas, usaremos las siguicn-

tes desigualdades:

Py,or {C-Samemei cosky, vaenn )

-Sgne'M) %" (M-M)<Csk, +[2M| ;¥ L€ L*

Pruebas de Scheffé

El método de Scheffé. se obtlene a;partlr de la expresidn

(3). Sea K el subcongunto minwmo de L*-thl que cualqu1er com-

binacibn de medias %' M 2 e L* es una suma ponderada de las com-

binaciones en K. Sea k el nﬁmero dé elementos en K y L el con-
juntec de todas 1las comb1nac;one E Lneales de los elementos de K.

Si hacemos en {(3) que

C =Vk' Fi S 'L reemplace a L*




entonces tendremos

pod|ar (ﬁ-m'l' <

Bohrer (1979) bbfféné un ‘hddificati6n'a*ld»pruebé de

Scheff€é, observando que. 1a de51gualdnd (2) meJora a 1a (3) y

se puede usar la primera para mejorar la prueba dc Scheffe

basta con tomar la misma constante <, arr1ba descrlta pcro

ahora con los valores calculados-por Hochberg Yy Quade (1975),

los valores k, y N- 2% con los ya descrltos.»'

Prueba de Tukey,

= n. El

método de Tukey puede obtenerse a partir dé,la;Qgsjgyg}dad

Para diseflos balanceados se tiene n,'= N/ZF

(3) si hacemos que

[o: |

para Lo un conjunto més grande que contlene a: L* para LC que
conste de todos los vectores-de contrastcs poqlbles y:

Q* k x ©s el cuantil correspondxente a una conflanza de
N-2 : et 2L
- a) 100% de una d15tr1buc16n de. rangos e%tudent1zadoq con
2K y N-2K g.1. (ver tabla II, tomada de_Hartcr; 1960).
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esta manera tenemos

el conjunto de todo

presién satisface’

La desigualdad de Baneryoﬁi sE,6Bﬁi§ﬁ§;Qe 1 expresi6n

(3) haciendo que

(es decir, m es el nfimero. arfmetros i

decisibn). De esta manera obtenemos

Como se observa en las tres pruebas anteriores, las mo-
modificaciones propuestas, consisten en cambiar los puntos
criticos para cvaluar las diferencias |2'(M-M)| . Bohrer
et al (1981) comparan las tres pruebas, mediante simulacibn,
y obtiene que la prucba de Bonferroni es miAs robusta en com-
paracién con la de Scheffé y la de Tukey.



Bradley y El-Helbawy (1976) desarrollan una. tfcnica que
compara observaciones pof parejas, contrastes especificos de
tratamientos o cdnjuntOS'dé cohtfastéé,éﬂ‘diSeﬁos;faceriaa
les, Esta técnicalsé'puede éplicar a éxperimeﬁtos en los
que los tratamientos constituyen un coﬁjphto fdtal‘o fraccio-
nado de combinaciones de tratamientos. De”igual manera se

pucden contrastar los efectos principales e “interacciones,



f] MCDIFICACION A LA PRUEBA DE BONFERKONI -
(schaffer y ricReady, 1975, o

Supongamus gue se ticneiun‘mOdelu'COn dos Criterios de

clasificacidn y de efe;tos flJOS, de manera que las medlas—
-~ S -
estimadas scan My “2""’ v

m contrastes del efecto o (sin pérdida de generalidad ‘lo --

<0 8i tenemos 1ntcrés en probar

llamamos efecto por ‘rengldn), tendremos

y los intervalos apropiados para 1a prueba de Bonferroni se-

rian

si se tienen n niveles .de
nes por cclda. (a efecto po

Para encontrar los cuantile

11T, tomada dc Bailey (1977)

E1 propdsito de 1la modifi¢
(1975) e¢s mostrar que, dada una‘famll;, de contrasteQ, exxs-‘

ten uno o mas conjuntos de contrastes’lnferiormentc indepen- .




200

dientes, es decir

Png Gy Gy =0V i,jr, 34,

para cada pareja (j, ' ) de'contrastes en el con;unto. Usan

do la notacibn de 1a prueba de Bonfcrronl, en’ e1 Capitulo 1,

si se tiene un conjunto de p pruebas 1ndupend1entes se sabe

que

P
P { ?vAi} =,1en(1fR{Ai})

y por 1la desigualdad de Bonferroni ,fﬁjene‘

PR
P { 111 A} 5?}’:{;‘\1},5 :

«/2 i i e S PR
para A, = {Itcl > oty ot =———§;———-}-1-1,..., p. La de-
sigualdad (1) queda establecida para todas las prucbas, sean
o no independientes. Sin embargo si una familia de m con--
trastes a probar, se particiona en £ conjuntos de contras-
tes nio i=1,...,£, entonces podemos establacer la siguicn-

te desigualdad
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v ademds para 2 {ijo en cada prucha

P LA 1-01-a)™M

> % P(A<;~ <i;%7 (i;a ny

la cual obtienc pAdcﬂd;”dﬁe’géhéi%lﬁéﬁtefégré
mayor que el usad '

nera se incrementa

|2. MODIFICACION DE LA PRLEBA;DI SCHtFFE
(Scheffs, 1970)

Dentro de 1la inferehcié‘simulténea podemos encontrar
dos enfoques: la contrastaccibh‘simult&nea de hipdtesis y 1a
estimacidn midltiple. La'édﬁtrééfacién simaultinea de hipbte-
sis incluyve los procedimicntos de pruebas de hipdtesis del
tipo 6=o0 (que se rcchaza mediante una prueba de 'dos colas"),
8 <= 0086 @ > 0 (que se comparan con una prueba de 'una cola"}.
La estimacidn multlple se reflere a- la est1mac1on obtenlda

por intervalos de conflan~a o por reglones “de” conflanza.,

EE1 método d; bchcff

una prucha para cstlmaqlonxmﬁl iple,;. aunque puede usarse con_

¢l enfoque de prucbas de significancia. La modificacién pro



puecsta por Schefté& (1970) da como resultado una prucba mis

potente para pruebas de significancia.

Sean ul,..,,uk las meulas verdadcrnf de los efectos --

principales de k tratamlcntos. Sea 8 = § ajui una funciodn
] of
lineal estimable (FLF), donde {a } son constantes conoci--
k
das y e =¥ aj uj el estimador 1nscsbado de 8. Un espacio
1

. de funciones .estimables, de dimensidn q, consiste de to-

das las combinaciones lincales % hi oi, donde {Bi} es la -
1 o

coleccibn de todas las funciones estimables linealmente in-

dependientes, y {hi} son constantes conocidas. Por.otro la

do la varianza de © seri de la forma g% = bzuz“daﬁdé?bzfes
- 8 o
una constante conocida; ci denota al o?.st1m.'aclcrr-bf2 vyspara
8 ’ LN
g? = CME con v=n-t grados de llbertad‘

el mismo.

Un método para la'estlmac16n 51mu1tanea dc e cn L, que
llamaremos método'-S, puede basarse cn el Lguxcntc cnuncia

do:

"'Con plobab111dad 1-a todos los valores de¢ las funulo-
nes estimables en L, satlslnc;n 51mu1tanedmunt las desi---

gualdades
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donde o« v S estin relacionades nor

= Pt F(q v)~ EE /q }f ’ {(2)

donde F tiene una distribucibn F con qu g.l?. Esta pro

(q.v)
posicion ha sido probads por Scheffé (1953) para cl caso par
ticular cuando L ¢s un espacio de contrastes; sin embargo la
prueba pucde cxtenderse‘pararél éaso*gencral usando-los.re--

sultados que en seguida se¢ exponen.

Sea L el conjuntd,defeﬁtimﬁdéfes 8, de 8 € L. por minl
mos cuadrados; S5i {6],..;; Qq}'es una base péra L, entonces
{81,..,Sq} ¢s una béég:péra'i. Seleccionemos una base orto-
gonal {;’...., aq} paré i} tal que sea normalizada y‘gue -
la matriz de covarianzasdel vector n =(;],..,aq)’seé oéyI,
para ] una matriz identidad de orden pxp. - Hagamos d=E(§)%
= (nl,...,n ), lucgo-entonces {n <} forma una base 'para.L,

ij°
por esta razdbn para cualqu1er 6€L exlste {d } . tal que 6 =

','A "vA

y o

«y-va?/ a2 m;x conv g.l.

E dgn; = d'n. Obviamente ‘SOn cstadistlcamente inde

pend1entes, asi n ~ N(n,

Fl método de Scﬁ “llza para obtener el

nuevo método. Ll nuevo método - de, Scheffe (1910) para prue-

bas de <1gn1f1canc1a kger cualquler funcxon

linecal c%tlmablc 6 G L v dec1d1r



{i) 8 no es significativamente diferente de cero, si

~ - ~
- So. 2.0 ¢ S 0. .

(3)

donde F“ v, es el cuantil al_(f—aj1db% &e éonfiania con. -
una distribucidn F con v, y v, g.1l. En este caso ¢l autor

muestra que S1 > SZ'

E1l método de Scheffé (1970) modlflcado consiste en es-
coger 6€L, tantos 6 como se quleran y apllcar el método --
arriba descrito; la forma: de operac1on estd parcxalmcntc -

caracterizada por c1erta5 probahllldades P1 y Pz, P1 cs 1a

probabilidad del evento gl, que el enunc1ado (1) sca he--

cho para todas las funcxones est1mables GGL cuyos'valorcs
verdaderos son cero; PZ esté dcfln da cn Scheffo (1953, .-

pag. 101). Sea



de mancra quc

Py

u

PLE

si es jusfitigéﬁieYSuppﬁér‘que n=0 deseariamos que en
general n fuera "exactamenﬁe cero'. - Sin embargo en algu--
nas situaciones podri ser acéptable"suponer que en alguna
vecindad dc n=0 en la cual n no esté contenida. En los ca
sos de que n esté fuera de ia vec1ndad del 0 usamos la ---
prueba de 51gn1f1canc1a mﬁltlple con S=Sz<bi, y su tamaifio

estarin dcterminado por. uf,;

S$i no es justificable suponer. ué;ﬁ;o; primero se debe

contrastar la hipétesis H en nivel o estindar de

1a prucba de F- en la cual aza si la F. >F¢ Si

(q,v)’

It es aceptada aplicamqsagl; ;).pala todo OEL. Si

it es rechazada aplicamos;la_ ‘Llll) para
todo BEL sustituyehdd‘S ﬁ6 est& dado por la

expresién (3).
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s un mediato constatar que esta modificacidn al métg
do de Scheffé tienc cl mismo tamafio o que el método origi-
nal de Scheffé con S=5,; y ademas el primero tienc una .--

aplicacitn mas general que el segundo.

Posteriormente Scheffé (1977) toma.eﬁggdéﬁﬁadqueggﬁ -
prueba original adolece de un defecto: el ﬁétddé;StScﬂdffé,'
1953) es utilizado solamente cuando 1a,prucbaf§ibﬁéihqe;F
rechaza 1la hipbtesis'asociada, de manéra §ué.la»préﬁabiii—
dad usada por los intervalos de Scheffé deben Serigénéﬁru;

dos de manera condicional al rechazo de la pruébé“de Fis



CAPITULO TV

‘Miscerasen vE PruEBAS

[NTRODUCCION

Las pruebh5V3¢fcbmpétagidheéfm&iiipié$”ihéldidﬁs en es
te capitulo abarcan véfiosfﬁfbbiemés'nq copsidefados Qor --
las prucbas expueétas en capitulos anteriores. . Las pruebas
aqui expuestas estin pensadas con fines especificos: para -
diseflos con datos faltantes, para disefios con uno y dos cri
terios de clasificacidn, para disefios con efectos fijos y -
aleatorios, para disciios de bloques completamente al azar,
para disefios desbalanceados; ademis se incluyen pruebas pa-
ra ¢l anilisis de covarianza, pruebas que usan rangos y --

otra que usa técnicas de analisis de conglomerados.

En primer lugar se exponen dos pruebas que usan rangos

Dunn (1964) propone un proced1m1ento para comparar varlas --

poblaciones haciendo uso: dc'l suma ‘de rangos y Kurtz,

Tukey y Wallace (1965) obtlenen un. pxocedlmlento basado:en-'

rangos quc permite rcallvarTun anﬁl151s rapldo y e 1Laz de
los datos en un disefio bulanceado con uno o dos cr;terlos -
de clasificacidn. En seguida sc describen las pruebas para

comparar clectes de medias en ¢l andlisis de covarianza: --
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Thigpen y Paulson (1574) derivaron una prucba haciendo uso-
de la distribucibn de rango estudentizado y Bryant § Bruvold
(1980) obtienen un procedimiento para construir intervalos
para los contrastes Jeseados, en el an&lisis de covarianza,
haciendo uso de rangos y relajando ciertas suposiciones sin
afectar la potencia de la pruecba. En seguida se¢ expone la
prueba para modelos de bloques completamente al azar, --
Mudholkar y Subbaiah (1¢76), proponen una técnica de compa-
raciones mGltiples vilida bajo condiciones de heterocedosti
cidad y dependencia de los crrores, que permite hacer infe-
rencias sobre todos los contrastes y es scnsible para algfin
contraste en particular. Los casos de disefios desbalancea-
dos los hemos expuesto en el capitulo III, sin embargo &s--
tos han sido extensiones de la prueba de Tukey; Gabriel --
(1978) elabora un método muy sencillo de comparaciones mil-
tiples de medias para discfios desbalanceados haciendo uso -
de la distribucidén del mddulo maximo estudentizado. A con-
tinuacidn s¢ describe una prucba disefiada para probar efec-
tos fijos y aleatorios, Harville (1976) construye un proce-
dimiento basado en los componentes de varianzas. Es muy --
frecuente tener el problema de perder observaciones en un -
experimento por razones ajenas a los tratamientos aplicados;
Lin(1913) considera el problema de estimar las diferencias
de medias en diseiios con datos incompletos, el autor propo
ne un método que toma en cuenta todos los datos disponibles.

Utilizando técnicas de anilisis de conglomerados Scott y
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Knott (1974) clasifican a los tratamicntos cn grupos mis-

o menos humogéneos. Finalmente se describe un método de -
comparaciones mfiltiples usando la t de¢ Student multivaria-
da, propuesta por bunn y.Massey (1965) y otro método que -
construyc '‘zonas dé'indiférencia” propucsto por Reading --
(1975), el autor desarrolla una prucba d¢ comparaciones --
mGltiples de narejas: de medlas hac1endo uso de. 1a construu
cidn de regiones de conflanza en vez de claborar una prue-

ba de significancia. 'iﬂff“f'ff"""

1,COMPARACIONES MULTIPLI:S POR S'MA D RANGOS“Q
(DunN, 1964)

Los métodos de suma de ra s'dos para compa- -

rar dos o mis muestras y decidl sta prov1enen de la-

misma poblacidén. Dunn (1964):hfdpo‘ run~pr0ced1m1ento pa-

ra comparar varias poblac1ones hacxendo el uso de la suma-

de rangos; este proccdlmlentq ne’ como antecedente el --

trabajo realizado por StéQl"(f@

Sean k muestras - no necesariamente k debe ser grande-,

cada una de tamafio nK.’ASighgmoéarangqs”de manera conjunta
a todas las mucstras previamente,qrdenadas, si hay empates
se asignan rangos promedio;v’LqumbsiTi ‘a la suma“-de-ran--

gos de la i-é&sima muestra. .-
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Supongamos que se desea realizar p contrastes cntre

las medias; el contraste m-&simo es
vy = LTy /4 Fong y ZiTi,/:Z Nye o, omo= 1,50:,.p
i . _ X o

para ifit , i,i' = 1,.;. ;k. Sea « el n1ve1 dc sxgnzfl-

cancia elegido. Cada contraste ¢ se d1v1dc nntre su -

desviacitn estédndar” °m Sl»nO hayiempates entonces

~2 Sy 'A‘ ">'l;'if
o = AL e (F 00T
i D SR
donde N = Z¥=1 n;. La f6rmula ‘para 8; debe ajustarse si

existen empates., Sean r grupos de empates vy s1 el s-&si

me grupo de rangos cmpatados cont;eneﬁ; nﬁmeros en el,mm

entonces

De esta manera el experlmentador t: ene p valores W{/ S
vees wp/cp. Cada uno de esos va101es w /c §qﬁ99@ﬁg;qr-
con una zy .o, que es el cuéntll 1-a/2p;dc una:distribg--

cidon nommal estdndar, si el tamafio de muestra es suficien



m/%m ST %y a/Zp, concluxr que el contxastc po-

blacional es ncgatlvo

~

Si Yo / O € (- z1 u/Zp z1 c’_lzp),“«:.Dnclua.x' querel

contraste poblac1onal pucde seT nulo

Si u:m/cm > z1_q[2p'rconc1uir~qu

cional es positivo..’

Cuando el cuntlaste serli'“

Ty/ng - To/nge estas tres:dcc1510nes 'se-‘traducen Tes-

pectivamente en: 1la mcdla (o medlana) de 1a. ééi a?dis-
tribucidn ¢s menor que la medla (o medlana) de la i- ésx-
ma distribucidn; las dos mudlas pueden ser Lguales,,o --

que la i-CGsima media es wmayor que lai-&sima-imnedia. ..

UN EJEMPLO

Considerese tres tratamlentos cuya varlable de res-

pucsta es el nlGmero: de personas corre pondlentes a deter

minada catcgoria (Ver Dunn 1964 pﬁg 243), 1os datos .-

son los s;gulancs. h,



[E%)
-
(3%}

Tratamientos

Categorias:

Totales . -+ 2

en este caso k = 3, p=3, n1'=f228,'n2:='68, n31= 87. - Los

totales T; se muestran en la siguiente tabla



(1) (2) (3) {4) (5
Categoria Frec.Ac. Rangos Trat.1 Trat.2 Trat.3
c, ‘4?7f/:?>*2.s 7.5 0 2.5
Cy : 54 -0 27
o Co2Ft 132
Cy 640" 704~
Cg -1057.5 - 1175
Co 2448 4284 .
C, 833312179

12763:5 18503.5

(1) Se obticne de lauﬁlt olumna de la tabla anterlor,'
son las frecuenclas acumuladds.a : ' 
(2) Se calcula de 1a° columna (1) como Sigue: 2,5'=(4+1)/2;

13.5 = 4 +(22- 4+J)1z-'33 2z+(43 zz+1)/z- etc. .

Observar que § T, %1%37536;='(583)(384)/z

Si consideramos:: émpaf'sfes desprecia

w1=-16.33, wZ-S 23,

leccionado una u-.ZQ

= 1.834." En'res

2.9667




2. CoMPARACIONES: MULTIPLES USANDO RANGOb PARA DISEQOS .CON

UNO Y DOS CRITERIOS DE CLASITICACION
(Kurtz, et al 1965)

E1l anfilisis de varxanza usual se real1za calc 1ando-'

sumas de cuadrados; 51n embargo pard mayor fac1 1dad'en

los cfilculos Kurtz, Link, Tukey v Wallacc (1965) obtlenen

un procedimiento, basado en Tangos que pe:mx;g‘r

'llzar un

anfilisis ripido de los datos, en un disefio balan

uno o dos criterios de clasificaciﬁn,;;[f 

El cdlculo rfpido en el. método de Ku“ z et al (1965)
no es la finica ventaja, 1o es: tamblén el hecho que 1as me
didas de variabilidad que proporc1ona plerden poca eflcaa
cia, A primera vista pareceria quereé poco eficienfe e#te
método, se sabe que en'lé=medida como sean grandcs,las,;:
muestras los rangos pierden eficiencia. Entonces parécc muy
riesgoso usar rangos ‘si estuviéramos estimando'lufvafiéﬁi-

lidad como una guia para tener un punto dc rcfercndin‘de -

cada efecto por columna, de esta manera se- plerdc poco en

la estimacibn de 1la variabilidad y la dlfkrenCL

el estimador por rangos y el usual,-dlsmlnuyeucn 1a medi-

da como aumente ¢l tamafio de muestra.:



T.
R.

Discutimos, c¢n primer lugar, ¢l caso de disefos con

un criterio de clasificacidn y cn seguidu con dos crite-

rios de clasificacidén (para este segundo disciio los auto

res describen dos métodos: senciblo ¢ 4nteimeddo; sin em

bargo aqui expondremos, por brevedad, cl secgundo de ellos).

DISENO CON UN CRITERIO DE CLASIFICACION =

Consxdercmos un'cxperlmento e

efecto de scis txatamxcntos con 1ucve rcpet1c1oncs cada-‘

uno, los datos se cxhlben en 1a tablu 3|

Tabla 1

TRATAMIENTOS
1 2 3 4 S

26 18 36 27 42 20 Nﬁmero de rangos = 6 e
30 21 21 14 26 ,21vr,,Nﬁmero de’ repet1c1ones=9
s4 29 24 29 24, : | :

25 17 18 19
70 12 10 29
52 18 43
51 35 28
26 30 15,
67 36 2007

401 216 221
45 24 33

Observar que 45=10—25;;24#36-12f33=4

c:cstudla eli'
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A continuacidn buscamos el nfmero qbog un cuantil

b
con (6,9) gl. con una significancia del 5% (Ver tabla -
XV1 de Kurtz et al, 1965) gque cn este caso cs 11 y com-

paramos las d1ferenc1as de totales de la 51gu1cnte mane-

ra; sean T,y T,

; dos totales a compdrar, 105 Lnt rValos =

de confianza pala ‘la dlfcrenc1a ebtdn dados por

sidn

Ty sty =ty -, o+ (LT1)(173) = 252 (109,355)
Tty = LT (3), ; (245270)
T, g 35(-166,80)

si queremos obtener: 135- Xpresidne‘ orresp ndientes a --

las medias, basta d1v1d1r los 1nterv los“de‘arrlba entre-

9. Y tendremos (12, 38) (3 30) y ( 18 9), respectlvamcntc.

Si estamos 1nteresados en probar algun contrastc sO-

bre los totales, tendremos que p1r

son nGmeros tales que ? b —0 en'
R T ,
tonces los 1ntervalosﬂsqn_d



donde g _ es un cuantil de las tablas de Kurtz ct al 1965)
k,r
y SR es la suma de rango:;es decir, en nucstro cjenplo si te-

temos interés cn obtcncr un intervalo para el contraste

2T, -1, - T tcndrcmos ¢l siguicente intervalo (nota
31 b 6 4
[bil. 2+1+1_
} 5 5= 2)
i=1 o
21, - T - Tyt (LTI)(173)(2) = 379246 5 (133,625)

METODO INTERMEDTO PARA MODELOS CON DOS CRITERIOS DE CLASI-
FICACION Gl T

Consideremos un experimento en el que se tienen cua--
tro niveles del factor columna y cinco niveles . del factor-
rengldn (los datos se obtuvieron de Kurtz, et al, 1965) en

la tabla 2 se muestran los resultados

Tabla- 2
Factor Columna (Valores originales)
1 2 3 4 Totales Medias
1 13.4 16 14.4 20.0 63.8 16.0
Tactet, 1 31.5 42.7 29.3 34.5 144.0  36.0
§ion o 65.2 54.9 36.4 39,7 196.2 49.0
4 60.8 57.1 391 38.7 195.7 48. 9
5 37.7 49.2 39.4 39.7 166.0 41.5

Totales214.0 219.9 158.6 172.6

(Diferencias de medias por renglon)Suma por rengldn

1 -2.6 +0.0 -1.6 +4.0 -0.2

2 +1.5 +6.7 -6.7 -1.5 0.0

3 +16.2 +5.9 -12.6 -9.3 0.2

4 +11.9 +8.2 -9.8 -10.2 0.1

5 -3.8 +7.7 -2.1 -1.8 0.0
Rangos 20.0 §.2 11.0 14,3 ; 53.4= Total rangos
Observar quec 20=10.2-(-3.8);8.2=8.2-0;11=-1.6-(-12.6); etc...
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$i intercambiamos renglones por columnas cambiarcmos
el rcsultado. Si descamos que los resultados scan indepen
dientes de 1a eléqcién podemos realizar*algunds c&lculos -
para cncontrar la suma de cuadrados para efectos de inte--
raccidn y asi encontramos el valor 52=CML (del andlisis dc

varianza).

Si ﬁ%i ,:wdenbta'alwcuantil~de una-distribucitn de -
rangos estudentlzados (Ver tabla XVI de hurtz et.al., 1965)
con una conflanza de (1 u)100% y v,, vz grados de: 11bertad.

entonces para comparac1ones dos a dos tendremos

donde c=n_ de columnas y T =
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y de manera anfiloga podcnos encontrar intervalos para con-
trastes. Sea {(b;} una coleccién de nGmeros tales que Z by

n i=1
= 0, entonces ¥ = [ bty denota un contraste y obtendremos
=

- n
1Tq*re o ¥b T = BTyt L 4b T 5% z 1Bl . (sr)

3. COMPARACIONES MULTIPLLS USANDO DX‘STRIBUCIONES DE t
[Dunn y Massey, 1965]

Existen la 1iteratur3”d¢_1as cbmpdfacioncs‘mﬁltiplcs
varios métodos que sc baéaﬁ_en la distribucidn de t~Stu--
dent, con la finalidad de obfener intervaiés.dc’confianza
simultinecos para medias o varios contrastes entre medias.
Dunny ¥y Massey(1965) proponen un nuevo método, cn'ci cual
sc¢ determina ¢l nivel-de COnfland global ‘para talcs 1n-*

tervalos y evalfia la probabllldad de una varlablc con d1s

tribucidn de T multivariada.

La distribucidn de la‘TZYQéfﬂdf

se obticne de la siguiente mancra: r Syipva-

riada con medias u{{{)}}”ﬁ”
Sea Si un estlmadoriéeﬁail u
y tal que vy Sf/o; tiene una-

Xp i



grados de libertad. Si v, = (xi - ui)/Sj, i=t,...,p, enton
ces las p variables ticnen una distribucidn conjunta cuyas
marginales son distribuciones de.t Student. Tales d15tr1~

buciones se 11amardn d15tr1buc1oncs dL t multlvarlada.

Si w-= max‘Itil,icntonces-los‘intcrvalos‘preciSOS-para

un nivel 1-a'”paraﬂu1..}};ustbnw’

o Yee o

1-a

donde W es cl cuantii con una confianza de_(l-d)lOO%

de 1a distribucibn de W = max Itil.

Otra dxstr;bucxon de t mullearlada ha 51do dlscutxda
por Dunnett y Sobcl (1955) y e8: muy 51m113r a 1a arrlba ex
puecsta, salvo que las X. (s) se suponc tlenen varlanzas S

10U€llCS y.-cen consecuenc1a tlenen el mlsmo CStlm

varianza parn cada una de las P varlables. Sean A],...,Xp

p variables que t1encn d15tr1buc10n normal multlvarlada con

medias u1,...,u Y matrlz dc dlsperslén {c2 p <) donde p

P
i,...,p, Y sca vS /02 se dxstrlbuye como una x2 con u gra-
dos de 11bertad Entonces cada ty = (xi u )/S , ';;..,p
tiene una d1str1bu;10n t atudent y la func1on de den51dad

de t1,..;,ytp cg o

f(t1,..., t




donde {le} cs la matriz inversa de la matriz de correla-
ciones, y |{p'?}| es el determinante de {le}.
Si definimos u = mdxvlti]&7lbsfihtéivaios,dé confian

Za para uy,...,u, para un nivel - 1-a, son  ?1_'5'5"

(=]

donde u ¢s el cuantil con-una.confianza de

la distribucidn u = max

Debe notarse que §i -

i=1,..., P, cntoncesflds

la para u1,...,upfébn

e}

donde V1'% es el cuantil'CQn—unq?cbhfianza'de (J-a)lOOt de

la distribucibn v = max {ti}: 

Desafortunadamente no hay tablas que contengan los --

cuantiles de w]'a, con la excepcidn del caso cuando todas

o 0, i#j. En cstec caso las tablas de la distribucibn -

ij”
de w se pueden obtener de la t de Student univariada. E1

cuantil 1-a de 1la distribucidn w es el punto con %+(%)(1-a)1/p

de significancia de¢ una t de Student univariada.
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[88
(853

Casi no existen tablas para los cuantiles de u y v.
Dunn y Massey (1965) construyen: tablas para estas distri

buciones estos’cuantiiés,gihiben;eﬁ'lauiébla:XVII”dél,--

Apéndice. Haciendo uso de estas tab: ‘estimar-

o

donde oi es la vériéﬁza”hueStré17y:?ifes,ia'médié'deila‘-

i-&sima muestra.

En el caso de que las varianzas se supongan iguales,
obtendremos intervalos de confianza usando los valores de
ul @ para todo pij = 0. S5i ?i es la media de la i-ésima
muestra y si S2 es la estimacibn ponderada de¢ la varian-

za, entonces los intervalos, son la forma

11—

Y.+ ut"® g7y n;-

Dunnett (1955) da un ejemplo en

nes son conocidas, positivas
:'_,

se usan las tablas de'u
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tratamientos experimentales contra un control, cuando las
muestras de los tratamientos son del mismo tamafio, n. Si
n, es el tamaio de muestra del control, Yu su media y Yl’

RN ?p son las medias de los tratamientos experimenta--

-

les, entonces Yi - Y i=1,..., p son p diferencias con -

o?

varianzas igual a

o?(

1 T N
Gtad Yeyy =G

donde 5% es la estimacitn ponderada de la varianza.

Como un @Gltimo ejemplo podemos estimar los efectos
de interaccidn en un modelo con dos criterios de clasifi
cacibn con efectos fijos y balanceado. Si tenemos r ren

glones C columnas y n observaciones por celda, enton--

’
ces bajo las suposiciones usuales de normalidad e inde-
pendencia, las estimaciones de las interacciones se dis-
tribuyen normalmente de manera conjunta con varianzas --
igual a o®(r-1)(c-1)/ncr. Para cualesquiera dos interac
ciones que no esten ni en la misma columna ni rengldn,

el coeficiente de correlacibn es 1/(r-1)(c~-1) y los in--

tervalos de confianza pueden ser
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(?ij. I PRI ST S I u'"® s(x-1) (c-1) /mer

donde 5% es la estimacibn ponderada de la varianza o?, Yij

es la media de las n observaciones del renglon i, columna -

j» Y; es la media de nc observaciones en el i- Esimo rengldn,

Y . es la media de nr observaciones de la j-&sima columna -

y Y... es 1d media global.

De una manera anfloga sc¢ puede encontrar la expresibn -
para los intervalos de confianza correspondientes, en el ca-

so de estimar contrastes.

L, CoMPARACIONES MULTIPLES PARA DaTos INcCOMPLETOS
[Lin, 1973)

En algunas ocasiones se presenta el problema de que en
un experimento se pierden observaciones pero por razones --
ajenas a los tratamientos aplicados. Este tipo de disefios-
los llamaremos disefios con datos incompletos. Lin (1973) -
considera el problema de estimar las diferencias de medias
de una distribucidn normal bivariada en disefios con datos -
incompletos; el autor propone un metodo que toma en cuenta

todos los datos disponibles.

Especificamente considere (Xl’ Xz) un ctor aleatorlo

normalmente distribuido con vector de: medlas (ui, uz) y ma
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triz de covarianza [ = | gij}’ i, j=1,2. Suponga'adémﬁS'que
se tienen N parcs de obscrvac1oncs del vcctor (X1, X )', de

los cuales N-n (n < N) son obscrvac1ones 1ncomp1etas corres-

pondientes a X,. . Sln;pérdlda de generalldad se puede supo--

ner que los datos son,

x]] » ',‘;"{' X

2y e
Supondremos como siempTe;, que g i= oeficien-
tc de correlacidn:p: '/ i6n-~

B = po,/o, y 8= u,-

ng;CQIAJque-
a e

donde 6§, €ER es conocida. a élternativa de .dos. colas

el caso es anilogo. Defin

ACs) x(P) +

Z(s) 1

donde

A(s) Ao+ (,,1_)\)37" ! )\=n/N ’ RN



JUPIN W -

X3 a j§1 i35 (i 1,2 ).

SRR 1S E I
1 N j=1 AJ 1 an j=n+1 i3

“'E1 autor mues-
ﬁSésgaddS,pa-

ra &(Ver Lin, 197i)
PROCEDIMIENTO DE LA PRUEBA PARA
Se consideran‘fres~dd$05fﬂé

pyec-s= 01/02. Cuando se ¢ono¢e

den construir pruebas exactas, s

se propondrin pruebas aproximada

Si se conocen p y ¢, entonces 1a colecc10n (x,

ién) - Bx(n) 2) forma un conJunto de estadistlcas sufl-

cientes para [}u, v, 02) donde v= ”2 Buy, B = pcf1~y :
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o
~1

et 20,

Observar que x.. ¥y X,y - Bxqp son 1ndepend1entes y normal-

ij
mente distribuidos con medias Hy,v Yy varlanzas CZ 02 ,f

(1-p )0 , Tespectivamente, para jn1,ﬁ;.,‘N, k l,...,n

La prueba propuesta es

CZ(B)E

\/@ (1-61, ‘1-1;2.1 N oy
n. - n+N-2. 72

que se distribuye como una t de Student coﬂ h+N-2,g,l. Ade-

mas si 05 es conocid#'se reemplaza (n+N)o§/(n{N4gg_por c§.



5i p= o y. c es conocida la regla de décisidn es: re--

chazar H_, an nivel «, 8i

2 2

R A /2
SO iy o taty ;

| BT T w1y

%21 es el cuantil --
n;™ 3

N R > \'":7', o
dorde a. . =‘Z (x.. - iQNl)Zfﬁyfti
con una significancia de a(100£)nde una distribucién t Stu-

dent con n,-1 grados de libeftad'para i=1,2. En nuestro --

ejemplo n1=N Y n,=n.

Si ¢ e¢s conocida y p eé?des;onpcida (. sin pérdida de -
generalidad, cuando se‘cohbce c,c=1) 1la estadistica propues

ta, utilizando todos Los datos, es

i$N)_ ién)"ﬁ

T =
2 2 a,. +b
A 2ar + 1, (-M)° 22 11
L n N-n N-2
y
s (N) . -(m)
*q X5 - 48
T3 =

Lol (1-0) 2 ‘E a2 * by
n N-n |7 Nz



to
[£%)
(=]

1 Z £ g
donde r = a1z/(a]]‘ 22) / , u=2&12/(au+a22), v=a, , gy
Oy - %M gy - 1M, a5e1,2 y by s

aij «

[l vs =]

1

Z (x35 - $V "))2 .N “n >1..f
j=n , & '

PROCEDIMIENTO UE LA PRUEBA PARA § DESCONOCIDA

yt; =t} .y esel cuam:;w ‘”a d (100%)u

en este ca_
SO Ny= Ny n, = N-n.

por Nelch



T =
a
) a¥/m + a%/(N-n)

que tiene una distribucibn aproximada a la’t Student con --

los grados de libertad

4

2 Al (2 - a7
£l 2= /1Y
[i;r "1 /lg; nj(ng=1)

donde A, y 4, se dan anterigrm#ﬁte;'f “i é%ﬁN$ﬁ;i5So-

bre ¢l mismo tema puede Céhiﬁiﬁé}Sé Gé;bféyﬁtinﬁ

Stivers(1974).

5, CoMPARACIONES MULTIPLES MEDIANTE ANALISIS DE CONGLOMERA-
DOS. (Scott y Knott, 1974) . PR

Algunas veces es (itil el anéiisis'aé variiniafpara cla
sificar a los tratamientos en grupos‘més o meno§ homogéneos.
Las comparaciones mfiltiples pueden usarsc parh este propd-
sito pero Scott y Knott (1974) proponen un método miis cfi-

caz usando las técnicas de anfilisis de conglomerados.
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Introducimos 1a prucha mediante un cjemplo. Supdngase
que se tienen t=7 medias de tratamientos, ordenadas de mane
ra ascendente, 1,2,3;4,5,6 y 7. Priméro obtenemos una par-
ticidn en dos subconjuntos,sin pérdida de generalidad que -

scan {1,2,3,4} y{S,G,?}llas hipbtesis serén HO: iy Hy

--. Wg contra la alternativa il_: u, = m, o m,{con al menos

a i 1
una media en cada grupo) donde m, y m, representan las me--
dias desconocidas de ambos grupos. Si l-l0 es rechazada ob--
tendremos una nueva particidn de {1, 2 3,41 - en dos grupos y

probamos la igualdad de estos grupos.‘ Un procedxmlento si-

milar se realiza para {5,6,7}; éi’pfoccd;mlento.se_rcplte -

hasta que H, no se rechace.

las cuales no estén correlac1onadas y sus varlanzas son ho-

P4

mogéneas y t1enen_;gual_nﬂmero de rcpet1c1ones.-Como siem- -

pre  uy v N(ui; 0?), el estimador de ©? es Sz, la varianza
comGn, dondec vszl g2~ Xé- (En un disefio completamente al -
azar, v=t(n-1). Sﬁpéngase que obtenemos una particibn y --
formamos dos grupos con tyyt, = (t-t1) medias. Los gru--
pos Gy 'y G2 contcnd;ﬁq_n;1 y nt, observaciones,respectivamen

te.

Sea T1 1a. suma dc las np]

'G1, y analogamentc T, \ Del anﬁlxsl

suma de cuadrados entre: grupos es




donde T = (T1 +VT2]V

o2 = [ ) [y v§E T/ (tHv), (2)
1 SR
donde w = (uy*...+ @, )/t. La estadistica propuesta es, pa

ra =3.1416,

(3

Para una conflanza de (1~u)100% el autor .obtuvo- 1os -

cuantiles para A, medlant : 1mu1ac1on para proposxtos --

pricticos se aprox1m6 con 1la’ xsigpndc v°'= tﬂ(ﬂ_Z)

1.1416 g.1.

En el ejemplo‘huﬁgy}
v=30 g.1. (el disefio utilizado es de bloques

incluyeron 6 bloques y sieteFYéf.édad

yores referencias ver Duncan,r19$§)r -

en orden ascendente son




to
R
921

Media : 49.6 58.1 61.0 o01.5 07.06 71.2 ] 71,

YU-I

Tratamiento: 'CT)‘l'(2)> ;(3)- (4) (5) (6) ‘1(7){

Para encontrar 1a part1c16n con la suma de cuadradbs -

entre grupos mas grdnde ’debcriamos, buscar t 1-6 part1c1o-

nes pos1blcs' {I} {2 3 4 5 6 7} { 2}(3 4 5, G 73,11,2, 3}
{4,5,6,7),{1,2; 3 4}{5 6 7) {1,&,3 4,516, 7} y {1,243 ,4,5,6}
{7)}. En nuestro caso selecc1onamos como posibles particio-
nes (1}(2,3,4,5,6,7} y-{1,2,3,4}{5,6,7}. La particidn 6pti
ma es la segunda.”'Eﬁ;CEte'casb'tj =4, f2=3;fTié'6(49;6f
+T -2641 8, u=(49.6+

58.1+61.0+61.5)=3181. 2 T,=1260.6, T=T 4T,

.3)/7=62.9 ¥ (i, ~u)2=37o 04

1.2)2/24+
‘30(79.643

.376

-7 5 v;:dopde

vo=t/1.1416= 1/1.1415 ilor 17.70

es significativo, (e i cia es -

juntos {1,2,3,4

meramente dclféphi 5 i 3, f'P?iﬁa';"
es {5}{6,7}, por 1o

E(ng - 1) %=8.8866, 02=[6(5.5866):




405.6%/6+8552/12-1260.62/18=53.29 y A=(1.376) (53.29)/74.02
=0.99, quec no-es significativa. La particién de {(1,2,3,4}
en {1} y{2,3 4} estﬁ en la zona critica; en suma, csquemdt i

camente tendremos

A =8, 04

{1,2,3,4,5,6,73(

Ello sugiere qu onglombrados que se han formado son -

{1,2,3,4} y {J 6 7}

6. COMPARACIONES MULTIPLES DE MEDIAS EN EL ANALISIS DE COVA
RIANZA. (Thigpen y Paulson, 19 4) oy

Haciendo uso de las pruebas del‘tlpo de Rangos Estuden
tizados Thigpen y Paulson {(1974)," proponen una’ nucva prucba
de comparaciones miiltiples para medlas aJustadas dc trata~~
mientos, en un anilisis de covarlanza., En relac1on con cl-‘

mismo tema puede consultarse Kramcr (1957) y Bryant h Paul-

son (1916), se han incluido en e1 capltuloJIII_

Sean las parejas (k ,'y alcatorlas provc-

1j

nientes de una d15tr1buc16n norm :blvarlada N(u,z) donde

el vector de medias es p = (v, uj)'y la matrlz dc covarianzas



[£8]

>l
[52]

para i=1,...,n, j=l,;..!k; n>1, kiz; Llamamos p axy/oxoy

la correlacidn. -Sea N:'= nk y=~~*

gL "‘f’i‘j

Y21 V22 b> z(x

la suma de cuadrados. corregida de las observaciones, con

Supongamos ahora que X es la covar"able y Y 1a varlable de-
pendiente y tales que X y Y se dlstrlbuyen conjuntamente -

y estan rclacionadas llnealmente por‘



E(yy;) = ¥y r+”BEr(x.. - %).

El estimador uSuali-dél‘efeétO‘dc tratamién;o1u5~éjus-

J J

tado, es p; = Y. = u(x +X) para u m12/ mi1; 1a‘§uma7d¢ cun-
drados del error estd dada por v= mzzv;;'z i

i~
[
1]
M
=4
L]
=
Lans
X

]

L}

- G
LN

)

[

L

o)

Notar que para cada z dado

para toda j#)' COV(zjl;_j
do u bajo la hipbtesis Hd
mal, indepcndientes e iaéﬁﬁjédm‘ : ?:   ;{‘-, as nﬁ[ég#h-

distica propuesta es

-z
zmax min .,

{—(m—)‘“} -

EL autor ha calculado los cuantiles do qSAk para a=.05 y --
, : : , , , ,



a = 01 estos cuantiles sec cxhiben en la tnblavXVIII del Apén
dice. Expongamos ahora un cjemplo para-dar unn,idcafdel modo

de operacidn de csta prueba.

Tres grupos, formados.qé's‘éaﬁltégiéad&'uné;1se'seicc-
cionaron de manera algatotii;fvSéﬂih;gfﬁ;éfbﬁ d6s‘ﬁétddoﬁ -
de lectura teniendo comoucohtroi‘a‘Uﬁb de ios grupos. Se -
desca determinar si en fcalidad?ééfob,métodos dcsarrolian -
ciertas habilidades especificas medidas con ciertos punta--
jes; y si es asl culil es 1abhejor técnica. Sc pensd que ¢l
método de mejoramiento podria estar relacionado con el coe
ficiente intelectual (C.1.) de cada personu, de tal manera
que las mediciones de C.1. constituyeron la covariable X y
s¢ obtuvieron las medidas untes de impartir los cursos. Des
pués de aplicados los métodos  se obtuvo 1la respuesta Y. -

Los datos se muestran en la tabla 1, de donde calculamos

Tabla 1;#H£biiiddd para la lectura

Método 1 Control Método;z_;m‘7
Persona X Y X Y A"‘X}VT'TUYJJV .

1 89 541 107 494 103 - 628 .

2 92 520 95 408 100 528

3 11 459 96 438 104 7

4 121 81 137  -631. 1027 -

5 105 617 .. 79. 493 . 116

6 115 544 . 106 384 89 382

7 88 460 . 122 484 85 361

8 86 474 108 496 112 533
Medias ~ 100.9  537.0  106.53 478.5 101.4 5$35.1
Varianzas 190.1 0210.3 310.2 5654.9 108.616361.8
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ZZ(x -x ) “7(190 1+310,2+4108.6)=4262

wg = BE(Yy5Fy) 2.7(6210. 3+5654. 9+16361. 3)

wyy = ZE(Yy, -y Y(yy; -y ) = 167 4

u =

Pero
~

uy = ? - u(i -%)=537-3

~

93(100.9 102 9) 544 6 (método \)

.

by = Yoo u(kpk)=478.5- 3. 93(106 3 102 9) a0d.9. (control)
by = Y- u(kg-%)=535.1-3. 93(101 T 102 9) 540 7 (método 2),

ademds encontramos que &7

2y = ¥, - u(k,-v)=537.0-3.93(100.9-20)=219.1

=Y

z, = ¥, - u(X,-v)=478.5-3.93(106.3-20)=139.3.

i

zg = ¥, - u(X,-v)=535.1-3,03(101.4-20)=215.2

por lo que encontramoes

q = -max min__ _219.1-139.3 _ , 4g
‘{ v 1318061 _ '
n(N-k-1) 8(224-3-1)
. - .05 _ - g .05
de la tabla XVIII se tiene que q =.3.69 , como Q<qjy47 3

concluimos que no es significativa -al 5%.«~Pdr~lortanto tc
nemos que la aparente diferencia entre los tres tratamlen—

tos se ve oscurecida por su gran varlﬂb111dad dc la.varia-



ble dependiente del método 2,

Comparando el método 1 contra cl control obtcnemos Q a28
como q]3 2" 3. 21 -> Q >q1352 ;on lo cual sc concluye que el

método 1 es dlStlntO al control

Comparando el mctodo 2 contra el contro»»obtenemos --

Q=2.44, como qigsz = 3.21 -> Qe q1gsz y no es sxgn1f1c3t1vq

finalmente el Método 1 contra el” metodo 2 Q 1 47 b Q< g]gsz

y tampoco es 51gn1f1cat1vo. En resumcn tcnemos

Confrbl’Mé

7. CompARACTONES MULTIPL

E EDIAS EN EL ANALISIS DE
CoVARIANZA (Bryan ' et '

Los procedimie d'Stribuéiones de rangos,

usualmente constrﬂyen' ntervalos para contrastes, en el anfi

lisis de covar1anza : ponlendo que los vectores de las co-

de tales procedim

do los resultados

resultados, iniciamos la pre-

sentacidn de la prucba medlantc un ejemplo de este hecho.
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Una compafiia desca evaluar la posible ventaja de vender
sus productos al menudeo; para ello disefla un cxperimento de
mercado para comparar varias estrategias de anta que inclu-
yen diferentes formas de paquetes, precios y presentaciones.
Los paquetes en venta sc agrupan en bloques homogéneos, en
términos de tamaﬁo,'localidad'dc produccidn, propietario y
otras caracteristicas de'infcrés. De'ésta manecra se fbrmdn

grupos de armarios en. los cuales se 351gnan alentorxamentc

las difcrentes estrateglas de. venta en cada bloquc.;“'

Durante la exper1mentac1on c1erta 1n£ormnc16n concoml-

tante puede ejercer cierta- 1nfluenc13 ens 1a respuesta,rlﬁ -

venta, (como puede ser cl nﬁmero de c11entcs potcnc1ales,

cantidad de articulos almacenados) Esta 1nformacx&n no. pue
de ser controlada por el exper1mcntador y se debe con51derar
en el modelo como aleator1o.f S1n embargo cs poco factlble

que tales variables aleatorlas se. dlstrlbuyan 1dent1camen-

te en cada bloque.

zas Ex con medias distintas 6,

El modelo que s

Y = Ap r (X ,,_V‘A:),g;;‘*t L o ',(1)
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donde Y = (yT,...,yN)',‘A=n e eie s aN)', X=(x],...,xN)', A=
[61,.. 25 )' g = (51,...,5N) , y 105 V., J{ son'los clementos
de una matriz V de Nxm._y \ij-l 51 es una covarlable y vlJ =0
en otro caso; ademas p y u son parémetros dcsconoc1dos, de

para C} = bl (A'A) 'A'; dea

cuerdo con Bryant y Paulson (1976)

debemos suponer que



t~
RN
tJ

1. Para i=1,...,k CiCi = k]

2. Para‘i¥j.CiCj=ké N k1‘y'k2~sdnicqnstgnte5gta1es que

< (k1) k, 0.

Bryant y Paulson (1976) construyeron tablas de q;,k,v para
emplear esta estadistica, ver tabla X1I1, considerando los
parametros, p, Kk y v para a=.01 y o=.05. También estos au-
tores obtienen los intervalos de confianza para todos los

contrastes I Pi ei de la forma
i=1

ran k=6 armarios con b=4 bloques.



Tabla 1. (Y) Maréa;-(X) Arts. no vendidos

R Bl oque s
12

3 4 Totales Medias

Armarios - 1 Y 2,98 3.29 4,33 3,48 14.08 3.520

X 9.19 13.78 11.20 13.88 48.05 12,013

2 Y 2.99  3.36 3.99 4.18 14.52 3.630

X, 9,61 13.59  9.99 15,70 48.89 12.223

3Y 4.49 4.25 4.19 3.89 16.82 4.205

X'11.74 14.21  9.54 14.31  49.80 12.450

4 Y 4.30 4.40 3.83 5.03 17.56 4.390

X 10.43 13.58 7.88 15.67 47.56 11.890

5Y 4.33 5,24  4.25 5.24 19,06 4.765

X 10.18 .15.73 8.28 16.04 50.23 12.558

6 Y 3.91 4.83 4.91 5.61 19.26 4.815

X '8.72 14,05 8.91 16.51  48.19 12.048
Totales f 23.00 25.37 25.50 27.43 101.30
X 59.87 84,94 55.80 92,11 292.72

Medias f 3.833 25.37  4.250 4.572 4.221

X 9,978 14,157 9.300 15,352 12,197

En cada celda (i,j) el nfimero superior es la respuesta
¥;j de la prucba sobre el movimiento del articulo que estd
ubicado en el armario i-&simo-del bloque j-&simo (medido en
centenas) y el niimero inferior es xij es la cantidad articu
los en existencia.
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El modelo ajustado a los datos es

S s 1,2, 0 0,k
.. = 8, b (xis - 8 ui+e,. T 2
Vi i (*13 ,,.J)P‘ £ §=21,2,...5b )

donde Bi es cl efecto del i-ésimo armario,—Bj es el efecto-
del j-é&simo bloque, Gj es- la cantidad esperada de articulos
en existencia observados en la venta al menudeo en el j-ési
mo bloque, u es el coeficiente de fcgresibn correspondiente

a X5 Y €3 el error. Sustituyendo

i ; : ’ A n
en la expresidn (2) e i suponlendo que- ) B ] =0
i : 2=

0; = V(R k.00, s 408, éﬁﬁbhéés’f
8, = 3.52-(12. 013- 12 19 7 (- ',;3 595 S

6, = 3.63-(i2.223- 12. 197)(408) = 3 619

8 = 4.205-(12.45-12.197) (.408) = 4.102

6, = 4.39-(11.89-12.197 )(.408) = 4.515

B = 4.765-(12.558-12.197)(.408)=4.618

054,815 (12.048-12.197) (. 408)=4.476,

y para los bloques tenemos
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g, = §.j' y..
B, = 3.833-4.221 =r0538§‘,

B, = 4.250-4.221 = 029
B, = 4.572-4.221 = .351 ,

finalmente tenemos

o), = 01326 vald g.

Los vectores C,, de dimen§i§ﬁ§sf(k5k1),_tienen el t-éSiﬁo’—-
elemento a 1/b en la observacién‘i;ésima y cero en otro lado.
De donde se tiene CiCi=l/b=k1 (i=1,2,...,K) ¥ CiCiﬁ0=§zl':
(i#j), por lo que se cumplen las condiciones No.1 -y No.Z.

La matriz V de la condicibn No.3 es V=(1b, Ib,,,.Ib)'ddnde
I, es la matriz identidad de orden b. De manera qu;1a con-
dicibn No.3 se satisface escogiendo f = (llbj(l,l,;.;,1)‘.

De esta manera

Q = max (ei'ej)-(qi‘ej) = ma¥  (Ei~ej)-(ei-ejl s
395 ((k;~kp) o2, M2 id5 oz /bt /2

yix

los valores criticos contra'loS'que'se'compara esta~estadis-

tica, son
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e g :
rp'k'”,,ﬁ?fgsfﬁikf'zY;f~Qp§k,v} K

donde ap = - (l-a}k'1. Los cuantlleb de 12 estin calcu

P k,v
lados en la tabla XI1 tomada de Bryant y Paulson (1976). Lo

;

que es equivalente a comparar ei - ej contra Rj’ = (oylx

VB ) r10} 14 j'=2,3,...,6 , j' es ¢l nUmero de medias invo

lucradas. FEn nuestro cjemplo Rz = .181, R3 = .190 R4=.195,
R5=.202; comparando los R y(s) contra las diferencias de in
terés obtenemos

&2 65 8 %5 8

5.595  3.619 4.012  4.515 4.618 4.876

Ademas podemos obtener - 1ntervalos de conflanza para todos -

los contrastes Zk ?-6 de las medlas de ios armarios, en
=1

este caso q, . 03 =4, 83 de la tabla XII, asi obtenemos
1,6,14
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8, Comparacionts MuLTIPLES PARA MODELOS DE BLOQUES COMPLFTA-
MENTE AL AZAR (Mudholkar y Subbaiah, 1876)

En muchas investigaciones que involucran variqé trataF'
mientos, aun cuando podemos estar interesados én todos los-
contrastes eontre tratamientos, solamente algunas comparacig
nes son de importancia primordial. Por otra P???e:e§,59997
cido que los modelos de bioques 41 azar no. cumplen @iéftas
condiciones, como homocedasticidad e independencié de'ids -
errores. lLa prueba que proponen Mudholkar Y Suﬁbéiﬁh g{976)
es una técnica de comparaciones mﬁltipleé; valida bqjé Condl
ciones no estindares (heterocedast1c1dad y dependenc1a de -
los errores),que permite hacer inferencias sobre todos los

contrastes y es sensativa cuando existe’ un~1nterc5uespecifl

co sobre algunos contrastes en particular. ...

Sean Hyseoosh las medias de p tratamientos; cuyos es

p!

timadores son Myseros Moo Si hacemos C

- L
P L C-—Ci(1+
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i-3
1=1 : :
una confianza de ‘al menos (l-a)= H;(ygd}

+ 5

C%‘) para Ci= (n-1i) F?}ﬁ-i ’ i’.—-']"fz,’,"ff-: -’;‘»‘ e '7 3;:91:1 -

‘tenemos los sigui

entes intervalos de confianza

o . — £4 
Ibsu T/T £ ‘,ibi‘ /C¥ ~‘_<.< I b

para probar (1) tenemyd‘ I

~ 2

@)

- (3)

usando (2) y (3) tenemos que para Pi ER V i=1,...,p
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Z b, (g -yl i;jbi!;§i=~ui],5lzl§i J‘chfizéi Zjegbyl /TF

<=> Zlbi('ui"ui)Jifﬂ)\"
<= - 1572|f
vYn R
> oo, 04142
o

Como consecuencia.de (1) cobtenemos los limites de con-

fianza para cada By de la siguiente manera: hagamos b1 = 0,

)"‘lbi_1=0) bi=1) bi""go",’(., bpaq.
A 1 i v S T

"o YL <« < - — LY CE 4
* < Jgilglj | . i —'ul~-757j£1 IFlJI - (4)

Para encontrar los valores necesarios para las expre--
siones (1) y (4) supougamos que 5=LL', donde L es l1la matriz
triangular ianferior, entonces los elementos eij de L' se re

lacionan con los elementos sij de S de 1la siguiente manera

- i - 3o s
biq = "Syqs gy = Sy578)7 3240 p
i-1 2 ' o
G5 *¥Si: ~. L i =2,...5 M

k-1
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de esta manera, a partir.de

cando con un ejemplo.  Sea !

56.97  38.72 93

38.72  32.14 34,3t 5 |

45.97 34.39 50.00  43.76 | T
[‘52.51 42.35  43.76  61.06 | -

S

£,,=(56.97)" /29 55; £ ,=38.72/7.5525.13; £, 5=45.91/7.55=6.09;
£14=52.51/7.55-0.96; £,,=(32.14- (5.15)5) ' 2=2.41, 4, = (32.14-
5.132)‘/2=2.41,1?3={34.39-(5.13)(0.09{]/2.41=1.30;l§4=42.35
~(5.13)(6.96)]1/2.41=2.76; £, 5=[50.09- (6. 09) 2- (1.30) %] 1/ %=3.36;
£4=[45.76-(6.09) (6.96)- (1.30)(2.76)] /3.36=-.66; £, ,=(01.06-

6.96-2.76—0.662)1/2=2.15, e¢s decir en resumen tendremos

f~7.55 5.13  6.09 6,96-]
Lt = 0 2.41 1.30 . 2.76 | (6)
0 0 ©3.36 - -.66 )"
[0 0 0 ]

Supbngase que el vector; de mediqs;esfi"*

;'=(1,50,1L35,1.55;1{62}'u5)'— ' (7)
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gue corresponden a cuatroftratamieﬁtosresperlme1tnlcs Yy un
control, donde el primer tratanlentb,‘ul,'es de interés pri
mario. Suponga que se ut11126 un dlseﬁu de bloques al azar
con 3 repeticiones. La varlable de respuesta Y 5k corres--

ponde a la i-ésima unldad de med1c16n a1 i-@ésimo tratamien-

to y a la k-ésima repet1c1bn,

2,3.

9. CompaRACIONES MULTIPLES PARA DISENUS DiSBALANCEADOS

(Gabriel, 1978)

Las extensiones a la prueba de Tukey, para casos de di-
sefios desbalanceados, se describieron en el capitulo IlI.
Los principales trabajos de estas extensiones fueron hechas
por Hochberg (1974, 1975), Spjgptvoll y Stoline(1973). Toman
do en cuenta estus trabajos,Gabriel (1978) eclabora un méto
do muy sencillo de comparaciones miiltiples de medias para -
diefios desbalanceados, haciendo uso de la distribucidn del
mbdulo maximo estudentizado, y solamente cuando los tamaiios

de muestra sean iguales se usa la distribucidn de rangos es
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tudentizados en cuyo caso resulta equivalente al método de

Tukey, conocido como método-T. -

Considere las medias ‘estimadas i, My ‘de k muestras
independiente de tamafios ni}..;,nk7reSbé¢fivamente, prove--
nientes de k distribuciones normales con la misma varianza.

o2, desconocida, Sea s? igual a la SCE,independiente de -

0% con v g.l. Denotcmos con Mi*v el cuantil superior a de
b4 -

una distribucidn de Mbdulo Miximo Estudenti:zado de,k*=(§)

poblaciones normales y v g.l. (Ver tabla XIX;tomada'de --

Stoline y Ury, 1979), entonces los intervalos son de la --

forma
Hi _.(1)

Si se desea haéét'ﬁbhﬁéiacione P zareja ‘éﬁﬁoh;es
los intervalos serén de lé:fafmh_ s
o i S e k ‘q3va ‘-
(ui—uj)-Mk*,‘\J 5/( mi * /-Z_I;J )< -"i'_“j 7< (Ui" UJ)+

MG, S/UVIR, e vTRD) ()
kv 1 o L -

Para hacer inferencias sobre contrastes ‘en general,
note que cualquier contraste cs una diferencia entre dos -

funciones lineales de las u(s) con pesos positivos (se si-
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gue la misma notacibn que la usada en la prucba de Tukey,

Capitulo 1), es decir '

ol 1 3

PCuy - 1 ICulny €
C.> C.,<0 o
1 by

. : - .  1_§,_ ;;{;2 ”  i . - i
M, 5 |2, o160 11209 7 * LG/ (ng )
. 2 . e it

usando la expresiﬁhf(S)jobféhcﬁbs-’{55*9
k n k>" R
~ , 172
ICuy € %‘ Cy ¥y * Mi* S[Z jc;l/(eny) ] (4)
1 . . Voo 1 )

Las diferencias dos a dos se tratan como un caso espe-

¢1al de 1la expresidn (4) para C,=1, C =-1 'y C.=0 para i>3.
1 2. i =
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UN EJEMPLO

Para ilustrar este método considere los siguientes da-
tos de las tasas estronio/calcio, en logaritmos, observadas

en huesos humanos de varios continentes.

Continente Europa Norte Amer. . Ahér;;déirﬁuffr Asia Oriental

i R 3 ” 5
ng 6 . 61 . 100 . 53
i} -1.3571  .4918 1.5900  2.0566

donde el error estandar estimado es S=2,699 con v=266-g.1.

Para una «=.01 la tabla XIX se tiene M&E‘ = 2.392, ‘Usan
2266 .. s

do lios intervalos (1) obtenemos

-1.967=-1.3571-(2.392) (2.699) / /I(56)

o (2.392) (2.699)/V2(56) =-.747

Andlogamente

1.134 < ug < 2.046
1.429 < u4'< 2.684

usando estos intervalos obtencmos la siguiente grifica
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(1)Europa : ::(JZ‘JMex".Nbrte

(3) Amn.Sur
(4){Asia O,

: }2—[ (2)+ (3 Mfer.

Li.mitcs_ de Confihnza,| Supd finf]
2)-qi

[ -(preia iz
ol

-2 . -; Y

‘obtenemos

Usando la expresidn:

.654 =-.093-(-.747)<u 1.076-(-1.967)=3.043

estos limites estén fép‘fé/s,érilfad‘os‘weh la parté inferior de -
la gréifica (represé{ntra’d_ic')é ‘:’:oﬁ'una fecha que partec del 1imi-
te superior de [1] al.',blimitc inferior de [2] para la cota -
inferior; y del limite inferior de [1] al limite superior -

de [2| para la cota superior). -De manera andloga
-0.617 = 1.429-2.046< Uy ~Ug < 2,684 - 1.134 =-1.550 . (5)
cuyas Tespectivas flechas se muestran en la grifica.

Para lograr un contraste con tres tratamientos, consi-
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derecmos 1la d1ferenc1a entre As;a Orlental y el promedlc de

5(1.59)+1 (2. 0566) = 1.016

por lo que tendremos

- 132=1.0106-1. 148<u = (ug* uy) /2 016+1.148=2.163

estos intervalos se encuentran graficad arte infe--
Tior,
Usando las comparaciones dos a dos conclummos, de 1a ex-

presibén (5), que todos los grupos son dlStlntOS excepto 1os -

filtimos dos i.e. América del Sur y A51a Orlental

10, COMPARACIONES nULTIPLES MEDIANFE LA'CONSTRUCCiON DE ZOVAS
DE INDIFLRENCIA (Reading 1975)

En realidad las pruebas de significancia aportan poca o

nula informacidn: si se tienen dos medias de tratamientos po
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demos declararlas distintas al escoger un tamaho de muestra
suficientemente grande; en este caso muchos investigadores-
piensan que tal significancia tiene alguna importancia pric
tica. Sin embargo no sucede asi; puede existir cierta dis-
crepancia entre las medias de dos tratamientos y no obstén-
te &stus pueden ser esthdisticamente iguales. Reading (1975)
desarrolla una prueba de¢ ‘comparaciones mGltiples de parejas
medias, haciendo uso de la construccibn de zonas de indife-
rencia. EI experimentador especifica tres cantidades: P*
(1a probabilidad de que todas las decisiones sobre pares de
medias, sean correctas), 6% (la cantidad m&s pequefia para -
que el investigador declare a las medias como distintas) y
6, (la cantidad mas grande para que el investigador declare

a las medias como iguales). El.intervalo (84,6%) es conoci
do como zona de indiferencia.  Una vez determinadas estas -
tres cantidades, Reading proporc1ona 1as tablas para el ta-
mafio de muestra necesario y los valores crit1cos que debe -
exceder la diferencia de dos 'medias de tratamientos, para -

que seian declaradas distintas.

Supbngase que se tienen kfpob1aciones; las observacio-
nes de la k-&sima poblacibn se suponen independientes y dis
tribuidas normalmente, con-media desconocida u; ¥y varianza-

conocida o*, (Esta pruepa_tiéhéL}é;desventaja de que gl .de

be ser conocida),

Definimos Gij = ”j —’ui 20 pgra 1<J(4donde B3 2 My
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El experimentador fija de antemanc los parametros P* §* y &%,
descritos con anterioridad. Note que 8,<6% 'y si dos medias
difieren por cicrta cantidadrafla longitud del intervalo

(84, 6%), entonces dcbcrdedlérqf'g’querlas dos mediqs sqnf--

significativas.

Una vez que el experimehtadofl&‘elegido;los'tre§ paré-
metros arriba especificados, se caiéula §8%a5, /8% para encon
trar, cn la tabla XX, tomada dc'Réading (19795), el tam#ﬁo de
muestra n y ¢l valor critico, C. De esta manerd se toman -

las n observaciones de cada una de las k pobtaciones y se --

calculan las medias muestrales “1""’vk Si YlJ = “jf',ﬁi’

i<j, se comparan todas las: Y '_ontra e1 valor critlco C

(6, <C<6*). La pareja Ui TS TP se declara 1gual (o cercana)

si |Yij| <co Y.J < -C. Se toma una dec1510n correcta si
para toda Iu~ Suzl o2 8y se declara “cercana" y toda lu gl
> &* se declara'lejana''con su. 51gno respectivo., De esta ma
nera si uj- Hy o 8%, entonces Yij - ¢ dan como resultado una
decisibn correcta,

La manera de usar la tabla XX, tomada de Reading, es la
siguiente; Para una k da&a(escbgehoé los valores &%, §, y P*
Calcular §8*= §,/8* y se utiliia'éétaLQQIbr para entrar a la
tabla XXben la columna adecuada_(?ffé .95.6.P*=,99), dec esta
manera obtenemos n_ y Co. Entdﬁéeé{téltﬁlqmos finalmgnﬁe_*
n=[n062/(6*)2]+ 1, donde[noczl(stlg] denota el,mayof"enﬁe;d

2 xy2 (=
en n o /(8%)°, vy C Coé*.
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Por ejemplo supdngasc que se tienen tres poblaciones a
comparar con varianza comﬁn‘cézz.nosrmedias db poblaciones
se consideran distintas si- éstas difiercn-en mis de 3 unida
des y se consideran iguales si la diferencia no es mayor =--
que,3 unidades. Por otro lado P*=.99, asi tendremos 6*=3,
§,=.3 y k=3. Por lo que §3*=3/3=.1 y para k=3 en la tabla-
XXb de Reading en-la columna p*=.99 y &§§*=.1 tenemos que n,=
=71.16 y Co=.537 por »lu que el tamafio de muestra adecuado es

n=[71.16(2)/3%]+1 = [15.9] + 1 = 15+1=16 y C=(,537)(3)=1.01.

5i 1las mcdi@

‘mu§§t¥81§$ del experimento fueran 10,37,

11.21 y 13.04, entonce

o
N

ﬂé" Q1 = 11 .
fig- 0, = 13.04-11.21" = c,

por lo que las poblacionés,Iiny soﬁ;igﬁ#lé#

1 y 3 con 2 son distintas. .

Debe subrayarse que el p:

2 2

si o? c¢s conocida. Si o 'éé_despbﬂqﬁida(pﬁedc;ptilizaréé1Su‘
estimador puede seguirse el'pfﬁﬁegc?yé“deséritb,_pero la ---
prueba pierde potencia; lo que se éugigré en este Gltimo ca-
so es detcrminar una cota superior para ao?. Otro hecho que

debe notarse es que Reading solamente calculd tablas para --
k=2,3 y 4; sin embargo el autor proporciona un método para -

calcular los cuantiles necesarios novy Co, para k>5.
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En el caso de que las poblaciones Tengan varianzas de-
siguales, pero conocidas el autor, basado en Bechhofer (1954},

propone el siguicnte procedimiento: Sca oi la varian:za de la
Q. 2

s . - . +
poblacidn i-&sima de tal manera que o? = ¢ para a; € 1R

i i
y ¢ conocida. El método consiste en elegir los tamaiios de -
muestra adecuados para que las varianzas de las medias mues-
trales sean iguales; esto es, escoger-n, de tal manera-que’

2 = 2 O -l 2 !',§
CH /ni azlnz S ok/nk, 7

el procedimiento descrito con anterioridad se puede Tetomar,

2

para k poblaciones con varianza o* conocida y constante. Si

n' es el tamafio de muestra para cada poblacidn, entonces el
tamafio total de muestra es n=kn'. Entonces el conjunto

20t = g2 = (o /ny a2
c?/n ci/ni (g;/ng o

por lo que n; se elige‘déjtgi¢wangra'que

n; = [airh{]+‘] 7f

donde [a n. ] es el mayor entero menor 0. lgual que o n “El
autor afirma que esta varlante del metodo urlglnal :es,me--

nos robustua, por lo que ‘no 1a reccnuendd amp] 1amente.~



11, COMPARACiONES MULTIPIEL E\ DISE\OS CON ErFecros FiJos v
ALEATORIOS (Harville, 1976)

Los modelos que involucran factores fijos y aleatorios
son muy frecuentes en problemas agricolas o biolégicos. En
estos casos generalmente se tiene interés en comparar los
efectos, fijos y/o alcatorios. La mayoria de las pruchas -
de comparaciones miltiples de medias, est&n pensadas para -
contrastar clectos sin importar si - éstos son fijos o aleato
rios; Harville (197G) counstruyec un procedimicnto para compa
rar efectos fijos o aleatorios, bajo la suposicibn de que -
los componentes de varianzas son conocidos aunque los verda
deros valores de los componentes de varianza son deSconoci-

dos se pueden utilizar sus estimaciones..’

Considere el modelo .
Y= Xa+Zb+ e

dénde Y es un vector, de orden-nx1, de Varidbles aleatorias;
X y 2 son las matrices disefio-de dimensiones nxp y nxq res-
pectivamente; o es el vector pxl de efectos fijos; b es el
vector qx1 de efectos aleatorios; e es el vector nxl de --
errores. Por otro lado se tiene E(b)=E(e)=0 y cov(b,e}=0,
Se suponc ademias yue var(b)=o?D y var (e)=0?R, donde o? es

una constante desconocida o2>0, mientras que D y R son ma-
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trices no singulares-conocidas._4Hagamds que pﬁ= rango (X).

Puesto que el vector b cs‘de efectos aleator1os, deno-
temos por B8 al vector muestral obten1do. Hagamos que '
= Aja +AjB , donde A, v AZ 5son dos matrices de orden
pxm y qxm respectivamente, para m combinaciones lineales
independientes de los efectos fijos y observaciones de‘los
efectos aleatorios. Se supone que Ai = A'X para alguna ma-
triz A, de dimensiones nxm, de tal mancra que A{u sea esti
mable. El estimador propuesto es ;=A{&+Aéa donde ; y g

comprenden cualquier solucibn a las ecuaciones normales ex-

tendidas
X'R™ X X'R™z e I‘x'n Y l ()
Z1R"1x p-l+zrr 1z l i 2R y ,

Por otro lado el‘eSﬁi
o? = (Y-Xa)'(R+XDZ!]

Haciendo C=A'G A, dond

zada de la matriz coeficie r(7-%)s

oC

para ;=A1'a + AéB Yy

Puesto quc b y e tienen la distribucidn.normal multiva

A . . : ,,“ EN
riada, entonces (t-t) también tendrin distribucidn normal -

multivariada. Luego entonces



I\-’ . -1 A;-_ : ,:’.Z ‘ o :
(t-t)Y' € " (r-t)<¢mo Fm,n-p*

donde F; n-p* €S el cuantil con un nivel de significancia
’

@ x 100% y con m,n-p* grados de libertad, de una distribu-

cibn F.
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Tabla I. Cuantiles de 1s Distribucién de
(Cap. I, secc. 2 y 3, Cep. III,

Rangos Estudentizados q%
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Tabla ITI. Cuantiles para Estedistica de Bonferroni,

Soa~NO0s0N

88388355 KBIINIBRVBRE

100
110
120
250
500
1000

2724 donde P(T, > t2724) .1 (a/x)
(Cap.I,secc.6,CapIl. ,secc2,Cap.I1II, secc.11)
n =005
5
K: ! 2 3-(2) 4 5 5-(;) 7 8 9 1041)
v
100a/k: 5.0000 2.5000 1.6667 1.2500 1.0000 0.8333 0.7143 0.6250 05558 0. Joo@
43027 8.2053 7.8488 B.2602 9.5248 10.8859 11.7687 12.5897 133604 14, O890
2.1824 41765 4 8567 53919 50409 6215 65797 6.A952 71848 7. 4533
2.7764 3.4954 3.9608 43147 46041 48510 5.0675 5.2611 54366 5. 597¢
25708 3.1634 3.5341 3.8100 40321 42193 43818 45257 46553 4. 713>
2.4489 20687 3.2875 35212 37074 3.8630 3.0971 41152 42209 4, 3168
23648 20412 3.1278 3.3353 3.4995 3.6358 37527 3.8552 3967 4. 023
2.3060 27615 3.0158 3.2060 33554 3.4789 35844 3.6766 37586 3. 8325
22622 2.6650 292333 31109 3.2499 3.3642 34618 3.5455 3.62%9 3. 897
2.2281 2.6338 2.8701 3.0082 3.1693 3.2768 3.3602 3.4477 35182 3. B4
22010 25931 2.8200 29809 31058 3.2081 3.2049 2.3/02 34388 3. 4946
21788 2.5600 2.7795 2.9345 3.0545 3.1527 3.2357 3.3078 33714 3.4184
2.1604 2.5328 2.7459 2.8961 30123 3.1070 3.1871 3.256% 3.3177 3. 3725
2.1448 2.5096 27178 2.8640 29764 30088 3.1464 3.2138 32121 3. 3257
2.4314 24859 2.6937 2.8388 29467 3.0383 3.1118 3an 32348 3. 2860
21199 2.4729 26730 2.8131 29208 3.0083 3.0821 3.1458 32019 3.2520
2.1098 2.4501 2.8550 27925 28982 2.80840 3.0563 3.1186 31735 3. 2124
21009 2.4450 2.837 2,7745 28784 295827 3.0238 3.0948 31488 5. 1366
2.0830 2.4334 2.6251 2.7588 2.8608 2.9439 3.0138 3.0738 31268 3.1737
2.0860 2.4231 2.6128 2.7444 2.8453 2.8211 2.9958 3.0550 3.9070  3.4534
20798 24133 2.6013 2.7316 28314 29121 29799 3.0382 30895 3.1332
20739 2.4085 2.6912 2.7201 28188 2.8505 29655 3.0231 30737 3.1188%
2.0687 2.3979 2.5820 2.7097 28073 2.8883 2.9525 3.0095 30595 3, 1040
2.0639 2.3909 2.5738 2.7002 27969 2.8751 2.5406 2.9970 30465 3.0905
2.0595 23848 2.5880 2.8916 2.7874 2.8849 2.9298 2.0858 30048 3. 078%
2.0555 2.3788 2.5589 2.6836 27767 2.8555 29199 20752 30237 3. 03
20518 23734 2.5525 26783 2.7707 2.8469 29107 2.9658 30137 3. 055
20484 2.3885 2.5485 2.8695 27633 2.8339 2.9023 2.9567 20045 J.0469
2.0452 2.3638 2.5409 2.6832 27584 2.8318 2.8945 2.9485 2.9959 3.0380
2.0423 2.3590 2.5357 2.8574 2.7500 28247 2.8872 2.9409 29880 3.01%8
20301 23420 25145 2.6334 27238 2.7968 2.8575 2.9097 29554  3.99060
20211 2.3289 2.4089 2.6157 2.7045 2.7759 2.8355 2.8867 29314  1.97V1
20141 23189 2.4868 2.6021 2.6898 2.7599 2.8187 2.8690 29130 2.952
2.0086 23109 24772 2.5913 26778 2.7473 2.8053 2.8550 28984 2.9371
2.0040 23044 2.4694 2.5825 26682 2.7370 2.7944 28438 2.8858 2 .9247
2.0003 2.2990 2.4830 2.5752 2.6603 2.7288 2.7855 2.8342 2.8768° 2 .9144
1.5944 2.2908 2.4529 2.5639 26479 2.7153 2715 2.8195 28615 2 .8987
1.8901 2.2844 2.4454 2.5554 2.6387 2.7054 2.7610 2.8088 28502 2z .8870
1.9867 2.2795 2.4385 2.5489 263186 26978 27530 2.6002 28414 2.877)
1,9840 2,2757 2.4340 2.5437 268259 2.6918 27488 2.7935 2834 2,707
1.9818 2.2725 24311 2.5394 26213 26868 2.7414 2.7880 28287 2, gL48
19799 2.2699 2.4200 2.5359 26174 2.6827 2.7370 2.7835 2.8240 2, gs59)
1.9695 2,2550 2.4102 2.5159 2.5958 2.6594 27124 2.7577 27972 72,8322
1.9647 2.2482 24021 2.5068 2.5857 26488 2.7012 .2.7460 27850 2. 8195
1.9623 2.2448 2.3980 2.5022 2.5808 2.8438 2.6957 2.7402 27790 2, 8133
1.9600

2.241) 2.3940 2.4977 2.5758 2.6383 2.690t 27344 27723 2, 8070

|




Tabla III. (Continuacién)
=
a =005
T 12 13 14 1 -.{’) 16 17 18 19
2

Y ek 04545 0.4167 0.3046 0.3571 03233 0.3125 0.2041 0.2778 0.2692
2 - 147818 15.4435 16.0700 16.6883 17.2772 17.8408 18.3984 18.8341 19.4551
3 7.7041 7.9398 B.1625 8.738 8.5752 8.7676 8.9521 9.1294 9.3001
4 5.7465 5.0853 60154 6.1380 62541 6.3643 6.4693 6.5697 6 6659
s 4.6819 4.0825 60764 5.1644 5.2474 523259 §.4005 54215 5.5393
¢ 4.4047 4.4858 4.5612 46317 4.6979 4.7604 48186 4.6759 4.9295
7 4.1048 4.1743 4.2388 £.2989 43553 4.4084 4.4506 4 5062 45514
[} 3.0899 39618 4039 40724 41224 41693 42137 4.2556 42955
q 2.7513 3.8079 2.8602 2.9088 3.8542 29949 40071 4.0752 41114
10 36388 26915 3.7401 37852 3.8273 3.0669 3.9041 39304 3.9728
T 3.5508 3.600¢ 3.6462 36807 3.7283 3.7054 36004 38335 38648
2 3.4801 25204 35709 26112 3.6489 36042 a1 37487 3.7783
s a.4221 3.4674 3.5031 35478 3.5038 36176 36493 36793 3.7078
14 3.3738 34173 3.4578 3’.4969 3.5298 35621 3.592¢ 36214 36487
15 23325 33749 34139 3.4501 34837 35151 25447 35728 3.5989
i€ 3.2973 33386 33765 34116 J 434) 34749 35038 3.5308 3.5582
It} 9.2667 33070 3.3440 3.3783 34102 3.4400 34680 3.4944 3.5163
1] 3.2399 32794 33156 3.3402 3.3804 3.4095 3.4269 34626 3.4870
" 22163 3.2550 3.2008 33235 33540 3.3826 34004 34347 3.4588
0 3.1852 32333 2.2683 3 3006 33306 2.3587 33850 24098 34332
2 3.1764 32139 2.2483 3.2602 33097 23373 33632 33876 2.4106
2 3.1595 3.1965 3.23 32618 3200 33181 33436 23676 3.3963
2 3.1441 3.1807 321 32451 32739 33007 33259 33495 3.3719
2] 3.1302 3.1663 3.195% 32300 32584 32849 33097 23331 33552
15 31175 3.1532 2.1859 3.2162 3.2443 32705 3.2950 33181 2.3400
k73 3.1058 31412 3.1738 3.2035 32313 32672 3.2815 33044 3.3260
E§] 3.0951 3.1301 3.1622 33919 32104 3.2451 2289t 32010 33132
e 3.0852 31199 31517 31811 32084 3.2239 32577 32801 23013
£ ] 3.0760 31105 3.1420 31712 31882 3.2235 3.2471 3.2694 3.2904
» 30675 3.1017 3.1330 31620 31888 32138 12373 32594 3.2802
35 3.0326 30658 3.0962 31242 3.1502 3.1744 3.1971 a218s 32386
40 J.0069 3.0393 3.0690 30964 31218 3.1455% 3.1676 3.1884 3.20a1
+“ 28872 aotet 3.0482 30751 3.1000 3.1232 3.1450 31654 3.1846
sa 29716 3.0030 3.0318 30582 3.0828 3.1087 3120 a.1472 2.166%
55 29588 2.9500 30104 30446 3.0688 3.0914 21125 31324 31511
' 2.9485 29792 3.0074 3.0133 2.0573 3.0796 3.1005 3.1202 3.13a7
7 2.8321 2.9624 2,990t 30156 2.0393 3.0613 36818 a2 31194
% 2.9200 2.9500 29773 30028 3.0259 30478 3.0679 3.0870 3.1050
9% 2.9106 2.9403 2.9675 2.9924 3.0156 30971 aosr2 2.0761 3.0939
100 2.9032 29327 2.9596 29844 3.0073 3.0287 3.0487 3.0674 3.0851
"o 2.8971 2.9204 2.9532 29778 3.0007 3.0219 3.0417 3.0004 2.0779
+20 2.8921 29212 2.8479 29724 20951 3.0182 3.0360 3.0545 3.0720
2%0 2.8635 28919 29178 29416 2.9637 2.9842 3.0034 3.0213 3.0383
500 28505 28785 2.9041 2.9276 28494 2.9696 2.8005 3.0063 3.0230
1000 28440 2.8719 2.8973 2.9207 29423 2.9624 2.9812 2.9988 3.0154
2.8376 2.8653 2.8905 2.9137 29352 2.9552 29738 2.9913 3.0078

269



Tabls III._(Continuacibn)

270

; a=005
. 7 8 9 10 Wil 12 13
k: 20 21-(}) 2 -(2) aa-(z) 45.(2) 55-(2) 66-(2) 7a=(2)
»
' 100alk: 0.2500 0.2381 0.1788 0.1289 0.1117 0.0909 0.0758 0. 0641
2 19.9625 204573 23,6326 26,8049 29.9750 33.1438 363112 39,4778
3 8.4649 96242 10.5166 11.5632 12.4715 13.3471 141943 15.0! 65
4 8.7583 6.8471 7.3924 7.0998 84763 8.0271 9.2558 9. 6L55
5 5.6042 5.6665 8.0447 6.3914 6.7126 7.0128 7.2052 7.5625
[ 4.9807 50297 5.3255 5.5937 5.8399 6.0680 6.2810 ©.4813
7 4.5046 46359 4.8839 5.1088 5.3101 5.4973 56712 5. 831y
- 43335 43699 4.5869 4.7810 4.9570 51183 5.2675 5.4068
| ] 4.1458 4.1788 43744 4.6485 4.7058 4.8494 4.9818 5. |048
i 10 4.0045 40348 4.2150 4.3747 45184 4.6482 47695 4_88I0
% n . 3.8845 3.9229 4.0913 4.2400 4.3735 4.4947 4.6059 4.7087
R P 3.6065 3.8334 3.9925 41327 4.2562 4.3719 44781 4.5722
L o1a 3.7345 3.7602 39118 4.0452 4.1843 a1 43708 £.4614
14 3.6748 3.6992 3.8448 3.9725 4.0865 41894 42833 4.3698
15 3.6239 3.6477 2.7882 39113 4.0209 41198 4.2099 é.1928
16 3.5805 3.6038 3.7398 3.8589 3.9649 4.0604 41473 4.12272
17 35429 35654 3.6380 3.8137 3.9165 4.0091 40933 4.170%
18 3.5101 2.5321 3.6614 3.7742 3.6744 3.9044 40483 4.0z u4
19 3.4812 3.5027" 3.6292 3.7385 38373 3.9251 4.0050 4.0781
20 3.4554 2.4765 3.6008 3.7087 3.0044 3.8903 3.9683 4.0398
21 3.4325 34532 3.5751 3.6012 3.7750 3,859 29357 4. 005
22 3.4118 3.4322 35522 3.6564 3.7487 3.8314 2.9064 3. 9750
23 3,3931 3.4132 3.5314 3.6341 3.7249 3.8062 28800 3. 5474
24 3.3761 3.3960 a.s128 3.6139 3.7033 27634 3.8560 3.9223
25 3.3608 3.3803 3.4958 3.5054 3.6836 3.7626 3.6342 3.8995
] 3.3454 3.3659 3.4797 3.5185 3.6656 27438 3.8142 3.8787
. er 3.3334 3'3526 3.4653 3.5629 3.6491 3.7281 3.7959 3. B595
28 33214 3.3404 3.4520 3.5486 3.6338 3.7101 37780 3. 8419
29 3.3102 33201 3.4397 2.5354 3.6198 3.6952 3.7634 3. 8256
. 30 3.2999 39188 3.4282 35231 3.6067 28814 3.7489 3. 8lLOS
as 32577 3.2758 3.3818 3.4730 2.5534 3.8252 3.6900 3.7490
0 3.2266 3.2443 2.3473 3.4362 3.5143 3.5840 3.6488 3. 7040
45 3.2028 3.2201 33211 3.4081 3.4845 2.5525 36138 3. 665
50 3.1840 3.2010 3.3003 3.3858 3.4809 352717 3.5878 3.0425
55 2.1688 3.1856 3.2838 3.3679 3.4418 35076 3.5668 3.6200
80 3.1582 3.1729 3.2697 3.3530 3.4260 3.4910 3.5494 3.4L025
0 3.1368 3.1529 3.2481 13298 2.4015 3.4852 35224 3,.5744
80 3.1220 3.1381 3.2321 33127 3.3833 3.4460 3.5024 3.553¢0
% 3.1108 3.1267 32197 3.2095 3.3693 34313 3.4870 3,5375
- 100 3.1018 3.1178 2.2099 3.2890 3.3582 3.4196 34747 3. 5248
110 3.0945 3.1102 3208 3.2804 3.3491 3.4100 3.4648 1. 5144
, 120 3.0885 3.1041 3.1952 3.2733 3.3418 3.4021 3.4565 3.5058
| 250 3.0543 3.0694 31577 3.2332 3.2001 338575 3.4099 3.4573
. 500 3.0387 3.0537 3.1408 2.2150 3.2798 23373 3.3887 3.4354
{1000 3.0310 3.0459 31322 3.2059 3.2703 3.3272 33783 3.4245
® 3.0233 3.0381 a.1237 3.1970 2.2600 33172 3.3678 3.413¢




Tabla II1I. (Continuacién)

- —— o
a = 0.05
-
i, 15 18 17 18 19 20}
k 91-(2) 105-(2) 1?0-(2) 136-(?) 153~(2) 17:-(2) wa-(?)
B
woe/k o5 0.0476 0.0417 0.0368 00327 0.0292 0.0263
2 42.6439 45.8094 48.9745 §2.1392 §5.3037 - 58 4679 61.6320
3 15.8165 16.5904 17.3582 18,1035 18,8336 19.5497 202528
4 10.0585 10 4367 10.8016 11,1545 11,4866 11.8288 12,1519 ;
s 7.8165 8.0591 8.2913 85143 8.7290 8.9362 9.1365
i 6.6705 6.8500 7.0210 7.1644 13410 7.4914 7.6363 ;
7 5.9668 81313 6.2664 8.3390 6.5230 8.6430 871517 !
s 5.5368 6.6594 5.7755 5.8857 5.9906 60909 6.1869
9 5.2197 5.3276 £.4295 5.5260 568177 5.7051 5.7688
to 4.9649 £.0023 5.1740 52000 53431 5.4215 54903 .
" 4.8044 48939 4.0781 50578 51330 5.2048 £27129
12 4.6615 4.7450 46233 4.8972 4.9672 50336 5.0969
i3 45457 46243 4.6901 47675 48332 4.8958 45843
" 4.4500 4.5247 4.5347 4.6608 4.7228 4.7818 4.8373
' 4.3695 44410 48079 45708 4.8302 4.6865 4.7400
" 43011 4.3698 4.4341 44948 45516 46056 4.6568
3 42421 4.3085 4.3706 . 44209 4.4839 45360 45853
4 41907 4.2551 43154 43719 44251 4.4755 45232
7 4.1456 4.2083 4.2669 43218 43736 4.4225 4.4888
EY 4.1057 4.1669 4.2240 42178 4.3200 43756 44208
k) 4.0701 4.1300 4.1050 4.228% 4.2874 43329 43780
LL] 4.0082 40963 41516 4.2028 4.2510 4.2068 43197
23 4.0095 40671 41207 41710 <2183 42629 43052
24 3.9634 4.0400 4.0928 41422 4.1886 42325 42739
25 2.9897 40154 4.0674 41160 4.1616 4.2047 42455
% 3.9380 3.9929 4.0441 4.0020 41370 41794 4.2196
23 3.9181 39723 4.0228 4.0700 41184 41562 4.1958
28 3.8997 3.9533 4.0032 40498 40936 4134 1739
L) 3.8828 3.0357 3.9850 40311 40744 41158 41537
3 3.8671 39195 3.9682 4.0138 4.0566 4.0969 4.1350
15 3.8032 38513 3.8009 3.9434 3.9842 40228 4.05%0
4o 2.7564 3.8049 2.0499 3.8919 39314 3.9684 4.0035
45 3.7208 3.7660 3.8118 38527 26911 s 39612
50 3.6926 3,7309 3.7018 38218 3.8594 38946 3.9278
33 3.6699 37154 3.7576 3.7969 3.8337 3.8684 39010
6o 3.6511 3.6960 37376 3.7763 3.8126 3.8467 3.6789
¥ 3.6220 3.6656 3.7065 3.7444 3.7798 38131 38445
[} 3.6004 36435 3.6835 3.7207 3.7555 3.7863 a9t |
90 3.5837 36263 3.6658 3.7025 3.7369 3.7691 27995 .
100 3.5%05 3.6127 3.6517 36880 3.7220 3.7539 3.7840
o 3.5598 3.6016 2.6403 3.6763 37100 3.7418 371114
‘2 3.5500 2.5024 3,6308 3.6665 2.7000 37313 3.7609 '
ed 3.5007 3.5405 35774 36117 3.6437 2.6737 31020 ¢
o0 3.4779 3.8170 3.5532 3.5868 3.6182 3.6477 36754 |
1000 3.4666 2.5054 3.5412 3.5745 3.6056 2.6343 36622 '
@ 3.4554 3.4938 3.5293 2.5623 3.5931 3.6219 3.6491
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Tsbla II1I. (Continuecibn)

n<0.01
. <2 ‘ s
| k: t 2 3 (2) 4 s 6_(2) 7 Py 9 ,0:(1)
» .
100atk: 1.0000  0.5000 0.3333 0.2500 0.200¢ 01667 0.1429 0.1250 orir,  0./000
2 9.9248 14.0880 17.2772 19.9625 22327, 24.4843 26.4292 28.2577 209750 31.899%
3 5.8409 7.4533 8.5752 94849 102145 onass 114532 119838 124715 | Z, 940
4 46041 5.5976 6.2541 6.7583 732 75287 78414 8.1216 83763 8.6103
"6 40321 47733 5.2474 5.6042 S8y 6.1384 83518 6.5414 671268 5.8608
6 3.7074 43168 4.6979 4.8807 5.2978 53982 5.5632 57090 58399 .  5.9588°
7 34995 40293 43553 45948 47863 4guss 50815 52022 53101 3.4079]
8 33554 3.8325 4.1224 43335 4.800g 46398 47500 4 E636 49570,  8.0413 |
P 32498 3.6897 3.9542 4.1458 Mg 44219 45288 46224 47058,  4,7809!
) 31633 - 35614 30273 40045 4M$7  (ps85 43567 44423 451840 43849
pn 3.1058 3.4968 3.7263 3.8945 40407 1318 42232 4.3020 s3r35.  4.43701
, 12 3.0545 3.4284 3.8489 3.8065 39200 4.0308 41169 4.1918 4.2582 4.3178
i1 3.0123 3.3725 35330 2.7345 38629 3.0484 0302 1013 41543 4.2208 .
Rl 2,9768 3.3257 3,5206 2.6746 1184 3.8788 19582 40263 4.0085 4.1405
.15 2.9467 3.2860 3.4837 16239 3793 2.8220 28975 3.9630 4009 4,0728
18 2.9208 3.2520 3.4443 2.5805 LY.1TH 17725 2.8456 3.9089 3.0649°  4.0i50
{17 2.8982 3.2224 3.4102 3.5429 36408 3.7297 2.8007 3.8623 a9ies 3.9651
| 18 2.8784 31966 - 3.3804 3.5101 36108 3.8928 37616 3.8215 38744 3.921b -
R 1) 2.8608 34737 3.3540 34812 LRV 3.8595 a2 3.7857 3.8373 3.88%4
20 28453 31834 23306 34554 3Rk 36303 36968 37539 28044 3.8495;
4] 28314 3.1352 3.3097 3.4325 .82 2.6043 3669 37285 37750 1.8193 !
] 2.8188 3.1188 3.2909 34118 3bosp 3.5808 3.6448 37000 17487 3.7
23 28073 3.1040 3.2739 3.3931 348ty 35597 3.6228 3.6770 aras  3.776
24 2,7969 3.0905 3.2584 33761 3466y 2.5405 45025 .  2.6561 ATo3 L 3.7454
: 25 27874 3.0782 3.2443 3.3808 348py 3.5230 2.5842 3.6371 36836 B.7251
Lo28 27787 3.0668 32313, 33484 X TTY 3.5069 3.5674 a.8197 26656 3,706k
2 27707 3.0565 3214 3.3334 3anip 34922 15520 3.6037 36491° 3.489C
; 28 2.7633 3.0469 3.2084 23214 34333 34788 2.5378 35889 36338 3.4739
. 29 2.7564 2.0380 21882 33102 33809 3.4560 35247 35753 36198 3.65%%,
' 30 27500 30298 31888 32008 3.344p 34544 35125 38628 35067 3.4H0.
s 2.7238 29980 3.1502 32877 3.340p 3.4068 3.4828 15110 35534 35801
40 2.7045 29712 3.1218 3.2208 3 308y 33718 3.4253 34732 35143 3.5510 ¢
45 2.6590 28521 3.1000 3.2028 EET1Y 3.3451 32084 3.4442 3.4848 3.5283
50 2.6778 2.9370 3.0828 3.1840 3.261q 3.9230 3.3763 3.4214 34609 3.4940 .
55 2.6682 29247 3.0888 3.1688 3.245, 3.3088 2.3585 3.4029 3.4418 3.4Te4 .
80 2.6603 2.9148 3.0573 3.1582 32010 3.2927 3.3437 33876 3.4260 3.4001,
70 26479 2.8907 3.0393 3.1386 3210 3.2707 3.3208 13838 34015  9.4360 .
a0 2.6387 280870 3.0259 3.1220 3.1904 3.2543 33037 33462 3.3833 ‘ 34165 j
90 262316 28779 3.0150 3.1108 3.1944 22417 32908 23320 3390 3.4
100 26259 2.8707 3.0073 a.1018 KRN Y 3.2317 22802 3.3218 asse2,  3.3%03 ¢
110 26213 2.8648 3.0007 3.0045 3186 32235 22747 3.3130 23491 33812 )
120 26174 2.8599 2.9951 3.0885 3.168a 32168 32648 23057 33418 3,3735 )
250 25956 2.8322 2.9637 3.0543 3.129, 3.1785 32248 12844 320915 3,399
500 25857 2.8195 2.9494 3.0007 3. 104 7.1812 32067 3.2457 J2r9a 3,3109
1000 25808 2.8133 2.9423 30310 30344 3.1526 2.4977 2.2385 3.2703 3.%003
® 25758 2.8070 2.9352 3.0233 .09\ 3.1440 3.1888 32272 2.2608

3.290%




Tagbla III. (Continuacién)

k: 71

YV seouk: 00909

I Se@ur AW

a =001
12 13 14 rs-( 6 ) 18 ” 18 19
2

00833 0.0769 0.0714 00667 00625 0.0588 00556 0.0526
'33.1436 46104 360347 37,3965 38.7105 39.9812 412129 424087 415718
13.3471 13.7450 14.1214 14.4787 148194 15.1451 15.4575 157577 160471
8.8271 50294 9.2192 9.3983 9.5679 8.7291 96828 106208 10.5708
7.0128 7.1464 72712 7.3884 7.4990 7.6037 7.7032 77931 7.6088
60680 6 1690 6.2630 6.3510 6.4338 a85121 65862 [ 1172 67240
5.4973 55799 5.6585 5.7zA2 57854 5.6588 59188 59757 6.0300
5.1183 5. taue 52540 53162 53737 5.4278 54789 55274 55735
48494 49124 49706 5.0249 5.0757 51235 51686 52114 52520
4.6492 4.7065 47594 4.6087 4.85¢7 4.8380 49388 49774 50141
4.4047 4.5477 45068 46420 4.8845 47244 47620 47975 458312
43719 44215 44673 4.5092 4.5496 45668 46219 46551 46965
;42721 43191 43624 4.4026 4.4401 44152 4.5083 45398 45693
" at854 42342 42755 43130 4.3495 4.3829 44144 4 a442 44124
4.1198 41628 42024 42391 42733 43054 43358 43640 43916
4.0604 4.1018 4.1400 41754 4.2084 12393 4.2683 4.2950 43217
| 4.0081 10493 40063 41205 43525 41823 42108 2269 4.2620
3.0644 40035 40394 40727 PRYH 41327 4.1800 PRTTYS 42101
i 3.9251 2953z 39003 <0307 40609 10832 41157 41403 41645
2.8903 29276 asswm 300385 40230 40506 40785 4.1010 41241
| 3.8593 38958 38293 3.9603 39092 40162 10416 4.0655 4.0081
3.8314 28672 2.8001 28306 39589 10884 40103 <0337 40559

| 3.8062 36414 38738 39037 3.9316 39576 3 9620 4.0050 402G
3.7834 38181 3.8499 30704 39068 38024 3 9564 3.97%0 40004
2.7626 2.7068 3.6202 28572 38842 290M 3.9291 39554 39765
‘ 3.7426 37773 3.3083 3.8369 3.8635 38884 astis 29337 29545
2.7261 27585 3.7500 38183 18446 agem 30922 39139 39344
C 27101 37430 732 28012 3.8271 20514 ag7e2 3.6956 29159
| 3.6952 37278 7577 37653 38110 3.0350 38575 38787 3.8687
3.6814 37136 3.7423 3.7706 3.7961 3.8198 3.8421 3.8631 3.6829
| 36252 36561 3.6845 azios 273852 27579 17792 2399) aatal
3.5840 36140 36415 26670 3.6906 37028 37333 ays2y arno
. 25525 35810 3.6087 36335 36565 26780 2,692 arn 3.7350
. as277 3.5564 35828 26071 28297 36508 26705 36890 3.7066
2.5078 3.5359 35618 35650 36080 3.6287 36481 366t 3.6836
" 34910 35108 35445 3.5602 25001 316105 16207 36477 36646
34652 24926 35176 35408 35622 3.5022 36010 26186 36352
3.4460 3.4730 24977 35205 35416 15613 35797 35970 36134
. 34313 2.4579 3.4823 3.5048 35257 15451 35633 35804 35966
3.4196 3.4450 3.4701 34024 35131 25323 35503 35673 3s832
34100 3.4382, 3.4602 34823 25078 15219 25398 35565 35724
3.4021 3.4201 34520 2.4739 3.4943 15132 35310 35477 2.563¢
33875 2.3026 34055 3,4267 3.4452 34648 34815 34976 35127
33373 23619 3.3845 3.4052 2.4245 24424 34591 34743 24897
33272 . 33517 3.3740 2.3046 3.4137 3.4314 34480 34638 34783
33172 3.3415 33636 33840 34028 3.4205 2.4370 34524 24670
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Tabla III. (Continuacién) 174
= 0.0
. 7 8 9 10 1 12y 13
| & 2 2"'(2) 28"(2) 33-(2) 45'(2) 55”(2] m"(z)' 8= z)
L d
| 100alk: 0.0500 0.0476 0.0357 0.0275 00222 00182 0.0152 0.0128
2 44.7046 45.8094 525009 59.9875 67.0709 741519 812312 B8. 109
P9 16.3263 16.5964 " 1828068 19.8880 21.4337 22.4239 24,3867 25.7075
s 10.3063 10.4367 11.2378 11.9851 12,6861 13.3540 13 9882 [ 4.5946
P8 7.9757 8.0591 85667 9.0132 5.4585 9.8722 10.2548 10,6168
! e 6.7883 6.6500 7.2226 7.5617 7.8737 0.1636 8.4348 8. 6901
vy 6.0018 6.1313 64295 8.6987 6.9448 71721 7.3837 7.5819
i 8 56174 5.6504 59114 6.1375 6.3432 6.5323 6.7076 ¢.8712
9 5.2907 5.3276 55484 5.7458 5.9245 60683 62395 ¢ 3803
‘10 5.0490 5.0822 52810 5.4578 58175 5.763¢ s.4978 6.0225
; " 4.8633 4.8939 50781 5.2378 5.3833 55160 54379 X 7509
P12 47165 47450 4914 5.0644 5.1991 53216 54340 5.5380
T 4.5975 46243 4.7037 4.9244 5.0508 5.1651 52700 s. 3270
14 4.4992 45247 4.6759 4.8091 4.9284 5.0384 5.1354 5.2266
15 4.4168 44410 4.5854 47125 4.8281 4q249 50229 5.1094
18 4.3463 43698 4.5088 4.6305 4.7393 4.8377 4.92758 s5.0/02
17 42858 43085 4.4425 4.5600 4.6648 4.759¢ 48457 4. 9251
18 42332 42551 4.3850 4.4087 4.6001 4.6918 47748 4, 8514
.19 4.1869 42083 4.3345 4.4450 45434 46320 aner 4.7808
{20 4.1460 4.1669 4.2900 43978 44333 45705 46579 - 47299
;2 4,1096 4.1300 4.2502 43554 4.4487 45328 46092 . 4, 6794
| 22 4.0769 4.0989 42147 43175 4.4089 4.4910 4.5057 4. 4342
|23 4.0474 4.0671 4.1828 4.2835 43730 44534 4525 41,5915
124 4.0207 4.0400 4.1536 42827 4.3405 44194 44911 45507
25 2.9964 40154 4.1272 12248 43109 43085 4.4589 4 5233
L 28 39742 29929 41031 41990 4.2840 43602 4.4295 44928
toar 39538 39723 4.0609 41755 4.2592 43344 4.4025 4. 4049
i 28 3.9351 3.9533 4.0606 4.1539 4.2385 43108 43778 4,439z
28 agr 3.9357 40418 41339 42158 42085 43549 4. 4155
i 30 39016 39198 40242 41154 4.1980 4.2663 12337 4 393
HEY 38362 3.8533 3.9534 4.0403 41170 41857 42479 4, 3097
40 3.788¢ 3.8049 3.9017 3.9855 4.0594 4.1256 4.1854 4.2399
i oas 37519 3.7680 3.8622 39437 40156 40798 41376 41907
| 0 3.7231 a.7389 3.8911 39108 aset 4.0338 4.1004 t. 1520
L oss 26999 37154 3.8080 3.8843 29532 40147 40702 PO
‘60 3.6807 3.6960 3.7953 38824 28303 3.9908 40454 4,095
i 70 3.6509 26658 37531 3.6284 3.8946 39537 4.0069 40553
| 0 26288 35435 27203 3.8023 3.8683 2.9262 29784 40259
I 80 3.6118 3.6263 azr110 2.7839 3.8460 3.9051 3.9565 40032
i 100 3.5983 38127 2.6964 37688 38319 3.8083 3.099 3.9853
! 10 35874 36016 16846 2.7561 28189 38747 3.9250 39707
120 35763 3.5924 36748 3.7458 3.6080 3.6634 39133 3. 956¢
250 3.5270 3.5405 1619 2.6875 37471 3.8000 38475 38307
500 3.5037 3.5170 15946 2.6612 3.7195 3.3 38179 3, 860t
1600 34922 3.5054 35822 3.6481 3.7059 37571 3.8032 3, 8449
- 3.4800 3.4938 35699 3.6352 3.6923 3.780 3.6299

3.7430




Tebla ITI., (Continuscién)

a-001
1
. ‘lgl-(‘;‘) 105*(':} 120-{":) xao-(‘a’ 15;-.(':) 1‘71-('29) ,90_(;;0 ;
§
woak 00110 0.0095 0.0083 00074 00065 0.0058 00053 |
z 95 3651 102.4622 1005377 1166123 1236871 130.7612 137.0950
3 27.1309 28.4606 29.7590 ateain 322760 39,4905 34.6984
4 159760 15.7375 16,2780 16.6026 12.3105 17.8040 18.2641 |
5 108016 1 2010 11,6067 11.9102 12.2025 12.4848 12.7578
. 8.09317 9.1612 3800 95693 9.7601 99531 10.1682 |
4 7.705 7.9452 8.1130 8.2724 8.4258 B.5724 87132 '
P 7.0248 7.1696 13009 7.4373 75817 7.6808 77047
9 65121 6.6361 6751 60645 69703 70713 71679 |
0 6.1391 6.2485 63517 6.4405 65423 6.6308 67154 |
1 58562 5.9550 80450 8.1259 62193 62987 6.3745
2 5.6340 5.7254 5.8107 58011 £.0674 60309 6.1091 ;
A 54571 5.58413 56204 56951 57652 58329 5.8960
" 53113 5.3904 5.4647 £.5347 £.6009 5.6637 57235
19 5.1897 52047 53350 54011 5.45637 55230 55794
% 50369 5.1683 52252 52862 §.3470 5.4042 5.4578 ;
" 458965 5.0071 51313 51916 5.2488 5.3025 5.3536
o 49222 49502 50500 £.1080 51628 52148 5.2039
R 4.n554 <9102 49789 50350 5.0879 5.1379 5185¢
0 47965 4.0584 4916 49707 50218 50704 51163
2 47442 4.8044 48607 49136 4.9533 50104 50551 .
22 46974 4.7552 48114 48625 49111 49569 50004
7 46553 47128 47664 48167 48641 4.0089 49515
24 46173 46736 47261 47783 <8217 48654 49070
1% 45023 4.0380 46894 4377 4.7631 4.8261 45667 |
2% 45513 46085 46560 47034 47480 47901 48300
13 45224 45157 48255 46721 47159 47573 arass
18 4.4959 €544 45974 46432 6064 waan 47657
N 44714 45232 45714 46166 4.0591 46993 47372
w® 44407 4.4998 45475 45921 4.6340 6735 7110
% 43569 4.4053 44500 44924 45320 45694 4.6047
1 4.2901 42365 4a797 4.4201 4.4580 4.4337 45275 .
as 4.2393 4.2843 43261 43651 a.4018 4.4363 4.4089
50 4.1934 4.2432 4.2840 3220 43577 43913 44230
% 41672 4.210¢ 42500 42872 4.3222 4.3550 43880
% 4.1408 €.1829 42221 42566 4.2929 43252 43556
1 4.0957 £.1407 41788 . 42143 4.2478 42790 43085
o 4.0694 4.1096 " 41469 41816 4212 4.2449 42738
% 4.0461 4.0856 41223 4.1565 4.1866 42187 4247
ey 40276 40650 41028 41368 4.1682 41079 4.2260
fres 4.01:6 40532 40870 41204 41517 41811 4.2088
120 4.0001 40384 40733 41070 4.1380 41671 41846 |
150 2.0393 2.0567 40004 40318 4.0612 40889 L1s
sop 2.8087 2.0243 3.9673 3,990 4.0266 40528 40790
1808 3.6831 30183 39509 39812 4.0095 40962 40612
® 2.0676 2.9024 26346 2.9546 2.9926 40188 4.0436
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Tadbla IV, Cuantiles, Tabla V. Cuantiles para la Prueba de Dunnett

M6dulo 3»sto Estudentizado a% s « Una Cola.
. ..3;.2 (Cap 1,%acc7) (Referencia: Capm secc ty3)
@05 O U

- , e e
o 1 2 3 4 5 [ : 8 RERRERE e
30y LY 3 . i
5 12.57/3.00 340362370352 /(4.00/4.14 HEE s “m n
H y LE)
10 12.23 261 2.83| 2,98 |3.10]3.10 [3.28] 3.35 alan H %2
15 12,13 )2.47 | 2,67 2.81 ] 2.01 [ 2.95 | 3.06 ] 332 popas el : 1 ose
i SRR 24
20 | 200241 259272282} 2.90}2067]3202 R e I H [T
24 |2.06 [2.30 | 2.56 [ 2.8 2.7 | 2.84 | 2.91 | 2.96 I I B I Iy
13 sae Loy fanl g X LR X1}
1. LR in 19 T % IRl f] “AA 1
s R EE RS IR : S
30 12.04)2.35]252)2.68]273] 260 028291 I I B M P I : e
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TABLA VI. CUANTILES DE LA PRIMERA PRUEBA DE WILLIANS.

Valores de T‘.k 5 de una distribucién de 7‘k cuando se supone que todya'silas K1

medias, son iguales. a=0.95,

w0

v 2 3 4 10
5 2.02 2.1 2.19 221 2:25  2.25
6 1.94  2.06 2100 2ur 2,15 2.15
7 1.89  2.00 2.04 . 2,060 2.09 2.08
8 1.86  1.96 2.00 2,01 2.04 2.04
9 1.83  1.93  1.95 198 2.0 2.01 2.01
1o .81  1.91 1.94 1.96 1.97 ° 1.97 1,98  1.98 1.98 1.98
11 1.80  1.89 1.92 ‘1.9 1,94 195 1.5 1.96  1.96 1.96
12 .78 1.87 1.0 1.92 1.3 193 1.9 .94 1,94 1.94
13 1.77 1.8 1.89  1.90 191 192 1.92 .93 1.93  1.93
14 .76  1.85 1.88  1.89 190 . 191 1.91 1.91  1.92 1.92
15 175 1.84 1.87 1.88  1.89 1.90  1.90 1.96 190 1.91
16 1,75  1.83 1.86  1.87 1.88 1,89 1.8 .89 1.90 1.90
17 .74 1.82 1.ss  1.87  1.87 1.88 1.88  1.89  1.89 1.89
18 173 1.8 1.85  1.86 1.87 1.87 1.88 1.88 1.88 1.88
19 .73 181 1.84  1.85 1.8 ~ 1.87 1.87 1.87 1.87 1.88
20 .72 1.81 1.83  1.85  1.86 1.86  1.86 1.87 1.87 1.87
2 172 1.8 1.83  1.84 1.85 1.8 1.85 1.86 1.8 1.86
2 .71 L1 1.82  1.83 1.84 1.84  1.85 1.85 1.85 1.85
26 .71 .79 L8l 1.8 1.3  1.84 1.8¢  1.84 1,84 1.85
28 1.70  1.78 1.81  1.82 1.83  1.83 1.83 1.84  1.84 1.84
30 .70 1.78 1.80 1.81 1.82 1.83 1.83  1.83 1.83 1.83
35 1.69 1.7 .79 1.80  1.81 1.82 1.82  l.82 1.82 1.83
40 1.68  1.76 .79 1.80 1.80 1.81 1.8l 1.81  1.82 1.8
60 1.67  1.75 .77 .18 179 1.79  1.80 1.80  1.80 1.80

120 1.66  1.73 1.75 - L77 .77 . 178 178 1,78 1.78 1.78

@ 1.645 1.716 1.739 . 1.750 1.756 1.760 - 1.763 1.765 1.767 1.768

( Referencias Cap. II, seac. 2)



TABLA VI. (CONTINUACION) « = 0.99

gt 2 3 4 s 6 07 8 9 10
5 3.3 3.50 3,55 357 3.59  3.60 3.60  3.61 - 3.61 3.61

6 314 3.26 3,290 331 © 332 333 334 3,34 3.3 3.3

7 3.00  3.10 313 315 316 . 316 - 317 3.7 3.7 W7

8 2.90 2,99  3.01 3.03 3.04  3.04 3.05 3.05 3.05 3.05

E 2.82  2.90 293 294  2.95  2.95 2.96 2.9 2.96 2.9

10 2.76  2.84  2.86 2.88  2.88  2.89 2.89 2.8 2.90 2.90
1 272 279 2.8 2.82 2.83 2.83 - 2.84  2.8¢ 2.84 2.84
12 2.68 2,75 277 278 .2.79 - 2.9 - 2.79 2.8 2.80 2.80
13 2.65 2.72 274 275 275 276 276  2.76 2.76 2.76
14 2.62 2.69 271 272 2.2 273 273 273 273 2.73
15 2.60 2.66  2.68 2.69 - 2.70 2.0 2.0 - 2.71 271 2.7
16 2.58 2.64  2.66 2.7  2.68  2.68 2.68  2.68 2.68 2.69
17 2.57 2,63  2.64 2.65  2.66  2.66 2.66  2.66  2.67 2.67
18 2.55 2.61  2.63 2.6  2.64  2.64 2.65  2.65 2.65 2.65
19 2.5¢ 2.60  2.61 2.62  2.63  2.63 2.63  2.63 2.63 2.63
20 2.53 258  2.60 2.6  2.61  2.62 2.62 ~ 2.62 .2.62 2.62
22 2.51 2.56  2.58 2.5  2.59  2.59 2.60  2.60 . 2.60 - 2.60
24 2.49 2.55  2.56 257 2.51  2.57 2.58  2.58 2,58  2.58
26 2.48  2.53  2.55 2.55 2.5  2.56  2.56 2.56
28 2.47 252 2,53 2.5 2,54 2,55 2.5 2.5 2.55
30 2.46  2.51 2,52 2.53  2.53 2.54 - -2.5¢4 2. T2.58
35 2.44 2.9 2.50 2.5l 2.51 2.51 7. 2,517 2 2.52
40 2.42  2.47  2.48  2.48 249 2.50 2.50 -2.50
60 2.39  2.43  2.45 2.5 2.6  2.46  2.46 2.46
120 2.3 240  2.61 2.42 242  2.42 2,42 2.43
: 2.389

o 2.326 2.366  2.377 2,382  2.385  2.386° 2.387




TABLA VII.

CUANTILES DE LA SEGUNDA PRUEBA DE WILLIAMS.

279

Valores de Zi o Paraw = 1 y un coeficiente de extrapolacién 8 (dado en el

suscrito supe;'ior) para a« = 0.050,

g. L. |y NIVEL DE DOSIS

v 2 3 4 5 6 8 10

5 2. 1422 2.186% 2.209° 2.223° 2.2328 2.243%  2.250°

6 2.0582 2.098% 2.119° 2.131° 2.139% 2.19% 21545

7 2.002° 2.039" 2.0585 2.0695 2.0765 2.0856  2.0917

8 1.9622 1.997% 2.014° 2.024° 2.0316 2.0406  2.0457

9 1.9312 1.965" 1.981% 1.9915 1.9985 2.006%  z.0107
10 1.9083 1.940% 1.956° 1.9655 1.9716 1.9796  1.9837
11 1.8893 1.920° 1,933 1.9445 1.9506 1.9585  1.9627
12 1.8733 1.903° 1,918 1,927% 1.9336 1.9406  1.9447
13 1.860° 1.890% 1.904°% 1.913% 1.9196 1.9266  1.9307
14 1.8493 1.878° 1.8925 1.9015 1.9066 19136 1.0177
15 1.840% 1.868% 1.8825 1.8919 1.8966 1.903%  1.9077
16 1.8313 1.860% 1.873° 1.8825 1.8876 1.893%  1.8977
17 1.824% 1.852% 1.866° 1.874° 1.8796 1.8856  1.8897
18 1.818% 1.845% 1.859° 1.8675 1.8726 1.8785  1.8827
19 1.8123 1.840% 1.853° 1.861° 1.8666 1.8785  1.8767
20 1.8073 1.834° 1.847° 1.855° 1.8608 1.8665  1.8707
22 1.7983 1.825% 1.838° 1.846° 1.8516 1.8575  1.8607
24 1.7013 1.818% 1.830° .1.838% 1.8438 1.8496 1. gs27
26 1.785% 1.8114 1.824° 1.831° 1.8366 1.8425  1.8467
28 1.7803 1.8069 1.819° 1.826% 1.8316 1.8365  1.8407
30 1.7763 1.801% 1.814° 1.8215 1.826% 1.8325  1.8357
35 1.7673 1.792% 1.804° 1.811° 1.8166 1.8226  1.8257
40 1.7613 1.785% 1.797° 1.8045 1.8096 1.8145  1.8187
60 1.746° 1.770% 1.781° 1.788° 1.7926 1.7985  1.8017
120 1.7313 1.754% 1.765° 1.7725 1.7766 1.7816  1.7847
o 1.7163 1739 1.750° 1.756° 1.7605 - 1.765°

1.7687

(Referencia: Cap.II ,secc.3)



TABLA VII. {CONTINUACION) ¢ = 0.025

g. L. NIVEL  OE DOSIS
v 2 3 4 5 6 8 10
5 2.699° 2.743° 2.766° 2.779°  2.7897 2.7997  2.8068
6 2.559° 2.597° 2.617° 2.628° 2.6357 2.6457  2.6508
7 2.466° 2.502° 2.518° 2.528° 2.5357 2.5437  2.5488
8 2.400° 2.432° 2.44g° 2.457° 2.4637 2.4707  2.4758
9 2.3513 2.381° 2.395° 2.4048 2.4107 2.4167  2.4218
10 2.3133 2.341° 2.355° 2.363° 2.3685 2.3157  2.3797
11 2.283% 2.310° 2.328° 2.330° 2.3358 2.3a27  2.3857
12 2.2583 2.2845 2.297% 2.3048 2.3096 2.3157  2.3187
13 2.238° 2.263° 2.275° 2.282° 2.2865 2.2927  2.2957
14 2.200° 2.245° 2.256° 2.263° 2.2685 2.27137  2.2767
15 2.205° 2.229° 2.241° 2.2478 2.252° 2.2677  2.2607
16 2.193° 2.216° 2.227° 2.2348 2.2346 2,243 2.2467
17 2.1813 1.208% 2.215° 2.2225 2.2265 2.2317  2.2347
18 2.170° 2.194° 2.205° 2.2116 2.2158 2.2207  2.229
19 2.1633 2.185% 2.195° 2.2026 2,2055 2.2107  z.219
20 2.155° 2.117% 2.187° 2.1938 2.1970 2.2027  2.2087
22 2.1413 2.163% 2.173° 2.1796 2,183 2.1877  z.1907
24 2.130° 2.151% 2.1615 2.1676 2.1716 2.1757  2.178
26 2.1213 2.142% 2.151° 2.1578 2.1645 2.1657  2.1687
28 2.113° 2.13* 2.143° 2.1495 2.1528 2.1567  2.1597
30 2.1063 2.126% 2.1365 2.1416 2.1456 2.1487  2.1517
35 2.093° 2.112% 2.1225 2.1278 2.1306 2.1387  2.1377
a0 2.083° 2.102% 2.1115 2.1168 2.1196 2.1238  2.1267
60 2.060° 2.078* 2.0875 2.0928 2.0056 2.009°  2.1017
120 2.037° 2.055% 2.063° 2.0685 2,0716 2.0746  2.0767
o 2.015° 2.032% 2.0405 2.0445 2.0476 2.0506  2.0525




TABLA VII (CONTINUACION) a=o0.010
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n RIVEC —DE 00313

3 2 3 4 5 8 lo
5 3.5014 3,548° 3.5727 3.5865 3.505° 3.607° 3.618
6 3.256" 3.294° 3.3137 3.3248 3.3328 3.3¢19  3.347°
7 3.097 3.1308 3.1467 3.1557 3.161° 3.1698  3.175°
g 2.985% 3.015° 3.029° 3.037’ 3.0827 3.08%  3.081°
9 2.903% 2.930° 2.943% 2.9507 2.9557 2.9618  2.062%
10 2.840° 2.865° 2.877° 2.8337 2.8887 2.893%  2.89s58
11 2.7913 2.814° 2. 8245 2.8317 2.8357 2.8207  2.sa5’
12 2.750° 2.772>  2.78° 2.788° 2.192’ 27977 2.7997
13 2.173 2.738° 2.747° 2.753° 2.157 2.7617  2.164
14 2.689° 2.709° 2.718% 2.723° 2.1277 2.3 2137
15 2.665° 2.684° 2.69% 2.698° 2.1017  2.707  2.7067
16 2.644° 2.663° 2.671° 2.676° 2.6807 2.688’  2.685
17 2.6267 2.644° 2.653° 2.658° 2.661° 2.664°  2.6667
18 2.610° 2.628° 2.63° 2.641° 2.644° 2.6a7  2.6507
19 2.5967 2.614% 2.622° 2.626% 2.629° 2.633  2.6357
20 2.5847 2.601° 2.609° 2.613° 2.6165 2.6197  2.6217
22 2.5637 2.579° 2.586° 2.5918 2.593° 2.5977  2.5097
24 2.5453 2.561° 2.568° 2.572% 2.575° 2.578%  2.s807
26 2.5313 2.546° 2.553 2.557° 2.559° 2.562°  2.564%
28 2.518° 2.533° 2.540° 2.5448 2.5465 2.549%  2.5516
30 2.5073 2.522% 2.529° 2.533° 2.5350 2.538%  2.540%
35 2.486° 2.501% 2.507° 2.511° 2.513° 2.516°  2.517°
40 2.4713 2.484% 2.491° 2.494° 2.4%5 2.499°  2.500°
60 2.453 2.448° 2.435° 2.457° 2.459° 2.4615  2.462°
120 2.400° 2.412% 2.417° 2.420° 2.422° 2.424°  2.426°
°o 2.366° 2.377% 2.382° 2.385° 2.386° 2.388°  2.389°




282

TABLA VII. (CONTINUACION) cx=o005

g. L. NIVEL  OE DoOSIs
v 2 3 4 5 8 10
5 4.179° 4.2297 4.255° a,270%0 227990 q.29210 4 2991}
5 3.8255 3.8647 3.8838 3.805° 3.902° 3.91210  3.917%0
7 3.500% 3.631° 3.6877 3.6578 3.663° 3.6707  3.67410
8 3.443% 3.4716 3.4847 3.4928 3.4978 3,504 3.507°
9 3.329% 3.3546 3.3667 3.373’ 3.3r78 3.38%  3.886°
10 3.242% 3.265° 3.2758 3.2817 3.2867 3.2008  3.2938
1 3173 3.194° 3.2048 3.2107 3.2147 .2188  3.2208
12 3.118° 3.138° 3.1475 3.1527 3.1567 360 3.162%
13 3.073% 3.001° 3.100° 3.105% 3.108’ 1127 3.4
1 3.035% 3.052° 3.060° 3.0685 3.0685 s.0727 3074’
15 3.0033 3.019° 3.0278 3.0318 3.0345 3,037 3.01°
16 2.9573 2.991° 2.998° 3.002% 3.005° 3.008’  3.010°
17 2.9513 2.966° 2.973° 2.977% 2.980% 2,038’  2.984’
18 2.9293 2.944° 2.951° 2.955° 2.958° 2,960 2.9627
19 2.9113 2.925% 2.932° 2.936° 2.938° 2.9a1% 2,942
20 2.8343 2.908" 2.915° 24918° 2.920° 2.923%  2.9257
22 “2.8663 2.879% ' 2.885° 2.889° 2.891° 2.893%  2.895°
24 2.8923 2.855% 2.861° 2.864° 2.866° 2.869°  2.870°
26 . 2.8233 2.835% 2.841° 2.804° 2.846° 2.848°  2.850°
28 2.8063 2.81¢" 2.8245 2.827° 2.829° 2.831°5  2.832°
30 2.7923 2.8044 2.809° 2.812° 2.814° 2.816°  2.817°
35 2.7643 2.776° 2.781° 2.783° 2.785° 2.787°  2.788°
40 2.7443 2,755 2.759° 2.762° 2.764° 2.765°  2.7669
60 2.697° 2.707% 2.7119 2.713° 2.715° 2.716° 2.717°

120 2.6513 2.660° 2.6647 2.666% 2.667° 2.669°  2.699°

s 2.6073 2.6157 2.618° 2.620 2.621% 2.623°>  2.623°




TTABLA VITI. CUANTILES DE LA PRUEBA DE PAULSDN.
- valores de [(A)

o
{ Kol .02 .05
! , 3 T r2.326 N« 1,960
! .9812P (X )2.98 L955p( X, 12.95
! : - -~
2 T ST A2.652 SR 2.3
l - . seep(R)z.98 963:P( X )3.95

- LIMITE SUPERIOX PARA 1-P(m; N; kel,8)

13 < .08 .02
f 3 .20 2025 2008
; .05 L0502 .0500
o <t
e .20 2031 .2010
[ 05 .0s01 . .0500
. S
(Referencia: Cspll,mecc.s)
TAGLA 1X. CUANTILES PARA LA PRUESA DE GUFTA & SOSTL
"'
’
75 . %0 : .95 .99
1 . 0.95 1.0 2.13 3.2 .
2 143 2 2.1 3.42
3 1.68 . 2.45 2.92 3.80°
4 . Las » 7.60. C 3.6 392
H 1.97 2.71 3.16 w01
6 2.06 2.8 3.2 w09
7 2.14 2.87 3.1 €15
() 2.21 ' 2.93 3.37 - 4.20
9 2.28 , 2.8 342 4.25
10 2n i 3.46 4.29
15 2.50 : 3.2 3.63 B X 11
2 28 2 ixw 3.7 a.54
30 2.1 ‘ 3.48 3.89 1.68
T 2.90 ) 3.58 4.00 54.78
50 2.¢9 3.67 -, 4,08 %4.8}_
1 b

(Referencia: Cap.Il,secc.6)
*La Fabla IX-A, aparece al finsl del Apéndice.

[ U———




. .2
Tebla X. Cuantiles de ls Distribucién Aumentsds de Rangos Estudeas- 84
tizados Q, Koy
L x= 0,01 a= 0.05
K *
v v
2 3 4 5 (4] 7 8 2 3 4 5 1 7
5 5903 7.030 7.823 8 429 8816 9122 98669 5 3832 4654 §.238 5.880 8.036 6331
(5.702) (6976) (7.804) (8421) (8.913) (9321) (3.635) {4.602) (5218) (5.573) (6.033) (5730
7 5063 5947 6551 7.008 7374 7679 7939 7 3486 4108 4692 5064 5360 SO0
(4.949) (5.919) (6.543) (7.005) (7.373) (3.344) (4.165) (4.881) (5060) (5339)
10 4550 5284 5773 6,138 6428 6663 6875 10 3253 3699 4333 4656 4913 5124
(4.482) (5270) (5.769) (5.136) (3.151) (3.877) (4.327) (4.654) {4.912)
12 4373 5.056 5505 5.837 6.101 6321 6.507 t2 31177 39 4204 4509 4751 9%
(4.320) (5.048) ({5.502) (5.836) (3.082) (3.7713) (4.199) (4.508)
16 4169 4792 5194 5489 5722 5915 6.078 18 3080 3663 4050 4334 4557 474
(4131) (4.786) (5.192) (2.998) (3.649) (4.046) (4.333)
20 4055 4644 5018 5294 5510 5088 5839 20 3024 359 3961 4,233 4448 4620
(4.024) (4.639) (5.018) (2.950) (3.578) (3.958) (4232) (4.445)
24 3082 4549 4808 5169 5374 5542 56685 24 2988 3542 3904 4167 4373 434
(3.956) (4.546) (4.907) (5.168) (2.918) (3532} (3901) (4.166)
30 3.912 4458 4BO0 5048 5242 5401 5538 2052 3496 3837 4103 4302 4404
(3.889) (4.455) (4.799) (2.688) (3.486) (3.845) (4102)
40 3.044 4370 4696 44931 5116 5285 5392 40 20918 3450 3TO9r 4040 4232 428
(3.825) {4.367) {5.114) (2.858) (3.447) (3.7u1) (4.039)
80 3778 4284 4595 4818 49891 5133 5253 GO 2884 3406 3738 3978 4163 4IM
. (3.762) (4.282) {2.829) (3.389) (3.737) (A8IN
120 3.714 4.201 4497 a7bg 4872 5005 6118 120 2851 3362 3685 13917 4096 4714
(3.702)  (4.200) R {2800) (3.356) (3.885)
o 3653 4121 4403 4600 4757 4882 4987 ® 2819 3320 36 3858 4030 4170
(3.643) (4.120) (2.772) (3314} (3633 o
(Referencia: Cap.IIl,secc.l4;%la Tabla XI, aparece al final)
aw= 0,10 = 0,20
=
k 3
4 »
2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 ] 7 8
s 3060 23772 4282 4671 4982 5239 5458 § 2326 2935 3379 3710 3991 4215 4408
j (2850) (3.717) (4.264) (4.664) (4.979) (5.238) (2087) (2.872) (3.358) (3712) (3.988) (4.214) (4 405)
17 2848 3491 3943  £285 {4.550) 4.781 4972 7 2213 2783 3185 3504 3757 3.963 4137
(2.680) (3.451) (3.831) (4.280) (4.555) (4.780) (2001) (2.731) (3.179) (3.503) (3.756) (3.962) (4.136}
10 2708 3300 3712 4021 4285 4460 4636 10 2133 2,676 3066 3359 3597 3783 3944
(2.563) (3.270) (3.704) (4.018) (4.264) (4.4G5) (1941} (2.632) (3.053) (3.355) (3.590) (3.782)
12 2651 3230 3.628 3.924 4.157 4549 4511 12 2103 2636 3.017 3303 3530 3715 3672
(2.521) (3.204) (3.621) (3.922) (4.156) (1.918) (2.596) (3.006) (3300) (3.529)
16 2588 3146 3526 3806 4027 4207 4360 18 2066 2587 2958 3235 3453 3632 3782
{2.489) (3.124) (3.520) (3.804) (4.026) (1891) (2.551) (2.548) (3.232) (3.452) (3.631)
20 2551 3097 3488 3.738 3950 4124 421 20 2045 2.558 2921 3185 3408 3582 3729
{2.439) (3.078) (3.462) (3.736) (1.874) (2524) (2.914) (3.192) (3.407)
26 2527 3065 3,427 3693 2901 4070 4213 24 2031 2539 2900 368 23378 3549 3634
{2.420) (3.047) (3.423) (3.692) (3.900) (1864) (2.507) (2.892) (A.166) (3.377)
% 2503 3034 3.389 3649 3851 4016 4155 30 2017 2521 2877 3142 3348 3517 3659
(2400) (3.017) (3.386) (2.848) (1.853) (2.490) (2.870) (3.140)
4 2480 3.003 3.352 3605 3803 3963 4099 40 2003 2500 2.855 3116 3319 3485 3.624
(2.381) (2.930) (3.349) (1.843) (2473 (2.848) (3.114) (3.318) (3.4Ba)
60 2457 2872 3315 3563 0755 3011 4042 60 1990 2454 2833 3090 .29 3453 3.589
(2.363) (2.959) (3.312) (3.562) (1.833) (2.456) (2 626) (3.089}) {3.452)
120 2434 2943 2278 3520 3707 3859 3.9687 120 1976 2466 2811 3.064 3261 3421 3,554
(2.344) (2.930) (3.218) (1.822) (2.440} (2 805} (3.063) (3.260) (3.420)
= 2412 2813 3243 3479 3661 3808 3931 o« 1963 2448 2709 3039 3232 3389 3.520
(2.326) (2.902) (3.240) (3.478) (1.812) (2.424) (2.784) (3.037) .
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Tabla XII. Cuantiles de la Distribucién de Q rpara k grupos y v g.l
(Referencia: Cap.11I,secc.5; Cap. IV.secc.?)

dwe 0.0%
v E w8 kw3 ked Emb kmB kem7 kw8 Ewl0 k=12 k=10 E=20
p=1
2 7.08  11-00 1200 144G 15-61 1650 17-36 18-85 1968 2133 2240
3 542 718 8-323 [I%] 084 10-30 10-80 11-62 1223 1Y1d 1383
3 451 584 609 732 782 823 8-58 015 p-61 10-30 10-82
[ 400 517 5-88 640 682 7416 7-48 793 8-30 8-88 0-32
8 379 78 540 588 623 663 678 7-20 7-83 8-04 B-43
7 3-02 452 6-00 581 584 611 634 a7 703 7:49 7-84
8 340 434 87 826 8567 5.82 603 639 6-67 7-10 743

10 332 410 458 403 5-2¢ 543 5-83 G694 819 0:58 €87
12 322 395 440 473 498 519 5-37 587 890 620 653
14 316 3-85 £28 460 4-83 5-08 8-20 5-48 570 6-03 LB, ]
16 310 377 419 449 &78 601 507 534 555 587 612
18 3.00 373 412 44t 463 482 498 523 544 575 6598
20 3-03 3.07 407 435 457 4-78 4-90 518 636 508 588
24 2.98 3-61 399 <26 47 465 479 503 522 551 573
30 294 3-56 391 418 4-38 454 4-60 4-9! 509 5-37 558
40 2-89 349 384 €09 420 45 488 480 o7 8238  B48
60 285 343 377 401 420 435 448 400 88 510 520
120 281 327 370 893 4-11 &2 438 658 IS¢ B S 518

pm3

2 960 1318 15350 17-% 1876 1980 2080 242 2386 I5-B4 2084

3 o2 8-27 060 10-80 1537 1201 1268 1344 1415 1522 160

4 504 054 761 823 880 926 968 1031 1083 1161 1231

5 448 568 648  7-00 7-83 790 823 878 018 983 1081

[ 410 518 587 8-37 817 710 738 7-84 821 877 920

7 387 488 547 592 825 6-58 6:83 724 7-87 808 848

8 370 461 &10 &6t 594 621 644 e-88 712 769 T

10 340 431 482 5-19 549 573 5-83 627 654 695 7-26

13 335 12 450 &m 520 543 563 592 617 685 683

14 320 300 «ed €70 501 522 540 569 592 627 884
16 3319 390 432 @ 88 507 524 502 574 6-07 8-33

18 314 382 425 48 477 €96 513 539 5-60 593 617

20 310 377 €17 440 409 €838 5-03 520 5-49 581 604
Ead 3-04 3-69 4:08 628 1-57 78 400 514 534 5G3 588

0 200 361 398 420 448 462 77 500 518 546 5-68

40 393 343 380 418 434 450 464 486 5-04 530 550

60 288 346 380 408 ¢34 430 52 673 «89 516 533
120 283 338 373 398 13 428 440  4-GO ¢-16 99 5IT

$ 1083 1500 1782 10-88 =46 2276 2386 2506 2708 1923 3083
3 682 923 1073 1184 1392 1344 1408 1506 18684 1705 1785
¢ 651 718 526 §05 967 1049 1063 11-35 1193 127D 1348
5 480 616 702 766 87 858 804 052 098 1069 1132
8 438 555 630 @84 T28 T04 104 B4 883 044 600
7 411 518 6582 031 670 701 720 773 808 863 903
8 391 48 545 &83 020 658 683 783 785 805 B2

10 3065 451 505 G4t 676 6o0( 623 658 688 T¥ 763
12 348 428 478 514 64f  6G5 585 617 843 882 Ta2
14 337 $13 459 483 510 541 559 &89 613 680 &8
16 320 401 446 478 503 523 541 560 593 &: 63
18 323 303 435 466 400 516 537 &84 576 000 03¢
20 318 386 428 457 48 5o 518  G41 583 BBE 620
28 311 376 410 444 467 485 500 52 545 DI 598
30 304 3067 403 432 €83 4350 486 &08 52T BEG 578
4 297 357 304 420 440 455 470 491 610 &3IT 857
60 =00 340 383 408  4I7 442 460 €77 403 G0 538

120 286 340 373 30T 416 & 442 462 477 SO &9

< e e



Tabla XII. (Continuacién),

a= 0.05
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19:08
10-28

6-40
583
541
512
476
404
4-39
428
4-20
414
4-03
308
3.88
3-79
372

2318
1197
8-80
7-20
620
5-84
548
508
474
4-86
42
433
425
414
4-03
203

373

2054
1343
9-89
7-83
0-85
623
5-81
827
494
473
4-50
4-44
4-38
4-22
410
398
386
3-8

kw3 fmd kmb Ltusg k=1

26-02
1332
9-44
7-00
7-08
850
611
801
531
511
400
4-86
477
406
454
44
+32
422

31485
16-88
10-08
889
718
7-03
664
5903
8-88
3-31
514
&:00
490
£76
403
448
430
424

38-2¢
17-61
1241
9:70
8:30
762
803
023
5:80
561
5:30
518
503
480
4170
454
430
425

30-67
1532
1093
897
7-88
7-20
074
616
579
8-56
539
8-28
8517
5-02
4830
476
484
452

37:09
1791
18-43
999
8-04
7-80
7-2%
6-51
6-07
578
o:68
843
531
814
498
4-83
468
454

43:84
20-17
1377
10-93
313
8-38
7-09
G-84
024
6-00
570
5-59
548
828
500
4-88
472
458

3303
16:80
11-89
0-70
848
712
720
G606
616
5890
570
588
540
520
514
&§-060
480
72

4119
19-68
13-54
1081
o34
837
774
803
648
613
590
573
560
542
5-24
507
&00
415

47:38
2216
15:00
11-82
10:07
898
8-23
7:30
074
930
010
5-00
578
554
533
513
495
477

36-68
17-98
1205
10-28
8-00
B 14
7-68
6-86
6-43
618
608
819
508
560
85:34
519
504
489

4441

21-05
14-41
11-47
985
8-83
814
n
678
0-40
616
508
584
562
B4t
&-20
3-08
401

81-07
2373
1693
12-84
10-65
947
807
7-00
705
645
o3
a-10
590
516
564
632
612
404

Ppe=1
3870
18:#3
13-28
10-70

9-36
8-48
7-88
713
8-87
638
618
5-00
5-86
568
5-60
534
5-18
503

p=2
47-08
2210
1514
12:01
10-29
021
848
7-58
7-00
603
6-37
618
603
561
561
541
522
605

pm3
54-13
25-01
16-79
13-14
1113
9-88
¢-03
1-00
731
0-89
659
6-30
6-10
594
571
548
827
8-07

kvw8 kw10 ks 12 22« 16 L w 29

40-60
1977
13:82
1117
9-70
877
B-48
738
687
855
832
616
602
583
064
5-47
B-30
S-14

48-31
2310
15-7¢
12-47
10-6¢
2-83
876
779
731
6-83
8.08
¢33
é190
8-08
3-78
5-84
535
&16

8671
206-11
17-47
13-68
1154
10-23

933

8.2t

T st

709
677
-84
6-30
410
585
661
530
&-18

4389
2112
14-70
11-84
10-25
920
858
112
720
G685
G-60
6-42
027
6-07
587
5-88
5-50
5-32

8304
24-75
16-77
1323
11-28
10-06
23
819
7-36
714
¢-85
6-83
. 040
6821
8-98
576
5-54
535

00-00
2790
18-60
14-48
12.22
10-80
9-84
8-63
7-90
743

7-08 -

083
.63
635
608
G-83
569
5-37

4595
22-10
1540
1238
10-10
064
802
801
T 48
709
683
663
648
8-2d
803
585
5-65
547

6582
2608
17-58
13-84
177
10-49
961
5-30
T84
7-40
7-08
083
867
641
6-18
503
870

549

04-21
20-33
18-50
15-18
1278
11-28
10-24
8-94
8-20
7-09
3
7-00
8-83
658
627
(2]
575
.21

4805
2383
16-48
1320
11-38
10-24
840
8-47
787
747
718
6-08
680
0-50
632
810
580
569

060-20
27.03
1881
1471
12-54
1134
1019
8-09
8-27
718
7-48
719
700
671
044
619
B5-0¢
87

06928
31-50
20-87
16:17
13-59
1197
10-87
948
-2
8:10
U
7-42
719
8-87
G50
0-27
600
574

8224
25-0a
17-29
13-83
1190
10-09
9-87
8-83
818
778
7-43
23
704
678
¢33
430
6-07
&85

03-47
29-28

C 10

15-47
131t
11-04
1063

30

8-80
0%
<172

148 :

735
608
6-88
638
¢13
588

7301
3313
=1-9¢
1008
1435
1381
11346

+88

00 -

841

- 300

10
748
11
678
c-41
QL)
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Cap.I,secc.l1; - Cap.I1II,secc.6)

¢ 7para

Valores de

Tabla XIIIX.
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Tabla XIII. (Continuacibn) 1 - o = 0.99
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5 s8).
Tsbla XIV. Estimacién para P(
Extensién de la Prueba de Tukey para
Digefios de Bloques completamente al Agzar.
(Referencia: Cap.III,secc.?)
o t
3 4 ] 4
r
Nominal P|S & 5}
00 95 00 .25 90 05 o0 L5 20 95
2 8N 818 638 729 869 743 714 aTn 788 453
3 786 768 835 874 704 843 828 .BBA BO3 B69
4 841 868 825 884 B804 868 855 201 548 B9G
5 843 .£98 854 900 848 901 873 .920 B854 924
6 839 896 840 893 853 905 a59 913 0G4 924
\[] .868 923 880 5 880 -k 878 929 B7S K<Y
15 .860 K 1R 879 930 B850 h:x}] 859 925 p. -] JSHY
20 863 829 a8 946 889 948 896 958 310 953
ko] 884 830 800 946 amns 924 854 g25 896 D
40 .879 933 233 .94) 901 853 910 544 .901 B
50 890 B39
60 913 960
70 898 945
80 R-11:] 856

Tﬁblﬂ iV. dompareci
del Método

én de los Puntos Criticos,

de Scheffd Yy Johnson

(Referencia: Cap.Ill,Becc.9)

» < P 03040 U.05,p,0.m ui¥ o5 g -

1 2 .48 1.3 1.40

H 3 12.60 10.74 10.72

2 & 15,52 1.6 2.

H s .30 fraet .17

2 s .89 11.06 20.99

3 3. _aem NG © 5 TSI £ 19 ¥ S
TR 1200 13,24 3,08

3 s, 25,03 11,21 17,33

3 » 40,23 .ol 20,09

4 L] 26.24 11.32 1.4

. s 31.40 19.8) TN

4 » si2e .13 ar.se

s s 313 1.8 w0

3 ] 687 .73 29,08

¥



Tadble XVI. Cuantiles pars 1a Prueba de Kurtz. Para un Disefic con un [
Criterio de Clasificaciébn, los velores deben ser multipli

i cados por la suma de rangos dentro de grupos.
(Referencia: Cap.lV,secc.2)
0 = .08
2 3 4 5 6 7 8B 0 10 1 12 13 14 18 16 17 18 19 20 30 40 L0 100 200 %00 1000

g .
2 343 235 174 130 115 .90 87 .77 70 .63 IS .54 .60 47 2 443 .18 390 376 .358 .245 .1§7 151 079 .042 0177 .0003
3 100 144 114 94 B0 J0 62 56 .51 .47 43 40 38 .35 3335 317 201 257 274 180 16 .11D 063 033 .0143 .0075
4 1.02 125 101 84 72 .83 .57 .51 47 43 40 37 35 33 ¢ 310 204 250 266 254 177 .136 112 060 .08 0136 (071
8153 110 96 .81 .70 .01 .55 .50 45 .43 39 36 34 .32 5 303 287 .73 200 249 .13 133 .110 .05 .02 0131 .CUT0
6
7
8
0

1.50 117 .05 B0 .09 .60 .35 40 45 42 39 30 34 33 6 .302 .87 271 260 249 .174 135 110 059 0314 0133 .00T1
140 117 .05 B0 .00 .61 .65 O 45 42 39, 7 304 250 275 252 251 175 .136 111 060 032 0137 L0072
149 118 96 81 70 .62 55 .60 46 .42 .3 37 235 33 8 308 2p2 278 .63 251 .17 338 (113 06l 032 0130 0073
°
[

1.50 119 .97 .82 {71 .62 .50 .51 47 43 40 37 35 .33 3127 297 282 200 258 1S .40 115 062 0331 0111 .007%

g 10 1.52 120 98 83 52 .63 .57 .52 A7 44 41 38 36 34 g 10 217 300 287 274 262 183 142 117 063 033 0143 .0075
E masii2 00 86 73 64 28 52 43 4 41 38 36 3¢ K 1a22 300 M1 278 208 150 145 110 0G4 038 0146 .0077
E 1218 123 101 85 74 65 85 53 40 45 2 39 a7 3 17327 311 206 252 270 459 M7 . 04 014 00T
E 13158125 102086 75 60 40 54 4D 40 41 40 37 35 ‘z 13332 310 300 287 274 .02 .40 038 0151 0070
u 74 1,60 1.26 1.3 87 T8 .67 60 .55 60 40 43 40 38 .38 x 14 337 a20 305 201 LAT9 195 (152 06 0158 o
E 13 1.62,1.28 1.05 .60 57 08 01 55 51 47 44 41 38 36 i 15342 3% 310 205 253 .1a8 ast . 0400158 oSl
£ 16 161 130 106 .00 .78 .60 62 50 52 AC 44 .41 30 37 E 16 348 .30 3K4 300 297 200 156 128 069 037 0158 <=3
§ 17 166 1.32 108 .91 .70 50 .63 .57 .52 48 45 .42 .30 A7 17 351 335 M1 204 008 139 070 037 0160 .00SH
18 168 1.31 1.09 .2 .60 71 .04 43 53 40 40 43 .40 A8 i 18 57 330 295 207 101 071 038 0162 0085
Z 19 170 135 110 .93 Bl .72 64 O 64 .50 46 .43 41 38 = 19 .362 344 299 .10 163 072 038 0163 0087
20 1.72 1.30 102 .05 .82 .73 .65 .50 .54 50 47 A4 A1 .39 20 .367 .38 303 .212 165 135 .073 030 .0107 .0USS

30 192 1.52 1.24 105 61 .81 .73 5149 46 43 30 408 387 L300 .352 .337 .237 .184 .51 081 .043 0157 .0008

40 208 1.66 1.35 LIt .99 .88 .70 5783 .60 A7 10 444 A2 402 3BL 307 258 201 .165 089 047 0204 L0107

60 223 1.77 145 122 108 .94 85 O .87 83 50 B0 476 453 431 412 3% 07T 210 077 095 .051  .0219 .0115

100 2.81 2.23 1.83 1.55 1.3F 1.19 107 T172 6T 8 100 .60 .573 .540 521 409 351 .273 224 12t 0GK 0277 .0140

200 3.01 288 235 LO9 173 155 1.35 w93 87 & 200 38 34 30 .67 61 451 353 200 L1560 083 0158 .0159

500 5.13 4.0 335 284 247 2.0 L7 1.42 132 1.2¢ 107 800 1.11 1.06 1.01 Kol 02 65 504 41t 310 0513 .0269.
1000 6.81 543 4.44 3.77 3.23 2.00 261 188 1,76 1.65 1.0 1000 147 140 133 127 122 56 66O LAWY U8 158 .08 0457

® Also the factors from {(total range)/(vamber in group)] to allowances for meaws ‘o a

one-way clasification. . .
o2 All cunfidence statements will bo correct in eazh of D5 of one.#ay classificaticns to

* Also tho factors from {(total range)/(uumber in group)) to allowances for means in a
one-way classification.
** All confidence statementa will be correct in ench of 0555 of one-way claxsifications to

which applicd. which applied.
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Tebla IVI, l(:gl?::pml;.l::éc’;c)m :{,ganvg}orgg Be Tabla XVI. (Continuacién) Disefio de Dog Criterios
edia d
los Rangos dentro de Grupo:. I:tgig:éigfacién de acuerdo a8l Método

2 3 4 8 2 10
a= 0,05 2 RTOATY 231 160 13c L1 08 sk 73
= 1271 339 2135 166 139 122 100 1.00 .93
10 1B ®™ 3 40 0 100 200 800 1000 33901 108 140 1 90 .77 e .60 54
€37 188 143 17 1 % & .75 70
P L0 .70 12 73 75 76 7.9 83 88 o4
3 .51 83 55 57 58 60 63 67 72 7.5 ¢ 28 16 121 v om0 .0 .55 .0
4 47 49 81 53 55 56 00 o613 a8 71 307162 121 1w 8 7 77 @7 e2
5 .45 48 80 52 54 53 50 62 87 710 528 15 115 w8 @ s
8 45 4B 50 52 54 55 59 o3 g7 71 i A L L A e
? 45 48 50 53 54 56 60 64 68 7.3 < 6 238 150 1.3 0 T .68 % .53 .48
8 40 40 61 53 55 86 61 64 69 73 ! 23 35 1 ) 6 63 se s
0 48 40 5154 56 57 62 86 71 95 { St B A A : S
E 10 4.7 5.0 5.2 5.5 8.7 5.8 6.3 8.7 72 7.6 £ 7 232 149 1.12 K1} 77 .67 .59 53 .48
. . " s
B 48 51 537 50 58 59 64 es 73 77’ ? BROAES e s e e 8
¥ 1349 B2 84 37 50 60 65 a8 74 78 ©B 230 149 132 .1 . .67 .50 .83 g
£ 1349 53 85 58" 60 61 66 7.0 7.5 79 ¥ 200 1.2 96 .81 .71 | .65 .59 .£5 -.g2
= W 50 53 86 59 61 62 67 71 77 Ao
[ 15 81 54 56 59 63 63 08 12 78 8.2 g 9 22 140 113 @ I8 5 .60 .54 9
E ® 51 s , 5 103 130 03 79 70 .3 .58 .54 .81
. S 81 60 62 ‘64 69 73 790 g3 3
T 17 52 5¢ 38 61 63 65 70 ‘7.4 ‘80 8.4 H 1230 18 135 @ . e G185 L
'§ 18 33 56 59 02 64 66 71 75 81 5% 1 R R LT SN Rt S S
g 10 84 57 00 63 65 67 72 17 81 87 = ; 7
20 54 58 60 04 66 68 73 7.8 53 58 woa o le o o wm . i
3060 65 67 71 74 78 81 87 93 g9a 8 51
086 70 73 78 80 82 89 g8 102 107 ” s i b R o e
B0 7.1 75 79 83 86 89 08 102 100 118 ’ ' :
W0 B0 0.6 100 105 109 N2 131 129 139 148 130235 166 119 o7 B2 32 .64 .37 .82
00 1183 123 120 136 141 M5 1506 156 179 158 L74 130. 87 74 .66 .60 .55 .81 .48
00 364 176 184 195 202 207 223 238 250 200
100 218 214 244 258 2¢8 275 6 3. 31,0 35.7 M287 187 1200 08 R 73 65 .53 .53
L7110 86 .73 .65 59 .54 .51 .43

* Also tho factors from [(mean fange)/(number in group)} to alluwances for means in &
one-way classification.

* Lower entries are nlao {nctom from nean pange of differencors to sllowanees for row means;

** All confidence statements will be i 56, ;. ) i
which applied, o e e furreet in each of 85 of one-way elusifications to upper eatties are alo factors frum {(1otal range), (number of rows)] to allowances for column
means,
** All confidence atatements abuut column totats will be correct in each of 055% of iwo-way
- clasdifications to whivh applied: similar tevlt hiolds for row totals, heace all statesients about

ol totuls will bo correct ‘n each of over 90 of all two-way claasifications.
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Table XVI. (Continuacién) o« = o3

1 1213 14 15 18 It 18 19 20

2 .63 .62 .57 .53 49 401 .4W 410 .38 309

87 .82 .78 4 .1 .08 .60 .61 .62 597

3 %0 486 42 39 37 M7 a0 il 206 283

60 .6 .60 .57 B 3 .81 A9 48 e

4 45 2 39 36 .4 .3n 3 288 274 262
59 .50 .83 L 0 47 .48 M 43 418

6 .44 .41 3% 35 .33 .34 297 282 208 258

i 55 52 L0 48 40 .44 43 Al “0 289
% 6 44 .41 .38 35 .33 .33 2,0 , .31 .28 .25
i 52 0 4T A5 M A1 R} .39 .38 372
® 7 44 4 38 30 33 .}S ;W W3 370 258
" 50 48 40 4 2 4 .39 38 .37 .380
g 8 .45 .41 .33 .38 .M 39 3@ .y 273 .26l
k 49 4 48 3 4 e R a8 L8t
¢ 45 a2 39 .36 .M .33 38 ;™ 377 268

A3 46 44 43 40 .39 .38 36 a8 344

% 10 .46 .42 .30 . .35 .38 3L .05 281 .200
i 47 45 43 41 40 .38 37 .38 35 .38
® 10 47 43 40 38 .35 .3 .36 L300 288 .2
4T 4 a2 e % .38 380 .38 34 RN

12 .47 .4 41 33 .36 3w .3n .08 00 277
d40 4 42 40 % W 3.3 .34 .330

13 48 .44 41 30 0 .36 * 343 ;6 .3®w 208 282
45 .43 41 40 38 .37 .30 35 kN .326
4« 45 a2 30 .37 349 330 34 209 2368
45 .43 41 .39 .38 .36 .33 1} 33 P va]

* Lower entries are also factors from mean rangeof differences Lo allowances for rore means;
upper entries are also factors frora {(total rangs)/(number of rows)) to allowances for column

means,

** All confidence statements about cclumn totals will be correct in each of 9357 of two-way
clasifications to which applied: similar result holds for res tntals, bence all atateuments sbout
4 totals will be oorrect [n each of over B0S% of all two-way classifications.
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Tabla XVII. Cusntiles de la Distribucién

= 4

con g.l.

4= Max. | x{l /8

(Referencia: Cep.lV,secc.3)
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® Colomns (1) snd (2) give the 1 —a/2p and } § §{1 —a)V® percentags points, respectively, of the Student t

wistnbution of u =max Inlh. where m,+ ¢ ¢ 2,
Ut vanances, abd correlations cqual $0 o aid where vt is inde-

distribution. Colunna (3) threvch (13) give the 1 —o puints in the
bave a joiut normal dintiibytion with sere mesna,

poadentof 31, * + + , 5y, and has a Chi-square dutnbution with » degrees of freedom.
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Tabla XVIII. Cuantiles del Estadistico
Q.Vv=k -k -1, al 5% y 1%
(Referencia: CapIV, secc.6)

X

3

11

12

13

14

15

18

19

8-09
19-76

5-52
10-49

462
7-83

41t
657

3-87
590

3.868

660

3-85
516

348
4-90

3-8

- 4-79

3-32
467

3-27
¢-60

321
4-48

3-20
4-40

315
434

314
429

311
€23

3-09
4-21

3-07
415

3:06

413

3.

11-03
26-20

<30
13-80

5-80
9-78

528
8-02

4-88
7-18

4-58
687

4-41
6-16

4-24
5-87

414
564

4-07
5-47

4-00
5-33

3-93
5-22

3-88
5-13

3-85
5-03

3-81
4-97
3-79
4-89

3-33
4-84

31
4-79

3-69
497

4

13-22
30-28

8:44
15-60

681
11-10

502
(L3

545
7-90

B-15
7-30

4:92
6-80

450
G-44

4-64
610

& 53
500

£-44
586
4-30
5-70

£-32
5-58

4-2¢
5-47

4-22
541
4-10
5-33

4-14
5-25

4-12
5-18

410
5-16

£

14:43 -
3244

9-22
17-04

7:38
12-08

(1.7}
9:78

5-92
866

585
778

531
7-20

614
8-87
499
6-60
4-87
6-35

€17
6-18

468
6-02

4-02
501

450
5-80

4-51
571

447
463

448
5-56

441
549

436
545

)

15-48
3500

9-90
18-15

703
12-85

084
10-43

6-32
9:02

5-88
810

5-82
761

540
7-22

- 624

8-91

512

666"

5-02
8-48

4-94
6-20

4-88
8-1¢

480
000

474
5-90

4:70
587
4-68
&-79

4-64
572

4-58
3-647

10-33
30-64

10-88
18-91

8:28
13-32

7-23
10-91

6-57
941

8-20
854

5-89
7-80

5-65
7-50

5-48
7-13

5-34
8-92

5-23
€71
5-t5
8-863

5-0%
6-41

§-00
6-24

494
618

4-83
8-07
4-84
5-99
4-80
6-02

4-78
5-88

17-1%
37-48

10-86
10:78

8-00
13-98

7-50
11-25
643
278

8-40
8-88

607 |

824

&85
778

508
7-42

582
711
542
630
532
8-73

523
6-56

5:18
6-41

510
8-32
5-05
8-23
490
614

408
6-07
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Tabla XIX. Cuantiles de la Distribucién de Modelo M&ximo Estude=nti
28do ma, k*,» ; pars k' = k(k-1)/2
(Referencias: Cap.IV, secc.9)
, a5 .ol |
KOk s 7 10 12 16 20 a4 10 40 0 130 -
H 1‘{% 5,106 «.296 3.80% 3,631 3.4J4 3,333 3,233 3,18% J.119 1.085 2,991 2,83
4 6}! 5,612 &.B14 «€.205 3.99% 1.75) 3.617 3.811 3.447 1,38 1.289 13.311% 3. 142
5 10, £,333 5.198 4.503 4.26) ).306  3.BI] D.TIT 3.637 1.%4% 1,488 3,175 3,709
4 !5;!0.74: 3.502 4.7)9 4.47% 4,170 3,393 3.B90 3, T8%  3.60) ).5B&  J.472 J.802
7 217 7.079 4,932 4.733 4.630 4.372 4,137 4.030 3.906 1.7% I.631 3.590° 3,47
8 25;';7.31;2 £.95) 5.099 £.799 4.431 4,255 4,130 4.009 1.892 1.7B8D 1,672 1.56%
k] 36, T.605 6.12F 4,242 &.93% £.%6) 4,337 4,220 2.090 1.$7% 3.037 J.74) 3,634
e 455j7.319 ©.307 5.36% $.33) 4.0662 <$.447 4,309 £.176 4.049 I.914 3.60% 3,691
11 55&'5.009 $.450 482 3.14% 4.790 £.%29 4.30% §£.247 4.11) 1).984 3.P6D0 1,742
12 ov|@.178 6.379 2,084 35.237 4.430 d.6ui 4,451 4£.310 4.172 «.0)8 3.910 13.797
13 75% B.3)2 b.5% 5.577 S$.33%1 &£.90) 4.607 4.515 4.)6m 4&.225 4.088 1.9%5 2,829
14 91-'g,472 6.003 <,762 S.IY8 &.970 d4.728 4,372 4.431 4.27% 4.133 3.997 2,867
1s lGSi B.402 6.991 5.B41 S.16%9 5.037 4.78% 4.62% 4.470 4,320 <.17% 4.023 3,901
16 120;?9.721 4.994 2,914 S.:3 $.090 4.8'7 &4.674 4.51& 4,062 4.214 4,070 12.93%4
17 1:6 ;I!.Bl) T.0%9 S LBY 597 %.144 4.88&6 4.720 4.%%% 4,402 &.2%C 4,103 ¥_96)
! B 18 , G937 TLATB .08y S5.k5S LUiY4 4,902 4.7€) 4.590 4,407 4.0Es 4128 3.9)
5 1s X".E|9.0)4 7.233 €.10% 5,708 $.247 4.97%5 4.0034 4.6)6 €.47) 4£.116 4,173 I 0@
L’lﬂ 190 f‘ 9.126 7.203 E£.161 S.'?(:D ,_::3?,5,“_5.._?E___‘;’_f___‘:_i’.i,__‘ii.._‘,ﬂ‘. _:._lgl.‘:_:(:(.‘]‘_‘
Tabla XIX. (Continuacién) «:.o¢
x 3 7 10 12 16 0 e 10 40 60 nua -
3 b l.)"‘_ 3.0%% Z.629% 2,747 2,630 1.%%¢ 1.358 1.312 2,483 .454 1,470 2.)Ba
! . 6 lh.oas .83 3199 3.093 2,969 2.097 2.831 2.803 2,760 I.76 2,673 2.831%
TR UL 3.803 3.467 1,343 2,199 3.00¢ 3.059 1,003 2.953 2.900 2.84% 2.800
§ 13 JM.610 €031 3.ATT 3.340 2377 1.202 170 .10 3,000 1,041 1.984 Z.:8
7 A (l.033 a.2%2 3.848 3.700 1.322 3.419 3,332 1.285 3,220 3.1% 23.09) 3.031
8 36 {ls.057 4,421 2,993 3.8)3 3.645 3,504 2.462 2391 3,071 3.3 1aA® .17
. ? 36 [15.232 4.566 4,116 3,931 2,791 D2.634 1,537 1,461 J.407 13,314 2.261 I. 190
10 43 (15,384 4.49) 4,223 4,053 J.B44 3. VA1 )61 ),367 3,403 3,406 2,329 .54
1 s |ls.sa0 4,006 .32z 40143 3.926 2799 3716 2.631 3351 3.470 3.389 3310
17 €6 []3,64) 4.907 4.409 4,229 4,001 3.0869 3,78} 1,697 I.611 2.927 3.443 3,361
1) 78 [[5.730 4.999 4,458 4.29% 4,668 3.93) 1,843 .75 1,687 1,579 1.491; 1,407
14 91 113,830 $5.08) 4.%60 4,367 4,130 1,991 1099 1m0 J.M7 .627 1.5)1); .49
13 105 |[3.942 3.160 4.627 4.429 4.187 4.045 1951 2,037 3.766 2.67% .57 ). 407
16 120 H6.027 5.232 4.688 4,407 4.240 4.095 1.$90 3.907 1.607 1.712 23.617° 3,323
17 13651[6.106 3.290 4.746 4.340 4.209 4.16€1 4,047 1,345 3,847 3,750 .1.632 3.356
1 133 [J6.179 3,360 4.799 4,391 4,233 4,184 4.038 3904 3.€03 1.783 1683 3.%ur
19, 171l{6.240 54410 4,009 «.638 4.379 4.§:s 4123 4,021 3,920 1,818 3.717 1,615
20 ({90 6,311 3,472 4.697 &, (0 4,419 ‘.?64 €.160 4,057 1.9%3 13,830 1746 3,64)
L .
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X kew s 7 10 12 s 20 .. a0 40 60 120 -
3 3{12.769 2.55% 1.410 2.3%7 2,390 7,285 2.231 2.207 2.18) 2.160 2.137 -2.1u
4 [3 f:.z]s 2,961 2.711 2.701 2,616 2.%67 2,534 2.507 2,470 2.439 2.408 2.370
5 10 :J.hs 3.253 J.019 2.%46 2.845 2,786 2.747 2,709 2.671 2.63) ';J.su 2.%60
6 15].3.837 23.478 23.229 3.136 3,027 2.95% 2.9)11 2.868 2.92% 1.782 2.719 2.697
L3 !4.049 3.661 3.391 3.29%0 3.166 3,003 3,044 2.996 2.%4B 2.901 ‘2,854 2.807
8 28f/4.224 3.814 3.527 3.41% .28 3.200 3.156 1.104 3.052 3.001 21.949 2.898
3 3 :¢.:\1s 3.94% 3.644  3.S30 3,390 3,306 3,251 13.196 3.141 3.086 J.0)1 2.97¢
19 &s5)ia.506 <.080 1.746 3.637 1,480 3.393 3,335 3,377 3.219 I.160 3.102 3.D43
11 ss 'L.Gll 4,162 }.836 3.711 3,560 3.469 13.409 3,348 3,287 1.226 3,165 1.10)
12 66 l4;.127 £.252 3.917 3.780 3.633 3.533 3.476 3.413 3.34% 3.286 ).221 3.187
13 78 |i4.821 4.335 3,991 3.860 3.6%6 3.601 3.5)6 J.471 3.405 3.339 3.277 3.20%
14 91lla.906 <¢.410 4.0%8 3.92& 3.750 3.638 3.391 1.52¢ 3.456 1.388 3.31p 1.248
15 1osilc.935 4.479 4.11% 3. 3,D0)) 3,710 3,642 3.573 3,504 ).433 3367 I.2%
16 120 fs.osa 4.%42 4.176 4,037 3,803 3.73% 3.689 I.61% 3.547 13.47% 3.4C1 3.327
17 13ells,12% 4,601 4.229 e.08r 3.1} 3.804 3.7} 1.661 :.s508 3.31_4_.3.‘_;9 PR
16 153[js.180 4.657 4.279 4,135 3,935 3.846 3.TT4 3.700 I.626 1.350 ’ 3.473  3.304
19 171 08.247 4,708 4,333 £.17% 1.99% 3.866 :.017 1.717 3.66] 1304 3.50% 3.42%
20 xeoi §.302 4.7%7 4.369 4,220 4,035 3.92) 3.848 3.772 3.6%5 ).616 3.336 1.4%)
4
Tabla XIX. (Continuaciébn) e=z020
Lu—-;': :_ S —.1 12 12 PR 24 m 40 5 120 - !
v ¥
f 3 1',~,z.‘.1x 7.056 1,975 1,944 1.907 1.845 1.871 1,857 1.84) 1,829 1.613 1l.801
Lo 6”2.592 1,639 2.330 2,283 2,238 2,204 2,38% 2,169 2.149 2.130 2.110 .09 ;
s 10/13.889 2,708 2.579 2,430 2.469 2,413 2,409 2,38% 2.361 2.337 ;.213 2.389 !
3 !5!':\.117 .96 2.7T0 2,711 2.64u 2,804 2,777 2,549 2.%22 2.454 2.4LC Q.438 i
DT 210,3.299 ).0682 2.924 2,463 2.7u8 2,782 2.712 2,581 2.650 2.614 3.548 2.557 I,
] 28”:.451 3.220 3,052 2.987 2.906 2.4%7 2.824 2.791 2.758 2.7I4 12.690 2':%55 |
% 3 ’3.580 3,318 1.161 13.09) 3.007 2.955 2.92C 2,985 2.847 1.813 2.776 2.7)8
10 45([3.693 1.<al 12.25F 3.18% 3.095 1.041 3.003 2.367 2.319 2.090 2.551 a.811 |
1L 53 l:.mz 3.332 3.341 2,267 3,173 3.il6 3.C078 3,019 2,999 2.959 2.917 2.87& l
12 6k i;.aeo 3,613 3.426  3.339 3,243 3,164 J.3i44 3.104 D.062 1.2 2.97% a.sJ:":gi
13 78;,3.960 ).686 1.484 1,405 21,306 3,245 3.204 3.162 3,119 3.075 3.00 2,983 )
14 91{/4.03) 3.755 3.346 3,46% 1.363 3.301 3,259 3.215 3.171 3.126 ).0Y9 3.050 '
17 105)]«.099 1,814 3,603 3,520 3.416 3,332 3,309 1.264 3,219 3.172 3,123 3.072
16 120 ':4.151 1870 2.65% 3.571  3.46% 3.299 3.3%3 3.310 3,263 3.215 3.168 3112 |
17 136 in.na 3.922 3.704 3.618 3.510 1.447 3.398 3,352 3,304 3.25% 3.203 3.149
18 152 :4.271 3.971 3.789 3.662 1.%52 3,404 1.4308 3.391 3,342 1.292 13.33% 13.18)
19 171 %4.321 4,017 3.792 3.703 3.%91 13.32) 1,476 2,418 3.378 3.327 3.272 3.21%
20 |4.367. 4.0%9 13.832 2,742 3.629 3.5%9 3.511 3,462 1.412 3.339 3.304 3.243%

190
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Table IX-A. Valores de D* pers el M&todo Modificado de Gu-ta.
(Referencia: Geap.II,secc.6)

x
n 3 4 5 "
ax0 5 10 0 5 10 o s 10 0 510
P = 09
3 257 185 136 275 215 187 286 229 171 315 260 206
5 239 183 129 25 205 151 272 218 165 aes 254 202
10 230 178 126 251 199 148 265 214 143 a0t 25¢ 200
- 223 173 123 245 195 145 260 210 160 o0 248 103
P .05
3 330 262 197 342 277 215" 349 287 228 367 301 287
5 280 740 163 315 258 202 3»s 270 216 363 301 241
10 202 229 176 302 249 196 a4 262 210 ER T 206
m 2n 221 an 202 242 182 306 286 205 s42 292 4
o IndiRareni e gis = BN,
Tabla XX. Valores para n y C
pers el caso k = 2, 3 y 4
... . {(Referencia: Cap.IV,secc.10)
: Fry P, 99
———
n, >,
Tabla XI. Valores de o
R
(m , o, b) o1 2606 543 1802 521
P r.82 559 -
(Referencis: Cap.I1II,secc {2 a2 o1 o3y M
25 38.54 525 7688 . 600
_ s 3 48,80 667 9744 rez
6 5 83 32 750 172 09 LGl
s 340 30 875 P S 44
m, m, 1.1 13 1.5 20 5.0 10 80 541 20 9006 108112 :sr:rg
.80 X 215350 .950 132450 Y
1. 2 1033 1.094 1152 1203 1882 2581 :
1 3 1037 1106 1170 L3S 1962 2709 b k-3
1 4 1039 1113 1.48% 143% 2012 2789 001 : P
1 5 1041 1117 1188 1347 2047 244§ 9 ;f,‘gg o 6330 4519
1 6 1042 1020 1193 1357 2072 2838 2 54.40 576 AL 1537
1 7 1043 4123 1187 1954 2082 2919 25 . 8194 B0y Jota  .ses
1 8 1043 1.125 1200 1363 2107 2944 33 78.18 647 10310 ‘elo
1 9 1.044 1126 1203 1374 2119 2964 5- 139.12 735 g?‘l); '#fé,’
2 1 1003 1.095 1085 1,291 1915 2646 ?5” 141.82 754 23413 [731
3 1 1037 1107 1173 1323 999 2784 ‘% 575 20 876 9.46.12 .87
4 1 1039 1114 1003 1342 2040 2654 . g0 89388 202 147968 9py
5 1 1041 1118 1190 1354 2082 2915 : 339552 651 5856,62 950
8 1 1642 1121 1995 1363 2104 2952 e kwd
7 } 1043 1924 1199 1370 2921 2979 L2
8 1 1043 1.125 1202 1974 2934 2.999 .001 . 49,28
9 1 1044 1127 1201 1378 2145 9.017 1 54.61 et ;:;; : g',g,
Kramer's §3 gggg 584 10282 565
valuas 1025 1072 1118 1225 1732 2.345 P i 198m3 gjg ;;9-;’2 e
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