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RESUMEN 

El pr6posito del presente trabajo es presentar el esta

do actual de las comparaciones múltiples de medias. En él 

se han recopilado trabajos importantes que se han publicado 

hasta 1982. El intcr6s que se persigue, es dotar al intere

sado, de una compilación actualizada de las pruebas de compa

raciones múltiples de medias. 

La presentaci6n de cada prueba estadística se ha hecho 

de manera intuitiva a fin de ser accesible a otros profesio 

nistas con interés en esta área. Cada prueba consta de un 

ejemplo numérico y de tablas adecuadas en un apéndice, al fi

nal," 

En el capitulo 1 se exponen las pruebas de comparacio

nes múltiples que constituyen el punto de partida en este 

tipo de pruebas simultáneas; en éste se incluyen la prueba 

de Fisher, conocida como diferencia mínima significativa 

(DMS}, Tuke,Y - conocida como diferencia mínima significativa 

honesta (DMSH}, SNK - propuesta por Student, Newman y .Kenus, 

Mgwiati plllleba.1> no c.ott-U.eiw.11 ej emplo6 11wnWco1> ni. .tab.ial>, po!Lque. 
la. p.w.eba. e.6tad.l6.t.i.c.a. en CLJ.eAt.i.6tt .toda.v.ta 110 ha. 1>.úlo c.omp.f.e.tame.n.te. 
du a1r.1to liada.. 
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INTRODUCCIÓN 

Los primeros traba.fb's hechos de manera muy general, fue 

ron los de Irwin, J .o. J192S) y Student (1927); el primero 

de estos -Irwin- se bas6 en algunos trabajos de F. Galton y 

K. Pearson, sobre la distribución de las· distancias entre 

la observaci6n máxima y su antecesora; el se'gundo de ellos, 

Student, usando los resultados de K. Pearson y L.H.C. Trippett 

sobre rangos normales, propuso el rango como criterio para 

rechazar y repetir observaciones en análisis rutinarios. 

R.A. Fishcr en 1935 propuso usar pruebas de t individua-

les, seguidas de un análisis de varianza para seleccionar 

aquellos efectos que provocan una significancia estadistica; 

esta idea después fue conocida como la prueba de la DMS (di

ferencia mínima significativa). En 1939 D. Newman formuló 

la primera prueba de rangos múltiples para el problema de an~ 

lisis de varianza, utilizando fundamentalmente las ideas de 

Student. 

Estos trabajos constituyeron la base del estudio de las 

comparaciones múltiples. Sin embargo, ninguna de estas ideas 

estaban completamente desarrolladas; los fundamentos de las 

comparaciones múltiples quedaron establecidas por Duncan, 

Sheffe y Tukey, entre 1947 y 1955. D.B. Duncan estudi6 y de-



&chcffe, Duncan y Bonferroni. En el capitulo II se han in

cluido las pruebas que comparan varios tratamientos experime!!. 

tales contra un tratamiento control; el trabajo inicial en 

este tipo de comparaciones múltiples, fue elaborado por Duncan 

(1955) y posteriormente se modific6 para casos desbalanceados; 

se incluyen otras pruebas que cubren el mismo objetivo: com

prar simultáneamente varios tratamientos contra un control. 

Las pruebas de comparaciones múltiples propuestas hasta 

la d6cada de los cincuentas se han incluido en el capítulo I; 

sin embargo, estas pruebas resultaron poco robustas para dis~ 

ños desbalanceados, con heterocedosticidad o con correlaci6n 

entre las medias <le los efectos. Este tipo de pruebas se han 

incluido en el capítulo lII, que en esencia son modificacio

nes a las pruebas de Tukey, Scheff~ y Duncan. 

En el capitulo IV, se han agrupado una miscelanea de 

pruebas de comparaciones multiples de medias. En 6ste se i!!_ 

cluyen pruebas para diseños con datos faltantes, con uno y 

dos criterios de clasificaci6n, con efectos fijos y aleato

rios, para diseños de bloques completamente al azar y para 

el anilisis de covarianza, pruebas que usan rangos y otra 

que usa t6cnicas <le análisis de conglomerados. 

¿ 
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sarroll6 el uso de pruebas de rangos múltiples, a1111que éstas 

fueron pensadas para hacer pruebas de significancia y no pa

ra intervalos de confianza. J.W. Tukey introdujo el uso de 

las pruebas sobre diferencia de varianzas y se considera que 

él incorporó el uso de las pruebas de comparaciones maltiples 

en la práctica cstadistica cotidiana. H. Scheff~, investigó 

la relación entre las comparaciones mdltiples y las hipótesis 

lineales generales, proporcionando una interpretación de los 

intervalos simult§neos de con~ianza a las pruebas de anfilisis 

de varianza. 

Los trabajos importantes más recientes han sido elabor!!_ 

dos por Miller (1966), Seeger (1968) , Kurtz~ et~ a.l.. (1965) 

y Duncan (1965). 

l. lQué son las Comparaciones Na1tiples? 

Supongamos que X es una variable aleatoria con una di~ 

tribu~i6n normal de media µ y varianza a 2 

si 

X1, Xz v.a.i.d. 



podemos pustular la hipótesis nula 

Ho \.11 =. o. \.12 o . . • (1) 

pero pudimos haber postulado 

Ho1 \.11 = O 

JJ2 .. o • • • (Z) 

por separado. 

El probar de manera simultánea µ 1 c0 y µ 2 =0; concierne 

resolverlo a la filosofía de las comparaciones mOltiples. 

Probar la hip6tesis (2) por separado es s6lo una de las po-

sibles formas para probar Ho. y no concierne a las compara

ciones mGltiples, resoivcrlo. 

Otra forma de comparar \.11 y µ 2 es 

Hz JJ1=0 JJ2>0 

Hl • · JJ1=0 >µ2<0 

H~ •·· V1Lo•·· J2~0-
Hs ·i·1;.o· '~2 >o 

H& JJ1>0 JJ2~0 

H1 JJ1<0 \.12<0 

Ha \.11<0 \.12>0 

Hg J.J.i>O \Jz=O 
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Cuando se hacen varia~ comparaciones de manera simulti 

nea, no es suficiente con rechazar la hip6tesis nula para 

dar una conclusión, sino que debe encontrarse cuiles medias 

producen el rechazo de la hip6tesis global. 

Si el investigador esti interesado en cuantificar el ta 

maño del efecto no nulo, entonces son necesarias las pruebas 

de significancia o los intervalos de confianza. 

2. Consideraciones sol1re J_íi i:Ó~~ract6,n de las Comparaciones 
Mal tiples. 

En la mayorfa de los casos, es necesario realizar un an! 

lisis de varianza para encontrar la significancia de las me

dias. Una vez realizado este proceso debe observarse si el 

interés del problema es meramente exploratorio en cuyo caso 

las comparaciones mdltiples son lo indicado. Por otro lado 

es necesario determinar si se desea una prueba de significan

cia 6 un intervalo de confianza; las pruebas de significancia 

son utiles cuando deseamos comparar µ¡ y µ2 en cualesquiera 

de las opciones antes indicadas -una situación distinta suce 

de, cuando una de las poblaciones a comparar es un control-; 

los intervalos de confianza son útiles para encontrar, dada 

una probabilidad, en qué región se ubican simultáneamente los 

parli.metros µ1 y µ2. Otro factor que debe tenerse en cuenta 

es saber qué comparaciones realizar y cuándo realizarlas. 

Hay· situaciones experimentales en las que se desea elegir 
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ciertos contrastes de interés previamente a la realizaci6n 

del experimento, o bien sugerir hip6tesis a la luz de los 

datos, en el primero de estos casos suele probarse cada com

paración por separado, mientras que en el segundo caso se 

utilizan los métodos de las comparaciones múltiples. El uso 

práctico de las técnicas comparaciones múltiples, consiste 

en dar ciertos límites al efecto previamente elegido más que 

ofrecer una solución exacta. En seguida se ejemplifica el 

modo de operación de una prueba de comparaciones múltiples 

sencillas, la DMS (dif. min. sign.) de Fisher. 

Ejemplo l. 

Supóngase que se tienen 5 tratamientos, A, B, C, :0, E; 

en un diseño completamente al azar con 6 repeticiones. Las 

medias de los tratamientos son: 

A 
55.16 

B 
60.] ó 

e 
72. 83 

D 
70.S 

E 
64.l 6 

para el ejemplo la tabla de análisis de varianza tiene como 

cuadrado medio del error 4.Sl, con 25 grados de libertad y 
•O 5 •O 5 

la F calculada es 70.31, en este caso F = 2.76, F ;>F 
~.2s c ~.os 

por lo tanto hay evidencia significativa de que las medias 

de los tratamientos son distintas. Sin embargo, la prueba 

de F en el análisis de varianza indica solamente que existen 

diferencias en las medias de los tratamientos, pero nos dice 

muy poco en dónde residen tales diferencia~; es decir, cu{

les medias son las que producen la significancia estadística. 
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Los m!todos de las comparaciones mOltiples se diseftaron para 

examinar un conjunto de medias y encontrar cu11les medias pr~ 

ducen el rechazo de la hip6tcsis nula (i.e. Ho : las medias 

son iguales). 

Antes de introducirnos en métodos de comparaciones m61-

tiples más elaborados, comen~aremos con dos métodos muy sen

cillos, aprovechando el ejemplo l, m5s adelante los enuncia-

remos a detalle. 

Una vez que la F resulta significativa, después de un 

análisis de varianza, todas las diferencias por parejas de 

tratamientos se pueden comparar. El procedimiento consiste 

en encontrar la diferencia mínima significativa (O.M.S.), 

usando la t-Student, para el caso balanceado tendremos 

DMS t ir- CME , n ~ 2 
g error 

donde r es el n6mero de repeticiones de los tratamientos y 

CME es el cuadrado medio del error. En el ejemplo cada tr~ 

tamiento tiene 6 repeticiones y el CME es 4.51, entonces con 

una t al St con 25 grados de libertad es 

DMS 1.708 ~+ (4. s 1) = 2. 09 • • • (.3) 

ahora comparamos esta cantidad con las diferencias de los 

pares de.medias; aquellas diferencias de medias mayores que 



2.09 indicaron posibles diferencias reales, 

Sin embargo debemos hacer l O i:Ó1nparaciones de pares de 

medias y seguramente que algun~s diferencias ser5n falsas 

positivas (i.e. declarar dos medias de tratamientos distin

tas, cuando en realidad son iguales). Un procedimiento alte~ 

nativo es usar el nivel de significancia entre el ndmero de 

comparaciones, en nuestro caso 5 por ciento/10 • .S por ciento, 

en lugar del 5 por ciento! Entonces tendremos 

DMS = (.LS 1 ) = 3 . 4 2 . . . c,i J 
'. .. ·,:.;.:··.,'../:.-<: .. :;:.··.,,· ·.:<~.:: .. ::./.:.,:/.:: 

en lugar de (3) cuando ~~ T~~l~z~rt 1~~ comparaciones de dos 

t ratam ien tos s ignificati vamJ~te d.ií~;ent¿~ 

Este procedimiento básicamente fue el sugerido por Fisher 

en 1935, excepto que él sugiere hacer m comparaciones de int~ 

rés antes de ver los resultados, con un 51 m por ciento de 

significancia. Sin embargo, se puede encontrar que la prueba 

de F global sea significativa, pero ninguna de las pruebas de 

t, para diferencias por parejas, sea significativa [Miller 

(1966)' pág. 91 J . 

Una explicaci6n y desarrollo más detallado se encuentra 

en el interior de este trabajo, por el momento s6lo se hara 

el planteamiento de manera superf',cial. 

Supongamos ahora que no tenemos interés en todas las com

paraciones entre 5 tratamientos del ejemplo 1, sino en aquellas 
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medias mis altas. O bien podemos elegir las medius m6s bu

jas u otras combinaciones de interés; poro cada objetivo se 

utilizan técnicas distintas. 

3. Nota Preliminar. 

Las pruebas de comparacionds mdltiples tienen fundamen

talmente fines ex~lorat~rios; sin embargo algunos investiga

dores estarin interesados en hacer comparaciones por parejas 

de medias y otros est~rin interesados en ciertas comparaciones 

específicas entre las medias. En el primer caso generalmente 

no existe un conocimiento especifico sobre qué medias campa-

rar; en el segundo caso existe de antemano una idea estruct!!_ 

rada de qué medias comparar. Para esta Gltima situaciones 

es recomendable usar contrastes para comparar las medias-de 

los tratamientos de interés. (.Ostle: 198.1, pág. 2931. En 

primer lugar nos referiremos a los contrastes porque muchas 

de la~ comparaciones múltiples usan contrastes. 

Definición 1. 

Se llama con~traste a una combinaci6n_line~l de_las me

dias ~i de los tratamientos· 

p 

ljl · l Ci Ti 
i=1 



1 o 

tal que 

p 
l c. Q 
i=l l. 

La estimaci6n de ~ est; dada por 

p 
¡ e.y. 
l."l l. l.. 

si el modelo es completamente al azar con P tratamientos, 

se tendrá 

y además si V. = tY . ./n. 
l.. j lJ l. 

de donde 

E(.Y. ) 
1. ll + 'i 

(

i=l. 

j=l • 

2, ••. ,p 

2, ••• ,ni 

independientes 

1 
ñ:-7 

1J 



p 
¡ C.E(Y. ) 
i=J l. ]. • 

A 

p 
¡ c. (µ+-r.) 
i=l ]. ]. 

p . 
¡ C.µ + 
i=l l 

11 

una propiedad deseable de 'i' es que seainsesgado para 'i', es 

decir que 

" E('i') .. 'i' 

p 
La estimaci6n de 'i' esta dada por ' = I e.Y .• de donde 

Í'"l 1 I • 

p 
µ¿ c. 

i=l l. 

p 
¡ c .•. 
i=l l. ]. 

p 
µ¿ c. 

i=l ]. 

p 
l c. 
i=l l. 

p 
¡ c .•. 
i=l l. ]. 

o 

o 

(NOTA: µ depende de las características comunes a toda la 

la pobiación y no del diseño seleccionado, por ello 
p 

no podemos asegurar que µ = O, luego ¡ C .. = O l. 
i=J l: 



1 : 

p 
De aqui se observa que la condición Í C.=O es impor

i=l l 

tante para la estimación de '!'. 

Los métodos que describimos en este trabajo ofrecen 

pruebas de significancia y/o intervalos confidenciales para 

pruebas de contrastes y para comparaciones dos a dos. Los 

intervalos de confianza son del tipo 

'!' e '!' ± D 

donde el valor D depende de la prueba considerada. 

tiene 

como 

En el modelo 

-> 

-Y. 
l. 

>:c1.Y. "' l l. 

p 
Í C. ·T • 
i=l Jl. l. 

N úi +Ti. cr2 /ni) 

p c. z 

N(}:CUTi' 0 2¿ _1_) 
i=l ni 

p 
y 'i'J. = ¿ e . . V. 

l=l J l. l.. 
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Definición 2, 

Sean 'l'i y '1' 2 dos_contrastes tales que sus respectivas 

estimaciones están defi~:i.d~s por 

... p . 
'l' 2 =í C2.Y. 

i= 1 . 1 l. 

se dice que '1' 1 y '1' 2 son ortogonales si 

para ni=n (i=l, 2, .•• ,p) se. tendrá 

Calculamos la covarianza entre '1'2, ya que si la c~ 
,... 

varianza es cero y '1' 1 y '1' 2 , se distribuyen normal, entonces 

obtendremos que '1'1 y '1' 2 serán independientes. 

E { C.~1 - 'l'1H~2 - '!'2)} 

·{[L c,.vi. -í.,c.r,J1Lc~jyj. -r c21·•·J] J =1 J 



E 
{

n. n. 
l J - -l l e, . Cz .· (Y. - "[ .. )(YJ· 

i=l j=l l J · 1 '. ,1 . -';l} 
r 
i 

Para obtener el,,valor. de· .. la espeTanza consideraremos 

1) i ¡! j ; 

E { (Y. • - t . ) ('i'. - t : ) } 
l.. l J. l. 

E (Y. - T.) E (Y. - T 
1
.) 

l.. l. J. 

µ • µ 

2) i j; entonces 

E {<:r- - T.)(Y. - t-)} 
J., l. J. J 

E(Y. - t.) 2 
l.. l 

= E(Y. - µ - T l.. + µ) 2 
l.. 

cr2 
2 + o + µ • 

ni 



Por lo que 

Y c1 .c2 .E(Y. - •. )(Y. - •·) + ¿ c1 .c2 .E(Y. - •. )(V. - •-) 
i~ j l. J ]. • l J • J i=j l. J l.. ]. J. l. 

si '1'1 y '1'2, son ortbgo~ales_Y_ 
l~J 

Cov ('l'í, '1'2) 

lo tanto 

:, ,_., .. 

de·aqui que la condición de ortogonalidád implique covarian-

za cero. 

:Sn resumen la combinación de los efectos de.trataml.entos 

es un contraste si 

es tal que 

p 

'!' l Ci Ti 
i=i 

p 
L ci o. 
i=l 



1 IJ 

Por ejemplo si P 4 tratamientos, la combinación 

es una combinación lineal de las medias de los tratamientos, 

sin embargo no es ningun contraste porque la suma de los coe-

ficientcs es (+1 -1 -1 -1 = -2) distinta de cero. Esta com-

binación compara la media del tercer tratamiento con la suma 

de las medias de los tratamientos restantes; para que cumpla 

con ser constante,· entonces debemos comparar TJ, con el pro

medio de las medias restantes es decir 

es un contraste porql1e 0 la sunia~a;cclos~ºC::oéficientes es cero 

Por otro lado tenemos que los contrastes 

'11i 

p 

l c1 • Y. 
i=l l. l., 

son ortogonales si 



l 
i 

o 

Por ejemplo si tenemos S tratamientos, los contastes 

'!'¡ = T 1 ~ T2. 

.. 
'!' 3 = 2 'j:-¡ + 6 'f 2 + 11 T 3 - 1 9T " 

1 7 

para n 1 =2, n 2 =6, n 3=11_, n .. =<t,. n 5 '=2,_son contastes ortogonales. 

'!' 2 y 'I'¡ _·.· ~ºr1 e ortogonales .• 

2.2 + 6.6 -z- ~- 8. i 1 
11 + 0(-19) 

4 + .JLf?- = o 

'1'2 y 'I',. .son ortogonales. 

2.2 + 6.6 -z- ~ 8.11 + 0,4 + OV23) 
11 ~ z.·. o 

análogamente se encuentra que '1' 1 y '1' 2 ; 'l'1 y 'l'-3 , '1'1 y 'I' ..... 

'1'3 y q·,. son ortogonales, por lo que, '!' 1 , '1' 2 , '1' 3 y '!'" son mu-
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tuamente ortogonales. 

También p~ede probarse (l. Méndez 1976), que el namero 

máximo de contrastes ortogonales es P-1. Pero debe sub~a

yarse que a pesar de la ortogonalidad de los p-1 contrastes 

los estadísticos de prueba no son independientes. 

De todos los conjuntos de contrastes ortogonales, el 

investigador debe escoger el que más conviene a sus intere

ses. Los contrastes ortogonales son deseables pero no abso

lutamente esenciales. Cuando se tiene interés en varios con

trastes, la falta de ortogonalidad no debe ser obstáculo para 

hacer pruebas estadlsticas siempre y cuando tales contrastes 

no sean sugeridos por los datos (V. Chew,1977). Los contras

tes sugeridos a la luz de los datos deben ser probados por 

métodos de comparasiones múltiples especiales. 

Una pregunta natural puede ser ¿Son mejore~ los contras

tes ortogonales que los no ortogonales?. Intuitivamente los 

contrastes ortogonales son preferibles si se desea que no es

tén correlacionadas las estimaciones derivadas de los diferen

tes contrastes, puesto que éstos garantizan la independencia 

al tomar P-1 contrastes; sin embargo, como ya lo hemos hecho 

notar, el contar con un conjunto de contrastes ortogonales no 

significa que debamos probar todos ellos, sino únicamente de

berán analizarse aquellos contrastes que sean de interés para 

el investigador (Ostle 1981, pág. 295). 
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4. Ejemplo de Ingeniería Biomédica 

En algunas pruebas de comparaciones múltiples se toma

rán como ejemplo numérico un experimento en Ingeniería Bio

médica y considero conveniente exponerlo ampliamente en esta 

sección (tomado de Andcrson, 1979 pág. 162). 

Un ingeniero construyó un aparato mecánico para simular 

el sistema circulatorio del ser humano; se usó un tanque de 

agua como simulador de la presión sanguínea, la cual se po

día controlar. Se utilizó además una bomba que simulaba 

las pulsaciones del corazón y un sistema de mangueras flexi

bles imitando el recorrido del torrente sanguíneo. El motor 

en cuestión podía controlarse de tal manera que el pulso va

riaba de O a 220 "latidos" por minuto. En el· experimento se 

usaron 4 tipos de válvulas protéticas y 6 diferentes_ritmos_ 

de pulsaciones por minuto. El experimento se realizó de la 

siguiente manera: Cada válvula se corrió dos veces pero de. 

manera aleatoria, en cada corrida se probaron cada uno de 

los 6 ritmos de pulsación en forma aleatoria. Para clarifi

car este diseño, considere los cuatro tipos de válvulas como 

tratamientos y con un orden completamente alcatorizado, de 

tal manera que cada tipo de válvula o tratamiento es proba-

do en la máquina dos veces, en cada prueba se tiene una vál

vula nueva pero del mismo tipo. Note que cada sesión de prue-
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ba constituye un bloque y cada sesión esta anidada en tipo 

de válvula. Hasta aqu1 se ha descrito un diseño completame~ 

te al azar, y el tipo de alcatorizaci6n puede ser así 

1 

4 5 

TIPO 

2 

2 7 

DE VALVULA 

3 

6 B 
ORDEN DE SESION DE PRUEBA 

4 

1 3 

Usando el esquema anterior, se selecciona primeramente 

la válvula 4 y se realiza la sesión de prueba con los 6 rit-

mas de pulsaciones previamente aleatorizados. En seguida se 

selecciona la válvula 2 y se procede de igual manera hasta 

terminar en la sesión 8 con la válvula 3. 

El modelo que sirve para analizar los datos, obtenidos 

de esta manera, es 

yijkl 

donde 

µ 

i=l •.•.• 4 j =1 .z k=l ,2 •.•• ,6 .e. =1 

Es la respuesta del flujo de gradiente máximo 
(mm Hg) obtenido de la j-ésima scsi6n k-ésima 
pulsación, i-ésima válvula. 

Media global 



º..Z(ij) 

SPjk(i) 

e: (ij k,t) 
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Efecto de la i-ésima válvula (fija). 

Efecto de la sesi6n j-ésima (válvula aleato
ria) en el i-ésimo tipo de válvula. 

Error de. restricción causado por los 6 tipos 
de ritmos de pulsaci6n corridos en la j-ésima 
sesi6n de válvula i. 

Efecto de la pulsación k-ésima. 

Efecto de interacci6n de la válvula i con la 
pulsaci6n K. 

Efecto de interacci6n de la j-ésima sesi6n 
en la i-ésima válvula por el ritmo de pulsa
ción k-ésimo. 

Error aleatorio, en este caso se tienen cero 
grados de libertad porque se tiene una sola 
observación en la sesi6n j-ésima de la válvu
la i-ésima para la pulsación k-ésima. 

Los datos son los siguientes 

RITMOS TIPO DE VALVULA 
.) DE SES ION SES ION SES ION TOTALES 

PULSACION 1 z .) ;¡ 5 ó 

2 3 4 2 6 s 
2 4 4 4 4 s 5 
3 5 7 4 3 s 6 

4 3 5 s 3 8 10 

5 7 7 8 s 9 9 

6 6 6 6 7 7 8 

Totales.,. 27 32 31 24 40 43 
59 55 83 89 
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La tabla de ANDEVA usando el modelo descrito es 

F.V. g.l. S.C C.M 

Vi 3 72 . 25 24 • 08 . 

4 7.00 1.75 

ºa.(ij) o 

5 

_.,_~ ~ 

15 38.25 ·2;55,·· 0 2 +(/+202 ·. 
e SP vp 

SPjk(i) 20 15.00 0.75 a2+o2 
& SP nada 

e: (ijkf) o nada ª2 e· 

Total. .. 47 237 .92 

* Significativo al 5\ 

Obsérvese que con este diseño sí se pudo probar el efe~ 

to de válvula, su Fc=CM(V)/CM(S); en este caso el CM(S) está 

funcionando como error (a), contra el cual se compara el 

efecto de válvula. Además se puede probar el ritmo de pul

saci6n, su Fc=CM(P)/CM(SP); en este caso el CM(SP) está fun

cionando como error (b). Los efectos de tipo de válvula y 

ritmo de pulsaci6n fueron significativos, corresponde a las 

comparaciones múltiples deFidir cuáles válvulas y cuáles 



ritmos do pulsaci6n son iguales y/o distintos. 

Finalmente se escriben en seguida las medias de tipo 

de vilvula y ritmo de puLsación. 

Tipo de válvula 
media 

e 
4.917 

D 
5.583 

B 
6. 917 

A 
7.417 
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Ritmo de pulsación 
media 

M N O P Q R 
4.ZS 4.375 5.125 6.625 8.ZS 7.125 



CAPITULO 

MÉTODOS BÁSICOS 

lntroducci6n 

En este capítulo se presentan los métodos de comparacio

nes múltiples propuestos por los iniciadores de esta técnica. 

En primer lugar se expone la prueba de Fisher, quien en 1935 

propuso usar pruebas de t, seguido de un análisis de varian

za, para probar el efecto entre dos medias de tratamientos, 

a esta prueba se le conoce como Diferencia Mínima Significa

tiva (DMS). En seguida se expone la prueba de Tukey (1953), 

la cual usa la distribución de rangos estudentizados, esta 

prueba esta diseñada para casos balanceados. Además se expo

ne la prueba de Student-Newman-Keuls (SNK) la cual es una mo

dificación de la prueba de Tukey y compara con un criterio 

secuencial - i.e. se va modificando de acuerdo al número de 

medias involucradas en la comparación, pero sólo es aplica

ble cuando el diseño es balanceado. A continuaci6n se pre

senta la prueba de Scheffe (1953) que es un procedimiento 

mfis general que el de Tukey, es aplicable para diseños des

balanceados; este método usa la distribuci6n de F para com-
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parar la significoncia de contrastes o diferencia de medias. 

Haciendo uso de la distribuci6n de rangos mdltiples, Duncan 

(19551, propuso un m~todo parecido al de SNK, excepto que el 

nivel de significancia es menos restrictivo que aquel de SNK. 

En seguida se expone la Prueba de Bonferroni, la cual se ba

sa fundamentalmente en la desigualdad que lleva su nombre. 

Finalmente se expone la prueba del M6dulo Máximo Estudentiz~ 

do, propuesta por Tukey y Roy & Bose en 1953, es una prueba 

que introduce nuevos cuantilcs para comparar las diferencias 

o combinaciones lineales de medias, se basa en la distribu-

ci6n de rangos estudentizados. 

l. Prueba de Fisher 

El procedimiento de la prueba protegida DMS de Fisher 

se aplica s6lamente cuando, en el análisis-de varianza,-1a 

F resulta significativa. Consideramos que 'i denota el efe~ 

to pr0medio del tratamiento i-~simo, el problema aquí consi~ 

te en determinar cuilcs 'i producen el rechazo de la hipóte

sis nula 

Ho .<2 T 
p 

Fisher propus6 realizar pruebas de t-Student para cada 

pareja de tratamientos, el nGmero total de pruebas a reali

zar es (~) = P(P - 1)/2. 



Supongamos que se tiene un diseño con un criterio de 

clasificaci6n, con ni observaciones en el tratamiento i-ésimo. 

1 , • ~. ,p 

Y •• 
l.J 

Es la vari~b{~ ;ii:~P~~g~f~l.e~!~J.a-•j 4sima 
que recibi6 e 1 j~ésil,ll()'t'ratmniento. 

Por lo tanto Yij se 

y varianza 0 2 , es decir 

j .. 1 , ••• ,ni 

unidad 

)J + 'i 

las Y.. (s) son independientes. Si promediamÓs sobre j para 
lJ 

i fija se tiene 

donde 

de manera análoga 

V. 
l.. 

Y •• /n., 
1.J l. 

Y.,"' N(µ + ,., , a 2 /n.,) 
l. • l i 
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por lo tanto se tiene 

- Y. - Y., (ti - Ti,) J.. l. 

~ 0 2 (nli + n:.) 
'\, N(O, 1) 

sin embargo se desconoce o 2 , pero la distribuci6n de su es

timador sí se conoce, o 2 = SCE/(n-p) el cuadrado medio del 

error. 

SCE 
a2 

x2 
n. - P 

S:I: el interés es probar 

Ho 

SCE l. l. (Y.. - Y. ) 2 

]. J l.J l.. 

p 

n. ""l 
i=l 

n. 
]. 

:i,c.i # i' 

i. i' 1, 2 •••• ,p. 
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o equivalentemente 

Ho o, 

entonces bajo Ho 

.'\. N(O, l) 

por lo tanto la t-student se obtiene ,dividiendo la normal 

estándar, N(O, 1) entre.l 

Y. 
J.. Y.' l. • 

~ 2 [ 1 o -
ni 

+ 1 ) 
ni' 

"' t n. - p 

J SCE 

o 2 (n. - p) 

es decir 

Y. 
l.. 

v. 1 
l. • 

"' tn. • p ..... ( 1 ) 

~ Cl.fE ( ~. + 1 
J l. ni' 



donde 

CME SCE 
n. - p 

SCE 
gl. error 

obsérvcce que si ni= ni' = r l/-i i i' i 1, 2 1 ••• ,p 

i' = 1, Z, ... ,p; entonces la cxpresi6n (1) se convierte en 

Y. Y., 
1. l. • 

~ f CME 

t .· 
p (r -1) 

Llamemos DMS a la Diferencia Miriimá.' sfgnifii:ativa, en

tonces para un (1-a) x 100\ de.confian~as~:tcridiá 

DMS t error ~CME ....!.... + 1 
a,gl. n. ni' 

l. 
gl~ error = v 

si n. = ni' = 
l. 

r l/- i .¡, i' 

~ DMS t 2 CME 
ª• gl. error r gl. error= v 

donde ta, g l. error es el cuantil de :'dos ··C:o1·as' d.e~ una t~student 

con un valor (l -a) 1 OO'i. y los gl. dl,'ll eTror (ejemplo t.OS , 30 = 

2. 04). 
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Si la hipótesis nula es Ho •1 - 'i• o, se re-

chaza si 

1 Y· - Y· , 1 > DMS 
i •... , 1 • . 

absoluta) en más d~ i¡ DMS 

para 'i - 'i' es 

(notar que si la diferencia e~i'~~':\{ y~Yi ~ es menor que la 

DMS, los limites de confia~za_:t~ndránc~ignos opuestos de ma-

nera que la hip6tesis Ho: 'i = 'i' ..lfii!i'' i, i' = l,. .. ,p 

no se rechaza) 

Todas las (~J parejas de comparaciones se prueban con

tra la DMS. Sin embargo, como ya lo hemos m~ncionado, es 

posible que la prueba de F global resulte significativa, pe-

ro ninguna de las comparaciones por parejas sea·significati-

va [Miller (1963) pág. 91] 

Las aplicaciones de la prueba DMS son bastantes ya que 

se puede usar en cualquier modelo lineal de distribución no~ 

mal, también es útil en casos desbalanceados (i.e. hay un nú-
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mero desigual de observaciones por tratamiento). 

Las ventajas de esta prueha son su sencillez y convc-

niencia. Se pueden efectuar los cálculos con una calculado-

ra de escritorio. Muchos de los paquetes estadisticos <le 

Regressi6n (SPSS, SAS) incluyen los valores de F y t con los 

grados de libertad que son necesarios para calcular la DMS. 

Sin embargo, esta prueba presenta problema:cuando se 

tiene pocos tratamientos, la probalidad del error tipo I se 

mantiene chica, pero cuando aumentamos el nílmero de trata

mientos podemos encontrar que la diferencia máxima Y. 
].. 

mínima Y. sea significativa, lo que ocasiona un aumento 
l.. 

considerable de la probabilidad del error tipo I. Pearson 

y Hartley (1943) - citado por I. M&ndez 0976) - demostra-

ron que si se usa ha DMS con 5 tratnmientos, 40 gl. error 

y a= . 05 se tendrá 

P (.Error tipo l) - Z 7 

para 10 tratamientos 

P(Error tipo I) .59 

para 20 tratamientos 

P(Error tipo ,I) .86 
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cuando se tienen muchos tratamientos, el nivel de significan-

cia de a se refiere a cada comparación por separado (O'Neill y 

Wetherill 1981). Para salvar este problema se puede hacer una 

modificación: si interesan s6lamente m comparaciones el valor 

de.t debe modificarse por tn/m, gl. error' donde el nivel de 

significancia se refiere a la probabilidad de obtener una o 

más significancias falsas. Esta prueba es válida si se pla-

nean las comparaciones a realizar antes de ver los datos. 

Ejemplo Numérico . 

Ilustremos la aplicación de esta prueba con el ejemplo 

de las válvulas protéticas para el corazón (Anderson 1974), 

descrito en la introducción de este trabajo. Supongamos que 

estamos interesados en comparar los 4 tipos de válvulas. Las 

medias ordenadas de manera descendente, son 

A 
7.42 

B 
6.92 

e 
4~92 

D 
4.58 

para las comparaciones mllltiple~'Üsamos comoCME = CM(S) = 

1.75, con 4 g.l. por lo t~~~~";e1:~¡{d~lique t.05,'4 = 2.132 

DMS = 2 • 1 3 2 .t2 ( 1. 7 S) /1 2 = 1. 1 5 

cualesquiera dos medias que difieran en más de 1 .15 se de

claran significativas al 5\. Probamos A-D, A-C, B-D, B-C y 

C-D, trazamos una linea sobre las parejas de medias que di-
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fieran en menos de 1.15. En el ejemplo 

A B C D 

Desafortunadamente muchas de las comp•raci6nes mdltiples 

carecen de la transitividad, ejemplo B=C y C=D puede suceder 

que estadísticamente B~D. 

(Nota: en esta primera prueba no podemos probar contra~ 

tes que involucren más de dos medias, porque la prueba está 

diseñada para probar pa,rejas de medias). 

Para el caso de la prueba de Fisher desprotegida no hay 

necesidad de realizar el ANDEVA, pero la confianza a debe 

ser reducida a a/m donde es el número de comparaciones a rea-

lizar (especificadas de antemano) de entre t tratamientos. 

Si seleccionamos hacer todas las comparaciones por parejas 

m = p[p-1)/2; si deseamos realizar contrastes ortogonales 

m = p-1 Así los niveles de confianza serán ct1, a2, ••• •ªm 

para los m contrastes. Los cuantiles de la distribuci6n t 

obtenidos de una F desprotegida para un procedimiento DMS se 

encuentran en Dunn 1961 (pág. SS), Tabla XIII del apéndice. 

2. Prueba de Tukey 

Esta técnica fué propuesta por 1\Jkey en 1953, el método es válido 

si existe el mismo número de observaciones en cada clase (ni = r). 

MJod y Gralbill (1963), obtienen que si x1 , x2 , x3 , ••• ,xp se 

distribuyen normalmente con media cero y varianza uno y 
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2 

X v se distribuye como una ji-cuadrada con v grados de liber-

tad, entonces la variable aleatoria de rangos estudentizado 
'"_~\ ·:·;·>-:. ··.: ·. · . .':" 

con parámetros p, v esta defiriida·por 

máx. {¡xi-xi'¡ L; /-
~.V = _i,,_i-;'==;;:1=·=·=·=·~·._P ____ _ 

~ Xz /v 

máx. <xi} mín. <xi} 
i=1, ••• ,p i=l, ••• ,p 

~ X2 V/ V 

Para un diseño con un criterio de clasificaci5n e igual 

nGmero de observaciones en cada tratamiento se tiene 

f. "' N(µ + -r
1
., 

1. 
i 1, ••. ,P; independientes. 

r = No. de observaiones por 
tratamiento. 

y. - (µ + Ti') 
J... "' N(O, 1) - •••• -. {t) 

además 

(rp - p) CME 

az x2(rp - p) • • • • • (Z) 

donde 

CME 
P r 
¡ l 
l. j 

(Y .. - Y. )2 /(rp ~ p) 
1) 1. -

usando (1) y (2) obtenemos 



máx. {vi. - µ - Ti} - min.f?. - µ - Td j j l. 

~ a 2 /r 

"' QP,(ip-p) 

~ (rE-E2 CME 

cr 2 (rp·p) 

máx . {-v. - µ - -r . } -
l.. l m~n.{Y: -µ-T·} 1 l. l 

"' QP ,(rp - p) 

'1 CME/r 

o equivalentemente,,b~jo Ho, "t¡ "' T2 = 
-~: . - . -~-

.I} 

\Í CME ¡· r 
Qp ,(rp - p) 

~ - -~ ·-~-~?--' , :· :e·.·: e'"·--~}~~-:· 
,_ ._;__ ,,~ ~;- , ... 

las t¡i.blas de rangos estudentizados set~~~l°on ele Harter 

(1960). Tablaidel apéndice. Para uri nivel a y con P, \1 gl. 

se encuentran los valores de Qt,/, ·.t~~~s que. 

r[ QP,v < Qª.. J '= l - a . p '\) . 

Entonces la expresi6n 3 se traduce en el enunciado pro

babilístico de que Bajo Ho : T1 = ••• = 'p 

(3) 



..j . CME I r 

a 

~ Qp. (rp-p} 1 -a. p 
i,i'=i, ..• ,p 

equivalentemente 

porque ~á~.{IY. 
i, l.' l.. 

dientes N(O, o 2 ). 

La regla de decisi6n es: Si la diferenéia l.YL - Yi, .1 
es mayor que DMSll = Q~, (rp-p) ICME/r entonces se rechaza 

Ho : < i = < i,. DMSll es la diferencia mínima significativa 

honesta, haciendo alusi6n a la DMS de Fisher. Ello no quiere 

decir que la de Fisher sea deshonesta, si no simplemente co

rrige la falla encontrada en la DMS que llega muy rápido a 

las falsas positivas cuando p es grande. (N6tese que rp-p 

son los grados de libertad del error, entonces independien

temente del diseño utilizado la Q-Tukey será Qª p, gl. error 
donde p son los grados de libertad del factor de interés y 

gl. error, son los grados de libertad del cuadrado medio contra 

el que se compara} 



[ ~ 'J El intervalo de confianza correspondiente para las ~ 

comparaciones es 

'i - 'i' + Yi. - 'i\'. + Q~ ,rp~p .ICM'l!?'r rp-p=gl~ error=v 

al (1-a) 1 ooi. 

La prueba de sfgnr(i_¡:'~~c:if correspÓJidiente consiste en 

examinar si el intervalo de· confianza contiene o no eL cero. 

Para cualquier intervalo que no contenga al cero se concluye 

que las dos medias son distintas. 

Una generalizaci6n de las comparaciones de medias por 

parejas es el estudio de los contrastes. Los contraste no 

solo µruchan la igualdad de dos medias si no de ccrnbinaciones 
p p 

lineales de tratamientos tales que para ¡: C.T. suceda r C.=O. 
i=1 l. l. i= 1 l. 

Ahora construimos la prueba de Tukey para contrastes. 

Si Y1 , ••• ,Yp son v.a. independientes N(µ + 'i'·a2
) entonces 

Por otro lado una condici6n necesaria y suficiente para 

que las desigualdades 



1 (Y i - y i 1 ) - ( T i - Ti 1 ) 1 

ra;¡r 
< e • • • • • ( 5) 

se satisfaga para toda i-i' es que 

máx. 
i ,i 1 {l(Yi - -ri) - (Yi' - Ti,) I} 

~~~~~~~~~~~~~~~~~~e 

ro;rr 

• • • • • (6) 

(Nota: ~~;{ICYi - Ti) - (Yi' - 'i')I} es el rango de r va

riables aleatorias N(O, a 2 ), lo que justifica (4)). Sean 

Ci los coeficientes de la combinación lineal ~CiYi, el sis

tema de desigualdades 

1c.1 . l. lf C.(Y.-T.)I< C(CME) 
i=l 1 l 1 - 2 

implica que (5) tiene lugar para toda ii'i' •. Con el fin de 

obtener el enunciado de la prueba de Tukey para contraste, 

basta con mostrar que (5) implica (7). 

(7) 

Sea yi = Yi - Ti y C(CME) = ~. entonces debemos mostrar 

que 
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Si C. = O V- i 
1 

1 , ... ,p la implicación es inmediata, 

supongamos Ci 1 O para alguna i = l , ... ,p; entonces 

P 1e.1 1 E+= r 1 

como usamos cont.rástes 

o ¿c. 
i l 

sumando cero 

e + l 
i 2 

o 

.!. í e. + J. ·E e. + J._ E l :.e.) + _21 ¿ e. 2 C.>0 1 ~ C.>0 1 
¿ C.<O 1 C.<O 1 

1 l l 1 

. l c. 
C. >O 1 

l 

rentando cero 

p IC. ¡ 1 > __.,¡:_ = i ¿ e. - J. ¿ e + -
2
1 ¿ e-e.) - - ¿ e. r ¿ ¿ C.>0 1 

L C.>0 i C.<0 1 2 C.<0 1 
l. l l l 

= l (.-C.) 
C.<0 1 

l. 



:.i + 
observe que 

por (8) obtenemos . 

p 
)C.Y. = 
1 i 1 

.. r e.y. + l - c. ,y. 1, 
C.>0 l l -- C. ,_<O l - i -

1 <·-1-···-· '•<·· -... 
- .·"_::,O.-' 
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(8) 

¿ c. r c. ,y .• 
C.>O 1 C.,<0 1 1 

l. l 

r r c.c-c.,)(y.-y.,) 
C.>O c.~o i i i i 

1 . - -l: - - - - - -

P 1 c.1 
f + 

Finalmente para Ci>O, Ci 1 <0. por hipótesis 

c. (-C.,) IY· -y .• 1 <c. (-C. 1) .( 
l 1 1 1 -1 1 

asi que en general 



1 
re.y.,< 
1 1 1 -

por la desig. (8) 

l 
C.>0 

l 

l C.(-C.) ( 
C.,<O i 1 ' 

1 

P ¡c.¡ 

f + 

con ello queda establecido.que 5 -> 7. 

Entonces queda establecido.que bajo Ho Ec.-r.= O 
1 1 

p 
¿1 c.v. 1 l •. 

p -;¿ Qci~- 1 - C1. 
p c. 

IOOTr t + pt C.rp-p) 

o equivalentemente: 

A p 
Si 'Y l C.Y. 

i=-1 l. l.. 

p 
C1 

4 J 



para intervalos de confianza se tiene 

para todos los contrastes ~osibles, Si se tienen comparacio

nes dos a dos. 

Qa es el cuantil de una cola para (1-a) x 100\ de r, (rp-p) 
confianza en la tabla de rangos estudentizados con r y rp-p 

grados distribuidos de libertad. Retomando el ejemplo de 

Anderson (1974 p4g. 162) nuestro intervalo de confianza pa

ra dos medias al 5\ de significancia, de la tabla I 
• os 

Q 
~ '~ 

5.757, de manera que 

• 05 

'!' e: '!' ± Q~.~ { CME/12 

'!' e: '!' ± 5.757 .¡ 1.75/12 

'!' e: '!' ± z.zo 

,., 
Para comparaciones dos a dos, las diferencias '!'mayores 

,., 
que 2.ZO implican '!' ~ O y que existe una diferencia real. 
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En nuestro ejemplo, para el caso de las válvulas, tendrcm~s. 

A B e D 

observar que A=B y B=C pero D#A, estadísticamente. Sin 

embargo este criterio es muy restrictivo, ya que se aplica 

la prueba máx.{IY. - Y
1
., ll para i#i', a todas las difcrcn-

1. 

cias (MGndez R.I., 1976). En el ejemplo de las válvulas pro· 

tGticas, es perfectamente posible que !Vi. - V4 .1 = Z.83 

sea pequeño comparado con el estadístico Qª ICME7r p, gl. error 
para las 4 medias. Pero al comparar el efecto de dos medias 

interiores, digamos IYz. - V3 • 1, pueden declararse distintas 

Es decir las posibles diferencias interiores se estari jusgan· 

do con un criterio inadecuado. 

Gabriel (1964), muestra que la prueba de F, en urCaná~ 

lisis de varianza, resulta significativa sí y sólo sí al me~ 

nos un contraste es significativo; pero no resulta así si 

los contrastes se limitan a diferencias de parejas de medias. 

Posteriormente de que se propuso la prueba SNK modifican

do la de Tukey, Gste a su vez realiz6 otra modificación. (La 

prueba SNK se ve a continuaci6n). Para superar las criticas 

Tukey propuso una prueba de rangos múltiples usando un prome

dio de su procedimiento de la DMSH y la estadística SNK como 

criterios. Si se tienen q medias involucradas en un contras-



traste, entonces la DMSH modificada queda 

3. Prueba de 

Este m&todo es aplicable s6lo e~ el caso balanceado 

(ni= r ~ i, i = 1 , ... ,p). Como en lb~ casos anteriores 

CME es el cuadrado medio del error con v gi•dos de liber

tad. Este m&todo no necesita la prueba de F del an~lisis 

de varianza, como prcrrcquisito. 

Esta prueba es secuencial porque nocompara la dife

rencias \Y. - V., 1 contra una constante sino contra un 
1. 1 . 

cuantil Q de Tukey que se va modificando segdn el ndmero 
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de medias incluidas en cada comparación. Para aplicar es

te m&todo, arreglamos las medias en orden ascendente ( o 

descendente) pero en lugar de utilizar la DMSH definida 

por Tukey se compara con 

ICME/r 



.¡ s 

donde q es el ndmero de medias [q = 2, 3, ... ,P; el ndmero 

de tratamientos es P), Qª es el cuantil de una <listribuq, v 

ción de rango estudentizado con q, grados de libertad al 

(1 - ~) 1 ooi de confianza, tabla I del apéndice. 

En nuestro ejemplo q = 4, v = 4, ICMil7r = 11 .75712 

entonces 

q 

• 05 

Q (0,382): q, ~ 

Ahora 

medias; AC 

tendremos 

cuando en la prfictica 

mente iguales, no hay 

2 3 4 

3.927 s .040 ... s .757 

2. 198 

resumen 

Este m~todo obtuvo 2 grupo~, igua~ resultado se tiene 

con la DMS de Fisher, y con la de Tukey. 

0.382 
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4. Prueba de Shcffe 

Scheffe (J 953), propuso un método mds general que el 

de Tukey, ya que el primero no .solo se puede aplicar .a dise

ños des balanceados sino que sirve para probar cualql1i:~1" con

traste, en tanto que el segundo'.resulta poco potente cuando 

se prueban contrastes. 

Considere el modelo discfio experimental reparametri-

::ad o 

y = X~ + ~ ' 

donde 

l !31 Xu, Xl21 , ... , x1q 

Yz X'1.11. X221 , ... , X:iq 

y , ... , 
yn xn1• xnz• , ~ .. , xnq 

y el rango X = q (q < n) observar que X es de rango completo 

formada por variables independientes conocida~ aunque los 



parlmctros de rcgrcsi6n ~ y vur(c)=o 2 son desconocidos 

El estimador de ! por mínimos cuadrados y de m5xima ve

rosimilitud, es 

B (X' X' ) -1 X' Y 

,. 
Y'Y B'X'Y 

CME 
n - q 

tal que 

(n-q)CME 
tal que 

02 
x2 

(n-q) 

• • • • • ( l) 

además ~ y CME son estad1sticamente independientes. 

Tomemos y e ~· en realidad y es una combinaci6n lineal 

arbitraria de su espacio lRd (d ~ q), así sin perder gene

ralidad 

B [;] y 

e 

y 

donde w·l :r•cx•x)- 11 para t•=(J'dxd' odx(q-dll es decir 

la parte que corresponde a y en (X'X)-l, note que 
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Var 6.l Cov (81 , 821 ... CovUh .ad) 

Cov(th. fl1) Var lh Cov(Si.6d) 

0 2 1.,.-1 = 
Cov (fld, 61) Cov(lld, Sal Var ad 

entonces 

y 

Cy - y)' 
.... 

wc:r - Yl 
(Z) 

usando (l) y (_2). obtenemos la distribuci6.n F 

(.~ - y)'W (~ 
(n-q)CME/cr 2 (n;.q) 

" .... 
Cy - y) 'l'I Cy - !) 

F d, (n-q) d CME 

de manera resumida se tiene, 

p {e! - y)'W(~ - y)< d CME F~,(n-q)J l -. (l 

(3) 
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a donde Fd es el cuantil de una cola para lOOai, de signi-,n-p 
ficancia de una distribuci6n F con d grados de libertad en 

el numerador y n-p grados de libertad en el denominador 

Una forma alternativa a (2) es presentada por interva

los de confianza, se hará uso de la desigualdad de Gauchy

Schwartz. El propio Scheffa (1953), asegura que esta alter

nativa puede probar hip6tcsis del tipo ~'!=k v.s. ~·r~k; 

(~ es un vector de contrastes del espacio Rd) . 

(<~ ) 

P.H. 

Primero mostramos que para toda c > O 

• . ! . . . 

lu'(~-y)l 2 <.C(u' \( 1.~)~;Cy~l)' WCx.;r) - -- - -· < e 
: .. " ·' 

• - -¡ :~\·<:: 7,···::-c;·-.... ·"_ . ..,-_, 

1~ 1 tr.c:rI1b~c~~f§~)Í1r (Y¿1)]G ·w- 1 ~ 

Cy-yl •N Cy-rl~~·"\i /1nib:ces 

(3) 

-> basta con hacer u• .. Cr-rY•w; entonces la desigualdad 
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5e transforma en 

1 Cr-y) 'W (y-r) l 2 ~ C((.y-y) 'W w-l (IV-l )'(y-y)) 

o equivalentemente 

--- -- •. > Cl 
finalmente si hacemos en (3), C •'d. _CME Fd ,n-p entonces ob-

tenemos que la exprcsi6n (Z) se transforma inmediatamente 

en 

~ A 2 Fª - (u•w- 1u); ~E:~~ p ~ · cr-r) 1 > d CME i¡. - d,n-q- - -- - ----

o bien 

p ~~·cr--x)k ~ d CME Fª (u•w- 1u); 
d,n-q - - V- !! e:lR~ 

y esta expresi6n se puede utilizar para construir interva

los de confianza 
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esta prueba esti pensada para probar todos los contrastes 
1 ,.. " 

posibles, note que V(.i¿':i:) = o 2 (t¿'W- !:1) y que V(~'y) = 

CME(u'W- 1u) (M6ndez 1976, p§g. 27). En nuestro ejemplo de-

seamos comparar poblaciones por parejas, entonces el método 

toma la siguiente forma. 

Sea 

el contraste estimado por 

,.. 
'I' 

p 
= z: e.Y. 

l l l. 
tal que 

A,.. 

Var ('I') 
p c. 2 

CME l - 1
-

i=l ni 

donde ni es el número de repeticiones del i-ésimo tratrunie,!!_ 

to (i=l, ... ,p) y SCE es la suma de cuadrados del error (se 

toma de la tabla de análisis de varianza) con v grados de 

libertad y para la suma de cuadrados de los tratamientos, 

tenemos p-1 gl.; para una confianza de (1 -a) 100\ en todos 

los contrastes 'I' se tiene 

9 ± ~'(P-1) CME Fª ECi l (.P-1 ),v i ni (4) 

"' ,.. ,.. ,.. e~ 1 
(.Notar que para este caso V(.~')'.) = V(.'I') = CME ¿...2: = CME(~·w- ~)) 

i 0 i 
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2 
Para diferencias dos a dos (l:Ci =2) e igual ntlmero de 

repeticiones (ni=r), la expresi6n (4) queda 

Y
1
. - VJ. ± ~/ (P-1) CME Fª 2/r l P-1 ,JI 

Scheffe (1959 pág. 71) recomienda una a=.1, entonces 

en nuestro ejemplo (sobre las vdlvulas) F.os~ 3 , ( • 6.59 

/3(1,75)(6~59)2/12 ··= 2;401 

las diferencias de dos pares de medí.as, mayores· que 2~401 

se declaran significativas. 

A B 
e 

Notar que si se desean hacer comparaciones entre P=2 trata-

mientos la expresión (4) se transforma en la DMS de Fisher 

Ji a a puesto que F1 ,v• = t 
11

• La diferencia mínima significati-

va de Scheffe , 2.401, es mayor que la DMSH de Tuke~ 2.20. 

En términos generales el procedimiento de Tukey da mejores 

resultados que el de Scheffc en comparaciones dos a dos, 

pero para contrastes en general el método de Scheffe es re

comendable porque mantiene controlado el error tipo I, para 

cualquier namero de contrastes. 
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5. Prueba de Duncan (de Rangos Maltiples) 

Duncan entre 1941 y 1955, propuso varias pruebas hacie~ 

do uso de los rangos mdltiples. Los antecedente• mis inme-

diatos son los trabajos realizados por Newman y Student, qui~ 

nes aportaron las ideas blsicas y finalmente en 1952 Keuls 

rcuni6 en un solo trabajo la prueba que despulis se llamó de 

SNK (Student - Newman - KeUls). Duncan (1955) propuso un mé

todo muy parecido al de SNK, excepto que el nivel significan

cia es menos restrictivo que aquel de SNK. Esta prueba al 

igual que otras de rangos mdltiples, se utiliza solo para el 

caso balanceado y para modelos con uno o más criterios de el~ 

sificaci6n. 

La idea fundamental de la prueba de rangos móltiples de 

Duncan establece que la diferencia entre dos medias en un con 

junto de P medias es significativo de acuerdo a un nivel ªp 

de la prueba, donde p es el nómero de medias involucradas. 

La diferencia entre la prueba SNKy la de Duncan (1955) 

reside en que la selección de ªp' .p=Z,3, .•. ,P. 

a =a y para Duncan. 
p 

y su estadistica de prueba, para p medias es 

aP 
QP, v ./ CME/r 

Para SNK 
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donde CME, es el cuadro medio del error con v grados de li

bertad y r repeticiones por tratamiento. 

Una colecci6n de q medias (q<p) puede encontrarse que 

es heterogénea siempre y cuando exista significahciá en super

conjuntos que las incluyan, Es decir que si cualquier subcon

junto suficientemente grande de p medias es declarado signifi

cativo entonces la significancia del subconjunto prevalecer!i. 

Intuitivamente esto quiere decir que, dado ti• •.• =tp 

, , , 

= {1-P(D(t1fr2))} {1-P(D(t2;t1))}u• Ü'" P(D(tP-l¡! tp))} 

puesto que se supone que cada D(tii!ti) es una prueba de Duncan 
, ' 

independiente, aunque en reálitlád no-ro-sori; -entonc_es 

1-P{D(ti=li!t 1 )l = (1-a) para cada i=Z, ••• ,p y 

o equivalentemente 

P { ~ P(t. 1 i!-r.)} 
i=l 1- 1 

el anterior enunciado probabilístico puede quedar 

a 
p 



ap 

donde Qp, P es una '\Tariabfo aleatoriíi con parámetros p ,p de 
' ' . -

una distribuci60 de>'rangos. estuden tizados, ver tabla I I. 

- . .. 

Para ilustrar la mrinéra dc~ope~aci6n tomemos el experi-

mento de Anderson {1974). · Si tomamos uri nivel de significa!!. 

cia al 5 por ciento, tendremos 

Nam. de medias en 
el rango (P) 

QClP {l. 75/l Z 
p,4 

2 

3.927 

1.5 

3 4 

4.013 4.033 

1.532 1.540 

J.os puntaj es para la prueba de· rangos ·m¿iÚ.pies de Duncan 

se encuentran en la tabla II del·a~i!ih~i~e:.~.· 
. . ... ·r .. 

-··.-:',:.-:"'-, ,'··:-·_: . 

Comparando las diferencias l~~ 'cuantiles 

arriba indicados tenemos 

A B e 



uniendo una línea recta cada vez que dos medias se declaran 

no significativas. En este caso empezamos por comparar 

A-D 2.834~1.540 por tanto se declaran significativas, 

A-C • 2.5 > 1.532 y B-D • 2.334 > 1.532 son significativas, 

A-B 0.5 < 1.5 y C-D • 0.334 < 1 .S se declara estadísti-

camente no significativas, en tanto B-C .. 2 > 1. 5 es signific.!_ 

tiva¡ ahora trazamos una linea debajo de aquellas parejas que 

resultaron no significativas. 

Una desventaja de este procedimiento es que no puede u

tilizarse para obtener intervalos de confianza (Chew, Víctor 

1977), pues algunas diferencias de medias de tratamientos ten 

drán intervalos de confianza de diferentes longitudes aan 

cuando existe el mismo namero de repeticiones por tratamiento. 

Obsérvese que en cierto sentido la DMS de Fisher, la SNK 

de Student-Newman-Kents y la DMSll de Tukey son casos particu

lares de l~ prueba de Duncan. En la expresión 

Q aP /cME/r 
P,11 

si hacemos ap=a y p=2 obtenemos la DMS de Fisher. 

(J) 

Si hace-

mos ap= a y P=d tratamientos obtenemos la DMSH de Tukey. Si 

hacemos a=ap obtenemos la SNK de Student -Newman - Keuts. 

Para casos desbalanceados Bancroft (1968), sugiere usar 

la media armónica de los tamaños de muestras, entonces 
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+ .•• + 

con lo cual (1) se conviert~ en 

Kramer (1956), sugiere reemplazar 1 /r por (l + ..!....) r. r. 
l. J 

(2) 

Kramer (1957), extiende su método considerll.ndo lahete

rocedasticidad por lo que 

,.. ., ":·. "; .. 1. . 
vi."' N(Y-i.,cr 2 1<.cx•xv l~l 

OJ.. ··.• Ol. · 

?J."' N(YJ.,cr 2 l'.cx•x)-11 .) 
OJ OJ 

' donde 1
0

i = (O, •.• ,1 , .•• ,O) en el lugar i-ésimo vale 1 (respec-

tivamente para j), es decir que para i l~i(X'X)-l 1
0

i = Cii 

(respectivamente para j 1
1

o(X'X)l
0 

= Cjj que corresponde al 

j-ésimo elemento de la diagonal (respectivamente j-ésima co

lumna j-ésimo renglón) de la matriz (X'X)-l. És decir 

V(Yi) "' " cr 2 e .. -> V(Yi) CME c .. 
l.l. l.l 

COV(Yi, Yj) 
A ,.. ,.. 

además cr2 cij -> COV(Yi' Yj) CME c .. 
lJ 
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(la correlaci6n entre las medias puede estar causada por un 

diseño de bloques incompletos 

el análisis), luego entonces 

v&.-Y..l = 
l. J 

-> 

Si Vi y Yj. son 

te ordenadas) entonces 

rencia excede 

en 

(3) 

Nuevamente observe la similitud que guarda (3) con las 

pruebas de SNK y DMSH: Si las medas no están correlaciona-

das, entonces c .. = o y Cii = 1/ni y c .. = 1/n. con lo 
1.J JJ J 

cual (3) es completamente equivalente a (2) . Duncan propuso 

en 1957 una prueba más potente (se verá despu~s) 

6. Prueba de Bonferroni 

Esta prueba se basa en la desigualdad de Bonferroni, la 

cual se demuestra en seguida, y encuentra su aplicación a las 

comparaciones maltiples. 



La desigualdad de Bonferroni asegura que si a¡=P(Ai) 

para Ai un evento aleatorio, i=l , .•. ,P; entonces 

1-P ( Ü A. J 
i=l l. 

es decir 

.. -, .. _,·._-

-a p 
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( 1) 

La demostración de .esta ~:ii&Caida~; se liará por induc-

ción. : ;e·; .·' · .. 

Supongamos que si A
1 

. y ·.A; s6n:<l(){evelltos·· 

P(A1UAz) "' P(Ai) + P(A2) - P(A10A2) 

y en consecuencia 

supongamos que la expresión (2) .es. válida .para p-1 e\'entos 

y tendremos que mostrar que (3) es valida para p eventos. 

Como (2) es válida para dos eventos, entonces 

(.2) 

(3) 



P (A1 U ••• U A ) = P ((A1 U ••• U A 1 ) + U A ) p p- p 

entonces 

p p 
P( u Ai) 

i=l 
~ l P(A.) 

i=1 l. 

p p 
<-> 1 -P ( u Ai) > 1 - r P(Ai) 

i=1 - i=1 

haciendo P(Ai) = ªi tiene lugar (1), con lo cual la desigual

dad de Bonferroni queda demostrada. 

i=l,. •. ,P; donde los Y. 
l. 

variables aleatorias, no necesariamente independientes. 
2 

son 

Sean Si los estimadores de ºÍ con distribuci6n ji-cuadrada 

con vi grados de libertad respectivamente, de tal manera que 



2 2 
v.S. lo . 

]. ]. ]. 

2 

Xvi para todo i, 

T. 
1 

(> 

i=I, ... ,P; entonce:o; 

i=l, ••. ,P (.4) 

tiene una distribución de t-student con v. grados de liber-
1 

tad para i=I, ... ,P. 

En seguida se expone un resultado.muy rttil, que servirá 

para obtener la prueba de Bonferroni para comparaciones mGlti 

ples. 

Considere 

i= 1 •••• 'p 

entonces 

a 
p 

y por la desigualdad de Bo~ferroni 

!!. + a p ••• + p 

P - veces 
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p (~} 

a 

. p .. P( U AP ~ a (5) 
i=l 

Observesc que en 

a/2P} 
t • 
vi 

a/ZP 
tvi son los porcentiles superiores a/ZP de una cola (6 

2/P, para dos colas) de una distribuci6n t-Student con ~i 

grados de libertad i=l , ... ,p respectivamente. Entonces:con 

probabilidad mayor o igual a 1:ª• se tendrá 

a/2P 
t 
vi 

para i=l,. • .,P 

Pero el interl!s de probar la desigualdad de Bo11ferroni 

reside en poder encontrar un estadístico de prueba para com

paraciones múltiples. En realidad sucede que s< para cada 

aj_= dicr 2
, i=l, ... ,p donde d 1 , d 2 , ••• ,dp son constantes co

nocidas, cr 2 es desconocido pero su estimador Si = diS 2 es 

tal que 5 2 = CME tiene una distribuci6n ji-cuadrada. 
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Entonces los numeradores Je la expresión (4) consisten 

de variables aleato-:rias dependientes o independientes con 

distribución norinal y los. denominadores contienen una varia

ble con distribuci6n ji-cuadrada con sus ~espectivas consta~ 

tes normalizadas. 

Si tenemos un nnálisis de varianzacpara~up.modelo con 
.. . , .. -. ': -.· 

un criterio de clasificación >'. de efectos .fiJos con n obs. 

por celda 

- ··----·· -- -

es una combinación lineal de.'las ~~dias de los tratamientos, 

tal que ~ C. = O, así ~~:ie~;~~~{dn (4) queda 
i=l i 

T. 
1 

¿ c. v. re; µ; 
i i i. ~ ~ 

(6) 

pero además si CME tiene v grados de libertad, v.:= np':'.p para 

p tratamientos con n observaciones, por celda, po~· lo que se 

tiene 

(np-p) 

(~ 
1 

e 2 

i 

/n} CME 
2 

"' X np-p 
In J 0

2 



<-> 

bajo Ho: 

p 

p 

(np-p) 

n 

CME 2 

Xnp-p 

L ciµi = o tendremos que (S) equivale 
i=1 

n 
¿ 

i=l 
c. Y. 

l. l. • 

f 
y C.

2 
/n}CME 

i=1 l. 

a./2p 
~ t 

np-p 

[ r C;· y· 
i=l l. l.. 

a./2p ~ 
~ t CME 

np-p 

< a 

En t~rminos de intervalos de confiania 

a./2r 
t 
np-p 

/CME ¡ e. 2 /n 
l. l. 

64 

(7) 
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análogamente si nuestro modelo (<le efectos fijos), está re-

parametrizado, en términos de regresi6n tendremos 

y X~ + !; 

tal que se tengan p coeficientes de regresi6n, a1. a2, 82, 

... ,Bp podemos probar 

i=l,.·~.,p 

. . . .·. -1 
donde Cii es el i-<isimo elemento de la diagonal de (X 'X) 

" (donde V(B1) = 0 2 Cii) 

Retomando nuestro ejemplo de las vllvulas-~ro~~ticas, 

de Anderson, V,(1974) y suponiendo que las válvuia~:son·ft-' 
jas, se tiene que para comparaciones dos a dos 

por lo que 

2 
¿ ci 112 

i=l 

/ CME ¿c.2 /n 
l 

) l .75 (JL6l = o.540 

Ahora encontramos el cuantil ta/Zp 
" 

que para nuestro 

ejemplo Zp=B y v=4, en la tabla III del apéndice, obtenida 

de BAILEY (1977), para una a=.05 



.05/8 ,625 
t .. t .. 5, 26U. 

4 4 

.625 . 
A.15(.116) .. t .. 2.841 

4 

de donde obtenemos 

A. B e D , 

Sin embargo cabe sefialar en que si hay inter!s en dis

minuir la probabilidad de que suceda al menos un falso re

chazo menor que a, es mejor utilizar la prueba de Tukey. 

Fishcr consideró a este método de pruebas de t de Bonferroni 

como una alternativa al de DMS (Fisher 1974, secc. 24). 

7_ Prueba del Módulo Máximo Estudentizado 

Esta técnica fue introducida por Tukcy y Roy & Bose 

en 1953; existe una estrecha analogía entre esta prueba y 

la de rangos estudentizados de.Tukey. 

Considere Yi"' N(µi' dicr 2
) i=l,. . .,p. Las constantes 

di se suponen conocidas, pero µi y cr 2 son desconoci~as para 



i=l , .•. ,p. Sea 5 2 una variable con distribución ji-cua<lra<la 

con v gl. tal que ~ 2 = S 2 que es independiente de los Y i. 

Entonces con probabilidad 1-a. 

• • • • • ( 1 ) 

donde 1 m I~.. ., e1 ~¿~¡JJ¡j~l'}r\ci,cd! .~. ,{~t~fL~,5;, •de 

módulo máximo est~~ci~~ii¡,d'J. con~paráiile~io~ ''. 

Para probar (.1) b~s'~~ 

.::. e <-> 

lo cual es inmediato. 

máx. 
s. i s. 

e 

(2) 

Note que en contraposición a la estadística t de 

Bonferroni, la del módulo máximo pide que las Yi's sean 

independientes. Además se tiene un denominador coman S=CME 

que debe ser independiente para todos los numeradores. 

La prueba del módulo máximo cambien puede extenderse 

para construir iptervalos de confianza de combinaciones li-

neales y no necesariamente contrastes. 



p 
l C.µ. 

i=l l. l. 

k 
E l C. Y. 

i l. l. (.3). 

para cualquier combi.nacH>.n lineal no necesariamente contra~ 

te. Note que (1) es un'·~W~o 2~i;ticülar de (3), haga (i=l 

:i.ti, i=i ,P. Para probtú·''.ºÚ)~iisi~ con móstrar que 

p 
e . (.Y • - i· l 1 < e ¿ 1 ci.. 1 
.. 1 ·.l. ] 

para toda combinaci6n lineal~ 

<= Si se selecciona C1=l, Czª . , • = C: =O entonces· 
!' 

í énfr~~rirf:;~~l~rtg'f;t ,e 'Í 1ci1 

repitiendo este proceso ~~l"c~~~l 'iGi:):'' .. ·}> 'lf1tonces 

IY. -µ.¡< e 
.··J.·, J.- ' 

por (2) 

-> máx. .{ IYL-µi 1} 5- e 
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=> 

por la expresión (2~ 

¡c.¡ 
.t 

por hipótesis 

p 
< e l 1ci1 

1 

Nuestro interés fundamental es utilizar esta prueba 

para comparaciones múltiples; el único requisito que debe

mos cumplir es que exista independencia en los numeradores 

de (2); sin independencia no se puede aplicar esta prueba. 

Los competidores de esta prueba para intervalos (1) 

son la F de Scheffe, la t de Bonferroni y la de rangos es

tudentizados de Tukey. Todas estas pruebas no son muy exac

tas porque no utilizan todas las posibles hipótesis sobre 

las medias, en consecuencia la prueba del módulo máximo es 

mejor. 

La extensión (2), prueba de módulo máximo, presenta 

la ventaja que funciona bien cuando prueba combinaciones 

lineales que no involucren diferencias de medias y la prueba 



de rangos estudentizados funciona mejor para constrastes, 

La prueba de Scheffe es mejor opciGn para probar combinacio-

nes de medias, es mejor si el diseño es balanceado, mientras 

que la del módulo máximo ofrece intervalos más cortos cuando 

determinada media es de interés. 

En nuestro ejemplo supongamos que deseamos obtener un 

intervalo para la media más alta, A. La expresión (1) queda 

a 
lml /CME7n p,v 

para p=4, v =4, l5iE7i1 /1.75/12 0.382, VA= 7.417, 

en la tabla IV del apéndice, tornado de Hahn y Hendrickson 
as 

(1971), lml =3.62. 
4 3 

µ4 e: 7.417 .:!:. 3;62 (.0,382) 

µ4 e: (6.034, 8.8) 

Cuando Y1, Y2 , ••• ,Yp estas correlaciones Hahn y 

Hendrickson (1971), proponen una rnodificaci6n en los cuan-

tiles lmlª .. convirtiendolo en lmlª donde p es la corre-p, v p,v,p 
laci6n que hay entre las Y1 (s), las tablas aceptan p=O, 0.2, 

0.4, 0.5 y a=0.10, O.OS y 0.01. 



CAPITULO II 

COMPARACicJNES.MULTIPLES 

CoNTRA·· .. JN: CbNT~ol. . . , ' ., - ' ~'....:.:.-: 

~-'.~~~(i,º.:-,~~~~--~c''>~--- _ _ - -, -
Es frecuente que en alguno~ experimentos se haga uso

de un "testigo" o "control'' el cual es considerado como --

otro tratamiento con lo que se pueden hacer comparaciones 

para verificar la efectividad de los otros tratamientos. 

Para clasificar esta idea considere el siguiente eje~ 

plo, tomando de Cochran & Cox (1957): Supóngase que se de

sea comparar la efectividad de 3 tratamientos, que son si

milares cualitativamente; por ejemplo 3 fertilizantes ni-

trogenados los cuales proporcionen la misma cantidad de ni 

tr6geno. El control seria un tratamiento sin nitr6geno. -

Pueden distinguirse 3 casos: i) se ha probado anteriormen

te la efectividad de este tipo de tratamiento y queda por

descubrir cuál de los 3 tratamientos es mejor, aqui no hay 

necesidad de controles; ii) el tipo de tratamiento es por 

lo general efectivo pero ocasionalmente las condiciones de 

la prueoa pueden ser tales que cambien la respuesta 7 aqui 

puede ser conveniente agregar un control como tratamiento; 

iii) Puede no saberse si el tipo de tratamiento es efectivo, 



aquí es muy necesario un control e inclusive puede ocurrir 

que el control se repita varias veces. 

Jellinck (1946)- Citado por Cochran & Cox (1957)-expQ 

ne un ejemplo interesante sobre la necesidad de incluir -

controles. Un medicamento contra el dolor de cabeza cont~ 

nía 3 ingredientes, A, By C. Para probar si los ingrc-

dientcs By C eran necesarios, la mezcla completa fue com

parada con las de AC y AB. Se tomaron 199 individuos, ca

da uno de los cuales fue tratado con cada droga por un pe

riodo de 2 semanas, administrandose la droga cada v~z que 

el individuo tenía dolor de cabeza. El éxito fue medido -

por el cociente del número de dolores de cabeza aliviados, 

entre el número de dolores de cabeza total durante las dos 

semanas. Los éxitos promedio fueron 0.84 para ABC, 0.80 -

para AC y O. 80 para AB. Posteriormente se corri6 el mis-

mo experimento, agregando un control - un placebo; esta -

prueba se realiz6 bajo las mismas condiciones que las tres 

mezclas restantes. Para este grupo de individuos cerca de 

120, aprox. 60i, informaron del alivio a su dolor de cabe

za por el control. Además el control permite aislar al 

grupo de 79 individuos cuyos dolores de cabeza no fueron -

aliviados por el proceso. Para este grupo, los éxitos prQ 

medio fueron 0.88 por ABC, 67 para AC y .77 para AB. 

Como se observa much0s experimentos tienen necesidad de -

incluir un control, cierto tipo de comparaciones múltiples 



fueron pensadas exclusivamente para control. Prul!l,as que -

se exponen son la de Dunnett (1955), Gupta y Sobel (1958j, 

Williams (1971, Dudewicz-Ramberg-Chen (1975) y de Paulson 

(1962). 

l. PRUEBA DE DUNNETT. 

Si tenemos un experimento con p tratamientos, incluí· 

dos el control podemos particionar los p-1 grados de libe~ 

tad (g.1.) de los tratamientos en 1 gl. Para comparar el -

control vs. el promedio de los demás tratamientos gl. Para 

comparar el resto de los tratamientos. Si estos p-1 trat~ 

mientas son significativamente distintos, entonces tiene -

sentido el tener 1 gl. para la comparación del control vs. 

el promedio del resto de los tratamientos. Pero es válido 

que el experimentador desee comparar el control con cada -

uno Je los p-1 tratamientos y no precisamente contra su 

promedio. Aqui la prueba de Duncan no se puede aplicar 

por que la diferencia entre el control .Y un tratamiento pa 

rece razonable que sea mayor que la diferencia entre dos -

tratamientos, o sea apriori existen comparaciones que po

drían ser significativas (la del control con algún trata-

miento). 

Dunnet (1955 -1965)órrei:e-un procedimiento para la -

estimación simultánea por intervalos o para comparaciones 
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~últiplcs de un control contra cada uno de los tratamientos 

restantes, él mismo construy6 sus tablas. 

Considere el modelo completamente al azar. 

{.
· ... · .. J~ .... , .º,, • •. · l, ~., p 

.;. n 

tal que i;ij "' (o,ci 2 f, 'el tratamiento icO se utilizarli co

mo el control, entonces 

El problema es comparar cada media de tratamiento con 

el control para así decidir cuales tratamientos difieren -

del control. Para pruebas de significancia la hip6tesis· -

de nulidad es 

<=> 

µ + T. • 
J. 

(µ + •oL ... o 
Í - m - 1 p • .. • ,p 

contra la hip6tesis altemaÚva. 

el estimador de µ +. 't. es Y~ y el de o2 es CME 
·J. J. 

entonces 

1 
CME = (p+i) (n-1) 

(Y.-Y )-Cr. - i:
0

) 
1 o. 1 

·J 0
2 Z/n 

~ - 2 t. (Y •. • ;.. y' .) .· 
. . l.J l. -
J. ,J 

"'N(0,1) ----(1) 
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por otro lado, ~ 2 = C/.!E tiene una distribución ji-cuadrada 

(p+l)(n-l)CME ~ 2 
o2 X(p+l)(n-1) -----(2) 

por (1) y (Z) obtenemos la distribuci6n t de Studcnt. 

T. = 
l. 

(Y . - y ) - ( T . - To) 
1. o. 1 

.fl::!:..l)(n-1rME 
o 2 (p+1) n- 1 J 

En algunos experimentos suele existir interés en alg~ 

nos tratamientos no sólo si estos son distintos,sino cuan-

do son mejores, quiere decir que las esperanzas de las me

dias son muy grandes o muy pequeñas, dependiendo del con--

texto que el control. Ello se traduce en obtener interva

los de confianza o pruebas de significancia de una cola; -

es decir, las pruebas de significancia serían 

!Yi.-Yo.1 > d ~,(p+l)(n-l) "CME(2/n) 

y los intervalos de con':f{ariza 
-~" ; . ': . :: .·," - ·.. . . , 

Ti - Tb. > ü.~·;'f()(~éd~,(p+1 )(n~1J'1CME(Z/n). 
« ··-" ·.••·•· 

Las expresiones'' (S) ~\~(6j::,pu~<len+se/:extendidas para 

comparar combinaciones. iÍI1~al~s,"Y~~Ó;h~desáriamente con- -

tras tes, de los trátamienfí:>s'· cl'i~~i.nfÓ~ del control, si hace 

mos 



c = ..JcME(Z/n), . ... . ., 

y 

el problema que 

Prueba 

<f Seleccionar c1 = 1 , Cz ;,; ••• = Cp = O, entonces es in

mediato que 1Y 11 S C; repitiendo este procedimiento para 

c2 , ... , cp se tendrti que J!d.~.c, i=l,. .. , p y es equiv!!. 

lente a max{ IY i 1} .:: C. 

=> 

p 

1 I ci Y i 1 < 
1 

p f 1 ci 1 IY i 1 < 

<=> Ti (Y. - Y ) - (Ti· - T
0

) 
l.. o. 

~ CME(2/n) 
i 1 , ••• ' p 

Para cada Ti se tiene una distribución de t-student 



con (p+l)(n-1) grados <le libertad, de manera que el puntr· 

.o./2 crítico está determinado por t(p+l)(n-l) 

Por otro lado tenemos que 

78 

1 

(Y. - Y )-( T • - T ) 1 
Max{j(Y.Y )-(1.-1JIJ-( 3) 

1 < i <p i . o. 1 . o .::. e. i. o. 1 o <C<=> 
~CME(Z/n) - .J CME (2/n) 

bajo 11
0

: Ti - -r
0 

= O, el cociente (3) tiene la distribuci6n 

de Dunnctt, esto es 

Max { 1 Y. - y · ¡ ¡ ¡z } __ e 4) 
l~i.s_p 1. o. 

Entonces se tendrá el siguiente enunciado. probabilístico 

p 

<=> 

Max{¡Y.r-V j/lrl}¡· 
l<i<p ~- o. 
- - . > 
V C~IE /n 1 d 1 ~ , ( p+ 1 ) ( n - 1 ) = a 

P{Max { 1 Y. - Y 0 • 1 } ,:: 
15_i.:5_p . 1

• 
ldl;,(p+l)(n-l)"CME(2/n) }=a. 
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Por lo tanto la H
0

: 'i - 1
0
= O se rechaza si 

1 y. ·- y 1 > 1d1;. (p+ 1 )(n- l) "'ÓIE (2/n) 
____ (5) 

].. o. 

dónde ldl~.(p+l)(n-l) es el punto superior al lOOa \de la 

distribución de Dunnett (4). Los intervalos apropiados 

son 

por hip6tesis 

entonces e e I 1c.1 - , -l. -

por lo tanto ccJ¡c.¡ 
1 -. l. e 

En realidad se tiene que para cada Ci ~ O con ! Ci " 1 , 
1 

por lo cual tendremos 

r ci yi 1 e e, 
1 
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es decir 

la prueba de significancia respectiva bajo Ho: Ti - To•O vi' 

es 

.., 

p, (p+ 1) (n -1 ) 
l<llª '1cME(2/n)J= a 

de manera que la H
0

: Ti - T 
0 

O para toda i, se rechaza si 



(note que~ c. ? 
1 l o. 

para intervalos de 

= y 
o. r c. = 

1 l 

confianza se tiene 

Para cualquier c1 , ... , Cp tal que Ci ! 

prueba es de una .cola, las expresiones 

anteriores. 
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1 ) 

o I e . = 1 • si la 
1 1 

son similares a las 

Las tablas que utilizamos son las de Dunnett (1964). 

quien la construy6 para una y dos colas. Una buena sugere~ 

cia para saber cuando utilizar la prueba de una o dos co--

las, es considerar _si a priori se conoce ,que el control es 

'!';uperior" a los demas tratamientos. Es decir, si estamos 

comparando fungicidas y el control es uno e~tftndar,' la pru~ 

ba de dos colas es adecuada cuando a priori no se conoce la 

efectividad del control (si es superior o inferior) en rel~ 

ción a los restantes. Existen táblas· que. abarcan más de -

50 tratamientos, para pruebas de una c.~;l~, dada·~ por Gupta 

y Sobel (1957). 

Para ilustrar este método supongamos que la válvula F 

es nuestro control-, si suponemos que se desconoce qué tan 

"buena" o "mala" es la válvula D seleccionamos una prueba 
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de 2 colas; de la t:1bl¡1 de Dunnctt (19L>l) p;ir;i p"3 r ';'i. 

grados de libertad del error (note que p=S porque el trat~ 

miento faltante es el control), entonces de la tabla V, t2 

mado de Dunnctt (1964), 

j d ¡·OS .,¡ CME (2/n) 
4,4 

id! .OS = Z.85 
4,4 

2. 85~1. 75 (Z /12) 1. 539 

las diferencias de la válvula D .. deben juzgarse contra A,B 

y C Dado que la media de 0•4,583, cualquier otra v&lvu

la ser& diferente de D si su respectiva media es al menos 

4.583+1.539=6.122, como las medias restantes son 

A 
7.417 

B 
6.917 

e 
4.917 

se concluye que la válvula. e no es dtfeiente de la. válvula 

D, en tanto que las válvulas fl.)}~,l::~'i{ic.i~~n üriá may()r res· 
~ --;· ·,-. ,. . ' ,· :· . ' 

puesta que D. -" ' '' - . . _._ . ' > ·:-·:~:·:· ::~·-:: ;' -., •' ;::;~, :,.~ 
. -;:-;'.«, -· ' '',, ~ ; .. ·, .. , < 

.. · .. ~.:\:·,:· ... \·>e ;·:~<\:;·>~;\··'. .. ;·-· ,:L ·.'.C.) '·.'.-,:>_--·<~-'. · .: · 
._:.:;·.r.·:::,~:-·::~f- :,\·\·::~-:;/:-_, .. ·-· : 

Las pruebas anteri~res s.uponen que cxist~ i,gu¡i.l nilme • 

ro de repeticiones por t~atamiento. Si el .control se rep,! 

te ne veces y el i~ésimo tratamiento se repite ni veces, -

definimos 



52 CME 

la cual es completamente equivalente a 

5d = ~ 5 2 
(2/n) , 5 2 = cr.m 

·•··· o• ····-·-······ 

~ . 

si el diseño es balanceado;: De nían.Cra mlis general si· 1as 

1rarianzas d!t 

fin irnos 

S _/ S2/ + S~/n d =1 e ne i. c 

donde S~ es la suma de cuadrados medios del error origina· 

do por el control y sf es la suma de cuadrados medios del 

error originado por el i-esimo tratamiento¡ para los gra·-

dos de libertad usamos la regla de 5atterthwite para comb!_ 

naciones lineales de los cuadrados medios 

i , ,. ••. 'p. 

2 . ·. 
Ye son los gl. correspondientes del .Se:= CMEc y yi son los 

gl, correspondientes al si=CME¡ (Ver OSTLE 1980,pag, 336). 
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Robson (1961) extiende la prueba de Ounnett al caso -

de un diseño balanceado de bloques incompletos. 

2, PRIMERA PRUEBA DE WILLIAMS. (1971) 

Williams (1971) considor6~casos de cxperimcntaci6n, -

principalmente en Biologia, en los cuales los tratamientos 

contienen diferentes dosis de cierta sustancia y un con--

trol. En tales experimentos, particularmente en estudios 

sobre toxicidad, debe determinarse la dosis mínima de res-

puesta. La prueba propuesta está pensada para ser sensi--

ble ante cambios en la media de una poblaci6n, llamada co!!_ 

trol. 

El autor enfoca su trabajo a situaciones de la mínima 

dosis cierta respuesta. En estudios sobre toxicidad es muy 

comtiJ1 pregun tarso cual es la dósis mínima de determinada -

droga, pesticida o cualquier sustancia de intcr5s, que peL 

mita detectar una respuesta. Una vez que se ha encontrado 

que existe cierta respuesta es deseable determinar la do-

sis más chica con la cuál exista respuesta. 

A primera vista parece natural pensar que la solución 

es utilizar la metodologia de superficies de respuesta. -

Sin embargo cuando se tienen más de tres tratamientos la prue. 

ba pierde potencia; pero el problema fundamental sobrevie

ne cuando se trata de determinar la mínima dosis con Ja 
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cual exista respuesta, a partir del modelo de regresión -

ajustado. Además es muy frecuente ajustar curvas logisti-

cas para la función de respuesta, y en estos casos son mu-

chas las dificultades. 

La prueba de Dunnett (1955, 1964) se puede utilizar ~ 

para comparar la dosis cero, control, contra otras dosis, 

pero se pierde potencia a caus• de la dependencia existen

te en la dosis de respuesta. 

Wi lliams supone que los tratamientos, incluidos en el 

control, son i=0,1, ... ,k (O, es el control y los tratarnie~ 

tos restantes son 1,2, ... k). En el experimento se tienen

k+l tratamientos, incluido control, con igual número de r~ 

peticiones n, donde Y. es el estimador inscsgado de la me-
1 

dia µ 1 , con varianza estimada por s 2 /n, tal que 

y x2 y 

Supongase que la función de respuesta es no decrecie~ 

te es decir, 



86 

si los tratamientos 

están dispuestos en orden creciente de d6sis. El primer -
A 

paso es encontrar el estimador u1 d~ mfixima verosimilitud, 

bajo la hip6tcsis alternativa de que existe una respuesta. 
A 

Bertholomew (1961) encuentra el e~timador U¡ por mlxima -

verosimilitud. Si 

enconces ui • fi(para i•0,1, ... ~k) de otra manera se ten-

d rá que para al menos t.l~ ;i.csticed(lr.:i Yi.> Y'¡+ 1 , Reemplace- -

mas Y i y Y i+ 1 por la media: Donde n1 es el número. de rep~ 
- - - -

ticiones del i-!simo tratamiento. 

de esta manera la su ces i6n se ha ·reducido a k medias 



Si las medias no cstln dispuestas en un orden crecic~ 

te debemos detenel'nos y estim~l' J.JjApor Yj (para j=0,1, .•• , 

i-1, i+l, .. ., k) y estimar a µi y J.Ji+l por Yi, i+l" 

De otra menera el proceso de ponderaci6n debe repetir_ 

se, dando a cada Yj, j+l un peso de (nj+ni+l). Por ejemplo 

si 

la ponderaci6n 

Yi,i+j, i+2 

:~ .'\::- .· --~-

como la estimaci6n co~an de µi· lli+l ?A ... ,~:. i,;1,~~rf~ r cua~ 
do las medias muestrales estén ordenadas' de'm'ariernf'ascenden 

,'~ .-:; -. -: :)> i;·,. ,;~' :· ~,,.~ _; ·: -

- .. -- -· -~;:.~{: );¿~':ifi-~~/~"'-~ ~-\;:~_~:_:;;~ -
'" i'-~; 

te. 

.· -: .·_ -::; ~':\:?·:;'.·:,:\ .. ~-.:..:·~~'.>:··:_·::>~ 
De esta manera obtenemos .los estilUª~?re's. µi de máxi-

ma veros imi li tud, con media Y. . . ' , ; •.. que .estiman e 1 -
1,1+;¡,,.; •• 1+;¡ ' 

valor de las medias poblacionales 

µi+1'"'"' 

algunas de estas pueden ser iguales p~r el proceso de pon

deraci6n. Suponiendo que las dosis están repetidí!.S en la.

misma cantidad, para todas las dosis incluyendo la dosis -
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cero, ln p rucha es 

para p=k, k-1 , .•• , 1 en ~ste orden detenicndonos tan pron

to como obtengamos un resultado no signlficatlvo, Esta 

prueba es identica a la cstadistica de t•studcnt cuando se 

comparan k tratamientos contra un control, excepto que µ 
p 

es reemplazado ~or Yp. En muchos ejemplos el proceso de -

ponderación la µk • ~k y la ik = t. Por esta similitud la 

prueba de Williams se llamara prueba de t. 

La prueba tk se compara con el punto critico determi

nado por el cuantil t ·de la tabla III del Apéndice,, .top ,y 

mando de Williams (1971). 

Obviamente que podemos aplicar laipr.ú~~11-0res~1ntada -

en la siguiente 

rcnt.:!s si 

(1) 

(note que por simpli~idad de ia distribución estO.'díSiica' 
"' ~robamos µp contra la media Y.0 sin poriderar y .. no .CO!ltra 

µo' aun cuando µo no es estimrida por io:) 



Williams (1971) elabora el siguiente ejemplo numérico: 

C•msiJere el caso Je 6 niveles de dosis que deben ser com-

r~rados con una dosis cero como control, usando un discfio -

de bloques completamente al azar con 8 bloques. Supóngase -

aJem5s que SE ESPERA QUE LA SUSTANCIA AUMENTE la media de -

la respuesta. El control es Y
0 

y el resto son las medias -

du los tratamiento elegidos. 

y el cuadrado medio del error. con· v;..4z grados de .libertad 

e s cr.m = s 2 = 1 • 1 6 • '.-. _. '".:..: 

.· ·.~' ~:..:·--·~.·_,o-_:,:;. e--..'.;-,"~··:.'.·-> 

Primero cada µi debe ser calcUllJd~ poi,, el proceso de -

ponderación descrito. Cada ni ~jn\·:~;~:;~~~~;~t·disefio es ba 

lanceado y n= 1. Observar quc~o> ;;~;.~7~·~.pÓ~deración es 

Y
011 

=(10.4+9.9)/Z ,;JO.lS 

entonces Y 0 1 ?' Y 2 por este hecho · , 

Y01112"'(2Y 0 ; 1 +~z)l3= [2(1 o.1s)+10)/3 .. 10.1, 

pero Y011 , 2< Y3 no debemos continuar. 
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En suma tenemos 

y < Y3 < Y4 < Ys o. 1 '2 

pero como Y5 y "Y6 no están dispuestos en el orden ascenden

te, es decir ?5 > ? 6 las ponderamos 

de esta manera las restricciones de orden se ha~~satisfecho 

completamente y los estimadores de máxima vercisimili tud ba 

jo la hipótesis alternativa son 

Y
0

, 1 , 2=10.1; ~ 3 .. y3s10.6; ~ 4 .. y 4 = 11.4; 
• -~ '-;o-;----=-'· -

Por otro 

- C1 asi calculamos tp,y-para a_=.OS,_ p=6;§,c•_!~•J+_v=42: 40gl, 

de la tabla VI del Apéndice 



1)1 

p 6 5 4 3 2 

i.os 
05 p, 40 

1. 81 1. 80 r. 80 1.79 1. 16 1.68 

t' (0.539) p.40 • 98 • 97 • 97 .96 • 95 • 91 

,.:.:.(_"· ' 

Aplicando e 1 cI'itefio; ci~ . lá élesigÍia.ldad (1) 
;:, . . :'.~·-

~ 6 - Y o= 11.8,-10.4.= f.~:'> .9~'i ·concluir 
:,.·< ;:,;>·~. J_, ¿~~·. 

~ 5 -Y 0 = 11.8-10;4 = 1;4 > .97· .éC,ri,¿J.uir 

µ
4

-Y
0 

11.4-10.4 .. 1.0·:.:(gi :e 'coric~tiir 

µ6 > µo 

115 .> .. 'llo 

µ4 :> µo 

10.6-10.4 .. 0.2 < .96 \conciUir '113 
.. µ()"µ 1 .. . ~-

La conclusi6n es que las cuatro primeras dosis fuero~ las 

más bajas en su respuesta observada. 

llz 

En 1972 Williams extiende su prueba para casos donde 

el control tiene más repeticiones que el resto de los tra

tamientos (se ve en seguida). 

La prueba t <le Williams (lQ"'fi\) fue el resultado de co 

nocimientos intuitivos m5s que de principios te6ricos; ba-

sado fundamentalmente en la pérdida de la podencia de la 

prueba de Dunnett (1955, 1964) cuando hay dependencia en

la variable de respuesta y basado en el tratamiento de -

Bartolomen (1961) sobre pruebas ordenadas en el análisis-

de la varjanza. 

Víctor Chew( 197 7) recomienda e 1 siguiente enfoque de 

regresi6n: supongamos que se tienen los siguientes resul-



ta dos 

Dosis: O 2 3 4 5 

Respuesta: 5 7 10 15 25 40. 

Si usamos el procedimiento anteriormente descrito, se 

concluiría que el tratamiento tiene una respuesta signific~ 

ti va con la dosis 3. Víctor Chew ( 1977) se inclina a pen-

sar que la respuesta crece de manera continua <le la dosis-

0, <le manera gradual en el inicio y despues con mayor rap! 

dez en dosis mayores. Podemos ajustar una curva y estimar 

la dosis minima cuya respuesta sea una deseada. 

Prueba Secuencial de Williruns para determinar la dó-

sis mínima para encentra respuestas significativas. 

Supóngase que usamos la t de Williams con un nivel de 

significancia a para examinar si hay alguna respuesta a la 

substancia bajo estudio. Si ik e i~ la hipótesis nula Hk: 

µ 0 = µ 1= ••• = µk no es rechazada y se puede concluir que no 

hay respuesta en tales dosis. Si ik > ik rechazamos la hi

pótesis Hk y concluimos que existe una respuesta, pero es 

posible que tal respuesta ocurra solamente en la <l6sis 

k-ésima. Para verificar la evidencia para respuestas de

<losis menores a la k-ésima, necesitamos probar la hipóte

sis nula Hk_ 1: µ0 = ... = µk_ 1 e µk vs. Ha: µ
0 

.::. µ 1 .::. ... < 

µk-1 .::. µk. 



Una manera natural puede ser la estadística 

<=> 

:;i;·:.~ui,/' · 

pero tk_ 1.'.: 'tk (eqJ:iivaientemen.te c~k_,:Y~) 5.. t.kJ2s21n ) por 
: _: .. ·=_-,-~ ,- .--, .-,~.--.-·-_::. >'- ~ ___ - - . 

que µk_ 1 .'.:. µk y por tanto tk_ 1 depende de 'yk' cuya media 

µk bajo l\_1 es desconocida. Sin embargo Hk-l es probada 

solamente en casos cuando tk > tk (ó equivalentemente cua~ 

do (~k-l - Y
0

) >ir .,/2s 2tn ). A causa del crecimiento de 

t~ para k dada a, se sigue que el punto superior a una di~ 

tribución de 1\_ 1 , condicionada a Hk-l y tk > tk' es inde.-. 

pendiente de µk y es el valor critico t~-~ de la tabla VI 

del Apéndice, tomando de Williams (1971). 

De esta manera 
A 

(i) Si (µk_ 1 -Y 
0

) < 

comparamos cGk_ 1 - Y0 ) co~'-t~~1 _{2§ 2/n 
t~_ 1 J2S2I; concluir qué· hay ·~vid~n_ 

cia para la respuesta solamente para la dosl.s k~' 
'-,_.' •,, .-

(ii) Si C~k_ 1 -Y 0 ) > E~_ 1 .,/zs 2tn concluir. que hay ~vi;~~l1-
cia para las respuestas de ambas dosis, ,k y'Ü.;'1ff ;i -
debe probarse la respuesta en dosls;l<::,2 C:g~~g~a~~o. -
tk_ 2Jzs 2 /n = (Ok_ 2 - Y

0
) con eió0!h; ~~·tablas de 

a 
tk-2" 

El proceso (ii) debe repetirse usando el mismo nivel de -

significancia a a lo largo del proceso hasta que el i-ési 

mo nivel sea del tipo (i). Entonces hay que detener el -
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proceso :' concluir que hay evidencia para la respuesta cu 

yas d6sis sean mayores o iguales a i + 1. 

EJEMPLO NUMER1CO 

Considere el mismo ejemplo, usado en esta prueba, en 

= 1o.1 • 

.J Cl>:E(Z/8) 

p: 6 
- . 05 
tp ,40: 1.81 •1.80 1;80 1.79 1.76 1.68 

- os 
tp.40(.539): • 98 . g'( .• 91 

-::·.,-, -:,.!._=-

ii{ai~it 

µ 6 -Y 0=11.8-10.4=1~4> .98 
~ ~~· -
µ S -Y 

0
=11 • 8- 1 O. 4=1 • 4 •• > }~;j,~. 

respuesta 

¡~~~'. 
-,..~-'-º· .-, 

hay respuesta 

0.539 y 

con dosis 

con dosis 

6 

5 

~ 4 -Y0=11.4-10.4=1~.?.'i>: .9'7f Íl'lc1i'¿¿ que hay respuesta con dosis 4 

~ 3-Y 
0 

=1 O. 6-1 O. 4=0~Zo;.<o;;·~"~Clé 1'rn~Ú~ que hay evidencia insuficiente 

para una respuesta con dosis 3 

Conclusión: 

Existe respuesta con dosis mayores o iguales a la 4. 



3, Sr:GUND/\ PRUEBA DE HILLIAMS (1972) 

Williams (1912) extiende el procedimiento para casos

donde el control, la d6sis cero, tiene un mayor número de -

repeticiones que los niveles con d6sis distintas de cero,-

tanto para pruebas de una cola como de dos colas. 

Considere que. los tratamientos son 'o• 1 1 , 'z••• ., 'k 

{donde 'o es el control y T 1 , •.• , 'k son los tratamientos 

restantes). En este experimento se tienen k+1 tratamientos, 

incluyendo el control. Si cada d6sis distinta de cero tie

ne el :nisn:o número Je repeticiones, n1 Y la cosis e.ero tiene c(c~n) re

peticiones, entonces para Y i estimador de µi 

=> 

=> 

Y
0

"- N(µ
0

, o 2 / e) 

(µi - Yo)-(µº - µi) 

.J cr 2 
( 1 /n + 1 /e) 

_,.(_n_+""'c_.~""y,__s'--2- "' (n +e) 



=> 

t.= 
l 

para i = 1, ..• , p. 

por lo que la regla de decisión correspondiente es 

- (l donde los valores de ti 

fórmula 

se pueden aproximar. mediante la 

para W=c/n, ~r(l) se obtiene de la tabla VII del Ap6ndice, 



:amado de Williams t 1972) y ~ es el suscrito dado por las 

nismas tablas. Por ejemplo si n=18, c=6, v=30, a=.05 e 

t= 2 

i·º5 (6/18) .. 1 .• .776 - .u3(1-1s/16) = 1..836 2, !JO 

COMPARACION DEL EFECTO<ENTRE DIFERENTES DOSIS CON UN NUME· 
RO DESIGUAL DE REPETICIONES• 

Aunque los experimentos usualmente se disefian con un 

número igual de repeticiones, puede suceder que al final

del proceso el experimento quede dcsbalanceado por alguna 

razón ajena a los efectos de los tratamientos. En experl 

mentas realizados con animales, cuando es necesario empl~ 

ar bastante tiempo, las unidades de estudio pueden perdeI. 

se por razones imputables SOLAMllNTE al azar. 

Si las repeticiones restantes del control son C y de 

las dosis de los tratamientos, n1 , n2 , •.. , nk' entonces -

los estimadores de má.xima verosimilitUd de µi para i;:_l 
~ 

sonµ., con media Y. ·+ 1 , ••. , i+j que estiman el valor -
l. l, l. 

<le las medias poblacionales son 
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(Note que catla µi se obtiene con el mismo procccimlcnto que 

en el caso anterior, 

y la estadistica de prueba es 

por lo que la icgla de decisi6J1 correspondiente es 

e~. -Y ) > E':' .J s 2 /n. + s 2/c 1 o 1,v _l. 
1---.;...(3) 

Afortuna<lamentc Williams (1972 plig. 526) iemuestra -

que para diferencias moderadas en las rcpcticio1es de las -

d6sis de tratamientos no hay necesidad de tabla especiales, 

por tanto se usaran las mismas tablas que para 1 caso an-

terio;. 

PARA UNA PRUEBA DE DOS COJ...AS 

Es muy frecuente desconocer en qui sentid se orient~ 

rfi la respuesta esperada del control, si en se tido posit! 

vo o negativo, aún cuando es razonable suponer que la me--

din de la respuesta es una funci6n mon6tona de las dosis. 

Los valores de ~i observados deben ser examinacos antes de 

decidir si se prueba contra las alternativas 



< < 

oJ contra las alternativas 

>. 

En cada caso la estad:i.st:ic~ será 

(~. - Y )tl's 2/n. +.:52/éf 1 o .. . . . l •. vi' i=1, ... ,k ___ (4) 

vi' i=1, .•• ,k_. __ (5) 

donde ui es el estimador de mlixima verosimilitud para el -

caso \l 1 _:: u2 _:: •.. .:: µk. 

Las distribuciones (5) y (4) son id6nticas. En la 

tabla VII del Ap&ndice se muestran los valores cr1ticos -

para t~ dos colas que están dados por a=0.025 y a=.005 que 

permiten una significancia de .OS y .01 respectivamente. 

UN EJE.'IP LO 

El autor propone el siguiente ejemplo: sup6ngasc que 

comparamos 5 niveles de u6sis contra un control, en un di 
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seña completamente al azar usando 70 unidades expcri1;:cnt:a es 

con 1 O repeticiones para los tratamientos y 20 para el co,1--

trol; pero por causas del azar se perdieron 5 observaciones. 

Se tiene c=1 S, n 1=n3 =n 4=1 O, n 2=9 y n 5=s. No se conoce el -

senti<lo del efecto (positivo o negat.) de la sustancia, sed~

cide hncer una prueba de dos colas al 51 de nivel de signif! 

cancia. 

Supongamos que las medias son 

so.1, Y1=s2.7, '? 2=45;z, ? 3=47.1, Y- 4=44.8 1 ? 5:46.6 adc
? s- = CME • ZZ.28 con 59 g.l. mr1s 

Es claro que si hay alglín efecto, éste .debe ser en se!! 

tido positivo (i.e. que incremente la res}li.i~s~~ esperada), 

esto cs,bajo Ha: 

Pr:tl)lero cada. \.li cle6~ .ser. cnlcÜl~da por el proceso de~ 
crito por Williams 6{1í)?o1>~'~·ijrir que Y 

0
.: Y 1 

el procedimiento es análogo al de la pág. 

Ha: Mo .::_M1 .::_ ... ~Mk). 

pero ahora • 
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pues toque Y1 > Y2 no hay que ponderar como Y2 < Y3 , en

tonces ponderamos 

puesto que < 'Y s' 

CtO Y4 + s'? 3~/(10+8) 

= 45.6 

En suma tenemos 

es decir que 

" ... ... 
M3 < M4 = Ms 
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Por otro ludo la regla de decisión ~s 

__ (S) 

i: 5 4 3 2 

n 1: 8 10 10 9 10 

i: 026 90 2.06 2;07 2.06 
l, 

2.05 2.00* 

.J 22.28(1/n¡,+1/18) 

tj 0 ~~..j22. 28(1/n;+l/18): 4.13 
' ·.ú>.': /. 

2.00 1.86 1,.86 -1.93 1.86 

3 •. ás 3.8.A, :L9S 3,72 

(*) Obtenido de tablas t::..stui:iÜ~i''~6j{ v'~GO~ gL, y a=. 025 
':O,·,~·<:<.:.{~;,_·::>:~',:<'.:·;:. 

Los cuantilcs 
'.' ,, . '. , .. 

se .()l,üci~6n .con 1a:f6rmula de ex-

trapolaci6n 

<l6nde i~ ..,(1) 
i, 

a= .025, <le 

y - ll 5 > ll s o 

y -
o µ4 

y -
o ll3 50; 1 46.2 µ3 

y - ll2 = so. 1 - 46.2 3.9 < µo= llz = \J3 = \J4 o 
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La conclusión es que las d6sis 3, 4 y 5 fueron más b~ 

jas en su respuesta observada, comparada con el control. 

Una modificación a la prueba de Williams (19,:71) es realiz~ 

da por Marcus (1976). 

4, PRUEBA DE p AULSON 

Consideremos ·k+l grupos de tratamientos bajo estudio, 

de los cuales T
0 

es el control y T1 , T2 , .•. , Tk son los e~ 

perimentales (a probar contra el control). Se discute el

caso balanceado y supondremos que las observaciones en ca

da tratamiento se distribuyen nonnalmente. 

Los tratrunientos experimentales, T1 , T2 , .•. , Tk, s~ -

dividen en dos categor1as: Una primera formada por el con

junto de tratamientos experimentales superiores al control 

y una segunda formada por el conjunto de tratamientos que

son inferiores o iguales al control. En tal situación se

ria deseable tener cierta protección contra la selección -

de tratamientos experimentales "mejores" cuando en reali- -

dad son inferiores al control. Ello es posible haciendo -

que el procedimiento usado proporcione• segurida<l en la se

lección de T0 como el mejor si la segunda categoria con-

siste en todos los k grupos (i.e. ninguno de los tratamie~ 

tos experimentales es superior a T
0
). 
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Consideremos una muestra de (k+l)n observaciones inde-

pendientes {Yij} 1, ... ,k; j=l,2, ... n tal que yij es la j

Esima observaci6n del tratamiento T¡ ; para asegurar que el 

procedimiento estadístico seleccione un tratamiento, de en

tre los k+l, como el me] or se debe tener que la probabili- -

dad de que ~o se seleccione sea> 1-a, s1 ninguno de los 

tratamientos T 1 , T 2 , ... ,Tk es en realidad superior a T
0

• 

Adcm5s tambi6n consideramos el problema de aec1dir el tama-

fio de muestra necesario para que cuando uno de dos trata-

mientos experimentales es realmente superior al resto, in-

cluyendo a T
0

, por una probabilidad determinada apriori -

sea > 1 -B (i.e que el tratamiento experimental sea selec-

cionado como el meJorJ. Las constantes a y ~ pueden ser -

consideradas como analogas al error tipo l y IJ cuando se 

prueban hip6tesis. Sin embargo en el problema de compara

ciones múltiples y no es completamente equivalente al caso 

de pruebas de hip6tesis de Neym:.m-l'earson, a menos que k=Z. 

Consideremos que las n observaciones del tratruniento 

Ti li=U,1 ,2, •.. ,k) se distribuyen normalmente 

i=0,1,2, •.• k 

el mejor tratamiento se define como aquél que tenga el va

lor más grande de µi 
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Paulson l1952bJ discute dos tipos de distribución de 

las observaciones, normal y binomial. 

CASO NORMAL CON VARJ.ANZA DESCONOCIDA 

Sea s2 = Oln, el cuadrado medio del errbl''• el estima

dor de la varianza, en .el cas.o d~ un di§efto .completamente

al azar es 

CME = 

i=U,1, •• ;,k ·' j=l,2, .•. n, 

además sea µi la media estimada del tratamiento Ti(para -

i=1 ,2, ... ,k) y Y
0 

la media estimada del control T
0 

y An -

una constante que se determinará en seguida. El procedí-

miento estadistico queda de la siguiente forma : Sea ~*= 
"' "' "' max {µ 1 , µ 2 , ••• , µk} y T* el tratamiento correspondiente-

ª la µ*seleccionada 

se lecciona.r T.1'. si µ" - Y 
0 

::_ >.n ...j CMb (2in) 

"' seleccionar T
0 

siµ* - Y
0 

< A.n ..J.r.:.r.IB(2/n) 
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La An puede encontrarse evaluando 

y 

haciendo uso de la int·<lgraci6n eri dos variables (Ver Paulson 

1952b, pág. 244), donde Pln; An, k+1, 6./o) denota la prooa-

bilidad de que Tk sea seleccionado como el mejor cuando 

llo = u 1= ••• ~ llk-I; ii 1/o = u 0 /o+ó/o, t:. es el incremento ue 

TK respecto a los demás tratamientos (i.e µk ~ max {µ
0

, u1 , 

... , uk_ 1 l + t:.). Desafortunadamente los valores de An no -

han sido calculados por completo y en la práctica resulta -

complicado calcular los valores de An, por lo tanto se usan 

métodos núrncricos aproximados para encontrar An. Sea Ci = 

{~i-;¡ 
0 

> An .J GIL(Z¡n); i=l, ... , k) y sea tn' una variable

aleator1a con d1stribuci6n t y n'grados de libertad. Con -

la ayuda de tablas de t encontraremos una aproximación Ana 

An, de tal manera que 

Entonces la probabilidad de que T
0 

sea seleccionado corno -

el mejor cuando todas !as medias son iguales excederá 1-~ 



por una cantidad menor que i(k-l)k Ptc1.c2J para 

> ,\n } , 

dónde (s, Ij tiene una distribuci6n normal con media cero, 

varianza uno y correlacilín p=ln'+A2n)/{¿n'+A2nJ. De esta -

manera se eval~an los limites del error tipo I, ya que, se 

sabe , C~E "' N ( 1 , 1 /.Zn' ) • 

Para los limites del error tipo 11, se tiene que dado 

A A 

,\n Jc.ME(2/n) } - (k::-1 )P{iik < ii.1 } 

•• - . ; /.--: - •;~o 

< P(n;>.n, k+l, l:;/a)~;P(~k-:~~•,\n.;JCME(2/n) ñ 

::f:~~- '.-'-
estas desigualdades se obtiene.n evaltúiifo.o:ias. probabilida-

des involucradas, por medio de illt~~¡:a·{~s··~~ una y dos va

r iabies y usando la desigualdad de Boufe rfon1. 

Finalmente para encontrar el. tamaño de muestra, se -

propone 
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donde a 1 = a/k, Yal= An y Ya = z~ ue una distr1buci6n -· 

normal estandarizada; después de calcular A(n
0

) y los lími 

tes para P(n 0 , Atn
0

J, k+1, A/o), puede modificarse la n
0 

-

por iteraci6n. 

Debe notarse que para encontrar el tamafio deseado pa-

ra controlar el error tipo II, debe conocerse o de la exp~ 

riencia previa. Paulson tl952a) desarrolla un método para 

encontrar una soluci6n 6pt1ma para k muestras con distrib~ 

ción normal. Esta solución est5 formulada como un proble-

ma de decisi6n mültiple; ese traoajo discute el caso balan 

ceadc con distribución normal y varianza desconocida. 

Concluímos esta secci6n con un ejemplo numérico. CO!!_ 

sideremos el experimento descrito por Anóerson l1974): su

pongamos que la valvula Des nuestro control, las medias -

son las siguientes 

V~lvula A B e 

media 

T:s Tz 'l'f T 0 
7·:417 · 6.9t7:4;<~174;ss3 

Tratamiento 

~ i· 

A A A 

en e~te caso max.{µ 1 , µ 2 , µ 3}:=113 =<-7.417,- entonces 6. = 

µ 3 - Y
0 

= 2.834; por otro lado se tiene que CME = 1.75; -
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supongamos adema:; que por experiencia previa <T = 1. 75, enton

ces de valores de la tabla VIII deÍ. Apénelice ca1cu1ados por 

Paulson (1952b) para a=0.05 y a•U.05 se tiene A12:yal • 

2.326 y Ya• 1.645 por lo que ~e tendrá 

2az e )i 2(1.75)2 l·2.•26+1.~4sJ2 ~ n ="fiT""" Ya1+ Ya • z.8342 J v 12. 

De esta manera se tencir!in 12 observaciones por trata

tamiento para una a = 1.15. En nuestro ejemplo tenemos 

2.326 v' 1.75(2/12) 1.256 

µ3- Yo 7. 417 - 4.583 = 2.834 > 1. 256; Concluir µo > µ3 

112· y = o 6. 917 - 4.583 = 2.334 > 1.256; Concluir 110 > 11z 

111- y = 4. 917 - 4. 583 = o 0.334 < 1.256; No hay evidencia 

suficiente. 

De lo anterior se concluye que el conjunto formado -

por los tratamientos T2 y T3 , tienen respuestas superio-

res al control; en tanto el conjunto formado por T1 se -

considera igual al control. 

En la tabla VIII del Apéndice, se reproducen los va-

lores calculados por Paulson (1952b) para P(A) y los lími 
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tes superiores para 1-P(n;A, k+1, 6) respectivamente. 

CASO BINOMIAL 

En esta secci6n trataremos el caso binomial, haciendo 

uso de la transformaci6n inversa del seno; esto es, si p 

es la proporción de éxitos observados en n ensayos indc-

pendientes con probabilidad constante P de éxitos, enton

ces arcsen ¡p- para una n grande se distribuirá normalme~ 

te con media arcsen /p- y varian~a 1/4n (para medidas de

los angulas dados en radianes). 

Sea ri el número de éxitos en la n observaciones del 

tratamiento T .. Sean p. = r./n, u-= arcsen;-u:-p-. y P
1
. la-

1 1 1 1 1 

probabilidad real de éxitos en el tratamiento Ti. Sea 

P* = max {P 1 , r 2 , ... , Pk}' u*= max {u1 , u 2 , ... , uk}. Don 

de T
0 

es el control y T1 , T2 , ... , Tk los tratamientos e!_ 

perimentales. Sea T* el tratamiento observado cuyo por~

centaje de éxiro es P*. En caso de que más de un trata-

miento tenga un porcentaje de éxito igual a p*, elija T~ 

de manera aleatoria del conjunto que tenga pi= p*. 

Paulson (195Zb) propone el siguiente procedimiento - ·-

para seleccionar uno de los k-tratamientos experimentales. 

Elegir T* si u* - u
0 

> Av'i'72il 

elegir T0 si u* - u
0 

~ Av'i72ñ" 
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donde X se escoge de tal manera que si P
0 
~ max {P 1 , ... ,Pk} 

la probabilidad de que T
0 

sea elegido como el mejor, ser§ 

> 1-a. Supondremos que n es suficiente grande para que el 

conjunto {U.} se distribuya como N(arc~enlP'":", 1/4n). 
l .· · .. ··. .· l 

De esta manera el problema .se iecÍl.lce al caso normal con 

varianza conocida¡ el valor de 

P {u*-u < >-v'17Zñ o 

Desafortunadamente los valores de A tampoco están cal 

culados en tablas adhoc y se utilizan las aproximiacioncs 

discutidas en el caso anterior. Por otro lado para cncon-

trar el tamaño de muestra paran tal que si P 1=P 2= ... Pk-l 

= P y Pk = P + ó (ó > O), la probabilidad de que Tk sea -

elegido como el mejor, igual a 1-B, y además 6 = arcsenyp:¡:(f 

-arcsen ;p-, esta _determinado al evaluar. 

P(n;X,k+l ,6)= P{uk-':1o > >.rT7.2ñ, uk::.max (x 1 , ••• ,xk-l)} 

dado que uk u
0 

+ 6. 

Usando la que 

e 1 tamaño de muestra / 

n 
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Concluimos esta prueba <liscutienclo un ejemplo numéri

co. Considere una situación en la que estemos interesados 

en investigar el efecto de cuatro tratamientos para cierta 

enfermedad-un control y tres experimentales-; supongamos -

que se conoce por la experiencia previa que la probabili-

dad de sanarse con el tratamiento estándar es de 0.75. El 

problema consiste en seleccionar uno de los cuatro trata--

mientas (incluido el control) que tenga las siguientes prQ 

pi.edades·: 

(a) La probabilidad de seleccionar un tratamiento ex-

perimental como el mejor, cuando en realidad es inferior -

al control, sea .'.:_0. OS ; (b) si uno de los tratamientos ex

perimentales incrementa su probabilidad (de sanar al0.90, 

mientras que la del resto es .::_O. 75, entonces la probabil.!_ 

dad de que el tratamiento experimental superior sea eleg.!_ 

do como el mejor debe ser ~0.95. 

En este ejemplo tenemos a=.05, B=.05, k=4 podemos 

aproximar con una t-student, a X, es decir t4º5= 2.132 =~ 

y 

6 arcsenl .75 + .15 - arcsen~ = .202 

entonces 

n = 1 74. 



Una vez que se ha encontrado el tamaño de muestra ne

cesario para detectar el efecto deseado, se procede a rea

lizar el experimento. El procedimiento cstadistico que -

cumpla los requisitos (a) y (b) es el siguiente: Un grupo

de 174~4=696 animales son inoculados con la enfermedad es

pecífica bajo estudio; luego los animales son subdivididos 

de manera aleatoria en 4 grupos, cada uno de 174 animales. 

Al primer grupo se le llama control, el resto de los gru

pos reciben los tratamientos restantes. Despu~s de reali

zar el experimento, si 

arcsen "i>• - arcsen ~ ~ Z. tZ8/./Z(1'4) 

concluimos que el tratamiento bajo experimentación es me

jor con un porcentaje p• de éxito, de otra manera el con

trol es en realidad mejor que los tratamientos de experi

mentaci6n. 

5, PRIMERA PRUEBA DE GUPTA Y SoBEL 

Haciendo uso del método de Dunnet (1955), Gupta y S2 

bel (1958) obtuvieron el siguiente procedimiento para ~le 

gir un subconjunto de tratamientos que son igualmente bue 

nos o mejores que el control. El procedimiento garantiza 

una probabilidad de al menos 1-a de que el subconjunto -

113 
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de tratamientos, cuando menos iguales al control. Este pr~ 

cedimiento es más flexible que otros -Dunnett (1955), Paul

son (1952- porque permite al experimentador escoge·r un sub

conjunto detcnninado en base a consideraciones econ6micas o 

de otro tipo. 

Este procedimiento pennite encontrar intervalos de co~ 

fianza para alguna media de interés. Después de realizar el 

experimento se encuentra un intervalo de confianza, a nivel 

a para todas las medias de las poblaciones de tratamicntos

con respuestas inferiores al control. Este intervalo de co~ 

fianza obtcni<lo es consecuencia de que al seleccionar un sug 

conjunto con todas las poblaciones <le tratamientos, tan bue

nas o mejores que el control, se han eliminado automáticame~ 

te quedando aquéllas inferiores al control. Por tanto este 

procedimiento se puede usar para eliminar aquellas poblaci~ 

nes de tratamientos que son significativamente inferiores -

al control. 

Para el caso en el que haya interés en tratamientos i~ 

feriores al control, el problema estadistico es idéntico y

las tablas se aplican igualmente con las modificaciones ob

vias. 

Los autores discuten dos tipos de distribuci6n de las 

poblaciones; normal y binomial, Aqui solamente incluiremos 

el primer caso. 
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Sean T1 , T2 , ... , Tp los tratamientos a comparar con

tra el control T
0

, cun sus medias u 1, ... , up y u
0 

respec

tivamente. Tendremos ahora cuatro casosdÍsti11tos: Varia!!. 

za cernan conocida (µ
0 

conocida), Varianza coMGn conoci-

da (µ
0 

desconocida), Varianza coman desc~noclda (µ
0 

conoci 

da), varianza coman desconocida (µ
0 

desconocida). Desde • 

el punto de vista prlctico el Gltimo caso tiene mas ~nte-· 

rAs y se discute a continuaci6n. 

La varianza o' es, desconocida y est1i·estimada por el 

CME, la media µ. es desconocida y está estimada por Y
1
• (pa· 

l. 

ra i=o, 1 , ... p). En este caso se tienen ni observaciones · 

de los tratamientos Ti(i=0,1, ..• ,p). Gupta_ y Sobel propo

nen incluir en el subconjunto a tod.os los tratamientos cu

yas medias f i excedan al control f 0 

____ (1) 

donde dª es el valor critico de una cola, de la ~abla V 
p.\} 

del Apfindice, tomada de Dunnett (1955), v son los grados-

de libertad del error. 

Al usar el estadistico (1) eliminamos los tratamien-

tos que son significativamentH~peorcisque el control. 

Los tratamientos cuyas m~d:Í.as muestrales sean ''suficien

temente" menores que el contrpl, se incuirfin en el subcon 

junto (es decir, aqu6llas diferencias f 1 - j
0 

que sean -

'· 
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suficientemente grandes y negativas). 

Si usaramos la prueba de Dunnett, declararíamos al 

i-ésimo 

(Y. -
1 

para pruebas de una cola. (1) y 

(2) es evidente que el método de Gupta y Sobcl obtendrá u11 

subconjunto de tratamiento mis g~and~. El m&todo de Dunnctt 

incluye aquellos tratamientos que solamente sean mayores -

que el control, mientras que el método de Gupta y Sobel -

desecha solamente aquellos tratamientos que muestran ser -

inferiores al tratamiento están¿ar, control. 

En nuestro ejemplo supongamos que la válvulá há prob~ 

do ser mala, con lo cual podemos utilizar'~la l'E\l}~~~. de una 

cola. Así - dª = - Z.85 para a= .OS)' p=4 ií=4, por lo p,v .. 

tanto 

-.1.088 

las D deben juzgarse éontra /\, 

B y c. Dado que la m(;dra\.lé o=4;583, cualquier. otra vál·''. 

vula será diferente de "D"sj su r(;!SP(;)Ctiva media es ai menos 

4.583 - 1.088 = 3.495, como las med:las restantes son 
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A B C 
7.417 6.917 4.!l17 

se concluye que las .yUvulas A, B y C son distintas del con 

trol. 

Posteriormente Sobel y Tong (1971) consideraron la -

agrupaci6n óptima de las observaciones mediante ciertas 

particiones de poblaciones normales al compararlas contra 

un control. 

6. SEGUNDA PRUEBA DE GUPTA Y SOBEL 
(Ryan & Antle, 1976) 

El m!todo de Gupta y Sobel selecciona un subconjunto 

de k poblaciones, con dist.ribuci6n normal y n rcpeticio- -

nes, las cuales contienen las poblaciones con la media -

mfts grande y probabilidad de al menos, P*. El m6todo ga

rantiza esta probabilidad P* sin importar qu~ tan peque-

nas puedan ser las diferencias entre las medias de pobla

ciones. El experimentador puede estar interesado en dc-

tectar alguna diferencia en particular y de esta manera -

se puede ampliar o reducir el subconjunto de poblaciones, 

manteniendo la misma P*. Ryari y Antle (1976) mejoran el

proccdimicnto de Gupta y Sobel y presentan tablas más 

exactas y ampliadas. 
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Considere \Jl, ... ,;Jk la.:; k poblaciones de medias de -

condistribución normal y varianza común o 2 • Sean r,, Yz· 
..• , ~k las medias mucstralcs y s 2 es estimador inscsgado 

de cr 2
• El tamafio d~ muestra de cada poblaci6n es n. Sin 

pérdida de generalidad supongamos que µk es la media más -

grande y la consideramos como la mejor poblaci6n. 

El procedimiento de Gupta y Sobel se formarla un co~ 

junto con la poblaci6n i-6sima si 

Y i.::_ Ymax - ds/ ..'ll 

donde los cuantiles d~ ds~ obtienen de la tabla IX del -
:,:!· 

- ' . -
Apéndice, tomada de Gupta y Sobel (1953). Los cuantiles-

de d son tales que c:u~~d6_~ 1 • ~,Y{P~Ta toda i 

Es decir que sin importar el arreglo de las µi' la 

probabilidad de que el subconjunto contenga la mejor pobl! 

c i 6n es al rn en os P *. 

La modificaci6n que proponen Ryan y Antle(1976) ne

cesita que la mejor población sea seleccionada con una -

probabilidad de, al menos, P*. Cuando uk > u1 + Ca, pa

ra alguna C > O e i=l ,2, •.. ,k-1. Si la diferencia en--
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tre la media mis grande y alguna de las otras es menor que 

Ca, entonces la probabilidad es al menos p* de que el sub

conjunto seleccionado contenga una población cuya media no 

sobrepase a 18 Ccr de µk. Si el experimentador desea usar 

una zona de indiferen¿ia, expresada como una fracci6n de ~. 

no es necesario conoce~ la varianza para usar esta mo<lifi-

caci6n al método de Gupta y Sobel. 

La nueva ~ropuesia consi~te en proporcionar una nueva 

tabla, para ello debemos tener [), =.rn-• C, y de esta manera 

se encuentra el va.lor de.- D* tal que 

,' .· 

P 1 'i\~ ymax -<~*_5/ lñ 1 P* 

donde µ1 = µ 2 = ... =µ~t\'/úJk"'iµ 1;·::aa·/~;<i~do;que és

te es el peor arreglO. p()sJ¡)í.~ d~>l~s·~~!:¡¡~~t/o~·; . Los va-
-- - -· --_ -.---.,.--- 7- C;·--;;!of-; ·---o'.---""-'=:-"-,.-'o-=~=~~7o.:='='; -.o--:~- ·~=-·""":-,,--,:--.,-;";:-.";-'i_·,_·":--ó-~-~-.c=~':-:::C~-ó-=-5~--'0:,.,-o:;-". ;-.:',"o-

lores de 0 11 para n=3,s;1o;k=3,'4,S.,10;'ll;;.o,~siJ~::o;'P*"'·90 
' •• •• · -¡'_; .;, " ~"'·-' 

y . 95, se dan en la ta~la Ú Ryan y ·An:t:i€·:.·(f~l(i'·;·'pág; 141 ). 
__ : __ _.,-,:': ::-"·'·_ ;y.:_;,~·:,::~--·,__,-~-·----.,./.''• 

(Esta tabla fue obtenida por m.ét6dos 'n:uffiliric6s ';tie:•iintegr!!_ 
'".o-" ' .. ·- ~-'·~~>-- ... ' . ,-, (· 

ci6n). Ver tabla IX A •. del aperidÚk. \'X.\. '':', ;:'.;<.,,", 
"-. : :·.·~?: -.· .. · . .-;:º'~<<·'~:·. ·_~J-~? ~- Ij/:-~';;:: ~}:· º-

a 1& un os .val/of~~·,·a~r:~~ifuacios de 

D* con los datos <l, n, k y P* se .d~~~:,;¿ri'l{6~'L~~·~~D;r; tal --
. ---·- - -:; ··::-'_----·-r- --;:T_(.'_.· ~- -'_-_--~T--:· 

Para poder encontrar 

que 

> y max 

,'.;,':' - >·' ,• .·. 
':- .'..><:· .. :.: 
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cuando u 1 = u 2 • ... = uk-l Y uk 

encontrar un valor D* tal que 

u 1 + Co. Ello equivale a 

Co > Ymax: - (C/ñ a/S + ri*)S//ñ J = p*, 

puesto que Yk-ccr tiene la misma media que las otras poblaci2_ 

nes y dado que o/s está muy cercano a la l1nida<l, si n o k 

son grandes, ello sugiere que 

donde d si,;: obtiene de la/tabla IX de 1 Apéndice, tomando Je

Gupta y Sobel (1958(. La· aprox:irnación obtenida, D*", de D* 

estl dada por la expre~ión 

D"'" = d - c.•-n, 

.• . 

que es m!ls conveniente. d~ outener~· ~Por ejemplo de la tnbla 

de Ryan y Antle se tiene qu~··para.n=k=S, p'1"•. 90 y Crñ"° = 

il = 1 , D" = 1. 66 rnientr~s c{ue> l~· aproximación es 

D** d -·. clñ 2.71 - 1.0 1 • 71 



CAP lTlJ LO I II 

MODIFICACIOi~ES A LAS PRUEBAS PROPUESTAS 

Introducción 

Las pruebas de comparaciones múltiples propuestas has

ta antes de la década de los cincuentas - Tukey, Scheffe, 

Student, Newman, Keuls y Bonferroni, entre otros; tuvieron 

gran aceptación entre los estadísticos. Sin embargo estas 

pruebas resultaron poco robustas al aplicarlas en algunos 

casos particulares; por ejemplo, la prueba de Tukey origi

nal no fue pensada para tamaños de muestra desiguales, tam

poco fue pensada para casos de heterocedasticidad. 

De entre las modificaciones propuestas a la prueba de 

Tukey, describimos en primer t6rmino aquellas que analizan 

los casos de diseños desbalanceados: Kramer (1956), quien 

propone usar la media armónica de los tamaños de muestra in

volucrados en la comparación; Spjótvoll y Stoline (1973), 

llochberg (1975) y Geniz.i & Hochberg (1978), extienden la 

prueba de Tukey para comparar simultáneamente todas las com

binaciones lineales de medias en diseños desbalanceados y de 
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efectos fijos, haciendo uso de la distribuci5n de rangos 

estudentizados, En seguida se describen las modificaciones 

propuestas a las pruebas Tde Tukey, S de Scheffc y RM de 

rangos múltiples para analizar diseños con heterocedastici

dad; Kramer (J9S7), estudia el caso de heterocedasticidad 

cuando existe correlaci5n entre las medias, debida al diseño 

de bloques incompletos o alguna covariable usada en el análi 

sis. Duncan (1957) muestra la proximidad en las propiedades 

de las pruebas sobre medias correlacionadas con varianzas 

heterog~neas y las pruebas sobre medias no correlacionadas 

con varianzas homogéneas, el autor se basa en la prueba de 

Kramer (1956) pero la prueba del primero es más robusta que 

la del segundo; Hochberg (1976) modifica la prueba de T, ba

sado en los resultados de Spj6tvoll y Stoiine (1973), y ob

tiene una prueba Otil para comparar todos los contrastes po

sibles, por parejas; Brown y Forsythe (1974\ Jn:()d.if:ican la 

prueba de Sheffe, mediante el uso de conttastes orton<lnnales -

en modelos con uno y dos critefids-d'.e l~ s'igJl.ificacHin con 
':."-,;:._-· : ..... · ...... 

varianzas desiguales, el m6todo de ortog.onalizaci6n de Gran-

Schmidt se usa para obtener lo.:- contrastes ortonormales. 

Finalmente este capí.tulo concluye con otras .modificacio -

nes a las pruebas origi~~les. Dunn (1961), modifica. la prue

ba de Tukey y Scheffe cuando se eligen m contrastes apriori 

de entre un grupo de k tratamientos,· er autor construye sus 

tablas para determinar los valores de m y k.en~relación al 

nümero máximo de combinaciones lineales, 'con el fin de que 
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los intervalos sean mis estrechos. Fenech (1979) propone 

una modificación a la prueba de Tukey para probar diferencias 

de medias en un modelo de bloques completamente al azar (BCA), 

la observación que hace el autor es que en los modelos BCA. , 

los errores están correlacionados y no se puede suponer que 

tengan varianza coman. Sen (1969) propone una modificación 

a la prueba de Tukcy, considera que, en un modelo factorial, 

las variables aleatorias no están igualmente correlacionadas 

al realizar comparaciones sobre efectos de interacción. Boher, 

Chow, Faith, Joshi y Wo (1981), modifican las pruebas de 

Tukey, Scheff¿ y Bonfcrroni, eligiendo los puntos criticas 

adecuados para maximizar el níimero de decisiones correctas, 

este ml!todo es conocido como "tres reglas para la decisión 

múltiple en modelos factoriales". Concluimos este capítulo 

exponiendo la modificación a la prueba de Bonferroni,de Shaffer 

y Macready (.1975), su propósito es mostrar que, dada una fam..!_ 

lia de contrastes, existen uno o más conjuntos de contrastes 

internamente independientes, con -el fin de incrementar la po · 

tencia de la prueba. 

l. Modificaciones a la Prueba de T ~key para Diseños 
Desbalanceados, 

. -·;_---·-~;e, 

En muchos campos deilá investigación es frecuente que el 

" investigador se enfrente a:-la tarea de comparar efectos de 

tratamientos que estan.:desbalanceados. El desbalanceo pudo 
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haberse originado porque el experimentador así lo decicidi6 

o porque algunas unidades experimentales han desaparecido 

por causas ajenas al efecto de los tratamientos. 

A continuaci6.n presentamos cuatro modificaciones a la 
. -· . . 

prueba de Tukey para casos desbalance.ad~s. 

Sean T 1 , .•• , Tk los· tra.tami:entos a comparar, ·cuyas medias 
,.. ,. 

son PJ , .•• ,µk y sus es~i~adores µ 1 , ••• ,µk' La prueba de 

Tukey original, afirma que comprobalidad 1-a, todas las com

paraciones µi - µ. de µJ , ••• ,µk satisfacen simult~neamente 
J . 

C~i-~jl - Q~,jc~E ~ (µi-µj) < C~i-~j)+ Q~,)d~E 
. • • • . ( 1 ) 

donde n es el nllmero de observaciones en el tratamiento 
" ., - ,. 

i=l •...• k. Qªk .. · es el cuantil con un (1 -a) ; 1 OO'L ,v . 

< ••• :--:~-}.<· ,:'..:;- --

La modificación propuesta C(lnsistci en cambiar )a exprc-

si6n (1) en 

cC. -~.)-oª ./ om(l + l.lh < (µl. -µJ.) < e~.-~ ) + Qª 
l. J 'P 'V V ni nj. - l. . J . p. V 



Donde Qª es un cuantil con (1-a) 100\ de confianza 
p '\) 

de una distribución de rangos estudentlzados con. P,v gl. 

12 5 

(Nota: el articulo original de Kramer, hace uso de las ta

blas construidas por Duncan (1955); sin embargo Harter (1960) 

construye otras tablas que mejoran los cálculos del primero). 

Ejemplo: 

Reproducimos el ejemplo de Kramer (1956, pág. 309), mo

dificando los cuantilcs Q~,v por los dados en las tablas de 

Hartcr (1 960). 

Se tienen 6 tratamientos ordenados de menor a mayor en 

un modelo completamente al azar. 

i 2 3 4 5 6 

µi 458 498 sir 52-8. 564 630 

ni 3 s 4 3 :5 2 

cuya tabla de análisis de varianza es: 

p 

Trats. S 46530.S·S~':;p·,9}06'.·17~ .017 

Error 16 38352.0Q 2~97~00 

Total 21 84882.85 
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s v"TI'97 4 8 • 9 6 

para una significancia de Q( =. 05 la tabla Il del apéndice 

tomada de llarter (1960) dan los siguientes cuantiles 

p 2 3 
Q.05 
p. 16 

2.998 3.649 

(48.96)Q· 05 ... 

146.78 . 118.65 p, 16 

comparamos 

contra 

ICME Q.05 
p, 16 

para probar Ho µ 1 =µ & , calcular 

(
... ... _, 2(2) (3) 
llG-1l1)., 2+3 

4 5 ·6 

4.046 4;333 4~557 

198~09· 212,;14 . 223,11 

(1 72) (1. 55) 266.46>223.11 
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concluir µ 1iµ6; de manera an~loga se calculan las demas di-

fcrencias, en resumen se tiene 

Conclusi6n 
A A A 

(µ 6-µ 1)* = 266.46>223.11; (µ 6-µ 2)* = 223.12>212.14; 

A A 

(µ5-µi)* = 205.27<212.14 µ5 = µ¡ 

A A 

(µ ~-µi) * = 121. 24<198. 09 

(~3-~i)* = 116.65<178.65 

...... 
(µ2-µ1)"' 77 .46<146.78 

en resumen se tiene el siguiente diagrama 

Tl T2 T3 T4 T5 16 
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1.2. Segunda Modificaci6n, Spj1hvoll y<Stoliné> <1973) 

E 1 estadístico basado en la distiibu~ié)~·d~ rangos estu

dentizados, puede usarse para estimar apr~x~~adame'nte, de ma

nera simultánea, todas las combihaciones ~ineales de un con

junto de medias para un an5lisis de varianza de un modelo de 

efectos fijos, desbalanceado. Este nuevo m6todo lo llamare

mos Extensión del Método de Tukey (Ext.T). Las ideas princi

pales se tomaron de Sph•tvoll & Stoline (1973). 

~ 

Supongamos que 11 1 , ••• ,µ.K son los estimadores de las me-

dias de efectos de los tratamientos T , .•. ,Tk; donde 

para i=l , ..• ,k; ni es el tamaño de muestra del tratamiento 

i-ésimo y µ 1 , ••• ,µk; o 2 son parámetros conocidos. Sea S
2

=CME 

el estimador de o 2 independientemente de µ 1 , ••• ,\Jk tal que 

vS 2 fo 2 se distribuye como una x2 con~ g.l. 

fijos 

Consideremos un diseño completamente al azar, de efectos 

µ+t.+e: •. 
1 1J 

i=l, ... ,k; j=l, ... ,ni 

(t) 
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donde los c .. (s) son independientes y con distribuci6n nor 
l.J 

mal de media cero y varianza o 2 • Entonces siµ.= µ+T. 
' . J._ J._ 

µ. 
J._ Y· 1. 

n. 
1 Yij 

= .I1 n: 
J= J._ 

es la media de las observac~one'~ien<la i;,;6sima celda y además 

el cuadrado medio del error',ccgs'tir*'~ki:"~'ic 

n~ 
''.;1 

52 I> (y .. - Y· ) 2 / (N-k) 
j=l J.J . l. 

= CME = 

k 
para N f n1 ; con v = N-k g~l~ 

>::~~~:.:~.=..~ e_-- -

El m6todo de Tukey .para •el caso balanceado (n1=· .• =nk=n) 

puede resumirse de la sig~{'~~~e-manera: 

1. -

;:/';'..'. :, 

Con probabilidad 1 ~d:/ tCldas las combinaciones 
····-<·_::,:~-.'<"': ' 

'!' = 

'~:· __ ·,:-: ~:-

k ·;·; ;; ',(':,_ 
I e;µ; · ''C:oI'l 

,.l, .. ;1 .. 1? ;('::;(_: 

de µ 1 , ••• ,µk satisfacen si~ultáneamente 

o 

'!' Q~,v ~C~E e* < '!' < ífi + Q~,v ~C~E e* ..... (2) 



2.- Con probabilidad 1-a todos los contrastes 

k 
'!' "' l e.µ.; 

1 l. ]. 

satisfacen 

' 

k 

J e: 
']. 

o 

,. - ~ {W· k lcil 
'l'+Q -t--k,v - n_ 1 2 

3.- Con probabilidad 1 -a para todas las comparaciones 

de 

satisfacen simultáneamente 

(;.-;.) _ Qª ~CME < (µ
1
.-µJ.) 

1 J k,v n -
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donde Qªk es el cuantil con un a·100\ de confianza de 
'\) 

una distribución de rangos estuden_tizados -con k y v g .1. 

se muestran en la tabla I del ap~ndice y 

C* Máx {c~>O_ci' ¿í o c.}_--~ 
l. i < . ]. -
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EXTENSION DE LA PRUEBA DE TUKEY 

1< 
Considere que '1'. = .. l .C{JLi; bajo las suposié:iones (1) y 

'•; . .<l.. ' 
con probabilidad t~~-to~as·1as combinaciones 1ineale~ 'I', de 

k -ci 
I: C. JL· , Qk .· pUJ\tO superior con a 1 00\ de 
1 1 1 ,v . donde ~ = 

confianza y k; V g. l. de un~ distribuci6n aumentada de rangos 

estudentizados, ver tabla X 

(1978); y e** = Mfíx {cz:>O 
en 

ci 

lñi 

tomadas de Stoline 

Para probar (3) introducimos las variables Y1 , ••• ,yk por 
A A 

yi e µifni ; i=1, ... ,k. Entonces YI , ••• ,yk son independien-

tes y N{yi,o 2 ). Dado que las yi (s) tienen la misma varianza~ 

los intervalos de confianza simultáneos para todas las combi-

k ** naciones !, 1 diyi se pueden obtener de (2), haciendo n=1 y C 

que considere las d1 , ... ,dk. 

Pero 
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Un intervalo de confianza para ¿k1 C.µ. se obtiene esco 
1 1 -

giendo di=CJ!ñi si y sólo si di!ñi=Ci para todo i en (2) y 

de esta manera se obtiene (3), lo que completa la prueba. 

Claramente (3) se puede utilizar para todos los contra~ 

tes deµ¡, ... ,uk. Para comparaciones dos a dos, a partir de 

la expresión (3) es claro que con probabilidad mayor o igual 

que 1-a se satisface simultáneamente paraµ¡, ... ,µk. 

,.. ,.. 
{ 1 1 } -. 

,.. " 
(_µ.-µ.) - máx lñi' ·rn; Qk, \1 

/CME < µi -µj < (µ.-µ.) + 
l. J 1 J 

_ ... ( } -a. 
ICME + --, Qk,v 

lñi lñj ..... 

Las expresiones (3) y (4) se pueden utilizar para esti

mar simultáneamente todas las combinaciones lineales y dife

rencias de parejas de medias, respectivamente. Con probabi

lidad 1-a todas las combinaciones lineales ~ = Í~ Ciµi de 

las medias µ 1 , ••• ,µk, satisfacen simultáneamente la expresión 

(3). 

SpheStvoll y Stoline (1973), conside;:ra que _la extensión 

de Tukey se puede recomendar cuarido:--

1. - Haya interés en comparaciones de- med{'~~ ;~r: ~arejas y 
'::-:~::' ::·. 

(4) 

2.- los tamaños de muestra no estén serialllente d~~baianccados. 
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1.3. Tercera Modificación, Hochbe~g {1975) 

De entre los muchos métodos de compáraciones múltiples, 

el de Tukey ofrece los irit~rvalos mis co~tos para comparacio

nes dos a dos (Miller, 1966, cáp. 2). En 1975 Hochberg, dis-

cuto un procedimiento general de la prueba de Tukey para ca-

sos desbalanceados. Este nuevo método que llamaremos Ext. G.-T, 

es una extensi6n de la prueba discutida por Spj6tvall & Stoline 

(1973). 

Sea Y=(Y1 1 ••• ,Yn)' un vector den variables independie~ 

tes, normalmente distribuidas con varianza común 0 2 1 '(I es una 

matriz idéntica). Sea~ el vector de medias tal que 

donde 

X 

[

Xu • • • • • X,k] 
xri.1 • .. • xnk 

Rango X· = k · (k~h)<t~:./ 
~ (131,····ªk} 

El número de columnas se supone menor que el número de 

renglones (k<n), para que los grados de libertad del error 

sean v=n-k>O. Se supone que X es una matriz de rango com-
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pleto; ya que si X tiene rango incompleto, se puede usar una 

reparametrización que asegure rango completo. 

El interés de esta prueba es encontrar un intervalo de 
·· .. · k 

confianza para l• 8 (que son contrastres de la foTina. Li=l i 8i 

para Lr=lli=O) en un modelo de la forma 

y X~ • ~ , 

puesto que X es de rango completo, el estimador de máxima 

verosimilitud de ~ es 

1! (X' X) - l X' Y. 

El estimador de o 2 es S2 "' Y' {r-X(X'X)- 1X 1 ) Y /(n-k), 

tal que 

(n-k)S 2 

y adem~s son independientes. 

Definamos 

M(.l ') máx. ¡º l .e.., 
·L i>O l. - l. K. ·} C.i<O 1 



El método de llochberg para modelos de rango completo, 

en forma general se describe de la siguiente manera. 

Si Q es una matriz de kxk elementos (números reales) 

que satisfacen 

QQ' 

13 5 

(1} 

entonces con una probabilidad de 1~a los intervalos de con

fianza simult5neos para i•e, cstAn dados por 

Para demostrar (2) 

partir de (1) 

Q = 

(Z) 

(J97Sl construye Q y Q- 1 a 

= (X'XQ') 

' ' 

QQ-l( = C~'XQ')-l (X'XQ'·) = I 
'º ;. ; 

entonces la combinaci6n Úneal Íi(i-~) se puede escribir co-

mo 

" ~·(~-!!) 

note que 
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ya que 

<-> ,ex·~) -1 QQ' 

p 1-a 

• • • (3) 

Finalmente observemos que si &* = Q'& , entonces tendr! 

mos una transformaci8n inyectiva y suprayectiva. Además si 

sustituimos &'Q por i* en (3) obtendremos la expresión equi

valente a (2). 

Por otro lado, la versi6n correspondiente para constras 

tes queda: 

para todo contraste 
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Este método es más general que el de SpjtStvoll & Stoline 

(1973), basta con mostrar que en el método Ext G-T hagamos 

que QQ' sea solamente una matriz diagonal. Ya,que los.auto

res usan a Q Diag{d 1 ,d 2 , ••• ,dk} (ver notación en la prueba 
J 

de Spjotvoll & Stoline, 1973) ._. 

Obviamente que la matriz. Q t~{JJ~.QQ;~(X'X)-l, existe 

pero no es única y los métodosde·Ho¿h~~~g}/de SpjtStvoll & 

Stolinc no permanecen invariantes para cada selecci6n de Q. 

Por esta razón, llochberg (1975) discute una forma de selec

cionar la matriz Q; sin embargo, la matriz Q no siempre pue

de encontrarse de tal manera que proporcione intervalos de 

confianza estrechos. El razonamiento básico del autor es 

encontrar una matriz Q cuya estructura se mantenga muy cer-

cana a una matriz diagonal. 

A continuaci6n ejemplificamos el uso de este método, ha

remos un anfilisis de covarianza. Sean Yij (i=l , ..• ,k; 

j=l , .•. ,n) N•kn variables aleatorias normalmente distribui

das con o 2 común y esperanzas µ.+bx .. (i=l, .•• ,k; j=:l, ••.. n); 
l lJ 

donde las x .. (s) forman una matri:z. de rango completo·. __ Sea 
lJ 

n 

l 
j =1 

X .• _u_ 
n 

n 

l 
j = 1 

Yij 
n 

k 

. l i=l 



k n 
. l 
i.=1 

l (X. •. -x.) 2' 
j =1 l.J. .l. . 

El estimador por 

"' las covariables es µi' e 

Este es un modelo de 

* las µi (s) esta dada por 

~ .· 

b "' 

a 2 [ k I + dd' ] = .02 (X 1 X) - l 
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donde d=(d1, ... ,dk) •; di=X"i//Sxx ; (i=l •.•. ,k) y la matriz. 

identidad se denota por I. El estimador insesgado de a 2 es 

Para poder aplicar el procedimiento de Hochberg hacemos 

que la matriz. Q=al + hh' para alguna constante a e: lR y 

h:(h1, ... ,hk) c'lRk. Para determinar el valor de a y h escribi

mos la condición (1), es decir 



o bien 

<-> 

<-> 

QQ' (X'Xl-l 

(al+hh') (al;+-hh')' ~ k I+dd' ~ 
··.-:::,:_:'-,/,·.:.-/' 

'""'-;_-_-··,,--

··-:·· 

a2.'I-+~2ahhJ~ (JiJ~j (h~'') ;;. · .t I+dd • ..... , .: :,n· 

~- --~:.- :_: ,,;.~:=::. 

a 2 I+(2a+h'h)hl{. l. I+dd 1 
n 
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finalmente obtenemos que a 2 =l y h=ul/Z d pa~a un escalar n 
u que satisfaga la ecuación µ(Za+ud'd)=l. De aquí obtene-

mos cuatro soluciones para Q, de las cuales dos son redun-

dantes (porqueM(X) "'M(-X) para cualquier vector X). Las 

dos soluciones restantes deben ser tomadas en cuenta para 

el problema particular y elegir la que es uniformemente me

jor. La elecci6n de la mejor solución esta determinada por 

el contexto del problema a resolver. 

1.4 Cuarta Modificación, Genizi y Hochberg(l978) 

Se han elaborado con anterioridad a esta propuesta, va

rios m~todos que discuten los diseños desbalanceados. Usan

do como marco de referencia esta discusión general Genizi y 

Hochberg (1978); proponen estudiar los diseños con un crite-
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rio de clasificación con diferentes tamaños de muestra. Los 

autores obtienen con su procedimiento, intervalos de confian-

za más estrechos que los obtenidos por el de Spjótvoll y 

Stoline (1973), para todas las comparaciones por parejas de 

medias. Para diseños moderadamente desbalanceados, la nueva 

propuesta es superior al método de Hochberg (1975), si se usa 

como criterio la longitud promedio de los intervalos de con

fianza para todas los contrastes dos a dos. La modificación 

propuesta por Genizi & Hochberg (1978), toma como referencia 

principal el trabajo de Hockberg (1975), expuesto aqui bajo 

el titulo "Tercera Modificación a la Prueba de Tukey para 

Diseños Desbalanceados". 

Sean µ-~(µ 1 , ••• ,µk) el vector de medias de los tratamie!!_ 
" ,.. , 

tos, cuyo vector de estimadores es (µ1, ••• , µk) = 11, tal que 
2 -1 µ "' N(µ, a (X 'X) ) ; X es de rango completo y cr 2 es un esca-

lar. Usualmente se tiene que 5 2 = CME es un estimador inses

gado de o 2 , independiente de µ y tal que vS 2 /o 2 es una va

riable que se distribuye X z con v g .1. La notación que 

usamos a continuación es la misma que la usada por Hochberg 

(1975) y llamaremos T(Q) al método propuesto por este autor, 

aludiendo a la generalización del método de Tukey. 

La modificación de Genizi & Hochberg (1978) consiste en 

encontrar nuevos métodos para elegir la matriz Q, tal que 

QQ' = (X'X)-l. El primer método consiste en construir lama

triz Q de tal manera que minimice las longitudes de los inter

valos de confianza para más de K/2 contrastes de pares de tra 
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tamientos. El segundo m6todo esta pensado para modelos cnn 

un criterio de clasificación en el que hay solamente <los ta

mafios de muestra distintos, de entre k tratamientos. 

De manera resumida el método anterior, de llochberg (1975), 

puede escribirse de la siguiente manera: para Q, una matriz 

de kxk que satisfaga 

QQ' ( 1 ) 

tenemos que si&'= (9.. 11 •• .,.P.k) y -1/. &'e:mk 

·1-a ( 2) 

.· .· ·•··.· ) ; {;',i:.~;' 

donde Q~ v tiene una distribución de 'rangos estudentizados , . . ,· -.'., .. - .. 

con (1-a) 100\ de confianza y k,v g.L y 

l 
9...>0 
·l 

.e.. , -
.1 1 ·~'º ,.,¡ i=l ,Z, •.• ,k. 

e = 

La versión de esta prueba pát;a\c.Óriti:as~e queda, .si 

(c , ... , ck), c un· corit~d~ie~ afbFt~ari.bL,~· 
_,. ,, .·. ~'../:~.(\:~:,;:(;>·-' 

1-a •..•• (3) 
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Primer método 

i) Para cualquier .2.' el autor propone susti.tuir en (2) 

MCQ'&) 1 
2 /z. ~ ' (X 1 lC) ~ i !: 

ii) Para cualquier combinaci6n lineal normalizada!'~· 

Se construye Q1 que satisfaga (1), entonces todas 

las matrices Q que satisfacen (1), se pueden reprc-

' 1 -1 sentar por Q=Q 1 11, donde ll=Q 1 (Q 1 ) y es tal que 

111-1' I, por lo que H es ortogonal. Asi para 

C12 (1, -1, 0, ... ,0)' 

' H'Q1 .2. 

1 
2 IT C12 

Si h (i) denota la columna i-~sinia ele :H. Puesto que 11 es 

ortogonal 

por lo que Q=Q1 H cumple con la propiedad buscada, asi defini -

rnos g (l) = Q; g. 1 )' 11 esta forrnn por 
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E.JEMPLO. 

Sea 

1 
2 

(i) g 

diag (t• 

(i=3 •...• k) 

1 
4• 

, ,¡;, 

(4) 

y sean los contrastes C1 2 = (1, -1, O, O)' (0,0,1, -11'. 

Deseamos construir la Q para obtener la. T(<Ú.6ptima. Entonces 

normalizando los vectores tengo que 

g ( 1) • o, Q¡ 
42 

g (3) 1 ~J//,~2 + 
Q¡ CH o, - 52 

entonces eligiendo 



(~. 3• o, o)/~ 1 + 1 
32 42 

usando (4) 

H = 

(o, o, 1 
s• 

obtengo: 
,"" 

~9899 ·-. 1 41 4 

~ 1414 .9899 

o o 
o o 

o o 
o o 

.9247 • 3807 

-.3807 .9247 

por lo que Q=Q1li tiene las propiedades deseadas. 

Segundo método 
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En este caso tenemos dos grupos de tratamientos, un gru

po con m1 tratamientos, cada uno con un tamaño de muestra n 1 ; 

y un grupo o complementario de k-m 1 =m2 tratamientos, cada uno 

con un tamaño de muestra n 2 • Sin pérdida de generalidad 
-1 n 1>n 2 y (X'X) = diag (1/n1, ... ,l/n1, 1/nz, .. .,1/n 2 ). 

En la búsqueda de la matriz Q adecuada, debemos pedir 

que los intervalos <le confianza (i) tengan una 
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de comparaciones dos a dos, entre los tratamientos con el 

mismo tamaño de muestra y que íii) tengan la misma longitud 

para todas las m1m2 comparaciones dos a dos, de los trata

mientos con diferentes tamaños de muestra. 

La prueba que proponen Gcnizi y llochherg (1978), cumplen 

las condiciones (i) y (ji); es decir, minimi:an las longitudes 

de los m1m2 intervalos de covarinn:a para contrastes de pare

jas entre tratamienots de diferentes tamaños muestrales. 

(Este conjunto de contrastes lo denotaremos ~). 

Sea Q=Q1H y una participaci5n de la matriz ortogonal 

11 en la forma 

para que 

que ser 

1122=1+311'. 

H = 
m1 X m1 m1 



' y -2/mi < x < O. Si 1121 -1121 , entonces Z=xm1 /m2, 

y=.:'.:. 1-x(Z + m1x)/mz. y -2/mi :::_ x ::._O. (Para la demostra 

ci6n de este hecho vease Genizi y Hochberg, 1978, pág. 882). 

Ahora buscamos la x que minimice las distancias de los 

intervalos de confianza en la expresión (2) para Q = Q(x) ; 

Q1ll(x) y un contraste Ce ¡;, Los autores usaron la computa

dora para encontrar el valor 6ptimo de x, llamémosle Xo, 

dados los va lores de n2, m1 , m2 y b = n1 /n 2 > 1. Genizi y 

llochbcrg ( 1978, pág. 882) exhiben una tabla en la que calcu-

lan los cuantiles R(m1, m2, b) lñ1 µ(Q; c) para ce r; y 

Q(x 0 J = Q0 , la matriz Q óptima para x 0 ,ver tabla XI. 

EJEMPLO 

Para b=lO, m = 2 y m = 1 (es decir, tres muestras, 

dos e.le las cuales tienen tamaño n ,--Ta- otra de tamaño n y 

14 (, 

n /n =10) el valor R(l, 2, 10) = 2.646. Por tanto obtendre

mos intervalos para constrastes entre dos medias de la forma 

para v = Zn1 + n1 - 3 gl; 
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2. Modificaci6n a la Prueba de Tukcy 

2.1 Caso: 

Posteriormente a la pro¡>9sici6n de Kraníer ()9.56), para 

comparar diferencias de medi_as en diseños desbalariceados, el 

mismo autor estudia el caso de diseños en los.cua.les las me

dias están correlacionadas y sus varianzas son decsigualcs. 

El caso que estudia Kramcr (1957), no contempla la si

tuación cuando la desigualdad de varianzas de las medias se 

debe a que las observaciones provienen de diferentes,trata

mientos que, de por si, tengan varianzas desiguales; ade~is 

supone que la correlación de las medias. se debe aL Aiseño de 
--" -·-· --'.--¿__ ;-co;_:::::;,,_ 

bloques incompletos o a alguna covariable Usada ~t1 ef Ü~áli
'·. -,.,-:· . .:; 

sis. 
·o.·,>'":·,:-··<::~-~-::·.:_: .. J 

Considere un experimento con cinco ·~l'~t-~11\{~~\i>·s, Á, B, 

e, D y E, cada uno repetido r-veces. ~~;o~i~··'.tj~e>¿s 'medias 

dispuestas en orden ascendente, son 

definimos R 
p donde CME es el estimador inses-

gado de a 2 , con v g. 1. tal que v (CME) / 0
2 se distribuye 
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como una x2 con v g.l. El procedimiento a modificar afirma 
,.. 

que si µB - µe excede a R5 entonces debe juzgarse como signi-

ficativo. Si así sucede, entonces compar~r µB ~ \;Ácon R4 y 

así sucesivamente. 
' ' 

El autor construye í'a~J;est~~Übi~as mi~ c~nvenie1Ú:es pa-
-:.::·,~, '~ .:'< , 

ra varios casos distint.ós;'.' 

2.2 Caso l: Varia,n:z:isy Covarianzas 

,.. ..... h ,.. 

Llamemos ªij(µi-µj) = (µi-µj)* la diferencia ajustada, 

donde a .. es una constante conocida. Supongamos, se tienen 
1) 

k medias ajustadas con varianzas y covarianzas estimadas , 

Cii5 2 y CijS 2 
• Puesto que el error estandar de cada media 

puede ser distinto, podemos modificar la prueba de Duncan 

original. Si Cii S 2 

S"' µ S". " I ff 
µi-µj 

·, ·.··. '• ... ::· 

( 1) 

Si tenemos dos media;) \i 1)y. ~2, con sus varianzas y co-

varianzas 

obtenemos 

,.. ,. 
(µ,rµ2) /Z/(C11· ZC12+ C22) > R2 
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Generalizando las comparaciones anteriores a k medias 

una prueba conservadora para comparar diferencias de medias 

es 

.Jl./(C .. - 2C:. +'C .. )·> R 
'' 11 1J . · .• l.J ' p • • • • • ( 2) 

2.3 Caso 2: Método para el Anális.isde~ovarianza 

La precisión de las comparaciones ent~~las medias de 
' ' . ~ ' ' . ' ' . . . 

tratamientos distintos, puede incrementa~de con un análisis 

de covarianza. Sin embargo si ei cüadradomedio del trata

miento ajustado, es significativo·, existe el problema de sa

her cuál media de tratamientoajusta<:Io es significativa. 

Para hacer los cfilcul6s m55 sencillos~ supondremos que µ re

presenta la variable a estimar y que x es la medida que está 
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correlacionada conµ, la media ajustada del tratamiento 

i-ésimo es 

.... 
µ

1
. - bCx .• x) .• 

·l 

'.'.'. .. /. " ,. ' 

donde µ 1 y x1 son las medias para el i.-'6sim_o tratarni:ento, · x 

es la media general y b es.un coeficiente .de ;regrcsi§11. Las 

varianzas y covarianzas esti111~cias de las,~~~i:¡~ .. ii4ú¡:~~s, · 

e .. s, 2 
11 

x. 
- 2 J __ 1 . 51"2 

E ' XX 

c .. s 12 
lJ [~] S" 

donde 5 12 es el cuadrado medio del error para Y, y Exx es 

la suma de cuadrados del error para las x(s). Por lo tanto 

el intervalo propuesto queda 

• [~ + 

y tendremos 



(µ.-µ.) 
l. J 

s• Qª p,v 

r 2r 1\x 
2E-,x-·x~-+~r-C_x_i ___ x_· J-.)~2 - > R 

p 

Caso 3: Para Disefíos Balánceados con Bioi¡ues 'lncon1pletos 

1 s l 

Si tenemos t tratamientos cada uno repetidos r veces en 

q bloques conteniendo k tratamientos distintos y ~ es el nd-

mero de veces que cada tratamiento aparece en el mismo bloque 

con cada uno de los tratamientos, entonces las varianzas y 

covarianzas ajustadas de las medias ajustadas por el error 

entre bloques, son 

c .. 5 2 

l l. 

donde 5 2 es 

Además 

cii. - zcif + cjj "'. zlrE· = n/[r(k~1) + A] 

y los intervalos ~:~~:.1~<;ci~~a.· 

Cl 

R =S·Q p p,v 



Caso 4: Parn Üisefios Parcialmente Balanceados 

Casi siempre es posible obtener un promedio del error 

estandar de la diferencia entre dos medias ajustadas, de 

tal manera que puede utili:arse para todas las comparaciones. 

Si s;ond denota la ponderación promedio del error estandar 

para la diferencia de dos medias ajustadas, entonces los in

tervalos son de la forma 

/2/(C~; - 2C. ;.+ .• c.J'J·) lJ lJ 

El autor discute otros dos casos: método general para 

Latices y otro para un número desigual de repeticiones el 

primero puede consultarse en Kramer (1957, pág. ·11), el se

gundo se ha tratado al principio de este capitulo. 

3. Modificación a las Pru~bas de 
Varianzas Desiguales, (D~ncan 

Múltiples para 

Las pruebas de rangos múltiples han sido desarrolladas 

por varios investigadores, por ejemplo, D. Newman, M. Ke1.1ls, 

J.W. Tukcy y D.B. Duncan; estas pruebas estln pensadas para 

probar diferencias entre varias medias de tratamientos, siem-

pre y cuando todas las diferencias tengan el mismo interés 

para el investigador. Estas pruebas suponen homogeneidad de 
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varianzas entre m()dias de tratamientos y que no esLín corre-

lacionadas. Kramer (1956) ha propuesto una prueba para casos 

de diseftos desbalanceados~ este m6todo es v51ido para probar 

diferencias de medias no correlacionadas y con varianzas he

terogcnéas; el mismo autor ha. propuesto modificaciones a la 

prueba de Tukey paramidias correlacionadas. 

El método propuesto por Duncan (1957) muesttá la proxi

midad en las propie-dades de las pruebas sobre lnec1ltis'l::()rrela

cionadas con varianzas heterogéneas y las pruebas'. sobre medias 

no correlacionadas con varianzas homog!íne~s ._ 
1): 

Sean µ¡, ... ,µk lask inedias estimadas, tales que la va

rianza de la diferencia es V(~i-~j) = Uij cr 2 
'. donde Uij es 

conocida y cr 2 es la esperanza de cuadrados medios .de la di

ferencia. Sea 5 2 el cuadrado medio del error con v g~l. tal 

que vS 2 /cr 2 se distribuye como una ji-cuadrada con V g.1. 

Llamemos ªij = /z;uij el factor de ajuste y: cGi _µj)"' 
"" ·._-·_,, __ -.· A. .... 

ªij(µi-µj) la diferencia ajustada entre las:medias· µi y µj 

y llamemos Rp = S Q~ ,v al y.alar crf~ic.o: ~~A' m~dias. donde 

Q~,v tiene una distribuci6nde ra11g~;s,[ci'stÚdentizados con p y 

v g.l. (tabla r1, t~~~ciC>;élé;H~l-t~i .. 1·~6or~ 

Duncan ( 1957) pr6po¡}e:::jr·s{g~~iente criterio: "Cualquier 

conjunto de k medias es homog~neo si la máxima diferencia a

justada en el subconjunto no excede el valor crítico Rp. Dos 

medias cualesquira que no estén contenidas en el mismo subcon 

junto homogéneo, se declaran significativamente distintas. 

Dos medias cualesquiera que cst6n contenidas en el mismo sub-
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conjunto homog6neo, no se declaran significativamente dis-

tintas". 

La anterior regla es muy parecida a la de Kramer (1956) 

excepto que en el filtimo subconjunto de k mcdi~s. se declara 

homogéneo si su rango ajustado no excede a Rn. 

El criterio de Dw1can arriba expuesto, puede establecerse como si-
,.., ,.., 

sigue. Sean µ., µ. los estimadores 
l J -,.. 

respectivamente, tales que E(µi) = µi 

de las medias µi' µj 
... 

y E(µ.) = µ .. 
J. J 

Si D •. 
l.J 

denota la decisión de que µ~ y µj son significativamente dis

tintos, entonces el interés de Duncan es 

Max{ p (D .. \_µ. '"U.:)} 
l.,J . 1. J 

que es igual a 

Si se tiene que n¡, .•. ,nk 

pondientes a las medias 

. • • • . ( 1) 

de manera que la expresi6n (1) queda de la siguiente ·manera 
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conjunto homogéneo, no se declaran significativamente dis-

tintas". 

La anterior regla es muy parecida a la de Kramer (1956) 

excepto que en el óltimo subconjunto de k medias, se declara 

homogéneo si su rango ajustado no excede a RT>. 

El criterio de Duncan arriba expuesto, puede establecerse como si-
,.. ,. 

sigue. Sean µ 1 , µj los estimadores de las medias µi' µj 
" ,.. 

respectivamente, tales que E(µi) = µi y E(µj) = µj. Si Dij 

denota la decisi6n de que ui y µj son significativamente dis

tintos, entonces el interés de tiuncan es 

que es igual a 

iL) 
.J 

1 - a . . . . . ( 1) 

~<;·_ > ;.: 

Si se tiene que n 1 , ••• ,nk so~ f~{:~;fuh~fios· de muestra corres-
._,-' ·-~ .. " 

pondientes a las medias \.11 , •• .;;yk; ,e.n.t.o~cés 
.. -»'}:'>'>_;·.:-: _·,,,:;;:~.: , .. ·~.<' 

- ··.:;.":":~<,,·: ·:~·:·;:'.·¡·_·:>~ ....... 
·,:;~:· ,~·::;:·, 

a .. = /zn.n:/(n.+~n 
l.J ]. J ]. . J .. 

de manera que la expresi6n (1) qried~de la siguiente manera 
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con una probabiliJu~ 1-a puru todus lus com¡1urucion~s µ -µ · i j , 

de µ¡, ••• ,µk satisfacen simultáneamente 

p 

E.JEMPLO 

" 

( / Zn.n./(n.+n.) 
l J 1 J 

¡JI < S·oª )= 1 - a 
'P," 

Sean µ¡, fl2, •• ,~ ,µ1 las medias estimadas, de siete tra-

tamientos a comparar, orde11adas de menor a mayor. Usando 

un modelo complctamente~alaz.ar y desbalanceado. Reproduci

mos enseguida el ejemplo dado por Duncan (1957, pág. 165) 

(Nota: se usardn los,mismos cuantiles Q;,v dados en el ejem

plo.llartcr (1960) obtiene nuevas tablas para los valores de 
a Q
11

, \J , ver tabla l I del apéndice. 

Tratamiento 3 4 5 6 

Media cst. 680 734 743 851 873 902 

Tamaño 5 5 3 2 

S=ICM 

Trats. 6 

Error 16 5,394.6 73.45 

7 

945 

3 
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para una a =. 05 de la tabla I 1 (lid rtcr. 1960) dan los ,;iguie~ 

tes cuantilcs 

p 2 3 4 5 6 7 

Q.05 
3.00 3.15 3.23 3.30 3.34 3.37 p, 16 

R 
p 

220; 4; 23L4 23LZ 242.4 24 5.3 247. 5 

\· ·:·_- ._-,-,:~,~-· -.. -·-

Has ta aquí. este método es. igual a.1 'deéK~,a~c1' {1956} la 

aportación de Uuncan· se describe a cO~fiÍhi'~~:·i6'1'~··:' ···: 

Consideremos que una secuencia es uria. s~c~~,2~~ie.pasos. 
La secuencia 1 consiste de todos los pasos que :i,ncluyen todos 

los subconjuntos en los que la media u 7 es la mayor; la se

cuencia 2 incluye todos los pasos que incluyen la media µs, 

como la mayor y así. sucesivamente. 

El orden de los pasos en cada secuencia es el mismo que 

el usado en Kramer (1956). Por ejemplo (ver tabla 1) todos 

los pasos en la.secuencia 1. 
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TABLA l 

Secuencia 
No. P A S O S Resultado 

~ ,.. ~ ~ . '· . .· . 
2 (µ5-µ¡}*>Rs, (µi;-µ2)*<Rs(µ2;.lJ3::~4=µs9Js); 

(~& -~ 3) *.>R~(µ2=~ .. ~µ~~µ~);;_ 

A "- ,.,-, A 

3 (µ5-µi) *>Rs, (µ5-µ2)"'<R4 (µ2=µ3=µ4=µ5); 

Nota: 

" "' (µ5-µ3) *>R4 (µ2=µ4=µs) 

" ,.. ,.. ,.. 
4 (µ4-µ1)*>R4, (ll4-µ2)<R1(µ2=µ3=µ4); 

s 

(~. -~.) * 
1 J 

"' "' 

2(ni)(nj) 

n.+n. 
1 J 

y R 
·. p 

ICMTI Q.os 
p, 16 

Consiste en probar las (µ 6 -µj) para j=1, 2, 3, 4, 5; en este 

caso el proceso se detuvo en j=4 por lo que concluimos que 
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Los cambios suceden cada vez que para alguna j, (µ.-µ.) 
l J 

Rp para la secuencia i, fija. Si el factor de ajuste a .. lJ 
[a .. = /Zn.n./(n.+n.) para el rango de inter6s es menor que 

lJ l J l J 
cualquier otra diferencia en el subconjun~o, cualesquiera 

otras diferencias con un factor de ajuste mayor, deben ser 

probadas. En estos casos es útil escribir el subconjunto 

formado, s6lo para recordar el ndmero p a comparar en Rp con

tra las demas diferencias ajustadas. Por ejemplo cuando aju~ 

tamos, en la secuencia 3, el rango ajustado (~ 5 -~ 2 )* para 

(µ 2 ,µ 3 ,µ 4 ,µ 5 ) sucedi6 que fue menor a R3 y as[ escribimos in-

mediatamente µ 2 =µ 3 =µ 4 =µ 5 ; de manera que lo siguiente diferen-
" ,.. 

cia ajustada (µ 5 -µ 3 )* se compara con R. y no contra R3 -como 
,.. " 

hubiera sucedido en otro caso-como (µ 5 -µ 3)* >R 4 se escribe 

µ 2 =µ.=µ 5 ; en el paso siguiente, las tres diferencias restan-
"' ,... ,... "" ,., ,. 

tes, (µ 5 -µ 2 )*, (µ 5 -µ"), (µ.-µ 7 ) se comparan con RJ. 

Cuando una diferencia ajustada en la secuencia ~.tal 
,.. ,.. 

que p-med~as contenidas en (µi-uj)* es mayo~ a Rp' entonces 

la media µ. se omite en el siguiente subconjunto~ probar. 
J 

Por ejemplo en el paso 3 ele la secuencia 3 (-µ2=1J3=µ.•=1Jsl es 

reducido a µ 2 =µ 4 =µ 5 ; de esta manera la media µ.1 se omi,te n 

causa de (~ 5 -~ 3 )* es mayor que R4 • 

Cuando una diferencia ajustada, que !1º inclu_ya la inedia 

mfixima, es mayor que Rp se obtienen dos subconjuntos en lu 

misma secuencia. Por ejemplo, si se tÍ.enen 4 medi~s dispue~ 

tas en orden ascendente y con distintos tomaftos de muestra 

como sigue 
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A B e D 

(l) (50) ( 1 00) ( 1 ) 

se tendrían los pasos siguientes, para la misma secuencia. 

,,.... " A ._ ,._ , , A ...._ A A 

(µD-µ A) *<R ... (µ A =µB=µc=µn); (µD-µB) *<R .. ; (µD-µC) *<R .. j (¡Je-µ A) *<R .. j 

-----,·--··· . 

y los subconjuntos formados pueden ser (lii\::lls::ll0) q bién 

(µA=µc=µ 0 ), ambos son válidos. 

Notar que los subco~juntos formados en la secuencia 2 

ya están incluidos en el primer subconjunto, y los tic la se

cuencia 4 en el segundo subconjunto. 

4. Modificaci6n a la Prueba de Tukcy. 

Caso: Varianzas Desiguales. (Hochberg) 

Hochberg (1976), extiende el método de Tukey para 

si tu ación es en la~. c¡11c hay hetcreogeneidad de varianzas (hete

rocedast icidad) en un modelo con un criterio de clasificación. 
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Sean k muestras independientes de n
1
. observaciones Y .. 

lj 

independientes tal que 

Los m!ltodos de inf.erencia simultánea que se discuten 

aqui sirven para encontrar intervalos de confianza simultá

neos para contrastes _y pára .cualquier combinación lineal de 

las µi, 

2. 
Sea Yi y Si la media-mues:trai.y,el estimador usual de 

la varianza,o~ , respectivamenté. si se C:C>noécn los cocien

tes oi/oj (i#j), el problema puede reducirse al caso de la 

extensión generalizada de la prueba de Tukey en un modelo 

con un criterio de clasificación y desbalanccado, bajo la 

condición de homogeneidad de varianzas. Estos procedimien

tos se encuentran en Spjttvoll & Stoline (1973) 

.=: -'"~~·.:-'-.. 

Sin embargo es comtín que los cocientes d~· la~ ;al. n6 se 

conocen. 

conoce nada de las ºi s. Sea .. &~ (9.~ •. ; •• ;,~¡l)•<i_.~.~~~tor en 

Rk, definimos como en Spj tvoll &' Sto'.iiné (1'gi~) , 

además si v. 
1 

· ... :.·¡·· . . 

~i 
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entonces es el cuant i 1 a 1 ( 1 -el'.) 1 oo·. Je conf1:ui::a Je: una 

d:ist1·ihución :ILU!1entaJ:t Jo rungosestudentizados, tabla X del ap6n-

dice. Haciendo L = U. 151/ lfi¡°" , ..•• ~kSk/ fñk" tendremos el 

siguiente resultado: 

La probabilidad de los intervalos de confianza 

l - a 

para toda.& e: lRk. 

( l) 

Para probar (l) lo harclilos de manera similar ~al resulta-
,"' - . ~'-.:· 

do principal de Spj 0tvolL.&. StofinC:''((973)/ Escribimos 
., . ,"-:_, ' . .,: ·~,' <,~---:-~' 

,.-·::.··.:'," 
·e·~: : .'" \~·: :, ':' _ z~-i· 

k 
l l!.. (Y".-µ.) 
l l. l. l. • . • . (2) 

donde bi = l!.iSi/7n{' y ii ;; ~ (y{-'V{) /sr. F.n la expresión 

(2) se tiene que ti sigue una distribución t-central de studcnt 

con v 1 g. l. y las ti (s) son indeperidientes, con lo cual tiene 

lugar (1). 

Para el caso de comparar contrastes por~ 

mosque comprobabilidad ~ 1~a. 

~ ~ 

(µ. -µ.) 
l J ¡ s. s. ) 

- máx -2. , -L Qªk· .·.<~¡J.-µ.· .. ¡n.- /ñ:- ,m . ·· i J 
1 J 

{
s. s. } 

+ máx - 1 
, -L Q~ 

/ñ. .;n: k,m 
1 J 

l3) 



El conocimiento previo sobre las magnitudes de las va

rianzas, se puede utilizar para aumentar el ndmero de obser 

vacioncs donde se espera mayor variabilidad. 

EJEMPLO 

En este ejemplo se tiene· k=4, n 1 =n 2 =n3=n~=6. y -Sf= 178, 

s§ = 60, s~ 98, s~ = 68. Seleccionamos una a=;.05, 

puesto que los tamaños de muestra son iguales y k > 3; pode

mos utilizar las tablas usuales para rangos estUdentiz.ados 

como una aproximación a la de rangos estudentizados~ aumen

tada. (En realidad con la tab1a_I (2·º 5 = S.22 y con la 
4,5 

tabla X,q4 ·~
5 

= 5.236. ELD1~todo propuestoafirma 
' 

( s. 
·max~ __!. , 

l 16 
5.22 
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5. Modificación a la Prueba .de Shcffe para Ynrian:as 
Desiguales. 

CBrown y Forsythe. (197q)), 

c()nc·un criterio de clasificaci6n 

existe heterogeneidad de varianzas,es bien conocido que hay 

cierta p6rdi<la de robustez de la F. en el anllisis de varian

za. Los resultados obtenidos por Brown y Forsythe (1974) 

derivan una prueba basada en los resultados de Scheffc (1953), 

combinando contrastes ortonormales en modelos con uno y dos 

criterios de clasificaci5n con varianzas desiguales~ 

Considere el modelo con un criterio de clasificaci5n 

en este modelo 

el t ra tarniento 

definimos 

Y· l • 

Un contraste se define ccirno 

que su estimador es 

en 

tal 
' ,.. 2 2. 

Por .otro lado V('!'):: EC. o. /n. 
l. l. l. 
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A ~ 

y su estimador es V(f) ~CiS/ni; la estadística de prucbn 

es 

te . q;//v-c;} 

para probar la hipótesis Ho 

es la t-student con f g.l~ 

para 

La F* obtenida por Brown y 

ANDVA es 

F* 

O. La distribuci5n d~ te 

que sigue una distribución F de Snedecorcon P-1, f gl. 

para 

f = l2: -=-. ~· ]-' donde 
i n. -1 

1 

c. 
1 
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Las condiciones que deben cumplir los coeficientes c1 

de los contrastes ortonormales son 

¿ cik o 
i 

k 1, ..• ' (Contraste) 

2 ¿ cik1"i 
i 

k = 1, ... , (Nonnalizaci6n) 

í. cikci1n' 11 1 o m,k __ = 1, ••• , (Ortogonalizaci6n) 

m t- k 

El numerador del cstadistico de ~i~~~~ para lo~ ! con-

trastes ortonormales es 

y el denominador es 

. . . . - ' . 
-. -

Por tanto el estadístico de {Jiuciba para _los R. contras-

tes es 

.. ¿- H * k 
F 

! 

í ~ 
2 2 

cik S; /ni 
i 1 
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y se compara con una F de Sncdccor con t y f g.l., donde 

~ ( ci2k) 
2 

~ r si /ni a. 
f ¿ _1_ y ªi 1 ni -1 

J(k ci

2

kl 
S .2 /n. 1 1 

·.. . ... ' ' '-.··.· ·····. 

La F~ defini~~ ,:1n~e:r}o!lll~11!e~:,f.~nip'!,<l 'ci'~~i~s P:r~pi,ecladcs 
(para ver la's pru~b~s(de ~stás p;opÍ~da~fos, .c~~~ü1Úl' Brown 

& Forsythe, 1974 /i>i{.121,SC?, : ... 
. . 

i) es i~liI~~·i·~~ie a 'ti: c. Y· . ) 2 / c~cl. 2 sl.2/n1.) 
•..:--- v.: . 1, _1. l 

: . ,· .. ; - ; ' - - - . - . ' -. ~ - . 

ii) Dados dos.conjúntc>"lideR. contrastes ortonormales 

iii) 

tal que u~ c·o~jÜJtB' ~s ~~a combinaci6n lineal del 

otro, ambos co~j'E~t~¿'~~Ildrán la misma F~ • 

Basados en la prueDfi:~~ 
táneos con (1-a) 100'1. de<~ónf:i.~rizri, par~' todos los contras-

: ;: ·/; 

tes posibles '!'y varianzasdesigüales,.quedan 

a donde Fk-l f es el cuantil al 1-a de una F de Fisher con k-1 ,f 
' 

g.l. y f se estima para cada constrastc ~particular. 
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Para un modelo con dos criterios de clasificaci6n con 

interacci6n se tiene 

\J + ci
1
. + B· + n .. + c .. k J lJ lJ . ,¡ . ; :: : : : : : : 

k=1, ••. ,m 

donde 

y ¡ e."'º, l a:=o y í n .. =O 
J J' . i _, 'l., - ~' - ij lJ 

Este modelo puede reescribirse de :1a .siguiente manera 

La F que construy_en i()~ >~~t.orCs 
de ci. es 

l 

* FR 

2 

me í ey. - y ) 
i l._.,• 

( rc-rl) 

í (y. 
i l.. 

l (YiJ.k - YiJ .• ) 2 /[Cm-l)rc] 
ijk 

efectos 
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* que es la estadística usual F. Sin embargo, FR no se dis-

tribuye como una F de Snedecor con r-t y (m-l)rc grados de 

libertad, pero se puede aproximar satisfactoriamente con 

esta pnra r-1 y f gr~dos,de~iibcrtad para 

f [ _l. 
]. • J 

a .. 
l.J 

. . . . . . . . 

análogamente para los ~f~4t6~ di B~ se tiene 
J ... 

¡ 
) 

l 
i ,j ,k 

..... :)' 

y para los efectos de r¡ •. sci< 
- ... < - ,,,_J.J.~. ~·:c.;: ·)';:, •, .. ;o_, .. 

[ 

2 ] 
s.: 
l] 
. ·2 . . s .. . . l. lJ 

l., J . 

J ()f.. - y 
l.J lJ . 

)/(re -. r - e + t) 

irk (yij,k•._ifr:i-j;(}:~ •• /.!,~.(~~-1··}rc.·.] 
,_·~.\··.:: ·_;t/.· · .;,t~D·~·t:~· .·. :o.·· 

,. . >·-: >.:)";~ ··; ;7j:,f? . _·.· 

estas dos expresiones, . -~~ y F;c;·e~~ comparan contra una 

F de Snedecor con c-t, f g.1.- ~áta lbs~fectos de Bj (s) y 

con re - r - c + 1, f gl. para los efectos de interacción 

l1·. (s) respectivamente. 
lJ 



Para que los 7. contrastes sean ortonormales, se utiliza 

el método de ortogonalizaci6n de Gram Schmidt: aumentar a 

la familia de contrastes la combinación lineal que estima la 

media 

el k-ésimo contraste 

' 

e . 
01 

e ki -

n. /n 
1 

,, r: 

así 

para i=l, .•. ,p; despu6s se riÓrmalii; -¿~i dividiendo cada -t6!_ 

mino entre 

Una vez concluido este proceso, elimine C
0

i del conjunto de 

contrastes ortonormales. Finalmente combine las sumas de 

cuadrados atribuidos a los contrastes como antes se indicó. 

6 . Modif icaci6n a la Prueba-d:;e;T':lkey para Diseños que usan 

Cov aria bles <Bryant, & ".R~li~l.~~~ll •.1976) , 
. . \···::·~~.:' :~-<,· .. ~ 

;.·):;·:·' 

En muchos experimentcíS.':7 ~Xpecialmente en el área de sico-

metría, es posible obtener-infotmación concomitante a bajo 

costo, adem5s de la variable de respuesta principal. El proc~ 
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dimiento propuesto por Bryan & Paulson (1976), está pensado 

para construir intervalos de confianza simultáneos en clise-

fios que usan covariables~ Este procedimiento e~t5 basado en 

el m6todo de Tukey, expuesto en el capitulo I. 

Considere ei modelo 

u + ¡;. 
l. 

i=l, ... ,N, • • • • • ( 1 ) 

donde los vectores de orden (p+l) x 1, (xil , ... ,x~p' yi) 

(x~, yi)' independientes con distribución normal muitivariada, 

' con matriz de covarianza t, E(x.) = ó y E(y.) é a
1
.µ. Lama-

l. . . l. 

triz A, de orden N x n, cuyo i-ésimo renglón es. a~, es una 
l. 

matriz de constantes con~idn~ de rango q. Se supone que el 

vector 1N=(1, ... ,1)' esta en la.primera columna de A. Lama

triz de covarianzas t, de :orden (p~l) x Cp+i),~s definida po

sitiva y puede obtenerse úrla i)Út.Úi.Óh~~',l~sj_guiente manera 

de modo que rxx es de orden p X p, ºxy 

escalar. El vector µ, de orden n :X: 1, 

de p 

yel 
" 1 y 

vector 

02 
y un 

ac los 

coeficientes de regresi6n u, de 

timados a partir de los datos, 

orde11 ;P ,x }, d~ben ser es -
~l 

u - Ixx º~y· Las desviacio 

nes ci son independientes y distribuidas normalmente con 
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mc<lia cero y varianza 

-1 
02 

yix 
c;2 

y - o xy l 
XX 

ºxy 

(para mayores referencias verJúÍ<lerson, 1958, Capítulo 2) . 
. ,:.·.--:>::":~/"/ 

Supondremos siempre que N'>,p;q. 

llagamos que e ;J ~~~:~ 1:~,µ; :.(i~E,, J .. ,~). ~~nde b; es un vec-
--- l' --- - - - ' - -_ - - l 

tor de constantes- ~~n~cida~, de ~id~n rix1. La hip6tesis 

nula es 

Ho ••• = ek. 

Por otro lado, mediante la estimación por máxima vero

similitud de los parámetros en el modelo (1) se obtiene 

donde (A'A)-l denota la 

y 

La 

V 
1 

- w xy 

(Z'HZ)':° 1Z1 H , y • • • (2) 



1 o 7 
' -

w 
fz 'l:lí:. 

l:·11z l
~ 
XX 

w' . xy 

z t llJ 
y'Hy 

(Z,yl 'H(Z,y) 

de la expresi6n (3) se ob.tiene que las diferencias 

se pueden estimar 

,,. 
b_µ 

1 
b 1'.. (A' Aj ¿ti·JW ~ Z~) 

., .. ,'-,:.,'' 
·;~:>~:.::--:.<· <>;: .. -

En analogía con las sJp~~~~Í.~ne~ de la prueba de .Tukey, 

tenemos que 

i) Para i=l, •• ~.,k, •· é .. c;"'k-
1 .. 1 . J; 

' ., > 

ii) Para iilj, cicj=~2 , tales que -k1 .::_ (k-l)kz ::_O 

' . iii) Para i=l, ... ,k, cilN=constante. · 

Bajo estas suposicion~s ~a estad~sti~a de prueba pro

puesta por Bryant & Paulson; }~\'. ··; ... 

:.-.,--.~_;· 

. '/-.--~<; ~ :':.:_ 

max 
i#j 



1 7 .) 

La estadística Q se basa en una distribuci6n Jcl tipo p 

de rangos estudentizados. Bajo Ho la regla de decisión es 

si Q > 
p 

rechazar 

qª k entonces rechazar llo p,. ,11 

!lo. Los cuantiles de qu k p'. ,v 

; si Q e qª no 
. p - p,k,11 

han sido calculados 

por Bryant y Paulson (1976), y se exhiben en la tabla XII. 

Además de esta estadística los autores derivan otra que se 

puede usar para obtener intervalos de confianza simultáneos 

para todos los contrastes'!'= l:l\01 , con l.:9..i 

guiente manera 

a.e. 
l 1 

O, de la si-

..... (3) 

Notar q~e s1p~Oi no existen covariables, la distribu

ción de Qp se reduce a la distribución exacta de rangos est!:!. 

<lentizados y (3) toma la forma de un intervalo de confianza 

de Tukey. 

Una modificación a esta prueba se presenta en el capit!:!. 

lo IV, comparaciones múltiples de medias en el análisis de 

covarianza, Bryant & Bruvold (1980). 

6. 

tes, 

Modificación a la Prueba de Tukey y ScheffS 
·-------:;_ .. ce-o" 

<Dunn 1961) 

llunn ( 1961), considera eL.cas6 de _seleccionar m contra~ 

a priori, de estre k ~rafa~foritos y estimar estos m con-

trastes lineales por medio de intervalos de confianza, basa-

dos en un estadístico de t studcnt, de tal manera que el ni-
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vel de confianza global de los m intervalos es mayor o igual 

que el valor preasignado. 

Las pruebas a las que hacemos referencia fueron expues

tas en el capítulo 1, en él se expuso que la prueba de 

Schcff~ se basa para construir intervalos de confianza simul

táneos para todas los posibles contrastes en una F~ Los in

tervalos de Tukey para todos los posibles contrastesusi· ia 
·-. s·,.:_ 

distribución de rangos estudentizados. j 

Consideremos ahora el caso de haber elegido previamente 

m combinaciones lineales, de entre los k tratamientos cuyas 

medias son µ 1 , µ 2 , ••• ,µk y sus respectivos estimadores 

µ¡,µ2, .... ,µk' las cuales se distribuyen normalmente con me

dia µi y varianza ªiio 2 i=l, .•. ,k; la covarianza entre 

µi y µj es ªijo 2 para i~i. Aquí se supone conocide ªii 

y ªij pero o2 puede ser desconocida. Sea CME el estimador 

de o 2 que es estadísticamente independiente deµ¡, ... ,µk' 

tal que vCME/o 2 se distribuye como una Ji-cuadrada con v gr~ 

dos de libertad. 

Modificación a la Prueba de Tukey 

. ,: 

Sean las m combinaciones lineales de las media~ a esti-

mar 

Una combinación es, en particular, un contraste si 



1 7 5 

k 
l CiS O 

i =1 

Los estimadores inscsgados para 6 1 ,.,,,em son 

·' o s 5=1, 2, ••• ,m. 

tales que 

'.··.-· .- .. ,_·-::· .. 

Ahora bien; las t 1 , •• ; ,T~ Ú~rián~~C'ada·~una, 

distribución de t-student con v gr~d()~ \a~~'.>I,!;~~~rtad, así una 

usando la distribución conjunta de t 1 , t 2 , ••• ,tm y la de

sigualdad de Bonferroni (Dunn 1961; pág. 53) se pueden obte

ner los límites -C y +C (para C una constante positiva) y en 

consecuencia los intervalos de confianza al nivel 1-a se 

obtienen de 

< 
0 s - ªs 

j b 5 CME 
< e, 1 -a 
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y son 

S= 1, •.• ,m • • • • • ( 1 ) 

donde los valores de C coll}' g.1. y m combin~ciones line.ales 

se encuentran en la tabla.XIIÍ,tomada de Dunn (1961). 

Cuando µ 1 , ••• ,µk son ;.l:~i:m~dias muestrales 

y cuando yi para i=l, .;.,k, ··'son estadisticamente independie!! 

tes, entonces a .. = 
l.J 

de las yi (s); para 

LL/ni>. donde ni es el tamaño de muestra 

iFj, ªij"'.º· Los intervalos de confianza 

S=l, •.• ,m 

Modificaci6n a la Prueba de Sheffe 

Los intervalos de Scheffe para cualquiern1lmero de con-

trastes, de entre k medias, son 

+ S '.,; b 5 CME • • • • • ( 2) 

donde 5
2 

= (k-1) F~-l ·"· 
a-

Aquí Fk-l,v es el cuantil al (1-a) 

100'1, de confianza de una distribuci6n F con-k-1-y \J g.l., 

los demás símbolos se definieron antes. 
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Cuando se desea un número especifico de combinaciones 

lineales [ y no especificamente contrastes] , los interva

los son los mismos que en (2) pero 5 2 ~ k F~-l,v 
,_,. -

Dado que los intervalos de t en (lJ y los. F .en .(Z) tie-

nen casi la misma forma y .se sÜp6si~¡ones, 
es sugestivo compararlos. ·.· .. .•· .. •>·· ·?<>:.·;· 

La principal diferencia es c¡ue en ·los' inter~alos de t, 

el conjunto de combinacion~s lineaies que se debe~ estimar, 

deben planearse de antemano; mientras que con Scheff; los 

intervalos pueden pensarse después de observar los datos, 

puesto que el método de Scheffe esta pensado para todas las 

posibles combinaciones lineales de k medias. 

Una segunda diferencia entre ambos métodos, es que las 

longitudes de los intervalos de t dependen del número de com

binaciones lineales de interés, mientras que con el método de 

Scheffe las longitudes dependen del número de medias. Parece 

razonable suponer que los intervalos de t son más estrechos 

para m chica y k grande; y que los intervalos de F pueden ser 

estrechos para m grande y k pequeña. Dunn (1961; pág. 56-64) 

muestra que esta segunda diferencia es real y construye tablas 

para determinar los valores de m y k, en relaci6n al número 

máximo de combinaciones lineales, para que los intervalos sean 

estrechos, los cuantiles se exhiben en la tabla XIII. 
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7. Modificaci6n a la Prueba de Tukey para Modelos de Bloques 
al Azar. 

(Fenech) 

En un modelo de bloques completamente al azar (B.C.A) 

los errores están correlacionados y no se puede suponer que 

tengan varianza comdn. Supongamos q~e t~nemos P tratamien

tos que se han asignado aleatoriamente a p unidades experi

mentales en cada uno de los r bloque.s -~ Consideremos que el 

efecto de los tratamientos es aditivo y que la fuente de va

riación, cuando se aplica el mismo tratamiento a diferentes 

unidades experimentales, es muy ~eteroi~nea. Sea eimodelo 

BCA 

{

- i-= 1 •••• , r 

j-=1 •••• ,p ..... (1) 

donde y .. es la respuesta del tratamiento j en.el bloque i, 

µ es la 
1

~edia general, B· el bloque Fy t. el efe~to del tra 
1. - .. : J ·- > -.,.. ·: 

tamiento j y cij son los errores alea~orios causado; por la 

heterogeneidad de la variable_de-respuesta_d~ntfé>,de·ylos blo-

ques. 

za simultánea para las (~) diferencias- en. fos cfeCtos de tra 

tamientos. Si pudicramos suponer que e: •• \, ~(Ó;~ 1) e indepe!!_ 
1J 
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dientes, podriamos usar los m6todos de comparaciones mOlti-

ples de Tukey o Schcff2. Pero en el modelo (1) no nocesa-

riamente los errores c .. son independientes, ni tienen la 
l.J 

misma varianza y tampoco se distribuyen normalmente. Fenech 

(1979) mediante métodos de simulaci6n, propone una modific~ 

ci6n a la prueba de Tukey para probar diferencias de medias, 

en un modelo BCA. 

. _- . 

Hemos dicho que en el modelo (l) .el efecto de los tra-

tamientos es aditivo. Considere ahora qu'e el corJunto de 

observaciones {Yij li=1 ~~~;r; j~1.~:.p} se J~neran de la 

siguiente manera: los p tiatamientos se asignan.a los blo

ques $ 1 , ••• ,Br y en cn<la bloque los tratamientos se aleato

rizan de entre las unidades experimentales (u.e) Definimos 

U(i,j) como la permutación del elemento j, i=1 , ... ,p, corre~ 

pondiente al i-ésimo bloque, entonces 

cil eiTI(i¡l) 

c. e .. ein(i,j) ei l. lJ 

E• eiTI(i,p) •..•• (2) lp 

puesto que las permutaciones se seleccionan de manera alea

toria y con reemplazo de todos las posibles permutaciones 

de los números 1 , ... , p, 

Usando el hecho de que 

los vectores {ei} son independientes. 
E 
j cij=O, se concluye que E(eij)=O 



Sea Cuna matriz de pxq, tal que 

1 
- p:T 

e 
1 

- p:T 

l: 2 
entonces COV(e:i) = ( jeij/P)C. El modelo generado a partir 

los errores definidos en (2), lo llamaremos modelo aleatori-

zado. 

En el Capitulo I defini~os la distribuci6n de rangos 

cstudcntizados, en este capitulo se defini6 5 2 CME como 

el estimador de una solu-

ci6n para e tal 

Yij 

siguen "'· N(O,o 2
). 

Así la expresión 

en (3) tienen una 

Fenech (1979) afirma 

mediante el método tradicional de Tukcy, cuando las observa-
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clones {yij} se generan por el modelo alcatorizado y el nd

rncro de bloques es grande. El autor demuestra que 

".!ª~, {lv . 
J 'J . J 

y .• 1} 
·J 

max { 1 Z. - Z. , 1} 
j 1 ' j = 1 ' ••• -. p J ' J • • • • • ( 4) s /./T 

donde z., . -vN(O,l)para 
J ,J ' ., .•<, 

y r grande a par-

tir (4) se 

p 
1-a 

entonces 

lim r { c •. -•. ,h=_cv ._ - v . ,) + 
J J - ·J ·J 

- -- -- -_o -

es ) 
fi 1 -a 

para j, j'=l , ••. ,p. De manera que los intervalos son de la 

forma 

cv. j - v. j , ) - f.§. < C<j -T l') · < · <Y.J ••"'.:>~~j ,J + .-.. ~ 
rr :-~~ '"-· .: ,. . 

, ·' , ' , , '· '-~-·:~'.:.:·., 

para una (1-a) 100'1. de-5pnriaRz~! donde'_ e s,eexhiben en la 

tabla XIV, tomada cl'ci ~erie'ch (19/9J: .~-·-
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8. Modificación a la Prueba de Tukey para Comparar Efecto 
de Interacción. 

(Sen 1969) 

La prueba de tukey, expuesta en el Capítulo I, es apli

cable para casos en los que las medias tienen varianzas ho

mogéneas e igualmente correlacionadas con distribución nor-

mal. Sin embargo un experimento factorial, al realizar com-

paraciones sobre efectos de interacción, las variables alea

torias no están igualmente correlacionadas. Sen (1969), pr~ 

pone una modificación al m6todo de Tukey para realizar com

paraciones maltiples entre medias de efectos de interacciones 

Sea Z.=(Z 1 , ••• ,Zp) tal que tiene una distribución normal 

multivariada con media O y matriz de varianzas y covarianzas 

E=o 2 'l para cr2> O. -1 (P..,.1) < p<l y 

(i-p)I +pJ 
p p 

-·· __ :_· -;-~- -'- -

r 
· ~,. ·_· ---·:] r '. , l] r ~ . "_· -_-I1J = t 

. o ..... o 1-p lp p p lp j) 1 

(Notar que Ip es una matriz identidad de orden p y Jp .es una 

matriz de unos, de orden p). Entonces para todos los con

trastes posibles la prueba de Tukey, el enunciado probabilís

tico es (ver Miller 1966, pig~ 42) 



p 
p 

Qª /s 2 e 1 - P) ¿ 
p,v l 

1 ~3 

1 -a • • • • ( 1 ) 

para Q~,v el cuantil de un~ distribuci6n de rangos estuden

tizados con (1-a) 10.orde.confianza y p,v g.l: los valores se 

exhiben en la tabla ri; tomado 

En la práctica 

(1969) considera en 

matriz de orden pxq 

E (Z) = o' O una 

cr2 , 

• • . • • (2) 

donde 

o 2 > o , - 1 / C p- 1 ) < p 1 < 1 , ~ 1J(q - 1 ) < P z < 1 y 1 - P i - P 2 + P 3 >o 

Esto es p 1 es la correlaci6ivde~dos elementos en la mis 

ma columna, pz del mismo ~engl6nx p3 de diferentes renglo

nes y columnas. En los modelo~ fac~oriales se tiene P1 = 

-l/(p-1) y P2 = -l/(q-1). 



Hagamos que L ~ {c2ij1} sea una matriz de pxq tal que 

~l .. = ~ 2 .. =O, entonces la propuesta de Sen (1969) puede 
l 1 J J lJ 

escribirse 

expuestas. 

I ¡ 1 iHL¡·. > 1 - (1 

j J 

- . . • . (3) 

donde la cota inferior l -C1 se alcanza cuando p1 = -1 / (p-1) y 

p2 = -1/(q-1). De manera análoga a la prueba de Tukey vS 2 /o2 

tiene una distribuci6n ji-cuadrada con v g.l. 

Para probar la expresi6n (3) ha~amos 

u (4) 

entonces E{U}=O, O una matriz de·orderi pxq; de las expresio

nes (2) y (4) se obtiene que 

o¡=(p-l)(q-l)o2 (l-p1-pz+p3}/pq i=.i 1 ' j =j' 

-oVCp-1) i.#i 1 ' 
j =j 1 

E(UijºUi'j') = 
-oVCq-1) i#i 1 

' j ilj' 

aV Cp-1 l Cq-1 l i#i 1 
1 j ¡I j 1 



Sean X y Y dos vectores independientes (e independientes 

de U con p y q elementos respectivament~, con distribución no~ 
2 2 

mal multivariada con medias cero y varianzas lpo 1 y lqo 2 res-

pectivamente donde 

2 2 
01 0 2 (l-p1-P2~p3)/~ y 02 = o2 G-p1-p2+p3}/p 

finalmente hagamos 

w 

para jq = (1, .• .,1) 

E(W) se obtiene que 

U+X'j +j' Y 
q 1' 

• • • • • . (S) 

Al .calcular 

j=j' 

de esta manera el autor ~b!-iene_ pq elementos de W, los cua

les conservan la homocedasticidad; estos elémentos están co

rrelacionados de igual forma y tiene¿"l~ .~isma distribución 

normal multivariada. Si seleccfonamos {p,ij} tal que 

r 
i 1 1 ij 

J 
o 

obtenemos de (1) que 
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1 
i 

e¡ j 9 •• • 1 ) 
l~ j w 

1 - a 

..... (6) 

pero consideralldo '(4) y (5) obtenernos que 

tr(LW') = .tr(LU') ., tr(LZ') . . . . . (7) 

ya que la condición \'.I_> 1 R. • • = \''} 1 .e. .•. = º· esta contenida en 
l1= 1J ¿J= 1J 

ll=l l:(=l .e.ij = O entonces por (6) y {7) se. llega al resul-

tado deseado. (para una discusión más detallada, ver Sen 

(1969); pág. 291). 

EJEMPLO 

Considere un diseño de bloqÜes incompletos, al azar 

i=1' ..• 1 b; j =1 •••• ,p; R. =1 •..• ,q. 

en este diseño se tienen b bloques pq tratamientos con r 

repeticiones y dos tratamientos en A bloques. En el mismo 

modelo u es el media global, Bies el efecto del bloque 

i-ésimo y 'j.e. son los efectos de los tratamientos y ~ijt 

son variables aleatorias con distribución normal y varianza 

común o2
• 
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Supongasc ahora, que t=r(pq-IJ+\ y Vjl es el total 

de observaciones que reciben el tratamiento Tjl y sea Bj! 

el total de observaciones de bloques que contienen el trata-

miento 'jR.' entonces se tendrá 

.· . -
Si se desean realizar.comparaciones miÍ1tiples sobre in-

teracciones de dos factoie~(teridremos que para el diseño de 

tratamientos 

..•• - 8 

para ~j y ~ 1 se refieren a los efectos principales y ~ 1 
es la matriZ de efectos de interacción .. Bajo eLmodelo (B) 

la estimación de njR. es 

..J!.:.l_ .···.9..:..!. 
p q 

.y r 
j R. 

".; .., ·, \ ,'· .. · . 

si 5 2 = ~ 2 C~l~~ik\:·Ji:\'. v. ·:=':~·(pq:p(-¡>q•J se. tendrá el 

guicnte 
. <·1,- ·.- •/ ":;, -. 

int:cr~~1¿~fa~\~a.criÚ.att':f'a' cíci'fr1-ti)·:~ ·, oo:c¡,· 
\.:,:'.,·<:>::·:.:.-:~· 

A 

cJ. 1 nJ. 1. e í c. 1 nJ·~~ j R. J 

\···.<·' .. :-· 
~:~,L~~:· , __ ~- c;o-:- ':~-~- __ ·; 

Qª > ·¡c~IE· .. (pq/t)·. pq.,v 

si-



sobre el mismo tema puede consultarse Dunn & Masey (IYDS), 

Johnson (1976), y Eard~u ~Gabriel (1974). 

9. Modificaci6n a la Prueba de Scheff& para Comparar 

Efectos de lnteracci6n. 

(Johnson, 1976) 

Basado en la prueba de Scheffc, Jqhnson (1976), propo

pone un procedimiento Otil y potente pura comparar efectos 

de interucci6n en modelos con dos criterios de ¿1asificaci6n. 

Considere el modelo con dos ~riterios de clasifitaci6n 

con interacci6n 

l 
i=l , 2 ••• 'p 

yijk µ + (li + f\ +y ij + Eijk j=l , 2' ... q 

k=1, 2, •. , r; r>l 

donde Eijk son independientes con. distri,b~ción normal <le me-

dia cero y varianza o2 • · ··- · '·· '' 
~:~ ;_.: .:· i:<,<-·<' 'f . 

. . ;~·:'. ·-

Seanµ, Cli' Bi,yij·los~stiui~~~I·~.~-cid verosimi-

litud y s 2 el estimador~~'.f~~·~:/~~;.o,,t;''ét¿'ii'.~v,=::ll)(r\f) g~l. 
e -e·~··.-·,-.~~-~· ¡;:_ ::f+.~L~:~~::;~}~(~~<) ;j~}~~:· -~~:~;:~:. 

Es frecuente el cn~~f4~<,i~~~(Pi_Ó~.\~}smC>s; factqfes bajo 

estudio presenten e:ret-r~-,~"st:rµ·2rl1r~~cru~ <-súg:tcrn ttlgunos con

tras tes en particular. En·e~-~os c~s()~ l~ estructura de los 



tratamientos sugieren probar ciertos contrastes sobre cfec-

tos de interacción. Suponga ZCiªi es un contraste sobre las 

a
1
. (s) y que Ed. e. es un contraste sobre las 6. (s), entonces 

J J J 
EC.<l.y .. es un contraste sobre las y

1
!J. (s). Este ultimo ti-

1 J l.J 

po de constrastes son los que analiza la prueba de Johnson. 

Debe pensarse que cuando los contrastes sobre las a (~) y so

bre las a (s) sean de mucho interés para el investigador, en

tonces los contrastes sobre y (s) con frecuencia también se

rán de mucho interés. 

El estimador del contraste ECidjyij; es ECidjZiJ' donde 

z.. y .. 
lJ l.J 

La estadística propuesta por Johnson se de"Scribe ·a c1'n-

t inuac i6n, con• pl"o~,~l>ih~ad: :{;~····.ici's",!~~t~~~:r~s.~;~:.~~~~~·d.~clos 
por ....... ·. ·~ .- ;:. \i ;c~;:-r ; 

· ·, -· •o·-,~-·:;;··.-o ,-.o., .. .'~'-~O~ ",., ,: :~- ·. ,.· , '. < .. / < ,. ;.,;•• ¡;<• 
·.··- .::,-:;. ... ~f:k<- (;;;~~~-~-:; .. ;~\/'.:.'.;-

l¿c.d.y ... -
l. J l.J •- :.<~_l;~~~:ú!~j·~~~1~~----~Es~2Jt;~L __ . ·• 

·.~:-~-··;i;::) '· •,: :-::¿.;~--,~-' ~-··.-
·.;;; . ' ,_ - •• <. ' ::~:.> . _.:.~'.: \~:;. 

dondo los ouantiles ~ •• ;t;,·~.~t~.·~~~;~~¡S~Jolf~fr Óon una dis-

tribución de Wishart, sf~inpi;~::y;f~~~d.ó'~;;f6~ig. 01.Cde ·s 2
, 

sea grande; llanumara y' ThÓmp~o~; (i'9(iá) },kri i:riJ.C:uJado _los 

cuan ti les para la dis{ribuci6n ,de la ráíz "~xfr~~a de una ma-

triz con distribución de Wishart, estas tablas sirven para 

nuestro propósito. Desafortunadamente~ cuando y es pequefia 

no se dispone de tablas; siri embargo exis.ten aproximaciones 

para valores p=2, 3, 4, 5 y q=2, 3, 4, S, 9 se exhiben en 



19( 

la tabla XV. Johnson (1976). 

EJEMPLO. 

El propósito del experimento es estudiar el efecto de 

4 diferentes temperaturas y S diferentes recetas sobre el 

tamaño de los pasteles, medidos por la longitud máxima en 

pulgadas. Los datos se exhiben en la tabla l. 

TABLA l (Datos) 

R E C E T A S 

IDIPERATIJRA PASTEL 
NA1UIW. 

218°C 4.12 

190°C 

163ºC 

4.49 

4.59 
4.45 

3'!. 
GMS 

5 ,35 

5.39 

4.75 

5.10 

-_ .. ,'.- .. -. 

6i 
GMS 

5.67 
5.67 

4.63 s,91, >;4;s6 

l49°C 3.01 3.s7"> 4j3 

4;ós ·· f.74./ 4.03 
': / ·• -

3'l. 
Al do 

5,30 
5.67 

6'1. 
Al do 

5.52 
5.80 

s.oo 5;41 

5.02 S.29 

La estructura de ~as diferentes recetas~siguieron los con 

trastes dados en la tabla 2; algunos constrastes de inter6s so 

bre la temperatura, están dados en la tabla 3; las estimaciones 

de los contrastes de interés sobre interacción están en la ta-

bL1 4. 
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Para este ejemplo tenemos n~3, 9=~. r=Z, v=2U, por lo 
• 05 

que debemos aproximar U 3 , , '.'.'._ 15. 2·1 (de la tabla X\'. tomada 

de Johnson, 1976); por otro lado del análisis de varianza 

se tiene 5 2 = .0185 y para la interacci6n r c 7.229, con lo 

cual la interacci6n es significativa. De esta manera obtcnc 

mos cu·º5 
S 2 /r) 1 / 2 = [ (15.24)(.0185)/2] l/Z = 0.375. 

3 ' lt ' 2 o 
Cualquier valor en la tabia 4 cuyo valor absoluto sea mayor 

que .375 se declara significativo y se indica con * 

TABLA 2. TABLA 3. 

CONSTRASTES PARA RECETAS CONTRASTES PARA WIPERATURA 

PASTEL 3'~ 6". 3':. 6'!, 21SºC 190°C 163ºC 149ºC 
NATURAL G.'IS G'IS Aldo Aldo 

-1 o o 
-1 o o o 
-1 o o o 1 o -1 o 
-2 1 1 o o 
-2 o o o o -1 

o J -1 o o 1 o ~J. o 
·- - . 

o o ::O 

o o -1 -1 o . o· o 
., ' -1 o .cí ' ':1 o 

o o -1 -1 2 :-T : _;:;,~ o. o .- -.' 
: 

-1 o o /:::2· "1 

o l? ·,•::·:_~l-
,·<;" -_,·,;<• ~;· '. ,. 

Examinando que no existe interac 

ci6n entre las'4 úJti.~as ie'c~tas,lama);or parte de los efec 

tos de interacci6n son -Originados por e~ partes natural en 
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relación n lns cuatro recetas restantes, ademfis ln intcrac-

ción no es muy grande para las temperaturas de niveles conti-

guos. 

TABLA 4 

CONTRASTES PARA EFECTOS DE INTERACCION 

.,,. :&-0. "' ;; "' .... "' .,. "' .... ,. 
"' "' ..... ... "' "' "' I .... "' .... "' e::. "' 

.... 
<'~~~ "' "' "' 

.... ..... ;;¡ I .... "' -. "' "' ' ..... .... -. "' "' ;; "' .... "' "' "' .... u: \l' 1 1 1 "' ,. .... .... .... "' I 1 I 

l -1 o o .19 .23 .28 .31 -.02 -.04 .30 

1 o •l o .55* .60* 

1 o o -1 .63* 

o 1 ·l o .36 .37 

o 1 o ·l .44* 

o o l ·J .ca 

La 

presente, 

S, 6, 7 y 8 de la tabla 4, es 500. Para las ~alumnas 3, 4, 9 

y 10 es ,SJJ y para la columna 11 es .707. En cada ~a~o el 

método de Sen result6 ser menos potente que el de Scheffe. 

En relación con el mismo tema puede co~sult¿rsc Bradu & 

Gabriel (1914), quienes proponen tres estadísticas de prueba ba

sadas en el método de Scheffe y de Tukey. 



10. Modificación a las Pruebas de Tukey, Scheffe y Bonferroni 
para Modelos Factoriales. 

CBohrer) 

Consideremos un experimento. factcirialik·en.él,que se 

observan los tratamientos T¡, .~2:··~.'.~!l< · ;> · · .tales 

que sin perder generalidad, se iiu~áe~i¡fé'lhl'~'f:'"c~Mo: 
"'~·-· .;\ (;,?~, ·~:·~-;,~~~-~:;/:~=.::. =--·;:> . 

. , -} <' -~~:~.~;. -·-· , 
.. Si se tien:e~éfº~J.V~p:irto 

" •. --··, ., . -~. -· -· .. \-·~---~- ·2': -- ~ ?;/:-:r~'-

Si;~~ .;~fii.~rig 'ei:W:i.Vét :3.:fto 
.,;.;_~--- ~--,)~''··· ~·-:·_,·_,. ':..I'.-~ ,::e_·<·-._--.,-----.,.·.--·-,·-- -

-:?.,~-~, ,,.,-;. .. ·-·- .'.·: - '•"-" :_-.-: -_ .. ~.-,.º; ;,-:.-::_··.·.·.···' 
"'·,~>:.::_~·;.:.:·,:-.;-.r.i . ·-:_·: -.:· ,, , ;·,·?,> 

'i . {: 

las medias de estos efectos ;if'iiiii~í~!lt¿,~ tiene~'11na .distr.!_ 

buci6n normal de media cero Y(~~;{~~~~:·'!~·.;:;_~~{fr¡J~J:.la esti-

mac i6n de la media de 1 tratalJli~~i·'tjXi.-~~~i-~~}: ~At~t1~;i la regla 

de decisi6n mdltiple establece.~f;Úso~b{fra~i5l1 ~:i.neal 

l'M 

es positiva o negativa o no es concluy~nte para tal combina-
.... .... 

ci6n; jusgando qué tipo de relación guarda i•M, si l'M > cs1 , 

l'M < cS 1 , o \l'MI < cS 1 . Aqui M = (µi,\.12 •:··•µk)'; M = 
" " . ¡: 2 .· . Yli .··· 

( µ i , ••• , µ k) ' , 1 ' = ( 1 1 , ••• , lk) , S t = ( •. i "' c./ n ' ) • í n : • es el 
.. 1 ·• .1 .} \ ' • 'l. ; 

tamaño de muestra del i-ésimo tfatamien~o (~~~j~~¿;f1 ~~tima-
dor insesgado de o 2

• 
;,.~.:.,_::·, ~;:.:;-(:_~·'.;~ <'··"··~:-·:· :·' 

·.!.:.,c'I'.~;~~.,~bL .. ·.·· •··.·. 
Los autores modifican las pru~b,~5,':á~;~<:,~~:i:if"c, · Tukey y 

Bonferroni, eligiendo los puntos criticos ád-~cuados para maxi-



mizar el número do decisiones correctas. 

p { Clasificación correcta }i. 1 - a • • • • • ( 1 ) 

cuando los valores µi son los verdaderos. Notar que el he

cho de establecer que los datos "no son concluyentes" no 

significa una decisión incorrecta, sino simplemente no contrl:_ 

buyon a maximizar el número de decisiones correctas. 

Cochran y Cox (1980, pág. 177-179) definen los efectos 

simples como las diferencias de las medias de tratamientos, 
- - -

y las interacciones simples como las diferencias de los efec-

tos de interacciones de primer (o mayor) orden. Estos partime-
"" ; - .. 

tras son más precisos que las interaccioiies-Y°efectos princi-

pales, que son promedios de estos par4metros simples. 
:· ., ·:·, 

Bohrcr, Chow, Faith, JosJlI~,)"~\~:~-(1981) aplican un nuevo 

mi;todo -llamado tres reglas para,la~decisi6n mdltiple en mode

los factoriales- a las pruebas de Scheffd, Scheffd modificada 

(Bohrer, 1979), Tukey y Bonferroni. 

Las Desigualdades Básicas. 

Para decidir si los paráme~rcís ''.e. 'M c\lmples la desigual

dad (1) se debe tener que 

P { (-sgn R.'M) > 1 - a \tR. e: L * 



donde L* es el evento <le clnsific~ción correctamente. Para 

las transfonnacioncs de las pruebas, usaremos las siguien

tes desigualdades: 

PM,o2 {c-sgn9,'M)l'M ~CSkl, v. 9, E: L*} 

> PM,az{C-Sgni'M)t'.(M-M) ~ SSÍ<r.• ...... (2) 

> PM,02{lt'~-M)I ~CSkt; ~ic 1~~*}~;· ' ••• ; (3) 

... · .· 
,·; ·,··. 

Nótese que las desigualdades .(2)~,y (3) sfgÜén~siéndo \iáiidas 

si el conjunto {tlt E L*} se i~~~Pciaz.ii{!t6f:c2D:11i~iiie}";clá:se de 

vectores que contengan a este 

Pruebas de Scheffé 

El ml\t:odo de Scheffe se obtiene a partir de la expresi5n 

(3). Sea K el subconjunto mínimo 'de L* tal que cualquier com-
~ 

binación de medias 9.'M, f. e L* es.una suma ponderada de las com-

binaciones en K. Sea k el nOmer~~e elementos en K y L el con

junto de todas las combinaciones lineales de los elementos de K. 

Si hacemos en (3) que 

k 9,. 2 

k = 1 l l. 
9. S n. 

l 

L reemplace a L* 



1~6 

entonces tendremos 

·.~ 
k l!.i 

2 l k.F~ N_: 2k . 52 l n. ,_,, 1 1 
1 - CL 

Bohrer (1979) obtiene una modificación a la prueba de 

Scheffé, observando que la desigualdnd (2) mejora a ti (3) y 

se puede usar la primera para mejorar la pru~b~ ~~ 0 Schef f~. 

basta con tomar la misma constante c, arriba descrita, pero 

ahora con los valores calculados por Hochberg y Quade (1975); 

los valores k
1 

y N-Zk con los ya descritos. 

Prueba de Tukey. 

Para diseños balanceados se tiene ni = N/Zk = n. El 

método de Tukey puede obtenerse a partir de la des_igu¿¡ldad 

(3) si hacemos que 

e Le reemplaza a L* 

para Le un conjunto más grande que contiene a L*, para Le que 

conste de todos los vectores de contrastes posibles y 

Qª es el cuantil correspondiente a una confianza de 
zk N-2k 

' 
(1-a) 100\ de una distribución de rangos estudcnt~zados con 
k k 2 y N-2 g, l. (ver tabla II, tomada de llartcr, 1 9ó0). De 



1-n 

esta manera tenemos 

p { 
~ 

¡.e.' (M-M) i < > 1 - (l 

. . 

para todos los contrastes posible,~ talé,s •que .e.- e Le para Le 
.· ~ ~ ~; ~- ~:~'.~:~:_ ,_ 

el conjunto de tocios r6s'vectí:i:res de 7'Contrástes. Esta ex-

Prueba 

La desigualdad de Bo.:'lferroni se obtiene de la expresi6n 

(3) haciendo que 

.J1 <;' k.e. • n. 
l. . l. 

(es decir, m es el ntlmero .de.:par:imetros involucradcis en la 

dccisi6n). De esta 

Como se observa en ltis tr~s pru~bas anteriores, las mo
modificaciones propuestas, consisten en cambiar los puntos 
críticos para evaluar las diferencias IR.'(M-M)I Bohrcr 
et al (1981) comparan las tres pruebas, mediante simulaci6n, 
y obtiene que la prueba de Bonfcr:roni es mfis robusta en com
paración con la de Schcff¡ y la de Tukey. 
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Bradley y El-Helbawy (1976) desarrollan una te!cnica que 

compara observaciones por parejas, contrastes específicos de 

tratamientos o conjuntos de cont~astes ~n diseftos factoria

les. Esta técnica se puede aplicar a experimentos en los 

que los tratamientos constituyen un conjunto total o fraccio

nado de combinaciones de tratamientos. De igual manera se 

pueden contrastar los efectos principales e interacciones. 



11 MGDI J ICAUOi'. /\ J.,\ PRüEB:\ IJE BONHrníWNI 

(Schaffer y :icR•.;:ac.ly, 1'.175; 

1 ~J D 

Supongamus que se tiene un modelo con dos criterios de 

clasificaci6n y de efectos fijos, de manera que las medias-
-.... 

estimadas sean µ 1 , µ 2 , ••. , µ
0

• Si tenemos interés en probar 

m contrastes del efecto a (sin pérc.lida e.le generalidad lo -

llamamos efecto por rcngl6n), tendremos 

h=l, ••. , m 

y los intervalos apropiados para lri pruebi de Bori~erroni se-

rían 

n 
l chi 

i=l 

n 
a. E .l c11·1· µ.-

1 1"'1 ' l 
-<-~t.lEk~.j~~i, h=l, ..• m 

,,,, __ ,_, > --.1=_1 
•' /.-- ~- - . ·; ·: ; --~ ,.~ . -~-- >-.~,_:\· 

_ ...... -.- ' ... __ ~·-'?> ::- ; __ -,_,'_::::~. ·_ :,.\' 
-· :<-::.< .:.}' - .- '.'·,'· 

' (<.'·' f_::~ -.{- <: .. -~-.<-::· -. '"-·" 

si se tienen n niveles de khiVe1~~~2,A~~}-¿'.-:f;;ty.~'.é~~~ri~~io-

:.:: ,'::e:::::~ : :, ·:::::,:~~~~·~f ~i~::f~i~i~~if r;&~[~··) 
I TI, tomada de Bailey (1977). J_'.,;:·i~:. --·-~0-c-c-,,2 x·;) 

~ , ... '·.,: :.~:/~:, :\~~k;ú ·~<·· -.- ~---~ , ·- -
El propósito l\C la modificác'iórt c.le Schiffe1' & ~lac ready 

(1975) es mostrar que, dada una fámiú!'t<lk;coritrastes, exis-

Len uno o mf1s conjuntos ele contrastes inferiormente in<lepcn-
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dientes, es decir 

V j,j' , jlj , 

para cada pareja (j, j '·) de c.ontrastes en el conjunto~ Usa!!_ 

do la notaci6n de la prueba de Bonfcrroni, en el Capitulo 1, 

si se tiene un conjunto de p pruebas independientes se sabe 

que 

y por la desigualdad de Bonferroni se tiene 

p J.!. 
P{UA.}<¿P{A.} 

1 1 - , 1 

n/2 µi~ µi 
para A.= {jt 1 > tv

1
.: t 5 } i=1, •.• , p. Lade-

1 e - e i 
sigualdad (1) queda establecida para todas las pruebas, sean 

o no independientes. Sin embargo si una familia Je m con-

trastes a probar, se particiona en l conjuntos de contras-

tes ni' i=l , ... ,l, entonces podemos establaccr la siguic11-

te desigualdad 

p 
.e 

{U A.} ~ 
1 1 

i-" 1 • • . . • l 



~ () l 

y además para 'X 1 ijo en c:;:iu¡¡ rn,cbd 

1-(1-a)ni 

<= > IP{A.}= 
1 1 . 

la cual obtiene.el. v~{¿./d~~eaéio_de ª•que generalmente será 

mayor que e1 usad<l h~;{~1 ·mlft6d'o -Je soníerroni, y\ie esta ma 

11era se incrementa 1a'i;~~Qhc~D.;de .awnentar I P{A•} 
. . .1 . 1;. -· 

12. NODIFICACION DC LA PRUEBA DE SCHEFFE 
(St:heffe, 1970) 

Dentro de la inferencia simultanea podemos encontrar 

dos enfoques: la contrastacciOn simultanea de hip6tesis y la 

estimación múltiple. La contrastaci6n simultánea de hipóte

sis incluye los procedimientos de pruebas de hipótesis del 

tipo lJ=o (que se rechaza mediante una prueba ele "dos colas"), 

e < O ó e > O (que se coinp aran con una prueba de "una cola"). 

La estimación múltiple se refiere a la estimaci6n obtenida 

por intervalos de confian::a o por regiones de confianza. 

-' _._ - . -,_ --:.-----~·'= 

El métocto de schcffu (1953) original es tina. tí!cnica de . . ' ' \, . . 

de comparaciones mCtltf¡J'Ié's' cü}'.oº.eri.foque bfisico es· el .de ser 

una prueba pan. cstimaci6l1:J1lú1t:i.;Íe, aunque puede usarse con 

e:l enfoque tic pruebas de significancia. Ln modificación pro 



puest.1 por Schef te ( l 97 O) Ja .:orno reslll t.:i<lo una prueh~1 más 

potente para pruebas de signi ficancia. 

Sean \Jl, .•• ,µk las medias vcr<ladcras e.Je los efectos -
J, 

principales de k tratamientos. Sea O= r a.µ. una función 
1 J .1 

lineal estimable (FLE), donde {a.} son constantes conoci--
~ k J 

das y e = r a. µ. el estimador insesgado de o. Un espacio 
1 J J 

L de funciones estimables, de dimensión q, consiste de to-

das las combinaciones lineales ~ hi Oi, donde {6 1 } es la -
1 

colección de todas las funciones estimables llnealmante in-

dependientes, y {hi} son constantes conocidas. 

do la varianza de B serl de la forma o 2 = b 2ai ~ . 
Por otro l!!_ 

donde b2 es 
e 

denota al estimadoT b202
,_ para una constante conocida; ~ 2 

o 
CME con v=n-r grados de libertad. · 

. -

; '-:- - . 

En seguida exponemos el m1ltqdo,de'Scheffé (1!153) -origi-

nal y a continuación de ~st~, 1;~;~odificaci6n propuesta por 

é1 mismo. 

Un método para la estimación simultánea ele e en L, que 

llamaremos método - S, puede basarse en el siguiente enunci~ 

do: 

"Con pro babi lid ad 1 -a todos los valores <le 1 as fun.: i o-

ncs estimables en L, satisfacen simultáneamente las desl---

gualdades 

6 - So~ < 
e ·-------- ( 1 ) 



~ 0.3 

donde a y S estfin rulaclonados por 

o 
ry,-= p ( r:(q,v):'.:. S"/q ), 

,, 
donde F(q,v) tiene una <listribuci6n F con qyv g.l;. Esta pro 

posicibn ha siclo probada por Schcffe (1953) para el caso par 

ticular cuando L es un espacio de contrastes; ~in embargo la 

prueba puede extenderse para el caso general usando los rc-

sultados que en seguida se exponen. 

"' Sea L el conjunto de estimadores e, de e € L. por míni 

m~s cua~rados; Si {0 1 , •.. , Oq} es una base para L, entonces 

{e 1 ,. ·•~q} es un~ base pa~a t. Seleccionemos una base orto

gonal { ri 1 , ... , '1c¡} para L. tal que sea normalizada y que -

la matríz de covarianzrudel vector n =(~ 1 , •• ,~q)~sea cr 2AI, 

para J una matriz identidad de orden pxp. Hagamos n=E(n)= 

= (n 1 , ••• ,nq) ', luego entonces_ {r1ij} forma una base para L, 

por esta raz6n para cualquier eE~ existe {di} tal que e = 
= I di11i = d'r¡. Obviamente.~y~ 2 son estadísticamente inde 

1 
pendientes, asín"' N(ri,a 2 I)· ·Y vo 2

/ cr 2 "'x 2 con v g.l. 

' .... :.:·· .. :_,, 
El método de Scheffe (t953,) <.se utiliza para obtener el . ·.,~... . . 

nu<.'vo 111ét odo. El nuevo método de<scheffe' (1 91 O) para prue

bas de signifícancia-~C:6nsiste d·n.'eicoger ctlalquier funci6n 

lineal 
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(i) e no es significativamente diferente Je cero, si 

lii) e es significativamente positivo, si o > 

(iii) e es s~i~ifi~atiyament~ negativo, .si e 

Sin embargo los yalore~_ que ·pµ~i.le;to111ar S son 

s, ~q o. 
Fe " ' q, o 

o 

___ (3) 

donde F~ " es el cuantil al (1-o.)100\ de confianza con -
1 ' 2 

una distribuci6n F con v 1 y v 2 g.l. En este caso el autor 

muestra que s1 > s 2 • 

El mé~odo de Scheffé (1970) modificado consiste en es-

coger 6€L, tantos B como se quieran y aplicar el método 

arriba descrito; la forma de operación está parcialmente -

caracterizada por ciertas probabilidades P1 y Pz; P1 es la 

probabilidad del evento i:,; 1 , que elenunci.a<.lo (i) sea. he-

cho para todas las funciones est:imables 0€L, cuyos valores 

verdaderos son cero; Pz está definida en Scheff e (1953, - -

pág. 101). Sea 



D., 

<=> 

de manera que 

:, 
q o 

2 05 

_______ (4) 

si H es verdadera 

P{F(q-l),v ~ § 2 /(c¡-1)} · si H es fai.sa. 

:.H es justificable suponer que n= O desear iamos que en 

general n fuera "exactamente cero". Sin embargo en algu-

nas situaciones podrá ser aceptable suponer que en alguna 

vecindad de n=O en la cual n no esté contenida. En los c~ 

sos de que n est6 fuera de la vecindad del O usamos la ·-

prueba de significancia múltiple con S~Sz<S 1 , y su tamaño 

estarán <l1..:tenninado por ci. 

Si no es justificable suponer que r¡=O: primero se debe 

contrastar la hip6tesis 11 ~n c4r{~~.el nivel o. estándar de 

la prueba de F- en la cual H .. k~,r~:~h,.iza si la Fc>F(q,v)· Si 

11 es aceptada aplicamos Cl ·~ÜJnhi.~~k' (Í:) .para todo O€L. Si 
-- • : .~_'-'o· ~~.-'2:~~-·~,..,_,_;_'c:; 

11 es rcchnzn<la aplicainos las regla's::"(i)'i''.(ii), (iil) para 

todo 0€L sust i tll)'encto S pó"r'sz¡:µÓ~u~ ;sz~estfi. dado por la 

expresión (3). 
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Es un mediato constatar que esta modificación al méto 

do de Scheffi tiene el mismo tamano a que el m6todo origi

nal de Scheffe con S=S 1 ; y además el primero tiene una 

aplicación más general que el segundo. 

Posteriormente Scheffc ( 1977) toma en cuenta que su -

prueba original adolece de un clefecto: el m~toclo S(Scheffc, 

1953) es utilizado solamente cuando la prueba globál de F 

rechaza la hipótesis asociada, de manera que la probabili

dad usada por los intervalos de Scheffc deben ~er constru! 

dos de manera condicional al rechazo de la prueba de F. 



CAPITULO IV 

M1sCELA~EA ur: PRUEBAS 

f NTRODUCCI ON 

Las pruebas de comparaciones mGltipies incluidas en e~ 

te capitulo abarcan vario~ problemas no considerados por 

las pruebas expuestas en capítulos anteriores. Las pruebas 

aqui expuestas están pensadas con fines específicos: para -

diseños con datos faltantes, para diseños con uno y dos crl 

terios de clasificación, para diseños con ofectos fijos y -

aleatorios, para diseños de bloques completamente al azar, 

pera diseños Jesbalanceados; ademls se incluyen pruebas pa

ra el an5lisis de covarianza, pruebas que usan rangos y 

otra que uso t6cnicas de anRlisis de conglomerados. 

En prirner lugar se exponen dos pruebas que usan rangos: 

Dunn ( 19 64) propone un procedimiento para comparar varias -

poblaciones liacientlo uso de' lá suma de rangos y Kurtz, Link, 

Tukoy y lial lace (1 965) obtienen un procedimiento basado, en

rangos que permite rcalizar''ún análisis rlpido ); e:ficaz de 

los <latos en un discf10 bulanceado con uno o dos criterios -

de clasificoci6n. En seguida se describen las pruebas para 

comparar efectos de medias en el anfillsis de covarianza: --
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Tbigpen y Paulson (1974) derivaron una prueba haciendo uso

de la distribuci6n de rango estudentiz.ado y Bryant & Bruvold 

(1980) o~tienen un procedimiento para construir intervalos 

para los contrastes Jeseados, en el análisis de covarianz.a, 

haciendo uso de rangos y relajando ciertas suposiciones sin 

afectar la potencia de la prueba. En seguida se expone la 

prueba para modelos de bloques completamente al azar, 

Mudholkar y Subbaiah (1 970), proponen una técnica de compa

raciones mDltiplcs v5lida bajo condiciones de heterocedosti 

cidad y dependencia de los errores, que pcnnitc hacer infe

rencias sobre todos los contrastes y es sensible para algún 

contraste en particular. Los casos de disefios <lesbalancea

dos los hemos expuesto en el capitulo l II, sin embargo és- -

tos han sido extensiones <le la prueba de Tukey; Gabriel -

(l 978) elabora un método muy sencillo de comparaciones múl

tiples de medias para diseños desbalanccados haciendo uso -

de la distribución del módulo máximo cstudentizado. A con

tinuación se describe una prueba diseñada para probar efec

tos fijos y aleatorios, Harville (1976) construye un proce

dimiento basado en los componentes de varianzas. Es muy -

frecuente tener el problema de perder observaciones en un -

experimento por razones ajenas a los tratamientos aplicados; 

Lin(1913) considera el problema de estimar las diferencias 

de medias en diseños con datos incompletos, el autor prop~ 

ne un método que toma en cuenta todos los datos disponibles. 

Utilizando técnicas de an§lisis de conglomerados Scott y 



Knott (1974) clasifican a los tr:.itamicntos en grupos m[1s-

o menos humogéneos. Finalmente se describe un método de -

comparaciones múltiples usando la t de Stu<lent multivaria-

da, propuesta por Uunn y Masscy (1965) y otro m6todo que -

construye ":zonas de indiferencia" propuesto por Rcading 

(1975), el autor desarrolla una prueba de comparaciones 

múltiples de parejas de medias haciendo uso de la constru~ 

ción de regiones de confianza en vez. de elaborar una prue

ba de significancia. 

l. COMPARACIONES 

cDuNN' 1 964) 

Los 10étodos de sw11a de rarigC>~\s~n para compa- -

rar dos o más muestras y decidir si;'6~tásiprovienen de la-
- ·. ·. ··... . 

misma población. Dunn (1964) prcipoll~iün procedimiento pa-

ra comparar varias p(.Jblaciones. hacT~ncÍ.o el uso de la suma

de rangos; este procedimiento }fene como antecedente el - -

trabajo realizado por Stcel (l~61). 

Sean k muestras - no. necesariamente k debe ser grande-1 

ca<la una de tamaño nk. Asignemos tangos de manera conjunta 

a todas las muestras previamente ordenadas, si hay empates 

se asignan rangos promedio. Lamemos Ti a la suma de ran-

gos de la i-ésima muestra. 
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Supongamos que se desea realizar p contrastes entre 

las medias; el contraste m-ésimo es 

tJ.im / l 
i 

n. -
l 

l' l' 

m 1, ..• , p 

para i'1i 1 , i,i' = 1, ••. , k. Sea a el nivel de signifi-
·~ 

cancia elegido. Cada coniraste tjJ se divide entre su . m 
~ 

desviaci6n estándar ºm. Si no hay ·empates, e.ntonces 

~, 

[N(N+l)/12][( l -1 l -1] o- ni) + n. , ) m L 
i i 

donde N = rt=1 ni. La f6nnula ·para ~2 debe ajustarse si m 
existen empates. Sean r grupos de empates y si el s-ési 

mo grupo de rangos empatados contiene t
5 

llÚJTl~r.os e11 el, 

entonces 

1-NlN+l) _ 
L 12 

Íct
3 

- t .. ··.) .. ·J.· ... [··.··· .. -.··•1.·.·· 1 ·1· s=l s s · · · .... '"~ .. + . .,.-.- ·· 

-,ZCN~ ·.. EtiL '· .. r1.· .. · ;ni 'J ' ·" • . l . 

h 

De esta manera el experimentador· tiene p'"valores:· ljlf/ o 1 , 
" "' ,,..,' 

, •. , l)JP/op. Cada uno de esos valores tjJm/ºm se compara -

con una zl-a/ 2p' que es el cuántil 1-~/2p de una distribu 

ción normal estándar, si el tamaiio de muestra es suficien 
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te grande. 

~ " 
Si tj¡m/ 0 m < - z.1-a/Zp, concluir que el contraste po-

blacional es negatlvo. 

" " 
Si tj¡m I ºm E (1-z. 1_a/Zp' z.l-a/zpl' concluir que el 

contraste poblacional puede ser. nulo. 

" " 
Si ~'m'ºm > z.l-a/2p, concluir que el ccjntra~\e' pobl~ 

~ .- ó:~~ ~·:.- ~~(:._~=:'·'--' .. -

cional es positivo. 

Cuando e 1 contraste se plant~a:de la ~11ner;~/;u~ual, 
T /ni - Ti, /ni, , estas tres decisiones se 'trad~~~ll res

pcctivamuntc en: la.media (6mcdiana) de la l-6sima dis

tribuci6n es menor que la media (o mediana) de la i-~si-

ma distribución; las dos medias pueden ser iguales; o -

que la i-Gs~na media es mayor que la i-~slma media. 

UN EJEMPLO 

Considerese tres tratamientos cuya variable de res

puesta es el número de personas correspondientes a deter 

minada catcgoria (Ver Dunn 1.964, pág. 243), los datos - -

son los siguientes: 



Los contrastes de inter6s son: 

" ljJZ (T 1 + T 3 )/(n1 + ,ri.3) ~ T 2 /n 2 
--- __ . ..:._::__,:__ ____ -. --

en este caso k = 3, p=3, n 1 = 223, n 2 = 68, n 3 

totales Ti se muestran en la siguiente tabla 

2 1 2 

87. Los 
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( 1 ) ( 2) ( ;¡) ( 4 J (S) 

Categoría Frec.Ac. Rangos Trat. 1 lrat. 2 Trat. 3 

c1 4 ? • 
- • :> 7.5 o 2.5 

C2 22 13 .s 1 62 54 27 

C3 43 33 330 231 132 

C4 64 1'280 640 7 04 

C5 5522.5 1 057. 5 11 7 5 

c6 096 2448 4284 

C7 871 8333 1 21 79 

269 12163. 5 18503.S 

-- -

( 1) Se obtiene de la oit:Ím; columna de la tabla anterior, 

son las frecuencias ~cumuladas. -

(2) Se calcula <le la columna (1) como sigue: 2,5 =(4+1)/2; 

13.5 = 4 +(22-4+1)/2; 33=22+(43-22+1)/2; cte. 

Observar que I Ti = 13 536 = (583}t384)/2 

Si consideramos que el número dé empates es despreci!_ 

Lle entonces ;~ = [ (3S-3):(3'fit;)J{z];[i~i~}~(6s~s7-);.1J~13i~83 
por lo que 
~ 

ljJl=-16.33, 

lec e ion ado una a=. 2 O.t(?~~~~~,i:~,~~.{;z 1':~%p • ~- ;f;;D.2/6 _ = __ ·

z. 9667 "' 1. 834.. En rcsúrneri ierienios ".. :~.:-~-~~:'. -~:_---~~'._:.·:_·:._-.}~ - .--.; * :~:.:·: .. ' 
.?:~.... .:~://' : .. / ":• :: ·~. ·'~.·.-.. _ ·,.º _,·., 

". ·-~{;" ~: ., ::-.~;;; '~·>:~;,:~: 
->--L _ _:·~- ~ .. :~~-~-;~·-.. ~~~· _::_ :.~-· --- ~--_::.<~-~:~r~· .:.-_-

- 1 . 83 4 < :~_-_._1211'_. __ ºo-~_-_, __ 

2 

__ ' ___ ·_;_._-----_-.=:-;_._-(h.J;)::(:~ j ; 8 34 , con e luir ~ 1 = O 
- 1 • 83 4 ~ '!'. _ ;;-0:;3 5''"<:--r: 834 ;· conc1u ir 1¡¡ 2 = o 

'!"''·-;·-.·-.. e;·--·,,· ,_ 

1Ji 3 /o 3 "' "l.96 <,, 1. 834, concluir i¡i 3< O. 



2. CoHPARACIONES MuLTIPLES USANDO RANGOS PARA .DlSE~OS CON 

UNO Y DOS (RlTERIOS DE (LASlFICAClON; 

CKurtz, et al 1965). 

. ' .. · -

El anlilisis de varianza usual se realizricalc~lando-

.: l•l 

sumas <le cuadrados; sin embargo para mayor facilid~d e~ -

los clilculos Kurtz, Link, Tukey y lfallacc (1965) obtienen 

un procedimiento, basado en rangos que permite .rehlizar un 

análisis r1ipido de los datos, en .un disefio bÍllaúCeado con 

uno o dos criterios de clasificaci6n. 

El cllculo rlpido en el m6todo de Kurt~ et al (1965) 

no es la única ventaja, lo es también e-1 hecho que las m~ 

didas de variabilidad que proporciona pierden poca efica-

cia. A primera vista pareceria que es poco eficiente este 

m6todo, se sabe que en la medida como sean grandes las 

muestras los rangos pierden eficiencia. Entonces parece muy 

riesgoso usar rangos si estuviéramos estimando la variabi

lidad como una guia para tener un punto de referencia de -

cada efecto por columna, de esta manera se pierde poco en 

la estimaci6n de la variabilida<l y la diferencia, entre -

el estimador por rangos y el usual, disminuye enla medi-

da como aumente el tamaño de muestra. 



Discutimos, en primer lugnr, el caso de disenos con 

un criterio de clasificaci6n y en seguida con dos crite-

rios de clasificaci6n (para este segundo diseiio los aut~ 

res describen dos métodos: .b e11c..<.t.i'.o e .<.11te-~rned.io; sin e!!}_ 

2 1 5 

bargo aqui expondremos, por brevedad, el segundo de ellos). 

DISE~O CON UN CRITERIO DE CLASIFICACION 

Consideremos un rixpcrimeílf6 élÍ ei que se estuclla el 

efecto de seis tratamientos con· nueve rep,eticiones cada

uno, los datos se exhiben en la tabla 

Tabla 1 

TRATí\MI ENTOS 
2 3 4 5 6 

26 1 8 36 27 42 2U Número de rangos = 6 

30 21 21 14 26 21 Número de repeticiones=9 

54 29 24 29 19 24 

25 1 7 1 s 19 16 .17· .. . --;- .. - ~-

70 1 2 1 o 29 ·, .. ·•.·.·.··3·~·· .. 13 

52 1 8 43 31 · ··:-:czs'-· )rs 
-,)'. 

51 35 28 41 ... ••21:'' . : 15 
.<o:-:: , .. ,_ 

26 30 1 5 20 --·-?; 39 •'.•,: 16 . ,· ·.' ... -. ~ 
67 36 26 44 .29 • zs 

T.401 216 221 254 259 169 

R. 45 24 33 30 26 15 ; · 1 73= total de Rango 

Observar que 45=10-25¡ 24=36-12;33=43-10 etc. 
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- os 
A continuaci6n buscamos el n6mero q~,g un cuantil 

con (6,9) gl. con una significancia del S\ (Ver tabla -

XVI <le Kurtz et al, 1965) que en este caso es .11; y com

paramos las diferencias de totales de la siguiente mane

ra; sean 'i y 'j dos totales a comparar, los intervalos -

de confianza para la diferencia están dados por la expre,. 

sión 

asi obtenemos 

i:1 - '2 

'1 - 1 4 

i:2 · ts 

+ (.71)(173) = 232 ::_f23;(J09,3SS) 

+ (71)(173) = 147 ~!_:.lZ3; (Z4;Z70) 

:!:. (.71).(17:5)< -A3±/l?¡~·;;:C~166,BO) 
. .· ··• .. (<> ... < ? . . 

si queremos obtener las expresio~es.~cor;esp9hdient;es a - -

las medias, basta dividir los interv¿los de ~rriba entrc-

9. Y tendremos (12 ,38), (3 ,30) y (-18,9), respectivamente. 

Si estamos interesados en probar. algún. contraste so

bre los totales, tendremos que para>b 1 .~.~-¡bn donde {b¡l 

son números tales que ~ .b.=.O en 1jJ = bji: 1 +~. ;+b T , cn--
i=;l 1 . •. . >; > .> · · n n 

tonces los intervalos sonc de la, fótma,,•. 

,-: 

. . , ' .. - :_.:~·--~- ~- --:::•:":;~ .;',.'-.o-~= -:-.<..,:-;-_ 

b1~í+~<.+b~ ~11± q~.r (SR) ir·, 1~~1 
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donde ij~,r es un cuantil <le las tablas de Kurtz et al (1965) 

y SR es la suma <le rango;es decir, en nuestro ejemplo si te-

ternos intcr6s en obtener un intervalo para el contraste 

2< 1 -< 6 - , 4 tendremos el siguiente intervalo (nota 

~ l.~.iL 2+1+1= 2 l 
l 2 2 

i= 1 

(133,625) 

METODO INTERMEVIO PARA MODELOS CON DOS CRITERIOS DE CLASI-

FICACION 

Consideremos un experimento en el que se tienen cua-

tro niveles <lel factor columna y cinco niveles del factor

renglón (los datos se ohtuvicron de Kurt:z., et al, 1965) en 

la tabla 2 se muestran los resultados 

Tabla 2 

¡:actor Columna {Valores originales) 
2 3 4 To ta les Medias 

Factor 13. 4 16 l 4. 4 20. o 63.8 l 6. o 
rcngl6n 2 37.5 42. 7 29.3 34.5 l 44. o 36.0 

3 65.2 54. 9 36.4 39. 7 l 96. 2 49.0 
4 GO. 8 s 7. 1 39. 1 38.7 l 95. 7 48.9 
5 37.7 49.2 39. 4 39. 7 1 66. o 41. 5 

Tota les2fif:íl 219.9 158. 6 ¡TI'":(; 

(Diferencias Je medias por rengl6n)Suma por rengl6n 

-2.6 +O.O -1.6 +4.0 -0.2 
2 +1.5 +6.7 -6.7 -1.5 o.o 
3 +16.2 +5.9 -12.6 -9.3 0.2 
4 +11.9 +S.2 -9.8 -10.2 0.1 
5 -:1.8 +i.7 -2.1 -1.8 o.o 

Rangos 20.0 8.2 11.0 -;-;r:-J 53.4= Total rangos 
Observar que 20=1ó. 2-(-3.S) ;S. 2=8. 2-0;11=-1. 6- (-12.6); etc ... 
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Si intercambiamos renglones por columnas cambiaremos 

el resultado. Si deseamos que los resultados sean indcpe!! 

dientes de la elección podemos realizar algunos cálculos -

para encontrar la suma de cuadrados para efectos de inte-

racción y así encontramos el valor s 2=CMI: (del análisis de 

varianza). 

S · -a denota al cuantil de una distribución de -1 
qV ¡,V 2 

rangos estudentizados (Ver tabla XVI, de Kurtz et. al., 1965) 

con una confianza de (1-a)lOO~ y v1 , v 2 grados de libertad 

entonces para comparaciones dos a dos tendremos 

-r. ~·T. = •;. ~ ; + qª (SR) · sR= Suma de rangos. 
1 J · 1 . j-.. c ,r. :.. ' . 

. . 

donde c=n
0 

de columnas y r "' no de renglones. En nuestro 

ejemplo &4~~ º=<~:~ii} ·. éi~él.1anüfsup6rfor~corrcsponde a 

los efectos por columna y el inferior, por renglón. 

Por ejemplo si. e( denota i-'Cesima columna y r i el i

ésimo renglón, enton~~~ 
- :~ '"' ·' 

:,:;_,'.>J~/· ' ·'- ... ,·· 
,,,::.· . . ,· ,._- ·. •.' ::.·'.' . - :'e ' 

=Cz • c4~(1.1S)(S3 .. 4) = 
~ '.;-.,-.-'-~ - -~ ··.,;.,;._~---_:_"O-_· ~ 

-_. _: ,-·-.:~-· ... ;:~/ ): .: ~ 
'";o ·.,.. 

r3 - rs "'3:r·· r5!:' 
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y de manera aniloga podemos encontrar intervalos para con
n 

trastes. Sea (bi} una colecci6n e.le números tales que I b. 
11 i=l l 

= O, entonces 1/1;. I b .-r. denota un contraste y obtendremos 
i= l l l 

h h 

b 1T1 + ••• + bn T n + q~, r I 1 bil . (SR) 
i=l 2 

3, COMPARACIONES MuLTil'LES USANDO DISTRIBUCIONES DE t 

[Dunn y Massey, 1965] 

Existen la literatura de las comparaciones mOltiples 

varios m6toc.los que se basan en la <listribuci6n de t-Stu-

dent, con la finalidad de obtener intervalos de confianza 

s:imultiíneos para medias o varios contrastes entre medias. 

Dunny y ~~ssc~l 965) proponen un nuevo m6todo, en el cual 

se detennina el nivel de confianza global pura tales in

tervalos y evalOa la probabilidad de una variable con dis 

tribuci6n <le r 2 multivariada. 

La c.listribuci6n de la T 2 de Hottélini{mJ:i~}Ja;~ada -

riada con medias µ 1-, .•. , µPymat~'Í:i'él~dilh-crsi6n{oj_jl' 
Sea sf un estimador de aj_j; •. queAS ~ndependiente de xi' •.. , 

xp y tal que "i sf /o.ii ticn~c una dist.:ribi.Jci6n x2 con "i 
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grados de libertad. Si t 1 =(xi - \Ji)/Si' i=l, ... ,p, ento!!_ 

ces las p variables tienen una distribución conjunta cuyas 

marginales son distribuciones <le t Studcnt. Tales distri

buciones se llamaran <listriLucioncs de t multivariada. 

Si w = max ltil, entonces los intervalos precisos para 

un nivel 1-cx 

donde wl-a es el cuantil con una confianza de (1-cx)lOOI 

de la distribución de W = max ltil' 

Otra distribución de t multivariada ha sido discutida 

por Dunnctt y Sobcl (1 955) y es muy simila~ a la arriba ex 

puesta, salvo que las xi(s) se supone tienen varianzas. 

iguales y en consecuencia tienen -el mismo-estimador· de - la 

varianza para cada una de las p variables~ Se•n x1 , ••• ,xp, 

p variables que tienen distribución nonnú multivariada con 

medias 11 1 , ••• ,\lp y matr.iz de dispersión {o 2 pij J donde l:>u=l, 

i, ... ,p, y sea vs 2 /o 2 se distribuye como una x2 con v gra

dos de libertad. Entonces cada ti = (x1 - 11 1 )/S; i=l , • •• ,p 

tiene una distribución t Student y la función de densid_ad 

de t 1 , ... , tp es 

rf r; v l 1 t r 1 j } 1
1 12 

vr12 r Cil rrr/2 
l ¿p.LJt.t. . ~ ~ .·. . J-(p+v)/2 

l= 1 j = 1 l J 
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donde { pij} es la matriz inversa tic la matriz tic correla

ciones, y j{pij¡¡ es el uetenninante de lpij}. 

Si definimos u • max ltilY los intervalos de confia~ 

za para v1 , ••• ,µp para un nivel 1-a, son 

t ul -as xi -

donde ul-a es el cuantil con una co~f{anza de (1-ci)100\ de 

la distribución u = mux 
:- .,',:.;~-~-'. ·,. -· -, ' , ._ . _. -

Debe notarse que sl v:st:J cicifirie'cdno ~(';j~,~~f, t71 l , 

i=1, •.. , p, entonces los lnher'~Jioli'decoriÚarizádeuna C.2_ 

la para u1 , ..• ,µp sor;:;::' 

donde vl-a es el cuantil ~on úna confianza de (1-a)100\ de 

la distribución v = max {ti}. 

Desafortunadamente no hay tablas que contengan los --

l-.:i '6 d d cuantlles de w , con la excepc1 n el caso cuan o todas 

a .. = O, i7'j. En este caso las tablas de la distribución -
.l J 

de w se pueden obtener de la t de Student univariada. El 

cuantil 1-a de la distribución w es el punto con i+C})(1-a)l/p 

de significancia de una t de Studcnt univariada. 
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Casi no existen tablas para los cuantlles de u y v. 

Dunn y Massey (1965) construyen tablas para estas Jistri 

buciones estos cuantilcs exhiben_ eri la tabla XVII del -

Apéndice. Haciendo uso de estas tab~aS• t;ode111os estimar· 

µ 1 , ... , µp usando 

Y.+ 
1-

donde si es la varianza muestral y Yi es la media de la -

i-ésima muestra. 

En el caso de que las varianzas se supongan iguales, 

obtendremos intervalos de confianza usando los valores de 

1 -Ct -u para todo p . . = O. Si Y
1
. es la media de la i-6sima 

lJ 
muestra y si s 2 es la estimaci6n ponderada de la varían-

za, entonces los intervalos, son la fonna 

cuyos grados de libertad ser~~ E n 1 - p. Aquí los tamaftos 

de muestra pueden ser desiguales. 
. . . 

Dunnett (1955) da uri ej empÍo en él que 1a:s' correlaci~ 
nes son conocidas, positiva: e-i~uf1.~-~·p 'tih f~~;~~<~-asos -

se usan las tablas de ul-a de Duril1/Y ~1isse;. c19i-s): Ele-" 
·,.:, :'.' .. :·,·· ... ·\." 

ejemplo de Dunnett (1955) inc:luy<;? la. comparacg>n; d<? varios 
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tratamientos experimentales contra un control, cuando las 

muestras de los tratamientos son del mismo tamaño, n. Si 

n
0 

es el tamaño de muestra del control, Y
0 

su media y Y1 , 

... , Yp son las medias de los tratamientos experimenta-

les, entonces Yi - Y
0

, i=l , ... , p son p diferencias con -

varianzas igual a 

azc! +_ l J y P_._iJ. • 11(~º + 1) n. n
0

. 

los intervalos de ;córifiani1Cpara 

donde s2 es la estimación ponderada de la varianza. 

Como un último ejemplo podemos estimar los efectos 

de interacción en un modelo con dos criterios de clasifi 

cnci6n con efectos fijos y balanceado. Si tenemos r re~ 

glones , C columnas y n observaciones por celda, enton-

ces bajo las suposiciones usuales de normaliuad e inde

pendencia, las estimaciones de las interacciones se dis

tribuyen normalmente de manera conjunta con varianzas -

igual a o 2 (r-1)(c-1)/ncr. Para cualesquiera dos intera~ 

ciones que no esten ni en la misma columna ni renglón, 

el coeficiente de correlación es 1/(r-1) (c-1) y los in-

tervalos de confianza pueden ser 



224 

(Y .. - Y. - Y . +Y ... ) + u 1-a s"-'cr-1)(c-1)/ncr 
1J. l.... . J • 

donde s2 es la estimaci6n ponderada de la varianza a 2 , Y .. 
lJ. 

es la media de las n observaciones del renglon i, columna 

J. Y. es la media de ne observaciones en el i-6simo rengl6n, ' ]., . 
Y . es la media de nr observaciones de la j-~sima columna -

.J. 

y Y ... es Ja media global. 

De una manera an~loga se puede encontrar la expresi6n -

para los intervalos de confianza correspondientes, en el ca

so de estimar contrastes. 

4, COMPARACIONES MULTIPLES PARA DATOS lNCO~'.PLETOS 
(Lin, 1973] 

En algunas ocasiones se presenta el problema de que en 

un experimento se pierden observaciones pero por razones -

ajenas a los tratamientos aplicados. Este tipo de diseños

los llamaremos diseños con datos incompletos. Lin (1973) -

considera el problema de estimar las diferencias de medias 

de una distribución normal bivariada en diseños con datos -

incompletos; el autor propone un método que toma en cuenta 

todos los datos disponibles. 

Especificamente considere (X1 , X2) ... \Jn vector aleatorio 

normalmente distribuido con vector de medias (µ 1 , µ 2)' y ma 
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triz de covarianza E = { ºiJ }, i,j=l ,Z. Suponga además que 

se tienen N pares <le observaciones del vector (X1 , X2 J ', de 

los cuales N-n (n ::_ N) son obscrvaci.ones incompletas corres-
. . 

pon<lientes a x2 • Sin Il6rdída .do gepera lidad se puede supo- -

ner que los datos son 

x 21 • • • • • xzn~ 

Supondremos como siempre, que af = el coeficien-

te de correlación p = ºi 2:/~1º~" ;·cl>có'éf:i.C:::i.élltc 'de ircgresi6n-

B = paz/ o 1 y 6 = µ 1 - µ z , f; ' ;;: / 
La hipótesis nula, cuya alterri~tiv~ es de unacola que-

da 

donde 6
0 

Emes conocida~ ~ai~ l~¡alternativa de dos colas 

el caso es análogo. Definamos 

Z (s) 

donde 

A(s) :>. + (1 - >..)S, >-..= n/N , 



- (N) 1 n 
x. l xij (i 1, 2 ) . 

l n j=l 

- (N) 1 N - (N-n)_ 1 N 
I x .. l x .. x1 Ñ j =1 1J X¡ - N-n j=n+l 1J 

y A(s) está correlaci<ma~a con.xfn))',xfN"':1l); ELautor mues

tra que z (s) fonna, una clase clc:d~tlmadores·insesgados pa

ra ll (Ver Lin, 1 971). · 

PROCEDIMibNTO DE LA PRUEBA 
. . 

; ,.,-:.: __ · .. :·· -

Se consideran tres casos de act1e,~dL~i~'¿o~1ocirni~nto de 

2 2 (l 

Cuando se conocen .los.;•dris0'piffunetÍ-os se pu~ 
;-.· ., .... ' .. '':·--1 ·':'.'·¡-;.: ,;-· '. <--., " -

den construir pruebas exactas, si s~ ~º~c:~i\c:igó,~HC::;cie e}1os 
- - -~ '-'--".- ••'-""___:~-·-= ;.:.oJ:_-- :;...:~~¿~~o-o·-,- --- -o- ->~'.'-;:;~~ -_.;_.::;· _,:,.: _ _:,,__ --

se propondrán pruebas aproximadas> ·· ' ''\';\·· 

Si se conocen p y c, entonces lacolección(xfN), 

Xln) - $X(n) ~l) forma un COnJ'Unto de estadísticas sufi-
2 1 2 

cientes para [eµ, v, ºzJ donde v=µ 2 - Sµ 1 , 13 = pc- 1 y 
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+ n!N E (x,zk>-xinL Bx1k + eX,Cn))Z/(1-pz). 
k=l' 

Observar que xij y x 2k - Bx 1k son independientes y_ normal

mente distribuidos con medias µ 1 ,v y varianza~ c2 a~ , 

(1-p 2)az , rcspcctivament:e, para j=1, .•.• N, k=l , ••• ,n, 

La prueba propuesta es 

Z(B)-ó 

IC2 c1-e2 2 
t_: N + 

que se distribuye como una t: de Student con n+N-2 g. l. Ade-
,.. 

mfis si ºz es conocida se reemplaza (n+N)azl (n+N-2) por ºz. 
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Si p= o y ces conocida la regla de decisión es: re--

chazar H
0

, an nivel a, si 

- (N) - (n) . > 1 ª11 

[
tz 

X 1 - Xz .. - 60 . N lN-º1) + _• 

2 tzªzz 
n(n:-1) T" 

dorde a .. = I (x. . - :dNl).2 
11 j = 1 1) 1 

y-ti= -t!l -1 es.el cuantil -
ni 

con una significancia de a(100\) de una distribución t Stu-

dent con ni-1 grados de libertad para i=1,2. En nuestro -

ejemplo n 1=N y n 2=n. 

Si c es conocida y p es desconocida ( sin pérdida de -

generalidad, cuando se conoce e ,c=l ) la estadística propue:! 

ta. utilizando .todo6 i.o.6 dÚoh, es 

y 

- (N) - (n) _ 
6 Y.l - Xz 

ª22 + b11 
N-2 



N 
l (x .. - x.fN-n))2 ' N-n >1. 

j=n lJ 

PROCEDHIIENTO VE LA PRUEBA PARAI DESCONOCIDA 
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Cuando E es desconocida no' se tienen pruebas exactas 

sino solamente aproximaci~nci~., Un procedimiento conserva

dor es el que establece la siiuiente regla de decisi6n 

donde tJ.2 
1 

Ch 2ª __ ::-
11 

il 2 
2 

(1-;q2 

y t: = tªn.-l es el cuant 
1 1 

de una distribuci6n de t c~ 

so n 1= n y n 2 = N-n. 
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-(N) -(n) 
Xl - Xz - 6 

T 

a ~ t.-~ In + ll~ / (N-n) 

que tiene una distribuci6n aproximada a la t Student con --

los grados de libertad 

f / 
r z 1¿ 
[J .. ¡ 

l 6~ l 2 n. (n. -1) 
l. l 

donde 6 1 y ti 2 se dan anteriormente y n1: =. n, n 2= N-n. So

bre e 1 mismo tema puede consultarse Ekbolun · ( 1 976a, b) · y. Lin& 

Stivers (1 974). 

5, COMPARACIONES MULTIPLES MEDIANTE ANALISIS DE CONGLOMERA
DOS. (Scott y Knott, 1974) 

Algunas veces es útil el análisis de varianza para cla 

sificar a los tratamientos en grupos más o menos homogéneos. 

Las comparaciones múltiples pueden usarse para este propó-

sito pero Scott y Knott (1974) proponen un método más efi

caz usando las t6cnicas de análisis de conglomerados. 
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Introducimos la prueba mediante un ejemplo. Supóngase 

que se tienen t=7 medias de tratamientos, ordenadas de mane 

ra ascendente, 1,2,3,4,5,6 )' 7. Primero obtenemos una par-

tici6n en dos subconjuntos,sin pérdida <le gencraJidad que -

sean {1,2,3,4} y{S,ú,7},las hip6tesjs serán 11
0

: p 1 = µ 2 = 

p 7 contra la alternativa lla: pi m1 o m2 (con al menos 

una media en cada grupo) donde m1 y m2 representan las mc-

dias desconocidas de ambos grupos. Si H
0 

es rechazada oh-

tendremos una nueva partición de {1,Z,3,4} en dos grupos y 

probamos la igualdad de estos grupos. Un procedimiento si

milar se realiza para {5,6,7f; el procedimiento se repite -

hasta que 1!
0 

no se rechace. 

El método se clescribe en seguida. stÍp6ngase'. se tienen 

t medias 1.1 1 , µ 2 , ••• , 1.1t cuyos estimadores 

las cuales no están correlacionadas y sus varianzas son ho

mog6ncns y tienen igual número de repeticiones. Como siem--

prc ~ ~ N(1.1 o 2 ) el estimador de o 2 es s 2 , la varianza i i, , 

común, donde vS 2
/ o 2 ~ X~· (En un diseño completamente al -

azar, v=t(n-1). Supóngase que obtenemos una partici6n y -

form~mos dos grupos con t 1 y t 2 = (t-t 1 ) medias. Los gru-

pos G1 y G
2 

contendrán nt 1 y nt 2 observaciones ,respectivame!!_ 

te. 

Sea T 1 la suma de .las nt 1 obs.eryaciones en el grupo -

·G1 , y anñlogarnente T 2 . Del aññiicsYi ele v-arfaÜia_úcsual la -

suma de cuadrados entre grupos es 
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_____ (1) 

.-,, - ' 
. ,·.··· 

donde T = CT 1 + T2 ). B¡¡j~)~hi~ét~s~s nula, el estimador 

de máxima verosimilitud d1~:.ó'~ e~ .· 

02 
o 

.' z' 
vS ]/ (t+v), ______ (2) 

" " dondeµ =(µ 1+ ••• + µt)/t. Laestad1,stica prop,uesta es, p~ 

ra TI=3.1416, 

TI Bo B 
zcrr-2).ª2 - Cl.376) ,.~ 

o 0 o 

_____ (3) 

Para una ·confianza de· (1~O'.)lOO'Le1 autor obtuvo los -

cuantilcs para A-, mediante ~;imulación; para propósitos 

prácticos se v = t~cn~z) = t/ o . 
1.1416 g.l. 

En el ejemplo numé;'ico teneíno~· t=7, ri=6,. s 2.,~79. 64 con 

v=30 g. l. (el disei'io utilizadoe'/ci~~:i();~u~s.ilazar, se 

incluyeron 6 bloques y siete ·varfod~de~~dc~(?b~da;,para ma 

yores referencias ver Duncan, 1955). Las medias dispuestas 
-o---cc-:;-_-· 

en orden ascendente son 



1 

) - -'- .~ .~ 

1 

~!edia 49.6 58.1 61.0 61.5 ú7.6 71.2 71.3 

Tratamiento: (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7). 

Para encontrar la partici6n con la suma de cuu<lrados · 

entre grupos más grande, deberíamos, buscar t·l =6 plarticio-

nes posibles: {l} {2,3,4,5,6, 7} ,{1,2}{3,4,5,6,7} ,{1 ,2,3} 

{4,S,6,7},{1,2,3,4}{5,6,7},{l,213,4,5}(6,7} y {1,2,3,4,5,6} 

{ 7}. En nuestro cnso seleccionamos como posibles articio-

nes {1}{2,3,4,5,6,7} y ll ,2,3,4}{5,6,7}. La parti ión 6pti 

ma es la segunda. En este caso t 1 =4, t 2=3,-T 1 = 6 49.6+ 
A 

58.1+61.0+61.5)=3181.2, T2=1260.6, T=T¡+Tz=2641.8, 11=(49.6+ 

... +71.3)/7=62.9 y !:(~i-~) 2 =370.04. 

A partir de las ecuaciones (1).y (2) B
0
=(1381.2) 2 /24+ 

e 126 o. 6) 211 8- e 2641 . 8) 2142= 1 602.1!6 y ~~- ':' t6é31 o. o4) 3 o c19. 64 ~ 
/(1+30)=124.58 y por la ec~aci6ri (~}~e obtiene A=l.376 

. . . 

~ 1 ~:~~ ~~~~ :~ ·~:~~~: ~ .:º~ I:'.~n;~1:ª::r{¡i::::6:~~:ª t~ ~:~~: o . ..... . .. -.... ·· .. ·• 

es significativo.(cl ~~\la,~i:i!;'x~ál 5't de 
:'\_.';§ ··- .. ~::.;--:~-~;.-<!' ... , ; ' "' .·:-,·:- ·:.···, 

1 2 • 5 g). :) -¡;~.X . _. . .. , ':x~--
A cont inuación'·~&bbni'ós :Jb'té~if; :¡>aJficic)ri'~s 

'--~~.:.~: ·:; ;, ·"'•,: ,:,::-.~~-<·;. 

j untos { 1 ' 2 , 3 ' 4 } § t~.:~~;~%-(( ··.füi~~ri~nio~.ti~ p_art:iC: ~ 6n ' 

meramente de 1··6onj ~nfdc~'is';6;~i j2)¡út;·~,3·;~~íM'\:;a~ti.düri···- . 

con-

pri· 

es~ { 5} ~ 6; 7} , Pºl" li .9.lle .\19~áfz~~;i7:tJgc4_(í;~:L6, !2=; 

E(11i - 11) =8.8866, o~=[6(8.SS66)+30(:79;64)]/33~74~0 ,B0 "' 



40S.6 2 /6+85S 2 /12-1260.6 2 /1S=S3.29 y !.=(1.376)(53.~9)/74.02 

=0.99, que no es significativa. La partici6n de {1,2,3,4} 

en {1\ yjZ,3 1 41 estl en la zona critica; en suma, csqucm5ti 

comente tendremos 

{ 1 } 

(

{1,2,3,4}< >. =8,04 
{2,3,4} 

{1,:'.,3,4,5,6,7} >.=17.70 
{ s} 

- {S,6,7}< >.=0.99 

Ello sugiere 

{1,2,3,4} y {S,6,7}. 

{ 6' i'} 

que se han formado son -

6. COMPARACIONES MULTIPLES DE MEDIAS EN EL ANALISIS DE CovA 

RIANZA. (Thigpen y Paulson, 1914). 

Haciendo uso de las pruebas del tipo de Rangos Estude_!! 

tizados Thigpen y Paulson {1914), proponen una nueva prueba 

de comparaciones múltiples para medias ajustadas de trata- -

mientes, en un an5lisis de covarianza. En relaci6n con el-

mismo tema puede consultarse Kramer (195!) y Bryant & Paul

son (1916)
1 

se han incluido en el capitulo 11 I. 

Sean las parejas (x
1
. J., y .. f múesfras aleatorias provelJ e 

nientes de una distribuci6n normal bivariada, N(µ,E) donde 

el vector de medias es p = (v, µ.) y la matriz de covarianzas 
J 



·- '¡ . [J 

"'· l' X 
ªxy 

ºxy] , 
[J 2 

y 

para i=l , ... ,n, j=l, .. .,k, n>1, k>2; Llamamos p-:axylºxºy 

la correlaci5n. Sea N = nk'y 

I~ 

~· . 2 
I:(;x;.-x,)· 

lJ ··. J H ( x ..•. :.· •. - x:. ·.·.)(y.·: .• · .. - y ... )J-.. . lJ J . lJ J 

;.. .• 2 . , 
E E(y.:-y.) 

. . .. lJ J. . 

la suma de cuadrados corregida de las .observaciones, con 

n 1 
xj n I x .. x = Ñ E E xij , . 

í=1 lJ - 1 J 

- n - 1 
Yj - E Yij y Ñ f E Yij n i=l J 

Supongamos ahora que X es la covariable y Y la variable de

pendiente y tales que X y Y se distribuyen conjuntamente -

y estan relacionadas linealmente por 



E (y .. ) 
l.J 

El e~tima~or usual, del efecto de tratamiento µj ajus

tado, es µj = Yj = u(ij-i) para u=w12 t w11 ; la suma de ~ua-
2 drados del error está dada por v=w22 - w1 z!.w11 • 

Definamos zj = Y j - u (xj-v), entonces ;l~s diferencias 

= [Yj- u cij ~xn.;·g-Yj\/~:cx},-~)j. 
--e~::_" .. -~::;_· '::·.~~X-;:":· · ·. ·:_:,-:;_ --~ )~-~-~:: 

Y j -uxj +u~ /Yj~t;~3j\·;~~' 

[? j -u cxj-v J~q;:.~¿~:c~}·~")J ··Z. • z · 1 
' J J 

Notar que para cada zj dado u t:t~ii~~~ d'ls1:r~bÚci6n normal y 

para toda j#J' COV(zj' zj,J\l),~-~~xb-~~~-¡~:j~$~:i~~-~.s~',~·.·i~~-1:Lk,<ll1-
do u baJ· o la hip6tesis H • \J .;. !,.\¡ • ···~º···.n. d. is1:fúu.· ·.e:.·.f6n nor-a·. l<'.. '. .k · 

mal, independientes e 

dística propuesta es 

zmax 
q 

{n (N-k~ 1) 

La esta-

z . min , 
r/2 

El autor ha calculado los cuantilcs de q~,k para o.=.05 y --
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o." 01 estos cu:rntiles se exhiben en la tabla XVIII Llcl Apé!!_ 

dice. Expongamos ahora un ejemplo para dar una idea del modo 

de operaci6n de esta prueba. 

Tres grupos, formados de 8 adultos cada uno, se selec

cionaron <le manera aleatoria. Se im~artieron <los métodos -

de lccturn teniendo como control a uno de los grupos. Se -

desea determinar si en realidad ~stos métodos desarrollan -

ciertas habilidades especificas medidas con ciertos punta--

jes; y si es asi cu51 es la mejor técnica. Se pensó que el 

método de mejoramiento podria estar relacionado con el co~ 

ficiente intelectual (C.l.) de cada persona, de tal manera 

que las mediciones de C.I. constituyeron la covariable X y 

se obtuvieron las medidas untes de impartir los cursos. Des 

pués de aplicados los métodos se obtuvo la respuesta Y. 

Los datos se muestran en la tabla 1, de donde calculamos 

Tabla l. H~bilidad para la lectura 

Método Control Método 2 

Persona X y X y X y 

89 541 1 07 494 1 03 628 

2 92 520 95 408 1 00 528 

3 11 1 459 96 438 1 04 74.6 

4 121 681 137 631 102 492 

5 105 617 79 493 116 611 

6 11 s 544 1 06 384 89 382 

7 88 460 122 484 85 361 

8 86 474 1 08 496 11 2 533 

Mc<l:i ns 1 OO. 9 537.0 106.53 478.S 1 01 . 4 535.1 
Vnr.ian:ns 190. 1 6210.3 31 o. 2 565·1. 9 1 os. 6 1(1361. s 



w 11 ¡:¿ (x ij -x j ) 2= 7 ( 1 9 o. 1+31 o. z + 1 08. 6) = 4 2 6 2. 3 

Wzz ZZ(yij-yj) 2=7(6210.3+5654.9+16361.8)=197 588.9 

H(y .. -y.)(y .. -y.) = 1674457 
lJ J lJ J -

·. ·. >>' ·, ··z: .. 
u= w 12 /w11 =16744.1/4Z62.3=3.~3¡V=ili22~~ 1 i/~ 11 =191588.9-
-16744.72/4262.3 = 131 806.1; . . .... 

Pero otro lado de las media.s ajustadas son 

Yl- u(x1-x)=537-3. 93(100.9-"f02.9)='S44.6 (método ') 

v2- u(x 2 -i)=478.5-3.93{106;~-102.9)=4b4.9 (control) , . 

Y3 - u(i3 -i)=S3S.1-3.93(101.4~102.9)'=S40.7 (método 2), 

además encontramos que 

ucx,-v)=537.0-3.93(100.9-20)=219.1 

u(x 2-v)=478.S-3.93(106.3-20)=139.3 

z3 ?3 - uCx 2-v)=53S.1-3.93(t01.4-20)=2tS.2 

por lo que encontramos 

Q 
zmax - zmin 

~ n(N-~-1) 
219.1-139.3 

~ 131806.1 
S[ZT-~) 

2.78 

de la tabla XVIII se tiene que q·º 5 3.69 Q • os , como <q 20 , 3 
concluimos que no es significativa al SI. Por lo tanto te 

nemas que la aparente diferencia entre los tres tratamien

tos se ve oscurecida por su gran variabilidad de la varia-



ble dependiente del m6todo 2. 

Comparando el método 1 contra el control obtenemos Q=328, 

como q¡~: 2 = 3.21 => Q >qj~:z con lo cual. se concluye que el 

método 1 es distinto al control~ 

Comparando el método 2 contra el control obtenemos 

Q=Z 44 como q· OS 3 21 => Q < q ·OS y no es significativo; . ' 13,2 . . . 13,2_ 

finalmente el Método 1 contra el método 2, Q=l.47 y Q < ttj~:z 

y tampoco es significativp. En resumen tenemos 

Control HZ .fil 

7. CoMrARAcrnNEs MuLriP~~~ nE MEn1As· EN EL ANAL1s1s nE 

COVARIANZA (Bryan{)Y'·BrJvold,1980) 

Los procedimientos en Aistribuciones de rangos, 

usualmente construyen intervalos para contrastes, en el aná 

lisis de covarianza, ~~poniendo que ~os vectores de las co

variables usadas ;e distribuy~n idénticamente. En estos ca 

sos se especifican C::Í.~rtlls condi.ciónes que.· deben•. cumplir 

1 os v cctores de co~ar±~blc~; pa~~ ·gue n~~ afecte~~- la validez 

de tales proccdimieri'YÓ~~/ Br(iYant,y!~;uvold; (r9so) utiliza!! 

<lo los resultados dS 1;~{9~rtf;1)rJP,al.t1soh:;(1976),cápítulo 111, 

muestran un mét odo~~fl eL~bÍ.1~i r:elaj an. ciertas suposiciones 

sin afectar la valide~ de. los rcsúltados; iniciamos la pre

sentación de la prueba mediante un ejemplo de este hecho. 
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Una compañía desea evaluar la posible ventaja <le vender 

sus productos al menudeo; para ello diseña un experimento <le 

mercado para comparar varias estrategias de venta que inclu-

yen diferentes formas de paquetes, precios y presentaciones. 

Los paquetes en venta se agrupan en bloques homogéneos, en 

términos de tamaño, localidad de producción, propietario y 

otras caracteristicas de interés. De esta manera se forman 

grupos de armarios en los cuales se asignan aleatoriamente 

las diferentes estrategias de venta en cada bloque. 

Durante la experimentación cierta i~formnción cbncomi

tante puede ejercer cierta influencia en la respuesta, la -

venta, (como puede ser el número. de clientes potenciales, 

cantidad de articulas almacenados). Esta información no pu~ 

de ser controlada por el experimentador y se debe considerar 

en el modelo como aleatorio. ~in embirgo es poco factible 

que tales variables aleatorias se distribuyan idénticamen

te en cada bloque. 

Tomando en cuenta este hecho consider.emos m poblacio- -

nes distintas' con p variables norm~¡~~ y ma't:~if ·~2 varian

zas E con medias distintas 
XX 

El modelo que satisface< esto~s reqúci;~mf~ilfos es 

y Aµ + (X - Vt.) u+c ( 1) 



donde Y= (y1 ,. .. ,yN)', A=,, 1, .... , ~)', X=(x 1 , ... ,xN)', f'..= 

(ó 1 , ... ,óm)', E = ( E 1 , ..• ,cN) ', y los .v ij son los elementos 

de una matriz V de Nxm y y;. =1 si es una covariable. y v
1
.J.=O 

lJ 
en otro caso; ademásµ y u.son parámetros desconocidos; de 

aquí que los estimadores de µ, u .~Y· a;lx son 

u = (A'A)- 1 A'.CYc-~· 

donde 
,.. 
Z X - Y 

y 

Para comparar dos 

para e¡ = bl (A'A)-lA'; 

debemos suponer que 
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l. Para i=l, ... ,k CiCj_ = k1 
2. Para i#j ClCj=k 2 , k1 y k2 son constantes tales que 

- k1 ~ Ck-1) k2 ~o. 

3. Para i=l,2,.;.,k Cj_V=f', dondcf es un vector de 

constante, de orden (m.X1). 

Bajo estas supo~itio~~~ la-ji~eba propuesta es 

A A A 

(0.-0.) - (0. - 0.) 
Q max l. . J l J X 

} 1 /2 i+ j {(k1-k2) 02 
ylx 

Bryant y Paulson (1976) construyeron tablas de qª para p,k,v 
emplear esta estadística, ver tabla XII, considerando los 

parámetros, p, k y v para a=.01 y a=.05. También estos au-

tares obtienen 
k 

contrastes I: 
i=I 

los intervalos de confianza para todos los 

e. e. de la forma 
l l. 

k 
'f e + (k -k J112 

i; 1 i i 1 2 

k 
ºylx '(

1 l lf-IJ qªp,k,v z: i=l . l. 

UN EJEMPLO 

Suponga que los datos de la tabla .l se 'han. ÓbtenTdo de 

un experimento controlado de mercado; en e_l cµ11l se compa-

ran k=6 armarios con b=4 bloques. 
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Tabla 1. (Y) Marca; (X) Arts. no vendidos 

B 1 o q u e s 

2 3 4 Totales Medias 
Armarios y 2.98 3.29 4 . .33 3.48 14.08 3., 520 

X 9.19 13. 78 11. 20 13.88 48.05 12,013 
2 y 2.99 3.36 3.99 4. 1 B 14.52 3.630 

X 9. 61 13.59 9. 99 15.70 48.89 12.223 
3 y 4.49 4.25 4. 1 9 3. 89 16. 82 4.205 

X 1 1 • 7 4 14. 21 9. 54 14.31 49.80 12.450 
4 y 4.30 4.40 3. 83 5. 03 17.56 4.390 

X 1o.43 13.58 7.88 1 5. 67 47.56 11. 8 90 
5 y 4.33 5.24 4.2S s. 24 1 9. 06 4.765 

X 1o.18 . 15. 73 8. 28 1 ó. 04 so. 23 12.S58 
6 y 3. 91 4.83 4. 91 5. 61 19. 26 4.815 

X 8. 72 14. 05 8. 91 1 6. 51 48.19 1 2. 048 

y 23.00 25.37 25.SO 27 . .J3 101.30 
Totales 

X 59.87 84.94 SS. 80 92.11 2 92. 72 

y 3.833 25.37 4.250 4.572 4.221 
Medias 

X 9. 918 14.157 9.300 15.352 1 2. 1 97 

En cada celda (i,j) el número superior es la respuesta 

yij de la prueba sobre el movimiento del artículo que está 

ubicado en el armario i-ésimo del bloque j-ésimo (medido en 

centenas) y el número inferior es x .. es la cantidad artícu 
1J 

los en existencia. 
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El modelo ajustado a los datos es 

i=l,2, ••• ,k 
6 1. + 13. + (X .. - o.)U + E

1
.J. 

J . lJ J j = 1'2, •.• 'b' 
_(2) 

donde 8i es el efecto del i-ésimo armario, Bj es el efccto

del j-~simo bloque, ºj es la cantidad esperada de articulas 

en existencia observados en la venta al menudeo en el j-ési 

mo bloque, u es el coeficiente de regresibn correspondiente 

a xij y cij el error. Sustituyendo 

en la expresión (2) 

1 k 
T:" r xl·. J·. 
"·· i=1 

entonces las medias a.j:i.lst;ad~~s~;sbc:;ilculan~por~· 

b A 

que l B ·=O 
j =1 J 

;, : t• ,. -x .. , ~ 2iH'.f U~~ii~: =; ; 408, entonces 

3.52-(12.013-1i.1ji)1~~68) 

3. 63- (i z. 223-12.197) (408) 

4.205-(12.45-12.197)(.408) 

4.39-(11.89-12.197 )(.408) 

3.595 

3.619 

4. 1 oz 
4. 51 5 

a
5 

4.765-(12.558-12.197)(.408)=4.C:>lS 
A 

o g4. 81 5 - e 1 z • o 4 8 - 1 2 • 1 g 1 J t . 4 os J = 4 • 8 16 , 

y para los bloques tenemos 
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~j Y.j - y .. 

81 3.833-4.221 =-0.388 

ª2 4.228-4.221 .007 
~ 

f33 4.250-4.221 . 029 

13 4 4. 572-4. 221 . 351 

finalmente tenemos 

~~lx . 01326 y v=14 &•L. 

Los vectores Ci' de dimensiones (kbxl), tienen el t-ésimo -

elemento a 1/b en la observación i-ésima y cero en otro lado. 

De donde se tiene C!C.=l/b=k1 (i=l,2, ... ,k) y C!C ... O=k2 1 1 1 J 

(i¡lj), por lo que se cumplen las condiciones No.1 y No. 2. 

La matriz V de la condici6n No.3 es V=(Ib, Ib,,,.Ib)'donde 

lb es la matriz identidad de orden b. De manera que la con

dición No.3 se satisface escogiendo f = (1/b)(l,1, ... ,1)'. 

De esta manera 

" " 

Q max 
iij 

(8.-8.)-(e.-e.) 
~-1~~J~~~1~•J~~~ = max 
{(k -k) ; 2 }l/ 2 iij 1 2 ylx 

{ ~ 2 /b } 1 2 
ylx 

los valores crítico!l contra los que se compara esta e!ltaJís-

t ica, son 
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y 

rª - et qªk } k 2 max {rp,k-1 ,v > p, k,v p ,k, \) 

donde ªk = 1 - (l -a)k-1. Los cuan ti les de rª están cale!:!. p, k, \) 
laJ.os en la tabla XII tomada de Bryant y Paulson (1916). Lo 

A 

que es equivalente a comparar ei - ej contra Rj, = (aylx I 

~) r;~J,, 14 j'=Z,3, ... ,6, j' es el número de medias invo 

lucradas. En nuestro ejemplo R2 = .181, R3 = .190 R4=.195, 

R5;.2Q2; comparando los Rj ,(s) contra las diferencias de i~ 

tcr6s obtenemos 

-,.. -,.. 

º1 
3.595 

8 2 6 3 84 .~5 6 6 

3.619 4.012 4.515 4.618 4.876 

Ademis podemos obtener intervalos. de confianza para todos -

los contrastes Ek 
i=l 

este caso q· 05 
1 • 6. 1 4 

eiei de las medias de los armarios, en 

4.83 de la tabla XII, asi obtenemos 



<=> 

<=> 

<=> 

6 " 1/2" ·1 6 os 
¿ f. 6 .+ (k -k2} ªYl.x(-z· l 1 f1· I) q· 

i=l l. l- 1 .....•.. i=l J,6,14 

6 " 
E e. e: + 

i=l l l 
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8, COMPARACIONES MUJ,TIPLES PARA MODELOS DE BLOQUES COMPLETA

MENTE AL AZAR tMudholkar y Subbaiah, 1 976) 

En muchas investigaciones que involucran varios trata-

mientos, aun cuando podemos estar interesados en todos los-

contrastes entre tratamientos, solamente algunas comparaci~ 

nes son de importancia primordial. Por otra parte es cono

cido que los modelos de bloques al azar no cúmplen ciertas 

condiciones, como homocedasticidad e independencia de los -

errores. La prueba que proponen Mudholkar y Subbniah l1976) 

es una técnica de comparaciones múltipl!!s, v:ílida bajo condl 

ciones no estftndares (heteroccdasticidad y dependencia de -

los errores}Jquc permite hacer inferencias sobre todos los 

contrastes y es sensativa cuando existe un interés espeC:ífi 

co sobre algunos contrastes en particular. 

Sean µl , ... ,µp' las medias de p tratamientos, cuyos es 

timadores son ~J , •.• , ~p' Si hacemos e;= c1 , e¡= Ci( I+ 
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i -1 a· + l:J=l Cj) para Ci=(n-i)Fl~n-i' i=l,2, ••• ,pentonces con -

una confianza de al menos (1-a)= Il;, (1-a), - tenemos lo; sigui 

entes intervalos de confianza 

i::b 1.~ --
1- i: 1 e. b. I lcr- < In 11 1 -

=> ¡~.--µ:f= 
1 l. 

=> 

por otra parte tenemos 

E 1 b · 11 µ -~ · 1 = l I b • (µ · - ~ · J 1 1 1 1 -1 l. - -- l 

,_----(1) 

e~ 
1 

________ (3) 

usando (2J y (3) tenemos que para fi €IR V i=l , .•. ,p 



" <== > rlbi( µi- µiJIS 

<=> 

<=> 

r¡f.b.¡ 
. 1 l. 
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... t f .. ,~ + - I:j .. D. n.,. rn· l.l. 1 
o 

Como consecuencia de (1) obtenemos los límites de con-

fianza para cada µi de la siguiente manera: hagamos b 1 = O, 

, ... ,bi_ 1=0, bi=l, bi+l=O, ••• , bp=O. 

i 
ll · - I 1 f .. 

.t In j=l lJ 
< 

i 
IJ i < ll i +. l l 1 f iJ' j I CJ~ __ · _( 4) 

lñ j=l 

Para encontrar los valores necesarios para las expre--

siones (1) y (4) supoagamos que S=LL', donde L es la matriz 

triangular i11ferior, entonces los elementos f .. de L' se re 
l.J -

lacionan con los elementos s .. de S de la siguiente manera 
1) 

fi 1 = IS1J: I' ij S ij I I' 11 j =2 •••• ' p 

=~Sii 1-1 2 f .. - I rki i=2, •.• ' n 
l l. k-1 
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i-1 

(sij - l eki fkJ.)/fl.Í 
kcl 

j = i + 1 , ••• , n ·; i = 2 ., ••• n , 

de esta manera, a partir de S obt~nemos L' •. Continuamos eJCpl!_ 

cando con un ejemplo. Sea S la.' sigÚi~~te 

156. 97 38. 72 45.97 ~~::~l ···· .· s 38.72 32.14 34.39 (5) l 45. 97 34. 39 50.09 43.76 1 
52.51 42.35 43. 76 61. 06 

t 11 =e56. 97 J 1 12=1. 5 s; .21 2=3 a. 12 /7. 5 5= 5. 13;J13 =4 s. 9111. 5 5= 6. 09; 

.i14 =5 2. 51 / 7. 5 5= 6. 96 ; .l2 z = ( 3 2. 1 4- (S. 1 3) 2 ) 1 / 2 = 2. 4 1 ; f z z = ( 3 2. 1 4-

5. 1 3 2 )° 1 / 2 
= 2 • 4 1 , 12 3 = [3 4 . :5 9- ( 5 . 1 3 ) ( (¡ • o 9 J] / 2 • 4 1 e 1 . 3 o; lz 4 = 4 2. 3 s 

- (5. 13) ( 6. 96)] / 2. 4 1=2. 7 6; .l3 3 = (5 O. O 9- ( 6. 09) 2 - ( 1 . 3 O) 2] l / 2=3. 3 6; 

l34=[43. 76-(6.09) (6. 96)-(1.30) (2. 76)] /3.36=-.66; f44=(61.06-

2 1/2 6.96-2.76-0.66) =2.15, es decir en resumen tendremos 

r í. 55 5. 1 3 6.09 6. 961 

L' 
1 

o 2. 41 1. 30 2. 76 

o u 3.36 - • 66 J 
Lº o o 2; 1 s .... ·· 

_____ (6) 

Sup6ngasc que el vector de mediqs es 

~ 

µ'~(1.56,1.~5,1.55,1.02, µ 5 ) _____ (7) 
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que corresponden a cuatro trat.amientos esper1mentales y un 
,.. 

control, donde el primer tratamiento, u1 , es de interls pri 

maria. Suponga que se utiliz6 un disefiu de bloques al azar 

con 3 repeticiones. La variable de respuesta y. "k corres--. lJ 
ponde a la i-ésirna unidad .de medici6n al i-ésimo tratamien-

to y a la ••• '1 s; j = 1 • z •... '5; k= 1 • 

2 ,3. Los 

Si, por ej 

J.J 1 -

<=> u 1 -

g. COMPARACIONES MULTIPLES PARA.D~BENUS Dr.SBALANCEADOS 

(Gabriel, 1 978) 

Las extensiones a !a prueba de Tukey, para casos de di

seños desbalanceados, se describieron en el capítulo III. 

Los principales trabajos de estas extensiones fueron hechas 

por Hochbcr%(1974, 1975), Spj~tvoll y Stoline(1973). Toman 

do en cuenta cstus trabajos,Gabricl (1978) elabora un méto 

do muy sencillo de comparaciones múltiples de medias para -

dicfios Jesbalanceados, haciendo uso de la distribución de! 

rn6dulo máximo estu<lentizado, y solamente cuando los tamaños 

de muestra sean iguales se usa la JistriLuci6n de rangos es 



252 

tudentizados en cuyo caso resulta equivalente al método de 

Tukey, conocido como método T. 

Considere las meJias estimadas :ii 1 , •.. ,µk de k muestras 

independiente de tamafios n 1 , ••• ,nk respectivamente, prove·

nientes de k distribuciones normales con la misma varianza. 

o 2 , desconocida. Sea s 2 igual a la SCE,indepcndiente de -

0
2
1 con v g. l. a. Denotemos con Mk~v 

' 
una distribuciGn de M6dulo M5ximo 

poblaciones normales y v g.l. (Ver 

el cuantil superior a de 

Estudenti¿ado de k*=(~) 

tabla XIX tomada de 

Stoline y Ury, 1979), entonces los intervalos son de la 

forma 

____ (1) 

Si se desea hacer comparaciones' por,"'parej as; entonces 

los intervalos serlin de la fornia 

+ IZ'il.'" ) J . _._(2) 

Para hacer inferencias sobre contrastes en general, 

note que cualquier contraste es una diferencia entre dos -

funciones lineales de las µ(s) con pesos positivos (se si-



gue la misma notaci6n que la usada en la prueba de Tukey, 

Capitulo I), es decir 

k 
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fC.µ ·"' 
1 1 1 

1ci'1 µi,· 
c. ·<'o.· 

____ (3) 

.. l· 

Con probabilidad·T~a ·~~~t:'ie11.rii'. 

a. 
M 
~V ~ ~ ·1·.·· ... 1/2 ~1 1/~ S t. 1 C I (2n.) + t. C

1
- , I I (Zn. , ) 

e.> o 1 · · 1 e.,< o 1 

1 1 

usando la expresi6~ (3) ob~énemd~-

Las diferencias dos a dos se tratan como un caso espe-

cial de la expresi6n (4) para c1:1, C2:-1 y c1=o para i>3. 
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UN EJEMPLO 

Para ilustrar este método considere los siguientes da

tos de las tasas estronio/calcio, en logaritmos, observadas 

en huesos humanos de varios continentes. 

Continente Europa Norte Pmer. .. Mler .. del sur Asia Oriental 

i 1. 3 5 

n. 
1 

56 61 1 00 53 

oi -1 .3571 • 4918 1.59.00 2.0566 

donde el error estándar estimatlo es 5=2,699 con v=266 g.1. 

Para una m=.01 la tabla XIX se tiene M'f1 = 2.392. Usa~ 4 
'266 

do los intervalos (1) obtenemos 

-1.967=-1.3571-(2.392)(2.699)/ ~< 

. . 

(2. 392)(2~ ¿99)//2(56). = - . 7 4 7 

,Análogamente 

-,093 < µ 2 < L076 

1.134 < µ3 < 2-046 

1.429 < µ4 < 2.684 

usando estos intervalos obtenernos la siguiente gráfica 



255 

(2)/mer.Norte n (3) /m.Sur 

I, 1 (4) ""ª º· 
¡z[(2)+(). er. 

m, SupJ ~nf 
12HJI 

1 

¡;z 

-2 -1 o 2 3 

Usando la expresión (i) 66t~nemos 

·: ;.9,'(•· 
.654 =-.o93-(-.74753:ii2~·µi,~1.076-c-1.967)=3.o43 

estos límites están representados en la parte inferior de -

la gráfica (representados con una fecha que parte del lími

te superior <le [1] al límite inferior de [2] para la cota -

inferior; y del límite inferior de [1] al limite superior -

de [21 para la cota superior). De manera anlloga 

-0.617 1.429-2.046< µ4 -µ3 < 2.684 - 1.134 1. 550 _(5) 

cuyas respectivas flechas se muestran en la gráfica. 

Para lograr un contraste con tres tratamientos, consi-
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<leremos la diferencia entre Asiá Oriental y el promedio d.e 

America del Norte con 

• ¡ • • • . • 

f ci µi = coJC-1.3S71)-ÍC:4918)-tCf.s9)V~c2c.os66) = i.016 
·.-,.: ·',. ~:~~·~·.::. 

M4 ~~ 6 s [ f 1ci1/(Zni) 112]=TZ.39;~)(t~":6\9:~feslfflm+ ... + 
- . -··; : :<~, ·, 

por lo que tendremos 

estos intervalos se encuentran graf.icados en la parte infe--

rior. 

Usando las comparaciones dos a. do.s concluirnos, de la ex

presi6n (S), que todos los grupos son distinto~ excepto los -

últimos dos i.e. América del Sur y As.ia Oriental 

10. CoMPARAcrnNEs Nu1nr1Es Mno1AN:rr-~A· CoNsrRuccrnN nE ZoNAs 
DE INDIFERENCIA. (Reading, 1975). 

En realidad las pruebas de significancia aportan poca o 

nula información: si se tienen dos medias de tratamientos µ~ 
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demos declararlas distintas al escoger un tamaño de muestra 

suficientemente grande; en este caso muchos investigadores-

piensan que tal significancia tiene alguna importancia prá~ 

tic a. Sin embargo no sucede así; puede existir cierta dis

crepancia entre las medias de dos tratamientos y no obstan-

te éstas pueden ser estadísticamente iguales. Reading (1975) 

desarrolla una pruel.Ja dé comparaciones múltiples de parejas 

medias, haciendo uso de la construcci5n de zonas de indife-

rencia. El experimentador especifica tres cantidades: P* 

(la probabilidad de que todas las decisiones sobre pares de 

medias, sean correctas), 6Q [la cantidad m~s pequefia para -

que el Investigador declare a las medias como distintas) y 

ó*(la cantidad más grande para que el investigador declare 

a las medias como iguales). El intervalo (ó 11 ~o*J es conoc!_ 

do como zona de indiferencia. Una vez determinadas estas -

tres cantidades, Reading proporciona las tablas para el ta

mafio de muestra necesario y los valores criticos que debe 

exceder la diferencia de dos medias de tratamientos, para -

que sean declaradas distintas. 

Sup6ngase que se tienen k poblaciones; las observacio

nes de la k-ésima poblaci6n se suponen independientes y di~ 

tribuidas nonnalmentc, con media desconocida µi y varianza

conocida cr'. (Esta prueba tiene ladesventaja de que a 1 d~ 

be ser conucitla). 

De fin lmos ó ij )J.~µ.> o 
J 1 

para i<j 1 donde µj > µi. 
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El experimentador fija de ante.mano los parámetros P*, 6* y 6*, 

descritos con anterioridad. Note que or.<6" y si dos medias 

difieren por cierta cantidad a la longitud del intervalo 

(6*' 6*), entonces debe declaratse que las dos medias son 

significativas. 

Una vez que el experimentador a elegido los tres pará

metros arriba especificados, se calcula 06*~0*/ó* para enea~ 

trar, en la tabla XX, tomada de Reading (1915), el tamafio de 

muestra n y el valor crítico, C. De esta manera se toman 

las n observaciones de cada una de las k poblaciones y se .. 
calculan las medias muestrales µ 1 , ••• ,µk. Si Y. . = \J . 

l.J J - \Ji. 

i<j, se comparan todas las Y .. contra el valor critico C, 
l.J 

(o* <C<o*J. La pareja u i' µj se declara igual (o cercana) 

si ¡Y.· I lJ 
para toda 

< c o Y ij < -c. Se toma una decisión correcta si 

!11j-11il 2. º* sedecl.ara "cercana" y toda jµj-µil 

> o* se declara "lejana"con su signo respectivo. De esta ma 

nera si µj- µi > o*, entonces Yij<- c dan como resultado una 

decisión correcta. 

La manera de usar la tabla XX, tomada de Rca<ling, es la 

siguiente; Para una k dada escogemos los valores o*, º* y p* 

Calcular oo*= ó*/o* y se utili~a ~sta va1or para entrar a la 

tabla XX'ben la columna adecuada {P* = • 95 6 P*=. 99), de esta 

manera obtenemos n
0 

y Co. Entonces calculamos finalmente -

nm[n
0

o 2 /(o*) 2]+ 1, donde[n0o 2 /(o*)~ denota el mayor entero 

en n
0

o 2 /(o*) 2 , y C=C
0

o*. 
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Por ejemplo supóngase que se tienen tres poblaciones a 

comparar con varianza cor.iún 0 2 :::2. Dos medias de poblaciones 

se consideran distintas si 6stas difieren en mis de 3 unida 

des y se consideran iguales si la diferencia no es mayor -

que ,3 unidades. Por otro lado P*=.99, así tendremos 6*=3, 

6*=.3 y k=3. Por lo que 60*~3/3=.1 y para k=3 en la tabla

XXb de Reading en la columna p*=.99 y 66*=.1 tenemos que n
0
= 

=71.16 y C
0

=.537 por lo que el tamaño de muestra adecuado es 

n=[71.16(í!)/3 2J+l = [15.9] + 1 = 15+1=16 y C=(.537)(3)=1.61. 

Si las mcdias·llluestrales del experimento fueran 10.37, 

11. 21 y 1 3. 04' entonces 

-~ --<:.\ :< ~,'/-~._;:.-.:-·: 

fl 2- fl 1 11. Z1;~\b}3.; • • 84 < 1. 61 = c 

fl 3 - fl 1 = 13.04-10]31 2.67> 1.61 = c 

!13 - fl2 13.04-11.21 .. 1.83> 1.61 e, 

por lo que las poblaciones 1 y z s~n iguales,<en tan~o 3. con 

1 y 3 con 2 son distintas. 

~s vlilido 

si a 2 es con oc ida. Si o 2 es descorio.cicla pÍJ.ed~ utilizarse su 

estimador puede seguirse el proceso ya descrito, pero la 

prueba pierde potencia; lo que se sugiere en este último ca

so es determinar una cota superior para a 2
• Otro hecho que 

debe notarse es que Rcading solamente calculó tablas para - -

k=Z,3 y 4; sin embargo el autor proporciona un mEtodo para -

calcular los cuantiles necesarios n )' C, para k>S. 
o o 
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En el caso de que las poblaciones Tengan varianzas de-

siguales, pero conocidas el autor, basado en Bechhofer (1 954), 

propone el siguiente procedimiento: Sea crf. la varianza de la 

poblaci6n l-ésima de tal manera que ªÍ = "i o 2 para ªi € nt 
y o conocida. El método consiste en elegir los tamaiíos de -

muestra adecuados para que las varianzas de las medias mues

tralcs sean iguales; esto es, escoger ni de tal manera que 

· · · ª 0 k111 k' 

el procedimiento descrito con anterioridad se puede retomar, 

para k poblaciones con varianza cr 2 conocida y constante. Si 

n' es el tamaño <le muestra para cada población, entonces el 

tamaño total de muestra es n=kn'. Entonces el conjunto 

o'.!. In' 

por lo que ni se elige de tal manera que 

donde [o.i ni] es el mayor entero menor o .igual que o.1n1 . El 

autor afirma que esta variante del método original, es .me- -

nos robusta, por lo que no la rccanienda ampliamente. 
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ll. CoMPARAc10Ni:s MuLTIPLE::; E1' DrsENos coN EFECros fIJos Y 
ALEATORIOS (liarville, 1976). 

Los mouelos que involucran factores fijos y aleatorios 

son muy frecuentes en problemas agrícolas o biol6gicos. En 

estos casos generalmente se tiene interés en comparar los 

efectos, fijos y/o aleatorios. La mayoría de las pruebas -

de comparaciones mOltiples de medias, estln pensadas para -

coHtrastar electos sin importar si éstos son fijos o aleato 

r.ios; llarville (197ú) construye un procedimiento para comp.!!_ 

rar efectos fijos o aleatorios, bajo la suposici6n de que -

los componentes de varianzas son conocidos aunque los verda 

dcros valores de los componentes de varianza son ciesconoci-

dos se pueden utilizar sus est~naclones. 

Considere el mouelo 

Y X a + Zb + e 

dónde Y es un vector, de orden nx1, de variables aleatorias; 

X y Z son las matrices diseno de dimensiones nxp y nxq res

pectivamente; a es el vector px1 de efectos fijos; b es el 

vector qxl <le efectos aleatorios; e es el vector nx1 de 

errores. Por otro lado se tiene E(b)=Ele)uO y cov(b,e)=O. 

Se supone además 4ue var(b)=o 2 D y var (c)=o 2 R, donde o 2 es 

una constante uesconoci<la o 2 >o, mientras que D y R son ma-
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trices no singulares conocidas. Hagamos que p~= rango (X). 

Puesto que el vector. b es de efectos aleatorios, deno

temos por B al vector muestra! obtenido. Hagamos que 

-r= 11;a + AzB , donde A1 y A2 son dos matrices de ordcm 

pxm y qxm respectivament~, para m combinaciones lineales 

independientes de los efectos fijos y observaciones de los 

efectos aleatorios. Se supone que Ai • A'X para alguna ma-

triz A, de dimensiones nxm, de tal manera que Ala sea csti 
.... " ... ... 

mable. El estimador propuesto es T=Aia+AzB donde a y B 

comprenden cualquier soluci6n a las ecuaciones normales ex-

tendidas 

.·: ,=~·~-'-;-~-:::_¿~·,,_~_ 

~:: -~: ~--~~ .. ~. ':.,·.~·>.:; 
., :\ ';. ' ... : ~-:· ·" 

. ,· ·:; .. ~:.! .. ,, < .. :~-- -<·~ <. 

- . / : ~ ('. .' -" 

Por otro lado el esÚlll~ai>r; ·i~J~;~s~·~d,b;a~ a 2 es 
-· . ;.·; ._:·i~~·:;'.->' -~-

(Y- X~) ' ( R+ XDZ ')'- 1 :c.~·i;~~)I::.;~:.:ck;t.Aj ..• 
. ··;··. ,} " ,, , '~:, ' 

-·_,:·,-.:·:,;_'·. 

_(1) 

::::·::o,:=::: r:: ::::: c;;~;~¡~~~g:f ~~f ¡~;;~~~t:s~·~:~ ;t::)' 
·2 
u e 

,,... "" •:···., -· . :..:-:-:..:..:· -~ 

para T=Aja + Azs y t ~·A;c;'"t~/\z·r~f;f·,s 

Puesto que b y e tienen la distribuci6n n~rmal multiva 
... 

riada, entonces (T-t) también tcn<lrán distribución normal -

multivariada. Luego entonces 



y 

l~-t) ·c- 1 c~-t)/0 2 
"' 

,. 

x2 
m 

(n - p*J º2 I º2 "'· x2. . .... n-p*, 

puesto que (~-t) y (Y:x~):sori.-fn:ci.eperidierites, entonces 
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pOT lo tanto los intezyalos dÓ confianza estlin determinados 

poT 

donde Fª ~ es el cuantil con un nivel de significancia 
m,n-pft 

ax 100\ y con m,n-p* grados de libertad, de una distribu-

ción F. 
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Tabla l. Cuantiles de la Distribuci6n de Rangos Estudenti~ados q~ 
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Tabla III. Cuantiles pare Estadistica de Bonferroni, 
t~rH , donde P(T, > t~fH) • t (a/k) 

(Cap.I,secc.6,CapII.,aecc2,Cap.III,secc.11) 
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3.00JO 
2.ll<JOO 

2.9792 
2.9624 

2.9500 

2.9403 
2.9327 

2.92!>4 

2.9212 
2.8919 

2.8785 
2.8719 
2.8853 

Tabla III. (Contiouaci6o) 

13 

0.38.ftJ 

16.0700 

8.16'25 

6 0154 

5 0764 
4.5612 

4.23A8 

4 0191 

3.BG02 

J.7401 

3 6462 
3 5709 

3 5011 
3 <C576 

3.41J9 

3 3765 

3.3440 

3 3156 

3.2900 

3 2683 

3.248.J 

3.230j. 
J.21il 
J.199)° 
3.1859 

3.1736 

3.1622 
3.1517 

3.1420 

3.1330 

3.0962 
3.00!lO 

3.0482 

3.0310 

3.01!>4 
3.0074 

2 9901 

2.9773 

2.9675 
2.9596 

2.9532 

2.9479 
2.9176 

2.9041 
2.8973 
2.8905 

14 

0.3$11 

16.6883 
0.3738 

G.IJ.RO 
5.1644 

4 G317 

4.2989 

... 0724 

3 9068 
3 7652 

3 6887 

3.6112 

J S.C78 

3.4949 

3 4Ml1 

3.4116 

3.3783 

33.49"2 

3 3235 

3 3006 

3 2602 
3 Z'fifD 

32<t51 

3.T.lOO 
3.2162 

3.2035 
3.1919 
3.1811 

3 1712 

3.162'0 

3 12"42 

30004 
3 0751 

3.0582 

3.ll-446 

3.0333 

3.0156 

3.0026 

2.9924 
2.984-<t 

2.9770 
2.9n4 
2.9416 

2.9276 

2.9207 

2.9137 

u: .... .. fo-

ft .. o.os 

0.3333 

17.2772 

6.5752 
6 25"41 

5.2474 

-t.6979 

4 3553 

-t.1224 

3 9542 

3.8273 

3.726.J 

3.6-t89 

3.5'136 
3.5296 

3 4837 

3 4«3 

3 410Z 

3.3804 

3.3540 
3 33()6 

33097 

3.:100'.I 

3 2739 
3..2584 

3 2UJ 

J 2313 

3.2HM 

3.20tM 
3 1982 

3.1888 

3.1502 
3 12HI 

3.1000 
3.0828 

3 0088 
3.0573 

3.039'.l 

3.0259 

3.0156 

3.0073 

30007 

2.9951 

2.9637 
2.941-4 

2.9423 
2.9352 

10 

0.3125 

17.!J.466 

6.7676 

6.3643 

532S9 
4.76CM 

4.4064 

4.1693 

3.9969 

3 11669 

3.7!>5< 

3 6642 
3 6176 

3~21 

3 5151 

3 4749 

J.4400 
3.4095 

33626 
3.3567 

3.3373 

33181 

J 3007 

3..1649 

32705 

3 2572 
3.2451 

3.2339 
32235 

32138 

3.174-t: 

3.1455 

3.1232 

3.1057 

3.0914 

3.0796 

3.0613 

3~70 

3 0371 
3.0267 
3.0219 

3.0162 
2.96<2 

2.0095 
2.962• 
2.9552 

11 

0.2JUI 

18.391U 

6.9521 

G.4693 

5.4005 
4 819G 

4.4586 

4 2137 

4.0J71 

3 9041 
3 80Q.I 

3 7173 

3 6"'93 

3.59:1() 
3 5447 

3 SOJ6 
3.4(•80 

3.4Jf9 
3 40<).l 

3 3650 

3.3632 
3 34.36 

3.32S9 
3 3097 

J~!jO 

3.2815 

3.2691 

3..2&77 

3.2471 

3 2373 

3. 1971 

3.1676 

3.H50 
J.1271 

3.1125 
3.1005 

30818 

3 0079 

3.0572 

3.0487 

3.0417 

30360 
3.0034 

2.9865 

2.9812 

2.9738 

18 

0.'2178 

18 9.141 

9.129-4 

6.5fi97 

5 4715 

4.6759 
4 506Z 

4.2556 
4.0752 

3 939-C 

3 83JS 
3.7.C87 

3 6793 

3 621.C 

3.572!1 

3 5300 
3.4944 

J 4626 

J.43"'7 

J 4098 

J.J87G 

33678 

3.3495 

3 3131 

J 3t81 

3304.f 

3 2910 

J.1ao1 

32694 

3.2594 

3 2185 

3.1684 

3.1654 

3.1472 

3.1324 
3.1:!02 

3.1012 

3.0870 

3.0761 

3.0674 
3.0604 

30545 
3.0213 

3.0063 

2.9988 
2.9913 

111 

0.1632 

19.4551 

9.3001 
666.S!J 
5!.393 

.C.9295 

.c.~St4 

•2955 
4.1114 

3.9720 

38&48 
J.776J 
3.7076 

3Wl7 

:J ~9fl9 

3.~= 

3.5193 

3.4670 

3.4~ 

3 . .C33Z 

3 . .C10G 

3.3903 

3.3719 

33552 

3.J.<00 
3.31GO 
3.3132 

3.3013 

3.2904 
3.2802 

32386 
3.2001 

3.184& 
3.f661 

3.15ft 

3.1387 

3.1194 

3.1050 

3.0939 
30651 

3.0779 

3.0720 
3.0383 

3.0230 
3.01S. 
3.0078 
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2 
3 

4 

5 
6 
7 
8 

9 
10 

11 

12 
13 

14 

15 
18 
17 
18 
19 

20 

21 
22 
23 
24 
25 
26 

' 27 
28 
29 
30 
35 
40 
45 

50 
55 
60 
70 
80 
00 

100 

110 
120 

: 250 

'500 
¡1000 

k: 20 

100a/k: 0.2500 

19.9625 

9.4649 

6.7583 
5.6042 

4.9807 
4.5946 

4.3335 
4.1458 
4.0045 
3.8945 

3.6065 
3.7345 
3.6748 

3.8239 

3.5605 

3.5429 
3.5101 
3.4812 

3.4554 
3.4325 
3.4118 

3.3931 

3.3761 

3.3608 
3.3464 

3.3334 
3.3214 

3.3102 

3.2999 
3.2577 
3.2266 

3.2028 
3.1840 

3.1668 

3.1562 
3.1388 
3.1220 

3.1108 
3.1018 

3.0945 
3.0885 

3.0543 
3.0387 

3.0310 
3.0233 

Tabla III. (Continuaci6n) 

0.2381 

20.4!:173 

9.6242 
6.0471 

5.6665 
5.0297 

4.0359 

4.36119 
4.1786 
4.0348 

3.9229 

3.6334 

3.7602 

3.6992 
3.6477 

36038 
35854 
3.5321 
3.5027. 

3.4765 
3.4532 

3.~ 

3.4132 

3.3960 
3.3803 
3.3659 

3'.3526 

3.3404 

33291 

3.3106 

:1.2758 
3.2«3 

3.2201 
3.2010 

3.1856 

3.1720 

3.1529 

3.1381 

3.1267 

3.1178 

3.1102 
3.1041 
3.0694 
3.0537 

3.0459 
3.0381 

0.11811 

23.6326 
'10.6166 

7.3924 
8.0447 

5.3255 

4.0039 
4.5669 

4.3744 
4.2150 
4.0913 

3.9925 
3.9118 
3.6448 
3, 71182 

3.7398 

3.6980 
3.6614 

3.6292 

3.6006 

3.5751 
3.5522 

3.5:114 

3.5126 
3.4955 
3.4797 

3.o46!>J 
3.4520 

3.4397 

3.4282 
3.3816 

3.3473 

3.3211 
3.3003 

3.2t!Ja 
3.2697 
3.2481 
3.2321 

3.2197 
3.2099 
3.2018 

3.1952 
3.1577 
3.1406 

3.1322 

3.1237 

0.1380 

26.6049 
11.5632 

7.8998 
6.3914 

5.5937 

5.1068 
4.7810 

4.5485 
4.3747 
4.2400 

4.1327 
4.0452 

3.9725 
3.9113 

3.8589 
3.8137 
3.7742 

3.7395 

3.7087 
3.6812 
3.65&4 

3.6341 
3.6139 
3.5954 

3.5785 

3.5629 
3.5486 

3.535-1 

3.5231 
3.4730 

3.4362 
3.4001 

3.3858 
3.3679 

3.3530 

3.3299 

3.3127 

3.2995 
3.2ll90 

3.2604 

3.2733 

3.2332 
~.2150 

3.2059 

3.1970 

,..o.os 

o."" 
29.9750 
12.4715 

B.376.1 
6.7126 

5.8399 

5.3101 
4,0570 

4.7058 
4.5184 

4.3735 

4.2582 
4.1643 

4.0665 
4.0209 

3.9649 

3.9165 

3.0744 
3.8373 

3.l!044 
3.nso 
3.7487 

3.n49 

3.7033 
3.6838 
3.61156 

3.6491 
3.6338 

3.6198 

3 6067 
3.5534 
3.5143 

3.4845 
3.4609 
3.4418 

3.4260 
3.4015 

3.3633 

3.3693 
3.3582 

3.3491 
3.3418 

3.2991 
3.2798 

3.2703 

3.2608 

0,()g()O 

33.1438 

13.3471 
8.8271 

7.0128 

6.0680 
5.4973 
5.1183 
4.8494 

4.649'2 
4.4947 
4.37111 

4.2721 
4.189'1 

4.11116 
4.0604 
4.00Sll 

3.9644 

3.9251 
3.8003 

3.6593 
3.8314 

3.8062 

3.71134 
3.7628 
3.7438 

3.7281 
3.7101 
3.6952 

3.61114 
3.6252 

3.5840 

3.5525 
3.5277 

3 5076 
3.4910 

3.4652 

3.4460 

3.4313 

3.4196 
J.4100 

3.4021 

3.3575 
3.3373 

3.3272 

3.3172 

0.0758 

38.3112 

H.1943 
9.2558 
7.2952 

6.2810 

5.6712 
5.2675 
4.9818 
4.7695 

4.60511 
4.4761 
4.3706 

4.2833 
4.2099 
4.1473 
4.0933 
4.0483 
4.~ 

3.9683 
3.9357 

3.9064 

38800 
3.~ 

3.8342 

3.8142 

3.79511 
3.7790 

3.7634 

3.7489 
3.6900 
3.6466 

J.6138 
3.5878 

3.5668 

3.5494 
3.5224 

3.5024 
3.4870 
3.4747 

3.4648 

3.4565 

3.4099 
3.3867 

3.3783 

3.3878 
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J. 87117 
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J. 8105 
J. 1490 
3. 7040 

J. U9• 
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.. 
7 
e 
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10 

" 
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IS 

·~ 
15 .. 
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.e 
19 
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tM>•lk 0.0519 

.C2.&439 

15.8165 

10.0565 
7.8166 

6.6705 

5.9068 

5.5J68 
5.2197 

... 9649 

4.6044 

4.6615 
.C.5457 

4.4500 

4.3695 
4.3011 

42421 

4. '907 
4.1456 
4.1057 

4.0701 
4.0082 
4.D095 

3.9634 

3.9597 

3.9JOO 

3.9181 
3.8997 

3.8828 
3.8671 

3.8032 

3.7564 
3.7208 

3.6926 

3.6699 
3.6511 

3.6220 
3.6004 

3.5837 

3.5705 
3.5598 

3.5509 
3.5007 

3.4779 
3.4666 

3.4554 

1os-( ~) 

0.0476 

45.8094 

18.5964 
10 .. 3G7 

8 0591 

6.8500 
fl.1313 

5.6594 

5.3270 
5.0823 

4.89J9 

4.7<450 

4.6243 
C.520 

4.4410 

4.3t19B 

4.3085 

4.2S51 

4.2083 
... 1660 

.C.1300 

40%9 
.C0071 

C.O<IOO 
4.015-4 

3.9929 
3.9723 

3.9533 

3.9357 

3.9195 
3.8533 

3.8049 

3.7660 

3.7309 

3.7154 

3.6960 

3.6656 

3.6435 

3.6263 

3.6127 

3.6016 

3.5924 

3.5405 
3.5170 
3.5054 

3.4938 

Tabla III. (Continuaci6n) 

0.007 

48.9745 
17.3582 

10.8016 

82913 
7.0210 
6.2604 

5.7755 
54295 
5.1740 

4.9781 
4,813..1 

4.6lj01 

4.5!M7 

4.!.0711 

4.4341 

4.3700 

4.31!>4 

4.21;69 

4.2240 

c. tas.e 
.C.1516 

4.1107 

.C.0020 

4.0674 

4.IJ4.41 
4.0228 

4 0032 

3.98~ 

3.0082 

3.8999 
3.0499 

3.8118 

3.7816 
3.7576 

3.7376 

3.7065 

3.683.5 

3.66!.18 

3.6517 

3.6403 
3.6308 

3.5774 
3.5532 

3.5412 

3.52J)3 

a -0.05 

0.0368 

52.1392 

18.1035 

11.1545 
8.5143 

7.1M.C 

B.3990 
5.8857 

5.5260 
5 21l0U 

5.0576 

4.8972 
4.7675 

4.6606 

4.5708 

4.4946 

4.4289 

4.3719 

4.3218 
4.2776 
4.2381 

4 2028 

4.1710 

4.1422 

4.1160 

4.0920 
4.0700 

4 0498 
4.0311 

4.0138 
3.9434 
3.8919 

3.8527 

3 6218 

3.7969 

3.7763 
3.7444 

3.7207 

3.7025 

36880 
3.6763 
3.6665 
3.6117 

3.5868 

3.5745 
3.5623 

00327 

55.3037 

18.833G 
, 1.4000 

0.7290 
7.3410 

6.!.236 

5.9006 
5.15177 

5.3431 

5.1330 
4.0072 
4 8332 

4.7226 

4.6302 
...5516 

4.4839 

4.4251 

4 3736 
4.32AO 
4.2874 

· 4.ZS10 

4 2163 
4,1686 

.C.1616 
4.1370 

4.1144 
.C.0936 

4.074.C 

4.0566 

3.9642 
3.9314 

3.6911 

3.6594 
3.8337 

3.812!; 
3.7798 

3.7555 

3.7369 

3.7220 
3.7100 

3.7000 

3.8437 

3.6182 

3.6056 

3.5931 

o.o:w 

. 58 .C679 

19 5497 

11 8288 

0.9362 
7.4914 
8.6.cJO 

60009 
5.7051 
5.4215 

5.2tH6 

5 0336 
4.8956 

4.7818 

4.6865 
4.6056 

4.5360 
4.4755 
4.4225 
4.3756 

4.3339 

4.2006 
4.2629 

4 2325 
4 21).47 

4.1794 
4 1562 

4.1349 

4.1151 

4.0969 

4 0226 
3 !l684 

3.9271 

3 89-16 

3.8664 

3.8487 
3.6131 

3.7863 
3.7691 
3.75J9 

3.7416 

3.7:113 

3.6737 

3.6477 

3.63411 
3.6Z19 

0.0263 

61.6320 
20.2'28 

12.1519 \ 
9.1365 

7.6363 
6.7577 

B.1869 

5.7888 
5.49G3 

5.2729 

50969 

4.9549 

4.6379 
4.7400 

... 6568 

... 5853 

... 5232 

4.4888 

... 4208 

4.3780 
.C.3J97 

4.3~2 

•2739 

•.2455 
4.2100 
4.1958. 

4.1739 
4.1537 

4.1350 
4.0590 

4.0035 
3.9612 

3.9279 
3.9010 

3.8789 
3.11445 

3.8191 

3.7995 

3.7840 
3.7714 

3.7609 
3.7020 

3.6754 

3.6622 
3.6491 
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2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
ll 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

18 
17 

18 
111 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2f3 
27 
28 
211 
30 

35 
..o 
45 

50 
55 

60 
70 
80 

90 

100 
110 

120 
250 

500 
1000 

k: 

IOOnlk: 1.0000 

9.9248 
5.8409 

4.6041 
4.0321 

3.7074 

3.491!5 
3.3554 

3.2498 

3.1693 

3.1058 

3.0545 
3.012J 

2.9768 
2.9467 

2 9208 
2.6982 

2.87114 

2.8609 

2.8453 
2.6Jl'4 

2.8188 

2.8073 
2.7969 
2.71174 

2.7787 
2.7707 

2.7633 
2.7564 

2.7500 

2.7238 
2.7()45 

2.659!1 

2.6778 
2.6682 

2.660J 
2.6479 

2.6JB7 

2.6Jl6 
2.6259 

2.6213 

2.6174 
2.5956 
2.5857 

2.5808 
2.5758 

Tabla III. (Cootinuaci6n) 

2 

0.5000 

14.0890 
7.4533 
5.5976 

4.77J3 
4.3168 

4.0293 
3.8325 

J.6697 
J.5614 

3.4966 
3.4284 

3.3725 

3.3257 
3.2860 

3.2520 
3.2224 
3.1966 

3.1737 
3.1534 
3.1352 

3.1168 
3.10..0 

3.0905 
3.0782 
3.0669 

3.0585 

3.0469 

3.0380 
3.0298 

2.9960 
2.9712 
29521 

2.9370 
2 9247 
2.0140 
2.8987 

2.8870 
2.8779 
2.8707 

2.BS48 
2.8599 
2.8322 
2.8195 
?.8133 

2.6070 

0.3333 

17 2772 

8.5752 
6.2541 
5.24 74 

4.6979 

4.3553 
4.1224 

3.95-42 
3.827J 
3.7283 

3.6489 
3 58:W 
J.5200 
3.4837 

3.-4443 
3.4102 

. 3.3804 

3.3.540 
3.3306 
3.3097 

3.29® 
3.2739 

3.2584 
3.2443 

3.2313-
3.211H 
3.2084 

3.1982 
3.1868 

3.1502 

3.1216 
3.1000 

3.0828 

3.0688 
3.0573 
3.0393 

3.0259 
3.0156 
3.0073 

3.0007 
2.9951 
2.9637 

2.9-49-4 
2.9423 
2.9352 

0.2500 

19.9625 
9.-4649 

6.7583 

5.6042 
4.9807 

4.5946 

4.3335 
4.1458 

4.0045 
3.8945 

J.!!065 

3.7345 

J.6746 

J.6239 

3.5805 

3.6429 
3.5101 

3.4812 
3.45S4 

3.4325 
J.4118 

3.31131 
3.3701 

3.:lll06 
3.3464 
3.3334 
3.3214 
3.3102 

3.2999 
3.2577 
3.2266 
3.2028 

3.1840 

3.1&88 

3.1562 
3.1366 

3.1220 

3.1108 
3.1018 

3.0945 
3.0885 
3.0543 
3.0387 

3 03!0 
3.0233 

,, -0.01 

22 )17¡ 

10 214'. 
7.11¡¡2 

s e114 
5.2~78 

•·70<l! 
46ooo 
•·1'61 

• '••1 
• 0147 
Jt2DcJ 
3 8620 
3 71t11 
3 7810 

348&.i 
3f40t 
3&1()G 
l.•104 
3.u11 
3.U[p 
:uo¡o 
3.116(> 

3.46911 

3 '"'ºª 3.4QJI) 

3 4D10 
3.403¡ 
3.3to¡ 
3.Nt.g 
3.MOI) 

3 3CC¡ 
3.~ .. 

3.Zi11c¡ 
3~$\ 
3.to,., 
3.210t,\ 

3.lto,I 
3.U • .L, 
3.11&} 3.,..,, 
3.~ 

3.1~ 

31~ 

3~ 
3.~ ... ~ 

24.4843 
10.8688 
7.5287 

6.13114 

53962 

4.9445 
4.6398 

4.4219 
4.2588 

4.1319 
4.0308 
3.9464 

3 67911 

3.8220 

3.7725 
3.7297 

36924 
3.5595 

3.&303 

3.6043 

3.5608 
.3.55g7 

3.5405 

3.5Zl0 
3.5069 
3.4922 

3.4786 

3.4660 
3.4$44 

3.4068 
3.3710 

3.3451 
3.323Q 

3.3004 
3.2927 
3.2707 

3.2543 
3.2417 
3.2317 
3.2235 

3.2168 
3.1785 
3.1612 

3.1526 

3.1440 

28.42!12 
11.4532 
7.8414 
6,3518 

5.5632 
5.0815 
4.7590 
4.5288 

4.3567 

4.2Zl2 
4.1169 

4.0302 
3.9582 
3.8975 

3.8456 

J.8007 
3.7816 

3.nn 
3.6966 

3.6693 
3.6«8 
3.6226 
3.6025. 
3.5&42 
3.5674 

15520 
3.5378 
3.5247 
3..5125 

J.'6213 

3.421l3 

3.3984 
3.3763 

3.3585 
3.3437 
3.3208 
3.3037 

3.2906 
3.2802 
3.2717 

3.2648 

3.2248 
3.2067 

3.1977 

3.1811& 

28.2577 
11.9838 
8.1216 
6.5414 

5.701l0 

5.2022 
4 6636 
4.6224 
•. 4423 

4.302tl 
4 1918 

4.1013 

4.0263 
3.ll630 

3.llOl39 

3.8623 
3.8215 

3.71157 

J.~ 

3.725.5 

3.7000 
3.6770 
J.65111 
3.6371 
3.6197 

3.ó037 
3.5889 
3.5753 
3.56211 
3.5110 
3.4732 
3 ..... 2 
3.4214 

3.4029 
3.31176 

3.31138 
3.3462 
3.3326 
3.3218 
3.3130 

3.3057 

3.2644 
3.2457 
3.2365 

3.2272 
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29.9750 
12.4715 

8.3763 
6.7126 

5.83.W 
5.3101 

4.9570' 
4.7058. 
4.5184. 

4.3735 
4.2[>112 

4.1&4l 

4.0065 

4.0209: 
3.9649 . 

3.9165 . 
3.87 ... 
3.8373 

3.!1044 
3.77?;0 

3.7487 

3.724~ 

3.ro33 : 

3.6636: 
3.IS654 . 
3.6491; 

J.~ 

3.6191! 
J.5067 

3,!;534 

3.5143 

3.4845 
J.4609 
3.4418 

3.4260 
3.4015 l 

3.3833. 
3..:l693 1 

3.:3582. 
3.3491 . 

3.3416 
3.2991 

3.2796 
3.2703 

3.26C'll; 

3 '· ''" tZ,'Jl~ 

e.6103. 
{,.&4-eS 
5.9568' 
s.4on¡ 
5.G+l31 

+.780'1 
'4.58~, 

1.+,10! 
1.5178. 
't.UOB 
1.1-tos 
1.0T1tl 
1.0150 
3. '•!SI 
3.'111. . 
3.l!&'!i 
'·~'l'JS ¡ 
1·8"3' 
.J.1't.I , 
3,7¡.7' 
'· 7t5• 
:a.7251 
3,70"'' 

3·"" '·"'''. 3,,5,..: 
,,., .. '-9. 

J.5911 : 
.!1.!iSIO r 
.J,5%.03. 
3 ... ,.&0. 
3.-tn+ 
l.tc..o:t; 
'·"i'º : 
3.11•'l' 
3.11:n ' 
3.~.as 1 

~31111. ! 

3,3?H : 
3,'37,, . 
J.3101 
1.!aol 
J.u.o~ 
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.33.1436 

13.3471 

6.8271 
7.0126 
6.0680 

5.4973 

5.1163 
4.8'94 

4.6492 

4A'EM7 
4.3719 
4.2721 

... 189-4 

4.1198 

··~ 4.0091 

3.9&44 

3.9251 

3.6900 

3.859J 
3.6314 

: 3.8052 
3.783'4 
3.7626 

'3.H36 

3.7261 
3.7?01 

' 3.6952 

3.6614 

3.6252 
3.5&40 

3.~525 

3.52n 
3.5076 
3.4910 

34652 
3.«60 
3.4313 

3.4196 

3.4100 

3.4021 
3.:1575 

3.3373 
3~272 

3.3172 

12 

00833 

34.61{'14 

13.74SO 
90294 

7.1464 

6 1690 

5 !i799 

5.lu!ü 

4.9124 
4.7065 

4.SH7 

4.4215 

4 3t91 

4.2342 
4.1628 

4.1018 
... 0-493 

4 0035 

3 9a32 
3.9276 

3 8958 
3.BG72 

38414 

3.6101 

3.7966 

37773 

3.7595 

3.7430 

3.7276 

3.7136 

3 6561 

3 6140 

3.!JB18 

3.556-4 

J.53S9 

3 5109 

3.•926 
3.4730 
3 .... 579 

3.«60 
3.4362. 

3."4281 
33626 
3.3619 

3.3517 
3.3415 
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0.0769 

3G OJ47 

14.1?14 

0.2192 
1.2712 

6.2630 

5.6!>&5 

5 2549 
4.9706 

4.7594 

4.5956 

4.4673 
... 3624 

.cnss 
4 ?024 

4.1400 

4.0DG3 

... 0394 

39goJ 

J.H61H 

3 9:'93 
3.0001 

3.8T3H 

3.849!1 

3.8202 

3.8003 

3.7900 

3.17J2 
3.7577 

3.74:!3 

3.6845 

3 6415 

3.GOB7 

3.5618 
3.S61B 

3.s.t<S 

3.517G 

3.4977 

3.<823 

3.4701 

3.4602 

3.4520 
3.4055 

3.3845 
3.3740 

3.3636 

0.0714 

37.3965 

1'4.4707 

9.3963 
7.3illl4 

G.J510 
5.72fl2 

s.:ur.z 
5.0249 

4.6087 

4.6420 

4.SOW 
4.4026 

4 313.0 

4 2391 
4.175-4 

4 1205 
.(.0727 

< o:JOT 

J 9'.l.1~ 

3.9(-03 

39300 

3 9037 

3.0704 
3.8572 

3 0369 

3.61B.J 

3.8012 

3 70~3 

3.7706 
3.7106 

36070 

3.ClJ35 

3.6071 

3 5B50 

3.5662 
3 !>408 

3.5205 
3.5048 

3 . .(92" 
3.4823 

3.4739 
3.-4267 

3.4052 
3.3946 

3.3640 

u .. o.o• 

rs-( ~) 

0.0667 

38 7105 

14.6194 

9.!>679 

7,4990 

6.4~38 

5.7954 

5.3737 

50757 

4.8547 

4.68.45 
4.5496 

4.«01 

4 . .'.J.495 
.C.2733 

4.2084 

4.1525 

4.Hll7 
• ()(-0') 

• 0230 

3911'3'2 

3 9569 
3.9316 
3 90&8 

3 8842 
3.8635 

3.8•U6 
3.8271 

3.8110 

J.7961 
3. 7352 

3.6900 
3.6565 
3.6297 

3 f.080 

3.5901 

3.5622 

J.5416 
3.~!>7 

3.5131 

3 50:!'8 

J.-4~3 

3.-4#2 

3.4245 

3.4137 

3.4029 

ltl 

0.0625 

39.9812 
15.1451 

9.7291 

70037 
65121 

5 8566 

5.4278 

b.1235 

4 8960 

... 724.C 

4.SBtJ.8 

4 4752 
4 31\29 

• :>054 

4.2393 

• 1e23 

"1327 

•08~ 

<.0506 
.. 0162 

19&< 

39575 
39.324 

39004 
3888' 

3.!lC92 

J.t\!JH 

31135-0 

J.8198 

J 7579 

J.7126 
16780 

3.6!.06 

3.6287 

361~ 

3.5822 

3.56!3 

l.5-4.St 

3.!>323 

3.5219 

3.5132 

:1'46'5 
3.4424 

3.«31• 
3.4205 

-~===~-~-~--·~= 

17 

0.0588 

41.:i'129 

15 . .CS7S 

9.6828 

7.7032 

6.M62 
5.9188 

5 4789 
5 16-e6 

4 9386 

.. 7620 

.. 6219 

·-~3 

"414-4 

4 3355 

4.268..J 
4 21()4 

4.H500 

4 1157 

4 0765 

... 0416 

.. 0103 
3 9620 

J 9S<i.C 

J.9J31 

J 9116 

30912 

3 6742 

3 8575 

3 8421 

J 7192 
J.7333 

3.6'J92 
J 6'J'J5 
3 648 1 

3 6297 

36010 
35797 
35633 

JS~ 

35398 

3.5JIO 

34815 

3.<591 

:U480 
3.4370 

18 

42 4087 

15.7577 

10020-[J 

7 79'11 

fj li~&a 

5 9757 

5 ~274 

5;!11"4 

4.977-4 

4 7975 

4 6551 
"4~196 

4 44"2 

4 3640 

42950 
e n59 
4 Y657 

.. f40S 

41.fOtO 

4 O<;SS 

"0Jl7 
4.00~ 

3.9700 
3 9554 

J.9337 

3.913!) 

J 6956 
3.81B7 

3.BGJI 

J.7993 
J.7527 

3.7171 

3 6800 

3 66<.>I 

3 6477 

J 6186 

J.5970 
J !>804 

3 5673 

3 5565 

3.5-477 

3.4976 

3.049 

3.4636 

3.4524 

19 

0.0526 

'3.5718 
161)471 

10.1708 

7.llfl!lll 
6.7240 

6.0300 

55735 
5 2520 
50"41 

".8:312 
4 68&.5 

4.5693 
4.4724 

.. 3910 

4.3217 
4.26~0 

4.2101 

4.1645 

4.1241 

<4.0081 

4.0559 

4.0ZC.S 

<OOO• 
3 9765 

3.9"45 

3.9344 

3.9t59 

3.8987 

3 6629 
3.81RJ 

J n10 

3 7350 
J.7006 

3.6636 

3 G646 

3.6352 

3.6134 

3.5966 
3.5632 

3.5724 

3 5634 
3.5127 
3.4!197 

3.4'783 

3.4670 

273 
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12 

13 

14 
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28 
29 

30 
35 
40 
45 
50 
55 
60 
70 

80 
90 

100 

110 
120 
250 
soo 

1000 

k: 20 

100alk: 0.05()1} 

44.7046 

16.:1263 

10.3063 
7.9757 

6.7883 

6.0818 

5.6174 

5.2907 

5.0490 
4.8633 
4.7165 

4.5975 

4.4992 
4.4166 
4.3463 

4.2856 
4.2:132 

4.1669 
4.1460 

4.1096 
4.0769 
4.0-174 

4.0207 

3.9964 
3.9742 

3.95J3 
3.9351 

3.9177 
3.9016 

3.8362 
3.7&14 

3.7519 
3.7231 

3.6999 
3.6807 
3.6509 

3.6288 
3.6118 
3.5963 
3.5674 
3.5783 
3.5270 

3.5037 
3.4922 
3.4808 
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0.0416 

45.8094 
16.59&4 

10.4367 

8.0591 
6.6500 

6.1313 
5.6594 
5.3276 

5.0823 
4.8939 
4.7450 

4.6~43 

4.52•7 
4.4410 

4.3698 
4.30IJ5 
<4.2!JS1 

4.~083 

4.1669 

4.1300 

4.0969 
4.0671 

4.0400 
4.0154 

3.9929 

3.9723 
3.9533 

3.9357 

3.9195 
3.8533 
3.8049 
3.76!JO 
3.7389 
3.7154 

3.6S60 
3.6658 

3.6435 

3.6263 
3.6127 

3.6016 

3.5924 

3.5405 
3.5170 
3.5054 

3.4938 

0.0351 

52.9009 
0

18.25()6 

11.2378 
8.5667 

7.2226 

6.4295 
5.9114 

5.5484 

5.l810 
50761 
4.91H 

4.7637 

4.075? 
4.5854 

4.5086 
4.4425 

~.:1850 

4.:J3.15 
4.2900 

4.2503 
4.2147 
4.1826 

4.1536 

4.12n 

4.1031 

•.0809 

•.0600 
4.0418 

4.0243 

3.9534 

3.9017 

3.8622 
3.8311 

3.8060 
3.7653 
3.7531 

3.7293 
3.7110 
3.6964 
3.6846 

3.6748 
3.6196 

3.5946 
3.5822 
3.5699 

~-(~) 

0.0218 

59.9875 

19.8889 

11.9851 

9.0.132 
7.5617 

8.6967 
6.1375 
5.7~58 

5.4578 

5.2370 
5.0644 
4.9244 

4.6091 
4 7125 
4 6305 

4.56lXl 

4.4987 

4.4450 
4.3976 

4.3554 
4.3175 
4.2835 

'4.2!.27 
4.2246 

4.1990 

4.1755 
4.1539 
4.1339 

4.1154 
4.0403 

3.9655 

3.9437 
3.9108 

3.8843 
3.6624 
3.0284 

3.8033 
3.7639 
3.7686 
3.7561 

3.7458 

3.6875 
3.6612 
3.6481 

3.5352 

" .. o.ot 

0.0222 

67.0709 

21.4337 

12.6881 

9.4665 
7.8737 

o 9448 

6.3432 
5.9245 

5.8175 

5.:1833 
5.1991 

5.0506 
• 9264 

4.0261 
4.7393 

4.6640 

• 0001 
4.5434 

4 4933 

4.4-187 

4.4069 
4.3730 
4.3405 
4.3109 

4.2840 

4.2592 
4.2365 
4.2155 

4.1960 
4.1170 
4.0594 
4.0156 

39811 

3.9532 
3 93()3 

3.B9rn 

3.8663 
3.8400 
38319 
3.8189 
3.8080 
3.7471 

3.7195 
3.7059 
3.6923 

0.0182 

74.1519 

22.9239 

13.3540 
9.8722 

0.1636 

7.1721 

6.532'3 

6 08113 
5.7634 

5 5160 
5.3216 

5.1651 

5.036• 
4 ~:!~9 

4.!IJ77 

4.l59• 

4.6915 
4 6320 

4 5795 

4.5328 
•.• 910 
4.4534 
4.4194 

4 J.'.l85 
4.3602 
4.330 

4.3108 
4.2085 

4.2G~3 

4.12;6 

4.0790 
4.0436 

4.0147 
3.9906 

3.9SJ7 
3.9262 

3.9051 
3.61183 
3.8147 

3.6634 

3.8000 
3.7113 
3.7571 
3.7430 

0.0152 

81.2312 
24.3867 

13 9882 

10.2548 
8.4348 

7.3637 
6.7076 
6 2395 

5.H978 
!i.!3Ji"9 

; 4340 

5 2700 

5 1354 

5022Q 

4.9275 
4.8457 
4.774~ 

4.7127 
4557g 

4 6092 . 

4.5657 
4.5~5 

4.4911 

4.4589 

4.4295 
4.40".!5 

4 3778 
4 3549 

·1.333'/ 

4 2479 
4.1854 
4.1376 

·1.1004 
4.0702 

4.0454 

4.0069 

3.9164 

3.9565 

3.9391 

39250 

3.9133 
3 fl.175 
3.0179 

3.8032 
3.7eftO 

0.0128 

88.l091 
<t s. 7075 

1 ... 5!111. 

1 o."' C.8 
9. ""º' 
7. 5819 
'-.871Z. 
... 3ó03 

'· OtzS 
s. 75"0~ 
5.Beo 
s. 3C.70 

5.H"-
5.1094 
S. OIC12. 
i. 9ZSI 
4. 851+ 
'l. 781.S 
+. 7Z,9 
t. ,794 
... '342. 
of. H!5 
.... 55¡,7 
~.HH 

..... 9te 
i.1c. .. , 
4,43 ~z.. 
...... 15!1 
... 3 9 3<. 
'!. 31'..>"' 1 
·i.:o~? 
"f. 1 qo7 
t.15:1.u 
4.t ?08 
'l,095¡ 
4.0SH 
"t,O<S9 
·toe¡~ 

3, ns 3 
.3. ~7 o 7 
3. ?56<. 
!,1:)90? 

3. B1.01 

3. &1'1~ 
J.fl~q' 
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6.5121 
6.1391 

5.8562 
!J.6340 
5 4~71 

5.Ji13 

f.i.1e97 

5 Da6S 
4.9YCd 

4 9?22 

4.li5~4 

4.7P65 

4.744~ 

4.(i974 

4.65~ 

4.61i:l 
4.502a 

4.5513 
4.5~24 

4.<959 

4.4714 

4.4407 

4.3569 
'4.2!=101 

4.2393 
4.1994 

4.1672 
4.1408 

4.0<J!.l7 

4.0G!.l-l 

4.04!i1 

4.027G 
4.0t;G 

4.0001 

3.PJaJ 
3,89tt7 

3.8331 

3.8676 

0.009~ 

102.4622 

28.4GOfi 

15.73'15 

11 2910 

9.1612 

7.9452 
7.1696 

6.6381 
G.2.CliS 

5.9550 
5.725' 
5.M1J 

5.!!90< 
S.26"1 

5.1563 

5.0-071 
4.9002 

4.9192 
4.85&4 

4.6044 

4.7552 
4.71~8 

4 G736 

4.bJSO 

"'6055 
4.!.757 

.f.5484 

4.5232 
4.4998 

4.4053 

4.3365 
4.2843 

4.2.C32 

4.2101 

4.1829 
4.1407 
<l,109& 

4.0!5C 
4 O&GU 

4.0!Jt2 

4.(13!\.4 

3.00fl7 

3.9343 
3.~Hl3 

3.9024 
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1P9.~77 

29.75911 

16 271lll 
tt G067 

93600 
8.1130 

7.3009 

8.7533 
G.3517 

0.0460 

5.8107 

5.6204 
5.4647 

5.3350 

5.1313 
~.0500 

... 9789 

... 91GJ 
4.8(i.07 

... 8111 

... 765-4 

.. 7261 

... 6894 

4.6560 

4 6255 

... 5974 

.C.571·1 

... ~475' 

4.4503 

.. .3797 

... 3~6t 
4.2640 

42500 

... 2221 
... 1788 
...... 69 

4.1223 
... 10:.16 

... 0070 
4.0739 

4.0004 
3.9G:3 
3.9509 

3.9346 

n •O Of 

00074 

116 612ü 

31.0310 
16 oox. 
11.9102 

9.5893 
8.272tJ 

7.4373 

666'5 
6.449S 

6.1359 
~8911 

5.6951 

!i.SJ..47 

b "º" 
5 :'882 

5.1916 
5.1060 

503>0 

4.9707 
... 9136 

.. 8625 

.. 8167 

... 7753 

... 7377 

4.7o.J<I 

"'Gn1 
4.6432 

4.6156 
... 5"921 
..... 92.ol 

..... 201 
43ú51 

4.3220 

4.2072 
4.2586 
4.2143 

4.1616 

4.1565 
4.136-0 

4.1204 
4,1070 

... 0018 

3.990-0 
3.9812 

3.96-16 

o 006~ 

ll3.6D71 

32 27~0 
17.3105 

12.2025 

9.7901 
ft.42!>0 

7.5817 

6.9703 
6.!.<23 

6.2193 
!i.9674 

5.76SI! 

5.G009 
5.4637 

5.3470 
5.?488 

!i 1628 

5.0879 

5 0219 
4.95..13 

4.9111 
4.8&41 

4.8217 
4.7831 
... 7480 

4.71S9 

• 6864 
4.6591 
4.G34.0 

4.5320 
4.-4!>80 

4.4018 

4.3577 
4.3Z~ 

4.:>929 

4.2476 

4.2142 

4.18C6 
4.168.2 

4.ISH 
4.1360 

4.0012 

4.021!6 
4.0095 

:J.9926 

1_11 -( ~) 

0.0058 

1J0.761;t 

33.49U5 
17.6040 
12.4848 

9 9'131 
8.572-4 

76800 
7 0713 
6.6.106 

o 2'J97 
6 D:J!)g 

5.8329 

5.6637 
552JO 

5.40---12 

5 3025 

5.21"'6 
~.1379 

507CM 

5.0104 

.. 956!..I 

4.0:)1\9 

4U54 
.. 8261 
,.7'901 

4.7573 

4.7271 

4 6993 
4.6735 

4"6~ 

.. .<:ll7 

..... 363 

4.3913 

4.3550 

4.3252 
'4.2790 

4.2-1-<9 

4.2187 
4.1979 

4.1011 

4.1671 
4.0889 

... 0530 

-4.036:? 
4.0169 

190-( 
2;¡¡ 

1 
OOOSJ ¡ 

137.8350 

34.6984 

18.2641 
12.7576 

10.16112 

8.7132 
7.79-47 

7.1679 
6.7154 
6.3745 

6.1091 

5.11969 

!>.72'3~ 

5.5711-1 

5.4576 
5.3$38 

5.2639 
5 1654 

S.1163 
5 0551 

2 7 5 

5 DJO.< 
4.9S1l 

4 9070 
4.6(-07 

4.eJOO 

4.19G5 

4.7657 
4.7372 

'4.7110 

4.6047 

4.5275 
4.4669 

4.4230 

4.3600 

4.3558 
4.3085 

4.2738 
4.2471 

.. ~260 
4'.:::!00R 

<C.1946 

4.11491 
4.0790 

4.0612 

... O<IJO 



T
a
b

la
 rv. 

C
u

a
n

tile
s. 

M
ódulo M

éxim
o 

E
a
tu

d
e
n

tiz
e
d

o
 

lml~v (C
ap 1

, •
•
«

7
) 

d 
... 05 

x 
2. 57 

3
. 09 

3
.4

0
 

3
.G

2
 

3. 7U
 

3
. 92: 

4
. º' 

4
. 14 

10 
2

. 23 
2. 61 

2. 83 
2

.9
8

 
3. 10 

3. ID 
3

. 28 
3

. 3
5

 
IS

 
2

.1
3

 
2. 47 

2. 67 
2. 81 

2. 91 
:?. 99 

3
. OG 

3
.1

2
 

20 
:?.0'.) 

2. 41 
2

.5
9

 
2

. 7
2

 
2

.8
2

 
2

. 90 
2

. 07 
3

.0
2

 
24 

2
.0

6
 

2. 30 
2. s

~
 

2.6812.7~ 
l. a.¡ 

l. 91 
2

.?
ü

 

3
0

 
2

.0
\ 

2. 35 
2. 52 

2. 6< 
2. 73 

2
. 60 

:!. 86 
:?.~1 

'º 
2

.0
2

 
2

.3
2

 
2

.4
9

 
2.C

O
 

2
.6

9
 

2. 1G
 

' 
:!. 82 

~. C
ti 

.6
0

 
2

.0
0

 
2. 29 

2. 46 
2

. 55 
2

. G
S 

2. n 
i 2. ~1 ¡ 2. a; 

120 
1

.0
8

 
2.:?6 

2. 43 
2. 53 

2. 61 
2

.6
8

 ¡ 2.7
3

 
2

.7
1

 
l. 96 

2
.2

3
 

2
.3

9
 

2. 49 
2. 57 

2
.(i4

 
Z

.6
9

 
2

.7
3

 

T
ab

la 
V

. 
(C

o
n

tin
u

a
c
ió

n
) 

D
os 

C
o

le
e
. 

T
ab

le 
V

. 
C

u
a
n

tile
e
 
p

a
ra

 
le

 P
ru

eb
a 

de 
D

u
n

n
ett 

d
0

l , •
•
 U

na 
C

o
la. 

(R
e

fe
re

n
c
1

Q
. 

l'cir."D
 ,•Jlw

•cc 
\., ~J 

-
-
-
-
-
-
-
-
-

--
-

-
-

f·•-:·;""''.'_' ···~-·
-
-
-
-
-
·
-
·
-
-
·
-
·
 ._ ____ _ 

" 
s 

:~: /:
11~~if} ¡ ;; j ·:"::· ~ ... ~ ¡ ' ,. ~ :: 

' 
•
•
 

J 
,, 

1 
1• 

1 
J u 

J, 
,',' 

', 
·,: 

.! ;~ 1 ; ;~ 
. ., 

" 
'. :: 

: '.'. 1 '. '.'. I '. :: ; :: ' : :: ; :: : :: ; ~ 
H

 l ~; ; H
 l ! H

 1 Hl 
L~ ; ~: 

! r: ! '. :1 
!, : ... : •• 

lt
 

1 H
 

J 
L

! 
¡ 

'., I 'H
 

1 
'"

 
1 

\l I' . , ... 
U

 
I 

t .. 1) 
11 

1 
J.<; 

, 
'1

 
1 

'1
 

: 
.¡

 

1
• 

1 ~ ~ 
¡ 

¡ 
' 

1 
J
' 

• 
: 

" 
1 u 

1 
"'' ¡ ·. ',', 

1 ' 
'I

 

1 
~
1
 

'" 
~
 .. 1 
~
l
 

'" 
ll 

¡ 
H

 1t.,1 
l 

JJ 
1 

ll 
t 

11 
1 

n 
1 

11 
'H

 
J 

"
' I J 

ti 
1 

,: 
' 

1
1

1
 

' 
.. 

1 
•
l 

¡ 
•• 

u 
1 H

 
1 

1o1 
1 ~:, 

1 
l1

 1 1 
•
!
 j ' e ¡ 1 

i1
 

H
 ¡ ~~ ! !! i1 ;:: 

; E
 H~ 

·¡ 1 ! i~ 1 Hi 
L: : ~~ 

t~ 
1 U

 
1 

f1' 
1 

IJ
 

1 
~; 

j 
1 

H
 

1 
tl 

J 
•I 

1 
11 

1 
\1

 

... 
1 • •·• ¡ . " J "' J "' J ' " 

: :: 
: :: 

: :: 
: ;~J ~~LL:_~ ) .. ~: __ l~::. _: ~J 

J
I
•
 

'
"
 

1 u 

T
ab

la 
V

. 
(C

o
n

tin
u

aci6
n

) 
D

os 
C

o
les. 

.. 
'" 

" 
: !! 

:: 
1 ~· 

.. ... 
, . ... 
.. 

: ~; 
" .. ::: 
.. 

... .... ., 



277 
TABLA" VI. CUl\l/TILES DE LA PRIMERA PRUEBA DE WILLIANS. 

Valores de tk~S de una distribución de tk cuando se supone que todas las K-t .. 1·· 

g. L. 
V 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

16 

19 

20 

22 

24 
26 

28 

30 

35 
40 

60 

120 
00 

medias, son iguales. a =0.95. 

2.02 

1.94 

1.89 

1.86 

1.83 

1.81 

1.80 

l. 78 

l. 77 

l. 76 

l. 75 

l. 75 
l. 74 

1.73 

1.73 

1.72 

1.72 

1.71 

1.71 

1.70 

2 

2.14 

2.06 

2.00 
l.96 

l.93 

l.91 

l.89 

1.87 

1.86 

l.85 

l.84 

l.83 

l.82 

1.82 

l.81 

1.81 

1.80 

l. 79 

l. 79 

l. 78 

l.70 l. 78 

1.69 l. 77 

l.68 1.76 

1.67 l.75 

1.66 l. 73 

1.645 1.716 

3 

2.19 

2.10 

2.04 

2.00 
1.96 

1.94 

1.92 

1.90 
1.89 

1.88 

1.87 

1.86 

1.85 

1.85 

l.84 

1.83 

l.83 

1.82 

1.81 

1.81 

4 

2.U 
2.12. 

2.06 

2.01 

1.98 

1.96 

1.94 

1.92 

1.90 

1.89 

1.88 

l.87 

1.87 

l.86 

1.85 

l.85 

1.84 

1.83 

l.82 

l.82 

l.80 1.81 

l. 79 1.80 

1.79 1.80 

l.77 l.78 

l.75 l. 77 

1.739 l.750 

5 6 7 

2.22 2;23; 2.24 
2.13 2.·14 2.14 

.2.01 2.00 2,08 
- 2~02. · ,LOJ 2.04 

1.99 

1.97 
¡;94 

1.93 

1.91 

1.90 

l.89 

1.88 

1.87 

1.87 

l.86 

l.66 

1.85 

l.84 

1.83 

l.83 

1.1!2 
l.81 

l.60 

l.79 

1.77 

1.756 

2.00 

l.97 

l.95 

l.93 

1.92 
1.91 

1.90 

1.89 

1.88 

l.87 

1.87 

1.86 

1.85 

l.84 

1.84 

1.83 

2.00 

1.98 
1.95 

l.94 

l.92 

1.91 

1.90 

1.89 

l.88 

1.88 

1.87 

1.86 

1.85 

1.85 

1.84 

l.83 

1.83 1.83 

1.82 1.81! 

1.81 1.81 

1.79 1.80 
1.78 l. 78 

1.760 1.763 

Referencia:· Cap. II. · seac. 2) 

2.24 

2.15 
2.09 

2.04 

2.01 

l.98 

l.96 

l.94 

l.93 

l.91 

l.90 

l.89 
l.89 

1.88 

l.87 

l.87 

l.86 

l.85 

1.84 

l.84 

9 

2.25 

2.15 

2.09 

2.04 

2.01 

10 

2.25 
2.15 

2.09 

2.04 

2.01 

l.98 1.98 

1.96 1.96 

1.94 1.94 

1.93 l.93 

1.92 1.92 

1.90 1.91 

l.90 1.90 

1.89 1.89 

1.88 1.88 

l. 87 1.88 

1.87 1.87 

1.86 1.66 

1.85 1.85 

1.84 1.85 

1.84 1.84 

l.83 1.83 1.83 

l.82 l.82 1.83 

l.81 1.82 1.82 

1.80 1.80 l.80 

1.78 1.78 1.78 

1.765 1.767 1.768 



TABLA VI. (CONTINUACION) a= 0.99 

g. L. 

5 
6 

7 

8 

9 

10 

11 
12 
13 
14 

V 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
22 
24 
26 
28 

30 
35 
40 

60 
120 

00 

3.36 
3.14 
3.00 
2.90 
2.82 

2.76 
2. 72 

2.68 
2.65 
2.62 

2.60 
2.58 
2.57 
2.55 
2.54 

2.53 
2.51 
2.49 
2.48 
2.47 

2.46 

2 

3.50 
3.26 
3.10 
2. 99 
2.90 

2.84 
2. 79 
2. 75 
2. 72 

2.69 

2.66 
2.64 
2.63 
2.61 
2.60 

2.58 
2.56 
2.55 

2.53 
2.52 

2.51 

2.44 2.49 
2.42 2.47 
2.39 2.43 
2.36 2 .40 
2.326 2.366 

3 

3.55 
3.29 
3.13 
3.01 
2.93 

2.86 
2.81 
2.77 
2.74 
2. 71 

2.68 
2.66 
2.64 
2.63 
2.61 

2.60 

2.58 
2.56 
2.55 
2.53 

2.52 

4 

3.57 
3.31 
3.15 
3.03 
2.94 

2.88 
2.82 
2.78 
2.75 
2.72 

2.69 
2.67 
2.65 
2.64 
2.62 

2 .61 
2. 59 
t,;.sf' 
2.55 
2.54 

2.53 
2.50 2.51 

2 .48 2.46 

2.45 2.45 
2.41 2.42 

2.377 2.382 

5 

3.59 
3.32 
3.16 
3.04 
2.95 

2.88 
2.8.:i 
2.79 
2.75 
2.72 

2.70 
2.68 
2.66 
2.64 
2.63 

2.61 
2.59 
2.57 
2.56 

2.54 

2.53 
2.51 
2.49 
2.46 

2.42 
2.385 

6 

3.60 
3.33 
3.16 
3.04 
2.95 

2.89 
2.83 
2.79 
2.76 
2.73 

2.70 
2.68 
2.66 
2.64 
2.63 

2.62 
2.59 
2.57 
2.56 
2.55 

2.54 

J.60 
3.34 
3.17 
3.05 
2.96 

2.89 
2.84 
2.79 
2.76 
2.73 

2.70 
2.68 
2.66 
2.65 
2.63 

2.62 
2.60 
2.58 
2.56 
2.55 

2.54 
2 .51 2.51 
2.50 2.50 
2.46 2.46 
2.42 2.42 
2.386 2.387 

8 

3.61 
3.34 
3.17 
3.05 
2.96 

2.89 
2.84 
2.80 
2.76 
2.73 

2.71 
2.68 
2.66 
2.65 
2.63 

2.62 
2.60 
2.58 
2.56 
2.55 

278 

9 10 

3.61 3.61 
3.34 3.35 
3.17 3.17 
3.05 3.05 
2.96 2.96 

2 .90 2 .90 

2.84 2.84 
2.80 2.80 
2.76 2.76 
2.73 2.73 

2.71 2.71 
2.68 2.69 
2.67 2.67 
2.65 2.65 
2.63 2.63 

2.62 2.62 
2.60 2.60 
2.58 2.58 
2.56 2.56 
2.55 2. 55 

2;54 -2;54- 2.54 
2.52 2.52 2.52 
2.50 2.50 2.50 
2.46 2.46 2.46 
2.42 . 2.42 2.43 
2; 388 - i. 389 2 .389 
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TABLA VII. CUANTILES DE LA SEGUNDA PRUEBA DE WILLIAMS. 

Valores de t· para w = l y un coeficiente de extrapolación~ (dado en el -<.,a 
suscrito superior) para a = O.OSO. 

g. l. ti NIVEL DE DOSIS 
V 2 3 4 5 6 8 10 

5 2. 1422 2.186
4 

2.2095 2.2235 2.2326 2.2436 2.2506 

6 2.0582 2.0984 2 .1195 2.1315 2.1396 2.1496 2.1546 

7 2.0022 2.0394 2.05s5 2.0695 2 .0766 2.0856 2.091 7 

8 l.9622 l. 9974 2.0145 2.0245 2.0316 2.0406 2 .045 7 
g l.9312 1.9654 1.9815 1.9915 1.9986 2.ooé 2 .010 7 

10 1.9083 1.9404 l. 9565 1.9655 1.9716 1.9796 l.9837 

11 1.8893 1.9204 l.935 5 1.9445 l. 9506 1.9586 l. 9627 

12 l.8733 1.9034 l. 9la5 1.9275 1.9336 1.9406 1.9447 

13 l.8603 1.8904 1.904 5 l.913 5 1.9196 1.9266 1.9307 

14 1.8493 1.8784 1.8925 1.9015 1.9066 l. 9136 l. 9177 

15 l. 8403 1.8684 l. 8825 1.8915 1.8966 1.9036 1.9077 

16 l. 8313 1.8604 1. 8735 1.8825 1.8876 1.8936 1.8977 

17 l. az43 1.8524 l.86é 1.8745 1.8796 1.8856 1.8897 

18 l. 8183 1.8454 l.8595 1.8675 1.8726 1.8786 1.882 7 

19 1.8123 1.8404 1.8535 1.8615 l. 8666 l. 8726 1.8767 

20 l. 8073 l. 8344 1.8475 1. 8555 1.8606 1.8666 1.8707 

22 l. 7983 l. 8254 1.8385 l.84s5 1.8516 1.8576 l.8607 

24 l.791 3 l. 8184 l. 830 5 •;l .8385 l.8436 1.8496 l.8527 

26 l. 7853 l. 8114 l. 8245 1.8315 1.8366 1.8426 l.8467 

28 l. 7803 1.8064 1.8195 l.82s5 1.8316 l.83é 1.8407 

30 l. 7763 l.8014 l.8145 l.821 5 1.8266 1.8326 1.8357 

35 l. 7673 1.7924 l.8045 1.8115 l.8lé 1.8226 1.8257 

40 l. 7613 l. 7854 l. 7975 l. 8045 l.8096 1.8146 l.8187 

60 l. 7463 1.7704 l. 7815 l. 7885 1.7926 l.79a6 l.8017 

120 l. 7313 1.7544 l. 7655 l. 7725 1.7766 1.7816 1.7847 

00 l. 7163 l. 7394 l. 7505 l.75é l. 7606 l. 7656 1.7687 

(Referencia: cap.rI ,secc.3 J 
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TABLA VII. {CONTINUACION) ex= o.02s 

g. L. NIVEL DE DOSIS 
V 3 4 5 6 8 10 

5 2.6993 2. 743 2.766 2.779 2.7887 2.7997 2.8068 

6 2.5593 2.5975 2.6176 2.62a6 2.635 7 2.6457 2.6508 

7 2.4663 2.5015 2.5186 2.52s6 2.5357 2.5437 2.5488 

8 2.4003 2.4325 2.4486 2.4576 2. 463 7 2 .4707 2.4758 

9 2.351 3 2. 3815 2.3956 2.4046 2.410 7 2.4167 2.4218 

10 2.3133 2. 3415 2.3556 2.3636 2.3686 2.3757 2.379 7 

11 2.2833 2. 3105 2.3236 2.3306 2.3356 2.3427 2.345 7 

12 2.2583 2.2845 2. 2976 2. 3046 2.3096 2.315 7 2 ,3187 

13 2.2383 2.2635 2.2755 2 .2826 2.28s6 2.2927 2.2957 

14 2. 2003 2. 2455 2 .2565 2.26~ 2.2686 2 .2737 2.276 7 

15 2.2053 2.2295 2.2415 2.24?6 2.2526 2.2577 2.2607 

16 2.1933 2.2I65 2.2275 2.2346 2.23!:!6 2.2437 2.2467 

17 2.181 3 1.2044 2.2155 2.2226 2.2266 2.231 7 2.2347 

18 2.1103 2 .1944 2.2055 2.2116 2.2156 2.2207 2.2237 

19 2.1633 2.1854 2.1955 2.2026 2.2056 2.2107 2 .2137 

20 2.1553 2 .1774 2 .1875 2.1936 2.1976 2.2027 2.2057 

22 2.1413 2.1634 2.1735 2.1796 2.1836 2.1877 2.1907 

24 2.1303 2 .1514 2.1615 2 .1676 2.1116 2.1757 2.1787 

26 2.1213 2 .1424 2.1515 2 .1576 2.16!6 2.1657 2.1687 

28 2.1133 2.1134 2.1435 2 .1496 2.15~6 2.1567 2.1597 

30 2.1063 2 .1264 2.13s5 2 .1416 2,1456 2.1497 2.1517 

35 2.0933 2.1124 2.12z5 2 .1276 2.1306 2.134 7 2.1377 

40 2.0833 2.1024 2.1115 2.11s6 2.1196 2 .1236 2.1267 

60 2.060 3 2.0784 2.0875 2.0926 2.0956 2.0996 2.1017 

120 2.0373 2.0554 2.0635 2.06a6 2.0116 2.0746 2.0767 

00 2.0153 2.0324 2.0405 2.0446 2,0476 2.0506 2.os26 

':. 
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TABLA VII (CONT INUACION} cx=o.010 

g. L. NI 

V 2 3 4 6 8 10 

5 3.5014 3, 5486 3. 5727 3. 5868 3.5959 3.6079 3.61:r9 
6 3.25é 3.2946 3.3137 3.3246 3.3328 3.3419 3.34fl 
7 3.0974 3.1306 3.1467 3.15!>7 3.1618 3.1698 3.1759 

8 2.9854 3.0156 3.0296 3.0377 3.0427 3.0498 3.0519 

9 2.9034 2.9305 2.9436 2. 950 7 2.9557 2.9618 2.9628 

10 2.8403 2. 8655 2. 0776 2.8837 2.8887 2.8938 2.8958 

11 2.7913 2.8145 2.6246 2. 831 7 2.835 7 2.840 7 2.8457 

12 2.7503 2. 7725 2. 7826 2. 7866 2. 7927 2 .7977 2.7997 

13 2.7173 2. 7385 2. 7476 2.7536 2. 7577 2.761 7 2.7647 

14 2.6693 2.7095 2. 7186 2. 7236 2.7277 2.7317 2.73l 

15 2.6653 2.6845 2.6936 2.6986 2. 101 7 2. 7057 2. 7()(,7 

16 2.6443 2.6635 2.6716 2.6766 2.6807 2.6657 2.6857 

17 2.6263 2.6445 2.6536 2.6586 2.6616 2.6647 2.6667 

18 2.6103 2.6285 2.63é 2.6416 2.64~6 2 .6477 2.6507 

19 2. 596 3 2.6145 2.6225 2 .6266 2.6296 2.6337 2.6357 

20 2.5843 2.6015 2.6095 2.6136 2.6Ié 2.6197 2.6217 

22 2.5633 2.5795 2.5665 2.5916 2. 5936 2.597 7 2.599 7 

24 2.5453 2.5615 2.5685 2.5726 2.5756 2.57s6 2.5807 

26 2.5313 2.5464 2.5535 2.5576 2. 5596 2.5626 2.5646 

28 2. 5183 2.5334 2.5405 2.5446 2.5466 2.5496 2. 5516 

30 2. 5073 2.5224 2.5295 2.5336 2.5356 2.5Js6 2.5406 

35 2.486 3 2.5014 2. 5075 2.5116 2.5136 2.5166 2.51fi 

40 2. 471 3 2.4644 2.4915 2.4945 2.4966 2.4996 2.5006 

60 2.4533 2.4484 2.4355 2 .4575 2.4595 2.4616 2.4626 

120 2. 400 3 2.4124 2.4175 2.4205 2.4225 2.4245 2.4256 

2.3663 2.3774 2.3825 2.:3855 2.3865 2.3885 2.3895 



282 
TABLA VII. ( CONTI NUAC ION) a = o.o o s 

g. L. NIVEL OE DOSIS 
V 2 3 4 5 6 8 10 

5 4.1795 4.2297 4.2559 4.27010 4.2791º 4.29211 4 .29911 

6 3.8255 3.8647 3.883¡] 3.8959 3.9029 3.912 10 3.91710 

3.5994 3.6316 3.6477 3.6578 3.6639 3.6709 3.674 10 

8 3.4434 3.4716 3.4847 3.4928 3.4978 3.5049 3.5079 

9 3.3294 3.3546 3.3667 3.3737 3.3778 3. 3838 3.8869 

10 3. 2424 3.2656 3.2756 3.281 7 3.2867 3. 2908 3.2938 

11 3.1734 3.1945 3.2046 3.2107 3.2147 3.2188 3.2218 

12 3.1184 3.1385 3.1476 3.1527 3.1567 3 .1607 3.1628 

13 3.0734 3.0915 3.1006 3.1056 3.1087 3.1127 3 .1147 

14 3.0354 3.0525 3.0606 3.0656 3.0686 3.0727 3.0747 

15 3.0033 3.0195 3.0Z76 3.0316 3.0346 3.0377 3.039 7 

16 2.9573 2.9915 2.9985 3.0026 3.0056 J .0087 J.010 7 

17 2.9513 2.9665 2 .9735 2.9776 2 .9806 2.9387 2.984 7 

18 2.929 3 2.9445 2.9515 2.9556 2 .9586 2.9606 2. 9627 

19 2.911 3 2. 9254 2.932 5 2.9366 2.9386 2.9416 2.9427 

20 2.8943 2.9084 2.9155 2 .. 9186 2.9206 2.9236 2.9257 

22 . 2.8663 2.8794 2.8855 2.8896 2.8916 2.8936 2.8956 

24 2.01123 2.8554 2.861 5 2.8645 2.8666 2.8696 2 .8706 

26 . 2.8233 2.8354 2.8415 2 .8445 2.8466 2 .8486 2.8506 

28 2.806 3 2.8194 2.8245 2 .8275 2.8295 2.8316 2.8326 

30 2.7923 2.8044 2.8095 · 2.8125 2.8145 2.8166 2.8176 

35 2 .7643 2. 7764 2. 7815 2.7835 2.7855 2. 7875 2 .7885 

40 2.7443 2.7554 2. 759 5 2. 7625 2.7645 2. 7655 2.7665 

60 2.6973 2.7074 2. 7114 2. 7135 2. 7155 2. 7165 2. 7175 

120 2.6513 2.6604 2.6644 2.6664 2.6675 2.6695 2.6995 

00 2.6073 2.6154 2.6184 2.6204 2.6214 2.6235 2.6235 
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• AliLA IX. OIMTIU:S PAIA U PRUDA DE QJPTA ¡ saan. 

,,. , 
.75 .90 ; .95 

1 O.ts 1.81 Z.ll 

z l.43 Z.Zl Z.71 

3 1.68 2.llS Z.9Z 
4 1.85 . Z,60 3..06 
5 1.97 Z.71 3.16 

' 2.06 Z.80 l.21 
7 Z.14 Z.87 J.31 .. 
8 z.21 2.93 3.37 

' 2.26 z.sa 3.4Z 
10 z.n ' 3.03 3.46 

15 2.so 3.20 3.63 

20 ~-H - 3.32 3.74 

30 2.79 J.48 3.89 .. 
40 2.90 3.58 4.0ll 

2.99 3,67 50 -.' 4.08 

(Referencia: C~p.II,secc.6) 

.0500 

.2010 

.0500 

.99 

3.20 
l.42 
1.eo · 
3.92 

-: •• 01 
: 'C.09 
:e.u 

. 4.20 

4.ZS 
c.zt 
c.41 
4.54 
~.68 

<:4.7S 
·'!• 
~4.85 

.J -: .. 

•La Tabla IX-A, aparece el final del Apéndice. 
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Tabla X. Cuantiles de la Distribuci6n Aumentada de Rangos Estude~- · 284 

tizedos 
a~ 0.01 

2 3 5 6 2 3 5 6 

5 5.903 7.030 7.823 B 429 8 916 9.322 9.669 
(5.702) (6 976) (7.6()4) (8 421) (6.91:1) (9 321) 

5 3.832 4.65'1 5.236 5.680 6.036 63J1 
(3.635) (4.602) (5 218) (5.673) (6.033) pi "JO¡ 

5.063 5.947 6.551 7.008 7.374 7.679 7.939 
(4.949) (5.919) (6.543) (7.005) (7.373) 

7 3.486 4'.198 4.692 5.064 5.360 5 r-0i;¡ 
(3.344) (4.165) (4.681) (5.060) ¡5.359) 

10 4,550 5.284 5.773 6.136 6.426 6.669 6.875 
(4.482) (5.270) (5.769) (6.136) 

10 3259 3899 4333 4.656 4.913 512• 
(3.151) (3.877) (027) (4 65-1) (4.912) 

12 4.373 5.056 5.505 5.637 6.101 6 321 6.507 
(4.320) (5.046) (5.502) (5.636) 

12 3.177 3.791 4204 4.509 4.751 ~9~ 
(3.062) (3.773) (4.199¡ (4 500) 

16 4.169 ·4.792 5.194 5.489 5.722 5.915 6.079 
(4.131) (4.786) (5.192) 

18 3.060 3 663 4.050 4 334 4.557 4.7•1 
(2.996) (3.649) (4.046) (4.3JJ) 

20 4.055 4 &44 5.019 5.294 5.510 5.688 5.839 
(4.024) (4.639) (5.016) 

20 3.024 3.590 3 961 4.233 4 446 4 6;>0 
(2.950) (3 578) (3.9S8) (4 2.32) (4.«5) 

24 3.982 4.549 4 .908 5.169 5.374 5.542 5.685 
(3.956) {4 546) (4.907) ¡5.168) 

24 2.968 3 5'12 3 'l04 4.167 4.373 4 ~1 
(2.919) (3.532) (3.901) (4.166) 

30 3.912 4.458 4.800 5.048 5.242 5.401 5.536 
(3.689) (4.455) (4.799) 

30 2.952 3 496 3 84 7 4 103 4.302 4 ''"' 
(2.088) (3 486) (3.045) (4 1021 

40 3.BH 4.370 4.696 4.1131 5.11~ 5 265 5.392 
(3.025) (4.367) (5.114) 

40 2.918 3450 3.70~ 4.040 4.232 4 J8~ 
(2.1156) (3 44:') (3.7U1) (4.039) 

60 3.:"78 4.264 4.595 4.618 4.991 5.133 5.253 
(3.762) (4.282) 

60 2.684 3.40/l 3.736 3 978 4.163 4314 
(2.829) (3.399) (3.737) (3 977) 

120 3.714 4.201 4.497 ~.700 4.872 5.005 5.118 
(3.702) (4.200) 

120 2 051 3.362 3.685 3 917 4.09e 041 
(2 800) (3.356) (3.085) 

3.853 4.121 4 . .00 4.603 4.757 4.882 4.1167 
(3.643) (4.120) 

2.819 3.320 3634 3.858 4.()30 4,1TQ 
(2.1n1 (3 31•1 (3.633) 

(Referencia: Cop.III,aecc.~;*la Tabla XI, aparece al final) 

a• 0.10 a• 0.20 

2 3 4 6 6 T 8 

3.060 3.n2 421l2 4.671 4.982 5_239 5.458 
(2.850) (3.717) (4-264) (4.664) (4.979) (5.23a) 

2.84S 3.491 3.943 4.265 (4-~) 4.781 4.972 
(2.600) (3.451) (3.9311 (4.260) (4.555) (080) 

2 3 5 7 e 
5 2.326 2.935 3.379 3.710 3.991 4 215 4 406 

(2.087) (2.872) (3.3!Xll (3 712) (3 !188) (4.?14) (4 405) 

2.213 2.783 3.rn5· 3500 3757 3.963 4.137 
(2.0011 (2.731) (3.170) (3.500) (3.756) (3.962) (4.136) 

ID 2.7()4 3.300 3.712 4.021 4.265 4.460 4.636 10 2.133 2.676 3.066 3.3!>9 3 59? 3 763 3.1144 
(2.563) (3.270) (3.704) (4.018) (4.264) (4.465) (1.1)41) (2.632) (3.053) (3.355) (3.590) (3 702) 

12 2.651 ·3.230 3.626 3.924 4.157 4.3-19 4.511 12 2.103 2.636 3.'.!17 3 3C'.l 3.530 3.715 3.672 
(2.521) (3.204) (3.621) (3.922) (4.156) (1.918) (2.596) (3.006) (3 300) (3.529) 

15 2.588 3.146 3.526 3.806 4.027 4.2{)7 4.360 16 2.066 2.507 2 956 3 235 3,453 3.632 3.782 
(2.46ll) (3.124) (3.520) (3.804) (4.026) (1.691) (2.5;1) (2.948) (3.232) (3.452) (3.631) 

20 2.551 3.097 3.466 3.73a 3.950 4.124 4.271 
(2.439) (3.078) (3.462) (3.736) 

24 2.527 3.065 '3.427 3.693 3.901 4.070 4.213 
(2.420) (3.047) (3.423) (3.692) (3.900) 

30 2.503 3.034 3.389 3.(;49 3.851 4.016 4.155 
(2.400) (3.017) (3.386) (3.648) 

'º 2.480 3.003 3.352 3.605 3 ~03 3.963 4.099 
(2.381) (2.9SB) (3.349) 

50 2.457 2.972 3.315 3563 3.755 3.911 4.042 
(2.363) (2.959) (3.312) (3.562) 

llO 2.434 2.943 3.278 3.520 
(2.344) (2.930) (3.276) 

2.412 2.913 3.243 3.479 
(2.326) (2.902) (3.240) (3.478) 

3.707 

3.661 

3.859 3.987 

3.808 3.931 

20 2 045 2.558 2.923 3.195 3.408 3.582 3.729 
(1.874) (2 524) (2.914) (3.192) (3.407) 

24 2.031 2.539 2 .900 3. 168 3 378 3.549 3 694 
(1 864) (2.507) (2.892) (3.166) (3 377) 

30 2017 2.521 2.877 3.142 3.346 3.517 3.659 
(1.853) (2.490) (2.870) (3.140) 

40 2 003 2.502 ~.655 3 116 3.319 3.405 3.624 
(1.843) (2 4 '3' (2 848) (3.114) (3.318) (3.484) 

60 1.990 2.4fi4 2 833 3.090 3.290 3.453 3.589 

1~0 

(1.833) (2.456) (2 626) (3.089) (3.452) 

1.976 
(1.822) 

1.963 
(1.812) 

2 466 2.811 3.064 3 261 3.421 
(2.440) (2 805) (3.063) (3.260) (3.420) 

2.448 2.789 3.039 3.232 3.389 
(2.424) (2.764) (3.037) 

3.554 

3.520 

~------,.------
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Tabla XII. Cuantilee de la Diatribuci6n de Qp para k grupo e y JJ g.l. 
(Re.ferencia: Cap.III,secc.5¡ Cap.IV,secc.7) 

Q'. 0.02 .. .1: ~, .1: - 3 k - 4 .1: - I! k - 6 i - 7 .1: - 8 " - 10 l - 12 l - 16 " - llO 

p - 1 
l! 7·DO 11·00 uoo U·'<l 16·61 10·66 17'·36 18·65 1D·68 !1·%3 H·40 

3 ll-4! 7-18 8·32 0·17 0·8' 10·30 10-80 ll·U !!·!!~ INC 13·81 

' 4·61 1!·84 6·0P 7'32 7·82 8·23 8·68 11-16 9·01 10·30 10·8% 

6 4·00 6·17 6·88 6·40 6·82 7·16 7·411 7·03 8·30 8·83 9·12 

8 3·79 4·78 6·40 1!·8(1 6·23 6·03 0·78 7·20 7·63 8·04 8·'3 

1 3·02 4·62 6·00 11·61 0·8' 6·11 6·34 11·7! 7·03 7·49 7·8' 

8 3·40 4·34 ,.57 1!·26 6·67 11·82 6·03 6·30 6·67 7·10 7.,3 

10 3·32 4·10 4·M 4·03 lJ·!t 6·43 0·113 6·P4 6·19 4·68 6·87 

11 3·22 3·06 ,.,º 4·73 4·08 !!·ID 6·37 6·117 6·!10 6·26 6·63 

IC 3·16 3·86 4·28 4·6P ,.83 ll·OS 11·!!0 1!·48 11·70 6·03 e·n 
16 3·10 3·77 4·19 4·411 4·72 •·DI 11·07 1!·34 11·1111 6·87 8·12 

18 3·06 3·72 4·12 4·41 4·63 •·82 4·98 6-:U 6·'4 6·76 ll·VS 

!O 3·03 3·07 ,.07 4·JI! 4·111 4·70 4·00 6-111 ll·M 11·06 6-88 

u 2·08 3·01 3·11il 4·%6 4·47 •·65 4·~0 6·03 G·%'? 6·51 1!·73 

30 !H4 3·[,ó 3·01 4·18 4·38 4·6' 4-G9 4·111 11-09 6·37 11-118 

40 2·89 3·49 3·81 ''ºº 4·20 4·411 4·1111 4·80 4·S>7 O·U 6-48 

llO !1·86 3·43 3·77 •·Ol 4·20 '·lll! '"'ª 4·00 4·8l! 5·10 1!·29 

120 2·81 1·37 MO lMS 4·11 6-2'1 4·38 4-118 4·71 4·07 5·16 

p-s 
t 0·60 l3·l8 111·110 17·30 18·711 10·80 :0-80 :%·'! :3·66 U·U !8·N 

a 11-21 B·J7 P·60 ICHO 11·37 12·01 12·06 13·H !4·111 16·l! 16-0t 

' IH).I o-u 7·51 8·~3 8·&0 9·26 IHIO 10·31 10·83 IH!l U·SI 

11 4·411 11-68 6·48 7·06 7·31 H>o B·U 6·76 0·18 9·83 l!Mll 

o 4·10 11·18 1!·87 6·37 6·77 7·10 7·38 7·84 8·!1 8·77 0·%0 

7 1·87 4·80 5·47 11-PI 0·28 6·118 IHll 7·24 Hl7 8·08 8·4CI 

a 1·70 4·81 6·10 11·61 6·04 G·!I 6·44 0·8ll 7·12 7·69 7·N 

10 3·40 4·31 4•82 11·10 15'4P 11·73 11'113 0·%7 0·114 11·911 1·%6 

12 l·:JI! 4·12 4·110 4·03 1!·20 6·43 1!·62 l!·Ol! 6·17 O·U 11-&.1 

14 l·la 3·09 4·44 4·7B 1!·01 11·22 HO IH59 1!·02 &·:17 O·IU 

18 S·lO lHO •·32 ,.03 4·88 4·0í l!·U 1!·112 1"14 8·07 8·33 

18 3·1' 3·82 ,.J!, 4·111 4·77 4·06 l!·UI 1!·39 1!·80 1!·9:11 8·17 

20 3·10 3·77 4·17 4·46 4·69 4·8S 11-0l 6-111 6·411 11·81 8·04 

u 3·04 3·69 4·08 4·:16 •·117 4·76 <l·M l!-14 11-34 6·G3 1!·114 

so 2·09 2·61 3·08 4·26 4·46 '·62 ,.77 11·00 6·18 1!·40 11-Gll 

40 2·93 3·63 3·80 4·16 4·34 •·M 4·114 4·8G 1!·04 11·30 11-110 

80 2·88 3·46 ll·80 4-<JI! 4·.U 4·311 4·112 4·73 4·8111 11-1' IS-:13 

1!0 1·81 3·38 1·7' Mll! 4·13 4·18 4-40 4·GO 4·111 4·Dt 11-17 

,, - 3 
2 10·83 11!·00 17·82 10·81! !1·41! ;tll·71; :ts·811 25--06 %7·08 20·!3 30-8.J 

s 0·02 9·23 10-73 11·8' 12·7l! U·f4 14·00 ll!·OG 13·84 17·011 17.g., 

4 15·111 i-18 8·211 9·011 0·07 10·19 I0-63 ll·U 11·9l! 12·79 13·411 

I! 4·81 6·10 7·02 7·60 8·17 8·68 8·"4 O·G2 0·08 10-69 ll·H 

e 4·38 6·611 6·30 0·84 7·28 7·0' 7·114 8·4' 8·83 9·H 9·90 

7 4·JI 1!·10 11·62 0·31 6·70 7·01 7·%9 7·73 8·08 8·03 l>-02 

8 3·91 '·88 11·49 1!·93 6·20 8·M 1!·83 7·%3 7·1111 8·CIS 8·4l! 

10 3·66 4·1!1 11·66 11·4' 1!·711 6·01 6·%2 8-68 11-BCI 7·%9 7•9 

12 3·48 4·28 4·18 l1'14 11·4! ll·C.S t.-811 11·17 HlO 11·82 7·ll! 

u 3·37 4·13 4·59 4·03 1!·10 11·41 11·119 11·8ll 15'13 6·110 •1• 
16 3·:?9 4·01 4·46 4·78 11·03 li·23 11-41 11·60 11·91 6·27 1·113 

18 3·!?3 3·113 4·31! 4·GO 4·00 li·Jf1 11·27 ll·U 11·76 11-00 6·3' 

!?O 3·18 3·80 4·28 4·67 4·81 IH/(J 6-16 ú·42 6·6:1 ¡¡.911 11-!0 

!' 3·Jl 3·70 4•10 4·H 4·07 4·8.~ li·OO 15·%11 11·41! 11·711 l!·VS 

30 3·().I 3·07 4·011 4·3!? 4·63 ... j(J 4·811 11·08 11·%7 1!·116 11·711 

40 !?·97 3·117 3·04 •·20 4·40 4·61: 4·10 4·92 1!·10 ¡¡.37 1!·67 

t)(\ ~·90 3·40 3·83 4·08 4·21 •·•:? «·611 4·11 4·113 11·10 11·38 

1!?0 2•84 3·40 3•73 3·97 4•111 ··~l) 4.-42 ,.02 4·71 11-0l IH9 
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Tabla XII. (Continueci6n), a• 0.05 

" ¡, - : .i: - 3 J: - ' " - 6 J: - 6 .i: - 7 .i: - 8 ¡,•JO k~ 1% l; - JG l.: 111 :o 
p-1 

: ID·OD 26·02 30·67 33·03 30·68 38·70 40·00 43·69 O·D6 4D·65 61·!4 
3 10-28 13·3: 15·J2 IO·Sú li·OB 18 ~j 19·77 21·1Z 22·1n 23·82 !S·o:i 

' 7·08 0·04 10·93 11·89 12·05 13·Z8 13·82 14·70 16·40 IG·48 17·2V 
ll º''º 7·09 8·07 0·70 10·28 10·70 11·17 11·81 12·38 13·20 U·ll3 
6 6·83 7·08 7·88 8·•8 6·00 0·36 9·70 10-!5 10·70 11·38 11·00 
7 1!·41 6·60 7·20 7·7% 8·1• 8·48 8·77 g-20 0·04 10·24 10·69 
8 lS·l~ 0·11 ()·7' 7·20 7·68 7·88 8·111 8·68 8·02 9·40 D·l7 

10 4·16 11·01 6·16 0·66 0·86 7·13 7·36 7·72 8·01 8·47 8·83 
12 4·64 11·31 11-70 C·l6 6·0 8·67 6-87 7·20 7·48 7·87 8·11 
14 4·39 IHI 11·60 11·89 6·16 G·36 6-611 0·85 7·0D 7·47 7·711 
16 4·%8 4·00 6·311 11·70 6·06 6·15 6·32 0·00 6·83 7·18 NS 
18 •·20 4·86 6·26 6·66 6·79 6·0D 0·16 6·4% 0·03 6·00 7·%:1 
20 4·1' 4·77 6·17 11·46 ll·GS 6·86 0·02 6·2i 6·48 6·80 7'<14 
24 •·o.5 4·06 ZS:·O: 6·20 11·60 6·68 11·83 8·07 6·!!li 0·56 0·78 
30 3·011 4·64 4·80 11·1• 6·3' 6·6-0 11·6• 6·87 6·05 0·32 O·~ 

40 3·88 4.,3 4·711 11·00 6·111 6·3' 6·47 6·68 6·85 6·10 0·10 
60 3.7g 4·32 4·64 4·86 6·04 6·18 6·30 6·60 6·06 5·811 6-07 

120 8·72 4·22 4·62 4·13 •·Sii 6·03 11·1' 5·32 6·41 6·60 6-1111 

p-s 
: 23·11 31·65 37·W 41·111 '4·41. 41·0tl 49-31 6!·114 66·82 60·!0 Gl-•7 
ll ll·Q7 16·611 17·91 19·66 %1·05 12·111 23·10 24·76 26·01 27·03 %11·38 
4 8·69 10·911 l~l-48 13·64 14·41 16·14 16·78 10·77 17·68 18·81 . 18·7' 
6 7·!0 8·80 11·90 10·81 11·'7 12 01 12·47 13·:3 13·84 1'·77 15·47 
6 6•30 7·76 8·0' 11-11 ll-86 10·%'.l 10·60 11·28 11·77 1%·114 JMI 
7 11·84 7·03 7·80 8·37 8·83 11·%1 9·63 10·00 10·4D 11·1' 11'°4 
8 11·48 ll-G4 7·2S 7·74 8·1' 8·48 8·76 11·23 9·61 10·10 l(HIJ 

10 11·02 6·D3 0·111 11·93 7·J7 7·6/S 7·70 S·lD 6·60 8·90 9-U 
12 4·74 lH6 6-07 11·411 0·75 H>O 7·21 7·60 7·84 8·%7 8·00 
14 4·116 6·11 6·78 6·13 6·40 0·03 ll·SS 1·14 1·40 7·79 •·ot 
10 4·'2 6·14 ll·llll ll·PO 6-16 6·37 6·116 6·SS 7·08 1·411 • 7·11 
18 4·U 6·00 6·41 6·73 6-08 6·18 11·36 6-63 0·86 7·19 , ... 
so 4·2li 4·110 ll·Sl 11·60 6·84 6·03 G·lll .41-66 6·67 7·00 7-111 
24 4·1' ,.70 11·1' 15·42 ll·GJ 6·81 ll·llG 11·21 6·41 11·71 e-os 
30 4·03 4·02 4·08 15-!4 6·4' 6·~1 11·711 11·118 6-111 0·4'. e.ao 
40 3·03 4·48 4·8' 6·07 11·20 5·41 15·64 6-70 15·111 IM9' .,, 1 

00 3·81 4·16 4·118 &·DO 6·0S 6·22 ll·H ll·M 6·70 11·04 HS 
1io 1·71 4·%4 6·6' 4·16 4·01 6·Gll 6-16 11·35 6·40 11·71 6·81 

" - a 
2 :10·6' 36-JO 41·114 67·36 61·07 114·1:1 611·71 00-00 Cl4·lll 69·:6 11-01 
3 13·46 17·61 :0-11 2!M6 23·72 :U·Ol 30·11 ll7·00 211·Sll 31·60 SHS 

' 11·69 12·11 llM7 16·00 16·118 16·70 17·'7 18·00 19·15-0 20-87 :!1·01 
11 7·8.3 0·70 10-o::i 11·82 12·64 13·14 13·65 14·48 16·16 16·17 10·111 
o 0·85 8·30 9·H 10·07 10-66 11'13 ll·ll4 1%·22 1%·711 13·69 IHI 
7 0·%3 7·6ll 8·38 8·118 g.47 V·88 10-U 10-80 IM16 11·97 IHI 
8 6·81 0·116 7·Clll 8·23 8·07 g.03 11·!3 9-IH 10-'4 10·87 ..... 

.10 6·27 0·23 Cl·8' 7·30 7-GO H><I 8·:11 8·03 B·PG tHi t-81 
12 4-114 11·80 6·3' 0·7.f, 7·0G 7·31 7·114 7·00 8·:0 8·11$ "°' u M2 11·61 Cl·OO G·30 0·66 0·80 7·09 7·42 7·00 8·10 .... 
16 4·110 11·30 11·70 0·10 O·S7 0·110 0·77 7·08 7·33 7·71 ·-18 , ... !Mii 6·69 11·90 6·1CI 0·30 0·6' 0·83 7•06 7·4!! Nlt 
20 4·35 6·03 11·46 6·711 HO 0·10 11·30 O·G3 8·86 7·19 7·41 

24 4·22 4·80 6·211 11·114 11·70 5·0~ t·IO 0·36 0·611 6·87 MI 
30 4·10 4·70 6·00 6·33 6·114 6·71 6·8!1 6·08 0·27 Cl·60 0·71 

'º 3·98 4·64 4·811 ¡¡.¡3 5·32 G·48 G·Cll 6·83 0·00 0·27 0·•1 

00 ~·86 4·30 4·72 4·0ú IH2 a·21 11·3i> 11-69 11·76 0·00 O·IB 
120 Mii 4·2~ 4·55 4·77 4·04 5·07 11·18 6·37 6·61 11·7' . 6·80 



, 

~abla XIII. Valores de e pare 1 - a • 0.95 
(Re~ereocia: Cap.I,secc.1;.Cap.III,secc.6) 

J. 05 
l'''(l)dl - 1 - ;__ 

- 2m 

~ ' ' 10 ,· 1l .. "" .. "° <O eo 120 . 
1- 1-

• 1.17 t.M .... .... , .• 9 2.n :r.19 ' '"' 1.u 2.30 1.77 2.2t 

• . ... a.u 1.11 2.78 .. .., t.Gl .... t.H ""' 2.0 ,,,J ::Z.3~ 

• 1.11 J.34. .... 1.1). .... 2.'a :!.TO :?.H :.a:i .... .... 2.>0 

' .... l.Ml 3.11 ª·"" 2.tl) ..... :!.M> 2.7~ J.71 1.M '·"" . ... • .... 3.04 :s.2.11 a.u '"" 2.03 ..... 2 lll 2.7ft 2.Tl 2.ca 2.04 

' .... 1.76 s.n 1.H l.11 1.00 l.V' . "" 2 .. 2 .79 J,H :l.89 
1 •.lll .... a.u l.ll 3.tB 3.00 3.00 2.0• :.t'1 .... 2,7g :!.':'4 

• .... l.V~ 2.!1 3.3'1 ' :4 :a. u 3.0!l 2.IY.J :.Jl.3 .... 2.&3 '1.'Z7 

1• <.TA <.03 .... 1.0 J.:g :s. ta 3"" 3.03 '?.Q7 2.02 .... 1.11 .. 6.16 .... 3.IJ 
J "' ' .. lli,'.\.., 3 28 l.i'il 1.1'2 l"" '·"" :.•u. 

to .... .... ... 01 . ... '·"' l . .(G ••• l "' 
l.'?l 1.16 1.00 3.0J .. .... t.71 f..16 l.~) 1.11 l. t.~ 1.4.7 1.3\J 3,ll :S.2' 3.10 l.Oll 

"' ti.U 6.9) .. ., '·"' s.112 .. .., .... .!'! 4G 2.JR 1.30 . ,, a.u .. .... 6.00 '-11 4.U '·"" 3.70 • 01 J,,, J.43 1.M 3.11 J.19 .. .... 1.21 '·º '·"' 3.Q7 1 ,. J .. 1.6, .... J.:J'il 3.:n J.:J .. a.;o 1.31 .... . ... 1.02 :t.80 3.70 J.81 3.ll 3.C J.J.f 2.:a .. .... 6.CO .... •. u 1.m . ... J.'J' J.8$ .... J.,6 3.3:' J.:o 
100 1.00 .... .... ,,n •.. u .t.,U 1.()1 l.00 .. ,. .... .. .. .... 
'"' .... 7.00 6.10 1.21 1.00 .... .... ,,,. '··· J.UJ . ... :1.1: 

·---

Tabla XIII. (Continuaci6n) 1 - a • 0.99 

~ a T ... 
• C.TI .... .... 
a 6.JI .... 1.13 • ª·"" 4,6g 4.01 • 1.n fi.18 fi.11 

• o.u e.u 1.27 

' .... .... .. .. 
1 o.a;; a.21 •. u • O.TO 1.:11 l.t.:s 

10 .... a.co l.O'l 
11 T .ll l.7V 1.86 
IO 1.00 .... ··°" u a.u º·"' 6.:!<l 
IO 1.18 O.C9 6.3:1 
u a.vl 1).157 G.U 

"' 9,1g O.Rl 6.Al .. g,41 .... 6.60 ... 0.18 """ 6.70 
100 11.IK '·"" .... .... 13.215 .... ... 

J. 01 
f"'(()dJ - 1 - ;__ 

- 2 .. 

¡a 11 .. ll 

"" 3.~ 3.16 .... ..... .... J.13 3.:'6 .. .., J.O'l 3.CClo 3.J8 
J.93 3.H ..... 3.H 
1.04 l.~ .... . ... 
C.lJ J.llO 3.:'0 J.U 

'·"" 3.\17 3.76 .... 
c.=e 4.U'.? J.sn 3.70 
C.3'2 1.01 .... l.H 
l.«> •• Z'it 4.0J :u11 
4.73 4.C'.J 4.U '·º' 1 ... '·"' C.25 c.1• 
C.0) C.61 '·" .f,,P 

'·"' 41.71 C.30 4.3• 
!i. lt 4.71 '·'º C.l• 
6.:.:o .. .. &.6:? C.3• 
6.:!7 '·"" .... .. ..... 
6. 70 & zo """ f..7• 
6 • .S• 11.B• !i,l• 6.0• 

30 '° IO l%O . 
----

3.0J 2.97 2.112 .... 2.11 
a.10 3.1:1 J.Cl<) J.?'J J,9, 
3.)0 J.23 3.JG 3.00 J.m 
3.~~ J.:n 3.2' :s.1a 3.0? 
:t ... o J.l! 3.30 3.'ll 3.U 
3.St .... 3.31 3 27 J.11 
3.:.7 3.CB 3.3'i' 3.31 3.71 
3.01 3.'I 3 4.2 3 :u :t.'M 
3.G~ 3. ~~ 3.40 J JI 3 .2~ 
l.60 J.70 3.!'l:J 3.~: l.4Q 
l.l/O 3 i~ 3 O'J 3 :.s 3.0 
3 •• 3'"' 3.7G .... 3.~• 
4.13 3 'JJ 3.81 a.ew 3. 5') 

··~º l.n .... 3,U ~.15-l 
•.1• 4.01 3.8"J 3.77 3.U 
4.J• c.1• 3.!ll .... 1.e1 
.C.2" c.1• 3.07 3.Sl 3.72 ..... 4,5• •. oo J.89 
t..o• 4.8• 6.11 

'2 8 7 



2 
J 

• 5 
6 

10 
15 
20 
30 

'º 60 
60 
70 
80 

Tabla XIV. Eatimaci6n para P(S a). 
Extensión de lo Pruebe de Tukey par9 
Diaafios de Bloquea completamente al ~zar. 

.90 

.871 

.786 

.8.fl 

.80 
8J9 

.866 

.860 

.863 

.884 

.879 

.896 

.913 

.69ti 

.918 

(Re!erencia: Cap.III,oecc.7) 

4 
-·------

Nominal PIS• s) 

.os .00 .05 .00 .95 .PO .PS 

.838 .638 .n• .6G9 7'3 .7141 .n1 
.766 .6JS .,. .7Q1 .60 .820 .888 
.llGO .875 .8114 .004 .668 .8~ .!I01 
.898 .85< 000 .648 .901 87J .920 
896 .840 693 853 .905 .859 .913 
.923 ·""° 905 .880 931 .570 .929 
.911 .879 .9JO .880 !l31 859 .925 
.029 .678 9•6 .1139 .946 .B!>G .9511 
.930 .900 .946 876 .924 .858 .925 
.933 .893 .9<3 .901 953 .910 .9<4 
.939 
.9(-0 
.94!1 
.956 

Tabl·ll rv. Comporaci6n de los Puntos Cr1ticoa·, 
del Método de Schetra Y Job.Daon · 
(Re!erencia: Cap.III,socc.9) 

2 ,, .. 
2 U.60 
2 U.)Z 
J 11.JO 
.1 ' 21.19 

-~~ ---·--~~!~ 
l· s u.os 
l ,. 'º·:u . 
' • u.u 
.• s Jl.40 
' ' '1.2' 

' ' "·" ' ' 61.11 

17.os.,.,.-..,, 
10.74 
U.61 
U.49 
U.06 
u.u 
U.24. 
11.22 
u.ll 
11.:n 
lt.I) 
11.u 
Jl;U 
Zt,JJ 

..... 
10.11 
U.61 
u.u 
"'·" -- .lJ.l& ~ ~--.:... -· 
JS,06 · 
11.SJ 
:4.0'I 
17,).& 
u ... 
27.S-. 
Jl.60 
zt,Dll 

2 19 

.1111 .115 

.71111 .M3 
JI09 .889 
.&18 1l9G ...... . ... 
.1164 .924 
.87~ .1135 -- .!M9 
JJIO .""3 -- -~, 
.901 --



Table xv:r. Cuantilee para le Pruebe de Kurtz. Pera un Diseño con un 
Criterio de Clae1!iceci6n, loa valorea deben sor multipli 
cados por la suma de rangos dentro de grupos. -
(Referencia: Cep.IV,secc.2) 

{'( = ·º s 

10 11 12 13 u 16 

2 3.4.3 2.3.5 J.i4 1.3D 1.1~ .91) :s7 .77 .70 .63 .fi5 .M .60 .U 
3 1.00 1.4& l.14 ,Q.l, .&O .70 .62: ,50 .51 .•7 .i3 .4-0 .38 -1..S 
• J.62 J.2j 1.01 .84 .72 .6.1 .57 .51 .f7 ,"3 ·'º .37 .3.5 .33 
G J.63 J.10 .06 .81 .70 .01 .55 .SO .45 .·"-' .3U .3C .3f. .3:? 

O UO 1.17 .05 .RO .09 .01 .55 .4n .45 .42 .39 .30 .34 .3l 
7 1.-40 l.17 .05 .f\.O .09 .61 .55 .f.<J .4S .42 .:l!J .36 ...34. .3:1 
s1•1~ ro~~ m Mm M ~ ~ n ~ ~ 
g J.50 J.J9 .07 .82 i11 .02 .M . .'H .47 .·U .40 .37 .3.S .33 

10 1.5'.? 1.20 .OS .83 .72 .GJ .!17 .~2 .i7 .H .41 .38 .30 .3t 

11 J.54 J.Z2 .w .. 6-1 .73 .~4 -~ 

12 1.M 1.21 1.01 .RJ .74 .ru .. ~s 
13 J.M J.~s l.0'1 · .56 .75 .GO .(19 

J4 J.GO 1.26 l.OJ .87 , 70 .U7 .00 
IJ l.G:l. J.28 LOS ,fil) .77 ,(l.q .n1 

.1'i2 ···~ ,á.1 .49 

.la . .en 
.SS .C.O 
.55 .51 

... .41 .!J8 .30 .36 

.45 . O .39 .17 .15 

.40 .4"J .10 .17 .35 

.4o .43 .40 .38 .Ja 

.H .41 .41 .38 .3G 

16 l.Gl J.30 1 00 .00 .78 .GG .<iZ .f.tl .S2 Ae ..... ..J .'.'l'J .37 
17 J.GO 1.32 J.OS .01 .ir .70 .G.1 ,:,7 .52 .•R .45 .n ,.j!J .37 
~1•1~1m MM~ M ~~MM~~ a 
19 J.70 1.35 1.10 .03 .Sl .n .M .:,'.} .ta .M ,45 . .u .. u .l8 
20 J.72 1.JG l.12 .tl5 .S2 .73 .C.5 .50 .51 .W .47 :U .U .J'J 

30 1.92 1.52 1.:!-l 1.05 .01 .SI .73 .e.a ,60 .M .m .4"J .•o .fJ 
'40 :?.OS l.GG l,j,j 1.1 t .cm .SS .7'U .i:? .nn .61 .57 . .'>.J .60 .47 
úO 2.23 1.77 l.tj 1.2:.? 1.00 .!4 .S5 .77 .71 ,G.5 .01 .~7 .fil .W 

100 2.SI 2.23 l.R.1 1.5.') 1.35 J.19 J.07 .97 .8"J .SJ .77 .72 .G7 .61 
200 a.01 2.ss !!.:t:. L\11.l 1:;;1 1..s:s t.Js J.:?!í 1.15 1.00 .vJ .uJ .sr s-J 
500 G.Ij 4.JO :l.;15 ~.S.i 2.47 2.HJ l.tli I.7~ 1.61 l.ó:? 1.41 t.Jl t.:ll l.17 

1000 G.81 G.43 4.H 3.7:' J.2-l 2.PO 2.lil :.?.;J;" 2.IS 2.0l l.S.q 1.76 t.úl J.to 

• Also U1e foclon from [(tul.al r.in.;")/(uumh1.'r in 1:rou¡1)J to nllowonClf'S for mu.ni In a 
one.wny cl:~siliCl:l.tion. 

•• All coufitlcn<'l' 1t:aU!in"nll! ., .. m l>r, cortL'Ct in l'hch o( 05% o( ont!'-way cliutir.catioru ~ 
•·hh:h applicd. 

1 
l 

f 
"' " ! .. 
1 
"' 

10 17 18 19 w 3-0 io ro 100 w:i r.oo 1noo 

.44...1 .418 .300 

.3.'.I~ -117 .101 

.310 .29.& .279 

.303 .:lS7 ,173 

.376 ,3.')'3 .:!--1."i .tS7 ,J51 .079 .O~:.? .0177 .0003 
.2...,1 .:.?H .11-i!l .uo .ll!l .OGJ .o..i.1 .010 .0075 
.2M ."l[,4 .177 .l:lfi .112 .OGO ,0.116 .0136 .OU71 
.~1;o .:.H!J .1;:1 ,13.; .110 .o:"u .0..112 .0131 .ca;o 

G .30'J .~.'17 .273 .2'&l .219 .174 .1:15 .JIO .059 .0.11.¡ .OtJ.'i .0071 
7 .3().f, .2.';\9 .Z7:S .:Ur.! .'251 .17.S .136 .111 .OGO .OT! .01;17 .lJiji:! 
a . .30.'i .zrJ .21s .~•is .~ ... ,_, .1;8 .us .11:i .001 .o:u .otJI) .007:1 
g .31:?' .297 .~-:! .:!00 ."l~·~ .150 .140 .115 .06:? .ro:J .Olll .OOH 

10 .. '\17 .301 .2S7 .274 .262 .1&1 .Hl .117 .OGJ .O..lJ .01-&:I .0075 

11 .122 .300 .2'Jl .:ns .ZM .lól\ .14~ .110 .004 .rol 
1~ .371 .311 .:..'00 .?S'J .2<0 .tS:.J .H7 .J'll .OOS .l'l.H 
13 .33'2 .310 .aoo .2'i7 .ZH .ltl2 .HU .1:::: .or.6 .0.1\ 

.OJ.115 .0071 

.OH~ .0078 
.0151 .0070 
.OISJ .Oo::.:o 
.01!.n .~·---.: 

J4 .337 -110 -'lfl.".i .:.?91 .:?>t> .195 .1.SJ .):! ... 007 .0..10 
15 .!U:! .3~5 .310 .~5 .~S-J .t~i.,q .15' .12r, .OUS .0..1(1 

UI .348 .3.10 .3H .3tl0 .';!'i':' .ZOI .t~Ji .t:!.'{ .O&l .0.17 .01.~S .f~.:3 

17 .J.s:l .3J5 .:HCJ . ..1(H .::11 .2G-I .H~IJ .tn .070 .t\.17 .01r.o .C.)S' 
JS .J.j7 .3..10 .:J'....'J .JU.5 .2lJ5 .:!07 .101 .J:lZ .1171 .o:t8 .016:? .Oüd5 
¡g .362 .3H .327 .J12 .ZYJ .210 .16-1 .1:u .on .O.'l.'i .01tn .~1 
20 .367 .31~ .JJJ .317 .303 .21~ .!(>.\ .135 .073 .OJU .0107 .!JO.SS 

30 .4C"I ..11f1 .3tU .3.1\2 
40 .44' .422 .4'Y.l .Jll.I 
w .470 .453 .4.11 .412 

JOO ,QO .L73 .M6 .~21 
200 .7S .74 .70 .67 
WO 1.11 1.00 l.OI .ll<I 

.337 .237 .184 .l!il .n.'ll .o.&3 .OIS7 .000...'l 

.:rn7 .2~18 .ZOl .Jfi.'i .~9 .fH7 .OZCH .0107 

.3'.H .Z:7 ~'116 .177 .tY.JS .~1 .O' . .HO .Otl.S 

..f.U•J .3.~.1 .2i':J .Z.?1 .J:.?l .OGI .O'l7i .01'411 

.tri .4,"..I .:IS:I .:.'00 ,IW .0..'3 .0:1.\S .0183 

.n:.? .M .MI ..111 .:zl .119 .OS13 .~9 

__ _:1..:000=.=.....:1...o.<c..7-'1-•_o 1 3J 1 '1! 1 ?.! .f..tj ,f,(¡9 .hl!l .~~ll ,J!í.3 .{)\;..IJ .OJj7 

• Abo lhc (ai::lort frorn ((tot.111 Ml11t;e!)/(numl~r in ~\JflH to iUl0"1.nt'CS ror ID!.'ll..1-.d ·.1. 
one-way clM~ific4lÍon. · 

••Ali cunli.dcnt<t 1\.nll"mrnt.s wi\I be-. cor-rect. in ead1 ot O~':'c ol onc .. uy elns.,ific:itico.s t.o 
trbich 1lJ1plird, 

.... .. ... 



Tabla XVI. (Contilluaci6n) Loe valorea Be Tabla XVI. (Continuaci6n) Diseño de Dos Criterios 
multiplican por la Media de 

de Claei.fic¡¡ción de acuerdo al Nl<todo 
loe Rangos dentro do Grupos. Intermedio. 

Cr: 0.05 
=-:=~--- -~-..:::=.~-------"=-:-: 

..:....:...-.;:::.:;_-:-=""=.::;=--==--=-~-~-

9 10 
cr- 0.05 I:? .71 3. 79 2.Jl l fi9 1 31 l.)) .06 .S4 .75 12. 71 3.3!l 1.15 1.66 L39 1 Z2 1 ro 1.00 .g,) 10 15 :IO 30 'º [,{) 100 200 600 1000 

3.01 1.1~ 1.-40 l.O'J .00 .77 .eq .M .&& 4.37 1.11-~ 1.-LJ 1.11 1.01 .00 !<:! • 75 .70 
7.0 . 7.1 7.2 7.3 7.5 7 6 7.0 8.3 8.8 0.3 

.70 .01 .55 .60 

6.1 5.3 5.5 5.7 5.8 o.o 6.3 6. 7 7.2 7.5 2 S1 1.6<1 1.21 .07 .51 4.7 4.0 5.1 5.3 ~ 5 5.6 o.o 0.3 0.8 7.1 3.07 1.62 1.21 1 00 .&'! .79 .n .01 .62 4.5 •.s 5.0 5.2 5.4 ti.& 5.0 0.2 6.7 7.0 
2./;3 1.54 1.15 .92 .78 .67 .50 .53 .48 7.l ~ 
2,!.i7 1.4.5 l. IO .92 .81 .i3 .67 .lrl .M 

6 4.5 4.S 5.0 5.2 5 4 5.5 5.0 0.3 6.7 7 4.5 4.8 5.0 5.3 5.4 5.6 O.O 0.4 6.8 7.2 
"I 2.311 l.l>O 1.13 .01 .77 .GG .59 .:.1 .48 

8 4.0 4.9 5.J 5.3 5 .~ 5.0 6.1 0.4 o.o 7.3 

~ 2.:tO J.3S 1.04 .El . 77 .00 .GJ .50 .55 
o 4.6 4.0 5.J . 5.4 5.6 5.7 G.2 6 o 7.1 7.4 f 10 4.7 5.0 5.2 5.5 5.7 5.8 0.3 6.7 7 .2 7.5 

"' 2.32 1.49 1.12 .91 .77 .67 .M .53 ... , n 2.13 l.:ti< .!>') .St .74 .07 .61 .57 .63 
¡ 11 4.8 5.1 5.3 5.0 5.8 5.9 6.4 6.8 7.3 7.7 f .! 12 4.9 5 2 5.4 5 7 5.9 6 o 6.5 6.0 7.4 7.8 8 2.30 1.49 1.1~ .01 .77 .67 .50 .53 .49 
e 13 4.0 ·s.3 5.5 5 8 6.0 ~. I 6.6 7 .o 7.5 7.f ¡ 2.01 1.23 96 .SI .71 .o.s . .5~ .t;S ·.52 "' .. 5.0 5.3 5.0 3.9 6.1 6.2 6.7 7.1 7. 7 8.ó i • 60 .s ... .40 

u 15 5.1 5.4 5 6 5.0 6.2 o 3 0.8 T -~ 7 .8 S.2 2 29 1.40 1 13 .92 .78 .M [ 
1.93 1.10 .03 .79 .10 .ro .5.~ .54 .61 

16 5.1 6.5 5.7 e.o 6.2 .• 4 6.0 7.3 7.g 8.J l3 .9 .. 10 2 30 1.51 1.15 .!13 • 70 .G9 .61 .66 .w 1 
17 5 2 5.e 6.8 6.1 • 3 0.5 7.0 7. 4 ·a.o 8.4 

j 1.87 l.IG .DI .;s .M .62 .s• .:.:i .so 
18 S.3 5.6 5.0 0.2 6.4. 0.6 7.1 7 5 8.1 8.5 

" 19 5.4 5. 7 6.0 6.3 6 5 • 7 7 2 7. 7 8 2 8.7 
"' 11 2 31 1.52 1.16 .Ot .so .70 .6l .64 .51 

20 5.4 6.8 6.0 º·' ... G R 7.3 7.8 8.3 8.8 
181 l.U .00 .70 .67 .61 .56 .5'l .49 30 6.0 6.5 0.7 7.1 7. 7.6 8.1 8 7 9.3 g 8 

12 2 33 1.54 1.17 .00 .RI 71 .03 .56 .51 
40 6.G 7.0 7.3 7.8 8 o 8 2 8 g 0.5 10.2 10. 7 

1.77 l. ll -"~ .n .ll<l .00 .56 .52 .49 
60 7.1 1 5 7.0 R 3 8.G 8 9 D 6 10.2 10 D 11.5 100 8.0 O.G ID.O JO 5 ID U 11.:? 12.1 12.U 13.0 "·º 13 'J 35 166 1 10 97 .b"'l .i2 ·°' .57 .52 

200 11.5 12 3 12.0 13.G U.I 
" 5 u.o 10,0 17.0 18.8 l.H 1.10. .87 .74 .6G .ClO .5.> .51 .48 

500 IG.4 17 6 18.4 HJ.á zo:.? 10.7 23 3 23 R 25.6 26.0 

.73 -~ .SS .63 

1000 21 8 2.1 4 24.4 2.').S 2C.8 27 . .'.i 2'1 6 31.6 3t.O 35.7 " 2 37 1..57 L20 .98 .R:t 
1.71 1.00 .&! .73 .05 .59 .54 .51 .u •Abo lhn factont from ((mean r:i.n¡;,e)/(ournlw-r in ¡:roup)] to allowa11~ lor mf".an1 in A 

OOC·Wf\Y cln.~ificnlion. 

• 141w<'r rntriM ara 11!Jlo fnrt...r:o. frvm tm·n.n r•ui:c o( diílrn-nrnt lolÍllownners for '°"' hlCAnlf •• Ali contidcm.-e &tatcrnf"11la •ill btt oorn-ct in f'3c.h of 95% ol onf!l..•·3y cla.uifiD'll¡on. t.o 
uppcr cutr1t'S a.1c abo fo\(:tuu fruhl f(!qLuJ ungr),(mimhcr of ruws)J to a.llo-.·:rntt'• lor colunm 

w.Wcb applie<l. 

fr,C'!~~lJ tonfiJcnco 11l.,ll!'tnt'nlA al .. 111t "•"°IHl'lrt t.olal1 wilJ li.c Currcct in taC'h Ol 0S1,1' of hro-way 
cW~1fic:-.!llion5. t<J w(Jid1 np¡1hr<l: ,;irnil.'\r n.,uh h•1ld., Íi.Jr '°"' lo!...i.!,, l1C'n~'C. nll 1t.lt..c:m.nla a.bou~ 
aU kllJlÜ will lH! tofn'rt. ·u cach oí o\·rr 001."é uf ali tvro-1uy.cL"\ASifiCAtiou.s.. 



Tabla XVI. (Continuaci6n) (\' =- 05 

-~=:=-~ .. ....:=-::..-=-.=-=--~ 
11 12 IJ lt 15 IG 17 18 10 20 

.M .G2 .57 .hJ .49 .IGI ,4lf, . .-ro :;1ss .JG9 

.67 .81 .78 .74 .71 .05 .00 .IH .lrl .597 

.ro ·'º .42 .l• .37 .3t7 .:t'Ui .311 .290 .252 

.G-0 .G3 .00 .57 .55 .63 .51 ... .411 .4&11 

.4s .42 -~º .30 .34 .321 .JM .7-'!8 .274 ·= .69 .66 .6J .51 . 49 .47 .<G ... .43 ·"º 

.H .41 .3., .35 .3-1 .314 .~J7 .282 .2GS ·= 
J .66 .52 .w • '8 .46 ... .<J .u "º .389 

.. 6 .'4 .41 .38 .33 .83 .313 .ooo .ZSI .2M .256 

i .52 ·"° ·.•7 .45 .44 .'1 .41 .39 .38 .3rJ 

.. .H ·" .38 .30 .33 .315 .n5 .283 .:no .7-5! 

" .t.O .'-'! .40 ·" .42 .41 .39 .38 . ,37 .:IM 

f .•5 .41 .3.5 .30 .34 .319 .3W .:m' ,:173 .2<11 
l .49 .47 .u .43 .u ·'° .38 .37 .30 .351 

1 g .45 .42 .30 .30 .34 .m :300 .2111 .:nr .26-1 
.'8 .46 ... .ll .to .39 .3.'J .30 ,35 ·™ .. 10 .46 .•2 .30 .37 .35 .:ns .311 .:l'J5 .:vn .28'J 

f .47 .45 .43 ·" .to .3.'J .37 .36 .35 .338 .. 11 .47 .43 .to .33 .35 .333 .31G .300 .284 .:173 
.47 ... .o .u .39 .3.~ .38 .35 .34 .3.34 

12 .47 .44 .41 .3.5 .30 .33,ij .J21 .31\S .:ioo .211 

·'º .44 .42 .40 .39 .37 .36 .35 .34 .3.10 

13 .'8 .41 .41 .39 .30 .JH .:r.~ .JIYJ .:r.15 .2!<1 
.45 .43 .ti "º .33 .37 .30 35 .34 .nG 

u .49 .45 .42 .39 .37 .349 .3.1'1 .314 .:iw .2.<14 
.~ .43 .41 .39 3!J .36 .35 .JI .33 .:r.:J 

' 4wer en tries are ilio 111.ctors frocn mt~n nnrc or difff:~nc~ to allowan~ ror "'°'° m~¡ 
Uppu en~cs &te ab.o tutora lrotu l(toLal rn.z:1g~)/(011ml>er of Nn)! to allow.tnec:. for rolu1rtl'\ -"All con6dtnee et.Akmtnt.9 abou\ C'Clum" loLAlJ ... 111 be corrtct in t11.rh ol 9~3 ol l•°'"•&J' 
cla11Uicallona \.o whid1 applit•J: airutW n.,ull. holJ.t for rcv lot~'\lt, btnC'e aU ll•t~u~cnl.a abou.& 
U t.ul&b wlll be oorrrd la t&tb ot over oo~,Q o! ..U \wo-wny clo.uificaliotu. 



Tabla XVII. Cuantiles de la Distribución 
.u.• Mex. 1 x,I /a con p:.l •• 4 

(Rererencia: Cap.IV,secc.3) 
-- ·- --- --- -- ·-· . ._ 

1-• h....,, it.tl+V'l"!-)ll,. 

-- .o .1 . 2 .. .. .6 .. • 7 

(1) (>) (3) m ,., (0) {7) (O) (~) (10) 

•) p-2 
.IO 1.3' t.2l J.U l.l& l.U 1.U 1.1:r 1.10 '·°" 1.0< 
.oo t.03 1.U 1.37 t.37 1.l<l 1.3~ i.:u 1.32 1.ZIJ l.:'~ 
.70 1.78 1.71 1.0..l 1.0..1 1.0J J.G:J l.GO .... l.~ 1.6:1 
• so 2.1a '·°" :i.01 2.00 : .no 1 9U l.?7 L9~ l.'Jl. 1.&.1 
.oo 2.78 2.76 7.M 2.Gn :.!.M :.ca ~-'·l , "" :.:17 z.:.~ ... •.r.o 2.•a J.3! l.l!I 3.:n 3.JO 3.Jt. l ll 3 .27 3.Z3 
.976 4.Sl 4.31 •. :o 4.19 4.18 4.17 4.U ,,Jl 4.07 '-'"' 
.99 6.00 6.CO 6.tO ··'º 6.0 6,"3 6.40 ._,., 6.31 6.Z!'> 

-
b) ·-· .80 ~.so 1.0$ 1.74 l.18 1.73 t.70 1.00 1.<Al l,S& 1.·U 

.ro 2.t.D 2.31 2.00 2.00 1.97 l.Ol 1.00 1.M 1.77 ...... 

.ro ::;n 2.M 2.SI 2.30 2.::s 2.~t. 2 .::!O 2.13 2.00 l.!JU 

.ID 3.lV ·-~ 2.7t :z.n Z.70 2.07 2 .01 2.C..\ :n : .'.l';' 

.oo .... 3.01 J.61 •.r.o 3.47 3.4.J 3,37 3.30 3.:n 3.0•J ... .... ,.8:3 ,.37 •.30 '-" (.:'il 4.'21 
'· 14 •.<>< 3.tr. 

.•71 ª·ªº 6.117 6 ... 6.Jfi 6.30 6,2.\ 6.17 6.10 .... ..... 
·"" 7.03 7."3 0.00 0.00 o.oo O.M 6.76 O.Dl G.H O.:?G 

e) r•to 
,60 2.78 2.ro 2.02 2.01 1.flF. 1."3 J.88 1.81 l.;:! 1.01 
.oo •.oo !.78 2.">7 2.:~ :.::J ~. 10 2. 13 2.05 .. .,. ) "-' .ro 1.30 3.11 7.M 2.39 7.><I 2.!H :.4!> 2.37 :.~• :?.1.\ 
.so 1.75 .... ª·°" 3.05 .a.01 .... 2.S9 :l.Rl 2.7'1 2.M 
.oo 4.ll<l ..... 3.8~ 3.87 0.113 J.78 3.70 3.00 3.4.S. 3.3~ ..• 6.M 6.&e •-"" < .BO 4.7C 4.r.9 .. 1'11 4.48 <.:lG t.2t} 
.97• G.7'7 e.1• 6.88 •.M et.fa ti.76 6.68 .. .., 6.30 6.19 

·"" 8.ftl a.cu 7.67 1.61 r .t.:i. 7.-UJ 7 .ll 7.U .... G.llll ---
d) p-~ 

.r.o l.t.D J.10 2.3-1 '·" 2.':.'a 2.Z'J :?.U :.oo 1, º' 1.81 

.6D 3.76 3.tO 2.0:1 :.ro 2.:.0 !L:.O 2.'2 2.3~ :.~ :?,00 

.ro 4.00 31_&,g 2.07 2. O.\ 2.01 2.8.f. , .1G 2.0-0 :?.t.J 2.37 

.llD 4.00 4.41 3.-47 3 .45 ª·'º 3.Jl 3.:?t 3.13 2.V'J : 8:.J 

.oo 6.(1() 6,"2 •. 38 4.36 4.31 4.Zl 4 .12 3.0S 3 ,f.J 3.C:.? 

.G6 ft.77 e.11 :i,.u 6.38 6,32 6.~ :LID 4.ii'J 4..81 •. 67 

.V76 8. ll 8.11 0.!'111 .... G.47 0.36 0.2~ e.11 6.88 6.<Al 

·"" 10.1 10.3 8.(G 8.H 8.41 11.:G 8.07 7.fU 7.M 7 ·"° 

.. . . l.D 

(l 1) (l:l) (13) 

-----
l.l\l .Ol ·" L'..!I LH .•. 
1. -47 1.11<) 1.10 
l.t«t ).75 1.63 
'.ti 2 _,,. 2.13 
3. IO 3.07 2.77 
3.0!S l.ll !.60 
6.10 O.o:I ··"" 
1.Jl 1.18 .'11 
1.5(] 1.39 ... 
l.bl 1.04 1.l!> 
, :"J 2.0l 1.63 
~ .VJ ;z,7.\ :J.13 
J,;,l 3.49 2.18 
4..r.J 4.32 S.60 
G.l?l 6.0< '·"" 
1.47 l.Z7 .H 
l 'º LUI .N 
l.W 1.77 1.19 
::1.40 :J.10 t.63 
S.07 ..... '!.13 
3.08 . ... 2.78 
•. oo 4.61 3.00 
0.34. •.oo '·"" 
l.Dl 1.3'0 .74 
1 67 l.02 ... 
2.11 J.l>O 1.10 
:.no 2.3• 1.63 
J.J<l 3.01 2.13 
4.Z7 3.S.~ %.'tB 
6.:t <l.76 ··"" 0.77 G.1:? 4.GO 

• Colamns (l) ud (2) l(ive 010 1 -01/2p and l t J(l-A)1'" r'f'rccntat:e p<ilnU, rrtrtttinl7, ol \he Studec.t t 
W.triLuUoa. Col11mn1 (3) thro<Jch (13) ~V• tho l -n p<,1nls In the 11....Jtnbution ul u •m&.1. l1t0I !•. wbrre ri, • • •, ª• 
havo a Joiut noruULl di.altibution wüb Hro m.ea.na, uw\ vari.a.tu~c•. a11d eorn-lation1 t"qual kl - a11d wbere w• IA lDde
peodtnl. ol 2"\.o • • • , z,., aud hu• Ch1-aquare duLnbutiun whh .- df'¡r- ol httdOlb. 

2 9 2 
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Tabla XVII. (Continueci6n) 

g.l. - 10 

... _ 
1~ h-.,_,. ..,,..,,,. _.,"' 

- .... o . 1 .. .. .. .. .. .7 .. . . 1.0 

(1) (>) (l) (<) (6) [O) (1) (11) <•l 00} (11) (1') (11) 

•) ~-· .60 i.n 1.11 1.00 1.00 l.O!I 107 106 1.04 1.02 . M ... .113 .70 

·"° 1.37 l.?11 1.2'7 J.71 .... l ,Z!. l .24. l.'ll l.W L 1e l.11 1.0<I .aa 
,70 l.M 1.W l.•3 l .4.8 1.4~ l ... i 1.H 1.<l 1.41 t.311 1.311 '"" 1.0'1 
.80 l. l!U 1.18 l.71) 1.7!1 1.7& J.74. l.'3 1. 71 1 •• .... 1.01 ..... t.n 
. 00 2.,,,. 2.21 :'.ti;! 2.10 2.10 2.18 ::!.17 '2.l& 2.U 2 .10 2.00 • 00 1.81 ... 2.03 .... z .01 2.C.1 2.00 >.DO l.M :1 . .5i :?.M 2 .!:! 2.<1B 2.43 2.n 
.075 .... l.o.J 3.02 3.0;.! l.Ol 3.01 J on ::i.w 2.00 .... '·'"" .... .... 
.1>9 l.M ª·"" 3.67 3.C.T 3.M .... 3.M 3 63 3.lll 3.40 ,_ .. l.'1 1.11 

b) ·-· .60 l.02 1.7G l.00 .... 1.tH 1.&I l.67 l. ~I 1.<4& ) 'º t.:u 1.10 ,70 
.flO 2.00 .... 1.84. l.ft.4 1.8'2 l.i~ 1.7$ 1 º' l.t..1 lb< l." 1.U .114 
.ro 2.23 2.1' =.oo 2.0!1 Z.OJ 2.C-.:J 1.1>1\ 1.91 l.6t 1. 70 1.6.5 .. .., 1.00 

·"" 2.47 St.41 "" 2 .33 2.31 2."'I 2.:!i :? • JU :: .17 2.N l.0<& 1.1"> 1.31 
.00 2.87 2."" 2.77 2.77 2.76 2,7J :Z.01 2.M 2.M '! -~º 2.:111 2.2'~ 1.11 ... l.28 l.1ft 3.00 J.:!O 3.IR 3.10 3.12 3 .07 3.01 :J 'Jl '.83 2.ro 2.23 
.V7b 1.60 3.GO 3 .C..l 3.113 3.tlt .... 3.~.s J.00 J.H a.~; 3.Z\l S.13 .... 
·"" ..... 4.:?e .... :1 .... ::i •. JI> t.M t. ll l.O'J -.1.03 J.M 3.1:17 •.71> 1.17 -

a) r-ID 
.60 .... 2.0.5 1.1>1 l.l>J 1.88 1.ll3 1.77 l. 70 1.GI l.51 t.JS l.!IJ .70 
• oo 2.30 .... 2.0<> :l.OS 2.0~ :Z,01 l .~.'i l. 91) l.!lll 1 'º l.M t.37 ... 
.70 2.60 2.U """ :?.."lJ 2.:n 2.~: ~. l7 2.10 :?. o~ l.01 L"';tl .... l.IW 

.80 2.7& 2.71 .... :.~; z .!>5 2.61 :.40 2 ,:J\) 2.3\ :.:o 2.07 l."8 l.37 

·"° 2,17 3.lt 3.0l 3.0l J ~)J ~.oc~ :.'ll 2 .1\3 ' 7; : r.i: 2.:\.J 2.37 1.11 ... 8.118 3.~7 3.U' :1.H 3.U J.40 3.3~ 3.'Z'.I 3.:1 3.1J 2 .97 1.81 2.~ 

.075 4.01 4.00 3.1>1 3.'..IO 3.8" 3.6" 3.7\1 3. 74 3.0> J .~5 3.•~ 3.2• 2.64 

·"" '·ªº .¡,,}'iJ 4.!i} t.W t.H -4.4.5 4.40 t.34 t.:!:. t. I~ 4.06 3.112 l .U 

d) .. -~ 
.60 .... 2,t5 :z.:1 2.10 2.IG !!.ID 2.03 l.9t. l.&3 J.70 1.113 1.80 .70 
.CIO 2.78 2.0J :!.40 .... 2.H ?.':9 2.21 2. n 2.oz 1 .8.'1 ' 72 1.41 .113 
.ro .... ~.81 z."1 o.no 2.W 2.61 2.H 2 ,35 'Z.'Z• ';?.lt 1.~H 1.10 1.09 

·"" 3.17 3.11 :;:,{)() 2.8lJ 2.M ~.so ;?.7J 2.M :! .. \1 2.iO :?.':?l 2.00 l.37 
.00 .... ..... 3.33 3.33 3.32 J.:n 3.20 3 11 :un 2.87 2 .70 2.47 t.81 ... .fi.Ol 3.9'J 3.92 3.82 3.78 S.7J 3.M 3 .~; ~.-so 3.3.1 3.17 .... 2.~ 

.076 "·"' t.43 •.::a t.r, t.:Z• •.18 4. 12 4.113 3.U'J 3.78 3.t'.ll 3.18 2.M ... 6.!la &,U:i 4.Vl •.llO 4.86 t.61 4.H 4.00 4.67 4..0 1.211 3.o¡ 3.11 
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Tabla XVII. (Continuaci6n) 

g.l •• 30 

- -· --· - ~--~ -...... 
1-.. ..... ,.,, ''""•'"º'"*'"" ,-.o .1 .. . 3 ·' .a ·" .T .. .. 1.0 

(l) (7) r.11 (4) (&) l"l (7) (1) (9) (10') (11) (1:) (13) 

al ... 2 
• 60 1.17 1.01 1.01 1.00 l.OC J.0$ 1.04 l."2 .... ... . .. ... .... 
.eo 1.$1 1.24 1.:.1 .. .., 1.:-3 1.:n t.:1 l. IS J. lO 1.13 l. ... 1.0'l ·"' .70 J.45 1.43 1.4:1 1.42 1.41 1.tl l.3'l 1.lJI 1.3S t.:i:: t.:.S l.'2 l.~ ... J.70 l.G7 l.M t.r.o 1.00 1.0> l "' i.e2 1.00 1.67 1.!1..1 J.(Jll 1.31 

·"" 2.04 2.03 2.0J 1.0..l 2.<Y.l 7.01 i.'.,l!I) 1.119 l,gf 1.05 1.Ql 1.ft.P. l.TO 

··~ 
2.30 . " t .3.S :.3~ 2 ,~ :.H : .'ll ~ .3:: 2.ll :!:,Z\1 2.:t; !!.'U 2.M 

.gfg 2.00 : ,Gl 2.GG 2.r.~ :1.r.~ 2 .C.5 :.CA 2 .(i.3 7.a.:I :?,(>() ,,b] .... 2.:16 .... a.ro 1.03 • . OJ l.UJ 3.o:J l.CJ J.02 3.01 3.00 . .... 2.'IM'• 2.~l 2.7S 

b) p•CS 
.60 J.7Q .... 1.62 l.G::I i.ro l.l5.7 1.t.1 1.47 1.41 1.32 1.::r.I t.r.r . .. 
·"" l.llO 1.80 l.77 1.77 l.':':i 1.i'2 l.t.S Lr!S l."7 1.tO 1.38 L'H ... 
.TO 2.0< i.~n 1.05 1.0$ 1.03 1.00 1.fl.O 1.lll 1.7~ 1.f..9 1.M t.H 1.0J 
.llO 2.n 2.10 2 .17 2.10 2.U :;:.1::z Z .O'J 2 .os 1.00 l.f.I~ 1.8.1 1.G9 l.Jl 
.oo ~.H 2.r.:i 2.W 2.!IJ 2.4? ::.n 2.U 

2 ·"' 
~.J..) :l,'Z"J 2.10 ~.()J 1.70 

.05 2.S2 2.Sl 2.IU 2 .60 2.l§l) 'J.]V ~.iG 1.12 2.M :.f.:l z.:. .. 2.n :.01 

."76 3.10 3.10 •.oo 3.00 S.O? 3.07 !LO~ J.02 %,03 :Z.Ol ::.M :.7.!> 2.:16 .... a.u .... 3 .4~ J.U. 3.<t 3.4:1 3.C~ 3 .40 ..... 3.:u 3,;7 :i.U 2'.7& 

o) p-10 
.60 2.0< 1.00 l.80 1.83 l.s:l 1.i'S 1.T: l.(lO 1.~7 1.47 1.:U 1.16 ... 
.ro 2.U 2.04 '.00 2.00 l.P7 1.t13 l."" 1.81 1.73 1.03 l."1 1.3:: ... 
.TO 2.28 J .:!1 %.17 2 .17 2.U :.rn 2 .o~ 1.119 1.01 t.r- 1.70 l.!.2 .... 
.w '·"' 2.'1 2.311 2.3" 2.3~ ~.32 ::.'2B 2.22 2.U 2.00 1.1>1 1.17 l.31 
.00 2.70 2.71 2.71 2.71 2.t'Hl 2.G7 2.03 .... !.61 2.<3 2.:n J:.18 1.70 
.05 S.03 3.0l 3.01 3.0t 2.IX> :.111 ~.94 2.Sll :.M 'l.70 2.M 2.U 2.01 
."7• •.30 S.30 3 .Z9 1.29 3.:11 3.2.'i 3,23 3 .10 3.1' 3.07 'l.07' .... 2.311 
.w 3.116 3.6t '·"' 3.64 3.G3 S.6~ 3.00 1.M 3.!12 2.U l.3Q 3.2' 2.76 

d) ·-20 
.60 :t.36 2.:n 2.H '2. tJ 2.10 2.04 1.'n 1.8' 1.78 1.03 1.'8 1.:6 ... 
.oo 2.4ft 2.!6 2.::0 l.Z9 2.:u 2.10 '2.l~ 2.0i 1.03 1.81 l.M 1.ll ... 
.TO .... 2.M 2.46 2.H 2.U 2.36 2.30 2.22 2.12 2.00 l.S& 1.03 LO~ 

.60 2.76 2.71 2.00 '·°' 2.r.2 .... ::.~l 7.44 2.30 2.7-l 2.00 1.88 l.Sl 

·"" •.Ol 3.01 :LV8 2.07 2.V.5 2.01 :.&ll 2.70 2.71 2.r.o 2.47 2.27 1.70 
.05 •.:io ·-~ 3.27 3.r. 3.:.5 3.22 !.17 3 .11 3.04 ..... 2.81 2.00 7.04 
• 075 ..... 3.M 3.M .... J.63 3.00 3.tG 3.41 3.3'4 3.U 3.12 2.Dl' 2.34 .... 3.00 '·"" 3.80 3.69 3.83 3.Sti 3.6:? 3.78 3.72 .. ., '·"° 3.:U 2.75 
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Tabla XVII. (Continuaci6n) 

g.l. " CX> 

-- - = ... _ 
1- ,._..,.,, IU'lt\."(1.-c)l/' 

~-.o ·' .2 .3 .. .& .e • T .a .. l.O 

(1) ¡:¡ (l) (<) l&) (6) (7) (B) (O) (ID) (11) (1%) (13) 

a} ,. .. 2 
.&O 1.15 l.OA 1.05 l .OS J.C>< ..... '"" 1.00 0.93 o.vs 0.00 º·ª' .G7 
.&O 1.28 .. ~ 1.2'1 1.21 1.70 1.:0 1.18 1.H1 l.14 1.ll 1.07 1.0l .&• 
.70 l ... 1.3.g 1.3~ 1.30 l.3Q 1.:l8 1.30 1.2'5 1.~:.l l.tg l.~ 1.:0 l.M 
.80 1.&& i.e:r 1.02 t.t.:I: l.Gl l.C.O 1.t.~ l.M 1.! .. 'l J.'3 l.41:> l.44 1.:.S 
_go 1 ... 1.~6 l.V5 1.0!1 l.W 1.04. 1.03 l.O'l l.Qo> 1.M .. ~ l llO J.OS .o. 2.24 2,2' 2.24 2.:u 2.:a :.1.3 2.:2 t.21 '·"° J, 18 2.1.s 2. 11 1.00 .01• 2.eo 2.W :.ro :.ro 2.(9 2,4') 2 •• 2.43 2,(7 2.45 .. ., 2.3'l 2.U 
.DO :Z.11 2.81 2.61 2.SI 2.tu 2.SO 2.eo :.n 2.TV 2.77 :r.1-' 2.72 2.M 

b) ,,-o 
.ro 1.73 1.00 1.W 1.('.0 ..... ..... 1.60 1.U 1.S.S l.!O l."° 1.o.I .eT 

·"" l."3 l. 74 1.H. l.73 1.n 1.Q'J l.C.0 LOO 1.5..1 1.41\ l.M i.:1 ... 
.70 1.06 1.00 1.00 t.69 ..... l.~ S.&l 1.77 l.71 l.04. ..... t.U 1.04 
.80 2.13 2.00 2.0\J 2.00 2,07 2.05 :.<rJ 1.\111 J.tl'.1 t.S.tl 1.'77 ).nf, .. .. 
.00 2.39 2.38 2.3" 2.37 2.:tc ,.3~ 2.32 2.20 'J.::~ :. l'ol ::. ,, 2.00 ..... 
.oo 2.M 2.C3 :.c.J 2.GJ 2.C.J 2.01 2.(.9 2.!S7 "°" 2 ..,. :r.~ 1 2.lO 1.00 
.•70 t.S7 2.M 2,M 2.M 2.M '·""' 2.83 ::.81 :Z.78 '2,74 2.C!\ :.ts 2.:U 
.DO a.1-1 1.14 ,,, 14 3.U 3.H 3.13 ~.13 3.11 J.Ct'l J.O~ 3,00 ::.QO 2.1111 ---

o} p•10 
.l!O l.O<I 1.83 1.83 l.6, 1.79 l.;"'.'i 1.iO 1.63 1.C-5 1.U l.S2 l.U .01 
.oo 2.0& .... 1.96 t.M L\.lJ 1.60 l.S< l.77 1.GU '·"" 1.41 t.30 .... 
.70 2.17 %.11 2.11 :.10 2.0S 2.01 2.00 .... 1.BO 1.77 1.65 l.4'J t.o• 
.80 2."3 .. ,. ~.'!'? :?,'.?S :z.:rn 2.~.1 :.?.10 '.? .14 2.08 1.<Xl l.&! 1.73 l.ft 
.00 .... '·"' : "'' :t.~ 2.~l 2.:J~ ~-º :!'.4.S 2.:lil 2.:.:-::0 :'.Z~ 

:! ·º' l.6.S ... 2".61 2.W 2.H0 
2 "" 

2. 711 '1.71 ;:,u, 2.n :.c.7 2.í>1 :!.G:.! :.3S """ .Q'U. ª·"' J.02 3.o:! 3.02 3.01 3.00 2.tlS 2.11<\ 2.n~ '2.M :?. 73 2.60 2.2t .... 3.20 3.29 3.Z'.:I J.20 J.::D 3.ZS 3.:!7 3 .::?~ 3.::2 3.11 a. 10 2.M 2 • .58 

d) ,. ... ~ 

.&O 2.:fl :.n 2.12 2.10 2.07 2.01 t.0\ 1 .. l. 7.f. l.02 1,4a l.2f. ... 

.Gil 2."3 2.2' Z.2l 2.:'2 :. u 2. ll !.:.07 Ltl'l 1.fí') l. 77 1.at J.f.O -~· :ro .... 2.37 2.37 2.3'1 2.33 :?.Z5 2,2'.? 2.16 ::.os l.134 1.n1 J ,.SJ l.01 

.80 ..... 2.IU 2.M 2.0J 2' .~I 2.4.7 "l.41 '2.3.S 2.zn 2. 10 1.0'.I l.83 l.'.?ft 

.oo ~.81 2.79 2.7!> 2.70 2 .77 2.74 :.ro 2.6.S 2 • .57 :.•.S :.3Q 2. IR l.tU 

.DO ª·"' 3.0'.! 3.0'Z 3.01 3.00 2.!IS Z.P.S 2.~1 2.F-.S .... ::.n.s !?.4& l.<HI 

.07$ 3.:.?3 3.22 J.~ 3.22 3.'21 3.::0 J.18 3. u. 3.0'J 3,0J 2.01 2.76 2.2-1 

.Vil 3.U 3.IJI 3 • .(S 3.48 3.-t.7 3.f7 3.U. 3.U 3,JS 3.31 3.23 3.07 2.M 
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Tabla XVIII. Cuantiles del Eatadiatico 
Q~. V• nk - k - 1 t el 5 % y 1 % 
(Ref'erencia: CapIV, aecc.6) 

't._ 2 3. ' s (1 7 11 

z 8·09 11·03 13·22 14·43 - 16·48 Hl·3J 17·17 
19·75 26·20 3!>-28 32·H 36·00 36·64 37·48 

3 6·62 ':'·30 8·4( 9·22 9·90 l!>-611 10·81! 
J!>--&fl 13·60 15·50 17·04 JS·lll 18·91 10·76 

4 4-112 6·89 6·81 7·38 7·03 8·28 8·00 
7·83 0·78 11-JO 12·08 12·66 13·3!! 13·!18 

6 4·11 lí·U 6·!12 6·61 6·8ij 7·!3 7-1!6 
6-fi7 8·02 IJ.11 9·76 10·43 10·111 11·25 

6 3·87 '·86 6·45 15-92 6·32 6·57 C·ija 
G·llO 7·18 7-110 8·1i6 !1·02 9·'1 ~·76 

7 3·66 4·68 1!·15 6·1lG !1·88 6·!0 IHO 
6·60 6·67 7·30 7·78 8·10 8·64 8·88 

8 H;s 4··U 4•92 li·31 6·62 6·89 6·07 
6·16 6·16 6·80 7·20 7·61 7·90 8·24 

g 3·46 4·24 •·70 6·1' 6·40 5·65 6·85 
H>ll 6·87 6·4' 6·87 7·22 7-110 7·76 

!O 3·~8 4·14 4·6( 4·99 . 6·24 b·48 6•68 
4·19 6-6' 6·19 6·60 6·01 7·13 7·.f.2 

J1 3·32 4-07 4·1i3 4·87 6·12 5·34 ~·62 
4-1¡7 6·47 5·00 6·35 ·0·66' 6·92 7·11 

12 3·27 4·00 4·44 4·77 5·02 6·U 6·42 
4·1!6 6-33 6·86 6·18 6·49 6·71 6·90 

13 3·21 3·93 4·30 4·68 4·9( ll·lli 6·32 
4·48 6-22 6·70 6·02 6·20 6·113 6·73 

1' 3·20 3·88 ,.32 (·62 4·86 5-0& 6·23 
4·40 6·13 li·68 6·91 6·16 6·41 6·1!6 

16 3·16 3·85 4·26 4·66 4·80 5·00 1!·16 
4·3' 6-03 5·47 5·80 0·00 6·26 6·41 

111 3·14 3·81 4·22 4·51 4·74 4-114 6·10 
4·29 4·97 5·41 6·71 5·96 6·16 6·32 

17 3·11 3·79 4·19 4 .. ,, 4·10 4·8S 6·06 
4·23 4·60 6·33 11·63 6·87 6·07 6·23 

18 3·09 3·73 4·14 4•46 4·66 4·84 4•09 
4·21 4·84 6·25 IH!ll 6·70 6·99 6·1-i 

111 3·07 3·71 4·12 4·41 4·64 4·80 4•96 
•·16 4·79 6·19 6·-49 11-72 5·02 6·07 

!O 3·06. 3·69 4·10 4·36 4·58 4·79 4•01 
.&•13 4·77 6·11! 5·46 .5·67 6·85 6·01 
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Tabla XIX. Cuantilee de la Distribución do Modelo M6xi.mo Eetuda~t.! 
zado ma, k·,~ ; para k* • k(k-1)/2 

¡ ' 

(Referencia: Cap.IV, aocc.9) 

) tj 5.106 

'l• ~.612 
10:! E.lH 

'I 15 l¡ .,, 7.&: 

ll' "1,07, 

4.814 

5 .198 

'.502 

10 

J .. DOl 

c .. 10~ 

4. ~uJ 

... "P)9 

4. 1JJ 

Q: ·º' 
12 

J.6JJ 

],991 

4.Ul 

..... .,~ 
4,650 

t• 

),4JA 

J. 75) 

J.9M. 

4. no 
4.J;:;: 

'º 
J,J.Zl 

J.611 

l.811 

,,,.,, 
4.1)7 

,. 
J,BJ 

J. 5Jl 

J.712 

J.890 

'º 
J, 19'J 

J.U.1 

l.U7 

J, 78,. 

4.020 ) ·'°" 

40 

J.119 

J.1'7 

J,'\O 

J.LOl 

'º 
J.055 

J • .t8!> 

J.S!ll. 

J.6'11 

1'0 

.Z,79) 

J,llS 

l. 1'1J 

l.4"1 

1.914 

l.10 

l.JH 

1 
e 20;· 1.1r..2 '-i&~ s.on .c.1n •.•ll 4,255 ... uo .c.009 1.at2 l,7BO J,c;n J.S6t 

l6¡ 7.t.05 6.Hf ..... Hl' .;,-.,a 4-~fil 4.J~"t 4.22~ C.090 J.9H l.11117 J,l4J .J.•Jt 

110 .,:¡ ~.619 0.)01 '"" >.;¡.;J 4.0I•' .;.«7 •.>O• 4.176 4.0<I J.9'4 >.tO• l.HI 

~~ :: ~¡· ::::: ::::: ::::: ::::: ::::: ::::: ::::: ::::: :::;: ;:::: ::::: ::::: 
u le¡ a.Ju tt.ti.!ffi s.&n s.121 c.9DJ 4.6t.7 4.51' e.ne c.11s •.oe.41 l.915 3,int 

14 91' a.en b,OOl 4;,762 5.J~e 4.970 (.72C 4.Ul 4.4:1 4.l7, 4.lJJ J.?97 l.M7 

l'" lc~;J5.'.:IJ2 6.902 ~.841 ),(6, ~.aJ: C.7S!i 4.L~S 4 •• 00 4.]2('1 :C.11~ .... OlS J.901 

/ 1" ló:O'f9.12.J ~.994 ~.914 S.!J~ S.090 4,f'?1 4.t.74 4.SJE. ,,J(>l 4.ll4 4 .. 070 l.91 .. 

/ 17 L'i'.ie.au 'T.í\"';f '5.'#UJ ~.!97 !>.lU 4.8,6 4.720 4.!'i,, 4,4!"12 4.BC• •.101 l.1)6J 

ie ~5J·j~.U7 1.1:0 .. ,..:,.;.., s ... ~.- :..~"" .-.91; 4.7<.J 4.!.'H• •.4l»' c.;e. '4,1?4 J.1:-JJ 
; n n•. :19 .. ou 1 .. 2n c..105 s • .,Cln !i.242 •.'HS 4 .01u 4.<.J& '·''' c.l16 ... ~'l .: ••• 1a 

f 20 uoil9 .. 1H• 1.Jo> c..1c.1 5.~60 ~.2BG s.ou. 4.lfll42 4.672 4.S.J.G ... ~u. •.in 4.ocJ 
,__ __ . __ ti___ ----- -··-· ·--- -- -- -- ·-- __ ..._ ____ --------- --- ----

• ' J.•21 
-..:¡e ...... ici ¡.:)12 

u ~.610 

Tabla XIX. (Continuación)•• .o< 

10 

J.19t 

J.4f>7 

J,677 

12 

J.OH 

l.JO 

J.S-40 

16 'º •• 

2.969 J,011 J.&Sl 

l.lH l.114 l.0\9 

J, Jn 1.2n J.no 
1 

10 

J.a<n 

l.005 

l. u.o 

'º •o 

J,760 J.TU· 

2.IJ\:Z J.,900 

1.100 l.0'1 

"ª 

J,61l 2.Ul 

2.849 2.lk)O 

l.964 %.918 

Jl f4.nH 4.2U J.S-48 l.700 l.522 l,419 l.l.,2 J.29S J.110 l.B6 l.D9l l .. Oll 

28 LOS7 4.421 J,t9l l.8l5 l.Us l.SH J.4"2 l.J9l J.J?l l.1'1 l.1111 J.117 

. t J6 S,21:1 4,Sfi' 4.116 l.9H J .. 1H l.6H J .. 557 J,4e: l.407 l.,ll4 J • .>61 J .. 190 

10 45 S.JU 4.6'91 4 .. US 4.0Sl l.944 l.721 J,"41 J,,61 l.4DJ l .. 40fi J.ll9 ) .. 25'! 

n ,, 5.5JO 4.806 4 .. 322 4.1.U J.926 l.ln J,716 l.6]] J.SH l.470 l.lOt ).)10 

U 66 ~.6•1 4.901 4 .. 409 4.225 4.0IJl l.BO J.78.J J,691' l.Gll l.'27 l.441 J.l6l 

U 78 S.7SO 4.999 4.48• 4.2"9 4.068 l.9)) l.IMJ l.H5 l,667 l.579 l.49J · l.407 
i 

14 91 5.eso s.oe1 4.s60 4,J67 4.llo J.,991 J.D99 l.noo J.7\7 J.61' 1.s11.:. J.449 

U 105 S.90 S.160 4.627 4.429 4,181 4.045 J,951 J,OS7 l.lM. l.671 J,'SlD J.487 

115 no 6.on 5.UJ 4.Us •.407 4.240 4.095 1.tto 1.902 J.807 J. 712 J.617' J.5U 

17 lJ6 6.106 s.1to 4.74& 4.S..Co 4.2at 4.141 4.041 l,M5 1.sn J.1so .J.652 J.556 

10 151 6,1.79 5,160 4.799 4.591 4.llS 4,184 <l.084 l.9D4 J.085 J.7U l.685 J.~uJ7 

19"" 171 6.2411 5.418 4.049 4.618 4.179 4.¡H o4.Ul •.022 J,920 l.818 J,717 J.61S 

.2_0....._~ 6.Jll 5.'72 4.897 4,tC",,'"• 4 • .cl? •.°264 <.lGO 4,0$7 l.9Sl l,6'$0 J,146 l,641 



Tabla XIX. (Gontinuaci6n) a:OJO 
2 98 

7 JO 40 60 120 k k• .... 10 U l" 20 ·o·l' 

1--~~-...,,I~-------~-----,-----:.-.-------~----~-~ 
J 2.169 2.555 2.410 2.l57 2.:l"Jl •.2H 2.2ll 2.207 2.lOl 2.160 2.ll7 2.114 

6 !1.2l9 2.961 2.711 2.701 l.11~6 2.567 2.514 2.502 2.470 2.4J9 2.408 2.J71 

6 

IJ 

., 
IJ 

ti 

10 1 ).576 

1 
l~ i J.837 

21 I' ·º'ª 
20 J 4. 224 

' Jb 1 '4.37S 

451Í4.'50b 

55 ;;<.62) 

6b ,1 ~4.727 
78 14.911 

91 '•.906 
I' 

10:. '· 98', 

l.25l 

l.478 

J .661 

] .814 

J.029 2.946 2.IU5 

J.229 l.ll<. l.022 

).391 3.n<l l.166 

).527 J.41' ).286 

l.945 J.C.44 l.SJO 

4.162 J.016 l.7ll 

•.2!.l ).917 l.'190 

4.410 4.0~0 l.9l6 

4.,79 4.11'!1 l .. WJ 

l. 190 

l.400 

) .6ll 

l.698 

l. i!.O 

2. 786 

2.956 

),09) 

) • 200 

) • J06 

J. )9) 

J. s )O 

l .601 

2.747 2.709 :2.671 2.611 ~.S96 2.!t-60 
r 

2.911 2.1168 2.0H 2.782 ¡2.719 2.697 

J.044 2.996 2.~40 2.901 'l.8';' 2.801 

3.156 J.104 3.052 J.00) l.90 2.898 

l. 2~ l 

J. Jl5 

) .40? 

) . 5lé 

J.°1% 

l.277 

l. 149 

J.~ll 

J.411 

l.141 J.086 

J.219 ).160 

J.101 ).226 

l.JO l.lBG 

l,40S l.ll9 

l.4~f. l.)10 

l.504 ).CJJ 

J.Oll 

J.102 

l.165 

J.221 

J.272 

l.ll9 

l.362 

2.976 

l.041 

J.101 

3.157 

J.205 

>.20 

1.1'0 

12 

l l 

14 

u 
16 

17 

10 

110 

1)6 

!Sl 

1S.05G 

15 .12~ 
¡ 1. IBO 

... "42 

•• 601 

41.1'16 4.0)7 

4. 229 ... .,..., 
•.ll~ 

l. OJ l 

l.8(.J 

J.91l 

l. 9'55 

) .6~8 

l. 710 

) • 7~'9 

J.•<>< 

l. l!M6 

) .641 

J .6ft9 

). 7)) 

l. n• 

).57] 

J.619 

).'61 

). 700 

l."7 l.41~ J.4Cl l.)J7 

l.~14.., l-~?! •• 1~_l(!..l 
1.550 J.•n >.> .. 

19 111 ::5.2'7 •.708 •.121 c.119 l.tt<. J.8G• :.012 J.7J7 J.661 i:1"" l.:>01 l.os 

20 aoi\1.102 •.757 4.169 ... uo 4.0JS J.9ll ).~8 ).172 1.69'! l.616 J.IH l.UJ 

Tabla :XIX. (Continuaci6n) a:o.20 

Ll--.¡. ;- -------~;---1=-~---;,=-~-;-----~---4-;;--;;;-

¡ l ~:2.l7l 2.1".~(, \.975 l.IJ•U l.~07 l.A'iS l.Oll 1.0'S~ l.8CJ 1.829 
·¡ 

4 6¡¡.z.-;92 1.<J9 ~.)JO >.lR~ :L2J8 L2ü·• J.:.an 2.lol!ti ~.l.C9 :z.110 

101;2.aaq 2.109 2."79 2.liJO 2.•69 2.•13 2 • .co9 l.JB'i 4:.l6l 2.JJ7 
11 

!5 ¡·J.111 :.'illi> 2.:1u l.11; 2.64u i.~t..; 2.'>77 ~.549 2 .. s2:0 2.4'14 
'I 

:H:,J.299 l.061 2.924 J,'J6J i.7tHf 2,74~ 2.712 2.~0l 2.bSO 2.bl'I 

e 2aJll.451 l.220 1.0>1 2.9B7 2.906 2.1157 2.924 2.n1 2.no 2.7H 

9 lL '.11 
J.580 J.J)B Ll61 l.09) J.Otn 2.9~5 2.91C 2.ses 2.M'} l.Bll 

10 451 3.693 3.-'4L J.2!ii 3.un J.ll~~ 1.0-11 J.uo., 2.:.t>1 i.-.19 l.090 
1 

11 S5 11 l.192 J.~l2 3.341 l.167 l.173 J.116 l..078 'J. 019 l.999 2."'}9 

H 6ó !jl.88~ l.6ll J.416 l.ll9 J.243 J.ltU J.~•· l.104 l.062 J.02J 

:: l:: r::; ::::~ ::::: ::::: ::~~ ::::: :::: :::: ::::: ::::: 
16 i:o¡·•.161 i.en 1.•~s l.571 J.••• l.l99 i.J55 1.no l.J&l 1.21 5 

17 ll6 \•.218 l.922 J.704 l.618 l.510 l.441 l.HB l.152 l.104 J.255 

16 15)1·•.271 l.971 ).749 l.662 J.152 J.484 J.4)0 J.l?l 3.142 J.292 

19 171 \~.321. 4.017 J.792 J.70) ).191 1.523 l.476 ~.428 l.l7Q J.127 

20 1901!4.167 4.019 l.B12 l.742 l.62'1 J.159 l.Hl l.02 J.412 3.359 

----__,,,..._ 
!20 ! 

1.815 

:.110 

l.H.l 

2.4t.G 

i .5tl8 

2.690 

l .. '176 

2.U.il 

1.801 

2.091 

2.389 

::.•le 
l .S57 

a.~s 
2.718 

4.811 
i 

2.917 2.87~ · .• t 
2.979 2.loll ~ 

J.OJO l.;98l ·) 1 

J.079 l.O:ia : j 
1 

l.12) l.072 1 

l.165 >.lU 

l.lO> J.lCO l 
J.219 >.1111 ¡' 

l. 212 >.ns 

1.J04 >.2•s j 
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Table IX-A. Valorea den• pero el M6todo Modificado de Gu•to. 

(Referencia: Cap.II,secc.6) 

3 
5 

10 

3 
5 

10 

2 57 
?.39 
2.30 
2.23 

330 
7.90 
:!.O~ 
2 71 

.6 

1.95 
1.83 
1.78 
1.73 

1.0 

136 
1.~9 
1.2G 
t.23 

1.97 
1 03 
1 16 
1 71 

.o 

2.75 
2 ~9 
2 !11 
2."45 

3 42 
3 15 
::L02 
~ 9:? 

.5 1.0 o .s 1 o 
p•- PO 

:ns 151 206 229 171 
205 151 2.7;' 2.16 1 f.JJ 
1.99 t.4A 2 G.".i ?.14 1 f.J 
1.95 1.4!, 2C.O 2.10 1 (jl) 

p• ... . !J~ 

2.77 2 15 3.49 2.07 2 20 
2.!.8 2 OJ 3 ~!J 2.70 ~ 16 
2.<119 1.96 3.14 2 62 2 IO 
2.42 1.92 3 06 2 SG 2.Cü 

Tabla x:x. Valoree poro 

pera el coso 

(Referencia: 

n 

k 

o .5 'o 

31~ 2(>0 200 
3.05 7.54 z fj~ 
3 01 2 .50 2 00 
«" 9(1 2.48 1.ílíl 

3.67 3.11 1.!.-'.l' 
3 f1J 3.0l 2 l.J 
3 41 :'.% ~ •G 
J ·17 ?.9;? ! .¡;~ 

y e 
2, 3 y 4 

Cap.IV,eecc.10) 
.. ·p:·:-~;;-------~:.:.;·:-.·-:o: 

p• ~ .ttll u· 
n. c. ----

Te ble XI. Velares de "· .:. 

R (m b) 
d. k ... , 

• m • .001 2600 5'4 A6 t}'J . ~" .1 27.82 559 
(Referencia: Cap.III, eecc.1.~.2 !>! 00 .i~I 34.12 GOi 67.7-1 .25 38.5• 625 7668 •• oo 

- ---------- - •....:;;,.;: ------- --- .3J 48 80 .667 97.14 
• ,21 

.5 R3 32 .750 1nw • ''-I 
• 71.0 ------ .75 3-ldJR .875 r:n<4o dJT~ m, m, 1.1 1 J 1.5 2.0 5.0 'º .80 54l 20 ,900 1001.12 .90 .2163.SO . 'ºº .950 -'.324 50 . '"º 1 2 1 .033 t.O'H 1.1!'>2 1 78-1 1 882 2.5R1 

1· 3 1.0J7 1 106 t.17U 1.Jl5 1.9t'i2 2.709 b ~ ·3 
1 • t.OJ9 1 llJ t.181 1 :1JS 2012 2 7!)0 .001 3996 S.º5 1 5 1.041 1117 1.rna 1347 2047 21115 .1 4.1.80 

63 .io • 519 
1 6 1.042 1.120 1.193 1.357 2.072 2 88..'I 

.5J6 71 76 ·5l7 .2 54.40 .576 1 7 t .043 1.t:?J 1.197 1'.164 2.092 2.'Jt'J 25 61.94 
!l<JSO ·~b~ 

1 8 1.0"3 1.12'.:i 1.200 1 ;:acl!) 2.101 ?.'JH 33 
.603 103 10 ·"'º 1 9 1.044 1.126 t.203 1.374 2.119 2.!J&4 

78.38 647 12994 . '5º .s- 139.12 .7JS 231.12 .no 
2 t.03J 1.095 1.l!J5 1.291 1.915 2 646 

.5t 143.82 .754 234.14 • 1~1 
3 1.037 1.107 1.173 1 3:?3 1.!>99 2.'16• .75 ~75 28 .076 946,12 • 97, • t.039 1 114 1.103 1 J42 2.049 2 (lS.C 

.80 893.88 .S<J2 147966 
5 t.041 1.110 1.190 1 354 2062 2.915 .oo 3595.52. .G51 saSG.62 

• 901 

•'So 8 1.042 1.121 1.1!)5 1.3ti3 2.1().4 2.952 c. k .... 7 1.043 1.124 1.199 1.370 2.121 2.979 
8 t.043 1.125 1.202 1.374 2.134 2.9!l'l .001 49,28 .521 71.74 .519 9 1.044 1.127 1.~·1 1.378 2,1.(5 3.017 .1 54.81 .533 

.2 68.72 
81.36 ·5H 

Kramu·s .584 10202 • 5&5 
valuos 1.025 1 072 1.118 1.225 1.732 2.3•5 

,33 98.80 .653 149.62 .s- ... ., 175.11.l .740 
~;~ .740 .s. 17tt.J6 .742 

.75 roa.62 .873 1000.IS 
, 713 

.a 1108.22 .899 • &?1 
16.17.55 ·~97 .9 4424.~1 .n.19 66.!J.!JS ·H9 ----------
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