UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

CAIRI AR BRI AR AL BIEIARIATIAIIAR I AL DAL I LI AR LALALIALLDLLAL

OPTIMIZACION EN

ESPACIOS DE FUNCIONES

REEEEEIZEETEFEIZELESHATEAEEELESEAEERSTEELEEELEEZEEXEE

Tesis gue para obtener el titulo de:
MATEMATICO

Presenta:

FRANCISCO VENEGAS MARTINEZ

1983

México, D.F.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



cAPITULD |-

CAPITHLD 2.

§

CAPITULD O3:

INDICE

INTRODUCCIOR.
1.1 ANTECEDENTES ¥ MOTIVACION.

E3PACIOS DE FUNCIONES.

1 INTRODUCCION.

2 FUNCIONES Y COHJUNTOS.

3 ESPACIOS LINEALES Y ALGEBRAS.
.4 ESPACIOS METRICOS.

5 ESPACIOS TOPOLOGICOS.

6 ESPACIOS NORMADOS.

7

METODOS VARIACIONALES.

3.1 INTRODUCCION.

3.2 DIFERENCIACION EN ESPACIOS
LINEALES NORMADOS.

MNETODOS VARIACIONALES
Y TEORIA DE CORTROL.
3.5 METODOS VARIACICNALES

Y PROGRANMACION DINAMICA.
3.6 METODOS VARTACIONALES

Y EL TEOREMA DE HAHN-BANACH.
3.7 METODOS VARTACIONALES ‘
Y TEORIA DE INFORMACION.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS.

ESPACIOS CON UN PKODUCTO INTERIOR..

METODOS VARIACIONALES CLASICOS.

pég.

17

1¢
23
28
41

49

68

135

153

164

168

171



RELEEFEEIELEEZEEEEELREELALEESEEELEZE

CAPITULO UNO:
INTRODUCCION

EEEEFAEEAREREXEELELAEAEEELREELELEE



7. INTRODUCCION :

EL principiante... no se desalentaria, si... 6
encuentha que no tiene Los preanequisctod necesa-
n@o@ “pana Leen Los nequisitos. P. Hatlmos.

Todo mundo, sabe Lo que es una cuawa, hasta aquel
que ha estudiado Suficientes Matemdticas para ELe
gar a congundinse pon una cantidad {nnuwnerabée -
de posibles excepeiones, F. Klein,

1.1 ANTECTDENTES Y MOTTVACION

Durante las Ultimas décadas, la metemdtice aplicada y la inge-
nierfa se han dirigido en forms ascendente hacia la resolucidn
de problemas de la teorfz de control, programscibn dinédnica,
teoris de informacién y teoria de nerturbaciones mediante la
apliczcién de métodos variazcionales. Esta tendencis hsz sido
motivada vrimerasmente por lo significativo que c¢s caracterizar
una solucidén dptim2 y por la repetida democstracién de que ta-
les problemas pueden ser formulados y anslizados meotex étlcageg
te de manera rezlista.

El estudio de la teoriz de optizizscibn en ecpacios de funcio-
nes, como un tdprico independiente debe, por supucsto, ser con-
siderada como una ramz de la matemédticez aplicada y como tal,
esta debe ser conformsda por varias sreas de 12 natemdtica pura
por su unificecién, por su formalismo y por sus fundamentos ge-
nerales. Una de tales aress de particuler relevancia, lo es sin
duda el anélisis funcional.

El propbsito de estz tesis es el de presentar los elementos ne-
cesarios del 2nélisis funcional para dar un tratanmiento lo sufi
cientemente moderno a la. teoria de optimizacién en espacios. de
funciones, de hecho, a los métodos variacionales y a través-de
este enfogue relacionsr estos con lz teorfa de control, puesto
que los nmétodos variacionales son centrales para el entendimien

to de esta Ultima. Asi, como el de presentar 1la relacibdn gue



en muchas situaciones surge entre la teoriz de control y la pro
gramacién dindmica y finalmente discutir sobre algunas aplicacio
nes de los métodos variacionales a la estadistica.

Mucho de la teorfa cldsica de oﬁtimizacién en espacios de funcip
nes, ha sido motivada esencialmente por. problemes resultantes de
sistemas fisicos. En el siglo XVII, Newton tratabs de seleccio-
nar la coraza de un barco, de tal manera que la resistencia que
ofreciera el agua fuera minima mediante el plantezmiento de un
problena variacional.

La investigacién de una trayectorie ninima para un mévil que de-
be mantenerse en contacto sobre una superficie determinada, es
un problemz ya de antiguo ilustrado, tal problema es tratado tanm
bién por los métodos vzriacionales y su interés no es solarmente
histérico puesto que cada vez con mdés frecuencia el matendtico

Yy el ingeniero se encuentran en presencia de problemas de opti-
mizacién, cuyo estudio revela que son de esta naturaleza o simi-
lares, 1los cuales han sido reexaminados, cxtendidos, aliunas ve
ces redescubiertos y aplicados a problemas cue tienen origenes
completamente diferentes gue aquellos tenizn por su temprano dg
sarrollo.

A nanera de motivacidn se presenta la siguiente serie de situa-
ciones de algunas de las miltiples aplicaciones de los métodos
variacionales.,




Ejemplo. 1.1.1 (Pozo Tetrolero). Una conmpafifa tiene localizado un
yacinmiento petrolifero, con una capacidad C, Qqueé se supone conoci
da. Se desea determinar un progrzma de extraccién a largo plazo,
tal que maximice el beneficio total descontado.

El problema puede ser formulado como sigue:

Se desea encontrar una funcién Riemann-integrsble sobre [Q ),
f, que representa la cantidad extraida, tal gue max1m1ceiu

(5 F(£(t))g(t)at,
sujeto a

[o o)

So £(t)at€e ; £(t)20,

La funcién F(f), representa el beneficio asociado con 1la
cantidad extraida f=f(t), esta funcidén puede considerarse ccno
estrictamente céncava, y creciente sobre [0,x), con F(0)=0, supo-
nenos también que FeCl[O,m). Le funcibn g=g(t) representa el fac-
tor de descuento, y puede ser supuesta continua, positive y estric
tamente decreciente haciz 0, e integrable scbre [0,%).
Primero, consideremos el problema con la restriccifn adicional de
que, fC_10,T] =(fecl0,T2; £(0)=f(T)=0} y £(t)=0 para t3T, con T un
tiempo positivo fijo. Definzmos ahora, una norma sobre CLO,T] medizn
te llfll=ndx ().

odxeT
Consideremos l2 funcional
3(£,0)=03 #(e(1))a(t)at+ple-{3 £(t)at), _
en donde p es el multiplicador de Lagrange asociado a‘la“restric—
cibn S% f(t)dt£c . Bn este caso buscanos (fo,pp)¢~faligg¢;;
min max J(f,p)=I(f,,p,).

Pz0 £20 L
Sea heC_[0,T] y consideremos 1la diferencia.

3(Erhypy)-3(2,0)=[8 (FUE(2))-P(E(0) D) g0 at=p [ nit)at

Por el teorema de Taylor, tenemos que




3(g+n,p,)-3(£,p )= Foh(t)a(t)at-p § T n(t)ateo(inIN)
=L(f,po)(h)+o(ﬂhl0,

en donde

L(gp)n =2 (Foa(t)-p In(t)at

¥ o{lihll) es un infinitésimo de orden superlor‘a

primero,en “hﬂ
Si f maximiza a J(f,p ), debemos tener ne egsriamente que‘

L(fo,po)(h)—o para toda heCo[O,T].

Notamos primero que L(fo,p0
bre el conjunto Co[O,T], esto es

L(fo,po)(ahl+bh2)=aL(fO,po)(hl)+bL'(‘1i°,,p
para todo h,,h,ec_[0,1]. Db o o
Ahora bien, para lihl| suficientemente pequefia, el signo de la
expresibén J(f oths Py Y=J(<L o' Pg ) coincide con el signo de L(r 1Dy y{h).

Supongamos abora que por el contrario L(f ,p, )(h )#0 para algdn
h EC [b 7], entonces para valores de >0 suflclentemente peguefios

—cL(i‘o,po)(ho)=L(fo,po)(-cho)
as{i
J(f -ch ,p )=d(f_,p )==-cL(f_,p, )(h )+o(ce)

de donde se implica que J(f o-ChysP, )= J(fo,p } puede cambiar de
signo para valores de c)»0 suficientemente pequefios y por lo tanto
de Hchou, pero esto es imposible, puesto que por hipbtesis
J(fo+h,po)—J(fo,po)éO para toda llhll suficientemente peguefia, 1o
cual contradice el hecho de que J(f,po) tenga un mdxino en f

La condicién L(f ,po)(h) =0 para toda heC [O 17, equlvale a que
Fa(£(t))e(t) -p,=0 sobre f_

en efecto supongamos oue(Pcp(t) B >O para algin t entonqes de-
bido 2 la continuidad de(Ffm(t) nd{ ‘se tiene que(rfg(t) nﬂ)O:gp
algin subintervalo [tl,tzjde fo, T], sea r{ 

(t-t)(ty~t) si telt),t
h(t)=

21-
si tefo,T]- [tl,»tz] -



entonces heC [O ] ¥
(T(r (£06))e(t)-p, )n($)at0

lo cual contradice el hecho de gue L(fo,p )=0.
Por lo tanto si f maximiza a J(f,po),‘entonces
P (£(t))e(t)- p)lf oz, =0
Por congiguiente tenemoo que . f =1 (t) Y Py satisfacen para toda
te 10,77,

T I
£,(t)20; p >0; Sofo(t)dt=c; (Ff(f(t))g(t)-po) fzfozo,
Puesto que Ff es continua y estrictamente decreciente, ya que F
es cdncava y creciente, esta tiene una inversa le la cual es con
tinua y estrictamente decreciente, entonces fo(t) 1(p / (t)),

te[0,T] la cual es decreciente puesto que po/g(t) es creciente.
Se sigue aque si fo maximiza a J(f,pc), fo debe tener la forma

Fo(p,/g(t)), 0£tét

£,(4)=
0 s toftéT.

En esta solucibdn podemos tener t o=T, si t T con’ el nronéslto de
mantener continuidad en la solucién, debemos tener que

~1 _
Ff (po/g(to))—o
¥y por lo tanto
Po‘_-Ff(O)S( tc:'

:
Yo

B/glte)  R/ET)




Definamos ahora
K(t)={SePE (Po(0)a(t,)/a(t))at
claramente la funcién K es contlnua J lim K(t ) =0, li%)K(t ) ® .

Por 1o tanto, podemos escoger t tal que K(t ) c.;Por con31gulen
te si t <T, tenemos 1a solu016n : :

F-1<F (0)alt, >/g(t>>, 0£tLt

£ (%)=
0 ) b ST,

Ejemplo. 1.1.2 (Problema de asignacién del granjero).

Un granjero produce un sélo cultivo, digamos trigo. Después de 1la
cosecha debe almacenarlo o venderlo y reinvertirlo comprando tie-
rra adicional y equipo para incrementsr su produccién., El granje-
ro desea maximizar la cantidad total almacenada durante un tiempo T.
Sean: fl(t)=produ0016n total en el tiempo %,

fz(t)=cantidad invertida en el tiempo t ¥y

f3(t)=al:acenamiento en el tiempo t,
ponganos: ’
gt £,(8)=1,(t), tel,1];
t5(6)+f5(t)=f, (t), telo,T];

f (t) f (t) T (t)>0, te[0,7] 1(0)>0

El granaero desea operar de tai‘forma de'maxlmizar

este problema puede serf
fz(t) como sigue: :

maximizar S%(S fz(s)qa_

sujeto a

en términos de

£,(%)z0, £ "S a(t), te[0,T).




Finalmente planteamos el problema anterior como un problema de
control éptimo, sea u(t) la tasa de produccién gque es reinver-
tida al tiempo t. El problema es entonces descrito por:
maximizar Sg(l—u(t))fl(t)dt

sujeto a

Y

'dt 1(B)=ult) £ (%), 0<u(t)£1, i‘ (t)*o, :}t\ei_to}:m]. fl(0)>0.w

Este problema se resolverd en la se" utillzando el

principio del méximo de Pontryagln

Ejemplo. 1.1.3 o : e - S
Consideremos el problema de ac ~inferiormente la funcional
J(f):SOf(x)dF(x), F(x) es un ncidén monbétona creciente conocida,
sujeto a 'f, '
S xdF(x)= =my gox dF(x)-—m2

fev,

Una funcién f pertenece a V,‘si:aatisface:

(1). fec’ [0, ). '

(ii). £(x) es acotada inferior y sune*iormente por ciertas fun—
ciones del tipo alx+a2'<2 para toda xef[0,0). :

(iii). f{x)/x es estrictamente convexa para toda x>0.

Por ejemplo, la funcibén f(x)=1- ebx; x30; b>0 pertenece: a V 1a'

funcién f(x)=e™™, x30 no pertenece a V puesto que no,satlsface :
la condiciédn (iii).

Problemas de este tipo se resolveran en la sec016n'3

utilszan-
do el teorema de Hﬂhn-Bgnach.;iiuf" :

foy=1-e>

Y
*>




Ejemplo. 1.1.4 En el estudio de la teoria de informacibn se presen
tan los siguientes problemas variacionales: -

(1) Maximizar J(f)=—gff(x)1n§§*)a*iiﬁ

]

sujeto a ® B
£(x)20, x>0; Sf(x)dx:l

]

y .

(11) Haxinizar 3(2)=-{ £(x)1ng(x)ax
sujeto a AR o
f(x)20, xe(-w,®); gf(x)dx§1; gxzf(x)dx=52, 550,

- : -0 :
Problemes de este tipo serén discutidos y resueltos en el trans-

curso de la seccidn 3.8 . Se verd que la solucibn de (I) corres-
ponde a la funcién de densidad de probabilidad exponencial

f(x)=m"lexpéx/m), x>0, m>0,

o cién de densidad de




Ejemplo. 1.1.5 -Sea el estado de un sistema dindmico descrito por
£f(t) en el tiempo t, 0£t4T. Supongamos que el sistema es contro-
lado por u{t) y que la ecuacidn gue pgobierna al sistema es

fr{(t)=af(t)+ul(t) 0%t4T, a=ctedO,
en donde ' ' '
_a
£r(t)=g11(t), = o
Y considere las sigdientes,restricciones,(condiciones de fronte
Caso 1. Sobre el esfadbfinicial del sistema‘ﬂn¥f:

f(O):cl.

Caso 2. Sobre los estados inicial,y finélf6e1
f(0)=c1 . f(T)=c2 .

Supongamos finalmente gue una'médidg d
estd dada por la funcional = .

J(f,u)=gg(f2(t)+u2(t))dt

en donde

valuacién del sistena

1 S “ : '
N=me I ' " . if=
fe(cC [O,f],nf\tzgﬁJf(t)l max|f (£ )y u,f ;(Pc[o,il,nu| E?é&?(t“ )
y clto,ﬂ], PCc[0,T] denotan el espacio de funciones con derivada
continua sobre [0,T] y el espacio de funciones continuas por pe-

dazos sobre [O,T] con las normas asociadas correspondientes, res
pectivanente,

Nuestro objetivo es encontrar un control u(t) tal que minimice a
la funcional J{7,u) sujeto al conjunto de restricciones antes men
cionadas. n otres palabrés, deseamos resolver el problema de en-
contrar un conirol uo(t) tal qué

J(f,uo)=min J(f,u)
sujeto a e
£r(t)=af(t)+u(t), OLt4T, a=cte»0,
f(0)=cl, f(T)=02 e

1
fec-[0,1); £",ueprcl0,1],
con las respectivas normas asociadas.
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Aungue el propésito de esta tesis es el de mostrar las técnicas de
solucibn a problemas de este tipo, proporcionamos anticipadamente

una alternativa para resolver este problema, para ello,
como sigue:

vrocedamos

A modo de glmpllflcar célculos posteriores denotemos a2l integrando
de la funcional J(f,u) por G(f u)= fz(t)+u (t), O‘t‘T
Ahora bien, tomemos heC: 1o, ﬁHWC [0,™], es decir, heC [0 T] vy h.de

soporte compacto sobre [O 7] (h(O) h(T)=0) e incrementenos f a
f+h. ‘

Por otra parte, notamos que u{t)=f'(t)-af(t), 0£%t£T y esta rela-
cién define una Gnica funcién u=u(f), por consiguiente

3(£yu)=d(£), G(£,u(£))=F(£,£)=r2(t)+(r' (t)-a£(t))? De esta
manera, es claro que FeC2(Q), Q una regién que contiene a (£,£')
Calculemos la diferencia J(f+h)-J(f) empleando el teorema de Taylor
J(£+n)-3(£)=(T(P(£+n, £+n")-F(£,£"))dt

=[P p(e, 2 In(£)+7 5, (£,£7 )0 (£))dt i

S (F f(f+9h f'+8h')h (t)+2F f,(f+gh f'+8n )h(t)h'(t)

+F oy oo (£+0, f'+6h')h'2(t))dt, e

en donde 6¢€(0,1),
es claro gue existe un M>0, tal que

MélFff|,|Fff, ’IFf‘f'l para toda t:[0,T], entonces

]%Sg(Fff(f+ek, +eh')h (£)+2Fpp, (£+6h, 1 +eh')f3f,f@(:%eh
n'2(4))at|4 dminnd= o(nnn), o
en cor.secuencia

3(een) =3 ()=t e, f')h(
Entonces

3(£n)-a(0)={% pf(g’fh

(£3'))n()at




denotemos
L(e,u) (m)={ 30 (2,081, (2,5 )In()at.

Observamos que L{f,u)(h) es una funC1ona1 11nea1 sobre cl [b 1N
c [o,7], es aecir, Sy

L(f, u)(a h 1+2, ) a L(f u)(h )+avL(

h,,h,eC [o T]nc fo,7]. o
Notzmos que por ueflnlcxbn to(niY | /finll 3 O cuando Hthil 3 0, es de-
cir o(Hh\D es un infinitésimo de orden superior al primero con reg

T,u )'('hé ');  4pajr'a;j '»tg,ac‘,x-;,ai ,' a'ggm y

pecto de Hhil. Nosiremos ahora cue %i u =u (t) ninimiza a J(£f,u),
entonces L(fo,uoﬂﬂ:Opara toda heC [O T]ﬂC (0,77, en efecto, dado
gue o{llnll) es un infinitésimo de orden uuyfr or al primero en llnlil,
para thit suficientemente pequeria, el signo de la cxpresiébn

J(f +h,u ) J(f yug ) coincide con el sipgno de L(f yug )Y(h). Suponge
mos que gor el contrarno L(f,,uy)(h,)#0 para algun h eCl[O 71N
CO[O 7], entonces para valores de C)O suficientem ﬁntc peauelios

se tiene gue

L{f,,u,) (=eh)==cTLlf ,u,)(h,)

asi,

J(£ —~ch,ug ) J(i‘ ,u )——cL(f yu ) (b )+olclin 1)
'»—cL(f yu ) (n)+ole),

entonces J(fo—cho,uo)—J(fo,uO) puede cambiar de signo para v=alo
res de ¢ arbitrarismente peanuciios y por lo tanto de cHhJ\, pero
esto es imposible, puesto que por hipdtesis J(f,u) posee un ni-
nimo en ug, es decir J(f0+h,uo)—J(fo,uo)éO para toda lhll suficien
temente pequefia. Por lo tanto L(fo,uauﬁﬂ)para toda heCHp,T]ﬂ
Co[O,T]. En otras palabras, si u0 minimiza J(f,u) neceszrianente
L(f 12Uy )=0,

notamos que esta condicién equlvale a

gT(F (f£,e )—ﬁ o (L, f'))h(t)dt 0 para toda hEC {o TJnc [0,7]
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Y puesto que
Fi-(frf' )-%’tpi‘l (f,f')=Ff(faf' )—Fff, (fyf' )f'—Frlfl (fif‘ )f"

es una funcién continua por pedazos en [0,T], veamos éueaL(fo,u {(h)=0
' o
para toda hecl[o,iﬂ]co[o,f] implica que A :

Fi(f,f')_%Ff,(f,f'ﬁo sobre la trayectoria 69t’ima, | -

en efecto, supongamos que por el contrario .-

(Ff(f,f')-a%Ff,(f,fQ»Zg en algin punto terO,T],‘enthces

(Ff(f,f')—%%Ff,(f,f'»kO sobre algin intervéidﬁ@ﬁé‘dontiene a t
digamos [tl,tZL y defgiambs ST :
n(t)= (t=t;)(ty-1) te[tl,tz] e el

o) te[o,'pj-[tl,t2] jeep e

0’

es claro que heCO[O,T]ﬂﬂl[O,T] v

(o(r(e,2)-Sr, (£,0) )!h( £)>0

1o que contradice nuestrgﬂiipdtesis. e

Ahora bien, consideremos a la funcional J(f,u)féuéfgvaiﬁalal_si§

tema. Para el caso 2, se tiene que ‘ e

7(£,w)={T(r2(0)+ (21 (1)-az(1))2)at i
=(T((1+2®)£2(6)+ 10 2( 1) )at-2a (T ()1 (t)at

=[5 ((1+a?)£2(5)+ 1 2(1) )at+alc-cd) .

entonces

rayectoria 6

eauivale a e - -
£(t)~(1+a2)£(t)=0 sobré[lé pféy;_ﬁbriégéptima
Sea b2=(1+32), y cohsidérémos*elrbpétadof diferencial D:CIEO,T]a
PC[0,7], D(f)=f"-b%f, 1>0, si £(t)=e’?, entonces D(e®%)=reT t-1v2.
-ert=(r2-b2)ert, si D(ert)=0, se debe tener (r2~b2)=(r+b)(r—b)=0,
de donde r=b,-b, en consecuencia, tenemnos que 1la solgcién gene-
ral de la ecuacibén diferencial de segundo orden f"-b"f=0

es fo(t)=k1ebt+k29"bt, X, ¥y k, son determinados para el caso 2

= =1 bT -bT
por cl—kl+k2 ¥ c,=k,e +k2e '
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asf que

entonces

y puesto que

concluimos que 1la solucién es unica. - ‘ : :
Finalmente, deros a f, un: incremento f oth con h(O) h(”) O, en
donde, como se sabe f satisface la ecuac1én

Ff(f,f')-%%Ff.(f,f’)zo.
Observamos tanmbién que
(r +h)(O) =Cqy, (f +h)(T)-c v
Y hagamos 1la siguiente con51derac16n sobre J(f +h,u )
J(fo+h,uo)=sg( (£ (t)+h(t))2+(f (t)+h'(t)) )at 4 a(c -02)
=ST(b?f2( jerfien)at + aled-cd) Gl () n'g(t))dt |
+2 (P (v (t)h(t)+f'(t)h'(t))dt
=J(f0,uo)+§0(b2h2(t)+h'z(t))dt
2[T(b2r (£)n(t)+1 (£)n' (£))at,
pero L
0 sgg(bghg(t)+h'2(t))dt'éTb?nhu%=’p(uhU)”?g;’
c lo,1], -
ademéis ,
(T (o2 _(t)n(t)+£y(t)n (1))

(t))h(t)dt 0
por consiguiente

J(£ +h,u )-J(£ ,u )= o(nhu)>o para toda. hecl[o fNe, [o, 1]
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de donde

J(£ +h,u )>I(f ,u,) para toda nec'fo,mNc [o,r],

el minlmo de J{f,u) es-alcanzado cuando h(t) O para toda te[b T} .
El caso 1 y otras 51tuaclones especiales pueden dlscutlrse de ma
nera anféldga. : ' : o

Consideremos ahora, la ahalogia del probléma‘anﬁeriOr péra elyca—'
so discreto, con el propbésito de 1ntroducir el concepto de ecua-
cibn funcional de recursividad, asi como el de presentar las téc-
nicas que l2 programacibdn dinfmica proporciona para encontrar so-
luciones aproximadas. -

Ejemplo. 1.1.6 En lugar de determinar funciones fecl[O,T] ¥y
uePcfo,T], supongamos que es posible considerar valores derf'y u,

fk=f(tk)’ uk':(tk)l k=0,1’--|,N y
en los puntos
0=to<tl<t2<...<tN=T,

en donde

tk=kh y k=0,1,...,8 y h=T/N.'

Supongznos que el sistema puede ser descrito por el conjunto dis-
creto de variables f£=(f O,...,fN) Yy ‘supongamos que el sistema es
gobernado por las ecuaciones de diferencias

h(fk+l’fk)—°fk+uk K=0,1,..0,8-1

con la condicibén de frontera f o=Cyr en. donde el vector u—(uo,ul,...,
N) denota las variables de control. '

En lugar de resolver el problema_V

min J(f,u)= Sg(fz(t)+u2
i &
sujeto a

2(0)=cy, £(Ti=c, G
fect{o,1] ; £",uepc [0,T].
' H ’ y I,
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desearos resolver el problenma

. N 2,.2
min J(f,u)= 2 (f+ul)h
a ’ E:k—O k Tk
sujeto a
fys1= +(af +uk)h k=0,1, ...,N-1,

fo=c, upfu i, €5, (Sk un conafnto conocido)uﬁ

U, valores conocidos.

- Observamos que el valor de f por Tk+1~Tk-

Para resolver este problém; uzca béqidffuhcién
GN(c)=min J(f,u). 2 '

u .
Notemos que si u=0, entoq es
3(£,0)=he?® )’ ¥ (14an)%k

puesto que

fy,1=(1+ah)fi+huy, k=0,1,...,8

y . CehEEREE e

=(1+ah)fk l=(1+ah) £ 2=...=(1+ah)k

Observamos que en general 1la ecuac»én

Gy (e)=nin J(f,u) T
u

define recursividad. Supongamos que u ha sxdo determ nado, entonces

—(l+ah)fo+huo—(1+ h)c+huo

en consecuencia

J(f,u) hc2+hu-+§:k 1(fk+uk)h
luego

Gy l(f )—mln E:k 1(f +uk)h, fl—(l+ah)c+hu

entonces

Gy(c)=nin {(nePrnufy+ey ) ((1+an)ornu )}

2] .
De esta manera el problema de minimizacidn de J(f,u) en N+l varia
bles ha sido reducido a resolver N+l problemas de una wvariabdble.
La dltime ecuacién es conocida como ecuacién funcional de recursi
vidad de Bellman e introduce las técnicas de la programacién dingd
mica para resolver problemas de optimizacidn del tipo descrito.
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2. ESPACIOS DE FUNCIONES :

Los Matemdticos son como Los Franceses: Todas Las
cosas que usted Les dice las traducen a su proplo
Lenguaje, y en ocasiones, algunas de esas cosas pa
hecen sen completamente diferentes. J. W. Goethe,
&&&&&&&&&&&&&&&&tk&&&&&&&&&3&ki&&&&&&&&&&

2.1 INTRODUCCION.

En el presente cepitulo se establecen los fundementos y conceptos
bésicos del z2ndlisis funcional necesarios para dar un tratamiento
lo suticientemente modernc 2 los métodos variacionales y a la teg
rfa de control. El desarrollo del mismo se da como sigue: En la
seccibn 2.2 se introduce la nocién de funcibn y se presentan los
conceptos fundsmentales de la teorfa de conjuntos. En las seccio-
nes 2.3 y 2.4 se discuten las propiedades de los ecspacios linea-
les, dlgebras, espacios métricos y espaciog linezles métricos.
Hacemos énfasis en la seccifn 2.4 sobre la propiedad de los zspa-
cios lineales métricos de poseer una conpletaclédn. A rartir

o8

e
las propiedades anteriores, creamos una familia de deliniciones
Utiles en el estudio de espacios toproibgicos y espacios lineales
topolbsicos que se discuten el la seccibdn siguiente, Z.5. Dentro-
de la teoria de ortimizacibn en espacios de funciornes el estudio
de tales espacios es importante. For ejemplo, conmpaciiad es una
propiedad topolbgice y en ocasiones se desea optizizer uns funcig
nal continua curas restricciones forman un conjunto cozpacto, ¥
como se sabe, ésta alcanza su Sptimo dentro de dicho cznjunto.

A través de la seccién 2.6 se establecen las propiedades de’los
espacios lineales normados, en donde se da especial Importancia
al teorema de Hahn~Banach y a sus corolarios, ya que permiten la
me jor aplicaéién de los principios de la teorfa de cptimizaeibn
en espacios de funciones en situaciones verdaderamente complica-
das, tales situaciones surgen en una extensa clase de problemas
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de optimizacién al considerar la nocién abstracta de integral
como una funcional definida sobre algin espacio de funciones y
sujeta a ciertas restricciones. Es en esta seccidn, en donde
también se estudian los espacios y dlgebras de Banach, que dia
a dfa, cobran mayor interés en el campo de la matemfdtica apli-
cada. Finalmente en le seccién 2.7 se estudisn los espacios 1i
" neales con un producto interior, dando especial importancia a
los espzscios de Hilbert y a operadores sdjuntos que actuan so-
bre ellos, puesto gue en una gran variedad de problemas de 6p-
timizecidn en espacios de funciones las restricciones inmpuestas
por ecuaciones, sean diferenciales, integrales, matricisles,
etc., pueden ser representadas por operadores lineales. La resg
lucién de tales problemas, cazsi invarisblemente, llama a2 la con
sidersacién de un operador asociado, el adjunto. La razén de ha-
cer estoes cueenocesiones las operadores adjuntos proporcionan
un mecanismo conveniente para describir relaciones de’ ortogona-
lidad y dualidad, las cuales permiten todo anélisis de optimiza
¢idn.

La causa de llevar a cabo este exhaustivo estudio sobre espacios
de funciones, es la siguiente: A primera vista se podria pen-
sar que la teorfa de espacios lineales normados es lo suficien-
temente zmplia para abastecer todes las necesidades del anéli-
sis funcionzl. Sin embargo, en el espacio de funciones infinita
mente diferenciables definidas sobre algin intervalo cerrado,
la topologfa natural no se puede definir mediante alguna norna
¥y esto obliga a estudiar los espacios topoldgicos no nornados,
siendo estos tan importantes, que algunos de ellos representan
la generalizacién de los espacios lineales normados numerables.



2.2 FURCIONES Y CONJUNTOS.

Desde el comienzo de la matemdtica moderna. Los conceptos funda-
mentales sobre los cuales descansa la esencia toda del anélisis, ya
sea matemético o funcional, son los conceptos de funcién y lini-
te de una sucesibn infinita. Dentro del estudio de estos campos
estos concentos aparecen casi ihvariablementé

o explicitamente.

ya sea implicita

En el estudio de cualguier rama de las matemdticas, sea anélisis,
dlgebra o geometria, resulta Gtil emplesr la notacién y la termi-
nologf{a de la teorfa de conjuntos. Esta teorfs, ha tenido unz »nro
funda influencia en el deserrollo de l2 motendtics moderna. Hs

unificado muchas ideas aparentemente inconexge ¥ ha contribuido o
reducir gran nGmero de conceptos matemdticos £ sus fundamentos 18
Ficos vor un método elegznte y sistemdtico. Por fortuna, las no-
ciones bidsicas de la teorfa son un n@mero reducido y familiari-

zarse con ellas resulta muy sencillo, por lo que se suponen dadas
de antemano.

En esta seccibn se 1ntroduce el concenuo de funrlén, v 8 narti“
de la seceibn 2.4 se dlscutlra el concento de 11m1te de una suce-
sién infinita. e : :

Definicién. 2.2.1 Diremos que F es una funcién de un conjunto X

a un conjunto Y, lb]cualydenotaremos por: F:1X 5 Y, o bien nor:

f v F(f) con feX y:“(f)eY. Si F es una regla, l2 cual asigna a2 ca
da feX un utnico n(f)eY, con frecuenciz ¥ es llamads también un ma
peo o una ﬂpllca016n de X en Y.

Si ACX, BCY y F:X » Y; se define F(A) {reY ; existe feX tal aue
P(f)=gl, ¥ F’l(B)={feX i P(f)eB} R R

Deflnlolén. 2.2,2 Una fun016n F es llamnda 1nyect1va siﬁgafa ca-
da geF(X) existe a2 lo mis un feX, tal oue F(f)—g i

Una funcibdn ¥ es llamada suprayectiva, P(X) Y., i
Una funcibén P inyectiva y supravect1v1, es 1llamada blyectlva.
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Dentro del tratomiento axiomético del conjunto de nGmeros rcales,
R, se introduce el axioma del subremo, debido a que alpunos sub-
conjuntos de R no vacios estédn acotados superiormente, pero no
poseen un elemento méximo. Para ellos damos un concento que sugs-
tituye'al de méximo, el supreno.

Un nimero S es llamado el supremo de un conjunto no vacio, X, el
cual es acotado superiormente, si S es la minima cota suverior
de X, eguivalentemente S es el supremo de un conjunto X#@ acota-
do superiormente, si para toda €50 existe un xoeX, tal gque

x0>S— €.

Obviamente, el supremo de un conjunto X£P0 acotado superiormente
es finico. Ahora establecemos el sicfuiente axioma en R: Todo con-
junto no vacio X acotado superiormente posee supremo. Insistimos

en que el suvremo de un conjunto X, no necesariamente pertenece
a X.

Finalmente, a través de los siguientes enunciados hacemos un ra-
zonamniento muy sencillo, que seré utilizedo con umucha frecuencia
en este capf{tulo y el siguiente.

Proposicién. 2.2.3 Sean F,H:V » R', funciones de V aR', tales
que si feV, f#0, entonces H{f£)A0 y existe una constante C>0, tal
que F(f)<CH({) para toda feV, si S'=nin{C ; F(£)4CH(f) para toda
fev} y S=sup{P(f)/H(L) ; feV, f#£0}. Entonces S'=S.

Prueba: Por definicidbdn, para toda €»0, existe geV, g#£0, tal que
F(g)/H(g)>S~¢e, esto implica que para toda &€>0

CH(g)>F(g)> (S-€)H(g)

para aquellas C's tales que F(g)4CH(g), entonces se tiene que
C>S-€ , en particular 8" S- e,‘de donde S'28, veamos ahora que
la desigualdad S'>S es 1mposible. Sea €>0 tal que §'-8=2&>0,
entonces para toda feV, f#O

S'-e>S>F(f)/H(f), C

de donde, para toda feV, f#0, H(f)S'>ﬂ(f)(S' €)>z(f) y esto Slg—
nifica que S' no es el elemento minimo del conjunto {C ; P(f“CH(f)
para toda feV, f#0)}.En consecuencia se tiene que S'=S.



Corolarioco. 2.2.4 Sean F,H:V » m*, funciones de V a R+, tales que
si feV, £#0, entonces H(f)#0 y existe una constante C20, tal que
F(L)<CH(f) para toda feV. Sean D={F(f)/H(f) ; fev, £#0}, S=supD
¥y M una cota superior de D. Si existe un geV g#0, tal gue
F(g)/H(g)=h. Entonces S=WM

Prueba: Dado que TF(f)/H(f)¢M para toda feV, £#£0, se tiene que
54N puesto que por detinicién de supremno, S es la minima cota
superior. Si ademds existe un g€V, g#£0 para el cuszl se satisfa-
ce P(g)/H(z)=M, en particular se %endréd que

S2F(g)/H(g)=l,

es decir S=li. En ccnsecuencia S=l.

A continuacibdn se presentan y discuten»losk’a’w e reiacién

de equivalencia y orden par01al.vﬁ

Una relacibén R sobre un congunto~x#¢, ]
producto cartesiano XxX; si (f,g)eRaai aciona
do con g. '

Definicibn. 2.2.5 Una relacién R es
para todo f,g,heX, se satisfécéUQQé
(). (f,f)eR. '
(ii). (f,g)eR implica (s,f)eR.
(iii). (f,z)eR y (g,h)eR 1mpllcaf(fgb)€3,:f

El conjunto de elenentos en X, que estén relaclonaoos a un feX
dado, es llamazdo la clase de euulvalencla de f y es irecuente—
mente denotado por [fl= {geX ; (f,g)eR}

Ejemplo. 2.2.6 Sea X= C[a,b], el‘conaunto de funciones. contiﬁuas
detinidas sobre el intervslo cerrado [a bl, decimos oue (f,E)GR
si y s6lo si i(x )—g(r ) para un X, flJO en el 1nterVﬂlo [é,b]

21
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Proposicibn. 2.2.7 Sea R una relacidén de equivalencia sobre un con-
junto X. Entonces cazda feX pertenece a una lnica clase de eguivzlerncia.
Demostracién: Supongamos que fe(g] y fel[h], es decir (f,g)ek vy (1,h)
€R, entonces (g,f)eR y (f,h)eR, asf (g,h)eR. Luego felr) ¥y (g,h)eR
implica (f,5)eR y (g,h)eR, entonces (1,h)eR, esto es f:z(h]; Tor ten

to [g)c[h] . De manera anéloga se prueba que [hlc[g), asf [gl=(h].

"Definicibn. 2.2.8 Una relacidén R sobre un conjunto no vacfo X
que satisface las propiedades (i)y'(ll),ademés de que si (f,g)zR,{(f,h)
€R implica f=g, es llamada un orden ner01al y es usual denotar
f<g en lugar de (f,g)eR. E ‘

Ejemplo. 2.2.9 Sea X= C[a,@] efinimos- un'ordgn parcial:« esta-
bleciendo que f<g si y solc si f(x)‘g(x) para todo x:La,b] -

Hemos usado la palubra“parclal"en 1a- deflnicién ante*io* debido
a que dos elementosde X no siempre satisfacen o cue f<g o g<f,
{ejemplo anterior). : ‘

Definicidén. 2.2.10 Uncon3unto X es totalmente orcenado,.si para
todo f,geX se cumple o que fig 6 g«f.

Ejemplo. 2.2.11 Sea X={f ; f(x)=ax, 2¢[0,®), x¢(0,1]}, definiros
un orden total < sobre X estableciendo que: fqg si y sdlo si.
£(x,)%g(x,) para un valor fijo x,e(0,1] .

Observamos cue si X es un conjunto totalmente ordenado bajo 4 y
YCX, entonces Y es también un conjunto totalmente ordenado tajog.

Definicidn 2.2.12 Si X es un conjunto parcislmente ordenado
bajo<y YCX, un elemento feX es llamado cota superior para Y

si g4t pzra todo ge¥.

Es importante observar que 1la exlStEHCl” de un tal [ depende de
le naturaleza de los conjuntos X'y Y.

Definicién. 2.2.13 Si X es un conjunto parcialmente ordenado
bajo< , decimos que f es un elemento maximal de X si no existe
geX tal que g#Ff y f<4g



De nuevo hacemos notar que la existencia de un tal f depende de
la naturaleza del conjunto X, notamos ademés, gue un elemento
maximal no necesariamente es una cota superior.

Ejemplos. 2.2.14 Sea X el conjunto del eJemplo 2 2 9, es claro
que X no posee elenentos maximales.

Sea X un conjunto y consideremos su conaunto potencia P(X), defi-

nimos un orden parcisl < sobre P(X), estableg;endo‘que si A,BeP(X)
entonces

A4B si y sdlo si ACB. El tnico elemento maxirel de P(X)
es X. k

Dependiendo del punto de partida, el lema de Zorn e€s 2 una suyro-
sicién bédsica de la teoris de conjuntos o es derivada de otres
suposiciones bdsicas (este es eguivalente al axioms de eleccecidn).
Tomaremos el lema de Zorn y el resto de la teorfa de conjuntos
estd dada. Estamos especialmente interesados en la aplicacién

explfcita del lem= de Zorn, en la demostracidén dz=l teoremz de
Hahn-Banach.

Teorema. 2.2.15 (Lema de Zorn.): Sea X un conjunto no vacio
parcialmente ordenado bajo 4, tal que todo subconjunic totalmen
te ordenado tiene una cota superior en X. Entonces ca2da sub-

conjunto totalmente ordenado tiene una cota superior gue es tam-
bién un elemento maximel de X.

2.3 ESPACIOS LINZALES Y ALGEBRAS.

Detinicidén. 2.3.1 Un conjunto X es 1lamado un espa01o lineal so-
bre el campo R; si tenemos dos funciones +:X*X » X y +:RxX » X

las cuales satisfacen las sigulentes condic10nes m:r-'l todo f,g,
heX y a,beR: ‘

(1). t+g=g+f.

(ii). (r+g)+h=t+(g+h). Sl o L
(iii). Existe un 0eX tal que 1+0 f para todo fex.«: ,
(iv). Para todo teX existe un =feX tal que- f+( £3=0.
(v). a(f+g)=af+ag.

(vi). (a+b)f=af+Dbf.

(vii). a(bt)=(ab)f.

(viii). 1-f=f para todo feX.

Llamaremos a + adicién y » multiplicacién por escalares.
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Si ademds tenemos una funecibn -:XxX 9 X que denotamos por: (f,g)
» f-g=fg, la cual satisface para todo f,g,hex y aeR

(ix). (fg)h=f(gh). B
(x). X tiene un elemento unided ey tal que f=Te.
(xi). (f+g)h=fh+gh, f(g+h)=fgrfh.
(xii). a(fg)=(af)g=1(=2g). ' ,
Se dice entonces que X forma un élgebr Eiéhyééfsatisfé
ce que: i = T Sl
(xiii). fg=gf para todo f,gex; r" ‘
Entonces X es 1llamado un &lgebra conmu-

Definicidén. 2.3,2 Si X es un éspéCio cuyoé;e1¢ﬁ¢ﬁ?d$,Sdn’fdnciones.
Por adicibn, multiplicacién por escalarés j*pfé&ﬁétﬁ‘enffé*elemen_
tos de X, entenderemos (f+g)(x)=f(x)+g(x), (af)(k) =af(x) y (f'g)(x)
=f(x)-g(x), respectivamente, y nos referiremos a ellas como. opera-
ciones usuales entre funciones. '

Ejemplo. 2.3.3 Sea X=Cla,b], el espacio de todaa'las funciones con
tinuas definidas sobre el intervalo {a,b), entonces con las opera-
ciones usuales entre funciones, X forms un dlgedbra concutativa.

Ejemplo. 2.3.4 Sea X=Cn[h,b]{ el espacio de todas las funcicnes
continuas que tienen derivada continua haste el orden n inclusive,
¥ que estdn definidas sobre el intervalo [a;b]. Entonces con las
operaciones usuales entre funciones, X forma un espacio lineal.

Sea o una funcibn morStonzmente creciente sobre [2,b1 (vuesto aue
o(2) y «(b) son finitos, se sigue que la funcién = es zcotade sobre
[a,b]'). Si P es una particién de (a2,bl, esto es, un conjunto fini-
to de puntos Xg1Xy9--.9%,, donde a=xoéxlé..,éxn=b, corresvondiendo

2 cada particidén P de [a,b], escribimos_Adi=d(xi)—u(xi_l},i=l...,n.
Para cuzlquier funcién f la cual es acotada sobre [a,b] poniendo
U(P,f,x) zl -1 My Ao( y L(P,fya)= Zl 1 Wy Ac{ en donde tenemos gque
M. —sup{f(x ; l_l—y xi} y my= 1nf{f(x) ; l_i‘x x¥} definimos
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Sa f(x)da(x)= inf U(F,f,d9) ¥y Sg f(x)da(x)=s up L(P,T,d), en donde el
infimo y el sqpremo son tomados sobre todas las particiones posibles
de [a,b]. S Sg f(x)do(x) y j; f(x)d«(x) son iguales, denotamos es—
te valor com&n por g: f(x)d«(x). Esta es llamada la integral de
Stieltjes de la funcibén f con respecto de o, sobre [2,b}. Si

SB f(x)dd(x) existe diremos que f es intepgrable con respecto de «

n el sentido de Riemann. Tenemos las siguientes propiedades:
. Si f,g son integrables con resbecto de & en el sentido de Riemann,
entonces g:(clf(x)+02g(x))dd(x):clg: f(x)do(x )+02S a{x)do(x);
£(x)<g(x) sobre [a,b) implica Sg £(x)aalx) [P g(xjaalx).

Ejemplo. 2.3.5 Sea X=SP( {2,b),dd(x)), el conjunto consistente de
todas las funciones f definidas sobre el intervalo [a,b), tales
que la integral de Stieltjes con respecto de «, (S lf(xﬂodq(x))“/
existe. Vemos que si f,geSP® ([a b),dd(x)), entonces f+gesSP([a,nl,
da(x)). Puesto que lf(x)+g(x) < (lf(xﬂnﬂg(xﬂ )} y que si =z¢R, en-
tonces afeSp({p,b],dd(x)) siempre que feSp(K?,b),dd(x)). Por lo
tanto X formaz un espacio lineal sobre R.

Definicién. 2.3.6 Sea X un espacio lineal ¥y seaY un subconaunto de
X, se dice entonces que Y es un subespacio 11neal de:Xvsl satisfa—
cg que: : 5
(i). f,ge¥ implica f+zeY.

(ii). Si seR y feY implica afeY.

(iii). 0 de X es también un elemento de Y.
Diremos también que el conjunto Y constituye une subélgebra de un
dlgebra X, si Y es un subespacio lineal de X, y si ademés, Y-es un
dlgebra como un subconjunto de X. '

Ejemplo. 2.3.7 Sea X=C[a,b], el espacio de funciones continuas
sobre [a,b]. Sea Y={feX;f(a)=f(b)=03, entonces con las operaciones
usuales el espacio Y constituye una subdlgebrz de X. Este espacio
es conocido como el espacio de funCIOHES continuas sobre [a,b]
de soporte compacto, ¥y es denotado por C [c,b]. ‘

Ejemplo. 2.3.8 Sea X=C"[a,t] y sea Y={rex;£(¥)(a)= f(k)(b) o
k=0,1,. ,p}p‘rl, entonces con las operaciones usuales entre fun01on85
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Y forma un subespacio lineal de X, y es denotado por n[g bv)

Teorema. 2.3.9 Sea X un espacio lineal y sea fYq}“nﬂunaffanilia
de subespacios lineales de X, donde I es una famil“ '
Entonces fﬁ\Yd es un subespac1o 11nea1 de X.~

indipes.

Ejemplo. 2.3.10 Sea Y =C"[a, bj, entonces si Y ‘es el c
‘todas las funciones 1nf1n1tamente dlferen01ab1es, ten

Y~JP1YD’ Yy ¥ es un subespacio lineal de Cla,b].

Definicién. 2.3.11 Dos espacios lineales Z,Y se llaman isomorfos
sl existe una funcibn bilyectiva F:X > Y, tsl que,
¥ a<R se satisface que:

(1). P(£+g)=F(£)+F(g).

(1i). Flaf)=aP(f).

vpara todo f,geX

Consideremos a C[la,b] y F:Cfa,b] - Cla,b] definida por F(f)"f(x)go(xL
go(x)ec ‘a,b} es una funcibn fijs, Zntonces F es un isomorfismo del
espacio Cla,b] en s{ mismo.

Definicibn. 2.%.12 Sea X un espacio lineal sobre B Un subconjunto
C de X, es llamado convexo si cf+(l-c)geC smemnre queif,ggc y;cew 1.

Ejemplo. 2.3.13 Sea X=C (o, b],» 
sobre [=,b]), y sea C={f ; If(xﬂ‘
to es convexo.

onjunt;fie funciones: contlnuas
‘para toda xe[a,b]}.~dste conjun
Proposicién. 2.3.14 ILa interseccibn arbltrarla de conjuntos convexos
es de nuevo un conjunto convexo. Efectivamente, sean f,g= r\Cd, luego

si ce[0,1] tenemos que cf+(1—c)g pertenece a Cy para toda dEI ¥, por
consiguiente, a r\Cd. ;

Definicién. 2.3.15 Sea Y un subespacio dé”dnjéSPéCio lineal X ¥y
consideremos la relacidén de equivaléncia entfe”elementos de X;
(f,8)eR si y sdélo si f-geY. El conjunto déitodas las clases de
equivalencia se llamarfd espacio cociente de X segin Y, que fre-
cuentemente se denota por X/Y.
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Las operaciones de adicién y multiplicacién por escalares en el
espacio cociente se introducen de manera natural; si [f] y [g]e

X/Y, entonces [£]+[g]=[f+g], altl= [af], es fécil ver que X/Y es
un espacio lineal.

Sea X un espacio lineal sobre R, sean Y y Z subespacios de X,

Se define la suma de Y y 2 como el subconjunto de X cue consta

de todas las sumas f+g con feY y geZ. Se denota esta sume por

Y+Z, y es claro acue este subconjunto es un subesvacio lineal de X.
Se dice que un espacio lineal ¥ es sumas directa de los subespacios
Yy Z, y se denota por Y® 2, sl pare todo elemento fcX, existen
elementos dnicos ge¢¥Y y heZ tales que f=g+h.

roposicibn. 2.3.16 Sea X un espacio lineal sobre R, v sean Y Y ¥/

~

subespacios lineales de X. Si X=Y+Z y YOZ {0} Entonces x es la.
suma directa de Y y 2. : i i

Suponganos que X y Y son espacibs lineales arbitrarioS‘sobre R.
Consideremos el producto cartesiasno XxY, si (fl,gl),(fe,gQ)eXxY.
Definimos laz adicibén de tzles elementos y el producto vor un es-
celar aclR como sigue: (fl,g1)+(f2,g2)=(fl+f2,g1+g2), a(fl,gl)=
(afl,agl)- Obviamente el producto cartesiano de dos espscios li-
neales sobre un mismo csmpo, R, es otra vez un espacio lineal so
bre R.

En el estudio de la teorfa de espacios lineales de dimensiéh in-
finita, al igual que en los espacios de dimen316n flnlta,también,
se establecen los conceptos de combinacibn. llneal
independencia lineal entre elementos.

depgndenq1a e

Definicién. 2.3.17 Sea X un espacio lineal y
Sean Bys8,p e, a €c¢R. Una combinnc16n llneal de by

es una expresibén del tipo alfl+a f2+.--+a f
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Hacemos notar que el conjunto de todas las combinaciones lineales
de fl,fe,...,fnex, X un espacio lineal, es un subespacio de X.

Definicidén. 2.3.18 Sea f),f,,...,f €X, X un espacio lineal.

Se dice que estos elementos son linealmente dependientes sobre R
51 existen elementos al,az,...,anfm no todos iguales a 0, tales
que alfl+a2f2+-'°+anfn=0. 5i no existen tales nimeros, se dice

. entonces cue fl’f2""’fn son linealmente independientes. En otras
palabras, f oI Sreses nEX son linealmente independientes si y sblo
si satisfacen la condicién: Siempre aque 81,82,...,adim ¥ son teales
gue alfl+32f2+"'+anfn=o’ entonces ak=0 pars tods k=1,2,...,n.

-~

Ejemplo. 2.3%.19 Las funciones et,e‘t,...,entecfa,b] son lineal-
mente independientes.

Proposicién. 2.3.20 Sean fivf2ye0e T €X, X un espacio lineal.
Si fl,fz,...,fnex son linealmente independientes, entonces dos
combinacicnes lineales de estos elementos son iguales.

Un conjunto infinito de elementos f,g,h,... de un espacic lineal X
se llame linealmente independiente, cuando todo sutconjunto finito
suyo es linealmente independiente, y si en X se puede determinar

un conjunto infinito tal que .cualouier subconjunto finito sea lineal
mente independiente, se dice aue X es un espacio de dimensién infini
ta. Por ejemplo, el espacio C{a,bl de funciones continuas tiene dimen
sibn infinita al considerar el ejemplo 2.3.19.

2.4 ESPACIOS METRICOS.

un conJunto no vacio i y una ;un016n d: Mxm,a-Rm ngmada“étrica con las
siguientes propiedades para todo f,z,helf: - ¢ G 3
(1). 4(f,1r)=0

(ii). ffg 1mpllcﬂ d(f,g)>0.

(iii). a(f,g)=d(g,f).

(iv). d(f,g)%d(f,h)+d(h,g). ; LR
Si la funcibén d satistace sélo (1), (iii) y*(i#),ﬁénfanes,d'es
llamada una pseudométrica. o - S
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Ejemplo. 2.4.2 Sea m?c?a,b3,(s§ define
k
dpyltrsl= Zk onax it (x)-g* " (x)1.
La propledad (iv) se desprende de la desi ualdad -
qixdf )(x)—g(‘)(x)|‘ m1x|1(k)(x)|+ maxlg x)| (k=0,...,n),
xeln :
2l sustituir f-~h por ft y g-n por g. - :

Obviamente se puede definir inductivsmente una métrica para
Cn+l[a blmedisnte la métrica d n) de ¢™a,b], debido a que
n+l[c,b]CC le,b}. En §¢ecto.se"n r becn+1[a v], entoncas

(n+1 {(n+1)
A(py) (L) = max |r (x)-g (x)[+ degy(L,8).

%< (ah)

Consideremos ahora el espacio SP(,tl,da(x)) que ya fﬁé'vgéfakébn”

anterioridad, pera definir unz pseudoméirice sobre este'
es neCesarlo esteblecer los siguiente teoremas..

Teoremz. 2.4.% (Desigualdad de Hdlder)Sl Py q son tal s:que

ronn el o &

p'l+q 1.1 con 1<p,a<m, y si feS®( (@,v],da(x)) ¥ geS ((p b) dx(t))

Entonces £zeSY([2,bl,da(x)) ¥
(2 1) gxian(x) 20 (2 rCx)Paa ()3 B[P 1glaa(x)) /9,

" Demostracidén: Consideremos en el plano xy la curva dada por:
y=xp‘1, entonces x= Jq -1 si p"l+q'l=l y consideremos la siguiente
gréfica con a,b0. oy b:y k

3“”

= > X

Entonces si fO P-lax 7 5b a- ldy representen las ar°as de la fun-. -
cién y sobre el eje x y de la tuncibn x sobre el ege y, .entonces :
para todo a,b>0, se tiene f“ Py + Sb va- ldv = ab _en donde

D l+q l—-1 y 1l&{p,q¢m, ahoras bien, esto equivsle 8 oue (a p)/p +

(v%)/q=20, quutvuuyendo ¢ por p l, a® por a y bl c “or b tnnemos
ca+(1-c)b2a®p(1=C) gcca. S S
Supongsanos (SSlf& Nndd(x))l/p— =1l y (S (b(xﬂqdd(k))l/-—A =1, j
si a= |£(x)P, b= lg(x)|% obtenemos clf(yﬂ +(1 c)|g(x)*> If(x)f(wl,

e integrando tenemos gque S:lf("):(xﬁdd(k)écA +{1-c)A =1, despue

al sustituir f(x)/Ap por t{x) y g(x)/Aq por g(x) conciuimos,la >{yk
demostracidn. RIS
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Teorema. 2.4.4 (Desigualdad de Minkowski) Si f,gzeSP([=2,0],da(x)).
Entonces f+geSP([a,b],dd(x)) ¥y
S £ (x)+g(x lpdd(x))l/p‘(SbIf(Yx°dd(X))l/P+(SbIgKXHp“d(x))l/p
Demostracién: FPuesto que |£{x)+g(x)P £ 2F (If(xnp + lg(x)P) es v4-
lida porn todo py»l, tenemos que f+gLSp([a vl dq(x))rdlempre cue
£,8¢5%( (2, 01,da(x)) :
Por otra parte {f(t)+g(xﬂp ‘ff(x)*g(x)P'llf(xH+lf(x, b(x)P 1 g(x)
e integrsndo obtenemos:
(2 1) +aCxPas (x) Sblf(x)+g(1”p"1|f(xﬂdd(x)+5b|f x)+5(x)P- |g(xn
dd{x). :

Aplicando ahora la aesigualdad de Hdlder.m~los sumanéos del lodo
derecho obtecnemos:

(2 12 oy g GOF e LolasCn) £ e vt () M/ (o lstxoPaa (x)) /P
§§lf(X)+g(xﬂ~'%g(XAdd(x)éd§lf(x)+g(XN dd(x))l/q(galg X)de(x))l/?
puesto que p=(p-1l)a siempre que p ~+q —~=1l. Entonces

(o l2(x)+gPas(x) 2 P lr(x) +g(x)Pacx)) L/ 2 ([ I£NFaa(2)) Y P
qb|g(xnpdd(¥))l/n), con lo que concluiros la demostrzcién.

Si f,gesP((a,b),da(x)) se define una Dseudométrlc sotre este
espacio como sigue: = -
a(£,g)= (Sblf(y)-r(xn°d4(x))l/p e
La propiedod (iv) se desprende del teorema 2 4;4f$ué%ﬁ‘ﬁﬁéndo cn
por f y -h por g. . LA ik

Provosicién. 2.4.5 Si (M,d) es un espacio métrico con d:lixi 5 RT
entonces se puede construir a partlr de la méirica ¢, une méirica
d' parz el espacio M tal gque d4':MxM > [0 ). _

La demostracidn es obvia a partir de la siguiente d2finicidn de 4°

i'(f,g)= g+§ ?,ﬁ) . Notanmos que O‘d‘(f g){1 para tcdo f,gell.

Ahora trataremos sobre la construc016n de métrlcas rers el vro-—
ducto cartesiano de una coleccién fln;ta_de espacios nétricos.

Dada una coleccidn finita de espééibs”métricos {(“k’ck)}k=1 se
pueden construir métricas para el producto cartesiano!&:émk, a
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partir de la coleccibn de métrices {dk}knl cono sigue: Si f=
(fl""’fn)’ £= (pl,...,g Jelf, una menera natural de construir una
métrica d pera M, es que: d(f,g)= E:k =1 dk(fk'ph) N
Ahora bien, si consideramos =2 (d (f1’°1)""’d (f - )) como un.
punto de un espacio euclideo, entonces definimos d(f,g) cono,la
distancia del punto al origen, esto es: d{f,g) [2:% =1 dy(f ’”A)?]l/?

.

Definicibn. 2.4.6 Dos métricas d; v d .de un espacio métrlco
son llamadas eguivalentes, si existen: dos constantes"
que ady(f,z)é dz(f,g)ébdl(f,g) S

En lo aoue sigue emplearemos 1a notacién 9ai{|f(k)(x)l
de ;?x ﬂf(k)(x)ﬂ cuando feC” [a,v]. :
Ren (%),
Lwemnlo. 2.4.7 See = c¢™{a,bv), sean d (f,p) gnr Uf_ _
y dy(f,g) d(n) fig)=) 30y & m“xlf(k)(X) g(k)(r)I, con,n.
entonces es claro cue: ld (A,r) d (f g)‘nd (r, g)

Definicibn. 2.4.8 Una métrica 4 sobre un esoac1o métrico lineal
M, es llamada invariante bajo traslaciones, si d(f+h,g+h)=d(f,g)
para todo f,z,heM.

Pronosicifén. 2.4.9 Si d es une méiricza invariante bajo iraslacio-
nes sobre un espacioc métrico lineal M. Entonces d(nf,0)%4nd(f,0)
pare todo fell y vare toda n=1,2,... '

Lz demostracibén se sigue de 12 desigusldad

d(nf,0)% }:} 1 d(kf,(k-1)£)=nd(f,0).

Una sucesién infinite de elementos de un espacio,M{'es;una funcién
del conjunto de niumeros naturales en . B

A peartir de este definicidbn, una sucesién 1nfin1th seré desiznada
por una letra como f, y los valores nﬂrtlculnres nor £(1),£(2),...
Sin embargo la notacibn con subindices es usada’ con mayor frecuen
cia, esto es, fl’fg""; L2 sucesién como conjunto es usualmente

denotada por {fn}gpl

Qgi;glc16n. 2.4.10 Una sucesién de elementos {f n ;7 de un espacio
métrico (M,d), se dice gque converge a un elemento fel, si d(fn,f)
- 0 cuegndo n »>®, ©O blen que 1im d(f ,£)=0. Frecuentemente este
hecho se denota por f 7 by cuando n ﬁ(D o por lim fn=:f.
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Definicibn. 2.4.11 Una sucesi6dn de elementos {fn ;il de un es-
pacio métrico (l4,d), es llamada una sucesién de Cauchy si para
todo €>0 , existe un N tal que para n,m>N implica d(fn'fm)<€‘
Es usual denotar este hecho por d(fn,fm) - O cuando n,o - co.

Proposicibn. 2.4.12 E1 1imite de una sucesidn convergente en
‘un espacio métrico (If,d) es tnigo. Dem. Si d(fn,g) >0y d(fn,h) >0 -
cuando n 3, entonces d(g,h)<d(g,f, )+d(f ,h) 90 cuando n Hw. as{ g=h.

Proposicibn. 2.4.13 Cualqﬁier sucesibén convergente en un espacio mé
trico (1,d) es de Cauchy. Dem. Si d(fn,f) >0y d(fm,f),? O cuando
n,m y®, entonces d(fn,fm)éd(fn,f)+d(r,rm) 3 0.-cuando n,;m 3 -

El rec{proco de la proposicién anterior no es cierto. Sea Li=Q

y d(x,y)=Ix-y|, sea x*el=R/Q y b{ o 1CQ tal que x, - x*, ‘entonces
Ix } L, es de Cauchy en Q pero no converge a alghin y en Q.

Puesto que si X, 7y en @ entonces X, 2y en R, entonces x*=y.

Por contrapuesta de la proposicibn 2.4.13 obtenemnos la siguiente:

Proposicién. 2.4.14 Si en un espacio méirico (lM,d) una sucesiébn
{fﬁ}n=l no es de Casuchy, entonces la sucesibén no es convergente
en (M,d). ‘

Ejemplo. 2.4.15 Sea m:c[o 1), sea d(f,g)—mexlf(x) -g(x)l y conside-
remos la sucesién de funciones deflnlda por. 1
0 si 0=x=1/(2n+1). S
2n(2n+l)x-2n si 1/(2n+1)4x‘1/(2n)
fn(x)= -2n(2n-1)x+2n si 1/(2n)‘x41/(2n~1) -
0 si 1/(2n-1)<x<1. g o 7 e
Es fécil ver que si n#m, entonces d(f ,f ) 1, por 1lo que,{fAsg;l
no es una sucesién de Cauchy con esta’ métrlca _por ;oftan#b esta

sucesidn no converge en el esp301o.
Sin embargo {fn}n ~1 €S una suce316n c
a(r, g)—golf(x) g(x)l dax.

Definicibn. 2.4.16 Un espacio métriéd;
de Cauchy converge es llamado un espacic
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Teorcma. 2.4.17 Sea li=C{a,b]}, con la métrica d(f,g)=n v (x) g(x)] .

l

Entonces (,d) es un espacio métrico completo.
Demostracién: Sea {f }n 1CN una sucesién de Cauchy. Entonces, pa-
ra cualgquier x fijo en f[a,b], lfn(Y) fm(x)léd(fn,fm) 3 0 cuendo
n,m c0 , asi {Tn(xf}gil es una sucesibédn de Cauchy de ndmerosirea—
les. Puesto gue los rezles son completos, para cada x existe un
ninmero, f{x), con fn(x) =Y £{x) cuzndo n 0 . Dado €7 O, encohtrambs
N, tal que n,m>! inmplica d(f, i ¥ J£€ . Entonces - S
If(x)—fN(x)I max 1im {f (x)- f”(x)[— mex sup|f (x)- fm(y)l—

xefla ORI R e(abl ny N
ﬁgg{d(fn,fm) € :
Asi, si podemos demostrar que feC [a,bl, entonces podemos .concluir
que d(fn,f) 5 O cuando fn 3 f en Cla,tl. Pere esto vamos a demos-—
trar que " el limite uniforme de funciones continuss es une funcibn
continua". 7ijamos xe[a,b) y €70. Queremos encontrar §>0 tal gue
Ix-yi<§ implica |f(x)-f(y)I<e. Escojemos n tal que a(f, yLICE/3,
puesto que f es continua, escojemos §70 ta1l que | x- y[48 1mp11c3
I, (x)-f (y)k%fj. Entonces |x-yl¢§ implica que
lf(x) f(y)l‘lf(y) T+ (x)=f (y)I+11, (y) f(y)|<5/3+€/3+ E/3 €.
Asf{ f es°continua.

Corolario. 2.4.18 Sez li= ch {a,bl, con la métrlca d(f,g)—ﬂaﬁ[\f(k)(X)
g kj(x)r}. Entonces- (ki,d) es un: e50801o métrlco coupleto.: S

La demostracibdn se sigue de que fe.C [a b] si y sélo 51 f(k)g
c{a,b) pars czds k (k=0,...n). ot : :

gjgmnlo. 2.4.19 Sea M=C [-1, l] con 1a métrlca d(f g) (j ljf(x) g(xﬂ

dx) . Este espacio es 11amado,~e1 espacio de funclones contlnuas

sobre [-1,11 con métrica cuadritica.’ Entonces (T d}~no ‘es un espa-

eio métrico completo. En efecto, conslderemos 1M‘ 'Lén de fun-

ciones definidas en el intervalo [-1,1] por: ' :
-1 si =1%4x4-1/n."

£ (x)= nx si -1/nx<1l/n.
1 si 1/néx%l.

suce
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Esta sucesibn es de Cauchy, puesto que
S lli (x)- £, (x)] “ax {4/min(m,n), entonces

a(f, .1 )=( §_1 It ()1, (x)1 %ax) Y2 2/(min(a,n))2/2.

Sin embargo esta sucesibdn no converge a ninguna funeiédn continua
sobre [1,1]. L T -

Definiciébn,
a otro, (M 2), es llama
cuando f % f. ‘

Ejemplo. 2.4.21 Sea Mj=
a (f,E)—go [f(x)-g(x)ldx. Ds
(Vl,d ) a (l;,d,) es contlnua,
maxlf(y) g(x)i. :

gllf(x)—z(y)ldx £:4 

Definicibn. 2.4.22 Una funcién F bivective de (I, ) (r,,d5)
la cual preserva métrica, esto es, d (F(f) r(g)) °l f,r), es Zla-
made unz isowmetria, y los espacios (Ll,d Yy (ﬁz,d ) son llamados
isométricos. Obviamente unaz isometrfia F es una funcifn continua.

Ejemplo. 2.4.23 Sesz (M,d) un espvacio métrico linezl, tal gque 4
es invariante bzjo traslaciones. As{, si F:M 5 M ; F(L)=I+h
con h fijo, entconces 4A(F(f),F(g))=d(f+h,g+h)=4d(f,g), entonces

la funcidn F es una isometriz del espacio en sf{ miszc.

Definicibn. 2.4.24 Sea (M,d) un espacio'métrico. Un subtconjunto
Y de I es 1lamado denso, si todo fek es 1imite,detéle:entosfde'Y.

Bjemplo. 2.4.25 E1 conjunto de’ pollnomlos ‘con” coeilc*entes rac1o—
nales definidos en el intervalo [2,b]; PQ[a*' ' :
en la métrica d(f,g) W“le(X) g(x)l

Definicibdn. 2.4.26 Sea (li,d) un psnaclo métr1co , acio met*1—

(1) (M d) es un SUbeSpaclo de (M* d*) Eas

(ii). 1 conjunto M es denso en M*.
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Ejemnio. 2.4.27 De acuerdo con el ejemplo Z.4.25. El espacio

Cle,b) es 12 completacibn del espacio de polinomios con coeficien
tes racionales P [a bl, en le métrica da(f, &)= m xl;(m) s(x)1.

Teorema. 2.4.28 Todo espacio métrlco (m d) posee un= conpletacidn,
Y estz conmpletacidén es unica salvo 150metrias que t“aﬂsformpn los
puntos de N en si{ mismos. ij L

Yemrostracibn: ‘ . ; .
Unicidad: Veamos que ex15te una- jsometria Fi (1, d*) 3. (mf* d**)
donde (M*,d%) y (Mx*, d**) son completaciones del esJac*o‘(k d),
tales que: ' : i :
(i). F(£)=f para todo feM, asf{ a*(f,g)= d**(f F(g))
(ii). Si P(L*)=f** *(g*)=g**, entonces

d*(f*,g )=d**(r(f*),F(g ));a*i(f**’gl*). 7
Dem.(i). Sea f*e¥, puesto aue ! es denso en I, existe unz sucesidn
{f'}m C¥, tal que f 5 f* en 12 métrica d4* cusndo n 3o, ademés
puesto gue {f'} 1CIC"** Yy déado gue I#** es también completo, {f&}gll
converge en M** a2 un punto f** en la métrica d**. =
no depende de la eleccibdn de la sucesiédn £I£§£il‘ Se

de estz menerz es claro gue F(f)=f para todo fell, ruesto que si
{£,}3., converge a un fell, entonces f=f*=f*x,

Demn.(ii). Seea fn 5 f* ¥y g, ¥ g* cuando n > 00 en 1z :étrica a*
sobre el espacio !*, y fn > f** g, » g** cuandq'ﬁfﬁcm'en la métri-

o

s obvio que **

ca d** sobre el espacio l**. Entonces L

a* (f ,I*) > 0, d*(P ;&%) » 0 cuando n »x, de estz mznera

ax(f n’gn) d*(f*,g*)l‘\d*(fn,gn) -d* (g, f*)]+\d*(gn,f*) d*(f* g*) |
£ d*(f ,T*)+d* (g ,g* )y > 0 cuando n joo.

De donde 1im d*(‘ - )= d*(f*,g*) , v

De manera anélogﬂ se prueba gue en el espacio M**, lim d**(i‘n,t

g#*x(f** g%¥), Entonces na®

a*(f*,g*)= 1im 0% (£ ,e,)=1lm a(f.8,)=1im d**(f 1840= gex (€2, gv%).

Sea (M,d) un espa 10 métrﬂco y sea ¥ el conaunto de sucesiones de

Cauchy en (M,d), definimos unz relacibn de eguivalencia en X, como

sigue: ({fﬂsnzl’{fﬁ}n=l)ER si y sélo si %ﬁgbd(fn,fﬁ)=0.

Definimos el espacio (li*,d*) como el espacio de todas las clases

)._

de equivalencias, definiendo la métrica d* como sigue:



n[{fﬁ} ﬂ Yy Ugﬁgn 1 dos clases de eqguivalencis, sean f w

e[{fn] 1—\ y XLC’an 1€ [(bn}n 1_\ Pongamos d%( U-f 1n 1-3 [{gn‘}n 1])
= lim d(f

Para demootrﬁr que la funciébén d* esta bien detfinida, debemos ver:
(iii). lim alf ,g, ‘
(iv). 4> no depende de la elecclén de NP1 e[{ noq] v de
{gn}nzle[{gn}n:ﬂ , esto es, si. {in-ln =1 {fn}n=l e[{fn}rmﬂ y
{gﬁ]ﬁll JEniR=1 € Bnl n=1] entonces %@ﬁ)d‘fn’gn)ziﬁﬂpd(fh’gh)'
Dem.(iii). Puesto gue la sucesiones {Fn}g;l Yy ign}gll son de
Cauchy y ‘

) existe.

\a(f,8,)-a(f, e 0\ 2 1a(L,,8,)-alg,, 1) +1ale, s £)-a (L, )

. £ d(fn,f J+d(g,,8,) 2 O cuando n,m s
De donde la sucesibn {d(fn,g f}n 1 de numeros reales es de Cauchy,
Y por lo tanto tiene un limite.

Dem.(iv). Sean {fn‘kn 1;{fn}n le[{fn}n ﬂ Y {gn'}n 1,{gn}n.1€[[gn}n l-l

¥ como

\a(L,,6,)-d(, 800\ £ la(5,,8,)~d (g, £\ + (e, £)-d(£8, 801
& a(f,, 1] n)+dlg .8)) » 0 cuando n 3¢,

Puesto que ( {fn}n o {fn}n l)eR y ( {gn}n 1’{gn]n 1J)€R, asi

lim d(fn,gn) lim d(f‘,gn)

Deilnlmos una 1sonetr* F:(,d) > (L*,d*) si a cade punto fel

le hacemos corresponder lz clase de eguivalencia de sucesiones

de Cauchy convergentes = f, de acuerdo @ lz relacibén de equivalen

c¢ia antes definids. Puesto gque si f, 2 fyfy»>1en la métrica 4,

latf,, £)0 = lalsr 1) -a(e), £)+a(fy, 1))

\ade 10 -a(ey, ) +1a(sy, £\

d(f f)+d(f' »£) 3 0 cuando n .

ped B(0)= [£,125] 7 alf)2)-a(F(0),F(e))=a*( [£)50] » (63 %0] )
En lo que sigue identificamos a (M,d) con su imegen F((li,d)) y

por lo tanto como un subconjunto de (M*'d*)'y’a d* como una _exten
sién de d, esto es, d=d* en (I, d) Flnalmente ‘demostraremos que

el espacio (lI*,d¥*) es comnletﬂclén del espﬁclo (M d), para esto

es necesario demostrar que: e “ ’

N IN
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{v). M es denso en M*.
(vi). E1 espacio (li*,d*) es completo.

Dem.(v). Sea {f \ 161*—({fnanjﬂ€(”* d*). Puesto que {f'kn 1 es
de Cauchy a* (fn fm) 3 0 cuando n,m 2®. En donde hemos identiti-
cado a f y f con las clesesde equivelencia de sucesiones de
Cauchy convergentes a I,y f respectivamente pare cade n y m,
as{ tendremos que §* (f f*) 1im a» (£, T ) = 0 cuszndo n -,
Der.(vi). Observanos que el ejp;c1o (ki d*) ha sido construido de
tal manera que todaz sucesidn de Cauchy {f 1 1C(L.,d) converge en
(¥*,d*) 2 un punto, a2 saber, 21 punto angn=i]deterz:"ado por lea
sucesibn {fnli;l. Ademfs, puesto oue (ii,d) es denso en (i*,d*),
parz toda sucesibdbn de Cazuchy {153:=1C(M*,d*) es positle construir
una sucesibn eguivslente &rnléglc(m,d) de Csuchy, poniendo
d*(fﬁ,fn)(l/n. Entonces {fn}SLI converge 2 un punto f*e(i*,d*);
por lo tanto d*(f;,fn) >0y d*(fn,f*) 5 0 cusndo n >®, esto
implices gue d*(f;,f*) £ d*(f;,fn) + d*(fn,f*) 5 0 cuando n S,
lo cgue concluye la demostracidn. ‘

Definicién. 2.4.29 Sea (M,d) un espacio métrico: .
(1). E1 conjunto {f ; fel, d(f,g)«r} es llamado 1a;bpl”
B(f,r), de radio r y centro en el punto g. o
(1i). Un conjunto OCl es llamado abierto, si parai‘
te r>0 tal gue B(f,r)coO. L
(iii). Un conganto NCHM es l1llamado una vecmndad de feh,
CN para algun r>0. s e :

(iv). Sea ECli. Un punto f es llamado un nunto limlte e E, si psra
tcdo >0 B(Lf,r)N(E-(f})# P, esto es, T es un punto lim*te de B, si
E contiene puntos dlstintos de f arblt
(v). Un conjunto FCli es llanado cerrado,‘s;vr contlene’updqs_sus
puntos limite. ; 1“_ . »fEJ  ;‘ f;_'A"‘ﬁ P
(vi). Si GCM, feG es llamadbrunipuﬁiofinteribrfaé;e'

vecindad de f. e T

'rlamente cercgnos a L.

Es importante mencionar los siguientes result;dos'ael kn411<1s'
element2l, puesto que de ellos serd tomada dlrectamente una fami-
lia conpleta de definiciones, par2 el estudio de espacios topolb-
gicos.
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Teorema., 2.4. 50 Sea (M,d) un espacio métrico:

(i). Un conjunto 0 es abierto si ¥y 8dlo si M-0 es cerrado.
(1i). Toda vecindad N es un conjunto abierto. — :
(iii). Si f es un punto limite de un conjunto &, entonces toda
vecindad de f contiene infinidad de puntos de E. ﬂ;
(iv). Para cualquier cole0016n :
ne que LJO¢ es abierto.

(v). Parﬂ cualquier coleccidn
que f\Fy es cerrado. » &
{vi). Para cualouier colecciédn finita {Gl""’G } de conguntos
abiertos se tiene que ‘1ﬁk es abierto.

(vii). Para cualguier coleccién finita {nl,...,F } de conguntos
cerrados, se tiene gue L)F es cerrado. ]

Demostracibn: (i). Prlmero supongamos que -0 es cerrado. Sea feO,
entonces f¢M-O, y f no es punto limite de M-0. Por lo ‘tento exis-
te una vecindad N de f tal que (M~-O)NN=g, esto es, feNCO, =sf{ f

es un punto interior de 0, y dado que feQ es zrbitrario, tenemos
que O es abierto.

Ahora suponganos gue 0 es ablerto, y sea f un punto limite de X-0O,
entonces toda vecindad de f contiene puntos de N-0, as{ que f no
es un punto interior de 0, y puesto que O es abierto feN-O y, por
consiguiente como { es arbitrario, N-O contiene todos sus puntos
limite y por lo tanto ¥-0 es cerrado.

(ii). Sea N={g ; d(f,g)(ri} una vecindad de f, y sea geN. Entonces
existe r >0 tal que d(f,g):rl—rz. Para todos los puntos h tales
que d(g,h)¢r,, tenemos que a(f,h)4d(f,g)+d(g,h)Lry~T,+T,=ry, 2si
gque hel, y por lo tanto g es un punto interior de N, puesto que
ge{h 3 d(g,h)(r,;SCN‘

(iii). Supongamos que existe una vecindad N de £f la cual ‘contiene
s6lo un nimero finito de puntos de E dlstlntos de f. Seen Byre-18,
¢eNNE dichos puntos, y pongamos I?Fln(d(f,ckYE)O Entonces el con-
junto {g H d(f,g)gr} no contiene puntos de E diferentes de f, de
donde f no es un punto lfimite de E. Esta contradicecidn concluye la
demostracién. ' '
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{iv). Sea feLJOd, entonces para algin «<I, feO4 con Ox abierto, lue
€0 existe r?O tal que feB(f, r)COCKJOd, asi L)Od es un conjunto abier
to, puesto que todos sus puntos son puntos Jnterlores. ,

{v). La demostr301on se sigue de que - L)Od f\(M—Od) y del inciso (i).
(vi). Sea fe(\Gy, entonces fEGk para k= 1,...,n, y dado que czda Gy
es un congunto abierto, existen Ty1Thy-+.3T) tales que feB(f,r,)
para k=1,...,n, as{ feB(f, nln{} })CF\G '
(vii). La demostracion se slgue de que m-(\G \J(m—Gk) Yy del inciso
(i). e

A través de la definicidn 2.4.20 se habia definido continuidad

de una funcidn P de un espacio métrico (Ml,dl) 8 un espacio métri-
co (M2,d2) en términos de sucesiones, debido a que no se hebfen
introducido los conceptos de conjunios abiertos y cerrados en un
espacio métrico (X,d). Ahora daremos una definicidn equivalente en
4términos de distanciczs, aue después traduciremos =2 términos de bo-
las. Una funecidn F:(Ml,dl) q-(m.,dz) es llamada continua en el pun-
to feM;, si para todo €70, existe una §U t2l aue d4,(F(f),F(s))<€
siempre aque dl(f,g)<8 . Si F es continua en todo punto de un sukcon
junto A de Ml, decimos entonces que F es continua en A. Est2 defini
cibén retleja la idea intuitiva de que puntos cercznos de f son na-
peados en puntos cercanos de F(f), esto puede ser establecido en
términos de bolas. Una funcidn I es centinua en el purnto feMl si y
s6lo si para toda €0, existe §50 tszl que F(B (f,&))CB.(F(f) €),
donde B (f §) ¥y B H(F (t),€) son bolas abiertas en Ii; y M, respecti-
vamente.

Teorema. 2.4.31 Una fundién F de un espacio métrico (Ml,dl) & un
espacio métrico (Mz,d ) es contlnua en Ml si ¥y sd6lo-si para todo
conjunto abierto OCM2, 1(O)Ch. es ablerto, esto es, la imagen
inversa de cualquier conjunto ab;erto OCM2 es un conaunto abierto.
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Demostracidn: Supongamos que F es continua sobre M Sea 0O un con
junto abierto en M2 Y sea f un punto arbltrcrlo de F (O), proba-
remos que f es un punto interior de I~ (O). Sea g=F(T), puesto que
0 es abierto teremos que Bz(g,e)co para algin €¥0. Ya que F es
continua en f, existe un é>0 tal que F(B (r, 6))CB (g,e)co por lo
tanto feB, (f, 5)cr‘1( (B, (r 6)))CF‘1(B (g,e))CF (o), de donde f
es un punto interior de P (O), por lo tanto P~ (O) es abierto.
- Inversamente, supongamos que F~ (O) es abierto parz todo sbierto
0CH,. Sea fell y sea g=F(f). Probaremos que F es continua en el
punto f. Para todo ¢>0 la bola B (g, ) es abierta en My, asi
F—l(B (g+€)) es abierta en My Ahora bien, feF l(B (g,e)) as{
existe un §>0 tal que E (r, S)CF_l(B (g,e)) de donde 7 Vl(f 5))C
B (g, €), y dado que fem es un punto srbitrario, tenemos que F
es continua en Ml. '

Corolario. 2.4.32 Una funcién F de un espscio métrico (ul,dl) a unf
espacio métrico (hz,d ) es continua en Jl si ¥y sélo si para- todo“_
conjunto cerrado Ccdg, (C) es un conjunto cerrado. o
la demostraci6bn se sigue del teorema anterior, puesto que un con-.
Junto es cerrado si y sélo si su complemento es abierto y F 1(“c)-~

(F™ 1(L‘)) para todo quz.

Definicién. 2.4.33 Por una cubierta abierta- -de un- conaun 0 o
espacio métrico (M,d), entenderemos una coleccién {b;561"de:subcon
juntos abiertos de (i,d) tales que ECﬂJOq.~ : :

Definicién. 2.4.34 Un subconjunto E de un espacio métrico (M,d) es
llamado compacto, si toda cubierta abierta de E contiene una sub-
cubierta finita. M&s explicitamente, si {Gulyer €8 unz cubierta abier
ta de E, ucbqu, entonces existe un nimero finito de fndices A RARE)

dn tales que ECGdéJ--WJGﬂn.

Teorema. 2.4.35

(i) . Subconjuntos compactos de espacios méiricos son cerrados.
(ii). Subconjuntos cerrados de conjuntos compzctos son compactos.
La demostracién de este teorema es esencislmente la misma de la
proposicién 2.5.29 de la secciédn siguiente.



2.5 ESFACIOS TOPOLOGICOS.

Definicibn. 2.5.1 Un espacio topolbgico es un conjunio S junto con
una familia distinguida de subconjuntos 7‘11amados conguntos abier
tos, con las siguientes propledades./~

(i). T es cerrado bajo intersecciones fln i;AWBeT
entonces ANBeT. Coo L
"(ii). 7 es cerrado bajo uniones arbltrarlas
donde 1 es una familia de indices,"
(iid). BeT y Se7. .
7 es llamada una topologia para S
gico como (S,7).

Ejemplo. 2.5.2 Todo espscio métrico (M,d), es un esbﬂcibhtbpolégi
co. Los conjuntos abiertos son agquellos conguntos,‘d X, con la
propiedad de gue: para todo feN existe r»0 tal que (g ; d(f,z)<r}

CN. En el caso en que la topologfia 7 sea inducida ror uns métriea
direros gque F y d son compatibles.

Definicibtn. 2.5.3 Un espacio topoldgico se llsma metir:
do su topologia, puede ser introducida mediante uns métrica.

(D
'1
u
)
o
[
o
0
<
D
jo ]
|

Definicién. 2.5.4 Un sudbconjunto C de un espacio topoldzico (S,7T)
es llam=do cerrado si y sblo si su complemento S-C es zbierto..

Proposicibn. 2.5.5 Sea (S,7) un espacio topoléglco.
(i). Los conjuntos 8 y S son cerrados. L

(ii). La interseccibn arbitraria de cerrados
to cerrado. i

s de nuevo un conjun

(iii). L2 unién finita de cerrados ES“de nue
La demostracidén se sigue de la Def.’?}ﬁ

S-Ua=0(S-A4), S- (\A“ U(S—Aq)

La familia de todas las topologias sobr
da parcialmente en forma natural ‘7i<72 s -
mos que 7 es una topologfa mds débil a £ rmlno més aé-
bil 51vn1fica gue mds sucesiones convergen e ’Tl que en‘T )
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Proposicién. 2.5.6 La interseccibén arbitraria de topologfas de un

conjunto cualquiera S, es una topologfa de S, y este topologfia es
la topologfa més 46bil de S. Efectivamente, es claro que S ﬂef\n.
Adends cada f“mllla'T es cerrada respecto a uniones arbltrarlas e
intersecciones finitas; de aqui se deduce que rYQ también po

esta propiedad. Y (\7}c3bpara toda @eI.

Definicibn, 2.5.7 Una familia BC?’es llamada una base si y sélo si
cualquier AeT es de ls forma A—L)B“, para alguna subfamilia {B;hé;B.

Ejemplo. 2.5.8 Las bolas en un espacio métrico (!i,d) son una base.

Ahora daremos una familia completz de definiciones tomadas directa-
mente de las propiedades de los espacios métricos.

Definicién. 2.5.9 Un conjunto N es llamado una vecindad de un punto
feS, S un espacio topolbgico, si existe un abierto O tal que fe OCN.

Notamos que las vecindades asf{ definidas no necesarismente son con-
juntos abiertos, para evitar confusiones, nos referirenmos explicita
mente a vecindades abiertas, o vecindades cerradas dentro del estu-
dio de los espacios topoldgicos, segin sea el caso.

Definicidn. 2.5.10 Una familia X de subconjuntos de un espacio topp
l16gico (5,7), es llamadz una base de vecindades en el punto f, si
cada NeX es una vecindad de f, y si dada cuslquier vecindsd M de £,
existe una NeX, tal gue NCM. Equivalentemente X es una base de ve-
cindades en f, si y s6lo si { M ; Ncli pera algln NeX} es la femilia
de todas las vecindedes de f.

Ejemplo. 2.5.11 En un espacio métrico (I, d) las bolas cerrades de rag
dio positivo con centro en f, ‘son una base de vecindades en f.

Definicibdn. 2.5.12 Sea A”un“s&bconjunto de un espacio topolégico
(8,7). La cerradura de A, denotada por X, es el minimo conjunto
cerrado que contiene a A, El interior de A, denotado por Ao, es el
més grande conjunto abierto contenido en A. La fronters de A, deno-
tada por dA, es el conjunto A-A°=KN (S-A). Asf X es la interseccién
de todos los cerrados gue contienen a A ¥y A® es 1a unidn de todos los
subconjuntos abiertos de A. Vemos que feX si y s6lo si toda vecindad
de f intersects a A.
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Definieibn. 2.5.13 Sea (Sl’ T ) ¥ (82, ) dos espacios topolégi-

cos. Una funcién F: (81,7'1) 5> (52,7' ) es llamada continua si F l(A)c
71 es abierto para todo abierto A€7.; esto es, la imagen inversa de to
do conjunto abierto es también un conjunto abierto. Si ademéss F(B)e
7& es abierto para cada abierto Be?i, F es llamada bicontinua.

Una biyececiébn bicontinua es llamada un homeomorfismo.

Ejemplo. 2.5.14 Los intervelos (-wo,m) y (~1,1) son homeomorfos
bajo x w» x/(l+x2), es obvio que (-w,m) y (-1,1) no son isométricos
en la métrica usual, de hecho, sélo uno de ellos es completo. Esto
muestra que la completacibén no es una nocién topolbgics,

Definicifn. 2.5.15 Sea K una familia de funciones de un conjunto

X a un espzcio topolbgico (S,7). La topologiz K-dévil sobre X es la
topologfa mAs débil, para la cual todas las funciones EzK son con-
tinuas.

Ejemplo. 2.5.16 Consideremos cla,bl. La topologia de convergencia
puntual sobre Cla,bYl, es la topologia débil dada por le familia de
tfunciones £ » f(x). Esto es, pera cada xe[a,bl, sea Ex(f)=f(x) as{
las Ex(') son funciones de C 2,b] a R, la topologia de convergen-
cia puntual sobre Cla,b] es tal que f, > f si y sflo si fn(x) 35
f(x) para cada xe(a,bl.

Definicibn. 2.5.17

(i). Un espacio topoldgico es llamado un T,-espacio si y sélo si
para toda f,g con f#g, existe un conjunto abierto C con g<0 y 0.
(ii). Un espacio topolégico es llamado un T,-espacio © Hausdorff
si y s6lo si para todo f,g con f£g, existen conjuntos abiertos

Ol Y 02 tales que te0y ¥ geoz con Ofﬁog=ﬂ. :

(iii). Un espacio topoldgico es llamado regular o un T3—espacio

si y sélo si es un Tl-espacio y para todo f y C. un conjunto cerrado,
con f¢C, existen conjuntos abiertos 0, v 0, talesiqug*feoi, €O,y
0 00 —ﬁ e :
(1v) Un espacio topolégico es llamado normal o un T4~espacio 7
si y sblo si este es un T -espac1o y para todo Cl,Ca, conjuntos
cerrados, tales que C ncz-ﬁ, existen conjuntos abliertos Ol y 02,
tales que C,C0y y C4C0, con O 110, =g.
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Observamos que ‘un espacio topolbgico S es un T 1-¢spacio si y sblo
si el conjunto {f} es cerrado para cada f. En efecto, si cada {fY}
es cerrado, y f,geS con f#g, entonces S-{f} es abierto y ge0=5- (Y

y £40, inversamente, cada.geS-{f} esta contenido en un abierto O
tal que geogcs (Y. Asi s-{f)= LJO es abierto, luego {f} es cerrado.
Obviamente:

Proposicibén. 2.5.18 T4=} T3=}T2=) ’1‘1.

Definicién. 2.5.1i9

(i). Un espacio topoldgico (S,T) es ilamado separable siy. 5610 si
S5 tiene un subconjunto denso numerable. : e
(ii). Se dice que un espacio topoldgico (S;T) satlsface el primer
axioma de numerabilidad si y sélo si cada punto feS, tiene una ba
se de vecindades numerabtle. L i '

(1ii). Se dice que un espacio topolégico (S,T) satisface el segun
do axioma de numerabilidad si y sblo si S tiene una base numerable.

Proposicidn. 2.5.20

(i). Todo espacio topolégico (§5,7T) cuya topologia 7 es compatible con
una métrica 4 satisface el primer axioma de numerabilldad.

(ii). Un espacio topolbgico (S,7T) cuya topologia 7 es compatitle con
una métrica d satisface el seégundo axioma de numerab111dgd ai y sdlo
81 este es separadble.

(iii). Cuzlquier espacio topolbgico (S, 7) que satlsface el segundo
axioma de numerabilidad es separable. ‘ =

Dem.(i). A cada punto feS le asignamos la familia numerable de bolas
cerradas de radio m/n con n,m en el conjunto de nimeros naturales

¥y centro en el punto f, denotadss por B{f,m/n). Ts inmediato que

esta familia constituye una base de vecindades numerable en £, pueg
to que cada B(f,m/n) es una vecindad cerrada de f, y desda cugslguier
vecindad N de f, existe una Vecihdad cerrada B(f,m/n) tal que B(f,m/n)
CN.

Dem.(ii). Supongzmos que {G'}a’l es una base numerable de S. Tomemos
de cada Gn un punto arbitrario g, E1l conjunto {g&}n= es denso en S,
ya que, de lo contrario el conjunto abierto S_({gﬂ*ﬁil) no contendria
ningin punto de {gﬁ}ﬁ=l Y esto no puede ocurrir, puesto que
s-({gﬁ}ggl) es unidn de determinados conjuntos del sistema {Gn}g;l.
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I?versamente, sea {gn}nzl un subconjunto denso numerable de S Yy con
81deremos la familia numerable constituida por las bolas ebiertas
de la forma B(gn,l/m), donde n,m recorren todos log valores netura-
les. Claramente esta familia forma una base numerable de S.

Definicién. 2.5.21 Un espacio topolégico (S,7) es llamado un espa-
cio de Lindel®f, si toda cubierta abierta de 5 contiene una subcu-
bierta abierta numerable de S. '

a

Proposicién. 2.5.22 Todo espacio topolébgico (S,T) que satisface el
segundo zxioma de numerabilidad es un espacio de Lindeldf.
Demostracibn: Sea {Gﬁ}ézl una base numerable de S, de cada G, tome
mos un g, arbitrario, cono hemos visto (gn}gil es un subconjunto
denso numeratle de S. Sea {O;hmluna cubierta abierta de S. Enton-
ces para czda &n tomanos cualquier 0y tal que gneo¢ y que denota-
mos por On‘ Vesmos que {Oﬂ}gil cubre a S. =n efegﬁo, sSupongaros
que‘{oﬁ}ﬁil no cubre a S, entonces el abierto S—LJOn no contendria

(2 &
ningidn &ns lo que contradice el hecho de que {853321 es denso en S.

Un espacio topolégico (S,7T) es llamedo disconexo si y sélo si este
contiene un subconjunto rropio no vacfo, el cusl es a leg vez atier
to y cerrado; equivalentemente., Un espzcic topolfgico es llamado
conexo si y sblo si no existen dos subconjuntos de S ahiertos, ajg
nos y no vacios tales que su unidén es igual a S.

Sea P una funcibén continua suprayectiva de un espacio topolégicd
conexo (Sl,'Tl) a un espacio topolégico (82,7'2). Entonces S, es
conexo. Efectivamente, supongamos que 32 es disconexo, entonces exis
ten Olly O2 abiertos, z2jenos y no vecios tales que 82=0fJ02. Enton-
ces F~ (01) Ng F—1(02) son abiertos y ajenos en S,, y dado que F
suprayectiva, entonces también F'l(Ol), F—1(02) son no vacios.
Sea (S,T) un espacio topolégico y sea ACS. La topologfa relativa sp
bre A es 1z familia de conjuntos 7h={OﬂA ;‘oevﬁ. Un subconjunto BCA
es llamado atierto relativo de A si B€7, y es llanmado cerrado relati
vo de A si A—Bevh.

si (Sl;Tl), (52,72) son dos espacios topolégicos definimos una topg
logf{a sobre el producto Slxsz, tomando como una base la coleccidn

de todos los conjuntos de la forma 01X02, donde OlETi y OQETQ.

es

Esta topologfa es llamada la topologia producto para Slxsz.



Definicibén. 2.5.23 Un sistema dirigido es un conjunto de fndices T

Junto con un orden el cual satisface:
(1). 8i «,pel, entonces existe ¥eI tal que d«? Jpay
(ii). < es un orden parcial.

Darenos ahora una generalizacién,dé'la;nOQiéh'de&suCéSién;"

funcidn del sistema dlrlgido ‘a 53 denouamoq esto por hﬁhcri’

Definicibn. 2.5.25 Una red en un espacio tbpong*co (3;70;*§e7&i-f

ce que converge a un punto f€S, derotado 1y  si para cualqu;er
vecindad ¥ de f existe @€l tal que fqeN gi «2f. :

Teorema. 2.5.26 Sea A un subconjunto de un espacio to?blééico
(5,7). Intonces un punto f estd en la cerradura de & si vy sdlo si
existe una red {t,).y, tal que f;= f. ,
Demogtracién: Frimero venos que A es el conjunto de puntos f tales
que cuslquier vecindad de f contiene un punto de A. Zste conjunto
K es el nminimo conjunto cerrado que contiene a A y su complemento
es el més grande conjunto arvierto cue no contiene punios de i.
Ahora supongamnos que £y 4 £ donde cada f,ei. Intonces cualauler
vecindad de f contiene algin f, y por lo tanto &lgin punto de 4,
egto es, £ es un punto 1{mite de A, as{ fe¢i. Inversamente, supon
ganos que feA. Sea I la coleccibén de vecindades de f con el orden

lﬂN si v sd6lo si KN Dﬁ . Para cada Xel. Sea fy un pun o en ANY,.
Entonces {IN}VEI es una red y fy 4 £.

Proposicifn. 2.5.27 Sea S un espacio de He Ty
red {fulacr en S tiene a lo més un linite, esto e:
£,9 g. Entonces f=g. '  s  ”L - S
Denostracién: Suponganmos que f#g, y nue f* > f f 2 g, entonces
para cualesquier vecindades Ne y N

g
ten @ Y (Bel tales que, £ cNf siempre que «\8 ¥y f eN g siempre que

ay@ . Si Y= max(@,d'), entonces fyeNy y fie Ng si «ry y este hecho dg

de f y gyrespectivonente, exis

46
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muestra gque NfﬂNg%ﬁ para cuaslesquier vecindades de f y g con fig,
1o que contradice gue S es un espacio de Hausdorff.

Definicibn. 2.5.28 Un espacio topolbgico es llamado conmpacto, si

toda cubierta atierta del espacio tiene una

Més explicitamente, si
cubierta abierta de S,

subcubierta finita:
S es un espacio topolégico y {6, €S una
entonces existe un ntimero firito de £nd1—

ces «l,...,d tal que SC G UUGuy, -

2.5.29

Proposicibn.

(1).
conrpacto.
(ii).

rrado.

Demostracibn: Sea S compacto; FCS, cerrados y U

de F. Entonces UU(S-F)
S tiene una
tos {0y,..,
Supongznos

S,
cerrado.

ON\ cubren
ahora que S
mostraremos que S-K
Sea feS-¥, ya
conjuntos =zbiertos Og

Un subconjunto comnacto de un espac1o de

stbeubierta finita {S-F,Ol,..oﬂ\ o

- H
7 g
forman una cubierta

Un subconjunto cerrado de un espac1o uovolégico compacto es

dausdorff:eS‘ce—

una cutierta abierta
es unz2 cubierta atierta de 3, y por lo tanto
entonces los conjun
F, asf U tiene una subcubtiertz finita.

Hausdorff y ¥
de donie
cue S es lausdorff para cada geX,
feN

[ =1
abierta de i, como X es ccmpacto

es un subkeconiunto compacto de

es abierto, cencluirenos gue K es
existen

ajenos con gel_ ¥ Log conjuntos

{05 5 geK}
existe una
Sea N—_ Igl
no a cuﬂlquler Ogi‘

subcoleccibdn finita {Ogl""OgN\ la cual cubre a K.
coqgunto cue contiene 2
Puesto que chﬁog
feNCS-K, de donde f es un punto interior de S-X, y conmo. f es un-
punto arbitrario se sigue gue S-K es able*tc, por 1o tanto ¥

cerrado.

. Entonces i es un f y es aje-

j» ¥ es ajeno con K ¥y as{

es

Definicibén. 2.5.30 Supongamos que 3‘es una topologia sobre unﬂes-f
pacio lineal X tal que: ’

(i). Todo punto f:X es un conjunto”cefféao .
(ii). La operaciones del espacio 11nea1 son-con pec-—
to n T ; g

Bajo estas condiciones 7 es llamada una tbpolbgiéﬁlihééidébbre X,
Y X es un espacio lineal topolédgico. B
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Decir que la adicién de elementos de X es continua, con respecto

a 7 significa que +:XxX 5 X, (f,g) » f+g es continua, esto és, si Vv
es una vecindad de f+g, entonces existirén Vr y Vg tales que
Vf+Vé:V donde Vf+Vg= {f+g H fer y gevg} .

Similarmente, la suposicibn de.que la multiplicaecidn por escalzres
es continua con respecto a 7 significa que la funcidn :RXX > X
(a,f) v» af es continua,esto es,51V es una vecindad de af, entonces
para slglin r)0 y alguna vecindad W de [ tenemos oue bicV sienpre
gque \b-al¢r.

Sea CPfa,bl el espacio de funciones infinitamente diferencisbles
definidas sobre [a,b]. Detinimos una topologfa en C®[a,b] por me-
dio del siguiente gistema de vecindades ablertas de cero. Cada
una de estas vecindades Nn,e se determinan por los nidmeros n y €
y consta de todas las funciones f que verifican las desigualda-
des lf(k)(x)l<e parz toda xef2,b] y k=0,1,...,n. Asi C%®a,b] es
un espacio lineal topoldgico.

Definicidn. 2.5.31 Una base local de un espscio topolbgico linesl
es unz coleccion B de vecindsdes abiertas de O (cero) tal que toda ve
cindad zbierta de O contiene un elemento de B. Los conjuntos sbier

tos de X son aquellos gue son uniones de traslaciones de elementos
de B.

Sea (X,T) un espacio topolbgzico lineal. Lz nocidn de sucesidn de
Ceuchy puede ser definida sin hacer referencia a métricas sobre X,
de la siguiente manera. Fijamos unz basse local B para 7, una sucg
cidn {fnggzlcx es entonces llamsda de Cauchy si para todo VeB co-
rresponde un ¥ tal que fn—fmev si n,myN.

Suvongamos ahora que (X,T7) es un espacio topcldzico lineal cuya
topologiz T es compatible con una métrica inveriante bdajo trasla-
ciones d, y ya que tenemos que una sucesidn es T -Cauchy si y sd-
lo si es d-Cauchy, puesto gue las d-bolas de radio positivo
centradas en el origen forman una base local para T y
d(fn,fm)=d(fn—fm,fm—fm)=d(fn-fm,0). De donde se desprende la gi-
guiente proposiciédn.
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Proposicibén. 2.5.32 Si (X,7) es un espacio lineal topoldgico tal
qQue su topologia 7 es compatible con una métrica d invariante bajo
traslaciones. Entonces una sucesién en X es 7-Cauchy si Yy s6lo si

es d-Casuchy.(La dem. se sigue de que d(fn—fm,0)=d(fn,fm)?0 si n,mro)

Proposicién. 2.5.33 Todo espacdio topoldgico (X,7) tal que su topo-
"logia T es compztible con una métrica d es un T4—espacio O normal.
Demostracibn: Sean Y,Z dos subconjuntos de X cerrados de intersec—
¢ién vacfa. Todo punto feY tiene una vecindad Ny que es ajena con
Z y por consiguiente est4d a una distancia positiva ry de Z, De 1le
misma forma todo ge<Z esta 2 una distsncia positiva r_ de Y. Consi-
deremos los conjuntos abiertos \)B(f,L f) \JB(g,¢r ) que contienen
aY y Z respectivamente, y veamos que la 1nterse0016n de estos con
juntos es vac{a. Supongamos que heB(f,%r )Fm(g,grg). En este ceso
existe un punto veY, -tal que d(v,h)<%rf, ¥ en 2 un punto w tsl gue
d(w,h)<{4r_. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que r ST as
Entonces d(v,w)éd(v,h)+d(h,w)<%rf+%rg<rg, es decir v:B(w,r ) lo
que contradice a la forma en que se definid rg Lo que conclu,
nuestra afirmacién.

Corolario. 2.5.34 Todo espacio topolégico (X,T) tal que su topolo-
gia 7 es compatible con una métrica d es un Tz—espacio o de Hausdorff.

Todo subespacio de un espacio métrico es por -sf mismo un especio mé-
trico y por esto también posee la propiedad de normalidad.

2.6 ESPACIOS NORMADOS .

/ espacmo 1inea1
gevry adR

Definicién. 2.6.1 Un espacio
V sobre R y una funciénlhﬂ_ﬁ

que para todo f,

satisface que:
(1), £ =20, B
(ii). I £11 =0 si y sélo si f—
(1i1). Matlh =fal HEfl . ‘
(iv). Ht+gll 2l el gl

La funcién l-Il es llamada una norma para V.




Denotamos un espacio lincal normado por (V,I-1).

Ejemplo. 2.6.2 Sea Cin,b), definimos HfH ﬂ
entonces (C {a,b], IH )Y, (=, b},d” ) =on c~

I {(x)t o Hf”,
iba 14 ncwlcs

ax
e
ne

Definicibn. 2.6.3 Una transformacidn lineal acotc ﬁa (overzdor linesal

acotado) de un espacio linesl normado (Vl,HJE) a otro (Vahil'), 28
una funcifén T: vl 5 V la cual sotisfnce pors todo f,;av] b s,baﬁ
que:

(1). T(af+bg)=a2(L)+b?(g).
(ii). Existe C20 tal que IIT(L)I. £ C HfH para toda f<V,.
Bl minimo de toles C's, es llgnvdo la nornma de '?, denotsds iimil.,

Asf I T ll_sunll“(f)H =qup B2/ £, puesto aue 1 2(L)il/ Uil
e/ NEn Y-y por dc5{n401o“ de supremo, tenemos gue pors Lodc

€70 existe geV 1 tal que IR0 R R  PRT A N (ectc Implica.zue pars i
d2 230 eviste peV t2l que T s {NTooaMisds iver Irop. 202.3)
Ziemrlo. 2.6.4 Ses V=Cla,b] » zes HEN =rox |F(x ), i LV o3 V;
2(r)=r(x)e (x) donde go(x) es una funciln Tijw en © Tw,Y}. Entonecs

T es un oyu ETQJOT lineal acoctado de V en sf mispe. En efecto, es

claro T es lineal y que TN £ S il pere todo D=V, o %0, on-
tonces I 2(LMAN TUEe i 4 2uego llf!léi‘gah Por oire parte,

tomemos f(x)=1 para toda xc¢Ta,bi, asi [[T{fHI = Hfﬂ?;o(x)?ns vEli-

da para f{x)=1 y psrz x=z_2,b%}, luego llTIlEiiT(f)H/ltf!lélso(xﬂ

es vélida pora toda xe{n,b), entonces HTilé§§g§i 1 Por 1o gue litil= ga'

Observamos que cuazlguier espacio linesl normado (V,iM) es un eopn-—
cio lineal méirico, definiendo d{7,g)=llf-g1i ;. De donde tenencs
las nociones de convergencia, completacibn y corntinuidad en espa-
cios lineales normados y, por consiguiente (V, I} es tambifn un
espacio lineal topolégico, donde s6lo se conservan, cono se sabe
las nociones de convergencis y contiinuidad.

Ahora dzremos una fomilia completa de definicion ¥ ”rOxoalcnﬂn‘.,

5

es
tomcdns directamente de lag rropiedades de espacios nétricos.
fpon 20

“n-n=1

Definicidn. 2.6.5 Una sucesidn
do V, se dice gque converge 2 un elemento [ en el espacio V, si da-

do €»0, existe una ¥ tal que para toda nyN tenemos Ilfﬁ%fll(e-

Denotaremos que ff converge a2 £ en V por “3 f o por 1lim f_=f.

’n*l : n new 0



Frecuvntenente este hecho se denota por:llfn-fllﬁ 0O cuando n =

—

Proposicién. 2.6.6 In un espacio lineal normodo (V, W) el 1fmizeo
de una sucesién es unico. Dem. uillfn—:l!e ¥ an—hﬂ < 0 cusndo
n 2« , centonces llg~-hijl = Hg—fnn+ilfn-hlla O cuando n 3o, asf g=h.

Definicibn. 2.6.7 Unz sucesidn en un espacio 1inea1 nornado (V,W-il)
se 1llama de Cauchy, si dndo €>0, existe unm Il tal que'pﬁra'todb
n,n>i tencuos Ilfn-fmll<e. Frecuentemente,este'hécho se denotz por
||fn—fmil 4 0 cuando n,m 5w,

Pronosicidn. 2.6.8 Fn un espacio lincal normado (V, H-H), cualgt der
sucesibn convergente es de Cauchy. Dem. Si Hf -fll>0yillf <fita 0

-4

cuando n,n o, entonces an fm & Hin—f!l+llf—fml > 0 cuando Ny =2 .

Definicifn. 2.6.9 Sea (v, .} un espscio lineal normado. 1 ccniunto

' {g ;llf—gilér} es llsmado unn bols cerrsds con centro en £ y raglio .
Z1 conjunto {g ;llg-f|!<r} es llzmado une bole sbiertia con centro en
f y radio r.

Definicifn. 2.6.10 Sea C'un subconjunto de un espscio lineal norma-
doV,Ces llam2do un conjunto convexo si ef+(1l-c)peC siempr

f,2eC y c=[0,1]. )

Por la proposicidn 2.%.14 sobemos que la interseccidn srbitrzris de
conjuntos convexos es de nuevo un conjuntoc convexo.

Al considerar la Def. 2.5.,12. se puede ver que c® es % zpbién un c2
junto convexo siempre que C lo sea, puesto aque c®%cC y si c=(0,1Y,
entonces cC%+(1~c)czC v ec® . (1-c)C® son abiertes, luero tanbién

- A
lo es su suma y como todo abierto de C pertenece a C”,ve tiene U convexe,

Froposicidn. 2.6,11 En un espeeio lineal normado (7,il-1l) las boles
son convexss. ‘ 4 ) ; .
Desiostracién: Zea B(g ,r) ung’ bola -abierta de rz xdio ry cent“o on oo,
entonces si f,heE(@,r),lli«vucr v Hh—glkr,;“sxi\cf (l c)h—nﬂ

it ef+(1l-c)h-cg-(l-c )gll‘llcf cg|l+ H(l c)h-(l-c)gll e Hf-gllr'

(1-¢) ¥ h—giler+{l-c)r=r. _ b : S
Definicifén. 2£.6.12 Diremos que un egp“01o llneal nornado (V H-H)

es conpleto, si &ste es completo como un espacio métrico en la
cemétrica induzida.



52

Pronosieifin, 2.6.175 851 (V1) o5 un espacio linaal normado, en-
torcans V¥ lLiene une Comnletacidn como un oonario rétrieo.
L demonternoidn ov simue del teoremn Z.4.78 vy de aue A(f,s) ==t

es unn mStriecs petural para cspicios lineales normados.

Teorapa. p.8,14 (Ccoreme de 12 transform2cién linesl acotada).
Suponcanng sue T oS una transformacibn lineal oncotnda de2 un esnncio
linenl nurmadn (V. Hﬂh} a un espacio lineal normade comrleto (V?,Wﬂqh
ntonron 4 puedv cor extendida en forma ‘inica, o uns transfcrmeciﬁn(
linenal neotoda (cor Lla misma cota), 1', de 1 completacidn de (Vl’
WH Y on (V,,Hﬂ”).

!

Dnmo stracidén: Sen W la completacién de V). Poras co2d= vevz. exis*e
L]
nna nueoanifn 4o o omentos {fn] o CV con 3* suzndo n o . Fues
to oun {1‘]LD covvarge, ecta s oes:on es de Cauchy, acsl dedo €70,
nin=l B

rodemos oncontrar  tel aue pars n,mpd imn]innl i ‘_H éE/C,supongg
héV]. Tntomesn

mos ~ic criste usc © tsl aue HR(h)N 2clth

ol Y=nre ), "('t‘l,‘—.{",n)lé2 SR LSS e 8 To enm)
rroebt e { (r W‘f;l ag de Cauehy en VQ. Puests nue ¥V, os eompleto
T(fn)1$:? nara u}'ﬂn reV,.. Ponganas 7 (£)=r. Debomos ver gue esta

definiecidn eg jnu:uendjen+ﬁ de 1o sucesidn fn » I elerida. FPara an-

to supcnsamog ans fq > I y fﬁ 2> f cuzndo n 3w, entoneces lg suce-

sidn f;sfiafu,f5~"' a3 £, asi T"l) “(f JIRALE ?).T{fé},... L 8' no-
re als=in g2V, ,v - uesto oue\/escomn1oto,11m ?(F"=n'=]{m L Y=g,
SRR n- naiy n
Adends ' eg acc! i?, puesio auell“'(f)” -14mll“(f JH, € Em Q'l”nﬁlz
& [aB- SR} i
C 1fm i7 [l—ctlt LA unicidad se dovnrendn dc 12 unicidad del 1~
N>, -

mite, Uaesto aue "2nos definido ' f):%ﬁm T(fn), es obvio que T' es
¢ . Sl

lineal.

Wn espdc1o linesal normado completo, es llam=do

un esyr=mcio de KoY h.

Ahora con51deren::'iT'un‘onefador o transformocién lineal acbtada
de vy 2connin tioooclonormado (VoL i) e un espacio lineal normado
(J,.' 4}. Denst.s 3 al-conjunto de todos los onoradores lineales
3cotﬁc s de (V‘. ':) a (V2J1H2) por I(V1,~2), e 1ntroduucamos una
norma sabre V.. ) definiendo




Teoremie. 2.0416 Si V es un ospacio lineal norquo y V.

_________ ec un on
pacio lineal normddo COﬂanL. ( de Benseh). Entonces W\Vlvv Y oeg

tamhidn un esnacio d4e Eannch.
Demontracidén: Pucsto gue cuzlouwivr combinseidn lineal finites de

oper:idres 11nculcq acotsdos, es olra ves un cnerasdor linesl ace

tado. i(V], ? 2gc un eswvncio lincal, es £5cil v-r auells I es uns
J

nors: vor ejemnlo 1a desirpusidnd del “ridngsuls es probaiis cono.
siruc: Jean Jl,TtQi(”l V,1, entorcay
(=052 SR KRS
[ ol = su ———_TTT“_ « sun =
1. Tt < HI

5

P AW WII --'—L = II'Jfll! P _

r oG e;ﬁ(V],Vq) es connleto, debsmos probar cue si
{T “:l es uns suecesiin de Cauchy en la norms oner2dor, ensehnecs
o > un operador lineal acotado 1, tnl oueIITn-Tll 3 0 cugsndo

n oo . venos gue
IR —’fn(f)ll = II(? U ECO N I RSN IHES

s -
- 4
1n suces;on r? (£R®

0 n,m S0, 2si {HT i ?' es uns
sucesian d; C:rc%; de ndmaros roules cuec converee a“alrﬁA nimers C,
v l | (f)H - H1 (f)ﬂl 4 ”“ (£)y= m(*,” 5 0 cusrnde nh,m 34 . Je
dond« 1| ()l —l‘w (IR EY} "{Pllx sl =Ci £, asi @ es un o3
rador lineal DCOt“GO. Debem'u 31%}: EOS»PTF sue Tn é T en la norn

13+

3

2

over: 2or. Puesto gue ‘
H(ruin)(fﬂl =1l -9 )(f}”él:.ll_. Tnﬂﬂfﬂ,, si ££Q tenenos

me 7

{

L eyl fl
A M m n :

e T2 OSNEers 11r1H” = 1 es cota

’.\ I& B

0 - )(f)“ / an ¥y pu2sto ue.
mfn,-x cotq ,uperlor Tenomes aue

, -z 5 (o) el

lewr ) = quo —2 B artn e
A Tt0 If mam o

veros aue mll~C, en efecto - .07
e - clefnen-we ul+ e -c|

£ o7 |l + |H Al - C] 50 cisndo R éo).

0 de narervs
12

’S

inalnente
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. . . o
Definicibn. 2.6.17 Una zucesibdn de elenmentos [in}nrl en un esuacio
11neal normado (V, l|-ll), es 1ll2mada absolutamente sumable, si
. Hoooa .
n:l”fn"< @, ¥ es llamada sumable si En"l T, convarge cuundo
N 00 2 un feV.

Teorema. 2.6.18 Un espncio lineal normado (V, I-Il) es conmpleto si

s5lo si toda sucesidn zbsolutemente sumable, es sumable,

Demostracibn: Suponsamos que (V,I*l) es comnleto, y se:z {anZ”
na sucesidn absolutamente sumadble, ¥ aque Hll, entonces

“Z\nﬂl Ty - nu] r " “Z\ an & Z\n=§:;+1” fn“ =

]21 = ”fq| j;rr¢||i nl 5 0 cuzndo I,L = o, de donde lazhﬁdém

sibn {§ n=1 & } =7 @3 de Cauehy en V, y por ser V completo, eate
converge a2 un feV. :
Inversamente supongamos que {f \n >y @5 una suces i6n de Czuchy.

- . o .
intonces parz todo entero k existe i, tal oue |jf —41||$T gl r,md
S 1
.y . e A
escojamos N..'s tales aue i, . »%.. Entcnces 1la su00316“ (ru,}h 5 er
o8 " w1l n Gy tan=d
una subsucesién de {f, )7, 5en rl"f‘l ¥ =ty s,y de ectz ma
n BN AR N
nera § e ry“fqv vonelt |é2 -1 gi w1y por 1: tanto
Y S s At 1S . . -
N - I N —j{+l = " - L &)
gz el & e+ 5 7. 2 = llgyll + 1 <o, de donde {r 3,7
e3 abzolutamente sumesble. Entonces por hivdtacis fglgnl g7 sumpi i,
R . T .
st - o, o= al b Ce (34 ™ S o 1 - i‘ o, e
85 k=2 7y = iy, 2 £ pare algdn feV, y como il & -1 i #ﬁ;ﬁ“;n Lo
im || £, on mw, ent : T ocus N 3 poera
Lim Hf, . -T 1] > 0 cuznds n 5w, entoneces £, 3 £ cusndo n =33 ¥

Definicibn. 2.6.19 Dos normas, l -il; y ii-ll,, sobre un esvacio linasl

normaede V, son llazmzdas equivalentes, si existen constantes posi-
2 L4 ) . Al o ' >

tivas C y C', tales gue, pars toda feV, Cl L)l = L1 £ CH Tilye

Ejemplo. 2.6.20 Sea V Cnb,bl y. sean Hf\g— max if(& (x)!y Hffh=
320 nnxlf(y)(h)l ; entqnces (l/n)llfl“fll%&\‘llf\thl!r*L':“

1 2 el

Definicién. 2.6.21 Unamtransformﬂc16n T entre dos esu“c1o "1iﬁéalés

nox mﬂ%?o Ti(Vy,l- ”1) > (/2,H il ), es llamade continua, si .
T(in) zT(f) siempre que- f '““f. '
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La definicidbn anterior gse puede plantear en una definicién ecuiva-
lente en términos de médulos de continuidade y §, como sipue: Sena
J-JC(Vl,Hle). Un operador lineal ’L‘:EC(‘!l,ll-Ill) KN (V -Il,,) es 1lamp
do continuo en E, si pera todo €,u, cxiste 520 t=o 1 gque para todo
£,z€k con Wl f-gll¢é tenemos || T(L)-T(g)lce.

Teorena. 2.6.22 Sea T una transfoihacibn lineal (onerador llncal)r
T:(Vl,n-nl) > (V?,Hdlg). Entonces las ulgulﬂntes pr0003301one ~son -
equivalentes. W I

(i). T es continua en todo punto.
{(ii). T es continua en un punto.
(iii). T es acotada. . : .
Demostracién: (i) » (ii) es obvie, (ii)=* (iii). Supongamos aoue T cs
continus en f. Zntonces existe un &0 tal cue || 2(g)-7(f) lil<1l pera
todo gzV, tzl cue lg~f iK€, Fara cuslquier heV,, ponpamos w= ans 4 nl,
dornde O¢ned . Entonces (2/W h I} )D(h)=2(w)=T(w+L)=2(L) ¥
Cazuninibeindll = 1w -u,: iYL, puesto sue W w-f=f |L=1] w1 =448,
Consecuentencente, HT(hNHQ\Hﬂl pere todo heVy, z5{ 7 es ccotzndo,
(iii) 2 (i). Supcngenmos que T es acotado, esto es, existe CP0 ta2l

oue WM(h)l 4CH h 1l para todo heV,. Entonces o)==t =l 2(f= 1
T U=z HEC f=gll<€ paré todo f,uch tales que Hf—g.h—'u. Sien
do £ ¥y g runtos 2zrbitrarios tenemos cue T es continuc en Vl.

(ii)= (i). Sea T continuo en el punto feVy, y sea g cuzlouier pun-
to de Vl’ tvmcnos{g }091 al cue En 2 & cuszndo n »<w, entonces
llT(gn)—T(g)H llf((v -g)of) T(£) 1| 4 y como s, = g cuando n Hcw,
entonces 5p=8 0 cuando n -w, vor lo tanto (gn—g)+r - [ cuando

n >w. Por la continuidad de T en f tenemos gque T((gn—g)+f) 3> T(r)
cuando n 3o . Por lo tanto || ‘((g -g)+f)-T(Lf)!l > 0 cuzndo n - .
Equivalentemente || T(gn)—T(é)lI 5 0 cuando n >m.

Ejemplo. 2.6.23 El operador de dlferen01“c16n puede ser considers-
do como un operador gue actus del especio C fa,;b] con 1z norma
llfllirgglf(1)|+ mﬁxlf (x)l en el espscio Cla,Y] . En este caso el
operador alferen010016n es lineal y continuo y transforma todo el
espzcio ct [2,bl en todo el espacio Cla,bl. No resulta conveniente
considersr ¢l operzdor diferencizcidn como un operndor el cual
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actla de Cl[a,b] en Cla,b]l, ye que, & peunr de obLitcner en este
s0 tal operador continuo definido sobre todo el euype:

ca

cic, eute ors
‘1 3

Ty tU.

rador no se puede aplicar dos veces a cualquier funcidén de

55 e cdnodo considerar el operador de (diferenciacidn en un e

suva

. . 1 . . . .
cio mucho més reducido que C [a,o], en el csopzcio Cm[ﬁ 3 3
ciones infinitomente diferenciables sobre [o2,b]) cuwa

A

define mediante un sistema nunerable de nornuullfH

A
Bl opersdor diferenciacidn transforma este esvacio cn sf misno,
adends es continuc sobre este espacio.

befinicidn. 2.6.24 iin operador lineal acotado 4 de un espacio li-
neal normado (V ”l) 2 un esvocio linenl nurmado (7. It H , €8

llamado un 1somorflsmo, 51 este es una biyaceidn, la-cual: Cu cun=
tinua y tiene inverse continua. Si esta preserve norms es llamadas
una isonetria.

Biemnlo. 2.0.25 Supongszmos gue dos no“nngJ~” y'Lﬁj sotra un 2sns
cio de Bansuch V son eouivalentes, entonces 19 furn
es un isomorfismo de (Vl,N'H}) en (V,., - H . s

= n I
5 T LLE PREES T —rmaw |6 . 1‘ I
gen V=C [—.J,u] ' “ ;E l—E.‘:'_’]aé !.L }‘ 7 | ” Z}, =G ch':\bi‘

.E.26 Z) conjunto dée todas las ‘*an*‘"vr"c:ore' lince-
d35 de un espacio de Eansch V £k, T(V,&) corn 12 norma
HFH=§R§[“(f/l-qfn, es denotado por (V*,Ili+l) ¢ .oz
1

el espacio dual de V. Los elementos de V¥ son llans

linecles scotados sobre V. La topologia en V¥, corres

norma introducidz se llama topologla fuerte en V¥,

Trovosicidn. 2.6.27 ELl espscio dusl (V+,lI-113 d2 un espazio linc:l
RO . 3 b s .. o \
normzdo V, es un espaclo de Banach. (La Dem. se-sirue del Teo. 2.6.106)

ijemplos. 2.6.28 Sea V=C(a,b], sea z una funcién fija ds,C{a,b\ ¥

vongaros porn tode fev, G(f)= ? fx)g(ajdnyvemos sue G ggr linend
y :cotfda, entonces Ge(v<, H-H). ‘

Sea V=C"{a,b}, sean Eorfyre=fy funciones fijas de. C[ﬁ,kﬂ par

£ en V definimos G(f)= g go'x) (x )dx+fl 5l(x)f (X)dkw"‘+~ 7

gE l,n(x)f(n)(x)dx vemos también gque G es una funcional lineal

y acotads, que vor 1o tanto Ge(v*,l-1l).



A modo de disggsié omo antecedente para la demostrscidn del
Teorcma de Repreééhtééiénbdc-Riesz, considerenos los sisuicntes
resultedos o "

Sea y un2 funcidn definida sobre [a,bh] . Si Pr{vﬁ,.‘.,sp} es unn
porticidn de [ 2,5}, ponemos Aiy(s)=y(si)—y(si_]), pnra.ixl,..,n.
51 existe una constznte positiva C, tal cue §:j23iﬁiy(s}!é C
narn todes las particioncs de {a,b], entonces y-cs 1lamada do
variscién acotzda sobre la,h). ‘
Lae funciones mondtonas sobre (2,P) son de veriseiédn acotsds =mo-
bre [z,b], puesto que si y es una funcién creciente §éj§1!ﬂjV(s)I:
E:igl Aiy(s)=y(h)—y(a), para el caso en cue y es unz funcidn
decreciente basts considerar oue A, v(n)l:-éﬁy(s;.

as funciones cue vertenecen 2 ¢l (e,¥], son también de¢ variscidn
acotada sohre [=z,b], puesto que para cada yeCl[a,hl, existe uns
constante positive C, tal cue |y ()% C pura tods sefs,by, v
E: 1A yls)l s >\,_1ly (¢, )‘A Q‘C(b—a), Ggonde tléfsi_l,si].
S5i una 1anc16n y es de v0r1301un acotada cobre {=,u], entonces v
se puede expressr como difcerencio de dos funcioncs won b
nidss en [o,bl). ®n efecto. Ses y de variscién accinds sabrz [a,h)
y considrremos las funciones:

ot o= {r si r>0. .
0 si r=0.

y r =iri-r", definimos G(u)—¢up(§i [Aly(vj N H(s)zs 9(>:l§1

E& v(s ] ), donde el supremo es tomﬂdo sobre todas lzu psriicionss

de [{2,s) . Claramente G y H son funciones mondtonas y coumo y(s)-v(2)

=G(s)-H(s), as{ y(s)=6G(s)-(H(s)-y{a)), y puesto gue tavbién #(s)-
(a) es mondtons, se concluye la validez del enunciado gnterior.

Si una funcibén y es de variacibn acotade sobre [o,b], cntonces ¥y
25 un2 integral indefinides.

wr efecto. Suvonremos que y €s de variscidn cotad sovre fo,n},
entonces por la proposicidn anterior y(s)=y )—yzis), donde las
funciones y; son mondtonas crecientes, asfi y ] —“1L; : (a),:‘;
donde y'{s) existe en cagi todo punto de [z hl, ausﬂ4° g!'i“i
lyl(h)lﬂy'z(s)!— 1(si+ysp(s) y I( y' (s)as] ‘f & b”l(")"‘“
Jz(b) (3) yg(u), de donde y'(s) es integrzble. Po“>" 108
Jr(s)~§ y'(s)ds + y(a).

S
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Teorema. 2.6.29 (Teoremz de Representecibn de Riesz). Seu P ourn
funcional lineal acotada definida en el espacio de funciones
tadzas sobre el intervalo [0,1] e integrables en el sentido de
Riemann, con la norma || £H —maylf( ¢}, al cual denotarenmcs por
B {0,1) . Entonces existe ung Lun016r fije gebit 0,1}, tol gue
.'x"(f,)::SU fxYe(x)dx, €eR{0,1] ¥y Ukl =§é\{!(x}l dx.
Derostracibn: Sea €0 t2l gue | ¥(fY z«cll £l pore t ]].
Pars cuzlouicr se{O,l], considerenos la funcidn c: O-X
entonces pzre cada s5<{0,1) el valor F(X‘) es un nlmero rezl y(s ),
y esto define una funcién sobre (0,1} . Vecmos primero que 1a fun-
cibn y es de variacibn acotada. Sea {éi}i=0 unz particiédn cual-
quiera de [0,1). Entonces e
Yo 8 (s )=y(s; )1 §31“1 (v(s;)-y(s;_1))senly(s)=y(ai 1)) =
}:11 (F()L )I‘()L (1-1)))sen(yCs ) -v(s;_y)i=

200

r‘

iR

[&]
o]

Te

,-» ry

ragler

-~ (&)
j0]
r, ~
r+ ‘J

"

(3oio1gs ¥ﬁ i1 )>0hn</<ol> =315y 1)) 4 -
urn}ﬁ 101 (;Lc,1 AR B DI YO Yo(i-yll=c
lo que nmuestrz gue la funcibn y es dc vsriceibdn scotads gobdbre
©,1), entoncez existe uns funcibn ccotads ¢ definids en T6,1],
tal gue y(s)= S a(x)dx, =2sf (X, ;—SS g(x)xi(x)dx, o cono toda
funcidn sinmple es COPblnquun 11neﬁ1 de funciones cersclerfs-
ticas. 3i z= z?lhl °i’ entonces F(z )~§U ()= {x)dx. Sean
funcidén acotods sobre [0,1] e integreble en el sentido de Rie-
nann, entonces existe uns sucesidn ( n}n -1 de funcion sinples
definidas sobre [0,1) tzles aue 7n(x) > f(x) cuando n 3 @ para
toda xe[0,1], y puesto gue f es =cotads en [(0,1], entonces 1la
convergencis es uniforme, asft Hf—vnH :&F]ka)‘a (x){ 3 O cuzngo
nS>wm. Y \u( )-F(z ) =IF(f-z ) 1% Nriie-z i« € 1l £~z I 3 O cuendo
n >»n, as{ F()= 11r m(/ ) 11mgo b(x)u (x )dv entoncss cslculsndo
| (-0} eGortoax |
[F(£)ZF(z )s g e(x) 7, (x)dx Sl £(x)£(x) ax|

e lrtr-z) |+ 1tonxhaz) e -z (D)
ClE ez N fo\ A(x)l dx 111-v a e
£ Cllf-z Il*folu(x)ldxﬁlf— n é 0 cuando n aa..-Lntonces

F(£)=(3 T(x)alx)ax pare ferklo,1].

58
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Ahora veamos que IIFII"(]‘r(m)Id Para todo feBRR{0,13, tenemos

aue lf(f)’—l o e )I(v)ﬂ*\"‘l*(v)“i(r)}dv‘(gl|U(Y)ld¥)v"XIf(rH
Nz

N =( SO|"(Y)|d\)||fli, si ££0, entonces E(f)f/[!f};d
(SreCatax, est Uei e e(o)ian,
}or otra parite, tomemos F(x)=srn{r(x)), claramente esta funeiébn

es acotads 2 integrable qohre 10,13, entonces

B3 (f)\—;i glx)eornl; (7\)0.—(~ tr(w) dx)ll 1], suruesto oue HLil=1,

J )

ssi WPl 2in(E)I /= I”(X)lda, y wvor lo tanto I Pl = 0|;(7)Id/
Definicidn. Z.6.30 Una funcioneal no negative p, definids sobre un
espacio lineal V, es llamada convexs, si satisfece pera todo f ey

v e2i0,1%: .(cf+(l—c)g)écp(f)+(1-c)p(g).

Zjemnlo. 2.6.31 Sea V el conjunto de las funciones acotadas sobre

{2,b] y sea xo4un punto fijo en [2,b). Entonces p, (f)=!f(xo)[es
. L) . °

una funcionol convexs sobre V.

Definicibn. 2.4.32 See V un cspacio lineal real, y ses V un sub-
esvacio linezl suyo. Zurongsmoc 2demés, aue sobre el subos:acio
Vo se define una funcicnsl linesl G. Unz funcional lineel I defi-
nida sobre todo el espacio V, se llame extensidn de ls funcionsl
G, cuando ¥P(IL)=G(I) pvara todo £V . :

Lema. 2.6.33 Sea V un especio lineal real, y ses VO un subespacio
lineal suyo. Supongemos ademfs ocoue ¢ es unz funcional lineal defi-
nida sobre Vo la cual sztisface G{(f)£o(f) donde p es una funcionsl
convexa ¥y f=V . Fntonces existe un nimero real a tal que:

ﬁyn(l/b( -p( £~ bﬂ)*u(f)))—~—5rf(1/b\“\’+b0)—u(f)))
eV
Suvongesnos cue fl,fzcv ¥ 6, c70. “ntonces

cG(+ l)+bG(f )= G(cf +bf2) (c+b)G(c+b 1t E“B f2)4
(C+b)P(C+b l C*K\ f ) (C+b)p( +D (fl b{")-f‘——r(f +cg))é
cp{fy-bgl+inilyreg). o '
As{, para todo rl,rgev y b,c70, tenemos
1/0(-p(£)-3)46(1))€1/e(p( f+ez) -Gl £5))
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De donde existe un ndmero a. tal que

Quo(L/b(-n(f br)+G(L) ) ) 2a ‘%nf;l/b(;(f+bg)—§(f))k

l(\',' fen,

acio linesl
Zemos gue G oes ung
de YV, 15
feVD. mntonces 0.!r*c uns fur-
cipnal linezl ¥, definide sobre todo V, cu

Teorema. 2.5.34 (Teorena de Hahn—Banach). Sea 'V oun es
u

real v sea p un2 funcionsl cunvexs finita. Supon

furnicionzl linesl dofinide sobre un subcapsciz 1i

cunl satisface G{{)=u(7) rera todo

e

F(L£)£p(f) vara tcio feV y F(L)=G(f) para todo feV

Demostrecidn: Swyronraomos ncue VOFV, osi eviste

Sea V el espzeic genersdo nor V. ¥ . La extensidn de G a V se~

r4 1larade Gg J estz serd gspecificads en cuanto definsmos G:(?)
fe} B3

puesto cue todo elemento de V,_ es de la forma f+by con bR v'f"
ug(i+b") =0 wtzg'). Ahors bien del lema anter ior, defininos

Gﬁ(;):;, v verificuemos cue 12 extensibn resulinnte satisfsce nue

G;(f)ép\f) rers %ods L&Y _, wpuecio cue

azaff(l/bﬁp{ n)—u\,),;—l/ Ap{f+bg)-4(1)), implica nrra fev ¥ wy0,
fr-% o

G £’¥b§£p£f+tg), o bien 5 (I-br)=0(1 7) perec

)
., sdemds es o v1d cue G (f)=é

24 i B o}

Ahors sew® lz colecciébn de e>uenvl rnes ¢ d4¢ G las cusnles satisfo-
cen e{r)#p({7) sobre el subespocio donde estdn definidas. Defini-
nos un orden rerciel < sobre T roniendo elﬁe? sl o, caig defiri-
dz sobre un conjiunto mfs grsnde cue e) ¥ el(f)aee(f) dconde ambas
estén definidas. Ses {ejﬁu un subconjunto totsolimente Srdencdo de
5; sen Vu el subespacio donde ey es definidn., Lelinimes e motre
_&%V* poniendo ¢(If)=e, (f) si feV,, asf para cada subconjunioc totol
mente ordenado de I, 22 tiene una cota superior. For el lema de
Zorn, = tiene un elemento mzxim conjun—

o]
o]
o
b
o
19
e
H
£

to V', el cusl sstisface r({,%p{l) para todo TV'., ¥y

a

1l ¥, defirido
L o V' debe
2

ser todo V, y5 aue de otrs manera ¥ podrfs extundsrse ¥4 sotre

un espacio mis grande por uns dimensidn ecomo 8. hizo wntes, vord
esto contradice que ¥ es un elemento maxinal, de donde teneros

que V'=V. As! 1z extlensién I estn definidz on todas pu tc“.
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Corolsrio. 2.6.%% Sea V un espucio lineal normado. VO un subeg-—

pacio de V y G un elemento de VB. “ntonces existe FeV' una exten

g.én de G, 1a cunl sctisface: !?FI!V_=!iﬂaivr.

Jenmostracién: Considerando ¢l teorema anterior C2.6. “4 ) poniendo

IR(f) ép(f):!]G"V i £il 4, en donde esta desirualde d es vAlids
ra tcdo fev, v si 140, entonces |¥(L) s/} 1 “!ﬂvtxusiivj,

£ iG! s For otro lado H ¥l g SO f!i:?G(f)5_Jﬁ

da pare tods feV,, f#0, de donde :iF;iV*EliGifv:. Por

0 (e ]G!lvg,. T

o

Corolario. 2.6.36 Sea g#0 un elenmento de un espacio lineal normado
V . Intonces existe una funcmonwl no nula FzV*, t2l cue F(z)={F iy

7;:’r+

el v

Demostracibn: Sea Vo el subespacio generado por el elemento &, ¥
defininmos G{ag)=clj 7\l con a¢ii, entonces hociends uso deli corale-
rio anterior Z.4.3%5 rodemos consiruir ¥ con \i“'§v‘~ >33‘;, exIon
diendo G = todo V: FTero como F{zZy=G({ri=igil en 7, se —ien? aue
HFilya= sup iF237000 2ie(g) /i gh =1, esto es il i}, 31, v dzdo
gue | #| %,'es la minims constante C tnl cue ‘P(h)i £ C. h': pere
toda hc¢V, entonces se tiene cue !l F"y«—l puesto que I(~)=1il z!

en V; Ter lo tento F(€)=l":1v,;l£llj

Sea I una familia de Indices, y supongenos. que paras czds eI, 7.
es un espacio de Benach. Ses V—-{f(&dél H ‘delg,émfﬂfivv:(xk. “nton
ces €1 espzcio V con lz norms {fihex =§:ﬁlfllvjbé un esracio de
Eanach. Y este espseio es llsmado suma 4ivécta de los eapoecixs V. v

es frecuentemente denotado por V= 3 V4.

Sea V un espacio de Banach y ¥ un subespacio cerrado de V.
Si f,02V defind b +

de V cono

imogs una relacibn de ecuivslenc
gifuz: (£,2)eR si v s8lo si f-gel®. DNenotarma

de ciases de equ1vrlcnc13 nor 7,l., 7 como zntes definimas Jg edi-
cidén y rultiplicacidn por elementos de R de estas c
gue:a[f]+b[g]=[af+bgj. Ne esta manera este espacio es lineal
donde H=LO].
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Defininos Hfijll / = {ng Hf—mllv. iodenos dar una intervretacidn

un tznio geowmbirt c du Es 0 definicidn rars jdilucidar sobre ella,

szbemos que en todo ecrucio lincal

nétrice natural poniendo d(f,n)= (1~ 1z

ciz de un punto feV & un conjunto X se puede definir como 4(f,:}

= %g; d(f,mX: iR o) Hf—n!l Yo cate y

f£cil ver que iCdl es un, nornG:

ez oue [f)=h=[U). Zn c¢fecto, sen . el

de V tzl que &if—mlﬂvﬁ 0 cugnus n .0, &ntonces !imn-mmilvé

Ilr -1y +l|f—mlll gy = 3 cvando n,m $w , asi {:ﬁlgél €3 une su-
n

\
vulén de Czuchy en el espacio !, ¥y puesto cue il es

v

A
¢c.rrsdo, entonces . €5 un sutesvacio comnleto de V, puesto gue
cada sucesifn de Couchy de U e

¥ cerrpdg,ecte limite “ehe ns

te mei a2l oue My 7 ° cusnto

= 0 cuznio n 5% 3 ror 1o tontc
Por 1o tanto ({l=l={0].

La desigusldad del trifngzulo es prohada como sigue: H [fl+lglll, - =

o - ‘. . = . et - c

l![fw?j.!7/x= ape W) ez % Ho—im i+ He-iriil,,, entonces

fof I{f+p)-nlly es cota inferior del conjunto de nﬁmeros

iif—gmliv dg-gmi,, con nell, pero ﬁgm frf-Jmlivﬁ

néxima cote inferior de este cenjunto, entonces

apﬁ JHf—anIlv+ll5_ém'l¢} ¥y por las wvropiededes ae wnrimo tencmoq
v g g, - - 3 0

gue frla f-m L + Hg=amil V‘} ;‘r‘.,ﬂ HE—gmll vt '*tylx" flr=um H v dado

cue también ~ne“, tenemos que IIB]+I¥]‘|U/ !“*j“Y/“ + }lgj”v/ﬁ.

Lz propiedad |2} || V/ﬁ“a'|g3!‘V/V con a#0 es obvia. :

leorema. 2.6.37 bea V un espacio de Zanach y cea i un-.sukes
pzcio cerrzdo suyo, entonces el espescio cociente de:V egﬁn YO
v /15, es un espacio de Eanach. o
Demostrucifin: Sea U{ﬁj}n~ una suces 6n 7hs olut:mcntn uuw’blr
er; el espscio cociente ¥/ /L. isto significa que”la<serie;{

;ﬂ ® jog g —m il o e j;' SR ST

E v
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bPara cada n, escojamos m ek tal que W1 -m || %2 $thlin—m|l, enton

ces {f -‘.}n-] es una sucesidn absolutamente sumable en V. Sea

~ N N
245 ) o (L) e“‘O“CGSiDLnul[f_]‘[“]|lV/u 4 >4 5 e
d

=1 M H % 0 cuando ¥ ~»>m. BEsto prueba aue {B?] l es unsa

ai 6n sumable. Intonces por el tecorema 2.b6.18, tenemos aue V/i
es un espacio linesl normado conovleto. ~ '

Zienplo. 2.6.38 Sea V=Cla,b) y L={r ; £(0)=0%. #ntonces V= [,

Definicifn. 2.6.79 Sean V, y V, espacios de Banach, T un operador
lineal acot=do de Vl a Vp. ¥l operador adjunto de T, denotado vor

T', es el operndor lineal acotado de V; & Vi definido por
' (6(£))=6(7(f)) para todo GEV%, y para todo feV,.

Teorema. Z.6.40 Sean V, y V,, dos espacios de Bznecn. La funcidn
T 5 P* es un isomorlismo isométrico de i(Vl,VQ) ) ZKV;,VR).
Demostracidn: Le funcidén T» ' es linegl, suesto que G(s”1
(2611 +GT,) (£)=aGT; (T)+6T, (1) =aT{G(L)+T46( ) =(2T{6+TG) (L)= (
EL hecho de que T' es acotndo y aue lg funcién cs una isome
sifue de:

et ; sup l (LM, = sup ( sup 16(2L))1)
2V, ¥5) nnan (£ AP umtl( 'EQQ o

sup ( sup lT' G(f = sup g =0a . oy
nGM1( WE @) NaNL LVy,vy)
aev; Ge V) ;

La segunda igualdad se¢ obtiene de corolesrio al teorema de Hahn-

Banach 2.6.36. Haciendo IG(T(L£))i=1MUg N, IT(E)ly,  donde GeVy es
2

0 N

£ sup HD()I .

no nula, entonces Wo(£)H v =lG(T(f))|/” GH, 2
2 ufney 2

= sup ( suple(2(f))).
WENEL  MGHEL
Ge Vr

Un espacio lineal normado numerable es un espacio iineal V provisto
de un sistemz nunerable de normas H-Nn eguivalentes entre si. Todo
espacio lineal numerasble se convierte en un espacio lineal topolé-
gico, si definimos un sistema de vecindades abiertas de cero I

-t o)
cada una deo las cuzles estz definida per los ndmeros n y €,y cgﬁs—
ta de los feV tales quel]fnfé JIfH2<é,...,Han<€. Venos también
que un ecspacio linezl normado numerable gatisface el primer arxion?

de nunerabilidad haciendo quec € tome los valores 1,%,...,1/n. Es
nés la topologdfa puede ser introducida por una métrica invariante
“bajo traslaciones d(f,g):éiéz 27N r-g) o/ (h+lif=gh )), £,oaV. :
Como ejemplo tomamos a C*[a,b con 1ﬁsnormﬁaHfH =Sf{]l £ (xﬂ},u:o,l,2g
04R&EN



Teorema. 2.6.41 (Teorema de PBanach sobre ¢l onerador inversoa).
gca U un operador lincal acotado, aue efceila una transfornoacidn
invectiva de un espncio de Ranach Vl sobkre un espacio de Ianach V?.
wntonces el operador inverso U_l es un operador acotado.
Demostracibén: Obscervamos primero que, U—l s lincal, cn efecto, Lbas
tn comprobar que se cumple la igunldad U*l(af+“ )= (f)+bd"1(~)
ynra esto, pongonos U(fl):f v U(El)ZC. Debido 2 lz linenlidsd de U
tenenos

U o f1+b 1) aU(f Y+bl(g l)’

04

de acuerdo con la delinicién de operador inverso U_l(f)=f] Yy U“1(5)=g]

de donde

a7 (£)+uT (g)=ar) +bgl-U (U(afl+bgl))_d Tau(r,)+0U(z )=

T {af+bg). PR

Kotamos también, que si H es un subconjunto derco de Vz. n . 2neeEs
"{.030 elemento no nulode Vo, pucde exnrosarse cono:

porytlote .l +f 4oL, donde f _n ¥ Hfﬂl‘( 3/2 )Wf

Inva esto, construyamos 1la ,ucecién ffpggil como Sifuer wECoZeren

.=, de tal manera guec lIf~1 lH( s, 1o cusl es siewmpre rosible yo
c

&4
auc esta desigualdad define una bkola abiertz da radio 2t ¥

ern 21 punto L3 B(L,LULN), deatro de la cual dehs exiclir  un elermexn
to de i1, puesto gque i es un ‘subconjunto denso de VZ' 25Ccolamos f:ch,
4¢ monera gue Hf- ry-f, il 4f&)2HfH, en general escojamos [, ial aue
Ni=fy=Lomesa=T) l&( )n“f“ Tal seleccién es posible, ya gue 1 es denso
e Vo, de acuerdo con esta seleccién de elementos de i, tenenos

. m
hi—};nzl fnll 5> O cuando n-=aw,

cr70 es, la serie ;nl fn converge hacia f. Estimemos shora, las

womnas de los elenmentos f

|—Hf £y+Lli£ - rln+ufu41nfuaufu-(ﬁ/z)nfu

=(3/a)izn.
*lmente i O

- “—HL +fn 1 ..,pr _f+£_:l_?2f{;i%£;.

4uf-f1-....-fnn+ni-fl;,;.-fh_inf( )anH+( )n‘lurn—( 2“)”1”



Ahora, consideremos en ¢l cspacio V, Jos conjuntos L., donde
H

<1

i,

con istec de elementos fevg, tales quc satisfacen lo desirualdad
o~ fH‘kaH. Todomelemcnto del espacio V?, ge encuentra en 2cicrto
Mk’ es decir V2= h{mk. De acuerdo al Tcorema de Baire sobre catc-
porias. Todo espacio métrico corpleto, no puede representzrse co-
mo 12 unidbn numerable de conjuntos nunes densos, es decir, je con
juntos que no son densos en ninguna bola, Jucro, 21 mencs uno de

los conjuntos Mk, diganios mn, es denco en una bola abjerio o5 =
congideremos dentro de esta bola el conjunto 5 de puntos g, para

los cuzles se cuaple la desigueldad O<b<ng~f0H<a¢e y Conde &l .
Hagzmos una traslacién de B(fo,e) 1 origen, y denstemos 21 conjun
to resultante de lz traslacidédn de S, como SO. Frohemos gug en 5

o
existe un conjunto denso MH' Sea geSﬂRn; ennLonces g—fOESO Y 8se ou
rle que

0L Cgm i n il ) 2nCllali- e 1)
=n{lg=L o+ L el D #n(llg-1 JH+20L M )=nlip-£ _n(1+(2 uéfoﬁ>).
£n{ig-1 n(1+(2nf ol/e))e.
La magnitud n(1+(24f 1i/v)) no depende de g. Tonemos H=l+(1+(2if
¢nto“ceo g-f o S ¥, como Mn-cs denso en s, L, serfé dcnso en S, e
o~ ( ON £3 Hp £ ll. Consideremos un elemento £ no nulo en V.,

entonces siempre se puede cscoger ceR, toal que oellefli<ka, es-deceir

que cfeSo. Fuesto gue My, es denso en 5,0 s€ puede construir una o
cesidn de elementos f k€M convergente nacia ef. Z“ntonces la suce

sidn {1/C>f:}h_l converge hacia f. Es evidente gue si f,=l.., ento:

ces también (1/c)fieMy, pars todo cA0, ceR, pucsio gue

II’ P

HU"l(fk>Hénuzku implica HU"l((l/c)fk)HéN§il/c)fy:l para c#0.

Por consiguiente, MN es denso en vz-{o} ¥, por esto, también 1o es

en Vg.

3
1]

Considerencs un elemento no nulo feV2; entonces { vuede expresd
como: f:f1+fz+...+fk+..g,*siendO'kaué (E/ZK)Hfﬂ, £l S
Consideremos en Vl’ la serie formada por les imétcnes rec‘croc"s
de los elementos fk, es decir, de los elementos 8 (f ) ‘Estea

gserie converge a un elemento g, ya que tiene lugar la de 1guo]dad

to

3

>

€



“gkuznu' f IR H N()/Z Yifll, para toda k, y si denotanos les

sumas parciales de z:k 1 P POT S, entonces para n*mn, tenemos

K
s ot =l a1 @D e 1B ESHIE I 0 (£)
ezmnen ()™ /0 (a)k 5 0 cusndo n,m 3,

66

o ; Sown
Entonces la sucesién {s -, de sumas parciales de lnvserlc[ﬂy 16518

n ‘n=1

una sucesibén de Cauchy, por tanto la serheﬁzk 1 gk converre~a
un elemento geVl, ademds

11T 2. g ety o, (H) 3Rz,

Como la serie Ejk =] &, converge a un elemerito gevl, y U es: un ope-
rador continuo, se tiene gue U se puede aplicar a estarserle térni
no a término, ya que al denotar por s "23k~le g la n—ésina suma
parcial de 1la uerle;Z)k 1 By tenemos que si llg sn*g v U es un
operador continuo :

%ig(U(sn))=U(%éann),
entonces
Ulg)= Ugl+U32+...-fl+f2+..ﬂr

de donde g=U 1(f). Ademdsg. e

WUt (o)i=lghe3nuen, _
y como csta es una estlmac'b
lineal U'l, es un operador,

tracibtn del Teorema.

A continuacidn hacemos un breve estudlo, sobre élgebras de Banach,
como una extensidn de espgcios de’ Banach, es dec1r, estructuras que
ademés dg ser espacios de Banach, satisfacen las siguientes pronie-
dades: llfgl#iifliillg) para todo f,g y la existencia de un elemento uni
dad, tal que, su norma es iguzl. 2 uno. De igual nmanera extenderios

el concepto de howonorflsmos a homomorfismos de cardcter multiplica
tivo.



Iefinicifbn. 2.6.42 5i V es un dlsebra de nacuerdo con la def. 2.3.1
¥ 8l en adicidén V es un espacio de Benach, cuya normn satisface:
(). Wrg g nfupnu para todo [,reV.

(ii). E1 elemento unidad e de V es tal que llell= 1.

Entonces V es llamada un 4lgebra de Pancch.

Notamos que no se requicre que V sea connutatlvo con resnecto al
producto.

BEjemplo. 2.6.47 Bl espacio Cla,b) con las operaciones usuales
entre funciones y con la norma Il £1'= ﬂﬂalf(xﬂ, és un 4lgebre

Xegla
de Banach. €re.h

Eiemplo. 2.6.44 Sea V un espacio de Banach, entonces el dlgebra
L(V,V) de todos los operadores lineales acotados sobre V con la
norma operador es un dlgebra de Banach.

tiplicocibn es una operacibn continua.
Neno

Provosicifn. 2.6.45 Sea V un &lrebra de Benach, entonces la mul-

strseidn: Supongamos aque fn 5 Ty Fn 2 & cuando n 3w, enton
ces fqgn—fgz(fr~f)gn+f(gn—€) 3> 0 cusndo n $m. Zquivslentemente
A 3

fngn < fz cuando n 3o siempre gue fn > iy By 28 cugndo n »w.

dlsebre de Banach V2, es llamada un homonmorfismo si:
(1). F(af+bg)=al(£)+bF(g) para todo f,gev,
(ii). F(fg)=F(£)F(g) pars todo’f,gevl

Definicién. 2.6.46 Una funcidén P de un Slgebra de Banach Vi 2 un

y a,belR.

o

Definicidn. 2.6.47 Sea V un 4lgebra, sea feV, el elemento f es
llamado 1nvert1b1e si este tlenc un inverso multiulicativo en V,
esto es, cxiste un elenento £~ eV tal que [ lf £~ —e.

Provos 1016n. 2.6. 48 Sea V un dlegebra, ses fevV, si f es invertible,

Fronosicidn. 2.6 49 Si'P es -un homomorfisnmo . ,obre un. élnebra V.
tntonces F(e)=1l, ¥y F(f)ﬁo para todo f invertidble.en V. T;_ /
mostracién: Sea geV tal que F(g)#0. Puesto que n(g) =F(g é);;
"(e) se sigue que F(e)=1l.

(
es invertible, entonces F(f)F(f"l)=F(ff*l)=F(e)#l, as{ que
0

67
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i fll <l. Entonces

(i). e-f es invertible.

(11). W (e=f) Fue=tr lls 11002/ (2=lLh).

(1ii). YV P(L)l¢ 1 para todo homomorfismna ¥ s-~hre V.

Demootraclén. (i). Puesto que e € e e 1, los elementos
—e+f+f +v'-+fn forman una sucesién de Cﬂuchv en V, en efecto

,.
upongamcs oue nym, entonces || g ol -l\fm L S R TP

_7n ,

We™ Ly e e 2 He i Bl s Hill 5> 0 cusndo n,n 3 .
Y puesto que V es conmnpleto, entonce existe geV ta2l aue g, 7 6
cuando n > , y como ademés b % O cuando n 00 ¥ €n (e-1)Y=e- "n+l .

=(e—f)gn, entonces la continuidad de 1la mult1p1103016n inplica

que g es inverso de e-f, puesto que gn(e-f)z(e-f)gn > e cuando

n Sm. .

(ii). Vemos que I g—e-f =11 £° 2ot éz;;ggllflln = L NE/ (1= 1L
pero g=(e-r)”t ,
(iii). Sea ac¢c®R tezl gque lal> 1, entonces por (i) e-a"1f es inverti-
ble y por la proposicibn 2.6.48 tcnemos aue l-a ™ i(f)=F(e)-a " ti(£)
=F(e—5—1f)#3. Por lo tanto ¥(f)#a, entonces |F(f)]| <1 para todas feV
tal que || f1l<€ 1 y para todo P un homomorfismo sobre V.

2.7 TEPACIOS CON _UH_ FRODUCTO INTERIOR.

Definicidén. 2.7.1 Un espacio lineal V sobre el campo R, es llamado

un espacio con un producto interior, si existe una funcidn (-,-):

VxV 5 R que satisface las siguientes condiciones'para~tédo f,8,heV

y aelk: '

(i). (£,£)20 y (£,f)=0 si y sdlo si f£=0.

{(ii). (fyg+h)=(f,g)+(L,h).

(iii). (f,ag)=a(f,g).

(1v). (f,8)=(g,0)e n

Notamos que (ii), (iii) ¥y (1v)fimnllcan aue (f ag+bh)—a(f,g)+b(f h),
(af,z)=al(f,r). La func1on ( oy es llam de un producto 1nter10r para V.

lbi

SN

£,6)=|

Ejemplo. 2.7.3 Sea V=C"[a,b] para f,gzeV definimos
(£,6)=(2 t(x)p(x)ax+® f'<x)g'<x)ax+.--+§a £ (x4 (“)(A)ax

2.7.2 Ses V=Cla b] para"f,FrV deflninos;“lﬂ'%

denslo
£ f(x)g(x)dx.

.
b
a

i




to interior V, son llamados ortogonules, si {{,7)=0. Una coleccibn

{f;} de clemcntos de V es llamada ortonormal, si (£,,0.)=6, ..
o ‘."J

for ¢l ncmento denotaremos || TH =((¢t, i')]/‘, verenos rfs adelente
cue en egicctoll-ll es una norno.

Con lo que se concluye gue toda funcional llneal acotada sobre

C\g,b], se puede expresar como (*,7) con ung umcq "EC[Q, b

al
considerar el ‘teorema 2.6.29 y el ejemplo 2J7.2.°

La afirmacién snterior se formaligzars con el Lema de Riecez 2.7.15

Teoremsz. 2.7.%5 (Teorema de Pitdgorss). Sea {f nfl'un conjunto
ortonormzl de un espzcio con un producto interior V. Zntonces
a

todo feV, tenemnoss que 0
L A (C STILSY IF S I € D PO i

va-

ey e
2 Gen : , e e (=S (1
La denostracifn se sigue de que si f= > e 1( MRS (£ _4r~l(in’ j
e ~ N - 1 S XML L e
s Entences () Bo(r ,e)r,r-) Moe oe =) i, 08
I
Ny Fed
an;l\fn’f’ =
Cerolsrio, 2.7.6 (Desigualdzd de Dessel}. Ses {fn Wfl un conjunto
_________ n=
ortonormal de un esypzcio con producto interior V. ntonces pars

toda feV.

[ESIREP NN ol 8

6%

Corolarig. 2.7. 7 (Desigualdad de Schwsrz-PBunizkovski)Sea V un espacio

con producto interior, entonces |(f,g)lellcliligl para todo T,z V.

Demostracidén: Si g=0 la prueba es trivial, en otro caso el vector

+ pd
&/ 1t gl forma €1 mismo un conjunto ortonormsal,
srolario 2.7.6, tenemos wue

Nel €3 g, e/ g 1)1 2=(f,g)2/'l g2,

asi haciando uso del

un

io. 2.7.8 Todo espacio V con un producto 1nuer;or,‘e5
e inenl normado con WLl =((r, )l/“ S
Demostracibn: S6lo basta ver aque la de31fualdad del trlan u:éﬂSé“
sigus de la desigualdad de Schwarg :

e

Es corolario muestra que se tiene una métrlca ngtural d(f,g)—
((f—g,i—g))l/a. De esta manera, tenemos la nociones de convergen
ciz, completacidn y densidad definidas para espacios métricos.
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Observamog que en un espacio lineal con un producto interior, V,
1a funcibén (°,*) producto interior os continua. n efects, supon-
£3M0s que fn > Ty Cy, 20 cuando n 2w en el sentido de cunvergen
cia en normo. Frimero vemos que si fn 3> £, entonces pora e=1 evis
te I tol que para il.i 0L H—HrHéHf a- T, asf WL H<1+H?H03 vAlida pp
ra n>»i. Sea n~n9y{uill,H;QH,..,Hf“H,1+HIH ) luewo e al & pare toda n.
Ahora bien Kfn’“n) (f’{v)l"l( nv[’ )"( ng"")l* (f 75) ("Asc’, |:‘(f
+ (T~ 200 e —all L =D g 2 lig -sl+ 1L —fHH~H 3 0 cusndo n =,
la segunde desipgusldad es luo de DCb"ﬁ“’—buhlerVunl.
Pefinicidén. 2.7.9 Un espsacio con producto interior que es comple™y

en la métrica inducida vor Wf-gh=((f-g,l- g/)l/i es llanmesdo de Hilbert.

Definicifn. 2.7.10 Dos espacios de Hilbert Hy, y H,, son llamados
isomorfos, si existe un operador U:H; + H, tal que (W(£), (&) )y =
(f,g)H para todo f,genl, el operador U es llamado unitario.

Sea (C[a b])“ 1=H, ¥y sea T una matriz ortogonal de 2X ?, digam
T tienc vectores fila (cos®,sen®) ¥y (—qene cosd), asi T o l. 81

f= (quf ),& (Fl,ng)eﬂl, ﬂGflﬂanu (f,g)=L TU" entonces (I,z)=
ftTv rt (T T) e=( f mt)m("g)—'Ti) T(g)=("l,Tg), T es unitario.

Froposicifn. 2.7.11 (Ley del peralelograno) 51 f,gev, V un espa-
cio con ,"oaucto Jn»nrwor.'Jntoncns ‘ e
Wofagil Ze Nf-g n2=2 080 ez 00 ¢

.

Ademfs, si en un espucio linenl normedo, V, e sstisface este izual-
dged para todo [,e=V, entonces V es también un espacio lineal con un
producto interior, con (f,s)= ’(Hf+gn2—nf-gn2).

enwos aue esta condicién es suficiente.

2
z(neow” -ur-ru}
o

ry
~

Para f=g teremos (T,
:HfH?, ste scrf precisamer.te aquel producto esca
r acue induce ¢n el esvocio linesl normado V la norma definid
él. Ante todec, se ve inmediztamente que {(f,g)=(z,f). Ahora bien,
cousideremos (r-;,h)-{I,h)-{¢,n) ¥y vesnos que estz relsecidn es iden
ticamente coro, cato es, {(f-,n)-{(fo,h)-(g,h)=0 pars todo I,s,heV.
rimero ohservumog *ueqﬂ"‘*,w;—(f,h)—(:,h»=nf+r+hug—nf+"—hH2-

UE+hl .+ 1 Eh Pl eh Flig=hit?

AL

[
,)1

€n

- Dc cherdo con 1'1 ley del par;lelowwﬁ—
mo teneros que Hf+g~hn“" uf15H “r2ngil —Hfrh—‘|l N Hf4"—hn =2l f~ hH‘
2HgH2-Hf—n-rH2. ustltchndo estﬂs e\prQSLOnes end((f+¢,h)=(f,h)-(;z,h))
=|| f+g+hil —Hf+g—hn —Hf+hH +||1£- hH —Hg+hn +Hw-hH , tenecmos que

4T+, ) =(£,18)=Cmy b= =lIf+h-7IE 41l £=h-gll »nf+hzr-uf WHE = Hganl B ie-bnt s,



Luego vousnao lo cume rodis doe o 12s dos rrlaciones gue
ra 4Kf71,h)—(‘ n)-{( - hn, tenamos oue 4T+, h)=(f,h)- (F,
5+h—fn‘) (nl—““P“‘H; h- 2)—nv‘hn“*nc—nn = Rl HLHZ—Ug—h!f—
fﬂz-”ﬂth“+hu—1H =0 psrz lodo [yg,heV.

Considerenmos ahora, pers cuslieszulers £y 2 fijos le relszscidn
{ef,z)-c(f,r), cor c2®, y veormss cue ests relucidn es identicumen-
te ~ero, 2s5iu es, (ef,r)-e( 7,7 =0 pnre todo e<lk, oSbrervamos que
(~fyo)==(f,r). For eso pzre cuzlauier entero n, tenemos que
(nf,g)=(srnin)(fifs-eal), g)=onin) ((5 )+ (Fe)s -+ (f,))=n
(f,z)=n{f,g). Luero porea nm y n cnteres con nf0, se tiene que,
(Ga/n) 0, =n{(1/ ) T,c)=(n/nInl i/, 0,e)=(n/n) (,2) . Pero adenis
{cf,2)-c{f,~) o5 una Tuncidn csniinun 4¢ ¢. Yor tmnto si
({m/n)T,3)-(n/n)(,/)=0, entonces (cf,rj~c(f,g)=0 prrs toda ciR.

\")

an{n)

]

Lemz. 2.7.42 Sea B un esuyacio de Hilbert.'m un subeopac1o cerrﬂdo
éde H, y supongemos gue Teli. XHnlonces ﬁx‘ teen-li un un;co elewenyo
heiw tal gue fn£ Hfegll=Hif=hll.,

[ X

Denmostracidni Lea 4= g“& He=z 1l o Sea {gn gil una suCP316n da elemen
eM o s -
tos de i tal egue || f- ot 2 d cugndo n =2>w . “ntonces
N 2___ . - -~ n‘,' A . -
e, -0l ™= H\bn ) gsm £ 5 ‘ 5
ey - CINEE
= &l =1 g - ' - - +
211 =Tl 42 ogmr P ) =28 1
=7 - 2 - 2—
20g -1l € -lll 41l 1-0/2( g, - gm)n
L - 2,,—; ' L2
czll g~ 1l <42 Hgm-fll -4d
2, -2 e . . :
=23%°+2d°-43°=0 cuzndo 1m.n . ’
La segundz igualdad se sisue de la Ley del paralelogrsmo (propo-
sicidn anterior); la desigsusldsd se sisue del hecho de que
1/2(" +g8,)eil, as! {gn}gil es una sucesidn de Cauchy y ya que
es cerrado, {gn}nil converge a un.elemento hel. Asf d=ll £=h-l|

se tienen pa-—
Al
n)=5( g e £t +
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vuesto quellf—LrH < d y e, -hil » 0 cuando n 3w, entonces ce tie
ne que Hl—h||,||x—£n“ + ”Hn“h“ 2> d cusndo n sw. La unicidad se
obtiene comp sifue; supongamos que g0 n oy £ < L' cuando n 3o .
Entonecgll h—h'” I h-g Il + i tn =n'll » 0 cuanco n >w. tor lo tan-
to h=ht', hStS )

Leoremn. 2.7.1% (Teorems de Proyeccidn). Sea H un espocio de
bert. Ii un subecpacio cerrado. intonces todo fel ruede exy
en forms Gnica como f=g+h con heil ¥ geﬁ‘:{w 3 (v )=0, vel
Demostracién: Sea feil, entonces por el lema snterior, 2.7
existe un dnieco hel: tal aue &géitf—wll=llf—hll Definimo
entonces T=g+h, Sea veil 7 telt, Si d=1lf- nllzun&“lf—m b,
para toda telk, tenemos que aZel s —(h4 tv) Il C HK! n/+1V||"
I g=tv il 2=||g 2-2(v,tv)+t |Iv||'~d —zt(h,v)+t llvll‘. 1o cuzl
implicn que ~2t{g,v)+t TR ) para toda teld, osi -it{g,v)=u, ¥y

I )]
=
ct
o]
=
(o]
o]
]

. . A

esto implica aque gell Le unicided se sigue de cue,

='+h', entonces h'-hsg—g', entonces h'-hewn, N'-hgll™ ¥y a-g'eli,
3 . o - -

g-c'ew’. Fero claramente knit={0}, de donde h'-h=0 v g—g'=0

0 eauivalentemente h'=h y g=gz' .

Denctzremos por i(Hl,H ) el conjunto de transf ormac1ones linea-
les de un cspacio de Hilbert Hl a otro H2' ’

del esp801o de Hilvert H, y es denotado por H*. Los elementos
de H* son llamzdos funcionzles linecales continuos. S

Teorema. 2.7.15 (Lema de Riesz). Para cada T¢H¥, existe un unico
gpeH, tal que T(f):(gT,f) para todo feH, ¥ Uy H =TIl ya '
Demostracién: Sea N el conjunto de los feH,tales gue 1([f)=0, en-
tonces por la continuidad de T, N es un subespacio cerrado. $i
H=H. Fntonces B(L)=0=(0,f) para toda feH. Ahora supongnmos que W

no es todo . untor\ceo por el teorema de proyeccidn, 2,7,13
J

existe un fO#O, f EN. Definimos gg= 1(f ) £ - Vumos_arvergb

ficar que &p tiene las propiedades menc:Lonadao arriba. e
Sea feN, entonces T(f)=0=(gT,f), ademds si f=af , entonces

c-

72



73

T(L)=t(al )=al(£ )=eP(r (W £l ~°f_, £ )=(p(£ ) £ | “2¢ ,af )=
o'“o el 0 ¢’ o

(gT,nfo).

"Puesto que las funciones.T(-) y (gT,') son linecales y coinciden

sobre N y fo, ellas deben coincidir sobre el espacio rencrado

por Xy fo' Pero H y fo feneran H, puesto que todo elemento goii

pucde ser expresado como gs(g-(!(g)/T(fO))io)+( (a)/T(fo)}lo-

Asi T(f)=(gT,f) para toda feH. Para probar 1n unici“ad SUPONLH -

mos aue T(f)=(g',f) para toda fell, entoncesl| g'-a:“ (P'—ﬂ“,r'—rm)
=(g" 28—, )-(ap, 8" -gy) = =P (g ~g) =T (2" =) =0, 08! g'=g.

Yara probar quell T gr=ll &plly , observawmos que

T =supl 100 ﬁ%?\(g”,Ijmuuo e el =1 gplf - R

i *ﬁaﬁk?(f)t\|x(gm/u Epll M =Caprep/li gTu‘)—llgTJ;,¢5 7;¥4,

De dondeilT||H*=l|ng|H .

Corolario. .) una funcm6n de?

2.7.16 Sea L(-

(1). P(f,ﬂv+bh) aP(f,h)+oB(f h).

(ii). B(aef+bg,h)=aB(f,h)+bE(s,0).

(i1i). 1B(&,e) £l fHiglt .

Entonces existe una dnica transformacibdn lineal acotada T de I
g H, tal que B({,g)=(T(f),g) parz todo f,gell.

La norma de T es la minima constante C tal que (iii) es v£lida.

Demostracibn: ¥ijamos feH. Entonces B(L,*) es una funcion2l 1li-

]
neal continuz, entonces por el teoremz sntericr, 2.7.15, oxiste
heH tal cue B(f,z)=(h,z) paro tods geli. Definimos T(f)=h. Hsi
para f,g%O,lB(f FN-VT(f),gﬂ;Hi g £uniciigl , de donde HZU4;TH ¥

WEiigil IL‘[‘IHUI
[keH4 Bl Por lo tantoliBU=HTI].

.

"f“),“g“)ly puesto que lTl= :ﬁH{(T(f),rfE,
tigney

Definicibén. 2.7.17 Sea H un espacio de Hilbert, T un operador
lineal acotado de H en si{ mismo, definimos T' un operador line:l
acotado de H* en si mismo definido por T'(G(£)=C(T(f)) para
todo GeH*, feH. Sea F:H 5 H* la funcibdn la cual asigna a cada
geHl, la funcional lineal acotada (g,*) en H*. Por el lemz de
Riesz, 2.7.15, la funciédn P es uns isometria supraycctiva. Ahara
definimos un mapeo T*:H 5 H por T*=F—1T'F. kntonces T* satvisface
(£, Mg = (r(f»(ﬂg» FEN T F(E)) () =(F 0 p(£) ,g)=(2* (£),8) -

T* es llnmﬂdo el overzdor adjunto de T.
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Deofinieibn. 2.7.18 Un operador lineal acotrdn T sobre un vrroand s

de Hilbert H, es llamado senmiodjunto ol T+ -=T.

Irovosicidn. - 2.7.19 Sea T un operuzdor linewi acctlado sobra wn op-

pacio de Hilbert H, y sea T* el overador adjunto de T. lniornices

(i). La funecidn T » % es un is onorflﬂmo isométrico de Tiw,i) en.
si mismo. _ ' o o i

(ii). (T3)¥=3+0x,

(iii). (D*)*=T, g : R : .

(iv). Si ? tiene 1nversa ecotaaa 0 l;'éntonccs ™Y tiene inversa v
(1)~ t=om ). “ R '

(v). 0Tl =aTh 2 B

Demostraocidn: Is vrueba de 1la parte (i), es esencialmente Ya ricre
que lz del teorems 2.6.40, Asfl, M _|I=sup{!(m(1) o) nr e,

Hettel} =sun {l(r, 2 (e) il 5 Hom 21,0 gll;]} sun Ul”* N R e
={lT |} . ¥ otvinmente la funcidn T v T g5 linenl, puu:

~ o e
oM e

(£, (02120, )(2))=(2(L1) (2T +T5) (£)=(F()) (525 ()2, (50 =0 ({21} 7 {a))
+(F (;))(Tc(g>) =a (T1R(£)) (c)+\49*(f))§g) (e bty w(r), ) (7 teyr(ed, )=
(2P 22y )T pe(0)  £) = (a2 b 0y3) (0, £l =( a2y +y) (1320,

Las pruebas de lss partes (ji), (iii) y (dv: son trivisles.
La prucbkbsz de (v) es como sizue:

aral = sup [(T(E), 00 = sue [{0(£),2(£))] = supll2{e)il "=l 207,
fifiel el WEney
pelinicién. 2.7.20 Sea H un espzmcio de Hilbert y Ted(h,H), el an-

pacio nulo y el rango de T, denotados por N(7?) -y R{TP),’ resveot:v*
mente son los conjuntos: H(T)={f ; T(£)=07, F R(B)={¢ ; Pli =g hErn
algdn . ‘ 5

Provosicidn. 2.7. 21 Supongamos que. TEK(H H), H un eupaoxo de’ H]l-
tert y T¥ es el dgunto ae ' nntonces €\£*) i(m)L yoodi
Demostracibng geN(T#)ful, v 613 q: m*(g) =0- M,,fvﬁi
(1.7(2))=0 par Si% :
y s6lo si geR(T)7, 70 T : :

fel(®) si, solo si T(f) O 01’,V sélo‘gl (ﬂ(f),s) O Uﬁr" to—
do g si, y sbélo si (f T*(g)) 0 para todo g si, y sélo si fen(T‘)

,L,} Hkm‘ )

a
L

)

y
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Pases Ortonormales.

Ya sabemos 1o que siynifica gue un conjunto de vectores sea ortonor
B3], es importante extender 12 nocidn de base ortonormal Gtil en o1l
estudio de espziiil lineales de dimensién finita, a espacios linea-
les con un producto interior completos. 81 S es un conjunto ortonor-
mal en un espacio de Hilbert H y ningin otro conjunto ortonormal
contiene a S como un subconjunto propio, entonces § es llamazado una
base ortonormal (o un sistema ortonormal completo) para H.

Ejemplo.2.7.22 Sea H=Cla,b] con el producto interior (f,g):gg £(x)
g(x)dx. Entre diferentes bases ortogonales cue se pueden sehfizler
para H es de importancia principal el sistema trigonométrico, com-
puesto por las funciones %,cos n( ) gen n(?qx) (n=1,...,n).
Sobre el proceso de ortonormallza016n se dlucutlré mds adelante.
Teorema. 2.7.23 Todo egspacio de Hilbert H tiene un2 base ortonornmal.
Demostracidbdn: Consideremos la coleccibn C de conjuntos ortonormzales
en V. Ordenznos C por inclusién' esto es Sl<S si SfZS,, con esta
definicién de < , C e¢s un conjunto parcialmente ordenzdo; C es tan=-
bién un conjunto no vacio, puesto que si tell, el conjunto consisten~-
te sblo de t/iti , &1 mismo es un conjunto ortonormal. Ahora, zes
{sgga: cualguier vubconaunto totalmente (o linealmente) ordenado.
Entonces LJ S« es un conjunto ortonormal el cu2l contiene a 5., pa-
ra toda d—Iz y asi \J 54 es cota superior de {J,W . Fuesto gue to-
do conjunto C totﬂlmcnte ordenado tiene una cota uuperior, e sisue
del Lena de Zorn que C tiene un elemento maximel; esto es un sistema
ortonormal contenido no propiamente en cualguier otro sistema orto-
normal.

a
El siguiente Teorema muestra que todo elemento de un espacio de
Hilbert H puede ser expresado como una combinacibn lineal (posivle-
mente infinita) de elementos béulcos, a 81mllitud de como sucede
en el caso de dimensiébn flnlta.
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Teorema, 2.7.24 (Riesz-Fisher). Sea H uh‘cspacio de Hilbhert y S=
{f,-..- una base ortonormal. Zntonces pora cada f:H,

f=%§(fx,f)fd y HfH2=1§%HfQ,f)|2v esta relacidn es conccida como

la igusldad de Parseval: v los (f..,f) aon frecusntemente conocidos

-

como los coeficientes de Fourier de f con respecto 2 la basge 5F-‘

=

La igualdad de Parseval significsa aue la suma del lzdo derocho con-

rese ndependlentevente del orden 2 f{:H. Inverssmente, gi ec.=(f.,f)
< vy
Y o 2. dﬁ Loy, entonces ‘Ac f converge a un eclumenta de H.
LI act

Demostracibén: Ya hemos vis to que para cualouier gsuticonjunto finito
JCI tenemos que > Kf,,f)‘gfﬂfﬂe (Desirualdad de Teasel). Ast
(£u,T)#A0 para = lo mis un conjunto numerable de ='s en I los cuales
son nurerados de alguna r.anersa como.-l,..‘,ﬂn,...
43~1l(i&3’f)‘ es mondtona crecicnte y acotada, ésta converge 2 un
1imite tinito cuando N 5 ®m. Sea [ ~) jhl (1",‘.,1‘)1‘,_.j . ntonces

vara n>n, tenemos que

=P 1S im0 (2= )00 0 [ o) 2

Y
De donde {fnﬁéil es una sucesidn de Ceouchy, y ruesto gue H es
- [} - . .

Adenéc, ya que

o,

Hilvert, &sta converge a un elemcnto f'e H.
Observamos que

1 - N n " .
(02038 )= (5=) 30 (g D) o Sy 1=, 1yt) (f fs ) =0
Y siof#d, para algin 4 tenemos que

() -
(£-1',f )= 11_;nu§f 23 D) (fu; 2 8)fy3, 1, )=0. | |
De donde f-1' es ortogonal a todo f“eo, y nuegts oue 'S es un sistena

n .

ortozonal completo, debemos tener que f-t =0,—951 ‘f%%&’zzj=1\Aﬁ ,f)ﬁg-
Ademés o :

.t ‘ 2 w2 N 2
0=1im |} f E bl(fﬁa £ fd “2 lir'\(llfllz Zﬂ_l_’}li(f..' O S)=hric- > l(f,\, 0ne.

ran He-
Con 1o gue se concluye la denostr3016n del Teoremu.

Ahora describimos un preocedimiento dtil, para construir un conjunto

](*y- on-—

W

ortonorral a partir de una sucesidbn arbitrarioc de vectores in
dierntes, llamsedo el proceso de ortogonalizacidn de Gram-Schimidt.
Supongamos que los vectores independientes g11Epr e e SON dados
y definimos
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h1=gl,

h2=g2—(h]’62)h1,

hl,hl) v
}13:{_; —(hg’gi)h2 - glj_’._g_izhl’ PR
(h2,h2) (hlyhl)vﬂﬁf'f:,'4
n=e,~Pna108) 1 - L _(hl’grx)h
(b)) 150, 4) Vi |

Entonces el conjunto {hl/uhll\ ,hg/lth\‘ ) .. .‘_,,hn/“hn“, "} es u:n ‘conjunto
‘ortonormal. : E e S R
Ejenplo.2.7.25 (Polinomios de Lagrange). Los Polinonios de Lagran-
ge, son obtenidos al aplicar el proceso de Gram-Schmidt a las fun-
ciones l,x,xg,x3,. .., definidas sobre el intervalo [0,1], con el
producto interior (f,g):S_i f(x)g(x)ax.
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3, METODOS VARIACIONALES :

Reduccidn af absurdo, es una de €as mds finas awmas
matemiticas. €8 un gamb{to mds finc que cualquien
gambito de afedrcz: Un jugadon de ajednez, wuede
ogrecen e sacndficdo de un pedn o de otha pieza
para ebtener una posiedlbn faverable, Sén embarge,
un matemdtico ojrece el juego. G, H. Handy.

EuN

EHELEEZERIFERIXLEIZEEEEXZLSELIEAEFITEERES

3.1 INTE tODUCCION.

En el transcurso del capftulo anterior, umientras se

los clementos del anflisis funcional, freceuentemente

v
(9]

ron protlemas de ogtimizsciln de rorma rinlns, cn S
diSpOanl idad de uno veriedad de nsrmss difarentes i
suficiente flexibilidad pers su estudio. Ciro tipo de prohlemas
ge opntimizscifn on especios de funciones gue sursieron de wmnnera
natural fueron el teorens de Hahn-Banach y el teocrcnz de nroyec-

En el presente cagitulc, trztareros con funcicnalec de un tipo
especial: funcionales renresentzdas por Intesrales, curcs inte-
grandos contienen funclones conocidas pertcnecientes a 2luidn es-
pacio y mucho de ls teoria del canitu 1 anterior es de btenelicio
directo en el estudio de problemas de cptimizacibdn nue involucrsxn
dichas funcionales, l2s cuales en general son no linesales.
“n el capltulo anterior, se discutierorn los conceptos de Iunci
nal y operador line2l. Sin embargo, ruchos de los problemas ¢

surgen ea la teoria de optimizacidn en espacios de funcicncs tig
nen wn cardicter gcuztarcialnante no line2l, le tertutshcn 2 datn,

de hecho, las ndé g variscion=les, loz cualesg

Q
£
Py

toedo co
constituyen una de las ramas principales del an él is fun 01onﬂl

e}

no lineal,



£1 desarrollo del presente cezpitulo se da como sirues BEn la sce-
ciln 3.2 se estudian los conceptos de 12 teorfa de difcerencia-
¢idn en ecrncing de funciones linconles rormados ¥y su aplicacidn
en la obtercifn de condiciones neceszrias y/ o suficicntes de ex
tremo de una funcionazl no ncocesuriamente lineal, en esta secciln
se discuten ademds los conceptos de funclonales hilinenles y cuz
dréticas como unz renerzlizucidn de los formes tilineales ¥ cua-
dréiticas en cupzcios de dincnegidn firnita, Zn 12 seceeidn 3.3 ge
desarrollan los métodos variacionales cldsicos y sus anlicacio-
nes =2 la ncefnica y ceometria. Acul misno se plantea desde el
problema variacional mas simple haste el nde generslizado y con
plejo, establecicndo parn cids uno de elloc conticilones necesz—
rias 7/0 suficicntes de cxtremo. Yara 1z ceccidn *.4 ¢l ecstudio
de los nmdétodos variacionnles cléisicos es central para el enton-
diriento de nuchos problemas de lz teorfs de control y procesos
Sptirmos. 5e pluntes sdemds el problema de contrel en el caszo ae
neral y sec prcsenta

1 principio del m me ¢cowmo un conjunto de

de extremo. In 1ia seccién “.5, se nresen

[U R
O

condiciones necesari
ta la relacidn suc en nuchas situcciones surze entre ls tecsris
de control y la programecifn dindmica cusrndo es poszible discre-
tizar. Se discute tanbién soul el problema bésico de lz programa
¢ién din

ica, ¢l vrincipio de cptimzlided ¥ lz relzcidn de &c
con los méilodos veriacionales. Bn la seceidn 3.6 se vresentan ol
gunas aplicaciones del teoremn de Hahni-Panach a vroblemass de i
po variscional. For ultimo, en le seccidén 3.7 se dan algsunas
aplicaciones de los mnétodos variacionsles a le estadistica, en
particular a la teorfa de informeciédn sobre ¢l vrincipio de néxi
na entropfa.

80
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SO G NDPACTON LTUTATNG MGRIADOS.

Una wves gue se bz vinlo la utilidoed Se cumplesr un lenguanje pecind-
trico en el ecctudio de oreradores v Zuncicnnles linenles, viendo a
cada funcibn T como un punto de 21-dén espacio. Jos interess zhore
exzlender osta utilidad hocia la tcorle de difzrerciacidn sobre es-

eg normadog, denitro dcl catudio del andlisis funcoio-

fori
.
o]
()
IR
—

V,It-1) un espacio linenl normado, en ic gu2 sigue (£33 3l

(
zugl que antes, denotsrd a la vels ouicria de V, {h;ﬂf—nl@;, con
ntro en el punto eV v radin =230, Ghaerveras ocue |l hlice si vy
sb6lo si r+heB(fje), puesto aue NL-{f-h)l =ilhike.
Todos lcs conjuntos abiertcs que se treten serdn bvolas, y recordo-
nos también gue las bolus son convexas, cste hecho se emrlesrs jefegs!

teriormente.

- -
~ a [ S G T ]
un coroeic Singgl nornmedsn, L=N{Ie)
Wet - By - 5 - o
P LTV b ne 0 neQenU-

n
ion ¥ ez difcrenciarle on
uncional 1 L oneontads AF(D)E0(r,
vara Hhilcg, F(S+n)=F()=a2{ ) in)=clmi), dende o{(linll)
S yea T3 4 0 cuanio

Pofil L /Ui = 190 e
hhlt =~ 0,(o(lihli) es frecuentemente llamado un infinitésimo de orden
superior 2l primero respecto a lihii). ar(f)hes llamada la diferen-

.

cial de Fréchet de¢ Lo funcionzl ¥ <n el _unto f<0. Utvismente ca-

te conccpto es local. Tor 1o cue es converiente definir 2 una fun-

cionnl ¥ como diferencisble en un conjunts OCV, si es 1ifcrencinule
vara coda fe0, esto es, varz cada £20 existe dr()eif(v,m)=vs, =2
cue ecumrie 20n 1a o;i dad antez menciornodg,

Observamos que I sélo estd definida en B(f;e), sin embargo, di' (L)
estd definida en todo V, en efecto sea heV, h#0,entonces
f+§ﬂﬁhheﬁ(f;e) puesto aue Hf—(f+§%ﬁnh)u=ﬂéﬁﬁnhu=-%-<€.

Si F es diferenciable en f, entonces

2 € W =€ AN 3

BUL+ 3Ry R) -#(E) =575, AP (D) () +o( Fe).

_ﬂemglos. 3.¢ 2 Sea V=C[a,b con la norma HhH—max!h(x)l, definimos

JF(L) =2 Sa £2 (x)g (x)dx, donde g,(x) es una func16n fija en Cla,b],
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entonces F(f+h)—F(f)=XZ f{x)h(x)e (x)dx+lsg hz(x)go(x)dx. Adenfis
tcnemqs que existe un h=20, tal quc |V {x)! <17 para toda x<¢la,tb],
asi]‘x (x)n,(x)wl~-(b-q)MHhH ~o(HhID de donde dF(f)(h):Sg £ix).
€y (x)h(r)dr, elnrancnte dif( ) es lineal y coro hemos visto

"dF(f)H—S tf\x)p ()l dx, por lo que también es acotuua.

Veamos sahora otro cjemplo. Hea v=Cla,b] con lz norma = th{x;
r . . . - . %

definiros F'(f)-4 jlgf w(,y ’(V)f(v)drzv en dornde Vs Tt
Qla

y satislace le cordwvnor Vi{=,v)=K(y,:

FEntonces P(f+h)~p(f)—} Ss K{x,x)I(x)h

. W
..-’:v‘»‘a

‘

ara todo {x,y)iln,vixa,bl.
Bh

dxdy+z ‘q'q K(z,y)h{x)n(x)dxday,

Ahhora bien, sabemos yue cxiste un 430 tal cue ' (x,y) .

(x,y)e l2,b) x(a,b?, nntIJSP(? n(y,v)h(y)h(J)dV"A "’“—s)gﬂhu“=o(yb Y,
entonces dF(f)(h)»Xpr K(x,¥)r{x)h(y)dxdy, vy ou claro que A7(f) as
lineal, para ver yue tambidén es acotzdz basts considerar sne
ldF(f)(h)l=(HfH32§§ | ¥{x,y)1dxdy)ithil para toda hs=V, v dado gue
exizie un ¢ tul OHL if(%)14C unrs todo xe [s8,bi, entoncos

[aF i)(h)l*'”(b—h) Malf pera toda h<V. Si tenemos que diiiyin)=0 pers
toda heV=Cf{a,bi, tendremos entoncss gue SSE(Z,J)T(x)dx=G para 1odo

yeia,b}.

Hotamos aque 0

)

K(x,y)f(x)dx=0 ¢5 una ecuacidn integral honccenesz

; cie con nlicleo K respecio a f. Cleramente
la funcional 1(f )~(b Flx,y) fx)dx es lineal y ncotala. vnz de
las soluciones dsesta ccuscién pars ¥(f£)=0, ez 12 funcidn F(x)=G pars
toda uela,bl. La respuesta a le prepunte de si existe exitremo 2n es-
te punto y si existen otros runtos en los que ©s posible un extremo

obviamente depende de le forma del ndecleo K.

Proposicibn. 3.2.5 Sea (V,|I-||) un espacio lineal norue do, 0=B(f;=
un conjunto abierto de V y ¥:0 - R una func1anﬁl que es dvferen

ciable en el sentido de Fréchet en el punto feO. Dntonces dF(f)
es tnica.

Demostracién: Supongomos que f+#hz0, 'ea decir th!<— v quc;

BEeh) -0 (Y= (1)(n\4o (HMH) eN(i)(h)+02(HhH)

Entonces dF(r)(h)-eP(f)(h)=0,(11hN)=~0y (Hhll)= =o(linil), y por lo tanto

AdF (L) (h)—ei*(£)(h) es un infinitésimo de orden superior. al nvlnero
respecto althlf, y como ya sabemos,de acuerdo a la deflnlclén 3.2.1,
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esto zirnifico cun 1AVP(r)(h)-c( L) (h) /Il 5 0 cumrdo hil o D
Para hf£9, tenemos aue th 5 0 cunndo t 3 Q, entonces oi £eth:0

Jir FAP(E) (thy=av (L) (th)! Jithll= 130(0) (W) =eP () (), in.
Eor tanto ar(ri{x)=ef{r;(n) coras toda hev,

Teorenz. %.2.4 Sea (V,ll-il) un espacio linesl normaio.

(i). i P:V 5 o5 uns funciosnsl eomsiante, disnmos, 20 °)=0
teds 2V, entoncos d7(£)(1n)=0 para “‘odec h=V,. ' .
(ii). 21 F:7 5 R es una funcional lincal continuz (y por lo tanto
acotada}, entonces drX(L£){n)=r(k) vara toda h=Y,. :
Demcstiracibn. {i). .%LTA i #(f+h)=F (f)~ul/hhu—14m i C-C!/Uhii=0.

(ii). 14m (f*h)-F(f): (h)]/uun_1<n qr(f+h —~(‘mh)l/inq~0.

uwou il

Pronosicién, %.2.5 Sea (V,il.11) un ecpacio lineal normade,
conjunto atierto de V y F:0CV 5 R, G:0W =R dos . funcionzlaes J4ile-
rencizbles en el sentido de rréchet en el nunto £=0, enicnces
A(F+5 (Y (n)=ar(si{n)+asz(r)(r) para todo hs¥.

L2 demostrzcidn se sipus de gue si I+ :O entonces
HrG) (£+h) = {(T+3){

IP(f+h)=F(T)=ar ()
ithit's 0. '

Definicibn. %.2.6 Sea (V,ll-ll) un espacio line=l no“nado, -B(f <)} un
conjunto atierto de V y F:00V. R . una: funclonﬂl.f¢e llawa diferen
ciocl de Gzteaux de la'funciOQQl ¥ en el punto fz0 al 1fmite

1im (#(f+th)-¥(£)) /L= ——“(fum) |4+ con f+tnzo.

9
Frocosicibn. 3.2.7 Sea {¥,!'.") ur espacio lineal nornsio, C=E(fj:) un

conjunto cbierto de V y F:0CV » i% une funcionsl. ii P es diferen-—

cisole en ¢l sentido de ¥réchet en el punto f=0, =ntonc

bidn diferencisable en el centido de Goteaux en el punto £:0, [ 2d

nds as{()iny= %af(ffthjitzo. ’ ' S

Lemostracibn; Suncngamos que frith:0 y gue # es di
+

gentido de Fréchet, entonces #{r+th)~-0(f =370 )¢ ny=t3PCLY(n)
+o(th), entonces (¥ (I+th)=-#(r))/t=dF({)(h)+(olth)/t ) s dr{f) (k)

cuando t » 0, =osf %zF(f+tn |t=0=1u(4)(.).



Definiecibn, %.2.2 Cea (v, -1 un espacio linesl normado. Se dice
gue L:VsV 5 [ es unz funcional bilineallacotada, si pare todo f,
g,heV vy n,bhal gstisface cue:
(i). ¥(af+os,h)=al(f,hj+~bI{s,h).
(idi

(

ii). B(f,ne+bh)=23(f, ) vB(L,h).
(iidi). Existe un nimero C20 tal que I1B(f,)4CHT l'WJ rare todo I,
2EV,

71 miniro de tales C's es llamado lo norms de %, denogtado
De esta menera |IBil=sup iE(f,g)?/(nfnpgn)'"um 1ECS, o0, pu
1.370
T

.» PRI D]
IB(I,g)I/(HLnug”)~ Co/util,o/ue) , v para 1040 <370 existe

S0 cxisten hy,kg t3les nue (i i s lieg) ihyt kL ver
hdengs se def$nc S S R T L N TSI O
s egl como el eapoce o3 1

del espiﬂio K nnih,

,_-i-

Ejemplo. 2.2.9 Considercmos ¢l &2
{£(

lgebra de Banach V=C &=,P; con le
norma Hf.=r%y x)| , definimos b(f,g):&? ) r(x)d ohviarente
B es una fu ngio 12l bilinesl. Ahores veanmos quc dDh:E-o =n gfecty,
I L

para todo f,geV tonemos gue |(F(

(b-a)lifiigi, si 7yz#0, entonces
b-s. Por otrs parte, si {(x)=g(x)=1
IB(£,e) =(t-a)lflilgh, ast iEp2]E(
=bh~a

Sjemplo. 3.2.10 Sea V=BR [z,t], el eccrncio consizste

les funciones acotadas e integrables en el sentido de Ri

bre [&,b), con la norma an~ziyl?(x)l, definimas T

h (x)dx, donde n (x) es unes funcidn fija en BR{s,t]. Int

es unz funcionzl bilincal acotgdu, szhemos cue rars toda f,gZsv
~ -

B, ‘|b'"("\ (X\Yb {x\f“:’( ”lh {3
by e ¥ e )

enos que B(L,a)! /(8 fl”ud) ]{é(x)idx, ento .
Mientras que por otrs parte sx f(x)=1 para tods I .
sgn(ho(x)), entonces l{fli=lisli=1 y 1B(f,gli= (g;lb () dx)ifibigsty ass
iBU= 1B(£, 81 /(1 engi)={2 In (x0)] ax. Por tanto HBH—SZIhO(x)IdA.

~
L=
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Defivicidn. 3.2.,21 Sea (V,id-1) un evpacio linenl nermado, y B
A{Vav iy, dircmos zue T en unn funcionzl cutdrdtic: oi for oo
E(r,), esto es, Z0£)=1{f,f). Un2 funcicnal cumdrdticen T pe lla-
mada definida positivae oid ()0 para tode f2G, v oo Llomods, Cuew
temente powitiva, 3i existe unz constaonte €0 tol que T{RIMSHNG®
pzra Lodo heV.

Sjemplo. 3.2.12 Je2 V=C Lu,LW con lo norma
entonces T(f)= 5 _el(x)fL(y)%daéx)f'\)r'(;)

a, (x) aP(x\ v 2-(x) son funciones fijas
c1on '] cuadriticn zcotndo que ge ottiene d¢¢ 1z funcionol
BUL,r)={P(ay (x) 1o 20 way () (0 () 5(x)+ £ () 5" (x) )rag(2)

Veznmos gque % ¢o nocizda, sobemos
. Do LI ‘' 4 -
la. a2, xera il 1=1,2,2) asd {3{r,

para todo f,g:V.

n-ﬂpmr\lo. ")‘.2.1'{ . L‘“ con 1=

. in g b

entonces f(f)zgq Y)*»n x) (L x) H )
son furciones i) y 23, es una £ f4i0z meotnde

que se ohtiene d.o la fun01onal bilireal =g

f(x)al{ny+a(x3rv < 2" (%) )dx. s claro gue
G N

(" s = N N ot « Ty e

I!‘.EIX\...l ,.1.21, a0l —1(1) =, 1 .,r, de(x)s i,

lB(f,g)fé(b_gjxnj ‘=it para todo I,geV.

Pronsgicidn. 3.:7.10 Sean (V,LV,R)) ¥ E(va,b
Te{(v,I{v,R)yse 1+ 'uede poner en corresponienc

B(VAV,R) nedisntc Z{Fe)=(5f){r). Ssta correscon

fismo icomdirico . < R(V,ﬁ(f,l)) en DB(V<V,&j.
Demostracidn: ®s ~lzro que esta ccrrespondencia es lineal, en efecto,

sea aeﬂ,'il, e TV R)) Ly, Bzé%\\mv,m) tales quekfl(fﬁ(5)=
By(f,e). (2 (fN( *.{5,m), entonces ({a¥y+05)(FU()={aTy () +D={)} 0=

AR (A,v)+L (Tyr)= (GI;+E2)\1,H . Vearos ﬂh‘re':ue
vola eg una 1uometria, rara todo {,z=V tenenmcs gue

=V = PLINgHENTIE S igl , de donde NEBhZi®

la aplicacién g v 2f)(g)=B(f,g es para cada f fijo una funcionzl
lineal sobre V, enTonces HT(f)HH%Hp \(if)(g)|=§ o | B(L,g)l €uBiliifd, as!
NTHEIRY ., Por +an:.s :HTH=IDRH. Adends esta co“reN: ﬁuen01 es supravaecti-

(aTl( f);’\ = i

ile For otro lado

va.



80

Definicidn. 5.2.15 Sea (V,li*il) un cspncio lineal normado, O=K(f, ) un
conjunio sbhierto d

o
<3
a

.
<O
(!
-~
{

H oura funcional. Se dice auce lz2 fun
cional i v dos vece

oA

iferenciable en el punio <0, gi erigte una
funcional line )
"Cot"d"' (1;Ji"( f)‘-.],’,('v""-‘\v",
d T(f)( .h)#o(Hth)
[P(S+R) =i (M) =ai () (h) =a"F ) (Ry )i Fithil = 0 cusndo ithl = G, J4
es llamadn la diferencisl segunda de Fréchet de 12 funeclonel »
el punto f:0.

- LIVaR) y una funcional cuusrdtjcp
es que si f+h=0, P(fh)-F(f)=d

' i”(
o(llnll*) sisrifica cue [o(Hni’) /o

’
P
LY
~
o
s
-
e

»
)
jat

Ejemplo. 3.2.16 Sea V=CTe,bl con la norma Jfl—nax f(x) , definiros
F(f)=£5§ F“(k)g (x)ax, do.ﬁe go(a) eg una func16n Tija ¢ C 2,b7,
entonces N(f+h)—r(f)~g; 7 )H(X)F (x )d\+tg; ?(x)gokx dx, 2qul
obvianente dP(I)(h)~g flx O(x)h(x)uv v G35} {h,h)= 3 hg(x)gc(x}

o
Q
ax, con llar(eyi=Pis(ay o) ax v da®r (o

Una de los partes més elzvoradas del 2nflisis funcioncl n

e o]
scn sin duda los métodos variscionasles, cuyo estudio ecerci

olrente
trate de 12 bisgueda de crndiciones necesariss »/0 sulicientes pe-
ra que una funcional F delinida sobre un conjunto eviertc de un es-
pacio de I:nach sleznc: su.dptlmo en un wunto Z:0. Igzre estar dz
acucrdo con ls terminologsis de los méitodos variscionsmles un dptiino

serf llamaio un extrerio.

Definicibén. 3.2.17 Sea (V, *i!) un espacio Banach, O un subconjunio
abierto de V y F:0CV = @ una funcional. Se dice que F ticne un mi-
nimo (locol o relativo) o el punto fz0, cusndo para todoeg los f+ii-
0, suficigniemente prdéximcs a §, se cumple la desigusldal F(f+h)-
F(£)20, esto es, existe w: nimero <>0 tal que P(f+h)-F(I£)20 se cum
ple para t2dog los f+hel t2les que lIf+h-Sfl=ihilvz .,

41 ' un ndéximo. ’

De manerz =nflora se

Yeorema. T,2.18 Sea (V, .} un espacio de Eans ch 0 d(f,‘) un-conjunto
abierto de ¥V y #¥:00V >3 una funcional—diferencmable en el runto

s

feO en el sentido de Frécnet. Pare que P ulcence un extremo en el win

to fe0 es nzcesario que osu diferencial en ese punto gea igual a cerc
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para iodo h, esto cs, JX()(a)=0 pora todo heV,
Demostracidn: Gupongamos gue +ne0, cntonces Ll h)=v()=d () (b))~
o{thi), ¥ nue dﬁ(f)(ho)ﬁo psra 2lpiin B antonces pa

1ra yalores raosics

sulicientemente pequeios de 240, si 20 » si dexotmizos a h=eon
entonces el signo de la exprcsl n u(f4h)—u(‘)=dF(-)(Ir—o\unﬂ) coi;-
cide con el si~no de dﬁ(?)(h). Fero dr(”) es unz furcisnel lincnl
por lo cue ¥ () (+h ) 2 f\(h Y. e mznere ague )

se tiene cue P f*v)—'(f) ruede tomzr pura h arbi

tanto vaolores pogsitivos, como negativos, dependi
e

cir, no nuede haber extremo <n el wvunto e

Ejemplo. 3.2.19 Ses V:C{g,ﬁ\ con la norma ”h”=Q%X!$(V‘

, definimos

b oy . -
F(f):gn H({x,f(x))dx, donde 1 es unz funcibn con derivads continue,
entonces haciendo uso del Yeorema de Taoylor tenemos gue F(f+h)=i($)=

S (B(x,f(x)+h(x))=H{x,f(x))dx = (P Gd’“,f(%))b(x‘dxvo(whn). 552 1o

Je
funcional P es diterenciztle en el runta £, con dF{F)(n)=

A
h(x)dx. $i suvonemos cue aF{7)(h)=0 para toas hzV¥, ecntonces

ix))

ﬂ.\,i(.:‘
=0. Lsta ccuacibn determina en general, una curva en la cuzl l2 funci
ncl P pucde glesnzar un exiremo,

Teorema. 3.2.20 Sea (V, \-H).' espacio
de V y ¥:0V » R unz funcional ccn diferen

cial segundz continuz de
Fréchet en une vecindad NCO de f. Si esta funeion2l aleanza un nf-
20 par =T .
Y
)

nimo en el punto fell, entonces d“F(f)(h,h)
Demostracifn: Supongemos gue f+heli y gue F( ( d
(h,h)+o(ﬂhn ), si P tiene un minino en feli, entonces 4r¥(f)(h)=0 p2r:s

- [}
todo -, de donde F(f+h)—?(f)=d‘P(f)(h,h)+o(HhH‘). Turonsamoes shors que

]
Z8
w3

55 Iy
s~ Q —~
(RN
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La condicidn da°F(f)(h,h)=0 paru todo h es neceszriz pero no sufi-~
ciente rara aue una funcional F:0ZV = R tengn un nminimo, 2l contra
rio de cono succde en ¢l c2s0 en que V es un espacio de dimensidn

finita. ¥n efecto consideremos un espacio de Boanach de dimensidén

e Ak
infinita, digamno., ¢l cgpazeio de Ulluus v de sucesiones infinitas de

., TR . .
nimeros reales tzles que E,h:11éagcon el producto intericr (x,y)=
TN . RN o
Lo ne = 4 . N
[ m=1%pdpy donde X={X - ¥y

V)

= . efinimos 3
{Vntp=1+ Definimos lz funcionel

1 N\ e 2 3__ FR NI
#(x) L/m=1 Xn/n im=1 “*n*

Intonces en el punto 0, la2 vrimera diferencisl de ¥ en el sentido
de Fréchet es irusl a cers, esto es, oi hz{h;;gil,dﬁ(c)(h)zo varsa
todo h, y 1la diferencial segunga de F en el puntoc 0, en el senticoe
de fréchet dQF(O)(L,h)zzjnsl hg/n3 para todo h, es decir dgF(O)
representa une funcionnl cusdrdtice deflfinida positive. 3irn embargo,
en el punto C no hay mfnimo, ys que F{0)=0 vy F(0,..,1/n,0,...)=
(l/ns)—(l/n4)<0. Tor conaiguionte o
exicten puntos x psra los cunles 2

n cunlouier vecindad del punto O
x)<I(0).

Teorerz. S
de

de Fréchct en une vecindod X0 de fiUn2 condicidn cuficiente pora nuc

-
2.7

1 Sea (V,5-1) un espacio de Benach, C=B(f,<) un conjunto
V y ¥:60V » B una funcionzl con diferencisl segunds contin:

Yoy
adiACa

lz funcionzl P alecznce un mfaimo en el punto f:!, dado que dF(:)

~
=0 parz todo n, es que d°P(f) sea una funcional cuadrdtica fuertemsn
te positive, esto es, existe una constante C»0 tal cue A°F({){h,h)=
>

3
Clihy® paraz tode heV.
Demostracibn: Luponrgpsmos que f+he¥ y aue PF(f+n)-r¥(h)=d*{f)(h)+
a°F(1)(h,n)+oInu®), si GF(f)(n)=0 pare -
() =a%# () (h,k)<o{linli®). Ahora tomen

o e
mente pequefio t2l gue psrs Whike se verifique aue lo(Hhiu<} < ( /2inne

a9

todo n, entonces ¥(f
i

b4
(Por continuidad. Dado—%—existe €0, tal que ﬂ%‘&ﬁ‘g- 0 4% paralihike),
Entonces #(L-h)=(£)=a2P(£) (h, 1) +o(hI?)»(¢/2) D 0 ¢

tanto F(f+h)-F/f)<0 parz |l hiys, os decir la funcicnol ¥
winimo sn el punto f.

Note cue 12 funcional cuadrAtica dzJ(O)(h,h)=§2g:1hg/n3 no-e ¢
temente pgsiziva, puesto que‘z:;flhg/njéc§zgflhg para todz2 h impli
ca.zlgﬂlhn(n“—c)éo varz toda h y esto 2 su vez implica que C=0. En
efecto, si C>0, entonces por la propiedad Arauimediana ﬁB—C<Orpara
n suficientenente grande (n=N). Sea h =0 si ¥ y h =g nxY, =as{
Zéi;ﬁe(ﬁ$~c)<0. Por lo tanto C=0 !
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%

(i). Sen V:C# ,8] con 13 nerma {1fil, -waylf( M emzeifr{xY , 0 urn rub-
k YEer 39
conjunto sbierto ce V. y FiCCV - 1| ung func .

‘sue iz fun

i e

cionzl I tienc un exiremo débil en el runto £, si existe un ninero
P
i

€30 +8l gue ILf+h;-F(L) tiens el umisme signo pera todo fehel.isl que
i’l”ﬂ‘—;l‘.:lf.':fll €. A
(2i}. Zza ¥=C_92,8 con lo novme |Ih =maxlfisx), O un outeornlunts etisy

2 E < <
to de ¥V y P:0CV » ® una funcionsl. 8¢ dice gue la funcionsl ¥ Liene
un cxtrenc fuertc en el vunie £, ¢i ¢xi

t

ist
ne el misno. si rn parza tod

Yote gue =i J tiene un extremo fuerie en
tal que J(f)-J(g) tiene el mismo sirno e
de donde  es esxtremo tarmbién para todo &

y lh<e ya
gue ests desisualdad im:rlica gue Hf—gH<e. Asi, tOuO cxt*e“o f‘u.erte
es tarbién un exireno débil. ) e

'ce rado

[a,bl es llzm continuz wvor pecaw que._
2 fxY ¢35 uneootnds sobre’ Ta, bt
id 14m (%)} eoxiat DETE a X
(ii). %syé*\A) existoe a +toda xf
(iii). 1im £(x) existe para toda xz(a
x-» Xz

(iv). £(x) es continuz sobre (s,b). _ :
El conjunto consistente de todas las funcmones contlnuas por pedaz
9obre Ta,b) hee*‘ denotado por ¥PCiz2,b).



a0

Lena I. (3.%.3) oi OePC[ﬂ,HJ es una funecidn fijz, v si
SP £, (z)n(z)dx=0 uars iLodn hzC &,0, entonces g _(x)=0U para todin
e i

xela,bl.

Demostracifn: Supongarmos gque £, €s
. . -
diganos go )70 para dl:u xita,b .

suLinLervalo ‘Qﬁjzﬂ ~To,t
o

- “ » - T ~
(AZ—A; Para He Ky, %) i (

X - Yyl < e Yoy preney (i '— { -,
h:ho;a,q;. S$in enbargo O= )9 (2in{x=
Weta contradiceidn prucha cl lema,

Corolarin. 3.%.4 5i g ilCLQ b2 es una funcidn fija, ¥ si

b _-l - " i —_
Sa go(x)n(x):o para to heC La,bJﬁZO_p,bd. entonces 50(x)—0
rara todo xelz,bl.
La denestracidn es la micma del lemn anterior

h(x)=((x—x])(xp—x))n+l para X& X, ,%,.y h{x)=0

_IT. (3.3.5) &4

’YJ,.ﬂ

bewn; i g giCp,bl es una Turcibn fijn, ;7 si
Sf ( dJh' {x)dx=9 para tods nzC_To,t] oo v, antingéoog titws
3l o - R

rara tddﬂ ®en,bl, donde ¢ cs un2 constante.
Demoustracidn: Sea ¢ 1l constante ¢

elinida wor lz condlcifdn

(o S R AN . U p - . ) -
S \"o( ¥)=c)dx=0 y sen h{a;:)c\;o(J)—C)'g, :sirr:CONr,L AR TS A Sy
autonfticamente. “ntonces, por un2 parie tenemss aue
‘b .. _ 1o ; .~ sl . :
Yol (x)=eiht (x)dx= 0 g (x)h' (xjax—c(n{t)-nla]}=u.
kientras aue ror otra parte, :
,'b ‘b . -,
Sa(go(x)—c)h {x)dx= =Yg (& o{x)- c) dx, se sigue entonces que 7. {x)~c=7

pars toda xe[2,t].

<

es unz Aunc1oﬂ ‘43’ £ i

=

E

.~ -

ena ITT. (3.3.6) 51 g ePC 7
okl ﬁ,o; ‘eon h" PC ! fa. bW, entoncas

':"O( X h'(x)dx=0

e
9 o

cr

s
x)= =Cc vCy X para
ostrocidn: Sen

IOQO

(
m
o

vy

o,(x)=c =-c x)dx=0,
RN X ‘ ; ;
BANSE G J(a\“’o(t

mente.

i

Lz existencia de c Y 1 se qlgne dé aue e -
h'(X)=Sg(go(ﬂ) -C4 ly) g (y)dJ—c (x a) (01/2)(x ;32),'y
h(x)=ggdySg(go(t)—co—clt)dt=g dv( - ( £)dt- ~c, @——w—g— a(x-2))-



91

3.7
~(ec l/2) m"—--o (z~a)), v si n(v)=H(v)=0, entoncec
ggyakx)dx—c (b—ﬂ}-(ﬁ]/g}(b2~ﬁ?):o, L.

2o Yo ’ 5 2,
Jody| 2, () as—c —«—-;;‘- ~a(1-2)) (e, /20 252 ¥ (b)) =0,

vy esto proporciona un sistema de ecusciones simultfness,
1'1
f et e o] R —r - L -
((b=0)(ben)/2)eqe(ba)e ={b r (x)ax,
-~ ., —) S -
((h—a)d(b@Ea)/G)c1+((b—a)‘/E)cozg? ﬂy{ﬂ gq(x)dz.

%1l determinznte de los coeflicientes c, ¥ estéyﬁado‘por

o
({b=a){bt+a)/2) ((b-2)2/2)=(b=-n){((h-2)(b+2a)/6)=(b-a)" /1240,
Por tazanto existen e, ¥ e1. definidos por 1las condlcnﬂnea antes rone-

cionadas. , ;:“m,u,-;g, o

Ahorz bien, por una parte tenemos cue

S (r {z)-0 o—ch)h"( )dv-gr (V\H”(?)GY*C (' (b) h Ln 1) -c 32 ' {x)ey
n(h'(b)—b'(a))—cl(bh'(h)-nn'(a)}+c3(h(h)-h(a))zo.' ' :

iientras gus por otra parte, B

§Ig<s:9<x>-cg—clx>h"<x>dr<=SZ.ff%( - O-Cﬁ"zf’ %0, me gtz aue

ﬂq(x) o~C,%=0 para todc thﬂ,LJ, oge dOC1r,go(3)?Cg‘:1; reral tode

‘A_Lﬂ,b_lc . : i :

Ceraolario. 3.3.7 .81 g cPCL& E] es uneg funcidn fii !y 5i

Sg g, (n)h(n)(x)dx =0 pars tods h»uo ])[a b] con h(*feyc[b,%,, 2o~

ces g, ‘)“2;? ckxk, esto es, g, (t) es un peliromio de gredo n-l.

La demostr"cnon es por inducc1on scbre n.

Lera IV. (3. 3‘8) €1 rl,xoePC[a,b] son funciones fijics, y =i
Sn(n 2Ih(x)-¢ (x)h {x))ax=0 pors todes heC 3,17 con n'ell(a,bl,

entoncen ﬂé 1n{},b1 v g'(\\_¢ (.)

rara toda xefa,bl.,
o~ o a3 3 (O -
Demostracidn: Pongsnos A(x)= )

N iy, € intezrandds nor partes =
Sg Sl(x)h(x)dx obteneros que ﬁ)rl(x)h(x)dx= : ;

n(x “’h “* N

Alx) () () as=- —(E AUOR (2)dx, entoncas ol

gl (# \Y).\A\-'“(y)h'(l‘}dV=u;Jtencmcz cue \} ](;}"fm}j::—{; :

FT(Y‘GX, de donde SB A{x)Yh* {»)dx= E Lo(x)n'{;)dx v eato :rpiicc 1

gi( \'—; (x))h' (x)dx=0 y por el Leme IT tenemos aus A(?,-ao(Y7r;,

psra toda xefa b} y por lo tanto gé(x):gl(x) para toda xela2,v), en-

f tizamos gue la diferenciabilidzd de £, DO habia sido supucsta de
ntemano. ¢
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Planteamos ahora, un problema concreto de los m%ioics variace

Sea F(x,f,g) un» tfuncibn con primera y segunds derivadas pureiasles
continuas con reapeoeto a todos sus argumentos sobre ol conjunto

[a,BI%0%X0', con z. 1,3y 0, O' son Jdos conjuntos atiertas de

dos espacios de !lunciones V', toles que £=0IV y -2 V', estlo

3

v

2

es FeC™( T, bIn0x0'), 81 ffO:k(f,e)QC';n,QJ y sutisface l2a condi-
. . . P - .

eciones de frontor. r{a)aa, £{vi=1, ¥y J:02C" 'm,b} - X se ung f

{‘

funcio-

nal de l1la fornma J(r):j? ¥(x,7 T }dx%, deseanos encontrar unz funcidn 7

para la cual la [funcional J tenga un extremo débil.

Teorema. 3.3.9 Sco (V,li*ii) ¢l cspacio de Banach constituido por

el espacio linesl V=Cl| l2,¥ con la norma Wfi=max f{x)|-+maxif (x)},
J:0=B(T,¢ )" ltb,hj - R une func 'onul de 1= 5;;“ c{f )_,, e, 0.0 )qw
donde I:C (‘ yBIR0X0 ), 0=R( ,_)LC fo,b) v £'e0'C },b;, i f sctis
face las condlcioncg de frontera f(e)=&, £(b)=B. Intonces una condi-
cidn necesaria pure gue la Tunclonel J§ tenge un exireme 2n unsg fun-
~tiafare 1la ccuscidn da Tuler,

cidn dads I, ec

S0 0, 0= 05

Denmostracifn: Dericr g o}

maneras gue para [+ se sipaon sttisfaciendo las condiciones dec I
N ‘ 1

terz, enitonces h(:n'=h(

"--.1” aii! ll}.'?‘" rees 4 IR SIS S AP ELEY
¥, y un? condicidn aria para que la fun-
swtremo ~n o1 punto ue 4d(£)(1)=0 para toda

b

ter



admisible en C [-,;umc [2,vINB(0,e), entonces
' "

fu\i(’J ' {%,0, 00" (x))dx=C para itodo v ~dminivle,

nwvtog el sersurdo sunando del intarsrando nwaentmos
- vy N o LR
. 2ol Vs [Pty d o as s P
)dx, asi
ST, ) in{x)du=0 pzra toda h zqdmisible, luczo
2 o

0 _,}‘ - £t \-'..(1_. T ~ e
Vnn (uc»af(z,f,‘ e S A LSy

de la derivado- g— %%.) se gsizue el
‘ el

La curvas integrales de la ecuacidn de Zuler son llamedas curvas
extremales. Cleramente eata ecuacifn 4ife <)

R - ~ - -
ya cue ;;:f,—yf:?f,f.1"+Fff.f'¢uy,.—£ , entionces

dependen de dos constantes arbitraric
das de las condiciones de frontera £(

cruseidn de Tuler wroncreione
extremo, =in enbargzo, en muchzs c2s
una solucidn comrleta del rrotlems
tencin d=2 un extiremo se delerrdnes

rroklemz, i en izl
c

Farz una funcional J:Cl[a,b] 5 R de la forma ¢(f ngi},f,f')é?.
Lz ecuscifn de Tuler es en general una ecuzclfin fiferenc;al de se-
gundo orden. rero puede ser gue paora uns curva dzda iz funcionsl
tensa un exiremo y dichs curva no gsea dos veces diferenciable y
sin embarzo, satisface la ecuac16n de Zular, comos 1o mu2stra el

i

e A
para la funcidn g £ ; :
0 si -1£x20 \ 1 5
f=r(x)={ .2 i pnese —_ e . -
xT gi 0£xz%1. 1 { T 1 i M
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12 cunl no tiene corunin derivoda

ceuzeibn de uler.En
.

o
{(2x-7')", 7 dc coto ¢

P <K ) 3 Dy TLL R nNo
- g - -
perz e (=1,10. Asf, 2 vesa2r de nug lo ccu2ecifn de Tuleor es un-o
ecuscidn difaerencial de segurido oxden 7 Sy} no o arictc o toler
O an G S Al 3 o P ~ A L T
pertes en {1717, la sustitucidn de £{x) un la Al de Thilow
1s convierte wn ung identided.

Yim e e P
auE U ol

Ahorn dzremos cordiciones lze cuales gerantincn
=3

r
de la Zecumcifn de Tuler tengo une cepunda derivade.

ue feO:B(f,e)CClEb,E} 5 queréatisfa—

Teorema. 3.3%.11 Bupongamos g
ce la ecuacidn dv Buler F.-371.,=0. Zntonces si FeC™( T, b 45x0"),

£ dx
Ccclfa,b] y £'«0'cCia,bl, £f=f(x) tiene unz segunda deriv=ds conti-

ou

nua en todos los puntos (x,f(x)) cn donde Ff.f,(z,f,f‘)ﬁc.
Demostracibn: Cupongznmos que £+.8¢0, calculemos la diferencia

. 7 ~ . v . - - { o i PRI o N LR o} PRI B
,=Ef,\x+Ax,1+ui,f'vuf')—ro,(x,f,f’)=Aer.xtz+:Lk,-v:u;,,'eem,',

PR PP
Py Alx+0L%, S50, T wEL!

60,11 , Ahora dividenos nt
21l 1finite cusmnds Ax » O sul
141 LR Al e R N i (- A, TBAT :-nr f=Y -t‘!“Aav) Af:;-. (-..g,a-. r.p_r\;‘- 2T
A%I%___ =1in(Tay g W+ Ly ZHBAT, 8 +08ATL" +SA PRl g AN, DH6LT, U HBADY )

ible-encontrsr una expresidén pors %, y de ecta
™

w T S
expresidn es claro aque f" es continu #0 ,puesto que

o
0]
bl
=
Y
)
5
O



d ~ ..
jjrf.—Fr=rf.f,f"+Fff,1'+va,~,,=O. wsto prucba ol Pecrons,

Ahorn indicaromos s2lrunoz ecaog cownecinlen, on dande 1n oseuendd:

de Zuler puede ser rcducidz a2 ung eccuneclln ulle

Copriner
cridon, v por lo toanio cus noluelonss pu ok el e
imante on tfrminos de-intesrales,

Euler 2o A;Ff,= , entonces

unz ecuacidn difsrencinl de
e

o)
de donde  pucde ser encontradn en términcs do uno intenral,

IZ. (3.%2.13) Sea J.C*T , P s i unn "nn“:crw‘rdc In farmn
( ,«3; o, )ax, en donde F(7,T') tienc primerns ing
continuns con resvecto 2 todos sus grgumentos, enitonces
Ff—giFf,=Ff—Ff,ff'—Pf,f,f? v-orultiplicardo nor £', oniunumos sue
a .. ~f oo A ey

Pt (G Fo )0 =F P, I S-SR (L NS SR

. s é T :
de donde la ecuzcidn de Euler se convierte en &;(P—;'Ef,)=o,
entonces P-{* Ef.—c donce C es unz constante. : : :

= f(x)

Caso III. (3.3.14) Sea J:Cl[e,bl + R una *uncion 1 de 1z forna
J(f)=§§?(x,f)dx, en donde F(x,f)vulcne primers y sem:mdq “derivvdos
continuzs con respecto 2 todos sus grgumenuog,ien estc caso 1z

ny

ecuscidn de “uler toma la forma ?f(x,f)=0; gue . .es uns ecuzcibn nl

gebraics, cuyas soluciones son una o mis curvas.

En una grah variedad de problemzs encontraremos funcionales de la
forma J(f)=S:g(x,f)(1+f‘2)1/2dx, la cual se analiza en el siguiente
caso.



Cuoo IV, (%.3.19) Sea dJ:¢ Yh,bj -0 unz funcional de 1n

d(1)= .q.(- £Y(1+F Y ax, en donde 12 “urcisn la, ) tiene primers

forna

Yy sepgundn derivodoc continuas con resuecto o todos suc arsunenton

1)
en cste eoso lo ecuzcidn de suler puode ser tranaforecds

(%3¢}
DAy py (e 2)E (1) o {2000 2o
AT ux of' Epttyd i dx* > SEERRRRGES SRR
r(.»,f)(lli‘"')’—z*x(. ErRS S ByE (\ £ys (. 2t
’—g(x £)20(1epe ”) e ‘
—(1+1'2)’“( f(;\ r)-.‘ _.,r)f k.,.)f"(l+f'2)"l_‘—0,

es decir, gf(Y,f)_n (x f)ﬂl_r(/’f)fu(l+p,2\ =1 =0.

Ejemplo. 3.3.16 (Problema de la Braguistocronz) Uno de los prime-
rog problemas que impulsaron el desarrollo de los mdicdos varizced
nales es el sipuiente: Una partfcula se muecve bajo lz influen
de 12 gravedad a lo largo de un=z curva gue urng un punts <z2d3o A con

j
10

un punto dado B, deseamos encontrar una curva tal gue el tienrpo
aue toma la particula de ir de A 2 B sea miniro.
Sea m la masa de le particula y sea v su velgedidad, y 4 12 conaten
te de gravitacién, La ley e cong ervacibfn de la energfa s
émvz—mgfzo, entonces v=(Zgf)* 6 19*(2”f) donde s es la éist

ajeda en el tiempo t, el tiemvo tomado es obienido de dt=(dsi,'v,
en donde ds es el elemento de 2rco recorrido en el tiempo d4t. Sen A
representzdo vor x=0 y B=f(b) para x=b. Bnitonces el tiemvn totsel
tomado, el cual es funcibn de 1la trayectoria f(x), estd dado pcr

4' 1,
¢ s I R ) .
J(f)=)8 (ds)/v=}8 LT§£&7%& ¥ , en donde hemos usado la Férmulsz
ds \ < df 2 s i s P 1ife
—l+ . X1 problema es entonces encontrar unaz Iuncion Wiie-
ax’ dx , ;

renciable iefinida sobre- [D ET aue rinim ice a la Zunclonal J.
R e

‘ lafr e

ue en este cuso “(!,;,l )~ T

entonces una cond1016n necesaria para. que una.

“‘ F s on
CUSarVvLnOes

:
¥
"“‘

o es gue satisfaga 1a ecuacién de Fuler, ;si

K\ P, oW 3 _d I | .
£ (ag gx( J)m ﬁ AT '+'“ - ";f‘ f'*—(gin) (-1 .) 0, enfonce

< - i'%f.-C, ¢donde C es una congtante, asf



' 1
kS . B 5 et 29y
T ) P (l—m.)—pf =C o} (f(lf‘i. ))

-ty

*, entonces %%=(%——l) *, haganmos laz sustitucidn
f:C'sen?g/;, e integrando obtenemos que

x=§C'S(1—cosO)de, puesto que scn20/2=§(l—cose), de donde
x:--,';.C'(O-»sene)+C1 y I[=3C'(1l-co88), y dodo cus'1

origen,Cl=0, frecuentemente se utiliza f=y.C
La curve asi definida pesramétricamente es una

Ahora considercmos el siguiente razonanicnto aqus sirjue una lines
completomente diferente, primero eproximamos la trayectoriz f£=£(x)
por una serie de segmentos de recta gue dividen la diastancia de cnf

3
i

rY
da en paries iguales, como lo muestra la figura.
<] _\__9 b P
e
La velocidad de la partfcula es supueste constcnte o trosés de coda
segronto de recta. Consideremos ahora la ley de refraccisn de Sncli
send,/V =send' /v'=conastante. ©sta ea una condicidn para gue la trayec

toria de tiemvo minimo cruce unaz discontinuidad, Tomando ¢l limite
cuando estos sermentos se hpcen cads vez més peguefios, inferimes
que la curve estard dada por sen8/(2gf)¥=consisnte, entonce

Ve =C o Y=t o gg%;7?1=c, entonces (f(1+4f 2)) %—, de donde
f'=(f%a—l)f, y voniendo C'=1/C° obtenemos %£=(c 1)7 “,kque es
el resultado previamente obtenido por medio de l2 E uscidn de
Zuler.

Hocemos notar tambidn que en nuestiro primer raszonemiecnto nartimos
, P ; )

de unz condicibén necesaria, y a pesar de esto, obtuvimos la sclucidn
cormipleta del problema, y gue en nuestro segundo razonsniento se
planted una sucesién de problemas{PA\y se d4ié su reaspectiva sucesidn
de soluciones{Sﬁ}. En este caso, si PP ¥y S78 se tiene nue § es 2
lucibn de ¥. Tn general lo anterior no es vdlido. ©n efecto, sesn Pn
Determinar la lonsgitud de 1la escalera D mostrada abajo. Asi Sn=10nr(
E J=a+b. Sin embargo, si los esca 1ones °e 1ncrenentan sin limite y
se hgcen cada vez mAs pequefios 1‘m ;] —( )

Ep toAneesborae) !
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o

Biemplo. 35.%.17 (351 problema de la superficie de rovolucifin de

dren nminima),

De ecnire todss las curvas las cuales unen dos puntcs dados {n,n)
y (b,B), deseamos encontrar una, la cual genere lo superficie de

&8

dron ninime eusndo esta rota sorre el eje z.

=3

s bien conocido, gue el 4rea de una superficie de. revolucidy ge-—
nerada al hacer Totur la curve ;~~(:)2Qfécl;a,él, sotre ol o
viene duda por la funcionzl '
I(£)= 2n§ £(1+0 ) “ax.

Puesto gue el integrando no depende explicitamente de w. La ecus- )
cién de Fuler tiene 1z forma F-f'Ff.=C. en donde ¥ix,f,f" Y=Cnf (1l '2)3
(Caso II ¥y problema snterior), esto da cue :

4 R :
Frerryipri2(14g0 )"t 4 f=c(1+f'2)=, asi que

.

2 2 .
. i -(‘ = Wy T
i'='““5f‘ ~, separandd variables ooteneno~ ax=

] ~
tencmos vue x+C =C arc cos? £ 5

C
x+C! ) N . A . ot
£=C cosh{ C ) « Los valores de las censtantes ertizrariss C 5 C

T
son deterninados por las condiciones f(a)=4 y {(n)=E.

La curva asf definida es und catenaria.

Considerenos ahora el siguiente razonzmicnto.

%1 nonbre de cstenaria proviene del hecho de gue unz cszdzna susnin-

(‘J
= Q.
[+]
0
3
jb)
o7
0
]
w
<
3
o
&
1
i
9]
L
[
Q
o
>
yor
%
[&]
5]

dida de sus dos extremos adopt
que leg misma curva surja en una apllcac*é fi{sics conmpletzmente di-
ferente. ina rclfcula de jakdn limitadz por dos circuiss on el eco-
vacio cue estan en planos paralelos y con sus centroz zohra 1n mis—

ma verpendiculsr a los vlanos, tiene 1o forma de unt surnertlicle o
revoluc1on obtenida al hecer girar la catenaria zlrededor del eje ¥,

-~

Consideremos la siguiente figura:

(2,8

LxoMo)
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8i t+1 superficie ha de cer de drce minima, entoncas 1a Ltensian
en cads punto de la sunorficie ha de cer minime (como on 1
cula de jabdn). Lonmenos primers une ecurva sobre lz surorficie
tal gque su proyeccidn cuté sobre el eje x,y sea (x,7) u» punto
artitrario sobre lo curve,y (to,vo) es 2l punto mfz ko in psobre 1w
curva, entonces sobre cl secgmento o determinado nor los vuntos
(xo,yo) y (x,7) mctden tres fuersas ¢n equilibrio. L= tonsifn i
constante en el punto mds bz jo de la curva, la tenaidn T aer g}

punto (x,y) en la direccidn de 1la tangente y el peso ¢s del gon-

e
mentos s determinado por los puntos (x _,v ) v (x,¥), en donde G e=
el peso espccifico lineal del segmenuo de curva s, crrtonces
Tcowd=H y TsenB=Gs, asi tanB:Fs v dado que la tensidn Moss constan
g1 ' L
te ponemnos n=c entonces
2 . i
af_ 1 4"r 1 ds_1 o 2NE wae 4F acf
T =A Tl mn TSR + = [ 3 I T
%G5 Y %76 axoc(I+I'T)® . 81 g3=p, entonces =
du s , - : ' Oy =k
& C(1 p* ) y separando verisbles tensmos que v~(‘»~ )T,
+ A o o x, €, C' A
e integrande obtonenmos ot E~)rc senh p o p=senhi ~r~ dado aue
af ove e zCh
p=43 intesrando de nuevo tenemos aue f=Ccosh(—w-}.
4L <
wste resultado coincide con el resultsado prev1amcn*ﬂ oLten:uo.

La superficie de revolucién obtenida al hacer girar la catenarisz
alrededor del eje X es llsamada cetenoide. ‘

Como antes, hacenos notar, gue en nuestro primer‘rézonémiento
partimos de una condicidn necesaria {(de exztremo), ¥ sin ambﬁrvo,
se obtuvo la solucidén completa del problema, y que en el sszun-
do rausonamiento se hizo uso de un hecho fisico.
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Hasta aqui, se han considcerado funcionales cuyo Aominio de defi-
nicién consiste ecn un conjunto abisrto de 21lsdn espacio de funcio
nes de una variable independiente, es decir curvasz. ¥n muchng pro
blemas, sin emberse, se encuentran funcionales definidas sowure fun-
ciones de varias veriables independientes, di~umes, aokre suUncr-
ficies. IEn lo cue sipue, tsles vroblemas de cordeter multidimon-

sionel, serdn considerados ¢n detslle,

Plantezmos ahora, el problema variscionsal anterior parsz unz funcidn
F(x#,ysf,z,h) con primera y segund2 derivadas parcizles CGntlnu_¢
con respecto 2 todo sus argunentss sobre el conjuntos 120 02

en donde (x,y;ef ZRY, & un conjunto cerrado y conexo y O, (°

dos conjuntos abiertos de dos espucios de funcicnes V, ', toles
cue 20V y (g,h)eCcC (D) ~C(5) = (CCE))Z , esto e, F=C( Ax0Dwa' ).
si f£:52 4 i, fe0=3(1,z)CC 1(fz,) y s2tisfoce las condiciones de fronto-
ra f(z,y)=wix,y), (z,y)e &, siendo w una funcifn conseidu, 31 J:0=
B(f,= :Clﬁﬂ) - R es una funcionzl de lc fornma
dxdy, deseamos encontrar un2 funcibn £ pars la

‘.,\

alcance un extrems (débvil).

un o aenfunio 2
. . =
R R I Y
v u..( i 3
e R s B VAT
Wi LTI G Lk,

P P
-~

para ziguna bols cerrada F((xo,y

o ;

contenida en 54, con centro en

y¥)=0 vare todo (x,y)efd-B(l{x
para tcdo {x,y)el{(x o1V s Y,£), &
Aictones dsl Tems, es decir hel
’ 4
01 e )1 PO SUUIE & (I R Wt
O=})go(“,¢)n tai) o j{po\*a.«\'
S R D 2 13
(o Gty ) {Hlzms Ve ly-r ) 5-7) 50,
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Teorenn. $.%.19 Sea (V 1) el ecpacio de Banwuch constituido por

el cspacio linesl V =c* (w;,SJ”H un conjunto cerrﬁdo ¥ conexo, con

la norma HfH-mﬁy}f( ,J)I*m”/lf (wyy)e v o Jeoun{fr,s):
Cl(a) » R un® funcional dﬂ 15 ’OrPﬁ a(r -g,‘” , y,f,!i,x Ddxdy,
en donde FeCo( € %0%0'), fe0=B({,e)o0"( '

T sotisaface le condicidén de fronters J. om Ly ¥ oy
siendo w una funcibn conocida. “ntonces una cotdicidn nenesariz
para que la funcionzl J alesnce un cxitireno cn una funcibn doda

£, es gue £ satisfagse la ecuncidn de Fuler §§~j§(f§ )_59(7¥)}=o.
Demostracidi: e ) 4

Demos a la funcidn f un ingremento B, Il hii¢s , d¢ t2l nanera que

pars f+h se siga satisfaciendo la condieidn de frontern, cntonces
B B

h(x,y)=0 pare toda (x,y)€328 , esto es, hzl L:)ULO(“).h;O,_

Calculemos gshors la diferencia

AR AT, B T T ot ¥ Z S A
ClfenG-a{f) = SJ,—," e Ty T Ry T =Ty Ty Ty Ty DLy B nlgae
o) %7 o . s

del teiromn de

.
Wy Tt i = SN e N . .
lT(f“-,‘,"",,"._':)-- ,’)i' .”r}‘.:’ .,‘/4’ \1 s U s a1
tanto 12 Jdifertncial de ¢ X o0
er izusl 2 Ad(f) {n)= g((r h(v D ECI U (- ITD FES AR SO (S U S I e
,J ;L;) xr “ e & o .
e - -

Ahora bienyusando o) Tosraome

§§(Ff h 4T, h,)Avaw~J (Q.f“
7

G

N

—
’2_{
el
=

-~ e
Pt

i

. hdy=-It
S f < f
a X J

para toda (z,y)edf, tcnemos aue

. r . 2 . '
gQL h +¥, nv)axdy=—§)(%}f¢ E Yhaxdzx, entonees

4(. "I 52‘ « 4/ “‘J f'
GJ(f)(h)n(g(‘f—%;Fp "2§'r Yh(z,y)d%dy, 7 une condieibn nacesoris
. - & - !
funcional J tenca ua enirens n el nunta £ oaeoaes

S RO, e ), asi por el le

..u_ c\».u,,,m;;e Tuw rrues-
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Ljemplo. 3.3. 20 Guperficices minimas (I’rob"om'1 de I'latenu)
De entre todaos las cupcrfiecles parametricadns psor Hlw,y)=(x,y

13 RIPIINENA

talen aue la difcrencinl 4II oo inycctivn ( tal conticidn, cu

cida ecomo resularidad), donde (x.y)eS2, Qun conjunto ceorrade v
~
desennos crecontrar C=0{x,y), L0 42) gue minimice a 1o funcin

o
MEDE \g{lrf;+f&)idxav.

rimero venos que ¢l fdrea de una suverficie resulaer,
zocibdn U(a, ) (_,d,i(J,J;), go¢ weline como el niiwrc .
5\” ldeJ. Los coaficivntes de la nrimera forma cuad

danertal estdn dados por B=(I U, ) P=(0y LN G={H.,i V. & chser-
vanos que HI_xh H2+’H ,M ) -HW I“W HE. ror lo tonte N ¥ H:(TG—”:}
- Ny ¥ TRy T
ok e fr 2 - " 2
st ”z(hx’”x):(l'o"x '\~,O,-x)=1ff: sz\; ¥ G=1+L7,. entoneces
‘o ey U N " . Ao B
J\i)=S§Hn,AhJ|uxdv=§S(ﬁu—F YEdardy= { Laf‘ T )R axdy .
S Y b i v o
d. S R .
En este cszso la ecuncidn de ¥uler tierne la forma
2
va+fvy(l+f;)=o’ eate couneidn tlenz un siorifdienis
1o, sutomos que 12 curvelurs medin Je uneg rusariisie
a fSroula .
en donda ok, sorn leow. eoelriciento: de Laigarundn

2( SG-r —)-

PO bl
¥ vor lo tanto li= = S B )

esto implica que la curveotura nmedia de ls
2 J debe ser igual a cero. on zeomesria-gif

i

T O & (SR me vamA T .
Mencionznos aqui, el rrodblemz de Jlrlchlet Tellenus . iste en mini
- D2, . e N
mizarsg(f; +£53dxdy sujeto a f=gmoendlR (g Cﬁn001uu,,“una rezibén).
Jl . J

ecuacidén de Huler Lagrange del problema variacional es fxy+gyy= ,
la cual es conocida como ecuacibn de Laplace ¥y cuyas soluciones son

funcionecs armdnicas.
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Generalizncidn del problemsn variacional.

Sean F(?,f,g],...,fn) urn funcidn con primera y sepunda derivednag
porcinles continuan con recpecto 2 todos sus arpumentos sobre el
conjunto fL4¥070', en donde ix(x1,...,x Vesoonr®, L un conjunis ce-

rrado y conexo y G, O'son dos conjuntos abnertos de dos copacios

de Lunc10n0¢ V, V', tales que 07V ¥ (;,,...,5r)e0';(uuj))n,
. 1
coto es ¥ECo( 4i:0¥0'). Bi F:Sls i, L£e0=h(r,e)C () y sotisfsce
la condicidn de frontera f{X)=w(X), Xg3il,siendo w uno funcidn
. . - 1, " .

conocida. Si J:0=I(f,e)CC Q@) < N ec una funcional de¢ la formz

J =S..-§” b 1 . dxy...dx =\ 0 (%, 0, rred(£) Y ax
(1) SO E,, ))d p= Y (e B f prea () ) dxy

‘2
i

v
...dxn, entonces desealnos encontrﬁr una funecidn I, pars la cunl

la2 funcional J sleznce un extremo (déril).

Lema. 3.%.21 3i o ¢C(Q) ec una funei

én fija,
to cerrado y conc>o de ®", y =i ...qu(?) (?)ixl...dxn=o (Tem™)
9L - g
para toda hel (QMICOGQ), entonces ED(\)=O nara todo ¥ell.
La demostrecidn no es esencislmente diferente a 1la del lema 3,35.16.
Teorema. 3.%.22 Sez (V,I-1) el ecspacio de Lanzch canstituids por

el esvacio linecal V=C l(Q),SQCRn un conjunto cerradc y ccnexo, corn
ls norna I’Hast}j\ ?ﬂylf q(iﬂ REDERIU S e)CCl ) - uns _auo:rrﬂl
de la forma J(f)= .G P(X‘L,'rud(f))hx .vedx yen donde xnﬁ”( LO¥OT ),
feO=B(f,e};Cl(Q) 3 ””du(f)CO'éb(Q))n, si I scetisface l= condicidn

de frontera (%)=w(X), Xed5?, siendo v una funcibn conocida. “nton-

ces una condicibn neceseris parz gue la funcional J§ slcznce un
extremo psra unz funcibdn dszda f, es que { satisfags 1o ecuacidn de

ol S n oi y_
Euler &7 23k=1 %;iar?)—o-

ez helT{NC,ENB(0,e), calculsndo 12 diferencia iJ
y haciendo uso del teoraomn &a Tayloxr, encontramos que

- . "t <
Demostracidn: 8

S{E£+h) =TV )= g. .k.gq(f h,mﬂ.’.'f}-h :’:"():)}—E‘(::,'f,;_::”:.al’ SYiAnaTnoaa.

Tu, o= L..(_’?ﬂF*Fp h +...+Pf h )uy u;ﬁ...uA

) R F S vx, 1 Xy, 1 ; . :

Ceeel (To D +4e.+F . -1 + oot (¥ Y)ex,dx

e .kéfolx:. .fo h )dxlax2 e xn g g AL h) tv'(l Xn’)oﬁl% 5
1 R oy

ne cnuonc:S'c~1~’lanﬂa

y - n
...dX- -ln((g—b vooa+—'4ﬁ )hdx,..-.dx
o™ feeeld ot Pr
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Ahora bien, consideremos la sirfuiente generalizazcidén del teorema

de Gouss

g ((Q_gwf h)+...+§;(Ff'h))dxldxg.'.dxn=

s notx, ,
’ . . : s 1%
c{(r, n Qﬁ#...+Ff n degsr 4 oen donde el vector (;;,---,;;)
\ Y, dn %
e Aq "

es unitario y normal exterlor a8 1? un qubcondunuo cerrado y CoOrecxo
de ®M ., 950 es la tfrontera degz y ds ‘el elemento diferencial &
superficie.

Una extensa discusidn de esta generalizacién sl tecoreme de Gzuus,
pertencce, de hecho al Calculo Lxterior. Sin embergo, este discu
8idn no la damos aguf, y sb6io tomaremos este resuliedo,

Y puesto que h(X%)=0 para toda Xe 3{l, tenemos cue

r
“+

r f
cei (Fo b 4. #+P. h )dX 0% e 008X =taeai (52F ..,,~~ Yhidx, 4 Koo eGX
4 f 2 n AN N f nt
)'Q fle.}’1 }mA 1 )“‘ YUXy e 1
r ; >
entonces gJ{({)(h)= 3...& R R R -y )hdxldxc...dx
o ..‘JX; Tty e
una condicidbn necesaria para gue la funcional J tengza erxtre

I, 4.
el punto f es que ¢F{Lf)(h)=0 para tods h admigible en C (. C (. . (D

n
k=1

n

53

Luego por el lema anterior (%.%.12), tenenmos que %j—‘

¢

lo que conecluye la prueba del teoremsa.
’ [

Brxisten, por suvouesto, muchas otras clascs de wpohlemas variacio-
1

nales. Planteamos ahora el problemz znterior con uu
variables para el siguiente caso particular: e cnt
*

re todasg lag
funciones (curvas) definidas sobre una btole sbisrts O=F(F,2) ecv-
yos puntos finales estdn sobre las dos recias vertiecsles x=a [’

x=b, desezmos encontrar unz funcidn f, parsa 1 la funcionsl
b .
F:0cctta, b} 5 R de la forma J(f)= S P(x,T, 0" )dx =
en donde FeC? (Ly,b]KO :0'), con x£a,biy O, O' dos conjuntos nhisr-

tos tales que feOCClgp,b] y f'e0'CcCla,bl.

O!—‘

ance un evirems,

'WP“lo‘ﬁ] J,pri-

o
W

Comenznmns caleulanido lz difevencial d4{(f) 4
nero notaros que

:4=J(f+n)-J(f)=§f(P( f+h f'+h ) I( ,f ¥y ))dx, éhkdohdgyf+h50, es
decir, Hhiljce . LT

.Usando el teorema de Taylor vara extender el integrando, tenemos que
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gg(thcﬁf,h')dx+o(HhH), en donde, conmo antes llhi=na -lh(x)l:mnvlh (<)
,: /.':'. 4, N

y o{llhM) es un infinitésinmo de orden superior 21 orimero respecto
delinll. Tor tanto
dJ(f)(h)=gb(F h+¥ ., h')dx.

a* 1 f
Chaservamng que por lz naturaleza del problema, h no necesarinmente
se anula en los runtos finales a ¥ b, e integrsndo por partes el
segunio sumando dcl integrando de &J{f){h) ‘tendramos aue

b ., x=T b d .,
Sa xf,h'(x)dx=r h(y)ly é _Sa ale h(x)dx, entonces

as(r)(n)={2(r - & ,.)h(z)dx+r$.(x,f,f')!¥:b RUB)=Fpy (x,0,£0) |, . h(a).
Consideremnos primero funciones h€C [a,b]ﬂC la,bliB(0,¢), 235 decir hia)=
h(®b)=0, entonces la ccndicidn 4J( Y (n)=0 para *oda heC fa,H}ﬂCﬁ[g,bJﬁ
B(U,&), inplica Ff—g%Ff.=O. Luesto oue si uns funcidn ;

tremnl conmpzrads con lss curvas astimisit
tonces f=f(x) es extremsl comparads

puntos fijos f(a)=a v H{H)=P. laro

I LT
=C,1a condlicibn dd(£)(h)=0 pzrs toda n< ok T2, vl E(0,s)
) uest

i
Ff.(x,f,f‘ ‘x:b h(b)—Ff.(x,f. '\]X:ﬂ n{a)=0, y puesto
traria, se sifsue oue P J(x, L, )‘)“q =0 FF,(X,.,f'H

Asi, pars rcsolver el p“ohlerﬁ con puntes finzleg verisbles

[4

8 ;A hART |
mos encontrar primero una golucidn ganeral de 1n ecuacidn de Fuler
Pf—g; f,-0 y entonces usar las condiciones ‘f'lx=ﬂz0 N rf., =0

vara d=termninsr-los valores de lasz constentes arvitrariss.

Ejemplo. 3.3.23 (Una voriante del problemz de la braguistocrona).
Partiendo del punto (0,0) una pzriicula se deslize sobre una curva
gue estd 2n un rlazno vertical. Se busca 1o curva t2l que ls par-
ticula alcanzs la linea verticzl x=b (t#5) en un tiempo minimo
Como ya se habiz visto en el problems 3.3.16. La solucidn generel
de la correspondiente ccuaciédn de Fuler consiste de la familia de
cicloides x=iC'{8-gend), L=.0'{l-cosd) {f=y). Lara detcrninar C',

‘7

usamos la condiciébn
Fo,= ‘———“—il—g—‘l =0 para x=b , entonces {'=0 para x=b, ¢s decir
(2gf(1+L" 7)) " ' et S Deelmnetiel

£(b)=0, sc sirue que %C'=bir y por 1o tanto x;(bﬁn)(e;sen9)3
f={b/mx)(1l-cosB).
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Definicidn. 3.%3.24 Sea (V, |I') o1 eseacio de Banach constituido
por ¢l espacio lincal V:Cl:ﬂ,b] con L2 norma HM=rax o )
v J:0=B( 1,8 CJ\M,H] » IR una funcionnl :
ix, donde ¥<Co( Ta,bI%0%0'), O0=i(r,z)2c la,n o rres
Supongznmos cue Mhiles vy nue h(x)A0 en urs
;fh=g; hix)dx y si el 1inmite kégchi%

mado le2 derivadn de 1w funecidnzl J§ ¢n
g

EAN

f )y, ¥ es denotndo por 3 O
SN
Cbgervanos aue si h(z)#0 en uns vecinded N,s enioncsz J{Terni-T{f)=

_I x= x(‘,/‘ wprollinil), esf dd(f)(h)=;

rda

definicién es cloro que g7
vacio de Ffuncionalesg defi ni
Ahora bien, sahenos aue o
ces por el teorcma del valor medio v

erxiste un » gle, %] 4nl rue (F

dt
cntonces ??rﬂﬁ—g-F,.’,Esta de
d L ¥ exg

le sran ut:-:ubq cuznlid tratern

condiciones subsidiariss.

degcordamos cue se hizo ung genernlizscilin norz

blema variacional, cn donde conuideramos integrzndces del =irpo
—y = . s ST o -, N N e -
(X, Lyzrad( L)) cn donde T25iCH 7 FeCoC LJEeXD40' ), Tel=X{(5,3)
G T ; - S B
gsrad(£)co<{c(@)™, bajo 1z norme Ufi=~." mexif (T), 2747,
”

s
Is conveniente shora, seneraliznzr <. proble:é‘va;'
de la tuncional J est€ definida scbre 2loun esgzcio -i2 iirsnaiin n,
Sea F(x,fl,...,fn,gl,...,gn) una funcibdn con primsrsz y segunde deri
vadas psrcisles continues con respecto 2t

T&,bIXCOX0' , en donde O y 0 s

L)

¢l conjunto

de dos esporios dz funciones V oy V', tal
(gl,...gn)eO':V', esto es FECE(ES,HﬁOXO'
en donde fwﬂ%.ﬁpn esprcio de Iznach, T
v ose gotiaf-cen 1as condisicneg de Iro
{k=l,...y01), ? :
T(£psneerf))= Sg“(x,fl,... £0TY s eeeest
trar un vector (‘l’f"""f ), para el cu
un extremo (déhil), entendiendo por esto

» N(Eysenest
2l considerar la definicibn 3.3.1.

L



Teorena. 3.%.25 Sen (V H\ ¢l cnpn
el espacio lineal V:(C { )1, co

e ”'EJk 1 (maxlf (x)l4ﬂ“/lf (=)

en donde #eC” ( &,b1x0%0" ) (Al,...
0'c(C{z,1] N si el veetor (f . e
frontera fk(a):Ak’ k(b)*uk (K«l,.
necesaria para que la funcional Jd
tor dado (f
de Euler

F ﬁ— fi =0 (k=l,4..,n).
Demo stracibn: Demos al vector (fl,

cio de IPanach constituido por

N 4 _»“n
n laz nerma H(¢ n)H D ko
y dJ: 0»]((‘1,...,f Y,€) = R una
a n,fl,...,f Yax,
7f )EOC(C ! —)“a {1 £1)=

l,.oo,.n/
I ) satisface la condicién de

Jreeesl

.,n). Tnitonces un2 condicidn
alcance un extremo en un vec-—

l,...,fn), es que este vector satisfoga las ecunciones

...,- ) un incremento (nl,...,a Y,

H(hl,....,hn)H<E , de tal manerso que se sigan satisfeciendo las con-

diciones de frontera, entonces (h,

B((0,...,0),2), entonces calculanuy

—J(fl,...,f ) y ussando el teorema

n
JOL #hyyeeey £ o4h )=d (£ 4000, )= Sb

Por lo tanto dF(fl""’fn}(hl"""

La condicidén necesaria

AT(2yveen£) Gy eeesi) =0y Ty,
B((0,...,0),2) implica cue SE ‘f
gue todos los incrementos h ( ) so
acuerdo con el teorenma 1.3.9 tenenm

ciones de Zuler ¥ d ,~O (k=1,.
£, "axlry
- d
Observanos que ka‘a&F i—o (k=1,..
diferenciales de segundo orden, ¥y

constantes arbitrarias, las cuales

105 el siguiente sistems

i n
,...,hn)ﬁ(co\p,b]) {24 a,hJ)

o la difwrencia J(fl+hl,...,fh+hn)
de Toylcr tensmos gue

5:,_1 (thk “%:A 3dx4a(|(hl,...n My .
. )_\")'—\ n )

s de(c bw“'(cl"n. v
h—xﬁ.q )dx—u («=1,...,40), puesato
n lnd ncnd entes, entonc

[ 7]
P
o,
3

e ),

.s) es un sistema de n ecuzciones

su solu016n general conticne 2n
son determinadss de las condicio-

nes de frontera fk(a)=Ak ¥ fk(b)sz.

Eiemplo. 3.3.26 (Propagocibn de la
Suponganos ocue el espaclo de tres
un medio Soticamente no homogeneo,

lug en un medios no honmcranea)
dimensiones esté ocupado por
tal gue la velocidad de propa-

gaci6n de la luz V(X’fl’fe) en cada punto es funcién de la&s coorde-

nadas del punto (x,fl,fe).
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De acuerdo al principnio de Fermat, 1la Jux vinjia de un punto o atir

O

H

a travdés de lo troyectoria para 1o cunl ¢l Livmpo de trdnsito co

minimo. S5i la curva cue unc los vuniocos A ¥ B es especificada por 1o

ecusciones fy =T (:,(), f2=1‘2(x), el tiempo guc tards l1a luzm pare tran-

) S I 245, .
sitar sobkre lﬂ cu"va cs igusl a t=)5(1+13 +L, ‘)d,v(x,f],fg)ax,
el sistema de ecuaciones de Zuler para ests funcional es

.’., ] 3 1 s oy L D -:1‘ }
;fl(1+fi a8 (El e )78 =0,
) 1 - - -
%¥p(l+fi2+f§2)zv—2“q}(€z(l+f£d+f%2)-2);0.

-
o
o]
2]

Y estas son las ecuacicnes diferencialcs‘péra‘la‘curva 2. trav
12 cual la luz se propaga. ' o

Ejemplo. 3.3.27 (Geodésicas).
- Las geodégicas representon uno de los canmpo

0
o
3]
)A
oot
©
*
(¥
bel
@]
o
(¥
et
[p]
L
ot

dio de 1la gcomctria difcrencial.
Supongamos cuc tonemos unz superficie £ epueecilicsds por 1o nzrane

trizacién H:H(fl,fz). Lz curve de nenor longitud cobre 8 cue concct
dos puntos de S, es llameda 1la geodészica cue conects los dos runzos
Claranmente las ccuzciones pora las cooddsicrs de S son las ecuscion
de Buler parw los corrcepondientces rroblerss varicciongoles.
Sabenos que lz ionzitud de arco de una curve »sraméirisnda

por H(t) (f ( ) f2(t ) ~correspondier RN 31103 alores to ¥ ﬁl es
igual a a<t) )*HH'(t)lld =00 (g (9), 27 (8)) et

-t P ' L2
_Stz(ﬁf§i+H SERLIE R ISLL LIS E W E SRt T6: LM TS B2y

sl recordamos que los coeficientes de 1ls prinera formna fundamantal

de la superficie estén dados por Z={,,H.), #=(H.,is) ={iip,
ha in T L=\ Dpyile), F=(Hp,H G={ilp, 5y
E e AL (‘fi 1)

) [ PR S0
entonces s(t):st{mfi‘+2Ffifg+‘f§)‘d s tendremos 2si aue
o - =y <
R e
u A ISR PR

J(ll"z> L\"l *é;fif

2Ffifé+Gf2 entonces

e c-

t

P - 3 X

5y, ¥ lz=3 eccuncionss de “u*nr TArA ooty
u ' 8 :
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S

hal Al . 2 hnl hl t
rflf +ZIfiifé +G L (l_( 2(mfi+lf2) 0
1. Todt L
v W=
.,fzfi +2 f?fif'z +fo2 . ( 2(Ff1.h2; N
L at

I

L.

Ejemplo. 3.3.28 Deseamos encontrar las geodésicas de un cilindro
circular, I(6,z)=(acosB,asen0,z). Bn este caso los cocficisntes
de la primera forma fundamental del cilindro son E=33, =0, G=1.
Las geodésicas del cilindro circular tienen las ecuzciones (de

Zuler)
2
d a~a! z! .
(Qj.—'( ) 2 2 B )=O) Sdi—é( ) 2. P )"—'O K es decir
(ax.al“,},zl )-- (a e' +z| )._ .
—jﬁiiL~————— =C 2! =C Dividiendo la ge2zunda ecuacidn
” 2] o T Pl G I = . 1z
(aae.L+z.2)“ 1 (ahe,2+z.2)§ 2
entre la primera obtencenos gg: 1,1& solucidn de ests escuacidn es
. ” 2
lg+°? la cusl represents una familia de helices de dos pars-

metiros sobre el cilindro (acos6,asend, c]6+L
1 concerto de geodésica ruede ser definido no :610 rers supersi-
cies, sino tanbién parz variedades de dimensiones superiores.

En lo que sigue considersremos une generalizzciin sobre el orden
de las derivadas involucradas en la forme de la funcionszl.

Sea F(x,f,gl,gQ,...,gn) una funcién con primers y segunda derivodss
parcisles continuas con respedto a todos sus argunentos sobre el
conjunto [h,EjXOnXOnﬂ’x"«OQ, en donde O (k=0U,...,n} son conjuntcs
abiertos de n+l espacios de funciones, V, V=U,~-'vn)1 tales que
£e0 ¥ ¥ &0, <V - (k=1..m), esto es FeC<( © R NS SRR N ).
Si f'CnYB,bW y satisface las condiciones de fronterﬁ L )(a)=

fk )(b)-1 (k=0,...,n-1), considerando la narna lifii= ,k?c T:K,A
(%) x), gy osi J:0:E B{ L,z )2 2cMya,b] » R es ura funcicnal de 1la for-
na J\¢)—3f MxyL L f",...,f(n))dx, entonces deseccmos enconirar
unz funcién f, para 1la cual la funcional J alecmnce un extreno.

,.\v

k

’J

-
I3
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Teorema. 3.35.29 Gea (v,i-11) el espncio de Innuch c0nutjnu§qg P
nl cspacio lincal V- ch ,?: con lz norma HFH~§:ki“,5I<i{(f’(H}|'
J:0, =B(1, e)eehn, B« R una funeionnl de 1z forms J(f;uj: v, T,
fﬁ,...,*( ydx, en donde eC’ ( 2, b1x0, Y0, y LeentI ),y £ QE(';n,hl,

0

ee0 ™ 1,00, (k21,.04n) ¥ f antd afnce 1o condicidn da fronters
I d - - . s

f( )(a)zﬁp, f(k)(b):uk {k=0,...,n-1). ZEZntonces una condicién necce

saria pera gue lg funcionz2l J =lceonce un extireno psrs unn furcidn

dads £, es que { sstiafape io ecunciln de Huler

S N a“ o snodfo
Fr=gyFrirgna oo eee (=17 dxkfffo'

Demostracidén: Demos & 12 funcidn £ un incrementoc h, ilhkll:cz, de 1
nanera gue pera f+h se 915'n sntisfzciendo les condiciones e fron
tera, entnrees h k)( a)=0, h( )(b) =0 {%=0,..,n-1), esto n-?
NcP{a,57 N2(0,€). Bntonces caiculends la diferencin <(feh) -] f‘ ¥

haciendo uso de 1 teorems de Toylor, obktenemos cue

J(f+h)—J(f}= (P(x,f+h, f" +h',f"+h",...,f(“)+n(“))-r(x,f,f',f"

gy

. ,
f(n)))dx=32 (th+yf,h'7}nuﬂ caos f‘r “Yix +o(hhu). Tor lo tanto

dJ (L) (h)= ;: (th+Ff,h‘+Ff"} toeetPo 0t )dx o+

Luego uns condicién necessriz pera gue la Tuncional J tenge un
extremo en una funcibdn daisc f,esoue daJ(1)(h)=0 para téﬁa'hicn'“'g,a
nel &,5170(0,2) (h 2dnisible), esto es
S: th+Pf,h'+Ff“h”+...+Ffuvh”’)d;=0, e irtesrande. por purtes repe-

tidamente y uszndo las condiciones de fronters, cncontrimos que

2
Sb (r —l‘zf'+2lef"-u+( )" ?7,-f,ﬂ,h{x)dx=0, luero por el Lemn

e~ e
183

rrraxt
La existencia de las 4

\
. d .. . _
I se ticne que ¥o-g5¥ Foy =eee(- 1) dx' P on=0-

L - d;‘ o . .
ivadas %i”f" Tx2 rfn..,axrbfmse girue ror

er
un argumento similaxr al 4c¢l Lemz IV.

.4

Haesta aquf, =8lo hemos traotado con wmrodtlemas variscionales, en don
de la clese de funciones zémigibl izba egpecificade por condl

ciones impuestas sobre log wnuntes fincies de las curves. sin arbar
Zoy muches aplicaciones de los Métodos Vsriascionales nos llcvan Fal
problemzs en los cuales no sélo hay condiciones de frontera, sino

condiciones de tipos conmpletemente diferentes, conocidas coro con
diciones subsidisriss o restricciones gue son impucestas sobre las
curves (funciones) sdmisibles.
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in la derinicifn 2.2.1 habizros establecido que unz Tuncional J de
finida en un conjunto atierto OCV, V un espacio linca: normndo, e;
diferenciable en cl sentido de Fréchet en el punto £, si existe una
funcional tineal acoteda dAJ(f)eV*=I(V,0t), tal auec J(I+h)=J(1)=
dJ(f)(h)+olllnif), en donde f+heC, A la funcionzl acstada AJ(L) eva-
luzda en heV, dAJ(f)(h), sec le llambd 1z diferencial de Fréchet de

la funclonel J en el wnunto feV, frecuentemente 1o funeionnl acoba-
da dJ(f) es llameda lo derivada de Fréchet ¢n la funcionnl & on .
Ahors generalizanos esta definicién a translormcciones definidasg

en un conjunto abierto 0 de un espacio de Banach (Vl,ﬁ'ﬂl) en

un espacio de Banach (VZ,H~H ).

Definicifn. 3.3.30 Jea T una tronstormecidn de Vl cn.Vz, Vi'y VA
espacics de Banach., o1 para ¥ tijo en' O y para toda heVl existe unsz
ransfornacidn 4dT(r)(h)e V5 la cual. es 11neal y acotada para todo hz
Vl, tal que
16 NECE+n) -2 (L) -d2(F) ()l
thil >0 IThi} ]
Fntonces lz trensformacibén T es llsmeda diferenciable en el sentido
de fréchet en feV, , dT(f)(h) es llemzda la difercnciel de Fréchet e
la traznsfornscidn T en £y 47(f) es llsmnda la derivada de Fréchet
de la trznstormacibdn T en f.

=0 .

%1 objetivo de extender estz definicibdn, es el de probar el teorema
generalizado de la funcibdn inversa, gue nos serd Util para estzble-
cer la existencia de multiplicsdores de Legrange.

Detinicibn 5.3.31 Sea T una transformscibn con derivadsz continua de
¥réchet en un conjunto abierto 0 de un cspacio de ianach V1 en un

espacio de Ianach Vg’ si fe0 es tal que dT(f) es un maped suprayec-—
tivo de V, en V, el punto f es llamado un punto -regular-de la trons.
formacibn T. R

’sunto
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Lema 3. 3.,3 (Teorera Generalizado del valor medio). Seca T una trons
formacibn diferencinbtle de iréchet definida en un conjunto abierto
0, de un espacio de DBanach ¥V, en un cspacio de Lanach VZ’ Yy suponga
mos cue f+che0 rera todo c, O%c%l. untonces

19 (£n) =2 230 205l sup [law(Lenl .

Demostrzeibn: Tormemos GEVéri(Vg,h) tal que |G T(L+h)=1 () =

15 (M{(1+h)-T(L))! , esto sizaifica que G es zlinesdo con T(f+h)-T{1),
t2l funcional l.resl continus cxiste, cvoensidererios el ecorolario sl
teorema de Haohn-lanach 2.(.3%6, si T(t+h)=1{IL)A0 entonces existe G
en V3 tal cue G(Z(Lan)-2(Ly)=lclile(L+n)=o(L), :
efinamos la funcidén v:[0,1) 5 R como v{(c)=G(T(f+ch)), entonces por
definicidn e = '

P f-¢ =G ({1
v' (o)=1qn SLIL ch+ach))-G (7 (fich))
a30

ac
“11n Guilt-chrach)=T(t+ch))
Thran fas) ,
mrne. T(f-ch+aeh)=2(f+ch) a m( e 3 Dy .
=u\%é;6 e )=G(g 1(f+ch+a0h ros O G(dT(f ch)(n)),
Ya gue T es difcrenciable en el dcntlao de Fréchet, entonces por 1=

proposicibn Z.2.% T es también difrerenciable en el sentido de Gatezux,
notamos también cue si Gevg, cntonces G cs une funcionsl lineal y
continua.

Ahora bien, por ¢l Lsorems del valor medio parg funciones reales de
variable real, tencmos que

v(l)—v(o)=v‘(c07, 1<c°<0, y por tanto
G(2(£+n))-G(T(L1=G(dT(t+c h)(h)), lcc <O, asi
[6(T(£+n)~2(£)) =15(aT(t+e _h) (h))] £ ncunal(r+c h)nuhn 1<c 40,\v como
escogimos G gclincsda con T(f*n)—ﬂ(f) tenemos oue o L
llghlj e (t+h) -7 (i){zﬂGHHhHHdT(f+coh)H ’ 1<co<0, por con51 ulente kf
Ho(£+h)=2( 0| €6 0dT{ L+e h)H 1<c 0, de donde e

N2 t+h)-P{ )&l sup HAT(L+ch)ll .
0¢C4Y

Prorosieifr. %.7.%} Sea T una trensformacifn. d vecéé diferenciable
en el sentido dc¢ ¥réchet definidn en un congunto abierto O de un es
pacio de Bonach '1 en un-espacio de Banach J,,_yisuponv osrque
f+che0 vara tod: ¢, O<4c#l. ntonces . :

e ( £+h)=T(£)-aT{x) ()< Hhu2 sup d T(f+ch .

T~
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Lz dewostrzcifn es anflova a lo del Lewma onterlor, tomzndo & zlinen
da con T(f+h)-T(f)—dT(r}(h) y empleazndo el Yeorema de Wnylor pars

extender v(1)-v(0)=v'{0j+iv"(c), Ccc<l.

Teorema. 3.%.3%5 (Teorenz Generslizado de la Funcidn I
Sea f un punto rerular de la transformacién T, 1la
pzcio de Zgnach Vl en un easpacio de ranach 72.

e

wversal.,
cuzl mapea un ¢s-
es existe unc
vecindad N_ del punto Eo=1T (f y €s decir un: bzla centrzda en °
una constante K>0 tol uwue la ecuacifn T(f)=g tiene solucién para to

do gEHg, vy la solucidn zatisface |[£-t H;nﬂg—g H .
- . v .
Demostracidn: Ses Lo={he71; dT(io)(h):O}, vuesto ogue L es un subes-

u
acio cerrado, ya que Lo contiene todos sus puntos de acurulscidn,
1 ¢efecto, scea ho un punto de uzcumulzcidn de a]

Lo ;o
cindad de hj contiene unz infinidsd de puntos de o Sea Z{h ,€)=

Fg

er

ve al

{ I h -hlice} , dado aue l(ho,g) 28 un c
h se ruede expresar com:s conbing i

L(ho,e)ﬂLo, entonces hgthlw(‘ t)}
3 1 = s () 4 1 mop
O*(fo)(no) td‘(‘o vhy)+il t)dl(lo
siderar el Taorers 2.6.%7, tenenc
im0

un espacio de Banach. Delinin

dT(fo)(f), en donde [f] de:btn 1z cl=se 4
£ mbdulo Lo. 21 operador U egtd tien defi
¢ . "
£}, entonces dT(f o) (Ry7=UCTL]) =a7¢ io)(“2
vzlentes entre sf scn morendos en clement

&

mente U es un opcrador Linesl por le lineslid
{

es un operador continuo, puesto gue 47( o) c g

redor U es inycciivo, cu efecto, supongamos V(L)) j=U([r.]), enton-
ces dT(fo)(fl):rj"_‘(fo)(f:), asi d"(f ){21=15)=0, luejo I =Ip2L =101 o
(£;-151=10) 6 [£)-[r,)="0], e“tonce (r{1=[£,5], v por Gltimo U ¢s
un cyperazdor suprzycctivec, Duecto ~ie J“(ro) €3 sunrzrechtiva, y2 cue
f, &s un punto regular e ls translermacidn T,

For el Isovem: de Ianach scbre el operndor inverso 2.8.41. 1 ooper:z
dor U tiene inverss conzinusz. Recordsnos también que Lor e el leore'

.\

c

2.6.22, en espacios linc<sles normedos continuidad de un onerauor
cquivele a su acotacifn, por lo tanto existe =0 tal que U™ (g)ﬂé
gl para tedo gelz-
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Dada peV suficientemente prdxima a Ty ( préximo cn el sentido de

e
1/ 07
{{IJ} y ]a correspondiente sucesibn {T } con fne[iJL tnl que
fo’fn converpe a la solucién M 1)=p. inra [LV f‘jm, con foeYO]=LO
y detinamos las sucesiones {H‘]ecm v {r }n 1 ‘recursivamente nor

1z norma en V ), conagtruimos una sucegidn de clementos de V

@é}-]}n_ﬂ : (p_ (f otTn- 1) v de la clasge Lfﬂ] escojamos f, tal
que an—fn_ﬂlézluﬁn]—[in_ﬂﬂ, lo cuzl cs rosible puesto cue
I]D}ﬂ—[fn_ﬂ[l= inf!lf-fn 1ll, entonces

¢“DT] Bﬁ ﬂ”):u% Nr-r, 4l iuego

EN

I

“Ha-r(r vt 40U [T, 1)
1(5«-T(1 ot )T, ) |
1(g-T(i‘ ot ln- 1)+dT(f (in 1)), Qirllarmente tcncros que
Lo, J=v l(g—T(foffn_2)+dﬂ(fo;(fn_g)),,de‘donaek,
[£,]-Lepg) = U Ha=n(r g, ) +aR (£ ) (£, 1) )=U" (g0(g =

i

it

Yaqul{r Y=o
Yedm (s Mz

’
5

Li=2 n=Z

+AT(L ) (L, _5))

i CUE JOR SN P E JRY SRPO B LI EN M5y 1mEy 50y 28t
tomando f =tf +(l -t)f, 5 con 04t€1l y apliczndo el Lerxa 3.3.33,
tenenos que i

P ~1 " Vg
I{Eg) = Epoqd 1€ HUTRHIE,_3=2, Sl sup 1a2(L+1,)-dT (£ )l! i
£ W, =Ty ol g quplldi(f +1,) d"(f Ml E

y puesto que por definicibn d”(f ) es un° trans forv“c 6n H>;ea1
cortinua en f . Dado €>0, existe 5)0 tal que _w”_' '
HdT(ro+ft)—dT(foN|<e para |it lI<§, siempre gue Hfh,ﬁl§§;&
puesto gue Hf Neths H+( )an_2n <Eo+(1-t)d =4. - S
Astl[x]) - [E,, ]]ll uf -f, _oll. Ademés, habiarou‘eqc'o sido foelf ],
tal que Wf -f_ n‘eHl; ] [? ﬂlléee M1 n 0n y pera )O”eu11c1e te

rmento peauela tcwcwﬁb que I L
Iz -1, l“i"“*n 1-Ty ol ¥ dado que n;flézu[.]ll=2nu ’(-,igfo-)H=A

-1 Lomonte mos
2™ (g-g, PH-H,—~&1, se sigue que pera lin-gglsuficlentensnte re

queilo, se tlene que Hle<t6,as£



Tk H\}é, Hr -1, H/‘Hrll<("'6, va fll= ;“f - ‘Hi( XIS el )2 e
Wf - n 1H<( )n Jo, cntonces

= rs | He o e
an”—ﬂfl+(f2—fl)+...+(fn—in_1)“£Jf1H+ i R | L

é(1+;+(§)2+...+(é)n"1)Hfl“42fIl”<$ pura toda nell, de donde
e ~£ JW3lle, -1, SleiCe, lI+1IE, oD ¢i(28)=S.
Y va cue 'lf - 1P~ﬁ”f _1~T,_5ll es v&lida psra toda n, si
nyn, ‘
TR S E TS S E S S L S IRY R F v
£ (1) s L+ (TR |
=((B)Pda () (PR €)™ (Ledr oo (D)2
(

" (E:k =0 (3)* )Hf\ 5 0 cusndo n,m »w. For tanto la suce
sién {f }g{l es de Cauchy, y como V, es de Panach, tenemos aue e
sucesidn converge g un clemento I en V]’ corresvondiendo a cate
le suces 1an~ ]rr , converge a la clase de f, ruesto cue

Shi!
e
¥

1e¢cho

-

e o1 4 1y ! . e Hin? N Y
ihfnj—[fmﬂ Lﬂ{ i r-1 1 lf -1, H » 0 cuondo n,m 3 Wi evto esy N
es también uns rwce¢46n uo Cauchy, ¥ puesto cua V,/I. es nor el Too-

Yy ¥ 1 2 1740 ¥
rema 2.6.3%7 un espacio de banach ya que L es un subespacio cerrzdo
! e}

de Vy, la sucerlén1[f 'q=] COrverze @ una clase [(fiev,/L_, v es clg

0,

ro que f<if}, puesto oue los representantes dco [fn] tienden a £, asf
N

r ~r = T -, 1=U l’r-*-(f 5 )), entonces tomando el 1irite
n ~1 n-1

cuando n 3w, tenenos [01=U -1(’41(f +%)), en donde recordamos ague la
transformaciédn T tiene derivada cont:nug de Fréchetl en una vecindad
O del p»unto fo’ fo un punto regular de T, entonces T es continua en
fo+fn para n suficientemernte crande, o equivalentemcnte para fq+freo.
De donde

T(f -fl=g ¥ ”fﬂcznfﬂlé4nv—l”“g-g l24mllg-g !l , tomendo K=4M se tiene

ouelhf+f )-f H‘KHg—g 1, 1o que,concluje71ﬂ,prueba,delrteo:em9.;r
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enteaniento del Problema Isoperimétrico.
Sea r{%,7,5) un funcidn con primera ¥ scpunda derivadas parecinles
continuas con respecto s todos sus srgunentos sobre el conjunto
[2,b2£0%0", eon xela,b] y 0, 0' dos conjuntos abiecrtos de dos es-
pchu, de funcionas V, V' tales que 202V y Q' 7', esto exn
FeCf( 2, B12040" ). 8i feC re,bj,nfuwwrf( Ol +rax L0 (0l fe O=E(f,:)
y salisfsce las condiciones de lwontcrﬂ -\k)‘“; £(v)=B, y es Tzl auc
para una funcionel h(f)—Sr G(x,T,f')dx conocide tomz un valor fijo
@, K(f)=s, 31 dJ: ocet [2,b] @R ez unz funcional de la forms J{f)=

SH P(x, I )dx, deseamos encontrsr sntonces una funcidn para ls

cual la Juncional J tenza un extremo.

Teorcmn. 543.36 Sea (V, ll-i) el especio de Banach formsdo por el
espnoio :ine2l V= clia,b] con 1z norma (Ifli= nﬁ%if( x|+ wﬂx"'(y)l,

L B
K,d:0 i 1,c)C01F ,b] » R dos funcionazles de 11 forme x( )= 5 G(x,
£ore)dy J(f) Sq B(x,T,T')dx, en donde K,FzC2( [2,B3x0%0'), x:a, bi
O=p(r,u\53 B, £'20'CCln,b], si £ satisface lac condiciones (r

. ) - ‘o, .
trjpnloﬂfs) i(a):A, f(b)=L y n(f):}E G{x,s,f" Ydx=, v 81 f=2f{x)
eg exlremil de J vero no de X, entonces existe uno conastsnte r,
tal gque I es extremal de 1o func’onal J+p¥, ¥ nor lo tsnteo f

satistoce la ecuaclén diferencial

N N S L =

'Ff_;l.\“r' :7((’f defl) 0.

Deme:tracidn: Suponzamos que J tiene un extremo vara f=f(x) sujete
o' 1ne condiciones f(a)=A, f(b)=B y K(f)=§§ G(x,f,f';dx=0, seen Xp9Xo
€, runtas arbitrarios. Entonces demos a f=f(x) un incremento hl(x)

+h..(x), «un donde h (x)‘O en una vecindad ﬁx de ¥; ¥ h ( ¥)=0 en

o

L —N\. v h (x)FO en una vecindad N, de x2 y h?(x) O en [2,b]-}_.

L
Si o tno l(\c)+h {x),!| hllce , entonces de acuerdo con la deflnlclén'
B, . T¢nemos que

JOrad =0 =gz |ya Xy 4¢1+d !x::;g A“‘zf’?(_'!h”??en "19299
b (b
An \“ “.\V)dx Vv'Agfja hg(x)dx.

Adermd. 4\“ una ‘parte tenemos gque V(f+h)

TN =0 | : S L e
otr peris K(£+h)-K(f)= at ix=x, Ary+ df‘x_xe ’\o"2+‘o(uhll_),-‘ S
1recuX‘l~ "remos X, tal que g% x=x #0, tal punto exiete, pucsto oue

<por nipitesis = f(x) no es extregal de la funcional X, entonces
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aK dJ
AT, =—( %{ X=Xyl L roChnn Y ponsanos p=— %g_x=x1 ,
alix=x, 5~wx =X,
entonces sustitnvondn p en J(fvh) J(f)*"~ x=x Aﬁ‘+dr|x =x,, Argro(lihh)
tenemos aque 1
J(f+h)-d(£)= (‘”%. - 'i ! =tl)A1“1+o(HhH} , buesto que las derivados

"
sblo estén evaolusdns en x=X,, ¥y el incremento de '"compensacibn" i ( )
P!

es tomsdo automflicamente 21 corsiderar la condicién K(f *h)—'(”)

ot (4d dak -y o .
Agl(df x=x1*pdf . { A‘l df( pn)|x=xl Aml representa la parte 11neal

de J(f+h)-J(f), y mucsto que uns condicidn necesaria pEYS un exiremo
eg que esta parte lineal sea identicamente cero (pera toda h admisi-
ble), ¥y ya oue Ar] no es cero, rcueste gue hl(x)ﬁO en una vacindad ﬁxl
de Xy tenenos aquoe

A
Q;(J+px)|, =0 con x. arhitrzsrio enl=m,bl, asi i (J+UK) 0. Lo que
af o4 1 af

-,
o=

concluye lo demostiracidn del <2orena.

Ejemvnlo. 3.3.37 (troblensa Iso;erimétrico).

De entre todas los curver longitud deterninsda 9 en el semi

plano superior aue pasan 2 tr..&u de los puntos (-2,0) y (=,0), deses
mos encontrar una, tal que Ju.'O con el 1nte*valo i-a,2] encierre el

~

dres més crande. . ntonces busrimos una funcibdn f=£({x) para laz cu=l

la intezr=l g rix tonme el vnlor nds srande :rositle, sujeta a l@s
U PN a 2 -
condiciones f(—:;:;\a,=o, Kz =3_q(l+f")ﬁdx=”

.
Considerenos vrimero s lo intcral J(L)+uK(f) =)

entonces la corresgondiente eous

 t

1+Oéx (1++ﬂ)‘~0 1 cual jmplic

entonces

af_

dx ‘b

£4Cy= {(p® 177 1/d

(x-C )2+(f c )2=r‘ Tos valore de
las condlcloﬂcs fozi=f(-a)=0 "y

Qo
v~

una familia de cfrzul
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Generalizamos inmediatamente el problema spterior o funcionsles
que dependen de¢ varias funciones de unc variable independiente

sujetzs a condiciones subsidisrias.

3

___gema. 3.35.%3 Sea (V,ll:l] )- el espacio de ¥=nrch formado po
spacio lineal V= (Cl[a v1)?, con 12 norma H(fl,.-,fn)ﬂ?y\ I T

—) y_l(mgz!f(t)l+Mﬁ\|¢'(V)l) y J. hJ,..,..‘.v—‘(lf‘],..,{‘r 3

g+1 Lun01ongles de la forma J(f~,..,* )— (k"l""‘n’r seesltidN,

(f veesfp)= ) G,‘“’fl""fn’fl""fn)dl (3_1,..,3),k9n donde

reC ([a,ﬁ]xOxO') v G.GCE([h,b]xoxO') vars i=l,..,8, v (T

1 e
1 n n Tarteonls
cc{Cc {a,bvl )", (fi,..,fk)eO'C(C[h,b]) , Si el vector'(f1,;.,f;)
satisface las condiciones (restricciones) f,{;}:kp; fh(b}zEy
I . e "

_ . _(b . R
(k=l,..4n) ¥y }\j(rl,,.,Jt“n)_)acj(x,j1,..,fn,fﬁ,..,:?;\_)d:-::.:.g ;,_ﬂ:l‘,,..,s),
en donde los valores Q. son volores Tijlos purs j=l,..,s5. , ¥
si el vector (fl,..,fn) es c¢xtremnl de la luncional J rerc o no de
las funciorales K, {(j=1,..,s), entonces existen s ~ongiasntag v, [ i=l.r°

- : Ry > - v
(varéretros), frecuentenmente llamados nmultirlicgiores 4e Logran, o,
tales gue el vector (fl,..,fn) es extremnl de la funcion

J{z?ﬁzl iji’ Yy por lo tanto el vector (fl,..,f ) satisfzce el

stemes de ecuaciones diferencisles e Tuler)

o

2 e s .
77, (P2 521 2;8,)- dx@z«'(n) 421 P,6;))=0 (k=1,..m);

La-denmoztracibn de este teorema no es esencialmente diferente
a la del Yeorema 3.3%.30.

Las 2n constantes que aparecen en la solucibén del sistema
de ecu=ciones diferenciales ( de FTuler) y los valeres de los
s parameLros PyseesPg {nultivlicadores de Larren~e;s~n determi-
nados de las condlclones de frontera fy(a) Ak’ £, (b)= E (k=1y..4n)
y de las condiciones subsidiarias h (fl""fn)“ § (u,fl,-.,f

SPINY
n

PR S )0\(""J (§j=ly.28).

en el 51gunente teorema.

-
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Teorema. 3.%.39 ea (v, It H) el espacio de Bznach formado ror =l
espacio lineal Vs (C fa, b])“ con la norn: H(fl,J,)ﬂ«“_],ﬂdf '

“Fg Iy (x)l+n3<{f‘(x)l+n?ng (= 'ihuﬁ}f'(X)lJ J:0= T’(_(:‘l,f‘,,) “\

=

R es uno fun01on31 de 1o fornma J(fl ?rC: o Iy f, 14 :.)ax,

en donde FeC ([;,b]XOkO') (r ,42)€OL o [” b])( \I' ‘.):U’

(c b,b]) si el vector (;l,_q/ satisface las conaiciores de
frontera I (a)= Al,il(h)nﬂqu (_)~ha o Ag(b)~;z Ly 1o condicién
subsidia rla finita, de que las CuPV”’ adrisitles acidn robre 14
superficie G(x,fl,f2)=0, con G=C° (' L A0X0Y) Grrlip no se anulan

3
un extremo para la curva flzfl(y), f2~f2 x). Entonces existe uns
funcién p(x) detrinida en [a,b], itsl gue fl--l( i), .= (x) es asxtre
mal de la funcionszl g (r*n(x)G)d' v ror lo *tanto

J

simultaneamente en todos 103 puntogs sobre 1o guperficlie, r & tigre

.
1
satisface el sistema de ecuaciones éifercnciales (de

d_ d
F +nG =0, ', +pGC 1“.—O~
fl dx f' f2 f Tdx Iy

Demouirac16N' Suvecnga mou gue J tiene un extremn ¢
f2=f2(x), Yy sea xle[a,bﬁ. “ntonces demns 8 fl(x} un inerenento
hl(x) y a fe(x) un inecremento hz(x), en donde h](x) ¥ n.{(x) son

no nulas sélo en una vecindad HX de x4, si H(hyyhoJiles , entonces

.

~ . aJ . P PR
J((flaf )+(h 9112)) J(.Ll}‘ )= (_]_J_ !;y xl Az ri_lex:x, !”.I,Q#O\t,l,(hl’i””)
+0(H(0,h2)H), en donde Av-—gg p(xidx ¥ A»—S noux)a%, sdermds ze
requiere aue G(x, fl+h f2+h2) y por lo tanto
S (G(x,f 1ty To*th, )—u(7 fl,- ) Ydx= gVy(G ny+Gp Ad)dx+o(H(h~,O§H)
+0(H(O,n2)H)=(Gf1 x=x, A61+Gf2‘x=xlyﬁ )fo(H(nl,u)H)no(i(O h, D).

La dltima igualdad se debe al teorema del valor medic pET

les, en donde reconsideranos =2 xle{a,b] con esta nropiec

Observamos tzmbién que la existencia de curvas admisibles f
fg(x)+h.(x) en una vecindad 0 de lz curvo flrfl(x), £

que satisfagan la condicibn G(x, il+h1,f2+h }=0, se sipue del
Teorema de la funcidn implicita: Si 1a ecuac*én (x,kl,_g) =0, tie
ne una solucidn para (xl,fl fz), si GeC (V), N una vecindad

de (Yl, l’f ), NCO y si G, (vl’fl’* VA0, entonces G (x, £1.f ) =0
define una Gnica funcibn 12\x f') 1a cual es ¢t (Ii), ¥ uns vecxndad
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de (yl,I ). (Podemos también hacer este planteamiento para
fl(yl’ l’f )}{O)-
Asf, si Gy (x,¢1(x) T (7))%0 en una vecindad del punto x, N, .
2 1
Bs posible cezmbiar la curva fy=f (x) poxr: fl+hl-(fl+h1)(x) en csta
vecindad y entonces determ:nar £ (x)+h (x) a partlr de la re3"016n
T,(x)+h,(x)=f,(x,f1(x)+h; (x)). ‘

Ahora bien, por hipétesis, & Gfi\x-x

8i G, Ix =%, #0, entonces a partir de

O“(Gfl‘x=xl a¢y+6y | e -x, N )+o(u(hl,o)u)+"(u(' é%fi;z..“.cs,‘

¢l o :
Ag, ——(-“£5x X2 Ary +0(H(h1,0)H)% entonceo sustituJenao en R

\x =X, PO
J((£),£5)4Chy o, ))—J(I‘l,i‘ )=34 ) 'x;_;x'-‘f‘Avfg%é roy, AT q(uml,own
g0 e *

=X
2
+0(H(0,h2)H), tenemos que’. :

J((fy,£,)+(hy,hp))- J(fl,i )= (d \x_xl (TZ éT ﬂx =x- ) acy+o(ii{hy,0l),

puesto gue el incremento de comnengec16n" h,(Y) es tomado automdtics
mente al considerar la condicién O-S (G(x,f+hy, £ o*05)=G(x,1,,0,))dx

£l primer sumado del lsdo derecho constituye la parte lineel
de J((fl,f2)+(hl,h2))-J(fl,fz).

Puesto que una condicibén necesaria para un extremo es gue esta
parte lincal sea idénticamente cero para toda(hl,hg admisible,
y puesto que Aﬁiﬁc Yy xq es arbitrario, tenemnos que )

G G | |
%%1‘ Efzggetrfigirfi - Efzpfe giFfé)=o
. |
Ffl'%}ﬂfl Tr,”d% £

e, 2%

sobre la curva fj=f (x), £,= =f (x), el valor comiin de estos rodios
(cocientes) e¢s alguna func;én de X, la cual denotamos por p(x).
" To gue conciuye 1la demostracibén del teorema.
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El Problema Variazcional con puntos finales variables.

Considerenos la funcional J(f)"ng(x,f,f')dx, en donde FECQ(VXOXO'),
0=B(f,e)cC(V),f'eC'cC(V), C' una bola abicria.

Supongamos que los puntos finales de las curvas pera las cuales la.
funcional J es definida pueden noverse en forma "arbitraria®.

Si J esté& definida para las curvas f=f(x) y f+h=(f+h)(x), defini-
mos la distencia entre estas curvas por .

d,(r, f+h)=nﬂflf (f+h)l+m“xlf'—( +h' b+ a(F,Q )+d(2y,Qy),

asi, haciendo a,(f, f+h)—Hf (frn)H*-Hhurd(P ,Q )+d(P1,Q ), en donde
Ithi| es la norme usual en C (V; y d es 1a d1°t0n01a euclicdiana, en
donde Io’ Qo representan los puntos finales derechos, Il, Ql reprg'
sentzn los puntos finales izauierdos de las curvas I=f{x) y l+h=

(f+h)(x), respectivamente. En general las funciones f=f(x) y t+h=
(f+h)(x) son definidas sobre diferentes intervalos I e I', as{

pera que d,(f,f+h) tenga sentido, extendenmos £ y f+h a un intervalo
gque contenga I ¢ I', digamos, V=IVUI'. ‘ .
Si Po=(x_,¥,) Py=(xy,¥7) Qu=lx +ax y +oy ) ¥y Qy=(xq+fxy,y,+85,), ¥

si I=[ko,xi] e I'=[xo+Axo,xl+Axfa como lo muestra la figura, entonces
V=[ﬁo,xl+dxi] y.extendenos lineslmente e £=rf(x), como ¢l segmento
de recta que psrte del punto Q& f(x }) con pendiente f'(xl) sobre
el intervalo [xl,41+AA1], de manera anéloga se extiende f+h sobre

Q
el intervalo \yo,>o4AYJ /92__—————”/,,/1 1
feh .

-

Xy Xgtax, x,__x,v&x.
Entonces usando el teorema de Taylor al 0glcular J(f+h) J(f)

tenemos que

J(£+n)-3(1)= S;:ﬁ;lF(x f+h, f'+n')d7 (pix,s, £ax=

g l(r(x f+h,f'+h' )= F(x,f f ))dx+g§:Ax1 F(x,f+h, f'+h')dx 7

-Sﬁiéon(x f+h'ff+ﬁf)dxj

) ; REI | ;
=gx:( h+Fe b’ )dx+P(x -,?,5,,

=Sx1(r

x E&

. +olinn,),
o i



en donde cl término que contenia h' ha sido integsrado por
De 1a fipura es claro que h(z ):Ayo+f'(xo)ﬁxo+n(ﬂhn.),
h(x ])su" - (x 1)A/ +o(lhil, ).

Observanos también aue de acuerdo ¢ la firurs hi(x)s0 orn [xo+ﬁv

partes.

¢
xl+Axf3 ¥ h(x):O en otra parte antes de scr extendida I+h, »y que

la funcional J no sbélo depende de f sinn tarbién de P_ ¥ Pya el
ey ‘ 2 :
L : S W : .
dJ(f,l‘l ,".fl)(h,/—‘xo,;ﬁxl,/a\,’/ou\‘/l)=“,xo(1‘ r ‘a)-* £y Iﬂ(\ gx+i L".3?| :, X=:'J/":~’“ T
T - A N -
(F-% oL )|JL x:A/ uf, Ay (i Pood )lx=x;kko’

en donde remarcsmos que lo diferencizl de la funcionzl J s defi-
nida como una expresién la cuel es linesl en h'y su deriveds, 3y en
Axo,Axl,&~o,ﬁyl.

Otservamos adenmfs gue para €l ceso perticular en gue 1lzs curves
estdn resiringidas a tener sus puntos finaleg sobre lss rectass velX
ticales x= Xga
caso del problema variacional ccn vuntos rijos, tenermos ;xazlx

X=X tenemos aue Axozix,=0. Liienirss qué rora el
.

) 1

¥y Ay =ay -O,

o]
Este crob“cr se generaliza nerg funcionales J(fl,..,f_ ‘Sv:\leg’
SERE NS S ERPIE Ydx, en donde 7eC¢ (v XxOXG 7y g{(f1,..,fn),e}=3i(c*{e,

(fl,..,f )eO'C(C(ﬁ B, O' um goniunto ahiertn. veeowicram 2o

(fl,'-.,f ) puede ser interpretada ceme ung curvsa en el

Tonmzmos incrementos f +h (k=1,...,n) extendla,s lineslmente so=-
1

bre V, y Pz(x ,yl,--.,J ), l‘(xl"w’°"’»n) denotnn 1os puntos

finzles de la curva (fl,...,-

nlr ¥ QuE(xyt 8% sy A Sy Ay ),

Ql—(xl+kxl,Jl+Ayl,...,yniA)“) denotan 100 puntos finales de 1la
curva (fy+hq,...,f +h ), ¥ dellnlnos d*((fl,....- )3 (fy+hyyean,y

£ +h »=d,(fl,f +h )+...+d*(f a*hp) s ponemos 4 ((fl""’*n)’
(£y+hy, ..., f +h ) —H(fl,...,f ) (fl+hl,...,f +h I* ~H\r1,...,L Ni*

Entonces o ’
J((fl’.' T )—(hl’ '-""h'r')’)’—J(fl,.: .,
SRS ERERPE A ML e (CR S

gx‘(F(x,f +h1,...,f +hn,1
*gx+A“.
x

2
gngx
X

(]

)__. \»%%‘A;:\ F(x f-

1+hl’
Flx,f +h1,...,f +hn,f +h

1,..;;f +h')dx
s T (x, fl+h1,...,f +hy, +hy,. .., £0+h! )ax.

C-
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zf—r(z £ "";fﬁ’*l""’* ))cx



Usando el teoremz de Taylor, tenemos
n . - N A . .. .
AJ= Kl E:ﬁ ) (Fe nk*rfihk)“}_rh= Axl—xlx x AAO40(H(1],...,n N
t 7
\A- D ¢ bl _9_',\ 3 3 "~"‘ 4~ ¥ i -1 /.‘
Yy Lak= 1(‘f, dxlf')nk(x)ck" %= A' >4V—’L" Yk fx=x 1'x---x X
K k 1 o]
lrf,hk’x X

en donde los términos cue contienen h& hen-sido
integrados vor paries, luego 1
dJ((fl,...,fn) P ,?l)((hl,...,L ) AXO,AAl,bdlwa],...,AJ ,AJ )

=(20 0, ~fE oy oy () il o ke 1(Ff'(‘5~"f‘f (x 1)L°l)>‘x=11
o - 4
T | 8%, "EEvEJ(Fr-<AyS“f*(* )5 )”x o - ,
d SR s
SKLEJK 1(f’ Tdx- f')hk(x)dk E;x l f',x xlA _‘(r 24 n f' f')lx- ‘Jl
-ETK 1 f'l/ Xq V*(” 2?& f‘Ffé)lx=xgbxo°

Daremos shora unz férmula més concisa para aJ. = &
Sen D,—Lf, (k=1,...,n) ¥ supongamos que el E&CQbiaﬁQ
A pyye )
1, --,p 3 . 2
3(11,...,1- “det(‘fka)fQ‘

IEntonces podemos resolver localmente pk-Pf, Tara fi,...,f‘ como
funciones de las variables X,f ,¢..3f 4P ,...,u . De11n1m0° ‘una

1 n'* 1l n
nueva funecién H=H(x,f{ ,...,fn,nl,...,p ) como
_.__1 ‘ # =1 ol 3 ' e 5
==+ k=1_k1f& P+) 0. fip,, en donde las funciones fy son vistas

como funciones de x,fl,...,fn,pl,...,ph.‘La funcibn H esillamadéy
el Hamiltoniono correspondiente a la funcionsl J(fl;.;;,

cantidades x, fl,...,fn,nl,...,nn,H son llarzdas veriably
cas, entonces :

AJ (L) yenayf)) PO,P )((hl,...,h O Axl,ﬁylmyl,...,Aywayly
1§?knl\lf -Gxp)n (x)“x’ZLy 1”"& =x; AV lv-xlﬁ 1

,k=1pk\x=xoﬂyk+ﬁ\x=xOA“o'”
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Si J tiene un cxtremo parn el voctor (fl,...,f ) comparado con
todasg <~ curves admisibles, entonces J tiene un extremo para
(£ l,...,f ) comparada con todas l2s curvas con puntos fijos,

de donde si (fl,...,_n) es extremal, cnlionces Ff —g;Ff,:O (x=1,
c.e,n). Entonces &J toma 12 forma k "7 Tk

GTC(L s eens T ) o P P ) ((hy s ey 8%y 80 875, 40T, ooy ey D) =

o o}
'ZJk 1 Pxlx= "X1 Ly” d‘? xlbyl jz&ul Py \xnx Ayk+H x:xoﬁxo'

Ahorsz hien, si J:—F+§Tk=1fkpy, entonces por definicién de H tene-
mos que

dH=—dF+Z:k21Lkd*, z;k 1f5dp,s est que

=4, S n_ 2F _ af 4
Al==20dx=) vy T af, -y 0 g arpey Dipatiey Dorran,

podrqqmoa shora sxpresay & 41 en tédrminos de x,fl,...,fn,pl,...,rn;
1 s .
DETO ,f.=,, (k=1l,...,n), cntonces los términos ocue contien<n dfg

son cs ncalados, dec donde

o \on r‘l« ]
A== 25X =1 r(' k+> k=1 43Py ¥ por lo tanto
QH__eF el __ogF ., WH _.,,
S Tex AT Yo e |
En otras palsbres Fo y f} esten relaCionédes _por medio de las deri

vadas perciales del ‘familtonisno H, flnalnente podemos escrlblr les
ecuaciones de Fuler (uuler—uacrange) e

s B -ngszo (k;l,.ﬂ.;n) c9m§ “‘

Ziemolo. 2.3.40 De e‘t*é uocaa l*“ curvas dlferenciables cuyos puntos
finales PO 7 Pl estdn qob“e dos curvas dadas v=v(x) y w=w(x), encon-
trar una curva para 1a cuﬁl la funcional J(f)= gkl F(x,f,f£')dx tenga

un extremo.



Supongamos primero gue la funcional J tiene un extremo vara o
curva f=f(x), entonces f={(x) es ﬁoluc'éﬂ n l2 ccuscibn de
correspondiente, 7 por lo tanto S (1 dh r)h( Jdx=0, y id
la forma

dJ(f’Po’P )(h,Ax 1674 &yl’ﬁyo)=Ff"i:xiuyl*(PfFf'f')l ex., =3

' Dy —(I—P,,f ) Dy,
f I/ ‘o \x xO o]

lz cuz2l se debe znular si J tiene ur axtrero pare f=f(x).
De acuerdo a la figura observomos gue Ay ~(v (#)+=
o= w €L JAX n < s ] d X

Aul (wr(x)+ 1) %y, en donde €, + 0 cuando o 20

Axl 5> 0. Asf{ la condicidbn aJ(f,P ,P])=O tonma la>forma

aJ(f,?_,P,) (h, DX, DX, BY HAY )= (Pf,n'*r~rf,f')| Axl—
ANEEA! t H : S :
(T Poy v +P=Fpo )[x_onxo , e “
Y ruesto que lus incrementos Axo NE AA son 1ndepenale tesy cnitoncas
(F,,v'+F-Ff,f-)|x=x =0, (rf,w'+r—bf.f')lx”xl QI
6 (F+(V'—f' |) U) (P“'("f'_f )l'fl) O o
estas condiciones de frontera son frecuentementes llarades condiiclio-
nes de transversslidad.
{ .
“\./,‘;L\‘)
T
i 3

Ejemvlo. 5.3.41 De entre todas las curvas diferenciabl

tos finales P ¥y Pl estfén sobre dos curves dadas v=v(

deseanos encontrﬂr una curva gue ses erxtremal de la £
J(£)=""£(x,7) (12 Dy Fax.

g curog nun-

e
7)o ove=wlx),
r

cignnl

Para este caso las condiciones de transversalidsd tienen ung zrsrien
cia pezriicularmente simple. De hecho eneste ¢as0

Foo=2(x,0) 00 (1400 2) T m(1err 2) 70,

as{ cue las condiciones de trﬂnsverballdad tienen;la

F+(v'-f')F,, “inllll » Pr(w'=f')F, = (efly )R =0,
T ep? 14802

1o cual implica oue i":(-—v')"1 en el punto final izndierdo, mientrags
que f':(—w')_l en el punto final derecho.



Liemplo. Z.%.42 Descamos cncontrar la curva de meno» lon-itud aue
conecta a dos rpunto dados (s,A) = (b,2). )
on este caso deseanos minimizar la funcicnal J(f)z&_,
%1 objietivo de este ejercicio es ilustrar el emplea'
no. ]
Consideremos la funcional J(f)zxg”(x,f,f‘dx, ¥ TONgeos pzﬁb,({,r,f}) 
y H{x,f,p)=-T+pf', sunongorscs cue Ff,,,pO, entonces 7' ¢u. uns fun- '
cidn d=2 z,f,5. “ntonces se introduce la sisulente f£incionsl '
J(f,p)= g (~H(#,t,£" )+p1')dx, en donde £ v » son visias como varia-
bles independientes. Laoag ecusciones ce ruler pars lc funcionegl
J(f,p) son '

24 _dp M. df ) oK
- mam - = o = o dn—, + ~ces ==

7 qx "0 ot dx 0, aderés di i fdf f'dp, entorce 8.5 T, | o
v vor lo %tanto -H+p@§ -pf'+pl' =¥, entonces las funcisnales JE&)-v- -
J(f,p) tiencn extremos parz las mismas curves.
Rerresarndo shora a nuegtro proktlemns orisinnl enccntrsrca'ﬁue

p=7 f»-f'(1+f'2) T g pPap (10 2)7Y, de donde f'¢=p3(l £,

el Hamiltoniano esta dado por

% : dv._ @il . .
IJT_(l+i.,2);r+f,2(1+f,2)- (l+f' 2) 3= (1_p2)‘§g‘-,,’asi a&f—%.:@, eruon2Es

p=C, C constante, y,‘; =

§§-3%~p(1 -p?)7E, entoncea f C'

Extremales con esaouinss

Consideremos el ejemplo 3.3.36, en donde se desea enrncontrar un
curva que unc dos puntos dzdos {(s,A) y (B,B) la cusl zarera 12
superficie de #4rea minima cuando &sta se rote szlrededor del eje x.
Zs claro gue si A y B son suficientemente pequefios comparsdos con
b~-a, la solucibén del problema estd éacda por le curvs sxtremal con
esguinas AnbB, como se muestra en la fi~ura.

Lste extremal consiste de tres scrmenfos de lines (don <rex
y uno horizontal) y puede ser inclufdo en la clase de funcione
FC {a,b] (el espacio de funciones continuss nor pedazos definidac
sobre [a,b]).

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores., planteazmos el
“Siguiente prisblema variscional.



he entre todag las tunciones en PCa,b] aue ndenés satisfacen

Leter derivada continun creeptoa vpoasiblemente on alefin runto ¢ (=zeceb),

i cuales satisfacen las condiclones de fronters f(a)=a, £{r)=8,

deseomos encontror una funcidn £ rars la cu2l 12 funcional

J(f):jb P(x,f, L' )dx tengs un ﬂ\*rcwo déhil, on donde PeC<( E,e%x0 x
2 RN

Y RS ([e, W50 %0 B Sy o pe )i RS P A .

~
el
Mg .er 0 ura holea ricr

Ly de Cla,cl eon centro on ', consideraciorcs 2néloras se hecen usr

JG]

¢
(qﬁ”}ﬂ. “s eclgro ouc sobre cnda uno de los intervalos a,c] vy [¢,b)
In funcidn peara lz cuzl J aleonzs un extreomo debe satisfacer 1o scus-

d .
cidn de Tuler rf -;:f,—o. Censicercmos o J como 1z suma de dos fun-—

cionales J, ¥
les !.-l J 2

e N 7 re . o . . A

J(M)=(E o, ) ax= ) Tl E, 0 ) dxr |0 PO b Iaf)ax=d  (£)+a (1) y

e leulemos lns Aifcerencisles dJl(f) Y dd,(f) de les funcionsles Jq
N J? serarsdornientc. o8 punitos finsles para x=2, ==t son fijos y

buscamos dos pedouces de 1la funcidn £=I{x) gue se uncn continusmente
en x=c¢, en donde vi punto vora el eunl w=¢ nucde moverse arhitraria-

mente, entonces

aJ (f)(h"\ l"é‘vlz: ")lv—:c bAXl,
u‘J (f/ {(h,Ax,y0syq e LA A% S
2 ’ 1 1 P a=ced 1

: X=C+
1t condicisn de tus'f=f(x)

-.‘;\ f} -—dJ

}\“HdJ,,(" AR

al V=0 Tl Clumon HfH—r*T!fo)l+u
s ()i, J.o-b\ electia g +n uns funei de 1a “o*‘ra J(L)=

P(x,f,r")dx, o donde T t =1 (f,e)cctfa,b) y £reo
cC fa,bl, O una:btela-abierta, =1 £ sntisfoce las condiciones de f{ron-

p

tera £(a)-A, f(¥:-%, fntonces uns condicidn necesaria para gue la
funcional 3. tens: w1 ninine vara la curva £=f(x) es que la desifual-
- N0 se verificue en todos los puantos uobre la curva f=f(x).

R AR B
ok i

d=zd
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Denrostracidn: Sea heC [a,b]NC [a b] tal que

1< I~entonces 0ﬁlcu1°n
do J(Lf+h)-J(f) ¥y h”CiOndO uso del teorcna de }

or'tenenos que

J(f+h)-J(f)=Sg(th+F n' )ax+-3 (rffh L oF f,nh P chi)z)ax+o(uhn2).

)
Ast dZJ(f)(h;h)=é32(Fffh2+2Frf,hh'+Lf.f,(h )23 ax.

Not"nos adends que

\

‘ P
jo2% pp bt ax=2r, ., n?| - (P dY(QPff.n)hdx=_2S;(g§rf,fi)hzdx_ngrf o Bh'ay

b(d

lo cusl inmplica que S 2Ff,p.hh'dx; ga i

Ff.f.)h dy,jnnuonc°s
haciendo Rl Rl(o)un prpr ¥ Ry=R (y)-.,(xfi -g&‘ff0,~tene§os,que
d J(f)(h,h)—g (R b 2+R,0?)ax. ' o

abemos que si une funcidn h(x) toms v"loreﬁ peauefios Ia,bl, si su *:
rivada h'(x) toms valores peguefos en {a,b). 3irn ertargo, el inverso
no es vdlido. Hsto impliecs que Alh'e Juera un pnpel predominante en
d?J(f) en el sentido de que th'e puede ser "ucho mids ~mravde sus
R h? v no nuede ser mucho mis c~'uero Jue P ¢, de A4onde se pueds
esperar que R,{(x) determine si d° 27(£) toms V‘IO“C° con un sblo sig

no 0 ¢con TbOu. Ahore vrec1sanos este srroumento.

n

Una condicidn necessria nar'1 que lz funcional cusdrétic
a%3 () (n h,h)= SZCRIL “+R h‘)d definida para heC [3,:.“1.

no negativa, es cue R, (4) 20 pera todo xefa,b), y en con

TR

1%

c
Ff,f,zO, entonces QCLEP&O uso del -Tecorema 3.2.20 concluirenoss
demostracién del teorena.

Ahora bien, supongamos gue Rl(xo)LO para elgin xdafa,ﬁl, disznmos
Rl(xo)=2b, b<0, para algin x g (a,b], entonces puesto aue Rl(x) es
una funcidén continua sobre [a,Y] existe un c¢»0 tal gue Rl(x)<—b
para xe{xa—c,xo+c]. Ahorz constiruinos h(x)eCo[a,ﬁhﬁclfa,ﬁ] coro

%ﬂ(xgxo))‘xh_

sen( cExEE tC.
h{x)= i
0 ,xc{b al -1Y0-c,t +cl. T
A\ =
Entonces )k(%lh'z 2yax=|’ _g ’1‘d$2co Tdy x“j enﬂiiafg)» 4x
XFC p qanhTix=3 ) xic - (% —y xrc oo A ﬂ(w W x-x_)
+Sx}c Rysen /—___E_RX.SX " d aen 22 )dy+g P en (= Yix

<~(2b7)/c)+2hic, en donde M= max\R (x)l, para ¢ suflclentenente perue-—

fla -((2bW)/c)+2i.c<0. Isto prueha el teorema.
- C-
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Discutiremos zhora, sobre le existenciao de extlremos slobkzsles congi-
derzndo la forus de l2 funcién FP.

at

Teorema. %.3,44 Supongaﬁos
(£,£7)20%0" un conjunto =bi

convexz, para ¥ en (a,bl. Sea f una funcién ainisidle sue safi

)
e P(x,f,f') es t2l que FeC9( 2,DIX2X0")
rto y convexo, y nue P en uno funcidn

la ecu'cwén de ,uiﬁr—T“fr“ngc corrgspondiente. Intonces la funcional
J(f)=§a F(z,f,f')dx tiene un minimo globsl.

Demostrzcibn: Sea f+h cuzlquier otrz funcidn ainmisidle, B-C_{a,tl
Clﬁ’ ybl. ¥ puest }

0 gque I es convexa, tenemos qu
T(x,f+h,f'+h)2 (“,f,f')+h?f¢%'“f, entonces irntersrando. ambhos paries
de la desipgualdad tenemss aue
N oy, - a X o c
J(f+h)=J(f)+§a(th+uf, ')dx= J(f)*\ j,Jr,,,“_j..)::':lx, ¥ puesto gue T

. 4 A
sotisface la ecuacidn de Zuler se tlene gue r pe i Pay=0, "portento

.J(L+n)2J(f) para toda f¢h sdmieible, puesto que f+n era sriitraria.

El czso en ¢ue ¥ es una funcidn concave ¥ %
se sigzue por un razonsniento asndlozo sl Teorens anterior.

Teorema. 3.3.45 Bajo las hindtesis del Tecrems snterior (2,.3,37).
Si P es extrictamente conve ( n 1
a D

xa2 en (f£,1') scire OX0', egntonces lz
funcidn f£=7{(x) ottenida artir de la ccuncifn de Zuler =s Yrnics.
Demostracién: Supongamos que f=7(x) no es %nic2 y cue existe cirs

funcidn g=g(x) tal aque mamimize z funcional J.
Ahora sea hix)=zef({x)+{(l-c)z(x), cctd,1), cs c¢claro ague h suatisfsace
también laz ecu2cidén de Euler, y puesto oue lz Juncion F es estric-
tamente convexa, tenemos Qque

F(x,h.h' )<ct(x,f,f" )+ (1-c)F(x,g,2"), intesrzanio ambos lados de iz
desigualdsd tenemos que J(h)<ed(£i+il-c)d.a) & J(R)CI(F) 1o gue
contradice el hecho de gque J(f) fuers min::o R '

Hasts sauf, rara resolver ur probleme variseisnal datermintda, 2a=:
se he reducido 2 un -rroblenm2 gue envuelve o uzciones difercacialas,
Sin ewmbargo, esto no es siempre efectivo, - goneralmertc.cc muy

complicado, especizlmente cusnds resultan virias variables indeven-
dientes obteniendo de esta mznera ecuaclones iiferenciales parciales.
c.Por lo que es necesario buscar métodos variascionales de un tipo dife
rente, con~01do° como métodosg directos.



Considercmos el problema de cncontrar el mfnimo de una funcionnl

J definida sobre un conjunto cbierto 0 de un espscio linesl norrmaio
V, en donde los elementos del conjunto O scon llom-dogs
sadrmisibles. Yzra quce el prowvlema tengsa sentido, sunonsan

existen funciones €0 para las cuzles se gotisflace ~ue
y mfs ailn aue fnr J(f)=m>-w , ecntonces vor definieciidn

una sucesidbn 1nf1n ta de funciones {f
nininmizante, tzl cue 1in J(f ) n.

..5
51 la2 sucesidn {f 12, tiene un 1inite £ en 2) sentido de lg norms
en V, y si J{g)= l*n J(L ,)» es decir J(14n fn)=%ir J(r ), entonces
i oG PR &
J(g)=m y g es 1la 01u01vr del problems varincionsl. Lfs sén, las

i

funciones de 1la sucesién minimizante pieden ser considerszdas comoe
soluciones aproximadn el problems wvariascionsl.

Asl, pzr2 resolver un protlema varigcional dsdo, por méiodos direc-
tos, debemos:

(i). Construir una sucesidn rininizante {
(ii). Probar oue {fﬂ}n 1 tl??" un limite,
gencia en la2 norma de V, fﬂ'gvr.

v

(iii).T'robar gue J(g)#lim b(fn).
n3c

: y . : 1 s2a 2
Ziemplo. 3.3.46 Consideremos le funcionzl J(f}=g 1 ®O8Tax, sn

donde f debe satisfacer lsg condiciones de frontera 4“(—l)=—

£f(1l)=1.

Obviamente la funcionezl J toma sdlo valores positivos
in J{f)=0. Escojzmos la sucesidn minimizante T (7)—
N=1432, 004, xep—l,l]. in efecto

_( 1 n°x%ax 1 1 éx  _ 2

ar=0 1 - - (L . =
(are tan n)9(1l+n°x ) (are tsn n)

» 0 cuando ny . Sin embergo, la sucesibn ffnxgii no converge en

el sentido de la norma HfU—ma lf( ) en la clase de funciones conti-

I.l,

nuas rue satisfscen las COP”lC“On de frontecra. :

En conclusién, cste ejemplo mucstra gue existe una sucesibnminiri-
zante para un problema variacional dado, y sin embargo, 1a'sucesién
{fﬂ}%ﬁl no converze en el sentido de 12 norma usual de cln,¥].
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Recordemos cue un2 funcicnal J es 1lnmads continun cn un runto ;2
0, 0 un conjunto abierto dc un espucio lineal normado V, 2i para
todo @0, existe &0 t2l que lf-gllK§, fe0, inplica |J(L)-d ()l <.
Definicién. 3.3.47 Una funcional J cs llamada genicontinua inferio or.
mente en ¢l puntoc £e0, 0 . un subconjunto~abicrto‘dé un espncio linaa
nornzdo V, si pars todo &0, existe §»0 t=l OUC'”f"$H<& fel imylica
J(L)=d(s)v-€. ' . : L
De mencra anéloga se define una'funciOnal semicontihhé;superiormdnte
al considerar J{f)-Jd(g)<e. ’ o 2

1.

Ejemnlo. 3.3.48 Consideremos la funcionsl J(f):jg((1+fﬁg)fdx;
denotemos L(C)=J(f) la longitud de laz c¢urve C definids por ls func
f, denotemos tambtién por C & la rects cue une los puntos (=2,f{a))
(b,f(b)) . Entonces J es senicontinua inferiormente en I, pu:sto
cue si una sucesidn {b ]n Y de curvas converse a C, entonces la
sucesisn de longitudes {L(Cn)}éil debe arroximarse n () r wucden

ser nucho més grandes si las curvss Cn oecilan lo suficiente,

Teorenz. 3.3.49 Si {P n 7 €5 una sucecibén minindzente de la funzi

nal J, con unsz fun016n linite g, y si la funcionel J ez semicontinuz

inferiorirente en g, entonces Jd(&)= li J(f ).

Demostracibdn: For una parte tenemos que por definicién'de'infimo'

J(ﬂ)ﬁlin J(¢ =i:f J(r).

Llentras oua por otvo lado, puesto gque J es semicontinua inferior-

mente en g, tenenos J(f )-J(g)r-€, si n es suficientermente srande,

entonces J(F)£¥§; J\fn)ﬁ‘é o J(g)‘l*n J(f,) puesto que €0 es srbhi

treria, asi J(g)21 im J(f. ) ¥ J(g)‘lim u(f ). For tznto J(g)=11n J(f ).
n n=>co n nese

Ahora describimos el método de Kitz, uno de los métodos directos

mds comunes. Supongamos gue la funcional J estz definida en =2lzin

conjunto ctiervc O de funciones udﬁl’lbl”" iz un egrucio linssl

nornsdo V, 7 supongamos adends que J tiene un ninimo-pura £ y 0=V.

Sean ign}ézl ung sucesidén de funciones en V ¥ sea V e

lineal n-dinensional generado por las primeras n fun

00



esto es Vn={ﬁ;h:alg1+...+annn, akaR (k=l,--.,n)3 “ntonces sobre
cada subespacio V la funcional J induce 12 funcidn de¢ n wvoricvles
U(a Agyeeeya )=d(a g.+,.,_,,h ), escojanos ﬂl,...’gn de tnl mancra

RS

un

rue ce nininice J(ﬂ1 Tyt et ), denotands el mf{nimo ror T Yol
elenento de V, pera el cual J toma el minimo vor Ty csto es m,=
J(fn). Claramente la sucesidn m, €8 no creciente, pussto nug cusl-
quier combinscidn linesl de Ere-s%y €8 sutordticemente unz combio
nacién lineal de Fireeer@prfy,qr PUCS VoVasy ¥ M= (fn+l):

g(al 1+...»qnqn+3 €q +l) J(31p1+---+a gn) ¥y por definicién de In7i

op ti

Definicibén. 3.3.50 Una éucesioh {gh}ﬁ;1 es lla

nada COJ?lCté an el

ecpacio lineal normsdo V, -si dﬁdoﬁcuaibuiér feV y €0, euiste uns
coumbinacibén lineal alrl+...+ﬂng tal aue H(a1€1+---+8n;n)-fu<&, en
donde €=€(n). :
Tcorenz. 3.%2.51 31 une funcional J es continua (co tinuz an la ror-
14 =i la = i -~ ~1 : Riesetels Iy omo=
ma de V), si la sucesién {g\7 | es completa, entonces 1im o
m, en donde 12 J{£). -
Demostracibn: Dado €0, ses z tol gue d(7)<m+€, tel o =yiste pars
cuzlquier €>0 ror definicién de Infiwo. FTuesto cue J ¢g continuse
[d(£)-5{z)<e siempre que Hf-zll<f=§(e). ¥ e

nscidn nesl to ] K 6n 1

ién line2l tol tue l(ajag+...+a.s n) ;

exiete yara n suficicntemente crande, o] e t s

la sueesidn £ V-, es completa en el 0. Sez corninseif
lineal psre la cusi J alecanze su minime, ¢ntonces p €z =g{f )<
J(alp'1+....a r‘n) J(")+6<m+2€:f puesta aue €20 83 ?I‘bltr&rig tenemos
que 1linm J(f )= lim m, =m.

A@ n)x

TFinalmente describimos el rétodo de difexre ﬂClas fln"tgs
Consideremos €l problema de encontra r_un;gxy;cmo dg 1z unc*oncl
J(-:)zg}‘ P(x,F £ )éx, fla)=A, o(b)=T, tode ser apes com

el problema de encontrar un sutremo-de:l uncibén-de n-vsrisbles,

que se obtiene como sigue: Zrimero Fiviiimos [é,ﬁ]'en n-1 gsubinter-

valos ipuzles introduciendo log puntos x:=3'\l""’"n"“+l =T, A\ 1=
X;,1"%; (120,1,.0,0), ¥y reemplacexas la funcién f£=f(x) por la li—
nea poligonal con vértices ( ,yo) {x ,;:,,...,(xn+l,yn*1), en don

/ :

de yO=A vy =}, denotenos vi=i(x:),\_ Yvliee,ni. Ensonces la

f'un
n+l tug

~




cional J puede ser aproximads wor la suma

v n 3 Vo =V.ya
J(Vl""’vn)fz;i=o i(xi,vj, _2;1_-;)uxi+l,

i+1

la cual es una funcibén de n variables. Si parn cada n, es racible
encontrar unz 1inea poligonal .uc minimice 2 J(v 1,...,vn},ynttcg
dremos una sucesién de soluciones aproximadas al problems varioscic
nal original.

+

Bjemplo. 3.3%.52 Consideremos el probléma de la braquistocrona, que
consiste en determinar la trayectoria que describe una particula

al moverse de un punto dado a otro cuando esti& sujeta al efecto de
la gravedad. A través del cgemplo 3.3%.16 este problema fue plantez
do como sigue: Hinimizar

_1‘92
3(2)=Cop) ¥ (B {1
sujeto a
£(0)=A,1(b)=B, fec'[0,8) y rrerclo,v].

Empleando el método de diferencias finitss encontrawmos cue la fun-
cional J se transforma en una funcidén de N variebles ¥y rresenta el
siguiente aspecto: ‘

£, -1, — B
Ry o SR L2 Bl ) L,
T ae s E)=(28) 75 kzl(___z_u___i) ‘hi ~f(tk), =KD =t n=R
Kk .

Para calcular las derivadas perciales de J, notanos nue_fk pare—
ce justsmente en dos términos de J, luego

2J 2 n2e(r,, -1 he+{f, -t .)°
5T =5 ( i x/ ) +( Sk k=) %)
X k-1

después de algunas monipulaciones algebraicésfencontrambsfqﬁe

Q

oy

l

QU

Dy 2

2d | ((fki‘f‘)(f £,.1)) 13;(_1“1(2_,_ ) [ R

e (fk[h———~——+(ix"l-f VR 2f, (f‘l PH (L) =T P zd s
I J kAT _____ﬁé_{-i—l k

. 2 _ L _ 2 _
+ Bl 1)[ (r (2 +(i12(+1 fk))yz ~(ry 5 (2 Hf} fk'l) ) %:I

h



cuando h = 0 el ntmero de puntos de la particibn se increnenta
sin l1imite, obviamente cuando h & 0 el primer sumando de 1la Gl-
tima exiusibén tiende a cero, puesto gue es una cantidad de or-
den h, el segundo sumando se anula por si mismo como una dife-
rencia de dos tériinos idénticos. En general la expresién deter
minsda en el primer sumando

n24 (£ )2
(g1 )= (£, 1) 1)) e

+ ——
2 12 LN
(fklé+ pa1” k)J)‘ 2fk(fk[§:££hf1"f’fp
h<

es distinta de cero. Sabemos gue una condicibén necesaria de extre—

mno es que

‘5“ =0 para toda k¥ (k=1,...,N), sizademés h 3 0, entonces
K ot ,
he+(f, =1,)
-2 k+l "k
1am(D_ Ly =Ty ) - (L, -1, 1)) h* )=0,

hso 2 172 172
(fk[?i£é§il:£k_}> 2r, (£, {h +(§k+1-f )])

lo cual implica que

Bl NG % L1 WA
2yy\¥r 2\ \E
(£(1+£'°)) 2 (£ (1+£1 <))
6
20 E+ £ (145 2)

L
2(£(L+f12))"
equivalentemente

=0

%E((f(l+f'2)) *)-0 , entonces (f(1+:f2))f%5¢_%47

de donde

A
£r=(3-1)%

expresibn que es idéntica a 1la obtenidaieﬁ e1:ejemp1o 3.3.16}



% .4 KLTODOS VARTACIONALES Y TREOKIA DF_CONTROL.

El estudio de los métodos variacionales es centrazl pzra el enten
dimiento de muchos problemas de la teoria de rprocesos Sotimos A
de la teoria de control.

Antes de entrsr 2 la discusibn y formalizacidn de cstezs teorias,
consideramos de importancia mencionar unos cuantos ejemplos es-—
pecialmente seleccionados de la tcoria de control, con la fina-
lidad de entender algunos-de los conceptos con los que esta tep
ria trata o manera de motivaciébu.

© Bjemplo. 3.4.1 (Béilman) Sea el estado de un sistema descrito

por £f{t) en el tiempo t, O0£t€T, y sea u{(t) un control del sis-
tema. Suvongamos que l2 ecuscibn del comportamiento del si
tema estf4 dada por f'(t)=af(t)+u{(t), a=cte, en donde

0

f'(t)=%¥f(t), y consideremos los siguientes casos de estudio .

Caso 1. f(0)=c.

Caso 2. f(0)=c1 ¥ f(T):cz.

En el caso 1, tenemos restringido el estado iniciaij3miehtras
que para el caso 2. tanto el estaco inicizl como el firsl scareili
Supongznmos también, gque una medida de evaluacibn del sistemna

es dadz por la funcional

7ig,w=)2 (£3(1) (1)) at.

) ' f/'\
o ~8istema S

o
<

: el ’ »e - Salida
Entrada, )] R e e e
“Control
u(s) =
Ce

idos



Consideremos ahora, el espacio de Banach fornado nor el espacio
linesnl Cl[O,T]xC[O,T], con la norma (Lf,u)ll=ufii+tuNn, con donde

Ifil es la norma usual de ¢Y[0,T, Hfﬁ-m?xlf )l +max £ ()] y

fluf es la normz uuuzl de . C 0 T", Hu”~x1 fu\t) frinT

Nuestro otjetivo es ahora, cncontrar un coﬂt“ﬁl u(t) oge minimice
J(f,u). Supongamos aue la clase de peres 2irisibles de funciones
es un subcornjunio abilerto deCl[O,TkaO,ﬁ. condicién necesaria

v

de extrenio puede cer obterids a pzrtir de lazs ccuzcicnes de Huler-
Lagrange correspondientes, si estas ecuaciones difcerenciales tie-
nen una solucifn Gnica, ¥y esta conduce & un nminirs, entonces ten-
dremos recsuelto completemente el problemn,
Ahors bien, sustituyendo u(t)=f'{t)-af{t) en J(r,u) tenemos

n ~ (] .
J(f,u)=g$(f‘(t)+("(t)—nf £))%) o=
(o ((rra®ye2(e)err2(e))at-2afy £(8)e ()at= 7
Sg ((‘+“2)f (t)+f‘2(t))dt*a(c -c2) (cor 51deru“qo EL ceso 2.

En este caso tenemos la siruiente ecuaciQn‘quEulcrgla;rarze

£ (t)=(1+a°)£(t)=0.

La solucidn general tiene.1< JT?F; §n donde

b=(1+52) ¥ éd?‘

Ahora supongamos gque damos un. incremento f+h a la Iunc16n f pars
la cual u es extremal de J, con h(0)=0,. h(7)=0, en donce como ge
sabe { satisface la ecuacidn de Buler correspondlente, notarmos

136
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también que (f+h)(0)=c1 ¥ (f+h)(T)=c2. _
Consideremos J(f+h,u) con el control extremal de J(f,u), entonces
)2 |

3Cern,u) =0 (B2(£(6) ()P4 (r (£)+h (1)) dtralel-cl)=

(2 (2r2(e)err 2(a))atsated-cB)+ [§ (07 n?(e)em 2(6))ane
2§7 (B%2(t)n(t)+L (£ (£))dt | | .
=3(r,)+{g (v?n2(6)+n Z(1))at+2(g (b f(t)h<t>+r'at>n < >>ut

pero

{5 (b2h2(t)+h'2(t))dt‘b2nax hz(t)+m1x h'g(t)‘meax h?( )*b mex h'2(+)
Loxelo) o KeC.;TW B \g,__u11
2y e i

puesto que b2—(1+a asf

(T (v 12(t)*h'2(t))dt‘b“dhzﬂ‘bguhﬂg~o(ﬂ(b o)) = !o(H(h o)1) ! =0,
entonces J(r+h,u)—J(f,u)=280 (b f(t)h{t)+L (tIh (1) )dt+o(ll(n,0)I]),

de esta manera la parte lineal de J(f+h,u)-d(f,u) ests conntituids
por la integral de la derecha, por tonto le ﬂ‘fcren01nl de Fréchet
de la funcional J, 4J(f,u)=fHV,R), en donde V= ¢l {0,7xC0,%,es dads por
dJ(f,u)(h,O):ZSg (bgf(t)h(t)+f'(t)h'(t))du, e interrendo por partes
tenenos

So (b f(t)h(t)+f'(t)h'(t))ut (f'(t)h(t))lo 0 (f"(t) v?r(t))n(t)at,

y una condicibén necesaria de extremo es que dJ(f u)(h O) O para todo
(h,0) zdmisitle, luego I
J(f+h,u)=J(f,u)=o((1,0)I1)20, ¥ por tanto J(f+h,u)-T(f,u)éO, es{
J(f+h,u)2J(f,u) psra todo (h,0) admividble, y por lo tanto el control
u para el cuazl J es extremo, minimiza 2 l& funcional J, o bien,
observanos que 1a sesunda diferencial de Fréchet de la funcional J
esta dada por d2J(f,u)((n,0),(n, o))-gg (b°h=(t)-n'(t))dt, a2J(f,u)e
B(VXV,R)ZE(V,(V,R)), en donde V=C![0,7]*xCL0,T].

Asf J(f+h,ud=J(f,u)=ad(t,u)(h,0)+d2d(7,u)({®,0),(h,0)), oi £

es 1la fun01én para 1la cusl u es extremnl de la funcional J, tenenos
que d J(f ul((1,0),(h,y0))2D pera toda (h,0) "dmlslble es. una. condl-
cién necesaria de minimo. 7 : S i .
La igualdad en J(f+h,u)2J(f,u) para.el contrbl u que~mihimizaﬂa J,
se obtiene para h(t)=0 para toda te[0,1]. De esta ménera, hemo's
probado la existencia y unicidad de 1la solucién, mostrando cual es
ésta. Bl caso 1 y otras situaciones especi2les pueden discutirse

de manera semejante.
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Planteamiento del Problena,

En muchos casos, encontrar el ré;imen operante Sptimo para ur sis-
tema (digemos, un sistema fisico), con un criterio convcniente de
optimaLiéad, nos conduce al siguiente problema mutendtico.
Supong:mos que €l estado de un sistema es caracterizado por n nii-
meros reales rl(t) f (t),...,f (t), los cusles Torman el wvector
f(t):(fl(t),...,f (t))em y ¥ supougamos que cl estado del aistena
varfa con el tiempo en la forma descrita por el Sluueﬂ“ de ecugcio
nes diferenciales R

afy .

it =Fk(fl(t)"“’fn(t) ul(t),...,u (t)) (k=ls°~-1n)) ,

en donde los nlmeros reales u(t)= (u (t),...,u (t)) forman un ‘vector
pertenecicnte a una reglén de "control” fija CECR Yy 82 un conwunto
cerrado y conexo, y las funciones F (f(t) u(t))ec{oxr), O un sub-
conjunto abierto de R™, ¥y u, (t)ePC[O T3 (conjunto de funciones -con-
tinuas por vedazos) (j=l,...,m).

Ahora suponganos que la funcibn vectorial de variable real u(+},

04t£T, es llemada la funcién de control. ©l agregado U(u(i),0,7,(0))
consistente de la tuncién de control u(t), el intervalo G,T) y £(0) un

valor inicial, seré llamado un vroceso de control, asi tode procs
tiene asociado una trayectoria, esto es una solucidn de

2k

S5 :Fk(fl(t),...,f (t),ul(t),...,u (t)) (k=l,...,n),

Anora, sea F(fy t),...,f (%), ul(t),...,u (t))“una funcién la cuel es
definida junto con sus derlv das parcmales %? (k 1,...,n) pera to-
do (£(t), u(t )eOXQ . by

A ‘todo rrcceso de control U, le asignamos el nﬁmero T(U) } P(f,u)dt,
esto es J es una funcional definida sobre el conjunto de procesocs

de conmtrol W. Entonces un proceso de control U*eVW es Sptimo (minimo)
ldaad J(U*)4J(U) se verifica para toda UsW tal gque lle-
(0) a un punto f(T), es decir, tal cue la correspon-
ctoria 6ptima £*(+%) satlsface £4(1)=£(7). Por unz ire-
ima entenderemos,: ﬂquellﬂntrayectorla correspondiente

2 control dptimo. S o ‘

si la desiguz
va el punto T
diente tr

2y
yectoria Sp

She"‘"u

al proccso
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Nuestro objetivo es encontrar condiciones neccesarias para caracteri
zar a los procesos de control Sptimo y a las trayectoriags 6ptimas,—
es lwmportante puntualizar que en el estudio de tales procesos,
estos son especificados de antemano( uef, £ conocido).

Un ceso especial importante del problema de control d6ptimo, corres-
ponde a la situacidn en que J{(U) se reduce = una integral de 1a for
ma J(U):Sg dt, la cual representa el tiempo de ir de un punto £{0)
al punto 1(T). En este caso optimalidad significa tomar el tiedpo
minimo de ir de £(0) a £(T).

Relacidén con los liétodos Variacioneles Cldsicos.

El problema de control ¢éptimo estd Intimamente ligado a ciexrtos pro
blemas trezdicionales de los métodos variacionales. De hecho 1o
integral gg F(f,u)dt=gg F(fl,...,fn,ul,...,um)dt puede se vista co-
‘mo una funcionzl dependiente de n+m funciones, es decir, una funcip
nal definida sobre alguna clase de curvasg en Rn+m+l. Y ruesto que

las funciones f.,..e,0f ,U;4,...,u_ e9tdn conectadas por medio de las
l’ n) 11 &

ecuaciones "
dfk

gt P (fsee T sugyeee,uy) (k=l,..0,n),

Y ya oue les condiciones de 'frontera son eguivalentes 2 los recueri-
mientos de gue la trayectoria Optims deseada comience en el punto

£(0) y termine en el punto £(T), los punto finales de las curvas
admisibles estan en el especio Rn+m+% estos han de estar sobre dos hiver
plenos de dimensibn m+l, determinados por los valores fijos

(£00),£,(0) 5 +vas £,(0)) 7 (£1(T),£,(T)4ur ey £ (D)),

De esta manera vemos que el problema de conirol déptimo es una varian
te de el problemz de encontrar un ninimo sujeto a2 condiciones subsi-
diarias. Bl problema de control Sptimo tiene una caracteristica espe
cial gue consiste en especificar de zntemano una clase definida de
procesos de control admisibles, en donde las funciones ul(t),...,
un(t) toman valores en una regidn fija Szcm“, vero en general no

se requiere que sean continuas. ’
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Se puede mostrar gue el problema veriacional en donde
1

ran funcionales de la fornma J(fl,...,fn)=36 F(il,...,fn,f:,...,An)dt
en donde el integrando no depende explicitamente de t, es

se conside-

un cCaso
particular del problema de control értimo., Para ver esto suvongn-

mos que de entre todas las curves gue pasan a través de dos puntas
fijos (fl(O),...,fn(O)) v (fl(T),...,fn(T)), desenomos encortrar

una curva f(t):(fl(t),..;,fn(t)) para la cual la funcion=zl
3ty r )=\ (g, 0oy Ty 03000, T))dt alcance un ninino, enton-
ces baste escribir F(fl,...,fn,ul,...,un), en donde é:y-u. (k:l,..,n)

Condiciones necesarias para optimalidad.

Para encontrar condiciones necesarias de optimalided para un pro-
ceso de control y su correspondiente trayectoria, complementamos

el sistemz de ecuaciones dlferencmleU df7an(f.u) (k=1,...,n) con
la ecuacidn diferencial extra a#—F(f,u) Al mismo tiemno complemen
tamos las condiciones inicizles fy(O) Cyr Cp valores dados, (k=1l,..,n)
con la condicifn extra g(0)=0.

Por conveniencia, introducimos la funcién vectorial (n+l)-dimensionsal
de variable real T(t)=(g(t),f,(t),...,1 (1)),

Es claro que si U es un pfoceso de control =dmisible y si T=T(t)

es solucién del sistena *I R=F, (f u) (k=l,...,n), dg=r(f u) corros-
pondiente al proceso de control Uy a lss condlc1ones 1n1cialcs
k(O) Cy (k=1,...,n), g(0)=0, entonces

7(0)={F Pl£,u)at=5(1)-g(0)=g(T) . i

Asi, el problema de control 6ptimo puede ser est"blec1do como sigue:
Deseamosg encontrar el proceso de control admisible U parﬂ el cual

la solucién T(t) del sistena %%x (f u) - (x"l,...,n), —r(f u),

la cual también satisface las condlciones iniciales. £ (Q)_ck

g(0)=0, tenga el ninimo valor posible de g(T).

Ahora, ademés de las variables g,fl,...,fn,;iptroducimos nueves
variables vg,vl,...,vn,
de ecuaciones diferenciales

Ej k(f u) P (£,u)
k=1 p

VKT T

las cuales satisfacen €l siguiente sistema

vg£i=1"'.fn)’

r 0
_ n w(f,u) _ _aF(f,u)
- Zk=1 3g’ Vi T

L
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La introduccién del sistema v 3Vysees sV tiene la siguiente dinter-

pretacibn geométrica: Consideremos el espacio vectorial V' de pun-
tos I=(s,fl,-..,fn). Sea T una funcional lineal acotada definida
sobre este cspzcio. Intonces por el Teorema de Representacidn de
Riesz, existe un dnico punto v=(v‘,vl,...,vn), tel que T(T)=(v,T)
para toda T en V', en donde {-,+) denota el producto escalar usuzl,
esto es (v,T)=§:k21kak+vgg. Inversamente cualouier productoe esca-
lar define una funcional lineal sobre V', consideremos el conjunto
de todos los vectores v, denotado por V", el cual es iscnorfo el
espacio dual (V')*={(V',R), el espacio V" es frecuentemente llema-
do el espacio conjugado a V', si definimos livi=su X i; tendremos
entonces un isomorfismo isométrico de V' en (V')*, en efecto la

correspondencia v v T es lineal, puesto que si aeR, entonces

Tvl(f)+aT (T)= (vl,T)+(av2,T) (v1+av ,T) Tv +av (2) 3§?g1t?qé;r§Y|,

adeI'Xéu

N u-sup\T (Dl = \'l‘ (v /nvu)l- (v,v /Nvll) '—Hvlh y 5

ninel (i e
HTll=sup‘T ()] =suo (v, T)|4=unuvHHTN HvH, por tanto WT H Nvd
Fweg v utney

=s usual llamar ql.Vector (vg,vl,...,v ) el vector conauéado a

@,rl,...,f Y. En el espacio de vectores (vg,vl,..u,v ) conjugado a
el espa01o de vectores (g fl""’f ), consideramos el hiperplano
D ik= lka V7 =C=cte. que pasa a través del punto (o, fl(O),...,f (0))

—(0 3C 9 ¢e9Cy }. entonces el sxstera de ecuaciones diferenciales
conjugadas

%zj_ n 9 (f.u) - _ﬁF ‘

at T Lk=1 D . Vx l=l,.. .sn) ,
i TR

dv_,_ P T e

—a n 2Fx (£,u) _2F(£f,u)

it T Lk=1 2g Yk TTRE "’gtz, : S
describe 1a traslacién de este hlperplano a través de las trayec—
torias correonondlentes a las golu01ones del sistema de ‘ecuaciones

diferenciales dtﬁ-rk(f u) (k—l,...,n), =P (u,v).



Para dilucidar nds sobre esta interpretacibdn, considercmos el oi-
guiente caso particular, en el cual tenemos el sisterma de

ccuaci -
. . qd a .. .
nes diferenciales 5{:G(f,u) y J§~r(f u), con las condiciones ini-
ciales g(0)=0, f(0)=0. Sean v_ y v las varistles conjugadas a g v

f, v consideremos el hlperleno vf+v .0=C aque pasa a través del run
to (g(0),f(0)=(0,c), derivando con res pecto 2 t tenemos nue

gr dv, v de_dv dy, o
f4vdtf—w £y £d t_r.tf+v(}+d-—tz.g+vg.--0

luefo derivando varcialmente primero con reqnccto a f, v 1UGFO con
specto a g obtenenos :

L= N P = Vi ?awl*jfuw: 
"1+va+v@if"O Y d'fg+vcg+vg3[‘g 0, 0»qulva;93? mente

dav
Ff——vG -V Pf y dqg—-ng-ngE

y este es el sistema de- ecuaclones dlferenoialeg conju~néas.
Sea V(t)=(vg(t),vl(t);.;;;vﬁ(t))'definimos 1o sicuiente funeién
H'(Vaf,u)=§:k21JVkF{¥véF;'eﬁt¢nbes podemos escribir las ecuaciones

df

2 L1 P f
R =F (f,u) (k—l,...,n), r(f,u) N dl =5 n 25 (£,u) V= f- u)

k=1 D‘i k 1 Ve

dvg_'; n 3F f,u _er{tyu)

i= 1 id
(i=1,...yn), I k=1~ Jg V- g v,y en la form

~ry ol

B en, o, BB B e, R
Estas ecuaciones presentan cierta similitud, en el uso de variarle
candénicsas pars el sistema de ecuaciones de Euler, correspondientes
al problema variacional en donde itratamos funcionsles de l1la forma
J(fl,...,fn)=52 1 C O SYE
tienen un significado diferente, puesto que vara el caso en donde

l,...,f Ydx. Sin embargo, estas

J(fl,...,fn)=gg F(x,fl,...,fn.ri,...,fé)dx el niimero de ecuaciones
canbnicas es iguel al nidmero-de funciones desconocidas, rientras gun
en el problema de control aparecen ademds funciones desconocidng
Ujseassl . De hecho vara emplear varldbleu canbnicas en las ecuncio-
nes correspondientes al problema de control, debemos hablar de 1la
funcién H{v, f)=sup H'(v,f,u). '

"JE e

Cw
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E1l Principio del Minimo de Pontryagin,

El Principio del minimo. proporciona un conjunto de condiciones ne-—
cesarias p2ra problemas de control, en las cuales el control u(t)
es restringido a pertenecer 2 un conjunto dado. *n esta seccidn
desarrollaremos el principio de minimo desde un punto de vista
abstracto empleando el concepto de operador adjunto.

Sean Vl y V2 dos espacios lineales normados, v J{f,u) una funcional
(eficiencia)definida sobre V1XV2, ¥ considerenos una restricecidn

de la forma K(f,u)=0, donde X es un mapeo de lev2 en Vl. La trans
formacién K describe un sistema de ecuaciones, y puede representar

un conjunto de ecuaciones, yz sesn diferenciszles, intergrsles, de dife
rencias, etc.

Suvorganos que K(f,u)=0 define una Gnica funcién implicite f=r(u),
ademAs supongamos que J y K son diferenciables en el sentido de
Fréchet con respecto al argumento £, y que las derivadas parciales
Kf,y Jf son continuas sobre V17V2. Finalmente suponemos gue la fun
eidén implicita f(u) setisface la condicibn de Lipschite

I f(u)-T(v)il € Kiu-vi.

El problema de control consiste en encontrar (f,u) que mininicen
J(f,u) de tal manera que se,satisfagen las restricciones K(f,u)=0
y ues. , en donde ii es un conjunto fijo de V5. Fuesto que I es de-
terminada en forms Unica a pertir de u, es bpien entendido gue
(Jiof,u)){(u)=d(f(u),u) o si se prefiere oue J(u)=J(f(u),u).

Ahora consideremos la funcional (el Lagrangizno) de nuestro probvle
ma de optimizacidn bajo restriccibnes :

L(f,u,p*)=p*K(f,u)+J(f,u), feV,, uev,,

en donde p* es el rultiplicador de Lagrange 2soc1ado con i1

restric
cibn del problemz de optlmlzaczén.. o

Provosicidn. 3.4.,2 Para Cdalquiér5ﬁé£i'§ea“n
ecuacién :
p*K(£(u),u)+d o (£(u), u)-
Entonces para toda veSZk : » &y

J(u)=d(v)=L(£f(u), u,p*)—L(f(u) v,p*)+0(Hu~vH)

rsolucidn




Demostracibn: Por definicién
J(u)-J(v)=3(£(u),u)-3(£(v),v)

=J(£(u) 1‘1)"'J(f(u),V)+J(f(u)rV)"J(f(V)yV)

=J(£(u),u)=d(£(u),v)+Io(£(v),v)(£(u)=£(v))+o(llf(u)=£(v)I)

=J(f(u),u)=- J(f(u) V)+Jf(f(u) w)(£(u)- f(v))
+(J(£(v), v) J(f(u) u))(f(u) f(V))+o(ﬂf(u) f(:Nl)
Observamos que s “»,;  n,’ : SR
10 p(2(v),v)=d,(r(0), u))(f(u) f(V))i/ﬂu—vH
£17.(£(v),v)=d (£(u),u)l %ﬁ_ﬁﬂ S
—IJf(f(v),v) =3 (£(u),u) | i 3 O cuando “(f(v) v)-

(£( 5§50L
debido 2 la continuidad de Je. Pero cuandollv- tiane

H(E(v),v)=(£(u),ul|> 0, en efecto, yz que “,;} ’
. "(f(V) V) (f(u) u)” —g:ax " f(V) f(u)” kmax ” V-ull ‘“”V—u"'f'max “V—u“

tsT ostir
de donde i :

Jo(£(v) V)—Jf(f(u),u))(f(u)—f(V)) o(nv-uu)

Ademés, al considerar o(ﬂf(u) f(v)u), tenemosr

HO(HI%]‘”(&-)_V;T.;(V)” )” £ “O(H£{3; §E‘\;3”)” ? 0 cuando "i’(u) f(v)ll-;» O,

pero cuando llu-vil > 0, se tiene ouellf(u) f(v)u 9 0 por la con-
dicién de Lipschitz, por lo tanto .- : :
Ho (g (u)-£ () DI

nHu=-vij
o(Hf (W)= (v )=0(Mllu-vIl)= o(uu—vH)"U\
For consiguiente T
J(w)=d(v)=a(£(u),u) J(f(u),v

5 O cuando JNu-vH 9 O,‘entonces -

(roiiu-vi) .

De la misma forma

0=K(f{u),u)-K(£(u) v)+Kf(f(

Después de multiplicar ésta ult,
a la expresidén para J(u)- J(v), al,

p*Ke(£(u),u)+d-(£(u),u)=0, en consecuéhcidf

QJ(u)—J(v)=Lgf(u}.u,p*)—L(f(u),V.p*)+00lu+vn).
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La importancia de la proposicibén anterior, radica en lo siguiente:
Proporciona una forma de determinar un cambio en J debido a un cam
bio en u, sin reevaluar la funcién dimnlicita f=f(u).

Lema. 3.4.3 (Bellman-Gronwall). Sea c¢20 una constante. Sean f£(t)
vy g(t) elementos de PCIO, T], suponganos que. ()20 para toda ts
[p T]. si ‘ 5

f(t)5c+§8 f(s)g(s)ds para toda»te[Q'k

f(t)4c exp(gt g(s)ds) para toda—téEO‘T‘ -
Demostracién: Denotemos por F(t) ‘%5 1(s: ds 'ntQhéégzr

f(t)r(t),

y dado gque g(t)exp(—gg g(s)é"
f(t)g(t)eXP(-Sg g(s)dS)éng)g(
Observamos que : ‘ ;
P (£)=f(1)g(t) para las t n continuas,

ademds o L
FE (=[5 sle)as)=r (¢
=£(t)g(t)exp(~ So g(S)dS)-F(

por lo tanto,

t)é%p(égg.g(s)ds)

H(P(Dexn(-(§ 6e)as))%0 cas:

decreciente,

De donde F(t)exp(- SO g(s)ds es unanunci

*'en conse-
cuencia . '

F(t)eXP( go g(s)ds)4F(0)=c para toda tefo T], es d801r ﬁfl~

f(t)€F(t)<c exp(SO g(s)ds) para toda te[0,T].

Lo que concluye la demostracién del lema.

.



Lema,3.4.4 Sean f_ y Uy bptimos para el problema
minimizar J(r,u)=§g F(r,f',u)dt

sujeto a ‘
£'(t)=6(f,u), £(0)=cy, f(T) c2.
en donde £eCi[0,71. =
Supongamos que o
Foopr (£,£1,0)#0 y f=f(u)

 u(t)eReRoo,m.

y definamos el Hamiltoniano

H(f,u,p)= F(Lf,f',u)+pi'.

Entonces la ecuacién de Euler-Lagrange asociada al problema
anterior en la forma c¢anénica corresponde a las ecuaciones.

_dp ar
H:f dt ! Hp dt *

Demostracidén: Si la trayectoria-f o= (u ) es 6pt1ma,‘ent6nces
sobre ella se satistace que S

F(f,£" ,u) -9

dt fl(f £',u)=0.
Ahora si f' es vista como una nueva iuncié‘ ’ defini-
mos -p=F, ({,£',u) tenemos que : o

§¥= f.f,(f,f ,u)#Z0, entonces localmente f'-f'(f u,p), luego si

las funciones f y p son vistas como variables independientes y
f' comeo una funcién de f y p, la ecuacion de Buler-Lagrange se
transforma en las ecuaciones

d
Uorr, p=F,,, Fpadl=o0.

Ahora bien si introducimos la funcidn

H(Lf,u,p)= F(£,f',u)+pG(L,u).

Las nuevas variables f,u,p y H son conocidas como variables ca-
nénicas, luego al calcular la diferencial de H encontramos que

dR=F df+Ff,df'+G(f,u)dp+pdG(f,u)

f
=Fpdf-pdf'+G(f,u)dp+pdsf"

de donde

Hf=F£ y‘HP=G(f,u)=f'

[
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en otras palabras las cantidades Ff y ' estén relacionadas por
las derivadas parciales de H.
Finalmente, las

blema plantezdo se convierten en

lo que se deseaba demostrar. 

Teoremz. 3.4.5 (Principio de Pontraagln) Sean f y u 6utimoo
para el problena : ERRE \ -
ninimizar J(f,u)= g F(L, u)dt"

sujeto a f'(t) =G(£,u}, £(0)=¢c, u(t)Eba-PC[D T], o _
en donde feC EU,TJ y la funcidn F sztisface” 1a_cpndici$ﬁf&é"
Lipschitz _ B
[P(f,u)=r(h,v)] 2E( 1 =i+ ju=v |j.

Al

F y G con derivadas parciales ccntinuas de Fréchet con respecio

del argumento f.
Sea p la solucidén de la ecuacidn
"(t)—¢, #lt)G,, p{0)=0, p(1)=0

&

en donde las deeruQaS parciales son evaluadas a lo 1a” o de 1a,

trayectoria &6:.tima. Definamos ahora el Kamiltoniano

H(f,u,p,t)= F(f,u)+p{(t)6(f,u).

Entonces parza todo t<[0,7!,
H(f (t),u (t),p(t))‘ﬂ(l (t) u(t),p\t)) para todo ue§2

Demostracién: Tomenos Vl-C [0,T] con la norma- lIfil= SEXJ*(t)]+

l

Delln”HuS
K(£,u)=r(t)-£(0)-§% c(£(s) u(s))ds,
J(£f,u) gO P(f,u)as.

‘

Si £ y f+h ccrresponden a u j ﬁ;v; reeoectlvamcnte en L‘f u),
h(f,u)=Q;J si h(0Q)=0, entonces . '
0=(£(t)-£(0))+h(t)- (¥ F(f+h,urv)ds

=§8 F(r,u)ds+h(t)-jg F(f+h,u+v)ds,

ecuaciones de Dule*—Laprange asocxadas al pPro—
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as{
h(t):jt(F(f+h,u+v)—F(f,u))ds,
luego al aplicar el Lema 3.4.3 tenemos
&

In(+) |éjg|p(f+h,u+v)-p(f,u)|dsef n(lh(s)l+lv( ) )aseie )
para toda te(0,T], por tanto‘gl tomar\KéTMeTm, se yerlfica aue
In(t)| £ohieMeriie™ 4k para toda tel0,T7], entonces lnisiivi.
En consecuencia la transformacidén K(f,u) satisface la condicién
de Lipschitz requerida en la proposicién 3.4.3 cue mésyadelsnte-
serd usada, si f =t (u ) es dptimo (trayectoria &; tima),‘cnton—
ces por la deflnlclén 3 3. 24 ¥y por los resultados cue. ae ella gC
desprenden, tenemos que )

= d_x a = . g
J p+PKp=(F o= i3 F oy +96 p= 33,60 )=0 sobre la trayectoria ggpgmé,
pero G=f', luego G.,=1, entonces %- , =0, asi

= d_ -
Jf+pKf—(Ff—thf.+pr)—O, ;
introduciendo 1a variable candnica —p:Ff,, tenemos que
-p' (t)=F,+p(t)G,, sobre la.trayectoria 6ptima,

También por el Lema 3.3.4£ , si consideramos la ecuscisn de Tuler-
Lagrange en la forma canébnica asociada al problema rlantesdo, ccn
variables canbnicas f,p y H tenemos gque

~p' (£)=H =F +p(t)G, es v4dlida sobre la trayectoria 6ptima

T
0

g H(f,u,p)dt=L{f,u,p) SO £f(t)p' (t)dt, en.efecto

Jo B, u,mat={F p(t)o(sr,wat+(3 v, u)§t’
—p(t)g G(£(s) u(s))dslT gT
+J(f,u) e "f. N
=- {5 (getz(s), u(s))ds)P (t)dt+J(f u)

Por otra parte la funcional S H(f,u,p)dt satlsface

f‘,a(smusp (4)ar



149

T ego

{j H(f,u,p,t)dt= S (f(O)—i(t))+(f(t) -£(0)= So G(£(s),u(s))ds))-

Cep! (t)dt+J(f u) ,
S (£(0)-£())p* ()ae+ (T x(s, W) (£)dt+3 (£;u)
"—f(o)g t)dt+Sg (t)p (t)dt+n(t) (f u)
-3 p(t) Lk (s, u)at+a(s,u) e

=[5 (eI (at+n(s )h(f,u)+J(f u)

'sto que p(0)=p(T)=0 ¥y

3a(f,u)=1" (£)-G(f,u)=0 para todafté[b*ﬂ];

yc?ogl £f(t)p'(t)dt no depende exp1101tamente de u,Aentonces por

C

0

.o proposicibn 3.4.2 , tenemos que

1,)=d(u)=L(L _,uy .p) L(f,u,p)+0(nu u u)
=S J(fo,uo,n t)dt ST H(f, u,g,t)dt+o("u u u,.

tara probkar que
(t),u (t),p(t))4H(E, (%), (t),p(t)) paera todo te[0,%] y para
tiia uESZ Supongamos que por el contrario existen t :O, ] \{
:2 tales que
”:f(to),uo(to),p(to))>H(f( ) ﬁ(t Jap(t ), |
zesto que uefC [0,T], ,peCl[O P} y T Ge(:[o T], tenemcs que
t-PC[O T}, entonces existe un sublntervalo [tl,té]:[b,;] oue
“untiene a t y €20 tales que S ,
T(8) yu 1), p(6)=H(£( ), U( t),p(t)>€ para toda té[tl'“z‘

or;

i.:2 ahora, v(t)ePc{o,T] definlda
u (t) t=0,1]- [tl,t?_],

u(t) alig )y

v Y.):
Lonces :
T )=3 (=T Hie(s) ,u <t>,p (£)-BCE() ,v(5),0(£)) )abrollumgl

gtzedt+o(nu udD =e(t o-t )+max|u(t)—u (t)= e(t -t )+o(t -t
t > t2, entonces J(u D J( v), 1olque contradlce la Optlm“lldad
u

(fi

358

¥y
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Discusidn sobre el principio de Pontriagin.
En principio, se habia planteado el problema de
minimizer J(U):SS F(£,u)dt, U={u(t),0,7,£(0)=c}
sujeto a
£(0)=c, £'(t)=6(f,u), u(tlf, rzclfo,1], o
y ',G con derivadas par01°1eb cantlnuas con *espacto GeLnrsue
nento f. ’
Después la funciédn g=C [O T]tal que
o' (t)=F(f,u), 5(0)=0 y J(U)=g(1), S
fue introducida, asimismo las funciones conaugadus vﬁ J'vﬂ

fuerbdn definidas mediante las relaciones o
d_ S v -
t(vg)——Lng vaf,
a_ m
gt Vp)=-Fpv =Gevy :
que fueron obtenidas mediante 1a traslacibn del hipsrilaono

gvg+fv5=cte

a través de las soluciones de

£ (t)=G6(T,u) ¥y g' (t)=r({£,u).

Si definimos el Hamiltoniano

d(vg,vf,-,u) =V

para el cual

Hv=1—g'(t) , H =G=f'(t),'
]

,r¢vfG,

[Aie}

Hf-rfv +G oV = dt(v Y,

entonces si v, _1 y v —p(t) para toda te[b T]
tenemos :

-p' (t)=F +"J(t)G

ecuacidn que corresponde a 1& oondicio
3e4.4. .

“pedida~enel " Tenrema
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Ejemplo. Z.4.6 (Problema de asignacidn del granjesro}.

Un granjero wvroduce un sblo cultivo, digamos, triso. Jccocpuls de
1a cocechz debe almncenarlo o venderlo y reinvartirlo comprands
tierra adicional y equipo para inerementar su produccidn. Bl sron

jero Geses mnximizar la cantidad total almaceng2dz al ticupo T.
De acuerdo con el plantezmiento de este problema en el =zjenmtlo
l1.1.4. $3% ult) es 1z tasa de produccibdn gue cg reinversida ol

tiempo t. ®l problema es entonces descrito por:

maxinizar J(f,u)=5g(l—u(t))f(t)dt

sujeto a

Lr(e)=ult)r(s), osu(t)€l, £()20, £(0)>0,

en donde f(t) es la produccidn al tiempo.t.‘
- Usando el Teorema 3%.4.4 tenemos que '

POLf,u)=(1-u(t))r(t), G(Lf,u)=ul(t)r(s).
Una solucidn Jetima fo,uo Yy p debe satisfacer
-p'(t)=F +u\t)u equivalentemente que

-p' (£)=u_(£)(p(t)-1)+1 .

y debe ser tal gue neximice el Hamiltoni&no 
H(f,u,p)=F+5(t)G ocue equivale a

H(f,u,p)=1 (t)u (£) (p(%)=1)+5 (1)

puesto que f(t)20 para toda te {0,T] debemos tener que

1 si p(t)=
u (t)=¢
|V st p«t)<l,

puesto que p(7T)=0, se,tienéPQue i
expresidn .

:ih%éérgndb la
—p' ($)=u_(t)(ol%)-1)+1 sobr

Venmos que I
mn T , L v
—g@_tp'(t)dt=g;_t(uokt)(P(t)—l)f%)qt;k_,

lo cual implica que s

C-



m
P(T-t)=8$_t u
si t=1, entonces
p(2-1)={3 | u

entonces u (T-1)=1. Veamos que el control 6ptimo u_(t) auede de-
terminado por S EET - ‘ i ,
1 si 0¢ts7-1,

o(‘u)(p(t)—l)dt+t

O(t)(p(t)-l)dt+1él

uo(t)=
0 gi T-1<t4D

En efecto, si u (t)=0 en“el,iﬁfé?Vé;q:tTéljf]Q éntbﬁcé$x9(T-1)=1 ¥
g% 1P (t)dt= g%-ldt’ ' S AT e s :
de donde

p'(t)=-1 (p(t)=-t+T) en el 1nterva1 :[T 1, T], esto es L(*) es

una funcidén no creciente sobre [T—l T],asl
p(t)<p(T-1)=1 para toda teiT-1, ”].‘:7»'
Si u (t)=1 en el intervalo [0,P-1], entonce*;m

S(0-tp(tyae={E1p(t)at,

de donde -p'(t)=p(t) sobre el 1ntervalofLO ééfhé.de'satig
facer que p(T-1)=1, entonces T S
P(t):e;"le‘t en el intervalo [O,T—l:]_y‘_f'd':a‘1 tt)%eS'uné'funcfén
no creciente sobre el intervalo [0,T-1] S
p(t)>p(T-1)=1 para toda te[0,T-I). Por 1o,'
elTle=t 3 04t£7-1, L
p(t)=

-t+7 si T-1<t4T,
En consecuencia, el pgranjero no debe a2lmacenar reinvirtiendo
todz la produccién de O a T-1 y almacenar toda la produccién
de T-1 hasta T. !

() u_(t)

=]
t

L
=1
==}
{

I—‘
+3 4



3.5 METODOS VARTACIONATLELS Y PROGRAMACION DINAMICA.

En la geccibén anterior se discutieron algunos ejermplos de 12 i=n
rfa de control y se indicaron algunca técnicas parn PGRGlVGTlOST
La teoria de la programacién dindmica hes probado cu eficiencin
la resolucidn de una extensa clase de problemas de laz *20r{s de
control en situaciones més o menos complicadas

on

Supongamos aue un sistema dindmico es estudiado a través de va-

rios estados y que el sistema es caracterizado en cuaicuiler tiex

po t por ciertas variables de estado. En cad=2 esta:do es nozible

scoger un nimero de decisiones que transforman a 12 variabler
el cistema

de esctado, en donde =zdemfs suponemos que 21 vpasado 4
ia)

1
s, 21 nacstudio

noe influye en la determinacibén de acciones futuras,
de tales procesos con técnicas proporcionadas por la
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amacidn
dindmica serid nuestro objetivo. Los procesos son cziud

ta que se ovtimiza cierts funcién (objetivo) de laz varisvliez 4

'}

estado, tol) Tuncién representa un criteric de ovalun~l % Sol o
{emo, el rvroblema es entonces encontrar unn secuencia de decizd

nes dptimos sobre los estados, tzl secuencia de decisionzes es 1
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m2da una roiftica dvtima. Para la solucidn de toles rrovlamnn o
necesario ¢l princinio de optimalidad, establecido uer Zellin

este princivio consiste en lo siguiente: Una polftica drtima uig
ne la proricdad de gue cualesquiera gue sean el estado y la
oisibn iniciales, las decisiones restantes deben constlituir una
politica &ériima. &
Antes de ensrar a la formalizacidn de la teorfa 4
cién dinsricz, consideramos de gran utilidad hace
algdn rrobtisma gque surja de una aplicacién de la
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trol, en donde sea posible aproximar una solucidn »or madl
técnicas de la Programacidén dindmica, asf{ como el de Ifami
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marae con nlsunos de los conceptos que- esta teoria man
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Tn el ejerplo 3.4.1 de 1la sé¢bi5ﬁ énterior fﬁ¢ipl;htéa 
gulente protlema: [ : ; G
Considerercs un sistema descrlto por‘la func*én de eqtﬂdou £{t)

en el tiemvo t, 0=£t£T, y sea ‘u(t) un control del sistema. bupon-




gamos que la ecuacibén que describe la evolucidn del sistemr estd
dada por f'(4t)=af(t)+u(t), 0=t=T, a=cte 0 y consideoremos ahora su
analogia para el coso discreto en el siguiente cjeirrplo.

Ejemplo. 3.%.1 Consideremos un sistema descrito por un conjunto
discreto de variables f= (f fl,...,iv)

v

nes de diferencias

k+1"af Yy k=041, 4.,0-1

con T o=Cs en donde el vector u—(uo,ul,..,uu) denota L”S vnrlableﬂi s

de control del sistema.

Suponganos que la funcibn crlterlo,(evaluacién
dada por :

Ig(e,w)=) Mo (r2ru?).

Supongamos gue estamos 1nteresados A
'que la funcibdn criterio sea mlnimlzadﬂ

Introduzcsmos la funcibdn
GH(c)_mln Jn, f,u).

Notamos que si u,=0 k=0, 1,..,N, entonces les f!s pueden ser fécil
mente deternlnrdﬂs, puesto que SR S SO AN

2_,2:2 a2 _.2k.2__2k
fe=af, _j=a%(a”f, ,)=..=a""{ =a""c7,

de donde ’
_VT'N  _2x 2_ 25N 2k
Ig(£,00=) N a2Ke2o025" I g2k,

Notamos que en general Gy(c)=min Jy(f,u) define recursividad.
Si u, ha sido determinado, entonces f =ac+u_, por consiguiente

J (f,u)=(c2+u2) > (f‘+uk) ¥ Gy_ l(f )= m15§i< l(f‘+u2),

\.I\ o~
pero Gy _ 1(f ) G.T 1('1c+u ), por consiguiente

N(c) mzn {(c ru2)+Gr (ac+uo)}.

Observamos que la minimizacidn de J sobge un vector de dimensidn
N, ha sido reducido 2 N vroblemas de carécter unidimensionél.

La Gltima ecuszcibn establecida es. conocida comd la scuzcidn fun-
cional de recursividad de Bellman...

y gobernado por las ecuacipo

g[esté,,  
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E1 problema bisico de la programacibn dindmica.
Considere el sistema dindmico de parénetro discreto

£ie1785 (f5,u5), i=1,..,N
donde fi se denomina la variable de estado (i.e., resume toda la
informacién del sistema dinémico) en el tiempo i y se supone que

fieSi (Si conocido). Asfmismnmo, uy se denomina la varieble de de-

¢cisibén y se supone tanmbién que uieCi (Ci conocido). La funcidn a4
es llamada la funcidn de transformacidn de estados y permite de-

terminar el estado en gque se encuentra el sistema en el tiempo
i+l dado que se conoce el estado inicial en el tiempo 1 y que se

efectud la decisiébdn u .

Dado un estado inicial f se desea determinar la politica de def
cisiones P= (ul,uz,...,u“) tal que minimice (o maximice)‘

J(Il,..,fﬂ,fW+l,u1,..,uN)=§ji;- P (fi’fi+l’ui) (Evaluacién del
sistema), o

sujeto a
£ = i=
141763 (f50uy) A=l,e,N
fieS; ; u;eC; 1i=l,..,¥ (S; y C,; conocidos)
en donde las funciones g; ¥ Fi son conocidas.

Una descripcién escuenética del desarrollo del. sxstema dlnémiCO'
de pardmetro discreto con su corresuondlente proceso de'evalua-
cibén se nuestra en la siguiente figura o '

//‘\\ ’/'"§\E

u ) . |

£y f5 fgefy_q
Etapa 1 Etapa 2 —V/V\—

v ¥
*Fl(fl’fZ’U‘l)

>

By £y f5,u) Fy1 Py
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Una explicacibén de la manera en que se toman las decisiones, se
transforman los estados y se evaluan las decisiones, se tiene a
continuacidn:

Etapa 1. El decisor observa el estado inicial fl Yy basado en es-
ta informacién efectua la decisiénrul {que deveria escribirse
uy(f7)). Como resultado de ésto se obtiene el estado f, de acuer
do a la transformaciébn f2=gl(f1,ul) y el correspondiente valor
asociado a tales estados y decisiones, denotado

Fl(fl’fz’ul)‘

Etapa k. E1 decisor observa el estado fk y basado en esta infor-
nacién toma la decisibn uy . Entonces 1la transformacién gk(fk,uk)

proporciona el nuevo estado fk+l y se contabillva el correspon-
diente valor :

r (f k+l’uk)

Etapa N. El decisor observa el estado fN y efectua la declslén
Upe Se obtiene el nuevo estado fq+1 ¥ el corresuondlente costo
o beneficio P”(fn,;n+1,uN) L ‘

Lo que se desea en este proceso de de01siones secuencwales es
determinar la psl{itica P= (ul,ue,...,uN) que minimice la suma to
tal de los valores Fi(fi'fi+1’ui) de cade etapa, esto es,

VN
J(fl’“'fn'fml’“l’“’“N)“Zi= Pi(fi,fy,90uy) .

Una manera de resolver el problema de N etapas de decisibn es
proceder a descomponerlo en N problemas cuya solucibn es equiva
lente al problemz original. A grandes rasgos lo que sé pretende
es resolver la Gltima etapa y usar dichos resultados para resol
ver la peniltimz etapa y as{ sucesivamente. Este proceso es Jjus
tificado mediante el siguiente Teorema. : 5

I; R
Teorema. 3.5.2 (Principio de Optimalidad de Bel‘w
Toda subpolitica P= (ul,ul+1,...,u ) extraida 4
tima P= (ul,uz,...,uw), ‘es 6ptima de £; a £ ,
Demostracién: Que la subpolitica (u ,...,u ) ‘sea
nifica gque
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min J(fi,..,fj,fj+l,u reealy )= J(fl,..,f J+l,ul,..,u )

sujeto a
fk+l=gk(fk,uk) k:ii"“’j :

T €S, 3 uEl, k=iye.u;je

Supongamos que por el contrario, que la subpolftica P= (ul,..,u )
no es Sptima, entonces existiria unha subpolitica de f; a £, que

J

tuviera un valor menor y seria posible mejorar P= (ul,...,uv)
reemplazando la parte {ul,...,uS) por esta nueva subpolitica,

lo que contradice el hecho de que P sea una politica dptima.

Hagamos las siguientes observaciones con respvecto'a los métodos
variacionales. Consideremos una funcionalrde‘la forma

A J(f)=§2 F(x,f,f')dx

sujeta a

f(a)=4; £(b)=B; feS (5 un- subcongunto ablerto de ¢t [a b] )
FeC?(R); (£,£' kR. ‘ '

Aqui, como ya se sabe, cada curva es asipgnadaa ciefto ndmero.
Dividamos el intervalo [a,bl en n+l partes iguales, por medio de
los puntos
B=X_ 9 X s eees Xy g9 Xy =b, S e
reemplacemos a la curva f f(x) por la linea poligonal con ve*tlces
(a,A), (xl,‘(xl)),.." (X 1’f(xn—l))’ (xn!f(xn» =(b, B)
y aproximemos la funcional 'J° por la suma

poees£)=) Ty Flxy £y, (£5-F5 4)/h),
en donde f f(x ), h=x_ $ %y

J(f

i-1°

Ahora bien la funcional J(f):Sg F(x,f,f%)dx tiene la propieded de
"localizacidén", es decir, si dividimos la curva f=f(x) y calcula-
mos el valor de la funcional para cada una de las partes, la suna
de los valores de la funcional de estas partes es igual al valor
de la funcional si consideramos toda la curva, entonces 21 apro-
ximarnos a la funciocnal por lineas poligonales esta propiedad debe

.ser heredada.
C-



De acuerdo a la propiedad de "localizacidn"., 3i [ c¢a vxtrome de
entonces a2l dividir [ en dos partes, digamos, cn ol wunte v-a,

IY T A

«jr vap 7 fin e o8 enire-

ac<c<b, tenemos aue flﬁ o ©sS extreno de
S~
o de Jlb ] * Esto puede ser plﬁnte 130 m43 formalmente oo
b

o e .
GLgnae

De entre todas las funciones feCl fa,8nC Ta, b} (i

excepto en x=c), las cuales satisfacen lasn candicionss do Sramsns-
fla)=4 3 f(b)=B,

desecamos encontrar una func16n para ‘la Cu‘l la2 funciocnal

J(f):SS F(x,f,f')dx |

tenga un cxitremo débil.: Té?éléro que sobre cmds unc. de los intdr-
valos [a,c] y le,Uu] la- funcidn para-la cual J tiene un exiremo
d€bil, debe satisfacer 1a ecuacisn de muler-Lasrange

F =0.

Lw
f dx'
Al igual que antes esta propiedad debe ser hercdsds parn avroxi-
naciones por medio de limeas poligonesles, en concordancin con o)
principio de optimalidad (o por lo menos con una de sug formss

Ahora bien, regresando g nuestira discusidn sorre el rroovlemn bh-
sico de l2 programacidn dindmica 7 2 la forma en jun fste ce ro-
solverfa. Tsvec{ficamente el procedimiento que se realiza ‘es co-
mo sigue: '

En la dlitima etapa la decisién u depende unicemente d¢l. vector

de estados f3=(f 1y v e e Ty ) ¥y para cada valor (comnonant

de fTI lo que se ceaea es deterninar u§ tal que resuelva el vro-

blema - ‘ R
- 3 -" . ' B i

Gy (L) =min {*:-J(fz.’fml-:ux)

donde

Sp

To 1= (Dysuy) . ncui se supons- cue g (fw)'p

-y N

que existe la decisién uv ootlna.

En la etapa N-1, las decisiones (uy,u; y) pen~
Dichas - decisiones serén

den tiniczamente del vector de estados fN i.;
éptimas si resuelven el problema



Gy (L= min { ¥y (g, Tpuy g )4 Py (L Py ou)y

\1} /

sujcto a

. =gr . . . H eS8, E0. i=N-1,N.
f1+1 gl(fl,ul) s ffasl iouge i i 1,N
Sin embargo, esta funcibn objetivo es eauivalente =

R IRIRAF : ; g . I
1(f3~1)=§1“ {Poya (g Ty + min{Prlfy Ly

C3
N-l e Ui
=min {F,_y(fy s fpwey) * Gulfy) )
U-1 e

¥ se observa que la colucién de la etapa N-1 es ecuivsiente a ro
solver un problema de una s6la decisidn (u" l) y oue dighs pror

v

ma incorpora los vwlores S$ptinos asociados con los esiades T

(SRS R

calculados en la etava K.
on general, para le.etape X donde k=l,2,.4e0y3=1y

a2 realizar (uy,uk+l,..‘4u,)fdependen tnicemente del
.~ . . - .

tados K* Dichas decisiores zerfn dntimas si resusl iz &1 ~vaob]
v R . . R

G (f Y=min {r (4 N

1) k"k+l’“k) ‘ i=k+1 P (f f1+l’u >j
i .
sujeto a £ e
fi+l=si(fl,u ) ;3 £e8; 3 u, ec*;' ~k,4+l,...,N

- ™ ) 4 g N ‘ ‘ N ‘ . ]
Gk(fk)=min er(fk,fk+l,uk) + min j{:i; P.(fi,fi+,,4:)r

k . . ui o el ’
=ain [rte e omy) + k+1(1k+l)}
k . .
de donde 1la coluc16n de la etapa k ee equivalente o rasolver un
problema de una sola de01316n (u ) y dicho problema ircornora 10T

valores dptimos asocledos con 1os,est3dbs fk+l calc 11§OS,EH 12
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Provosicibtn. 3.5.3 La polftica de decisidr y el valor de ia Funeldn
objetivo Sptimos asociados con el problema bfdsico de la prosramo-—
cidn dindnmica vueden obtenerse como sigue:
Gy (Ty)=nin {Py oy tyayoup))
i :

G, (f,)=nin (V S R
g(f)=nin (1,00 fe g vue) * Gy (D))
k ~ .
en donde k=1,2,...,8-1. Lo primera relscidn se denomina condicidn
de fronterz y la segunda relecidn se denosminz ecusciones rec
vas de l2 programscidn dindmica. E1l vector de decisiones i=(
uﬁ) que resuelve las releciones antes mencionzdrs es la sciucidn
1

dptima del problemza bésico y Gl(fl) el correspordiente valor ‘dg+i

mo, es decir ”i“J(fl""'fN'fw+1'“1""’“N)=G1(f1) suieto 2
fi4l=gi(fi,ui) iz=l,...,N°

Iicbi H aieci i=1,...,N.

Aproximaciones Discretas.

Si deseamos hacer uso de computadoras diziteles en la determina-
cidn de soluciones numéricas a prcblemas variscionales, el si
te método hece uso de las téenicas de le programacisdn iindmic
ra aproxinar tales soluciones.

En luger de selecclonar una funcién f=f(t) definida sobre el inter
valo [0,T], supongamos que es permitido escoger valores de I(%)
k=f(tk) k=Uy1,-o-’N

en los puntos
O<to<tl<...<tx,

en donde
—kh, k=0,1,...,N % hnT/N ;

y en lugar de wuini mlzar
5e)={f ® t,f,f')dt*i;
sujeto a N :
£r{t)=6(t,f,f'), f(O)—c
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supongarios que deseamos minimizar la suma finita
_ON-1 RS N

J(L1,enerfy)=) W5 r(kn,ik,_ki%_fg)h

sujeto a S e RO

fo=c, k+1"fk*G(hk’fk?fki%:£53hf'kf°f17ﬁ‘iiﬂfl'
Yongamos ahora : t ff»l‘”Li'-"f"’
£y .(f.)=min{ a- 1 F(kh, r T~ femtb o

d=3 J T k= “—fTr——— 2 .

entonces enageneral Ey_ J(f ) ‘define recursividad, es. decir

gN(c)=min {F(O,c, 1 °)h+gN 1(c+c-(o £.,01 hfo)h}
0

T

Ey_y(fy)= mln {F(h fl, 2h :L)h+g\r 2(f )} etc.
£

Ejemnlo. 3.5.4 Considere élvproblemaide ﬁiiiﬁiéar11;"-uﬂc1onal

J(f):XT'Q(t)dt

sujeta a las restr1cc1ones

B(r)={ge()at=by0; £(1)20; f:(Le[O T], an ngf(tN a:;)

En este caso el Lﬁgvanvlanq ‘ests dch ror

r(f)= f (t)+ef(t),
donde ¢ es el multiplicador de Legrsnge asociado a lz restriceidn
del problemsz variacional y este es tal cue c£0. ' ' ' '
S5i f minimizz a J sujeta a les resiricciones dadas, entonces
d(J+cH)(f)=0, egquivalentemente F,=0, lo cual conduce 2 que f(%)
=—c/2 y ¢ se determina a partir de la relacién

SO~C/Zdt"b 5 -c/2=L/T,

entonces £(t)=b/T. te[C,T].

Veanos zhorz cue efectivamente £(t)=b/T es tal que rinimiza a J
sujeta a las resiricciones dadas. Una,cbndicién6sufici ente de- mf-
nimo es que la diferencial sexunda de Fréchet d?(J+cH} s<a. Lue to
mente positiva. Primeroc notomos que el Lagrahgiahb‘FéC ( ﬁ :2 una
regién quc contiene a f, luego ' IR '

a2(g+el) (£,1)=5{TF (£(£))n2(v)at= Sohz(t)dt In|2 para toda nher%p,l,

C~
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es decir, la funcional cuadrdtica dz(J+cH) es fuertemente positi
va. ’ : \ :
Suponga anora que en lugar de determlnar una funcxén feL2[b T]
gue minimice al problema anterlor, es p051b1e conolderar vglore
fk =1,...,N dados por g o : : Sl
f f(t ), t ~hk k—l,...,N

J = T/N>o _$  V"“
de tal manera que sean soluc 6n del problema
minimizar J(fl,...,fN)=§2k=lf§h
sujeto a
Dy £,=b/h; £,20, k=l,...,8. |
Observe primero que deternlnar el minlmo de J(fl"""I) guae*
a las restricciones dadas, es equivalente a deterrinar &1 ninimo
dej{jkglfi sujeto a las restricciones dadas puesto que h=1/i>0.
Empleando técnicas de la programascibén dinémica, definimos las
ecuaciones recursivas ‘ '
3y (b, _d=min [ £2 4 3 (b 4 -£,)
k' " k-17"" k k+1'"k-1""k
donde

or -bh l}

k= 1,...,N,

bk=(b/h)—£1—---—fk=bk_l—fk, —b/h- by =0.
La condicién de frontera en este caso es J,,+ (u)=0 peras tods'u
Ahora bien, relaciones

se puede probar
2

Pi-_x—1

por 1nducc16n que las

Pyogel

Tk (PNoxo17° i1 v T Tl

son vdlidas para toda keN.
Asi pars k=il-1

.2 v e
J1(bg)=d1(2/0)=0"/(Th) y £§=b/(
de la misma manera para k=N-—
£3= E&Ig((b/h)—f*)/(ﬂ—l)=b/

en {-1 pasos obtendremos la solucién =

fi=...=f§=b/T.

Empleandc ahora el método de diferencias finitas para resolver
el problema anterior se hace el siguiente planteamiento. Se deseca

resolver el problemz de minimizer la fumcibn J:IRrI +» R detfinida por



J(L yeeenTy)=y (Nof2
sujeta a las restricciones

N - . e
E:k 1T =0/l £,20, k=1,...,N.

El Lagrangizno de la funcién real de var*eble vectorlal J suae—
ta a las restricciones dadas, esté dﬂdo por

N
”(fl""’fv) E)x lfk +e) v lfk

en donde ¢ es el multiplicador de Lngrange asocla\“
c16nj€jk 1fv =b/h y este es ta¢ que c¢£0.

restric

Una condicibn necesaria de un ninimo (fi{;
dF(fl,...,f )(51""’5H) (gradr(fl,...,fw) (g
]
Ejkllg; g,=0 para todo (”l"“'gN)ER
k

eguivzlentemente

gradf(fy,...,5)=0 6 g% =0, kﬁl;...,N'é fk="°/2 k=1,...,N
Y el nmultiplicador de Lagrange c es determinado mediante
}:kJ 4e=b/h 6 ~}e= b/(Nh) b/T .

en consecuencia
szb/T, k=1, eaegli

y una condiecién sﬁfiéiéﬁfe;de min1g6i§§i§ﬁ2?ié{ﬁé¥iiéféid§¥fiéé

aizs.
a f . 7. -
2 ’ .
d F(flgo--,fN)= . b ?,
2%F__ . e ZEE;}_ S
L_arnafl _'a;fv_,;:g;;,f

sea definida n051t1va, es decir , 5 i
((gl,---,gN) d F(flao-'y N)(gl’O'-’gn))"T ‘;.fﬂ '  .
(a x(fl,...,-N)(nl,...,gN) (gl,...,gw))>0 para todo (gi,;.f,gm)#o
pero B

163
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en consecuencia, la matriz d F(fl"""ﬂ) es definida pogitive.
Finzlmente, observe que el problema anterior se puede plantear como
el problema de control (discretizado). '

Mininizar J(ul,...,uN l) E:k l(uk uk+1)

sujeto a :

Ofuy—u, . 1"fk’ k=1l,..,,N; uN+1—-O"~:u1

puesto que : B ; .
0‘“N+1*“N‘*1-r=uﬂ_1'(fN_l*fN,)? ] N=0/h= ) 1t
y como antes £}=b/T, k=1,...,N, *193{¢9hjroles:6§timo;5§on
up=(b/T)(M=(k-1)), k=lyeven,N4dle 0 0

3.6 METODOS VARIACIONALES Y EL TEORENMA DB HAHN—BANACH. 

Una vez que se han introducido los conceptos de funcional y ccn-
vexidad a través del capftulo 2. Consideramos ahora, la nocién
abstracta de integral como una funcional linesl definida sobre
algin espacio de funciones. Toca shora su turno a la formulacidn
de algunas aplicaciones del teorema de Hahn-Banach para la deter
minacién de soluciones a2 problemas de tipo variacional.

Consideremos el problema de acotar inferiormente la funcional

jos]
J(f):&o f(x)aF(x), F(x) una funcién conocida, monbétona creciente

y acotada en [0,1), sujeta a las condiciones

o 5 o 4 ERR S
So xdF(x)=m, , go x“aF(x)=m,>0, m2*mf?0
y feV, : o
en donde el conjunto V es deflnido como slgue
Una funcidn f pertenece a V, si satlsface
(i). feCSEO,Gﬂ. »
(ii). f(x) es acotada inferior y superiorment
nes del tipo alx+a2x2 para toda xe€[0,00)

or ciertas funcig

(1ii). £(x)/x es estrictamente convexa para,roqa,x>‘.‘



Por ejemplo, la funcidén f(x)=1- ébx ’xEO; b>0 pertenece avVv, la

funecién f(x)—e'x, x20 no pertenece a V puesto que no.satisface

la condicidn (iii).

Sea V el conjunto deCfQH
das sobre [0,®).
Sea G(g)= =a;m +ayll, deilnlda_para geV

yoees
p(f)= inf G(e), fev.

Observamos que: SRS

V es un espacio lineal, en efecto, si fy,f€V, entqncés‘existen

funciones tales que las des1gua1dades e
22 Z 2 £ pa w2

ayx+ayx —fl(x)—a3x+a4x . b1x+b2x -fz(x)—b3x+b¢x ,

- son vélidas pera x>0, entonces la desigualdad

(aq+b )y+(a b, )x 2¢ (fl+f Y(x)4(a, +b2)x+(a +b4)x

es vélida para x=0. Si T (x)/x y I (x)/x son Lunc*anes convexa
entonces si cef0, 1]

fl(cx+(1—c)y)ﬂcx+(1—c)ﬁﬁcfl(x)/x +7(l—c5fi(y)/yé?,“  o
f,(ex+(1-c)y)/ex+(1-c) el (x)/x +‘(l—c)f2(y)/y, ‘f 5‘“"

lo cuzl implica que :

(£3+5,) (ex+(1-c)y)/ex+(1- c)yﬁc(fl+f2)(x)/x + (1= C)(fl+f )(J)/y,

esto es la funciédn (*1+f J(x)/x es ta mblén una fun016n convexa.
Adenids V es obviszmente un subespacio lineal de V.
Es claro tanblén que

plati=ap(f) para toda feV, az),

puesto gque si fl,f €V, gy,hj EV 1 Entoh§esl};;,

fl+f2eV, gl+hgeV ‘l+f -gl+h y,

p(fl+f2)={f *i‘nfr+h§}’~+h)‘(}(g+h) G(g)+G(h)
174276
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que fl+fé£g+h ¥y puesto que p(f1)+p(f2)Aéékié/mékiﬁa:cofa inferior

C-



(1 ~-niunto de nimeros G(g)+G(h) para los cuales r1+fo%e+h
RN entonces

e L A S ‘*P(f2)

; ..'*."'.‘:."'.;-.'\te. se observa que si T gEV Y

2

TNt nea #2 g(x)=o 1 X+bXT Y f‘g, entonces inte?rando anbos

‘nian de la desigualdad se tiene que f
© o v |°
a1 xurixgeay§p X2aE (020§ xaF(x)+b,,

LARAR S B A5 4)

PR :u};--,1+a l 1+b2 2= G(g), i
)'ée ia mAxima cota inferior del conaunto de nume*oo
47,3 pnra los cuales f<g, entonces '

G, e para todo feV . _  ‘;;'f:«;”'“””  B

Mlocanneeusncia V ,V,G y p satisfacen las condiciones ael t*ore—

- nd

W e “HLJ-:'ﬂ“Ch 2.6.34. Construirenos 1a exten516n'% er/rme—
vt iz moxinizacidn de G(g) pera geV s -
aear eV oy TeV tales que g=f, entonces

©onien oxen x48(x), ’

IETTEIRSTIE TR & 2¢]

- . . - P

vl oxon o eanx€f(x)/x,

por nmiitfteris la funeidn f(x)/x es estrictamente convexa para
*ru,. rvr consiguiente para maximizar G, consideramos s6lo ague-

s Tuneiones geV o para las cusles g(x)/x es tangente a f(x)/x
it pante x0.

£{x)/x
g(x)/x
air ‘ o L :
el Sy 2L oA (c)+a (e)xes tangente a f(x)/x en c, ceoenos
Seneroque S : S

A fl.f7'3,iﬂ)0=f(c)/c-
Lriie .08 e) fe—1(c)/c2.
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resolviendo estas ecuaciones con reg pecto a al(c) y a~(c), encon
e
tramos que

a,(e)=(- cf'(C)+2f(c))/c,
as(e)=(ef'(c)- f(C))/c

Entonces

G(al(c)x+a2(c)x )—al(c)m1+a2(c)m ,
c72((~c?t (c)+2et(e))Im +(cf' c)- f(c))mq)

Ahora para obtener 1a exten516n H de G maximlzamos 1la exbresién
anterior con respecto a c¢. Derivando G con respecto ¢-dos-ve-
ces y simplificando encontranos que e

':—03(m c-m, (e f"(c) 2ef! (e)+2t(ec)),
G= -c4[cm (cffn(c) 201" (e)+2£(e)) + (my -mg)(c5f"«c) 3¢ °~(c)+
‘. +6cf! (c)-6r{c) ],

Si hacemos G'=0, obtenemos c=m2/ml Yy nbtamos gue pars ecstoe valor
G"¢0, en consecuencia G tiene un miximo para,c=m2/m1 vara feV,
tal que g=f geVo. .

Sea H(f)=§2¥ G(g)=(m§/m2)f(p2/ml) para toda feV, observemgg_tgm_
bién aue O(mi/m2<l.

Ahora veamos que J(f)%p(f) para toda feV. -En-efecto
mero gue J(f) es una funcional lineal para todawfév
tamos que para teV, existen gl,gzev tales qﬁéﬁ

gl(x)-—c.lx+a2x2‘f( x)4b x+b2‘4 —gz(x)

integrando ambos l=2dos de la deulpualdad,encontramo

g (a X+a,% )ur(x)‘g F(x)dF(x)< g (b x+b2‘2)dF(x)

equivalentemente

£J(f)4b

gpmy*esf, 1 +PoRp,

de donde J(f) existe para feV Tomemos feV y'gev tales que f p,'

es decir

f(X)ég(x)=alx+a2x2, entonces
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J(£)23(g)= S (a X+a,x )dP(x) a

pero

2 1My tapm=6la),

p(f)=1inf G(g) para feV,
f<g :

ror lo tanto

J(£)4p(£f) para fev,

puesto que p(f) es la mixima cota inferlor del convunto de nure-
ros G(g) para los cuales f<g, gev

Finalmente, si feV, geV_ y g<f, entondeéi A

G(g)=d(g)<d(£),

luego
- J(f)2sup G(g)=H(S),
gef Sl Dy
puesto que sup G(g) es la minim qlgconﬁunto de

gt
nimeros G(g) aue satisfacen g<

J(f)é(ml/m2)i(m2/ml) para toda:fgv;

3.7 METODOS VARITACIONALES Y TEORIA ﬁE IMFORMACIOX.

Considere un espacio de probabilided (§2,A,P(-)), fonde .2 es un
espacio muestral, A una ¢-4lgebra de eventos de§2 y T(-) una me
dida de probabilidad sobre A. Sea X una variable aleztoria defi
nida en §2, la cual tiene funcién de densidad de probabpilidad
f(x). Se define la entropfia o informzcibén de Shannon H(X) de la
variable aleatoria X como

H(X)——g‘f(x)lnf(x)dx -E(1nf(x)),

'
donde E(r) es 12 esperanza matemftica de la variable zleatoris r.
El principio de méxima entropia de Shannon, vproporciona un métg
do general de inferencia sobre una funcibén de densidad de Brobsg

bilidad desconocida, la cual debe ademés satisfacer un conjunto
de restricciones en términos de valores esperados. E1 principio

C-
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de mixima entropfa, establece que de todas lag densidades a priori
que satisfacen las restricciones, se debe de escoger la funcién de
densidad a posteriori f, de tal manera que la entropis H(X) sea maxi
ma, csto es

gf(x)lnf(x)dx nax% B(1ln (xm nax{&r(x)lng(x)dx%

adem&s de gue las restricciones impuestas sean ssotisfechss.

El principio de méxima entropia resuelve el siguiente groblema: Si
se desez asifnar de manera justa una funcidn de densidad de proba-
bilidad f(x) a una variable aleatoriz X cuando sblo se conocen 1los
valores B(X) y/o E(Xz), se debe tomar r(x) de tal maners qgue 1z en
tropfa H(X) sea méxima y se satisfagan las resiricciones

0

£(x)20, xe(-0,0); Sf(x)dx=l; E(x)zg xf{x)dx=m
¢ ~® i

y/o ©

' E(X Y= g x f(x)dx s,

Faemolo° 3.7.1 Con31dere el problema varlacional
Maximizar J(f)—-g f(x)Ilnf(x)dx ' '

sujeto a ® ©

£(x)%0, ©0; { t(x)ax=1; | xr(x)ax=nso.

. -
En este caso el Lagrangiano del problema var1301onal eqté dado por

F(f)= -f(x)lnf(x)+c f(x)+c xf(x), : .
donde Cq, ¥ ¢, son los nultlnllcﬂdores de Lagrange aqOCladOS a las
restricciones dadas. Si f maximiza a J sujeta’ a 1ac restr*c01oneq
dadas, entonces F —O lo cual conduce a: que Sl :
1 ,

£(x)=Ce®* con C=e®

Los valores de C y ¢, son obtenldos a partlr ;1as;¢qgacipngs

S ce®™ gx=1 Yy g cxe®® dx=n
o

~1

En este caso C>0 puesto que e© )Ory V2<0, y

25 : ; :
rio g Ce™*" dxymw . Haciendo Co==a,: a>O,Vtenemos que
oo

l g Ce~axdx C/a 6 C= =a, Y m= S QXétadi(:c‘-]T 6 \ak=m l

n ceso contra

en consecuencia

f(x)=m"1exp(—x/m) , X0, m>0,
esta funcibn es conocida como funciédn de densidad de probebilidad
cxponencial. :.
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Ejemplo. 3. 7.2 Con51dere el problema variacional
Maxinizar J(f)——g f(x)Inf(x)dx

sujeto a @

£f(x)20, xe(-w,0);} gf(x)dx— S:Qf(x)dx—sz, sy0.

- » .
En este caso el Lagranglano del problema varlnclonal esté dado
por

F(f):—f(x)lnf(x)+c1f(x)+02x2f(x),

donde ¢, ¥ c, son los multiplicadores de Lagrange asociados a

2
las restricciones dadas. Si f maximiza a J sujeta a las restric
ciones dadas, entonces Ff=0, lo cual implica que

£(x)=Ce®* con c=eC L, : e
Los valores de C y ¢, son obtenidos a partir de las*ecu

w 3 . "

S ce®ax=1 y S x2 czx dx=s® »

) -m i
Observamos primero que C)O puesto que C e~1

en caso contrario S cet* dxyo . Haciendo C2
L 2.2 - : U
1= S ce™® Xgx=0%/a % C aﬂﬁ

D

52=Sf?a/ﬁﬁxze—a2x§x=%a’2;6fu2“
en consecuencia G
f(x)= *lr—cxp{ %(x/s)2 00,00 ; | |
esta funcién es con001da qﬁdvfﬁnéEGh de'denéidad‘de probabili-
dad normal o bausslﬂna.v_?**fi*"' : : o
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