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INTRODU ce ION 

Consideremos ·un par de cónicas propias S y S 1 en algún pl!!_ 

no proyectiv~ Nos preguntamos si es posible contruir un polígo­

no cerrado inscrito en S y circunscrito a s 1 ~ Procediendo ing~ 

nuamente podriamos elegir un punto x0 . en S y una tangente a S 1 

que pase por El a fin de determinar un punto x 1 en S de tal ma­

nera que la recta x 0 x 1 sea tangente a 51 ; después localizamos 

a x 2 en $,distinto de x 1 con x 1 x2 tangente a S 1 y de esta m!!_ 

nera vamos construyendo un poligono a la vez circunscrito a S 1 

e inscrito en S que pudiera en algún momento cerrar o bien, la 

construcción podria continuar indefinidamente. El que un poli 

g9no construido de esta manera llegase a cerrar parece depender 

de dos factores, a saber: 

1) La posición relativa 

Un resultado interesante. esºLefüheC::hc)de que la construcción 
.- .,, .... ' '' .-,,,:_, '· ¡ " . :::, '. ~--'.~ - '~ :' .• ' . _; . ·. :.· . ' 

sólo depende de la posición dÓ i'iÍs ~6rG'.'E~~~:·E~ Ót~as palabras, si 

un polígono cierra, entonces cierr~n to~o{ ·Dicho teorema, en 

el plano proyectivo real, fué publicado por.J: V. Ponce.let en 

su célebre 11Tratado de las propiedades proyectivas de las figu-

ras" en 1822 y se le menciona en la literatura como "el Porisma 

de Poncelet"· La prueba que da Poncelet a su porisma utiliza 

argumentos clásicos de la geometria. proyectiv.a y se desprende 

como corolario a una proposición que pruebo en el capítulo 2. 
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Tiempo después, en 1835, Jacobi publica una demostración, 

también para el caso del plano proyectivo real, donde la técni­

ca de la demostración echa mano del teorema clásico de adición 

de integrales elípticas. Ninguno de los>trabajos mencionados 

encuentra condiciones explícitas que determ~nen cuándo los pol! 

gonos cierran. Sin embargo Cayley dedica una serie de artícu­

los sobre este problema los cuales se publican en 1861. 

Otra referencia al citado porisma aparece én el i'ibr,e. de· 

Semple y Kneebone: "Algebraic proyective Geometry" (ÚÚ;2f. El 

argumento se basa en un artículo del segundo autor sóbre .. -"corres 

pendencias algebráicas". Si bien la prueba es incompleta y exi.:?_ 

te un error técnico en ella, el argumento es esencialmente co-

rrecto y prueba el porisma en condiciones más generales. El in 

terés por el resultado se renueva en 1977. En ese añoaparecen 

dos artículos de Griffiths y Harris. El primer escrito da una 

demostración del porisma en el plano proyectivo complejo adapta~ 

do y depurando el argumento de Jacobi con técnicas de superfi­

cies de Riemann. En dicho artículo se menciona también una veL 

sión del porisma en el espacio. El segundo artículo utiliza las 

mismas técnicas para obtener una demostración "moderna" de las 

condiciones encontradas por Cayley. Llama la atención en el tra 

bajo de Griffiths y Harris la hipótesis adicional que exige que 

las. cónicas se corten trarisversalménfe. ·cama veremós Jllá.s .tarde' 

esta hipótesis sólo sec~~~ffi~v~ J>iia ;p~~'~r-ch~ir,~~ds ;~~cnicas ·.de 
,~:/~>:-.>":'.- , . :.~·~::<~E_:·:_·,:~~:_'.~:.'.\· ·~_:., ·.<· - ·>···:-~-~" .. - '· . 

superficies. .... - . -·- - -·:;· .. --.< ;.-< ·<- :-:--.·:~-:-.-~.T.~~<~··= 
.-}:-··:·_·\--, ~·· - .. :>·-' ,_,_~-~> ,, -. -

El presente trabajo está dividido en tres parte?· En la 
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primera se expone el argumento de Griffiths y Harris añadiendo 

una parametrizaci6n que,desde mi punto de vista, hace que el 

argumento gane en claridad. En la segunda parte presento un a~ 

gumento que destaca la conexi6n entre todas las técnicas mencio 

nadas. Finalmente, el tercer capítulo expone las condiciones 

de cierre en los casos que no reportan las publicaciones cita­

das. 
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ADVERTENCIA Y NOTACION 

~n denotará el espacio proyectivo de dimensión n sobre un campo 

algebraicamente cerrado de característica cero. 

fl~ denotará al espacio proy~ctivo complejo de dillleA~i/5Ji .. n. 
'~:.·.~.~.·.:'..>.·.{:< '-' .: ":-. ·'.,:;~- ·:>_ . - ~ _-_' 

Cuando un s imbolo denote una curva, uriacré¿~~~[\ tih;'p\irit.(), 
. etc., el mismo símbolo se usará para de119.~af}~H}:f~~~~#;~~:a¿i6n 
matricial en algún sistema de coord~J1~~1!s;CI;~f·~i:S_i~J.~:;-.;<~Tanto 
la representación matricial como ~l sisie;~ de cciC>ictdn~das se 

mantienen fijos. 

En términos generales se usa la misma notación a lo largo 

de cada capitulo. 

Los puntos de IP" se representan con vectox-esú:qÚimri:a~.;1os 

hiperplanos con vectores fila y las c6nicas 

tricas, 

Los campos se suponen algebraicamente cerrados de caracte­

rística cero. Gran parte de los resultados son válidos también 

en campos más generales. Sin embargo la hipótesis adicional evi 

ta estar señalando excepciones. 

S* denota la cónica dual a la cónica S, o bien la adjunta 

de la matriz S. 

Símbolos que aparecel1 en '~l \e.:X:~º ,enc.erracli:>s entre "[ ] " 

hacen referencia a la bibliografí~. 
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CAPITULO 1 

§ 1 Preliminares. 

Consideremos una c6nica P'X'.Opia "S", "E" un punto en la c6-

nica y ".t" una recta que no contiene a E. A cada punto P en l, 

le asociamos un punto A(PJ en lá c6nfca de la manera siguiente: 

Si P está en la intersccci6n de .e con la tangente a la c6-

nica por E, definimos A(P): = E. En caso contrario la recta 

EP corta a la c6nica en algún punto distinto de E al cual llama 

remos A(P). (figura) 

Definimos: 

A: .e -+ S 

P -+ A(P) 

En otras palabras, la funci6n A es la inversa de la proyes:_ 

ci6n estereográfica desde E y las ~oordenadas de A(P) est§n da 

das por: 

A(P) = 2(EtSP)P - (PtSP)E 



Sean U,V puntos fijos distintos en l. Definimos: 

B: lP -+ l 

( xo) V 
-+ Xo U + X1 

X1 

2 

Así, la composici6n AoB: lP -+ S parametriza a la cónica S 

con los puntos de la recta proyectiva. En forma análoga pode­

mos_ parametrizar a S*. Para ello bastará asociar a cada punto 

X de lP la tangente a Sen el punto (A9B)(X). Para ser más ex­

plícitos definimos: 

K: IP -+ S* 

X-+ (A0 B(X))t S 

.Dadas las cónicas no singulares S y S 1 , consideremos el ca~ 

junto: 

I: = { (x' y) e s X s~ 1 X E y } 

Notemos que en términos generales por cada punto x E S pa­

san dos tangentes a S 1 , digamos y 1 y y 2 ; definimos entonces 

g(x, y1 ): = (x, y 2 ). De esta manera determinamos una involuci6n 

"g" en I (i,e. g º g = 1 I) la cual tiene a lo más cuatro puntos 

fijos. (Hay a lo más 4 puntos distintos en S n S 1). 

Análogamente, cada tangente y ~ S~ cortará a S en dos pu~ 

tos x 1 y x 2 ; definimos h(x 1 , y) = h(x 2 , y). Por supuesto tthtt 

es una involución en I y también cumple la propiedad de tener 

a lo más cuatro puntos fijos, que corresponden a las tangentes 
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comunes a S y S 1 • 

Iniciemos la construcci6n de un poligono inscrito en S y 

circunscrito a S 1 • Para ello elegimos un punto en S y una rec-

* ta en S 1 que pase por el punto, es decir, partimos de un elemcn 

to de I y continuamos la construcci6n aplicando alternadamente 

las funciones h y g. El polígono cierra si y sólo si para al­

gún nat.ural 11 n 11 (g o h)n deja fijo al par inicial. 

Consideremos * 1P _,. S l paramctr izaciones 

como las descritas anteriormente y construyamos la función: 

( .-1 .-1) s* -<.¡ , -<.2. : S X l --+ 

Definase J: = (¿} 1
, L2 1)(I). Aseguramos que J es unconju~ 

to algebraico. En efecto, sean E E S; U,V e l; E 1 e S 1 ; U¡,V1 e l 1; 

P = X.o U + X.1 V, P1 = Yo U 1 + y 1 V l los elementos que determinan 

a las parametrizaciones ¿ 1 e i 2 • Entonces, de acuerdo con los 

cálculos anteriores, un punto«~~),(:~)) e ~ x ~está en J si 

y s6lo si: 

(2(EI S1 Pi)P 1 - (PI s 1 P 1)E1)t S 1 (2(Et SP)P - (Pt SP)E) O 

Observemos que al desarrollar esta expresión obtenemos un 

polinomio de grado cuatro en x0 , x. 1 , y 0 , y 1 ; homog~neo de grado 

2 en X.o,· x.1 que es también homogéneo de grado 2 en y0 , 
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La demostración de Griffiths y Harris en el plano proyec­
tivo complejo. 

Ahora vamos a suponer que las c6nica.s S y S 1 se intersectan 

transversalmente y que el campo subyacente es.el de los compl~ 

jos. En estas circunstancias J resulta una superficie de Riemann. 

En efecto, ya que J está dado por Ün pol:i.l1omio, s6lo resta veri 

ficar que no existan singula]:-id.id~s .• JS1 J. 
·.-- :,; 

Consideremos un polinomiO C:~~oÚ mencionado en la sección 

anterior, es decir F(x 0 , xi.·~y(j,'y 1 )homogéneo de grado 2 en 

x 0 , x1, homogéneo de grado 2 en y 0 , Y1 y por lo tanto homogéneo 

de grado 4 en xo, X1, Yo, Y1· 

Si definimos f(xo, xi) (Yo, y1): = F(x 0 , x 1 , y 0 , yi) para C!!_ 

da "º' X1 fijos, entonces f(xo, Xi) E e [Yo. Y1] y podemos es­

cribir f(xo, x1)(Yo. Y1) = tlio IJ~ + 24'1 Yo Y1 + 4'2 Yt con 4'o, 4'¡, 

tli 2 E C. En consecuencia, 

f(xo. x
1

)((Yo• yi) + (wo, w¡)) = f(xo. x
1
J(Yo, yi) + 2(4>01Jo+4>1Y1)wo 

+ 2(4'1 Yo + tli2 Y1)W1 + f(xo, <Xi)•(wo, W1) 

que es un desarrollo de Taylor :finito. 

Supongamos ahora que (a 0 , a 1 ) satisface el polinomio f(xo, 

X¡) y que en este punto se anulan ambas parciales, entonces 

f(xo, X¡) ((aa, a..i) + (w0, w1)) = o + 2(0)w0 + 2(0)w1 + f(xo, X¡) (w0, w1) = 
f(xo, xi)(wo, W¡); gracias a esto podemos enunciar el: 
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LEMA 1 Si (x. 0 , x. 1 , a 0 , a¡) y (x.o, X¡, bo, bi) son tales que: 

1) <ªº) * (bº) p ª1 b1 en e 

ap 
Z) ayo 

2) (x 0 , x 1 , a 0 , a 1 ), (x(), X¡, 0 0, b 1 } anulan a F 

':/'.~·-'.<~'.,-;, . <\: :·~~-
entonces para cualesquiera w'0 , w1 , tenemos F(x 0 , x 1 , w0 , wi) =O 

DEMOSTRACION. 

En virtud de la propiedad (1) existen complejos a y P ta­

les que (w 0 , w1 ) = a(a 0 , a 1 ) + P(b 0 , b 1 ). Si a =O, el lema se 

cumple; si no, aplicamos las observaciones anteriores y tenemos: 

Regresemos al estudio de J. Lo que probamos anteriormente 

quiere decir que la diferencial del polinomio que determina a 

J no se anula sobre dicho conjunto. Para ver esto, supongamos 

que existen puntos (x. 0 , x. 1 , a 0 , a 1 ), (x. 0 , x. 1 , b 0 , b 1 ) en J 

que cumplen las hip6tesis del lema l. Esto querría decir que 

existe un punto en la c6nica S por el cual pasan todas las tan-

gentes a S 1 (contradicci6n). Así que para los puntos en S por 

los cuales pasa un par de tangentes distintas a S 1 , sus puntos 
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1 1 . aF aF 
asociados en J no anu an as parciales dYQ , d'ffi" Sin embar-

go, no todos los puntos de J son de este tipo ya que existen 

exactamente cuatro puntos distintos en S n S 1 (recuérdese la 

transversalidad) que por supuesto s6lo admiten una tangente. 

Recordemos que éstos no son puntos de contacto doble; por lo 

tanto, cada tangente a S 1 que contiene a alguno de ellos corta 

a S en algún otro punto. Luego, aplicando el argumento dual, 

tenemos que las excepciones quedan cubiertas. 

En resumen, hemos logrado demostrar que efectivamente J 

es una superficie de Riemann que además es compacta. 

Recordemos un par de teoremas: 

TEOREMA 1.1 [S 1 J. En una superficie de Riemann compacta, el 

número de puntos de ramificación es par; además: 

genero~ t (número de puntos de ramificaci6n) - (número de hojas) + 1. 

TEOREMA 1. 2 [ S 1 l [ M1 ]. Sea "V" una superficie de Riemann com-

pacta de género uno. Existe una diferencial "w" holomorfa de 

periodos independientes tal que la funci6n: 

µ V - cr./A 

J
"w X. _ __,_ 

"Q 

(mod A) 

donde A·es la latiz de periodos de w y x 0 es un punto fijo en 

V, es un isomorfismo analitico de superficies de Riemann. 
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Sea 11' 1 la primera proyecci6n can6nica de J' e X IP t: sobre '11 e 

Entonces 11' 1 IJ es suprayectiva, analítica y, en términos genera­

les, envía dos puntos a la misma imagen, salvo los cuatro puntos 

que corresponden a la intersecci6n de las c6nicas. Así que, de 

acuerdo al teorema 1 .1, tenemos que el género de J es 1. En 

otras palabras, J es un "Toro". Además, las involuciones h y g 

definidas en la sección anterior resultan analíticas (las pode­

mos ver como intercambio de hojas). 

Ahora concentremos nuestra atención en el teorema 1.Z. Fi 

jemes un punto x 0 en J, sea x un punto cualquiera en J y a, P 
un par de trayectorias de x 0 ax (figura). 

Observemos que: 

J w 
(lo(j-1 

La filtima es una integral sobre una curva cerrada basada 

en x 0 • Como el grupo fundamental del t;oro es Z x Z. ([ G1 ]) , P.2. 

demos considerar un par de curvas ~ 1 , ~ 2 cuyas clases de homoto 



pía generan el grupo; además, la integral respeta las clases de homotopia, 

por tanto: 

Jw 
'Y 2 

8 

en donde n, rn son enteros tales que la clase de a o (J- 1 es la 

misma que la de (n'Yu 0 (m'Y2). Los complejos I w y 

1 

J w son pr~ 
2 

cisarnente lo que llamamos los periodos de w y que designaremos 

en lo sucesivo por A1 y X2 • Definirnos la latiz de periodos de 

w corno el conjunto de todos los elemetos de C que se escriben 

corno n X 1 + rn X 2 con n, m enteros. A dicho conjunto le llamare 

mos A. 

Es claro que A es un subgrupo aditivo de ~y ya que las i~ 

tegrales sobre cualesquiera dos trayectorias de x 0 a x difieren 

por un elemento de A, tiene sentido, pues, definir: 

µ J -+ r,/A 

Lo que asegura el teorema 1.2 es que existe w con la pro­

piedad de que µ es isomorfismo analítico y que-Xi y X~ son R -

linealmente independientes. 

Así que existe un isomorfismo de supeficies de Riemann 

µ : J-->- il:/A, 1 -1 Definirnos g 1 : = µg µ- y h 1 : = µ h µ entonces 

los siguientes diagramas de isomorfismos analíticos conmutan. 
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g h 
J --+ J J --+ J 

µ l &1 ! l'-
C/ A - f./ A 

h1 
f./ A --+ f./ A 

Sabemos que C es el cubriente universal de f./A y que esto 

se realiza por medio de la proyecci6Jl.can6nica "p" al cociente. 

Como r. es simplemente conexo, los morfismos inducidos en 

los grupos fundamentales por h 1 ° p y p son los morfismos cero. 

Por lo tanto se verifica (h 1 °p)* (~ 1 (f.)) e p*(~1([)), es decir, 

h 1 ap satisface el criterio de levantamiento [ Gl]; luego, exis­

te h 2 que hace conmutar el diagrama. De hecho, la existencia de 

h 2 está implícita al decir que h 1 es analítica, pero resulta co~ 

veniente destacar que se obtiene por el proceso anterior. De 

la misma manera, existe g 2 tal que: 

. &2 

lp conmuta 

f./A 

Demostremos que h 2 y g 2 son funciones lineales (del tipo 

az + b con a y b constantes). Trabajemos con h 2 • Para cada 



x E A existe y E A tal que, para toda z 0 E~. h 2 (z 0 + x) = 

h 2 (z 0)+ y. Como las cartas de [/A están inducidas por p, h2 

lo 

es analítica y, en virtud de la igualdad anterior, ~z2 1 -
U4 Z 0 +X -

dh 1 ar2 Zo • En otras palabras el valor de la derivada de h 2 no 

se altera al trasladar por un elemento de A. Entonces la ima­

gen de [ bajo la derivada será la misma que la del paralelogramo 

de vértices O, A1 , A2 , A1 + A2 ; dicha imagen es acotada. Luego, 

la derivada es constante, lo cual nos dice que existen comple-

jos a,b (a =t= O) tales que h~(z) az + b. 

Recordemos que h 2 o h 2 = 1 C/ A, por lo tanto h 2 o h 2 debe 

ser una transformación cubriente. Observemos que h 2 o h 2 (0) 

ab + b, de donde ab + b E A; así que h;(z) - z = (a2 - l)z +ab 

+ b E A. Esto nos dice que, para toda z E C, (a 2 - 1): E A; 

de donde, a 2 - 1 = O. Es decir h 2 (z) = - z + b o bien h 2 (z) = 

z + b. 

Si h 2 (z) = z + b entonces, para que h 1 tenga puntos fijos, 

(los tiene, recordemos las tangentes comunes) debe existir al­

guna z tal que (z + b) - z = b E A; pero de ocurrir esto todos 

los puntos serían fijos, situación que no corresponde al probl~ 

ma que estudiamos. 

En conclusión, podemos afirmar que existen complejos by c. 

tales que h 2 (z) z + b y g2(z) z + c. Nosotros que-

ríamos estudiar el comportamiento dé (g o h)n . Fijémonos en 

(g 2 o h 2)n (z) = z + n(b - e). Para que el polígono cierre de­

bemos tener que n(b - c.) esté en A, pero esto no depende del 
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punto inicial. Es decir, hemos probado el: 

TEOREMA 1.3 Si S y S 1 son cónicas propias, en el plano proye~ 

tivo complejo, que se intersectan transversalmente y existe un 

polígono a la vez inscrito en S y excrito a S 1 entonces, desde 

cualquier punto de S es posible trazar uno de tales polígonos 

y todos tienen el mismo número de lados. 
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CAPITULO 2 

''Una demostraci6n proyectiva en campos algebraicamente ce­

rrados de característica cero" 

§ 1. Las cónicas como campo. 

Consideremos una c6nica propia S, l una recta y E un punto 

en S que no está en l. 

Sean A, B E S - l; la recta AB intersectará a l en un pun­

to P. Definirnos A • B como la intersección residual de EP con S. 

También definimos A • B: 

yBesn.e 

B •A: B en el caso en que A E S - .e 

Definimos es - .e) x es - l) ~ es - .e) 

(A, B) ---A•B 
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Se afirma que es - l, •) es grupo abeliano. En efecto, la 

operación "·" es cerrada ya que si A • B E S n l entonces P(A ~ B)= l 

y l contendria a E econtradicci6n). Claramente la operaci6n es 

conmutativa, E es el idéntico y A- 1 se obtiene como la intersec 

ci6n residual de la c6nica S con la recta determinada por A y 

el punto de intersecci6n de la tangente por A y l. 

Resta sólo demostrar la asociatividad. Sean A, B, C en 

es - l); consideremos el hexágono A, B, C, A · B, E, B ·C. Los 

puntos CeA • B) En AB), ((B • C) En BC) determinan la recta 

de Pascal del hexágono y por la construcción de la operación ta~ 

bién pertenecen a l. Por lo tanto les la recta de Pascal del 

hexágono, de lo cual se sigue que eeB , C) A n (A • B) C) está 

en !, lo que implica eA • B) C = A • (B • C). 

E 

Lo que hemos hecho es, en esencia, presentar el teorema de 

Pascal como la ley asociativa en un grupo. Esto tiene aplicaci~ 

nes interesantes una de las cuales es el porisma de Poncelet. 

Realizaremos ahora una construcci6n un poco más elaborada. 

De nuevo.consideramos una cónica propia S y E0 , E 1 , Em tres pu~ 

tos distintos en ella; llamemos "m" a la recta determinada por 
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Eo y Eao, "a." a la tangente por Eao Y "M" al polo de m. 

Denotemos con "+" a la operación definida en S mediante el 

punto E0 y la recta a.; y con "·" a la operación definida median 

te el punto E1 y la recta m. 

TEOREMA 2. 1 (S - {Eoo}, +, •) es campo. 

Sólo queda por probar la distributividad. Dividiremos la 

la demostración en dos partes. 

1) (- E1) • A = - A 

En efecto, observemos que si el punto A e S es diferente 

de Eao entonces A, - A y M son colineales. M y ((E 1 (- A)) n (X 
·-r:-El))) son puntos diagonales del cuadrángulo E1 , - E 1 , - A, A. 

Esto significa que ((E 1 (- A)) n (A(- E 1))) está en m o, equiva­

lentemente, (- E1 ) • A = - A. 

Observación El inciso uno implica A • (- C) = - (A • C) 

2) A • (B + C) = A • B + A • C. No perdemos generalidad 

si consideramos que ninguno de los puntos A, B, C E (S - {E00 }) 

es Eo· 
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Es claro que sumar un elemento constante diferente de E. o 

bien multiplicar por un elemento distinto de E 0 o E ... establece 

una hornografía en la cónica (i,e., una transformación que prese~ 

va razones cruzadas). 

Consideremos los puntos Eo, - C, E ... , B. Al sumar el punto 

C obtenemos C, Eo , E ... , (B + C) y al multiplicar 

por A obtenemos A • C, Eo, E..,, 

homografía descrita por : 

Eo - e 

A•C Eo A • (B + C) 

Ahora multipliquemos E0 , - C, E , B por A, resultando E0 , 

- (A• C), E., A· B. Sumando A• C tenernos A· C, E0 , E-, 

(A• B +A • C). En otras palabras, tenemos una homografía: 

Eo - e E.,, B 

A·C Eo E.,, (A • B + A • C) • 

Comparando ambas se tiene A • ( + C) = A • B + A • C. 

La simplicidad de la construcci n de estas operaciones en 

la cónica (sólo usamos regla) nos pe mite relacionar polinomios 

con construcciones. Por ejemplo el olinomio x + y, con el cual 

ya hemos trabajado, es tal eja (A, B) anula el polino­

mio si y solo si M E AB. 
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A estas alturas habremos notado ya que los puntos E0 , E 1 , 

Em funcionan precisamente como los elementos O, 1, m de un cam-

po extendido. Así que no hay impedimento para extender los va-

lores de nuestros polinomios, de la manera usual, para poderlos 

valuar en Em. De hecho contaremos con ello a lo largo de este 

capítulo sin mencionarlo explícitamente. 

Consideremos un sistema de coordenadas proyectivas tal que: 

Eo 

o 
o 
1 

o 
M = 1 

o 

1 
o 
o 

1 

E1 = 1 
1 

En este sistema, nuestra c6nica está dada por la ecuaci6n 

y2 = xz que escribimos como (y/z)2 = x/z. Si definimos el par! 

metro 8· = y/z entonces los puntos de la c6nica quedan d~scritos 
92 

por 8 
1 

Un simple cálculo muestra que: 

(1 - (x + y) xy) es la recta que une los puntos que correspon­

den a los valores x y y del parámetro; m = (O 1 O), a= (O O 1) 

y los valores O, 1, 

92 

Denotemos o 
1 

corresponden a B0 , E1 , Em. 

como E8 • 

La cónica S pertenece a algún plano proyectivo sobre un cam 

po K; con esto en mente enunciamos el: 
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TEOREMA 2. 2 El campo del teorema 2. 1 y K son isomorfos. (Se 

menciona de manera indirecta en [SZ 1 pag. 257). 

Demostraci6n. La biyecci6n se establece mediante el parámetro. 

Revisemos el comportamiento de las operaciones. 

Las rectas Ex. E!/, E1 EX!/' m coricur:ren~ .•·En efecto: 

Asi que E" • 

Análogamente 

Por tanto Ex. + E!/ 

~ (x + 

1 

o 

E!/ ,,. EX!/" 

las rectas 

= Ex+ y y 

(1 + ºX.y} 

1 

Ex. Ey, 

o 

f!O"E'x. + y 

el teorema está 

y a. concurren. 

probado. 

La parametrizaci6n que hemos estudiado se llama "parametri 

zaci6n can6nica'' de S, Esta induce una geometria subordinada 

en S donde las coordenadas permisibles están dadas por transfor 

maciones de Moebius en el parámetro canónico. De ello resulta 

que lo que discutamos en cuanto a uno u otro parámetro en térmi 

nos de polinomios es esencialmente lo mismo. 

TEOREMA 2.3 Sea P(x., y) un polinomio sim~trico (i.e. P(x, y) = 

P(y, x.)) de grado dos en x. que torna valores en un parámet:ro pe!. 
• 

misible de S. Entonces: 

a) Existe una c6nica S 1 tal que P(x, y) 

si Ex. E!/ es tangente a S 1 • 

o si y s61o 
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b) Existe una c6nica T tal que P(x, y) = O si y s6lo si 

Ex y Ey son conjugados respecto de T 

Recíprocamente: 

a) Para cada cónica S 1 existe un polinomio sim~trico P(x, y) 

de grado dos en x tal que P(x, y) = O 

~y es tangente a S 1 

P) Para cada cónica T existe un polinomio sim~trico P(x, y) 

de grado dos en x tal que P(x, y) = O si y sólo si Ex y 

Ey son conjugados respecto de T. 

Demostración. La demostraci6n sigue el argumento que aparece en 

[SK]. No perdemos generalidad si suponemos que trabajamos con 

la parametrización canónica. 

La condici6n para que la recta ~y satisfaga una cónica 

A H G 

dual general s~ = H B F es: 

G F e 

i) (1 - (x + y) xy) A H G 

H B F - (x + tj) = o 
G F e Xtj 

La condición para que Ex y Ey sean conjugados respecto 

a. h g 

. de una cónica general T h b f es: 

g f c 
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J 9 

Recordemos que un polinomio sim~trico se escribe enté~ 

minos de las funciones elementales; así que la forma 

general de un polinomio P(x, y) de grado dos en x. es: 

iii) P(x, Y) 

Desarrollando las condicioIÍ.es i) y ii) se obtiene: 

i) B(x + y)2 + C(xy)2- 2F(x+ y)x.g- 2H(x +y)+ 2Gx.y 

+ A = O 

ii) g(x + y) 2 + a(x.y)2 + h(x + y)xy + f(x. + y) + (b - 2g)x.y 

+ e O 

De lo cual se hace evidente el resultado. 

Definición. Sean A0 , An E S. Decimos que A0 , An son los extr.!::_ 

mos de una n - cadena si existen A1 , A2 , ••• , A E S tales que 
n-1 

para toda i E{0,1, ... ,n - 1}, la recta Ai Ai+l es tangente a 8 1 

si y s6lo si A. ES n 8 1 • 
l. 

A partir de este punto supondremos que S 1 es propia. 

TEOREMA 2. 4 [ P1 ] Dado n E N existe una cónica fija "Sn" tal que 

una recta une extremos de n - cadenas si y s6lo si es tangente a 

Sn. Además Sn pertenece a la familia determinada por S y 8 1 • 
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Demostraci6n 

La prueba procede por inducci6n 

Paran= 1 el resultado es evidente y paran= 2·es corola 

rio del teorema 2.3. 

Supongamos el resultado para n < k. Por tanto existen po-

linomios P 1 , P 2 , ••• , Pk asociados a las c6nicas s 1 , S 2 , ••• , Sk 
que verifican las condiciones del teorema 2.3. 

Definimos P 0 (x, y): = (x - y)2. 

Observemos que si Pk_
1

(x, y) es el cuadrado de un polinomio 

en K[x, y], entonces cuaquier par de (k - 1) - cadenas con un 

extremo comGn comparten también el otro extremo. En otras pal!!_ 

bras cualesquiera extremos de una (k + 1) - cadena lo son de una 

(k - 3) - cadena. Luego, Sk+l = Sk_ 3 • 

Consideremos a Pk(x, w) y P 1 (w, y) CCIDO polinomios en Klx, y] [w] 

y llamemos Rk a su resultante. Es claro que Rk es un polinomio 

simétrico de grado cuatro en x y grado 4 en y, que se anula en 

parejas de parámetros que corresponden a extremos de (k - 1) 

- cadenas y de (k + l) - cadenas. Por tanto Rk(x, y) se anula 

en todas las parejas donde se anula Pk_
1

(x, y); luego cualquier 

factor irreducible que divida a Pk_
1

(x, y) divide también a 

Rk(x, y). 

Pk-l se descompone a lo más en dos irreducibles, ya que si 

esto no ocurriera, existiría un punto en S tal que cualquierr~E_ 

ta por él seria tangente a Sk-l y por tanto a S1 , lo que diria 
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que S 1 es singular. 

Podemos suponer, sin perdida de genera1idad, que si Pk-l 

se factoriza en un par de irreducibles, éstos son distintos. 

De todo lo anterior se concluye que Pk-l divide a Rk. Defini­

mos Pk+
1

: = Rk / Pk_
1

• Es fácil verificar que Pk+l tiene las 

propiedades requeridas. S6lo resta probar que la c6nica Sk+l 

determinada por Pk+l pertenece a la familia determinada por 

S y s 1 • Para ello simplemente observamos que los puntos en 

S n S 1 , contados propiamente, aparecen en S n Sk. 

Ahora obtendremos el porisma de Poncelet como corolario al 

teorema 2.4. 

Corolario. Sean S, S 1 c6nicas propias. Si existe un polígono a 

la vez inscrito en S y circunscrito a 5 1 entonces, cualquier 

punto de S es vértice de uno de tales polígonos. 

Demostraci6n· Sea n el número de vértices del poligono. Sea A 

un vértice de dicho polígono. Como A coincide con ambos extre 

mos de una n-ca<lena, la tangente a S por A es también tangente 

a S . Además dicha recta es la única tangente a S que pasapor n n 
A, por tanto AES n S ; es decir, A es un punto doble. De lo 

n 

anterior se obtiene que S y S comparten por lo menos seis pun­
n 

tos, esto dice que ambas c6nicas coinciden. Luego, el resulta-

do está probado. 
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CAPITULO 3 

Casos no - transversales 

Definimos N: 

pitulo 2. 

{O, 1, 2, ... } y conservamos la notaci6n del ca-

El que hayamos probado el porisrna de Poncelet sin suponer 

la transversalidad de las c6nicas S y S 1 nos lleva a preguntar­

nos cual ha sido la ganancia efectiva al remover dicha hip6te­

sis. Con el fin de evaluar esto, supondremos, en el presente 

capitulo, que Em es un punto de multiplicidad mayor o igual a 

dos en la intersección de las c6nicas propias S y S 1 • De ello 

resulta que el polinomio determinado por la c6nica S 1 (teorema 

2.3) es asociado del polinomio P(x, y) = x 2 + (by + f)x + y2 + 

fy + c (b, f, c E K). En estas condiciones los parámetros de 

los puntos en S n S 1 están dados por m y los elementos en K que 

satisfacen: 

1).- (b2 - 4)x2 + 2f(b - 2)x + f2 - 4c = o. 

La condici6n análoga para S* n S! es: 

2).- (b + 2)x 2 + 2fx + c O, 

Observemos que cuando b 2 existen s y t en K tales que 

P(x, y) = (x +y+ s) (x +y+ t); es decir, P(x, y) representa 
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dos haces de rectas, por tanto S1 es degenerada. Además el aná 

lisis de las ecuaciones 1) y 2) nos permite concluir que Em es 

de multiplicidad mayor o igual a tres si y s6lo si b 2. Te 

niendo en cuenta estos hechos y la representación que hemos da 

do al problema enunciamos el: 

TEOREMA 3.1 Existen polígonos inscritos en S y circunscritos 

a S1 si y sólo si existe una raíz de la unidad de orden mayor 

que dos que anule el polinomio x2 + bx + 1 • 

Demostración. Sea {x } (n E N) una sucesi6n tal que para cada 
n 

n E N, ~o y "n son parámetros que corresponden a extremos de al 

guna n - cadena. Entonces "n + "n + 2 = - (bxn + 1 + f), de don­

de "n+ 3 - (1 - b)xn+ 2 + (1 - b)xn+l - :tn =O. Es decir, la 

sucesión {x } es recurrente de grado tres con ecuación caracte-
n 

ristica x3 - (1 ~ b)x 2 + (1 - b)x - 1 = O, que se factoriza en 

(x - 1) (x2 - bx + 1) =o. 

Observemos que la ecuación característica tiene raíces múl 

tiples sólo cuando b = 2 o b = - 2. 

Como s 1 es propia el caso b = 2 queda excluido. 

Si b = - 2 la ecuación característica tiene a 1 como raiz 

triple. En este caso las sucesione~({l},-{n}, {n2} (n EN) fo1:_ 

man una base para el espacio de sucesiones cuya ecuación carac­

terística es (x - 1)3, Por tanto existen a,~. 7 E K tales que 

x = a + Pn + 7n2 . Una sucesión de este tipo es periódica sólo 
n 

f 

cuando es constante. En otras palabras, la hipótesis de que 
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x2 + bx + 1 = O sea satisfecha por una raíz de la unidad <lis-

tinta de 1 o - 1, es necesaria. 

Si b2. * 4 las raíces de la ecuación característica son to-

das distintas, digamos 1 ' r, 1 /r; por lo tanto la sucesión {Xn} 

es generada por las sucesiones { 1 } , {rn}, {r-n}. Una sucesión 

de este tipo es periódica si y s6lo si r es raíz de la unidad. 

1 

Corolario. Si S n S 1 tiene un punto de multiplicidad mayor o 

igual a tres no existen polígonos inscritos en S con lados tan­

gentes a s 1 • 

En otras palabras, el porisma de Poncelet se cumple por v~ 

cuidad. Además es el único tipo de intersección para lo cual 

esto ocurre. 

El corolario se demuestra observ~ndo que la condición so­

bre la intersección se traduce en b e - z. 
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