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INTRODUCCION

Consideremos un par de coénicas propias Sy S; en algin pla
no proyectivo, Nos preguntaﬁos si - es posibie contruir un poligo-
no cerrado inscrito en S y c1rcunscr1to a Sl.; Procediendo inge
nuamente podriamos eleglr un punto xo en S y'unatangente a S,
que pase por &1 a fin de determlnar un punto Xq en S de tal ma-
nera que la recta Xg X; sea tangente a Sl; después localizamos
a x, en S,distinto de x; con ET—ZZ Vtangentg a S, y de esta ma
nera vamos construyendo un poligono a la vez éircunscrito a S,
e inscrito en S que pudiera en alg(in momento cerrar o bien, 1la
construccién podria continuar indefinidamente. El que un polfi
gono construido de esta manera llegase a cerrar parece depender

de dos factores, a saber:

1) La posicién relativa de;las7*ﬂﬁ'”ﬁ“
2) La eleccién del punto

Un resultado interesan "la construccibn

s8lo depende de 1la posicién de- ras palabras, si
un poligono cierra, entonces éiérranitqéo D1ch0'teorema, en
el plano proyectivo real, fué publiéa&gipb : :{ Poncelet en

su célebre "Tratado de las propiedades proyectlvas de las figu-
ras" en 1822 y se le menciona en 1la llteratura como ""el Porisma

de Poncelet". La prueba que da Poncelet a su;ppr;sma utiliza

argumentos clisicos de la geometria. Droyect ”a”y se desprende

como corolario a una proposicién que pruebo ‘en el capitulo 2.



Tiempo después, en 1835, Jacobi publica una demostracién,
también para el caso del plano proyectivo'real donde la técni-

ca de la demostraci6én echa mano del teorema cldsico de adicién

de integrales elipticas. Nlnguno de lor‘trabaJos mencionados

encuentra condiciones explic1tas que determlnen cu&ndo los poli

gonos cierran. Sin embargo Cayley dedlca un, 

er1e de articu-

los sobre este problema los cuales se publlcan en 1861

Semple y Kneebone: '"Algebraic proyectlve Geometry“ 7_x

argumento se¢ basa en un articulo-del segundo autor sobre "dorres

pondencias algebrdicas'. Si bien la prueba es 1ncomp1eta y exis
te un error técnico en ella, el argumento es esencialmente co-
rrecto y prueba el porisma en condiciones mis generales. El in
terés por el resultado S¢ renueva en 1977. En ese afioaparccen
dos articulos de Griffiths y Harris. El primer escrito da una

demostracidén del porisma en el plano proyectivo complejo adaptan

do y depurando el argumento de Jacobi con técnicas de superfi-

cies de Riemann. En dicho articulo se menciona también una ver
si6én del porisma en el espacio. E1l segundo artficulo utiliza las
mismas técnicas para obtener una demostraci6n "moderna'" de las

condiciones encontradas por Cayley. Llama la atencién en el tra

bajo de Griffiths y Harr1s 1a h1p6t051s ad1c1ona1 que exlge que

las.cbnicas se corten t: i'tarde,

esta hipétesis s6lo se:requier

superficies.

El presente trabajo estd divididbzénvtfeélpArfeS. En 1a



primera se expone el argumento de Griffiths y Harris afiadiendo
una parametrizacibén que,desde mi punto de vista, hace que el
argumento gane en claridad. En la segunda parte presento un ar
gumento que destaca la conexibfn entre todas las técnicas mencio
nadas. Finalmente, el tercer capitulo expone las condiciones

de cierre en los casos que no reportan las publicaciones cita-

das.



ADVERTENCIA Y NOTACION

P" denotari el espacio proyectivo de dlmen516n n sobre un campoy

algebraicamente cerrado de caracteristlca cero.

Pz denotari al espacio~§royééfiV6 cdmp1ejo1de'dlmens 6n

matricial en algQn sistema de coorden das

la representacién matricial como e1 51stema de coordenadas”se

mantienen fijos.

En términos genecrales se usa la misma notacibn é“lo“largo

de cada capitulo.

Los puntos de @" se representan con vectore lumna; . los
hiperplanos con vectores fila y las c6nicas

tricas,

Los campos se suponen algebraicamente cerrados de caracte-
ristica cero. Gran parte de los resultados son vilidos también
en campos mis generales. Sin embargo la hipdtesis adicicnal evi

B

ta estar sefialando excepciones.

S* denota la cénica dual a la cbnica S, o bien la adjunta

de la matriz S.

Simbolos que aparecen en e exto encerradds entre'"[]"

hacen referencia a la- blbllografia.




CAPITULO I

§1 Preliminares.

Consideremos una c6n1ca propla "S"']"E"iun‘punto en la c6-

nica y "£" una recta que no’ contlene a E o A cada punto P en ¢,

le asociamos un punto A(P) en la c6n1ca de la manera siguiente:

Si P estd en la interseccién de £ con la tangente a la cé-
nica por E, definimos A(P): = E. En caso contrario la recta
EP corta a la cénica en algGn punto distinto de E al cual llama

remos A(P). (figura)

Definimos:
A: £ — S
P — A(P)

En otras palabras, la funcién A es la inversa de la proyec

cién estereogridfica desde E Yy las coordenadas de A(P) estén da~
das por: 5 k e '
(P®sP)E

A(P) - SP)P -



Sean U,V puntos fijos distintos en £. Definimos:
B: P — &

X9
(X1) — xg U + x1V

Asi, la composicibn AeB: [P — S parametriza a la c6nica S
con los puntos de la recta proyectiva. En forma aniloga pode-
. mos parametrizar a S*. Para ello bastari asociar a cada punto
X de [P la tangente a S en el punto (A¢B)(X). Para ser mis ex-

plicitos definimos:

K: [P — S*
X — (A°B(X))®t s

.Dadas las c6nicas no singulares. S y S),.consideremos el con

junto:
I: ={(x., y)ESxS’fllxéy}

Notemos que en términos generales por cada punto x € 5 pa-
san dos tangentes a S;, digamos y; y Y4z; definimos entonces
g(x> yY1): = (x, ¢yp). De esta manera determinamos una involucibn
"g" en I (i,e. geg = II) la cual tiene a lo mis cuatro puntos

fijos. (Hay a lo m&s 4 puntos distintos en S N §;).

Andlogamente, cada tangente ¢y € Sf cortard a S en dos pun
tos x; Y xo; definimos h(x,, y) = h(xz, ¥). Por supuesto "h"
es una involucidn en I y también cumple la propiedad de tener

a lo mis cuatro puntos fijos, que corresponden a las tangentes



comunes a S y S;.

Iniciemos la construcci6én de un poligono inscrito en S y
circunscrito a §;. Para ello elegimos un punto en S y una rec-
ta en Sf que pase por el punto, es decir, partimos de un elemen
to de I y continuamos la construccién aplicando alternadamente
las funciones h y g. El poligono cierra si y s6lo si para al-

gin natural "N (g o h)"™ deja fijo al par inicial.

. . ) * . .
Consideremos 1i;: @ — S -; 4,: ® — S; paramctrizaciones

como las descritas anteriormente y construyamos la funcién:
-1 =1 *
(L4777, 427): 8xS8; — @ xpP

(x, ¥) — (£1%(x), 43° ()

Definase J: = (LII, LZIJ(I). Aseguramos que J es un conjun

to algebraico. En efecto, sean E€ S; U,V e £; E; € §;; U;,V; € £

P=xqU+x;V,P; = yoU; + y,V, los elementos que determinan
a las parametrizaciones 4, e 4£;. Entonces, de acuerdo con los
cdlculos anteriores, un punto «:g),(gg)) € P x P estd en J si

y sblo si:

¢

(2(EY sy P1)P, - (PY 5, P1)ELD® 5,(2(E" SP)P - (P® SP)E) = 0

Observemos que al desarrollar esta .expresifn obtenemos un
polinomio de grado cuatro en xgy, X1, Yg, Y1; homogéneo de grado

Z en xg, X3 que es también homogéneo de grado 2 en Yo, Y-



§ 2. La demostracidbn de Griffiths y Harris en el plano proyec-
' tivo complejo.

Ahora vamos a suponer que las cbnicas S y 81 se intersectan

transversalmente y que el campo subyacente es el de los comple

jos. En estas c1rcunstanc1as J resulta una superf1c1e de Riemann.

En efecto, ya que J esté dado po un pol nomlq,~sﬁlo resta veri

1 mencionado en la seccién
anterior, es decir F(xo, xl;f “Hbﬁbgéneo de grado 2 en
Xp, X3, homogéneo de grado: 2 en yo, Y1 Yy por lo tanto homogéneo

de grado 4 en x4, %, Yy, yl-

Si definimos f(xo' xl)(yo' Yi1): = F(xg, x), Yo, Y)) para ca

da xg, x; fijos, entonces f( x1) € €lyg, ¥1] y podemos es-

X0
cribir £, -, y(Wo» Y1) = 9o Y5 + 201 Yo y1 *+ ¢2 y} con ¢, ¢y

¢, € €. En consecuencia,

+ 2(dy 4o + ¢2 yl)w1 * f(xu'

que es un desarrollo de T&lef'ﬁiﬂitq

Supongamos ahora que (ag, a;)’éatisface el polinomio f(xo
s Pz, el ey 2

x,) Y due en este punto se anulan ambas parciales, entonces
£xg, %) (@05 @1) + (Wo, w1)) = 0+ 2(0Jwy + 2(0)wy + £xy, xy) Wor w1) =

f(xo xl)(wo, w)); gracias a esto podemos enunciar el:
2



LEMA 1 Si (xg, x1, ap, a1) ¥y (xg, %3, by, b;) son tales que:

1 (20 # (59 en 2,

DEMOSTRACION.

En virtud de la propiedad (1) existen complejos a y f ta-
les que (wg, wy) = afag, ay) + B(by, b;). S1 a = 0, el lema se

cumple; si no, aplicamos las observaciones anteriores y tenemos:

F(xo, x1, Wy, wy) = £ x,) (alao, ay) + B(bo, b1)) =

(X-Or

o?f 0, x,)((@0r 21) # %-(bo, b1)) = a2f,

o Xl)(% (bg, b1)) =

B2E (xy, x,)(B0s b1) =0

Regresemos al estudio de J. Lo que probamos anteriormente
quiere decir que 1la diferencial del polinomio que determina a
J no se anula sobre dicho conjunto. Para ver esto, supongamos
que existen puntos (xg, x3i, @y, ap), (%o, X1, by, b;) en J
que cumplen las hip6tesis del lema L. Esto querria decir que
existe un punto en la c6nica S por el cual pasan todas las tan-
gentes a S; (contradiccién). Asi que para los puntos en S por

los cuales pasa un par de tangentes distintas a S§;, sus puntos



asociados en J no anulan las parciales gg; , gg; . Sin embar-

go, no todos los puntos de J son de este tipo ya que existen
exactamente cuatro puntos distintos en S N S; (recuérdese 1la
transversalidad) que por supuesto sblo admiten una tangente.
Recordemos que Estos no son puntos de contacto doble; por lo
tanto, cada tangente a S; que contiene a alguno de ellos corta
a S en algln otro punto. Luego, aplicando el argumento dual,

tenemos que las excepciones quedan cubiertas.

En resumen, hemos logrado demostrar que efectivamente J

es una superficie de Riemann que ademfis es compacta.
Recordemos un par de teoremas:

TEOREMA 1.1 [S; ]. En una superficie de Riemann compacta, el

ntmero de puntos de ramificacién es par; ademfs:

genero = %- {(nfmero de puntos de ramificacibn) - (nfimero de hojas) + 1.

TEOREMA 1.2 [{S; ] [M;]. Sea "V'" una superficie de Riemann com-

pacta de género uno. Existe una diferencial "' holomorfa de

periodos independientes tal que la funcién:

ks V—+ C/A
x ,
X —-—r J w (mod A)
X.Q' ’ : ]
donde A-es la latiz de periodos de wy xg es un punto fijo en

V, es un isomorfismo analitico de superficies de Riemann.



Sea m; la primera proyeccién canbnica de ch u’c sobre Pc
Entonces wIIJ es suprayectiva, analitica y, en términos genera-
les, envia dos puntos a la misma imagen, salvo lqs cuatro puntos
que corresponden a la interseccibn de las cbnicas. Asi que, de
acuerdo al teorema 1.1, tenemos que el género de J es 1. En
otras palabras, J es un "Toro'". Ademis, las involuciones hy g
definidas en la seccifn anterior resultan analiticas (las pode-

mos ver como intercambio de hojas).

Ahora concentremos nuestra atencibén en el teorema 1.2. Fi
jemos un punto x, en J, sea x un punto cualquiera en J y «a, B

un par de trayectorias de xp, a x (figura).

Observemos que:

La filtima es una integral sobre una curva cerrada basada
en xg. Como el grupo fundamental del téro es Z xZ (IG1 D, po

demos considerar un par de curvas 7;, Y, cuyas clases de homoto



pia generan cl grupo; ademis, la integral respeta las clases de homotopia,
por tanto:

w = [7%] =

Qo 5_1(n71)°(m’72) nYj

en donde n, m son enteros taleszq la clase de a oB~! es 1a

nisma que la de (ny1) ¢ (mv2). Los complejos l w y l w son pre
1 2

cisamente lo que llamamos los periodos de w y que designaremos
en lo sucesivo por X; ¥y A,. Definimos la latiz de periodos de
w como el conjunto de todos los elemetos de € que se escriben
como nA; + mA, con n, m enteros. A dicho conjunto le llamare

mos A.

Es claro que A es un subgrupo aditivo de € y ya que las in
tegrales sobre cualesquiera dos trayectorias de x; a x difieren

por un elemento de A, tiene sentido, pues, definir:

u: J— C/A

X
X —+ I w mod A .

X0

Lo que asegura el teorema 1.2 es que;existgtp, Eon la pro-
piedad de que # es isomorfismo analitico7y‘Qh¢?X1VY[X2 son R -

linealmente independientes.

Asi que existe un isomorfismo de supeficies de Riemann

#;J — E/A, Definimos g;: = ug g~y hjt =uh #~! entonces

los siguientes diagramas de isomorfismos analiticos conmutan.



. h
J — J J — J
¢ # u
b L,
€C/A— C/A E/A — T/A

Sabemos que € es el cubtieﬁi‘:dﬁ’ié §A1'de C/A_yque esto

se realiza por medio de la proyécc;ﬁn canbénica:-"p' al cociente.

€=
_ /"f lP

- h,
C —+ C/A » C/A

Como € es simplemente conexo, los morfismos inducidos en
los grupos fundamentales por h;°p y p son los morfismos cero.
Por lo tanto se verifica (hjop), (m,(€)) C p,(m, (@)}, es decir,
hyop satisface el criterio de levantamiento [G1]; 1luego, exis-
te h, que hace conmutar el diagrama. De hecho, la existencia de
h, estd implicita al decir que h; es analitica, pero resulta con
veniente destacar quc sc obtiene por el proceso anterior. De

la misma manera, existe g, tal que:

g2

¢t — ¢

pl lp conmuta
e/h 22 g/a

Dembstremos que h; ¥y g2 son funciones lineales (del tipo

az + b con a y b constantes). Trabajemos con hp. Para cada
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X € A existe y € A tal que, para toda zy € €, h,(zp + x) =

h,(zp)+ y. Como las cartas de €/A estdn inducidas por p, h,

. . ; ; dho =
es analitica y, en virtud de la igualdad anterior, Iz |zg*+x "
%%2IZO . En otras palabras el valor de la derivada de h, no

se altera al trasladar por un elemento de A. Entonces la ima-
gen de € bajo la derivada serd la misma que la del paralelogramo
de vértices 0, Ay,, X5, X; + A,; dicha imagen es acotada. Luego,
la derivada es constante, lo cual nos dice que existen comple-

jos a,b (a # 0) tales que hé(z)_= az +:b,

Recordemos que hje hy por lo tanto h,; o h, debe

1\’:/1\’
ser una transformacién cubriente. Observemos que h, o hy(0) =

ab + b, de donde ab + b € A; asi que hi(z) -z = (a2 - 1)z +ab

+ b€ A. Esto nos dice que, para toda z € €, (a2 - 1)z € A;
de donde, a2 - 1 = 0. Es decir h,(z) = - z + b o bien h,(2) =
z + b.

Si hy(z) = z + b entonces, para que h; tenga puntos fijos,

(los tiene, recordemos las tangentes comunes) debe existir al-
guna z tal que (z + b) - z = b € A; pero de ocurrir esto todos
los puntos serian fijos, situacién que no corresponde al proble

ma que estudiamos.

En conclusi6én, podemos afirmar que existen complejos byec

tales que ho(z) = - z + b y g,(z) = - z + ¢. Nosotros que-
riamos estudiar el comportamiento dé (g o h)". Fijémonos en
(g2 o hzjn (z) = z + n(b - ¢). Para que el poligono cierre de-

bemos tener que n(b - ¢) esté en A, pero esto no depende del
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punto inicial. Es decir, hemos probado el:

TEOREMA 1.3 Si S y §; son cénicas propias, en el plano proyec
tivo complejo, que se intersectan transversalmente y existe un
poligono a la vez inscrito en S y excrito a S, entonces, desde
cualquier punto de S es posible trazar uno de tales poligonos

y todos tienen el mismo nGmero de lados.
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CAPITULO 2

"Una demostracién proyectiva en campos. algebraicamente ce-
rrados de caracteristica cero" '
§ 1. Las cbnicas como campo.

Consideremos una cbnica propia 5, £ una.recta y E un punto

en S que no esti en £.

Sean A, B € S - £; 1la recta ABE intersectari a £ en un pun-

to P. Definimos A * B como la interseccién residual de EP con S.

S
e

Vs

También definimos A - B:

yBESNL

1

B+A: = B en el caso en que A€ES-£

Definimos c 2 (5-2) x(58-48)

(A, B ——+A"*B
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Se afirma que (S - £, *) es grupo abeliano. En efecto, 1la
operacién "+'" es cerrada ya que si A*B € S N £ entonces P(A: B)=4
y £ contendria a E (contradicci6n). Claramente la operacifn es
conmutativa, E es el idéntico y A™! se obtiene como 1la intersec
cién residual de la cbnica S coh,iglrecta determinada por A y

el punto de interseccibén de lé'taﬁgente por A y 2.

Resta sélo demostrar la asociatividad. Sean A, B, Cen
(S - 2); consideremos el hexdgono A, B, C, A * B, E, B * C. Los
puntos ((A * B) E N AB), ((B ¢ CY E N BC) determinan la recta
de Pascal del hexfgono y por la construccifén de la operacién tam

bién pertenecen a £. Por lo tanto £ es la recta de Pascal del

hexdgono, de 1o cual se sigue que ((B » C) AN (A« BYC) estid
en £, 1o que implica (A » B) - C= A « (B +« C).

AB
Lo que hemos hecho es, en esencia, presentar el teorema de

Pascal como la ley asociativa en un grupo. Esto tiene aplicacio

nes interesantes una de las cuales es el porisma de Poncelet.

Realizaremos ahora una construccién un poco mis elaborada.
De nuevo consideramos una cdnica propia S y Eg, E;, Ea tres pun

tos distintos en ella; llamemos '"m'" a la recta determinada por
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E; ¥ Ex, "a" a la tangente por E, y '"M" al polo de m.

Denotemos con ''+" a la operacidén definida en S mediante el

punto E; y la recta a; y con "-'" a la operacifn definida median

te el punto E; y la recta m.

TEOREMA 2.1 (S5 - {Exl}, +, -) es campo.

S61oc queda por probar la distributividad. -Dividiremos 1la

la demostracidn en dos partes:

1) (- E)-A=-A

- En efecto, observemos que si el punto A € § es diferente
de E. entonces A,- A y M son colineales. My ((E;(- A)) N (A
"{="E;))) son puntos diagonales del cuadringulo E,, - E;, - A, A.

Esto significa que ((E,(- A)) N (A(- E;))) esti en m o, equiva-

lentemente, (- E;) * A = - A,

Observacibn E1 incisc uno implica A * (- C) = - (A - C)

2) A+ (B+C)= A*B+ A" C. No perdemos generalidad
si consideramos que ninguno de los puntos A, B, C € (5 - {Ezx})

es Eo-



Es claro que sumar un elemento
bien multiplicar por un elemento dis
una homografia en la cénica (i,e., u

va razones cruzadas).

Consideremos los puntos Eg, - C,:

C obtenemos C, Ep, Ew, (B + C) Te$Pé

por A obtenemos A * C, Eg, E

homografia descrita por :

E
C

Ahora multipliquemos Eg, - C,

(A-C), E., A * B.
(A-B+A-C).

Sumando A *

En otras palabras,

Comparando ambas se tiene A -

(

La simplicidad de la construcci
la cbnica (s6lo usamos regla) nos pe
con construcciones. Por ejemplo el
ya hemos trabajgdo, es tal que la pa

mio si y solo si M € AB.

15

constante diferente de Ew O
tinto de E; o E. establece

na transformaci6én que preser

Ex; B. Al sumar el punto
cfivaﬁe te y al multiplicar

.es decir existe una

A0

wy B por A, resultando Eg,
tenemos A * C, Ep, Ee,

tenemos una homografia:

(A-B +A-C).

B+ C)=A-B+A-C.

fn de estas operaciones en
rmite relacionar polinomios
polinomio x + y, con el cual

reja (A, B) anula el polino-
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A estas alturas habremos notado ya que los puntos Eg, E,,
E- funcionan precisamente como los elementos 0, 1, = de un cam-
po extendido. Asi que no hay impedimento para extender los va-
lores de nuestros polinomios, de la manera usual, para poderlos
valuar en E,. De hecho contaremos con ello a lo largo de este

capitulo sin mencionarlo explicitamente.

Consideremos un sistema de coordenadas proyectivas tal que:

0 0 1
Eg = 0 M= 1 Ew = O
1 0 0

En este sistema, nuestra cbnica estd dada por la ecuacién

y2 = xz que escribimos como (y/z)2 = x/z. Si definimos el pari

metro 8: = y/z entonces los puntos de la cbnica quedan descritos
g2
por @

1

Un simple cilculo muestra que:

(1 - (x + y) =xy) es la recta que une los puntos que correspon-
den a los valores x ¥y y del parfmetro, m = (0 1 0), a = (0 0 1)
y los valores 0, 1, = corresponden a E;, Ey, Ew.

92
Denotemos 0 como Ee.

La c¢Onica S pertenece a algGn plano proyectivo sobre un cam

po K; con esto en mente enunciamos el:
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TEOREMA 2.2 El campo del teorema 2.1 y K son isomorfos. (Se

menciona de manera indirecta en [S2] pag. 257).

Demostracidén. La biyeccibn se establece medlante el pardmetro.

Revisemos el comportamiento de las operac1ones.‘

Las rectas Ex E, E; E

y x 1 efecto:

Asi que Ex . Ey = Exy'

Anfilogamente las rectas Ex Ey’

E0E

X +y

Por tanto Ex + Ey = Ex-*y y el teorema esti probado.

y a concurren.

La parametrizacifn que hemos estudiado se llama ''parametri
zacibén canbnica" de §, Esta induce una geometria subordinada
en S donde las coordenadas permisibles estin dadas por transfor
maciones de Moebius en el parfimetro canbnico. De ello resulta
que lo due discutamos en cuanto a uno u otro parimetro en térmi

nos de polinomios es esencialmente lo mismo.

TEOREMA 2.3 Sea P(x, y) un polinomio simétrico (i.e. P(x, y)
"P(y, x)) de grado dos en x que toma valores-en un parimetro per

’
misible de S. Entonces:

a) Existe una cénica S; tal que P(x, y) = 0 si y sélo

si Ex Ey es tangente a S;. : -
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b) Existe una cé6nica T tal que P(x, y) = 0 si y s6lo si

Ex y Ey son conjugados respecto de T
Reciprocamente:

(x, ¥
de grado dos en x tal que P(x, y) =0 ‘si[ygéblp siii

a) Para cada cdnica S; existe un polinomio simétricp‘

E Ey es tangente & 8, .

B) Para cada c6nica T existe un polinomio'Sﬁmétrlgo,P(x, y)
de grado dos en x tal que P(x, y) = 0 Sibkfééi& si E, ¥y
Ey son conjugados respecto de T. ' '

Demostracidon. La demostracifn sigue el argumento que aparece en

[SK] . No perdemos generalidad si suponemos que trabajamos con

la parametrizaci6bn canébnica.

La condicibén para que la recta Ex Ey satisfaga una cénica

A H G
dual general Sf = H B F es:
G F C
i) (1 - (x+ y) =xy) A H G 1 :
H B F ~ (x + y) =0
G F C Xy

La condici6n para que E, Y E, sean conjugados respecto

e
. h
.de una cénica general T = b es:
£

R T A«
0 Hh 0
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.. t n
ii) Ex T Ey = 0

Recordemos que un polinomio simétrico se escribe en tér
minos de las funciones elementales; asi que la forma

general de un polinomio P(x, y) de grado dos en x es:

iii) P(x, ¥) = ai1(x + ¥y)% + ap(xy)2 + az(x + y)xy + a,(x + y)

+ ag XYy + ag.

Desarrollando las conc 'y ii) se obtiene:

i) B(x *+ 4)2 + C(xy)? - 2F(x + ¢y - 2H(x + y) + 26 xy
+ A=a0 7 :

ii) 8Cx + y)2 + a(xy)? + h(x + yY)xy + £(x + y) + (b - 2g)xy

+ €=

De 1o cual se hace evidente el resultado.

Definicidén. Sean Ay, A € S. Decimos que Ag, A son los extreg
mos de una n - cadena si existen A;, Aj;,..., An_1 € S tales que
para toda i €{0,1,,..,n - 1}, la recta A; A;,, es tangente a S,

y Ai-1 = Ai+1 si y s6lo si Ai €S NS;.

A partir de este punto supondremos que S, es propia.

TEOREMA 2.4 [P1] Dado n € N existe una cbnica fija "S " tal que
una recta une extremos de n - cadenas si y s6lo si es tangente a

Sn. Adenis Sn pertenece a la familia determinada por S y S;.
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Demostracibn
La prueba procede por induccifn
Para n = 1 el resultado es evidente y para n =.2'es corola

rio del teorema 2.3.

Supongamos el resultado para n < k. Por tanto existen po-

linomios P;, Pjy,..., Pk asociados a las cbmicas S;, S;,..., S

k
que verifican las condiciones del teorema 2.3.

Definimos Pg(x, y): = (x - y)2.

Observemos que si Pk_l(x, y) es el cuadrado de un polinomio
en K[ x, y], entonces cuaquier par de (k - 1)} - cadenas con un
extremo comfin comparten también el otro extremo. En otras pala
bras cualesquiera extremos de una (k + 1) - cadena lo son de una

(k - 3) - cadena. Luego, S =8

k+1 k-3°

-Consideremos a P (x, w)y P, (w, y) como polinomios en Kl x, yl [w]
y llamemos Rk a su resultante. Es claro que.Rk es un polinomio
simétrico de grado cuatro en x y grado 4 en y, que se anula en
parejas de pardmetros que corresponden a extremos de (k - 1)
- cadenas y de (k + 1) - cadenas. Por tanto Rk(x, ) se anula
en todas las pafejas donde se anula Pk_l(x, Y); luego cualquier
factor irreducible que divida a Pk_l(x, y) divide también a

R (x, ¥).

Pk_1 se descompone a lo mis-.en dos irreducibles, ya que-si

esto no ocurriera, existirfa un punto en S tal que cualquier rec

ta por €l seria tangente a Sk;i‘y por tanto a S;, lo que'difia
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que S, es singular,

Podemos suponer, sin pé€rdida de generalidad, que si Pk .
se factoriza en un par de irreducibles, &stos son distintos.
De todo lo anterior se concluye que Pk_1 divide a Rk. Defini-

mos Pk+1: = Rk / P Es fdcil verificar que P tiene las

k-1" k+1

propiedades requeridas. S6lo resta probar que la cbnica Sk+l

determinada por P pertenece a la familia determinada por

k+1
S y S;. Para ello simplemente observamos que los puntos en

S N 8;, contados propiamente, aparecen en S N Sk'

Ahora obtendremos el porisma de Poncelet como corolario al

teorema 2.4.

Corolario. Sean S, S; cénicas propias. Si existe un poligono a
la vez inscrito en S y circunscrito a S; entonces, cualquier

punto de S es vértice de uno de tales poligonos.

Demostracifn. Sea n el nGmero de vértices del poligono. Sea A
un vértice de dicho poligono. Como A coincide con ambos extre
mos de una n-cadena, la tangente a S por A es también tangente
a Sn. Ademds dicha recta es la Gnica tangente a Sn que pasa por
A, por tanto A € S8 N Sn; es decir, A es un punto doble. De lo
anterior se obtiene que S y Sn comparten por lo menos seis pun-
tos, esto dice que ambas c6nicas coinciden. Luego, el resulta-

"do esti probado.
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CAPITULO 3

Casos no - transversales

Definimos N: = {0, 1, 2,...} y conservamos la notacif6n del ca-

pitulo 2.

El que hayamos probado el porisma de Poncelet sin suponer
la transversalidad de las c6nicas S y S; nos lleva a preguntar-
nos cual ha sido la ganancia efectiva al remover dicha hipbte-
sis. Con el fin de evaluar esto, supondremos, en el presente
capitulo, que E, es un punto de multiplicidad mayor o igual a
dos en la inferseccién de las cbnicas propias S y S,. De ello
resulta que el polinomio determinado por la cbénica S; (teorema
2.3) es asociado del polinomio P(x, y) = x2 + (by + £)x + y2 +
fy + ¢ (b, £, ¢ € K). En estas condiciones los pardmetros de

los puntos en S N S; estdn dados por = y los elementos en K que

satisfacen:
1).- (b2 - 4)x2 + 2f(b - 2)x + £2 - 4c = 0,
La condicién andloga para S* N S} -es:

2).- (b + 2)x2 + 2fx + ¢ = 0,

Observemos que cuando b 2 existen s y t en K tales que

P(x, y) = (x + y +s) (x + y + t); es decir, P(x, y) representa
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dos haces de rectas, por tanto S; es degenerada., Ademds el ani
lisis de las ecuaciones 1) y 2) nos permite concluir que E, es
de multiplicidad mayor o igual a tres si y s8lo si b = - 2. Te
niendo en cuenta estos hechos y la representacién que hemos da

do al problema enunciamos el:

TEOREMA 3.7 Existen poligonos inscritos en S y circunscritos
a S; si y s6lo si existe una raiz de la unidad de orden mayor

que dos que anule el polinomio x2 + bx + 1.

Demostraci6n. Sea (xn} (n € N) una sucesién tal que para cada
n €N, xg ¥y x  son parimetros que corresponden a extremos de al

guna n - cadena. Entonces X, o+ x - (bxn + £), de don-

de X433 " (1 - b)x

n+2 + 1

~ b)x - x_ = 0. Es decir, 1la

o+
n+2 (1 n+1 n

sucesibn {xn} es recurrente de grado tres con ecuacibén caracte-
ristica x3 - (1 - b)x2 + (1 - b)x - 1 = 0, que se factoriza en

(x - 1) (x2 - bx + 1) = 0.

Observemos que la ecuacién caracteristica tiene raices mGl

tiples s6lo cuando b = 2 o b = - 2,
Como S; es propia el caso b = 2 queda excluido.

Si b = - 2 la ecuacién caracteristica tiene a 1 como raiz
triple. En este caso las sucesibné§;{1};“{n},‘{nZ} (n € N) for
man una base para el espacio de'$ucésiones cuya ecuacidn carac-
teristica es (x - 1)3. Por tanto existen «, 8, v € K tales que
X, =a* Bn + yn2, Una sucesibn de es£e tipo es perifdica s6lo

cuando es constante. En otras palabras, la hipGtesis de que
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x2 + bx + 1 = 0 sea satisfecha por una raiz de la unidad dis-

tinta de 1 o - 1, es necesaria.

Si b2 # 4 las raices de la ecuacibn caracteristica son to-
das distintas, digamos 1, r, 1/r; por lo tanto la sucesidén [xn}
es generada por las sucesiones {1}, {r"}, {r "}. Una sucesibn
de este tipo es periddica si y s6lo si T es rafiz de la unidad.

Corolario. Si 8 N S; tiene un punto de multiplicidad mayor o
igual a tres no existen poligonos inscritos en S con lados tan-

gentes a §,.

En otras palabras, el porisma de Poncelet se cumple por va

cuidad, Ademds es el finico tipo de interseccién para lo cual

esto ocurre.

El corolario se demuestra observando que la condicién so-

bre la interseccidén se traduce en b = - 2.
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