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INTRODUCCION G ENERAL




INTRODUCCION.

El presente trabajo hace un andlisis de tres grandes pensadores:
Platén, Immanuel Kant y David Hilbert; con el fin de extraer de cada
uno de ellos, sus concepciones filosdficas de la matemdtica, y me-
diante una comparacion entre ellos, poder aclarar algunos aspectos
de la filosofia matemadtica de Hilbert, apreciando la influencia que

en ella, pudieron haber tenido, Platén y Kant,

Debemos tener claro, el tipo de filosofia matemdrica que preten-~ . .:

demos, ya que, podemos ennumerar, al menos, otras dos fendencias
filosoficas en las matematicas, que de ninguna manera cumplen con
nuestro objetivo.

Una primera tendencia podria ser aquélla, en la que las mate-
madticas aparecen ‘como ente juzgado por la filosoffa: tradicional-
mente, la filosofia se ha construido en un dmbito ajeno al de la prdc-""
tica, en particular, al de la prdctica mutex11§ticu. Esta construc- B
cion suigéneris de la filosofia, le ha permitido erigirse como juez
de todas esas prdcticas. V

En la relacion contradictoria entre lo I6gico y lo histérico, el
hombre ha querido pacificar esta polaridad, haciendo valer uno de -

los términos por encima del otro: en la Miseria de la Filosofia de N

Marx, por ejemplo, la Iégica queda sometida a la historia, Al con--.

trario de Engels, quien en su Dialéctica de la Naturaleza, somete

el materialismo histérico, al materialismo dialéctico.
En otras ocasiones, se intenta encontrar un tercero, al cual se

someten, tanto historia como légica, con el propdsito de garantizar
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que los azares histdricos no nos alejardan demasiado de lo real, y
que podemos reencontrar nuestra morada en cl logos,
A este mecanismo se deben afirmaciones tales como ""Hilbert
es materialista' o peor aun, "Hilbert no es dialécrico".
Esta tendencia ha causado graves y determinantes problemas,
a lo largo de la historia, un ejer;wplo lo tenemos en Pitigoras y su
‘descubrimiento de los inconmensurables, sus ideas filosdficas (no
existen los inconmesurables), frenaron totalmente su estudio mate-
matico,
Una sceunda tendencia, es aquélla que extrae, desde la matemd-
tica, una posicidn filosdfica que se confronta con la filosofia en general.
Esta filosofia ha cedido buena parte de su neutralidad juzgante
a un intervencionismo filosdfico: se despoja a lo matematico de lo
que es de suyo matemdtico para obtener posiciones filosdficas que
le permitan hacer frente, como filosofia de las matemadticas, a otras
filosofias, es decir, que permita la intervencion de lo matemdtico
‘ en cualquicr otra prdctica (como sucede en el positivismo); o bien
que sea posible descalificarla desde otra posicion filosofica, es decir,
que se permita la intervencion de otras prdcricas ¢n la matemitica
(Casanova).
Ante estas tendencias, se pretende efectuar una nueva practica
de la filosofia que haga surgir una filosofia matemadtica, de la mate—’
madtica viva, y que sin despojar a las matemdticas de lo matemadtico,

constituya la filosofia que las matemdticas merecen.

Parafraseando a Cavaillés, "es imposible no detener ¢l desa-
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rrollo de las matemdticas, siuno sc preocupa cuidadosamente de
sus métodos, técnicas y relacidn con lo real'.

Para el efecro, este trabajo estd organizado de la siguiente for-
ma: son tres capitulos dedicados al estudio de Platén, Kant y Hilbert
respeccivan{cnte; cada capitulo se compone a su vez de tres partes:
en los casos de'Platon y Kant, la primera, la constituyen una breve
'biograffa del autor y una ennumeraciéon de sus principales obras.

La segunda parte, comprende una exposicion de sus doctrinas: en
el caso de Platén, su "Teoria de las Ideas” y en ¢l caso de Kant,

se contemplan los aspectos mas relevantes de la Critica de la Ra-

z6n pura. La tercera parte, en cada caso, comprende una des-
cripcidon de la matemadtica, su valor y utilizacidon para los autores.
El tercer capitulo estd dedicado a Hilbert, también estd dividi-
do en tres partes: en la primera parte, se presenta una biografia
como en los capitulos anteriores. En la segunda, "Antecedentes”,
se expone un panorama de la matemdtica de la época, que permiti-
ra comprender cl programa que Hilbert propone para fundamentar-
la; aqui' tomamos tres puntos fundamentales: el desarrollo del mé-
todo axiomdtico, el examen critico efectuado en el siglo NIX con
respecto a la fundamentacion del andlisis y la aparicion de las para- -
dojas en teoria de conjuntos. Se enfatiza también, la importancia
del inffnito en el desarrollo de las matematicas, apuntando asi al
problema que condujo a Hilbert a proponer una nueva fundamenta-
cidn de la matematica., En la tercera parte presentamos las tesis

filosoficas fundamentales, que constituyen su programa.
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Una vez descritos los tres autores, se presentan las conclu-
siones, estableciendo las ideas filosoficas extraidas de cada autor,
y después se comparan entre si,

Por dltimo, se agrega un apéndice, que contiene una traduccidn

de la importante obra de Hilbert: Sobre el Infinito. En este docu-

mento, Hilbert expresa su posicion frente a la crisis de los funda-

mentos.

Quiero agradecer en forma muy especial al Dr. Santiago Rami-
rez Castafieda y al Mat. Carlos Torres Alcaraz, la ayuda invaluable
y el apoyo magnifico, que me brindaron en la elaboracién de esta

tesis.

Ma. Soledad Angélica Galve Salgado.




CAPILTULO I.

P L A T O N




INTRODUCCION,

- Biografia de Platon,

Platdn, uno de los mds grandes filGsofos de la antigua
Grecia, nacidé en Atenas o quizd en Engina, en el afio 428-427 a.c.,
en el seno de una distinguida familia ateniense.

La educacion y crianza de Platén se verificé en un ambiente
aristocrdtico, si se tiene en cuenta su ascendencia. Segun las noti-
cias que transmite Diogenes Laercio, Platén se dedidé al estudio de
la pintura y escribié poemas, primeramente ditirdmbicos y después
liricos, asi como tragedias. El grado de certeza de estas afirmaciones
no se puede precisar, pero debemos considerar que Platén vivid en
la época de mayor auge de la cultura ateniense, y debid recibir una
educacion muy refinada.

Aristoteles comenta en su Mctafisica, la relacién que existid
entre Platén y Cratilo, el fildsofo heraclitiano; esta relacidn fue en
la juventud de Platén, y de ella aprendié que el mundo de la percep-
cion sensible es un mundo en movimiento, y por ende, no hay obje~ ’
to alguno susceptible de conocimiento verdadero. Sin embargo, con
Sécrates aprendio que el conocimiento verdadero sélo es asequible
en el plano de lo conceptual; segin Didgenes Laercio, Platon fu Qis-
cipulo de Sécrates cuando tenia 20 aiios de edad. Inicialmente, no
fue su discipulo en el sentido de dedicarse de lleno, y declarada-
~mente, a la filosofia; él mismo dice que en un principio traté de

abrazar la carrera poligica, como era natural, tratandose de un
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joven de su alcurnia.  Los parientes que tenia entre los oligarcas
que gobernaban en 404-403 a.c., lo presionaban para que se introdujera
en la vida politica, bajo su proteccién, pero cuando la oligarquia em-
pezd a practicar una politica de violencias y tratd de involucrar a S6-
crates en sus crimenes, Platén se disgustd con sus parientes. Mids
los demdcratas no eran mejores, ellos condenaron a muexte a So6-
crates, por lo que Platén abandond el propésito de dedicarse a la
politica.

Platon estuvo en Italia y Sicilia, cuando tenia 40 afios, quizd con
el fin de visitar a alguno miembros de la escuela pitagdrica y conver-
sar con ellos.

De regreso en Atenas, hacia el aiio 388-387 a.c., Platén fundé
la Academia en el Jardin de Academo. A la Academia se le puede
llamar con razdn, la primera universidad europea, pués los estudios
que en ella se efectuaban no se limitaban propiamente a los filosdficos,
sino que abarcaban gran cantidad de ciencias como las matemadticas,
la astronomia y las ciencias fisicas; los miembros de la escuela se
reunian en el culto comin a las musas. A la Academia venian no sélo
jévenes de Atenas, sino también de otras ciudades; tal es el caso del
célebre matematico Eudoxio, quien se pasé con toda su escuela, ala
Academia, trasladandose desde Cizico. Este hecho puede considerar-
se como en homenaje al espiritu cientifico que reinaba en la Academia,
asi como una prueba de que no fue simplemente una sociedad "filoséfica

y misteriosa'.
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Ademas de dirigir los estudios de la Academia, Platén daba lec-
ciones y sus oyentes tomaban notas. Es importante advertir que esas
lecciones no se publicaban, contrariamente a lo que sucedié con los
Didlogos, que eran obras escritas con miras al gran piblico, En la
Carta 7a., Platén repudia las exposiciones que algunos habian publi-
cado de las conferencias en cuestién, y en la misma carta dice: "Asfi
bués, no hay ni podra jamds haber ningtn trabajo mio, al menos sobre
estas cosas, porque este tema no es comunicable mediante palabras
como lo son las demas ciencias. En él, sélo se entra después de fre-
cuentarlo mucho y de gastar toda una vida en meditarlo: sélo enton-
ces se enciende una luz en el alma, cual llama viva que en adelante,
se alimenta a sT misma"'.

Esta fue quizd la razdn por la que la teoria de las ideas, enla
forma precisa como se enseiiaba en la Academia, no fue comunica-
da por escrito al piblico.

Platon murid en el aio 348-347 a.c.

- Obras de Platdn,
En general puede decirse que poseemos todas las obras de
Platén. Algunos autores observan que no se halla en n@nguno de los
escritores antiguos posteriores, referencia a alguna obra de Platdn
que no poseamos ya. Cabe pués suponer que han llegado hasfa nosotros,
todos los didlogos de Platén que se publicaron. Lo que no poseemos
es, como decfamos antes, un repertorio de las lecciones que dié en
la Academia (aunque tenemos las referencias mas o menos oscuras,

que a ellas hace Aristdteles).
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Evidentemente, tratdndose de cualquier pensador es importan=-
te ver como se desarrolld su pensamiento, cémo fue cambiando -si
es que cambié~ y en qué consistieron sus modificaciones a lo largo
del tiempo, qué ideas nuevas se produjeron en su mente; es por esto
que consideramos de suma importancia, determinar la cronologia de
las obras de Platdn.

Para el efecto, se tienen diferentes métodos, los especialistas difie~ -
ren en su estimacion de los resultados que se.obtienen mediante el uso
de cada uno de ellos. Los esquemas cronoldgicos que aqui presenta-
remos pueden considerarse en sus lineas principales como satisfac-
torios:

I. Periodo Socratico.

En este periodo, Platdn estd influido todavia por el determinismo intelec-
tualista de Sécrates. La mayor parte de los didlogos terminan sin

llegar a ningdn resuitado definido. Tal es la caracteristica del socrd-
tico "no saber nada".

A este periddo pertenecen los siguientes didlogos: Apologia, Critén,

Eutifrén, Laques, I6n, Protdgoras, Cdrmides, Lisis, Repiiblica-Librol.

[I. Periodo de Transicion.
En este periodo, Platén inicia el camino de sus propias opiniones. A

este periodo pertenecen los didlogos: Gorgias, Mendn, Eutidemo,

Hipias I, Hipias II, Cratilo, Menexecno .

ll. Periodo de Mudurcz;

En este periodo, Platén ya estd en posesion de sus propias ideas. A

este periodo pertenecen los didlogos: Banquete, Feddn, Repiblica,

Fedro.
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IV. Obras de Vejez.

En su vejez, Platén escribié los siguientes didlogos: Tecteto, Parméni-

des, Politico, Filebo, Timeo, Critias, Leyes y Epinomis, Las Car-

tas 7a. y 8a.
En estos esquemas cronoldgicos, hemos considerado sélo 29 de
sus didlogos, ya que de los 36 que son, se le atribuyen a Platén, 7

‘de dudosa autenticidad; éstos son: Alcibiades II, Hiparco, Los Rivales,

Teages, Clitofén, Minos, Cartas. Todos estos didlogos, excepto el

Alcibiades Il son probablemente obras de contempordneos del siglo 1V,
y no falsificaciones deliberadas, sino sencillamente obras r'mis super-
ficiales, aunque de las mismas caracteristicas que los didlogos pla~
-tonicos. El Alcibiades ll, es quizd, una obra posterior. Las Cartas
6a, 7a, y 8a., son generalmente, aceptadas como auténticas, aunque
algunos autores juzgan que la aceptacién de éstas, obliga a aceptar
las restantes, excepto la la. y quizd la 2a.
Verdad es, que no resultaria nada grato tener que renunciar a

las Cartas, pués aportan valiosos informes sobre la biografia de °

Platon, que no se pueden obtener de otro documento.
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TEORIA DE LLAS IDEAS.

En ninguno de los didlogos de Platon se halla una teoria del co-
nocimiento expuesta sistemadticamente, sin embargo, en todos se ha-
ce patente la concepcidn que Platdn tenia, acerca del conocimiento.
Platén tenia la conviccion de que el conocimiento verdadero es posi-
ble, entendiendo por tal, un conocimiento objetivo y universalmente
'vélido, infalible y de lo que verdaderamente es; para Platon, el obje-
to del verdadero conocimiento debia ser estable y permanente, fijo,
susceptible de definicion clara y verdadera.

En el Teeteto, Platdn se dedica a examinar los problemas que
plantea el conocimiento; mediante un anadlisis profundo y detallado,
refuta algunas teorias falsas del conocimiento. Platén afirma que la
percepcidn no puede ser el conocimiento, pués éste, en gran parte,
consiste en verdades que implican términos que no pueden ser objetos
de percepcién. De hecho, mucho de lo que conocemos acerca de los
objetos sensibles, es gracias a la reflexidn intelectual y no inmedia~
tamente por la percepcion.

Es claroen todo esto, el convencimiento de Platén de que los ob~
jetos sensibles no son los objetos propios del conocimiento, ni pueden
serlo, puesto que no se puede decir que en realidad "son" (al menos en
cuanto percibidos), sino unicamente que "'devienen”. Los objetos sen-
soriales son en cierto modo objetos aprehensibles, pero engaiian dema-
siado a la mente como para que sean verdaderos objetos del conoci~
miento (porque recordemos que para Platén el conocimiento real y pro-
piamente dicho, tiene que ser infalible y de lo que verdaderamente es).

Platén expresa esta idea en el siguiente pdarrafo:



- 11 -

"La ciencia no reside en las sensaciones, sino en el razonamiento
sobre las sensaciones, puesto que, segin parece sélo por él razo’-
namiento se puede descubrir la ciencia y la verdad, ...., sensacién
que como decimos, no pucede descubrir la verdad porque no afecta a la
esencia’. (Repiblica, Libro VI, Platon).

Platon dice que el conocimiento de objetos sensibles no es
\./erdadero, y por lo tanto, el verdadero conocimiento ha de versar
sobre lo universal y permanente.

Asi, Platén plantea su teoria acerca del conocimiento, distinguien~
do diferentes grados o niveles del conocer; dicha teoria queda ilustra-
da en la llamada Alegoria de la Caverna que plantea en el Libro VII
de la Repiblica.

Pide Platdn que imaginemos una caverna subterrdnea que tiene una
abertura por la que penetra la luz. En csta caverna viven unos seres
humanos, con las piernas y los cucllos sujetos por cadenas desde la in-
fancia, de tal modo que ven el muro del fondo de la gruta, y nunca han
visto la luz del sol. Por encima de ellos y a sus espaldas, o sea, entre los
prisioneros, y la entrada de la caverna, hay una hoguera; y entre
ellos y el fuego, cruza un camino elevado y hay un muro bajo, que hace
de pantalla. Por el camino elevado pasan hombres llevando estatuas,
representaciones de animales y otros objetos, de manera que estas
cosas que llevan, aparecen por encima del borde de la pantalla. Los
prisioneros, de cara al fondo de la cueva, no pueden verse entre si,
ni tampoco pueden ver los objetos que son transportados a sus espal-
das; solo ven las sombras de ellos mismos y las de esos objetos, som-

bras que aparecen reflejadas en la pared a la que miran: dnicamente
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ven sombras.

Estos prisioneros segln sefiala Platén, representan a la mayoria
de la humanidad, a'la gran cantidad de gente que permanece toda su vi-
da en un esta de "Eikasia"”, viendo sélo sombras de la realidad y oyen~
do tnicamente ecos de la verdad. Su opinidn sobre el mundo es de lo
mads inadecuada, pues esta deformada por sus pasiones y prejuicios.

Sin embargo, si uno de los prisioneros logra escapar y se acostum-
bra poco a poco a la luz, después de un tiempo serd capaz de mirar
los objetos concretos y sensibles, de los que antes sélo habia visto las
sombras. Este hombre contempla a sus companeros al rcsl’)landor del
fuego y se halla asi, en un estado de '"Pistis”, habiéndose ''convertido'
desde el mundo de sombras, que era el de los prejuicios, las paslonés
y los sofismas, al mundo real; aunque todavia no haya ascendido al
mundo de las realidades inteligibles. Ve a los prisioneros tales como
son, es decir, como prisioneros encadenados por las pasiones y los
sofismas. Por otro lado, si persevera y sale de la cueva a la luz del
sol, verd el mundo claro de los objetos iluminados por el sol (que re-
presenta las realidades inteligibles), y finalmente, aunque sélo madian-
te un esfuerzo, se capacitard para ver el sol mismo, que representa
la Idea del Bien, la ldea mds alta, "la causa universal de todas las
cosas buenas y bellas... la fuente de la verdad y de la razoén'', se-
gin lo expresa el mismo Platén en la Reptiblica. Se hallard entonces,
en estado de ""Noésis'.

Esta alegoria pone en claro que la "ascenciéon” de la mente era

considerada por Platén como un progreso, aunque tal progreso no es

ni continuo, ni automadtico; requiere esfuerzo y disciplina mental. Des
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ahi su insistencia en la importancia de la educacion, que conduce a
la contemplacion de las verdades y de los valores eternos y absolutos.

Con esta alegoria podemos apreciar también cémo esquematizaba
Platén, el proceso del conocimiento: L.a mente humana a lo largo de su
camino, desde la ignorancia hasta el conocimiento, atraviesa dos cam=-
pos principales: el de la Doxa (opinidn) y el de la Episteme (conocimien=
Eo), solo en este Gltimo puede recibir propiamente el nombre de saber.
Platon diferencia ambas funciones de la mente, diciendo que la doxa ver=
sa sobre "imdgenes"” de los objetos, mientras que la episteme, en la for-
ma de Noésis, versa sobre los originales. Sin embargo, el hombre
- especificamente masculino y libre - tiene la potencialidad que le empu-
ja a salir de la "caverna” (ignorancia); el hombre llega a saber que no sa-
be, cuando alcanza conciencia de una nostalgia, de una reminiscencia
de-una existencia anterior.

A partir de esta nostalgia, remonta su cstado primitivo, para ele-
varse al siguiente peldaiio del conocimiento. El hombre pasa de la
Eikasia a la Pistis, pero sin abandonar el estado de Doxa o de la opi-
nién. La Eikasia es el grado mas bajo del conocimiento, comprende
las sombras, "imdgenes', "reflejos'’, es el estado en que se encuen-
tran aquéllos que toman por real, por original, las sombras o refle~
jos de algo que no pasa de ser una mera imagen, en comparacién con
la Idea universal. Digamos una caricatura, una sombra o reflejo de
un caballo, que a su vez es sélo una imitacién imperfecta del caballo
ideal. Si por otra parte, un hombre toma como verdadera realidad

los objetos sensibles, sin percatarse que son realizaciones imperfec~
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tas del tipo especifico, se encontrard en el grado de Pistis, y atin
cuando o se halla tan alcjado como quien piensa que las imdgenes
de estos objetos sensibles que vé, son el mundo real (Eikasia), tam=
poco ha alcanzado ¢l conocimiento verdadero propiamente dicho.

Pero cuando el alma se siente impulsada a investigar con ayu-
da de las imitaciones de los objetos ideales, que ella emplea como
"'imégenes”, partiendo de hipdtesis y avanzando no hacia una conclu-
sién; se habrd ascendido al grado de Dianoia, que es el primer grado
de la Episteme; se habrad superado el grado de Doxa (opinién). Pero
esto todavia es representacion, en el momento que abandonemos el
nivel de la representacion, habremos llegado al lugar de las Ideas
(arjai), del soberano bien, a la morada de la verdad absoluta e incon~
dicionada, a las esencias tan inmdviles como eternas y a ejercer
nuestro poder (arjé) sobre cllas. Este dltimo peldaiio en el proceso del
conocimiento es el de Noésis; el hombre tomando como punto de par-
tida las "hipdtesis’ de la Dianoia (representaciones), las rebasa y se
remonta hasta los primeros principios; aqui no se utilizan "imadgenes"
--como en la Dianoia, sino que se procede a base de las ideas mismas,
mediante el razonamiento estrictamente abstracto. Una vez compren-
didos con claridad los primeros principios, la mente asciende hasta
las conclusiones que de cllos se derivan, valiéndose ya tan sélo del
razonamiento abstracto y no de imagenes sensibles.

James Adam en su obra The Republic of Plato, resumio esta

correspondencia entre el sol y el bien, en el siguiente cuadro:
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Regidn Inteligible

chién Visible

L. Sol o Idea del Bien

2. Luz = Verdad

3. Objetos de la 5 Objetos del Conocimiento
Vista (colores) (Ideas)

4. Sujeto vidente - Sujeto cognoscente

5. Organode la Vi- = Organo del conocimiento
sion (ojo) (Mente o EspiTitu)

6. Facultad de la = Facultad de la Razon
Vision '

7. Ejerciciode la = Ejercicio de la Razén
Vision

8. Aptitud de Ver Aptitud de Conocer

Explicitamente, Platén deice que el Bien no es esencia, sino que
excede con mucho a la esencia en dignidad y en poder"”, mientras que por
. otra parte, es ''no sélo la fuente de la inteligibilidad en todos los obje~
tos, sino también la de su ser y esencia", de suerte que quien vuelve los
ojos hacia el Bien, los vuelve hacia "aquel sitio en que se halla la ple-
na perfeccién del ser”, (Rep. Libro VID,

Sean cuales fueren las conclusiones a que Platdn llegara, y los erro-
res o imperfecciones que pueda haber en su teoria de las Ideas, no debe=-
mos olvidar que lo que el quiso fue establecer la fijeza de la verdad.
Mantuvo firmemente que podémos aprehender y que aprehendemos de
hecho con pensamiento, las esencias; y que estas esencivas, no son crea~
ciones puramente subjetivas de la mente humana, sino que las descu=~
brimos. Juzgamos las cosas seglin unos modelos, ya morales, ya esté-
ticos, 0 segiin unos tipos genéricos y especificos; pero no se les encuen~
tra, en el mundo sensible como tal; por consiguiente, han de trascender
el fluyente mundo de lo particular sensible. La realidad puede ser cono-
cida y la realidad es racional; lo que no puede conocerse no es racional

y lo que no es enteramente real, no es enteramente racional (los parti-
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culares sensibles, en cuanto tales, son lo ilimitado y lo indetermina-
do: solamente se limitan y se determinan en la medida en que son in-
troducidos, valga la expresién, en lo -‘E‘(o,«ovaié'a:. Esto quiere de~-
cir, que los particulares sensibles, dado que no se introducen, ni se
pueden introdugir en log(loﬁov‘g‘c. fos , no son en modo alguno verda-

.deros objetos: no son plenamente reales); esto lo sostuvo Platén has-
ta el fin y creyd que para explicar coherentemente nuestra experiencia -

~en sentido amplio~ no habia otro camino que el de su teoria.
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MATEMATICAS.

Conociendo los principales aspectos de la filosofia de Platén, es
mas facil comprender lo que era, para €él, la Matemadtica, asi como
por qué le atribuia tanta importancia.

.

Platén asegura que el conocimiento surge de la razén, que es por
la via de la razon que el sujeto descubre la verdad -verdad objetiva,
existente al margen de todo sujeto empirico posible~. Ello requiere
de una actividad, de un quehacer. Para Platén conocer es hacer, este
hacer es la bisqueda de la verdad y la educacién del sujeto. Asimismo,
Platén afirma que si bien la verdad sdlo puede ser descubierta por la
razon, este descubrimiento ha de iniciarse en la percepcién; de esta
manera, recuperard la unidad y racionalidad de lo real perc sélo me-
diante una razdn que se inicia en la sensibilidad.

"La.ciencia no reside en las sensaciones, sino en el razona-
miento sobre las sensaciones. ...’ (Teeteto, Platdn).

En base a lo anterior, Platén consideraba al nimero y a los con-
ceptos matemadricos, como objetos que incitan al alma a la reflexion:
ni la visién, ni ningtn otro sentido, proporcionan conocimiento ver=
dadero, un c'onocimiento que permita la contemplacién de las esen~
cias.

Asi, Platén expresa que el nimero es uno de los objetos que ele~
van al alma y la vuelven hacia la contemplacidn del ser". (Repiblica,
Libro VII).

Como la Aritmética se encarga del estudio del nimero, es ésta,
la ciencia que conduce a la contemplacién de la verdad y del ser; es

por ello, que Platén considera tan necesario su aprendizaje y hace
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tanto hincapié en ello, como claramente se aprecia en el siguiente
fragmento de la Reptiblica:

Sécrates dice a Glaucon:

"Ahora bien, la aritmética y la ciencia del cdlculo tienen por ob-~
N
jeto el ndmero. -Asi es- Entonces, son necesarias, en efecto, al
guerrero para disponer bien un ejército; al filésofo, para salir de lo
que nace y muere y elevarse a la esencia misma de las cosas; porque
sin esto, jamds habria un auténtico matemdtico.... Pongamos, pués,
como ley para aquéllos que entre nosotros estdn destinados a ocupar
los primeros puestos, que se apliquen en la ciencia del cdlculo, que
la estudien, no superficialmente, sino hasta que, por medio de la pu-
ra inteligencia, hayan llegado a conocer la esencia de los nimeros; no
para hecer que esta ciencia sirva, como hacen los mercaderes y nego-
ciantes, para las ventas y compras, sino para aplicarla a las necesi-
dades de la guerra, y facilitar al alma el camino que debe llevarla, des-
de la espera de las cosas perecederas, a la contemplacién de la verdad
y del ser. =-Ahora comprendo cudn bella es la ciencia del cdlculo, que
posee la virtud de elevar el alma, como acabamos de decir, obligin~
dola a razonar sobre ios nimeros tales cuales son en si mismos, sin
tolerar jamds que sus cdlculos versen sobre nimeros visibles y pal~

pables"”. (Repiblica, Libro VII).

De la misma forma, Platon se expresa respecto a la Geometria:
ésta tiene como objeto el conocimiento de lo que es siempre y no de
lo que nace y perece: si bien los gedmetras hacen uso de las formas

visibles y argumentan sobre ellas, no estdn pensando en éstas; sino
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en las ideas que recuerdan; estdn analizando, realmente, las cosas que
existen por si mismas y que sélo son vistas con los ojos del alma.
Es decir, por ejemplo, el objeto de sus argumentos es la diagonal abso-
luta del cuadrado absoluto y no la diagonal que dibujan. |
) Por esta razdn, en el pértico de la Academia, segtn la leyenda,
estaba grabada la inscripcion: ''No entre nadie que no sepa geometria”.
Pues la matemadtica es, justamente, la preparacién para el conocimien~
to de la idea universal.

Con esto se vé que, para Platén, la matemadtica se opbne a la sen-
sibilidad y a 1a percepcion: mds atin, en la Repiblica, Platdn coloca a
la matemadtica, como el punto intermedio entre la opinidn y la episte-

me, como se aprecia en la explicacion que dd de este trdnsito:

Noé€sis

Pistis
Doxa<
Eikasia
Platén empieza por separar en las cosas, la esencia y la apariencia:
1). La apariencia comprende ciertas figuras visibles
-las que tienen la caracteristica de ser cosas inteligibles- que obli-
gan al alma, partiendo de ciertas hipétesis, a proceder en sus inves-
tigaciones, no para remonntarse a un principio, sino para ascender has-
ta las conclusiones mas remotas. (Platén se estd refiriendo a aquellas

figuras visibles que el alma utiliza como imdgenes, en sus investiga-

ciones).
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2). La esencia presenta las iedeas mds puras, por medio
de las cuales el alma, sin ayuda de imagen alguna, partiendo de una
hipStesis, se remonta, en virtud del razonamiento, hasta un princi-
pio independiente de toda hipdtesis.

) Esto muestra dos aspectos de la matematica de Platén:

lo. Por una parte se tiene una cierta estructura deducti~
va de las matemadrticas, que fue utilizada por mucho de sus discipulos
y que Platén expresé en los siguientes términos:

"...los gedmetras y los aritméticos suponen dos suertes de nd-
meros, uno par y el otro impar; figuras, tres especies de dangulos, y
asi sucesivamente, segin la demostracién que buscan; consideran
luego estas suposiciones como otros tantos pricipios ciertos y eviden-
tes, de que no dan razdn ni a si mismos, ni a los demds; finalmente,
descienden de suposicidn en suposicién hasta lo que se habfan propues~
to demostrar”. (Reptblica, Libro ViI)

20. Por otra parte, Platén expresa un cierto formalismo; al
referirse a la esencia de las cosas, Platén se olvida de las imagenes
y solo toma las ideas puras. Por ejemplo cuando define figura: "figu-
ra es donde termina un sélido” (Mendn, Platdn), no se refiere a esta
figura o a aquélla; €l habla de la idea de figura, que ya comprende en
si a todas las figuras visibles, que sé6lo son copias imperfectas de ésta.

Esto es lo que se hace, cuando se dice por ejemplo: X4 y= y+4 X;
donde x e y son dos nimeros cualesquiera; esta expresién estd com-

prendiendo a todos los ntimeros que satisfagan esta propiedad.

Ejemplos de ambos puntos (1 y 2), se encuentran en los Elementos
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de Euclides, discipulo de Platén, que establece todas sus definiciones,
postulados y proposiciones en términos de ideas absolutas; y en caso
de requerir demostrarlo, lo hace en forma deductiva, como Platén lo
expreso en la Repiblica.

Ejemplo: Proposicion 6. (Libro I)

"Si en un tridngulo, dos dngulo son iguales, el lado que sub-

tiende los dngulo iguales, también serd igual al otro".

Demostracion:

""Sea ABC un tridngulo que tiene el angulo ABC igual al dngulo

ACB; yo digo que el lado AB es también igual al lado AC.

Porque si AB es diferente de AC, entonces uno de ellos

es mds grande. Sea AB el mds grande, entonces D3 que

es menor que AB es igual a AC. Entonces, D3 es igual a

AC y BC es comiin. Los dos lados D3 y BC son iguales a

los lados AC § CB respectivamente, y el dngulo DBC es

igual al angulo ACB. Por consiguiente, la base DC es

igual a la base AB, y el tridngulo D3C serd igual al tridn-

gulo ACB. Esto es un absurdo, puesto que el tridngulo

ACB era mayor que el triangulo DBC. Por lo tanto, AB

no es diferente de AC; Por tanto son iguales.

Q.E.D."
P
c
B
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INTRODUCCION,

- Biografia de I. Kant.
Immanuel Kant nacié en Konisberg, el 22 de abril de 1724,
Fue hijo del talabartero aleman Joham Georg Kant, y aunque los his-
toriadores han seguido su ascendencia hasta sus bisabuelos, es mi-
nimo lo que se sabe acerca de su vida familiar, ademds de los esca-
sos recuerdos que Kant cuenta de su nifiez. Fue la madre de Kant,

quien reconocid, primeramente, sus dotes intelectuales y, aconse-

jada por el profesor de teologia y predicador Franz Albert Schultz,
envié a Kénc a una escuela de humanidades. Kant ingresé al Collegium
Fridericianum en el otoiio de 1732; en esta escuela, el verdadero eje

de la ensefianza era la instruccidn gramdtico-filoséfica, pues aunque

en los planes de estudio figuraban la matemadtica y la l6gica, sélo se
les ensefiaba superficialmente; las ciencias naturales, la historia y

la geoi;raffa eran totalmente ignoradas. No obstante, la estreches de la
ensefianza impartida en este colegio, Kant concluyd ahi sus estudios
primarios y secundarios.

El 24 de septiembre de 1740 se matriculé en la Universidad de
Konisberg; para esa época las condiciones materiales de su vida no ‘
podian ser mds pobres y penosas; para subsistir se dedicé ‘alz dar l(_ac->
ciones particulares. Entrdé de prec'c_aptor en una familia noble que te-
nfa un castillo en las proximidades de Konisberg; fue pre;éptor priva-j o
do de hijos de familias acomodadas. Posteriormente, abandoné esta
profesién y entré de docente, sin el titulo de profesor, en la Univer-

dad; lo que se llama "'privat dozent”; en esas condiciones estuvo quin-

B
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ce afios. Miuchas veces el consejo universitario estuvo por nombrar-

lo profesor ordinario, pero por diversas razones, esto no pudo ser
sino hasta que Kant tenia cuarenta y seis afios de edad.

Kant condujo una vida meticulosa y exécra; fue gracias a esto,
(iue logrd vivir ochenta afios a pesar de tener una salud ’muy precaria.

Sin embargo, los esfuerzos de su trabajo mental, principalmen-
te en la segunda mitad de su vida, fueron tan grandes que aproxima-
damente diez afios antes de morir, se vio obligado a suspender sus
lecciones en la universidad y un par de afios antes, cayd en un esta-
do de depresion y de debilidad fisica y mental definitiva.

Kant murié el 12 de febrero de 1804, Su entierro fue organiza-
do por la universidad y los estudiantes, quienes pusieron especial

empeifio en tributar un ultimo homenaje a su gran maestro.

-Obras de Kant.
* Las obras de Kant se encuentran clasificadas, de acuerdo
a los cuatro periodos que caracterizaron la evolucidn de su pensa-
miento filosofico:

lo. En el primer periodo (1746-1760), prévalece el interés por

las ciencias naturales, sus obras mds representativas son:

- Ideas sobre la verdadera apreciacion de las fuerzas vivas,

(1746). En esta obra, analiza la opinién de Leibniz y otros fisicos,
y pone de manifiesto sus propias ideas.

~Historia general de la naturaleza y teoria del cielo, (1755).

Esta obra es un estudio de la constitucién y del origen mecdnico del
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universo, conforme a principios newtonianos.

- Monadologia fisica, (1756).

- Nuevas observaciones sobre la teoria de los vientos, (1758).

- Ensayo sobre el optimismo, (1759).

20. En el segundo periodo (1760-1769), el pensamiento de Kant
sufre un cambio, duda del valor de la metafisica, y surge una incli-
nacién mds filosdfica. Sobresalen las siguientes obras:

- La falsa sutileza de las cuatro figuras silogisticas (1762).

- La dnica prueba posible para demostrar la existencia de
LY

Dios, (1762).

- Ensayo sobre la claridad de los principios de la ceblogfa

natural y de la moral, (1764). R

- Observaciones sobre el sentimiento de lo bello y lo sublime,

(1764).

3o. El texcer periodo (1769~1781), fue crucial en la vida de

Kant, aqui surge la idea critica, con la obra Forma y principios

"-del mundo sensible e inteligible (1770); fue escrita por Kant como

requisito para ser confirmado como profesor ordinario de légica y '

metafisica de la universidad.

En 1771, aparece la Critica de la razdn pura, la pfimera dé
las grandes obras sisceméticas, fruto de muchos afios de medita-
qic’m, que proponia tres objetivos fundamentales:

1. Analizar, en qué reside la validez del conocimiento cientifico .
(matematico, fisico, etc.). '

2. Cuéies 'son los limites de dicho saber y por qué no es posible
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la metafisica tradicional como ciencia.

3. Como es posible el berdadero conocimiento filosdfico.

40. En el cuarto periodo (1781-1804), se producen las obras de la
filosofia critica, ahi Kant hace algunas aclaraciones y retoques a su
doctrina. Se encuentran las siguientes obras:

- Prolegémenos de toda metafisica futura que guiera presentarse

como ciencia, (1783).

- Fundamentacion de la metafisica de las costumbres (1785).

- Critica de la razdén pradctica, (1787).

~ Critica del Juicio (1790).

- La religidon dentro de los limites de la mera razodn, (1793).

-~ La metafisica de las costumbres, (1797).

~ Antropologia desde el punto de vista pragmatico, (1798).

Kant se encontrd en el cruce de las tres grandes corrientes ideo-
l6gicas que se presentaban en el siglo XVIIIL: el racionalismo de Leib-
niz, el empirismo de Hume y la ciencia positiva fisico-matemdtica de
Newton, De estas tres grandes corrientes, Kant extrajo los elemen-
tos fundamentales para plantear de un modo eficaz y concreto, el pro-
blema de la teoria del conocimiento y de la metafisica. Kant, tuvo B
por asi decirlo, todos los hilos de la ideologia de su tiempo, en 15 B

mano. ) - ‘
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CRITICA DE LA RAZON PURA. - e

La filosofia de Kant, al igual que la de Descartes y Lelbmz, parte '

de una teona del conocimiento prev1a; pero con la dlferenc1a radlcal
,fundamencal de que, cuando Kant habla del conocxmlento, habla de una .

\

ciencia ﬁsnco matemadtica ya estableczda y no de un conocimiento fu— -

turo, no de la ciencia que estd en construccion, como haman sus pre- .

decesores. Para Kant, la teoria del conocmuento sxgmflca la teorla

‘f1s1ca~matemanca de Newton; y ésta es lo que €l llama' el "hecho" de

PN

R la razén pura. 1

. Para Kant, esa cxencia flSlCO matemauca de la naturaleza, se el

_compone de juicios, es decir, de tesxs ahrmacxones y proposxcno- B
nes, en donde se dice algo sobre algo. Estos JUICIOS, que no son
hechos de la conciencia subjetiva, sino q(xe son enunciados objetivos
acerca de algo, tesis de cardcter légico que, por cons'iguient.e, pue~
den ser verdadero&; o falsos, se dividen en dos: Juicios Analiticos'y

Juicios Sintéricos.

o

T R Los Juicios Analiticos son, para Kant, aquellos en los cuales

- el predxcado esta contemdo en el concepto del su;eto. Un ejemplo\ N

et

de ju1c1o anahtlco es: "E[ trlangulo nene tres angulo‘; Es anah-

. o ~ - 5

tico porque si se toma el concepto de trlangulo y se le anahza lo- ""

' glcamente se encuentra que dentro del concepto del sujeto esta el )

. de tener tres angulos.

."‘ .

»k‘- Los Ju1cios Smteucos son aquellos en los que el concepto del v Lk

RS EE S .-

‘.’l'; pred1cado no esta com:enido en el concepto del qu eto. Por e;emplo, .

v,

el

. cuando se dlce 'El calor dxlata los cuerpos Porv mucho que se ana- -

RN
: 50 :,___ s L

",lice el concepto de calor, no se encontrara en el

- e
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latacién de los cuerpos. Estos juicios se llaman sintéticos, porque
consisten en la unidén o sintesis de elementos heterogéneos.

Kant fundamenta la legitimidad o veracidad de los juicios sinté-
ticos y analiticos en la siguiente forma.

‘ Para los juicios analiticos, utiliza el principio de la identidad,
ya que considera que un juicio analitico no es sino una repeticién
en el predicado, de lo que ya enuncié en el sujeto.

Por su parte los juicios sintéticos, tienen su fundamento de le-
gitimidad en la experiencia, en la percepcion sensible.

De esto desprende Kant que los juicios analiticos son verdade-
ros, universales y necesarios; luego, no tienen su origen en la ex-
periencia, sino en el andlisis mental del concepto del sujeto. Son
pués, "a priori" (independientes de la experiencia) y su contrario
es necesariamente falso.

No sucede asi con los juicios sintéticos, que son verdaderos en
‘tanto que la experiencia los avale; su validez estd limitada a la expe-

~riencia sensible; y como ésta tiene lugar y momento, son entonces,
Jjuicios particulares, "a posteriori" (posteriores a la experiencia) y
jbc':ontingentes (es decir, su contrario es posible).

Los juicios sintéticos son particulares, contingentes y "a poste-

riori".

£Cual de estas dos clases de juiéios constituyen el conocimien=-
to cientifico?

No es posible que el conocimiento cientifico esté formado por

juicios analiticos, pues €stos no aumentan nada el saber que ya se

tiene en el concepto del sujeto, Pero tampoco es posible que la cien- .

¥ :
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cia esté constituida por juicios sintéticos, pues la ciencia enuncia
acerca de sus objetos, juicios que son verdaderos, universales y ne-
cesarios y no particulares o contingentes,

Es entonces necesario que la ciencia tenga un tipo‘de juicio que
le sea propio; que tenga las caracteristicas de ser "'a priori"”, es de-
cir universales y necesarios e independientes de la experiencia; pero,
a la vez, se requiere que aumenten realmente el conocimiento de las
cosas, es decir, los juicios de la ciencia tienen que ser al mismo tiem-~
po sintéticos y "a priori", .

El problema consiste, entonces en mostrar cémo es posible que
existan juicios sintéticos a priori. Para esto, Kant empieza por mos-
trar que efectivamente, las ciencias estdn constituidas por juicios sin-
téticos a priori; y lo hace, ensedidndolo, exhibiéndolo. Por ejemplo,
en el caso de la matematica; Kant toma un juicio matematico elemen-
tal y lo analiza: "La linea recta es la mdas corta entre dos puntos'.

_En el sujeto linea recta -dice Kant- sélo se tiene clara la idea de una
linea cuyos puntos, estdn en la misma direccion., EIl concepto de rec¥
ta no incluye algo que parezca magnitud o cantidad; luego, en el predi-
cado de este juicio, se estd afladiendo otro concepto, el concepto de
"corto'', que de ninguna manera estd incluido en el concepto de recta.
Este juicio sintético, ¢no es ademads "a priori"? (Efectivamente, es
algo evidente, nadie considera necesario medir con un metro la linea

‘recta, para ver que es la mds corta entre dos puntos). For consiguien-
te, esta intuicion es una intuicién "a priori". No es una intuicién sen-
sible, visual o auditiva, sino que la poseemos mentalmente; esta intui-

cién no surge del andlisis del concepto. Este es un claro ejemplo en

-
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matemadticas de juicio sintético y "a priori".
Kant se dedica a explicar como es que son posibles los juicios

sintéticos "a priori" en la Critica de la razdn pura. Es importante

notar que Kant no duda de la posibilidad de su existencia, puesto que
de este hecho parte; lo que pretende es buscar las condiciones en que
tiene que funcionar el conocimiento, para hacer posibles los juicios
sintéticos "a priori"'.

Kant aborda este problema especificamente, en la "Estética
Trascendental', que él mismo define como la doctrina de los prin-
cipios de la sensibilidad "a priori", es decir, la que se ocupa de ave~
riguar qué es el conocimiento sensible y cudles sus condiciones "a
priori'. Kant aqui define como razdn pura, la facultad que propor-
ciona los principios para conocer algo absolutamente "a priori™;
en general, llama puras a todas las representaciones en las que no
existe nada que pertenezca a la experiencia; de aqui, la forma pura
_de las intuiciones sensibles en general se encuentra "a priori” en el
espiritu: La Intuicién Pura.

Kant propone dos formas puras de la intuicién sensible: el espa~

cio y el tiempo; y demuestra en su exposicién metafisica que, en efec-

to, son intuiciones "a priori"”. -Aqui Kant c.nsiderg la palabrav meta-
fisica en el sentido de primeros principios o cimientos de cualquier
conocimiento objetivo-.

- El espacio es "a priori'" es decir, universal, necesario e inde-
pendiente de la experiencia.

Kant considera que el espacio, lejos de estar derivado de la expe-~

riencia, es su supuesto; no se puede tener 'experiencia de nada, sino

Pt

T ey
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en el espacio. Por otra parte, se puede perfectamente pensar en el;
espacio vacio, pero de ninguna manera las cosas sin espacio. Y lo
expresa asi: "Es perfectamente posible pensar la extensién pura del
espacio, el espacio infinito, tendiéndose en sus tres dimensiones, in-

.

finitamente, sin ninguna cosa en él. Pero es absolutamente imposi-

ble, pensar una cosa real, sin que esa cosa real esté en el espacio,

es decir, en ese dmbito previo en el cual se localizan cada una de nues-.
tras percepciones. Asi pués, el espacio es "a priori", no se deriva

de la experiencia'. (Primera Seccién de la Estética Trascendental del

Espacio. Critica de la razén pura. 1. Kant).

- El espacio es una intuicién.

Kant explica primero lo que es una intuicién, mediante su diferen-
ciacion con el concepto: el concepto es una unidad mental dentro de |
la cual estdn comprendidos un nimero indefinido de seres y cosas,

a las que se refiere. La intuicién en cambio es la operacidn, el ac-

to del espiTitu que toma conocimiento directamente de una individua-
lidad. Por ejemplo: se puede tener intuicién de un hombre, concreto

y particular, pero no se puede tener intuicién del hombre en general. -
Entonces, una intuicién brinda conocimiento de un objeto s‘ingular, tnico;
esto es lo que sucede con- 2l espacio. Elbespacio no €s un concepto,
porque no cubre una especie o género de las que, multitud de peque-

fias especies, sean los individuos; no hay muchos espacios, s6lo hay -
uno. En consecuencia, el conocimiento del espacio es intuitivo.

Por tanto, el espacio es intuicién pura. Kant continda en su Esté-
tica Trascendental del espacio, demostrando que ese espacio, intui-

cién pura, "a priori”, es el fundamento de la posibilidad de los juicios



; - 31 -

sintéticos en lé matemética._ Esta nueva afirm-a.cio'n, .s'eAtra’t:a enla . '
" \"Exposicio‘n trascendental del cbncepto del esbacio", -Kant eﬁtienée

_por exposmlon trascendental "la exphcacmn de un concepto como un -

pr1nc1plo por donde puede conocerse la posmxhdad de otros conocx-

mlentos smtencos a pr10r1 (Prlmt,ra Seccmn de la Estetlca trascen- :

dental C.R.P. I. Kano)-. SR

" Para este proposxto, Kant requ1ere de dos condlcmneS'

. 1a.‘ Que eStos conocxmxentos surjzm realmente del concepto

LR

dado. | L

e 2a.v 'Que esos conocimlem:os no sean mds que bajo la presu-
posxc1on de un modo dado dc e‘tplxcacxon de ese concepto.

T S Kant exphca que, en efecto el espacno cumple ambas condlcxones,

ya que si consideramos la geometria, ésta no sélo sub pone el espa-
c1o en el senndo de sub-poner (poner deba]o de ella), no solo lo supo— )

no como pum:o de partlda, sino que constantemente estd pomendo el

N

espacio La prueba estd en que los concepros de la geometri’a, las f1-

-

guras se encuencran inmersas constantemente en una intuicwn pura,

a prlon " cuando se defme una fxgura lo que hace es constrmr la fi-
gura en la mente, COomo una 1ntu1c1‘onv, puramente 1deal no senslble
Porﬁej;amplo; "la esfera es el volumen consttru;do por medla cxrcu-n-
'férén01a que glra alrededor del dxametro o-'bxen cuana:) sé defmen

-,15-_*__,.

. ..

las secciones cénicas: “el c1rculo es la flgura que resulta de cortar

.un cono con un plano perpendlculan a su eje " f'la hiperbola es. la fx—' o

gura que resulta de cortar un cono con un plano paralelo a su eje' etc.

R . . B ‘.' ae e
. - B

)
.; PEA

Las ﬁguras no se deﬁnen como un concepto cualqmera de la natu

A - ,' .-:. 'a‘_'. "‘" -
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no son producto de la experiencia, sino de la intuicién pura del espa-
cio, que no sélo es el supuesto primero, sino el supuesto cosntante,
el contenido constante como se ha visto de la geometria.

R Por esto dice Kant, que "el espacio puro estd latente en toda la
geometria, porque los conceptos geométricos, no se definen, sino
que se construyen”. (Estérica Trascendental de la C.R,P,).

Adema3s, al pasar de la geometria pura a la geometria aplicada,
se tiene que esa geometria pura, estudiada con la mente pura, sin in-
troducir las cosas de la experiencia, encaja perfectamente con ellas,

y no sélo eso sino que ademds no podemos imaginar que no concuerde
con la realidad. Esto, dice Kant, se debe a que la realidad forzosa-
mente tiene que tener la forma de la geometria, porque ésta, que es
el estudio del espacio, es ademads la forma de toda intuicién posible.

Aquf llega a su término, la exposicion trascendental... ;Por qué
las cosas son objeto del conocimiento geométrico? Como el espacio
impreso en ellas por nuestra sensibilidad, el espacio a priori, les pres=
ta esa forma geométrica y por consiguiente los juicios sintéticos a prio-
ri en las matemdticas, son posibles por todo lo dicho, porque se basan
en el espacio, que no es una cosa, sino la condicidn de la posibilidad
de las cosas.

Sin embargo, el conocimlento no sélo es receptividad sensible
gracias a las formas puras de intuicion (espacio y tiempo); es ademds
pensamiento activo, mediante otras formas a priori, llamadas cate-
gorias, a cuyo conjunto, Kant llama entendimiento. De esta forma,
une la intuicidn y la inteligencia, produciendo los objetos del conoci-

miento. Asi, mediante el espacio y el tiempo se producen los fenémenos,

-
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y la inter;lencién de las categorias, los fenémenos adquieren el cardc-
ter de objetos.

A esto se refiere la Arquitectonica de la Razén Pura, segin Kant,
"...es la teoria de lo que hay de cientifico en nuestro conocimiento

N

general, ..., es el arte de los sistemas' (Arquitzcténica de la razdn
pura, C.R.P.). Es bajo el gobierno de la razén, que nuestros conoci-
mientos deben formar un sistema en el cual sélo ellos pueden sostener
y favorecer los fines esenciales de la razén. -Kant entiende por sis-

tema: "...la unidad de diversos conocimientos bajo una idea..., el
concepto racional de la forma de un todo..." (Arq . de la razdn pura,
C.R.P.)

Segtin esto, para formar dicho sistema ninguna parte puede faltar
sin que se note su ausencia, cuando se conocen las otras; ademds, to-
das ellas tienen sus limites determinados a priori.

Para realizar esta Idea o Sistema, se tiene la necesidad de un es-
quema bosquejado, cuyos fines son suministrados por la razén a priori,
nunca surgen empiricamente; este esquema, funda una Unidad Arquitec-
ténica como la llama Kant.

Lo que llamamos ciencia, se funda, arquitecténicamente, .en razon
_ de la afinidad de las partes y de su derivacién de un dnico fin su.premo
e interno, y su esquema debe contener conforme a la idea - es decir,
conforme al bosquejo a priori- del todo, su divisién en partes; distin-

guiéndolo con seguridad y segtin ciertos principios, de todas las demds.
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MATEMATICAS.
Ya hemos hablado de las matemadticas, pero es en la Doctrina

Trascendental del Método, de la Critica de la Razén Pura, donde

Kant expresa mads abiertamente sus ideas a este respecto.
N

En base a lo expuesto antes, se puede decir que Kant considera-
ba que la matemadtica proporciona el ejemplo mds claro de una razdn
pura, exitosa por si misma sin el concurso de la experiencia; pues
el conocimiento matemadtico es un conocimiento racional al construir
sus conceptos; "Construir un concepto es representar a priori, la
intuicidn que le corresponde". (Doctrina Trascendental del Método)

Kant afirma que la reflexién matematica nada puede hacer con
el concepto simple, sino que se apresura a recurrir a la intuicién, con=
siderando el concepto en concreto, no empiricamente, sino en una in-
tuicion que se ha representado a priori, es decir, en una intuicién que
ha construido y en la cual, lo que resulta de las condiciones generales
de la construccidn, debe aplicarse también de una manera general
al objeto del concepto construido.

Kant pone el ejmplo del gedmetra, quien llega por una cadena de
razonamientos, siempre guiado por la intuicién, a la solucidn clara y
general de los problemas. Por ejemplo, en el caso del concepto de
tridngulo: para pensar en este concepto, es necesario llegar a las pro-
piedades, que si bien no estdn en ellconcep.to, le pérrenecen. Para
esto se requiere, determinar el objeto en cuestion, segun las coﬁdi—
ciones de la intuicion pura, es decir, mediante la construccién mate-~
madtica. Se le va aiiadiendo al concepto, lo que pertenece al esquema

de un triangulo en general, N
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El gran éxito que la razdn obtiene de la matemdtica, reside en el
método que esta ciencia emplea, puesto que remite todos sus con-
ceptos a las intuiciones que puede dar a priori y se vuelve, por asi
cgecirlo, dice Kant, en el ama de la naturaleza. De las reglas vul-
gares y aplicadas empiricamente que extrae de la razén humana,
brotan los axiomas matemadticos. Al matemadtico no le interesa dedu-
cir el concepto de espacio, le parece inltil buscar el origen primero
de los conceptos puros del entendimiento; encuentra solamente util
servirse de ellos.

D= aqui que Kant afirme que "la sdlida firmeza de las matemadti-
cas, descansa sobre las definiciones, los axiomas y las demostracib-
nes" (Doctrina Trascendental del Método, C.R.P,). Y para darnos
una mayor comprension de esta afirmacion, Kant explica cada uno de
estos elementos:

- La Definiciéon. Definir para Kant, es exponer originariamente
el concepto explicito de una cosa en concreto; de aqui que no se puedan
definir conceptos empiricos, ni conceptos a priori. Sdélo se pueden

- definir conceptos pensados arbitrariamente, que contienen una sintesis
arbitraria y que pueden ser construidos a priori; la matemadtica hace tales
definiciones. Es decir, para Kant, las definiciones matemadticas
se constituyen por la construccién de concéptos, son formadas sinté-
ticamente, y constituirdn por consiguiente,. el concepto.

Kant considera que la matemadtica no posee ninglin concepto que
preceda a la definicién, puesto que por €sta, el concépto es dado in-
mediat_amente; estd obligada a comenzar por esto. Las definiciones

matemadticas no pueden ser falsas nunca, segtn Kant, puesto que el
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concepto es dado inmediatamente por la definicién y no contiene ‘més )
que lo que la definicién quiere que contenga.
- L.os Axiomas. Son principios sintéti_cos a priori, verdaderos
iﬁmediétamente. La matemdtica es susceptible de axiomas, puesto
| que por medio de la construccion de los conceptos en la intuicién del .
objeto, puede unir a priori, e inmediatamente, los preqicados de este
objeto. " Por ejemplo, "Hay tres puntos en un plano". . S
- Las Demostraciénes. Sélo una prueba qué no admite contra;dic-.
_cic'm en sus argumentos y, eé intuitiva, puede llamarse d_emostrécién
.-es decir, no sé tiene que recurrir a la experiéncia, es a pri'ori‘ y ne--
cesaria-. La experiencia enseiia lo que es,l pero no- que lo que es, no
. pueda ser de otro modo. Sdlo la matemadtica contiene demostraciones,
porque su conocimiento no deriva de conceptos, sino de la conscruccién..
de estos, es decxr, de la intuicion que puede ser dad a priori como corres;
pondxente a los concepros, EIl metodo algebraxco, con sus ecuaczones,
de las que deduce por reduccién, la verdad, al mismo tiempo 'que la
prueba si no es una construccién geometrlca es una construccxon
caractenstxca donde con ayuda de sxgnos, se representan los concep- )

o

tos en la intuicion; sobre todo los de relacnon de cantxdades, ah1 Ios

Y

razonamientos estan garantxzados contra el error, pues cada uno de R

" ellos se muestra claramente.

.

(e
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INTRODUCCION.,

- Biografia de D. Hilbert.

David Hilbert fue un matemadtico alemdn, quien jugd un impor—'
tante papel dentro del mundo de las matemdticas por una década en-
t-era. Se interess en problemas que habian ocupado la atencién de la
investigacidn matematica, en todos los tiempos.

Hilbert nacié el 23 de enero de 1862 en K&nisberg, Alemania.

2cidid dedicar su vida al trabajo matemadtico, teniendo como pri-
mer contacto con su carrera, la Universidad de Konisberg, donde
en 1884 terminé su Inaugurel~-dissertation (PH. D.) y permanecid en
Konisberg como asistente de profesor de 1886 hasta 1892; post:erior’-
mente, llegd a profesor asociado de 1892 a 1893; para ser titular
hacia 1893. En 1895, Hilbert fue aceptado como profesor de mate-
maticas en la Universidad de Gottingen, donde permanecié por el
resto de su vida.

La Universidad de Gottingen, tenia una gran tradicion en mate-
mdticas, por las contribuciones que habia tenido de Carl Friedrich
Gauss, Peter Gustav Lejeune Dirichlet y Bernhard Riemann, duran-
te el siglo XIX. Durante las tres primeras décadas del siglo XX,
se conservd esta tradicién matemadtica con la gran contribucién de
Hilbert.

Asimismo, demostré un gran interés en fisica matematica, con-
tribuyendo a la gran reputacién de la Uhiversidad, en esta drea, con
sus memorias sobre teoria de radiaciones.

En forma muy original, Hilbert modifico las matemdticas de

invariantes -entidades ‘que no son alteradas durante cambios geomé-

-
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tricos tales como: rotacion, traslacidon y reflexidn-.

Dentro de las matemdticas, se ocupd de la geometria en el sentido
de proporcionar un tratamiento axiomadtico.

Uno de sus trabajos mds importantes fue una lista de 23 problemas
qu; enuncid en 1900, durante el Congreso Internacional de Matemadticas;
dichos problemas son resultado de un andlisis riguroso de la matemadti-
ca, que Hilbert hace para darles solucién, por considerarlos de gran
significado para las matematicas del siglo XX. Cada solucidn ha sido
un gran evento e incluso existe uno muy importante en Teoria de Ni-
meros que aun estd sin resolver, ya que requiere resolver la hipdte-
sis de Riemann.

En 1905, se le otorgd el premio Wolfgang Bolyai de la Academia
de Ciencias de Hungria, a Henri Poincaré, pero fue acompaiiado de una
mencioén eépecial para David Hilbert. En este mismo afio, Hilbert in-
tentd establecer una firme fundamentacion de las matemadticas, me-
diante una prueba de consistencia. Pero en 1931, el matematico aus-
triaco Kurt Godel, demostro que esta meta era inasequible.

- Si la matemadtica formalizada es consisitevm:e, entonces hay propo-
siciones indecidibles (no es teorema ni ella ni su negacidn),

- La consistencia de la matematica formalizada no se puede pro-
bar dentro de la misma matemadtica formalizada.

(Estamos entendiendo que S es consistente, si y sélo si hay un enun-

ciado que no se prueba).

No obstante, la influencia de Hilbert fue determinante dentro del

desarrollo de la légica, ya que €l establecié los fundamentos formalis-
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ticos de la matematica.

El trabajo que Hilbert efectud en 1909, sobre ecuaciones integra-
les, trajo por resultado un examen del andlisis funcional -es una par-
te de las matemadticas en la cual, las funciones se estudian colectiva-
mente-,

Hilbert establecié también, bases importante en el estudio del es-
pacio de dimensidn infinita, incluso se le llama Espacio de Hilbert; y
es un concepto muy usado en Analisis Matematico y en Mecdnica Cudntica.

Cuando Hilbert decidié retirarse en 1930 de la Universidad de
Gottingen, la ciudad de Kénisberg lo hizo ciudadano honorario. Para
esta ocasion, Hilbert prepard un discurso titulado "El entendimiento
de la Naturaleza y la Logica". Las ldltimas palabras de este discurso,
manifestaron su gran entusiasmo por las matemaiticas y la importan-
cia que les atribuyé toda su vida: “"Nosotros debemos saber, nosotros
sabremos",

En 1939, Hilbert y el matemadtico francés Emile Picard, recibie~
ron el premio Miltag-Leffler de la Academia dé Suecia.

La dltima década de la vida de Hilbert estuvo marcada por la tra-
gedia, asi como.la de sus discipulos y colegas, por el régimen nazi.

Hilbert murid en Géttingen, Alemania el 14 de febrero de 1943.

- Obras de Hilbert.
- Zahlbericht, 1897. Es un reporte de Teoria de Nimeros
Algebraicos.

- Los problemas de la matemadtica, 1900.

- Los fundamentos de la geometria, 1902. Contiene un con-

. junto de axiomas para la Geometria Euclidiana.




TS
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Sobre los fundamentos de la Légica y la Aritmética, 1904,

Nueva fundamentacion de la Matemadtica, 1922.

Sobre el Infinito, 1928.

Los fundamentos de la Matemadtica, 1927.

El entendimiento de la Naturaleza y la Légica, 1930,
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ANTECEDENTES.
- Crisis de los Fundamentos.

El desarrollo de las matemadticas durante el siglo XIX se carac-
terizé por un doble esfuerzo: independizacidn de las estructuras fun-
damentales del andlisis (Algebra abstracta, Topologia, Teoria de Con-
juntos) y critica de los conceptos basicos (trabajos de Cauchy, Riemann,
Weierstrass, Dedekind, Cantor). .

El desarrollo del andlisis exigia el establecimiento de bases sdli~
das: al trabajo de prospeccidn que se esforzaba en acumular nuevos
resultados, debia superponerse un trabajo de profundizacidn, que iba
a precisar el sentido de los conceptos y a crear una herramienta de
investigacién mas rigurosa. La progresidn en el sentido del rigor,
pudo realizarse gracias a una reduccion del campo intuitivo; se redujo
el uso de las intuiciones geométricas (que jugaban un papel muy impor-
tante en la introduccidn de la Teoria de Funciones), en favor de las
intuiciones aritméticas. Recordemos la famosa frase de Kronecker:
"Dios cred el nimero entero y el hombre todo lo demds"”, Este retor-
no a un tipo fundamental de evidencia trataba de precisar aquellos pro-
.cedimientos con los cuales podian construirse los conceptos mds elabora-
dos de la teoria. Sin embargo, la aplicacién de este propdsito hizo
surgir graves dificultades: por necesidades de la construccién matema-
tica, se introdujeron conceptos que estaban lejos de poder reducirse a
la intuicién de los nimeros enteros, en particular, la nocién de infinito,
que se introduce en los primeros trabajos del analisis, bajo la forma

de "pasoal limite'"; parecia inducir dificultades irreductibles, que la

Teoria de Conjuntos no tardd en poner en evidencia.
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Ciertos conceptos del andlisis, hacen intervenir la idea de tota-
lizacién ( por ejempli cuando se habla de la totalidad de los valores
adoptados por una funcidn dentro de determinado intervalo). Esta con-
sideracion abstracta de todos los elementos pertenecientes a una de-
terminada categoria, llevé a la formacioén de la nocidn abstracta de
conjunto, con la cual Cantor construyé su teoria de los nimeros car-
dinales y ordinales. Poco tiempo después de fundada la teoria, sur-
gen e ella contradicciones conocidas como paradojas de la Teoria
de Conjuntos, debidas a la aceptacién espontdnea de ciertas eviden-
cias.aparentes, sobre la existencia de objetos matemadticos y cier-
tos procedimientos logicos de demostracion. (Por ejemplo: x / x
tiene la propiedad P , parece evidente pero podria ser un conjunto
demasiado grande, podrian ser todos).

La aparicion de estas paradojas era particularmente grave, pues
ponia en tela de juicio no solamente tal o cual nocioén particular (como
la nocidn de conjunto), sino procedimientos del razonamiento, admi-
tidos hasta entonces como correctos por todos los matemadticos. No
era sélo esta o aquella teoria lo que se veia comprometido, sino que
todo el edificio matemdtico se resquebrajaba, e incluso los trabajos
criticos del siglo XIX perdian su virtualidad, al revelarse incapaces
de enfrentar la crisis.

Parecia necesario reemprender el trabajo de fundamentacién, de
manera mucho mds radical: era preciso asegurarse, no sélo de las
nociones ya muy complejas del andlisis, sino de los mismos proce-
dimientos del razonamiento matemadtico; era preciso dudar de todo,

hasta de las evidencias mds elementales.
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Sin embargo, no se puede suprimir el recurso de la evidencia,
toda demostracién debe poder sustentarse, en definitiva, sob[Le evi-

dencias, y lo que se denomina razonamiento no es sino un procedi-

. miento por medio del cual, se propaga la ev>idencia de ciertos térmi-
r;os, tenidos directamente por ciertos, a otros cuya verdad no se ma=~
' ' _ nifiesta de manera inmediata. Y la evidencia se realiza en la intui- 4
- cidn; era pues ﬁecesario, pr_ecisar sobre qué intuiciones habfa que apo-~
yarse y justificar el papel que se les atribuyera.
L 7- Esta es la interrogante que el pensamiento matemdtico se vi6 obli:

‘gado a proyectar sobre sus intuiciones primeras, dando lugar a lo que

'se ha llamado la CRISIS DE LOS FUNDAMENTOS.

- .Programé de Hilbert.

Los textos de Hilberé precisan el verdédero caréétér de esta
crisis; término que él identifica no como un drama que afec a la his-
toria de las matemdticas y lo hace dudar de todo lo que existe den-
e » ; tro de éstas; cuando Hllbert habla_ de Cl’lSlS sxmplemente s reﬁere
| ‘:‘I a la necesxdad de llevar a cabo un examen crmco de los con eptc;s

e e basmos y de los métodos de razonamxento Tal examen seg un Hnl-

bert debxa llevar una revision de aquellas mcuncxones fund mentales, :




- 44 -

sible alcanzar este fin conservando integramente todo lo que se ha con-

seguido” (Nueva Fundamentacién de la Matemdtica, 1922. D. Hilbert).

Estas palabras, indican claramente cudl era el pensamiento mate~
madtico general al finalizar el siglo pasado: no se trata de renunciar
a las antiguas perspectivas ni de dudar del poder de ia inteligencia
matemadtica, sino de desplazar la zona de las intuiciones, de manera
que se esté al abrigo de toda sorpresa. Este desplazamiento lo ope-
ra Hilbert, cuando asigna por objeto de las especulaciones de los
matemadticos, al Signo concreto. Si en el pasado se habia suscitado
falsas evidencias, fue porque se habia creido poder conseguir median=
te la intuicion, verdades o conceptos abstractos. Regresando a la in-
tuicidn sensible del signo y limitdndose estrictamente a ella, puede
caminarse por un terreno sélido en el que la adecuacién entre el pen-
samiento y el objeto no puede dejar de producirse, asegurando al pen-
samiento esta objetividad absoluta que debe constituir el ideal del ma=~
tematico y de cualquier hombre de ciencia.

Pero jcémo operar esta reduccién necesaria de las verdades ma-
tematicas abstractas, al dominio de la intuicién sensible? Aqui surge
la distincidn establecida por Hilbert, entre matefnética y metamatema-
tica, distincidn que d4 todo su sentido a la teoria del objeto-signo.

"Dos puntos de vista se presentan aqui (en la empresa del funda-
mento de las matemadticas):

En primer término, todo lo que hasta aqui ha constituido la ma-
temadrtica propiamente dihca o matemadtica en sentido estricto, se con-
vierte en un cuerpo de férmulas demostrables.... -

En segundo lugar, a esta matemadtica propiamente dicha, viene
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a afiadirse una disciplina en cierto sentido nueva, una metamatema-
tica que sirve para asegurar la verdad de aquélla, protegiéndola del
terror de interdicciones indriles y de las dificultades creadas por las
paradojas. En esta matemdtica, contrariamente a lo que se hace en

. :

los procedimientos de razonamiento puramente formales de la mate-
matica propiamente dicha, se aplica un razonamiento intuitivo que se
utiliza para establecer el cardcter no-contradictorio de los axiomas".

(Sobre el fundamento de la Logica y la Aritmética, 1904. D. Hilbert).

Al nivel de la metamatemadtica se verifica lo que Hilbert deno-
mina objeto-signo, por su mediacidn, se realiza la reduccidn nece-
saria de lo abstracto a lo concreto: representa los conceptos y los
razonamientos matematicos, por medio de una simbdlica apropiada;
se reemplazan las pseudointuiciones de antaiio por el examen de con-
figuraciones tangibles cuyas propiedades estan ligadas inmediatamen~-
te a la intuicidn sensible pura.

Podemos situarnos -escribe Hilber- “en un nivel de considera-
ciones mds elevado respecto al cual los axiomas, las férmulas y las
demostraciones de las teorias materndticas se convierten en objetos
de un examen intuitivo., Pero para ello, debemos ante todo, reempla=~
zar los razonamientos intuitivos habituales de las teorias matemadti-
cas por férmulas y reglas, Dicho de otro modo: debemos traducir-
los en formalismos, es decir, realizar una formalizacién estricta ‘de
todas las teorias matemadticas, comprendidas sus demostraciones,
de suerte que los razonamientos y las construcciones conceptuales
de las matemadticas queden integrados en el edificio de la matemadtica

como constituyentes formales, segiin el modelo del cdlculo légico.
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D= esta manera, las consideraciones intuitivas, que como es
evidente, nunca pueden ser totalmente evitadas o eliminadas, se en~
contrardn desplazadas a otro terreno, a un nivel en cierto sentido mds
elevado, y al mismo tiempo serd posible en la matemdtica una sepa-

N
racién rigurosa y sistemadtica eatre las formulas y las demostraciones
formales, por una parte, y las consideraciones intuitivas, por otra'.

(Nueva fundamentacion de la Matemdtica, 1922, D. Hilbert).




representar las férmulas matemdticas y las in'ferencias'légicas‘ me-

rlo de formulas compuesto por sngnos logxcos y matemaucos, que se

tas formulas corresponden a los axiomas matematicos y otras a re-

. matemamca e‘cpresada en lenguaje ordmarlo, obtentemos un mventa-

,glas conforme a las cuales las fov'mulas se encadenan. ‘De este modo, e
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EL NUEVO FUNDAMENTO DE LA MATEMATICA PROPUESTO
POR DAVID HILBERT.

Para salvar el conjunto de las matemadticas cldsicas (comprendi-

~ da la Teoria Transfinita) y de hacer justicia a las criticas constructi-

vas de los intuicionistas, Hilbert pretende convertir a la matemdtica

‘en un inventario de formulas de dos tipos diferentes: férmulas a las

que corresponden proposiciones finitas, y férmulas que nada signifi-

can en si, y que constituyen los objetos 1deales de la teoria.

Hilbert pretende desplazar nuestro objeto de estudio a los sim-

- bolos con los que opera; forzando al pensamiento a detenerse en los .

simbolos como objetos ultimos., Al operar como férmulas se logra=

- rd una estructura formal; de aqui, se requiere reemplazar las opera-

ciones légicas por reglas precisas para manejar los signos. Al ser

necesario formalizar las operaciones légicas y las pruebas matemad-~

“ticas -ya que con ello se mostraba formalmente la imposibilidad de

" que se produjeran contradicciones en la teoria-, Hilbert tierz a su

'disposic‘ién el cdlculo légico de Principia Mathematica, que permite -

N "!

dlante un proceso formal; de modo tal, que en lugar de la CIenma B

RN

- AR . M

PR el .

encadenan entre si’ de acuerdo a reglas bien dehmdas. Algunas de es-

el trdnsito del tratamlento intuitivo al formal se habra logrado

(Sobre el lnfmlto, 1925 D Hllbert) o

o *
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Para Hilbert, la existencia matematica esta en la no-contradic~
cién. Su concepcidén es en realidad, la inversa de la de Brouwer:
para Hilbert el ente matematico tiene existencia en si, . independien~
temente de los procedimientos de pensamiento a través de los cuales
\puede alcanzarse. Como ya se ha visto, considera que todo proble-
ma matematico tiene solucidn; desde el momento en que se da la
no-contradiccidn, podemos asumir la existencia de un ente matemad-~
tico, aunque seamos incapaces (provisional o definitivamente, de he-
cho o de derecho) de construirlo,

Fundamentar las matemadticas equivale, pues, a establecer su
no~-contradiccion. Pero aqui nos vemos obligados a apoyarnos en la
intuicion y a proceder constructivamente; esto es posible, ya que una
teoria matemadtica formalizada se presenta bajo la forma de un siste~
ma de signos que podemos dominar perfectamente mediante la intuicién.

Como se vé, para Hilbert la solidez del pensamiento matemati-
co y la validez de sus pretenciones reside finalmente en la intuicién
del signo, intuicion que disfruta de una evidencia privilegiada; como
Hilberr mismo lo expresa en 1922

"Para mi -y en esto me opongo totalmente a Frege y a Dadekind~-
los objetos de la teoria de nimeros son los signos mismos, de los
cuales podemos reconocer la forma en toda su generalidad y con toda
seguridad, independientemente de las circunstancias de lugar y de tiem-
po, de las condiciones particulares de presentacion y de las diferen-
cias insignificantes que pueden afectar a su trazado. EIl punto de vis-
ta filosofico sdélido que considero como indispensable para el funda-

mento de las matemadticas puras -como cualquier tipo de pensamiento,

-
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de comprensién y de comunicacidn cientificos- se puede resumir de
esta forma: en el principio era el signo'". (Sobre el Infinito)

Ahora bien, cuando una teoria es formalizada se pone en relieve
su estructura logica o demostrativa; esto, sugirié a Hilbert convertir
e{ proceso mismo de demostracion en objeto de investigacién matemad-
tica. Esto era con el fin de instituir al método matemadtico de la con-
fianza que la era critica del cdlculo no logrs, mostrando que los modos
de inferencia de que se vale el infinito son justificables en base a pro-
cedimientos finitos. Es bajo esta perspectiva, que Hilbert funda su
teoria de la demostracion; ésta consiste en examinar las propiedades
matemadticas del sistema con el fin de demostrar que no existe ninguna
contradiccidn en él; para ello se requiere un andlisis de los procesos
de prueba representados en el sistema.

Dzbemos realizar una formalizacion estricta de todas las teorias
matemadticas, comprendidas sus demostraciones, de suerte que los
razonamientos y las construcciones conceptuales de las matemadticas,
queden integradas como constituyentes formales segtin el modelo del
cdlculo 16gico. Aqui se parte la matemadtica en dos: Por un lado que-
dan los sistemas formales, donde en lugar de deducciones materiales,
hay reglas formales; por el otro, una supra-matemadtica, cuyo fin, es
el examen intuitivo de los sistemas formales con métodos deductivos
tan sensibles y seguros, que nadie pueda dudar de su correccidn.

De todo lo anterior se desprende, que Hilbert considere que es
la misma demostracidn la que se transforma en algo concreto y cuan-
tificable; las consideraciones intuitivas sélo se hacen sobre la demos-
tracion. Asfi, el matemdtico no puede asegurarse de la solidez de sus

nranaciciones mds que mediante la critica de la demostracién; lo cual

L5
&
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fundamenta la teoria de la demostracion.

La importancia de dicha teoria, radica én que €ste es el método
que Hilbert propone para demostrar la consistencia de un sistema for-
mal, es decir, para probar la imposibilidad de que dos férmulas con~
t:\radictorias sean ambas deducibles en el sistema.

Es importante hacer hincapié en que, si bien Hilbert rechaza la
tesis de que la matemadtica no constructiva es absurda, considera que
toda discusién significativa de los sistemas formales ha de restringir-
se a métodos finitos.

En su opinion, la suficiencia de estos métodos en el tratamiento
de los sistemas formales, obedece a la naturaleza constructiva de los
formalismos. En efecto, dado que todo sistema formal se define cons-
tructivamente, queda abierta la posibilidad de conducir todo razona-
miento matemadtico con apego a prescripciones rigurosamente construc-
tivas. Si procediendo de tal modo, lograra demostrar la consistencia
de un formalismo en el cual estuvieran representados los distintos
modos de inferencia que se valen del infinito, el empleo del infinito en
matemdticas quedaria justificado en base a procedimientos finitos. En
cuyo caso, la matemadtica transfinita seria justificada por la matemati=-

ca finita.
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CONCLUSIONES.

En este trabajo analizamos a tres pensadores: Platén, Kant y '
Hilbert; en base a este andlisis podemos concluir:
+ A. En Platdn:

1. - Las matemdticas son la via para abandonar lo empirico.

2.- Lo empirico no es lo real, sino la apariencia trdas la que se
oculta la esencia, que es lo real.

3.- La esencia es ontolégicamente anterior a la apariencia. La
experiencia s6lo es posible a partir de la esencia.

4.- La geometria sélo se refiere a objetos del pensamiento puro.
5.~ Las matemdticas parten de la apariencia, que comprende
ciertas figuras visibles que el alma utiliza como imdgenes, para ascen-

der desde ahi, a las conclusiones mds remotas. Se llega a la esencia
partiendo de una hipdtesis y, sin ayuda de imagen alguna, sélo median-

te razonamiento, se llega a un principio independiente de la hipétesis.

B. En Kant:

1.- Las esencias (noimenos) son anteriores a las apariencias
(fendmenos).

2.- Los noimenos son inaccesibles, es decir, lo empirico, lo
accesible son los fendmenos.

3.- Lo real es el fenémeno transformado por la actividad de la
razdén pura.

4. - Lo geométrico no es sensible sino construido.

5.~ Los conocimientos matemadticos son conocimientos racio-

nales, se logran por medio de la construccién de conceptos; sus ori-

cenes sdlo se encuentran en los principios esenciales v verdaderos
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de’la razén; ni se pueden obtener en otra parte, ni pueden ser dispu~-

tados porque, aqui, el uso de la razbn es a priori.

C. Podemos apreciar ciertas relaciones entre Platén y Kant:
» l1.- Lo real es una transformacién de lo empirico.
2.- La matemdtica envia a lo real.
3.- La matemadtica es ajena a la sensibilidad, sus objetos se

construyen desde lo empirico, superdndolo.

D. En lo que se refiere a Hilbert y a la influencia que tuvieron
en él las ideas de Platén y Kant, tenemos que, para él:

1.- Las relaciones entre la matemadtica y lo empirico no son
necesarias. Se parte de lo empirico y luego mediante una construc-
cién conceptual, -a la manera de Kant-, se construye una teoria ma-
temdtica que abandona -a la manera de Platén- lo empiTrico.

2, - La matemadtica -viva- es indiferente a su origen empirico.

3. - Hay una realidad matemdtica, a saber el dmbito de lo po-
sible, es decir, de lo no contradictorio que circunstancialmente, coin-~
cide con lo empirico.

4, - Lo matemdtico es lo consistente. La consistencia se esta~
blece en un niicleo central referido a la experiencia. Las teorias me-
tamatemadticas estdn constituidas de juicios sintéticos y, a diferencia
de Kant, son a posteriori.

5. - Hilbert acepra la extension de una teoria por medio de no-
ciones ideales, siempre que se asegure la consistencia interna, esto

es Kant.
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Por todo lo anterior, podriamos afirmar que dado que las mate-
mdticas no son una ciencia natural, considerando la presencia del in-
finito, que Hilbert nos muestra, no se encuentra en la realidad; luego,

no es exacta, ya que esto se refiere a la fidelidad a un modelo.

~

Ahora, podemos proponer una conclusion que nos parece de gran
importanciaz

Para Platon, para Kant y para Hilbert, las matematicas son un
modo de transformacidn de la realidad empirica; el producto de esta
transformacion es la realidad matematica auténoma, viva y que posee

su propia "filosofia'".
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SOBRE EL INFINITO

De: David Hilbert.
Traduccion: Angélica Galve,

. Weierstrass, por medio de una critica, elaborada con la saga-
cidad de un maestro, cred una base firme para el andlisis matemd-
tico. Al aclarar, entre otras cosas, las nociones de minimo, fun-
cién y derivada, removid los defectos subsistentes del cdlculo, li-
brdndolo de todas las ideas vagas acerca de los infinitesimales, con
lo cual resolvié definitivamente, las dificultades que hasta entonces
se enraizaban en dicha nocidn. Si hoy existe un completo acuerdo y
certeza en el andlisis acerca del empleo de los modos de inferencia ba-
sados en los conceptos de nimero irracional y limite en general y si
hay unanimidad en todos los resultados relativos a los problemas mads
complicados de la teoria de ecuaciones diferenciales e integrales, a
pesar del uso audaz de las combinaciones mds variadas de superposi-
cidn, yuxtaposicidn y encajamiento de limites, esto se debe, primor-
dialmente, al trabajo cientifico de Weierstrass.

Sin embargo, la discusién acerca de los fundamentos del andlisis
no terminé cuando Weierstrass dio un fundamento al cdlculo infinite-
simal., Ello se debe a que el significado del infinito en matemadticas no
habia sido, ain, aclarado por completo. Para estar seguros, lo infi-
nitamente grande v lo infinitamente pequefio, fueron eliminados del and-
lisis, como lo establecié Weierstrass mediante la reduccién de enun-
ciados acerca de ellos a relaciones entre magnitudes finitas. Pero el

infinito todavia aparece en las sucesiones numeéricas infinitas que de-

finen los nimeros reales, y mds aun, en el concepto de sistema
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de nimeros reales, que concebimos como una totalidad dada en acto,
completa y cerrada.

Las formas de inferencia légica, en las que este concepto en~
cuentra su expresion -a saber, aquéllas que se emplean cuando, por
N
ejemplo, se habla de todos los nimeros reales que tienen una cierta
propiedad o cuando se afirma que hay nimeros reales que tienen una
cierta propiedad o cuando se afirma que hay nimeros reales que tie-
nen cierta propiedad- son utilizadas casi sin restriccién, una y otra
vez por Weierstrass, cuando establece los fundamentos del andlisis.

Asi, el infinito en forma disfrazada, encontré su camino a la teo-
ria de Weierstrass y escapo a su aguda critica; por lo tanto, el proble-
ma del infinito en el sentido que se acaba de indicar, es el que atin ne-
cesita ser resuelto en forma concluyente. Y asi como el infinito en
el sentido de lo infinitamente grande e infinitamente pequefio puede
presentarse como una mera forma de hablar en el caso de los proce-
sos de limite del cdlculo infinitesimal; de la mismra manera es nece-
sario reconocer que el infinito en el sentido de la totalidad infinita
-aln se usa en los métodos deductivos-, es algo meramente aparente.
Y en la misma forma en que las operaciones con lo infinitamente pe-
queiio fueron reemplazadas por operaciones con lo finito, dando los
mismos resultados y conduciendo a las mismas relaciones formales,
asf, en general, los métodos deductivos basados en el infinito deben
ser reemplazados por procedimientos finitos que conduzcan exactamen-
te a los mismos resultados es decir, que permitan las mismas prue-
bas y los mismos métodos, para obtener férmulas y teoremas,

La finalidad de mi teoria es establecer, de una vez por todas, la
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certeza de los mértodos matemadticos; tarea que la era critica del
cdlculo infinitesimal no logré. Asi se completard lo que Weierstrass
esperaba obtener con su fundamentacion del andlisis, realizandose lo
que €l considers un paso necesario y esencial.

Sin embargo, al aclarar el concepto de infinito, atin es necesa-
rio considerar un aspecto mds general del problema. Si la exami-
namos con atencion, se encontrard que la literatura matemadtica estd
liena de trivialidades y absurdos que han tenido su origen en el infi-
nito. Asi, por ejemplo, se tienen estipulaciones, a manera de con-
diciones restrictivas, que establecen que en matemdticas rigurosas
s6lo se admitan en una prueba un nimero finito de deducciones, jc6-
mo si alguien hubiera logrado hacer un ndimero infinito de ellas.

Asimismo, antiguas objeciones, que suponiamos resueltas, rea-
parecen en nuevas formas, Por ejemplo, recientemente se han da-
do declaraciones como las siguientes: aun si se pudiera introducir
una nocién con seguridad -sin generar contradicciones- y si esto
fuera demostrado; aun asi, no se habria establecido una justificacidn
para introducir dicha nocién. ¢No es ésta la misma objecién que se
presenté alguna vez contra los ndmeros complejos, cuando se dijo:
“cierto, su uso no conduce a contradicciones; pero, su introduccién
no es justificable porque después de todo, las magnitudes imaginarias
no existen"? No, si justificar un procedimiento significa algo mds que
demostrar su consistencia, dicha justificacién sélo podria consistir
en asegurarse de que la medida sea acompafiada por €xitos sensibles.
Ciertamente, el éxito es esencial, porque en matemdticas cualquier

éxito es el tribunal supremo a cuyas decisiones todos se someten:



Igual que algunas personas ven fantasmas, alguno matemadticos
ven contradicciones, aln donde no se ha hecho ninguna afirmacién,

a saber, en el mundo concreto de la sensacidn; cuyo "funcionamiento
consistente’ es considerado como una suposicidn especial. Siempre
N

he creido que sdlo las afirmaciones y las suposiciones que conduz-
can a afirmaciones por medio de inferencias pueden contradecirse
unas con otras; y el punto de vista de que los hechos y eventos pue-
den hacerlo asi, por si mismos, me parece un ejemplo perfecto de
una trivialidad.

Mediante estas observaciones, sélo deseo mostrar que la aclara-
cidn definitiva de la naturaleza del infinito ha llegado a ser necesa-
ria, no sdlo por los intereses especiales de las ciencias individuales,
sino mds bien por el honor de la inteligencia humana en si'misma.

Desde tiempos inmemoriales el infinito ha provocado emociones
en los hombres, mds profundamente que cualquier otro problema;
dificilmente existe otra idea que haya estimulado la mente tan fruc-
tiferamente. Sin embargo, ningun otro concepto necesita mayor
aclaracién que éste.

Antes de enfocarnos a la tarea de aclarar la naturaleza del infi-
nito, reflexionaremos brevemente sobre el significado que se dd al
infinito en la actualidad. Las primeras e ingenuas impresiones que
se tienen de los eventos naturales son las de uniformidad y continui-
dad. Cuando se considera una pieza de metal o un cierto volumen l
de liquido, se tiene la impresidn de que son divisibles sin limite,

que cualquier parte de ellos, por pequeiia que fuera, tendria de nue-
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vo las mismas propiedades. Pero doquiera que los métodos de in-
vestigacién de la fisica han sido refinados, los cientificos han encon-
trado limites de divisibilidad que no resultan del alcance limitado de
sus esfuerzos, sino de la naturaleza misma de las cosas. En conse-
.

cuencia, se puede interpretar la tendencia de la ciencia moderna co-
mo una emancipacién de lo infinitamente pequeiio, y en lugar de la
antigua mdxima "natura non facit saltus', en la actualidad se afirma
lo contrario: "1a naturaleza da saltos",

Como es bien sabido, la naturaleza estd compuesta de pequefios
bloques de construccion, llamados dtomos, que cuando se combinan
y conectan, producen toda la variedad de objetos macroscdpicos.

Pero, dc hecho, la fisica no se detiene en el atomismo. A fines
del siglo pasado aparecio el atomismo de la electricidad, que parece
mucho mds extraiio a primera vista. La electricidad, que hasta en-
tonces se considerd como un fldido, y que habia sido el modelo de un
agente en continua actividad, ahora se mostraba que estaba consti-
tuida por particulas, a saber, electrones y protones.

Ademas de la electricidad y la materia, hay otra entidad en fisica
que sostiene la ley de la conservacién : la energia, Pero aun la ener-
gia, tal y como la conocemos en la actualidad, no permite una divisidn
infinita en forma absoluta y sin restricciones.

‘De aqui que en ninglin lugar de la realidad, se encuentre un con-
tinuo homogéneo, que admita la clase de divisibilidad necesaria para
realizar lo infinitamente pequefio. [La divisibilidad infinita de un con-

tinuo, es una operacion que sélo existe en el pensamiento. Sélo es
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una idea, refutada por los resultados de nuestras observaciones de
la naturaleza, y de nuestros experimentos fisicos y quimicos.

El segundo lugar en que efrentamos el problema del infinito,’ se
encuentra en la naturaleza, cuando consideramos al universo como
un todo. Aqui, debemos considerar la expansion del universo para
determinar si involucra algo infinitamente grande. Durante mucho
tiempo, se tuvo la opinidn de que el mundo era infinito; hasta el tizm-
po de Kant, y audn después, nadie tuvo ninguna duda al respecto. Pe-
ro, de nuevo, la ciencia moderna, en particular la astronomia, hace
resurgir el problema, y se esfuerza por resolverlo, no por el ina-
decuado mérodo de la especulacién metafisica, sino por medio de ra-
zones apoyadas en la experiencia y en la aplicacién de las leyes de la
naturaleza. En consecuencia, han surgido objeciones importantes
contra el infinito. La geometria euclidiana conduce, necesariamente,
a la suposicion de que el espacio es infinito; y aunque es un sistema
de nociones consistente, no por eso se tiene que aplicar de hecho en
la realidad. Si el espacio.real es o no euclidiano, sélo la experien-

cia y la observacién lo pueden decidir. Por otra parte, en el intento
de probar la infinitud del espacio en una forma especulativa, se come-
tieron errores obvios. Dzl hecho de que mds alld de una cierta por-'
cién de espacio, siempre hay mds espacio, sdlo se sigue que el espa~
cio es ilimitado, pero no que es infinito. Sin embargo, lo ilimitado
y lo finito no son incompatibles. En la llamada geometria eliptica,

la investigacién matemadtica proporciona el modelo natural de un uni-

verso finito. En la actualidad, el abandono de la geometria euclicia-

na no es. sino una especulacién matemadtica o filosdéfica, que surgid
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por consideraciones que originalmente nada tenian que ver con el
problema de la finitud del universo. Einstein mostré que era nece-
sario abandonar la geomatria euclidiana. » En base a su teoria de la
gravitacidén, atacd los problemas cosmoldgicos y mostré que es posi-
}:\>le un universo finito, Mads ain puso en claro, que todos los resulta-
dos de la astronomia eran compatibles con la suposicién de un universo
eliptico.

Se ha establecido que el universo es finito con respecto a dos
factoreé, a saber, a lo infinitamente grande y a lo infinitamente peque-
fio. Pero atln asi, puede ser que el infinito ocupe un lugar justificado
en nuestro pensamiento, y juegue el papel de un concepto indispensable.
Respecto a las matemadticas, primero se analizara el resultado mds
puro y sirhple de la mente humana: la teoria de nimeros; si considera-
mos una, de entre la gran variedad de férmulas elementales de la teo-
ria de nimeros, por ejemplo: (z+ 22+ 3% ... 4+ n*=1/6n (n+1)(2n+ 1)
se puede sustituir cualquier entero en lugar de n, por ejemplé: n=2 o
n=S5; esta férmula contiene implicitamente una infinidad de proposicio-
nes; y €sta es una caracteristica esencial para una férmula. Este es
el por qué represeata la solucién de un problema matemadtico y el por
qué su prueba requiere de un acto genuino del pensamiento; a diferen-

vcia de la ecuacién numérica especifica:

2% 3% 4% 5% = 1760 5-6- 11
que se puede verificar por cdlculo; y en consecuencia, no es de inte-
rés especial, cuando se le considera individualmente.

Asi, se llega a una concepcién dnica y por completo diferente, de

la nocién de infinito, en el método de los elementos ideales. Este
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método, ya se aplica en la geometria plana elemental; donde los pun-
tos y lineas rectas del plapo son reales originalmente, son objetos
existentes de hecho. Uno de los axiomas que se les aplica, es el
axioma de conexion: "Unay s6lo una linea recta pasa a través de
dos puntos"’; del cual se sigue, que dos lineas rectas siempre se in-
tersectan, a lo mds, en un punto. No hay un teorema que diga que
dos lineas rectas siempre se intersectan en algtin punto, porque las
dos rectas, podrian ser paralelas. Pero sabemos que por medio de
la introduccidn de los elementos ideales, tales como: lineas infini~
tamente largas y puntos en el infinito, podemos establecer el teore-
ma de que "dos lineas rectas, siempre se intersectan en uno y sélo
en un punto', siendo esto, universalmente vdlido. Estos elementos
ideales (infinito), tienen la ventaja de hacer que el sistema de leyes
de conexidn, sea tan simple y claro como sea posible. De la sime-
tria entre un punto y una recta, resulta el importante principio geo-
métrico de la dualidad.

Otro ejemplo del uso de elementos ideales, son las magnitudes
complejas-imaginarias del dlgebra, que sirven para simplificar teo-
remas sobre la existencia y el nimero de raices de una ecuacion.

Asi como en la geometria, se utilizan una "infinidad" de lineas
rectas, para definir un punto ideal -esta consideracién de la aplica-
cién del principic de elementos ideaies, es la mds ingeniosa de todas-,
asi, se aplica este principio sistemdticamente en el dlgebra, obtenien-
do las mismas leyes de la divisibilidad, sostenidas para todos los nd-

meros enteros: 1, 2, 3, 4,... Ya estamos en el dominio de la arit-

meética superior.
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Respecto a la estructura matemdtica mds delicada y elaborada,
el andlisis; se sabe que el infinito juega un papel fundamental en él.
En cierto sentido, el andlisis matemadtico es una sinfonia del infinito.

El gran progreso del cdlculo infinitesimal, resulta principal-
mente, de operar con sistemas matematicos con una infinidad de
elementos. Pero como parecié muy plausible identificiar el infini-
to con lo "muy grande', pronto surgieron inconsistenicias que fue-
ron conocidas por parte de los antiguos sofistas, como las parado-
jas del cdlculo infinitesimal. Asi, el reconocimiento de que muchos
teoremas sostenidos para lo finito, -por ejemplo, que la parte es
mads pequeiia que el todo; la existencia de mdximo o del minimo;
el intercambio en el orden de los términos de una suma o un produc-
to-, no se pueden extender de inmediato y sin restriccién para lo
infinito, marco un progreso fundamental. Al principio de este tra-
bajo, dije que estos problemas habian sido aclarados completa y
notablemente por Weierstrass. En la actualidad, el andlisis no sélo
es infalible dentro de su dominio, sino que ha llegado a ser un ins-
trumento prdctico, gracias al uso del infinito.

Pero el andlisis por si sélo, no proporciona un conocimiento
profundo de la naturaleza del infinito; mds bien, nos dd, por medio
de una disciplina mds semejante a una manera de pensar filosdfica,
una nueva luz sobre el problema, Esta disciplina, creada por George
Cantor, es la Teoria de Conjunteos. Sin embargo, en este trabajo,
s6lo nos interesa aquella parte unica y original de la teoria de con-
juntos, que constituye el punto central de la doctrina de Cantor: la

teoria de los nimeros transfinitos. Pienso que esta teoria, es el



- 65 -

producto mads fino del genio matematico, y uno de los logros supre-
mos de la actividad del intelecto humano puro. Qué es esta teoria?

Si se deseara caracterizar brevemente el nuevo concepto del
infinito, que Cantor introdujo, sin duda se dirfa: en anilisis, se uti-
liza lo infinitamente pequeiio y lo infinitamente grande, sélo como una
nocién de limite, como algo que llega a ser, que sucede, es decir,
el infinito potencial. Pero éste, no es el infinito verdadero; y sdlo
se encuentra cuando se estima la totalidad de los nimeros 1, 2, 3,

4, ... como una unidad completa en si misma, o cuando se toman
todos los puntos de un intervalo como una totalidad de objetos, donde
existen todos a la vez, Esta clase de infinito, es conocida como el
infinito real.

Frege y Dadekind, los dos matemdticos mds célebres por su
trabajo en la fundamentacién de las matemadrticas, usaron el infinito
real, para proporcionar una fundamentacidn para la aritmética, que
fuera independiente de toda intuicién y experiencia. Esta fundamen-
. tacién sélo se basaba en la I6gica pura. Dedekind fue mds lejos adn,
ya que, no tomd la nocién de nimero infinito de la intuicidn, sino
que la derivé por medios l6gicos, empleando en forma esencial, el
concepto de conjunto infinito. No obstante, Cantor fue quien desarro-
116 en forma sistematica, el concepto de infinito real. Considérense
los dos ejemplos, ya mencionados: |

1. El conjunto de los nimeros: 1, 2, 3, 4, .....

2. Los puntos del intervalo (0 1), o lo que es lo

mismo, la totalidad de nimeros reales entre Oy L.
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Es natural tratar estos ejemplos desde el punto de vista de su
cardinalidad; pero tal tratamiento, revela resultados sorprendentes,
que en la actualidad son familiares para todos los matematicos.
Porque, cuando se considera el conjunto de todos los ndmeros ra-

S

cionales, esto es, las fracciones: 1/2, 1/3, 1/4, 2/3,..., 3/7,....;
resulta que ~solo desde el punto de vista de su cardinalidad- , este
conjunto no es mayor que el de los ndmeros enteros. De aqui, que
los nlimeros racionales puedan ser ennumerados en la forma usual;
es‘ decir, que son numerables. Lo mismo se sostiene para el con-

junto de todas las raices de los nimeros, y adn para el conjunto de
todos los nimeros algebrdicos. El segundo ejemplo, es andlogo al
primero. Sorprendentemente, el conjunto de todos los puntos de
un cuiadrado o de un cubo -desde el punto de vista de la cardinalidad-,
no es mayor que el conjunto de puntos que hay en el intervalo (0 1).
El mismo caso se presenta con el conjunto de todas las funciones con-
tinuas. Al aprender estos hechos, por primera vez, se podria pen-
sar que , desde el punto de vista de la cardinalidad, sélo hay un in-
finito Unico. En verdad, no: Los conjuntos en los ejemplos (1) y
(2), no son equivalentes, como se dice; mds atn, el conjunto (2) no
puede ser numerable, porque es mayor que el conjunto (1).

Aquf, las ideas de Cantor toman ungiro distintivo. j Los puntos
de un intervalo no pueden ser ennumerados en la manera usual, es
decir, mediante el conteo 1, 2, 3, ......! Pero, si se admite el
infinito real, no estamos obligados a detenernos aqui, Mads bien,

cuando hemos contado 1, 2, 3,...., los objetos asi ennumerados,

se pueden ver como un conjunto infinito, en el que existe todo a la
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vez en un orden particular. Si denotamos este tipo de ordenacién

como lo hace Cantor, por «w , entonces el conteo sigue natural-

mentecon & +1, 0o+ 2, ..., hasta w+w u -2y
luegootravez: (w+ 2)+ 1, (2 2)4+ 2, ...., (w: +w u
w- 3, yluego @+ 2, 0-3, wd, ...., & o & Wit ...,

de manera que al final, se obtiene esta tabla:

1, 4, 3,....,

W, wtl, wt, ...,
w-2, w2+, w242, ...,
w-3, w3+l w-3+2, ...

2 k2
W, W,

LN .
A T I Ry ey WA 3, L,

)

w‘l.l,...,
D2+,
3
% .,

Y
W, .y

13

W,

Estos son los nimeros transfinitos de Cantor, o como él los
llamé, la segunda clase de nimeros. "Asf, se llega a ellos, simple-
rhente, al extender el conteo mds alld, del infinito ordinario numera-
ble, es decir, por una continuacién sistematica, natural y bien deter-
minada, sin el conteo finito ordinario. De la misma manera, como
hasta ahora se cuenta sélo el primero, segundo, tercero,..., objeto

de un conjunto, se contara también, ¢-ésimo, (w+1l)ésimo, ....

(w™)ésimo objeto. Dada esta situacién, surge la pregunta de, si
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mediante el conteo transfinito, se puede o no ennumerar los obje-
los de los conjuntos que no son ennumerables ordinariamente.
En base a estos conceptos, Cantor desarrollé la teoria de ni-
meros transfinitos con bastante éxito, y cred un cdlculo completo’
. .
para ellos. Asi, gracias a la gran colaboracién de Frege, Dedekind
:»yic'Iantor,» él infinito se introdujo y disfrutd de un pex;iodo de gran’
triunfo.l Mediante el vuelo mas audaz, el infinito habia alcanzado el
'nebuloso pinécUlo del éxito. Pero, la reaccion no se hizo esperar y
tomo6 formas muy dramdticas. Los eventos siguieron el mismo tra-
yect'o, que en el desarrollo del cdlculo infinitesimal. Los mateméi—
‘_1't4icbs, en su entusiasmo por descubrir resultados nuevos e imp'ort.an-
+  tes, prestaron pocaatencién a la validez de sus métodos dédﬁctivos.
. Y‘con el simple empleo de las definiciones y métodos .decluctivos, qué
. habian llegado a ser usuales, empezaron a surgir contradicvciotneé. |
;vEsr:'as contradﬂ:ciones, llamadaq paradojas de la teoria de conjuntos,
se hacian cada vez mds sevefas. .En particular, una contradiccion,
 ' descubierta por Zerrrielé y Russell, fuvo un efecto evidéntemente ca-

‘tastroflco, al conocerse en el mundo de las matemamcas o :

Confrontados por esta paradoja, Dedekind y Frege abandonaron

'completamente su punto de vista y se renraron. D;dekmd dudo mucho

- . tiempo, antes de permitir que publicaran' uma nueva edicion dg su tra—
) tado que hizo época, "Was smd und was sollen dle Zahlen ‘En un

. ‘-

_epﬂogo, Frege también, tuvo que reconocer que la tendencia de su
libro "Grundgesetze der Mathematik" era erréneo. L.a doctrma de
--Cantor fue atacada por todos lados. Esta reaccién fue tan v1olenta,

,que adn los conceptos mas ordmanos y fructlferos( y los metodos .
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deductivos mds simples e importantes de las matemdricas, fueron
amenazados, y su empleo estuvo a punto de ser declarado ilicito.
Por ;upuesto. el viejo orden tenia sus defensores. Sin embargo,
sus tdcticas defensivas también fueron discutidas y ellos nunca for-
N

maron un frente unido en los puntos vitales. Se ofrecieron muchos
remedios diferentes para las paradojas; los métodos propuestos pa-
ra aclararlas, también fueron muy variados.

Es evidente, que el estado en que nos encontramos luchando con-
tra las paiadojas en la actualidad, es intolerable. ¢Es justo pensar
que las definiciones y los métods deductivos que aprendemos, ensefa-
mos y usamos en matemadticas, el modelo de la verdad y certeza, con-
duce a absurdos? Si el pensamiento matemdtico es defectuoso, jdénde
vamos a encontrar la verdad y certeza?

Sin embargo, hay una manera satisfactoria, por completo, de evi-
tar las paradojas, sin traicionar a nuestra ciencia. Las consideracio-
nes y métodos que ayudardn a encontrar este camino y mostrardn qué
direccién tomar son éstas:

1. Doquier que haya alguna esperanza de éxito, las definiciones
productivas y los métodos deductivos, se investigardn con cuidado.

Se fomentardn, fortalecerdn y haran utiles. Nadie nos privarad del
paraiso que Cantor ha creado para nosotros.

2. En todas las deducciones de las matemdticas, se deberd es-
tablecer la misma certeza que existe en la teoria de nimeros. Nadie

podrd dudar, y donde surjan contradicciones y paradojas, serd sélo

por nuestro descuido.
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Obviamente, estas metas solo se alcanzardn después de que haya
sido aclarada la naturaleza del infinito.

Ya hemos visto. que el infinito no se encuentra en ninguna par-
te de la realidad, no importa a qué experiencias, observaciones y
conocimientos se apele. ;Puede el pensamiento acerca de las co-
sas, ser tan diferente de ellas? ;Puede el proceso del pensamiento,
ser tan diferente del proceso real de las cosas? En sintesis, jpue-
de el pensamiento, estar tan lejos de la realidad? Mads alin, jno es
claro que cuando pensamos que hemos encontrado el infinito en al-
gun sentido real, sélo hemos sido seducidos para pensar asi, porque
con frecuencia, encontramos dimensiones extremadamente grandes
y pequeiias en la realidad?

¢ La deduccién légica material, nos engaiia cuando la aplicamos
a cosas o eventos reales? (No. , la deduccidn légica material, es
indispensable, y sdélo engaiia, cuando se forman definiciones abstrac-
tas arbitrarias, especialmente, aquéllas que involucran una infinidad
de objetos. En tales casos, se ha usado la deduccidn légica material.
en forma ilegitima, es decir, no se ha puesto suficiente atencidn a
las condiciones previas necesarias para su uso vdlido. Al recono-
cer que existen tales condiciones previas, que deben tomarse en cuen-
ta, estamos de acuerdo con los filésofos, especialmente con Kant.
Kant enseiié -y ésta es una parte integral de su doctrina-, que las
matematicas tratan un hecho dado, independiente de la l6gica; y que
las matemadrticas nunca pueden fundarse sdlo en ella. En consecuen-
cia, los ensayos de Frege y Dadekind, asi fundados, estaban conde-
nados al fracaso.

A mran hion  SAama tina randicidn mreevia. Para near la deduceion
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16gica y efectuar operaciones logicas, se debe dar algo en la percep-
cidén ciertos objetos concretos, extraldgicos, que se presentan intui-
tivamentfs, como experiencias, previas a todo pensamiento. Para
que la deduccidn logica sea confiable, debe ser posible ver cada as-
pécto de estos objetos: sus propiedades, diferencias, sucesiones y
contigliidades junto con los objetos mismos, como algo que no puede
reducirse a otra cosa, ni requiere reduccién. Esta es la posicién
filosdfica basica, que considero un requisito para las ratemadticas,
y en general, para todo pensamiento, entendimiento y comunicacién
cientifica. Los hechos matéma‘ticos, de acuerdo a esta teoria, son
los signos concretos en si mismos, cuya estructura es clara y reco-
nocible de inmediato.

Considérese la naturaleza y los métodos de la teoria de nimeros.
Ciertamente, se puede desarrollar por medio de la construccidén de
estructuras numéricas ordinarias, mediante consideraciones de ex-
clusivo contenido intuitivo. Pero las matemdticas no consisten sélo
en ecuaciones numéricas, y con seguridad no pueden ser reducidas
solo a ellas. Pero, todavia se podria argumentar que las matemdticas
constituyen un aparato que aplicado a enteros, produce ecuaciones
correctas, Para efectuar tal investigacion, se tienen disponibles los
mismos métodos finitos, materiales y concretos, que se usan para
derivar ecuaciones numéricas en la construccién de la teoria de ni-
meros. Este requisito cientifico, puede satisfacerse, es decir, es
posible obtener de una manera exclusivamente finita e intuitiva
~-como sucede en la obtencidén de las verdades; en la teoria de nime-

ros - los conocimientos profundos que garantizan la vali-
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dez del aparato matemadtico.

Ahora, considérese la teoria de nimeros con mds detalle. En
la teoria de nimeros, se tienen los simbolos numéricos: I, 11, 1II,
IV, ...., donde cada uno de ellos, es reconocible intuitivamente,
1;01‘ el hecho de contener solo I's. Estos simbolos numéricos, que
son por s mismos, nuestro objetivo, no tienen significado en si.
Sin embargo, ademds de estos simbolos, aln en teoria de nimeros
elemental, se requieren otros que tengan significado y que sirvan
para facilitar la comunicacién, por ejemplo, el simbolo 2, es usa-
do como abreviatura del simbolo numérico 1l, y el simbolo 3,
como abreviacion de ll. Ademds, usamos simbolos como: 4 , =,
> , para comunicar ciertos enunciados. De manera que 2+333+2,
sirve para comunicar el hecho de que 243 y 3+ 2, cuanto se to~
man en cuenta las abreviaturas, son el mismo simbolo numérico,

a saber, el simbolo LIII. En igual forma, 32> 2, sirve para comu-
nicar el hecho de que el simbolo 3, (III) es mds grande que el 2 (II);
en otras palabras, que el dltimo simbolo es una parte propia del pri-
mero.

También usamos las letras a, b, ¢, para la comunicacion.
Asi, b a, comunica el hecho de que el simbolo numérico b es mds
grande que el simbolo numérico a.

Desde este punto de vista, a+ b= b+ a, comunica el hecho de
que el ndmero a+ b, es lo mismo que by a. También, el conteni-
do de esta comunicacién, puede mostrarse mediante la deduccién

“material. Se puede ir bastante lejos, con esta clase de tratamien-~

to material intuitivo.
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Pero permitaseme dar un ejemplo, donde este método intui-
tivo se deja atrds. EIl nimero primo mads grande, conocido, es
(de 39 digitos) p = 170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 725.
. Por un método bien conocido, debido a Euclides, se puede dar
una prueba que permanezca dentro de la estructura finita, para el
siguiente enunciado: "entre p+1 y pl+ 1, existe al menos un
nuevo nimero primo". El enunciado e;n si mismo, estd en completa
conformidad, con la actitud finita, ya que la expresidn, "existe",
solo sirve para abreviar la expresidn: "es ciertoquep+1 o pt2 o
pP+3 o....0p'+ 1, es un nimero primo',

Asi, obviamente, es lo mismo decir: " existe un ndmero primo p'
tal que: ‘

1. p’ es mayor que p, ‘

y al mismo tiempu es:

2. menor o igual que p.+ 1."

De esta forma, podemos formular un teorema que exprese sélo
una parte de la afirmacién de Euclides, es decir, que "existe un nd-
mero primo que es mayor que p "'. Y aunque este teorema, es mucho
mads débil en térmx’nos de contenido, y el cambio parece bastante ino-
fensivo; sin e;nbar.go, esto involucra un s:;lto a lo transfinito, cuando
este enunciado parcial, se considera fuera del contexto anterior, y
se declara como una afirmacidn independfente.

¢{Cémo puede ser esto? Se tiene un enunciado exis;éncial, con
la frase "'existe". Cierto, se tiene una expresién similar en el teo-
rema euclidiano, pero en éste, el "er;iste" es una abreviacién para |

decir: " p+1 o pt2o0 p+3 o.... op+ 1, es un nimero primo",

de la misma forma que en lugar de decir: 'este pedazo de gis es

. . P " ,
rojo, o ese pedazo de gis es rojo, ©O el pedazo de gis es rojo’,
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decimos brevemente, "entre estos pedazos de gis, existe uno que es
rojo". Un enunciado tal como: "existe un objeto con una cierta pro-
piedad, en una totalidad finita", se conforma perfectamente, a nuestra
actitud acerca de lo finito. Pero un enunciado como: 'p+1, o p+42,
o pt+3o......, tiene cierta propiedad”, es él mismo un producto
l6gico infinito. Pero, tal extensidn al infinito estd tan prohibida,
como lo estd la de los productos finitos a infinitos en el andlisis; y

a menos que, se presente una investigacion especial y se tomen cier-
tas precauciones, esto no tiene sentido inicialmente.

En general, desde el punto de vista finito, un enunciado exis-
tencial de la forma: "existe un nimero con cierta propiedad"”, sélo
tiene significado como un enunciado parcial, es decir, es visto como
parte de un enunciado mds preciso, pero cuyo contenido exacto, no
es esencial para muchas aplicaciones.

Asf, en un enunciado existencial, cuyo contenido no puede expre-
sarse con una disyuncidn finita; se encuentra el infinito.

En igual forma, de la negacién de un enunciado universal, es
decir, que se refiere a simbolos numéricos arbitrarios, se obtie-

1

ne un enunciado transfinito. Por ejemplo, el enunciado: " si a es
un simbolo numérico, entonces a+l=1+4a", no se puede negar
desde un punto de vista finito. Esto se aclarard, si se considera
que este enunciado, no se puede interpretar como la conjuncién de
una infinidad de ecuaciones numéricas por medio de "y"; sino, sdlo

como un juicio hipotético que afirma algo, cuando se dd un nimero.

De esto se sigue, en particular, que con una actitud finitista,
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no sepamos hacer uso de la alternativa, referente a que, una ecua-
cidén como la anterior, en la que se da un ndmero no especificado,
queda satisfecha por todos los niimeros, o bien, rechazada por un
contraejemplo. Porque, siendo una aplicacidn del principio del

.
tercero excluido, esta alternativa descansa en esencia, sobre la
suposicién de que la afirmacion de la validez de esa ecuacién, se
puede negar.

En todos los casos, se observa lo siguiente: en el dominio de
los enunciados finitos, se tienen como reglas, leyes légicas muy
complicadas; y su complejidad, liz:a a ser inmanejable cuando las
expresiones ''todos' y "existe", se combinan, y cuando ocurren
en expresiones anidadas, dentro de otras expresiones. En cualquier
caso, las leyes logicas de Aristdteles, que el hombre ha usado desde
que empezd a pensar, ya no se sostienen,

Ahora, se puede tratar de determinar, cudles son las leyes 16-
gicas vdlidas, para el dominio de las proposiciones finitas; pero esto
no ayudaria, ya que no se pretende renunciar al uso de las sencillas
leyes logicas de Aristételes. Y nadie, aunque hable con las lenguas
de los dngeles, impedird que las personas nieguen las afirmaciones
arbitrarias, formen juicios parciales, o utilicen el principio del ter-
cer excluido. jEntonces, qué se debe hacer?

Recordemos que somos matemadticos, que ya hemos estado en
un predicamento semejante, del cual nos hemos librado, mediante
el fnétodo de los elementos ideales. Al principio de este articulo,
mostré algunos ejemplos ilustrativos, del uso de este método.

Del mismo modo como i=V=1', se introdujo para preservar en
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la forma mds simple las leyes del dlgebra -por ejemplo, las leyes
acerca de la existencia y ndmero de raices de una ecuacién- , los
factores ideales se introdujeron para conservar a su vez, las leyes
de la divisibilidad para los nimeros algebrdicos -por cjemplo, se
introdujo un divisor comdn ideal, para los nimeros 2 y I+ V=5,
aunque, tal divisor no existe en realidad. En la misma forma, para
preservar las reglas formales simples de la l6gica aristotélica or-
dinaria, debemos relacionar los enunciados finitos con enunciados
ideales. Es extrafio, que los métodos de deductivos que Kronecker
admird con tanta vehemencia, sean la contraparte exacta, de lo que
admiré con tanto entusiasmo en el trabajo de Kummer,

(Como se obticnen los enunciados ideales? Es una circunstan-
cia notable, y de verdad prometedora y favorable, que para pene-
trar en la trayectoria que condece a ellos, sdlo se requiera, conti-
nuar en forma natural y consistente, el desarrollo que ya ha 'seguido
la teoria de la fundamentacion de las matemadticas. Debemos darnos
cuenta, que atin, las matemadticas elementales van mds alld del pun-
to de v’ista de la teoria de ntimeros intuitiva. La teoria de nimeros
es intuitiva, por la forma en que ha sido construida, no incluye el
método del cdlculo algebridico con letras. Las férmulas siempre se
han usado, exclusivamente, para la comunicacién en esta teoria.
Las letras se toman como simbolos numéricos, y una ecuacién comu-
nica el hecho de que dos simbolos coincidan. Por otra parte, en dlge-
bra, las expresiones formadas por letras, se consideran estructu-
ras independientes, que formalizan los teoremas materiales de la

teoria de nimeros. En vez de enunciados referentes a simbolos nu-

fne v v ammeninn fRasmnnlac At oAn nAr o miamace lne nhierns con-
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cretos del estudio intuitivo. En vez de la prueba tedrico-numérica,

basada en el contenido, tenemos la derivacion de una férmula a par-

tir de otra, de acuerdo a determinadas reglas.

Por lo tanto, hay un aumento en la cantidad de objetos finitos, en ~
el dlgebra; hasta ahora, los dnicos objetos de nuestra consideracion,
habian sido simbolos numéricos, tales como: 1, II, ...., Il  Pero
la prdctica matemadtica del dlgebra, ya vd mds alld de eso. Si aln,
desde nuestro punto Qe vista finito, es admisible una proposicion,
en tanto que esté coInBinéda con alguna indicacidn, que nos hable de
su significado.i Por ejemplo, el teorema que dice: " a4 b=b +a,
donde a y b son sx'mbolqs numéricos particulares'. No-obstante,
pfeferimos no usar esta forma de comunicacién, sino reemplazarla

por la férmula: a<+b=bta.

Esta ya no es una comunicacién inmediata, de algo que tiene sig-
nificado en si’ mismo, sino una cierta estructura formal, cuya re-

lacién con los enunciados finitos originales: 2+3=3+2 y 5+ 7= 71-5;‘;;

consiste en el hecho de que, si se reemplazan a y b, por los simbo-
los numéricos: 2, 3, 5, 7, se obtienen los enunciados finitos par-
ticulares, es decir, se efectia un procedimiento de prueba muy sim-
ple. Entonces, se llega al concepto de que a, b,+, =, asi comola
férmula a% b=Db +a, no tienen ningun significado por si’ mismos, sino
el que los simbolos numéricos ales dan. Pero, a partir de esa férmu-
la, se pueden deriyafiotras; a las cuales, se les dd un significado, N
y se les trata conio 99§nunicaciones de enunciadcs finitos. Si.se ge-

N ) -
neraliza este concepto, las matemadticas se vuelven un conjunto de



férmulas: primero, aquéllas a las que corresponde el significado

de enunciados finitos >,(Aecuaciones numéricas y desigualdades); se- £
gundo, otras férmulas,‘. que no significan nada por si mismas, y que .
son las estructuras ideales de nuestra teoria.

Ahora, ycudl era‘ nuestra meta? En matemadticas, se ”en'cuentran'
enunciados finitos que contienen sélo simbolos numéricos, por‘ejem—
‘plo, 322, 243=3+2, 2=2, 143, que desde nuestro punto de
vista finito, son intuitivos“en forma inmediata, y entendibles direc-
tamente. Estos eﬁq‘m’_:ia'dos se pueden‘negar,, y'el resultado serd
verdadero o falso; s‘e" puede aplicar la légica aristotélica sin restric-. .
cionés, y sin tener que tomar precauciones especiales. Se dd el

principio de la contradiccidn, csto es, es imposible para cualquier

enunciado, que él y su negacién, sean verdaderos en forma simul-

tdnea. También se tiene el principio del tercero excluido, esto es,

entre dos enunciados: €l y su negacidn, sdlo uno de ellos es verdadero. &
Decir que un enunciado es falso, es equivalente a decir que su nega-

'cién es verdadera. ‘Ademds de los enunciados elementales, que tienen ..

Ve
i

un cardcter poco problemdtico, encontramos enuncfados finitos, de
cardacter problemétic-o,b por ejemplo, aquéllos que no se pueden des-
componer én enunciados parciales, Finalmente, se introdujeron
enunciados ideales, bara asegurarse de que las leyes ordinarias de
la l6gica, se mantuvieran universalmente. Pero, puesto que, los

- enunciados ideéles., z;‘saber,_ las férmulas, en tanto que no signi-
fican nada por si’ n%ishas,‘ no permiten la aplica<.:.i.§n. de las opera-
ciones légicaé,' f:orr'x‘c;'.ld hgcen'los enunciados firlifoé. Por lo tanto,

" es necesario formalizar las operaciones légicas y las pruebas ma-
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temadticas en si mismas; esto requiere, una transcripcidn de las
relaciones l6gicas, en férmulas, de manera que a los signos mate-

maticos se les afiadan algunos signos légicos, a saber:

A sy —> [
. y o implica no

y utilizar ademds de las variables matemdticas: a, b, ¢, d, .....;
variables l6gicas, llamadas, variables proposicionales: A, B, C,...
(Cémo se puede hacer esto? Por fortuna, encontramos la misma

armonia establecida previamente, que con tanta frecuencia se obse;'-
va en la historia de la ciencia; una armonia, que ayudé a Einstein
cuando encontré. el calculo general de invariantes, ya desarrollado
para su teoria de la gravitacion. Encontramos un cdlculo légico,
ya desarrollado, que originalmente, fue creado en un contexto dife-
rente por completo; los simbolos se introdujeron éélo para propdsitos
de comunicacidn, pero esto, auin €s consistente con nuestro punto de
vista, si eliminamos cualquier significado que se les atribuya, y de-
claramos que las férmulas del cdlculo légico son enunciados ideales,
que no significan nada por si mismos. En el céalculo légic'o, se posee
un lenguaje simbdlico, que puede representar enunciados matmaticos
con férmulas, y expresar deducciones légicas, mediante I;rocedimien—
tos formales. En analogia exacta, a la transicién de la teoria de ni-
meros al dlgebra formal, ahora consideramos los signos'y simbo-
los de operacidn del cdlculo 16gico, haciendo abstraccion Qe su signi-
ficado. De aqui, que finalmente se obtenga, en lugar de u}l conoci-

* miento matemadtico comunicado por medio de un lenguaje ordinaris,

un conjunto de férmulas que se forman, a partir de simbolos légicos

y matemdticos, y que son generadas sucesivamente, de acuerdo a
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reglas bien definidas. Algunas de estas férmulas, corresponden a
los axiomas matemadticos, y para la deduccién material, hay reglas
de acuerdo con las cuales, las férmulas se siguen una a otra. Por

lo tanto, la deduccién matertal es reemplazada por un procedimien-
to formal, gobernado por reglas. De este modo, se efectia la
transicién total de un tratamiento natural, a uno formal: tanto para
los axiomas en si mismos, que en su origen, se consideraron, inge-
nuamente, como verdades fundamentales; en la axiomadtica moderna,
se consideran como exclusivas relaciones entre conceptos; como para
el cdlculo légico, que se prc;puso como otro lenguaje.

Permitaseme explicar, cémo se formalizan las pruebas matemd-
ticas. Como dije, existen ciertas férmulas, llamadas axiomas, que
girven como bloques de construccion para la estructura formal de las
matematicas. Una prueba matemdtica, es una ordenacién o arreglo,
que debe darse en nuestra intuicién. Consiste en deducciones hech as

de acuerdo al esquema:

G
G ----®» L
L
donde cada premisa, es decir, las férmulas: G y G ----¥% L, oes

un axioma, o resulta de una axioma por sustitucién, o es la dltima

férmula de una deduccidn previa, o resulta de ella por sustitucion.
Se dice que una férmula es demostrable, si es la formula fi-

nal de una prueba. .
Nuestro programa, nos guia por si sdlo a la eleccién de axiomas

para nuestra Teoria de la Demostracién. A pesar de que existe,

una cierta arbitrariedad en la eleccion de axiomas, como en el ca-

so de la geometria, ciertos grupos de axiomas, se distinguen cua-

litativamente.
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Estos son algunos ejemplos, tomados de cada uno de estos grupos:f}-.
. L Axiomas de Implicacion: | : o ' LE
A ----p» B--- A) Adicién de una hlpotesxs

(B =-=-3C) =---+ {(A -==-pB) ----- P (A C)}
; Eliminacion de un enunciado. .

- II. - Axiomas de Negacion:
{A ----- » BA B)} ------ » 1A Principio de Contradxccxon.

ITA ----p A Px incipio de la Doble Negacmn ’ h :‘-"’;;:

Del principio de contxadlccmn, se obtiene la formuia: (A TA) -,--”"i:

y del principio de la doble negacién, se obtiene el principio del

tercero exclui’do: { A---p> B) A ('1A i B)} ““'.:‘" fB-

Los amomas de los grupos l y “II, son sxmplemente los axio- .

mas del calculo proposmmnal

IIl. »Axiémas Transfinitos*
o '(a) A(a) el A(b) Infexencxa de lo umversal a lo parncular,
‘Ax1oma Arlstotélico ‘ A | T '
7 (a) Ala) —----) (3 a) '1A(a) ’ Si'un predicado no se aphca

Yoo 'universalmente entonces hay un contrae]emplo

(3 a)‘ A(a) ----- P (a) - '1 A(a) Si no hay instancias de una

- propos1c1on, entonces la proposxcmn es falsa:-para toda a.

R -Aquf 11egamos a ‘un'hecho.muy importante a saber, 'que estos s

ax1omas transhmtos se derwan de un amoma emqular que conme-

-:ne la esencia de uno de los axxomas mds dxscundos en la l1teratura
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matemidtica, a saber, el axioma de eleccion: A(a) ---+ A(g (A), |

donde € es la funcidn de eleccién légica, del transfinito.

Ademsds, se tienen los siguientes axiomas, especificamente mm-
temadticos, quc;‘se suman a los ya dados:. -
IY. Axiomas de Identidad:

a= a,

a=b —==-p (A(a) e 4 A(b))
y finalmence, ' ) , T

V. Axiomas de Numero:

a+ 1#+0 . A
y el Axioma de Induccidon Matemadtica: : s
{80 A G(AG) ===+ AXD] ---- A

Asi, ya estamos en posicidn de externar nuestra teoria de demos-~

_tracion, y construir el sistema de férmulas demostrables, es decir,

las matemadrticas. Pero, en nuestra alegria general por el éxito de

la investigacidn, en particular, por el encuentro de la herramienta

indispensable: el cdlculo légico; atin asi, no debemos olvidar la con-
“ dicién esencial de nuestro trabajo. Porque aunque tnica, es absolu-
tamente necesariaf“y que estd relaqionada con el método de los ele-
mentos ideales. Esa condicién, es una "prueba de consistencia”;
. porque, ia extensién de un dominio, mediante la suma de eclementos
ideales es legitima, s6lo si no causa contradicciones en el dominio
inicial, que es mds estrecho; o en otras palabras, sdlo si las rela-
ciones que se obtienen de las viejas estru.cturas, al eliminar las es-
tructuras ideales, contindan siendo validas en «l dominio anterior.

s '

No obstante, el problema de consistencia €s manejado ficilmen- =,

te, en las presentes circunstancias. Se reduce a ver que "'lz= 1",
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Esta tarea pertenece al dominio de la intuicién, tanto como la de
encontrar una prueba de. la irracionalidad de 2 en la teoria de
nimeros, es decir, la prueba de que es ’imposible encontrar dos |
nimeros a y b, 'que satisfagan la relacién: a 2b , o sea que
"no se pueden producir dos nimeros con una cierta propiedad.

- Asimismo, es de nuestra incumbencia mostrar que‘ no se pue-
de dar un cierto tipo de prueba.' Pero una prueba formalizada, es
un objeto visible y concreto, como lo es un nimero; se puede des-

~cribir completamente. Mds atn, la férmula “1 1", es una pro-
piedad que se puede verificar con una prueba., El dar esta prueba,
nos permitird justificar, la introduccion de enunciados ideales.
Asfi, experimentaremos la placentera sorpresa, de haber re-
suelto al mismo tiempo, un problema que ha importunado a los ma-

temdticos por largo tiempo, o sea, el problema de proveer la ""con--

sistencia de los axiomas aritméticos'. Porque, desbués de todo,

al seleccionar, interpretar y usar las reglas y axiomas, no queremos:‘. i
tener que confiar a ciegas. En geometria y teoria tisica, la prue-

ba de consistencia se efectia exitosamente, mediante su reduccion

a probar la consistencia de los axiomas aritméticos. Pero, es obvio
que no podemos usar este método para probar la consistencia de la r.-
aritmérica en si misma. Es nuestra teorfa de la demostracidn, ba-
sada en el método‘de los elementos ideales, la que nos capacita

. para‘realizar‘ este iltimo e importante paso; ya que constituye, el

fundamento necesario en el campo de las doctrinas axiomadrticas.
X . ‘: N N S0 oL
Lo que hemos experimentado en dos ocasiones, una con las para-

dojas del ceilculo_"infinitesimal, y otra con las de la teoria de

’,
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conjuntos, no lo expeﬁmentaremos por tercera ocasidén, ni nunca
_més. A . »
La teoria de’'la demostraqién que hemos diseiiado, no sdélo provee
una base sdlida wpara la fundamenfacién, sino que también proporciona i
un meétodo general, para tratar.cuestiones matemdticas fundamenta-
les, que las matemadticas hasta ahora, habfan sido incapaces de ma-
nejar. En cierto sentido, las matemadticas han llegado a ser un tri- o
bunal supremo, que decide problemas fundamentales sobre una base
concreta; y .con el cual, todos pueden estar de‘ucﬁerdo,' y cada enun- i
ciado puede ser verificado. -
Las afirmaciones de la nueva doctrina, llamada “intuicionismo”,
aunque modestas, deben en mi opinidn, recibir primero el certifica-
do de validez, de este tr_ibunal. | .
Un ejemplo del tipo de problemas fundamentales, que se pueden

manejar asi, es la tesis: ."todo problema matemadtico, tiene solu-

cién". Estamos convencidos de que asi es en realidad, De hecho,

uno de los principales atractivos, de dar esta herramienta a un pro-

wat

blema matemitico, es que dentro de nosotros, siempre oimos: "Exis-.
te este problema, encuentra la solucidn'. Se puede encontrar por
el pensamiento puro, porque no hay ignorabimus (ignorancia) en ma- i

5

temdticas. "Ahora, mi teoria de la demostracién, no puede especifi~ »

“car un método general para resolver todo problema matematico; de

hecho, no existe. Pero la prueba de que todo problema matemadtico

tiene solucidn, ‘es consistente, cae completameqte, dentro del alcan--
+ : 1 ) " I T

ce de nuestra teoria. . :
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Ahora, jugaré mi dleima carta, La prueba final, de toda teo~

‘

ria nueva cs su éxito en la resolucidn de problemas ya existentes,

i

para los cuales no fue creada especificamente. La mdxima: "Por
sus frutos los conoceréis’, se aplica también a las teorfas. Cuando :
pe . > .
Cantor descubrié sus primeros nimeros transfinitos, llamados, la
. ) : »

“segunda clase de nimeros, surgid la pregunta, como ya he mencio~ .

nado, de si este método de conteo, transfinitq, permite ennumerar ) .‘""
los elementos de los conjuntos conocidos en otros contextos, y no
ennumerables en el gsentido ordinario. ’

Los puntos de un intervalo, se presentaron como un conjgnto de -

esta clase, y fueron los primeros en ponerse bajo esta conmderacwn.';;

Este problema, de ennumerar los elementos de este conjunto, por

medio de la tabla construida previamente, es el famoso problema
del continuo, que Cantor formuld, pero no logré resolver. Algunos .

matemdticos, creyeron que podian resolver este problema, negando .

su existencia. Las siguientes consideraciones, muestran lo erréneo

.
)

de su actitud:
El problema del. continuo, se d1stmgue por su orxgmahdad y be=~

lleza interna; pero ademas se caracterlza por dos cualidades que.

lo elevan sobre otros problemas famosos

Su solucmn'requxere nuevas formas, ya que los métodos anti- .-°

guos-fallan'en este c‘:aso, y ademds, esta solucxon es, en’ sx mlsma,

a

de gran 1mportancia, p01 1os 1esu1tados que se determman

R RN
ia
)

L.a teoria que he desarrollado, provee una, :olucmn para el pro-
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blema del continuo. La demostracién de que todo problema matemd:
tico tiene solucio’nv, cdnstituye el primero y mds importante paso h‘a—.%
cia su solucién. » “ ;
En resumen, volvamos al tema principal y tracemos algunas cpnt-’
clusiones de nuestro pensamiento acerca del infinito. Nuestro prin-
cipal resultado, es que el infinito no se encuentra en ninguna parte en
Cla realidad. Ni 'exi‘ste en la naturaleza, ni provee una base legitima
para el pensamiento racional. En contraste a los’primgros( esfu;er-_.
zos de Frege'y Dedekind, estamos convencidos de que ciertos con-‘.’:z ;
ceptos intuitivos y bonocimientos prpfundos, son condiciones necé-{
sarias para el con_gcllniento cientifico. Pero esta logica sola no es .\'},
suficiente, el manejo dcl infinito, sdlo puede hacerse medignte lo
finito. EI rol de juggo “para el infinito, so6lo consiste en poder con- o
fiar, sin duda alguna, en .la estructura creada por nuestra teoria; ”
la cual, parte de- uﬁa idea, si sc entiende por idea, en terminologia

kantiana, un concepto de la razdén que trasciende a toda experiencia

y que completa lo concreto como una totalidad.

Finalmente, deseo agradecer a P. Bernays por su inteligente. |

. colaboracidn y valiosa ayuda, tanto técnica como editorial; en for-

.

ma especifica, con la prueba del teorema del continuo, -




	Portada
	Índice
	Introducción General
	Capítulo I. Platón
	Capítulo II. Immanuel Kant
	Capítulo III. David Hilbert
	Conclusiones
	Bibliografía
	Apéndice



