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INTRODUCCION

Los espacios compactamente geherados fueron considera-
.dos en 1955, en el libro de topologfa general de Kelley
(X) y la conveniencia de utilizarlos en topologia la esta
blecid Steenrod (S) en 1967, en su importante articulo del
cual nos ocuparemos en este trabajo.

Ha sido una nreocuracidén de los toondlogos zlgehraicos
establecer una categoria de espacios topolégicos adecuada
en la cual trabajar. Muchas de las propiedades elementales
de la teorfa de homotopiz pueden establecerse casi en
cualouier categoria de espacios topoldgicos punteados.Pero
a medida que nos adentramos mes en el estudio, necesitamos
hacer ciertas construcriones tales como las de formar espa
cios producto, esvpacios de funciones, etc., Yy es deseable
que la categoria en cuestidn sea cerrada bajo estas opera
ciones. Por ejemnlo, la categoria de‘todos los espacios
topolégicos no es conveniente pues falla la ley exponencial;
la categoria de los complejos CW tampoco es conveniente
pues no admite espacios de funciones, y tampoco la catego
ria de Milnor de espacios 7ue tienen el mismo tipo de homg
topia de un complejo CW. Pareceria que en la categoria de
espacios tovnolégicos, se han estado estudiando objrtos ma
temdticos "equivocados" , y aue los "correctos" serian los

espacios compactamente generados de Hausdorff. Veamos pnr



qué :Una categoria de espaciog topoldgicos es conveniente

si es lo suficientemente "grande", para aue contenga tndos
los espacios particulares que surgen en 1la prdstic2., Ademds,
deberd ser cerrada bajo operaciones como la formacidn de
subespacios, espacios producto, esnacios de funcinnes, es-
pacios de descomposiciéh, composicién de operacinnes, etc..
También la categorfia debe ser lo suficientemente rziuefia
para que se vpuedan formular proposiciones verdaderas, A sa
ber que cea cerrada bajo rciertas overaciones, taies como
formar prrductos de esracios y esorcios de funciones,

Veremos que la categoria EQZ de 105 esparine ~comnactas
mente generados s "egrande" pues todo esracis Kzusdorff 10
calmente comracto, tedn esnupio Fausder®f aus gatrizface el
orimer axioma de numerabilidad y todo esvacio métrico ner-
tenecen a é&?. odificaremons 21 nr~durto de dos ec-parios
para nue éste sen cerrado, as{ coro las definici~nes de cy
bespacio ¥y esvacio de funciones y veremns gue entontes es
una "buena" categoriz para hacer trpologia aleebraica,

En el Canitulo T estableceremos almunns concerteos v re-
sultados de topolosgia de conijuntos v tenrin de catagarine
necesarios para que el material subseccuente sor =ntocontenidn,
No nwretendemos hacer una lista innumeradle de resultazdns,
sinn que estableceremos Unicamente los resultadns especifi

cos que ntilizaremos en loe canftules siouientes,



En el Capftulo Il presentamos un andlisis detallado de
las propiedades de los espacios compactamente generados
.que establecerdr la conveniencia de dicha categoria,

En el Cap{tulo III veremos quef7;(x,*9 rosee una estruc
tura de grupo si n31. Dicha ley de comnosicidn se nuede
construir directamente vara un espario topoldgico puntea-
do X, pero la construnccidén es mds sencilla si X es comp2c-
tamente generado y 8i se utilizan los resultados del
Capitulo II.

Los prerrecuisites para entender este trabajo sor dnica
mente un curso de topologia elemental. &l lector encontrard
en el Capitulo I los hechos fundamentales gue supondremos
le son conocidos, de otra manera le sefialaremos donde ouede

enncontrarlos en l1a literatura.



CAPITULO I

RESULTADOS PRELIMINARES

En este capftulo recopilaremos alsunos resultados 2lemen

tales de tonologfa y fijaremos la terminologia.
1 RESULTADOS DE TOPOLCGTE GUNERAL,

1.1 HOTACTON. Sex B" = { xeR™ | nxi ¢ 1} 1a hol2 nerra
da de dimensidn n en el ecviacio enclideann IR". Denntrmne
por gn-1 ala osfera de dimensién n=t en R", =5 deair »

s o {xer™ L usn - 1) .

"
E? cubn de dimensién n en R“ , 1n denotamos rar T, or darir

™ - { (Xq5e0asX,)€ IRY“ "‘-‘Y--"} .
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1.2 TEOREMA. (G-M (1.8)). Sea (X,7 ) un espacio topolé-
gico. Entonces un subconjunto A de X es abierto ci A es ve
cindad de cada uno de sus puntos. V&€ X es una vecindad de x

en X, si existe W€ T tal que x estd en WeV,

1.3 DEFINICTON. Si A es un subconjunto de X, x€X se 1la
mard un punto de acumulacidén de A =i y sélo si todo aniertn

que contiene a x contiene un punto de A distinte de x.

2

1.4 TEOREMA (G-M (1.11.8)). Sea (X,7T ) un espacio top

18gico, un subconjunto A de X es cerrado si todos los pu

tos de acumulacidén de A estdn en A,

1.5 DEFINICTION. Una tase de vecindades de X, en el ecpn
cio topoléeice (X,7”) as »ma suhenleccidn B, tomada dal
sistema de vecindades deo x, ”x s con 12 nreniedad de nue ~n
da U en Ux contiene alguna V en Px. (L2 colecnidn Ux de

todas las vecindades de x, ez el sistena de verindades de ¥).

1.6 DEFINICICN. Si (X, 7’) es un esmcio tonnlérico, una
tase para T es una colecsidn B <7 +al que

v - Blé}g 3 | gesB}.



1.7 DEFINIZION. La topologia producto sobre T X, se
obtiene tomando como base para los conjuntos abiertes ,
conjuntos de 1a' forma W U, , donde:

a) U;Les abierto en X_.
b) U =X, vara un mimero finito de coorienadas,

1.8 TEOREMA (W(17.5)). a) Todo subconjunto cerrado
de un espacio compacto, es compactc. b) Todio subcon--
junto compacto de un espacio topoldgico Hausdorff, =as

cerrado.

1.9 TEOREMA (G-M(2.19.1))., Sea " (£,T) un espacio
topoldgico y AeCeX dos subconjuntos de X, entonces A

es compactc en X si y sSlo si A es compacts en C.

1.10 TZOREMA" (4#(6.% B)). 31 A es un subespacio de
ur: esvacio tovoldszico (X,7), entonces un subconjunto F
de A es cerrado en A si existe un subconjunto cerrado X

de X tal que F = KNA,

1.11 DEFINICION. 31 f:Xi=>Y Y & es ur subconjun
te de X, entonces fla (f restringida a A) es la funcidn
de A en Y definida vor ( flA )(a) = f(a) oara tcda a

en A,



1.12 DEFINICIONES. a) Una sucesidn (xn) en un espacio
topolégico (X,7T ) se dice que converge a x en X, y se es =
cribe x -» x,si para cada vecindad U de x, existe un ente-
ro positivo n, tal que si n>n, entonces x, estd en U,

b) Un espacio topolégico satisface el primer axioma de
numerabilidad, si todo punto en el espacio topoldgico tie~

ne una base numerable de vecindades,

¢) Un espacio topoldgico (X,T ) es metrizable siexiste una
funcién d:X*¥ X 2[R que satisface para x, y, z en X 128 siguien
tes propiedades: i) d(x,y)20; ii) d(x,y) = 0 si y s6lo si x=y;

111) A(x,y) = d(y,x); iv) 4(x,y) + d(y,z) 2 4(x,z).

1.13 TEOREMA (W(10.4)), Si (X,7) es un espacio cue satis
face el orimer axioma de numerabilidad y E es un subconjun
to de X, entonces x estd en la cerradura de E si y sdlo si

hay una sucesidn (xn) contenida en E la cual converge a X.

1.174 PROPOSICION (G-M(2.34.2)). Todo espacio compacto ¥ Hrusdorff

es lccalmente compvacto.

1.15 TEGREMA (G-M(3.10)). Sea { X, %€M} una familia de

espacios compactos. Entonces el producto X = TT X es
oL E I
compacto,



1.16 TEOREMA (W(18.2)). Un espacio Hauzdorff ( X,77) es -~
localmente compacto si cada punto de X tiene una vecindad
compacta,

1.17 TECREMA (G6-M(2.35.2)).Sea X un espacio Hausderff
localmente compacto, x € X y U un abijerto tal que X es-
t£ en U. Entonces existe un abierto W tal que W es compac-~

toy x € weWcy,

1.12 DERINICIOK. Sean ( X,7T) y (Y,T") espacios topolégi-
cos y £:X—»Y unz funcidn . Decimos que f es continua en xeX
si y sélo si para cada vecindad V de f(x) en Yexiste una ve
cindad U de x en X til que £(U)eV, Diremos nue f es conti-

nua en X 24 ¥y 38lo si f ez continva °n cada zeé X,

1.19 TECREMA (G-1i(2.11)). 3ea f una funcién del e=zpacio

topoldgico X en el espacio topoldgico Y, ™mtonces f es ~-n
tinue si v s6l0 si £7(Q) es un cerrado en X para todn ce-
rradno C coentenido en V,

1.20 FROFOSICICN (G-i2(2.10)). i) Si £ de { en ¥ es conti-
nua y Z es un subcenjunto de Y tal que f£(X) estd conf:ez‘xi-
do en 4, entoneces la imag-un inversa de c:d.a abierto en Z -
es un abierto en X. ii)Si f de X en Y =s continua y A es un

subconjunto de X entonces fYA es continua,



1.21 TEOREMA (VW(7.3)). Si X, Yy Z son espacios topolé-
gicos y £f: X3 Y y g:Y > Z son continuas, entonces

go £:X= Z es continua,

1,22 TEOREMA (G-M(%.4.1)). Sea g un espacio topoldgiro
para toda o« en M, Si X = TTA X entonces para cada e en M,
la ¢ ~proyeccidn T[:X > X,‘_.figij‘a por m(x) = Xo 12 &-coorde
nada de x, es continua y abierta; es decir, la imagen de ca

da abierto es un abierto.

1.23 TEOREMA (VW(8.8)). Una funcidn £: X > W X
LR
tinua si y s6lo si f&f I es continua para cada o en M.

es con

1,24 DEFINICICK,., Si X y Y son espacios toreldgicos, una
funcidn £:X > Y es un homeomorfismo si y sélo si ¥ es in
yectiva, suprayectiva, continua y f'1 es continuva, Diremos
que X es hereomerfo 2 Y 81 exwiste vn rorecmorfisme T X oy ¥

¥y lo denotamos por X = Y,

1.25 TEOREMA (W(17.14)). Una funcién bivectiva y conti
nua, de un espacio comoacte X en un esmr2cio Hausdorsf Y,

es un homeomorfismo.

1.26 DFFINICIUN., Un esracio X ers regular si dado U un
abierto en X y X€ U,nxists un econjunte nbhierts V que contie

ne 2 x v tal que la cerradura de V en X estd contenida en U,
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1.27 DEFINICION. Sean X y Y espacios topolégicos. Enton
ces £:X —>» Y es cerrada si la imagen de cada cerrado es

..un cerrado.

1.28 PROPOSICION (W 17 N,1). Sea f una funcién cerrada
Yy suprayectiva de X en Y y f_1(y) un compacto para cada
YEY. Entonces Y es Fausdorff si X es Hausdorff,

1.2Q PROPOSICTON (W(17.2 ¢)). El conjunto Y de némercs
ordinales que preceden e intluyen el primer ordinal nc nu-

meratle L)L, 23 compactc,

1.30 DEFTNTCICN. Ia segunda clase de nimeros =s ¢1 con-
Jjunto de nimeros ordinales de conjumt~s bidn ordenndes An
cardinalidad &%.

1.31 PROPOSINTION (A("21G)), Sen ¥V cnmn en 1.2Q, Tada
sncezidn contenida en Y y nue nc nonteng2 a Ll ronverce

a un l{fmite ordinal de la segunda clase,
2 CONCEPTOS FUNMDAMPNTALES DE TEGRTA DX CATEGGRIAS
2.1 DEFINICION. Una cateenria {p consta de:

a) Una clase de F-nh‘ietos.

b) Para cada nareja (A,B) de ﬁ-nbjetos, hom(A,B) serd



1"

el conjunto de todos los A -morfismos con dominio A y co-
domonio B de tal manera que las siguientes condiciones se
cumplan,

1) I;ey de composicién. Si A, By C son § -objetos, f per.
tenece a hom(A,B) y g pertenece a hom(B,7) entonces gof
pertenece a hom(A,C). )

2) isociatividad. Si fehom(A,R), g€hom(B,C) y h& hom(C,D)
entonces he (go f)=(heg)e £,

3) Identidad, Para cada J -objeto A,existe un £-mortfismo
1,€ hom(A,A) tal que si f& hom(B,A) y ge& hom(4,C) entonces
IAO f=f yge IA=g.

2.2 DEFINICICN. Sean § y o8 categorfas. Un funtor con-
travariante de & a o0 es una regla F, la cual asigna a ca
da objeto A de & un objeto F(A) de & ; y a cada rorfismo
£:A~> B de & un morfismo F(f):f(B)~> f(A) de & tal que
F(IA)=IF(A) y F(get)=rF(f)o° F(g).

2.3 DEFINICION. Sean § y # categorias, Un funtor (cova
riante) deé § a & es una regla F la cual asigna a cada op
jeto A ae &€ un objeto F(A) de & ; y a cada morrismo
£:A = B de £ un morfismo F(f):F(a)~= P(2) de o a1 nue

= o =F{(g)OpF

2.4 NOTACION. Sea £ una categorfa. Denotamos por

*
A (E %) a
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la categoria 5’con punto base, cuyos objetos son parejas
de la forma (A,%) donde A es un objeto de la categoria &
y % €A, Escribimos hom((A,%),(B,%)) como el conjunto de

funciones £ & hom(A,B) tal que f(¥%) =%, donde usamos %

émbiguamente para denctar al punto base de cualauier objeto.

2.5 NOTACICON, Denotaremos por'r a la cateporia de espracios
topolégicos y funciones continuas y por g,— a la categoria
cuyos oﬁjetos son los grupos y sus morfismos son los homo-

morfismos de gruvos.
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CAPITULC II

ESPACIOS COMPACTAMENTE GENERADOS

En este capitulo describiremos la Categoria de Espacios
Compactamente Genarados . Hrremos algunas construccicnes
para poder verificar ciertas proniedades aue nos gustar{a
que cumpliera jnnor eiemrlo, aue dicha ecatecoiria sea cerrada
ba jo ciertas oneracinnes, tales como formar preductos de
espacios y espacios de funciones : gue cumnla 'a ley ernonen
cilal; ete..

1. LA CATEGCRIA DE ESPACTOCS COMPACTAMENTHE GEERRADOS,

En esta seccidn introduciremos las definiciones y vronie

dades elementales de los esracios comvactamente generados,

1.1 DEFINICIUN. Un espacio tonoléeico Hausdorff X es

compactamente generado si Y sélo si
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cada subconjunto A de X con la propiedad de que AAC es cerra
do para todo subconjunto compacto C de X es é1 mismo cerrz

do.

1.2 NOTACION,

Denotaremos ?mféﬁa la categorfa cuyos objetos son los
espacios compactamente generados y cuyos morfismos son las

funciones continuas entre tales espacios.

1.3 LEMA.Sea X es un espacio topolbgico Hausdorff +an e pa
ra cada subconjunto M de X ¥y cada punto de acumulacidén x de
M, existe un subconjunto compacto C de X tal que X es un

punto de acumulacién de ¥AC, Tatornes X estd en £ .

Demostracidn. Supongamos que I interseca 2 nzde tuhoconjunta
compacto de X en un conjunto cerrado. 3ea X un nunto de -~
acumulacidén de M. Por hipbtesis existe un subconjunto com-
pacto C de X tal que X es punto de acumulacién de “NC. Como
C es compacto, HAC es cerrado; por I.1.4 x estd en MAC,lue
go x estd en M, Por lo tanto tenemo=s que todo punto ‘e acu

mulacidén de M estd en k. Fmtonces,por I.1.4,i es cerrado y

de aquf que X estéen EF. ///

a siguiente propoesicibn nos muestra que 5’3 es suficien-
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temente grande en el sentido de que contiene a los espacios
mas usuales.Por ejemplo, 1{58 espacios metrizables son objetos
de la categoria Ey

1.4 PROPOSICION. Todos los espacios Hausdorff localmente
-compactos y todos los espacios Hausdorff que satisfacen el

primer axioma de numerabilidad estdn en la catecorfa (599.

Demostracién . Fn ambos casos aplicaremos 1,3, Si X es lo-
‘calmente compacto, cada punto de X tiene una vecindad com-
pacta. Sea M un subconjunto de X y x en X un opunto de acu-
mulacién de M. Tuegc x posPe yna vecindad compzcta C,De
agui que existe un abierto W contenido en C tal aue x estd
en VW, Sea V un abhierto tal ocue x estd en V, Por lo tento
x estd en VAW el cual es abierto, y comn x es puntn de
acumulacién de M tenemos vor I.1.3 aue ((VO u)N M{x} /;25
De amuf que (VA W)N 1)-{x] estd contenido en

(vac)n i3 =(vA(cNi1)-{s} . Tuego (VO (CN))-§3 ¢
lo cual implica, por I.1.3% que X es punto de acumulzcidn
de* MAC y , por 1.3, concluimos nue X estd en &Z . Por
10 tanto , 8i X es localmente compacto v Hausdorf{f, X és-
td en é’g

Supongamos aue £ es un esracio topoldgico gue sntisfa-
ce el primer axioma de numerabhilidad. Sea M un subconjunto

de X y x € X un nunto de acumulacidén de M, Por T1.7.4 sa-
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bemos que x estd en la cerradura de M. Luego por I.1.1%
existe una sucesidén (xn) contenida en M - {x} 1a cual

converge a x. Definimos C ={ x_|n estd en N}U{x} . Como
(‘xn) converge a x, C es compacto y X es Hausdorff. Sea V un
abierto tal que x estd en V, Entonces , por 1.,1.12, exis
te una n_ en N tal que si nyn,, X

o n
xno” estd en VA (NNC)-{x} . Por lo tanto, por T.1.3, x

estd en V , Iuego

es punto de acumulacidn de MNC y por 1.3,X estd en BJ.
Enteneces 31 X es Hzusdorff v satizface o) primer

axjoma de numerabilidad, X estd en ﬁg. /17

1.5 A continuac’ én veamss que, en gemeral, ur subesmpasin Y

de un esracic cemprctamente cenerado Y, mo necesarizronte
- - $4

es compnactamente generacdo,

Sea Y el conjunto de nimeros ordinales que
vreceden e incluyen el primer ordinal no numerable S2.. Le
asignamos a Y 1la tonologf{a definida por su orden, para la
cual una sub-base consiste de los conjuntos [1, ) =
{vey|r1enedy (8,07 = { ¥ev)|Bes <MLy para  y B en V.
Notamos que si o no es un ordinal limite, {ot} es ux.labiez
to aue contiene a & en esta torologia, mientras oue =i &«
es un ordinal 1limite, los conjuntos (B , el ) ,={8£ Y]@m‘aﬁﬂ},

<& forma una base en o para la topologia.
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Es fdcil ver que Y es Hausdorff y como Y es compacto ,
tenemos que Y es localmente compacto. Entonces por 1I.1,.4
Y es compactamente generado. Sea X el subespacio ohbtenide
de Y al suprimir todos los limites ordinales excepto [} .
Los udnicos subceonjuntos compactos de X soa los conjuntas
finitos, va aue por I1.1,31, cada conjunto infinito contiene
una sucesidn que converge 2 un lfmite ordinal de la segun
da clase. Entorces el conjiunte X-—-{.O:ﬁ interaecs cada  con
junto compaecto- de X en un conjunto cerrado, nero n~ es ne

rrado en X porque tiene a Sl como punto fmite. De anuf que

X no es compartamente generado,

Lios siguientes resultades demuestran que ciertes suheg

razios Ae uh espanic que estd en ﬁi, tawhidn ectdn en a?

1,6 DPROPOSTCTCN, 1) Si X estd an 6F, entcroes fodn sun
conjunto cerrade de X estf en BF. ii) 5% ¥ nctd on £F ,on
tences toio subeanjunto abierte ¥ repuler de X esthd en[;.
( Un subcenjunto Y de X es regular si c2da punts ¥ en U
tiene una vecindad en X cuya cerradura en X estd aontenida

en U ).

Demnastracidn, i) Sea A un suhconjunto cerradn de X, JSuusen
garos que existe un subconjunta B de A tal aue l2 intorsen
cidén con cz2da compacto de A es un conjunto cerrado en A,S

C es un subconjunto compacto de { y como X ers Hausdor?f,



por 1,1.8 tenemos que C es cerrado en X, Por lo tanto AMC
es cerrado en X, luego cerrado en C. Por T.1.8, Af1C es com
__pacto en C y por lo tanto es compacto en A. Entonces BA(Af)
es cerrado en A. Pero BN(ANC) = (BAAXNC = BAC yo nue
B es un subconjunto de A, De aqui aque BT ez cerrado en A
y como A es cerrado en X tenemcs aque 2AC es ecarrade en X,
Como X estd en.ﬁ%ﬁ K es cerradn en X,Tumegn B ¢s nerrado en &
ya que B estd contenido en £, Y se concluye nor 3,1 que A
estd ené@Z ii) Sea U vn subconjunto abierto ¥ rasular de €.
Supongamos que existe "in subnoniunto B de U one intersec2 =
cada subconiunt»o commantr de U en wn conjunto cerrad~ en U,
Si x€ U v x es uﬁ nunto de acumulacidn de 3B, ver T,1.26, evis
te una vecindad V de x en £ ta2l gue ‘a nerradura de V en %
estd contenida en U, Sea C un subconjunto compacko de U,
Por 1.1.8, C es cerradr en X, Asi que VA" ers cerrade an X,
Luero VN es cerrado en C. Se sigue que VAC es comracto
en C ya que C es nompacto. e anguf oue nor 7.1.2 VNO es
compacto en X. Como V& U,se deduce nue VA1 C es romnanto en
U. FEntonces BAVANC es cerrado en U. Imego es cer-ado en
TNC. Finalmente BNVAC es cerrado en £. idemfs come (¢ es
compacto en X v X estd en ﬁ§7, cr~rniun{mng aue BNV es crrra
do en Y. Como ¥ es ounto de acumulzcidn “de B, x ez ounto
de acumulacidn de BN Y. Iuereo x& 3NV, De anui{ que X &Y,

Asi, tene-
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mos que todo punto de acumulacidn de B estd en B. Entonces B
es cerrado en U (vef I.1.4) y se deduce que U estd en fg.
1/
1.7.1 DEFINICION. Si X es un espacio topolégico, Y es un
conjunto y g:X —>» ¥ es una funcién suprayectiva, Diremos gque
FC Y es cerrado si y sélo si g~ (F) es cerrado en X. Con es
to queda bién definid2 una topologia de Y, llamada la topolo
gfa cociente de Y inducida por g. A Y lo llamaremos un esrva-
cio cociente de X y a g la llamaremos una aplicacién cociente,
1.7.2 TEOREMA (W(9.4)). Si f£:X —» Y es una avolicacién co
ciente entonces una funcidn g:Y —» 2 es continua si y sS8lo si

go £:X — % es continua,

1.8 PROPOSTCION. Sea f£:X —» Y una avlicacidn cociente d-n<n
X es cnmpactarmcnte gaenerade y ¥ - espanic Hausdorff, Enteomeern
YV es un esrmcio ~aompactemente generado,

Demostracién, Supongamos que existe un subconjunto B de Y que
intercecz a cada subconjunto compacto de Y en un cenjuntoe
cerrado en Y, Sea C un subconjunto compacto de X. Como f es
continua, f(C) es compacto en Y, P®sr hipbtesis BN £(C) es ce
rrado en Y , Ertannes f_1(Bn <(C)) ec cerrado en X ya gue

f es continua, Iuego 7 o5 cerradn en e nues O 28 eomnacte
en X y X ‘es Hausdorff. 3e sigue que ¢ (FAF(CIINC 28 corra
do en X. como fT'(mr(c))nc = 7N (MN T,

e=1 (B)NC es cerradn en X . Como X estd en fg— concluimns
que f"“(B) es cerrade en X,Como f es una ~nliraridn crciente,

B es cerrado en ¥ . Fsto demuestra que Y estd en fﬁ, 17/
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Fl siguiente resultado nos facilitarZ saber cuando es

continua una funcidn.

1.9 PROPOSICION.Sea X un objeto de £F v Y un espacio Haug
- dorff,si £:X-?Y es una funcién continua en cada sub-

conjunto compacto de X, entonces f es continua,

" Demostracién.Sea A un subconjunto cerrado de Y y C un conjunto com
pacto en X. Por hipétesis f]C es continua y se sigue
que (£}CXC)=f(C) es compacto y estd conténido en un Haus-
dorff; por lo tanto f(C) es cerrado. De zquf que AN £(C)
es cerrado., Por lo tanto (flch(hn £f(C)) es cerrado. Como
gty an se)= (£annec , (£7(4))NC es cerrado.
Como X estd en f? se sigue que fﬂ(A) es cerrado, Por lo

tanto £ es continwi, ///

2 EL FUNTOR k.

En esta seccidén definiremos para cada espacio Hausdorff
X un espacio asociado compactamente generaio y probaremos

sus principales propiedades.

2.1 DEFINICICH., Si X es un espacio Hausdorff, el espacio

compactamente generado k(X) es el conjunto X con la topo
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logfa definida como sigue: un conjunto cerrado de k(X) es
un conjunto que interseca cada conjunto compacto de X en un
conjunto cerrado en X. Si f:X—>Y es una funcién de espa-

cios Hausdorff, k(f) es la misma funcidn k{X)=>k(Y).

2.2 TECREMA. i) Ia funcidn identidad k(4)-»X es conti
nua, ii) k(X) es un espacio Hausdorff. 1iii) k(X) y X tie
nen los mismos subconjuntos compnctos. iv) k(X) estd enqz
v) Si X estd en 4, entonces k(X)=X. vi) Si f:X—>Y es
continua sobre conjuntos compactoz, entcnces k(f) es conti
nua,

Demostracibén. i) Si A es unAsuhconjunto cerrado de X, } c
es un subconjunto compacto de X, entonces C es cerrado en
X pués X es Hausdorff, Tmego ANC es cerrado o~ X v nor T~ ta-
to A es cerrado en k(X). De aqui que la funcidn identidad
k(X)X es continua. ii) Como X e un espacio Hausdorff,
por i), tenemos que %(X) es un espacio Hausdorff.
iii) Sea 4 un subccniunte compacto de k(X), Por i) concluimar
que A es compacto en X. Supongamos ahora que G es compacto
en X, ¥ qua C' es el ceniu~to C con 12 tepnlrgias relativa de
k(X). Por i) tenemos nue la funcidén identid-d C'>C es con
tinua, Veames ahora zue la funcidn inverza ~s continur: Sen
B un subconjunto cerrado de C'. Por definicidn, U interseca

cada subconjunto compacto de X en un conjunto cerrado, Por
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1o que BNAC = B es cerrado en C, Lucgo la funcidén identidad
I:C-» C' es continua. Pexro C = I(C) = C' por lo que C' es
compacto en k(X), Entoncesk(X) y X tienen los mismos sub-
conjuntos compactos,
iv) Supongamos que existe un subconjunto A de. k(X) que in
terseca cada subconjunto compacto de k(X) en un cerrado en
k(X). Sea C compacto en X. Por iii), € e8 comr2cto en k(X)
y por lo tanto ANC es cerrado en k(X). Pordefinicidn
de la topologia de k(X) tenemos que ANC es cerrado en X ¥
por 2.7 se sigue que A es cerrado en k{X), Entonnes k(X) es
td en ﬁg.
v) Sea A un cerrado en k(X), Luego A interseca cada subcon
junto compa~to de X en un cerrado en X, Ccmo X estd en {g’
tenemos que 4 es cerrzdo en X, Ademds vor i) tenemns aque
I:k(X)-> X es un homecmorf{ismo,
vi) Por 1.9 es suficiente =e=ns*tvar aue K(f) sc mnnts.
nua en cada subconjunto compacto de k(X). Sea C' wn sub
conjunto compacto de k(X) y C el mismo conjunto con su to
pologfa en X, Por iii),C es compacto en X y la funcidén iden
tidad C'<> C es un homeomorfismo. Como flC es continua,
f(C) es compacto en Y. De agui que nuevamente la identidad
k(£)(C')-> £(C) es un homeomorfismo, donde k(f)(:') es el
conjunto £{C) en k(Y).
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k(£)] cr:C' —> (k(£))(C') es 1la composicién de £ 1 C y dos
funciones identidades C' —> C —> (k(f))(C) —> (k(f))(C'),
‘1as cuales son continuas, Entonces (k(f))} C' es continua

‘y concluimos por 1.9 que k(f) es continua. /77
3. PRODUCTQ DE ESPACIOS.

Si X y Y son esvacios en la categoria ¢§Z, no siempre
su producto topoldgico estd en ég?. Por ello modificaremos
la definicibén de producto, de tal mAanera gque el nroducto
de dos espaclos compactamente generadns sea compactamente

generado,

3.1 DEFINICION. Si X v Y estdn en £, su producto 4% Y
en f?es k(X{%Y), donde X es el producto cartesiano con

la topologia producto usual,

Veamos que el producto definido satisface la propiedad

universal.

3.2 TEOREMA, Sean X, Y y ¥ espacios compactamente sene-
‘rados. Entonces

i) Existen proyecciones continuas‘bq:xx Y —>Xy
Ty:axy —>Y y .

ii) Si f:W —> X y g:¥ —> Y son continuas entoneces oxiste

una funcidn dnica F:W —> XXY *al que f = W1°F 7 g =M%,
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Demostracién, i) Por 2.2 la funcién identidad I:XX Y —> XxY
es continua. Como las proyecciones p1:X‘¢Y -—» Xy

Pp:iX¥eY —>Y son continuas tenemos que 7 = p;o0 1y %=pyol
son ;ontinuas, Yy son las proyecciones de XX Y en X y Y res
pectivamente., Luego son morfismos de t%l ii) Sunongamos que
existen £:W —>» X y g:W¥ —> Y en £&. Como X% Y satisface la
propiedad universal, existe (f,g):W —> XxeY continua y
Unica tal que p,6 (f,g) = f ¥ rpo (f,g) = g. Por lo tanto,
por 2.2 v) y 3.1, k(f,g):W —> XX Y, Ademds Mou(f,g) =
a0 Iok(f,g) = pyo(f,g) = fy k(f,2) = py0 Tex(f,r) =
) o (f,2) = g, la cual es claramente la ‘inica c~on esa pro-

piedad. /77

3.3 OBSERVLCICN. ¥s irmediatn, de %.2, aue el vroducto
XXY en ;39 es conmutztivo y asocizativo., Ademfs se puedn
extender 1~ construceién 2 rroductes jque tienen cualauicer

nimero de factoreg, aplicando el funtor k al zraductoe usral,

El siguiente tecrema nos establece cuando coinciden los

produntos X v X,

3.4 TEORTMA. Sea X un esvacio Hausdorff leocalmente -~om-

vacto ¥ Y en §J. Fntonres XX Y estd en F9. "

Demostracidn.Sea A un subconjunto de X%Y ~ue intersnca cada
subconjuntc compacte de XY en un conjunto cerrado e XxY -

sea (xo,yo) un punto del complements de &4, Fntonces



xoe}( y como X e3 localmente compactn tenemos por

I.1.16 que x tiene una vecindad compacta N De aqui que
N % y, es compacto. Tuego AN (N % yo) es cerrado en X % Y.
--De aquf que (AN (N % yo))° = A% U (1 % yo)c es abierto en
X % Y. Como (x4,y,) estd en AS U (W = yo)c abierto, X,

tiene una vecindad U tal que U ¥ Yy no interseca a A. Sea
B la proyeccidn en Y de A0 (UxY). 5i C es un subconjunto
compacto de Y, entonces AN (T % C) es compacto en X % Y
por ser un cerrado de U # C compacto ., Mome las rroveccio-
nes son continuas tenemos que BN C es comvacto en Y,

Y Hausdorff . Deagui que BAC es cerrado en Y, Tomo Y
estd en fﬂ tenemos aue B es cerrado en Y. Como y, no estd
en B, se sigue que U X (Y-B) es una vecindad de (xo,yo)
que no interseca a A .Tucze, estd contenida en el complemen
to de A, Por lo tanto, por I1.1.27, el compnlemento de A es

ablerto, *ntonces A es cerrado y concluimos que £ % T estd

en 9. /17

3.5 TECREMA, Si f: X2 X' y g:¥Y->Y' son aplicaciones
cociente en gg. entonces fXg:X*Y-» {'x Y' es también

una aplicacidn cociente en fﬂ.

Damestranidn, Como fX e = (FXxT)o ((X=), v 17 mamna~inifn
de aplinacimmes ecrnisnte as uma Aanlicarifn ansiewte, ac an
Ficiarts cor deragtrar Sy~ FX T ¢ TX YV 5 1 XV pa gywa

aplicacidn corciarte, Sea & uin spherv fynta da T Y 44l Aye

-1 ; \ . s
(f%I)7 '(A) es cerradn on XXY, Se2 € ur =uhconjiunte ~aronets
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de X'xY donde D y E son las proyecciones de C en X' y Y res
pectivamente. Como las proyecciones son continuas, Dy X s~n
compactos, Luego DXE es compacto en X'xY. i demostramons nue
AN(DX%) es cerrado, tenemos que £NC es cerrado y coma X'xY

" estd en £ entonces & es carradc y el teoreme estaria demos
trado. Como (fo)’q(DXE) = f—1(D)XE es cerrado en XXY, entorn
cee (fXI)'1(An(DXE)) es cerrado en f'1(D)kE. Si zustitufmns
X, X', Y por f'1(D), D y E respectivamente, tenemos el easn
donde Y' v Y son‘cowpactns. Luego por F,A, X'xV = ¥lx, Y
XxY = K%Y,

Sea VCX'xY tal que (fxI)” (V) es abierto en YXY, v (x,= eV,
Sea x'€X, donde f(x') = X. Como (x',y)€ (f;T)“d(V), el ~mal
es abierto,y vV es rcomracto, existe un 2hiarte W t°1 nue ve o,
W es compacto y x W (FxT)T T (V), Tea T ol camiunts de v _& 7
tal aque f(x )xTCV, Veremcs que U es abierto, sea x,€ 1. tnasg
tros podemos cubrir x1XW -2 productos de eonjuntas atierter
centenidos en (fKI)'1(V). juego existe una subcuvhierts finira,
Sea N 1a interseccién de los factcres an X, de lon rraoductos

d2 la subcubierta finita., De a~u{ que i es abierto, X£EN v
NeW e (£x7)71(V), Fntonces 1 es akiertn. Camo U = £70 (£(IT))
es abierto y f es w2 anlin=nidn cociente, f(U) es =hiertn
en X', Como (x,v)ef(UMxwW, T{1X¥ es anierto y (F{INX:)cV,
tenamns nue V es abierto. Entorres X1 o5 una apliecanidn

cociente en fj | /77
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Por 2.2 i) las funciones identidades k(X )-»X
y k(Y) —> Y son continuas. Luegc por I.1.21, la fun
cibén identidad g: k(X) %¢ k(Y) —> X%Y es continua, Por
lo tantostodo subconjunto compacto de k(X)) k(Y) es com
pacto en X% Y, Sea A un subconjunto compacto de X%xY y By

C sus proyecciones en X y Y resvectivamente. Como las

proyecciones son continuas, tenemos aque B y C son compac-
tos en X y Y respectivamente. Por 2.2 iii) sen compactos
en k(X) y k(Y) respectivamente . Por1.1.15, B¥%C es compac
to en k(X)*% k(Y) . Iuego g} Bx” tiene inversa continua,
Como A< BXC de agui que A es compacto en k(X)% k(Y). En
tonces k(X)xk(Y) y XXY tienen los mismos subconinntos
compactos y son esvacios snbre el mismo cenjunto. Luego 21
asociarles k se tiene kik(X)%k(Y)) ¥ k(X%Y) crinciden.
Fer definicién el primer espacio es precisamente k(X)* k(Y),

Por 1o tante tenemes la sisujente:

3.6 PROPOSTOION, Si X ¥ Y s~n erpscios Hausdorff, =n=cr
ces las dos topologfas k(X)X k(Y) v k(X¥Y) zobr~ el esrs

nio preoiucto coinciden,
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4. ESPACICS DE FUNCIONES.

En esta seccidn introduciremos el precducto aplastade y
estableceremos algun2s propiedadec importantes de lcs es-

pacios de funciones en &zg

4.1 DEFINICION. Sean ¥ y Y espacios Hausdorff, Denota-
mos por C(X,Y) al ecpacio de funciones continunas de X en Y
y le damos la %opnlogfz compactoabierta, Es decir, una bhacse
estd formada por la familia W(A,U) de todas las rareias
'(A,U), dernde & e< un subrconjunto compacte de X, U es un sut
conjunto abierto de Y y W(A,U) el conjunto d2 funciones cor

tinuas £:X —> Y tales que f(A) estd contenide &n U,

A continuacidn veamos un ejemplo de que no siempre jue-

Xy Yestén er £F ©(4,Y) =st4 en t;l

4,2 EJEMPLO. Sea X = { 1,2}, €(X,Y) = YxY. Sabemos oue
el producto de dos esvacios en 537:10 necesariamente estd er

te& Por lo tanto C(X,Y) no estd en ég navr aledn espacio Y.



Sean X, Y espacios Hausdorff, Denotemos al esracio
kC(X,Y) por YX, es decir
4.3 Y = kC(X,Y) y
- definamos a la funcidén evaluacién e:C(X,Y)%X X ~—> Y
mediante

4.4 e(f,x) = f(x).

4.5 PROPOSICTON. i) La funcidn evaluacidn es continua
sobre conjuntos compactes., ii) Si X v Y eztdn en gﬂ, B
tonces la funcidn evaluacién es continua como funcién de

x X en Y.

Demostracidn. i) Como cualquier conjunto compactoe deo e
oroducto estd contenido en el producto de sus vroyerejones,
es suficiente demecstrar que e es continua sobre cunalauier
conjunto de la forma FX A, donde F es compacte en C(¢,Y) v
A es compacto en X. Sea (“o,xo) € X5 v U un subcomivn*o
abierto de Y que contenca a e(:{‘o,xo) = fo(xo). Comn f es
continua, existe una vercindad V de X  1al aue f?(\i)c u.
Como A es compacto y Hausdorff, A es lccalmente comnacto.
Por I.1.77, existe un =2bierto K en A tal aue T er comrict-
Yy X, € Nef eV, de arul ue 7 (e f (Gl (V)EU, iue-o

~
[

(W(T,U)N F)X I es aniertc on FX 4 y contienc a (f ,x ),

Sea (f,m)€ (W(T,U)NAR)X Y, Ia rigre qus (T 7
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como n€ N tenemos que f(n) estd en U,Por lo tanto e(f,n)

estd en U, Iuego e((W(N,U)N F)xN)ec U, 1o cual demuestra

que e es continua sobre conjuntos compactos. ii) Por 2,2 vi)
" tenemos que k(e) es continua, Pero nor 2.2 v) y 4.3

k(C(X,Y)xX) = v¥x x y k(Y) = Y. Por lo tanto e es conti

nua como una funcién X x X~—>Y. ///

4.6 PROPOSICICHN, Si X estd en £F, y Y es un espacio
Hausdorff, entonces C(X,k(Y)) y C(X,Y) son iguales como
conjuntos, y las dos topologias tienen los mismos conjun-

tos compactos,

Demostracién, Si f:X—>k(Y) es continua, lueen tamtién su
composicidén con k(Y) —> Y es continua. Por lo que £ estd
en C(X,Y). Recirrocamente, si f:X —» Y es continua, enton
ces k(f): k(X) —> k(Y) es continua. De agui que 7 estd en
C(X,k(Y)). Entonces C(¥X,k(Y)) yﬁc(x,Y) son iguales como

conjuntos de funciones. Sabemos por 2.7 i) que la funcién
identidad k(Y) —> Y es continrua, Per 1o cual se demuestra
fdcilmente que la funcidn identidad C(X,k(Y)) = ¢(%,Y) es

continua. Por lo tanto, todo
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subconjunto compacto de C(X,k(Y)) es compacto en C(X,Y).3u
pongamos que F es un subconjunto compacto con la topologia
relativa en C(X, Y ). Tenemos que demostrar que F' es com
pacto-en C(X,k(Y)); donde F' es el mismo conjunto F con su
topologfa relativa en C(X,k(Y)). Es suficiente con demos -
trar que cada subconjunto abierto W de C(X,k(Y)) interseca
a F' en un conjunto abierto de F, nornue esto implica que
la funcidén inversa.de la identidad F-»F' es continua. Lue-
go F' es compacto, Basta con demostrarlo cuando VW es un
conjunto abierto sub-bdsico W(C,U), donde C es compacto
en X y U es abierto en k(Y). Seafo en w(C,UNF, como FxC
es compacto , por 4,5, la funcidn evaluacidn e:FxC->Y es
continua, ILuego, por 2.2 vi), es continua como una funcidn
FxC-»k(Y). De aguf que e’'(U) es un abierto en FxC. Cémofe
estd en W(C,U) yf,(C)=e({xC), tenemos cue e{fxC)cU. Por lo
tanto (.};,xc)ce.'(U), y como C es compacto,existe un subconiun
to abierto V de F tal que fo estd en V y vxCee! (U). Sea g0V,

luego g,*Cce"(U),De aqui que go(C)eU. Por lo tanto e (C,U),

y Vew(C,U). Como fo€V, tenemos por 1.1.2 que

W(C,UG)NF es abierto en F. Esto demuestra aue F' es com‘_r':ag_
to. Entonces conclufimos que las topologias de C(X,k(Y)) ¥y

Cc(%,Y) tienen los mismos subconjuntos compactos. /17

En vista de 1la proposicié}x anterior podemos decir que
k(C(X,k(Y))) v k(C(X,Y)) son iguales como espacios en la

categoria fj.
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El siguiente teorema establecec la ley exponencinl

para los espacios compactamente gerervadns,

4.7 TEOREMA, Sean X, Y y Z espacins compactamente gonera

dns. Entonces existe ur homeomnr©ismo entre ZYx £ y (T%Y)x.

Demostranidén.Definamosz
(P)  H:0(YxX,%) —> C(X,0(Y,2))

por (M (£))(x))(y) = f(y,x) donde TEC(¥x Y,7), v€X 7 ye&Y.

Sea Yo€Y ¥ U un abiertn en 7 donde ((ﬂ(f))(:c))(yp)e".
Ccme £ es contirua, p2r I.1.5 v T.1,7, exicte un conunt2
abierto V en Y tal que y €V y f(vx{xy )cu., Tuess
({M (£))(r))V)C U, Fntenrces nor 1.1,18,

(AM(£))(x):Y —> Z o5 cortinua,

Sex x €X 7 W(32,U) un ronjunto atierte enh»feics Ade

c(Y¥,2) %21 que (KX (f))(:{o)e W(T,U), Tuego F(Z x {xﬂ} ) =
((m(f))(x,))(B)C™". Por lo *anto, para cada b €R, 7(b,v )€U,

Cemo f es contiruz, exicte un abjerto ¥, QY X { 2l ~ue
f‘(‘.:’b)C Mo (b,xo)é ",'b.Pﬂ‘t‘ I1,1,5 ¥y T.1,7, 2visrten rz':*‘ov**:'r\s
gihhdedians, “";h,“- v '.v’,h’? dorde h€

{_';vl.n 1’ re F} 28 un? auhiorts ahierta 4o T, ams T oen o ~or
‘9

a4 ¥ X E Ly a. FnTomens
)1 : N,
racte, exizte una subeuhierta Tirita {\'.';_I 1 ’ o 1,?,...,"} .
L
Sea N =.ﬂ‘ Wy ,o- Tenemas e N eg ahiarto, X _€ 7
iz jre

F{TXN)CT, Por 1o *ante (AL C W, "), Wntennes

(Q?} M(5):X — 20Y 1) =e contiro i,
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Consideremos la funcién evaluacidn e:YX X xC(Yx1,2) ~> Z,
Si en (Q) sustitufmos X por Xx C(YxX,2), tenemos que
M(e):XxC(YxX,2) —>» C(Y,%) es continua, Ahora,si en (Q)
sustituimes X per G(Yx X,Z), Y por X y % por G(Y,%). Conclui
'mos que AL(M(e)):C(YX X,72) —> C(X,0(Y,2)) es continua, Es
f4cil verificar que A4 (M (e)) =_ 4, Por 1o tanto

M es continua.

Sean e:Xx 0(X,C(Y,2)) —> C(:I,Z) vel:tYxc(Yy,s) —> %
funciones evaluacién, Por ¢.,5 y T.1.21,
e'o (IXxe):YXXxG(X,C(Y,Z)) ~—> Z e= continua. 3ustituimos
en (Q), X por C(X,c(Y,4)) v ¥ vor YxXi. lLuego
Mleto (Txe)):C(X,0(Y,2)) —> C(Y*K,2) astd bidn Aafini
da y es continua. 3Se werifieca ficilmentc sue i (e'o (';Ke))
es la inversa de . “ntonces

M es un horenmorficme,

Por 4.3, k(CYx X,2)) = 27 * X, x(a(g,c(y,2)) =

K(C(X,k(C(Y,2))) = k(C(4,20)) = (£)% nor 4.3 v 1,6, Lucan,

por 2.2 vi) k(s ) = & :ZYXK —_ ('f;Y)x es ur homeomorfig
mo. Por lo tanto
AR ALY

/77
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4.8 TEOREMA. Si X, Y y 7 son objetos de la categorfa £

X

entonces la funcién Z X Y —_ 72X dada por (f,g5) v+—> fo g

-88 continua.

Demostracidén., Por 4.5, las funciones

(IX o '
1 2¥x Y -85 7 son continuas. Luego

Zxx ¥x x
e'o(Ixe) es continua, Si en (Q) de 4.7 sustituimos ¥ por
2¥x Yx, Y por Xy f por e'e (Ixe), tenemos-que

H(eto (Ix e)):ZYx ¥X —> 7(X,2) ez continuz. Entonnex
k(M(e'o (1xe))):Z2ix ¥* —> 2* daqa por

(k(m(e'e (Txe))))(f,r) = fo g es continua, i

4.9 NOTACION, Denotemos por C((X,A),(Y,B3)) al conjunto
de funciones f€ C(Y,Y) donde f(A) =stf contenidec »n %,

Denotemos por (Y,B)(X’A) al espacio k(C({X,A),(¥,B))).

4.10 DEFINTCICH., El prodncte arlastade (smash »roduet),
XA Y, de dos espacios X, Y Yo definimos ¢~mo el cociente
(X%xY)/(XvY), donde XvY = (XK X {33V ({%y X ~) as el
producto cufia (wedre sroduct). El »inte con el enal =e iden
tifica XvY es e1 punto brase de YAY,

4.11 NUPACICN, Denotemos nor (Y,% al eamacio

k(C((X,*),(Y,*)ﬁ) cuvo puntn brse e~ la funcidn censtante,

. %*
4.12 DEFINTOTON, 3ea X en fg, Y en “7 ¥ A nn suhesnacio
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cerrado de X tal que X/A es Hausdorff, Si "PA:(X,A) —> (X/A %)

es la aplicacién cociente, definimos (PA )*:(;(,.;/;._,y) >
*(r) = fody , T€C(X/A,%),

C((x,4),(Y,%)) mediante (B,)
4.13 PROPOSICIGN. Ta funcidn )

(PA )*:C(K/A,Y) ~—> C((X,A),(Y,%)) es continua y biyectiva,

Ademds establece una corresnondencia biyectiva entre sub-

conjuntos compactos.

Demostracién. Ja continuidad y biyvectividad de (pA ¥ e
demuestran fdcilmente, Veamos que (ﬁ\)* establece una correnr
prendencia biyectiva entre subconjuntos cnmpactos. £s sufi-
ciente demostrar nue ((PA )*’)'1 s continua sobre subeonjun
tos comnactos. Sea F un subconjunto comnacteo de
d((X,A),(Y,*)), Go€F Yy W(C,Y) un subcariunte chiertr~ suh
bdsico de C(X/%,Y) “al aue ((?A)*\—1(gp) actd an W(C,T),
Ceme (('PA )"')"1 (9,) -_-goo'P;‘ rerencr que  §,° P;'(U\clf. R

C no con*iene e} pruntn tame ¥, 'P; (C) ez compacte ar X, T
go W(P: (7),U) eg un canjuntn ahjertoe,Jo ~=+f en ‘.'s(?;‘ ey, us
y (B )*)‘W'.‘:‘(??(C),U))C. H(0,T). Patonnes, pos T 1,73,
((PA )“\‘)'1 as continva sohve F, Sur~nsiins ahara e 0 ~ont io
ne 21 punto base ¥, Tenemoa -=ue 12 Turtifr pvaluacs< &

0:FX X —> ¥V gz am*inun, Jen fE€ V(L7 ) (V ¥)) - ~€

Entonces e(f,a) = “(a) = ¥, Iluero e(Fx.) ={*} .
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Sabemos que FX(X/A) es un espacio cocientc de FxX.
Entonces e induce una funcién continua e':Fx(X/A)—>Y .
Como e'(go ,%) estd en U, existe una vecindad V de g,en F y
una vecindad N abierta de # en A/A tal que e'(V x N)e U, Sea
C'=C-CNN, Luego C' es compacto y x no estd en C. De aqui aque
V(W(P;'(C'),U) es una vecindad de g, en F (puésgD(PA“'(C))c:
U) y si g estd en Vh".\’(P,."(C‘),U) tenemos que g(?'g‘(lki))c U,

ya que e'(VxN)eU Ademds g estd en V. Como g estd en

W(P;‘(c')’u)¢9n9m°5 1lue gop;‘(C')C U, Se deduce que
((Fa)*) Ng) estd en w( C,U) puds CcC'U K. Luero (B )™
es continua. /17

Aplicando el funtor k, obtenemos de inmediato un homeomorfis

mo (v 0 2P,

4.14 TECREMA, Si X, Y y % estdn en 84 entonceas
. T AX, » e AORE. &
(20T " 2 (99,000

Demostracién. Sea W=(Y x{%})U ({#} xx). 3i en 4,13 sustitui

mos Y por Z y (X,A) por (Yxx,s), obtenemos un hcmeomorfis
mo: (R) (Z2,m )(ya'x" ) :—._(z,*)(y‘-x' W) .
Como (Z’*)(’YX)(,W) es un subespacio de nyx, por
Y)Y. Se verifica fdcilmente que ba

SELAAVSIIIING XS

jo el homeomorfismo dado en 4.7, (Z,%)

Entonces (2,007 09 2 (0 ONXD |y,

4,7 es homecmorfo a (2
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A continuacién veamos algunas propiedades del

producto aplastado.

4.15 PROPOSICION,
ca) Xa(Ya 2)

(XAaY)A Z
D) XAYE YA X '
c) (XvY)Aa L

(X~ Y)v (Taz),

Demostracién. a) Consideremos la composicién de funciones
Xx (Yx z) —-I-i-g-) A%X(Y~2) E3XA(YArz); como IXf v g son
aplicaciones cociente, tenemos gue go (Ix f). es una =2plica
cidn céciente. Entonces XA (YAZ) y (KAY)AZ son esracios
cociente de XXY X7 bajo las mismas aplicaciones cociente.
De aqui que XA (YAZ) E (X~Y)A7%, Andlogamente se prueha

gue XAY v YA X son esnacios cociente de X XY = Yx 1,

¢) Se demuestra de la misma manerza -~ue 2). ///

4,1f ITMA, EBxiste wna avlicacidn cociente =ntre XwvY y la

unién ajena XUY,

Demostracidn. Sean X —t—’—> {UY v Y 1i—)‘){\)\( las inclusiones,
Sea A un abierto en XUV, Fntonces i:'(;\) = AN X es un ahiar
to en X, luego z', es continua, Andlogamente i, es continua,
Definimos § :XUY — Xv Y mediante €(z) = (4,'(z),%), re X
v $(z) = (*,i;' (2)), z€Y. Sea FCiav Y tal que §'(F) es ce
rrado en XUY. Como 3, e 2, son continuas tenemos ~ue z'l-'(f'(}?‘))

» »! -'
e ’z‘ (£ (7)) son cerrados en X y Y respecti-



38

vamente. Pero F=(i,"($-'(F))x{*})U ({r}x";.\({»‘-'(F))) es cerra-
do en XxY pués i:kfﬂ(F)), ﬂ:(gi(F)) y {%} son cecrados.
Por lo tanto, por 2.2 i), F es cerrado en XxY,

. Ia continuidad y la suprayectividad de f se

demuestran fédrilmente. Por lo tanto {3 es una aplicacidn co

ciente. ///

Recordemos el concepto de homotopia,

4,17 DEFINICION.Sean f y g funciones continuas de .. en
Y. Diremos que f es homotépica a g (f~g), si existe una funciébn
continua H:X*I—»Y tal que H(x,0)=f(x) y H(x,1)=g(x) nara

toda x en X.

4,18 TECREWA, (W(32.%)). A» es una relacidn de equivslen
‘cia en el espacio C(X,Y) de todas las funciones continuas
de X a2 Y, Las clases de equivalencia en C(X,Y) ®dajo la re-
lacién ~ son llamadas clases de homotopnia en C((,Y) vy
al conjunto de clases de homotopfa en C(X,Y) lo denotarenos
per TX, Y1 .

4,19 TEOREMA. El homeomorfismo de 4.14 induce una funcidn

bivectiva Ww:[({,%), (L,*)(Y3*)]—-—-—7E(Y/\A,x'),(lu,*)] .

Der:ostracidn. sSupongrinos que g,es honotdoica a g, ,
9:v9,: (YAL,¥)—>(Z,%) . Por lo tanto, existe ura
funcién continuz G ((YAL)XL, {3} x1)—>(5,%) tal que U'(x,0)

=go(x) ¥ G'(x,‘l):g,(x) para toda x en YA.. Considevemos
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Y»xvxﬁg (YaXx)®T donde es 8la avlicacidén cociente. Definamos
G:(YxX)=I~> 2, mediante GéGh(BxI). Luego es claro que G es con
tinua. Por 4.7 existe una funcidn continuz F:ixI —» ZY , donde
F=gq(G). Por 4.7 y 4.14,
(2,) (FK®) = (4,30 () 2 (gm0 Ty (80

o —— 89,08 —> M(Jo°R)

h 398 V—> u (4, 08)
Sean fo =pM (2B ) v i =p(g°B). Comd (F(x,t))(¥)=((A(G))(x,1)) ()=
((A(G%(BxT)))(x,t))(%)=(C%(BxT)) (%, x,t)=C" (BN,x),t)=C" &,t)=3% ,
F(x,t) estd en (2,#) %% | ya que (F(x,0))(y)=((@(6))(x,0))y)=
CCR(GR(BXT)))) (%, 0)) (y)=(Go(BXT V) (v, x, L)=F* (B(v, %), (=GBl ¥ )=
(0‘(3,°A‘)(X))(?)=(-{’°(X))(y) “enamos oue F(x,O);{.‘o(V) . Como
(F(x, D N)=(RE(x.1)) () =((u(To(BxTI )%, 1)) (v)=
(Ge(BX1))(v,x,1)=G" (B(v,x),1)=80B(y,x)= (((geB )/ ) (v)=
(£, NV |, F(x1)=f(x). Firadmente, (¥ ,t))(v)=
((A(G'O(BXTY)) (%, t) M (¥)=(G(BXT)) (i ,%,t V=G (B (v %), t)=6G" (3.t )=,
De aguf que F(%,t) »s el nunto bhace e (Ld&)(Y’*Q. ror 1a tantn

F:-(»‘QN-F‘. £) reciproco es similar yva ~ue en todos los casos %e-

nemos homeomorfismos, ///

4,20 PROPUSITTICH, Zxiste una corresrvondencia uro a uro o

entre 1os conjuntos [(&/s, 3% ). (Y. %Y v L[(<a). (Y, %]

Demostracidn, Sen ’PAz(X,.ﬁ) = (&/A, %) unu arlica~idn crcien
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te. Supongamos que % estd en [(X/A,%),(7,%)]. kntoneces exis
te una f & (Y,*)(X/A’*) tal que =L fl. Definamns c(«) por
[fOIP“]. Si &, y e« estin en WX/A, %), (Y, #)con c(®y)=c(e),
existen f, y f, en (Y,-X')(X/A ¥) donde «, = Ef,")y %y =[f21_

Se sigue aue [f.'OPA-.\ = r‘f2°?A] . Luero [f,, oP,° ?:] =
Y.f?"?pff";‘] v por lo tanto e, =«&,. Entonces ¢ es invectivn,
Sea B & l(X,2),(Y,%)] . Luego rviste una ¢ € (Y’,*\(‘{'{")tal
que B=Cgl. = J:(X/A,%) —> (Y,%) donde foPa = a. Prr
1.7.2 tenemos nue f es continva. Sea & = fl. Por a9 tantn
c(a) =L£ePT =Lg]=@. Do aquf fue c =s supr=yectiva,

Entonces ¢ es biyectiva,
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CAPITULO III

" GRUPOS DE HOMCTOPTA

En este capitulo le asignaremes al conjunto de clases
de homotovnia 'T:’n(x,*) una estructura de srupo para n21,
Di~bha estructura nuede construirse directamente, sin embar
gn lo haremos ffcilmente utilizando los resultades 461 Ca-

'pitulo IT.
1. EL FUNTOR SUSPFESTON 2.

Tn esta seccidn definiremos 1a suspensidn rzducida Ade
nn espacio topelégice X ¥ estahlecaremos alounzas de sus

propiedades,

1.1 NCPACION. Denotemos por 7Tn(X,*) al conjurto de cla
ses de homotopfa [ (17,9 17),(X,%)] de funcionrs cro-ninuns

de (1%, 91") en (X,*).
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1.2 DEFINICION. La suspensién reducida 3 X de un espacio
topolébgico X es X“S1.

Es claro que 2 es un funtor de la categoria 7‘*en 'r*d_a_l_
do . por Z (X,%) = (ZX,%), 5i faec((X,%),(X',%)) denotaremos
por 2. f a la aplicacién IA f:(31~1(,*) —> (S1AX',*).

1.3 OBSERVACICN. S™ = 1"/9D1". El homeomorfismo
s® —3 1%/3 1" estd dado por

-~ x -1/x
(XypaunsX ).-)1(1+_2_ tan ( 2\,..., 142 tan ( n+1\\ .
19 *"n+1 5 1-x1, 2 172 =

*.

1.4 PROPOSICION. Si X v Y estdn en &f entonces
F(X,Y) = [(Z K, %),(Y,%)]
es un funtor de dos variables de gj*a ﬁr.

"~ Ademds F(__,Y) es contravariante y F(X,__) es covariante,

Demostracién, Tenemos ocue [Q'X,*\,(Y,*)]=[(I(ﬁs1 J€), (Y, %)]
> s, (0 (K%
< L1, a1, (x, %) KeX)y
= T, %)
donde s es biyectiva por 1I.4.19 y TI.4.15 v ¢ es biyeg
tiva por IT7.4.20 y 1.3.
Sea f:(X,%) —> (X',%) una funcidén continua. Definimns
f':(Y,*)(x"*) —> (Y,*)(X'*> por T'(g) = go f. Luego
(f'?*:ﬂ'.‘((Y,*)(x"*),*) — 77;((1{,*)(7""'),*)
[ plv > [flepl .




43

Pero (£'), =fTL(24",%), (¥, %)]1—>L2K,%), (v,%)] .
Si definimos F(__,Y): 53*___7 ar
- ‘ X *—‘“’[(F.K,*.),(a,*)]
| Xt @1 )5 (1,%)]
tenemos que (¥'°¥2)*([p])=[(¥‘°fz)’°(P) =[f;’-.ﬁzpj=¥¥[{,o p] )=
-rz’°f.*(tp3) T ((I'em)(t)X(x)=(m(t))(x).Tuegn I'eom=m. ®2r lo
tanto I*([m]):[I'**m]:[m]. Dr aqui que f‘:l‘?‘_,l (Yg,‘}.:'.‘ntcnces
F(_,Y) es un funtor contravariante,
Seme jantemente,la funcién g:(Y,*)—>(Y',®) induce
g (r,x0®_y (rr 5K %)
m ——— gem , .
de la cual obtenemos g*:ﬁ;((Y,*)or’*) ,)&)-—)77"((Y',*§x3*),,*)
[s) ¥——————>T[g'%s]
donde g'os:S—> (Y',*)Ot>*)
tr—> go(s(t))
Paro By DL, %), (¥, 3)1—>[(3x, %), (Y* 2]}
Si definimos F(X,_): €9% 5 gr
Y —2>0(3,%),(¥,*)]
g J/ L €
Y' e [(3,R),{v",%)]
vemos que (§29)x(tt=[(g08) % t1 =[glegde :1=9,([370£t1)=
3;,"3;*({131) y ((Tlem)(t))(x)=(1o(m(£)))(x)=I((m(t))(x))=
(m(£))(x). Por 1o gue I(EmI)=LI'em)=Cmd. "~ aqui que I*zI"T'(\I’j,’*) )

Luezo (X, ) ec un frmtor ~ovprinvetas,

///
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1.5 DEFINICION. FEl cono reducido de un espacio topnlsgi
co X es (X,¥)A(1,1) vy lo denotamns por (?"X.

Tenemos las siguientes propiedades:

1.6 PROPOSICION. a) Xe& C%X,

v) (M), 57Ty = (7,70,
Demostracibn, a) Defirnamos i:X -—-}C*X mediante i(x) = (x,0).
Inego X€C™X. b) Sea n:(c™s™"),s7") —> (2",57") donde
hi(x,t) = (1=t)x + tRcon x,*asn"q. Be fdeil ver que
h(x,+)€& 3", por lo que h estf bién definida, Sea f:2" —» P"
dada per f(x) = % pava toda x< 3 y U=s{x]f(x)AJ = ':%"’-{-x-} .
- Sea g:B"'-{ﬁ} —_ g1 dzda por ~(u)=ru +(1=r)¥* | Ta fracidn
A ((="-{*3)n s7") as 12 inelusi
1:(30,5%77) 5 (cM(s""), 5™ dorde 1) = () =

N

n, Definimeos

(gluv), r'—;—"—) con v £% . Se tiede verificar ffrilmentn gne

2s la invers2 de h, Pnr 1o tanto I es biyectiva, L2 ~on-
tinuidad de h tambidn es ffcil demostrarla,

Como existe wun2 arlicncifn cociente
(sn-1 ,*)X (\Iv‘l ) —%*(Sn_ﬂ .\ v ademds (Sn.‘ﬂ‘ v*) x (\-;1‘,\’ o
coractoytenemns tue (‘*(F4r") es compactc . TAmct R oeg
Hausdorff concluimos wnor 1.1,2% que

(C*(Sn"1 ),Sn'1') = (En's'n-'l ).

/17
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Sea ¢ : (18 1) —> 17/3 1™ dado por
¢(x1""’*n+1 ,t) = (x1,....xn+1,t). Claramente es una fun-
cidén biyectiva, Como las . aplicaciones cociente son conti-
nuas y suprayectivas y como In"1 es compacto, tenemos oue
17917 es compacto; luego

- - - - -1 -
(e = s/ /a ™ vs) = Za /e 1™
es compacto ya que S1 es compacto, Por 1.,1.28 sabemos aue
1"/®1" es Hausdorff. Entonces por 1.1.25 ¢ es un homeomor
fismo.

Sea :t‘n:Sn —> I"/3 1" el romeomorfisma dado en 1.%, ihn
ra,como X es un funtor, an_1:2(sn'1) — T

. -1 - yron=1 n

es un homeomorfismo. Definimos P= £ 7 o ¢peX < ,:L(5™ I8,
Por 1.1.21 y 1.1,24 sabermos que P =5 un homeomorfismo.’

Por lo tanto tenemos el siguiente:

1.7 TECKEMA.a) (1 1/a1™)
b) F(s™T) = sP,

111

/e 1.

Como 2(51) =s'as’ NG s? = 2(81) ror 1.7: tenemos que

21

2 51 ~ .. NS, Sabemos

s = stast. Suvongamos que S

que " = T.(s™ Ty - s A8t = s

n-1 =

14\.../\81. Por lo cunl

tenemos el siguien%te :

1.8 COROLARIO. s® = s'a ... 45"
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2. ESTRUCTURA DE GRUPO DEFINIDA EN CLASES DE HOMOLOFIA.

A continuvacién definiremos una multiplicacidn entre cla

ses de homotopia.

2.1 DEFINICION. Un grupo es un conjunto punteado (x,e)
Junto con una multiplicacidn q:X%X->X y un inverso

V:k—>X tal que los siguientes diagramas conmutan:

X 1¢)
1) XE-,’»)AXXQ-,—I{ (e es vna identidad
A
N’L/ por los dos lados)
X
AT
ii) ARLHY ey XK (asociatividad)

IxM l L}'.
72

nx —————aSy
e
iii) X 2, T) e 4—-(—3—l}2 (inverso)

\V/
X
dénde g:x—> X tal que e(x)=e es la aplicacidn constante Yy

(e,I):X—> X*X con (e,I)(x)=(e,x).

Sea T:XxX =» Xx¥ dado nor T(X,x)=(2,x%) para todo (%,%) en

XxX, entonces X es abelizno si el siguiente diarrama conmuita
T

iv) XK K w2 (XX

AW

X
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2.2 DEFINICION. Un H-espacio es un espacio punteado
(X,e,p), dondEﬂ:(XXX,éxe)—»(j(,e) es una funcidn continua
(1lamada multiplicacidn), tal que 4/XvX~V donde V:XvX => X
estd dada por V(x,e)=V(e,x)=x. (Clarumente V estd bién
definida, es continua y preserva el punto base); y e es
la identidad homotdpica, es decir el diagrama 2.1 i) conmu

ta homotépicamen‘ce He(I,e)vIvdo(e,1)).

2.3 DEFINICION. stes homotdpicamente asociativa si el
diagrama 2,71 ii) conmuta homotSpicamente; es decir
Ho(UXT) v po(IM).

ILa funcidn d :(X,e)—>(X,e) se llama inverso homotdpico si’
el diagrama 2.1 iii) conmuta homotdpicamente es decir '
MeQ ,I)venpo(I,V),

Diremos que M es homotdpicamente conmutativo si el diagra=-
ma 2.1 iv) conmuta homotépicamente, es decirpMol M M dende

T("I,Xz)=()tx.,&).
2.4 DEFINICIUN, Un H-grupo es un H-espacio (i,e,4) don-
de Y es homotdpicamente asociativa y zdemds tiene un inver

so homotépico 9 .

2.5 EJENFLO. Todo grupo topoldzgico es un H-grupo,
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2,6 PROPCSICION, Si (X,e,M) es un H-espacio entonces
L(Y,%),(Xx,e)] pozee una multiplicacién inducida por la

estructura de H-espacio.

Demostracibn. Si f, g:(Y,%) —> (X,e), definimos

£2g:(Y %) —> (X,e) por £+a(y) =A(f(¥),2(y)) . Deanuf

que f*g(*) =AH(f(*),g(*)) =4(e,r) = e. Veamos aue f.g de-
pende tnicamente de la clase de homotopfa de f ¥y g. Suvonga
mos que fo'vf1:(Y 5 ) —> (X,e) v B o™ g,':(‘x’,-x-) —> (X,e).
Por lo tanto existen F,G:(¥Y*x I, %xI) —» (X,e) continuas ta
les que F(y,0) = f_(y), F(y,1) =.f,(y). (‘r(y.p) = g v}y
G(v,1) = g4(y) para toda y€&Y. Definimos H:(YxI¥xI) —>(X,e)
mediante H(y,t) =M (F(y,t),6(¥,t)). Lvegmo

H(y,0) = H(F(y.0),G(y,0)) =pA (£ (y),g (¥)) = e (¥)y
H(y,1) =a(F(y,1),6(y,1)) =K (£, (¥),zq(¥)) = £+ 2,(y) vara
toda y€ Y, Br ffeil ver nuve H gz continvaz, Tuezn
fo-g°~f1-g1 ) Por lo tanto

o LY,2),(%,e)1 x [(Y,%), (%,e)] —> L(¥,®),({,e)]l dada por
*(Ef1,Ig1) =Lf-g] estd bién definida. /17

2.7 DEFINICION.Sean f, g:{ I X,%) —>» (Y,e). *1 zrr~iucto
fO@g en L[(EX,%®),(Y,e)]) inducido vor la estructura e XX
estd dado por (f®g)(x,t) i

(f@ g)(x,t)

g(x,2t) si O&£t&1 vy
v 5

£(x,2t=1) si %ét <1,
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2.8 PROPOSICION. Si (Y,e) es un H-espacio entonces las
dos multiplicaciones en [(Z X,%),(Y,e)] son las mismas y

son conmutativas,

Demostracién. Primero vezmos que las multiplicaciones con
mutan una con la otra , ¥s decir, 'que
(1) (£f:g)o(f.g') = (for') (gdg").
81 04£¢% 5% , tenemos que
((£-g)O(£" g'))(x,t) = £ g'(x,2t)
=M (£ (x,2t),g'(x,2t))
=H(£O £1)(x,t),(20e"')(x,t))
= ((fo£') (g0g'))(x,t),
de aquf que ambos lados de la ecuacién (1) estdn dados por
h(x,t) = H(L£'(x,2t),8"(x,2t)).
De manera semejante, si %.‘.t.‘:h ambos lados de la ecuacién
(1) estdn dados por ‘
h(x,t) =M (£(x,2t=1),8(x,2t=1)).
lLas dos multiplicaciones tienen el mismo elemento iden
tidad, a saber la funcién e':(ZX,%¥) —> (Y,e) donde
e'(x,t) =e. Si g = f' = e' tenemos, nor 1), 1ue fOg' = -,
De aquf que ambas multiplicaciones son 3guales, ihcra, ~u-~
pongamos que £ = g' = e!', ¥orlo tanto, por (1), sOF!' = F'l.g.

Fntonces las multiplicaciones son conmutativas, /17
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3. EL FUNTOR LA4O f), EL.FUNTCR 7Y, Y EL TSOMCRFISHMO
L(Ex,%),(Y,%)] «> WX,%),(0Y,%)].

En esta seccién definiremos un espacio {LX asociado a
un espacio topolégico X y estableceremos alguras de sus

propiedades,

3.1 DEFINICTOM:El espacio de lazos LX de un espacio te
polégico X es el conjunto de funciones continuas w:l — %
tal que w(0) = w(1) =% , Ia funcidn continua woil —> ¥
dada por wo(s) =%, s€I, es el punte base de LLX, =21 cual

omitiremos en 1la notacién. Definimos X = L7 x),
(s’ ,%)
3.2 PROPOSTCTON, X 2 (X,3)\7 77,

Demostracién. Tenemeos que fLY = (X'*)(I,Rﬁ,’l})' (3.1)
E(X,*)(I/{O’ﬂ »¥) por 1T7,4,73

= (X, ™

1
Ertonces L1Y = (X,*)(S ’*). ///

por 1.1,

3,7 ORSERVAQICE, fles ur furter da la cata~orfa 7'"*0" 'I\'*

donde LL(V,3%) = (QLY,%). i #:(Y,%) —> (Y',%) o= un~ <viaidn
continva, denotamos ror L) < (ALY, %) —> (LLY' %) 2 1q fone

M “
£i4n cor+tina da‘a rovr (Rc(XV (%) = (row)(t) para *teda tes
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3,4 PROPOSICION. Si n21, )7 X es un H-espacio.,

Demostracién,Sea eo:_Q.X —> )X dada por e (h) = w,, la

identid=2d4 homotédpica, donde W, eT el runtc hare de (LX. Sea

A XX Y —> X dada per

w,(2t), D&tgnr
A (ug i) (8) = {2 S
w1(2t-1), &t 41

una multiplicacidén en SLX. Para domostrar que es continua,
observamos que la funcién correspondiente a A ie
NEIXNDXXT —> ¥ ez continua.Pzr lo tanto por IT.4.7, M e3

continua, Sea H:(AXVYILX)x I —>» LK dada por:

{ t’(%::),
{ v (3.

" Por IT.4.,7 es f4eil ver jue H es continua,

Como (H(w,%,0))(t) = w(t) = (V (v,%))(%)
(HGE,w,0))(t) = w(t) = (V (%,))(t)
(H(w,%,1))(7) = % =%(2%) = (H(=,2))(%)

(HO, 1)) (8) = w(2s) = (O (1) s1 0&ta)

y (H(w,%#,0))(r) = w(£) = (V (v, %)) (%)

C(HEEw,0))(t) = w(f) = (V 06,w)) (1)
(H(w,%,1))(£) = w(2t-1) = (A (:3)) (%)
(HOe,w, 1)) (1) = % = *(2t-1) = (M @&,v))(t)

si %&tﬁ‘! , tenemos que H:VNU/(LL+v L. :). Entonces

(H(w,%,5))(t)

)
o+
n

ot
i~

_\M:n

N O

Y

O
M
ct
i
)
S ]

1l

(HOF,w,s))(E)

-3
!
nj»
I
~+
I~

1]

1}

]
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_ﬁ.n X es un H-espacio. /17

3.5 PROPOSICION. 7Y es un funtor de fj*a G- vara n31,
Demostracién,Por 11.4.20 y 1.1 existe una funcién bivectiva
entre m(ff,*) y L(s,%),(x,%)] . Luego por 1.7 sabemos que
existe una funcidn biyectiva entre U(S?,%),((,%)] «
I(Z(Sn'q),*),(.’t,*)] . Zntonces por 1.4 "Yn es un funtor
de fj*a Jr pera n31, /17

77:1(}(,*) es llamado el enésimo grupo de homotopfa de X.

3.6 TPROPCSICION. La furncidn biyectiva
LOsx,), (Y360 -2 Ta®), (Y, %)]

es un isonmorfismo de grupos.

Demostracién, Sean f,g: (T X ,%®*) —> (Y,%). Basta demostrar
que A(f»g) = A(f)*A(g). Sean x€ X y t€1I, ror lo tanto
g(x.2t), 0OftLy
((A(£2))(x))(t) = (£f-5)(x,t) = 4 .
f(x.,2t-1), &t
(CACENI(x ) (Al ))(x))(t)

{((A(a))(‘x))m). 0atL3

y (CA(£)A(g))(x)) (%)

(A(E(x))(25-1), Fat &1
(ver 2,6, 2.7 v 3.4)
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Pero ((A(g))(x))(2t) = g(x,2t) y ((A(£))(x))(2t-1) =f(x,2t=1).
Luego A(f-g) = A(f)-A(g), por lo gque concluimos que 4 es un
isomorfismo de grupos. ///

3,7 COROLARIO. 77;,()(,*) es abeliano si n>1.

Demostracién., ﬂ*n(x.-x-) «—> L[(s",%),(x,%)] es biyectiva (ver
11.4.20, 1,1 y 11.4.17) '

<> [(ZS"”,*),(X,*)] es biyectiva (1.5)
—> [(s™7,%), (Lk,%)] es is~morfismo (3.6)
— [(ZSn—Z,*),(QX,*)] es biyectiva (1.5)
— [(sn'z,*),(_of’x,*)] es isomorfismo (3.6)
—_; [(.’5‘],96),(1)3”"‘1 4,%)] es isomcrfismo
= T xw).
Por 3.4 £ 2 o5 un H-espacio; por 2.5 tenemos gque
’17'1(,(1““1(){,*),*) es 2beliano. Entonces 77:1(}(,%) ag abeliann,

/17
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