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IN1.rRODUCCION 

Los espacios compactamente generados fueron considera­

. dos en 1955, en el libro de topología general de Kelley 

(K) y la conveniencia de utilizarlos en topología la est~ 

bleci6 Steenrod (S) en 1 %7, en su importri.nte artículo del 

cual no~ ocuparemos en este trabajo. 

Ha sido una ~reocu~aci6n de los topólogos alge~rair.os 

establecer una cater;:oría de espacios topológicos adecu;:i.da 

en la cual trabajar. Muchas de las prorieñ.ades elementale$ 

de la teoría de homotopía pueden establecerse casi en 

cualquier categoría de espacios topol6p.ico:> punteados. Pero 
, 

a medida que nos adentramos mas en el estudio, necesitamn~ 

hacer ciertas construcr.ionPs tal~s como las de forr.ar esp~ 

cios producto, espacios de funciones, etc., y es dr>seable 

que la categoría en cuestión sea ce~rada bajo estas onera 

ciones. Por ejern~lo, la categoría de todos los esp~cios 

topológicos no es convenientP. pues falla la ley exponr>ncl;:il; 

la categoría de los complejos CW tampoco es conveniente 

pues no admite esr>acios de funciones, y tampoco la nati:>r.:.~ 

ría de Milnor de espacios 1ue tienen el mismo tipo de homg 

topía de un complejo C'W. Parecería que en la c::iteg:orí::t de 

espacios topol6gicos, se han estado estudiando objAtos ma 

temáticos "equivocados" , y oue los "correctos" serí:1n Jos 

espacios compactamente generados de Hausdorff. Veamos pn.!: 
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qué:Una categoría de espacios topológicos es conveniente 

si es lo suficicntemi:>nte "~rande", para ~ue contenga t0dos 

los espacios par~jcu1ares '1ue S'-trgen en l~ pr:i:~tice. AdPrnás, 

deberá ser cerr'lda bajo operacione:=; como la forrne.ción de 

subespacios, espacios producto, espacios de fun~i0neR, es­

pacios de descomposici6n, composici6n de ope~acinnes, Ptc •• 

También la categoría debP ser lo sufjcientementP r~1upflq 

para r¡ue se puedan formular n"orior-:iciones vr::rdarie:rAs, R. s~ 

ber que ~ea cerrada ba~o r.iertas op 0 raciones, t81es r.nmo 

fo'l'.'mnr pr,.,riuctos dr> es~nr.ios y esn"c.io., rle func~ "n.;s. 

Veremos qun lri. catep;or.Ía e~ C"' 'os BS'f''3.r_i"S ""l"l~~,r,+-. .ft­

mente gi:>nPr~dos 0 s ""orande" :>•Jt:?s toe!'.' P.Sf8r.j-; n"nsrlorff lo 

calmente r:-0mr0'1cto, tc.d,.., "!S"'.'~io ¡.:AUS(!<"'r"'f' :1;·" 5'1ti2f'1.é'".' 1>1. 

p~imer ri.xtnma de numerabiliria~ y torio es~qcjo ~~tri'.'O ~Pr­

tenecnn a 'Cfl. i•:nd.ifi_c'l.,..e!:IC"S el Dr"n11rto de do"' R~D'H'i.os 

bespacio y es~aci0 ri~ f~~~iones y v~-em0s que e~~0n~F1~ eQ 

una 11 bu~na 11 cat0gorírl p"l.ra ha~er t "y>nlofÍ8. q lc-rh~;:; c'l.. 

En el C'1~Ítulo J <>stnbJeceremor:: a1r-;~"'S conc1?rtr:-s y r.~­

su1tados dP top0lo~ía dP conjunto~ y ~pnrí~ jp r~t0~~.,..r~? 

necesari0s p::ira '}Ue el ~rn.tt:?rial subs0cuente s 0 :.' "ll<.ocorit.r-nid ..... 

sino que establRceremos ~nicamentr los rPsultnd"~ P~pe~ffl 



En el Capítulo II presentamos un anrílis is det;;i 11 ado de 

las propiedades de los espacios compactamente ~enerqdos 

que establecerán la conveniencia de dicha cate~oría. 
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En el Capítulo III veremos que fr;.. (X.*-) :-osee una estru.s, 

tura de grupo si n ~ 1. Dicha ley de comno:;::j r.i 0n se nuede 

construir directamente nara un espa~io tonoló~ico puntea­

do X, pero la constru~ci~n es m~s Rencilla si X es c~~p:::ic­

tamente generado y si se utilizan los r~sultectns del 

Capítulo II. 

Los prerrec,uisi tos pa...-~. entrmder este tr:::iha:j o sor Únjc~ 

Mente un curso de to_nolo?ía Plemen1;al. [!;1_ lector encontra'l'.'á 

en el Capítulo I los hechos fundBmentaleR aue supondremos 

le son conocidos, de otra manera le señala~emos dnnde uue<le 

en~ontrarlos en la literatura. 



4 

CAPITULO I 

RESUJJrA DOS PRELH!INARES 

En est~ capítulo recopilarnmos al~unos rP.su1tqqos o.1~mP.2 

tales de topolo~ía y f \jAremos la tPrrninolog!a. 

1 .1 !·10rA~TOl1. Se?. pTI = [ X e 11( 1 ll :V: 11 ~ 1} 

da de d.:l.r:~ns.téin n en E>1 eE'!:l"ICio ''"lc1 ide;:;n11 fRl". n"'T\l"li"r-.·•ir'!" 

pcr 5n-1
B1:::1. nsf~ra r!r d~.m~n~~6'1 n-1 P.TI filn, <:::; ·lc-ci:r 

.,n-1 = { XE:Dl" 111-..11 ~ '] 
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1.2 T..b:OREMA. (G-M (1.8)). Sea (X,"1') un espacio topol6-

gico. Entonces un subconjunto A de X es nbierto si A es ve 

cindad de cada uno de sus puntos. ve X P.S una vecindad de x 

en X, si existe W € T t'll que X entá en 't!C. V. 

1.3 DEFIHICJON. Si A es un subconjunto de X, xEX se lJ~ 

mará un punto de acumul'lción de A s:i y sól.0 si todo 8°"i.E'"''t11 

que contiene a x contiene un punto de A distinto de Y.. 

1.4 TEOREf'l..A (G-M (1.11.f<)). Si:>~ (X,7"') un ~sp"lcio tor.2 

lógico, un subconjunto A de X es c0rrado ~i todos ~os pu~ 

tos de a".:n::11llac i6n de A ~!?tnn en A. 

cio topol6~icc (X,'Y) ~s 

sistems de vecinrJ.adef" de x, TJY. , con l:i. ::ircpie~eri r!<> r._u<:> ~.:::. 

da U en Ux contiene ~l¡;una \r en :?x. (L.'.l r-o1ec'! i .::n lix de 

todas las ve~indades de x, es el s~ste~a de v~~jn~a~ef" r.e Y). 

1.6 DEFTNICION. Si. (X, 'Y) es un ~S!''t~io to_;i,..10,"j(""'J, U'1"1. 

base p;:i.ra 'Y es una colec~i 0n A e:: r !;;:.} '11M 

"( = { 



1. 7 DEFINICION. La topolof,ía producto sobre TT x:, se 

obtiene tomando como base para los conjuntos abie~tos , 

conjuntos de la forma 1í u-<. • donde: 

a) Uac.. es abierto en X«-' 

b) U.c.=X.c..para un número finito de coorienadas. 

1.8 'rEOREMA (W(17.5)). a) Todo subconj'mto cerrado 

de un espacio co!111lacto, es compacte, b) Todo subcon-­

ju~to com~acto de un espacio topoló~ico Hausdo~ff, es 

cerrado. 

1.9 '!.'EO!U;f.iA (G-M(2.10..1)). Sea ·(..<,7") un espacio 

topológico y ACCGX dos suhconjuntos de X, P.ntonces A 

es compacto en X si y sólo si A en comnacto en C. 

1.10 T?OREMA" (./(6.-:; b)) • .Si A es un sub<>spe.cio rie 

un espacio to~oló~ico (X,/), entonces un subconjunto F 

de A es cerrado en A si existe un subconj~~t~ ce~r3do K 

de I tal que F = KnA. 

1 .11 '.)EFINICION. Si f :X°' Y y P. es ur: subconju!! 

to 1e :{, entonces fl .'> (i" restringida a A) es la función 

de A en Y definiia nor ( flA )(a) = f(a) oar.a toda a 

en A. 

6 
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1.12 DEFIHICIONES. a) Una sucesi6n (xn) en un espacio 

topológico (X,'t") se dice que converge ax en X, y se es -

cribe ~n~ x,si para cada vecindad U de x, existe un ente­

ro positivo n
0 

tal que si n > n
0 

entonces xn está en U. 

b) Un espacio topol6gico satisface el primer axioma de 

numerabilidad, si todo punto en el espacio topoló~ico tie­

ne una base numerable de vecindades. 

c) Un espacio topologico (X, 1") es metrizable si e:-:j ~te uno 

funci6n d:XX X ~IR que satisface para x, y, z en X ,,,_s ~ie:ui~:;}. 

tes.:prC'piedad.es: i) d(x,y)~O¡ ii) d(x,y) 

iii) 1(x,y) = d(y,x); iv) d(x,y) + d(y,z) ~ d<~,z). 

1.13 TEOREMA (W(10.4)), Si (X,'1') es un espacio aue sati~ 

face el primer axioma de numerabilidad y E es un subconjuu 

to de X, entonces x está en la cerradura de ~ si y sólo si 

hay una sucesión (xn) contenida en E la cual converge a x. 

1.14 PROPOSICION (G-M(2.34.2)), 'rodo espacio compacto Y H'.'u"d11rff 

es localmente compacto. 

1.15 TEOR~i"J.A (G-M(3.10) ). Sea {X.._ \~t:M} una familia ne 

espacios cor.ipactos. Entonces el producto X = IT X«.. es 
«-EM 

compacto, 



8 

1.16 TEOREMA (\·/(18.2) ). Un espacio Hausdorff ( X,?"') es -

localmente compacto si cada punto de X tiene una vecindad 

compacta. 

1.17 TEO:lEMA (G-M(2. 35~ 2)) .Sea X un eR:pacio H::iu'3d0rff 

localmente compacto, x €. Y.. y U un abierto tal quP. x es­

tá en U • Ent ~nces existe un abierto '11 tal que Ti es e omuac­

t o y x E. w e w e]._. 

1.12 DE?INICION. Sean ( X,7') y (Y,j1) espacios topol6:~i­

cos y f :X~Y unr: .. funci6n • Decimos que f es continua en xeX 

si y sólo si parn cAda vecindad V cte f(x) en Y existe una vg_ 

cindad U de x en X t·tl que f (U )e.V. Di rP.mos que f es cent 1-

m1a e!l X c;i y s6lo si f es cc;itin1.·2. ,,~ t:'8d~ zE X. 

1.19 TE-"HEr·!A (G-h(2.11 )). Jea f una func:i6n :lel P.'::IJ~c:o 

tonol6gico X en el espacio topolÓP,"ico Y. ~:--1t' ·m~<>s f es '"">n 

tin'..l.a si y sólo sl r-1 (r.) es un r:err?.-!o en X para t0dl'l ce-

rrado C cc!ltAnidn en ~. 

1,20 FW:FOSICIC<N (G-:·:(2.10)). i) Si f de .(en Y. er· conti-

n~a y Z es un subconjunto de Y tal que f(~) esté conterii-

do e:n L., entonr:es ln ii:iag··n inversn de c·~d .. < abie2·to en Z 

es un ahierto en X. ii)~i f de X en Y "'s continm~ y A es un 

subconjunto de X entonces ffA es continua. 
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1.21 TROREt-!A (\'/(7.3)). Si X, Y y Z son espacio:J topoló­

gicos y f:X ~Y y g:Y ~ Z son continuas, entonces 

go f:X~ Z es continua. 

1.22 TEOREMA (G-M(~.4.1)). Sea X~ un espacio topo16giro 

para toda C1C. en M. Si X = IT Xc:t. entonces para carta al e'.'1 M, 
9'6M 

la C(.-proyección 7¡_:X ~ XI(. dada por ~(x) = XO(. 1a .C..-coord!:_ 

nada de x, es co'.'ltinua y abierta; es de~jr, la i~~~en de ca 

da abierto PS un abjerto. 

1.2? TEOREMA (\'1(8.8) ). Una función f: X '7 Tr XC(. es co•1 
· cce ¡.-, 

tinua si y s6lo si rr o f es continUfi para cada CI(, en M. 
ce. 

1.24 OEPI!HCiú1•. Si :\y Y ::;on espacios topol6g5..co::>, una 

funci6n f:X ~Y es un homeomorfismo s1 y sólo si f es j!! 

t . i . f- 1 . D. yec iva, suprayect vn, continua y es cont1nva. irE'!mos 

y lo dPn-:-tam'.'.I~ p'.lr X : Y. 

1.~5 TEOREMA (W(17,14)). Una funciÓP hiyPctiva y cont! 

nua, de '.ln P.spacio comnai:-tc- X en un CS;"'"?Cio H~usdorff Y, 

es i~n hnm1>omorf.i :'ll'TlO. 

1 • ?.6 DEF Il! IC ILIN, Un es rn e i o X eP re["lt lr! r si ·hd o U '.lll 

ne a x y tal que J.a cerradur,q de V en X P.stá conteni~R P.rl U. 
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1.27 DEFINICION. Sean X y Y espacios topol6gicos. Enton 

ces f:X ~Y es cerrada si la imagen de cada cerrado es 

.. un cerrado. 

1.28 PROPOSICION {W 17 N,1). Sea f una funci6n cerrada 

y suprayectjva de X en Y y f-1 (y) un compacto para c~d8 

yEY. Entonces Y es Pausdorfi' st X 0s Hausdnrff. 

1.29 PROPOSICTON (W(17.'2 e)). El conj~mto Y d~ núm<>rc~ 

ordinales qu<:? r-r-<>ceden e in~luyen el primer o~d:inaJ ne n•.i-

merat-1e .O., ~s compac~o. 

junto de mberos ordi_n?.l~::; de <''Jn~·.1~t--s bi~n l:'·.,..-:IPn".doi::: ~'"! 

ca-r.dina1 ictad ~0• 

2.1 DEFIHICIC>N. Una ~ate'""0rfo ~ con!'tR ele: 

~)Una clase de ~-rhietos, 

b) Para cada ':'lareja (A,B) de "t-0bjetm>, hom(.-\,B) ~erá 
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el conjunto de todos los G -morfismos con dominio A y co-

domonio B de tal manera que las siguientes condiciones se 

cumplan. 

1) Ley de composición. Si A, E y e son G -objetos, f pe:!:,. 

tenece a ho!!!(A,B) y g p9rtenece a hor.(B,C:) e"l+.rmces g o f 

pertenece a hom(A,C). 

2) J..sociatividad. Si fEhom(A,E), gf.horn(B,C) y hc¡hom(C,D) 

entonces n ° (g o !J=(h o g) o f. 

3) Identiiad. Para cada C -objeto A, existe un t:°-morfismo 

IAE horn(A,A) tal que si f& hom(B,A) y p;6 hom(ú,C) entonces 

IAº :f=f y g 0 IA=g. 

2.2 i:>EFINICION. Se;in !: y clY categorías. Un funtor con­

travariante de ~ a olJ" es una regla F, 1a cual 8.signa a ca 

da objeto A de C un objeto F(A) de ~ ; y a cada ~orfismo 

f:A7 B de /1 un morfismo F(f ):f{'B)-7 f(A) de .fl tal que 

F(IA)=IF(A) y F(g 0 1·)=F(f)º F(g). 

2.3 DEFIIHCION. Sean -; y b categorías. Un funtor (cov~ 

riante) del; a ,/J' es una regla F la cual asigna a cada ob 

jeto A ae e un ob,ieto F(A) de ofY ; y a carla mort'ismo 

:f:A 7 B de ~ un morfismo F(í')::F'(A)~ F(l~) de .tY tal r.,ue 

F(IA)=IF(A) y F(gof)=F(g)º;'(f). 

2 .4 '.'KJi'ACICiN. Sea ~ una cate¡rnría. !10!1otamo~ por 

* ~ 6 ( ~ ,7f-) a 
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la categoría 'lff con punto base, cuyos objetos son ~are~as 

de la. forma (A,*') donde A es un objeto de la categoría ft' 

Y*E.A. Escribimos hom((Á,*),(B,*)) como el con;junto de 

funciones f ~ hom(A,:a) tal que f(it-) =*, donde usamos * 
ambiguamente para denotar al punto base de cualquier objetn. 

2.5 Nal'ACION. Denotaremos por 7' a la catep;oría de esp;i.cio!" 

topol6gicos y funciones continuas y por 9r a la cat~goría 

cuyos objetos son los grupos y sus morfismos son los homo­

morfismos de gru~os. 
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CAPITULO II 

ESPACIOS COMPACTAME!~TE GENERADOS 

En este capítulo describiremos la CateF,orfa de Esp~cio~ 

Compactamente Gener~dos • Hr!re,,0s al~imas construcciones 

para poder veri~icar ciertas propiedades 'ltle nos gtt=:;tf'irfa 

que cumplie~a ;n0~ ~1P.mr.lo, auP, rlicPa r.atc~1rí~ sP,a CP.rr.ada 

bajo ciertas operaci0nes, tales como formar rr~ductos de 

espacios y espacios de funciones : que cumnla ,a 1.ey ~yr.on~n 

cial; etc •• 

En esta sección intr'Jducirf>mos las defi nicior>es y nronj_p 

d~des elementales de los esnaci0s comoactamentP. gPner~dos. 

1.1 DEFINICH;N. Un espac:i.o tonolóo;ir.o Hausrlorff X es 

compactamente P,enerado si y s6lo si 
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cada subconjunto A de X con la propiedad de que A ll e es l'..'P.rr.§: 

do para todo subconjunto compacto e de X es él mismo cerr~ 

do. 

1 • 2 NOTACION, 

Denota-cernos p0r (#-a la catee;oría cuyos objetos son los 

espacios compactamente generados y cuyos morf ismos son las 

funciones contin~as entre tales espacios. 

1.3 LEMA.Sea X es un espacio topol6gico Hausdorff +;~~ 'l'lP. P.§: 

ra cada subconjunto M de X y cada punto de acumulación x de 

M, existe un subconjunto compacto.e de X tal que x es un 

punto de acumulación de i•iílC. T.":1tnr>~"'S X está en eg . 

Demostración. Supon~R~os que M interseca ~ ~~dP :u~~0~jun~~ 

compacto de X en un conjunto cerrado. Sea x un yunto de 

acumulación de M. Por hipótesis existe un subconjunto com­

pacto C de X tal que x es punto de acumulación de l•iílC. Como 

C es compacto, ViílC es cerrado; nor I.1.4 x esti en ViOC., lu!:_ 

go x está en M. Po~ lo t;:i.nto tenemo2 que todo punto 'e ac~ 

mulación de M está en I·í. F.-:t '.''1'.:'P.s,por I. 1. 4, i•í es cerrado y 

de aquí que ,{ e~+~ en :~. 111 

[,a si~uiente prop,~sici6n 'nos muei:;tr.a que Cfl- es suficien-
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temente gr.ande en el sentido de que contiene a los espacios 

mas usuales. Por ejemplo, los PSp::i.c ios metrizables !'10n objetos 

de la categoría ~ 

1.4 PROPOSICION. Todos los espacios Hausdorff localmente 

compactos y todos los espacios Hausdorff qu~ satisfacen el 

primer axioma de numerabilidad están en la cate:,oría ~/!-. 

Demostraci6n • En ambos casos aplicaremos 1.3. Si X es lo­

calmente compacto, cada punto de X tiene una veclnda1 com-

pacta. Sea M un subconjunto de X y x en X un punto de ar.u-

mulaci6n de M. T,ue¡:;c x !'OS<><:: una vf'cind;:id c0mpacta C .De 

aquí que existe un abierto W contenido en C tal ~ue x está 

en W. Sea V un abierto tal nue x e!'1tá en V, Pnr 1o t?nto 

x est.á en Vfl W el r.u3.1 es abJerto, y com0 x es punt., ne 

acumulación de M tenemos por I.1.3 n_ue {(VO 11:)n r1-{x} / tp. 
D~ ar:•-li ".J.He ((vn W)O 1)-{z) t>s1A contenido en 

{(V(\ C)fH}-{x) =(V 1\ ( C n ;.1)) -{xJ . Luego {V O {e f'l l·: ))-~Y!¡/<} 

lo cual implica, por I .1, 3 que x es punto .le acumul::;c i éin 

de' Mf\C y , por 1.3, concluímos nue ;{ "!St::Í P.n /:;J.. Pn~ 

lo tanto , si X es loc<'\J.mente compacto y tiausdor!'f, :{ es-

tá en 'C9. 
Supongamos quP !. es un esT'acio toriolót~i co aue s:it.isfa-

ce el primer axioma de numerahilidad. Sea M un subcon~unto 

de X y x E. X un punto 1e a~u!'1ularión de M. 'Po'!:' 1.1 .4 sa-
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~emos que x está en la cerradura de M. Luego por I.1.13 

existe una sucesión (xn) contenicfo. en M - { x} 13. cual 

converge a x. Definimos C ={ xn \ n está en IN')UfxJ • Como 

{'xn)' converge a x, C es compacto y X es Hausdorff. Sea V un 

abierto tal que x está en v. Ento~ces , por I.1.12, exi~ 

te una n
0 

en IÑ tal que si n "> n
0

, xn está en V • T1U"lfi:O 

X 1 está en Víl (Mf'IC)-{x) • Por lo tanto, por l.1 .3 x 
no+ 

es punto de acumJ.Llación de M n C y por 1. 3, X está en ~:J.. 

Entcn<'es si X es ::-:"!u.sd 0rf::' y sati ~rs.c~ €" 1_ rrrj mer 

axioma de numerabilidad, X está en ~g. 111 

Sea Y el conjunto de números ordinales que 

:preceden e incluyen el primer ordjnal no numerable 12.. Le 

asignamos a Y la to-rolop.;ía definida -por su orden, para Ja 

cual una sub-base con!'liste de los conjuntos ( 1, °') = 

{ Cf 6i Yj H:J<ogy ( (3 , Jl] = { "6 E Y \~'-15 :.!l..) para o( y f3 en Y. 

Notamos qu<;? si O( no es un ord in::i. l límite, {o<..) es u1, 3bit-~:i: 

to que contiene a o<.. en esta torologia, mientras aue si °'­

es un ordinal límite, los conjuntos ( f3, e<. J ,= {ié Yj~< 'lf~oe.J, 
'3"-e(. forma una base en O( para la topología. 
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Es fácil ver que Y es Hausdorff y como Y es compacto 

tenemos que Y es localmente compacto. Entonces por lI.1.4 

Y es compact~mente generado. Sea X el suheRp8cio ohtenidc 

de Y al suprimir todos los límites ordi.n::i.lP.s P.XCPpto ./l. 

Los únicos subccnjuntos cmnpactos de X f'O.i los co!1jtmt0s 

f!nitos, ya riue por I.1,'31, c::i.da c0njunto infinito c-nntüm'? 

una sucesión que conv<.:>rge ':l un límite ord imi1 de 1;:¡ GP.':;U,!! 

di:i. C'l~se, Bntor>cFS el r:on;i·mto X-{.ll.) inte,....,"r? ~;vjg ~on 

junto cornpacto· de X en un conjunto cRrrado, p~ro n" es ~Q 

rr;i.do en X poroue tjPne a.ll cornn !?unto ,_Í."Tlite. l'e "'-"1.'.lÍ 'l.~J.e 

X no es c~mpar.tament.e ~<.:>!1°rado, 

Los s~p;uientes resultarios riemu 0 st.rnn '1U"' r.1<?.,..tc<> S''""s 

r.a~ios ri 0 uh esp'1r.j r riue r¡.T.á en -,:~, i:"'"'h~.Án ~'"1·"Ír ·P.,~· 

en u ). 

C,tl ,,., " ' -
en(/. 

ci6n con ceda compacto de A P.S un conjunto rPrrR1o en A,Si 

C es un subcon,innto comp:1<"1:0 d<:> :.;: y c0m~' X ef" 11·1u~d '.)l'"~f • 
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por I.1.8 tenemos que C es cerrado en X. Por lo tanto AO C 

es cerrado en X, luego cerrado en c. Por J.1.R, AOC e~ co~ 

____ pacto en C y por lo tanto es comracto en A. Bntonc"s Bl}(i,OcJ) 

es cerrado en A. Fer') 130(A0r.) = (BflA)(lC Hfl C yp nue 

B es un snbc onjunto de A, De aquí a_ue B{} ~ e~ ci:>rrar:l o en f, 

y como A es c1:n:·rado en X 

Como X está en ~g.., B ':'"I 

ya que B está contenido 

tenernos 

cer.r'3d" en 

en ,f':.. • y se 

que -:_:ne 

X, T1U8f'.'l 

<' oni:- luye. 

P.S l'.!err"ldo en x. 
B es r:ec-r·1d0 P.~ 

1'.'101" 7t. 1 que A 

.. 

e!'?tá en lf/. i i.) Se-:i. U 11n su't>~ on.j1m-t,o ahi Prt. o y r~:":'Ü"'.r :! e Z. 

Surionf!:amos que existe •m 2ur>~on~unto B ".e tl 011<> 'int'.ersec::> '·· 

cad::i. ~ubcon.iu~t"' c<'.'mnar:t" dP U 0 n 11n coYl~nnto c-e:"'r"l.d" en U, 

Si xE U y x es un )'Unto di> acumul8cinn df' 3, o"r T.1.'?6 

te una vecindad V de x e'!'"! l.. ta1. que ia '"!~rradu~a de V en ·,: 

está contenida en U. Sea e un subc-orjun~o ~omnac~o ~"' l, 

Por I.1,8, C es cerrad.-. en X. Así que VO r r>S ~~rrF.td" "'" X. 

Lue!"O vn r: ec- Cl>r!'a1o en c. S 0 sig11e '?U"' vn r, f>."l ('()ffi,.a<'tO 

en e ya -::u-: e es l'.!Of'l'rrtcto. :)<: 8.C"J\1{ nue nor 1.1. 0 vnr. es 

comoacto en x. Corno Ve U:.:=:e deduc-e t"JUe vn e €'$ "0"":1''!.r.~o <?n 

u. Enton~e::> B(lvn C' es cP-rr".rio en u. íJuf'>go es cP.r~ado Pn 

vn c. Final.mr.nte 'Bf'\Vn e pr:, r.Fn:·rarlo en !.. • . \dPmá"' como e N1 

compactr'I en X y ;( está en 'f~, c~.-r:-: 'JÍ~"s nue B() V es r.r>rr§ 

do en X. Corno x es nunto de acumul8ci~n ~e E, x es uunto 

de acu1T'u1ación de B(l'l'J. litter:o xEi ~~nv. 0(' a.~uí '1ue xE!:'. 

Así, tene-



moa que todo punto de acumuJación de B está en B. Entonc~s B 

es cerrado en U (ver I.1.4) y se deduce que U est:í en #9. 
!// 
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1.7.t DEFINICION. Si X es un espacio top.ológico, Y es un 

conjunto y g:X ~y es una función ~uprayectiva. Diremos que 

FC:Y es cerrado si y sólo si g-1(F) es cerrado en X. Con es 

t" queda bién definida una torolo1da de Y, llamada la ~opol2 

gía cociente de Y i~ducida por g. A Y lo llamaremos un esra­

cio cociente de X y a g la llamaremos una aplicación cociPnte. 

1.7.2 TEOREMA (W{9.4)). Si f':X ~Y eA una ao1icaci6n c2 

ciente entonces una función g:Y ~ Z es continua si y ~ólo sl 

g o f :X -)o Z es continua. 

1.8 PROPOSTCION. Sea f:X --> y una aplicación cociente'.! ~"l...:i':! 

Demostraci6n. Supongamos que existe un !"ubr.onjunto B dFJ Y -:n;­

in~~r~~c~ ~ cada subconjunto compacto de Y en un conjunt0 

cerrado en Y. Sea C un subconjunto compacto de X. Como f es 

ccmtinua,f(C) es cnrnnacto en Y. "P".':""' hipótesis ,30f(C) es ce 

rrado en Y • 

f es continua. I.nPgC'l 'J º!' cer-:-nrl') '?~ X. 

en X y lC es Pausd0rf:. 3r-> s:i,c;w' 'lt:e f-
1 

(Pn f(C))('\ e <:>g r"'T"'.'a 
1 . 1 

do E>n X. Como r- (31lf(C))ílC' = f- (B)íl'~, 

r-1 (B)ílC flS ce-rrado en X. Como X eAt2. <'!1 ~9- ('0ncl.u{m .... R 

1ue f-1 (B) e~ cer~~dc P" X.C~~n fer U"A ~nl!~~"iÓn crclnntf', 

B es cerr:=tdC"I en Y • F.sto riemuP.st.r.a 'lUC Y f'Stl'Í en -t'9, /// 



El siguiente resultado nos facilitará saber cuando es 

continua una funci6n. 
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1.9 PROPOSICION.Sea X un objeto de (fgy Y un espacio Hau2 

dori'f .Si f :X-»Y es una funci6n continua en cada sub-

conjunto compacto de X, entonces f es co~tinua. 

·Demostración.Sea A un subconjunto cerrado-~~ Y y C un conjunto co.m 

pacto en X. Por hipótesis f'fC es continua y se sigue 

que (flCXC)=f(C) es compacto y está contenido en un Haus-

dori'f; por lo tanto f(C) es cerrado. De aquí que AO f(C) 

es cerrado. Por lo tanto (rtcf1
(Aíl f(C)) es cerrado. Como 

(f/cf1(Af1 f(C))= (f-
1(A))íl e, (f-

1(A))flC es cerrado. 

Como X está en (~ se sigue que f-J (A) es cerrado. Pcr }.o 

tanto f es continin. / / / 

2 EL FUNTOR k. 

:En esta sección definiremos para cada espacio Hausdorff 

X un espacio asociado compactamente genera1o y probaremos 

sus principales propiedades. 

2, 1 DBFirHCIG;:I. Si X es un espacio Hau~dorff, el espacio 

compactamente p;enerado k(X) es el conjunto X con la top~ 
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1,ogía definida como sigue: un conjunto cerrado de k(X) es 

un conjunto que interseca cada conjunto compacto de X en un 

conjunto cerrado en X. St f:X~Y es una funci6n de espa­

cios Hausdorff, k(f) es la misma función k(l)~k(Y). 

2.2 TEOHEMA. i) La función identidad 

nua. ii) k(X) es un espacio Hausdorff. 

k(X )-+X es conti 

iii) k(X) y X tie 

nen, los mismos subconjuntos compactos. iv) k(X) está enCJ. 

v) Si X es.tá en (9, entonces k(X )=X. vi) Si f :X~Y es 

continua sobre conjuntos compactos, entonces k(f) es conti 

nua. 

Demostración. i) Si A es un subconjunto cer~ado de x, y e 
es un subconjunto compacto de X, ent.oncP.s e es cerr::.do en 

X pués X es Hau::idorff'. "'.',11ego Al)C es cer,..ado "~ X y !"".:',.. ~" t-a:. 

to A es cerrado en k (X). D<i aquí que la función identidad 

k(X)~X es continua. ii) Coi.la X ef' un e'."p'\Cio Haus~orff, 

por i), tenemos que k(X) es un espacio Heusdorff. 

iii) Sen ''un subc-cn~u~tf'.' co!'lp?.cto d.P l\(X). Po'l" i) l'!ond')Í'."\"l'." 

que A es compacto en X. Supongamos ahora que C es com~acto 

k(X). 'Pc-r i) tenemos 0ue la función identU_,d C'~C e3 CO_!! 

tinua. Ve<'.lmos 8hora ::uP la fun".! 1 ón i..nv 0 r::;,;¡ r¡:: c0nt~ '11.l~: S:2~ 

B un subconjunto cerw~do de C'. For definición, L> inte:'seco 

cada subconjunto compacto de X en un conjunto cerrado. P-:-".' 
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lo que Bíl C = B es cerrado en C. Luce; o la funci6n identidad 

I:C-t C' es continua. Pero C = I(C) = C' por lo que C' es 

compacto en k(x). Entoncesk(X) y X tjenen los mismos sub-

conáuntos compactos. 

iv) Supongamos que existe un subr.onjunto A de k(X) que i~ 

terseca cada subconjunto compacto de k(X) en un cerrado en 

k(X). Sea C compacto en X. Po'."' iH), res c0mrecto en Y.(X~ 

y por lo tanto Aíl C es cerrado en k(X). Por defini.ción 

de la topología de k(X) tenemos que AOC es cerrado en X y 

por 2.1 se sigue que A es cerrado en k(X). Entonr.es k(X) e~ 

tá en p9. 
v) Sea A un cerrado en k(X). Lueco, A interseca c::i.'ia subC'O,!l 

junto compa~to de X en un cerrado en X ncmo X. está en '3, 
tenemos que hes cerr2do en X. Además ~or i) t~nemns ~u~ 

I:k(X) -1> X es un homeomorfismo, 

nua en cada subconjunto compacto de k(X). Sea C' 11n c;uE_ 

conjunto compacto de k(X) y C el mismo conjunt;o con s1¡ t.::, 

pología en X. Por iii),c es compacto en X y 1 a función icte~ 

tidad C'-)C es un homeomorfir.mo. Cnmo f)c; es continu11" 

f(C) es comnacto en Y. De aquí que nuevamente la identid"\d 

k(f)(C')~f(C) es un homeomcrf'ismo, donde k{f)(C') es e1 

conjunto f(C) en k(Y). 
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k(f) 1 C' :C' ~ (k(f) )(C') es la composición de f \e y dos 

funciones identidades C'----:> C ___,. (k(f))(C) __...,. (k(f))(C'), 

~~s cuales son continuas. Entonces· (k(f)) \e• es continua 

y concluímos por 1.9 que k(f) es continua • 111 

. 3. PRODUCTO DE ESPACIOS. 

Si X y Y son espacios en la cate~oría F:~, no siempre 

su producto topoló~ico está en ~· Por ello modificaremos 

la deiinición de producto, de tal m~nera que el producto 

de dos espacios compactament~ generados sea com~actam8nte 

generado. 

?.1 DEPINIC!ON. Si l y Y están en t¡, su producto i" Y 

entf>es k(X'CcY), donde JC'c es el producto cartesiano con 

la topología producto usual. 

Veamos que el producto definido satisface la propiedad 

universal. 

3.2 TEOHEMA. Sean X, Y y ·¡¡ espacios comnactamentP. i=:P.nP.-

rados. Entonces 

i) Existen proyecciones continuas 77'., :XX Y~ X y 

'f'0. :XX Y -~ Y y 

ii) Si f :W ~ X y ;: :'ri ---)' Y son continu<is Pn't0":c0~ i:v..i.~t" 

una funci6n únic;:i F:W--> X><Y +.'11 que f = ~op :¡ ~ =7r,.,o~. 
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Demostración. i) Por 2. 2 la f'unci6n identidad I:X x Y ---+ X1'c.Y 

es continua. Como las proyecciones p1 :X•cY ~X y 

p2 :X~c.Y ~Y son continuas tenemos que 1Y, = p1 o I y ~=p2or 
son continuas, y son las proyecciones de X x Y en X y Y re!! 

pectivamente. Luego ~on morfismos de "t:~ ii) Su~ongamos que 

existen f' :W ~ X y g :\'l ---)> Y en -&$. Como X"'c Y satisface la 

propiedad universal, existe (í' ,g) :W ---)> x~,y contjnu::i y 

única tal que p 1 o(f ,e) = f y r 2 o (f ,g) = g. Por lo tqnto, 

por 2.2 v) y 3.1, k(f,g):W ~ X.x Y. Además 1r,o~(f,g) = 

p1 o 1 o k (f, ~) =, p1 o ( f , g) = f y k ( f, g) = p2 o I o ~ ( f, p;) 

p2 o(f,g) = g, la cual es cl<1ral"!•mte ln. •1nica c-:in es;"J. pro-

piedad. /// 

3.3 03SERVJv::ICN. 1".s ir-.mediat0, de ;:.?, ~u~ e1 pro1urT.o 

X JC Y en (:~es -:-0n"lnt-;:.tivn y é180r.i?.tt'fo, ;,d 0 máf1 se I'1J.("d0 

eYtende~ l~ co~st'!'ucoi~n a rr0rtuctcs 1u0 tienen cua1~uicr 

número 1e factores, :=i.p1 icando el fcmtri".' k nl :::'!''1d'1ct0 11s1·::i1 .• 

El siguiente teorema ,os ~stablPce cuando cojn~iden 1of1 

prorl. 'J".'t os " y ><e. 

3. 4 TEORBMA. Sea X un es "f'ªC i. o HR•is1 O'!':"f 1-nca 1ma~+e - !"'11-

pacto y Y en (f). ?'1to!1re!: Xltc.Y está en f¡. 

Demostr<'lción.Se~ A •.in subcon~untn de X>tcY -:ue '.:--+.P~s~r.q <:é!cla 

sub~on~unto co111p'.'lcto 1e Xw.c.Y ~!1 ur. rcnjun~~ "err"ldo ":' V.~Y 

sea (x0 ,y0 ) un punto del cornp 1 ement::i de A, Entonr.es 
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x0 E. X y como X ~s localmente com!Jact0 tenemos por 

I.1.16 que x 0 tiene una vecindad compacta IJ ne aquí que 

N lfc y 0 es compacto. Luego AO (N Kc. y 0 ) es cerrado en X "e Y. 

---De aquí que (AO (N ~ y0 )) 0 = Ac U (iJ .>te y0 ) 0 es abierto en 

X "e Y. Como (x 0 ,y0 ) está en Ac U (H "e y0 ) 0 abierto, x
0 

tiene una vecindad U tal que U 1'...Yo no interseca a A. Sea 

B la proyección en Y de An (U •e.Y). Si C es un subcon,iunto 

compacto de Y, entonces An (Ü •c. C) es compacto en X' Y 

por ser un cerrado de U •c. e compacto . '"'orno las proyeccio­

nes son continuas tenemos que BO C es com~acto en Y, 

Y Hausdorff • De aquí que BO C es cerrado en Y • ~'J:no Y 

está en "3 tenemos oue B es cerrado en Y. Como y0 no está 

en B, se sigue que U Xc. (Y-B) es una vecind<"ld de (x0 ,y0 ) 

que no interseca a A .Tu~:~, está contenida en el comnleme~ 

to de A. Por lo tanto, por I.1.27, el comnlemento de A es 

abierto. ~to:lces A es cerrado y concluimos que ;{,e~ Y está 

en "P9. 111 

3.5 TEOREMA. Si f:X "?'X' y g:Y-; Y' son aplic?.ciones 

cociente en Cfj, entonces f >< g :X >C Y? x:' >e Y' es 

una aplicación cociente en e¡. 
t'.lmbién 

. . , 
,... i:~ :"' .......... , ~ ~ .... '"1 

(f-1)-1 (.-') ".~. ".err---·cl" -. ~. xvy, e• - l' ll" 1 .... - . 1- ' - ~ '-= :--. ~. __ 1 • ·-~,. ,. .,:'!"' ,. , • · ·:: l: •t" ·~ ·l"'l. .; un .. 0 .~ ,,. :Y1 e 1 ..... 
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de X'•Y donde D y E son las proyeccjones ~e e en X' y Y ~P~ 

pectivamente. nomo las proyecciones son continuas, D y E ~0n 

compactos. Lue~o DXE es co~~~cto en X1 xY. Sl d~mos~r.~no~ ~ue 

AO(n•:;-;) es cerrado, tenf'mos q1~e ilílC es cet"rn.do y com'.) X •xy 

eotá en t'9 entor.ces A es c~rradc y e:1. tt?oreMa. e2t·J.r{;:i derno~ 

tra1o. Como (fxI )-
1 

(DJtf:) = r- 1 (D)XE e!? cerr:ido <"n X"Y, P:itr.>:!: 

CeE (fXI )-1 {Aíl(i)XE)) es C"'rrqd0 Pn c 1 (ll)X B. Si. ?Ust~ +.11ín0R 

X, X', y por r-1 (D), D y E resper.tiv~rnen~e. tene~OR o} ~qRn 

X•Y = X'tl,Y. 

Sea 11cx. 1xY tn.l "J.'.le {fxI)-
1

~V) <?s <"-b5erto en ;i,:xy, '' (x,:,)~V. 

Sea x'EX, rlon~e f(x') = x. C':l:':O (x',y)€(fx
0

T)-
1

(1f), el "'1::1 

es abierto, y v en r.om:-'~cto, ex!.ste , .. P'l ?..~i~rtc W t.,.l : 1J.t:' ~'E.··., 

T.Al qu':! f(x
0
).x'fcv. Ve""emos 1'lP. U es nbj,,'!:'to, '3n::i x 1 E 1:, r:'"l~Q 

tros po:iemos c11brir x1x\:7 : productos de r.nnjur.t"s q'- i~-::-t c:-

ccntenid0s en (fXI)-1 (V). l~ego PXiPte U~R suhcu~iert~ f 4 ni·~. 

Sea N l~ interspcci6n de los factcres Pn X, d~ 10~ r ..... 0d~"~n! 

d~ la subcuhlerta finita. De a~u{ ~uP N ~R ~bierto, xf N v 

'NJCWC(fJCT)-1 (v). ·r:ntc'1r:e'"' r.i "'f' ~hiPrt.-:-. r,n.,,o U= f-
1

('"(Pn 

es abierto y.fe~ •m::?. a:'."15r:"'r:ión rocient 0 , f(U) P.R ~·h~ 0 rt.'"' 

en x•. ro~o (x,y)ef(U)xw, f(n)x 1" Ps ;-¡~;.,.,.to y (+-(11lx,,'·c.v, 

crcj PntP en (j. 111 
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Por 2.2 i) las func.i.ones identidadP.s k(X)-)-X 

y k(Y) ~Y son continuas. Luego por I.1.21, la fun 

ci6n identidad g: k(X) "'e k(Y) --7 XJtcY es continua. Por 

lo tanto,todo subconjunto r.ompacto de k(X).l!ck(Y) es com 

pacto en X~ Y. Sea A un subconjunto compact("l de X"'c Y y B, 

C sus proyecciones en X y Y respectivamirnte. Como las 

:nroyecciones son continuas, tenP.mos que By C son compac­

tos en X y Y res,..P.ectivamente. Por 2.2 iii) sen compHctos 

en k(X) y k(Y) respectivamP.nte. PorI.1.15, B~cC es cn~n~~ 

to en k(X).w, k(Y) • LuE'go g 1 B Jr.c.f'! tiene lnvers:i. c("lntinua. 

Como A<.B~C de aquí que A es c0mpa.cto en k(X)~k(Y). r:n 

tonces k(X).1ck(Y) y X~Y tienen los mismos s11b0oni'mtos 

compactos y :=on esoaci os s11bre el mismo cc'1~'mt0. L:.ir.>go al 

asociarles k se tiene k<k(X),..._k(Y)) y k(XACY) c"índden. 

Fn· definici6n e1 pri.mer espacin e~ ;:ire~isament 0 k(X)x k(Y). 

Pl"lr 1.0 ta!"'to +<:>nPmC"s !.a !"i".:u)ont"': 

3.6 FW)P0ST0.I::-N. Si X y Y S"n e~;-,,..r..ias H?.. 11sd0,..r-f, -"'n-c.!:. 

ces las dns -t-opo1ot:Íi-l" k(X)x k(~) y k~XlCG") "Ot~·- el e~';':2_ 

njo ~ro;urto coinrid~~. 
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4. ESPACIOS DE FUNCIONES. 

En esta secci6n int-rodu~iremos eJ prcducto :Jp:'..ast::i.do y 

estableceremos ale;unas propiedqde~ imrortantes de les (;;S­

pacios de funciones en lff,!. 

4.1 DEFH!ICION. Sean Y. y Y espacios Hauqdnrff. nenots­

mos por C(X, Y) al e:pacio de f'J.nciones cont:!.nlll'Vi de X en Y 

y le damos ls t.opolog:í.2 compactoabierta. Ei:> decir, U!'!'! bRSI'.' 

est:í forma1a ~or la ::'rtmiJ.j.::i 'N(P. ,u) rj~ tod~r-: 1a~ r::~r~ja':1 

(A,U), dc~1e .\ ~e i.in s11.rconjunto cn:::9~~t~ de X, U es un su.:_ 

conjunto abierto de Y y W(A,U) el conjun::0 ri-= fundon0~ '!'.:O.!:. 

tinuas f :X ~ Y tales 1uc f(A) está cont".!nidr. en TJ. 

A continuac-i6n veamos un ejemplo de q_u~ no siemprl? 1ue·· 

X y y estén e?" ~:J ~(·(,Y) PSt:Í en e¡. 

4 0 2 E.TEl·1P10. Sea X= { 1,?.1 , C(X,Y) = Yltc.Y. SahPmos aun 

el J"rOdUCtO de dOS ei:>paCiOS en e9 n0 nE'CºS::tri.amentc E!f'tá Pr 

&9. }'orlo tanto C(X,Y) no eflt~ en f9l~-:>.":" <ilf'l'ún espacio Y. 



Sean X, Y espllcios Hausdorf:f. Denotemos al espac1o 

kC(X,Y) ror Yx, es decir 

4.3 yX = kC(X,Y) y 
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definamos a la funci6n evaluaci6n e:C(X,Y)Xc;X ~Y 

mediantP. 

4.4 e(f,x) = f(x). 

4.5 PROPOSJCTON. i) La funci6n evqluación es contjnu~ 

sobre conjuntos compaC'tcs. U) Si X y Y e"'.tán en ~~. nn­

tonces la funci6n evaluaci6n es co!1tinu3 cn.rno funcUin 1i:i 

0x X en Y. 

Demostraci6n. i) Como cual'luier conjunto compnrt!" d" <J1 

p'?'oduct o ei::tá rontenido en el producto dP sun nroy"'"l" i o~.e:';, 

es snf5.ciente dem~st.r~r '!UP. e es continua sobre c11a 1~1ii 0r 

con2unto de la form::i ?X:\, dondP- 1" es r:-om!1"1Ct.o o::>n C(«,Y) y 

A es compacto en X. Se3 (+' 
0
,x

0
) E. px" v U 11n ~ubco~.-'•:n+:o 

abie~to de Y 1ue contPn~a a e(f0 ,x0 ) = f 0 (x 0 ). Com~ f~ ~s 

continua, exi"te una VE'0ind::\d V de x <Rl aue f (V)C. U. o '.' 

Como A es rom!'l::icto y haus:1.orff, ;\ e~ h:c'1lr:l''r:te camn:-1 cto. 

Por r.1.17, existe un <>.hiert0 i'j PO i1 tal (l'le rr er- r.n;¡¡:''lr.t-

V x E '.\fC:N CV. L"e a,...uÍ ~u,~ f (::)e: f' (;?)e f ('l)C U, ,i;p-o 
· o · o e r-

(W('F, u)n F)x ¡.; es 'lhiertc on }'X!\ "./ :::CY':t~"nr. ;:i (f' r:-,x 0 ). 

Se.::i (f,'!"l)E (W(~,U)(\l'')x ::. 1·~ ~iq•· 0 -:u.., :"Cf)c. '1 ~· 



como n~N tenemos que f(n) está en U.Por lo tanto e(f,n) 

está en U.Luego e((W{N,u)nF).xN)c.U, lo cual demuestra 
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que e es continua sobre conjuntos compactos. ii) Por 2.? vi) 

-tenemos que k(e) es continua. Pero por 2.2 v) Y 4. '3 

k(C(X, Y)Xc;X) = Yxx x y k(Y) = Y. Por lo tanto e es conti 

nua como una función rrc X-7Y. 111 

4.6 PROPOSICI.Cn. Si X está en ~¡, y Y es un espacio 

Hausdorff, entonces C(X,k(Y)) y C(X,Y) son iguales como 

conjuntos, y las dos topologías tienen los mismos conjun­

tos compactos. 

Demostración. Si f:X~k(Y) es continua, lue~o también su 

composición con k(Y) ~Y es continua. ~or lo que f e~tá 

en C(X,Y). Recíprocament?., si f:X---)' Y es continua, ~nton 

ces k(f): k(X) ~ k(Y) es continua. D~ aquí que f e~tá en 
1 

C(X,k(Y)). Entonces C(X,k(Y)) y 'c(X,Y) son ir,uales como 

conjuntos de funciones. Sabemos po~ 2.% i) que la funci6n 

identid::i.d k(Y) ~ Y es cont.i.r:u3., PC'~ ln curi.l se demuestra 

fácilmente que la función identidad C(X,k(Y)) ~ c(:<,Y) es 

e ont inu8.. Pnr lo tant0, torio 
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subconjunto compacto de C(X,k(Y)) es compacto en C(X,Y).3~ 

pongamos que F es un subconjunto compacto con la topología 

relativa en C(X, Y ). Tenemos que demostrar que F' es com 

pacto· en C(X,k(Y)); donde F' es el mismo conjunto F con su 

topología relativa en C(X,k(Y)). Es suficiente con demos -

trar que cada subconjunto abierto ·,¡ de C(X, k(Y)) interseca 

a F' en un conjunto abierto de F, ~orri.~1e esto implica que 

la función inversa_de la identidad F~F' es continu~. Lue-

go ?' es compacto. Basta con demostrarlo cuando ¡¡ es un 

conjunto abierto sub-básico W(C,U), donde C es compacto 

en X y U es abierto en k(Y). Sea.fo en ';/(C,U)OF, como F"'C 

es compacto , por 4.5, la función evaluación e:FKC~Y es 

continua. Luego, por 2.2 vi), es continua como una función 

F1rC->k(Y). DP. aquí que e-1 (0) es un ::ibierto en FxC. C6mofo 

está en W(C,U) y~0(C)=e(f,;cC), tenemos c<ue e(.f0 1tC)c.U. nor lo 

tanto ~C)ce-l(U), y como Ces comp;'!cto,existe u.., subcon~u!l 

to abierto V de F tal que.f0 e:'Otá en V y VXC<:e-t(U). Sea~0e.V, 

luego 30JfCc:e-1(U).De aquí que g0 (c)cU. 1'0::- lo tanto 3oE.i(C,U), 

y Vc:W(C,U). C:0::10 .f0~V, tenemos por 1.1.2 r¡ue 

W(C,U)flF es abierto en F. Esto demuestra ciue 1"' es cornf,a.s_ 

to. Entonces concluímos que las topolor;ías de C(.\:,l<(Y)) y 

C(:·:, Y) tienen los mismos suhconjuntos compactos. // / 

En vi~ta je la oroposición antPrior pod~rnos decir que 

k(C(X,k(Y))) y k(C(X,Y)) son i~ua1es como Psp~cios An la 

cat<:!g o-rfa fJ. 
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El siguiente teorema e3tahlecc la ley exponencinl 

para los espacios compactamo.nte eene~ad~s. 

4.7 TEOREMA. Sean X, Y y Z espaci.l")s "O'llpFl:-ta-ient<:! fil"ne-:--.:_ 

dt"ls. E!lto:!'J.ces existP. UT! hO"l'?l")mnr~:ÍS"10 <'l"t:l'.'e zY"' X y ('~Y)x. 

De~ost~a~i6n.~efinam02 

(P) jr:C(Yx X,t.) ~ C(X,C(Y,Z)) 

por (e:,µ. (f))(:x))(y) = f(y,x) donde :'E.C(Y>< X,?.), zE. X:'./ J6Y. 

Sea y 0 E. Y y U un aMeTtl") en 7. d"nde (f!'(f))(x))(yr)E. r•, 

abierto V en Y +,al que ~·e E V y f(VX {x) )C.Tj, r·:e.:;~ 

((.)-((f))(:r))fv)c.u. J:":nt"n"<:!S :;"='l' J.1,18, 

(µ(f))(x):Y -7 Z -:-s c0rt~n•12. 

C(Y,?) t::i.J que (.µ.(f))(x 0 )e.~.'/(I',U). :u'-'co f(-::x {x,..,}) = 

((_µ(f'))(xn))(B)C.", Pcr }.o "'::anto, p:i.r8 ~ada h€?., ~~(r,:~~)E:l'. 

Cc:io f ec; cnntiY'u:c, exi"'tf' i1:-: 'l'!:>if"':·t0 '-'\.C. yx ·.; c,::~. -:•:i:: 

f(.:b)C.~J:: (b,x
0

)€ '·b.?"~ :r,1,5 y T.1,7, .,.~:i;-i;c-n ."!":':;p.,..t_,...~ 

~-~-'.'~~"~'::~.:. '::.._A .v :,.,.,_ ">, "lo;:4p r€' .. V e' 
¡_:' -i l'' " ·•1.,': .: .. -; .. h, "':'. 

{ ·.v'":, 1 / r€ :?) ?!' i1n" "1~1'io:r"':r> Rhi.,.~~~ -i,... i:::, '>..,.~ 

:¡'2.:'tr:-¡ exi.2tP U"':'.\ 81lhC'll~Íf:"•''t'1 ,-~jri+"l {\'l.,, 
1 

" "i , 
1 ' --} ' - ' ... ' 

3€'1. H =n ""'h ..,. 'l'P!"PTT1')f' 1'lf' H 'ó'S ;1h~ . .,,...t0, x..,E .. ,. 
i.:' . i ''-

f (~·x1:)c.::. "!:''.',., !..:i "':n""c- ()A.(t'"(:.)Cl'I(-,"\. :.:r,to:-:~""' 



Consideremos la f•rnci6n ev<'lluación e:YJC X.X C(Y x X,Z) ~ z. 
Si en (Q) sustituímos X por x.xc(YxX,Z), tenemos que 

A(e):X.icc(Yxx,z) ~ C(Y,Z) es continua. Ahor'l,s.i An ((~) 

sustituím0s X por C(Y~ X,Z), Y por X y Z por C(Y,Z). Concluf 

·mos que.-"(.(.;-t.(e)):C(YX X,Z) -7 C(X,C(Y,Z)) es continua. Es 

fácil verificar que ,µ.(:ft(e)) =.,U.. Por lo tanto 

µ es conti.nua. 

Sean e:Xx r:(X,C(Y,:.:;)) ~ C(Y,t.) y e 1 :Y>< 8(Y,t:) -) Z 

funciones evaluación. Por ~.5 y T.1.21, 

e'o (Ixe):YXX:XC(X,C(Y,Z))-) z P.!" continua. S'J!'ltiT.UÍ'TlOS 

en (Q), X por C(X,C(Y,6)) y Y ?Or Y"X. :.1.1P.P,"O . 
.-'<(e'o (I.ic e)):C(X,C(Y,Z)) ~ C(YxX,Z) Ast~ bi.i?n rl<=>f5.11_i 

da y es continim. SA .rec-if1ca f'lc11mentc -:;,ue A("'º ('x.,.)) 

es lR inversa de A. k'.n-tonces 

.)A. f"S un h0rP."lmo'l'.'fi ~me. 

Por 4.3, k(C\Yx X,Z)) = zY~X. k(C(.\,C(Y,Z)) 

k(C(X,k(C(Y,Z))) = k(C(~,zY)) = (~!)X ~or 4.~ y l,F.Lu~R~, 

por 2. 2 vi) k(µ. ) = ,,µ. : Z y >e X -7' (·,/)X e!'; ur htJm~ornorf l~ 

:no. Por lo tantc 

111 
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4.8 TEOREMA. Si X, Y y Z sen objetos de la cat~goría "&;J. 
entonces la funci6n zY" YX---'> zX dada pnr (f,e;) \----)'fo g 

es continua. 

Demostración. Por 4.5, las funciones 

Zx~ yX ... X (I" 13). zYx y~ 7 ti .... , -~,. ;. son r.on _nuas. Lueeo 

e' o (Ix e) es continua. Si en (Q) de 4.7 ="UStlt.t~Í~M Y. ror 
V X z- X Y , Y :po:r X y f poT e' o ( I 1C e), te-:'!P'!'OS-'1.Ue 

Jl(e' o (Tx e)):~Y.x yX --)o f:(X,Z) es continua. Ento'l~t::>s 

k ( .}I (e ' o ( T x e ) ) ) : Z Y x y X ~ zX dada por 

(k(J( (e' o (T x e))))(f,f!) = fo g ef' ccnti!11;.a. 111 

4.9 NITTACI<JN. Di;>notemos por C((X,A),(Y,'3)) al c0n~unto 

de funciones fE C(\:, Y) donrie f(A) ~st1. co:-:tenidc- "n ::::. 

Denotemos p0r (Y,3)({,q al espacio k(C((X,A),0~,3))). 

4.10 DBFINTCH:I!. El prod•lctc ar1astado (::;m<tsh ;>rodu~t), 

X"Y, de dos P.Spacios X, Y 'o defini.mos: c-:-mo P.~. C'ccienT.e 

tifica XvY es r->l punto 'base de :<J\Y. 

4.11 1'701'ACJC~:. DPnoternos ~nr (Y,*)(X,lf) :'.\l P"':x1ci'."' 

k(C((X,*),(Y,*))) c-uyo runtn h1s17 ,, ... l?! función c~n~t:n-t:e. 

""'ª Y -.n e•a*" .·\ ···n sti",.",..~. ,~ .... ,·o 4.12 Dí':.t-'HTrTON. Se::t X en 'Dtfl ·· ¿ _ e·"·"'' 



35 

cerrado rie X tal que X/A es Hausdorff. Si 1>A:(X,,A.) -7 (:</A,*) 

es la aplicaci6n cociente, definimos (PA)*:c(.O:/f,,Y)----)' 

C((X,.A),(Y,*)) mrcdia'!'lt" ('PA)*(f) = fot>I\, fE~(::/1\,*-). 

4.13 PROPOSIClúN. 18 función 

(f>ot\)*:c(X/A,Y) ~ C((X,A),(Y,*)) es continua y biyectiva. 

Además establecp una corresnondencia biyecttva entre ~ub­

conjuntos compactos. 

Demos+.raci6n. J..a contj nuidarl y biyectividad di:? (PA )* R"' 

demuestran fácilmente. Veamos rrue (PA }. E"RtableCP un~ c11rre.., 

p0ndenci;;i biyectiva entre subconjuntos c11mpa"Ctos. Es sufj­

ciente demostrar 1ue ( ('P" )*")-
1 

PS continua e; obre Rubr0n~ 11n 

to~ com~actos. SPa F un sub0.onjunto com~~r.to ~~ 

C((X,A),(Y,*)), 9
0

e. F y W(c,1.r) un :::1:bt'nr~·J!"tc 'h~ert~ ::•)'1 

l:><Ísico de C(X/.\,Y) "'::R1 i:ue ((?A)if)- 1 (~0 ) ~~+.1 "'~ W(r,tr). 
1 _, -1 

Cerne (('P.\)~)- (Cj 0 ) =~0 0-P~ •·<>r.E''iCf' 1ue !J•º?A (•~'e:..;:. 'i 
-\ 

C no con"':i<>ne eJ ?1tn'::o t-if'f'?*• t>A. (r:) "'2 ('nrir.<:lctc ·:>,.., ~-. ;:, 

go W(P~1 (':'),U) º~ '.m "'"!'.jun<:n ahje'.'"'+0,9o "~+;{ "'~ '.·;(~~' k),ll' 

Y (( <t"I )*)-1 ('·:c~·I (1.'') ·t;)) C ·'(1, ,., ;;-....-..,~~""' !'""'~ T 1 ~ ~ r4 , .. rA ,, ... ,,, •. ·t •.•• ..,. ..... , .... , 

¡.;n+o~ce~ e(f,a) = "(:.i)-: *· '.".'.J.<'[.Cl e(Fx_·.) ={~}. 
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Sabemos que F~(X/AJ es un espacio cociente de ?~X. 

Entonces e induce una funci6n continua e':Fx(X/A)~Y. 

Como e'(0,0 ,*) eRtá en U, existe una vecindad V de 10 en F y 

una vecindad N abierta de* en 1../A tal que e'(Vinr)cU.Sea 

C'=C-CON. Luego C' es compacto y* no está en C. De aquí qu~ 

Vt\W(p¡l(C'),U) es una vecindad de~en F (pués9-o(pA-f(c))C 

U) y si g está en VO',\(PA-1 (C'),U) tenemos que g(P¡'(N))c. U, 

ya que e 1 (VxN)c u_. 

W(P~1 (C 1 ),U);tenemos 

( (?A)~ )-l(g) está en 

es continua. 

Además g está en V. Como g está en 
-1 

1ue go P~ (C' )e u. Se deduce que 

'11( c,u) pués cc:c•u lL Luerro ((P4 )*)-1 

111 

Aplicando el funtor k, obtenemos de. in."1~d.iato un homeomorfi§. 

mo (Y ,r+{"K/~~(Y,*/x,A). 

Demostración. Sea 1:1=(Yx{*3)U ({..,3x:.:.). Si en 4.13 ;;ustitu,i 

mos Y por Z y (X,A) por (Y.><.\., :i), obtene:nos un homeo:norfi.:?_ 

mo: (R.) (Z,*)(Y"X,'llt;) :,(Z,*f""!•X, W) 

e (z "-)(YxX,w) h . ..YxX orno , rr es un su espacio de :.:. , v0r 

4 7 h f ( ·;,Y )X ,. . r.. - , . l t . • es omccr:ior o a <.. • .::ie ver1:..1ca !n.,~1 f.11?!1 e oue nn 
(Y•'X

7 
w) .("'f.it)-(X,~ 

jo el homeorr.orfismo dodo en 4.7, (Z,*-) :;((, .. ,:1t-) ' ) • 

Entonces (Z,*)C'/"'X,*) =. (p,,it.;(°'!;it))(-X,~) • /// 



A continuaci6n veamos algunas pro_pieds.des riel 

producto aplastado. 

4.15 PROPOSICION. 

. a) X"(YAZ):. (X 11 Y)" z 
b) Xl\YE.Y"X 

c) (XvY)" 6 = (X .... Y) V (Y'°'\.Z). 
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Dernostraci6n. a) Consideremos la composición de funciones 

X X ( y X z ) I " f ) "f. l( ( y ... z ) _g_, X "" ( y "" z ) ; c Ofll o I X f y g s on 

aplicacionefl cocir:mte, tenemos que g o ( I x f >. es u:ia 'lplic~ 

ci6n cociente. Entonces X" (Y"" Z) y (X" Y)" Z so!: eS!Cé!-Cios 

cociente de X x Y"' Z bajo las misma~ aplic2cionPs cociente. 

De aquí que X" (Y"' Z) E. (X" Y)"" 7.. Anál.o~a'Tl~ntr> sr. ~t'U!11')"!. 

que X"Y y y,..x son PS!lacios cociente rl.<:! xxy =.'!>e·¡. 

c) Se demuestra de la mism::i maner?. r:ne a). /// 

4.1F. l?!'!A. Existe nna anl:i.cación cociente :·nt!P. XvY y la 

uni6n ajena X U Y. 

i i 
De'11ostr'lc ión. SPan X ~ X U Y y Y ~X \J Y 1ar; inclu~ i 0r'?s. 

Sea A un ahierto en XUY. Entonces i~1 (A) 

to en X, luego i 1 es continua. Anñlor,3mente i 2 P.~ continua. 

Definimos t ::<V Y~ .<vY mediante .f (z) = ( 1;1 (z),i'-), 7-6 X 

y f.(z) = (*,i~1 (z)), zE:Y. Sea FC'J,.vY tal que .f1(r') r.f'. Cf. 

rrado en XUY. Como i 1 e i 2 son continu'1s tenemos -rue i;'cfU·'.') 
• •I ·I 

e ~ (~ (?)) son cerrados en X y Y re~pecti-



38 
_, _, _, 

vamente. Pero F=(í1•1 q~ (F))x{if-})U ({ic-}xiz.(f (F))) es cerra-

do en XXcY pués ( 1<f'(F)), Í1-l(f 0')) y {lt} son c~r·radosº 
Por lo tanto, por 2.2 i), F es cerrado en x~Y. 

La. continuidad y la suprayectividad de T se 

demuestran fá~ilmP.nte. Por lo tanto t es una aplicación c~ 

ciente. /// 

Recordemos el concepto de homctopía. 

4.17 DEFINICIOli.Sean f y g funciones continuas de .~ en 

Y. Diremos que f es homot6pica a g (fNg). ~i ~xi~+.~ una func16n 

continua H:Xxr--.y tal que H(x,O)=f(x) y H(x,1)=g(x) ~ara 

toda x en X. 

4.18 TiORE:·lA. (W(32.-~)). IV es una relación de equjv::l.e.!! 

cia en el espacio C(X,Y) de todas las funciones continuas 

de X a Y. Las cl<=\Ses de equivn.lenciet en C(X, Y) ba,jo l:~ re-

lación N son llamadas clases de homotopÍél en C(~,Y) y 

al conjunto de clases de h0motopía en C(Á,Y) lo denotare~os 

pO!' tX, Y] 

4.19 TEOREi·~A. El homeomorfismo de 4 .14 induce una función 

biyecti va "o/:[(;<~,~), ( ¡,, "'lY ') *) J-----'> 1:< Y"'.\,*), (e,,*)) 

Der.:ostración. ~upong::-.mos que t¡ 0 es ho.::otó.:iica a~. , 

~o"'~1 :(Y ..... (,;l(-)~(Z,*) . Por 10 t=mto, exif't~ uria 

fu:1ci6n continU"· G':t(Y,..,..::)x1,{"}'Xl)~(L>,*) t.ü que ...r'(x,o) 

=g0 (x) y G1(x,1 )=~ 1 (x) par.q toda :x en Y"' ..... Gonsidel.'G:nos 
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Y.\<XlfI-+ (Y .... X)•I donde es 8la aplicaci6n cocient.e. D0fi.namos 

G:(YxX)>eI-7 Z, mediante G=G'o(~xl). Luego es claro q'lP. G P.!'1 con 

tinua. Por 4.7 existe una func-i6n continu'3. F:t..xr_,.zY, 1onde 

F=,ll(G). Por 4.7 y 4.14, 

(Z,*)(YAX,*):. (L:,*)<Y-x,:,-;) ~ ((Z,*)(v,*»(i.,*). 

#o J '>9oºf3•r--~)/*'{foº~) 
9i >81 °13 1 >_p.(91 o/J) 

Sean .fo =.>'(30 °{3) ,v .f, =P.(j,o~). Como (F(x,t))(*)=((Jt(G))(x,t))(*)= 

{{)l(G'•(#hI)))(x,t))(*)=(G'o(C!xT))(*,x,t)=G1 ('"'it,x),t)=G' (~ 1 t)=*, 

F(x,t) ef;tá en (Z,il-)(X,*). Ya nue (P(x,•)))(yJ=(<¡t((;))(:{,O))tyl= 

( (Jo'(G~(/3XI)))) (Y., e)) (y )=(r,'o(~XJ 'i) (·:·, x, l•)=n' (~(~r ,x), (·)=1ocp¡ :··,Y)= . 
((J'(f.0P,))(x))(y)=(.f0 (x))(y) ~.en~r.ios aue F(x,ü)=.f0 (v) • i_:-,rn0 

(F( x, 1 ) ){y)= ({Jt( G :i )( x, 1 ) )( ;!)= ((,}( (;.'o( J9x Ti ) ) (x, 1 ) ) (y)= 

(G'o(~ll'I)) '~' ,x' 1 )=G' (~(;¡,X), 1 )=g,op(y' X)= ( (Jc(g/'IJ' )f X~'¡ (V)= 

(~,(x))(v) , F(x,1)=.¡:,(x). "'irP.,mr->'1tº, (-¡.,(..,,t:))(y)= 

(<)l(G'o(~xI)) )(-~, t)) (y)= (G'o({bi '; )(:r •*• t ),,,G' CP(:r ,:J(-), t )=G 1 (*· t )=*· 
De :iouí que F(*,t) "'S eJ. nunto b~f"e ele (L ... *)(Y,•). !or 111 t::intl") 

F:.fo"'ti . .t:J. recíyir0co e"l s.lmil2r ya '"1U8 en t.0r:los los r'tsos "':!=>-

nP.mos homeomorfismos. /// 

uemost.ración. Seri ~:(X,h) ~ (A/;1, ~) un . .i ::i:1if'<:'iÓr¡ C"cien 
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te. Supongamos que OC.está en ((X/A,*),(Y,~O'l. C.'ntoncP.R exi~ 

te una f Ei (Y,*)(X/A,*) tal que <.=(fl. Defim.m0s r.(40() por 

_Jfol>4J. Si -c1 y at2. estfo en t(.X/A,*),(Y,1'))cc-n d-<-1)=r:(a.:-,), 

existen r 1 y .r
2 

en (Y,.*)(X/A,if) rlonde CI(\ = tr11:v ~2 =(f). 

) 
_, 

Se sigue 11ue [f1o"PA1=[f2o-p
4 

• Luep;o[f1 opAo?,._ ]= 

tf2 o"t>A 0 P~1 ] ~' ;10r lo tanto °'' = -<2.. Bntonces e es i riy~ct:iv~, 
Se?..~ G[(X,.;),(Y,"*')). Luee:0 l'"Y'.i9te un<'l r: E. (Y,*)(°(.i,)t;:i.1 

que /J= C:g1 ~: _':(X/A,'/r)---) (Y,*) rtonc!_~ _rot>A. = .-:. P"r 

1.7.2 tenemos nue f es continua. Sea o(= Cf). Por 1.0 t;;i.nt"> 

e (e<) = l f •~4) = L g'J = ~. D<:> aqu) -;:ue e ~s surr"yPct. t va. 

Entonces c es biyectiva. 
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CAPITULO III 

GRUPOS DE HOMCfl'OP1A 

En P.StE> capítulo J.e asignaremos al conjunto <if! clasP<: 

de homotopía 71n(X,~) una P.structur::i de r:'!:'upo par'l 11~ 1. 

Di~ha est~u~tura ,uPd~ construirs~ rljr~cta~e~te, sin ~mb~~ 

g~ lo h3remos f~ci1mPnt8 utiliR~ndo lo~ ~Psult'1d0R ~~l Ca-

pít:ulo IT. 

1. EL FU!\"'l.'OR susp;¡:STO!l ¿. 

En P,Sta secci6n dP,finiremos l~ sus~~nsién r~du~ir.Q ~e 

pr :1pie1ar!es. 

1.1 NC'.!'ACTCJN. DIC'n0tem0s por Tín(X,.M·) :=il cnn.jur.to d~ 0.l~ 

n n · J sE>s de homotnpía [(1 ,ar ),(X,*) d" f'~nc-'.0r:"'~ c~~".i1111:c:-; 

de (In, o In) en (X,*). 
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1.2 DEFINICION. La suspensi6n reducida :I.X dfl un espacio 

topol6gico X es X""" s1 • 

Es claro que l: es un funtor de la categoría ,,,,..en ?'°*da 

do.por l:(X,*) = ('I.X,tt). Si f6C((X,i't),(X',*)) denotaremos 

por l:f a la aplicaci6n I" f:(31 ,..x,.,._) -7 (s1 ""X' ,*). 

1.3 OBSERVACION. Sn E. In/cHn. El homeomorfisrno 

sn ~ In/a In está dado por 

(xp •• .,xn+1) ~1(1+~ t'an-Yx2} •• .,1+z ta"1-yxn+1)) . 
2 71' \1-x1 V 1-x1 

1.4 PROPOSICION. Si X y Y están en ~J'*'"entonc~s 
F(X,Y) = [(l:..X,*) 9 (Y,*)] 

es un fu."1tor de dos variabl<is de ~j'*a 9r . 
Además F(_, Y) es contravari::>nte y F(X:,_) es e (1variñnte. 

Der:iostraci6n. Tenemos oue [(l:X,*),(Y,*)]=f(X .. S1 ,*), (Y,~)l 

~ [(S1,*),(Y,*)(X,*)] 

A tCI1 , ar1 ),(Y,~f)(x.~)) 

= 1r'1((Y,*)(X,*),*) 

dondes es biyectiv~ por II.4.1ª y TI.4.15 

tiva ror IT.4.20 y 1.3. 

SE'a f:(X,;M-) -7 (X',*) una función r.ontinua. D~flnimnR 

f':(Y,A-)(X',"°)--} (Y,~)(X9*) por f'(¡;;) = e;of. Luego 

(f') :fr1 ((Y,~·/X','M-),*) ~ n:;((Y,*)(X,~),;Jfo) 
* [ p) ) [ f 1o p) • 



Pero (f' )* =f°'tt(li..' •*),(Y,*)]~ tc:ix .~),(Y ,*)1 

Si definimos F(_,Y): "t:tJ.* ~ ~r 
X ~[(l l,*-), (Y.~)] 

;.¿. 1· +'"' 
X 1 ~ f(IX' ,"'l't), (Y,~)J 
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tenemos que (t,o.fz)*(tp))=[(t, 0fz)'>o(p) =[f1•f.~PJ=t~lf,opJ )= 

f/of~[pJ) :' f(I 1 o m)(t))(x)=(m(t))(x),iu<>gn I'om=m, -o-:-r lo 

tanto I*(tmJ)={I' 0 mJ=tmJ. D'? aquí que r°""=l'il";("'fS-1')°Entcnces 

F(~,Y) es un funtor contravariante. 

Semejantemente,la funci6n g:(Y,*)-->(Y',~) induce 

g':(Y,*f~:iif)__,,. (Y' ;i4.-f'~, *) 

m \- > gom , 

de la cual obtenemos g*:~((Y,~pr,aj ,.*)~~((.Y 1 ,~f~*) . .,*) 
[s] [g'os) 

donde g'os:s'~ (Y',"'f'I.:>*) 

t ,..__,. go ( s ( t)) 

°P'?ro g~: t(II •*), (Y•* )1---?1> [.(~:\ ,ñ) , (Y' ,-*JJ. 
Si definimos F(X,_): ~~* ~r 

y ~((l:(,*),{':,*)J 

g t ~ g;;t" 

Y' ~ [(:~::. '71\)' \ ~-· •* )] 

vemos que c,,º3l)~(t. t J)= t<~ 1 092) 'º tJ =r~·'º8Iº tJ=:J,,.< r~iº tJ)= 

''"o .1z* ( t tJ ) y (( I 'º m )( t ) )( x ) = (I o ( m ( t ) ) ) (x) = I (( m ( t ) ) (:< ) ) = 

(·m( t) )(x). 

Lue2:C' 

111 
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1.5 DEFINICION. El cono reducido de un espacio top0l6ei 

co X es (X,"°)"'-(1,1) y lo denotam'"ls por if'x. 

Ten~mos las siguientes prcpied~dc~: 

1 .6 PROPOSICTON. a) XC: e*'{. 
b) (c*u:n-1 ),sn-1) - (Bn,sn-1 ) .. 

. * Dernostraci6n. a) Defir:amos J:X ~X me~iante i(x) = (x,o). 

Luego xcc*x. b) Sea h:(c*(sn- 1 ),s"'-1
) ~(:El" ,s-:-:-1 ) iond~. 

h(x,t) = (1-t)x + tilc~n x,*6Sn-
1

• "::::fácil VP.l' 1\1" 

h(x, ~)E Bn, por lo q1.2e h est.;í bién defl.nida. Sl?a f :3n ~ -o~ 

daria pcr f(x) = *' pa-:-3. tod::i :<E 3r. y l'={r.Jf(x)h} = ?~--\*}. 

- Sea g:"Pn-{t!r} -> 5:.1-1 r4~Jl?. !'nr :-::;(u)=-:-u .. (1-:!")*. T,~. f 1 1.:i~·~n 

g \ ((?"--{*} )n S--:.- 1 ) 0 s h in(')l'Jsj én, D~.finlm~::-

l: (3n ,sr:-1) ~ (c*(~n- 1 ),s11 - 1 ) ':!orfo 1.(*) =~:' :(·1) 

( 
( ) ,..._ 1 ) 

e.u 'r-

c~~o ex1stF ~:ia ~r1i~~ci6r: roc•~n~e 

(sn-1 ,*)~ (I,1) --?-Cif(sr.- 1
) y ::ir:ie"lrís (sn-1 ,*) x (-, 1 ~ 

~"-;:''3.''to,tr>"le'T!n.<:: "'.'le r*(~,r-·) P!' C 0'.1c:i;-:v:tc 

Hausdorff concluí'T!os ~or I.1.2? quP. 

(Cit(sn-1 ),sn-1·) =.. (Rn,sn-1 ). 

111 
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Sea lj>: l:(In-1 ¡a In-1 ) ~ In/~ In dado por 

c#>(x1 , ••• ,xn+1 ,t) = (x1 , ••• ,xn+1 ,t). Claramente es u~a fun­

ci6n biyectiva. Como las aplicaciones cociente son conti-
n-1 nuas y suprayect.ivas y como I es compacto, tenemos one 

rn-1 /~ rn- 1 es compacto; luego 

(( rn-1 ¡a In-1 )X s 1 )/(( r'1-1¡arn-1)Vs1) = l: on-1 ¡ ~ In-1) 

es compacto ya que s1 es r.ompi!cto. Por 1.1.28 i::aht?mos 0•1e 

In/ a In es Hausdorff. Entonces por I. 1. 25 4> es un homeomoE_ 

fismo. 

Sea fn:Sn ~ In/oJn el l:o'TleomoTfismo darlo P.n 1.-;, -<h2 

ra,como l:. es un .funtor, l'..fn_1 :'I,(sn-1 ) -7 'I.(I~- 1 /ain- 1 ) 

es un home0morfis'llo. Definimos So= fn - 1 
c. f•! :·r.- 1 :1:(3ri-1 )_,.sn. 

Por I.1.21 y I.1.24 sabeno~ 1ue f 0 s un homeomorfis~o. 

Por lo tanto tenemos el Rieuiente: 

1.1 'l'ECXEMA.a) ¿on-1¡arn-1 ):: rn/a r!'l·. 

b) rcsT"·- 1
) = sn. 

S2 - 1 1 sn-1 - .1 ,..,_ ,.. "1 = S "S • Supor>gBrr.os r;_uE' ::. ~ • • • .., • 

n - ~e n-1) n-1 1 - 8 1 81 ~ 1 1 que S :. L. S = s "" S = . ,.. ... A • Yor . o c1n 

tenemos el si~uien~e 

1.8 COROLARIO. sn ::. s1 ,.. ••• A:>1 ' 
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2. ESTRUCTURA DE GRUPO DEFINIDA EN CLASES DE Hü['liCJrüFIA. 

A continuaci6n definiremos una multiplicación entre el~ 

ses de homotopía. 

2.1 DF.FINICION. Un grupo es un conjunto puntefldo (J..,e) 

junto con una multiplicación .,µ:XXX~X y un inverso 

tal que los siguientes diagramas conmutan: 
c,;:t) Cl.,~) 
X~ /.XX~=~ (e es una identidad 

~~~ por los dos lados) 

ii) (asociativídad) 

iii) (inverso) 

dónde e:X-;i. X tal que e(x)=e es la aplicación constante y 

(e , I ) : X-?> XX X c on ( e , I )( x ) = ( e , X ) • 

Sea 'l' :XxX ~ Xic:~1: jado por T (X, ,XJ=(X.i,.X¡) p;;.ra tor\o ("1,,Cz) en 

XitX. 

iv) 

'!ntoncP.s X eR a'beliP-no si el siP.:uiente ctirir.rama c-onmuta 
T 

i..1t.X ~-~~X 

~\ /¡t 
X 
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2.2 DEFINICION. Un H-espacio es un espacio punteado 

(X,e,j(), dondej':(XXX,e.xe)~(.X:,e) es una función continua 

(llamada multiplicación), tal que A/X'vX -.J V donde V:Xv:< ~ X 

está dada por V (x, e)= "V (e ,x )=x. ( Clariimente V está bién 

de.finida, es continua y preserva el punto base); y e es 

la identidad homotópica, es decir el diagrama 2.1 i) conm~ 

ta homot épicamente ()lo ( I, e) N I "'¡lo (e, I)). 

2.3 DEFINICION. ){es homotópicamente asoci~tiva si el 

diagrama 2.1 ii) conmuta homotópicnmente; es decir 

)fo(µxI )""';.to( I ~). 

La función~ :(X,e)~ (X,e) se llama inverso ñomotópico si' 

el diagrama 2.1 iii) conmuta homotópicamente es decir 

µ• (J , I )Ne l\J flD ( I, \>). 

Diremos que .M es homotópicamente conmutativo si el diagra­

ma 2.1 iv) conmuta homotópicamente, es decirf(ol'IV}'{,,.:.cnde 

T (X1, ~.z) = ()(z., l<t). 

2.4 D~'INICI0N. Un H-grupo es un H-espacio (.\.,e,;t) don­

de}'.. es !1omotópicamente asociativa y ;:demás tiene un inver 

so homotópico ~ • 

2.5 .EJEi·,FGO. ·rodo grupo topológico es un H-grupo. 



2.6 PROPOSICION. Si (X,e ,p.) es un H-espacio entonces 

[(Y,*), (X,e )] p0:ee una multiplicaci6n inducida por la 

estructura de H-espacio. 

·Demostraci6n. Si f, g:{Y,*) ~ (X,e), definimos 

fºg:(Y .~) ~ (X,e) por f·g(y) =.A(f(y),l?'.(Y)). l)e at"'.uí 
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que f•g(it") =.A(f(*),g{*)) =.!((e,~) = e. Veamos nue f· ~ de­

pende únicamente de la clase de homotopía de f y ~· Supone~ 

moa que f
0
-vf1 :(Y ,*) ~ (X,e) y g 0.v~1 :(Y,*) ---7" (X,e). 

Por lo tanto existen F,G:(Y.- r,.*11111) ~ (X,e) conttnu::i.s ":2, 

lea que F(y,O) = f
0
(y), F(y,1) = .r1 (y}. G(y,.o) = ~ 0 (v~ y 

G(y,1) = t?=1 {y) p;:ira toda. yéY. Definimos H:(Y"I•*"I) -7(X.e) 

mediante H(y,t) =;t(F(y,t),G(y,t)). Luep;o 

H(y,O) =}l(F(y~O),G(y,O)) =_.M.(f 0 (y),g~(y)) = f
0
·g

0
(y) Y 

H(y,1) =.).o((F(y,1),G(y,1)) =}"((1'1 (y),p.: 1 (y)) = f 1 ·~1 (y) ¡;ara 

T ..... p;-ri. ....... 

f 0• g 0N f 1 • g 1 • Por lo t::i.nto 

•: ((Y,*),(X,e)Jx [(Y,*),(X.,e)J ~ ((Y,)t-),(:<,e)l dadR por 

• (tfJ, [gl) = t f· g] está bién definida. / // 

2.7 DEFiiHCION.Sean f, g:( I,X,*)---) (Y,e). ~·1 c:-r-:-'.iucto 

f<E>g en !C I.X,*-),(Y,e)1 :inducido nor la e10tructura .:e .l:X 

está dado por (f0g)(x,t) 

(fe:> 13)(x,t) 

g{x,2t) si Of.t~1 y 
2 

f(x,2t-1) sj i!:t ~1. 
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2.8 PROPOSICION. Si (Y,e) es un H-espacio entonces las 

dos multiplicaciones en ((1:.X,*),(Y,e)] son las mismas y 

son conmutativas. 

·Demostraci6n. Primero •r~am'JS que las multiplicaciones COQ 

mutan una con la otra • ~s decir, que 

(1) (f·g)G> (f'· g') = (fe:> r• )· (gé>g' ). 

Si O!:- t ~ ~ , tenernos que 

((f•g)0(.f' 0 g 1 ))(x,t) = f'.g'(x,2t) 

-}'l(.f'(x,2t),g'{x,2t)) 

=.>H(.f0 f' )(x,t),{g0g')(x,t)) . 
= (lft:>.f 1 )•{g0G')).(x,t), 

de aquí que ambos lados de la ecuaci6n (1) están dados por 

h(x,t) =fi(f'(x,2t),g'(x,2t)). 

De manera semejante, si ;. !: t = 1, ambos lados de la ecuaci6n 

(1) están dados por 

n(x,t) =}o((f{x,2t-1).g{x,2t-1)) • 

.Las dos multiplicaciones tienen el ~ismo eLemento ide~ 

tidad, a saber la función e':(ZX,*) ~ (Y,e) donde 

e'(x,t) =e. Si g = f' =e' tenernos,~:'°r (1), 1ue f0¡;'.,.., f·z_:'. 

De :J.qu! que arnhas multiplicaciones son :guales. :\hc!'a, "U-

pongamos que f = g' = e'· i:o:'"' lo tanto, :-iu·r ( 1 ) , ~é> f' 

F.nto~c~slas multiplicaciones son con~utativas. 

- f" '· ~ - . r;..• 

/// 



3. EL FUNTOR LAiO .fl, EJJ. FU!:TOR ifn Y EL ISOMl:RFISMO 

[('~X.*),(Y,*")] ~ tcx,*),(..0.Y,~)J. 

En esta secci6n definiremos un espacio .O.x aGociado a 

un espacio topológico X y estableceremos alg•1r..as de flUS 

propiedades. 
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;.1 DEFINICION-;El espac:lo de lazos .O.X de un espacio t,,Q 

pol6gico X es el conj· .. .mto de fun".li enes continuas . ..,: I ~X 

tal que w(O) = w(1) = * . I..a fun::i6n contjnua w
0
:I ~Y. 

dada por w 
0

( s) = *, s E. I, es el pu!ltc:> base de ..O. X, 21 ::unl 

onitiremos en la notaci6n. Defini~os .n...nx = .!1.(.n.n-1 X). 

1 
3.2 PRCPOSTCTO~I • .ílX -:: (X,*)(S ,~). 

Demostración. Tene~~s que .n.x 

1 ,........... .n.v - ( '-' ...._) ( S , *) "'·. "onces . . : A , 1r. • 111 

c::nti.mY:J., rienrrtrimos f'Ol'.Q.::;:(..0.v,*) ~ (..íl..Y',*)., ,., f'·1ri-

, .. 
i:-~ '1l1 cor.'"i.n·i<i dl'l.·la n('Y' LJ2. "'('":" )(-t;) "' (rr; o 11!) (t) :"'"'"'"" t-rr13 t~~¡ , 
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3.4 PROPOSICION. Si n~1, JL11 X es un H-espacio. 

Demq,straci6n.Se:1 e
0
:.nx -7A'< dada poi· e

0
(h) "w

0
, la 

identid~d homotópic~, donde w
0 

es ~l runtc hape rln ílX. Saq 

)4 :./J.XX .!>.Y ~ 1).X d~da pcr 

l "'2(?t), 

\. w1 (2t-1), 

una multiplicación en .O.X. Par.a rln,most:rar que ~s contlnuA, 

observamos que la funcién correspondient~ a }4 "!a. 

.n.xx.n.x >q ~ "! ei:> continu;:i..P:-= lo tanto por II.4.7,.}4 e:J 

continua. Sea H:(J'l.xv.A.x)x 1 ~.O.X riada po:r: 

{ ~. O~"t".=s 
(H(w,•,s))(t) 

w(2~:~} 
'2" 

8 4+l.1 2- ~ - ' 
y 

{ ( 2t1 O~t~1- ~ w '2-s ' 
(H(*,w,s))(t) = 

~!:t f,1 *· 1-

Como (H(w,*-,0))(t) = • .. :(t) = (V (w,it-))(t) 

y 

( H (* , \•!, n ) ) ( t ) 

( H ( w •*• 1 ) ) (t.) = 

w ( t ) ( V ( H-, ··· ) )( t) 

* =*-('.'"':) = (,ll("r,*))(t) 

w < 2 t ) = (.t( C*-, 1v ) :· ( t ) ~ i o = t ~ ; 
1·• ( t ) ( V ( ...., , *-) ) ( t ) 

;: ( -f; ) ( V (if- , w )) ( t ) 

w(2t-1) = (Ji(-·.•*)) (t) 

(H(-!f-,,·',1 ))(t) 

(H(w,N-,0))(-t) 

. (H(:K-,w,n))(t) 

(H(w,:Jf.,1 ))(t) 

( H (~, w , 1 ) ) ( t ) = * = -X.(2t-1) -= (,Ll(*"·"))(t) 
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.fl.n X es un H-espacio. 111 

3.5 PROPOSICION. 'JYn lf-
es un funtor de "t'fj. a Sir pnra n ~ 1. 

Demostraci6n,Por II.4.20 y 1.1 eXi8te una f~nci6n biyectiva 

entre ~(X,~) y [(Sn,*),(X,-*)J. Lu(?go por 1,7 S2..bemos que 

existe u~a función biyectiv2. er.tr\? ((Sn,*),{;<,*-)] v 

l:(l:.(sl"!-1 ),.*),(Y~*)'] • ::ntonces por 1,t1 'iYn es un funtor 

de 'C§*a ~r para n ~ 1 . / / / 

~(X,*9) es llamado el enésimo grupo de homct0pía de X. 

3.6 PrWPOSICION. La fur.cifo biyectiva 

[( I.X •*), (Y•* )J ~ tU. •*), (.n..Y ,i' )] 

es un isonorfismo de grupos. 

Demostración. Sean f,g:(l:,.X,*) ~(Y,*). 3Gsta demo~t~ar 

que A(f•g) = A(f)•A(!!}. Sean xe. X y té I, ;'Or lo tanto 

{

p;{x.?.t), O!:t,6; 
( ( ~ ( f• g) ) (X) ) ( t) = { f • !?; ){X, t ) = 1 

f(x,?t-1 ), ~=tk1 

y ({A{f)·A(g)){x))(t) = ((A(f))(x)•(f\(p-))(x))(t) 

{ 

< (i1. ( i; ) ) Cx ) ) ( ;i t ) , 

:: {(A(f))(x))(2!;-1 ), 

(~er 2.6, 2.7 y 3.4) 

1 
O~t~¿ 

;.=.t:1 
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Pero ({A(g))(x))(2t) = g(x,2t) y ((A(f))(x))(2t-1) =f(x,2t-1). 

Luego A(f·g) = A(.f)·A(g), por lo que concluímos que A es un 

isomorfismo de ~rupos. /// 

3.7 COROLARIO. 7in(X,ií-) es abeliano sin> 1. 

De~ostraci6n. 1Yn(X,*") (---7 [(sn,*),(X,*)] es biyectiva (ver 

II.4.20, 1,1 y II~4.17) 

~ [("<:'s!'!- 1 ,*),(•,"'-)] bº ti ,-1 ,c.. ,._ .,,., es J "JP.f'. va 

---)> [(s"- 1 ,*')~(.!l..X,"°)J es is'lmor:fismo 0.6) 

~ [(l:,sn-2 ,~),(AX,*)) es biyectiva (1.5) 

~ [(sn-2 ,*-),(.Q2X,-*Yl es isomorfismo (7i,6) . . . 
--:....:i.. [< ...... ) 1 

1 
.... ) , ( "n-1 .,, , "'\,J i . r ,.. -1..c... • .... es sorr>crfism(") 

= 'í'Y1 (.Qn-1 X;~). 

Por 3. 4 1l. n-2 es un H-espac io; por. 2. S tenemos que 

( 1. 5) 

7'/1 (!l..n-1 (X,.~),*) e8 ?heliano. Bntom~es 'h;1(X,*) es ~beli.an"• 

111 
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