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PROLOGO.

El presente trabzjo es la reunibn le dos es -
tudios; en uno de ellos sec trata de mostrar como la ~-
préctica cientifica persigue y alcanza sus objetivos en
una serena irresponsabilidad, y el otro se refiere a la-

construccidn del ‘veorema del Mapeo de Rierann. La prire

ra parte, serd tratada ¢n la introduccibn, con respecto-
a la segunda, el trabajo cubre hasta el capitulo IV del-

libro Complex Analysis de Lars V. Ahlfors { primera eda-

cidn), y solamente se anadirin algunos detalles secunaa-

rios.

1.~ El modo de abordar la teoria de variable-
compleja es mGltiple: cdesde el punto de vista de series
de potencias en donde, el problema central es la carac-
terizaci®bn de una funcién a partir de sus ceros (Teorema
de Weierstrass) o a partir de sus partes singulares (Teo
rema de Mittag-—-Leffler) y que requiere ﬁna caracteriza -
cibn de las propiedades locales de lés funciones analiti
cas ( Teorema del limite de Abel, las series de Taylor =

y Laurent, etc.)

2.~ Otra posibilidad seria, partir de las trans
‘formaciones lineales, para desarrollar las geometrias no-

euclidianas.



3.~ 0 bien se podia abordar el problema des -
>dg un punto de vista " aplicado " enfatizando el cé&lcu-
lo de residuos, la tuncién 2’ , el problema de Diri ~--

chlet, etc.

4.~ Otras direcciones posibles serian el pun-
to de vista de las funciones elipticas, el de las super
ficies de Riemann, o, por Gltimo, la direccifn que con-

duce a lLas ecuaciones diferenciales lineales.

Asil, la teoria de variable compleja estd colo
cada en la encrucija formada por esta multiplicidad de-
caminos: se trata de una teoria que, ante todo, no es -
caiculo en dos variables, y que, ademds permaite una vi-
sib6n diferente del modo como se articula el * espacio -
discursivo" de las matemdticas. En el espiritu de Pas -
cal, la tascinacién y dificultad de la teoria de la va-
riable compleija, se deben, precisamente, a esta ubica -
¢cibén singular en el espacio tebrico que ella misma orga

niza.

Se ha supuesto, en este trabajo, un conocimien
to bésico dei dlgebra de los ndmeros complejos, de algu-
nos conceptos elementales del analisis ( sucesiones, con
vergencia uniforme, etc. ) y de conceptos elementales de

topologia de conjuntos.



INTRODUCCION

Aqui, se analiza el problema ael conocimiento,
enfatizando cuestiones tales como lo apolineo y lo dioni
sfaco en el problema ael conocimiento; el conocimiento =
en el problema de la verdad; la verdad en el problema de

la ciencia; la ciencia en el problema de los fundamentos;
los fundamentos en el problema de la existencia. Este -
nos conduce al problema de las ilusiones preexistentes -
que, a su vez nos lleva al problema platdnicc-socrdtico,
planteado er divisas tales como: "la sabidurfia consiste
en el saber" y " no se sabe nada gue no se pueda expre -
sar v de lo que no se pueda convencer a otrc". Por ello,
nos encontramos en el lenguaje, que so desenvuelve en un
campo de juego ( la ironia lGdica ) y que habrd de nece-
sitar que s¢ creen ciertas reglas, modos y tormas de ra -
ciocinio, es decir una l8gica. Esta lbgica sobre funda -
mentos, principics y definiciones, constituye el razona
miento matemitico Ze nuestra época. Estames &1 fin, en-
el verdadero problema, ya que, segin Wittgenstein, "Las -

matemdticas y la log:ica se cuidan solas". (1.1)

Wittgenscein anade: "Lo cue hay de pernicioso
en la técnica l6gica es gue nos hace olvidar la técnica
matematica especial" y en otro pasaje: " La maldicibn -

dgirca rmatend-

=

de la invasidén de tas matemd8ticas por la

tica consiste en el hecho de que ahora cada proposicidn



puede ser representada en una escritura matemdtica, lo
que hace que nos sintamos obligados a comprenderla. Aun
aue de hecho ese modo de escritursz no sea sino traduc--

-ci6n de la imprecisa prosa ordinaria"., ( 1-2)

Nuestra civilizacién ha perdido su asombro an
te la hagia de la palabra. El enorme esfuerzo de nues -
tra cultura por estructurar conceptualmente la realidad
seglin las leyes l6gicas, universalmente definidas y apli
cables, ha cortado de raiz el flujo m&gico que la reali-~

dad objetiva tenia para el hombre primitivo.

En nuestra civilizacidn, la palabra ha sido -
reducida a una estructura conceptual. Es un mero ins -
trumento del que nos servimos para el c8lculo vy la comu
nicacibn mis elemental. Estd separada de la realidad -
por el esfuerzo abstrayente del qué la define; la nece-~
sidad de un sistema l8gico, formal integra asf{ al con-
cepto en el mecanismo de la generalizacibn, formando -~
los monumentos de interrclacidn conceptual que son las~-

"ciencias"

Rara vez, sin embargo, nos damos cuenta del -

empobrecimientos gue sufre la palabra en un sistema de-



esta naturaleza. Ademds, desde el punto de vista abs-

tracto, las definiciones de los t&rminos definidos de

ben considerarse simplemente como especulaciones, no -

taciones que nos permiten formas diversas de escribir

frases.

Las definiciones deben ser tales que demues
tren que cualquier afirmacifén del sistema que contenga-
términos definidos pueda escribirse de nuevo en la sola
notacidn de los t&rminos del sistema. Solamente cuando
podamos considerar los axiomas, los términos primiti -
vos y las definiciones, bajo esta luz abstracta, podre-
mos confiar en nuestros juicios acerca de lo que se si-

gue lbgicamente de ellos.

Asi hablaba Nietzsche:" En S6crates se materia
1izd dno de los aspectos de lo hel&nico, aguella clari -
dad apolinea, sin mezcla de nada extrafio; aparece cual -
un rayo de luz puro, transparente, como recursos y heral
do de la ciencia, que asimismo debia nacer en Grecia. Pe
ro la ciencia y el arte se excluven: Desde este punto -
de vista resulta significativo gue sea SOcrates el pri =
mer gran heleno que fue feo; de igual manera que en &1,
propiamente, todo es simb8lico. El es el padre de la 16
gica que representa con mixima nitidez el carfcter de la

ciencia pura" (6.1)

'



"Con S6crates ha llegado el final de la & --
poca trigica; comienza ahora la &poca de la razfn y del

hombre tebrico" . ( 2.}. )

" S6crates inicia, en el pensamiento occiden-
tal, el giro hacia la antropologia y la metafisica el-
cauce de la mirada del preguntar filosCGfico, de dirigir
se al todo dominante del mundo, se redujo a lo gque exis

te dentro de E&ste.

"Sbcrates aparece asi como un fénomeno de la-
razbn, como un hombre en el gque toda ambipién Yy toda pa
si6n se han transformado en la voluntad de ordenacibn -
y dominio racionales de lo existente., " Sbcrates fue, -

el inventor de lo tebrico". (2.2 )

"En un apartado rinc6n del universo, en el -
que centellean innumerables sistemasg, hubo una vez un =
astro en el gue animales astutos inventaron el conocer-
Este fue el minuto mis altivo y més mentiroso de la hig
toria universal... " La "mentira" del intelecto se basa
en la inaprehensibilidad conceptual de la vida, entendi

da &sta, no biolbdgicamente sino metafisicamente.

" Asi interpreta la funcidn del conocimiento hu

mano." (2.3 )



Desde &l, vosta cuestibn se transformé. No se-—
trata ya de saber cu8l es el camino mis seguro de la -~
verdad, sino de cudl ha sido el camino temerario de la-

Verdad.

" El intelecto estd al servicio de la volun-
tad de vivir, descansa en una ilusibfn que sostiene a -

la vida, El orgullo del animal que conoce la convence

1

para gque exista; es una seduccibn,

" La ciencia, la imposicibn de lo verdadero -
la obligacién de verdad, los procedimientos ritudliza -
dos para producirla, atraviesan desde hace milenios ple
namente toda la sociedad occidental y se han universa -
lizado en la actualidad para convertirse en la ley gene

ral de toda civilizaci8n". (4.1)

Alude sarc8sticamente al juego fGtil de las -
miltiples vanidades humanas: la adulacibn, la mentira,-
el engafo, la comedia ante los demds y ante uno mismo,-
Y plantea el problema de cOmo puede surgir, es una cons
telaci§n semejante, el impulso puro y sincero hacia la-
verdad. De ordinario nosotros percibimos esto como un-
contraste inconciliable: como el constraste entre el -
empleo abusivobdel intelecto para la astucia sagaz, para

la comedia vanidosa y la sincera voluntad de verdad. (2.4)
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v Ccon sbcrates ha llegado el principio de 1la
época de la comedia: " Todo tiene que ser conciente pa
ra ser bello" es la tesis euripidea paralela a la so-

crética : "todo tiene qQue ser conciente para ser bueno".

(6.2)

"La decadencia de la tragedia, tal como Euri-
pides creyd verla, era una fantasmogorfa socritica; como
nadie sabfa convertir la antigua té&cnica artistica en -
conceptos y palabras, Sécrates negf aquella sabiduria vy,

con &1, la negb el seducido Eurfpides.

El socratismo desprecia al instinto y, con -

ello, el arte. ©Niega cabalmente la sabidurfa alli don-

de estd el reino mis propio de &sta." (6.3)

Pero el sacratismo es m&s antiguo gue Sbcrates

:L su influjo disolvente en el arte se hace notar ya mucho-
antes. El elemento de la aialéctica, peculiar a &éste, =

se introduce furtivamente en el drama musical ya mucho-

-antes de S6crates, y produce un efecto desvastador, en-

su bello éuefpo. El mai tiene su punto de partida en -

el. didlogo. Como se sabe, el difilogo no estaba criginal

mente en la tragedia; el didlogo.se desarrolld relativa
~ mente tarde a partir del momento en que hubo dos actores

es decir, ya habia algo andlogo en el discurso alternan-—
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te entre el héroe y el corifeo; pero alli,sin embargo,-
dada la subordinacién del uno al otro, la disputa dia -
léctica resultaba imposible: Tan pronto como se encon--
traron frente a frente dos actores principales, dotados
de iguales derechos, surgi6, con instinto profundamente
hel&nico, la rivalidad, y, en verdad, la rivalidad ex -

presada en palabras y argumentos.

No era licito que el h&roe del drama sucumbie-
se, Y, por tanto, se tenia que hacer de &1, también, - -

ﬁn héroe de la palabra.

"Poco a poco, todos los personajes hablan con-
tal derroche de sagacidad, c¢laridad y transparencia, aue
para nosotros es como si todas esas figuras no perecie -
sen a causa de lo trédgico, si no a causa de una superfi-

tacién de lo l8gico.

" La tragedia, surgida de la profunda fuente -
-
de la compasibn, es pesimista por‘ésencia en ella. La ~-
existencia es algo insensato. El h&roe de la trégedia no.
se evidencia en la lucha contra el destino, tampoco su--
fre lo que merece. Antes bien, se precipita a su desgra-

cia ciego y con la cabeza tapada: este gesto desconocido

es el que se clava como una espina en nuestra alma."(6.4)

La dialéctica, es optimista, cree en la causa
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y el efecto y, en una relacibn necesaria de cuilpa y cas -
tigo, de virtud y felicidad: sus ejemplos de cilculo ma -
temdtico no tienen que dejar resto; niega todo io que no
pueda analizar de manera conceptual. La dial&ctica alcan
za continuamente su meta: cada conclusifén es, para ella,
una fista de jGbilo; la claridad y la conciencia son el -
Gnico aire en el que puede respirar. Cuando este elemen-
to se infiltra en la tragedia surge el dualismo: noche y-
dia, mﬁsica‘y matem&tica. El h&roe, que tiene que defen =~
der sus acciones con argumentos y contraargumentos, co --—
rre el peligro de perder nuestra compasifn pues la desgra
-~-cia que le alcanza, a pesar de todo solo demuestra aue en
algGn lugar, se ha equivocado en el cilculo. Pero una des
gracia provocada por una falta de cllculo es, m8s bien, =
un motivo de comedfa. (6.5)
. _ -

Todo mundo conoce las tesis socrdticas "la vir
tud €s saber: se peca (nicamente por ignorancia. El vir-
tuoso es el feliz" .‘En estas tres formas bdsicas del op
timiséo est&8 la muerte de la tragedia y en estas tres --
tésis bisicas del optimismo se apoya la gran comedia de -
nuestros dias: "la ciencia“ : una interpretacifn linglliis
tica de la verdad, la utilizacidn del simbolo, la necesi-

" dad de enunciados, axiomas, reglas, y argumentos, la de -
terminacién del m&todo & seguir. La finalidad es presen-

tar demostraciones que sean validas inicamente a causa de
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su forma 1l8gica. La exposicibn debe hacerse de tal mane
ra que pueda considerarse desde un punto de vista frio -
y abstracto. Asi, en principio, cualquiera podria compro
bar la validez de cada demostracién, aungue no comprenda
el significado de los términos del sistema. Cada acto, -
cada hecho, cada creencia, tienen cque estar necesariamen

te justificados.

S6crates como los sofistas, acude a la plaza -
pblica a instruir a sus conciudadanos; para convencer,-
para hacer notoria la ignorancia del aparente sabio, se-
-sirve de hdbiles preguntas encaminadas a confundirlo. Es
ta es la ironfia socrdtica, que de lo conocido a lo des ~

conocido, conduce a la persona gue toma parte en el diéd-

logo al andlisis de su propio pensamiento.

La etapa siguiente, estd representada por Demd
Crito, Platén y Aristbteles. Se prolonga de la muerte de
S6crates a la muerte de AristbBteles ( 322 a/e). La falo-
sofia adguiere una fisonomia sistematica . Mientras que-
el interés por el conocimiento de la nuturaleza aparece-
separado del interé&s por el conocimiento del hombre, el-
esfuerzo de estos tres filbBsofos se dirage, por igual, a

la existencia toda: Asi, tanto la naturaleza como el hom
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bre son objeto de su preocupacidn. Mas, por otra raz8n,
igualmente rigurosa, la filosofia de esta &poca asume -
un cardcter sistemdtico. Cada uno de estos pensadores -
trata de explicar la existencia toda a la luz de un con

cepto fundamental.

Para Nietzsche, la rilosofia, desde Socrates,
ha extraviado el rumbo. El mito tragico satisfacfa la --
necesidad de ‘justificar la existencia - no moralmente -
ante el intelecto, - sino estéticamente y por via ins -
tintiva. Ante la decadencia de la sociedac griega, que
dia con dia, va perdiendo la seguridad de los instintos
vy, que siente que el exceso y la <naula cynden y obli-
gan a los ériegos a luchar contra ellos vy a ponerles un
freno, surge $6crates, con la seguridad de ser, &1, una
madriguera de vicios, pero que sabia dominarlos a todos.

" Atenas Y toda Grecia prgcisaban de un arma-
que no las dejara sucumbir; por esto, dice Nietzsche, =-
que cuando la razén y la dial&ctica son develadas como-

remedio, se aceptan ciegamente". (g5 1 )

Sin embargo, la salvacifn es s6lo una aparien-
cia, la decadencia no puede ser efectivamente combatida
por esta via, la lucha s6lo moditica la expresiSn de la

decadencia, y retrasa el fin; el hombre, entonces, se -
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autoengafia y prefiere sonar; pero este suefio tiene vicios
de vigilia: lejos de ser la pella apar:iencia trigica, sa-
crifica su valor estético, producto de Los apetitos oscu-
ros, en aras de la seguridad que promete la fria claridad
racional. La nueva f6rmula de la decadencia- sabpidurfa -
es virtud y felicidad sustituye a la antigua-felacidad -~

es instinto.

“Comparando las matemdticas con la tragedia,-
que reconcilia al hombre con el destino, Russell subraya
las matemiticas nos hacen pasar aun mas de lo humano a -
la regibn de la necesidad absoluta, a la cual no sBlo el
mundo actual, sino incluso todo mundo posible, debe con-
formarse; v ahi precisamente constituven una morada, e -
ternamente en pie, en la cue nuestros ideales estin ple-
namente satisfechos y nuestras mejores esperanzas no su-
fren decepcibn; y es solamente hasta que comprendemos -
por completo la total independencia, en relacibn a noso-
tros de la que goza ese mundo que La'razén descubre, -
cuando podemos darnos cuenta de manera adecuada la pro-

funda importancia de esta belleza.”" ( 1.3)

La actitud de Russell en esta &poca es uno de
los mejores ejemplos en contra los que Wittgenstein se-
levanta: contra la creencia en un mundo platbnico de se

res matemiticos v en el reino grandioso de un "destino"
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matemdtico universal., iLa "completa independencia” del -
Muniverso matem&tico" en relacibn a tode dato antropoldgico
es, de hecho, una de las mis constantes y mis peligro -
sas Llusiohés.de la filosofia. El ratemitico no contem-
pla "esenciasz" Preexistentes sino cue las crea, '"Der ---

HMathematiker eorzeugt Wesen". (1.4)

En cuanto al descubrimiento ae pretendidas re
laciones éntro entidades pretendldaé, rno es sino el es-~
tablec;mienéo de nuevas conexiones gramaticales: "se po
dria decir: la demostracifn modifica la gramitica de =~
nuestré lengua, nodiilca nNuestros conceptos. kn un enun
cia e matemdtico no se devel: una verdcd, sino que se -
construve ura promosicifén. Fabrica nuevas conexiones --
{ no constata Gue estas c¢stén ahi, pues al contrario )-

éstas, no estan ahi, en tanto gue la denostracitn no =-=-

_laéAfabrique. "o (1.5)

.s§c;ates cfeé el método para descubrir los ===
conceptos, de preferencia en la esfera de la moral. Pla
tén se ésfuerza por explicar tilosSficamante lcos idea -
les de la vida. Llama Ideas a los modelos o paradicmas
de la‘éxistencia, y dial&ctica a la ciencia que las estu

dia.
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Las ideas son para Platén algo incorporeoc, -
susceptible de ser conocido por medio de conceptos. El-
conocimiento general es recuerdo ( animnesis). Através-
de un principio matemidtico, el Teoéema de Pit&goras, --
Platdbn, muestra que el conocimiento no se funda en la ~
percepcifn sensible. Esta s6lo ofrece la ocasifn para -
que el alma recuerde algo que ya ha existido con ante -
rioridad a ella, esto es, un conocimiento supratemporal

y racionalmente valido,

El alma busca, estimulada por una diversidaa-
de percepciones sensibles, una pluralidad de ideas, de-
ahi que la ciencia se proponga la tarea de descubrir --
las mGltiples ideas y sus mutuas relaciones . Se trata,
por tanto, de tijar la conexidn de los conceptos entre-
si. También se discute el problema de gque conceptos son
reducibles o no a otros; y como recurso metéaico, Platdn
recomienda la disquisicifn hipoté&tica para demostrar si-
un ceoncepto dado, por la aplicaci6n de sus posibIES'sen4

tidos puede reducirse a otro de antemano conocido.

Para el platdnico los objetos matemdticos -
tienen " existencia " y relaciones independientes de ~--
nuesiros pensamientos, y las proposiciones matemiticas—-
son verdaderas o falsas en virtud de cierto "estado de

las cosas" matemidtico. Ahi donde el platénico nabla --



de existencia o verdad, el constructivista prefiere, por
su parte, hablar de constructividad y demostratibalidad
(1.6) es decir » lo que busca es mostrar las circunstan

cias en las que estd justificado afirmar un enunciado.

"Para Wittgenstein, el matemitico es un inven -
tor no un descubridor. "La cuestifn de verdad y false -
dad es apenas mas importante en matemdticas que en aje-
drez, en ambos casos se trata ﬁnicémente de configura -
ciones de sfmbolos cuyas transformaciones est&n regidas
por un sistema de convenciones m&s o menos arbitrarias.
Se puede descubrir exactamente el funcionamiento de un-
juego v, en todo caso, discutir su interés en relacibn-
a. otros, pero no se ve muy bien en donde poarian nacer,
alimentarse y eventualmente resolverse un pretendido --

problema de los fundamentos. " (1.7 )

Desde el punto de vaista Niectzscheano los nd --
meros y las leyes qgue los rigen, son tan s6lo productos
de la imaginacibén, Las relaciones que vincﬁlan estas le
yes numéricas con la naturaleza, o sea las Leyesvfisl—-
cas est&n basadas también en cosas que no existen, (co-
mo superficies, &tomos, espacios, tiempos,) mediante -~
las cuales traccionamos a la naturaleza para poder for-

marnos conceptos de ella.
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El progreso de la ciencia es sflo el incremen
to de las relaciones descubiertas. Decimos gue es nece-
sario gue ocurra un evento para que suceda otro, y a es
to se limita nuestra explicacion dQue no es tai, porque-
sblo interpretamos nuestra imagen de las cosas mismas; -
la causa y etecto, probablemente no existen, dice Niet-
zsche, lo que realmente existe es la continuidad, la --

gue suponemos, arbitrariamente, davidida.

"El =f&n de describir todo lo existente con -~
presicibn matemdtica no nos permite conocerlo, sino s6~

lo determina nuestra relacidn con ello."(7.1)

Por otro lado, Wittgenstein dice: es importan
te en matemdticas curarse de la enfermedaa fiiosdfica,

de esa herejia socrdtica que busca la reduccidn a la u-

nidad.

Para Wittgenstein, la filosofia de las mate-
‘miticas no es una actividad de control, de justificacibn
o de puesta en forma. Esta no tiene que promover una re-
construccitn de las macematxcas’existentes en funcabn de
ciertas ideas tebricas, sino Gnicamente descraibir un --

cierto estado de cosas t8cnicas.

"Wittgenstein rochaza en bloque todas las em -

presas de "fundamentacibn" de las matemdticas, pura y -
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simpiemente porgque niega que la matemdtica debalser fun

damentada.

"Para Wittgenstein, una crisis de la razbn pu-
ra matem&tica no puede ser, propiamente hablando, sino-
una invencidn de filbSsofos, no porque las matem&ticas - .
representen una suerte de "absoluto" intangible y jamds
realmente amenazado, sino precisamente porqgue no son ab

solutas y no tienen ninguna necesidad de serlo." (1.8

Para Mietzsche buscar la verdad no es la esen
cia del hombre; el hombre gue dice la verdad dice la -
mentira. Desde sus primeros escritos duda de la ciencia
como sintoma de vida y ve en el cientificismo una defen

sa contra la verdad.

Wittgenstein considera gque las matemdticas no
nos dan informacadn verdadera y no constituyen, en tan-

to tales, un saber.

Nietzsche observa que la vida parece estar or
ganizada para la apariencia, es decir para el error, el
engano, el disimulo. Al aplicar su profunda capééldad -
interpretati&a a la critica de los valores actuales y -
de las motlvacionés,que llevaron al hombre a abrazarlos,

logra poner en duda las pretenciones optimistas de 1la ra
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z8n y del conocimiento cientifice. Presos en la aparien
cia, en el continuo devenir en el tiempo, en el espacio
y en la casualidad, el sueno valora el fondo misterioso
de nuestroc ser. EL embriagado Dioniso cae en un profun
do sueno, el mundo apolineoc entonces, se levanta en o -
posicién a lo bdarbaro tit&nico, la pretendida lucha en-
tre lz -iencia y &l ascetismce tan s6lo enmascaran su --
"ideal com@in- la incriticabilidad de la verdad-, ambos -
cientificos y asceta, juegan el mismo juego; pero €ste,
se aparta de la vida corriento por su lucar y su dura -
éién. Su "estar encerrado en si mismo" y su limitacién-
constituyen una de sus caracteristicas. Se juega den -

tro de determinados limites de tiempo y espacic. Sin em

bargo, ese mundo lGaico no tiene lugar ni duracifn en -
la conexidn real espacio-tiempo, pero tiene su propio -
espacio interno y su propio tiempo interno; mis al ju =~
gar gastamos un tiempo real y necesitamos un espacio --
real. El mundo lGdico jam8s se continua en el espacio-

en que vivimos habitualmente.

"En el proyecto de un mundo lGdico se esconde
el jugador mismo como creador de este " mundo ", se -—-
pierde en su creacidn, “juega" su papel y tiene dentro-
del mundo lddico cosas circundantes y pr8jimos que per-
tenecen a este mundo. Lo turbador de todo ello es que-

concebimos imaginativamente estas cosas del mundo 1Gdi-
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co como "cosa reales™, es mis, que en ellas puede repe-
tirse una y otra vez la distincidn entre la realidad y

‘la apariencia". (3:1)

"Wittgenstein no toma en serio el pensamiento
matemdtico y sus desventuras. Para €81, la idea centfal-
es que la matemdtica como juego de lenguaje esti, de he.
cho desprovista de todo rundamento extra-linglistico y-

extra operacional,

"La matemética, no tiene necesidad de ser fun
damentada. Sin embargo, las proposiciones matemdticas,-
tanto como las otras proposiciones, tienen necesidagd de

clarificacitn de su gramdtica.

"Para Wittgenstein, la filosofia de las mate~
m&ticas no es una actividad de control, de justificacibn
o de puesta en forma, &sta no tiene Qque promover una re-
construccifén de las matemdticas existentes en funcién -
de ciertas i1deas tebricas, sino Gnicamente describir --

cierto estado de cosas té&cnicas.
"Vemos muchos pedazos de conceptos, pero no -
vemos claramente las pendientes que hacen pasar unoc de-

entre ellos, en los otros.

"Evidentemente no seri necesario creer que --=-
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Wittgensteain se dirige especilamente a la filosofia ae-
estilo tradicional. El enemigo en cuestifn es la i8gica
matemdtica, culpaple, segGn &1, de haber pervertido to-

tailmente el espiritu de los filBsofos.

“La "15&icx matemduica” ha deformado completa-
mente el pensamiente de matemdticas y fiifsofos al promo
ver upa interpretacidn superticial ce las formas de nues
tro lenguaje corriente al rango ae an8lisig de las es -~
tructuras de los heches. Ls cierto gue en ello no ha he-
cho sino continuar la construccifn sobre la L6gica aris=

totélica.

YWittgenstein precisa gque “lo gue hay de perna
cioso en la t&cnica 1l6gica es que nos hace olviaar ta -~

técnica matemitica especial.” (1.9)

"Bn fin, "las leyes lbgicas son efectivamente-

la expresidn de "h8bitos de pensamiento", pero también =-
del hébito de pensar. Es decir, que muestran como los hom
bres piensan e igualmente eso cue los hombres llaman - --

"pensar". (1.10)
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CAPITULO I
Los.pasos de una pruwba o refutacifn construg
" tivas no son, en principio, proporcionados por el apara
to deductivo, son mis bien alcanzados por aproximaciones
sucesivos, de ahi que, distinguiendo la matemdtica hecha
de la matemdtica -por- hacerse, la segunda no esté& crga-
nizada, espontaneamente, como un edificio ldgico cchaeren
te; asi la funcibén de la formalizacibn es integrar el co
noéimiento en un sistema estructurado conforme a los =—

criterios de legaliadad y orden que la 1l8gica y la mate-

mitica establecen y que difieren de un periodo a otro -
de la hastoria. "Asi los modernos confian en ias leves
naturales como en algo invioclable, al moao como LOs an-

tiguos confiaban en Dios y en el destino.

¥ Y ambos tienen razén y nc la tienen; pero -
10s antaguos eran mis claros en cuanto gue reconocian -
un limite preciso mientras que el sistema moderno quie-

re aparentar que todo estd expiicado" 8.1 )

De ahi que el problema de comprende cimo se-
accede a la verdad, sea reemplazado por el &fén de per-
suadir que lo expuesto es verdadero: En matemiticas la-

deducifn es un modoe de persuacifn no una via para el -~

descubrimiento.



El rrop8sito de esta t8&sis, no es, por ello,-

presentar el Teorema Mapeo de Riemann organizado como =

un edificio 18g:co coherente, sino construirlo por me -

dio de tanteos sucesivos.

Se plantea el sigquiente probhlema:

éQue regiones del plano comrleic (. pueden ser trans

formadas en.disco unitaric A , confcrmemente ¥ 1 a 1. 2¢(

9

)
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La. respuesta al problema estd dada por el Teo-

rema <del Mapeo ae Rieranp: las reciones simplemente co -

nexas resuelvern e. problema y la transformacidn es Gnica

ie. Toda regifr simglerente conexa { 10 ) puede ser -

trasformada, de manoro Gnica, conformemente y 1 a l  en

A .

Sea L una regi&n simplemente conexa su

frontera, Y - dfLl, es una curvae de Jorddn, ( 11 ) 3‘
es la imagen de una funcifn "p : [ 0,! )~~>» ., continua y
.\ e
tal que si 1 (g,) = T {t, )=pt, = t,
) Seca & la inversa de ¢ ¢

SOREY SOy S

Sead A + la frontera del disco unitario, BA

‘es la imagen ge ¥ : [ o.1 )-C (12
{

Sea H la extensidn de ¥ o (P—'

a todo -l . H resuelve el problema,
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N
> =

INH=F
Qo)=9(])

24
- -1 /e
A ,! N h
®o) = w(1) /
/ X
//
Esta demostracibn es, por supuesto, falsa, no
sabemos:
Problema . 1,- Si H es Gnica

" ! - . 2.- 851 H existe

. | | - 3.- SiHes 1 al

" ‘ 4,~ S1i H es conforme

5.- ¥ por lo tanto analitica

" o 6.~ 5! ¢l hecho de que () sea simple
mente conexa, implica que O _(L

es la imagen de alguna funci®n =--
continua,
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Para demostrar el Teorema del Mapeo de Riemann

tenemos, entonces, gue resolver cada uno de los problemas
l.- 6. La extructura del Teorema del Mapeo de Riemann, es,

entonces, la siguiente:



|

tUnicidad
de la -
ExXtensidn

Problen*a 1 ‘
i
]
|
i

Lema ce BN

TEOREMA DEL
MAPEC DE RIEMANN

Schwarz. N

Principio -

|‘. del Miximo ]
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Frebl 6
Pegiones !
Siplererte ,
Concxas. j
Existencia f
l[\
1
Familias H—- Teorera de
L Hormales Tauchky
i
Teor éo . Torrama cel
W ierstrass Residwo

1

}§
"
o
8
2
o
mn

|

Piemann [

-

Necrana \ Tecrena de -
Grande de lorera
teierstrass
MAPEO S

. i
Problerd 3 Problema 4 Probfle~= 5 !
Mltiveluades Conformas Topolégicos ‘ Analit:iccs ,
S
J

{

i
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CAPITULO II

Abordemos, primero el problema de ta unicidad

dé lé extensibn, ( es decir, el problema 1 ).

Supongamos que tenemos dos extensiones & y %%
conforme y 1 a 1 ( lo cual requiere, por supuesto re -

solver el problema 2 }):

P N-A
C:N->A

Debemos demostrar entonces gue
=9

. s -1 'Y
Bajo estas suposiciones Q? ° Q%_ es continua,

conforme y 1 a 1 y mapea al disco [\ sobre sf mismo.{ 13 )’

Afirmacibn; .
i) Po@'(z)= 2+ G (14 )
iiy @ =0
1ii) K =1

si asi fuera,

z es decir

e (ﬁ" (z)
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@,
= L{? = Lpl
Para demostrar la afirmacibn necesitamos -

el Lema de Schwarz:

Si f(z) es analitica para |z]2 1 y satisface-

las condiciones |f (z)]= 1, €£(0) = 0, entonces -~
1]
[f (z)i=z1z! y £ (0)5 1 La igualdad se da s8lo --

cuando £ (z)= ¢z, donde ¢ es una constante conlcl= 1

(15)

Y
»

~->» X
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Antes de demostrar el Lema, veamos si la =
composicibn de la afirmacidon ( @o %2" ) cumple las-

condiciones del Lema de Schwarz; es decir, debemos -

comprobar que:

a) s= LR o P es analitica
-1
b) S= (p, o %a satisface ls(z)l« ! para
izis 1
c) S (0)=0, s(o)=Yolf o) = P (zo} =0
Cdmprébacién:

1) la condicifn (a) se satisface pues hemos dado por re -

sueltos los problemas 3, 4 ¥ 5 vy la composicibn de fun --

ciones analfticas es analftica:
2) La condicibn (b) se satisface por definicifn.

3) La condicién (c) exige que (5 = 0, es decir, hemos -

de pedir que exista z,€.() tal que @ (z,) =0
y €'(c) = 2,

A esta concicién le llamamos , Condicidn A. (16

Debemos aiadir , por lo tanto, a la hipbtesas

del peorema del Hapeo de Riemann (T.M.R.} la condicifn -
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A; y el Teorema puede reescribirse como sigue:

Dada una regifn simplemente conexa fL , -

{ v un punto z_€ (L] existe una Gnica funcifn analfti-

ca £ (z) definida en f(z){ con £ (z,}) = 0 ] tal que ~

f (z) toma cada valor del disco lwl< 1 exactamente una-~

vez en W .

De modo tal que, anadiendo la condici6n a, -
podemos afirmar que el Lema de Schwarz ( 17 ) es aplica

ble a nuestra composicién Fo¥? ™'y que la igualdad vale.-

Hacemos notar ademds, que, al intentar la --
demostracién de la igualdad en el Lema de Schwarz hemos

de anadir la condicifn:

S (zo) » 0 {( condicién B )

El Teorema del Mapeo de Riemann gqueda por lo -

. tanto:

Dada una regibn simplemente core¥a (M} , v-

un punto z, & (1, exXiste una Gnica funcadn analftica -
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£ (z) definida enfdcon f((z,) = 0 v | f' (2p,) > O )

tal que f(z) toma cada valor del discolewle 1 exactamen

te una vez en v .




CAPITULO III

Problema 6: Caracterizaci®n Geom8trica de -

las Regiones Simplemente Conexas:

Las regiones simplemente conexas, han sido -
caracterizadas como aguellas cuya frontera es una cur-
va de Jord&n. Esto sin embargo es insuficiente., Asf -
mismo se han caracterizado como regiones " Sin hoyos ",
lo cual tambié&n es insuficiente, "pues la ciencia no -
puede admitir, como la metafisica, signos carentes de -
sentido" ( 8.2 ) Por lo tanto se dard la siguiente de -~
finicidn.

Una regibn es simplemente conexa, si su com-

plemento es conexo.

Esta definicifn plantea el problema de la --
banda infinita B = {z=x+4iy/iyi«l}
cuyo complemento en el plano no es conexo y a pesar de

ello la banda no tiene " hoyos".

Se modificarén entonces, tanto nuestra defini-
cibn como nuestra intuicibn, se dir& entonces, cque una -
regibn es simplemente conexa si su complemento en la es-

fera es conexo.



cQué quiere decir en la esfera " ?

Consideramos entonces la Esfera de Riemann

En una primera aproximaci6n formalmente consideramos -

el campo C de los nfimeros compleios e introduzcamos-

un elemento * tal gue:

a+ * = * 43 = * para toda ae ©

b. * = * ,b = * para toda be

a=*S8iago
0

b = 0 para be
Lb=0p <

cQué es * ?

En una Segunda aproximacibn, geométricamente

tenemos:

3
E={(xl.x2.x3)éﬁ /xf x2+'x3=1}



»X »

Sea ( Xye Xy x3) € E; a tal punto hemos de asociar -

(i) 2 = "‘i +1 X, 'Six, ;e 1

1 - Xy

que es un nimero complejo. La transformacibn es ademds -

1-1. Su inverso.

N
+ -
=
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)

El nmero compleio que corresponde a X4
".(0,0,1) el gole norte, es * , que geométricamente es,~
‘entonces, el puntc que se ha afadido al plano comple -

' jo ( lu imagen de { 0,0,1 ) )

E se llama a la Esfera de Riemann

ta transformacidér. ( { ) puede representarse
como'sique:

Sea 2¢E vz, . el runto en gue la recta
vde une al pole norte con 2, corta al plano complejo -~
qque hemos hecho coincidir con el plano ecuatorial de E,

2z es la imagen de :z baio (i) y viceversa.
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Es obvio entonces vue el hemisferio norte-
de E se mapea en {zed/iz1» 1} ; el
hemisferio Sur de E en [ ze €/ Yz 1}: el ecuador

de E en {zed¢/1z1 = 1] , el polo sur de E en el ori-

gen, etc.

¢ Como se transforman las lineas de -

X2

N\

]
// ‘

4

\\\\\\\\;i\\‘_’/r |
ai .
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: Cbmo se transforman los circulos de £ ?

B A

a) Si pasan por ( 0,0,1)— recta en @

b) Si no pasan por ( 0,0,1 )=»Circulos end

De ahi que podemos pensar * como el runto

al infinito.

En E la banda infinita, se muestra en figu~

ra. 5u complemento ( la banca es abierta } es.conexo,
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Cr>ITULO III

2.- Problema 5: Caracteristicas Analiticas de la Regio-

nes Simplemente Conexas.

Teorema de Cauchy ( 12 versién )

Sea R un recténgule {(x’ ¥Y) / azxeb, céyéa]_

Sea J'iR) su frentera.

Sea £f analitica en una regidn que contiene

a R, entonces,

£ (z} dz =10 ( 18 )

T (R)

Variaciones sobre el Teorema. de Cauchv.

12 , En esta primera versifn, podemos susti-
N [ ) .
tuir R por R , donde R = R -{g 14 =1,..., k} siempre
Li - £ = 0
que J.mz_,)'J ({ z f,) ) {z)
2° = sea f (z) analitica en un disco a =--

bierto AN , B £ (z) dz = 0 para toda ¥ cerrada en .
Y

3° En la segunda versifn podemos sustituir -
D por A de donde A = A —{}: =1, ..., k}

siempre lim (z -§j) £ (z) =0

z— 7%
J
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Lemas Seab" una curva cerrada, diferencia

ble por arcos y que no pasa por el punto a, entonces -

el valor de la integral j dz
z-a
es mGltiplo de 2TTi {19 )

Se define el Indice de un punto a, con res -

pecto a una curva & como: m (§', a)=l__ - _dz
- - 2TVi  z-a

Férmula de Cauchy: 8Si £ (z) es analitica en

un disco abierto A , & es una curva cerrada en A , ael),

a entonces: n (2, a) £ (a) = _1 \Sf (z) &z  (20)
z2~a

2774
¥

‘ Forma General del Teorema de Cauchy
a) fdz = [fdz+ jfdz+...+ dez )

L | n

Lelle oy, VO
Donde jfdz s6lo tiene sentido cuando J 7, ,”,),):

- §+...9F,,

es una subdivisién de un arco IJ‘

el miembro derecho siempre tiene sentido, se define -

£ dz Como J fdz +... + Sfdz
r.f...ed:' Y, . A d‘"
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ain cuando &3...0 &, no sea una subdivisidn de un arco.
n

La suma formal Zi X se llama una cadena. Carece =~
izt

de sentido geom&trico, pero es perfectamente posible -~

n
integrar sobre 2. 3; de acuerdo con ( * )
=1

Dada una cadena éf3: las siguientes ope-
‘raciones no afectan la integr;f;

1) Permutacidn de 5: con 33
2) Subdivisidn de m
3) Fusibn de a’: y 3;,‘
4) Reparametrizacibn de |

5) Cancelaci®tn de arcos 2puestos

Con ello, es posible establecer clases de e-
quivalencia en el conjunto de cadenas ( conjunto cue, --

‘ademfis, forma grupo. La ley de compcsicidn es trivial ).,

El grupo de cadenas, ademds admite ( estable-

cida la posipilidad de sumar ) cadenas de la forma:

¥

n

M=ad. . +a

N con a, &

La cadena cero es la cadena vacia.

b} Una cadena es un ciclo si cada uno de los

sarcos gue la forman es una curva cerrada.
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Los teoremas de Cauchy, ..asta este punto -
han sido demostrados para ciclos particulares en regio

nes siemplemente conexas.

c) Definicibn : una regidén LL es simple -

mente conexa si s6lo si n ( ¥, a) =0

para todo J‘ < (L ¥ para todo aeLL

d) La forma mis general del teoremz de Cau -
chy para regiones simplemente conexas puede formularse -

como sigue:

Teorema de Cauchy: Si_ f(z) es andlitica en

regidn simplemente conexa 5 fdz=20
i)

para todo ciclo a’cﬁ- .

¢) Un ciclo J es homélogo a cero respecto a {L

sin (¥ a) = 0 para todo aalé..(l
Notacién : ff\.z 0 (moddL)

Ejemplo de un ciclo cue no es homBleogo a ce

vrp:n(a",a),to, av¢ﬂ

=% no es hombloego a cero.
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77 % A
,ﬂg?4?7
/ /’; 2275 o

i 780,
. o =
e, F e
7

f) Forma final del Teorema de Cauchy:

Si £ es analftica en{l ( no necesariamente

simplemente conexa) 5 £ (z) dz = 0

3

Para todo J ~~ 0 (modJSL)

g) Dos ciclos a'.‘,a’,, son homblogos Si

3-%Omoafl). ( 2 )
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CAPITULO 1IV.

TEOREMA DEL RESIDUO :

ta relacién " ~, (med fL ) " es de equivalen
cia, esto nos permite dividir al conjunto de ciclos en -

clases de equivalencia.

En cada clase escogemos un representante, es

tos formardn una base de homologfa para (L

Sea &ﬁ,...,z;} una base de homologia de

Los nimeros Pi = j~ fdz
ﬁ

Se llaman m6cdulcs de periodicidad de £{(Z)o

periodos de £ (z) .

i) El siguiente resultado se sigue, de la

forma gencral del Teorema de Cauchy:

Teorema Si f- es analitica en L
n(y,a) f(ay = 1 | f(z) az
T y 2@

Para todo ¢' ~ 0 (modfy

ii) sean a,..., a  singularidades de £ en N
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Sea SJ- tal gue:
0<| z-a, | < § esté contenido en L'
donde (X =ﬂ-{ba,, e, a,,}
Sea C, un circulo con centro en a; y radio
c

M
o
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Sea P; =5(f(z) dz
J

Sea RJ = E-
2171

f(z)~ Ry tiene periodo 0 en C; ( i.e.

z-a; i[ flz) =R 1 dz=0)
z~aJ-

§

Ri se llama el residuo de £ en a:

J

iii ) Sea &' un ciclo en .,

Xwin(rraj)

J

Sf {(z) dz =
¥

= fn oy a)
e

C.
J

Loy .a ) £ (2) &z

J

PJ.=% n(b"/aJ)RJ.ZTTi

— 1 jf(z) az =Z‘n (&a;) R

2Mi
¥

== \Sf (z) dz
¥

J

=2TTi2n (¥ aJ.) R,
J .

Este es el Teorema del Residuo.
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CAPITULO V

_ Broblema 4: Mapeos Conformeg

Se dar8 la siguiente definicibn provisional

Una funci’y © es analitvica en {1 si tiene de

rivada en todo punto de (). ( con estas definiciones se-

resuelve el problema 1)

sea d' un arco con ecuacién z= z (t)
*X< te @ continua en L. ,sea f (z) @w©na funcibén -
continua en () y sea W =W (t) = E ({z)(r)})

Un arco 2’“ en el w- plano

A

TEX 4§y
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1
Sea f(2) analitica . Si z (t) existe, enton

ces, ) (t)r= f_' (z (t) ). 2' (t)
Sea z, = zlte) con z' {t,) # 0, £' (2,) #* 0

12, consecuencia, wW'(t,) # 0 asi que 2" tiene

tangente en (e = £ (2o) cuya direccibn estd determinada -
por

arg (to) = arg [f' (z (to) ) . z' (to}]

1t

arg f£' (z,) + arg z' (t,)

i.e. el &ngulo entre la tangente & en z, Yy
la tangente J” enw) es arg f£'{z,). Es independiente de J"
Por ello, las curvas tangentes ( por z, ) son tangentes
cuando se mapean bajo f. Si en z, forman un &ngulo € ,

en (W también..

2a. Consecuencia. Supongamos que J§f Yy
o X

9 f  son contihuas y f es conforme; la derivada de -

oy

Llt)= £ (x({t)+ 1 y (£) ) en t, es

W' (te) = I f QX | +3 £ dy |
dx  dt | Jyat

te | to




=g f| %' (ty) +Of v
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(ty)
x Y
ZO 20
donde z =X (t,) + 1y (t)
Z,= X {te) + 1y (ty) =X, tl Y,
X' {t)= z'(t) + z'(t) ; y' () = z'(t) =-z'(t) (-1}
2 2
ya'que:
2V () = x'(t) + ily'(t)
z'(e) = x' (&) - iy' (¥)
2V i{E) + z*(t) = 2 x' (%)
z'(E) - Z'(t) =2i y' (%)
X' ()= z'(t) + V(%)

2

y'(g) = z'(x) —=z'(¢)

21
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W (t,) =of (z'(t,,) + g (tj))*-af (z'(t,,) ~ 2! (ta))
Jx 2 oY 21

=z (to)(af - i&f)+m(af+iaf)

2 S x ay 2 6;.; ay‘
. Lo (k) = L (2t -ia£)+z (t)__(afq-laf)
z' (to ) 2 '9x Ay z' (t.) 2'¢x  dy

of y of estin valuadas en z,,
dx dy

es decir, son constantes

A=1 (8f -1 £ ) es por lo tanto constante.
2 ox 3y

Si dejamos que arg z' (t,) varie , arg «w0’(t,)

F AN S



53

permanece constante pues no depende de arg z' (t.).

Si dejamos que arg (t,) varie, entonces - -

.I.(Q_f_ + igf Tt o) describe un cfrcule -
2 o x Y z' (to )

r3

de radio B=3§(& f + ig f \de modo que _¢&J' (t ) =
ax oY z' (to)
A+B z' (t,) describe un circulo de radio B con cen-

z" (t)

tro en A cuando, 0 € arg z' (to) = 27T
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Pero arg W)! {t,) es constante, asi que el circulo en-
z' ({t,)

cuestibén tiene radio cero. Es decir : B = 0

Qf + i3t =0

9 X EG
Es decir: df =-3iaf
3 X oY
S1 describimos £ (z2) = wu(z) +iv (z), z =X+ iry

p)

d f=3dn + idv = - idFf =_iau-i(iav)
S x O 3 x Sy dy dy

=.§L"iﬁl‘. :ag_:._?_l'r__ Y av
oY oY Ox dy P

- Du
oY

que son las condicicnes de Cauchy- Riemann

., £ es analitica si f es conforme ¥

2pf , 0 son continuas.

dx dy

. £ es analftica«> £ es conforme vy Qf , Sf
= -
< x ov

son continuas. *®
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CAPITULC VI

Problema 3. Funciones Multivaluadas Superficies de Rie~-

mann.

- 8i restringimos nuestra intuici®n al plano -
complejo nuestra representacibn de una funcibn es ina =«
decuada pues; puntos diferentes ( formalmente diferen -
tes) ocupan los mismos lugares. Por ejemplo |zl( cos 0 +

isen 8 ), lzi( cos ( 8 + 2TT) + i sen ( O + 277 ), =

jzl( cos (8 + 2 KTf } + i sen ( 8 + 2 KTT)
Se trata entonces, de encontrar'una represen-
tacibn que nos permita distinguir puntos formalmente di -

ferentes. Para ello introducimos las superficies de -

Riemann.
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Cada Sector del Plano

2 [ ( k-1) (3—;113'—;4 arg z« k 2 , k=1,2,...n]
nv

se mapea en todo el plano W , salvo el se -

mieje positivo.

De manera gue podemos recurrir a la siguiente

representacién:



M en e —rm———a

57

hoja’

1
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Cuando z, ~» z,,w pasa de la hosa 1 a la -
hoja 2, y como gueremos cque la funcibn sea continua -

pegamos la hoja 1 con la 2 del sig. modo:

El borde infericr del corte en la hoia 1,

al borde superior del corte en la hoija 2.
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hoia 1. hoja 2

Cont inuamos asi yegando el borde inferior-
de la hoja k-1 con el superior de¢ la hoia K, =l borde
inferior de la ho*a n gqueda vegado al bhorde sumerior-

de la hoja 1.




rara o la imagen sea Cl

tenemos la situlente Cigur






En =zn, obtenemos la siguiente

representacibn.

n=k
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CAPITULO VII

Problema 2: Existencia.

Sea .
F = {g:ll-+¢/ g conforme, topolBgica, 1 a1 lg (z)lxlen

L, 9 (2 =0 yg' (z) # 0, zpe L}

Es decir, F es el conjunto de funciocnes que re-

suelven el problema 2.

8i demostramos que F no es vacio, entonces ta -
les funciones existen, y como hemos demostrado, que la --
funcidn es Gnica, habremos demostrado el teorema de Riemann.

Para demostrar gue F =% ¢ , Supongamos que e =
xiste aef), a # oo ( Es decir, no aceptamos como regifn -

solucibn del problema a todo el plano ).

Esta ser& la condicifbn C }.

Por Giltimo el T.M.P quedard reescrito como sigue:
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Teorema del Mapeo de Riemann.

Dada una. regibn simplemente conexa [ que no sea todo

el plano], y el punto z, & (L existe una @inica fun-

cién analftica £ ( z) defina en (1. y normalizada por

las condiciones £ (z,) =0, £' (z, ) > O tal cue £ (z)

toma cada valor del disco !« |« 1 exactamente una vez en

L.

rodemos definir en{l una rama univalente -
de log (z-a), es decir, si log [ z-a) = log { z, = a),
entonces, z, = z, , esto es posible puesto que L1 es ~=

simplemente conexa.

Sea h (2)= 1 {z22)

log { z=a ) -~ we~ 2 i

donde Wwo = log (zp, = a )

(z) = 1
log (z=a) - w =~ 2 i

y como | log ( z~a)-w, - 2TTi | >¢
Se tiene que th (z)l<£ 1 entonces
Q
g (z) = e . h' (2.)
I

h (zo)l h! (Zo)
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. (h{(z-n (2 TF
ya que:

i) gm( z } es conforme, topologica v 1 a 1

ii) g (z ) = P h*'(z) |[h (2) - h (2.)]
» 1+Plh (z ) h* (z.)
C= P . \h (z) 1
1 +C\h (z)1 2T i
lg (23] 2 _ 1 .1
1 +plh (2]} ‘
imii) g (z,) =0
iv) g' (ze) = e - n'z) . R (ze)
1 +#h (2l h' (z,)

=Qih' (z) 1> 0
Existen pues tales transformaciones.

La gque buscamos es aquella para la que g' (z,)
es miximo.

De esta manera se ha establecido que la fun -
cibn por medio de la cual se habria resuelto el problema
tal como ha sido planteado, era aguella para la cual -~--

g' ( x,} era méximo. Sin embargo, es necesario probar -
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que dicha funcidn pertenece ¢n efecto, a la familia F.
Para demostrarlo es nocesario caracterizar las gque se-

denotardn, Familias Normales.

Para describir gue es una familia normal ==

se requerird de tres teoremas previos:

El Teorema de Liouville
El Teorema de Weierstrass vy

El Teorema de Morera.
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CAPITULO VIII

FAMILIAS NORMALES .

Una familia # de funciones definidas en

). es normal, si toda sucesibn [ fn} contiene una subsu

Cesibn {fn} que converde uniformemente, o tiende uni -
k

formemente a oo , en todo subconjunto compacto de (L

Teorema FNI "f es normal ¢=» para todo com
pacto Ec flexiste M tal que

P£' (2)le M 1+ £(2) 1 2

) ¥ zeE , feF (23)
Corolario. Si todas las funciones f de una -
familia normal "5" son distintas de cerco, entonces cada-

funcidén 1limite es o distinta de cerc o idénticamente cero.

Teorema FN2. Una familia ‘7’ de funciones
analiticas en una regidén .{L es normal si las funciones fe%

estin acotadas uniformemente en todo subconjunto compac -

to de L.

sea aelfl, C un circulo con centro en a,y

contenido endl,, Sf(z)dz = £ (a)
v z-a

hacemos variar "a" dentro de dicho cfrculoc { n{c,a)=1)
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,../ - Ny '/,‘
- \ /-

\x\//

o1 £({%) dF = £(z) para toda z tal que:
2771 % - z

n ({cz ) =1

Derivaros:

£'(z)

H]

2.
—
[
(21}
-~
I~
o)
~—

Teorema de Liouville. Si f es acotada y an&-

litica en todo el plano, entonces f es constante.



Sea r el radio de ey sea | £ (¥) < n
en o, sea a,el centro de ¢,

e ayl . ns M

- 2TTi (7-a)“"
C

()| an[
2TTd (1 a) “*1

ey Mn! a ¥
l a)lé n1 [J (’f‘a) (F_a)n]

(f— a2 r

| g0 (a)|g_Mnt r 0 af
: 27713 ’f-a

|f(n)

| £ (a)] ¢ tnie™®

astimacién de Cauchy

69
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CAPITULO IX
Habiendo construido por medio de tanteos suce —
sivos el T.M.R., éste quedar8 demostrado y reescrito de -

la. siguiente manera:

Teorema del Mapeo de Riemann.

Dada una regifn simplemente conexa cualguiera

que no sea todo el plano, y un punto z, €}, existe una -

funcifn analftica fGinica f£(z) en_ (L, normalizada por las -

‘condiciones £ (z,) =0, £Yz,)>0 , tal que £ (z) toma to

do valor de disco w1 1 una ly solo una ) vez en L) .
Demostracibn:

La unicidad es trivial, pues ya vimos cue si fl

-

! -]
f2 son doz de tales funciones entonces fl[f1 Tl ) )
define una aplicacibn biunivoca de lwW\<1l sobre si mismo,

Sabemos que tal aplicacifn estd dada por una transiorma-—

cifén lineal S ( anexo 1 ) . Las condiciones
S(0)=0, S(0) > 0 implican § (w) =W; por consiguiente ,
f1 = fz.

Una funcidn analitica g(z) en {lse llama univa-
lente si g (zl) =g (22) implica z, =z, ;i en otras pala

bras : si la aplicacifn definida por g es biunivoca . Pa-
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ra demostrar la existencia, consideramos la familia
‘Tf‘ formada por todas las funcicnes g con las propieda-

des siguientes: a) g es analitica y univalente en (L : -

b) 1

o]

(zh¥clen (l.; c) g (2zo) =0 vy g’(z,)> 0. Afirmamos~-
que f es la funcién de? para la cual la derivada f*' (z,)
alcanza un mé&ximo. La demostracifn consta de tres partes:
1) se demuestra que la familia'f no es vacia; 2) que e -
xXiste una £ con derivada m&xima; 3) que esta f tiene las

propiedades deseadas.

Para demostrar que 'f'no es vacia observamos que,
por hipétesis existe un punto a #¢o no perteneciente a L,
Puesto que L1 es simplemente conexo, puede definirse en-
2l una rama analitica uniforme de log (z-a) . Esta fun -~
cidn no toma el mismo valor dos veces ni toma valores que
difieran en un miiltiplo de 2TTi, pues log (zl-a) = log --

(zzéa) + n.27TTi implicarfa z;-a = (z,-a) e

:=z2-a, de don
de 71 = Zye. Puesto que log ( z-=a ) toma el valor wWe= log

(zo~a) , no tomard el valor W+2Tli, Existe, ademi&s , un-
entornolw-w,l¢p, tal que todos sus valores se toman en un
entorno de z,; por tanto ninguno de los valores conteni-

dos enlw-w2Mile # los puede tomar log (z-a) en YL ; por

tanto,1log (z-a)-w,-2TTil > en L.

La funcidén h{z) = {log (z-a)- w,-2'\"\'i}_1 es anali

tica y univalente en )y satisface la condiciobnih (z2)]| £ _L

¢

Se sigue inmediatamente gue
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glz) = e th' (24l - [h(2)-h{zy)]
1+ 2 h (z,) h'(z)

pertenece a la familia i? .
Las derivadas g' (z,), g€ %, tiene un extre~
mo superior B gque a priori podria ser infinito. Hay una-

sucesidn de funciones g, € ?Ftal gue 1im g'_(z,)}) = B. Por

N> oo

n
el Teorema FN2. La familia @& es normal. Existe, por tan-
to, una subsucesibn {gn} que tiende a una funcibn limite-
£ analfitica, uniformemente en .coniuntos compactos . Es evi-
dente que | £141, £ (2,) =0y £'{(z,) = B. 81 pocdemos =~-
probar que f es univalente, se seguird que, f pertenece a

i? y tiene una derivada midxima en z,.

En primer lugar, f no es una constante, pues f'
{zo) = B>0. Elijamos un punto zle.(ly consideremos las -
funciones g,(z)= g (2)-9(zy), 9€ %. Forman una familia-

normal, pues {g.|<€2 y g,(z) # 0 en la re3ibn 11“ obteni
1 1 =

da deJQ.por omisién del punto z De acuerdo con el -

1 -
corolario del Teorema FNI,cada funcifn limite de las fun
ciones g; es o diferente de cero o idé&nticamente cero en
Jl.Pero f(z)-f(zl) es una funcifn limite y no es idéhtl
camente cero. Por tanto, se tiene que f(z) # £ (zl) pa-

ra z #* z;, con lo que hemos demostrado que f es univa-=-

lente.

Queda por demostrar que £ toma todo valeor «w con
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Jwi< 1. Sea wl,l@l1<1, un valor no tomado por f. Enton-—
ces, puesto que.fLes simplemente conexa, se puede definir
una rama uniforme de

F(z) = log flz) - s

1 -~ w), f(z2)
Tiene parte real negativa; por tanto, al funcibn
Glz)= __F(z) - r(Z°)

F(z) + Flzy)

osta acotada, Gz}l 4 1. Mediante el correspondiente cilcu-

lc obtenemos para su derivada en el origen

G'{z,) =-B. 1- {w,.i?

2ualog !
La funcibn a{z) = G(z)13'{z,)| pertencce a T? ;r ¥ su deri -
1
vada es c (ze)
g‘ (zc) = B 1w |u).lz

2lnlog 1 1wl

Pero esta expresidn es mayor que B. En efecto , 2 log {(1/t)
+ t=1/t se anula rara t=1, siendo la derivacda de esta fun =-

cién.

1-2/t + 1/t%= (1-1/0)% S o,
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Por tanto, 2 log (l1/t) & 1/t-t para t« 1, y con t=ludesta

desigualdad implica g'{z,) > B. Hemos llegado asi a una -
contradiccifbn, por lo tanto concluimos que el teorema tie

ne que verificarse.
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CAPITULO X

CONCLUSIONES

Vivimos en un mundo en el que nos enfrentamos -~
a lo formal y a lo informal, a lo animado y a lo inanima-
do, a lo flexible y a lo inflexible. Un mundo en el que-
nos encontramos laberintos, espejos, i1lusiones, simbolos-
que nos envuelven en un encanto fascinador de sombras es-
pectros y apariencias. Un mundo gue tiene un escenario -~
real, pero no es una cosa real entre las cosas reales, —-
sin embargo, necesita de ellas, para tenaer un simbolo en-
ellas.

Tras cada expresifn de algo abstracto hay una -
metifora y tras ella un juego de palabras, jueco, gue se-
constituye en el discurso de lc irreal; entre la frontera
insensible de la verdad y del saber; donde la reciprocidad
de acciones incluye también las lagunas interiores de la -

imaginacidn.,

La cuestidtn de la verdad y del saber y sus fron-
teras, juegan en este mundo un gran papel. Obras ccmo las~
de Nietzsche, Heidegger, Wittgerstein nos invitan a pen ~--
sar que el papel de la nocidbn o verdad es un napel de -
orden, ¢que la filosofia tiende a unificar y a dominar --

con su autoridad. Cuestidn gue ellos mismos cratican,

Asi mismo, para Bachelard, no existe nada que =~

S izu‘d Fig 77



Para Canguilher, el conocimiento es una activi-
dad del hombre gue se inscribe en la vida como una modali
dad. La formacidn de conceptos es una modalidad de la in-
formacibn, la sobrevalorizacibn del saber es el inicio --
de la ruptura entre el pensamiento y la vida y también un
rodeo del pensamiento de la vida en contra de la vida. -
Cuando el hombre se aventura a buscar, es cuando erra {en
la doble acepcifn de la palabra errar ) pues el hombre --
hace error por su posibilidad de errancia. Hacer ciencia
es aventurarse. En la pr8ctica de &sta, ¢l hombre puede -
tomar el camino que se le antoje, entonces, existe la po-
sibilidad de darle wvuelta a los obst&cules, vy es aquf, --
donde se elabora una metodceclogfa, va gue la errancia nos-

encamina a una meta.

Cada cultura, cada forma cultural de cada civili
zacibn, tienen sus propias técnicas y métodos de interpre-

-

tacidn de la verdad.

Los intéryretes, tienen gque interpre:tar, el in -
térprete, entonces, s¢ convierte en un excavador que vaga-
bundea entre los escombros, y en la medida que avanza en -
la interpretacibn, mis se acerca a una regibn absoluta y -
" peligrosa, pues el propio interpretador ectd presente <n -

el objeto de su interpretacibn,

El intérprete tiene que interpretar a si mismo,

s :‘7ue pa’g 78
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aparezca como objeto de conocimiento que pueda ser amo -

y sefior de los demis. El objeto nunca es dado sino --

construido".

En el esquema del conocimiento la verdad estd -
sometida a una adecuvaci®n, en donde se trata de evitar la
angustia ante lo desconocido, a la que se enfrenta cada -

investigador.,

El cientifico, como tal, no puede decir en su -
discurso sus preocupaciones personales, sino gue tiene -
que ocultar sus emociones y convertir su discurso en obje

tivo.

La ciencia, entonces, se enmascara ¢e una cier-
ta dignidad, palabra magica, que vuelve a una serie de -~

objetos sin interés, interesantes.

Esto nos explica porque son los cientificos --

guienes tienen el gusto de elaborar 1la- Teoria del Conoci

miento.

Pero los intereses m&s poderoscs no son sola -
mente en el entorno de la cientificidad, donde la verdad
por decreto, funciona como garantia, sino en las pr&cti-
cas sociales y politicas donde la filosofia la armolda a su
discurso.

-5l?u6 P9 #6
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pero en ese movimiento de interpretacidn tambifn tiene ~-

gue interpretase a si mismo.

Encontramos pues, tanto en los cientificos, co-
mo en los sohadores, los mismos procedimientos de demos -

tracién impura.

El cientifico contempordneo se funda sobre una-
‘comprensifn matemitica fenom&nica y, a este respecto, se-
esfuerza en igualar la razén y la experiencia . Se encami
na en'precisar, en limitar, en purificar las sustancias =
y sus fenbmenos . La objetividad se determina en la pre-
cisibn y en la coherencia . Lo concreto acumulado sin -
prudencia obstaculiza a la visi®n abstracta y clara de los

problemas reales.

La matemltica es presentada en las aulas, con -

forme al mé&todo axiomdtico, tal como se le ha sistematiza

do y como se ha errado en &l.

La necesidad de generalizar hasta el extremo, -
a veces mediante un s6lo concepto, arrastra a ciextas i -
deas sinté&ticas que estén lejos de perder su poder de se-

duccibn.

Esta corriente ha impuesto a la ensefanza de -
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la matondtica sus exigencia

i

e riger, que poceo 4 poco han

ido guebrantando y danando ¢l espiritu cientifaico.

La mezcla de pensamiento erudito y pensamiento-

experimental es uno de los mayores obst&culos para &ste.

Desde esta perspectiva, la matemitica aparece -
come una superposicidn de nocicnes arbitrarias, cuyo gra-
dual despliegue conduce migica e incomprensiblemente a la

solucifn de problemas cuya naturaleza se desconoce.

La ifez de mecanizacién de las matemdticas, la-
moda del sistema axiecmitico en ella, no son mis que ex —--
presicones directas de una convencidn, cuyd legitimidad se
nos obliga a reconcocer. ?or considuiente, una provosi --
cibén es correcta o "vercdadera" si se puede deducir de los
axiomas cacdos mediante un métode lbgico, de la manera ge-

neralmente admitida. Con ello, se obstaculiza al estu ~-

diante su posibilidad de errar.
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NOTAS

1.- Bouveresée, Jacques. " La Philosophie de Ludwig -
Wittgenstein ou Therapentique d' une Meladie ~—-
Philosophique”

Cahiers pour 1. Analyse . Véase edicibn citada en -

1 bibliografia.

1.1 P&g. 179, literalmente dice ( Sorgen filir Sich Sel =-

best)

1.3 Pag. 184

1.4 Wittgenstein, Ludwig Bermerkungen {iber die Grundagen -

der Mathematik's.

1.5 pag. 184
1.6 P&g. 182
1.7 p&g. 183
1.8 Pag. 177
1.9 Pag. 185

1,10 P&g. 189

2.- Pink, Bugen. La Filosofia de lNietzsche. VEase edicifin -

citada en la bibliografia.
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2.1 P&g. 34
2.2 P&g. 35
2.3 Pég.‘39
‘ 2.4 P&g. 39

3.- Fink, Eugen. Oasis de la Felicidad. V8ase edicibn

citada en la bibliografia.

3.1 P&g. 23

4.~ Foucault, Michel, Microfisica del Poder.- Vedse -~

edicibn citada en la bibliografia,

4.1 P&g. 114

5.~ Nietzsche, Friedrich. CrepGsculo de los Idolos. -

Vedse edicibn citada en la bibliografia.

5.1 P&g. 41

6.~ Nietzsche, Friedrich . El Nacimiento de la Tragedia

Vedse edicibn citada en la bibliografia.

6.1 Pag. 224
6.2 P&g. 220
6.3 Pag. 222
6.4 P&g. 226
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6.5 Pag. 227

7.- Nietzsche, Fraiedrich. La Gaya. Ciencia. Vedse edi-

‘cifn citada en la bibliograffa.

8.~ Wittgenstein, Ludwig. Truactatus Locico~-Philosophicus.

icidn citada en la b:bliografia.

9.- Provisionalmente: Regibén es un subconjunto ded a -

bierto y conexo.

Un conjunto es.conexc si tiene una sola componente.
Cna funcidn de@ end es coniorme si preserva &ngulos.

Conforme es una condicidn mis d&bil que "preserva -

distancias", es decir ,

Co . i
Si plen. a (£ (zy) , £ (22)) # 4 (z;, z,)

Se ticne, sin embargo, que:
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a ( flzd, £ (z)) ) =k Fz,, z,e C

d(z,, 22)

10.~- Simplemente Conexa: Sin hoyos: i.e., el complemen

toc es conexo.

11.~- Las curvas cerradas que " no tienen saltos™ se lla -

man ( curvas de Joré&n.)

12.- WYity= ™t o CosTTt + i sen TT ¢t

13 .- La composicifn-de funciones continua es continua. -

1.0 mismo para conformes y para 1-1 . Esto es trivial

La inversa de ‘Pl se supone continua, conforme y 1-1.

Esto depende de los problemas 3,4 y 5.
14.- VEase anexo I.

15,~ Intuitivamente dice: £ (A) < A

origen -—3 origen

Una funcién f es analitica en la regibn (L si estd

definida y tiene derivada en cada punto de { L

Una funcibn analitica es simpre uniforme.
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.Una funcibn uniforme es la gque estd bien definida

16.-Una funcibn es topolbgica, si y sblo sf, £+ €5 -

continua, de modo tal, que si los mapeos son topo
16gicos resolvemos, entonces, el problema 5. La -
equivalencia entre topolbgico, conforme y anali -
.tico es inmediata a partir de la discusibn del pro

blema 4.
17.,~- Véase Anexo 1l1l.

18.~ Véase Anexo lll.

19.~ VEase Ahlfors, Lars. Complex Analysis.
l1a. edicién, cap. 3, Lema 1, pag. 93

20.- Véase la demostracibn en Ahlfors, Lars. Complex Ana-
lysis. la. edicidén , Cap. 3

(Integral Compleja ) Teorema 6, P&g. 95

21.~ Notacibn:
si ¥ ~v b’; ( mod N ), Sfdz= Sfdz
% 2%

22.- Véase anexo IV

23.- Véase Ahlfors, Lars. Cbmplex Analvsis
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la. edicidn, cap. 4

Teorema 8, secc. 4.4.

24,.- Vease Ahlfors, Lars. Complex Analjsis. la. edicibn,

i

Cap. 3, Lema 3, Secc. 3.2.

25.,~ Esta desigurlduéd =rueba fundamentalmente que todas
1ae derivadas sucecivas de una funcibda analitica -
no vueden fer ariitr-rias; tienen que existir sienm

vre un ry un M tzles que la verifiquen,
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ANEXO I

Pruebese mediante el lema de Schwarz que toda apli .
cacibn conforme biunivoca de un disco circular sobre =

otro viene dada por una transformacibn lineal.

Sea M e @ una regidn simplemente conexa

Sea z, & N
sean ©, ¥ : N - A

( A={ z ed/ [z_,|<1})

tal que i) gp. es 1-1, suprayectiva y analitica
Pize) =0

(i) Pliz,) > 0

F=(QoR'):A—->A es1-1
Suprayectiva ( y obviamente holomorfa )
G=(Po®" )i A>A es1 -1

Suprayectiva ( y obviamente holomorfa )

i
jo’

F (0)
G {0)

il
o



Por el lerma Je¢ Schwarz

Flz) £lz1 ¥zed t 1)

tal que 1P (W) i= lwol

entonces F {(z) = cz cen ce ©

tal que |C| =1

Ahora, Sca ze A ;
z = g Ftz) )

entonces " zIi=1G (F (2} }< F {z) . (2)

Por el lema de Schwarz

de (1) v (2)

tzt1 =1{F (21 ¥ z e A
entonces ¥(z}) = Cz {tct = 1)
y G (2) =1 2
c
i.e.
¥ ze {L

cfiz) = F (L(2) )

= (Lo ) ( Yizy) = Yz



entonces Lizy = ¢ @)

Y Lilz) =c
@ (=)
como ‘P.'(z,) > 0 Le=1
Fl:)y =2
G (=) =z

)
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ANEXO 1II

El Lema de Schwarz es un corolario del principio del
miximo, si aplicames el principio del m&ximo a la fun --
ci6bn £, (z) = £ (z) para z = 0, f' (0) para 2= 0 se

A
obtiene el Lema de schwarz.

El principio del méximo afirmea:
Si £{ z) es analitica en un conjunto cerrado y aco
tado E, entonces, el max ! £ (z)!Se toma en la frontera

de E.

Demostracifn:

Puesto que E es compacto | f (z)ltiene un méximo en =
E., Si £ (z) es constante, la afirmaci®n del teorema es -
trivialmente verdadera, para la frontera de E es no vacic.
Supongamos que el m&ximo fue tomado en un punto interior
Z,- Entonces | f (z,)| Serfa también el maximo de | £(2)| -
en una vecindadlz—z,\ﬂs contenida en E. Pero esto es im-
posible a menos que f£(z) sea constante en la vecindad,-
y entonces f (z)}) es constante en todas partes de la re -
gién de definicibn ( recalguemos que £ (z) es analitica
en E si estSkdefinida y analitica en una regidn cque con
tiene a E). Por lo tanto el maximo as siempre tomado en

un punto de la frontera.

Regrezando a la formulacibn dada en e¢l teorema, ob-
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servamos que la aplicacidn mds natural es la del caso
dado cuando E es una regibn cerrada. Encontramos que -
una funcibn,la cual es analitica en una regibn cerrada
tiene su méximo en la frontera de la regifn. Para algu
nas ablicaciones es importante darse cuenta gue la hi-
pbtesis del teorema puede debilitarse, Es suficiente -
suponer gue £ (2) es continua en la regibn cerrada, y -
analfitica en la regidn abierta. La continuidad en las -
regiones cerradas y acotadas asegura la existencia de -
un maximo, y la analiticidad en la regifn abierta impli
ca que el miximo no puede ser obtenido en un punto in -

terior aungue la funcifn se reduce a una constante.

Consideramos ahora, el caso de una funcidn f(z) que
es andlitica en el disco abiertolzl< R y continua en el
disco cerradolzl4 R. Si se sabe que | £ (z)!< M sobre -
l1zl= R, entonces f (z)#£ M en todo el disco, por el co-
mentario anterior. ' La igualdad sblo puede ser cierto -
si £ (z) es una constante del valor absoluto M. Por =--
eso se s;be gque si £ (z) toma algGn valor modulo < M,-

estd esperado que un mejor resultado puede ser dado.

Demostracidn del Lema de Schwars.

Aplicando el principio del méximo a la funcibn de-

f, (z) lo cual es igual a £ (z)
2
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para z # 0 y a f' (0) para z = 0. En el discolzl=

su v s = .
r « 1, su valor absoluto es =z i ; por consiguiente

£, (2)1 e 1}
r
a 1 tenemos gque (£, (z)| £ 1 para todo 2z , y esta es

para 1zl <« r. Haciendo gue r tienda

la afirmacidn del Teorema.

Si se verifica la igualdad en un solo punto, signi-
fica que | £, (z)!alcanza su miximo y, por tanto, que ==

f, (z) dcbe reducirse a una constante.



ANEXO III

~ DEMOSTRACION:
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sea n (R) = £ (z) 4z
M (R)
Dividimos R en R(')  Rr{2) R0 L(4)
. (a.d) (b.d)
— —
’ A
' B i el ' {
! | |
——————t e e et B
e e
! T *
FEY g atd) i
; !
i
Y f v
—— 5 ———
-------- 2.1 b.c)
¥ 1
' 1
a b



(2))

n (m) =n &)+ n (R + n () + 0 R

para alguna k ( k= 1,2,3,4 )

| n (R(k))|2 L|n (R} . Sea R, aquel para el que -

esta desagualdad vale.

:3eguimos este procesc y obtenemos
RD R13 R2=...:>Rn3... con la propiedad de:

In (R)I2%1n (R _,)!
o lo gque es 1lo mismo:

’H(RnHZ‘l | n (R)
40

Rn-> z* cuando n—»co en el sentido siguiente:
R~ estd contenido en una vecindad t z-2*1¢$ para n>N
Sea & tal gue :

(i) £(z) sea analitica en|z-z*|< &

ii) Sie>0 estd dado, entonces:

£(z) - f(z*) =~ £ (z¥)|'c e
z-z*
& | £(z) - £(z*) - (z-z*) E' (z%)]|< e z—z*

para | z-z*{<§



Yy entonces:

n (Rn’ = ([f(z)—f(z*)-(z—z*)f'(z*)] dz

Y,

P(Rn)

fn (R O)ie e\Fz-z*bldﬂ

P(R)

i z~2z* es menor o igual que la diagonal dn de R,.
sea Ln el perimetro de Rn' entonces

lz-z*i-ldz g d Ly

r (Rn)

4™ ™n (R)y 2 !n (Rn)iced L 4~ 7

In (RY}<CLo

como e es arbitrario

In(R)t =20
Q.E.D.

24
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rara demostrar A se tiene:

a) Sea f£lt) =u (t) + iv (t} continua , definida en -
{a,b) por definicién b b
£ (¢) dt = ul{t) +°
a a
b
v (t) dt
a

b) Sea ¥ el arco cuya ecuacibn es z=z(t)

a=t=<b. 8Si £(z) estd definida ¥y es continua sobre

X entonces ., J f (2) 4z
¥

b
=LY £ (z (£) ) 2' () dt
a

Teorema J‘pdx + gdy definida en 1
)
s8lo depende de los extrenos ¢;¢3x1 (X, 3)

en ) 3t o U

X

i
K

- 2 U g
o v
£(z) dz = £ (2) dx + i £ (2) d y es exacta si 3 Fen. ()L

¥ O F =f
o x

= if es decir , F satisface

o F
oY
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las condiciones de Cauchy —-Riemann

A partir de ello, como

£ (z) =1 y £ (2) =2 son derivados de funciones -
analfticas, las integrales s6lo dependen de los extre

nes, por lo que se cumple A.
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ANEXO IV

NOTA DEL LOGARITMO.

las propiedades y la definicibn de la funcibn exponencial

z . .
e” son conocidas, en donde ré&pidamente podemos afirmar cue:

+i x
z _ XHiy

e = e {(cos y + i sen y ) ( z=xiy)

de donde leZl= X = oR€Z

arg (ez) = Vv = 1ln z

A partir de esta funcibn es posible plantear la siguien -

te ecuacién: dado zee €, 2, # 0 ancontrar W, € £ tal cue

Bsta ecuacibn tiene solucibn desde el momento que la fun
cibén exponencial es suprayectiva. Si denotamos ¢J,=1lnz, es-
to, aparentemente permite definir otra funcibn del planoc com-

pPlejo en si mismo, m&s aln, &sta seria la inversa de la fun -

. . Inz
¢cidn exponencial ya que, claramente e ° =2,

S8i regresamos a nuestra ecuacidn original,

e® =z, de la cual W = &, es soluci6n observames

gue ewo+ 2TMi o, Mds aGn  w,+ 2nTTd _

2o Mnel



98

A partir de esto se comprueba que la relacifn -

JIn zg= @b no define una funcibn yva que Ir z, =04/, + 2nlli -

“o

_Lo finico que se puede concluir por el momento es que nuestra
ecuacién tiene una infinidad de soluciones.

L]

Si denotamos Az = { z e/ z = 1In z,,]

la "imagen" de z, bajo la asociacibén 1ln. ( también se puede -
pensar como el conjunto de soluciones de nuestra ecuacidn )} -
sabemos gue existe un Gnico elemento o, & A que satisface

- =TT < in («¢.)¢TT. A, es el valor pringipal dc¢ lnz.( lo denctare

mos = L (2z,)

asf , ¥ zeh, ne , n (z) tal aque
z= L (z,) + 27T n (2) 1 ; es decir,

-y

inz, = L (2,) + 2RTTi para alquna R e /L

Si para la funcibn exponencial e: C — C

definimos _ﬂ.={z eC/-TTe lnz.g_TT}

Entcnces e/u = et LL— g - {03 establece una i1nyeccifn entre
la "franja" (L y todo el plano compleio, excepto el origen. -
BEs una demostracién trivial que L: @ - iO} —

1

es precisamente (efl)

C:to significa cue N z2e €, Li{z2)efL .
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