


 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 





F2 objetivo del material que a continuación se pro• 

lenta es mostrar la importancia de loe métodos de integración -

numérica en el terreno de la Física al estudiar el problema de 

las termo-corrientees cónicas. 

Aunnue el problema fíoicn traducido a un lenruaje - 

excltisiaF+mente nntemátien cnnsinte en la estimación de paráme--

tros involucrados en la curvo de termo-corrientes iónicae  

se reniaerirg hacer notar la importancia de la integración numér„1 

ce, pues ciara 1n estimación de dichos parámetros, se non presen- 
tar imilícit«mfnte el problema de calculer el área bajo la cur-

va rie 'erm -corriente. lonicae, el cual necesita de métodos de - 

inte'¿-r}sri%n n¥inérica para su solución como lo veremos. 

En el primer capítulo Se ha resumido la teoría de la 

in.tnr-rel. ¿e Riemann, la e'ial no es desde luego la parte medular 
ni el rt.jr ivr c'e este trRbajn, pero sin embargo no;, provee alga 

no e rr's-', lt.ac'" e que nrcrFiteremne para los capítulos posteriores, 

En F1 segundo capítulo se dan algunas reglas elementales y atrae 

q►ás complicadas ocie nos resuelvan el problema de calcular lntegr¥ 

les definidas cuando éstos presentan diversas dificultades, que - 

se mencionar, deede luego en el desarrollo del capítulo. El ter- 

cer ca ..ít.•i10 ce la parte medular del escrito pues además de moe-

trar la i'*¥, ortaneia de la integración numérica, en el terreno de 

].a física proporciono un método para la estimación de los para- 

metros invnl'icrndnn en la ecuación de la curva 1.1.0. y por ende 

resuelve F1 cr^1.1ema físico. El cuarta capítulo resume e imple-

mente el m" ndr de resolver el problema de la estimación de loe 

¥arÁmr'r¥¥ 'r rl íitimo ccp{tino muestra un enfoque estsdietico el 

problema rdr, la estimación de los parFímetros. 
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CAPITULO I 

TEORIA GEI:TETIAL i)E LA INTI'GRAL DE RIE IA1113 

1.1 Concepto c!e área, particiones y funcionen escalonadas. 

TJna área en un número real que nc asocia a una reei'rn 

S o a un cnnjur'.to S del plano. Aquí cuando nos referirlos al 

plano nos estamos refiriendo al espacio euclidiano de dog dimeg 

ainnec denotado por £22 ; hablaremos indistintamente de región - 

S del plano o conjunta S del plano 7 esta significará que  

Scr,2 , 

Desde el punto de vista puramente matemático, esto 

al ;nifica que se tiene una f►incirín a (funci5n área), que naif, 

na ►:n numero real a(S), (el área de S), a cada conjunto S d? 

una colección de conjuntos dada. Una función de esta naturale- 

za cuya nminin es una colecciñn de conjuntos v cuyos valores - 

son niímcrnn rrnlen, se llama función de conjunto. 

El prohlema básico es éste: 

Dacin un conjunto S del plano ¿qué área a(S) le 

asir naremon? 

lentrnmf,t.'cn -para eh,nrdnr este problema consistid 

en partir de ciertas carac+;erí t lasa que el área debiera tener 

y tomarlas como base para definirla, Cualquier funeinn de con 

junto que si, tiefeCa talas caracterícticac re llamará crea. 

áritej cae t ntarl.ecer ]a definición formal para el - 

rev, 	rci 	31 ',11tc^ n 	vaeinnec anerca de l.nf3 conjuntos del 

plano, a ln,^, r'1C11co ?c 1C:n ?)'1Cde z-tnipna.r área. 	Estas oe llama- 

rán Cnn uin`ar mediblec; la cn7.ecri¥ín de esta; conjuntos la de- 



nonf nnrr,mna /! 

Lns pintos que se eetabieaer¥Sn a continuación non - 

permitirán demootrar que las regioneu::deoeritao bajo la gráfi- 

ca de las funciones f: R-¥R con rnediblen y oe pueden calcular 

sud áreas. 

Estableceremos ahora algunos conceptos que ne raque- 

rirdn para la mejor comprensión che la definci6n de área: 

Def inic ián i) Sean x, y 	R2 v consideremos 'el segmento de -

recta Que determinElon puntos s; y y , i.e. connideremon el 

x 	1 	(1 - ek )Sr 	O 	1} la longitud de ente 'neo mento de rec 

te rntcí dado por 	L(s;l - Yi )2 ' (x' - y2 )2] 1/2 	donde ti 

(xl , r.) _ « 	y (yl ► y? ) .. v 

D2finición iii Un conjunto Ac It2 es congruente a un conjunto 

B c.R4 si a) existe una correspondencia biunívoea entre loe - 

puntoe p y p' siendo p e A y p'c B y 

b) ni para tosto par de puntos pr q ¿ A y P',q'E B 

estanrio n en corre')'n(?encia con p' y q en correspondencia 

con q' la lnnnitud del :segmento rectilíneo aue determinan p 

y q eo igual a la longitud del segmento rectilíneo que deter-

minan p' y q'. 

Def pición iii) Un rectángulo es cualquier conjunto R R2 - 

congruente con el conjunto 

{(x1, x2) 	O 	x1 	h, 	O x2 	lc, h, k E R J , 

los lados del rectángulo R serán h y k. 

Ilota: Entiéndase la región bajo la gráfica como la región del 
plano limitada por la íráf1ca de la función y el eje X. 
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1.1,1 Definicif¥n de área. 

Una área es una función A :/¥ --a R que cumple las ai- 
guientes características: 

1.- Para toda SC'/L se tiene que a(S) > O 
2,- 	Si S,TC/`G ¥ SUT y Sn T _A(, 	y además 

a( SUT) _ a(S) . n(T) - a(Sfl.T). 
3.- Si S, T ( `G siendo ST entonces 'r - S E ¥.'`[ y oe tiene 

que 	a(T - S) 	a(T) - a(S) 

4.- Si SC C. y T en conguente con S, también 	c; 

y a(S) - a(T) 
5.- Todo rectángulo R pertenece a 	y si loo lados de R -

tienen longitud h y Ic entonces a(R) = hk 

6,- Sea Q un conjunto que modo que 	SQT 	 (1) 
Si existe uno y sólo un n"mero, c que satisface las des- 
igualdades: 	&(S) < c 	a(T) 	para toda© loa regiones - 
que satisfacen (1) entonces (, es medible y a(a) _ o 

1.1.2 Comentarios a la definición¡ 

El punto 1 establece simplemente que el área de un 

cnnju.sntn es no negativa. Del punto 2 se infiere que el doe 
conjuntos con ajenos el área de la ►:niSn es la suma de las Áreao 
de cada uno. El punto 3 nno dice que si tenemos un conjunto 
S contenido en otro conjunto T y ni considerarnos un nuevo --

c;njuanto el de loa e1enento2 que perterccen a T pero no per- 
tenecientee a 3 , entonces este nuevo conjunto, denotado por 
T - S es medible y el área de T - 5 estará dada por 
n( T) - a(3), El punto 4 asigna áreas iguales a conjutltoo 

con formas y tamarzon iguales. El. punto 5 implica que todo 
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segmento de recta tiene área cero. El punto 6, junto con el 5 

y el 3 son los que nos servirán principalmente para desarrollar 

toda Ya teoría de la integral de Riemann. 

1.1.3 Intervalos y particiones. 

Afinición i.1 	Sean  l 	a, b R talco que a4b • Conoid¥ 

remos el conjunto jx C R $ a .x ;b 3 a este conjunto ce le  

llama el intervalo cerrado (a, b) 

n¥Fjnigjh 	 Sean a, b como en la definición 1.1.3.1 
y connideremon el conjunto 	(;te. R $ a<x <b} a este conjunto 

oe le llama el intervalo abierto (a, b), 

1 fini i6n 1l 	Consideremos al conjunto (x c R t . a<n.4bj 

a ente conjunto se le llama el intervalo nemiabierto por la ixp+ 

auierda (a, b j. 

inic ibn 1.1,3.4 Al conjunto 	:c E R t a x < b 	se le llama 

el intervalo nemiabierto por la derecha Ca, b). 

En el desarrollo de la teoría ce trabajará, muy a me• 

nudo, con intervalo© cerrados 	a,b ) y sobre estos intervalos 

se definirá tan conjunto de puntos xi 	i a 0, 1, 2, ....., n 

con la condición de nue a! xi< b 	para toda 1 s 0, 1, 2, .,. 

.., n , n ente comjunto de puntos ne le llamará partición del 

intervalo Ca, b3 y Qe denotará como P. 

Definición formal de una partición del intervalo a,b 

Sean xb, xl, x2, .... xn 	un conjunto de número© reales tales 

nue 	a 	xo, x1< xS <.. . . . .<xn_i,<xn Q b a este conjunto 
de puntos ne le llama partición P del intervalo [L, b3 .. 



T16tene nue la partición P determina n nubintervalon xo, xl'] 

txi, 72. • • e..... 'n-l' xn). A esta ptarticicin P ce posible a 
abadirle uno o más punton de tal o►serte nue obtcnl,,rmoo otra nue 

va partición P° y --- rota nueva partición P' oc dirá que es • 

un refinamiento do P . i.e., P' en un refin4rmiento de 1' ni 

P P, , coto en , ci todo punto de P cc punto do P' 

1.1.3.6 Ejemplo: Conoiderernoo el intervalo o, 7. 	y oca 

P 	n, i/3, 1/2, 13 	y 

co claro nue P P' i.e. P' en un rerinrri .cato de P 	la par- 

tición P define los tren subintervalon 	 1/I ., 'o, 2. :1 , ¥., 	2 , / t Ej 	¥3 	¥ 

11/1- 9 la . La partición P' define cuatro rt.li)intcrva?.ou que 

con: 10, 1./3 , i/3, 1/2' , 	./2, 2/;¥¥¥ 	¥¥¥/.¥  l 

o 
1,1;5 	Punciones escalonadas. 

Para nuectron propboitoo aquí clefinircnon un tipo co-

pedal de funcionen llamadac occalonc dan o func ionen conc tc►ntca 

a trozos. 

1.1.4.1 Definición de ti  

Una función o cuyo dominio en un intervalo ,n, bb 

oe dice que en una función escalonada al e.:icte una partición 

P s 	u X0 <X 	.<:;¥ U 	de Fa, bI tal que n c.m 

constante en cada nubintervalo abierto 	(:;}_¥ , ¥.1¥) , coto co ti 

en encalonada ni o(.•c) _ ok 	cuando 	 donde c1 

en un valor fijo real y k c 1, 2, 3, ....., n 

En 	 x 	la función o eet5 definida - ilotas 	loe eztremo¥ z _ r k 
e l 	 - 	o x 	o n 	amente n x 	_ a 	( 	) s ce ari 	i pero n ne o 	 ) 	 k 1 	k k 	h 
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- LII ___ ___ ___ __ 	 ___ 

1 i(,tir^ 2. 

1.1.4.4. A1gtna, prezpicdc:dc.^,' Oc Ir: funciones cocalonadro. 

Suponr¥amr,o alto a(.:) 	{;(.:) son fiincionco cocn10-
na1,'zc 3ohre el in1:e' nio rp U ) 

Ii .) 	}I C1 t(::) r n 	entoncnc m(:') ,. 	I '.. iSCabi n en e ;ca1onr 

da  

?.;T') 	if 	f (i:) 	cc una fulnc?. 'n c:e 1n1(. e 	ci. : W:3rV.al.o 
t.. 	 9 

doneé 	i.i 	(:) 	 I: 	c 	::. o 	la .. 	Y . (.) 	y 	?.  

cntoncco u(: ) 	f a o (:) c: u:::. "t:'nc: On ccalona . en el 

i  

Los (3C'taii :) Y 1i (1(?f:In3{;'ieC: (i 	'Q C tO J ciiat2.'o ItOO 

De encuentron en el Apéndice 1, punto 1 

n,?opt.tc¥o c)c 1W1)cr c1efin2. o !.o rete en lz.;c: t:crL f eiñ, 1' 

que es una S'ur:cicn e 	lonr'da v L,nber vi.¥ o cl cnnceptr) c?e hre, 

procederemoo a no i mirlo una areci n ion rr{;initcc de?. pimio que 

decoriben las funcionen encalonidao n(:) bajo ot.t C-, Kifico. nobre 



el Intervalo ta,b] , y a esta área de ahora en adelante la lla- 
maremos integral de la funcihn 	o(x) 	desde 	a hasta 	b 	y la b 
denotaremos por 	js(x)  dx 

1.1.4.5 	Definición de la integral de la función escalonada 	a x) 
sobre el intervalo ra,ba. 

una 	g = t a = xo 	x1 	. 	. 	. 	. 	Un . b] 	la partición 
para la cual 	a (x) : $k 	cuando 	x)c-1< x 	 k se define la 

b 	 b 	 n 
f o(x) dx 	como 	Jo(x)  dx r ¥ ok ¥ lL: 	donde 
a a 	k1 

¿k : xk 	xi:-1 

1,1.4.6 	Comentarios a la definición 1.1.4.5 
n 

¿Por nué ©e define 	S
b 
o (x) dx _ 

a 	 c,. 
ek 4 k 	? 	La 

respuesta e© la siguiente: 

Nosotros nueremoo asignar una área a la región del pla 

no nue niieda bajo la gráfica de 	3(x) 	desde el valor 	a 	hasta 
el valor 	b 	c-mo se ve en la figure 3 

A 

e ea e ------a e e e e • ea — - 

4¥¥o 	X¥ 	Finura 3 	)ti 	Xy xs¥b 



y 
PRrR los puntos aislados oue definen la partición, á 

repi6n debajo de las ordenadas correspondientes a esos puntos 

con simplemente negmenton de recta ntie debido al inciso 5 de la 

definici6n 1.1.1. tienen una área igual a cero y por lo tanto 

el área debajo de la gráfica de e(x) podrá ser calculada me-

diante la suma de lao áreas de lo¿ rectángulos que se muestran 

en la figura 3. Como el rectángulo cuya base coincide con el -

intervalo Lxk-l#  xk) tendrá una área de ek 4 k , en vista del 
axioma 5 de la definición 1.1.1 el área bajo la gráfica será 

skt1k • 	A continuación daremos un ejemplo& 
ka 

1.1.4.7 Ejemplo: Sea el Intervalo CO,  3) y defínase e(x) co 

mo sigue: 	1 el 0< x 1 
e(x) _ 	2 el 	l. x2 

4 el 2<x,53 

La gráfica de esta función define tres rectángulos R1, R2, R3 

con Rl nue tiene área a(R1 ) a 1 , R2 con área a(R2) . 2 y 



1.2 Sumas superiores e inferiores, definición de la integral 

de Riemann v funciones Riemann integrables. 

Como se ha mencionado anteriormente, estamos intere 

lados en calcular el área de ciertas regiones de R2 , hemos -- 

visto en la sección 1.1 una manera de calcular el área de.regiª 

neo del plano nue describen lao gráficas de las funciones esca- 

lonndae. Nos gustarla generalizar un poco más esto para calcu-

lar brea de regiones más complicadas, tales como las que deecrj 

ben lag gráficas de funciones no escalonadas o que no son cone-

tantee a trozos; a este tipo de regiones será más difícil calcu 

larles su área va aue no podremos hacerlo con una suma finita - 

de área de rectánrruulos. Sin embarro exiotirbn una infinidad de 

funciones para lar, cuales se po.iró calcular su área mediante di- 

vernos métodos como non aproximativos, exhaustivos y teóricos. 

Los métodos aproximativos se estudiarán a lo largo de todo el - 

capitulo II: los exhaustivos los veremos en la siguiente sección 

1.3 y los téóricos los veremos en la sección 1.5. 

La idea para calcular el área de dichas regio-

nes será definir dos funciones escalonadas tales que se aproxi-

men a una función dada tanto como oueramos, una de las funciones 

escalonadas se aproximará por exceso a la función dada y la otra 

por defecto; para aclarar esta idea consideremos cualquier fun- 

ción f*11i4R tal eme f esté acotada en el intervalo (a,b , - 

i.e. existe un número no negativo M tal aue tf(x)I 	M para 

toda x E [a,b3 . De ahora en adelante trabajaremos con funcio- 

nen acotadas. 

Consideremos fi R..♦R tal aue 	 f(x) 	M , K0 - 

para toda x E La,b, y sea P ta  = xo (xl (x;¥(. . . . t xn• b) 



u . 

Urna partición arbitraria del intervalo 
IR, 

b] , puesto que ! 

está 	notada en la, bJ f 	está acotada en el oiibintervalo 	- 

N-19 xkj 	k r 1, 2• 	3• 	.... 	n 	, 	tea ?dk a 8up f(X) 	Y 	- 
x¥Zx•., Mk r inf f(x) 	y def'lnaoe 

e (x) 	= mk 	oi 	x C (xk-1. xk 1.2.1 
s(a) 	= ml 

Y 	t (x) 1Gk 	si 	x 	c? 	("k-L' Xk 
t(a) 1,11 

es claro nue 	e (x) f (x) 1E t (x) 	para toda x( ta,b) 	y que 
las funciones 	o y 	t 	Don escalonadas 

5(x) 
Ç(x) 
't(x).......... 

rigura 5 4 x¥ b 

Vt1aee en 	la 	fi¥ezra 5 nue la re ie n nue describe bajo su gráfica 
f(x) 	ntleda contenida entre las re'ionea one describen baja sus 
gráficas 	o(x) 	.y t, (x) . 	Denotemos por 

b 
Jf(x)  dx a el área ba 

j rl 	la curva f(z) 	: para cualquier partición P 	y cualquier par 



de funciones definiciafl Como e Y t referentes a P se oum- 
ple la siguiente desigualdadt 

b 	 n 
mk Q xk 	f (x) dx  

donde Q zk a xk - xk.1 
Y recliérde©e niie segiín la sección anterior 	¥n mk A xk 

n 
k.l 

y 	Mk Q xk 	son el área bajo las gráficas de s(x) y - kl 

t(x) respectivamente. Ahora dado nue las úreas ¥n 
Tcsl¥ ¥ xk 

y 	t mk Qxk 	dependen de la partición dada denotaremos a k. l 

n 

	

Ymk A xk 	como L(f, F) 

n 
y a 	lUk Axk 	como U(f, P) 

ka 

donde a L(f,P) se le llama la suma inferior de f respecto 

a P y a TJ(f, P) se le denomina la suma superior de f res- 
pecto a P 

Ahora sean Pl y P2 dos particiones arbitrarias 

no necesariamente iguales; en base a lo anteriormente expuesto 

se tiene nue 

L(f, Pl) 	¡bf (x) dx < TJ(f, pl ) Ja 	¥ 

b 
y 	^ue L(f, P) G J f (x) dx C U(f, P2 ) 

0 

b 
de donde L(f. Pl) 	

Sa 
f(x) dx 4 U(f, P2 ) 

i.e. , se obtiene el siguiente teorema 



la 
Teorema (1.2.2. 

Sea f: R-4R una función acotada sobre el.lntervu-

lo Ea, b2 sean Pl  y PF particiones del intervalo ra, b] con 
P1 y Ph arbitrarias, entonces 

	

L(f • Pl) 	Sbf (x) dx S U(f, Pi; ) 

y por lo tanto 	L(f, P1) 	U(f. P2 ) . 

El teorema antera or nos asegura rnie cualquier puma inferior es 
atanor o ip' al nue rlualntlier suma superior y además que el valor 
de 	jf (x) dx siempre está entre cualnuier suma inferior y - 

a 
cualnuier suma superior. 

A continuaci(in se enuncia y demuestra otro teorema 
que nos ser{ 'ít il. 
Teorema 1.2.3 

Sea F  un refinamiento de la partición 

P - la = xo<x1(X2 . . . . . 49% . b1 
del intervalo Ça, b) y sea f una función acotada en el inter- 
valo la, b] , entonces 	L(f, P ) L L(f, P' 

	

y 	Vif,P 	Y(f, P ) 

Para probar lo anterior supongamos primero oue Pr tiene exacta- 
mente un punto más mue P an alg n subintervalo t-Xi-19 xi, 9 
l 	 i= n , denotemos este punto como xx  , y ahora consideremos 
P 	r te► . Xo <xl  <x2 ....... L xi-1 <x«€xi .... txn  a b 

wl  _ inf f(x) 

w2 c inf f(x) 
xE 
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por como ne encor ieron w1 7 V2 , wl> m1 ,y w, tmi 	ye que 

mi s nf f(x) . Ahora calculemos la diferencia: 

i-_ 
L(P', f) - L(P, f) _ 	mk A Xk 4 vll (x* - x i-1) 4 k_1 

w¥(xi - x*) 	mk 	Xk  
k¥i 1 

Zmk nxk 

w1(xi-xi-1) 4 w2(x1-xe) - mi(xi 



u 

de donde t 

	

D(f, r) 	U(. P) 

lo cual demuestra el teorema para el caso en que I 	contiene 

• un punto más nue P. 

En el cano de nue PR contenga más de un solo pun- 

to, dif-amos, k puntos el proceso de demostración se repite k 

• veces v obtenemos lo deseado. 

1,2.4 l finici6n de la integral de Riemann y funciones Riemann- 

integrables. 

Sea f: R---PR , f acotada en el intervalo ra, b] , 

denotemos como 	3r(x)  dx 	al irtf U(f, P) 	y 

b 
jr(x)  dx 	al sup L(f, P) 

Se dice -ue f es Riemann integrable sobre el intervalo a, b 

b 	b 
el 	$f(x) dx _ 	S f(x) dx 

a 	 a 

y la integral cie Riemann de f sobre ta, b] será precisamente 

b 	 b 	 b 
f f(x) dx = 	f(x) dx 	= 	f(x) dx 
a 	 a 	 a 

1.2.5 Comentsarior a la definici¥n: 

nrv:aee coro inf U(f, P) el Snfirao de las eu=ae 

j.JFcrir,res sobre tordas las ponibleo parcíciones de Ca, b] y de 

manera similar slip L(f, P) al supremo de las sumas inferiores 

sobre todas las posibles particiones de [a, b]. 

En el teorema 1.2.2 se vih que 

• 	L(f, P1) 	rbf (x) dx 	ü(f, P2 ) 	para toda I'1 ,y P2 arbi- 
Ja 



trariae# por lo tanto esta deeigualdad se oigue conservando cuaj} 

do se toma el ínfimo v el supremo, en decir, 

b 	 b 	 b 
Saf (x } dx 	L(1', P) 	Jf(x)  dx G inf U (f , P) s ír(3¥ dX 

b 	 b 
por lo tanto cuando 	r f (x) dx s J f (x) dx 

Ja 

se tiene la definición 1.2.4. 

Una vez definida la integral de Riemann y habiendo 

hecho las observaciones pertinentes a la definición 1.2.4 pr_ 

cederemos a enunciar y demostrar el siguente teoremas 

1.2,6 Teorema; Una Función f acotada sobre el intervalo fa, b) 

e© 	Riemann-integrable si Y sólo si para cada E > 0 existe una 

partición P riel intervalo ta, b) tal oue U(f P) • L(f,P) 4 
Prueba: 

Supóngase dada £>0 existe tal partición de (e, bb 

En vista del teorema 1.1.2 se tiene aue L(f,P1) 	U(f,P2) 

para toda Pl y P2 particiones arbitrarias de La, b] y en 

partic+llar 
b 	 b 

!f(x) dx _ sup L(f,P1) 	inf L(f,P2) a jaf(x) dx 

por lo tanto 

L(f, P) < sup L(f, P1) L inf U(f, P2) 	U(f, P) 

entonces 

0 	inf U(f, P2) - sup U(f, Pl ) 	U(f, P) - L(f, P) t ( 

jbf (x) dx - 	 f(x) dx e inf U(f, P2) - sup L(f, P1) = 0 
a 	a 



PI 

•¥• 	 f(x) dx s jaf(X)b 	dx 

por lo tanto f en Riemann-integrable. 

Supongamos ahora oue i' es Riemann-integrable es decir 

	

bf 	dx : 	bf (x) dx . 	b x dx  Ja 	 Sa C ) 

entnnres existen particiones Pl y P2 talen q¥ie 

	

b 	 b 
U(f. r2) - Jr(x)  dx c 2 	Y 	f f(x) dx - L(r. P] )< 

	

a 	 a 

v sttr►pnrio Botas dos 4ltimas deeifptialdades se tiene que 

u(f. r2) - L(f. PI ) 

Ahora formemos la partición P uniendo todos los puntos de pi 

Y Pa v claramente P es un refinamiento tanto de Pl como de 

P2• en vista de los teoremas 1.2.3. y 1.2,2 se tiene que 

L(f e P1) < L(f, P) 	tr(f, p) 15 U(f, p,?) 	entonces 

IJ(f, P) - L(f. P) 	U(f. P2) - L(f, P1) ¥G E 

Y con esto el teorema rueda demostrado. 

Las funciones Riemann-integrables tienen diversas - 
propiedades le a continuación enunciaremos: 

1.2.7 ,pean fl y f2 funciones Riemann-integrablee sobre 

entonces 	1) fl 4 f2 es Riemann integrable y además 

b 	 b 	 b 
Ja ¥fl 

 
4 f2)(x) dx II 	

la 
fl(x) dx 4 	

Ja 
f2(x) dx 



m 

J

b
f1(x) dx 

a 

b 

J f(x) dx 
a 

11) 31 c es una constante entonces e fa es Riemann-integra- 

vÍ Ifll es Riemann-int.egrable en (a, b) v 

b f1(x) dx < ralfl(x)¥dx 
b 

Pr'zeba de i) . si fl (x) 7 f2(x) con Riernann-integrables - 

tales aue 

PO a P1 U1'2 

n"ie pertenecen 

L(f1,F1) G L(fl, P')  

en vista de 1,2.3. Pnr lo tanto 

TT(r1, PO) - L(f1, p7 ) y lr(f1, p1) - L(!1, P1) 
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ee decir 	9(fl, 	- L(fl, p*) 	y de manera sim& 

lar U(f2, P*) 	- 	L(f2, P) 

Sumando estas deigualdadea ee obtiene: 

s(1, Pes) 	; 	U(f2 , PO) 	- 	L(f1, P") 	- 	L(fp , Ps ) 	1.2.7.1 

Ahora sea P : ta - xn<xl t 	......e <xn . b3 	um 

partición arbitraria del Intervalo TA, bI . 	Sean 

mk = 	inf f1(x) M. _ 	eup f1(x) 
Xtr4.%.X.11) *1[w4,x.] 

= 	inf f2 (x) M ' 	e 	a»p f'(z) 

c 	inf $t1 } f2) (x) 	ük 	_ 	eup 	(fl } t2) (x ) 
x¥It¥byXK¥ 	 1¥t¥•¥] 

entonces ee tiene nue 

m mk' 	Tk 	y c ue 	btk 	Zis 	} ►1 f' 

(ver In propnsicihn 2 del apéndice l). 

U(fi } f2 	P) 	_ ¿rbtk A Xk 	G 	n (u 	4 	,) A* k k_1 	k 

Fik 4 xk 	} 	+ Q xk } 	. •,¥ 
k. k.l  

i(fi 	P) 	U(f2* 	P) entonces 

U¥fl fu, 	F) U(fi, 	P) 	4 	U(f2, P) 	para toda P 	1.. ,7., 

L(r1,p) L(f2,P) 	c n m¥CAxk 	4 	¥.mk'Qxk 	s 1 	k-1 ¥n (mk f mk)AxkYr7 
n 

1mk axk- = L(fl 4 f2, p) 
ks 
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entonces 	L(f1, 11 ) + I,(f2, P) < L(f14f2, P) para toda P 

Ik l.; í(l n al teorrm(t 	1.2.2 

Lf '2r ]') 4 L( f; , P) 	L(f•14f;?, P) ^ i1(f14f21P) s U(fl,P) 1 U(f2¥P) 
entonces 

U(fl f2 r p) - L(f14f2.P) ` u(fj,P) f  U(fR ,P) - L(fi,P) - L(f2# 

para toda P. Por lo tanto, en vista de 1.2.7,1 

IT(f14f2,11) - L(f1jfp,P*) 	u(f l ,Ps) } U(f?,P*) - L(f1,P*) - L(f2,P#)4E 

entonces, 	(f1 4 f2) (x) en Riemann integrable debido el teore»s 
1.2.E 

Ahora por otro larlo debido a 1.2.?,2 	1,2.7.3 y 

al tenremn 1,2.2 nc tiene la siguiente desigualdad: 

b 
L(f1,F) 4 L(fn,P) 	L(f14f2 r r) 	j(fj4:r,, )(x)  dx L U(f14f2 ,P) 

tI(f1,p) 4 [F(f:?,P) 	para toda P 

Sean P' y P" particiones arbitrarias de ta, bJ 

Y 8en P = P' UP", ya oue I en refinamiento tanto de P' como 

de P" e]. teorema 1,2.3 implica ocie 

L(f1,P•) } I,(f2,P¥') 	L(f,P) { 1.(f2 iP) E L(fl4f20 P) 

b 
4~f  (f1{f2) (x) dx t t1(f1{f2.p) 	t (f1,P) i U(f2vr) a 

U(f1,P') } U(fo , P") 	 1.e, 

L(r1,P') { L(f2rP') 	b̀ (f1jf2)(x) dx 	U(f1,P') { U(f2,P") 
`Éi 



a, 
en particular iie tf n 	 n,,,.,,¥¥,,.¥  



a 
entonces 	c p(rl, i - a L(tl, ¡*) e E 	de donde 

v(orl, p) - L(of 1,P ) 	o  

Por lo tanto nuevamente en vista del teorema 1.2.6 o rl es 
Riemann-integrable. 

Además se cabe que 



e L(f1,P0) 	e Jbtl (x) dx 	!ba f1(x) da 	a U(fl @PO) 	1.2,7.9 
s 	• 

en cuyo caso 

1e f1(x) dx - c)abfl (x) da 	o U(f1,P%) - o  

y por tanto 	Jo  fl (x) dx : c ffi(z)   dx 

Tanto en el caso 1.2.7.8, como en el 1.2.7.9 ee tiene que 



ay 
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Las Si f e• Riemann-intecrable sobre el intervalo Ç. B) 

v el intervalo [a. b) C[A. B entonces f eo Riemann. 
integrable pobre £a, b). 

Pruebas 	Ya nue 	f 	ee inteRrable pobre [A, B'l 	para cada E!O 
existe una pArtici6n 	P 	de TA, B] tal nue 

U(r. 	P)  
I 

Sea 	Pl 	la particion Que se obtuvo al agregar a 	l' 

loa puntos a, b , entonces 	P1 	ea un refinamiento de 	P , y - 
por tanto 

U(, P1) 	- 	L(f,  , Pl) 4 

Sea 	P1 	: Pl n (ar b) 	i.e. 	si 	xr, xr§1, 	...... 	. xr} 	uon 

puntos de Pl 	en [a, bl 	entonces 	Pt a Can xr 	xr}1 	.... 	xr}e'B 
Ahora 

U(1, to Pi) 	- 	L(f. P') 	- 	r 1 	 (2S1c - mk ) Axk 
kcr¥ 

s 	 (t T; -mk)AXk 
k_l 

U(f, Pl) 	- 	L(f, P1) 4 

.. 	f 	es Riernann-integrable sobre la, b] 

Prueba de iii) 

Sea 	Pl 	una partición de ta, c 	Y 	P2 	una parti- 

ci6n de 	fc, b] , entonces 	P a P1 V P2 	ea una partición del in- 

tervalo ta o bi . 	Por I.cn tanto 

L(fl, P) 	s 	L(fl, Pl) 	4 	L(fl, I2) 



tu 

.pero 

LUI PP) s L(f1,P1) 	4 L(fl,P;►) rc!1(a) dx 
1n 

fi(x) dx 

por lo tanto, tomando el nupremo sobre todas lao poeiblee parti• 



b 	 b 

	

fafi(x) dx 	r̀ f2(x) dx 
a 

Prueba de v) Def inanse f i 

, 	f2(x) ni 
f1(x) 

0 	el 

entonces fl f fl y 

27' 

9e• 	P r fas 7o < 714 x2<• • • • • • < xn • b3 "ni particién arbi- 
trarla del intervalo t. b) , Sea 2Rk s eup h(x) , (n4teee 
Que L JP O , para toda k)# entonces  

n 
U(h' P) a 	IIk Axk 5 O ini 

Por lo tanto 
b 

5
h(x) dx 
a 

pero como fl y f2 son Riemann-integrableo, por i3 e ji) 

h(x) es Rirmann-integrable lo cuu1 implica que 

b 
3h(x)  dx _ rh(x) dx . 4 

A 	 A 

Comhinnnc!a esto nuevamente con i) 

• inf U(h, P) l O 

e ji) 

b 	 b 

5 (f1- f2)(x) dx ! .ínhcx) ¥! 0 



Prir:nern 	ntrr.nrPnns 	c' 	ni f 	es ftieriann-intetcrable 	sobre  

a # h 	entnncr s 	f 	en Rífmann integrable sobre 	a, b 

3 An 	It)c 	a 	n►.Ip 	f 	(x) : 	inf f1(x) 
IrCPsh.XIIj IIsj 

Mk 	a 	attp f1(x) mk . 	inf fl(x ) 
xte 	KM¥ 

M* 	- 	sup f x) r'k 	s 	inf f(x) 

vn 	r" 	f(x) 2 0 	'r 	r1(x) 

Y mk 	:0 

en 	oriee¥s 	1-'k 	- 	MI, 	< 	1,i k - 	mi, 

por ln t•nto 

U(fl, 	F) 	- 	L(fi, I') 	y U(fl. 	p) 	- 	I,(f1, 	i) 

por Iiii-, iitesis 	or. 	'te.dc 	concluir nue dada 	f>0 	e ite 	i 	- 
tAl nue 

'(r1, 	pci) 	- 	L(fl, 	F't) 	U(f l . 	Pfi) 	- 	I(1, 	1'&)At 

. • . 	fi(x) 	er, 	íticnann-inteL;rablc :?obre ta, b¥ 	de acuerdo con 

el 	fro' 	nA 	l..6 	• 

( orno 	4(x) 	t'1(x) - 	fi(x) 	se tiene que 	titxj 

ee tr{snbi(n itiemnrn 	interable sobre 1a, bl 	en vista de 	1) 	v 

ji) 	v 	e'r n 	cntl.,7eci,iencia 	(f1 = 	fi - 	fl 	también eta Riemnnn 
intet roble en Cap b, 

Por otra parte se tiene nue 	-f1() 	'fi(x)' 	y que 

fx) 

	

If,(x 	v en virtud de ji) 	y 	iv) 	obtenemos que 



e" 

b 	 b 	b 
- r fi(x) dx 	 -fl(x) dx 	JIfi(x)Ldx J8 

y ¡fl(X) dx : ¡(t1(x)I  dx 
a 	 Q 

b 
entonces 	

lia 
fl(x) dx 	< (¥ 
 ala 

1,3 El método de exhaustaci6n y ejemplos de funciones que no 

son Riemann interrablea. 

1.3.1 El método de ex'hau:►taci¥in. 

Hemos visto en secciones anteriores que dada ft R -*R, 

f Riemnnnn-integrable en el intervalo ta, b' , existe una parfi- 
b 

cian P del intervalo a, b] tal nue L(f, P) < Ja f(x) dx 	U(f,P) 

con U(1, P) - L(f, P) 4 E, , esto da idea de que de alguna ma. 

nera se pueda ir aproximando L(f, P) (o bien U(f, P)) al ver- 

defiero valor de b 

S
f(x) dx 	hasta alcanzarlo completamente, 

a 

variando P. Para variar P , la consideraremos como una función 

de n y la denotaremos como Pn, después.procederemoe a tomar - 

el limite de Pn cuando n ---boa y mediante este proceso sobre- 

b 
mos el verdadero valor de 	if(x) dx . Desde luego este no es 

a 

un método general pues tiene muchas limitaciones las cuales apa-

recerán en el desarrollo algebraico del método. En esta sección 

no intentarem's dar ninr.una ,justificación a este método, sólo lo 

exhibiremos mediante ejemplos. Sin embargo la justificación se-

r& consecuencia de uno de los teoremas de la sección 1.4. Teóri- 

camente hablando, ente método se podrá aplicar a todas las fun- 
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clones que sean continuas en el intervalo te. b1 o al menos que 

sean continuas a trozos*, en el intervalo (a, b¥ g hacemos hin-

capié en nue la justificación será consecuencia de uno de los - 

teoremas de la sección 1,4 , y que en la práctica nos topare-

mos con problemas de tipo algebraico engorrosos. A continuación 

daremos una definici6n eue nos será útil y que utilizaremos en 

la eecci6n 1.4 al dar la jiiatificaci6n a ente método. 

1,3.1.1 Aefinici6n. Considérese el intervalo ja, bj ,y tomem® 
una partición P de Ca, b) P _ tu s xo sl ..... xn. b; 
El embolo %PI lo llamaremos norma de la partición P y lo 

definiremos como 
IP' = max (xk - xk-l) • 

Ics ¥:¥• ¥n 

El método de exhauntaci6n consiste en los cuatro  

siguientes pasos& 

Sea fe R-•.4R una funci6n continua sobre el inteL 
velo la, bj 
i) 	Se toma una partición Pn * del intervalo Ca, b] tal que 

P,4'-9O cuando n.-$a 

Continuas a trozos significa Que sean continuas casi en todos 

loe puntos del intervalo Ca, b, , i.d. que sólo exista un nú- 

mero finito de puntos 	 &ki Lag b) dog 
de la función sea discontinua y continua en todos los demás puja 

tos de ta, b1 . En este caso se puede definir una partici6n 

Ro s ta . %<%<k < ........ <& 1. b; y aplicar el método 
a cada eubintervalo t&k, &kl 11 	k■ D, 1. ...... m-1, 	o ob- 

teniendo es£ el conjunto: Bgp¥l.b 

	

S"lf(x)dx,  3 	... 3 rt7t)d7t 
a.&o 	&l 	&m 

y por 1.2.7 r ira 
f (x )dx % 

J 
f (x )dx 

n 
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ii) 	s1 Pn ata a X01 ....... txna bS 	e00 tkgiak-10 akJ 
k a 1, 2, 3, ..... n , consideremos f(tk) Y &k* Zk- %-1 

111) Calculemos la cantidad 	f(tk) Axk 

n io) Calculemos 	hm(tk)Qxk y este último será el va- ¡;f 
 

Ab lar de 	C f(x) dx 

Comentarios: Se mencionó anteriormente que la idea era aproxi-

mar U(f, P) o bien L(f, P). N6tene que el método aproxima - 

1. suma 	f(tk) Axk , lo cual nos da una mejor aproxima-
k. 

ción .va aue el 	mk _ !nf f(x) y 11k s sup f(x) se tiene 

L(f,pn) 	=ko:k L n t(tg)4=k <_ 1i n Uk4ack a U(f, P) 

i.e, se tendrá que 

L(f. Pn) 	bf(x) dxf(tk ) ea 	U(f, P ) 
k_1 	

k 	n 

o bien 

L(f9 Pn ) * ¥ f(tk ) a xk  	bf(x) dx 	U(f, pn) i 	¥o 

estas dos deeipualdodes implican que. 

dx - 	 ¿U(f, P) - L(f, P Ja 	 k 	n 	' n) 

lo cual nuiere decir oue el error de aproximación •er& a lo gas 

la diferencia U(f, Pn ) - L(f. Pn ). Pedimos que para apli- 
car el ml.torio la funciSn f sea continua en el intervalo a, bJ 
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ya nue en cate caso ea cuando ee más fácil aplicar ente método 

y ademe ea el caso en aue ee justificará en la sección 1.4.-

No se pide nue la función f sea Riemann-integrable pues - 

toda función continua en (a, b1 será iHiemann-integrable en  
(5, b) , cata áltima af irrnaci¥in también ee demuestra en la eeo-
ción 1.4. 

Ahora proe,demoe a aplicar el método de exhaue- 

tación a las funciones 	f(x) = x 	y 	f(x) a x2 . Para 

b 
calcular 	Ç l (x) dx primero ha' que dividir el intervalo - 

tji. b, en n partes, i.e. tomemos la partición de manera que 
la longitud de los sub-intervalos inducidos por dicha partieilcn 

sean iguale., a saber; Pn . (a. so< xl4 ••••• <xn. b) donde 

xk s a } k b;a 	, k . 0, 1, ... , n . N6teee que como 	s 

el n-4. n 

Calculemos primero para f(x) • x . Tomemos un - 

tk( txk-1, xk) digamos tk : xk y calculemos la sume que 

sigues 	f (xk) Axk . Esto ee* 
k. 

f Nk) Axk _ 	 ?(afkb¥a ) b-a 	(a kiD

n

i¥. 	i 
k. 	 cr-1 	n 	c_I  1 	_ 



e 

entnncea 

A♦ao kml 
por lo tanto 

x dx = a(b-a) }  
a 

= ab 

- b2 2 

Ahora calc»lemc,a para f (x) : x2 

t (a 4 k bna ) A xk 

s a2(b-a) 4 2a1.112 	k } (b1)3 f n 	n 	ti. 

0 

a(b-a)2 n11 f b 6 3 (2 4 5/n 4 un2 ) 

a2(b-s) } 2s (b-e)bn¥Jl¥il } 
2n2 

2a(b-af (Mil 
2n 
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a2(b-a) $ a (b-a )2 $ ?.lh;113 

Eír^ins vi^t' n'ie para er?te par de funciones aplicar el método ee 

muy labnricuo, poro exiaten otrar funcionen para tan cuales en 

pr4ctiowi itp i*¥Ñnnible, por e,jen. plo: f (x) _ exp x . al es-
te casa 

mostrar que existen funcionen para las cuales esto ocurre, 

Como ejemplo de una funci5n que no es Riemann-into- 

Arable citaremos la función de Dirichlet que se define como& 

1 al x I 
f(x) _ 

lo ni  

•
• 
	ñ n 	

f (xk) sxk 

por lo tanto 

_ b3 _ a3 

	

3 	3 

Sb 2  - 3 

	

x dx 	b 
a 	3 
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dontie I ee el conjunte de loe numeren irracionales y Q PC 

el conjunto de loa números racionales. 

,Tomemos el intervalo [o, 1) y esa P 402 Xo( x3t... Xne13 
una partición arbitraria del Intervalo Co, 1), si definimos 	a 

mk • inf (x) 	yLik = slip f (x) 	ee ve que mk. 0 y Uk• 1 XeDO ¥c S 	 x44.0, x143 
puesto que entre dos ntimeros reales siempre existe un número ra- 

cional v un irracional, (ver teorema 4 Apéndice 1), por lo tanto 

n 
U(f, P) c 	tdk AXk e Z1' Axk - ± Qxk 

	

c 	k_1 	kal 

n 
= 	xk xk-1 = 1 k_1 

y 	Lt f, P) _ 	 = 	0. 1Axk _ 0 
k=1 	k_1 

por lo tanto 	U(f, P) - L(f, P) ; 1 para toda partición - 

de LO, 1i lo cual implica que no en Riemann-integrable ya que el 

fuese, la diferencia 	U(f, P) - L(f, P) podría hacerse tan 

pequeña como se quiera en vista del teorema 1.2.6 

1.4 Contintiic'ad e Integragilidad. 

En esta necci6n veremos las relaciones que existen 

entre las funciones condnuae y las funciones Riemenn-integrablese 

pero primero que nada recordemos le definición de continuidade 

1.4.1 Definición: Una función f: R-4R ee dice que es con-

tinuin en un punto 

l!(xo) - f() 1.Ç 

1.4.2 Uefinici6nt 

nua en DCR si 

xoó R si dado £)O existe ¡)O tal que 

siempre que 	'xo - x[& d 

Sea fi R-+R , se dice que f es conti- 

f 	es continua en todo plinto X@ D . 



Observaci6n a la definici6n 1.4.2 	D es un subconjunto de R , 
D puede ser, por ejemplo, un intervalo de la 
forma ta, b] o cualquier subconjunto de R 

Ahora antes de establecer cualquier relación entre 

funcionen continuas y funcionen Riemann-Integrables daremos 

una tercera definici6n que necesitaremos para establecer el - 

teorema más importante que relaciona funcione© continuas con 

funciones Riemann-integrables. 

1,4.3 .Definir i6n s Sea f: R -->R , se dice que f es unifor 

memente continua en DCR ni dado f.>O existe Ó>A tal que 

- f (y )¡ •G E. 	siempre que 	tx - 	con x, y! 	D. 

Nota: Para demostrar el teorema siguiente se necesitan algu-
noe teoremas sobre funcionen continuas, en el punto 5 
del apéndice 1 se enuncian estos teoremas y se dan - 
las referencias de sus demostraciones. 

1.4.4 Teorema Sea fi R --1R una función definida sobre el 

intervalo la, b') , si f es continua sobre ta, bl entonces 

f es Riemann-integrable sobre (a, b.1 

Prueba& Puesto que f en continua en el intervalo ta, bl 

f está acotada sobre [a, bJ y f alcanza un valor máximo 

y un valor mínimo sobre cualquier subintervalo de ¡a, bb , - 

eeto es, dada una partición P _ ta c xo <xl < • • • • • <Xn • bj 

del intervalo ta, b] existen x E lxk-1' x J y ak C iak•1, Zk] 
tales que f(x1) - mk = inf f(x) 	y f (x ) a hRk s sup f(z) 

Por otra parte 

0 	U(f. P) - L(f, P) = ¥n 0'k - mk)(xk 
k=T 

¥(f(x*) - f(xk))(Xk ' xk-1)• 
k. l 



• !: 
• Ye que f es eontinna dobre La, b), f es uniformemente een- 

tinua sobre (a, b) (ver punto S apéndice 1), este implica que 

para cada E) O existe ,5>O tal que el x, y t ¶i►, b] Y • 

	

implica que lf (x) - r (Y) I ¥. 	• 

Ahora seleccionemos una partición P tal que 

• `P1 . l.lnx (xk - xk-1) d entonces 
Ksb¥••¡h 

•  

	

jfW10 - f(xk)I 	: f(x 4- f(xk) 

para toda k . 1. 2, .... , n. 

L(f,P) - 	(f(xk ) - f(x'k ))(xk -  

	

k*1 	 . 	•a 

.', :  es Riemann-integrable sobre la, b). 
Como oe ve ente teorema asegura que toda funci6n coa 

`inua en u, n intervalo cerrado y acotado es una funci6n Hiemann- 

integrable sobre dicho intervalo, sin embargo en secciones ante-

rieres vimos funcionen que no son continuas y apenar de ello son 

Aiemann-inteprablee, como lo con las funciones escalonadas y con 

estas funcionen se ve que el inverso de ente teorema no es oler- 

te, 	 • 

Ahora procederemos a enunciar Y demostrar un teo• 

reza que justifica el método de exhautaci6n de la pasada seo- 

clan : 1.3 y ademán es la base y juotíficaci6n de tres de los 

nuatro métodos de la sección 2.2 del capítulo II. Por lo • 

tanto esto teorema jugará un papel bastante importante en lo - 

que es integración numérica e indirectamente seré usado en mu- 



ehoo métodos numéricos por ner la bane tehrice que los justifi- 
ca. 

1.4.5 Teorera: Sea f una función continua sobre el interva- 
lo cerrado £a, b3 entonces para cada E>0 existirá e) 0 tal 
que; 

b 	n 
f (x) dx - Z f (xk ) (xk - Xk-1) < F, n 	k_l 

eienpre que 

C P' : Max (xk - -xk-1) A A 
donde P = © c x¥¥ xl.¥ ..... 	xn s b3 Y xk E [xk-1• xk) 

Pruebas. Para cualquier partición del intervalo Cn, b] el - 

xk E Cxk..l r xÇj se tiene que 

	

mk 	f(xk) 4 2.ik 

para toda k : 1, 2, 3, ..,., , n1 entonces se tiene 

	

xk-1) 	f (sk) (xk - xk-1) 	- xk-1 

Sumando sobre todas las 	k a l r 2, 3 , .... • n ©e obtiene 
que 

n 
L(f ,P) - 	mk(xk`xk-Z) 	,...f(xk)(xk-xk-1) < n !Sk( xk-xk-1) s 

i.e. 	L(f►P) ` n f(xk)(xk - xk-1 ) 	U(f,F) 

además 

fr(x)
L(f,1 ) 	dx e U(f, P) 



3p 
esto implica que 

b 	n 

l
a f (x) dx - 	f (xk) (xk-xk-1)  C U(f,P) - L(f,P) 

n _ 	 b 
.Y que 	Ff (xk) (xk- xk-1) ' 	f (x) dx 	U(f,P) 	L(f,F) a 

esto implica que 

o 	
n 

ff(x) dx - 	f(xk)(xk - xk-1) 	c tt(f, P) - L(f, r) 

ahora, si ( 	max (xk - xk-1)l ¿ 	por el teorema anterior 
se tiene que 

U(f, r) - L(f, P) 

v el teorema 1.4.5 queda demostrado. 

El teorema 1.4. 	ase vire que podemos acercarnos tanto al ver- 

daderc valor de 	r f(x) dx tanto corno queramos mediante la 
Ja 

• r(xk) (xk ' xk-1) 	con tal de que la longitud de loa sub- 
sl 

Intervalos inducidos por la partición ©ea suficientemente pe- 

• quena; aquí 	xk es un punto arbitrario del subintervalo - 

bxk'1' xk] • 

• Corno se mencionó anteriormente el objetivo de es-

ta secci6n es par un lado mostrar una relación importante en- 

• tre las funcionen continuas v las funciones Riemann-integrablee, 

lo cual se hizo con el Teorema 1.4.4 y por otro lado dar una 

justificacicn al método de exhauetacihn, así como a loe méto-

doa aproximativos del capitulo II. 

Aún cuando el objetivo de esta tenis no es precisa- 



9. 

mente la teoría de la Integral de Riemann, sino la Integración 

iTumérica v sus aplicaciones, mencionaremos dos teoremas más •{' 

que,no son importantes desde el punto de vista numérico, pero 

sin embargo, son titilen para desarrollar otras, cuestiones de - 
tipo teórico v además representan un importante dencübrimiento 

de lao funciones continuas en relación con la i:ztegración de 

Riemann.. Estos teoremas ¿on el Teorema del Valor Ledo para 
inter*rates v el Teorema del Valor L1ed',io.Pondorado para in- 
tegraleo, ambos están basados en el Teorema del Valor Inter-

' medio para funciones continuas del punto 5 apéndice 1. 

1.4.6 Teorema .dél Valor Medio para  Integrales. 

Si f es tina funci3n continua en el intervalo - 
ta, b) , para un cierto c 	

., 
C ¥r b 	oe cumple que 

dx = f(c) (b - n) 
Ja 

Pruebas 

Sea m = inf f(x) 	y 	la = oup r(x) 
1) , 

entonces 	m 	f (x) 	1 	para todo xF Cap bb 

entonces 

m(b-a) 	rbm dx < rbf (x) dx C J M  dx 	_ lab - a) 
JJ a 

lo cual implica que 

m 	`
b 
f(x) dx/(b-a) 	2d 

Ja 

por lo tanto, por el teorema del valor intermedio para funoió 



4/ 
neo continuas, como 	r f(x) da/(b-a) 	ce una cantidad •n. 

Ja 

tre m y L1 ; existe e 'elemento de (a, b) tal que 

b 
f(c) x S f(,) dx/(b - a) 

Ja 

i.e. 	existe o E [a. b] tal que 

b 
f(c) (b - a) 	3f(x) dx 

a 

y el teorema queda probado. 

1.4.7; Teorema del Valor Medio Ponderado para Integrales, 

Supongamos que f y 'g son funciones continuas 

sobre el intervalo la, bl , súp6ngase que' g no cambia de sir- 

no en ¥a,' b¥ entonces para un cierto e e 	se- tiene que - 

b 
f(x) g(x) dx = f(c) 	g(x) dx 

a 	 a 

Pruebas No cambiando de signo nunca en ta, bb , g es siempre 

no negativa o no positiva en [a, b3. sea m y . como en el 

teorema 1.4.7 y eup6ngase que g(x) t 0 para toda x g Ea,b3 

entonces m g(x) 	f(x) g(x) 	M.g(x) 	obteniendo 

b 	 b 	 b 
m f g(x) da 1 ` f(x) g(x) dx 	M % g(x) dx 

a 	 Ja 	 ja 

Si l
b 
g(x) dx _ 0 	, por se g continua y no negativa, 
a 

b 
•  g(x) 	0 entonces 	C f(x) g(x) dx = 0 y se cumple el 

ja 

teorema para cualquier c E a, b1 	fg(x) ; pero el 	dx 	0 J 



entonces se obtiene que 

t f (x) g(x) dx / 
a 

m 4 

Nuevamente por el teoererna del 

continuas, existe o C [a, bb 

valor intermedio para funciones 

tal que 

f(c) 	= 
 

la
f(x) 6(x) dx / lag(x)  dx 

f(o) 	¡bg(x) dx c J"f(x).c(x) dx 
a 	 n 

Nótese que el Teorema del valor Medio para integrales es un ca-

00 particular del Teorema del Valor Medio Ponderado para Inte-

graleo, cuando la función g(x) e 1 ,Es indispensable pedir 

la Continuidad de f(x) en ambos teoremas. Para concluir es-
ta sección, en seguida daremos un ejemplo en donde se ve que al 

f(x) no es continua loe teoremas no se cumplen. 

1.4.8 Ejemplo: Sea f(x) 1 Di 	L0, 1) 

2 ni x (l, 2) 
IT6tese que f está definida sobre [o, 2] y f en discontinua 
en x 	1 , entonces 

r2 	i 

	r2.dx 
I•dx 	 c1 $ 2, a 3 

J 

pero para ningún c e [0, 23 se cumple que f(c)(2 - 0) 	3 
Y4 que para que se cumpliese f(c) debería ser f(c) : 3/2 lo 
cual nunca ocurre y pone de manifiesto que es esencial pedir la 
continuidad en el teorema 1.4.6 



1r 5 Deriv bilidari e integrabi7.idad 

1,5.1 	Integral Inc.t¥f inida, 

Aquí introduciremos un nuevo concepto sobre la in-

te(r,ral de Riemann; haota el momento hemos venido trabajando - 

fí( x) con la integral 

	

	dx la cual representa el área limi- 
a 

• tada por la g rzfica de f v el eje x donde f es una fun-

ción lRiemann-ínte;g,ra:ble sobre la, bb . La intet. ral indefini-
da oer l una función F: la, b3 -•-4 R que nos da el valor del 

área limitada por la Ur..+fica de f Y el eje X, sólo que alío- 

re sobre el Intervalo la, x 	en lugar de sobre el intervalo 

la, b] , donde x en cualquier numero del intervalo [a, bJ 

puesto que ¥a, xJ 	a, b j para toda x La, b] v como f' 

ea. fiemann integrable sobre n, bJ en vista del lema de la 

sección 1.2 f es Riemann-integrable sobre la, x 	A con- 

• tinuación daremos la definición formal de la integral indefi-

nida ,r la definición de derivabilidad de funciones para que -- 

• con esto podamos establecer los dos teoremas fundamentales - 
• del cálculo, 

1.5.2. Def inic ión t 	Sea f3 R — R una función Riemann-in- 

tegreble sobre el intervalo Ca, bJ ; se define la integral - 

indefinida de la función f corno 

P(x) _ r r(t) dt 	donde x 	[a, 1j 

1.5.3 Definición: Sea f: T-  )R , DCR 	sea xo C. D 	y 

al 	lim O(t) existe, cntnnce¥; se dice que f en derivable 



ti,, 

en el pinto x+ y ta derivada de f en el punto xo se de-
nota por f' (x0 ) V f' (x) _ lim ,i (t) . Si f es deriva- 

ble en todo punto de D entonces se dice que f es derivable 

en T) •✓ ].a derivadla se denota por f'(x) donde x da D 

1.5.4 Teorema. (Primer teorema fundamental del c ilculo). - 

Sea f una funci¥n itiemann-intelrrable pobre La, b) 
x 

entonces r(x) _ ( f (t) dt 	es pina furnci¥n continua eobre -  
la, b] t más aun, 9i f en continua en un punto xo de r , b¥ , 
entnnce3 F(x) en derivable en :co y F" (xo ) a 

Prueba: va que f es Riemann-interrable sobre ta, bb enton- 

ces f está acotada eti ta, b) i.e,, exinte 31 tal que 	-- 
1f (t) 4 ). 	para toda t Era, b] , Si a 	x .; y ;; b 

	

- 	_ 	f(t) dt 	2:f(y - x) 

entone:, d¥+da ¿.>0 para d 	E/II . 	 F(y) - F(x)`ic¿ si - 
- f¥G 	, por lo tanta F(x) en continua y uniformemente 

cnntinlaa en Fa, bT . (Ver manto 5 apéndice 1). 

Ahora i f es continua en xo , dada E>O thmene 
&0 	tal que 	r(t) - f (xo ) I G 	o iempre que I t -  

a 	t ii b . 	Como xo - (r 1, t 4 xo + el 	Be tiene que 

_ f(xo) 	_ ! 	X 	(f(u) - f(ao )) du 

	

t x 	 I 1 0 j
t 
xo 	 I 

IX 
tdut - xn n 

por lo tnnt n 

F' (x0 ) 	lim r( t ) 	F(Xj  
¥--¥X. 	t - xo 



Por el teorema anterior en puede decir que la ope- 

raci')n inversa a la derivnciSn en la inte¥,ración indefinida y 

se puede ane;*.+arar que para calcular 	f (t) dt , f continua 
en [a, b] , basta encontrar tina funei 	

ü
:Sn 	F(x) derivable en 

[u, b] , tal que F' (x) = f(:) para toda x en fa, b¥ . Le te 

teorema muestra ta relacf55n más importante entre derivacian e 

inte¥ ración 	func?,arnenta loo mét ,-)dos te,Srieos de irrtegrac;in, 
entre ntr¥n lo e m¥tn,lNn (le inteE-raci-n por parten " pn'r subeti 
tuci6rr, q'IP nnr; Inn lor ar¥S:, i',ne t,r,nrp^r 	1. f,.7 	Y 	1.5.x? • pe- 
r^ Ftntc•n rdr- 'r entne rn trN1nn r.n'lnci.arf?mio 7 rie^i-) Atrarpmos 	- 

otrn teore' 	np rv im;uort:+n`e que nn.n dice corno ciilcrilar 	- - 
rb 
J f (x) rix 	en baee a F(x ), donde F(x) es tina funciñn deri-
a 

vab1e sobre (a, b, 

• 1.5.f Teorerro (Segundo teorema fundamental del cálculo). - 

3i 	f ea i'sze r;ano-inteL- cable sobre [a, bb y si exis 

• te u.ir.a f'rncisíri ''.e.ri'j :i;le 	F 	sobre la, h) 	tal que 	F'() s f() 

para x C [,a, b) , entonces 

• j r 
(v) dx 	3'(I» - F(a) 

rL 

Pr¥.rhba: dada CO t'ñ,ic una part ición P del Intervalo - 

La, bj , P 	[a 	 .....4xr) 	bJ tal que 

U(f, F) 	- L(f, F) < 

Entnnceo sor le tr-.ore^'.a del volar medio para derivadas, (ver - 

pantn f onéndi.ce 1), existen puntos t,{€ tx}._l, x).: ] tales que 



F(F) - 1(xñ-1) _ 	f(t) ( 	- xk-Z ) 

te'a k ;r 'btine q' e 

n 
- 	T+'(¥)= Z f (tk) (xk - xk-1) 

k,l 

7a que' 

2f(tk ) z(r, P ) 	(xk - x¥.-1) = 	U(f, F') 

b. Y 	L(f, r) 	f(y) ix 	►i(f, p) z 
ent lnre4 

r(t¥) - F'(4) - ¥': (a) a:{ 	¥ f(tk)(xk-: k..1) - 	f(x) dx a 	jr _1 	I 

¡+(f' P) 	L(f ' P) 4. F 
b 

por lo tonto 	r f() dx c F(b) - P(a) 
Ja 

b' 
e incnc ion,6 el problema de calcular 	r t (x) dx 

Ja 

en tratar tie rneontrar una funcihn F(¥:) derivable en Cap bJ - 
tal que 	F , (..;) 	r (x )ta, en 	 li¥ 	y evr• r. al.nar P en 102 extre- 
Mns del interva1 o eta, 1,) . 

1.( • • Defi-iciAn. 	>e't1 f un t funci'?n r?efinida sobre ¥A 9 t), - 
el 	F en otra t'uancián (1 I rJ.vti.l)le sobre la, b] 	tal que FI (;t4 t f(]:) 
entonces cc dice que F es un« función primitiva de f sobre - 

la, b] ; en el trnorerna 1.`x.4 	F( ) ea uno primitivu de f el 

2' es enntinua rn Ea, b] 

La definición anterior nos servirá para enunciar y 

de+nnotrr¥r 1as dos teore!na:i que nigueii, los cuales non dan don - 



rb 
f6rmulns para el ezlnutn c?e 	 f(x) dx . Fntas dos 	mulas 

a 

son conneidae come el método de integración por partes y el mé-
todn de intej•raci(;n por substitución. 

1.5.7. Teorema. (l'étodo de integración por partes) 

>>ipon arreo que F y G son funcionen primitivas 

de f Y g respectivamnente, sobre (a, b] y que f y g tton 
funciones tUemann-integ,rables sobre [a, b], entonces 

fbr(x) g(x) dx = F(b)G(h) - F(a)G(a) - b x a 	 l f(x) G() dx 
a 

Prueba: Sea H(x) = F(x) C(x) . Aplicando el teorema de de- 
rivaci?¥n pera el producto de funciones se obtiene que, (ver - 

punto 6 apéndice 1 ) 

H' (x) 	r' (x )t*(x) 4 G' (x )F(x) _ f (x)G(x) } c( )F(x ) 

Per esta il tirna i.ualdad se tiene que 1L'() es iieuw.n z-in- 

tegrable va que como G y F son derivables en lag b) son - 

continuas en ta, b) (ver punto 6 apéndice 1)n►v y F soca -

iemann-intcí;ral)les sobre Ca, b, , además f y g son funcio 
neo 	iemann-integraba es sobre (a, bJ y por lo tanto aplicando 
el punto 7 de]. apéndice 1 y las propiedades 1.2.7 , se ob-

tiene que H'(x) en fiemann-integrable en [a, b) . Integrando 

la expresión 

ií' (x) 	f(x) G(x) 4 g(x) F(x) 	obtenemos 

b 	 b 
` H' (x) dx r 	f(x)G(x)  dx } r g(x)F(x) dx 
Ja 	 Ja 	 Ja 



ye 
y por el teorema 1.5.5 se obtiene que como 

i' (x) d 	- 	11(b) 	- 	11(D) 
a 

b 
f(x) G(x) dx + 	g(x) F(x) dx 

a 	 a 
o eq'iivnlentemente 

^(Y) c(x) dx _ 	r(h) -- 11(a) - 
l 	 J

r (x) c(x) dx 
a 	 a 

'1 por definici¥n de H 

F(x) F(v) dx - F(b)G(b) - P(a) -(a) - 	bf(x) G(x) dx Ja 	Ja 

lo clin1 tenue",tra el teorema. 

l.".8 Teorma. 	(ttr,do cae intcrrraci¥n por nutb¥+tittici6n). 

pnnram¥9 que g' cs u¥nn función continua sobre 

(a, b¥ v g'tr f tina ^•tormo eontinvtn n->brr e1,►'ín intervalo que 
cr ntení 	o 1 	nr;-e' rir' (a, b) bP j' '(x) 	rnt„nrr.s 

n(h) 	 t. 

rJ (n) 	 a 

Prtibe: Sf F es inci primitiva de f sobre a1F-'xn intervalo 

que contFnro o la iia en de tea, b) bajo g ent or.cet? el primer 

miebr ser 	ual a F(¥*(1')) - F(g(a)) . Por otra parte 

2Plicunr+h la rtt la de In cadena, apéndice 1 punto 6, se ticrrc 

rltF 

fi f! r!1O(ln o' e 	T I7 	f':, 'un tri.•7itIva de 	)•g' 	el. secundo 



y9 
( 1,g) (a) 	- 	(ro() (b) 	r(ú(b)) 	- 	CE(a)) 

1n 	c 2íi1 	n 	 r-tra 	el 	"rcin, 

A cnntin'.iaci^n draremdn 	gin par de ejemplos que 	i1uty 
tran 	entnn di s n 	t')dnn 	r,el¥rricnc dador por 1un tome:nac 	1.b.7 
V 	i,5,8 

I,!,, 	EJC:Vln al tcnrrrn 	1 J .fl 

Culc¥lFrrnc¥ 	r 	Seln5x 	nnn x 	dx 	, epa 	í(x) 	= 	gen x v 
Ja 

, 	entonces 

t' 	 b G,(b) 
Sam 	dx 	= 	f f (¥;(x)) g' (x) dx = 	r 	f (u) ciu 

¥Ju d¥l¥) 

¥enb 
du u J G 6 J suena 

1. 	.10 	Ejemplo al 	teorema l.f:.7 

ru1cu1erp,a la 3i¥ufente 	integral: 

x exp x dx 	anui F(x) x 	j 	F' (x) • f(X) 	r 	I J a 

C(x) 	'(x) 	_ 	exp x 	v 	G(x) 	= exp x ; entonces aplican 
do 	el 	teorema 	1,5,7 	jc" 	L1erc 	mis 

b 
exp x cíx 	= 	b exp b 	- 	a exp a - 	

lb 
1 exp e dx 

n 

b exp b 	- 	a exp a - 	(exp b exp u) 

exp b (b - 1) f 	exp a (1 - a) 

Nñteee 	nue ron ente rít timo e Templo ln idea de aplicar el ,n tocó 



so 



si 

CAPITULO II, 

LU'i'EGi7ACION ifMáURICA. 

2.1 Chrno ©urge la necesidad de la Integraci5n Numérica y es-

bozo de la idea de la Integración Numérica, 

En el Capítulo T se vi h la teoría general de la -

integral de Riemann v se montruron nlrunon métndnn pnrn el cálcuu 

lo de 	í(x) dx donde f(y) era una función Riemann-integra 
Ja 

ble sobre el intervalo ta, bj , pero dichos métodos presentan - 

algunas limitaciones, se hizo ver en la sección- l,3 que el mé-

todo de exha'itaci n rerjultalhzu demasiado laborioso 'y que para al-

gunao funciones renultnba inoperante, 

En el siglo XVLI el astrónomo inL;lé©, Isaac Newton 

motivado por sus inveatigacionce en (loica y en antronomia oiri- 

tiñ la necesidad del cálc'ito como herramienta y en el mismo si-

glo, aunnue motivado por otros aspectos, el filósofo ,y raaterrn ti 

co Guillermo G. Leihniz desarrollaba la misma teoría del caleta 

lo. Así pues a 1Je¥rton y Leibniz oe lea debe haber sido loó 

precursores del cálculo, pero no fue sino mista el siglo UX, 

cuando Riemann afinó la teoría del Cálculo Integral como aho-

ra se conoce -. en base a esta teoría surccieron loa métodos teó- 

ricos para la obtencihn de la 	Ç f(x) d.:, como son entre otros, 
a 

loe de integración por partes r de integración por oubatitucibn, 

Estos Últimos dan una manera mucho más eficaz de calcular la 

rb 
f(x)   dx 	sóto nnae a pesar de nue resulten más eficaces tam-

a 



bién tienen limitaciones lo cual obliga a buscar métodos todaíd a. 

más efectivos, lo ame desarrollaremos a lo largo de este capita• 

lo v se justificarán alguno© de ellos. A continuación daremos -

algunos ejemplos concretos de funciones para las cuales no se - 

pueden aplicar los mencionados métodos teóricos y presentaremos 

algunos aspectos que obligan a recurrir a la integración numési-

ea. 

2.1.1 Ejemplo, Tratemos de calcular por el método 

de integración por partes la siguiente integrale 

S
b 
exp (sen x) dx 

dD 

Sea 	f(x) : exp (©en x) , 	g' (x) = 1 	entonces 

f'(x) : cos x • exp (sen x) 	y g(x) - x 	•'. 

s exp(sen x) dx a b exp(sen b) - a exp(sen e) - 
Va 

b 
r x • con x . exp (sen x) dx 
Ja 

Como vemos en la integral del amando miembro queda una expre- 

sión para la cual es más dificil encontrar su primitiva, lo - 

cual pone de manifiesto nue le método no es eiemore el más ad! 

euado, tampoco es posible calcular dicha integral por el méto- 

do de substitución ya que no es posible escribirla como 

f(g(x)) g'(x) dx 
e 

lo cual también pone de manifiesto que el método de eubtitución 

no es siempre apropiado. Sin embargo f(x) _ exp(een x) •¥ 

es una función continua sobre cualquier intervalo ta, b], :.y - 

1 



por lo tanto una funcihn Rtemann-integrable sobre cualquier in-

tervalo ta'  bb , 1n cual quiere decir nue su integral existe, -
sdlo olas no es fácil calcularla mediante rotodoa teóricos. El 
ejemplo 2.1.1 muestra oue existen funciones para las cuales - 

hay necesidad de emplear otro método con el fin de obtener su -

interal 

Otro caso en el cual se ve que no son eficientes los 

métodos teóricos es el sue a continuación se menciona& aupong 

moo nue tenemos n puntos en el plano los cuales son observa-

ciones de algún fenómeno que está dado por la relación y a t(x) 
donde f(x) ea una función definida sobre el intervalo Cap ba 

pero la expresión analítica de f(x) es desconocida. Dichos 

casos se presentan mucho en Física y en el capitulo III tra 

taremos un caso especial. 

La idea de la integración numérica se basa en los 

principios de la teoría de la integral de Riemann •t en elhecho 

b 
de nue el valor de 	f(x) dx puede ser aproximado por la 

f] 

k 	f (xk)  (xk - xk-1) 	donde xk son puntos de Cap b) y xk es 

un punto del nubintervalo lxk_l, xk1 ; de aquí en adelante - 

trabajaremos con funciones continuas o continuas por pedazos 

pare poder hacer mención al teorema 1.5.5 como justificación 

a la aproximación de la integral que nos ocupa, por medio de - 

f (xk) (xk - xk _1) 	F1 teorema 1.4.5 asegura que 
k:1 

f (Xk) (xk - xk_1) - t'" fx f̀̀  
kr1  



donde £ es tan peq'ieña como se quiera con tal de tomar la nor-

ma de la partición P a a = x0‹ xlq x2 4 ...,...(z. b3 au-

ficientemente pequeña. 

Un método muy efectivo para asegurar que la diferen- 

cia 	¿f (xk) (xk - xk-1) - 	r f(z) dxl 	sea pequeña eo - 
kwl 	 Ua 

calculando la diferencia 	U(f, P) - L(f, P) 	e ir afinando 

la partición hasta obtener que 	U(f, P) - L(f, P) < E 	y 
b 

n _ 	b 
como 	2: xk )(xk - xk-1) 	ç f(x) dx Q U(f,P) - L(f,P) <¥ 

n 
habríamos asegurado que 	Sf(xk) (xk- xk-1) 	es una aproxi- 

b 
maci6n satisfactoria para la integral 	f(x) dx , sólo que 

ja 

ente método de calcularla restalta muy costoso en tiempo de com-

putadora lo que obliga a desarrollar otros métodos y a calcular 

el error de aproximación de otra manera. En la siguiente sección 

presentaremos cuatro método© aproximativos de integración numéri 

ca. 

b 
2.2 Cuatro métodos simples para el cálculo de S

a 
f(x) dx 

En la seccin*ín anterior dimos la idea de en que con-

siste la integración numérica, su necesidad y surgimiento, ade- 

más mencionamos cue en determinados casos se necesita calcular 

C f(x) dx y sin emhar c no se tiene la expresión analítica de 
!a 

f(x) , sino sólo se conocen n puntos (x, y) en el plano que 



5 

satisfacen la relación 	y - f(x) . O.ueremna hacer meneihn 

que loe cuatro métodon simples de esta sección serán tratados 

suponiendo nue la expreni6n analítica de f(x) en conocida -

aunque dos de ellos se podrán generalizar cuando f(x) no ee 

conoce. 

A continuación enliotamne loo cuatro métodos en -

el orden que se desarrollarán. 

1. Método del punto del lado derecho. 

2. Método del punto medio. 

3. La regla del trapecio. 

4. La renta de Simpeon 

2.2.E El método del punto del lado derecho. 

Sea 	f(x) la función Riemann- integrable cobre La,b'3 
b 	 b para la cual ae quiere calcular` f(x)    dx 	

- 
Sea 	h 	n  

donde n es un número natural. El método del punto del lado 

derecho consiste en calcular 

n 
H(f) = h 	f(a } kh) 

k=1 
b 

,y tomar esta última expresión como una aproximación a i f(s) dx. 
Ja  

Nótese que lo que Indica esta regla ee dividir el intervalo ta,b3 
en n partes iguales mediante la partición P z ta.Yo  xl .., xnzb} 

donde xk _ a f lc  b-a  , k = 0, 1, 2, .... , n y multiplicEr n 
la longitud de cada subintervalo inducido por la partición, por 

el valor de la función evaluada en el punto del lado derecho del 

subintervalo y después sumar estos productos, con lo cual ee ee- 

téneumando las áreas de los rectángulos mostrados en la figure 6 
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Para responder necesitarlorJ calcular un error de aproximación pero 

antes de hacerlo daremos la si uiente definición. 

2.2.2. Nfinicin'n. Sea f(x) una funci6n contin!ia cobre el in- 

tervalo la, b). Lao mñrdulop de continuidad 	ti($) de f(x) -

están ciefinic'. ore por: 



w() _ 	inax 	I f (xi) 	- 	f (x;¥ )1 a s xl , X2 d b 

La defirticí.¥n 	anterior en otras palabras dice que para toda 	x1, 

Xp 	tales que lxl 	 írinlien 	rete 

- 	f (x2 )l n(ó) 

?Tétese 	también queím w(d) 	a 	Q 
¿-so 

Una vez riada 	est¥i 	elef¡tiici,5in 	eetninos yz 	en 	eondicio- 

n•--a 	t+e 	hRepr 	un nn;Ílinis 	de 	•.r1 	i-intn 	£e 	aprn}:imn 

n 
i (f) 	h2 f(a } kh) 

kal 

al 	verriariern 	val.nr (1e 	f (x) 	dx 
a 

El ai(=tient.e 	trnrrpma 	nne 	dnrrí 	el 	errar de 	aproxima- 

cifn 	nue 	anriarnnt, b'u¥nnulr4n, 	e^1.: 	ria 	'nicamente 	valdrá para 	fundo 

neo mafia t i. 

2..3 	Teorema. Sea 	f(: ) 	tina función continua cobre 	ta, bJ 

Ent')Uce 

h 
f(x) 	dY 	- , htf(a + kh) 	(b 	- e) w(11) 

a lc•• l 

Prueba: 

(f(x)-f(a}khbX 
} 

 dx 	- h
Saf 

- 	fía 	} 	lcn )' 11 	vi(h) 	, 	para 

a 	•1 ',,_i. )h 1 	f 	a } kh 
c3 

de 	ronrie T 

1 kh 

 ç() 	- 	f (a 	kh) 	dxI 	h w(h) 
¥t ih¥i )n 



Sumardr 	d 	 ctf. 	ic 	1 	hf;rt 	lc 	n 	y aplicando la deaié.ualdrd 

del 	trinnrrl)lo 	se 	nbtís ne 	a'te 

rh 	n 
- 	hX f(a } kh) 	I'1h w(h) 	_ 	(b - J af(x) a) w(h) 

l¥,l 

2l¥te2r 	qnc' nnnfnrrn' 	n --.-> cx, 	h 	¥ 	0 	por lo tant 	?:(h) •1.1►0 

a i 	n —•u cx) 

Li 	',c n, rer1a 	rj,:t;eri-)r 	ar.;erurn 	la 	convei•€:encia de 

n 	 l,, 
h r f (a 	} 	'ch) 	al 	rerc?uro 	valor cíe 	c f (x) 	dr. en 	el 	cr..sn 	de 

k¥l 	 J 

(?ese 	f x) 	qor 'cnnt inua 	sobre 	[n, 	b] 	el 	cual 	es un caen perti- 

c olor 	cl 	i e'r, 	1 .4 . 

1 	','/;nd•, 	r?el 	1.untra 	"çr? 	 o, 

'.rns 	el 	rnc¥ tnc? •-j 	Ocl 	punto 	del, lado derecho 

pro rCd 	rP.nn7 	a ''fr 	?`.r' 	un 	noca nr" ,i 	co,,plicaco llamado 	el 

m 	to?n re) 	pwitn :nrdio. 	Ln 	idea de 	ns+.e 	n6 	dn e :fl.P;' parecida 	a 

la 	¿anterior, 	C.^nr,ideretins 	ta_ 	ni.;'!a 	partición que en el método sr.- 

tenor 	P 	- ,a 	y4 ¥;a6, ... 	. x1z _ b3 	donde xk 	a } k n 

lc 	= 	0, 	1, 	2, 	... 	, 	n 	7 	Fsea 	Yk 	}k_1 	} 	xl i.e. 	yk 	es el 
2 

puntr) mer'.io 	c?e1 	sixhint:erva1a 	lxk-1, 	x1c) 	lc 	1, 2, 	..., 	n 

El método c;el rento :Hecho consiste en calcular 

R(f) 	h 	(vk ) 	siendo 	h ,f 
k=1 n 

v tomar a est,n como una 	aproxirnucin al verdac:ern valor de 	r f (x) dx, 
Ja 

Atesr que nora se r 	multiplicando la loní; itud del subinterva- 



lo 	tsk_1' xk ] 	:or c-7. vnlor de la funcihn 	f(x) en el punt,.¥ 

medio del. subintervalo 	Lx}c,Z , x},~ 	j artmacnci') todos estos produc 

toa cuando 	k - 1, 2, ,..., n 

Como en el caco del. rn todo del punto del lado dere- 
n 

cho, nos pr.e! itrttamoa ¿qué tanto se aproxima 	ltit (f) 	h 	f(yk) 

b 
al verdadero valor 

	

	¡ f(x) dx ? La respuesta es que fl (f) se 
Jfl 

puede aproximar al verdadera valor 	f (x) dx t an tci como ese r': ie 
rz 

ra con tal de tornar n el n ímcro de oubirtervalorñ euficienteirtente- 

grande. 	(Ver teorema 1.4..x.) ; naturalmente que estancos suponiu.. 

do que f(x) ea una frinci¥7r: continua sobre el intervalo tap b). 

Ahora ca1cul'remoe el error de afro>:imacihri en el caso en.:,que f(x) 

tenga primera v aef coda c?r:rivadaa continuas. ✓.otea de fornnlizar 

esto enunciaremos una r'efinicicín que ::e necesitará. 

2.2.5 Definición. 

e 	¥b¥ [f: r -->R : f"(x) es continua y existe b4 xE ta, bayYkso,.y 

donde fk(x) es' in . funciAn obtenida después de derivar f(x) k 

veces. 

Una vez dada seta definición eetamoet ya en condiciones 
n 

para calcular e¥l error de aproxirnzci ¥n de Fin(f) 	hs f(Yk) 	al 

b 
verdadero valor de 	f(x) dx 	mediante el siguiente teorema. 

'a 

2.2,t Teorema. 3uDon(*,3rnoa que 	f(x) E C2 [a, b3 entonces 

1 	

n 
Sh f ()) dx - h 	f (.Y)
a 

donde 1; es tal 7r.ie 	Í' (x )t 	?, puro toda 	x ÇCa, b' 



Prueba $ 	Puesto que 	 f (x) E C 2  (a, b3 	se tiene que 	 f (x) ( C" 
para toda 	k = 	1, 	2, 	..., 	n y de acuerdo al Teorema de Taylor 
del punto 1 	apéndice 2, 	se tiene que 

f(z) 	f (Yk) } f' (Yk) (x - Yk ) 1 2 f" (ck) (x - Yk )2  

para toda x E txk _ l , xk) donde ck  E txk-1,  xk) • 
Como f."(x) existe y eo continua en ta, b] existe 

:.4 	tal que 1 f" (x ) 	2.i para toda x €[a, bj entonces como ...- 
ck  E (a, b) para toda k = 1, 2, ... , n 	f" (ck  ), 11 para toda 

k w 1, 2, ... , n o equivalentemente 	- ?.t 	f"(ck) 	1' para 

toda ka 1, ?, ... e n 

Por lo tanto para toda x G txk-1+ xk3 

f(.Yk) } f'(vk)(x - Yk) - 2 (x - Yk)? C f(x) 

f (Yk) 4 f' (Yk) (x - Yk) 4 	(x - yk)2 

intet;ranc1 0 la ltima desigualdad sobre el intervalo Cxk-1, xk' 

se obtiene : 

f(Yk) h - 2 h°  < J 	f(x) dx L f(vk) h 4 4 h 
xk_1 

o equivalentemente 

- 	ha G  fxk  f (x) dx 	- f (yk) h L 2 

atumnndo sobre toda k = 1, 2, ... , n obtenemos 

b 	n 
- 	h 	L f f (x) dx - h 	f (Yk) 	

h3 
a 
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b 	 n 
i.e. 	dx - h Z f (Vk) 1  	h3 _ M(b-á 3 

	

i1a 	 1C ^ 1 

Este t.enrema mue.'tra la aonverrencia de I (f) 

n 
siendo R(f) _ h 	f(yk ) 	al verdadero valor de Éf(x)  dx 

a 

conforme n --¥ oo 	sólo que está restringido a funciones que per- 

tenecPn a G' 	i.e. Este error cólo podrá crcr calculado cuan- 
do la fnnci ,5n f( )  *,r-n' n primera, y ce¥unda derivadas continuas 
cobre r1. intervalo [a, b) . ¡ c-ntinuaci¥ín daremos la re1u del 

trapecio, la crtcat :,e pr)drS ne'neralizar más tarde en la sicuiente 

secci¥n, en in cual trnteremno el cano para cnlctilar la rbf(x) dx 
Ja 

auanr!o no ese cnnoce la expresiÁn annliticn de f(x) 

2.0 .7 La regla del '►rapeci.), 

Corno en los casos anteriores aonc:ideremns le particiñn 

y - (a - xo4e x]< x. < ....< x_ b 	d inde x¥ - a + k bila 	y 

b 
h 	hn 	, k = 0, 1, 2, ... , n 	',' querernos calcular 	

Sa 
f(x) dx 

d^nrie f(x )  e- 'una funci"n Riemenn-intec*ra1- 1e sobre el intcrva- 
10 ta, ) 

f' .ri: r 	!:t re .lt; del trapecio cono 

in nuie .9 Pata hnr.ien 1 n m(,(Ii.+nte esta re-1a es multiplicar el pro 

'7rriin de los val.nrPs de las funciones evaluadas en los puntos ex- 

tremns del. intrrvala (xk.1, xj k 	1, 2 , ... , n , por la ion- 



h 	fel intcrva1 o Cxk_1, xk) 	mrinndo estos productos 

k, 	1, 2., •,, n , h3blenc1n geomt tricnmente ee estc1n øu- 

mando las áreas c'e 1nn traJ)ecing ivas bnsen son los valores - 

f (xk-11, f (7k ) , c,xyae alturas son é1•-valor h comn ae nucs- 



Frueba: T hidn ca 2.` .6.1 se tiene que 

t(Vtí) h 
- 24 
 ?F h3 	5y}I f(x) dx L f(Yk) h } ,;¥ h 	2.2 •3•1 

k-1 

riendo V. 	1t.1 - 	Y debido ol *enreraa del punto 1 apén-- 
2 

r: 1 r, e 	. 

f(r. 	c 	f(1) 	} 	' (Y )(x,. 	- Y ) 	} 1 	"( Y)( 	- 	)2 

v 
f(Y) 	} f' (v}; ) (x¥; - Yk) } 	f ' (c¡,) (xk _ Yk) 

donde 	C' , ck < xk ; corno Yk ¥xk ¥ 2Xk¥1 	y 

h 	c 	ñ - 	- xl:-1 	cte 1 	' 1timar, jialdades' se nl¥tid- 

ne que 

f(Y ) - 	f' (.✓k ) h } 1 f H (c) X2 

} 
	f' (y) h { 	f" (c1) h2 

;i+:ma:v?n lu jL; i 1d«des anterinre3 Y c'.ividiendo entre :3 se obtie 

re que 

f( Y},) } 	2 f̀ "( cl) }  
2 	 ` 

Cnr¥o 	c ri tal que 	ff ' (x )I 	2R para toda x E ta,bJ se obtie- 

ne que 

f (V ) - h¥•' C f (xk1 ) 	f(x) L r¥Y Í 	{ k 	g 	2 	k 	8 

d n (Ond n 

	

(yk ,. 	2 	 a 
2 





Sbf (x) dx cun:3iste en lo sifruiente: para cada subintervalo 
a 

Cxk_i., xk) 	'c ^ 1, 1`, , .. , n 	e considera el polinomio cie gra- 
s. 

do 2 	I'k (x) 	_ Atcx2 { I3 x 	{ C1c 	que interpolei•'lo:i tres - 

puntos c:r1 plano 	k-1. f(xk-1)) 	(y1. f (Yk)) Y (xk. f(:1) ) 

Donde 	Y1c - x-L-i-. xt• , deSpué:t :ae procede a finte fiar Pk(x) 

xk 
pobre el intervalo Lx;c„1, xk) y tomamos a

-
. _ i(::) dx 
Xk 1 

xk 
como 'ma r.+pror.imecinn a 	f(x) (b 	i.e. 

"xi1 

f
xk 	M xk 

i 	(x) dx 	f (x) cx 	y al sumar sobre k. 1• 2,..n 
d 	

c 
-1 

se tiene qur 
•Z ',-a 
i 	I(x) dxJ r¥f (x) dx 

1̀ 1 	 -1  

i)plostrareTlofl  que 1.Jara futicuuonen que Ertenecen a C ,¥ti¥ el tnéto_ 
b 

dn de 1., regla ce Sirr¥orun cnnverf'e al verclauero valor ac S f(x,)ax 
a 

lpr(, a;trr.^, cií, h¥ (rr1.) ac1: rp'1<i.^. ol, uno 	detalles: 	se ita habl do 

'r1 	;`^1:.n v ¥i r` '-'e-'  f'r c' ^ 	Pi.!i') 	que in¥.rrpn1, bu 	untos 	- 

¥f,.^1, 

 

f 1.--l) 	, (• 	f('r1 )) 	-r 	,.► r(x )}, n'teetn c► 1e 	- 

:ve 	'1-1 	, 31f-?1t re e::istiran consta+rter, NÍ:► L, ` C1. 

talen ;fue 1'k (x) 	¿t r: c 4 IIcx 4 Ck 	interpolu las tren pm 

I,a palnl>l•,^ in t, r. r;: ¥l.nr. 	refiere a enr.nntrar el polinomio de 

r-rac'o don Pk(x) _ Akx^ + T3kx 4 Cl. 	tal que loes pun- 

tos 	(x,1, f'k-1)) 0 	(Yk' f Cyk» Y (xlc► f (:)) lo Ga- 

tinfacen, 

,_ 	 I 



• t(6 

tob antes mencionn.clos y además estas constantes, están deter- 

mír.adan de menere. única. 	(ver lns puntos 2 y 3 	del apéndice 

• 2). 	Lain`ii e n e e 	importante 	antes de demostrar la convergencia - 

del nítn<In de la regla de 3impson obtener otra expresión para - 

xk 
%P(x) dx 	la cual nos la proporciona 
J k- 1 

el siguiente lema: 

2.2.10 	LiA, 	Sea P1 (  x) 	kx2 	};x Ck 	la ecuación po- 
• linomial (le prado dos que 	interpola los puntos (xk_1. 	f(xk-1)) 

• (Y' 	f (Yk)) 	" 	(xv, 	f (xk ) ). 	Iantnnees 	se tiene que: 

xk  
Pk (x)  d 	h [f(xk-1) 	+ 	4  f(Yk) 	4 	f (xk )] 

xk-1 	 6  

Prueba: 

• 
k 	 k 

Pk(x)  dx 	- 	
Jx 	

(Akx2 4 	Bkx  + 	Ck) dx  _ • xk k 1 	 -1 

_ 	ak 

 

4 	f 	xk 	f 	Ck xk 	- 	 k xk-1 - Xk-1 	Ck Xk-1 3 

•Ak (xk - 4_1) 	4 	Zk (xk - 4-1) 	4  Ck(xk - Xk-1) 	2.2.10.1 
3 	 2 

Como 	Pk (x) 	= 	Akx2 	4 	Bkx 	4 	Ck 	tenemos que t 

• f (xk-1) 	s 	Pk (xk-1) 	Ak 4-1 4 	»k xk-1 	4 	Ck 

obten 

4f(Yk) 	_ 	4 Pk(Yk) 	c 	4 Ak Y1 { 	4 Bk Yk 	4 	4 Ck 

• y substituyendo 	Y k 	por su valor 



4 f(v) 	r Ak (xk..l { X,)2 	} 	2 Bk (xk-1 4 xk) 	} 	4Ck 

. • . 	4 f (Yk) 	= Ak ($_1 } 2xk_1 Xk } xI) } 2Bk(xk-1{ xk) $ 4Ck 

f(Xk) 	= Ak xk 	} 	xk 	} 	Ck 

Sumando estas tres últimas igualdades oe obtiene: 

f (xk-1) } 	4f (v) } 	f (xk) 	_ 	2 Ak (4 } x) 	xk-1 4 xj-1) t 

} 	3 ;(x_ 	1 Xk) 	4 	6 Ck 

Multiplicando esta ultima igualdad por 	xk - xk-1 	x h tenemos 
6 	6 

que 

6Cf (xk-1) } 4r (y) } f (xk ), _ 	Xk 	xk-1 [f(xk  -1 f 	4f (Yk) 4 r(xk )) 
6 

- 	(xk - x1) } 	j (xI - 4-1) 	} 	Ck (Xk ' Xk-1) 
2 

lo cual ee 	2.2.10.1 y el lema queda probado 

E1 resultado obtenido por el lema anterior nos prop-- 
ciona una fhrmula para: 

xk 

3 P 1. (X) dx 	con la cual ya ee- 
Xk-1 

tamne en condiciones que probar la convergencia del método para 

func ione a que pertenezcan a
tap 

2.2.11 Te 	e a. Sea 	f (x) C 	O2 	,b 	Entonces 

f(x) 
a 

dx 	- L 
k¥l 

x 
r k 	Pk(x) dx` ¥J¥,k-1 0 



	

x J
b 	 h 
f (x) dx - 	(f (xk-1) + 4 f (Yk ) 

	

a 	 6 It.l 12n 

donde 1-t e s tal que 	I t'( )! < IS 	para toda x c £a # b) 

Prueba$ 

bf (x) J 	dx 	- a h 	n rf (x _ 	) 6 	.l 	k 1 4 f (yk) 

b 

Sj(x) dx 	- f (.Yk) 	-  n f (xk-1) 	f (x 	) 
ti 
2 

r(x) dx 	- 3 
a 

2 3 Iz 	n f (Yk) } 	
sa 3  

f (x) 	dx 

h 	n f (x 	f 	4 
k_ 1 

2 
b 

f (x) dx sj]. 

n 
- h 	f (Yk)  1 	bf (x) dx - h 	f (x - ) 	f (x 

kI 2 a 

Apl icando los teoremas 	2.2.6 y 	2.2.0 se obtiene que la últi- 
ma expresión es 

2 	2a 
I 	b-a 3 	- lfb2 3 t u  
3 	6n 3n 12 	6 	12n2 

El teorema así queda demostrado y por lo tanto la regla de Simpson 

converge al valor 
b 

jf(x) dx 	para funciones que pertenecen a 
a 

Cta¥b, 

Por último falta hacer una aclaración muy tm 	a or t nte P 	• 

Hemos hecho ver en el desarrollo de esta secci$n que los métodos 



del punto medio, de la regla del trapecio y de la regla de - 
b 

Simpeon convergen al verdadero valor de 	f(x) dx 	cuando 
Ja 

f(t) 	¥a,b) . Ahora nos preguntamos& ¿qué 000rre cuando - 

f (x) solamente en continua en ta,b] , Lit reopuenta en muy 
sencilla v ce resume en el siguiente teorema y su corolario. 

2.2.12 Teorema. Sea f(x) continua sobre el intervalo Ca, b). 

Entonces el método del punto medio r la Regla del 'trapecio con- 
b 

vergen al verdadero valor de 	f(x) dx cuando n 	, en 
Na 

otras palabras dada 	O existe á> o tal que 

) 	f (x) dx - h 	f (,vk) r F 	a l b- n_  	y 
_ 	 n a 	k_1 	I 

ji) 	dx - h 	 . f(x_)  
IJ»x) 	 2 	 el h¥d 

4 

La prueba para i) y ji) está dada en los teoremas 1.4.5 y 

2.3.? respectivamente. 

2.:?.13 Corolario. Sea f(x) continua sobre el intervalo [a,b,. 
Entonces el métoc'o de la Regla de Simpson converge al verdadero 

b 
valor de 	f(x) dx si n 	Q) 

a 

prueba¡ 

f
t b 

(x) dx 	6 	t('k-l)} 4 f(Yk)4f(xk5)I = 

1 3 

b 

¥
f (x) rix - 	h 	f (Y}¥) f 1 ebf (x) dx 	h4, f (xk-1J 	r

(
Xti 

a 	3 	3 da 	3 



del punto medio, de la regla del trapecio v de la regla de - 
b 

Simpson convergen al verdadero valor de 	f(x) dx 	cuando 
c a 

f (x )é CHA b . Ahora nos preguntamos: ¿qué ocurre cuando -
f (x) solamente es continua en ta,bb , Lis reopuenta ea muy 
sencilla y se resume en el siguiente teorema y su corolario. 

2.".12  	 eor. 	p• Sea f(x) cont inca sobre el intervalo £a, b). 

Entonces el método del punto medio v la Regla del trapecio con- 
b 

vergen al verdadero valor de t f(x) dx cuando n 	, en 
Na 

otrarj palabras dada 	ü existe J> 0 tal que 

t7
f(x) dx - h 	f(Yk ) <¥, 	al b- a _ 	 J.  

ji) 	 f (x) dx - h r -̀ f (Xk_1)  
Ua 	 ¥Í 	2 	 el h¥d 

4 

La prueba para i) ,y ji) está dada en loe teoremas 1.4.5 y 

2.3.2 respectivamente. 

2.2 .l 	Coreln io. sea f(x) continua pobre el intervalo Ln,bJ. 
Entonces el rn'todr de la Regla de Simpeon converge el verdadero 

h 
valor de 	f(x) dx el n ¥ Q) 

a 

Prueba= 

f(x) dx - 	ixk-1) + 4 f (Yk) 4f (xk }3 _ 

f (x) dx - ah ¥f (Yo f bf (x) dx h 	f (xk-1¥ 	f (xk 
3Sa  



f(x) dx - h c,..r+ f(,yk) 	}1 bf(x) dx - h ± f(xk_1) } f(x ) s1 	 2 g 	k=l 	a 	kRl 

3 E 	3 E 	si existe d' o 

tal que 	b ñ a 	h 4oS debido al teorema 2.2.12. 

2..12 y 2.2.13 nos indican la convergencia de cualquiera de 

los tres rnétndos pero no nos calculan el error de aproximación 

como en el casi en que 	f(x) E C` bl . • 
b 

2.3 	Cálculo de 	r f (x) dx c'.rand no se tiene una expreaifin 
Ja 

analítica r?e f(x). 

En la neccihn 2,1 va hemos mencionado el caso en que 

se tienen n { 1 puntos (x}:, yk) 	k 	0, 1, 2, ... , n en el 

plano tales que 	a = x4 xj <x2< ....!¥ xiZ• b 	y que satisfacen 

la relación Y r f(x) , tnnde la expresión analítica de f(x) 

Ps desconocida pero bajo cl i'.ipueete de que f(x) es continua 

sobre el intervalo la, bj , v queremos calcular 

	

	`
b 
f(x) dx 

va 

Di esta neccihn desarrollaremos algunos métodos para tratar de 

lnfprar e to, pero naturalmente sin tanto éxito como en el caso 

en que la exprenión analítica de f(x) era conocida v que - - 

f(X) E C¥,¥ 	. Hacemos notar que de aquí en adelante Xk no 

necesariamente seré 	x}, 	a } Icb - a 	sino simplemente que 

a 	- 	xo xZ < y2t.... 4 xn c b 	A continuación  enunciaremos 

i proharemns un teorema que al mismo tiempo nos darás un rtt¥dn 

sa 

b 
para ralr u1ar 	f (x) dx 



7, 
2.3.1 Teorema; Congirlereinns lns n + 1 	puntna (xv, Yk ) 
k = 0, 1, 2. ... , n 	tales que con obftervacznnes de aun fenóric-
no rectir.? n r,or la, relaciAn y - f (x) donde f(x) es una función 
continua sobre 	,a, bh pero con la expre.;i n analítica de f(x) 
tal vez c?eoeonneic?a Y que idemr`is a 	xo< xl< x2< ...<xn _ b . 

tor.ceo dada C>0 

	

n 	 b 	 n 
f (x) dx - 	

1 	1 
Yk h1c ` - 	

I 
f (xk ) h¥ •C E 

a 	 k_ 	 I Ja 1  

siempre que thk = xk - xk-1 	para cierta a> 4 y para to- 
da = k 	lt ?, ... , n 

La prueba de este teorema es consecuencia inmediata 

del teorema 	1.4.¥¥ 	c?el Crz1,í .u10 	I. 

Este t,euurema no nn.^, calcule un error de aproximación 

n 	 b 
de 	f (xk) ht; 	,Yac hk 	al verdadero valor de  

n 
pero oi nos ,asegura que el valor 	Yk }ik 	difiere poco del 

verctaderc, valor de 	3 f()  d 	siempre que la longitud de todo 
a 

elibintervalo h1 	sea suficientemente próxima a cero. 

Hablando en un "entíd;D práctico, si nosotrns tuviéne 

mn3 o puriiése•ins obtener suficientes observaciones (xk, Yk) 

del fen¥'neno continuo reF•idn por la relacifin y - f(x) de tal 

Suerte que h•t _ xk - xr_I , i'uese lo ouficiente tFnte próximo a 

cero, po,?ríF¥nn;; esperar que la aproximacionY- h 	fuese 
k_1 k k 

aRifi^.ier.tErnc¥r,t¥¥ ccro¥;na a 	3f'(x) dx 
n 

1. 	 P. 	o que ore.3c, nta el teorema .?. 5 .1 	se puede - 



consideror comen 1.n renero7.izn.cirt riel m't')'in r?F'1 1.?'lr:t^ del lado 

drrechr) r anr¥n el. ennj!intn i 	punto, 	, k F 0, 1, 29 ..., n 
no ent.Ain áC xntmFnte copaciarinr , 

A continuoción present¥imou otro t;eor.F-ma que también 
b 

nos proporciona un m¥tod para cnlculalr 	% f(x) dx ; ente rré- 
a 

todc ne puede r,nn^irlcrr¥r como la regla del trapecio t;eneralizadu, 

cuando loa puntos x},. no estiín igualmente espaciados entre si. 

2.3.:' 	:2Z:.t^¥. C,)nn1dereca los n } 1 puntos (xk, Yk) con 

k 	0, 1, .?, .. , , n tales que son observaciones de un fenóme- 

no rey-ion p»r lo relzcián •r 	f (x) d,oncre f (x) en una funclán 

Continuo F'obr 	n, h¥ 	ron lo rxpresiñn nnnl.ítica de f(x) - 

tal vc z de; connc ir! a v Cj w a(lc`^lr s a = x0( xl< x. < ...< xt7 c b 
Entnnces (lac'a £>0 

siempre que 	hk ¥.¥ 	pera cierta ó%0 y para toda k c 1¡2 • . n 

Prueba: Puf 	f (x) es continua en Ua, bJ y además como - 

es un valor intermedio entre f(xk-1) Y f(xk) 
2 

podc'~.is aplicar el tenremi del. valor intermedio para funciones - 

n^ntinlia 3, tr1 r'intn 5 A/' n:? ire 1 , que cfirrnn que existe - 

x,) 	tal. 	ç(,.) _ f (xt¥1) 	f ( 	por lo 
2 

tanto 
} f (-'•i 	}le 	e.,.-. (°k) hk 

!i como ci, C (x1, xk) aplicando el teorema l.4.. obtenernos 

lo rjc'scr¥r?rr, 



3 , 3 	Ciad ra t11ra, Spl Inc , 	iponC-amno n+jce vareen te que tenernos -• 

n 4 1 	, ,.int,'¥s (x k , "rk ) k - 0, 1, ... , n que son observaciones 

cdF1 írn^mrn , rer.rid , p01' 1,a rc laci ¥n 	i = f(x) 	con 	a ., x,)<xl< 

b b y come siempre ac n+iiere calcul.ar 	1f(x) dx ¡ 
VVV a 

lo nue n"ora haremos es construir tina flancii-)n 8(x) que interpo- 

le los n41 	puntos (i.r.  , w < = s(xk) k = 0, 1, ..., n 	con la 

propiedad de nur s(x) ten, a eL menor numero posible de oscila-

ci:)nes en el intervalo [is, b] coma se iuiistra en :Lao siFr!iiente1 

r inei 'n 	r' in 	m rchai fuinei')n 	sin 	.vacilaciones 

'ij-. 	3 

Le 	 intn es: 	¿n 	¥r;e'nos Lo,.rar 	que 	s(x) 	tecla 
cl 	m¥r;rr 	n¥í ere 	f,n:;il)Le de 	7 ciU cines sobre ta, 	b¥ ? 	( lo res- 

tu 	en 1 	sir' iie : 	e: Pri•nerz¥:nec:te s'J:)OfÜO.;c,a 	que 	a( x)E C2[a, b) 

bajo 	F sta s:pusir,x¥n debemos encc)ntrar una 	fanciin 	s(x) 	tal que 

a(xk) 	Y,, k 	_ 	?, 	i, ... 	n 	y 	71e: 

b f s"ry (x) 	dx era 	mínima, 	•ra nue 	si 	s(x) 	es 	t,at 	q'ie 
J? 

S. 
mí 	i ia 	can 'inc es 	a' (x) 	varí,.3 	en 	pr¥- 



MPO i.n 1) fenns pnail:}1F Fmml)re el intervalo 1A, b) J n cual signi- 
f ica n, tr 	r3 (x) 	ten'rí ri •tener n 'mero 	ible de oscilac,i,)rc.a 

sobre Ca, b). mm inf,r.cl cal 	,jr• tiro mencionado definimos 

u (x) _ a (x-x )S { bk(x-x )~ f c k 	k 	k 	h 	k(x-xk) { yk 

Y e(x) - sk(x) 	;psi xk-15x C Xk 	k 	1, 2, ...o n 

paro nun s (x) 	+.enRaa primero: -r crE' tndn derivadas con tin' na en 

ta, b] r i tlrnrtnnrfrn nue: 

i) 	$k (xk ) 	_ sk{1 (k) 	para k 	1, :?, ..... 

	

i 1 ) 	sk(xk) 	_ sk{1(xk ) 	par: 	k A 1, `, ... , n-1 

l:)circ 	k _ 1 	, n-1  

Come 	sk(x) = 3 at.(x - xk )'- } bk (x - xlc ) { c- 

3 k (): _ 'k) } bk 

las tres cnndicinnnn rinterinres son las nismas que 

	

i) 	yl . = ¥¥}1 (x k:- y1.1 ).S .} hl:}1 ( xk_ xk}1 )2 { cic{1(xk- Xkj 1 )fyk{ 1 

	

ji) 	Ck - 3ak4 1(xk-- xk{1) } bk{1(xk- xk{.1) } ok{Z 

iii) 	b. 	E, a11(- x11) { 	 1, 2, .. , fl1 

ahora sea h,, = xk 1- xlc 	k R 0, 1, 2, ... , n-1 	entonces las 

tren r,-)nciicinnps 	i4 ii) 't iii) se escriben como: 

- 	Uñ f lnlc 	°k{ 1hk { yk{ 

ji) 	c, = '  a}.1 - bk}11zk { elc41 

iii` b - - n h 	b 1 Z 	1 k 	1, 	c c }1 	{ 



i aflemá ' pedirnos que; 

iv) el(x0) - Yo 

v) •(Y) e e (xn ) 

es c ((cir 

1, 
116tese nue expt¥n'ierido para h : 1, ?, ..., n-1 ee tienen  
3(n-1) 	•iurir%nvfl 1ineal 	con 3n -1 incñtwnitns, ónrnde las - 

ínc6rnita9 con al• a2, ...• ari, b1, b2, ..., 	c, c2, .... On 
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O : -6 alhc 1 bl 

0 = -6 a2hl } b2 - bl 

0 = br, 	 2,3.3.4 

Para ver q , te e!;te sisternn tiene en.luciñn y ee tinicu e 
proberernna q,in el c nrie¥pnndiente sisterm hmmo&;éneo tiene noln- 
rente la nnluación '.rivi.:tl al - bi _ al 	n 	para tc¥!a 
i _ 	1. ^ ... n • El s i s terna homogéneo 3e da cuando yir 33 
para toda 1, je 1n• 1• ... ►  

CalcI2lerno 	 a"2 (x) dx = S
b 
a'¥ (x) e'¥ (x) dx 	cuando

n 

poro 	ca 	i • ,i - n• 1. ... • n 

Apliennc!n interraciAn por partee se tiene ores 

be" (x) e"(x) dr. _ 	` k e ,, (x ) e „ (r ) 
Ja kel J x 

ek ( xk) gk(xk) - 	 gi(xk 	Jx - 	
k 

-l) - ¥ks (x) .'(x) 
-1 

debido n 2,3.3.1 la ltimn ex i)resión ee iC;ual ra 

e ( x ) "( X ) - ej(xo ) ©1(X n ) - 	
s::_ x 

(x) x 

v por 	,-3 	lp. cxpresi'n i,rnt,.rri^r es i¥.ial a: 



77 

oic (x) ol¥(x) dx 
k_1 xk-1 

xk 

x}'-1 	 k=1 	xlc-1 

- 	nk (°k(x}c) '  



7, 
0 	-stb 1 

0.71 •hi ho 4i 
-0 	-1 0 -6h1 1 
O 	-1 3h -hl 1 

l¥'I? -hj 	hX -h1 
C -1 	0 	-6h2 	3. 

0 -1 	•3h 	-}7 	1 
2 V3 -h7 	h 	-h2 

V -1 0 	-6hn-1 1 

1̀ 	3hn-1n-1 1 

•1" Yn -1 hi-1 hci-1 bn 
C 1 0 	en 

icnnR ta'ibi'n ^m eínnrado 	que buscarnos urna función 	a(x) E C5►a¥ b' 
tal n»e e (x.) 	s 	Vi, 	17 	= 	0, 	1, 	... r 	n 	y que minimize 	a la 

.., 
a 

ix) 	dY 	el. 	i;- '1r 	r,enre I 	nos reelve el. problema. 

• • Trs 	 .._ mea 	f (x) E 	C ta v i)] tal que 	f (xk) 	e y}, para 
k - Or 1, 	... 	, 	n 	donde 	a = xo< x1< .... .r¥ xn= b 	• 	31 n(x) 
C 	el ;ínico 	apline n.i~ur«1 	tai 	uue 	8(y k ) _ yk 	entonces 

dr. 	rhe'r¥ ix) 	dx 	`I 	la 	iJ¥ualdarJ 4 	Va se da si ;I 	silo ci 

f(x) 	parca 	a G x G h 
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¡rucha : 

f ' +=(x ) dx _ 
¥ 	 ja 

bs"`'(x).dx } 	¡fn(x) ., a¥►(x}'2 dx   f a 

} 2 rb1,"(y) 	f'►(x) 	_ 	dx 
Vt1 

efl 	9'!f i(iPnte 	ver 	n`1P 	le 	:tl tinut 	inte(ral vale 	cero. 

A1icancln 	interaci n pnr par. tee se 	tiene que; 

é
S "  	"(x) - a"(r) 	dY 	nfk, &'(x). f"(x) - 

e1 (x) 	(f"(Xk) 	- 	- 	L 	( x)c-1) 
k.l 

("(-Xk-1) - 

n 
Ç sII(x)(fI(x) 

`l.-1 

= 	(x)(f"(x10 ) 	- 	- 	i 	(xo )(f"(x o ) 	- - 

ak(lf ( x)c ) 	- 	Lx k )) - 	(f (xk-1) 	- ` 	xk-1)) k=1 

debido a 	2 . 	.3.3 	la ultimoa expre;min es igual a 

akt(.Yk 	- ,Yec ) 	- 	("k1 	Yk-1)) 	- 	- 
wL 

n 
 ak ' 

.—.1 

0 	° 	O 

lo cual pr'irba el 	f enrenn. 

El objetivo de. haber cnn¥triido la funcihn e¥pline nato: 
ral, 	ee poder calcular 	f(x) dx 	cuando 

a 
no ne 	tiene una expre 

e¡''Jn anelí.tice 	f() 	, 	nino 	solamente 	n } 1 	puntos (x,+ 	rk) 



k : 0, 1, '.'., ... , n aue atiefccen la relación y a f(x). I,a 

idee es tomar : 

Çk 
c 	¥z¥c (x) dx cmc aprcxir 	in a 	f(x) dx 	en decir 

k-1 	 xk-1 





0' 

b 
2.4 	Reglas compuentas para el cF►lcrilo de 	f (x) dx 

su 
En las necciones anteriores hemos darlo algunas regla© para el 

cb 
rdlcuto de 	1 l (x) dx , ahora daremos otro tipo de regla© - 

da 
llamadas reglas compuestas; estas últimas serán llamadas as1 de-

bido a que la idea para aplicarlas cerit dividir el intervalo -

ca, b'1 en n parten iguales y aplicar alguna regla ya conoci-

da sobre tcdos v cada unn <le los suhintervalno que se obtienen 

¥esn¥:é¥i 

 

de dividir Ca, b] en n partes iguales, Sobre este -

tipc de re'las no nos extprdere'ncoc c?ema ía.do poro dnt'emoe una - 

idea sobre estas métodos y probaremos un teorema el cual ase¡;u-

rs que bajo_cicrtr.s condiciones las re;'lns comp est.n9 conver-,en 
b 

8 	'!f.2'daf ro valor de. 	f (x) c;i; 	1.cri 	ir i or1r3iizindn In 

ntericr'nt;r c?arr ,̂r`a en se, uidcr doo definiciones: 
b 

2.4.1 Dafinicicírn. Una regla, de integracién para 	f(x) dx 

será una expresión del tipo 	R(f) 	f(xk) donde 	- 

a 	xk 	b 	y wk non nrímeros reales positivos llamados pesos. 

Como ejemplos de estas reglas de integracihn tenemos 

el rrét,-'in del punto del lada derecho visto en la sección 2.2 y 

definido como 

R{f) 	h f (xk) 	f N dx 
ka1 	Sa 

donde 	Xk 	a } k b-a ; aquí W3 los pesos son precisa- 
n 

'riente el velar de h , '-e- rrk _ h. 

Otro ejemplos cc la regla del punto .nedior también 

vista en la sección 	.2 'r definida como 
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R(f) _ th f (ylt )¥:= b̀f (Y) dx 

Aquf nuevamente los pesos coinciden con el valor h 	r 	- 

yk = 	x k 	donde 	xk _ a + k n F¥ • 

2.4,2 Llr-f1nicinrL. Una regla de integración estandarizada es - 
Al 

urna regla de integruci 	 fJn para 
so 

(x) dx 	i.e. una regla de 

n 
inteeraciñu estaridar es una expresión del tipo :;(f) _ 	víkf (tjz ) 

d ondd e 	0 Q. tk6 1 • 

2Tat,ircalmer.te que ln definiei' n .?.4.2 requiere que 

f(x) 3en ''iann-integrable sobre 

i7na rcr.la de int raei;n estnnndar pi de ser troncf:,.- 
b 

ridn a una rc,rl dé ierr,.ci¥in p:nrr Ç f(x) dx med innte in 
SR 

trrnsforcinn v = n } (b-n) x 	i.e. 	si 

Ti  
R(f) _ ¥ s;, f(tk)'' 	f(x) cir, 

k=1 	 SO 

es una re„1n de inte¡raci6n stand ir, aplicando la transforma.- 

ciñn 	y = a } (b - a) x obtenemos; 

¥t 	 b 
R(f) 	(b-a) rr.. f (a } (b-a) t)c ) M 	f(x) d}: 	2.4.2.1 

k.l 	 a 
b 

ln cuunl e i urna rrr.. la de ir. tr frrac i hn para 	f(x) dx 	ya que 
a 

ln trnaofnrmaciñi: y = a } (b -a) x 	mapea el intervalo 109 11 

en 11 intrrvaln La, b) 

2,4.3 	`'ini cío. Una rrrrla (?e interracihn cpuesta para 

¡f(x) dx consiste en dividir  (a, b) en n partes it*uualea y 
a 



aplicar la rec l8 (2.4 .2.1) en cada subintervnlo txk_ L, x1] - 

c1nn,4 E 	- a  , , después sumar sobre todas las - 
tt 

k a 1, 2p ... , n . A est-. re  ta compuesta se la denotará por 

(n x R)(f). 

Lo que la definicirín anterior quiere decir es lo i- 

guientei Dividamos cap b 	en n partes iGuales de tal suer- 

te que obtengamos n subintervalos Cxk-1, xk, donde 	- 

Xk : a 	k -ñ n 	, k _ 1, 2, • s e , n 	depués apliquemos - 

2.4.2.1 cobre el subintervalo (xk-1, xk 	obteniendo así 

(xk - xk1)  Wi f (Xk-1 4  (xk - x-i) ti) -rxk  f (x) dx 
1.1 	 v xk-1 

e equivalentemente 
m 	' 

	

- 	 TU 
b—  n wi f (xk-1 f b"à  t i

) ' Sxk-1 
f (x) dx n isl   

y después o'rnancdn sobre tarsos los valores de k nbtenemon 

n nt 	 b 
(n x R) (f) _  bñ° 	v, f (xk-1 f  b-a t)'. 5f(x)  dx 

10 cual ee la expresión compactada de la regla compuesta (nx R). 

A continuación probaremos un teorema que nos asegura 
b 

que (n x R)(f) converge a]. verdadero valor de 	f(x) dx bajo 
a 

el 4upuento de que R(1) s 	dx _ 1 , donde R(1) sería 
v0 

una regla estandar apl icada a la función f (x) = 1 

2.4.4  Trnrrpma.  Sea R(f) una regla de integración estancar / 



(nx R)(f) 

cumple que 

Prueba: 

b-a 
n 

hm (n x a)(f) - 	r f(x) c)x 
 a 

(n x R)(f) 

os 

i.e. 	R(f) _ 
n 

Wk f(ti) , o 	t t 1 	tal que R(1) s 1 . 

Entnnees la regla compuesta definida sobre [a, b 1 dada por 

n 
_ 	Wi bña 	f (xk-1 + bna ti ) 

1.1 	k_1 

y para cada i ne tiene que 

lim bna 	f (xk-7. { 	ti) 	_ 	bf (x) 
£a 

dx 
k_1 n 

en virtud del 	teorema 1.4.5 puesto que 	0 	ti 	1 

Por lo tanto 

Lím 	(n 3c R) (f) 	= 	lím boa wi f (xk_1 } b- a t 	) k_1 i=1 

hin Xwi bñ 	Y.f(Xk-1 f _W ti ) i_1 k=1 

l fin 13- a 	n f (xk-1 } bn° ti ) 

i¥l 
dx 	_ 	f (x) dx wi 

a a i¥l 



cs 
b 

S

b
f(x) dx • R(1) _f(x) dx 	• 

a 	 a 



CAPITULO III 

APL'ICAC IONES DE Lit INTEGRAC ION 11TRIER ICA 

A 1111 PROBLIDA FRICO. 

3.1 En que consiste el problema físico tru'ucido a un lengua- 

je matemática, 

El problema físico consiste en estudiar las - 

termocnrrientes iónicas (ImT.r•) en cristales de bromuto de -

cesin contarninnd.as con impurezas. Las termoocorrientes icínicae 

(T• 1•C•) se observan en cristales de bromuro de cesio contami-

nadas con impurezas y de un anttlisis de las curvan observadas 

rie trata de calcular 1n ener la de activnci'n E del complejo 

impureza vacancia. El parAmetro I', est{i invnlunradn en la cur 

va de termncorrientes iñnicns (I. i'.C.) representarla par la -

ecación: 

JU) 	Po exp .. _ _ 1 	ri exp (- 	r ) dT'1 	(1.T.C.) 
Í,o 	Ki 	3 ¥ n tI T 

dende J(=) es la densidad de la corriente de depolarización, 

Po e9 la polarizaci'5n inicial,  	es la constante de relaja- 

ci'n, (generalmente desconocida), 3 la tara de calentamiento 

y To es la temperatura para la cual J(T0) eo próxima a cero, 

E, r0 ,7. Y 	son constantes positivas y It es la constante 

de Boltzrnan (ri ¥ n.n6r r x io-4 ) • ¥ 	 ¥ 	 El problema físico va tradu- 

cido a un problema matemático consiste en estimar los parAmetron 

Ii y 	en base a. la información de n observaciones (datos 

experirnenta1es) 	(Tk, J('i'k ) k 	1, 2, ... , n regidos median- 



te la ecuac inn (l.'T.C.) . 
• Otra ecuación importante es la ecuación del tipo 

Arrheniue para el tiempo de relajación 7(T) dada por& 

• (•r) 	y C7, I. h 	p It,r 

El tiempo de relajneif►n 7(T) también está darlo por la igual- 

dad J(T') d « 
7

(T) - 
• J(T ) 

Ya que el problema físico requiere muchos conceptos anteriores 

para su buen entendicniento, hacemos hincapie en que lo tratare- 

mon ya trt,duucirin a un 1enr->>aje exclusivamente matemático, (en 
la parte de referencias ne citan algunos artículos). Antes de 

proceder a dar métodos para estimar E y 7ro haremos un en&- 

lisis de la curva C x•¥¥.C. 1. 
• 3.2 Un aníliois previo de la cierva (I. 1'.C. ) 

Previamente procederemos a analizar al¥tunne propie- 

d dps re la eu»r_iAr. (1.r.C.) sobre el intervalo (O, no ) 

Propiedad 3.2.1 

• 2iótese que J('T) es una función continua sobre el 

	

intervalo ¡.o so) y J(T) 	O para toda T (1 KO, aa ) 

Prnpiedp,d 3.2.2 
T 

im Po exp _ 	f To exp • r d`f', 

T 

T 	
- 	i, - : Si ,v 	dT' se 	i¥¥¥ 



4a 	exp 	-¥1 im I T 1 exp - r4r dT` Ç° 
P 

como exp 	(- . ) 	es continua en 	(09 To) 	entonces 

Toexp - Krr 	dT' existe y la ultima expre- 
Lo 

i3in`n epa irun1 

Q exp 

a 

 L - o° 	1 exp - r,¥ 	dT'j 	- 	O • 

esto es lid curva J( ,r) 	' o si T 	, o 

Frnpied•nci 	3,^.3 

lim s(') 	c
T 

 
o lím  ex 

¥n 1 im 	exp - 

	

P p - 	i.  ¥-

S 

	dT 

T 
1 im exp - 	¥1 	

o
exp - 1 c r I T 

I'o - r 	exp - 
r 0 

exp - 
l o 

•-4 	dW? 

como exp - -r--1- 	) 	1 	si 'I' oo 	entonces 

1 	¥ •, 	P ex 

	

STn 	
- dT - 00 I, r 

por lo tanto P. ex ,: 	r 	exp 
odTn 

-  4T' ..) p 



¥ 	esta es la curva 
	J(T) ) 0 	si 'r 	oo 

Propiedad 3.2.4, 

J(T) es derivable en todo (0, oo) y 

J exp 	
T 

 ( E l 	 E -  
/meo 	f. K'r 	P fo XTO exp dr

' 
	fi 	 B a 

Propiedad 3.2.5 	La función J(T) cunple las oig►uientee con- 
dicionee: 

i) 	Existe un punto 'rt (0, oo) tal que J('i'0) ¥, J(r) para !, 
toda T G COA oo) 	y por lo tanto 

ji) 	J' (r) = 0 	v por lo tanto. 

iti) T2+ es único en (0, oo 

Prueba de la propiedad 3.2.5; 

Cons ir. remos J(i'fits)) 0 donde T* 	ea alg.ín punto 
fijo de (0, reo) tal cue J(Tt*) > 0 	y sea . tal que 

0 4-E, rC J(r ) . En nieta de 3.2.2 Y 3.2.3 existen puntos 

r1, 2 • 0 < Tl 	r2 	m , tales que 	J(T)E 	oi 

T a tac Tl) ti (T2, oo) • Nótese que 'fOl e CTi, 'r2,, Pueato 
que 	J(r) es continua en [0, oo) 	J(T) es continua en trl¥ T2' 

Y por tanto existe T# E r1, T2'] tal que J(T4) 	J(T) para 

T P tT1, Tp) 	(3.2.5,1) de acuerdo a uno de lo n Teoremas del 
punto 5 apénr4 ice 1. Cano J(T11 ) > J('i'0a) ya que  
entonces 

J(T ) 	J(i'OA) ? > > J(r) 	si T (0, Tl) U (T2• 0 ) 	3.2.5,2 

de (3..',5.1) y (3 .2.5.2) se obtiene que J(i0 ) 	J(T) para 



9# 
TE 	[O, m) 	con lo cual queda probado la existencia de 	T* • 

Ahora bien sea 	T* 	tal que J(T*) at J(T) 	Teto, no) 
Como 	J(0) 	_ 	0 	< 	J("**) 	entonces T C 	(0, ao) 	y por taf 
to eaiete 	h 	O 	tal que 	0 < T'''- h < T• < T*} 	h < oo 	y como 

J( LO ) Z 	J(T) 	para. 	TE to, 	0) 	J(r 	) J(T) 	para 	T 	en la 
vecindad 	(Ti'- h, 	C 	h) 	, 	por 	lo 	tanto J(T*) 	además de ser 
el máximo de 	J(Á) 	en 	lo, 	ra) 	J(r%) es un máximo local de - 

acuaprdo 	a 	la 	,iei'inicirn 	'?e1 	plinto 	1 	del apéndice 3 	y negun - 
el teorema del punto 1, 	del apéndice 3 J' (f') 	_ 	0 	lo cual - 
prueba la segunda cnncluei'n. 

Ahora probare.noe la unicidad de 	1' 	= 	hemos visto que 

0 	s i 	J(r¥! 	J (i') 	para T E [0 	ao) , entonces de 
la propiedad 	3.2.4 	tenernos: 

O 

exp[ 	, 	
_

J 1 exp K- ;- dT'] 	(ItT 2 	p exP lea' ) 

coma el primer factor dei la expreni4n anterior ee mayor que cero, 

a 	0<;<,Y, 	y 	T 	£ (C, 	c) 	entonces la unica posibilidad pa- 

ra que 	J' (T0̀ ) 	_ 	0 	P s 	q ue 

E 	1 	-E 
exp 	It' 	` 	0 o equivalentemente 

h T¥ 2 	- 	
P- V() 

e x p y E¥ 
ir 

Cano 1. 	Cea 	044 T•¥ T* 	entonce3 

T 2 
	

O exp It pro ex .1 



O equivalentemente 

exp 	Itr,¥ > 	exp - 	
1 

1 	entonces 

ex ._ K. p? 	ex  p h- 	
37 

, ¢ _ 	p I- 
T 

enton(:es como J(T) > 0 	paru 	O << m 	resulta 

..  ex p - 	) > 0 

Si 	0 i i < i'` , pnr io 	tanto J' (i) 	o si 	0< 'r < T« 	3.2.5.3 

Caro 	u. 	sea L1 < '1 < oo entonces 

T2> 	K T.2 	= 	3fi nexp 1 pro exp hT 
E 

O equivalentemente 

E 

i 	r'.'1' 4Z exp - o -¥- 4 -1-- ex 	- KT 	¥3To 	p -  
KT 

entonces 

YT¥T 	,p, ex P - F K-7 	K, - --¥- 	- -- - ¥n ExP 	ETO o " 

,y como 	J(1') i 0 	si 	0< T<. 	oo 	se 	tiene que 

J'('r) 	- 3(T)•( 	- h;Í  exp - 	E 	) < 0 

ni 	TI 	T < oo por tanto 	J' (T) 4 0 	s i T a < T < eo 	3.2.5.4 





• exp 	- ('r - ¥o ) 	3T exp - h 	dT' 	el T 	To 

Idultiplic:,jndo por 	- 1 	y tomando exponencfalea ae obtiene 
pp r0 



Ir 

para 0: T s oo la i4ltima expreni6n resulta ser menor o igual a 

T 
:2 r0 exp - ¥% 1 $exP  - - 	dTV dT 

¥I  

o _ 	 m 	T 
po O ezp 	

% ST 
T ezp - I dT' d T 'I'' exp = - jToT d exp 	T' d-r 

p°• . 	p  

Pe -r,réXp '1 

 

rexP di' ddi' p]
io exp 	<  ¥ P o 

dehid9 a 3.2.7.1 y al hecho de que como 

e© una funci6n continua, su integral sobre 

exp ¥-1 	exp 	dV "' afro 

[0, To) existe, lo 	I 
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3.3 Cálculo de 	ÇJ(T)  dT 

• 3uapong►amo© que se tienen n datos experimentaba 
(r1 , .T ( rl)) , 	(Tn , J (T,i)) r ... , (; , (¥TT'rn)) 1 o Tl  
de la e'arva 	1.1.0., nnoliznra en la seccihn 3.2 es decir qi.e 
cada punto (Tic , J(T k)) k s 1, 2, ... , n satisface la relación 

v q'1eren)ns calcular 	¥ J(T) dT 	para toda e ■ 1, ^, 

... , n en este cano podemos abordar el problema aplicando al- 

¿uno de 7 os métndon de Intel ración vistos en la sección 2.3. 

El método dado por el teorema 2.3.2 non asegura que 

si 4 Tlc coy sif'icienternente pequeño la cantidad 

	

y 	¥ Tlc 

co 

	

es una buena raproxiaci¥n a 	C . (T.);d' 	donde 
¥lTo 

Tk 	Tk{ 1 - Tk , nhte e que en la suma aparece implítamente 
el punto (Tk4l, J(Tkjl)) del cual no ©e ha izabledo, estevalor 

Tn41 s Slo se tomará como tina cota de inte¿Zraci' n ya que esta-

mos intecrandn sobre un intervalo infinito, es decir, tomaremae 

© Tn{1 como el valor para el cual 

00 	 • 

ST 

	

n}1 
 j(r) di' _ 	J J(r) dl 
6  

W 
dicho valor existe va que 	c J(T) dT 4 m 	y como conse- 

JTa 

	

eueneia de lo anterior 'Pn4l 	deberí ser un valor para el cual 

J(`rn 1 ) sea nrhxirhn a cero. 

Esta ercciñn 3.3 Pres'ntn la importancia de la Irte- 



gracibn numérica en el probl.emn físico ya que al calcular 

Co 

STO
J(T) dT habrPmon calculado el tiempo de relajación ¥.r (Pa) 

r¥. 	_` s(T) dT 
el cual viene dado por 	/ ('o) _ "T't 	— 	el tiempo 

J(To) 

de rela,jnciñn T(T,) non enrvirli para la eatimacibn de Ion D. 

rámetros E v In• 

3.4 	Esti iacion de loa prar(ímetros E y 7k,• 

Dv la secciñn 

 

Z. 	re tiene que el tienpo de relaja- 

ción 1(L) esta dado por 	1(L) = y o exp 	tomando loza- 

ritmos naturales de ambos lados de la igualdad ee obtiene que: 

1n 7(T) a 	} ln 7, 	3.4.1 

de donde podemos concluir que la gráfica del loC;aritro natural 

del tir ¥ re relajacihn T(T) contra el inverso algebraico de 

la temperatura 	1 	representa una lineo recta con pendiente 

	

v ore*enada al nripen 	1n T,. 

Ahora supongamos que mediante el m1todo presentado -

en la seccion :5.3 hemos calculado y enlietado los n tiempos de 

relajación: 

acá 
T Tl¡ r , `• J,r s( 	ld 	a 	1, 2, ... , ti 

	

F 	J 

y por tanto hemo s enl.istado los n logaritmos 	ln r(T1) , - 
`¥ 	 1 	1  in 7(r2 ), ... , in 	1'n ) 	, r f corno 	,¥.. ' 	' •.• ' .- 	¥-- 

c'innirPrnnrn como vrarinhl.E- 	dependiente a lnT(T)• y a ii 





CAPI TJLO IV'  

METODOS r1nM zc.os Y UN ALGORITMO  

PMti LA E3 P 1M AC 10',i DE E y 

• -h el capitulo anterior hemos dado una idea del métº 

do para estimar E y 7(-; ha:¥ indonos en el capítulo anterior 
presentarrmns un .)Ií-,oritmo para entiznar dichos par(metroa, aun-

que gtaererins hacer mucho hincapíé en que nuestro propósito no 

es la estimación de los pa- metros E y Jo sino mostrar la 

importancia tic la ante ración numérica en este problema. Ya 
noo 

hemos visto en la seeci1'n 3.3 que al calcular 
	

j(T) dT 
TS 

mediante alguna regla de int.e *ración numérica, podemos obtener 

el tiempo de relrajacihn 

T(Ts ) 	 dT / J(hs 
TR 

y proceder a estimar E y70 como se da la idea en la secci6n 

3,4 

Este capítulo va no tendrá mucha importancia en el - 

senticdn de la integracihn numérica pero sin embargo redondearé 

el problema tse la estim. acihn de E y To , ya que presentará -

un a eritmo para ohtener estos , ltimne y además un programa - 

en 	algol que no ̂ resuelve el problema. El algoritmo que a coro 

tinuacihn prenentaremn:i estarcí dado en forma de diagrama de flujo, 

4.1 Algoritmo para la eatimal.ciGn de E y %o• 



I00 
Leer 10 dtif,on T1, T?, ... '1'n► T¥f1 

J(T1), J(T2), ... , ,T(Tn)• T(Tn41)► 	K y n 

(I ,/.T (Te ) ) Ccalculri r 1n T' T.) - in 

para 3 ^ 1, 2, ... , n 

pura Q = 1► 2 ► .. • ;a Lru-Lar 

rilciil.{r 4 T8 = T041 - To 
Pera toda t 	1. 2. - - - - 

Cut ctilri r 1 = b J l' ), J(I--JU A á 
3=¥ 

p¥+r toda n = 1, 2, ... , n 

ln7  
Bs 

/n 

(1n T(Tj) -  

± (i/Ti ¥. j )2 
33. 

= exp ( in %'(T) - 

' a 1, c'.d ay 

a1cu.a1.ar  
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4.2 Un programa en Algol para calcular E y70 y comentarios 
al algoritmo. 

I:1 alrroritmcl de la tiección 4.1 está basado en la - 

eeeción 3.4 ; sc dijo en dicha necci¥ín que Tn$i es tomado eim- 

plemente como cota de, irte ;raeic'n, i.e. para calculara 

Tn•1 1 	 co 

J(T) dT 	com aproximación a 	r T J(T) dT 
`ca 	 J 

aefminmo tomamos 	ls 	J(Ts + J(Tt4ll QTj 	para calcular 

J(T) dT 	basándonos en la regla del trapecio, la juetifi- 
Te 

caci6n el rento de los pavos en el algoritmo eetarb_n dadas por 

la seccic¥n :3,4, 

Ahora basándonos en el algoritmo de la sección 4,1 

presentarlos a continuncin un programa en Algol que calcula - 

loe parA.metroi E y T o , el c'uil e ua6 para n 	84 observa- 

ciones a'ze se obtuvieron al contaminar con impurezas un cristal 

(;e Bromuro de Cesio, dichas observaciones se enlistan en las dos 

primeras columnas do]. programa ,y en la tercera el tiempo de re- 

• lajaci{)n 7(T). También se arrrirnta la t:rifica de la curva del 

• tieripn cae relajariñn contra la temperatura, cuando los parómetroe 

L y Y, han iid rtiiarion en base a las observaciones enlio- 

tadas en el programa. Los puntos aislados en la gráfica son las 

observaciones e n : i n t ¥Fi.(1F3 en el programa. 
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5.1 	El 	modPir7 	1inCl31. 	si:-iP1e 	'I 	_ ,nx 	f 	b 

3:ipnr,-amn^s 	n , te 	tc.,1emos 	n observaciones (xk , 	y k ) con - 

k s 	I, 	?, 	... 	, 	n 	donde 	x1< 	x-) < . , . < 	xn las cuales 	se rigen tne- 

diante una rplanJAn lineal 	r 	mx } b 	donde 	m y 	b 	son dos pazá- 

mP trns :a de trrmi.n; r, pm 	.' nur (x}z , v}t ) 	o.in nbservac iones, estas 

ultimasFst:::rtín 	tjr. 	s1r ín n ':'r r?r nbservnainn o (ie mrrr'ieitn 

dende el error se 	a-te 	 o, es cie¥ir 

"1 	mx1 } b } el 

yC 	tnx_a } b } e2 

. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

y n 	_ nxn } b } en 

donde ek ec una cantidad positiva a negativa pr.Sxina a Cero. 

Si consideramos ek 	k = 1, 2, ... , n corno varia- 

b1 	aleatnrias v :s, ti)nne,nns independencia entre ellas, entonces ek 

tendré runa fine i ,ín ri ' onsir?: d de probubilid d normal. 

f (eir) 	--1-- exp - 	 5.1.1. 
Q`1 	z

• 

con media 	c 0 	varianza 	0 	S.:stit¥z 	_ 0 en 

E.;1.1 obtenetrn , nue 

e 2 
f (ek) - 	 exp - 2-  

V2Tr 

La rzin por la crial supondrernns cm..le e14 tiene urca distribución nor- 

ma . con "ner3ia c'r. 	 es c'r.hic, a que Ok puede Ser una can- 

tidad 	i*tiva n negnt;iva con :n w alta probabilidad de estar en une 



vecindad de cero crn la muera .a f 1j;ura .l. 

flrtre I:L 

que 
ec'ree cie  

e 	s 	 r s, cern ae nea grande quiere decir que la 

• mayor parte el 6rc'a bnj ia curva se concentra en cl intervalo 

flec%Lere que 	r ¿rnot 	,roabi lirad 

• 5,2 Erjt,inaciin ce 	, m y b por rn:ima veronirnilitud. 

• En la oeccir 	.l supustno6 que las variables alea- 

torias e , e , • 	• 	e 	on indepervicntes, bajo cste E;up'lefltO 

• tertrenos nue 	l e 	ienc' 'ma d1.rib'iciAn nornl con media cero, 

entonces si denota"i 	por L(ei, e, , . . , en) a la función conjun 

ta de densidad re probFÁbi1HId 4ta viene dada por: 

#t. 
n 

	

L( el e, ... 	en 	 ep 

CK 
ep 

• )exp 

Tn lo rt;1u-i nit,irUdP f-3P ti"YIP (iC 
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ln Me,, eo, ... , e) 	_ n ,_n( 	_ 	n  

k 	2P3 

y derivando reopecto ri m, 1 	v ¥-` 	:sc obtienen las eig;ulicrntes igual 

(ladea: 

p11n L(ei. 	.. en) _ 	t 	-xk (vk-r,Ixk-b) 	x1.(Y)r-r.xk- b) 

e 	lr"1n?_: nr; , La^ *, 1., 	cr.;.,,,,j;, 	n,, ,., r, i^re 	a 	cFr' 	sr nbtir-ne 	que: 

n XtJ+ .. 	• 5 .2 • 1 
n1 	lC 	i 

¥► n ¥► 	rl 
1.-1 ¥.. L 

Il 

.'ñ ! r p r 1', P ri 	V ) 	H 	i'1 	r  



Va ^'.1P 	:',n.1_ 	7 	7 • ; 	E:2 (':1. 91 3t1 	Cdr RC'1L1Ci ,ne i «Utenido en el 

rinto 3 d 	a rric' 	;i re,fc"I'r.t,P «1. 	Ci, c'F Los mínimos r¥1:3Cra 

t.i o R 

;' 	n 	- 	 y  ecuerd - sr n';E ¥.. t ¥ f r,,r a t e t, , timar 	M 	b 	I 	es - 

conocida cnrv' r nF+,nr'. , r'c' nr:;irarl ve:¥imi.lit'lci. y 	m , 	b ;I a-t son 

cnnncirlos en—In i. ,- rrr,i.'n<+ , ¥._f, 	ve 	í iiles de :n, b y Qt rm - 
¥ 

vFcti¥¥a¥nFne 	1,e c Sri~-,'¥xrs r., 	v b 	coinciden con loca estimcd.o- 

res col 	re "í  :i' 	'uir: <i _ ('el nc¥ ice 5. 

a,3 Estir¥nr,iñn de m y b por intervalos. 

in la ne rci'rn aritnrinr sc calculó T rn y b 
n ^¥ Eonsidere•»s a inra  

Los vnr. iDbles alea',',rins 

¥ts) 	¥Ltsl 	 Ktl 

tienen 'in a r. is'•I :i.b ici ¥n :1nrr P1 Con mr(i ir.,A 	n r vcrir.nza Qs e 1 

y 	 'ier uno r'i.stribuuci¥n Chi-ci:ndracia con n-:' 
a-¥ 	 a 

rrar!nn de liberta( r'r 71n+,irar.i por  

i nr 1 , +..:1, .¥ i.cl :> Yll 1— ; ', Lc 	ralea t, ,i i.z7s 

Ils¥ 

5,3.1 
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\1 	 - .3.2 

tienen: una dis'.rib!Jc . n 	- nruudent con n-2 grados cie libertad deno-
tada por t(11-2). 

' 	¥Jn valor tal (lile si ^P Fi t 1 	i 	 ll en una varia- 
ble aleanria nue tir-ne 'inri dintrib;ici'n 	ti- r,) 	entonces: n 

t 	. t(n-'. )¥ ¥ 1-t. 	donde 0!s( St 1 Y Pr denota 

prohabil ir.ad 

Cm , la ? v'. riob1e:j a le£1tor iad 5.3.1 .Y 5.3.2 	tienen 
una d i:itrilb,Jc i'n 	t(_7 ) 

FrL t(o, 	b1=_ 
 1_ 1. 

¥Xn-AI= 

yr ` t (n-2 )V—  	t(n-2) - 1 

eo'Jivt¥len',r-"er.;p, 

r t 

r[ t (n \Jmt_ 	+ b b t (y 2)t'\J 	1 

1 	I  

pr 	+ (n , )xk- x )`¥ } li ¥¥ 'n E t (n-¥) P xk" X )¥ t 	 V 	1 
A 	.5 y í,3 . 	ne len 1lmm£: 1or intervalos de confianza para m 

y m al (? -¥); 
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5.4 	La estimación de los par Eíme• Cros E y "ro mediante intervalos 
de confianza. 

Reeordemno 	o'ie 	en el capitulo IV 	ve describió el pro- 

blema 	de 	In 	esti-iar,in'n 	(Ir• 	1n; 	:.,ir;4met;roe E 	y ?o 	de la curva 
ir se c!ió un método para 	estimnrlos: recordemos también que 	E Y*Yo 	es- 
tdn 	involiicracios 	en 	la 	ee':ncin'n del tico 	Arheniun para el tiempo de 
relajaci¥n 	1(T) 	dndn por 

TI' 

Tomando 	lnr,¥rit,^ns 	nt, ¥rctic: 	: 	+ntb's lados de la ecuacirn se tiene que 

V corro 	3e 	expl ic ,í 	en 	el 	Cap í t"lo 	1'! el inverso algebraico de la tem- 

peratura 	1/T 	v. e. 	el lor¥ari tno natural del tiempo de relajación 	- 
*r(T) 	reprnRPntenuna recta con pendiente E/K 	V ordenada al origen 

31 	iera 	cnnsidaramou nuevamente que tenemos enlistaios 

loe 	n 	loc;aritmne del 	tiempo de relajación in 	 (Ti),or 	...r  

y los 	n 	inversos algebraicos de la temperatura 	1/TI, 	..., 1/Tp 

que son observaciones experimcntalcs del fenómeno y consideramos que 

que debido a errores de mediciri aleatorios en aparatos técnicol5 

in T (TI) 	= 	1-Vir1 }  ln TO t el 

. 	. 	. 	. 	. 	. 	. . 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

• . 	. 	. 	. 	. 	. 	. . 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

in'r ('Tl1 ) } in'Ío } en 

podert¥s prnsar ase 	por c'1 	avance 	en la tecnolcr~1a el error aleatorio 
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*k se espero que sea pequeño y desde luego serás un errar por exceso 

o por defecto# ee decir, ek puede tomar valores positivos o negati-

vos con una alta probabilidad de estar en una vecindad del número 0. 

I? esta manera el supuesto de que ek es una varia-

ble aleatoria que tiene una funciñn de densidad de probabilidad nor- 

mal con raed la , 	0 y vnrianza 	co válida. Si también supone- 

mos independencia entre loo errores y haciendo la substitución 

Xk 	Q 1/Tlc 	y 	Yk • in 7 (Tk ) 

en 5,3.3. y 5,3.3 se tienen los intervalos de confianza E/K y 

ln? 	dadas por 

4. 
5.4.1 	Y 

N 	¥ lnn, 	in Tn E t (n-2 )t  	inT n 

l- 	5.4.2 

o de Pionera equivalente 

`': 	"t(n- 	 } E - 1 -• 

5,4.3 Y 
Pr eXP (• t (n- 	¥ r < < exP (t (n-' 	 ln~Íi) 	1 •¥ 

e!e ide 	se caladla en 	lao abeervacioneo 1/Tk y in ('rk) 

i; 5 i, 	... •n 
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Apéndice 1. 

0 Referencias del Capítulo I 

• Para mavnrea detalles sobre límites de funciones que depen- 

den de n ver Calculus Torn it. Apoatol, volumen 1 segunda edi 

citen, capítulo 10, pag. 464. ijt itorial Reverté S.A. MCttI X Á.I. 

Para mayores detalles sobre límites de funciones mencionados 

en le Sección 1.5, ver Calculues Tom. ?.1. Apostol, Volumen 1 
ee¥unda ecdici6n, capítulo 3, paf. 156, F itorial IRevert6, S.A. 
ISC}tLXY I I I, 

• 1. Propiedades de funciones escalonadaej 

• 1) u(x) • e(x) 	± t(x) es escalonada el u(x) 	 t(x) son 

escalottaclae en Ca, b? . 
Prueba: Si e(x) en escalontur;a, existe una partici6n Pl de 

(fi, bl tal que o(x) es constante en cada subintervalo de Pl, 

• lo mismo para t(x). existe Pp partici6n de Ca, b, tal que 

t(x) ca constante en cada subintervalo de P2. 	Ahora nótese 

que para P _ 	U P2 	u(x) ce constante en cada aubinterva- 

lo de la portici.6ri P es decir, la partici6n formada por todos 

loe puntos que pertenecen a P1, a P2 o a ambas particiones# 

,. 	u(x) es escalonada ya que existe la partici6n P donde 

partici6n.  u e. constante en cada subintervalo de dicha 9 

!i) u(x) 	e(x) t(x) también es escalonada. 

Pruebas Es escalonada puesta que también es constante en cada 

subintervalo de la pc,,rtioi')n P 	Pl U P2 ya que s(x) .y  

t(v) lo con. 



/Pa 
lii) 	u(x) . t . 	es escalonarla ni t(x) / 0 

Prueba: Como t(x) es constante en cada eubintervalo de P2 

y como t(x) y 0 en un, b] entonces l/t(x) extá definida 

y es constante en nada eubintervalo de Po , de donde l/t(x) 
es ernalonarie ' cono o(x) es escalonada, de !i) se obtiene 
que 	u(v) _ o (x )' (1/t (x)) A L ( X 	es escalonada. 

iv) 	fpa (x) = f (o (x)) 	también es escalonada ni a(x) lo 
es. 

Prueba: Como s(x) es constante en cada oubintervalo de la paf 

tic i Sn Pl entonces f (e (x)) tarbián en constante en cada - 
subintervalo de la partición P1 

2. Prnposici¥n: Sean f y g dos funcionen acotadas sobre 

algún intervalo cerrado Ci, bb. Sean 	M' equp_ f(x) 	y 
16" 	XQ 	¥S (r) i m' crin f (x) y m" 	g(x) _ 

M 	s 	IAD (f 4 r;)(x) 	y m ' a¥.ínf (f 4 C)(x), entonces - i) a' 46I lit + U" 

ii) m 	m' 4 m" 

Prueba: Como f(x) 	1t' 	y g(x) f Mu para toda x t ta, b, 
entonces: 

(f 4 g) (x4 	f(x) } g(x) 	11' 4 1,1" 	para xt tag b) 

en particular 

u 	(f 3 g) (x) 	U• f 	n 
tra i) 	¡hora m' f(x) v ti" 6(x) para 
entonces 

m' 4 m" w f(x) {  c(x) 
en particular 

m' 	4 m" 	inf (f } 	) (x) 

(f 1 B)(x) 

a m 

lo cual demuen- 

toda x t ta,b3 

para toda x # ta,b3 



3. 	Sea 	f() 	tina función definida y acotada sobre el intervt¥ 
lo cerrado 	Ca, bJ, 	sea 	c 	una constante no negativa, entonces 

eup c f (x) 	_ 	e sup f (x) 
X¥Cab] 

Prueba: 	f() 	6 	ouup r() 	pira 	toda 	xc ta, b] como 	e 	0 
st¥Cn,b¥ 

entonces 

c f (x) 	c 	ai*in f (x) 	para 	x e (a, b3 

por lo tanto 

X
oti 	o 	f(x) 	ckn. 	f(x ) (1) Erosal 

üdemáe 

o f( 	sup 	c 	f (}S ) 

entonces 
f(x) 	l/c sup c f(x) 	ni 	c > 0 

Jr¥Ca1b1 
entonces 

oIap 	f (x) 	1/c 	11.1p 	c 	1(x) 	lo cual implica que 

e aup f (x) 	c 	f (x) (2) 
) ttpb] 

Por las desi t,inldPden 	(1) 	y 	(2) 	ee 	obtiene que 

o sup f(X) 	 up c r() 	; 	si 	c s 0 	es evidente la 

i17ualdad ,  

4. 	Sean 	a, b 	dos nilmeros reales 	tales que 	ab entonces 

1) 	existe 	e 	tal que 	a< c4 b 

11) 	existe 	e' 6 	1 	tal que 	a< c'<b 

donde 	son los nl meros racionales e 	1 	los números irracin- 

nalee. 

Prueba para 	i) 

Seo 	n 	et nimero entern mis próximo al nnimero a tal que 	n • a 



I, 

entonces né a< b , por ser n el entero más próximo a a 

menor o igual que a , entonces a<nfl . Si n41 < b en- 
tnnce9 sea c _ n+l . Si b .n+l entonceo ee tiene que - 

n 6 a < b w n41 	v rrnt.cirieremos la particihn Pm de1 in-
tervalo en, n}l) donde Pm _ (n w xo <x1C ....6xin _ n+l 

,*r donde xk w n } k/in , k 	0, 1, 2, ... , m y m co un - 

n'ámero natural; cnr,onceo para cierta m ce tendrá que 	- 

a¥n + k/m 	x 4, b , va que :.i esto no sucede entonceo se 
ten-irá que para toda m y cierta k 

n 4 k/m . a< b Z4.. n 1 (k}1)/m  

y por tanto b - a C xk}1 - xk tS l/m 

1... 	b-n 6 l/m 	paro toda m, lo cual no en posible. 

Pruela de ji) 'i aE 	y a es un irracional cualquiera, en 

tonces a } s/m es irracional para todo ri natural, elíjase 

m 	tal q 	a < a + R; /m < b , en ente caso 	c' L* a 4 n/m 

Si 	b 6 1 Oflr' jale m tal capte 	a < b - e/m 	b '/ en ente co 

non • c' = b - c/m . Si a 	b son irracionnle, como 1/rn 

es racional p i cual. gticr m natural, elíjase estac'.e manera 

tal que 	a 4 a } 1/m 4 b y en este caso Rea c' c a } l/m. 

flotar 	len lnn r?ennstrneinnf 	,ntnrinres se u31 el ccho de que 

ni r'e r'n n'Í rt'i' i rionale es racional y la suma 

d r' .ion 1 T1 r" r•n c i' n u 	r gin n 	rh i rrar, innnl e s gin núme- 

,.¥ ;rrarinnil. Pnr:v rnrvnrrs dntnlien ver el libro: - 

';;11¥t' 	 at rr-*ic ? vnr ''ic?hnrd (ournnt y i{erbert 	- 

.?ntoi)inQ, "ft•nrr! rtni¥•r'r ity rrea 	.q)41. 
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50 Tonremaa sobre continuidod para justificar la Sección 1.4 

Teorema del valer intnrmrdio para funciones conttnuao. 	•. 

Sea 	f continua sobre £a, bJ. ái X1< x 	con - 

dos puntos cuate quiera de £a, bl tales que f (xl) ' f(x2) 

entonces la funnihn f toma todos ton valores comprendidos - 

.entre f (al) y f (x.,) por lo menos una vez en el intervalo 

abierto (1]. , x2). 
Detalles 'r demnotraci.?Sn, ver página 177 Calculus Tom Lr. Apon 

tol. Lditorial feverté S.A. Volumen 1 Segunda Wici3n. 

Teorema del Supremo y el ínfimo para funciones continuas. 

Si 	f es continua sobre ta, bi , existen puntos 

c 	y 	d en [a, b3 tales que 	f (c) _ su f(x) 

f(d) : i 	f(x) 

Detalles v (e'nnf3traciñn ver p¥4t7ina 186 Ca1cultin Tom. M. Apon 

tol, Editorial RevvertI, S. A. Volumen 1, Setuncia Ed ici¥n. 

Teorema sobre continuidad y continuidad uniforme. 

• Sea f una fuinci6n continua sobre el intervalo ce-

rrado ta, b'I entonces f e9 uniformemente continua sobre 

ta, b3. 

Ver página 91 de Principie of biathematical Analysia 

Walter Rudin, Tercera Edición. Líe Graw Hill International -

Stltdent Editinnn ir, Relatad F¡elda. 

El Teorema enunciado arriba está basado en que el 

intervalo ta, b) es un conjunto compacto. Para mayores deta- 

• lles cena+altar el libro antes mencionado. 

6. Teoremas sobre Derivabilidad para justificar la sección 1.5 

L 



Teorema. Sea f una funci6n definida cobre (a, bi, el f 

ea derivable en un punto xo (Z Ca, bJ entonces f ea continua 

en xo . 

Teorema de la Derivada de un producto de funciones. 
Supñngaoe que f y C e ,t!n definidas y son deri- 

vablee en Ya, h , ntoroen 	h(:r) = f(x) (x) es deriva- 

ble en ta, b] , y h'() _ f' (x) g(x) } 	Q' (a) f(x) apara 
toda X . ra, hj. 

Teorema, Reí-la •te la Cadena. 

S+.vp¥npase que f e:s continua sobre V, b 	y que 

f' (x) existe pira x c La, b] y g esta definida ©obre a1g'ín 

intervalo 1 que contiene a la imagen de la, bb bajo f , y 

que 	g es derivable en el punto í(x) para toda x ¥[a, tI 

Iit'ncee h(x) = Q(f(x)). es derivable en x ([a, b1 	y 

c F'(f(x)) f'(x) 

Teorema del Valor Medio para derivadas. 

Sea f tina función continua sobre La, bb , la cual 

ea derivable sobre (a, b). Entonces existe x0 on (a, b) tal 

que 	f(b) 	f(a) - f' (x0 ) (b - a), 

Nota& las demostraeinner: v detalles de los teoremas anteriores 

verlas en e]. capítulo 5 del libro Principies of !&athe- 

matinal Ana ly sis, Third Ed ition de Walter Rudin, MMc Graw iiill - 

International St'ident Editicns in 1;e].ated Fielda. 

7, 	áean f y r don funciones Riernann-inteL rables sobre el - 

intervalo (a, ba, entonce-c3 h(x) 	f(x) g(x) es I31emann- 

inte(rable sobre Ya, h3. 



Para 1 talles r riemostraciones ver en el capítulo 6 de --

Principies of Tlathnm ticul Analysis arriba mencionado. 

Apéndice 2. 

1. :enreri de :aylor. 
rrnr;r1nn que f(x) es una función definida sobre 

al ,un tnter.v.¥ln i , ariertn n cr-rrr+do, tnl que f(x) admite 

erivc!n hnrtn el. rier, n } 1 en 1. Entnncen para cada - 

F 4 I 

f(x) 	= 	f(x,) } r' 	 0 )(x - r) } 	!'"(xo )(x - xo) } ...... 

... } nl fn (aa) (x - xo )n + nl 	fn}l( c) (x - x0) 

donde xo G I y c estH entre x Y xo 

Detallen y riem.00tracihn ver página '633 de Introduction to _ - 
?'attienatical Ana.tvnie Volume I de Norman B. iiaaser, Blaisdell 

Publi shing Cnrrpany. 

2. Teorema. Supongamos que tenemos n } 1 puntoo en R2 

(xn • Yo) • 	(x1 • Yl) . ... • (xn, Yn) talen que xo4 xl( ..... 

.4 xn . Entonces existen eonetantes Ae• Al• A2• ••• r A, 

tnlen que el p',linn^iin P(x) _ Anxn} An-lxn-1} ... 4 A1x } Ao 

interpola los puntos (xk, Vk) para toda k a 0, 1, ... , n. 

Prueba: 

Sea 

P(x) _ 	¥, (o) (x i) ... (x-x. .i ) (x-xk{1 )_____. (-xn) 
IC (xk..x o ) (xk- xl) ... (xh-xk-1) (xk- xk4l) ... (X -xq) 

que P(r) 	k 	para toda k . 0, 1, ... ► n 	y 

las cnnstonte ? +n , Al , ... , An se obtienen después de cien- 



lía 
arrollar v asociar prnrUictos v si.imaq. 

3. Teorema. Supongamos que 

P(x) _ Anxn f An-1Yn-1 4 .... } Alx } Ao 

en el polinomio que interpola los puntos (xlv , y), del Teorema 

2. Entnncen inu con:3t¥.ntes Ao, A1, .... , An son unicac. 

Para la nrue1 a del. teorema 3 nececitaremon los si-

guiente,, dos lemas. 

3', Lema; 

Sea P(x') un polinomio de grado n 	1 con el coe 

ficiente de xn unitario v sea r una raíz che P(x) i.e. - 

• r(r) = 0 . 	,'nt ,, nces 	P(x) _ 	(x - r) q(x) donde q(x) el 

un polinomio de grada n - 1 con coeficiente para xn-1 uni- 

tario. 

• Pruebas sea P(x) 	xn } A1_lxn-1 } •, } Alx } ilo 

y sea c cualquier número real, entonces 

P(x ) _ P( o) 	 .. cn) 4 Ab., (a b¥ 	) } e s e 

l 	.. } A1 (x-c) 	(x-c) q(x) 

dohde 

• q(x ) _ (Xn-14 e ;gin-24 c2an-3+ ... + cn-1) } 
-1 (xn-24 can- 	... 	cn-2 

por tanta 	q(x) es un po).inoraio de Grado n-1 con el coefi- 

ciente de xn-1 unitario. 
Ahor:o volviendo ,,ti hecho de que 

P(x) - P(e) 

se tendrá. que 



P(7) = 	(x - 	r) 	q(x) 
y el lema queda probado. 

3" 	Lema. 	:3upoamo que r(f) 	_ 	A¥ixn { 	... 	+ 	Alx 	+ Ao 
ea un polinomio de Grado n w 1 , 	entonces P(x) 	tiene exactor 
mente 	n 	rnÍce,; 	oi r1, r2 	, 	... 	, 	rn 	don dichan raíces en- 

toncee 

P(x) 	= 	An (x - 	r1) (c 	- 	r2) 	.... (x 	- 	rn ) 

El lema 	3" 	ea coneecuencla del Lema 3' 	ya que 	ci 	A 	0 	- 

entonces 	An1P(x) co un polinninio de grado 	n 	con coeficiente 

de 	xn 	unitario v aplicando el. 	loma 3' 	coneecuitivamente al - 

polinomio 	A 	P(x) ce obtiene que 

Añl P(x) (x - r1 ) (x 	- 	r2) .... 	(x 	- 	r) 

i, 	e. 	P(x) 	c i+n (x - 	r1) (x 	- 	ro) M 
.... 	(x 	- 	rn ) 

Prueba del Teorema 3 	: Razonemos por contradicción, cuponien 

• do que existen constantes DO 	, 	Bl 	, 	••• , 	Dn 	y 	Ao, Alr 	••• 

.An 	tales que lo© polinomios 

PA(x) Anxn } An_lxn"1 ... 	} Alx } Ao 

y 	PB (x) 	- 13nxn } B 	1xn-1 } ... 	} 	B, x 	{ 	Bo 

t:: interpolan los puntos (xk, Yk) 	para toda 	k = 0, 	1, 	; i ; 	n 
Entonces: 

PA (x0 ) Yo  

P1 (x1 ) = 	V1 PB( )C1 ) 

PA(x) = 	Yr¥  
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i. e. 	PA(xì ) - P'B(xk) _ 0 	para toda k =  

O equivalentemente 

(A I )xj + (An-1-Iln_1 )x4-1+ ... + (111-1)xk+ (A0-B0 ) - 0  

pare toda k = 0, 1, ... , n , i.e. x0 0,x1n x,)Er, ...4X 	non 

njl raíces diferente del polinomio 

PA(x) - PB(x) 	(Aa- Bn )x   + (an-1-  B .1)xnTlt ... 4(n0  Do) 

el cual a lo m'n no de grado n y tiene n } 1 raicee diferen-

ten, lo cual contradice el lema 3" v dern'ientra el teorema. 

Apéndice 3. 

1. Definicinn: Se dice que f(x') en un máximo local de la - 

funci6n f(x) , ni existe h> 0 tal que f(x') 	, f(x) para 

toda x 6 (x'-h, x'4h) 
Teorema. Si f(x' )  e n un máximo local de f(x) y f(x) en - 

derivable en el punto x' entonces f' (x') c 0 

Ver página 22 de Calculus de Toro 1.s. Apoctol, Vol. 1 Segunda cdl 

ción, rditcrial Reverté 3.A. 1:ICLLXXI11, 

2. 'teorema. S'ipon(gomos que f(x) en una función continua no- 

bre Ca, b] y derivable sobre (a, b) , entonces coi f' (x) 	0 

para toda x 	(a,b) f(x) en creciente en [a, b 

Prueba: Sean ':i, xti  Q ra, b1 tales que x14 x2  entonces por 

,rema del valor medio paro derivadas del punto G, apéndice 

t lene que 

f(xn) - f(x1) n f'(c) (x2 - x1) 	0  

e 	es elemento de (xl, x2 ) es decir f (x2 ) 	f (xl ) 

tonto f(x) en creciente en ra, b3 



II!!! 
3, 	T;1 	método 	de 	los rnínirinn 	aiiacirndno. 

3Upon(*timni que 	se 	tienen 	n 	observaciones (xk, yk 

;r1 	í x j 	para 	i j J 	, 	k = 1, 	2, 	... 	, 	n 	de algún fenómeno 

regido aprn. irindiimente por la relaci n 	y 	m x 4 	b 	(aquí 

x 	la llamaremorj variarle independiente 't 	y la llamaremos va- 

riabte dependiente), 	puesto que Inri obeervacioneo (xk, yk) 	- 

de criben aproximadamente una línea recta 	y a mx } b 	podemos 

entablecer para cada 	1c 	que 

yk 	_ 	m xk 	{ 	b 	} 	ek 

donde 	ek 	es el error de aproximación. 	(ver figura 10). 	re- 

tamos intereaac+ne en encnn*.rar 	n 	y 	b 	talen que øe cometa el 

rnennr error posible, 	pera tal efecto procederemon de la alguien 

Fi j;':ra 	10 

te manera: 	despejando 	e 	obtenemoo que 	ek : yk - mxk - b 

de donde 	4 - (yk - m¥ck - b)2 	y sumando sobre k = 	1, 	2, 	..,n 
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la idea ee minimizar la surna de 1oe errores de loa cuadrados - 

mediante a.1g►ín rnétodoo, digwnoo mediante el método de las deri- 
n 

vadan parciales: derivando `?~ ek 	con respecto a b y a 

vn obtenernos. 

ek 
2 	r 	 Xk( ✓k - mCk - b) 

a k1 _ _ 2 	. ¥,v}; - cnYv 	b) 
kl 

Igualando a cero las pc►rcialee anteriores obtenemos el sistema 

de ecuacioneni 

n 

yk = 
,¥ 2 

 m { xlc 	} b ¥ 	xk _ krl 
(i) 

R b 

k_1 lr_1 

o escrito en forma matricial tenemos: 

n 
Xk Yk k 	1 

n 
Z x n Xl. m kul 

Yy 
n 

xk n 
¥ 
b 

k. 1 k= 1 
de donde 

1. 1º 

determinante 
1( 

n = 
1 

¿ xfc 	- ` 	xlc 
n k=1 	kr1 

n 1 



n 
2 	a xk } 

lc¥¥l 

_ n -2x1xk } 
c_1 

n 
dki 

ku1 

- 2n ( 	x}c ) (Z xk )fin } n2 ( 	x) 2/n2 
I:a1 	ko1 	 ku1 

- 

n 

Pb 	n lf 	xléylc 	 J . 
 x lc 	Y 
o 

kl 

uaica. De donde resolviendo 

tienten ee ob4; Iene que: 

es diferente de cero ya que xi 	x j Si 

el oiutema (11-: tiene oolución y además ea 

ak - Sfl' , 0 

(1) por el método de los determi- 

n 

= 	n tik 
k=1 

n 

n 2, ¥c C 

n 
n Z(:c4 - 	2 ) 
k_1 

n 	n 	Cn 6 	:{ 	/ k Xkk 

ri 
7 

lc. 1 

de (iC)nde 



12/1 

k.l 	k=l 	k=l 	-1  

t 	(Rk -  
k=1 Iccz l 

n 	n 

¥- 	xlt Ylc 	- 	ti 5 	I 	YI¥/n  
n 

c- 	2 c- 	( 	_ 	) 2 

donde Y n = 	r_Z Ylc/n ks: l 

• 
n 	_ 

(xk - 	- Y) 
:.e, m 	I, 

• ('k - 	)` 
k1 

También 

	

2 	
n 	n 

	

Tk 	vl; 	- 	X, r XkYk ':. 	 , ¥► 
n 

k_1 

n 
Yk ' 2n2 	p Y1 	n2x2 ¥n! Yk 

n 	n 
n¥ Xk W xkYk}n'x2 Yk • - k•1 	?csl 	k1 ks1 	1 1 

n2 n 	(gis . - x )2 

• 
 -. ? ¥ xk f 	`¥) 	,. Yk 	xk 	xkYk } n` 	Yk 

• 
• 

n 
n2 	(xlc- x )2 

k=1 

nt(xk-x`)2 y yk - ner„ xk 	} ( 	xk)2 	Yk k 	 k-1 	k1 

r12 	 me 	(xk - 
)cnl 



t 	 yk 	(n 	x1 Y - 	7k . Yk) í¥-'¥. xk 
. n R n ¿ (xk -  

]:-1 
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