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INTRODUCC 10N,

El objetivo del material que a continuacidén ee pree
senta es mostrar la importancia de los métodos de integracidén -
numérica en el terreno de la Fisica al estudiar el problema de
las termo-corrientes idnicas,

Aunnue el prnblema firicn rraducido a nn lenguaje -
exclnsivamente matemAticn conrinte en la estimacidn de pardme--
tros involucrados en la curvu de termo-corrientes iénicae {leleCse),
ge reaneriré hacer notar ls importancia de la integracidn numén}

ce, pues pera lu estimacién de dichos paremetros, s¢ nos presen-

tard implicitamente el problema de calcular el érea bejo le cure
va de terme-corrientes idnices, el cual necerites de métodos de -
interraridn numérice pare su solucidn como lo veremos,

En el primer capitulo #e ha resumido 1la teorf{a de la
interrsl de Riemann, la cnuel no es desde luege la parte medular
ni el rhijertive fe este trrbajo, pero sin embaigo nos provee algu

nos rerenltadng que necesitaremos para los cap{tulos poeterjores,

En el sepunde cav{tulo se dan algunas reglas elementales y otras
pds complicadas one nos resuelvan €l problema de calcular integrg
les definidas cuando émrtus presentan diversas dificultades, que -
pe mencinnan desde luego en el desarrollo del cepitulo, El ter-
cer cauituls es la parte medular del escrito pues ademés de mos=
trar la imrortancia de ls integracidn numérice en el terreno de
1a fisica proporciona un nédtodo para la estimacidn de los paré-
metros involucredns en la ecuecién de la cnrva l.l.C, y por ende

resuelve el prohlema fisico, El cusrto capitulo resume e imple=

menta el mé*ndn de resolver el protlema de la estimacidn de los
parédmetras v ¢l ) timn cspitnlo muestra un enfoque estedfstico 8l

problema dec la estimacidn de los parémetros,
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CAPITULO I

TEORIA GENERAL DE LA INTHGRAL  DE RIFMAMN
1.1 Concepto de drea, particionesg vy funciones escalonadas,

Una drea eco un mimero renl que se asncia a una regim
S o a un conjunto S del plano. Aqui cuando nos referimos al

plano nos estamos refiricndo al espacio euclidiano de dos dimep

ginnes denotado por Rg; hablaremos indistintumente de regién

S del plann o conjunto S del plano v estn significard que

ScRe,

Desde el punto de vista puramente matemdtico, ento
significa que se tiene una funcidn a (funcibén drea), que asig
na nn nimero real a(s), (el Area de §), a cada conjunta S
ma coleccidn de conjuntos dada, Una funcidn de esta naturalee-
20 cuyo 4nominio es una coleccidén de conjuntng v cuyns valorees -
gon nimeron reoles, se llama funcidn de conjunto,

Fl problema bdsicn ea éstes

Dade nn conjuntn S del plano gqué drea a(S) 1le =
agignaremos?

Mmeatra miétran para ahordar eate prnblema consistir®
en partir de ciertas caracteristicas que el &rca debiera tener
v tomarlas como bhase para definirla, Cualquier funciAn de cone
Junto que sotisfaga talcs caractericticac se llomard Arca.

Anteg de  eatableccr la definicidn formal para cl -
drep, havemas slounar nheservaciones acerca de las conjuntas del
plano, a 1las ruales =c¢ leos naede asipnar Area, Bstog se 1lomae

rAdn conjnntos mediblen; la anleceidn de estna conjuntng la de~




a
noninaremas A(

Lna puntog que se estableceridn a continuacidn nos -
permitirdn demostrar que las regiones:descritas bajo la gréfi-
ca de las funciones f: R—R son medibles y se pueden calcular
suo dreas.

Eptableceremos ahora alpgunos conceptos que se reque-
rirdn para la mejor comprensidn de la defincién de Area:

Dofinicidn i) Sean %, ¥ R® v consideremos cl segmento de -

recta que determinmlos puntos %X y y , i.e. consideremos el
{d‘; + (1 -ak)y ()ﬁdwel} la longitud de este oegmento de reg
ta eatd dado por {le -V )R 4} (xg - yg)QJI/B donde
,(xl’ ro) = u Yy (.Vlv Yp) = ;

. cid Un conjunts AcCK> es congruente a un conjunto
BCR® si a) exiote una correspondencia biunivoca entre ios

p y p' siendo peA y p'éeB y
b) i para todo par de puntos p, Q € A y p'sq'€B

estanio 1p en correanondencia con p' v q en coarresponcdencia
con q' 1la lonpitud del segmento rectilinen one determinan p
Yy q es igual a la longitud del segmento rectilineo que deter-

minan p' vy gq'.

Definicidén  3ii) Un recténgulo es cualquier conjunto R R2 -

congruente con el conjunto

{(xl' xz) ¢ 0$x1l£‘h' Ofngk, h,kéR],
los lados del recténgulo R serdn h y k,

Notas Entiéndase la regidén bajo la grafica como la regibdn del
plann limitada por la prafica de la funcién y el eje X,
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1,1,1 Definicidén de Area,
Una drea es una funcién a 14/ ->R que cumple las aie
guientes caracteristicas:
1,- Para toda S&AC ge tiene que a(S) 2 0
2,- 81 3,T€A = SUT y SNTeAL y ademdo
a( SUT) = a(8) 4 o(T) - a(snT).

3, 814 3,T¢ ¢ ogiendo S8S<T entonces T - 8¢/ y se tiene

aue a(T - 8) = a(T) - a(s)
4, Si ScAC y T en conguente con S, también T & AL

v a(s) = a(T),

5, Todo rectdngulo R pertenece a ¢ y si loo lados de R =
tienen longitud h y ¥ entonces a(R) = hk

6,~ Sea Q un conjunto que modo que S<QET (1)
Si existe uno vy o0dlo un nimero c que satisface lap deo-
igunaldades: a{(S)< ¢ = a(T) para todas las regiones -

que oatisfacen (1) entonces Q es medible y a(d) = ¢

1.1,2 Comentarios a la definiciéng

El punto 1 estoblece simplemente qie el drea de un
conjunto es no negativa, Dzl punto 2 ge infiere que si dos =
conjuntns son ajenns el drea de la uni%n es la suma de las éAreao
de cada unon, El punto 3 nns dice que si tenemos un conjunto
S contenido en otro conjunto 7T v si congideramos un nuevo ==
conjunto el de log elementos gue pertenecen a T pero no per-
tenecientes a3 5 , entonces este nuevo conjunto, denotado por
T - S es medible v el drea de T - B8 estard dode por =
T

a{7, -~ al3)., Ll punto 4 asigna dreas iguales a conjuntos

con formas v tamafios iguales., Bl punto © implico que todo -

~




&9
segmento de recta tiene 4rea cero, El punto 6, junto con el 5

y e1 3 3gon los que nos gervirdn principalmente para denarrollar

toda Ya teorfa de la integral de Riemann,

1.,1.3 Intervalos y particionecs,

Dafinicidn 1.1.3.1 Sean a, b R tales que adbd , Consides
remos el conjunto {xeR $ o £Xx é'b} a4 eate conjunto oe le =

1lama el intervalo cerrado [a, b) .

Dafinicién 1,1.3.2 Sean a, b como en la definiciédn 1.1.3,1

Yy consideremns el conjunto {x ¢ R 1 n<x<b} a este conjunto

oe le llama el intervalo abierto (a, b),

Definicidén 1.1.3.3 Consideremos al conjunto {xen t - n<::_4'b}

8 este conjunto se le llama el intervalo semiabierto por la iz«

auierda (a, b].

Dafipjcidén 1,1,3.4 Al conjunto u€ERs afx<bd ge le llama

el intervalo semiabierto por la derecha [a, b).

En el desarrollo de la teorfa se trabajard, muy a me-
nudo, con intervalos cerrados [h.b] y sobre estos intervalos
se definird un conjunto de puntos xi 1 0,1, 2, ,0ca0p N
con la condicidén de aue aZ<x;<b paro toda iz O, 1, 2, ...
esy N o, 8 ente comjunto de punton se le llamard particién del

intervalo [a. b] v se denotard como P,

1.1.3.56  Dofinicién formal de una particibén del intervalo a,d

Sean Xp. X}, %2y ... Xp un conjunto de nimeros realeo tales
m'xe 8 5 XgLX3<LX3K s « + o+ &LHp.1<Xp & D @ eate conjunto

-de puntos se le 1llama particién P del intervalo [h. b]
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ldtese nue la particién P determina n subintervalos [&o. xi]
Ex;. xé]. teccene '!?n-lo xé]. A eotn particion P  eo pooible

afindirle uno o mds puntos de tal guerte aue obtensomos otra nug
va particién P' vy : coto nueva particidén P' ge dird que c¢g -
un refinamiento de P . i,ec.y P' e9 un rcefinemiento de I oi

P P', esto eo , £l todo punto de P egp punto de DY,

1,1,5.,6 DLjemplos Consideremos ¢l intervolo o, 1 Yy seld -
P oz {0, 1/3, 1/2, 1) v

© ’ b '—'-;‘ b}
P' - &0' 1/3' 1/2' 2/3' 12 ; O “’\‘ \f"- :‘,

a6

es claro nue P P' i,e, T' en un refinomicnto éc I ¢ la pore

ticién P define loo tres subintervoalos éﬁ, 1/Qﬁ ’ EE/S, 1 é]

[1/2. 1] « La particidén ©P' define cuctro subintervoelos que

vons 0, 1/5] 4 [1/8, 172, {12, 2] . Vass 0]

. y

-
| VSRR, VR N

O '::*, :’» "'..7.} 3

1,1;4 Tuncioneso cocalonadeos,
Para imestros propéaitos aqui definiremos un tipo coe
pecial de funciones llamadag cgecalonadas o funcionco constoentes

a trozng,

1.1.4.1 Dafinicidn den nn funcidén cncnlonrdn:

Una funcién o cuyo dominin o5 un intervelo [n. bJ
ge dice nue ca una funcidn cscalonada si existe una particiédn
P :(a = Xo&X1 s s o . &g = bj de Eo,, 1)1 tel que o c2a
constante en cada oubintervalo abierto (353,230 %)) » oBto eo O
eo eocalonada oi olx) = o cuando 1<% < H;  donde gy

es un valor fijo recl y ke 1, 29 3y ceeeer B

Fotas IEn los extremos Xy-1, Xk la funcién o eoth definida -
pero no necepariamente of{xy) =z 0y 6 olxkey) = ok
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1,1.4.2 Ljemplo: Considercmog el intcrvolo [0, l] y oes -

0O oy 00xnCI/M

n(x) = .

1 ni l/24a0
ea claro nue gflx) definida arriba cos una funcidn escalonada @
0O oni 05828 )/2
1 o 1/24u003

Noteoe mue o(1/2) = 0 £ 1 = of{x) pora 1/2<:4G1 , cato tdlo

n

nue para la particién P = { 0, 1/2, 13 alx)

y olx)

3]

oe menciona pora hacer hincapie on la note de la definicidn 1,2.4.1%

1.,1,4,3 Ljemplo: Conaiderenos el La, b? y defincmog o(x) =1

oi ot (-1MPenlagde s mllnp) ko, 2, 8, L n, -

(628

gta ea otra funcidn escalonada ya oue la funeidn o e connion
te parae todo valor 3 mayor aue o & (- 1)(‘"Ll ¥y menor o

igual Ae o kjhﬁﬂl « L
ejemplo 1,1,4.2. v la fignra 2 ronrecenta lo grifica del cic

, ficgura L represcnta la grdfisoe ded

'

plo 1,1,4.,3, en el cago 1 =

[$7)
e

4

fignra 1,




Piguros 2,

1.1.4.4, Alpgunas propiedades de las funciones cocalonades,
Suponpemas ane  ofx) v 4(:x) gon funciones ecsealoe
nadag sobrn el intervolio o, D)
i) u(x) = ofx) 4 6(x)  eo5 esealoncdn,
11) ulx) = olx)et(x) toubidn eos cscenlonada,

ii2) vy o1 t(x) £ 0  entonces ul(x) = . 'I) tembidn eo cacalong

.;‘;‘....)

9]

3 ‘ ‘ . : . . e .
iv) 5i f{x) cs una funcidn definide on el intorvalo yig.}

donde mGo(z)t1l siovdo moe S oofln) oy e cupn ofs)
entonces 2) 2 To o) en urs TDoeidn eccaloncda on ¢l

intervaln ﬁngﬁ],

N

Loo detalicn v la dentostrocidn do oot

~J
Q
2]
—
—
~

ctro puntos
ge encuentran en ¢l Apéndice 1, punto 1,

Dagpuds de haber definido o aue co wia particifn, 1a
nmie eg una funcidn coecaleonada v hnber vinto ol concepin de &rca.
Procedercmog a asignarle una drea a las regioncs dol planoe que

describen las funciones escalonadas o) bajo su gridfico nobre




el intervalo l'n.b] » v a enta frea de ahora en adelante la lla-
maremos integral de la funcifn o(x) desde a hasta b y 1la

denotaremos por j n(x) ax ,
a

1.1.4,5 Definicién de 1a integral de la funcién escalonada a(x)
sobre el intervalo [n.‘b].

Cea P:ia 2 X9 X1 s . s 4 o nn-b] la particidn

para 1a cual elx) = sy cuando =X < x<x), se define la

14

b b n ,
j'a(x) dx  como Jn(x) dx = 3 o) By donde ¢+ k z Xy~ Xyu)
a a 2

k=

1.1.4,6 Comentarios a la definicidén 1,1.4.5
n

b
(Por nué e define S o(x) dx By . ? la
(Y

respuenta es la siguiente:
Nosotros nueremos asipnar una 4rea a la regidn del plon
no nue nueda bajo 1la gréfica de a{x) dende el valor & hast

el valor b c~mo se ve cn la figurn 3

N

L----v-o-.---nh--."---‘-

S‘& P w www -

5‘3 Sw e w - MU Bt Tew ™ weww

g], > Wes o e we @l > e e - - seoewve wae

“) PP

d‘ x° x‘ xs ,b ﬁ’

Figura 3 Xa 3§ X




Para los puntos aislados aue definen 1a particién, B
repidn debajo de las ordenadas correspondientes a esos puntos
con simplemente negmenton de recta nue debido al inciso 5 de la
definicién 1,1,1. tienen una drea igual a cero y por lo tanto
el drea debajo de la grifica de 8(x) podrd ser calculada me-
diante 1a suma de las dreas de los recténgulos que se muestran
en la figura 3, Como el rectdngulo cuya base coincide con el -
intervalo [’k-l- *k] tendréd una drea de 8y /Ay, » en vista del
axioma 5 de la definicién 1.1,1 el érea bajo la grafica seréd

Eg; SkAk ¢ A continuacién daremos un ejemplos

1.1.4.7 Ejemplo: Sea el intervalo [O. 3] y definase s(x) co

mo sigues 1 81 Ogx<l
8(x) =2={ 2 8f 1exs<2
4 81 2<x<3
La grifica de esta funcién define tres rectdéngules R}, Ra, R3
con Ry nue tiene 4rea a(R}) £ 1, Ry con frea a(Rp) 22 y

Ry con 4rea a(Ry) « 4 , Ver figura 4

’ it R

\ ) 3 —>

Figura 4




1,2 Sumas superijoren e inferiores, definicidn de la integral
de Riemann v funciones Riemann integrabdbles,

Como se ha mencionado anteriormente, estamos intere
pados en calcular el 4rea de ciertas regiones de R » hemos =~
viato en la seccién 1.1 una manera de calcular el drea de regio
nes del plano nue describen las grificas de las funciones esca-
lonndas, Mos gustaria generalizar un poco mle esto para calcu-
lar Area de regiones mds complicadas, tales como las que descrji
ben las préficas de funciones no escalonadas o que no son conse-
tantes a trozos; a este tipo de regiones serd més dificil calcy
larles su drea va ane no podremos hacerlo con una suma finita -
de drea de rectdnpgulos, Sin embareo existirdn una {nfinidad de
funciones para las cuales pe podrd calcular sn drea mediante di-
versos métodos como son aproximativos, exhaustivos y tedricos,
Los métodns aproximativos se estudiardn a lo largo de todo el -
capitulo II: los exhaustivos los veremos en la siguiente seccidn
1,3 v los tédricos los veremos en la seccidn 1,5,

La idea para calcular el drea de dichas regio-
nes serd definir dos funciones escalonadas tales que se aproxi-
men a una funcién dada tanto como aqueramos, una de las funciones

escalonadas se aproximard por exceso a la funcibn dada y la otra

por defectn: para aclarar esta idea consideremns cualquier fun-
cidn fiR’R tal ane f enté acotada en el intervalo [@,b) ’ -
i,e., existe un nimero no negativo M tal aue |f(x)‘§i M para
toda xe@ [g.ﬁ) . De ahora en adelante trabajaremos con funcio-

nes acotadas,

Consideremos f3 R-pR tal oue lf(x)l-‘.l , MO0 -

para toda x¢ La,b] vy aea P = [a = Xp€Xx1€%x2& + » . € Xp» bl
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una particidn arbitraria del intervalo [9. b] » puesto que f

esth acotada en a, b] f estd acotada en el subintervalo -

Xy .99 X k=1,2,3, ....n sea Mp = sup f(x) vy -
( k=1° k] p Sy Dy ’ k x‘['“‘x.]

By = inf f(x) vy definasce:

el 0
Ja(x) = my sl x ¢ (*k-l' xk] 1.2,.1
B(a) = m
y t(x) = 14y sl x < (kk-lg Xk]
t{a) = 1y

en claro nue o(x) £f(x)€t(x) para toda x& [a,b)] vy que
las funciones s y t son eecalonadas

N\
S(X) == -
f(x)

Eox) oo

® % Figura 5 X4 X3 b —~>

Véase en la firura 5 aue 1la recifn oue describe bajo su gréfica

f(x) onueda contenida entre las reriones aoue descridben bajn sus

h
grificas o(x) y ¢t(x)., Denotemos por j’f(x) dx a el érea ba
a

Jo lu curva f(x) : para cualquier particién P y cualquier par
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de funciones definidas como » Yy t referentes a P se cume

Ple la signuiente desizualdads

b n
< T dx & u
%m}(a:k = (x) dx )glkAxk

donde AXx o X) = Xgke)

n
Y recuérdese nue segin la seccién anterior E mkAak
| J
n
y kZMk a4 xy son el 4rea bajo las gréficas de o(x) y -
=l
n
t(x) respectivamente, Ahora dado nue las Areas ; me & x;
s}

y E.’.Lmk Ax‘, dependen de la particién dada denotaremos a
=1 )

n
kzlmk A xy como  L(f, P)

n
y a 2 My, Axk como U(f, P)
ksl

donde a L(f,P) se le llama la suma inferior de f respecto

a P y a U(f, P) se le denomina la suma superior de f res-

pecto a P,

Ahora sean P; v P, dos particiones arbitrarias
no necesariamente iguales: en base a lo anteriormente expuesto

se tiene nue
b
L(f, P)) & Ja!‘(x) dx € u(r, py)

b
y rue  L(F, Bp) & [f(x)ax & u(r, B)
a

b
de donde L(f, P1) ﬁjf(x) dx & u(r, py)
a

i,e,, se obtiene el sigiiente teorema




Teorema .1,2,2,
Sea f: R~ una funcidén acotada nobre el interva-
lo {80 bJ sean Py y Po particiones del intervalo [a. b] con

Py y Pp arbitrarias, entonces
b
L(ry P1) < &f(x) ax & U(fr, pPy)
y por lo tanto L(r, 1) & U(r, Py) ,

El teorema anteri or nos asegura one cualquier suma inferior es
manor o ignal nue cualonuier suma superior v ademéds que el wvalor
de jbf(x) dx siempre estd entre cualanier suma inferior y -
cualnui:r suma superior,

A continuacidn se enuncia y demuestra otro teorema
que nos serd til,
Teorema 1,2.3

Sea P* un refinamiento de la particidén

P = {a: X0&X1) X2 + + . 4 &Xp 8 b}

del intervalo fa, _b] y sea f una funcidén acotada en el inter-

valo La. b] , entonces L(f, P ) € L(f, )

v ulr,) & u(r, p)
Para probar lo anterior supongamos primero oue P" tiene exacta-
mente un punto més nrue P an algdn subintervalo [81-1. ad ’

1€1&n , denotemos este punto como »* s y ahora consideremos

P liB-XQ‘X]_(XQ o5 50 0800 <X1-1<X*‘31 .oc.‘xn.bg

sean W, = inf f£(x)
X‘-D&-.,x']
y wy = inf f(x)

xe[x) x 3|
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Por como se encogiernn wy v wy , W1 Emy y wodmy ya que

my -“g:f f(x) . Ahora calculemos la diferencias
4}0

L(r?, r) - L(P, r)

{-]
S Mme A X ¢ wp(x® « x§-1) J

va(xy - x%) § m x -
1 k=1%1 k k

n
m, &x
éllk K

wl(x’-xi-l) | '2(31'3') - m1(81 - xi-l)

(wy-my ) (x¥- x4_1) ¢ (wp-mg)(x4-x®) > 0

de donde L(p¥, £) & L(P, f)
Ahora sean z1 = gup f(x)
Xelxi., x]
a0 = 11 f(X)
Xe ’(,Xt]

de como se eligieron 2z, y 2z, e tiene que:
z1 € My zo KMy
ya nue My = pup f(x)
XGIKH.X:)

Ahora calculemos la diferencia:

U(fr P*) - U(fo P)

-1
S M (x® = Xg4.1)
%kmk§21x 1-1) ¢

n
Zo (xi- xR) § k%‘_'hmk b 9% - kéluk XXy
e =

z) (x®-x4_7) ¥ za(xy -x®) = Wj(x; - x44)

(21-Mq ) (x®=-x5-1) ¢ (22- Mg)(xg-2") 0




de donde:

u(r, P*) € uU(r, P)
10 cual demuestra el teorema para el caso en que DR contiene
un punto mia oue P,

En 21 caso de nue P® contenga mis de un solo pun-
to, dicamos, k puntos el proceso de demostracién se repite k

vecen v obtenemos lo deseado,

1.2.4 Definicién de la integral de Riemann y funciones Riemann-
1ntegrables.
Sea fi1 R—)R , f aco%ada en el intervalo [a, b] ,

denotemos como §r(x) ax a1l tnf U(f, P) ¥
a
b
5 f(x) dx al sup L(f, P)
~

Se dice rue f es Riemann integrable sobre el intervalo a, b

) | b
) j;f(x) dx faf(x) ax

Yy la integral de Riemann de ¢ @nbre [p. ﬁ) serd precissmente

b b b
jaf(x) dx = jaf(x) ax = {&f(x) dx

1,2.% Comentazrions a la definicisn:
Znsiéntage cnmn  inf U(f, F) el Infino de las su=as

superinores onhre todan las pooibles parciciones de [a. b] y de

manera gsimilar seup L(f, P) al supremo de las sumas inferiores

sobre todas las pnsibles particiones de [9. b].

En el teorema 1.2,2 se vid que

b
L(f, Py) & Sf(x) dx % u(f, P;) para toda Py y P arbi-
a
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trarias, por lo tanto esta desigualdad se sigue conservando cuap

do se toma el {nfimo v el supremo, eo decir,

b b K
jf(l) dx = sup L(f, P) < I f{x) dx <€ inf U(f, P) = Lt(w dx
_2 a

» b
por 1n tanto cuando Jf(x) dx = ji‘(x) dx
a a

se tiene la definicibén 1.,2.4,

Una vez definida la integral de Riemann y habiendo
hechn lap observaciones pertinentes a la definicién 1,2.4 pra
cederemos a enunciar y demostrar el siguente teoremas
1,2,6 Teorema: Una funciédn f acotada sobre el intervalo I;. b)
es Riemann-integrable si v sélo si para cada £>0 existe una
particidn P del intervalo tn. b] tal oue U(f, P) - L(f,P) &E
Fruebdba:

Supéngase dada §&£>0 existe tal particidén de [s. bl
En vista del teorema 1,1,2 pe tiene aue L(f,P;) € U(f,P2)
para toda Py v P, particiones arbitrarias de [a. b] y en
particular -

b b
f£(x) ax = sup L(r,Py) € inf L(f,P) = [ £ix) ax
2 a

por lo tanto
L(f, P) € sup L(f, P)) & inf U(f, Pp) & U(f, P)
entnonces

0 £ inf U(f, Py) - sup U(f, P,) £ U(f, P) - L(f, P)RE ,°,

)
j f(x) dx - ff(x) dx = dinf U(f, Py) -~ sup L(fy P}) = O
a a




)
o'e - S:r(:) dx = Jt'(x) dx
a

Por 1o tanto f es Riemann-integrable,

Supongamos ahora aque f es Riemann-integrable es decir
KB b b
]r(x) dx = jr(x) dx e S f(x) dx
a 8 a

entnonces existen particiones p vy P, talen que

i™

b b
ulr, Py) - [ fix) ex 2 g y o frx)ax -ntr, )< 3
a

y sumpndo entas dos ltimas desirualdades pe tiene que

Ulfy, P2) - L(f, P{)&E

Ahora formemns 1la particién P uniendo todos los puntos de B
V. P2 v claramente P es un refinamiento tanto de P} como de

P2, en vista de los teoreman 1.2,3. v 1.,2,2 sge tiene que
Lif, ) € L(r, P) & u(r, P) & Ulr, P) entonces
v, r) - L(r, P) € ulr, P3) - L(f, P}) &€

con esto el teorema nueda demostrado,
Las funciones Riemann-integrables tienen divernas -
propiedades nie a continuacidén enunciaremos:
1.2.7 3Sean f; y f5 funciones Riemann-integrables sabre [p.ﬁ]

entonces 1) f1 4§ fo es Riemann integrable y ademés

b b b
JUr 4 0)(x) ax = ffax) ax 4§ fa(x) ax
a a a

T



1) S84 c es una conatante entonces ¢ fy es Riemann-integra-

ble vy la b b
Ic f1(x) dx = ¢ S!‘;(x) dx
a a

b c b
141) j'atl(x) dx = Jfl(x) dx 4 ,Lq(x) dx
a

21 c e [a. b]
iv) 8i 1€ f5 en [a, bJ entonceg

b b
jfl(x)dx < Jfg(x)dx
a a

|f1| es Riemann=-integrable en [a. bJ

b b
j f1(x) ax|] < -‘ |t1(x)'dx
a a

1). 51 fy(x) + fo(x) son Riemann-integrables -

existen particiones P v P, tales que

"(fl, Pl) - L(flg Pl)‘%

U(f2, Pp) - L(fp, Po) ¢ €
en viota del teorema 1,2,6 ¢

Ahora sea P* = P UP, i,e., PR estd formada
por todos los puntos nie pertenecen a Py y a Py , por lo
tantn

L(fy,F) £ L(f, P*) £ U(r,, P*) € u(f,, P,)
en vista de 1,2,3, DPnr 1n tanto

T{f1, ™) - L(fy, P?) S u(fy, Py) - L(fy, P)




en decir

U(flo P%)

inf 3 (x)
XC[‘I-‘.R.]
inf fo(x)

xe[%, x.)

X€ (Xu., Xu)
entonces se tiene nue

me 4 m
(ver 1a propasicién

U(f]_ $ fo, P)

L(f1,P) 4 L(f,,P)

T

b2
“~

u(t),™ - L(r,, PA) y de manera simy
u(fta, P®) - L(fo, P*)

Sumando estas dsigualdades se obtiene;

t ulfp, P¥) - L(f3, PY) - L(fs, P9) 1.2,7.1
Ahora sea P:[a-xn<x1< .......<xn-'b} ure

particisn ardvitraria del intervalo [a, bl . Sean

My = f
K n[::fx.‘ll )
' = _sup fa(x)
k “[&m,ln]
int €ty 4 £5)(x) My ® sup (r) 4 f2)(x)

v aue M € My Mg

del apéndice 1),

n n
P4 '
l§1“k axx € :ﬁ(nf( t M) Axy

n n . \ n
MY Ax 21 x A ™y,
k% x &%k K- k'A% kel

v(ry, P) & U(fz, P) entonces

ulry 4 £, F) € u(fy, P) & U(fs, P) ©para toda P 1,2,7,2

n n

n
gzlm,-(dxk } kz.imf('éxk . 5(mk§mié)4xk

n

Zlmk Axx- = L(ry § foy P)
k=




entonces L(fy, ?) 4 L(fs, P) € L(f14fp, P) para toda P 1273
Detidn al teoremua 1.2,2

L(fy,P) § L(f3,P) € L(f14fp, P) = U(r1410,P) [ U(r1,P) § ULy, P)
entonces

U(f14fo,P) - L(f14r2,P) % U(£§,P) § U(fp,P) ~ L(f1,P) - L(fu,P)
para toda P, TPor lo tanto, en vista de 1,2.,7.1
U(fi4f0, ™ - L(f14r2,P%) U(fr,,P8) } U(fp,P®) - L(f),PM) - L(fa,rP#)af

entonces (f1 4 fo)(x) es Riemann integrahble debido sl teorema
1.2,5
Ahora por otro lado debido a 1,2,7,2 4y 1,2,7,3

al teorema 1,2.2 s3se tiene la signiente desigualdads

b
L(fy,P) 4 L(f5,P) € L(f1413,P) < L(fﬁrg)(x) dx & U(fy4f5,P)

€ U(fy,P) ¢ U(fo,P) para toda

Sean P' y P" particiones arbitrarias de la. b]
Yy sea P = P'UP", va aque T es refinamiento tanto de P' como

de P" el teorema 1,2,% implica ane

L(fy,P*) L(f5,P") £ L(fy,F) § L(fp,P) £ L(f14£5,P)

b
2] (f14f2)(x) dx & U(r 4fo,P) £ U(r,P) 4 U(fo,D)
' a

5 t’(fl'P') * U(fz, P“) i.e.

, b
L(fy,P') 4 L(fy,P") & S(flu'g)(x) dx % U(fy,P') § U(fu,P")
‘a




en particular se tiene tomandn supremos e Iinfimos que:

|- b b
J £y(x) dx § jfg(x) dx < S (£14f2 ) (x) dx
- = a

b b
fj fi(x) dx § j fo(x) dx
a a

Y eomo fl vy fo s8son Riemann-integrables se tiene que cada -

uno de lns extremos de 1la desigualdad coinciden y por lo tanto

b b b
-L(fltlf‘g)(x) dx = jafl(x) dx *Jlafg(X) dx

con lo cual el resultado nueda demostrado,

Prueba de 11) Supongamos que ¢ 0 v sea P :(l-xo¢x1¢....¢8n-§s
una particién arbitraria del intervalo [n.b] e Sean my y M,
‘€como se han venido definiendo. Entonces

sup ¢ fi(x) = c M e inf o f3(x) = o my
i, %) xe. [ X

(vetvteorema 3, apéndice 1).

Entonces,
U(c flp P) = ;c “kAX}c = Lo} U(flp P) .. -1020704
 §
n -
L(O fl. P) = ;0 mk xk = (o] L(fl. P) e e 1.20705

Como f3 es Riemann-integrable, en vista del teorema 1,2,6 se

tiene nue existe P*® tal aque

U(ty, P%) - L(ry, P*) < &



entonces c U(fy, - o L(r, P*)ct de donde
Ucfy, P?) < L(ofy,P%) = o U(f),P?) - c L(fy, ™) <€

por lo tanto nuevamente en viata del teorema 1.2,6 e f; es
Riemann-intecrabdble,

Ademds se pade nue

b
Licfy, P®) & jactl(x) dx & Uler,, PB) 1.2,7,6

b
¥y nue L{fy, P?) £ f1(x) dx € u(ry, p?)
1 a 1

b
¢ L(f,F?) £ ¢ jfl(x) dx £ c U(fy,P*) 1,2,7,7
Q

¢como por 1,2,7,4 y 1,2,7,5

L(efy, F?)

¢ L(fy, P7)
U(cfl, PR) = ¢ U(f],’o p¥)
se tendrd nue
b b ‘
L, P & [ofy(x) ax € offy(x) ax & o U(r,F?)  1.2,7,8
: a
‘en cuyo caso

- b
ffl(x) ax - jo fy(x) ax € c u(fy, P*) - o L(f,M) el
a a

b
y por lo tanto cfri(x) ax = e f1(x) dx
A 1

o bien




b b
-] L(fl.’.) s Qj.fl(!) ax IO fl(X) dx s e U(floy.) 1.2,7.9
a

en cuyo caso

v
Jac f1(x) ax - c}bﬁ(x) dx £ ¢ U(fy,P®) - ¢ L(f,r*) € €
a .

b
¥y por tanto jc f1(x) dx = ¢ ftl(x) dx
a a

Tanto en el caso 1.2,7,8, como en el 1,2,7.9 se tiene gque

. !

b b
j‘c‘fl(x) dx = ¢ Jfl(x) dx
a ‘ a

Cuando ¢c< 0 se tiene anue ol
m € f(x)S Y para x & [xk1s %)

entonces clpge f(x) e my rara  x 6 [xx.1, xx)

y el tratamiento es igual 86lo que ahora

cly = dnfec fi(x) .y cme e sup o fi(x)
R'-’: ‘KB""“] ‘Qtﬂuu.ﬂ
por lo tanto .
U(ec f1, P) = o L(fy, P)
L(c f1, P) = ¢ U(fy, P)

entonces .
U(efy,F¥) - L(cfy,P*) = ¢ L(f),P¥) ~ ¢ U(r,P¥)< €

’ o ¢ f; es Riemann integrable, Ademés




aY

b
e U(r,, r¢) ¢ ch;(x) dx &€ o L(ry, PP)

b
y L(cfy,P%) € chl(x) ax € o U(ry, PP
a

Yy por 1,2,7,10 tendremos ague

b b
u(ry,pr*) & c{fl(x) dx < Lorl(x) dx £ ¢ L(f, P')

Yy entoncee

b

Lc!‘l(x) ax - o‘iq(x) dx = c¢ L(f),P') = oU(fy, P') « €
0 bien

b |
c Ulry, P') < _{c fi(x) ax 5£o f1(x) dx £ ¢ L(fy, P')

Yy entonces

f1(x) ax - ic f;(x) dx £ o L(f3, P') - c U(fy, P') <€

b b
ch;(x) dx = Io f1(x) ax cuando o0¢ 0
a

Yy por lo tanto

b b
oj‘t;(x) dx = Ic £y (x) dx cuando @
a a

La prueba de la (ltima igualdad es trivial cuando ce O,

Antes de probar iii) probaremos un lemas
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Lemas 51 f es Riemann-integrable sobre el intervalo Ek. ﬂ]
v el intervalo [a, b] &[A, B) entonces f es Riemanne
integrable sobre ta. b].

Prueba: Ya gue ¢ es integrable sobre [A. B] para cada €>0
existe una perticidén P de [A. B] tal oue

u(r, P) - L(r,P)<E

Sea Py 1a particién que se obtuvo al agregar a ¥

los puntos a, b , entonces P) es un refinamiento de P 'y V7 -

por tanto
u(f, ) - L(f, 1) &&

Sea P{ = Pln[a. b] i.e. o0i Xro Xpdls eeseee « Xpjp oOR

puntos de P} en [a,' b] entonces P} n(na Xr Xp41 ..., Xg{a'b}l

Ahorn

Q

ri

Koy

n
|

(he = me) & xy

]

u(f, P{) - L(r, P§) .

M

(1 = myc) A=y

[
[ad

-

u(r, ) - L(f, P;)& €

f es QRiemann~integrable sobre [a. b] .

Prueba de 1ii)
Sea P) una particién de {a, ¢] vy P, una parti-

cién de [c. b] » entonces P = Py )Py es una particisn del in-

tervalo Tg. b] « Por 1o tantn

L(fy, P) = L(fy, P;) & L(fy, Pn)




pero

L(f1,P) = L(ry,P)) 4 L(f1,Pn) I:f;(a) ax ¢ Cfg(l) dx

Por 1o tanto, tomando el supremo sobre todas lao posidbles parti-

cionen se obtiene nues

b c b
j‘fl(x) dx < Ifl(x) dx 3§ j f1(x) dx
- - e

también

b .
L(f1,P) 4 L(f1,P) : L(f,P) & L“"" dx

lo cual implica
b
L(f3,P) 4 L(fy,P) & jfl(x) dx
o
luego entnnces tomando pupremos nuedas

b . b
scfl(x) dx ¢4 ‘fl(x) dax S s fi{x) dx
% T T

c b b ‘
Iafl(x) dx § jcfl(x) dx = ‘Sgu(x) dx

comn 1 es Riemann-integrable en [a. b] v debido al lcma £ -e8
Riemann-integrable en [u. c] y [c. b] , o€ obtiene que

¢ b v o b
Snt’l(x) dx § jofl(x) dx = .Iefl(x) dx § .!9.!'1(:) dx
b b
. j&(x) ax = [ 1(x) ax
a a

Prueba de iv), DPuesto que fy(x) & f(x) en [o. b] se tiene
aue  h(x) = fy(x) - fo(x) %0,




».

Ses P ¢ [l T X0 F1 L X2&eeecee X & b} una particién arbdbi-

traria del intervalo |a, ﬁ] o Sea M = pup hix) , (nétese

Xe)ik.
que M, %0, para toda k), entonces r"&"h]

u(n, P) = g:lmk ax; SO

Por 1o tanto

Sbh(x) dx « inf U(h, P) R O
1

pero ecomn f1 y f, son Riemann-integrables, por 1) e ii)

h(x) es Riemann-integrable 1o cuul implica que

b
'!&h(” dx = S:h(x) dx @ 0

Comhinnnds esto nuevamente con i) e ii) se obtiene que

b b b b
f1(x) dx - S fo(x) dx = j (fy = f2)(x) dx '[ h(x) dx<€ 0
a o a o

v pnr lo tanto
b

b
I f1(x) dx < ‘ fo(x) dx
a ‘a

Prueba de v) Def{nanse fY y f] como sigues

* filx) o2 f(x) o©
fl(x) -

o sl fﬁX) 0

fi(x) 81 glx) O
f;(x) c { lx ) 1x

0 si  fi(x)

entonces  f) = f: t v ‘ﬁd = f; - fy .




as

Privern demontraremns ane 1 f  es Riemann-inteprrable sobre =

asg b entoncea £ eg Riemann integrable sobre a, b ,

Sean 147 = anp £y (x) m® = dnf £1(x)
b (4 Pl-o,xuj s 'n]

M; = oup fy(x) me e inf f3(x)
xene.., 1] xe Uo, Xn)

Ve = _sup fﬁx) mk s inf fy{x)
“[xu-o, x“ Rs D’m O,X:]

va e fl‘(x) 20 v f{(x) 2 fyx)

l-.!k* - !.Tk > 0 v m}: _)_ Mk
:.'\y" s 0 Vi mk - §)
entonces I—.'-.k’ - m;’f L iy =-m

por 1n t-nto
w(sf, B) - L], P) R U(g, ) - Lig, P)

7 por wiptesis ae wede concluir nue dada EH0 exigste

tal aue

v(ry, P8) - L(f,, 1) € u(f,, PR) - L(f 18)al

f;(x) es Ricmann-integrable sobre [a, b] de acuerdo con

el teorema 1,2,6 ,

Como f"l(x) s fix) = ff(x) se tiene que -f;(x)
es también Riemarn intepirable sohre [a. b] en vista de i) v
1) v comn connecuencia (] = f.l - f; también es Riemann
integrable en [a. b] .

For otra parte se tiene aue =~ fj(x) < |f1(x)\ ¥y que
flx) < lfl(x)l v en virtud de ii) y iv) obtenemos que

O




b b b
jfl(x) dx = I-ﬁ(x) dx §I | filx )| ax
a (3 a

vy nue prl (x) dx J(fl(x

b b
entonces s fy(x) dx|] <= J Iy (x)] ax
a a

1,3 El métodn de exhaustacién v ejemplos de funciones que no
son Riemann intesrables,
1.,3,1 El método de exnaustacidn.
Hemos visto en seccionen anteriores que dada f: R =R,
f Riemann-integrable en el intervalo Ip. 6} y» existe una pard-

cién P del intervalo la, b) tal oue L(f, P) § [rix) ax S u(r,P)
N ,

con U(f, P) - L(r, P) &€ , esto da idea de que de alguna ma-
nera se pueda ir aproximando L(f, P) (o bien U(f, P)) al ver-
daderb valor de b v
S f1x) dx hasta alcanzarlo completamente,

a

varjando P, Para variar P , la consideraremos como una tuncidn

de n v la denotaremos como Pp, después procederemos a tomar -

el limite de P, ocuanda n-—pm y mediante este proceso sabre-
b
mos el verdadero valor de j f(x) dx . Desde luego este no es

un método general pues tiene muchas limitaciones las cuales apa-
recerdn en el desarrollo algebraico del método, En esta secoidn
no intentaremos dar ninguna justificacién a este método, 8dlo lo
exhibiremos mediante ejemplos., Sin embargo la justificacidn se-
rd consecnencia de uno de los teoremas de la seccidn 1,4, Teéri-

camente hablandn, este método se pondrd aplicar a todas las fune-




ciones nue sean continuas en el intervalo [o. b] 0 al menos que
sean continuae a trozos ‘. en el intervalo [a. b] ¢ hacemos hin-
capié en nue la juatificacidén merd consecuencia de uno de loe -
teoremas de la seccién 1,4 , v que en la préctica nos topare-

mos con problemas de tipo algebraico engorrosos, A continuacién

daremos una definicién aue nos serd itil y que utilizaremos en
la seccién 1,4 al dar la justificacibn a este método,

1,3.1.1 Definicién, Considérese el intervalo [n. b] y tomema
una particién P de [a. b] P = tn 2 Xg X1 eseee Xpw® b} .
El sfmbolo |P| 10 llamaremoo norma de la particién P y lo

I?| -
'N.!.
El método de exhauutacién consiste en los cuatro -

definiremos como
(’k - xk-l)

siguientes pasoas
Sea ft' Re=pR una funcidn continua sobre el inter
valo {a, v)
l) Se toma una particién P, del intervalo ta. b] tal que
‘Pnl-)O cuando n ==pm

& Continuas & trozoe significa que sean continuas casi en todos
los puntos del intervalo [a. b] , 8,8, que 88lo exista un ni-
mero finito de puntos &)1 K& <&, ....088p & & LI. b] don

de 1a funcién sea discontinua y continua en todos los demés pup
tos de [a. b] . En este caso se puede definir una particibén -
Po = {l # 56« € ,.iviii oy e bl y aplicar el método
a cada subintervalo [&k- &ku] ke 0y Ty so.000 m=1y » Ob-
teniendo as{ el conjunto: S&m@led
i ‘lf(x)dx. S&Zf(x)dx. . S '

8.&0

7 por 1.2.7 f(x )dx j‘.tx Jdx
én

f(x)dx

!




k-

1) 81 Pyefaaxane.iiiiiiexge ] sen tyqfEgels x]
ka1, 2,3, ...., n , consideremos f(tk) v O%ke Xk~ %)

114) Calculemos la cantidad gf(tk) A xy
X

n
iv) Calculemos 1im }Eit(ek)tsxk vy eate dltimo serd el va-
"b‘OQ ke
lor de xaf(x) dx

Comentarios: Se menciond anteriormente que la idea era aproxi-

mar U(f, P) o blen L(f, P), Nétese que el método aproxima -
la suma é f(tk) AXy , lo cual nos da una mejor aproxima-
ks

cién va oue 81 my = inf f(x) y Uy = sup £(x) sme tiene
xe[Xn.., K] %€ -1, 1]

n n
I‘(f'Pn)‘ - %nkbﬁt < k%f(tk)dxk < %f‘k‘*k s U(r, Pp)
4.2, se tendrd que
b
L, P & [10x) ax 2 ki'lr(tkuxk < u(r, P,)

0 dien
b
L(f, B,) & Fnlt(tk)Axk, < {rx) ax £ ute, By
f a

estas dos desipualdades implican que.
b n
’j £(x) ax - ;;r(ekmxk' €u(r, P,) - L(f, Py)
a =

Yo cual nuiere decir que el error de aproximacién eerd a 1o has
1a diferencia U(fr, P,) - L(f, Pp). Pedimos que para abli-

car el mértodo la funcibén f sea continua en el intervalo [.. QJ
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Y& nue en easte caso es cuando es més fdcil aplicar este método
y ademés es el caso en aue se Justificard en la seccidén 1.4.~
- No ee pide aue la funcibn f sea Riemann-integrable pues -

toda funcidn continua en [a. b)] serd Riemann-integrable en -
[.. b] + enta dltima afirmaciln también se demuestra en la seo-

eibn 1.4.

Ahora procedemos a aplicar el métado de exhaus-

tacién a las funciones f(x) = x y f(x) = x2 , Para
b
calcular Lf(x) dx primero havy que dividir el intervalo -

[a. b] en n partes, i.,e, tomemos la particién de manera que

la longitud de los sub-intervalos inducidos por dicha partici:

sean izuales, a saber: P, = (a 2 X0 X1 £ 1.000 £Xp® b} donde
:kcn{'kﬂl&!). v keO,1, ... y n, Nbtese que como »

X = b-s |Pa]|~—0 st n—pom.

Calculemns primero para f(x) ¢ x , Tomemos un =

tx € [_x,,‘-l. ’k] digamos ¢ty = X vy calculemos 1la suma que

sigues ‘if(’k)A’k » Esto ea:
2

k%.f (xy ) axy é;”“*"!";f!)-(--—l";“ = . (¢ cltzal) (el

é. Lh;-,n).’kl.hﬁgﬁ = a(b-.ni-?;,})—z

a (b-a) § -‘%:-Ql?--nigm

a(b - a) § (n$1) (h-a)?

2n

o




gmk)m = a(b-n) § mu%.:‘.n_u&

entnnces
- - ‘b-n)a
%m ?ﬂxkuxk = a(b-a) ¢ 5

por lo tanto

I:X dx = a(b-a) $ .‘.!’.52)_2_

ab - a° § v2/2 - ab § a?/2

. b2 a<
- R

Ahora calcnlemos para f£(x) - x2

n
é‘lr(xk) Axy Er(a } kb_;'.u) 8%y

n
‘5 (@ k D.;A)z(b;a)

P: . - . 2 .
’g (a2 ¢ 2ak B8 4 K (2=9)%)(k=8) )
3 (s2bze) 4 zak (bgl? 4 P
-a)? -a)3
a2 (b-a) } e.,mn%)_ g e ¢ fogl® 3
a2 (v-a) ¢ 2;(b-a)"!!é.:%l.l§ (v-a) nﬂnﬂm
a2(v-a) ¢ 2a(b-af L;gl'i‘ll 3 .(.b.ggﬁ,'.aﬁt;‘gn_t.l

e2(b-a) 4 a(b-a)2 BiL 4 L\L%&L‘". (243/n ¢ 1/n2)

L



-a)d
'1‘::: gr(xk)uk a®(b-a) } a(b-a)2 4 auxsu..

- b av
T3 T3
o} . .
por 1o tanto j‘ x° dx = b5 ad
a 3 S

Hemns vintn aue para este par de funciones aplicar ¢l método es
muy lahnringo, pern existen otras funcinnes para las cugles ep
précticamente Impagible, por ejemplo: f{x) = eXp X ., In ep-

te caso
n n

E'_lf(xk) Xy aexp (adk l’.ﬁ.‘}_) . __;‘_g

-~ be-n b-a
= T, expa é exp k n

Hétene mue calcular la ltina suma, en términos de n , es di-

ficil, 1o cual hace inoperante ol mé todo,

1,3,2 Ejenplo@ de funciones que no son Riemann-integrables,

Existen muchas funciones para las cuales

]ff(x) dx 7&’ S;r(x) dx

De este tipo de funciones no nos ncuparemos ya que necesitan una

teorf{a mucho mds general de integracién, sélo nos ocuparemos &
mostrar que existen funciones para las cuales esto ocurre,

Como ejemplo de una funcisn que no es Riemasnne-inte~

erable citaremos la funcién de Dirichlet que se define comos

{1. sl x€ 1

f =
(x) 0 el x € ¢
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donde 1 es el conjunto de los niimeras irracionales y Q es -
el conjunto de los nimeros racionales,

Tomemos el intervalo [o. 1] Yy sea P :iOs X< 81(.--¢3n01}
una particién arbitraria del intervalo (0. 1]. 8i definimos a

mes_dnf £(x) vy M = sup f(x) se ve que me O y Nps 1
e el o k k
puesto que entre dos nimeros recales siempre existe un nimero ra-

cional v un irracional, (ver teorema 4 Apéndice 1), por lo tanto

(s, P) = gmknk

n
ZI'AX}( s i axy =
k=1 k=1

n
ZX - Xy s 1
k:lk k=1

) 4 L(f p) - - . -
’ §1mk ‘!k glo Axy = O

por lo tanto u(r, P) - L(f, P) = 1 para tods particiédn -
de [p. 1] 1o cual implica que no es Riemann-integrable ya que ai
fuese, la diferencia U(f, P} - L(f, P) podris hacerse tan -

pequefia gomo se quiera en vista del teorema 1,2,6

1,4 Continnidad e Integragilidad,.

En esta seccifn veremos las relaciones que existen
entre las funciones cominuas y las funciones Riemann-integrables,
pero primero que nadas recordemos la definicién de continuidad

1,4,1 Deftniciédn: Una funcién €3 R=IR se dice que es con-

tinua en un punto X, R si dado £>0 existe §90 tal que
‘f(xo)- f(x)‘<€ siempre que |, - xl(J
1.,4.2 Definiciént Sea fi R=-pR , se dice que f es contie-

nua en DQCR si £ es continua en todo punto x@D ,

o




Observacién a la definicién 1,4.2 D es un subconjunto de R ,

D puede ser, por ejemplo, un intervalo de la
forma {a, b] o cualquier subconjunto de R .

Ahore antes de eotablecer cualquier relaciédn entre
funciones continuas y funciones Riemann-Integrables daremos

una tercera definicibén que necesitaremos para establecer el -
teorema mAs importante que relaciona funciones continuas con

funciones Riemann-integrables.

1,4,3 Definiciéni Sea f: R—)R , se dice que f es unifor
memente continua en DQR 8i dadn £50 existe ‘)0 tal que
lf(x) - f(y)l‘& siempre que |x - yl«d con x, ¥ D,
Nota: Para demostrar el teorema siguiente se necesiton algu-

nos teoremas sobre funciones continuas, en el punto 5

del apéndice 1 se enuncian estos teoremas y se dan -
las referencias de sus demostraciones.

1.4.4 Tenrema Sea fi R=9R una funcidén definida sodre el
intervalo a, b] , 81 f eo continua sobre Ja, b] entonces

f es Riemann-integrable sobre [a. b.]

Prueba: Puesto que f es continua en el intervalo ‘a. bl N

f estd acotada sobre [a, b] v f alcanza un valor méximo

y un valor minimo sobre cualquier subintervalo de [a. b] y -
esto es, dada una particién P :{a 2 Xg&X1 € seese Xy b} -
del intervalo [a, b] existen xp € [xpqe ] ¥ ‘i;‘['k-l' lk]

tales que f(x"() = m :x‘txr:fxf](x) y f(xfl) = My = &lp £ix)

Por otra parte

o £ u(r, P) - L(f, P) = é:r(mk - m ) (X, = Xkay)

z Zl(f(xﬁ) - f{xg) ) (xy = Xx1)o




Ya que ¢ es continua dohre \a, ﬁ]. f ens uniformemente con-
tinua sobre [9. b] (ver punto % apéndice 1), esto implica que
para cada £> O existe 82 0O tal que 8i x, vy & ﬁ. b] y
\* - .V“J implica qne ’f(x) - f(y)“é;.. .

Ahora eeleccionemos una particién P tal que

\’\ = Max (xy = xy.1) & d entonces
Keddy 0

£lx") - f(xy) » f{xp)- £(xg) <€ &
k

para toda ks 1, 2, ,.., ,» N,

u(r,P) - L(fr,P) = g(f(xg) - ”"k))(l’k . xk-l)‘jg‘! :. )
= €

es Riemann-integrable sobdbre I@. b].
Como ne ve este teorema asezura que toda funcibn eop

tinua en un intervelo cerrado y acotado es una funcién Riemann-
integrable sobre dicho intervelo, nin embargo en secciones ante-
riores vthoa funcinnes que no son continuas y apesar de ello eson
Riemann-integrables, comn lo son las funcionee escalonadas y con

estas funciones se ve que el inverso de este teorema no es oler-

tn,

Ahora procederemns & enuncisr y demostrsr un teoe
rema que justifica el método de exhautaciéh de la pasada sec-
cién 1,3 v ndemdp ee la base y justificacién de tres de loe
euatro métodos de la seccién 2,2 del capftulo II, Por lo =
tanto este tenfemn Jugard un papel bastante importante en 1o -

que es integracién numérica e indirectamente seré usado en mu-




ehna métndna numéricos por ser la base tedrice que los justifi-

ca,

1,4,5 Teorema: Sea f una funcidn continua sobre el interva-
lo cerrado [a, b] entonces parn cada BP0 exiotird &0 tal

que 3

b n o _
.‘ £x) dx = So£(F ) (xy - xpq)| < €
a

=1

sienpre que
{P] = Yaxr (x} - xxy) & &

donde P = {n=x0<x1<..... &Xp = b3 y ;ke [3!(-1- xk]

Pruebat Para cuzlquier particidn del intervalo [h. b] pi -

;ke[’k-l' x;j se tiene que
me & flx,) € My
para tode ¥ = 1, 2, ¥, ..... » Ny entonces se tiene
melxye - 7)€ G (xy - xpe1) D (3 - xpeq)

sumando sobre todas las kel, 2, 3, ,... » n pe obtiene

que

| n n n
L(f,F) = ‘%mlc(xlka-l)é ?‘;lf(xk)(xk-xk-l) < Erm(xk-xk-1) s U(f,P)

n o
i,e. L(f,F)& E__;lf(xk)(xk - @) & Ulr,p)
ademis

L(f,r) & j'bf(x) dx & u(r, P)
a
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enatn implica que

b n
j'f(x) dx - Ei‘(;k)(xk-xk-l) < U(f,P) - L(f,P)
a H

b
Y que gf(;k)("k' Xpe1) - s(‘(x) dx <L U(r,P) - L(f,P)
‘= a

esto implica que

n —
0 s‘ﬁr(x) dx - gf(xk)(xk - xk-l)l s W, ) -u(fr, D)

ahora, 68 [P| = max (x} - x4.1)& & por el teorema antericr
se tiene que

v(f, P) - L(r, P) «§

v el teorema 1,4,5 queda demnstrado,

El tenrema 1,4,% asegura que pndemos acercarnos tanto al ver-

daderc vulor de J f(x) dx tanto como queramos medjiante 1la
a

n.
Elif(!k) (xx = Xx.1) con tal ce que la longitud de los sube
 J

1ntervalqa inducidos por la particién sea suficientemente pe-

queiia; aquf ;k es un punto arbitrario del subintervalo -
[?k-lo *k] .

Comn se menciond anteriormente el objetivo de es-
ta seccidn es per un lado mostrar una relaciédn importante en=-
tre las funciones continuan v las funcinnes Riemanneintegrabdbles,
lo cual se hizo con el Teorema 1,4,4 v por otro lado dar una
Justificacién al método de exhaustacidn, as{ comn a los méto-
dos aproximativos del capftulo II,

Adn cuundo el nbjetivo de esta tesis no es precisa-




Yo

menz; la teor{a de 1la Integral de Riemann, sino la Integracidén
Numérica v sus aplicacicnes, mencionaremos dos teoremas mhg o
que, no son importantes deéde el punto de vista numérico, pero
sin embhargo, ron itiles para desarrollar otras cuestiones de -
tipo teérico v ademds representan un 1mportante dencubrimiento
de las funciones continuas en relacidn con 1la 11uebrac16n de
Riemann,. Estos teoremas fon el Peoroma del Valor liedio para
interrales v el Teorema del Vhlor idedio. Ponderado para ine-
tegrales, ambos estdn basados en cl‘Teorema del Valor Inter-

medio para funciones continnas del punto 5 apéndice 1,

1,4.6 Teorema.del Valor ifedio para ,Integrales,
3i £ es5 una funcidn continua en ¢l intervalo -~
a, li v Pava un cierto c¢c € [a. b l ge cumple que

'

b
j f(x) dx = f(c) (b - a)
a

\

Pruebai

Sea m = inf f(x) y 4 = oup f(x)

xefa,b) - Jcfa ) -

entonces m< r(x) 4 K para todo xg [u. b]
entonces

b b p
m(b-a) = Jm dx € | r(x) dx | jm dx = M(b - a)

123 a a

lo cual implica que

m < jbf(x) dx/(b-a) &€ U
a

por lo tanto, por el teorema del velor intermedio para funoio




¥

b
nes continuae, como S,f(x) dz/(b-a) es» una cantided en-
a

tre m y M ;3 existe c - glqn’iento de [a. b] tal que
b

f(c) = Sf(x) dx/(b - a)

- - da
i,e, existe o € [a. b] tal que

’ b
f(c) (b - a) = Sl‘(x) dx
a -

y el téorema queda probado,

1,4.7, Teorema del Valor Medio Ponderado para Integrales,

Supongamos que f y ‘g 8son funciones continuas -
sobre el intervalo [a, b] » supbngase que g _no cambia de Bsig-
no en [a.‘b] entonces para un cierto c e (a. b]' se tiene que -

A

. S N
rf(x) g(x) dx = r(c) Ig(x) dx
a

A

-

Pruebas No cambiando de 'aigno nunca en (a. bj v & €8 siempre

noe negativa o no poaitiva en [a. b]. Sea m y M como en el
teorema 1,4.,7 v supéngase que g(x)Z O para toda x@ [s.b]

entonces m g(x) € f(x) g(x) € Y.g(x) obteniendo

b b . b
m Ig(x) ix < Ir(x) g(x) dx & Mjg(x) dax
a a ) a

b
st Sag(x) dx

0 y por se g continus y no negativa,

. b
egix) 0 entonces S f(x) g(x) dx = O y se cumple el
a

teorema psra cualquier c € Ea. b]; pero 8i fg(x) dx o
' a




k2

entonces se obtiene que

- fr(:?‘) g(x) ax / ybg(x) ax < 1
a .18

Nuevamente por el teonerema del valor intermedio para funciones

continuas, exisote c e[a, b] tal que

t{c) = f:f(x) g(x) dx / SZg(x) dx

b b
i.e. (o) g g(x) dx = ~J f(x) . gl(x) dx
a a

Nétese que el Teorema del valor Medio para integrales es un ca-
8o particular del Teorema del Valor lledio Ponderado para Inte-

grales, cuando la funcién g(x) = 1 ,Es indispensable pedir

la éontinuidad de f(x) en ambos teoremas, Para concluir es-

ta seccién, en seguida daremos un ejemplo en donde se ve que sdi
f(x) no es continua los teoremas no se cumplen,

1 o4 = JoO, 1)

2 ot x [1, 2]

Rétease que f estd definida sobre [p; 2] y f es discontinua

1.4.8 Ejemplo: Sea f(x) - {

en X = 1 , entonces
2 i 2
S f(x) dx - j Iedx % j 2*dx = 1 § 2 & 3
0 = 0 1

pero pera ningin ¢ ¢ [o, 23 se cumple que f(c)(2 - 0) = 3
Y@ que para que se cumpliese f(c) deberfa ser f(c) = 3/2 1o
cual nunca ocurre vy pone de manifiestn que es esencial pedir 1la

continuidad en el teorema l.4.6
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1.5 Derivabilidad e Inteprabilidad

1.,5.,1 Integral Indefinida,

Aqui introduciremos un nuevo concepto sobre la in-
terral de Riemann; hasta el momento nemos venido trabajandoh-
con la integral Spf(x) dx 1la cual representa el &rea limi-

a
tada por la grafica de f v el eje x donde f es una fun-

cidén Riemann-integrable sobre ta. 5] . La integral indefini-
da serd una funcién F tp, tﬂ-~% R que nos da el valor del

Area limitada por la gréfica de f v el eje X, s8lo que aho-
ra sobre el intervalo [g, xl en lugar de sobre el intervalo
a, b] y donde X es cualquier nimern del intervalo [a, p] ,
puesto que [a, :<] C [:a, b] para toda x g [a, b] vy como f
es Riemann integrable anbre &n 1J en vista del lemu de 1a
geccibn 1,2 f es Riemann~integrable sobre Tg, x] . A con-
tinnacidn daremos la definicidn formal de la intepral indefi-
nida y 1la definicién de derivabllidad de funciones para que =~

con esto podamng establecer los dos teoremas fundamentales -

del célculo,
1,5.2, Definicidn: Sea fi1 R«p»R una funcién Riemann-in-
tegrable sobre el intervalo Ea,1ﬂ s se define la integral -

indefinida de la funcidn f como

-

F(x) = Sbf(t) dt donde x& [a, b
a

1.5,3 Definlcidn: Sea f: R DR D¢R sea Xo& D ¥y

Bt :...f.(i%....}-.ﬁ-(()lb.)«

si 1lim @B(t) existe, entonces se dice que { es derivable
t-»Xo




en el punto x, v la derivada de € en el punto X, se de-
nota por f'(x.) v f'(x,) = *U.m A (t) . Si f es deriva-
g4t

ble en tndo punto de D entonces oe dice que f es derivable

en D v la derivada se denota par  f'(x) donde x & D ,

1.5.4 Teoremn, (Primer tenrema fundamental del chAlculo), -

Sea f una funcibn Riemann-integrable sobre [a, b)
entonces TF(x) j f(t) dt es una funcidn continua sobre -
Tes v): mis ain, a1 f‘ es continua en un punto x, de ra, bJ
entonces F(x) es derivadle en X, y F'(x9) e f£(xo).
Prueba: va que € es Riemann-integrable sobre [a, bJ critone
ces § estd acntada en [zx; b] i,e,y existe I tal que

’lf(t)‘ﬁ):’: para toda t €fa, bl » 51 a&xgys v
|rty) - PG| = ”'r(t) dt, 4 My - x)
Jx

entonces dada &€%0 para § = €/m , ‘F(y) - F(x)’(& ai -
‘y - xlt'.(f s por lo tanto F(x) es continua y uniformemente
continua en [:a, bJ . {Ver punto 5 apéndice 1),
Ahora si  es continua en x,, dada £»0 tdémese
6§20 tal que lf t) - f(x l(E_ siempre que |t - J‘ol“ v

agtiybv ., Como %o ~ ¢ Lt % ¥+  se tiene que

E(t) = Plig) reo)| = |5, j‘ (£(u) = £(x0)) du

t'XO t'xO

1 du
< ‘t - %0 & ‘ &
pnr lo tantn

W'(xo) = 1lim F(t) = F(le = f(xo)
tox, t- %o




i

Por el teorema anterior se puede decir ge la ope~-
racidén inversa a la derivacidn es la integracidn indefinida y

%
ge puede aserurar que para calcular £(t) ¢t , £ esntinua

en [a, p) s basta cneontrar una funcidn ? F{x) derivable en
[a. b] o tal que F'(x) = f(x) para toda x en th. Q] .« Lste
teorema muectra 1a relacidn mas importante entre derivacidn e
intezracién v fundomenta lng métndos tedricns de integracisdn,
entre atrns las mitadag Ap intepraci®n por partes v pnT substi
tucidn gqur nns Aan 1las préxtiss tearemns 1,57 v 1,5.8 , pe-
rn enteg de ver eatns métedng enuncisremng v demnstraremosg -
otro tenremn neiv dmportiante gue nos dice como colcular - -
b
j f(x) dx en bace n TF(x), donde F(x) es una funcién deri-
a
vable amobre [a. td .
1.5,5 Teoremo (Segundn tenrema fundamental del céléulo). -
] f es Rietann-integrable sobre [p. ba y si exig
te una fuancidn deriveble ¥ sobre Ya, b] tel que F'(x) = f£(x)

PArs X @ Ei,lﬂ. entonces

h
jr(y.) 4 = P(b) - Fla)

ct
Pruebas; dadas €20 eschiare una particién P del intervalo -

[gu b] .P:{G:XO<X1< .....4)’.,1.-.-})} tal que

u{r, ¥} - L(f, T)e & .
Entonces vor le tenrera del velor medin parn derivadas, (ver -

punto € apéndice 1), existen puntas tkel"‘k-l' x}_:] tales que




Flrr) = Flryga1) = £(ty) (3, = xp1)

sumando sobre toda  k  se abtiene que

n
My, - Pa) = ka(ty_) (X = Xpoq)

1
o que
o
L(r, P) & kz_lf(tk) (g - xp.1) & U(r, P)

b
L(f, I} & Sf‘(x) dx £ u(r, P)

cntannes

¢/ a Y= a

| b . \
*h) - 7e) - [rin) d:cl: !,}r.l,lf(tk)(xk-xkA) , s’f‘(x) dx‘

w(r, ») - L(f, P) & §

h
por lo tanto S f{») dx = P) - w¥a) .
a
b

Como se menciond el problema de calcular j f(x) dx

a
eo tratar de encontrar una fancidén F(x) derivable en ﬁa.tﬂ -
tal que '(x) = f(x) en la, ﬁ] vy evaluar F en los extre-
nmos del intervaln [:a,- ’hJ .
1.,%,6, Definicidn, 3ea  nue funcidn definida sobre [a, bJ
g1 F es ntra tuncidn deriveble gobre Ia,“b] tal que F'(x) = £(x)
entonces se dice que F es una funcidén primitiva de § asobre -
[?. h] 3 en el teorema 1,H.4 P(») es uno primitive de f @i
f es continua rn [a, b] .
La definicidn anterior nos serviréd para enunciar y

demastrar los dos teoremay que giguen, los cuales nog dan dog =~



7
b

férmulas para el cdlanla de S f{x) dx . Eatas dos fdrmulas
a

son conncidae como el método de integracidn por partes v el mé-
tado de integrscidn por substitucidn,
1,5,7, Teorema, (lMégodo de integracidn por pertes)

Supongemng gque F y G ogomn funciones primitivas
de £ vy g reapectivumente, sobre [b. b] yque £ y g wson

funciones Riemenn-integrables sobre [a. b], entonces

‘oD b
j Fix) glx) ox = F(b)a(b) - Fla)a(a) - j £(x) a(x) dx
a 13

Prueba: Sea H(x) = F(x) G(x) . Aplicendo el teorema de de=
rivacién para el productn de funciones se obtiene que, (ver -

punto 6 anéndice 1)
H'(x) = Fr(z)elx) & 6" (x)F{x) = f(x)o(x) & glx)F(x)

Por esta 1ltima igualdad se tiene que H'(x) es Riemaun-in-
tegrable va que como G y F son derivables en [a, b] son -

continuas en tp. b] (ver punto 6 apéndice L)s2G y ¥ son -
Riemann-integrables sobre [a. bJ y, ademds £ y g sgon funcio
nes Riemann-integrables sobre [a. ?} y por lo tanto aplicando
el punto 7 del apéndice 1 v las propiedades 1,2,7 , se ob-
tiene que H?x) es Riemann-integrable en [a. b] » Integrando
la expresidn

H'(x) = f(x) 6(x) 4 glx) 1r(x) obtenemos

b b
S H'(x) dx = jbf(x)(‘.(x) dx 4 jg(x)F(,x) dx
& a

a




ve

y por el teorema 1,0,0 se obtiene gue como

3

b
‘}l'(x)dx H(b) ~ H(a)

a

b
ff(x) G(x) dx 4 I glx) Flx) dx
Qa a

0 equivalentemente

ko) h
I Px) glx) dx = (b)) - H(a) - jf‘(x) G(x) dx
a a

v por definicidn de W
b ,
SF(x) el{x) dx = PF(v)a(v) - ¥(a) ola) - j £({x) G(x) dx
a ' a

1n cnual Aemueatra el %earema,

1,5.8 Tearema, (1éAtndo de interrecidn por substitucidn),
Jipanramas que  g'  cs una funeidn continua sobre

[a. b] y gte £ una TuneiAn eontinun srbre alpmin {ntervelo que

contenra a Ya imaren de (a, b] bajn plx) entonecs

r(v) h
j fln) A = j fer(x) g'(x) dx
cfa) a

Prueha: St T es una primitiva de f  anhre algin intervnlon

e, contengso o 1a imapen de [u. S} bojo g entonces el primer
miembra serd igual a ®pflv)) - ¥(gla)) . Por otra parte -
aplicuﬁdn la regla de ln cadena, ependice 1 punto 6, se ticenc
que

(Tog)' = (Plog)egt = (fog )en
de madn ae T g es una vrimitiva de (feg)+g' v el segundo

Mmiethra ca imnal g
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(Fegzi(a) - (Per)(v) = rlg(m)) - rlula))

1n cnad Pomiuecrtra el Senrenma,
A continuacidn daremos un par de ejemplos que ilug

tran estons dos métodos tedricns dadog por loua teoremas 1,5,7
v 1,5,8
1.5.9 Ejemplo al tenrema 1,.6,0

b [ 4
Calculenos S sen’y con ¥ dx , sasea glx) = gen x

a

f [
f(i1) = n¥ , entonces

b G , b Gﬁﬂ
f gen®y con % dx = .f‘f(g(x)) g'(x) dx f(u) du
a J & E@)

j”e“bus du = 4&en®h _ nenla
gena
1,5,10 kjemplo al teorema 1.5.7

Calculemns la sigujente integrals

b
‘I X exp x dx anmm{ F(x) e« xj; P'(x) e flx) =1
B
e{x) = o' (x) = expx v G(x) =z expx } cntoncen aplican

do el teorema 1,5,7 3¢ tiene aue

b b
J > expxdx = bexpb - ®’Rexpa = j 1l exp e dx
a a

bexpb - aexpa - {(expbde=expa)

exp b (b -1) % expa(l - a)

NAtese nue con este 'ltimo ejemplo 1n idea de aplicar el métod
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de integracidén pcr partes es nue, en la integral del segundo =

miembro auede una expresidén de la cual se obtenga ripidanente

nu primitiva,




CAPITULO II,

INITEGRACION NULLRICA

2,1 Céhmo surge la neccsidad de la Integracidn Numérica y es-
bozo de la idea de 1a Integracidén Numérica,
En el Capituln I ge vid la teorfa general de la -

intepgral de Riemann v se mogtrarnan alpgunos métndns pora el célen
lo de Swf(x) d¥ donde f(x) era una funcién Riemann-integra
a

ble sobre el intervalo [h, b] » pero dichos métodos presentan -
algunas limitaciones, se hizo ver en la seccidn 1,35 que el mé-
taodo de exhautacisn resultaha demasiado laborioso y que para ale-
gunas funciones resultaba inoperante,

En el siglo XVI1 el astrdnomo inglés Isaac Nevton
motivado por sus investigaciones en fisica y en astronomia sin-
tié 1la necesidad del cdlculo como herramienta y en el miosmo si-
glo, a'maue mntivado por ntrns aspectns, el fildsofo y matemétl
co Guillermo G, Leibniz desarrollaba la misma teorfa del calcn
lo, Asf pues a lewton y Leibniz gse les debe haber sido los -
precursores del cdlculo, pero no fue sino hasta el siglo XiX,
cuando Riemann afind la teoria del Cdlculo Integral gomo aho~
ra ge conoce v en base a esta teorf{a surzieron los métodos ted-
ricns para la obtencidn de la smf(x) d», como son entre otros,

a
1nos de integracidn por partes v de integracidn por substitucibdn,

Estos (ltimos dan una manera mucho mas eficaz de calcular la -

b
S f{x) dx 881n aue a pesar de aue resulten mAs eficaces tam-
a




bién tienen limitaciones 1o cual obliga & buscar métodos todad a.
mde efectivos, lo aue desarrollaremos a lo largo de este cap(tu-'
lo v se justificardn algunos de ellos, A continuacién daremos -
algunos ejemploa concretns de funciones para las cuales no ee =
pueden aplicar los mencionados métodos tedricos y presentaremos
algunos aespectns oue obligan a recurrir a la integracidn numépie
ca,

2,1,1 Ejemplo, Tratemos de calcular psr el método

de integracidn por partes la signiente integrals

b
j exp (oen x) dx
X ‘

Sea f(x) = exp (senx), g'(x) = 1 entonces

f*'(x) = cos x + exp (sen x) y glx) = x o'
s;exp(sen x) dx = b exp(send) - & exp(een a) -

- s:x-con x . exp(sen x) dx
Como vemos en la intepgral del segundo miemdbro queda una expre-
8ién para la cual es mas diffiodl encontrar su primitiva, lo -
cual pone de manifiesto nue le método no es siemore el mies ade
cuado, tampoco ep posible calcular dicha integral por el méto-
do de substitucidén ya que no es posible escribirla como
ft(g(x)) g'(x) dx
a

1o cual también pone de manifiesto que el método de subtitucidn
no es siempre apropiado, Sin embargo f(x) = exp(een x) =-

es una funcién continua sobre cualquier intervalo tb. ﬂ]. -y -
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por lo tanto una funcidn Riemann~-integrable sobre cuanlquier ine-
tervalo ta. 5) y 1o cual auiere decir aue su integral existe, -
8élo nue no eg fdcil calcularla mediante métodos tedricoa, K1
ejemplo 2,1,1 muestra aue existen funciones para las cualeg -
hay necesidad de emplcar otro método con el fin de obtener su =
integral;

Otro caso en el cual gse ve que no son eficientes los
métndos tedricos es el aue a continuacién se mencionas suponga
mog aue tenemos n puntos en el plano los cuales son observa=-
ciones de algin fendmeno que estd dado por la relacidn y » {fx)
donde f(x) eo una funcién definida sobre el intervalo fa, v
pero la expresidn analftica de <€(x) es desconncida, Dichos
capon se presentan mucho en TFisica v en el capitulo III tra
taremos un caso especial,

La idea de la integracidn numérica se basa en los
principios de 1la teoriq de la integral de Riemann v en el hecho
b

de ane el valor de \g f(x) dx puede ser aproximado por 1la
a

n
éi%f(xk) (xx = xx-1) donde xy son puntos de [a, B y Xy es
-1

un punto del subintervalo [xk_l, xk} : de aqu{ en adelante =
trabajaremoa con funciones cnntinuas o continuas por pedazos
pars poder hacer mencién al teorema 1,4,5 como Justificaciédn

a la aproximacién de la integral que nos ocupa, por medio de -
:i&f(fk)(xk - Xp.1) . Bl teorema 1,4.5 accgura que
k=1

ﬁf("-k)(xk - Xpe1) - Spf(x) fxl <&
k:l a
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donde £ es tan peauefia como se quiera con tal de tomar la nor-
ma de la particidn Pia Bz X XL X0 &K creevee £Xnn b}
ficlentemente pequeiia.

Un método mny efectivo para asegurar que la diferen-

D
‘ff(xk) (% = %Xp-1) - J‘ f(x) dx‘ sea pequefia es -
| o

caleculando la diferencia u(f, P) - L(f, P) e ir afinendo

la particidén hasta obtener que u(r, P) - L(f, P) &€ vy
b

b

n -
como \Ef(xk)(xk - Xp-1) - Sa

£(x) dx‘:’: u(r,P) - L(f,P) £

n -
habr{amos asegurado aue 2 (xy) (xk= xka1) es una aproxi-
=1
b
macién satisfactnria para 1la integral ‘f f(x) dx , sblo que
a

este método de calcularla resnlta muy costoasn en tiempo de com-
putadora lo que obliga a desarrnllar otros métodos y a calcular
el error de aproximacién de otra manera, En la siguiente seccidn

presentaremos cuatrn métodos aproximativos de integracidn numéri

ca,

b
2,2 Cuatro métodons simples para el célculo de j f(x) dx
a

En la seccidn anterior dimos la idea de en que con-

siste la integracién numérica, su necesidad y surgimiento, ade-

mids mencionamos aue en determinados casos se necesita calcular
o

j f(x) dx v sin emhargo no se tiene la expresién analitica de
a

f(x) , sino sélo se conocen n puntos (x, y) en el plano que
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satiasfacen la relacién y = f{x) . Oueremos hacer mencidn
que lop cuatro métondng simples de esta secciédn serdn tratados
suponiendo aue la expresidén analitica de f(x) es conocida =
aungue dos de ellos se podrén generalizar cuandoe f(x) no se
conoce,

A continuacién enlistamos los cuatro métodos en -
el orden que se desarrollardn,
1, Método del puntn del lado derecho,
2, Método del punto medio,

3, La regla del trapecio,

4., ILa rerla de Simpeon

2,2,1 El método del punto del lado derecho,
Sea f(x) 1la funcién Riemann-integrable sobre [a,1)

b
para la cual se quiere calcular &af(x) dx , Sea h = !ﬁﬁ—

donde n es un nimero natural, El método del punto del lado
derecho consiste en calcular :
n
Ry(f) = hi\zlf(nfkh)

y tomar estn iltima expresién como una aproximacién a S £f(x) dx,
a

Ndtese gne lo que indica esta regla es dividir el intervalo ta.b]
en n partes iguales mediante la particidn P = {n.xo X1 oo xn:bj
donde xk:afkp—;-;& , k=0,1,2, .... ,n y multiplicar

la longitud de cada subintervalo inducido por la particibn, por

el valor de la funcidn evaluada en el punto del lado derecho del
subintervalo v despuéds sunar estos productos, con lo cual se es-

ténsumando las dreas de los rectdngulos mostradoe en la figura 6




0
¥ b

G-
t«,az)

a M\\ um&\‘ﬂ Pig, 6.

Comn vemnn el métodn del nunto cel lado derecho cgun
mé;odn hastante sencillo, 1Una  variante de este método es el mbe

todo del punto del lado {zquierdo que estaria dado por -

-1
R (f) = h 3= f(a} kn)
k=0

Un aspecto importante del métndo del lado derecho es

el siguiente:

Zué tan aproximadn es el valor de

n
Ra(f) = n 3 r(a ¢ xn) al verdadero valor de
k=1
b
s rx) dx 2
a

Para responder necesitamos calcular un error de eproximacidén pero

antes de hacerlo daremos la siguiente definicidn,

2,2,2, Definicién, Sea f(x) una funcién continua sobre el in-

tervalo [p, p]. Lns mAdnulos de continuidad w(§) de f(x) -

estdn definicdos por:
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w(d) =rmx|ﬂxﬂ - fhgu ag %X , X280
x\28

La definicidn anterior en otras palabras dice que para toda X1

X0 tales que |x1 - *o|ed implica que
rt1) - rixo)] & wid)

Motese también que im w(§) = o0
- 4]

Una vez dada ests definicidn estamns ya en condicio-

nre de hacer un nnAlisis de gué Lanto ne aproxima

n
Ry(f) = ng. fla ¢ kh)
kal
h Y
al verdadern valor de S £{») dx ,
a

Bl aigniente tenrema nng dard el errnr de aproxima-
cifn aue andamns huscandn, £41- que ‘inicamente valdrid para funcis

nes ocontinnaes,

2,2.3 Teorema, Sea f{x) una funcidn continua sobre ta. b

Entonces
h
j f(x) dx - ne.f(a } kh)‘.ﬁ (b - a) wih)
a kal
Pruedba:
4] a $ kh
f{»x) dx - n f{a } Xh) = ‘f f(x)=f{atkh Mdx
ja g; % a«}(k-l)rs ,d
AMora \ff)f) - fla % k‘n)‘ € wlh) , para

ad w-1hé x££ ad xh,

a } ¥h
de donde 5 r{x) - f'(aﬂ(h) dx' ﬁ h w(h)
24 (k-1 )n
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Sunardn deede k = 1 hasta k =z n v aplicando la desigualdad

del tridnenlo se nbtiene gnue

h n

H fx) - nZrlatxn)] € mhowh) = (b - a)wh),
a =1

Yidtese que conforme n —3> o0 h —> 0 por 1o tants w(h) emp O

81 n epxm,

El tenrema miterior ascenura la convergencia de -

I h
zz'f(a 4 )  al verdadevo valar de S £(x) d» en el ecren de
k=1 a

que  f{x) saen continua sobre [a, b] el cnal es un casn perti-

cilor éel tenvema 1.,4.9

2.8.4 L1 VAtada del puntn medio, .

‘Ina vez viotn el métads del puntn del lado derecho
procederemar a ver 35rc métada un pocen més cowvlicedo llamado el
método el punto medio, Lo idea de oste métadn es may parecida &
la anterior, CQCengideremns la misma particidn que en el método an-

terior P = ta T VK .0 & Ey oo b} donde xy = a § k Q’Ff‘l

1, =2, ... , n vOsEA ¥ = Ik-lp* Xk i.,e, Yk es8 el

puntn medio del subintervalo [xk-l' ka kK =1, 2, o009 N

El método del runto medio consliste en calcular
Rp(f) = hg £ (vy) siendo  h =
k=1
b
v tomar a enata comn una aproaximacidén al verdadern valor de S £(x) dx,
A

Mdtege que shora se cs3%4 multiplicando la longitud del subinterva-
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lo tzk-lv Xk] ror £) valor de la funcidn f{(x) en el punta
medion del subintervaln T:xk-l, xkj vy osumando todos estna produg
tog cuando ¥ =2y 2, L.o.y 0,

Como en el caso del método del punto del lado dere-
cho, noz presuntamag gqué tanto se aproxime Mh(f) = h n.f(yk)

Ka

b )
al verdadern valor S f(x) dx ? La respuesta ce que Rp(f) se
a

Re)
puede apraximer al verdadero valnr .I f{x) dx tante como we ¢uie
a

ra con tal ¢e tomar n el nimero de subintervalos suficientemente
grande, (Ver teorema 1.4,5,) ; naturalmente que estamos suponigi
do que f{x) es una funcidnr continua sobre el intervalo [a; b];
Ahora calcalaremos el error de aproximaci’n en el caso en.que f({x)
tcnna primera v segunda derivadas continuas, aAnteo de formalizar

esto enunciaremos una definicidn que te necesitard.
2.2.5 Definicidn,

n _ . k . .
C(a,b]" {f. R~PR + f(x) es continua v cxiste & x€ ta.t b]‘lfk‘ﬂr)_?

donde - £X{x%) es'la funcién obtenida después de derivar f(x)
vecesn,
Una vez dada esta definicidn estamos ya en condiciones

n

para calcular el error de aproximacidn de R (f) = hEr flyy) al
cal

b
verdadero valor de S f(x) dx mediante el signiente teorema,

a

2.2,6 Teorema., Supnngames que £(x) € Cz[a, b] entonces

b
‘ j f{x) dx - h 2& £ (yy) < MLh“%¥lr2
a

donde M cs tal que \f"(x)\ < ¥ parn tnda xt[a. b]




G

Pruebai Tuesto que f(x C%Ca, b tiene c%
q (x) € ('. 1 se tiene que f(x) € e i)
para toda k =1, 2, ,,., n vy de acuerdo al Teorema de Taylor

del punto 1 apéndice 2, se tiene ques

tx) = fly) 4 0 ndx - y) b 3 (e (x - y)?

para toda x¢g ["k-l' xk] donde ¢y € [xk-1» xk].

Como f"(x) existe y es continua en [a. ﬁ] existe
M tal que \f"(x)\ £ M para toda x gfa, b] entonces como =,
ckcﬁa. b] para toda k =z 1, 2, ...y n \f"(ck)\s'u para toda
ke 1, 2, ... + n o0 equivalentemente =~ ¥ & f"(cy) & M para
toda kz 1, 2, ... 4 n .,

Por lo tanto para toda "6{"}}-1' ka

fly) 4 £ () x - yy) - B (x - vy )* & £(x)
< r(yk) $ o ypdx - yx) ¢ % (x - yk)2

integrando la iiltima desigualdad sobre el intervalo ["k-l' "k]

se nbtiene :

flye) h - " n® ‘S f(x) dx & flv) b § L nd® 2,2,6,1
Xx-1 “

o equivalentemente

X
- L g sk £(x) ax - fly) n & L n®
44 xk—l

3umando sobre toda k = 1, 2, ... » I obtenemos:

/] n 3
- i y3 - < h
Bt & [ro)a - n Erlnd & %




k=1

b n .
l.e. f(X dx - h f( ‘ & nl!. 3 - M({bea
| R & ) 24 " % oan?

Lste teorema muectra 1la converrencia de Rn(f) v

n
siendo R (f) = n :E; f(yy) al verdadero valor de jbf(x) dx
ks a

conforme n —p o s8lo que estd restringido a funcioneg que per-

l) ,
tenercen a cilﬂﬂ i,e, este error solo podrd uer calculado cuan-

L2

do la funcidn f(x) trnra primers y sepunda devivadas continuas
sobre ¢l irtervals [h, b) « 4 cntinuacidn daremos la regla del
trapecio, la cual se padréd reneralizar mdes tarde en la siguiente

) b
secciin, en la cunl trateremns el casgn para caleular la S r{x) dx
a .
cnanda no se conoce la expresidn ansl{tica de f{x)

2,2,7 La rerla del Trapecin,

Come en log casns anteriores conuideremos le particidén

P = {a 2 X0 Y] X3 € o000k Xp= b} donde . = a ¢ Kk b;a Y
b

h = 1’.;.‘1.& v X =0, 1, 2, ..., n v gueremos calcular J f(x) dx
a

dande f(») ea una funecisn Riemann-~inteprable sobre el interva-

Definamnyg Lo re ls del trapecin como
n

Rp(f) = n ?'-1 C{xeay) 3 €0x)
= 2

1o aque se estd hociendn medinnte esta regla es multinlicar el pPro
medio de 1os valoreg de las funcinnes evaluadas en los puntas ex-

tremna del intervalo [xk_l, x#] k=1, 2, «o. » B, por la lon-
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gitud nh del intervalon [}k&lo ka y sumando estos productos

sohre ¥ = 1, 2, ..., N , hablandn geométricamentec gse eotén su-
mandn las Areas de 1ns trapecins ecnvan bases son los valores -
f(xx-19, f(xy) v cuyas alturas son él-valor h comn ae muess

tra en la figura 7 en el casn n =8,

0

; |
ENSN

asx, ¥, v Xy X4 Xsz=b

////,

/

figura 7
Ahora procederemns o hacecr el andlisis correspondiente

1, :
de cudnto difiere RL(f) =z h f{xx-1) ¥ £{xx} a1l verdedero

n
o

b
valnr de S f(x) dx , 1ste ondlisis valdré sdlo para faneiones
o

ane verLencoen a @E1}a 7 ose reoswne wedisute ¢l sipulente teo-
<y

rema v gl prieoas

. DTN LA ~ . 2
PLrL.e INORAIA. ntea f{x) € O r }‘J s Entancesg
, Y

~ L orlxx-1) % fixi) & Mlh-al.
f()() dx - ¥ - 2
s — 2 6n

it v e e B e et T rmt e o
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Frueba: Debidn a 2,2.6,1 =ae tiene que

oL ¥y ;
fln) n - Koyl _4:.5 flx) dx £ fly) h $E-n°  2,2,00

2]
“ *x-1 =4
siendo v, = ZJL-_LOJ.."J; + debido al tesrema del punto 1 spén=
dice .
s ]
flney) = fln) 3 )iy =) 8 5 ro(ed) (xpay - vid”

v
flxy) = flyp) ¥ ' (ndixy - vy) % 1}3 fr(ct)(xx - yi)*
donde xk"l_ﬁ C!'( ’ ci(' 5 Xy 3 como Yk Sxk *zx"k':; y
D « M
ho= n

= ¥ - Xp.p  de las dos iltimas ipusldadern se Abtie-.

ne que

£lx,_y) = tl) = 3ln) n b g (o) n®

fixy) = £ln) 3

PO

f'(yk) h & }];'; f"'(ci'() he

Sumandn las ignaldades anteriores v dividiendo entre £ e obtig

ne gue

f(xk,i) $ rlxy) - f(yp)

4 - b (e 4 o))

Como ¥ en tal gue ‘f"(x)' £ M para tnda x€ [a,b] se obtie-

ne que
2
oor £ flxyky ) 4 flxx) < 4 h3
f(vy) 8 5 — f(.Vk) 8
de dande

2y 2
flrg=1) 3 £l DM 2 0y & f(xx-1) 21 f(:;kl+h811




Combinando esto dltimn con 2,2,8,1 obtenemos ques

£{xp.1) 4 €(x.) n3M  ndu Xk
=1 % - - 5 J f{x) dx

h ) DY
-1

£(xx.1) § £(x.) } h"’ll y B n"l

-q

h

eqiivalentemente

1 th? ! £ (xn... e) @ 2R3
It P ‘r( £ (% )dx - (xy, 1)2* () hs :‘1)
X1.1

Jwanndn gehre toda k=1, 2, ... , n e ticne ques

, ::, Lo} 3] . 3
nht ¢ y — £{x_1) % £(3),) » lnh
6 = J f(x) dx %i e 5 el :

b n o .
f(x) ax - n LGpo10 $ flndfg I..’.‘).lf - Il(."‘a.).{
¥=1 2 = 3] 6n«

fon rete tonremp ae coneluve la repla del ftrapecio v
una vez mic ar ve que para funcinnes de clase (‘[’ b] el método

de la regla del trapccio econverge al verdudero valor de !f(x) dx

2,2 Lo regla de 3impson,

Consideremoas la particidn P e (a: X X1 € X0€e e Xy &

del intervalo [a. b] donde Xy = a ¢ k b;“ y k= 0,1,2,,.,90
V4 h = b.:.@. .
n

La regla de YSimpeson para ecalenlar aproximademente
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f(x) ¢x congiste en lo siguiente: para cada subintervalo

[?k-1. xk] “ -1y, %y +.. » 11 se considera el polinomio de gra-
do 2 Pk(x) = Ax2 ¢ Dex 3 Cy gne interpoldﬁlos treg -

pantos del plano  (xp.1, Flxp-1)) (vie £lyx)) v Gy £lxxg))

. \ . .
donde v, = Xe-1_1% x¢ » Gespudn se procede @ integral Pp(x)
D

Xk

sobre el intervalo t?"l' xk] v tomamog a \g Do) ax
XK1 )
*x
como una aproximacidén a \; £{x) dx i.e.
£x-1
xk ) . ~ Ynk
P(x) dx = j £(x) ax v al sumar sobre k= 1, 2,..0
-1 Ry-1

ge tiene que:

R S b
S J‘ Pp(x) ax% | £(x) dx

LERS ¢ T} &

2
Demostraremas qiie para fancuones que pertoenecen a 9m.lu el méto- -
do de 1la rerla de Simuson eonverpe al verdadero valor de \y'f(X)dx
N !

Pero anteg de bYzaerlo aclaremsrs aliunoe detallesg  se ha habledo

t

Ael p-linamis Ae prada o Punfx) que interpnls Loy puntos

(Iv~19 f(lel)) y (Vbs f(?k)) 7 (Xk' f(xk))’ mesto ane -
/ N ’ . R .
e el & € Fy , siempre existiran constantes Hyy Dy ¥V Ce
. o - ; .
tales yue Py (x) = 4 g Bx 4 Cx interpola los tres pwn

& La palabra interunlar se refierc a encontrar el polinomio de
rraco dos Pp(x) = Mx® 4+ Byx 4 O  tel que lou pun-
tos  (xy_qs flxpa1)) o (v £ln)) v (3 £(xg)) 1o ca-

tisfacen,
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tosw antes mencionados y ademAs estas constantes, estdn cdeter-
miradas de manera tnica, {ver los puntns 2 y 3 del apéndice

2), También cs importante antes de demostrer la convergencia -
del métndn de la repla de Simpson nbtener otra expresién para -
k .
- Pk(x) dx la cual nos la proporciona el siguliente lema:
Xk-1
2,7,10 LiMA, Sea Py (x) » Axx< § Bypx 4 Cx 1a ecuacibn po-
linomial fe pradn dos que interpnla los punton (Xp.y1s f{xyx-1))

(yro £lvy)) v (xy, f(xy)). Intonces se tiene que:

xk .
. - h
S*k-lP}\('X) dx = g[f(xk-l) y 4 f(yk) ¥ f(xk)]

FPrueba:

k Xk
y Pk(X) dx = J (Ak)(a " ka * Ck) dx
Xx-1 Xyx-1

= Ak x By Cr X - A x - By x2 « Ci Xygel -
7? a 1 ) xﬁ k Xk - k-1 - kel k Xkl

= 2? (xf = xP.1) 4 2 (k€ - %)) & Clxk = xio1) 2,2,10,1

2
Como  Pr(x) = AX® } Byex C tenemos quet
fxx-1) = Py (xx-1) = & X%-l + By xx-1 ¢+ Cg
0 bien
4 £ly) = 4 Plyy) = 4 A yg 4 4 Beyx ¢ 4 Ck

y substituyendn y; por su velor




6%

4 10v) 2 Al 4 x)® 4 2 Br(mpeer 4 x) & 4Gy

1

e 4 Tlyy) M(x%e1 ¥ 2xpey x4 x§) § 2Be(xya1d xx) § 4C,

£ (xy ) M x4 Bxk 4 G

Sumando estas tres iltimas igualdades se obtiene:

flxk-1) 4 aflve) d £(xk) = 2 Ac(xE ¥ x Xkay § xB-1) }
t 3 Belxk-1 ¢ xx) ¢ 6 Cy
Multiplicando esta Mltima igualdad por f&_%_ik:l = % tenemng

que

Ble(xey) 4 arlyi) 4 00x)] = B = % ~ 2ol [y 4 4flyk) 4 flag)
= %K (xf - xf.1) ¢ Pék (xg - xg.1) 4+ Crlxyx - xx-1)

1o cual es 2,2,10,1 y el lema quedas probado
El resultado obtenido por el lema anterior nos propar=

ciona una f4rmula para:

x
k P(x) dx con la cual ya es-
¥k-1 .
tamos en condiciones que probar la convergencia del método para
funciones que pertenezcan a C2

2,2,11 ITegrema. Sea f(x) € Cg[p.,b) . Entonces

\ r(x) dx - kﬁ: Tk P'k(x)dxl -
=1

Xx~1
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b
:“aﬁx) - B 2l 4t s )] & Rasal

donde M es tal que 'f"(:«')'& M para toda xg {a, b] .

Pruebai
b h n
‘ af(x)dx - 2 =.[f(xk,1) t 4 rly) f(xk)]|=

N ]
‘  F(x) ax &h gf(yk) - 3 % f("k-l)o? £ (xyg)

b

: b
), T - En et 4 3 M £ ax -
a

b flxgay) b f(x)
3 k=1 2

o b n_ 1 b _
3'|ja f(x) dx -n g} f(yk)| 3 gljat'(ﬂ dx - h%f(xkq )21 f(xy)

Apl icando los teoremas 2.2.6 y 2.2.8 e obtiene que la dlti-

ma expresidn es
3
2 - % 4 1 K-a)® . Mben)? [L L]zm.n_%-
=% 24n t 3 6n< 3n® 1z 16 12n’

El teorema as{ queda demoetrado y por lo tanto la regla de Simpson

converge al valor ‘I f(x) dx para funciones que pertenecen a

°for)

Por itltimo falta hacer una aclaraciédn muy importante,

Hemos hecho ver en el desarrolln de esta seccién que los métodon




e

del punto medio, de 1la regla del trapecio vy de la regla de -

Simpson convergen al verdadero valor de &r f(x) dx cuando
a

fix)eg Czlﬂvbl » Ahora nos preguntamoas ¢qué oourre cuando -

f£(x) solamente es continua en fa,v] , La respuenta es muy

sencilla v se resume en el siguiente teorema ¥ gau corolario,

2:2,12 Tegrema, Sea f(x) continua sobre el intervalo tn, b .
Entonces el métodn del punto medio v la Regla del 'trapecio con-

b
vergen al verdadero valor de j f(x) dx cuando n —P ® , en
a

otran palabras dada €Y O existe &> 0 tal que

i) ‘Jb!‘(x)dx - h 1‘(yk)l<£ 51 b;“:hqf y
a k=1

b
11) IJ f£(x) dx - h%ﬁ_‘i £lxg-1) 4 f("k),<€ st hed
a - <

La prueba para 1) vy ii) estd dadn en los teoremas 1l,4,8 y

2.,3.2 respectivamente,

2,2.13 Corolariao. Sea f(x) continua gobre el intervalo [p.h].

Entonces el método de la Regla de Simpson converge 8l verdadero

h
valor de ‘S f(x) éx sf n__—p @
a

Pruebay

b
|jn flx) ax - %‘ ;:l&'(xk-l) t 4 flyy) 4 f(xkgl s
’ £ ( )+15bf(x) dx . h%fﬁ- ) ¢ £xy) }
Tk 3Ja °3 2 a

.I f(x) dx - 2n
a 3

XV

=1




e

del punto medio, de la regla del trapecio v de la regla de -
b

Simpson convergen al verdadero valor de j‘ f(x) dx cuando
¥ a

f(x)e C%a,b] « Ahora nos preguntamoss gqué oecurre cuando -~
f(x) solamente es continua en tp,b] » La respuenta es muy

sencilla v se resume en el siguiente teorema v au corolario,

2.2.,12 Teqrema. Sea f(x) continua sobre el intervalo [a. bJ.
Entonces el método del punto medio v 1la Regla del ‘trapecio con-

b
vergen al verdadero valor de s f(x) dx cuando n —p @ , en
n

otran palabras dada €Y O existe d» 0 tal que

Yo

|be(x)dx - h&f(vkl<£ ai b;a=n<a' y
a

b
i) “‘r(x) dx - h% f(xy-3) 1 f("k)ltﬁ p1 hed
a = <

La prueba para 1) vy 1ii) estd dada en los teoremas 1,4,5 vy

2,3.2 respectivamente,

2,2.,1% Corolarig. Sea f(x) continua sobre el intervalo [p.yl;

Entonces el métadn de 1la Regla de Simpson converge sl verdedero

b
valor de 3 f(x) dx si n _p @
a

Pruebas;

b _
l N f{x) dx - g— é:l(f(xk-l) t 4 flyy,) & f(xkg‘
b
2 ¥ - 2 o _ f(xk.]) % f(Xk)
% jaf( ) dx Es‘h ",?‘X:A"f(yk J £(x) dx

a
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. n Y o |
g-lj:f(x) dx - h %f(yk )‘ } —15-| Iaf(x) dx - h %_lr(xk,lg 3 f(xm'

e oo

£ ‘?%‘& =& st existe d>o0

tal que 2=8 - pgd debido al teorema 2.2,12.

2,2.,12 'y 2,2,18 nong indican la convergencia de cualquiera de
los tres métndns pern nn nos calculan el error de aproxinacidn
como en el casn en que f(x) @ C:i‘p.,b] .
1 ,
2,3 Calcule de If(x) dx cuandn no gse tiene una expresién
a
analitica de ().

Ern la sececidén 2,1 va hemos mencionado el caso en que
ze ticnen n § 1 puntos (xp, v ) Xe0,1, 2, ... o n en el
plann tinles que a = Xah X1 LKx0 ., .. LXpe b y que satinfacen
la relacidn v = f(x) , donde la expresibn anal{tica de f(x) =~

eg desconncida pero bajn ¢l gupuestn de que f():) es continua

- _ b
sobre el intervalo Lu, b_] i ¥ queremos calcular S f(x) dx
a

In esta seccidn desarrollaremcs algunoas métodos para tratar de

lograr estn, pero naturalmente sin tonto éxito como en el caso

en que la expresidén analitica de f(x) era conocida v que~ -
o]

f(x)€ C[a.b] . Hacemos notar aque de aqui en adelante Xxp no

necesarismente serd Xy, = a } k h—r'-;—-ﬁ sino simplemente que
8 = X,&X)&¥&€....& X5 = b , A continuacién enunciaremos

¥ probaremnn un teorema que al mismo tiempo nns dard un métodn
b

para ralenlar J f{x) dx .
a




"

2.3,1 Tearema: Consideremns los n } 1 puntos (X, y) -
k=0,1, 2, ... y N tales que con onbservaciones de un fendme-
no recida por la relacidn vy = f(x) donde f(x) es una funcidn
continua sobre ta, b] pero con la expresifn analitica de f(x)
tal vez desconncida v que ademds a « XK X1€ ¥p& «+.+o&€%p = b,

Intonces dadu €20
‘ n h no
|Sbf(x) dx - & yi hk' = |J f(x) dx - %f(xk) hk‘<
a k=1 a =1

siempre que he = x) = xk_1<(f para cierta J)O Y para to-

da k - 1' n'r).., s 00 ’ n
-La prueba de este teorema es consccuencia inmediata
del teorema 1,4.5 del Capitule 1,

Este tenrema mo nns caleula un error de aproximacidn

n b
ﬁf(xk) e = 2y, by al verdadero valor de J f(x)dx.
k=1 k=1 a
n
pern sl nos asegura que el valor Yy hy difiere poco del
k=1

verdadero valnr de j\f(x) dx siempre que la longitud de todo
a

subintervalo h) sea suficientemente préxima a cero,
Hablandn en un sentido prictico, si nosotrns tuviéag.
mas o pudidsemng obtener suficientes observaciones (xk. yk)

del fendmeno continun reridn por la relacibn vy = f(x) de tel

Suerte que hy = Xy = Xy-1s Tuese lo suficientemente préximo a
cero, podriamos esperar que la aproximacidn Yi hy fuese

b k=1 '
sufirnientemente cercara a f{(x) dx .,

a

E1 métado que vresenta el teorema 2,3%,1 se puede =




[t

eonsiderar comn 1la reneralizncidn del métadn del punt~ del lado
dercchn euandn el eonjunto de puntos xc , k¥ = 0, 1, 2, ..., n

no estdn igualmente egpacindng,

A continuncidn presentamog otro teorema que también
)
nos proporciona un métodn para calcular ‘g f(x) dx i este mé-
a
todo ge puede consideorar como la regls del srapecio generalizada,

cuando los puntos Xx no estin igualmente espaciados entre si,

-t

«2.2 Ieprema., Consideremny los n $ 1 puntos (xk, yk) con

f3e]

k= 0,1, 2, ... , n tales que son observacinnes de un fendme-
. = 2 ~ ~ 2
nny rersidno por la velacidn v = £(x) donde f{x) es una funcidn
continna gnhre tn, 5] i cnn la expresidn analitica de f(x) -
tal vez decconacida v que adends a = Xpk #1dXo e Xnp e b,

Lntaonces dada € 0

b n H n . {
fre)ax -8 nea by, | § ety o - o L) debady,
Yo P! 2 ' a k=1 ¥ ’

giempre que hkA(f para cierta 20 Yy para toda k = 1,2 ,. 0

Prueba: Paercto que f(x) es continua en [Ta, Q] y ademds como -

flxyan) 4 £(xx) es un valor intermedio entre f(xx-1) vy f£(xx)
2

pademne aplicar el tenrema del valor intermedio para funciones -

aantinuas, del punte 5  Apénidice 1, que afirma que existe -

41 G (xk“l' Xk) tal 1e f(Ck> = f(xk“l)Ai f(Xk) por lo

3
tantao n
w \ - L
‘-."“.31 f(m’-l/?* £l ) hy = ‘E)'“lf(ok) M

v como ¢y € (¥y-1, Yk) aplicando el tenrema 1,4.5, obtenemoe

1o deseado,.

,e
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N,4,3 Cuadratuara 3Spline, DBapongamng aAuevamente ue tenemoy -
n ¢4 1 euntos {xy, vy ) % = O, 1, ... , n que son ohservaciones
del fendmeny resids por lo relacidn v = f(x) con a = Xy X1€

b
es e €%y = b vy comn siempre Be auiere calcular 5 f(x) dx
a

lo nune srora haremos es construir una funcidn 8(x) que interpo-
le los n}i puntos {i,e, w = s{xx) k=0,1, ..., n conla
propiedad de nur  s(x) tenra el menor nimero posible de nscila=-
cianes en el intervaln [u, 6] comn se ilustra en las siguientey

rriafisas:

faneifdn ~oan miachan fancidn sin asscilaciones
ngeilaciones,
fig, 8
Le vresunta esn; ¢cém? codemns Lagrar que a(x) tenga
el menar nitmern pnsible de nscilaciones sobre Ya, 6] ? f la resg-
.. . 3 + . . 9 . { 2
pursta eg l& giriiente: Prinmercmente sunongaiog que s(x)€¢C fasb

bajo ests supasicidn debemns encontrar una funcidn s(x) tal gue

8(xy) = Yy b= Oy 1, s.uy n v oaues

I

b
Lp] .
\[ 8" (x) Jdx sea minima, va aue si slx) es tal que
Y') .
S g (x) dx es miniva entonces 8'(x) varia en prn-




W

medin 1n menong pnaible sobre el intervaln [a, b] 1n cual signi-
fica nue s(x) tendrd cl wenar nimero posible de nscilacioanes

gohre [a, b]. Para logrrar el objrtivo mencionado definimos
3 o .
Bplx) = ar(x-%)" 4 brelx-xx)° ¢ exx-xx) ¥ yx

y 8(x) =z s8(x) 81 x._1€%x8& x K21, 2, vovp I

para aue al{x) ‘tenga primera v serunda derivadas continuas en

[a, b] es neeersarino ames

i) 8y (% )

121

sk*l(xk) ljﬁra k = 1’ :‘)" s e o 9 n:l-‘_

1i) s&(xk)

it

kal(xk) parn ka1, 2, ..., n-1

oy
n

1' "3' RN n"l zn\“oaol

1

1i1) si(xy) = ”Q*l(xk) poara

Comn  sf(x) =z 3 ap(x - )% 4 bplx - x) + ¢

i

y 8y (x) 6 ap(x - x,.) 4 by a0,

laos tres condicinnes anteriores son las mismas que

1) vy = ak+1(xk* xk*l)3 t hk+l(xk' xk&l)z ¥ oy (xp- xk§1)*yk§1
ii) Cx = Bapyy(xp~ xpyq) by (xge- Xxp31) 4 op4a
111) 0 by = 6 apyy (X xp1) 4 by X e 1, 2y ...y n=1
ahora sea h, = X4L- %) k= Q 1, 2, ... y, n=1 entonces las
tres aondicinnes i) 11} v iii) se escriben como:
1) Yk = = axpihp 4 beyih§ - oy d v

1) e, = 3 ak+1hﬁ T SO B Y]

1it) b = -0 ak{lhk } bk+1




Nérese aue expondiendo para k = 1,

-

%y v.ey N=l 8e tienen

v

3(n=1) eriwceisnes lineal:ze con 3n =1  incégenitas, oonde las -

incdpniras con 81y 42y ... 8py DYy D3, ... by €1y €2,

"N ] Qn
31 adende pedimns que:
iv) ey(x,) = v,
v) 83(y,) = sp(x,) = O AR
es cdeoir
iv) ¥o =¥y = -ah3 3} bhE - oqng
v) . 0= =6 ayhg ¢ by
0= b,
3e tendrdn  4n ecuuciones con 4n incégnitas: 81 ...
s0 0 an' bl. TEEX ) bn. cl' oo Cn .
De las condiciones {), ii), iii), iv) ¥ v) se abe

tiene el siatema de 3n ecvraciones con dn  incignitas.

Vo = 1 = -aph) 4 byhg - eyhy
¥y = vp = =8gh} § bonf - cphy
3 2
¥Yn-1~ Yn = B8phpo1 4 bphpoy - cephp-y
0= Saghl - b2h1 * Co = Cy

o
"
4
=
300
!
-
o
o3
o3
bo
1
fo
-~
(e}
=
!
(e}
3
]
fo
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0O = -5 ah, 4 by

0 = v, 2e3.3.4

Para ver que este sistema tiene solucidn y es dnices,

probaremns quer el correspondiente sistema hamngéneo tiene aolae

mente la snlucidn trivial 8y = by = e¢j = O para toda
i= 1,7 ...on . El sistema homogéneo se da cuando Yiz ¥
para tode 4, J € PO. Ly vouy n} 2.3,3.,5

o 2 b . .
Calculemns J;f"‘(x) dx = \faa"(x) 8" (x) dx cuando yie yj

para tocfa 4§, §j - N, 1, ,..y n

Aplieandn intepracidn pnr partee se tiene ques

b
j o"(x) a"(x) d» = ijxk e"(x) 8" (x) =
Ja

debid

v pnr

o n

2]

k:l xk_l

; Xk : . u ,
- % a"{(xk) s (xy) = ef(xy q) ef(xp ) -Sxkff(’() sk'(_x)

n,8.,5,1 1la itimo expresidn es igual a

I X1 " ‘
= 8'(x,) s (x,) - 8i(x,) sf(x,) - ?;1 J‘x}. :f((x) #(x) dx

W3,4,%  la ecxpresifdn enterinr es igual a:




> O EH
Xx=1

Prrn pnr 0,3,8,2

Xy
'%Sn’ s'(x) a‘;(x) d% = = tak *k st (x) dx =

ra1 k2l Yy
n.
- - oy (oy{zg) = ax(xx-1))
k=1

n
- % ay (v - Yr-1) ® O por 2,%,3,5

b
J a"‘g(x) ix = O entonces B"(x) » O
a
sobre [a. b] por 1o tantn debidn a 2,5,3.2
0O = 6a - Xk) * bk

para tadn ks 1l, 2y ¢.. »+ N , 10 cnal sdlo acurre cuando

ap = b=z O, pero si Ay = by = 0O entonces por 2,3,3,4 o3
mo y1=."3=°' i.jein. 1, oo .n} se tendré que ey = O
para ¥ =1, 2, ... » n . In base a la discusisn anterinr sc @6-

tahlece ¢l cigniente teorcma:

- -

2.3 .4 L_!:_‘!L‘.mu‘. 3(’8!‘ (Xk, yk) k = O' 1. v'l' «es o 9 n puntOBen
el plann tolee nle 8 = X &€¥1& ..., €Xp = D entonces existe

)
una ‘inicz Sunecidén  s(x ) € C‘tmu como se define en 2,5,%
A oan fumeidn s(x) ae le llama funcién spline neatural,
EL sistema 2.5.%.,4 puede escribirse mutricialmente -

rn la siraiente Torma:
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e*V1 =g h3 -n,

1°72 -h} hY -my

0 1 O «6hn 1
0 -1 3h§ -np 1

3 )
2= Y3 -hp  hp =hp

0 9] —Ghn-l 1 Ch
0 "l 31’1“-1 -l‘ln..l 1 ﬂn
1" ¥ ““-*11"51-1 hf)i-l"hn-l bp

. : . . (2]
demoa tamhién mencionado que buscamas una funcidn 8(x) & C‘[a,b]
tal ave s(x.) = Iy =0, 1, ..oy n ¥y que minimize a la

oo
j 3" (x) dy : el sirviente tearems nog resielve el prnhlema,
a

P85 Degrema. dea £(x) € Cf’ta’b]tal ane f(x,) =y, para
k=01, ... , n donde u = X0€X1€ ... & Xz b, 5i 8(x)

€s el inico spline natural tal que s(xy) = yx cntonces

ob v o
J £ (x) d» ;j 8"“(x) dx vy la ipunldud se da si v sdlo si
a a

f(x) &8 o(v) para a€x&n,




4

Pruedva:

S: £9(x) dx = j‘:'s"”(x);ﬁdx 3 j‘:(f"(x) ~ a"(:»:))2 dx

4 ija"(x)( £ (x) - n"(x)) dx

a

es suficiente ver oue 1la Mltime integral vale cero,

Aplicandn interracidn por partes sc tiene ques

n

Sba"(x) ( £ (x) - n"(x)) dx = ij, a"(xj‘(f"(x) - u"(x)’ dx
Tk-1

i -1

: Eﬁ; ot () (£00xx) - mt(x)) = aplxyen) (09(xpo1) = sflxpey)

- é:lrke‘%(x)(f‘(x) - e!'c(x), dx

X]:-

= Ba(xn)(f“(xn) - ag(xn)) - af(x,)(r"(x,) - s¥(x,)) -

-2 () - A - (fGwan) - adxea)) )

debidno a 2,5,3,32 1a dltima expresidn cs igual a

n
- a (v = v) = (reey = vpe1)) = - 2. 80 = O

lo cual prueba el tenrenma,

¥l objetive de haher coustruido la funcién spline natw

h
ral, es poder calcular 5 f(x) dx cuando no se tiene una expre
a

sién analitica f€(x) , sino solamente n $ 1 puntos (Xpes Vi)



]

k = 0, 1, 3y o

idea es tomar

Xp-1

Sumando sahre

j’b a(x) dx
a

Calcenlemnn S

por lo tentn

Xk %
S s {x) dx comn aproximacidn a ‘I f(x) dx es decir
x
k-1
s P (x) dx & I £(x) dx
Xk-1 Xk-1

Se definid  8y(x) = ak(x~xk)3 } b%(x~xk)2 4 ey (x-x.) 4 Vi

alx) = 8p(x)  si x 1€ x & x k=1, 2 4ae y B,
entnnces
Xy Xk i
S, Sy (x) dx =S aj (x=x1)% 4 brelx=xy)? } onlx=xy) § yy dx
k-1 xk’l

s+ N aue matisfacen la relacidén y a f(x), La

k=1, 2, ..o » n ne tendrd que

. n ¢k b
= FE: j 3 (x) ax - ‘f f(x) dx
=1 Vxpe1 a
Xy
s (x) dx .
k-1

Xk
kel -

= _%g (x=%%)4 % bx  (x-x)3 } %5 (x=x3)2 } yk(x-xkﬂx

E.'...

e wuds:l'§ ij_h.lci Z 8k hrel ¥ vy hx-1
; ' )

“

)‘,’k n
f:l)‘ sy (x) ax S syl bihiel | exkely viny o

¥x-1 k=1l



v

.—!

asf{ calealand~ 1a dltima expremidn sbtenemos una aproximacidn pa=

b
Ta Slf(x) dx 3 1ns coeficientes 8y by, Cy estan determie
a

nados por el sistema 2,35,3.4
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2,4 Reglas compuentas para el cAlculo de bf(x) dx .
En las mecciones anteriores hemos dado nlgunag reglas para el '
b
cdlcnlo de j f(x) dx , ahnra daremos otro tipo de veglas =
1lamadas reglaz compuestas; eastas Gltimas scrdn llamadas as{ de-
bido a que la idea para aplicarlas eeré dividir el intervalo =-
C§. ﬁl #en n partes iguales y aplicar alpuna regla ya conoci-
da snbre todos v cada unn de log snbintervalns que sc ohtienen
deagnuég de dividir [a. b] en n partes irunles, Sobre este -
tipo de rerlas no nos evtenderemos demssiada pero deremne una <
idea sodre esntos métodos v probaremos un seorema el cual asepu-
ra que bujo.ciertas condiciones las reslas compuestas convermen

kel
al verdadern valor de s f{x) dx gypern purc¢ ir Tormulizanda 1n

hatlas» anteriarmente daremns en sesuida dos definicioness

b
2.,4,1 Defindcidn. UYna regla de integracidén para j.!TX)'dx
a

m

serd una expresidn del tipo  R(f) w, £(xy) donde -

a&x %0 y W son nimeros reales positivos llamados pesos,
Comn ejemplns de estas reglas de intepraciédn tenemos
el métndn del punto del lado derecho visto en la seccidn 2,2 y

definido como

b
R(f) = Son flx) o J r(x) ox
k=l a

donde x;, = a ¢ X B%& ; aqui w, los pescs son precisae

mente el velor de h , i1.e. W =z h,

Otro ejemplos cg la regla del punto medioy tembién

vista en la seccidn 2,2 vy definida como




b
R(r) = %h fvy) &2 jaf(x) dx

Aqu{ nuevamente los pesns coinciden con el vulor h N4 -

Yi s £k=%ri~1k donde xp = o ¥k 9—%»3 .

2,4,2 IDkpfinicidn, Una regla de integracidn estandarizada es -

1
una regla de integracidn para Qf f{x) dx i.e, una regla de
0

n
intepgracidn estandar es una expresidon del tipo R(f) = ;?'wkf(tk)
¢4
donde o0& el |,
aturalmente gue la definicidn 2,4,2 requiere que
£(x) sen Riémann-integrable sobre [0,1].
ina rerla de intepracidn eatandar puede ser trangfeo-

D
rida a unn rerla de inteprncidn  pave S £(x) dx mediante 1la
a

transformzeidn v = a § (b-a) x i.e, @i
':‘.. W e d 1
R(F) = 2o wy £ty )= § £(x) dx
k=1 b0
€s una reszla de inteprracidn estandar, aplicando la tronsforma-
ciftn v zc ¢ (b - a) » obtenemos:

R(f) =

Mo

b
(b=a)} wy rla 4 (ben) ) &2 f () o 2.4.2.1
1 ) a

=
"

b
1a enal en nna veela de intepracidn parae ‘f f(x) dx ya que
a

1o trnasfarmacidn v = a 4 (b - a) ¥ mapea el intervalo [O,il

en €l intervalo ‘?, b] .

2.,4.% Decipicidn. Una repla de intepracidn compuesta perc

b
'r f(x) d» consiste en dividir [n, b] en n partes iguales y
a




aplicar la rerla (2.4.2.1) en cada subintervalo £Xk-lo xkl -

donde Xy = a $:Xk 2 , v deapués sumar sobre todas las =

=21, 2, ... ym, Aestz regla compuesta se lo denntard por
(n x R)(r),

Lo que la definicidn anterior quiere decir es lo - si-
guientes Dividamos [h, b] en n partes iguales de tal suer-
te que obtengamos 1 subintervalos [Xk-lv xk] donde -
Xy = a § k h~i~“ y k=1,2, .., » n decpués upligquenos -
2.,4,2,1 sgodbre €l subintervalo [Xk-l» xk] obteniendo as{

Xk

;ga(xk - Xp.1) vy Txpoy 4 (xx = Xo1) ty) <==‘ka-§(X)

0 equivalentemente

:f&
izl

& wi fixpeq § b bra g )2 Sx f(x) dx
k-1 ,

¥y después gumandn gobre todos los valorecs de X  obtenemon

L0}

n b
(nxR)(r) = t-’_;‘g.‘gl Ewi f(xk_l } P.X'TQ ti)“-'- Jaf(x) éx

15 cucl ers la expresidn compactada de la regla compuesta (nxRJ.

A continuacidn probaremos un teorema que nos asegura

que (n x R)(f) converge al verdadero valor de f!‘(r dx bdajo
el supuento de que R(1) = sSodx = 1, donde R(l) seria
una regla estandar apl icada a la funcién fix) & 1

2.4,4 Ieorxema., 3Sea RIf) una regles de integracidn estandar /




n
t.e, R(f) = % w, f{ty) ; 0%t €1 tal que R(1) = 1,

Intonces la regla compuesta detinida sobre [a, b] dada por

(n x R)r) = Pp® };.1 1Z~1w1 £lxp.y + O0% t;)

b
cunple gque  1lim (n x R)(f) = J £(x) dx
no®m a

Pruedbas

1]

n m
(nx R){f) = 2B 37 3wy fxgq + 2584y

[

<]

[o%
o

v para cada § se tiene que

b-a b-a b
14m == %_:lf(xk_,' t FRey) - J‘af(x) dx

en virtud del teorema 1.4,5 puesto que O £ t; % 1 ,

Por 1o tuanto

1im R=8 ‘Eﬁwrx p 28y )
n =l 1 k-1

Lim (nx R)(f)

1

m
14{m _lei b—;’}—": kzlf(xk-l 4 hﬁ-g ti)
il= =

m
wy 14{m k-8 £(xXpn
%1 m 2= F k-1 4 28 ¢y)
4]
w f{x) dx = Sb d w
ii-.l ! ‘Sa (x) ax £ 1

a i=1




b b
= Sf(x) dx « R(1) = Sr(x) dx .
a o

m
Métese que la condicidén para que R(1) = 1 es que %;:mq g1
ol

este es el caso de 1la regla conocida como el método del punto -
del lado derecho y también del método del punto medio ya que en
estns caans todos vy cada uno de los pesos son precisamonte el -

valor de la longitud del subintervalo (?'—1' xkl .




CAPITULO III

APLICACIONES DE LA INTEGRACION MNUMERICA

—e

A UN DPROBLYIA FISICO.

3,1 En que consiste el problema figice traducido a un lengua-
je matematica,

El problema {isico consiete en estudiar las -
termncarricntes idnicas (i.T.C.) en cristales de bromutn de -
cesin cnntaninadas con impurezas, Das termocorrientes idnicas
(I.1.C.) 5c obeervan en cristales de bromuro de cesio contami-
nadas con impurezas v de un enfilisis de las curvas observadas
ne trata de calcular la enerpia de activacidn E del complejo

-

impureza vacancia, El pardmetro I eatf invnluerado en la eng

va de termocorrientes idnicas (1.T7.C.) representada par la -
ecuacion:

J(r) = Po exp [} 1 exp (- K%T ) dT{) (1.T.C.)

¥ e

&—:

0

donde J(!{) es la densidad de la corrientc de depolarizacidn,
o~
Py es la polarizacifn inicial, |, es la constante de relaja-

cifn, (pencralmente desconocida), B 1la tasa de calentamiento

Yy Tn es la temperatura para la cual J(T,) es préxima a cero,
E, P0.7‘n v EB son constantes pogitivas y K es la constante
de Pnltzman (¥ & 0,B625 x 10'4). El problema fipicn va tradu-
cido a un problema matemdtico consiste en estimar los pardmetros

E y Yo en vase a la informacién de n observaciones (datos

experimentnles) (Ty, J(T}%) kX =1, 2, ... , n regidos median-




€0

te 1a ecuacidn (I.T.C.).
Otra ecuacidn importante es la ecuacibn del tipo

Arrhenius para el tiempo de relajacién '1’(?) dada pors

=g, e I

El tiempao de relajacién “T(T) también eath dada por 1a iguale

(o o}
dad J(T) av
) T :‘ST
J(T)

Ya que el problema fisoico requiere muchos conceptos anteriores
para su buen entendimiento, hacemosg hincapie cn que lo trature-
mas va trodneido a un lenpnuaje exclusivamente matemético, (en -

la parte de referencian ne citan algunas articulos), Antes de

proceder a dar métndos para estimar E y ‘7} haremos un anf-
ligsis de la curva (I.7.C.),
3.2 Un andlisio previo de la curva (1.T.C.)

Previamente procederemns a anslizar algunas prople-

dades Ade 1a ecnacisn  (I.T.C.) Gpsebre el intervaln [O. 00 )

Propiedad 3,2,1
Nétese que J(T) es una funcién continua sobre el -

intervalo [O, om) y J(I)& O para toda TG EO, 0o )

Propied»d 3.,2.2

T
lim J( vl'-‘) - 1 1m _I_)_(_). [__ B - 1l j exp - I3 dT.
T->0 0 ¢ LT T PRI e o]

it
3

3

v

ko)
T -
I E
=
T e

]
'§~
ey
"3
Qo

[« ]
3

L}
s
(=Y

3




€3
T

)
s -—-“- exp $ L. S exp = L d'l"]
To L5 & YR Jo P

como exp (- T\l‘f ) es continua en tO. 'L‘o] entonces
Ty )
I
§0 exp = [ aT’ existe v la dltima expre-

851An eo irFunl a

e [ t : STO R ]
53— eXp - @ = - 2 \ -
o ""Tplo o exp T dT .= 0

esto es la curva J(r) —> o sl T 0

Fropiedad 3.2.3

, D
lfm J(f) = lim 20 exp [— —:1-4'- - -—}-_-,— g exp - 1? d:r.
THo Tpod Jo R Pio W1, KT

f—_—‘l 1im exp - L 14n exp - ]; ST exp - T’ll“"' ar'
0 T->00 KT 7305 B I, ‘

I 00 B
= & exp - eeky g eXp = == dT'
{o 140 Jo KT
0
como exp - T\-—{E—,-. pr | gi ' > entonces
- 1 OOexp----j-g--d'l" D = o
P):) To wre




egto €3 la curva J(T) —» O 8i T —_— ®

Propiedad 3,2,4,

J(T) es derivable en toda (0, a0) v

. T
J' (T Po l__?_,____l_ j’ -5 ,.] E .1 -
el ag Jy o A er] (Er - e o)

Propiedad 3,2,5 La funcidn J(T) cunple las siguientes cone
diciones:

i) Existe un punto ™@& (0, o0) tal que J(T*)> J(T) para ¢
toda T 6[0, 00 ) Y por 1o tanto
1) J'(1*) . o v par lo tanto.

111) TR es dnico en (0, oo )

Prueba de la propiedad 3,2,5:

Consideremos J(i%8) » 0 donde T## es algin punto
fijo de [0, 0) tal que J(88) & o y sea £ tal que -
O&KE &£ J(I*) | 1y vigta de 3.2.2 y 35.2.3 existen puntos
iy T2y 0Ty &L Th& 00 , tales que J(T)® € i ‘

Ta L0, ) U (Tu, o0) , Notese que TS® g [’l‘l. 'l‘g]. Puesto -
que J(T) es continua en [0y ©), J(T) es continua en trlo ’1‘2]
y por tanto existe T# €[, o] tal que J(T%) & J(T) para
T¢ [y, I‘2] (3.2.5.1) de acuerdo a uno de los Teoremas del
Punto 5 apéniice 1, Comn J(T#) & J(T®) ya que wos[rl,rgl

entonces

J(1¢) 2 J(ae) > £ % J(T) g Tefo, 1) U (T5, ) 3,2,5,2

de (3,2,5.1) vy (3.2,5.2) ge sbtiene que J(i) & J(T) para




Te [O, o) con lo cual queda probada la existencia de T¥ ,

Ahora bien sea T tal que J(T#) & J(7) Tef0, ®)
Como J(0) = 0 <€ J(i**) entonces T%¢ (0 @) y por tag
to existe h> O tal que 0 < T™-h L T*< T h <o y como
J(t#) & J(T) para T€ [0, so) J(T#) 2 J(T) para T en la
vecinda?d (T¥- n, T*} h) , por lo tanto J(T®) ademls de ser
el midximo de J(T) en [O, m) J(T®) es un méximo local de -
acuerdn a la definicidn del punto 1 del apéndice 3 y agepin -
el teorema del puntn 1, del apéndice 3 J'(I¥*) - 0 10 cual -
prueba 1la segunda cnnclusiin,

Ahora probaremos la unicidad de ™ 3 hemos visto que
J'(7*) ¢ 0 oi J(I*)2 3(r) para T [0, ®), enton'cvea de
la propiedad 3.,2,4 tenemns:

0 = J'(T.')

™ _ .
. ['E__J_j L ] E . . &
= ,Fg exp TF pTo _exp T daT (m pro.exp K%')

comn el primer factor de la expresihn anterinr es maysr que cero,
88 04T7€m y T¥ € (0, a0o) entonces la iinica vosihbilidad pa~
ra que J! (P.) = 0 es que

B
T B

3

aLl;
;

0 equivalentemente

K pap
B0 P oenw g

E
KT#*

Canno 1, 3Sea 04 T« Tx entonces

el B

2]
T-b _l_,\: 2 - o E E
< 2™z Plooexp g € P e B




92

0 eqiivalentemente

- A

LAy B -
Y AR

KT? KT

exp =

1
BT
entonces

n

ﬁ - A exp - —& red

KT

-

- -IL. pd 0
B%

Koo

>

exp

entonces como J(T)>» O paru O&T€®m resulta

=) > 0

JT(7) =

T(D)e (g o I -
(2) (ﬁﬁg g exp

™ , por 1o tanto J'(T)> O 8i O€T<«T&® 3,2,5,3

e T€ ® entonces

> K ra2

b E

© PRem e > PRy exp

0 equivalentemente

L. ¢ &

K ¥uee

= —#g exXp -

entoncesn

E
ﬂ-hl‘

L oe 5
kT2 T Pl

KT

exp -

J(T)> 0 si 0« T< o

Y como

se tiene que

3(r) -

o T$ L T & ©

J(T).(

I

pnr tanto

R
BTo

J(T)& O

KT

8l

exp - 2= )€ 0

& T & o

5.,2,54




Ahnru suponramog que  TF, X (0, o) son tales que J(X)2JI(T)
para T€ [0, 00), v J() & 3(I) para T7& [0, w). Ya he-
mng demnatrado gue dada esta condicidn como consecuencia tenee
mog que O = J'(X) = J'(T%) v por 5.2,5.3. ¥ 5.2.5.4
8i 0L XK T entonces T'{(X)> 0 v 05i T"<N<Loo =

J'{X)< 0 por tantn la tnica posibilidad para que J'(X) = 0

J'(7%) es que X = M 1o cual prucba la unicidad de 7T
Propiedad 3,2.6
Cnralario a 1o propiedad 3,2,56
La funcidn J(r) es crecien‘e en fo, Tﬂl y decre=-
ciente en [, )
La prueba es consecuencia de que
J'(t)>» 0O gi O« T &7
Jr (1) 4 O g1 'L T2
v del teorema del puntn 2 apéndice 3,
Propiedad 3.,0.,7
* IR
S J(¢) d7T € o para Oz h & M
A
Prueta:
. o) JOy
sea £'(1) - Ly ex =% 0
XrZ *P - T 2
(r) I . ; "
entonces t{l) = exp - ®T eg una funcidn creciente por lo
tanto paro T 2 T e¥p - i exp - 2 entonceo
19y ¢ ¥l p - 0 'p l\lo -8 P }{rl\ ” ¢

m T

' Is )
j‘ exp = yp dT' % exp - v &T"
TO

m
(4] LO




™

T
I ‘ n n
e’ exp = m; (T - T,) & STOexP " kT daT* 88 T & T
Multiplicando por - 1 v tomando eXxponenciales se obtiene

P%
1, - _E 1 T o
exp -[”"‘ exp = =i~ (T - T )]?. exp - I exp = dT'
PTo ©F ° Ki; ° T T Blo Yo, P T ED

1 o
Sea B = =5 CXp =~ = 2> O

entonces integrondn la peniltima expresién desde Tg a 00 y mule

tuplicandn v dividiendo el primer miembro por <B pse obtienc:

T

AM ' 00 T ;
1 ]‘ R ex n( T T dt > ! ex - ‘ L T T
- - - - 4 - - S ] d
B TOY p 0 ) - 5 p pTO oexp ’\-vPQ d

entoncesn

[ew - B(T - ‘i‘o)]m 2 S(:

T
—l-.j E [}
exp = exp - aT' aT
7, LY 7 2SN PRt <4

0 equivalentemente

m I
- -—l— - E my " ‘ 1 ) '
Iroexp PTo J‘TOGXP g AT 4T & § = PR ey gl 3.2.70

v
o

Por otrn lado comn J(T)

m ®
s J(r) ar 55 J(r) ar =
A 0

PQ 00 Iu T \
:~—(-)~Ioexp~ﬁ°exp-—l-f exp--_.I-".,-d'l" a7

E E
™ — 4 'Y % amemcmn—. Lo " ’
como exp 1 v exp pl'r j’ exp = =% ar* & o

KT ™




para 0S8 T <« o0 1la fltima expresién resulta ser menor o fgual a

o

2 eXP = ——r~ J exp = 'ﬁ- art' aT
To Jo ETo To P ' -

Po

T a0 T
EXP ~ oot exp = -—=- aT' 47 ex + exp —=— d4dT'a?
oo “*F Fl Jr, P KT! 4 To PP To P gTv

T
-5 ]
exp _exp a7 a7 To exp ]‘ @
[ PTE: oo FrT ¥ P K’p"‘
debidn a 3,2.7,1 vy al hecho de que como exp i f X Ripr 47"
Fio To KE

es una funcién continua, su integral sobre [0. 'l’o] existe, lo

cual prueba 3,2,7,

De las propiedades anteriores se puede obtener la st

gulente gréfica,

T.

Fipura 8 Gréfica de 1la curva IleTeCe
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nm

3.3 Chlculo de s J(T) a7
'P
3

Supongamos que se tienen n  datos experimentales -
(Ty, 5(t1)), (T, 3(Tn)), wouy (Ty, (ITy)) § 0KT1& ... €T g
de la enrva I.T.C., annlizeda en la secciin 3.2 es decir qre
cada punto (T, J(D)) %x =1, 2, ... , n satisface la relacidn

leTol. v gueremos calcular \[ J(T) a4T para toda 8 » 1, 2,
T

3]

eee » 1 €n este casn podemns abordar el problema aplicando al-
guno de los métadog de integracién vistos en la seccidn 2,9,

1 métodn dado por el teorema 2.,3%.2 nos agsegura gue
si [& T es suficientemente pequeiio la canticdad

J(Ty) 4 J(Te-1)

‘{ED

0
er una buena aproximacidn a S J(T): 4a? donde

T ;

3

AT = Tg41 - Ty » nétese que en la suma aparece impl{tamente
el punto (Ty4q, J(Ty41)) del cual no se ha habdledo, estewlor -
Tngi 3dlo se tomarAd camn una cota de integraciAn ya que esta-

mos interrando sobre un intervalo infinito, es decir, tomaremms

a Tpy1 como el valor para el cual
00

T
ntl
‘YT J(r) a7 = J\J(’I‘) dT
<] Tg
00
dichn valer existe va que S J(T) AT € o y como conse=
TB

cuerncie de 1ln anterior Tphyy  deberd ser un valor para el cual

J(Tn+1) sea nrhximo a cero,

Fata seccidn 3,3 presenta 1la importancia de la {nte~




gracién numérica en cl problema fisico ya que al calcular

)
s J(T) dT habhremos calculado el tiempo de relajacidn *7‘"‘5)
Tg

a0
(p) _ dry 3(7) ar
T - e

el cual viene dado por el tiempo

de relanjacidn T('L’,,) non gervird para la estimacién de los pv

rAimetros E vy Tn'

3.4 Estimacidén de los pardmetros E y 70.
De la seceién 3.1 ope tiene que el tiempn de relaja-
cién T(1) estd dado por 'T(’L‘) = 'i’o exp K‘nl' tomando loga-

ritmos naturales de ambns lados de la ignaldad se obtiene gques

1n T(T) = ;\% Yy 17, 3.4.1

de donde pndemos concluir que la grifica del logaritmo natural
del tirmnn e relajacidn 7'('1‘) contra el inverso algebraico de
la temperatura "]i" representa una li{neca recta con pendiente -

,"% v oarfenada al origen In 7’_,_,.

Anora supongamos que mediante el método presentado =
en la seccidn 3.3 hemng calculado v enlistadn los n tiempos de

relajacidng
‘ (0 8) (”‘ -
T‘R): j'r JiL L(:; 9 = 1| l?-’ eee o NN

v por tantn hemns enlistado los n loguritmos ln T(T]_) s -

lﬂT(Tg). cee o 1nT('1‘n) , caf comn ,li,.i.- 'IF; " oese 0 ,11';‘

~

cmaideranda comn variable dependiente 8 lnT(T), a %y
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como variable indenendiente v tentendo en cuanta que los n -
puntos (1/Ty, 1n (Ty)) » (1/To, 1n (T2))e wees (3/Tpein (Ty))
describen aproximadamente una linea recta con pendiente % y
ordenada al origen inT, » podemon aplicar el método de los
minimos cuadrados descrito cn el Apéndice 3 y obtener as{ la -
mejnor recta nue describe su comportamiento, es decir, obtener
lns mejores pardmetros E/K y 1nT, dados por

n

Zi(ln () =~ TIn (T))e(1/Ty - 1/7)
=/ - )P
k=1

i

|

o~
y 1T, = In%(T) - E/K-. IJT 3.4,2 (ver epéndice 3,

punto 3) donde E:&,.Inﬁ'k) L L ;/Tk
In T(T) » X yVTan'.

'l‘eéricamente hablando la figura 9 muestra la gréfica del lnr(’l')
contra 1/T ,

hT(T)

Figura 9

O
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CAPITULO IV

METODO:S  NUMWRICOS Y UM ALGORITMO

Palkia LA ESTIHACLION DE E y TP

En el capitulo anterior nemos dado una idea del métg

do para estimar E vy 7”0; bandndonos en el capf{tulo anterior

presentaremns un algoritmo para entimar dichos pardmetros, aun-
que gueremas hacer mucho hincapié en que nuestro propdsito no
es la estimacibn de los pardmetros E y %o oino mostrar la
importannia de 1la integracién numérica en este problema, Ya

i 00
hemns vistn en la seccién 3.3 que al caleular s; J(T) 47
8

mediante alruna regla de integracién numérica, podemos obtener

el tiempo de relajacidn

m “
Tz = [Fo(2) ar / 3(1,)
_ T
v proceder a estimar E y T, como se da la idea en la seccidn

Este capitulo va no tendrd mucha importancia en el
sentidn de la integracifn numérica pern sin embargo redondearé
el problema de la estimacién de E y P ,» vya que presentaré -
un dlnoritmo para ohtener estns qltimos v ademAs un proframa -
en 8lgol que nos resuelve el prohlema, Ll algoritmo que a con

tinuacidén presentaremng estard dado en forma de diagrama de flujo,

4,1 Algoritmo para la catimecién de E y 70'




Leer loam daton
J(’rl)'I(TQ)’ " e 4

Ty, Tp

y s Tn. Tﬁ'l
T(Tp)y J(Tpar)s X vy n

hV4

parn toda

calcular (\fr - Ta{l - Tn '

8
S = 1] 2. ywww

Calcular I

AY/4
5 J(ry) ¢ J(Tya) n.
= = a7

9
J:B
para toda 8 =1, 2, ,.. , N
N
Calecular 1n  Tg) = 1n (1,/7(Tg))
para 8 = 1, 2, , , , n

Calcular

¢ bara 8 =1 2, ...y N

Calcular

H
3
Q
3
1]

Bﬁ; In T(T,) /n

(1/Tg) /n

Al

3

- & (1n () - WRDI(1/5- 1
Calcular E = K| Jdat .
& (1/7y 1/7)2
Jel
o P —ar —————
v T = exp (1n P(7) -
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4,2 Un programs en Algol pars calcular K y‘Tb y comentarionm
al algoritmo,

FEl alporitmo de la seccidén 4,1 estd basado en la -

seccidfn 8.4 ; ne cdijo en dicha seccidn que Tpy) es tomado sime

plemente comn cota de intepracidén, i,e. para calculars

Tn41 o0
J, J(T) a7 coms aproximacién a j J(T) dT
Sq Tg
n J oy 4
as{mismo tomamos ,18=§E. L 4 BT para calcular
hET: “ '

J(T) dT vasdndonns en la regla del trapecio, la justifi-
Ta -

eacibn 8l reato de los pasos en el algoritmo estarén dades por
geccicn 3.4,
Ahora basdndonos en el algoritmo de la seccidn 4,1

presentamos a continuacidn un programa en Algol que calcula

los parfmetros E y T, el cnul se usé pare n z 84 observa-
ciones a'ie se obtuvieron al contaminar con impurezas un cristal
¢e DBromurn de Cesio, dichas observaciocnes se enlistan eh las dos
primeras columnas del programa vy en la tercera el tiempo de re-
lajacién  P(T). También se orecenta la préfica de la curva del
tiempn de relajscién contra la temperatura, cuando los purémetros
E vy 9P, han sidn estimardng en base a las observacioner enlise-
tadas en el programa, Los pintos aisladns en la grifica son las

ohservacinnes enlistwadas en el programa,
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CAFIIULO

HITOLOB WolADLSILCUS  {  korlLénClON  Oa b v T,

5,1 E modeln lincal sinple 7 = mx 4 b,

Supnanramns aite Lenemns n observaciones (xk, yx) con -
kel, 2, ... yn donde x1< x0< .,,. & Xp las cuales se rigen me-
diante una relacidn lineal <+ = mx 4 b donde m y b son dos paif-
metros o determiner, puaestn nue (xy , vy) 9on observaciones, estas
Mltimas estardn sujetos a sloin ervar de ~hservacidn o de medicién
donde el error se cspera qlle sea pealens, es deeir

vi = mx1 1 b 1t el
yo = m¥xn> 4+ b % ez

yn = mXxp tbt en

donde ey ec una cantidad positiva o negativa praxima a cero,
Si consideramos ek k=1, 2, ... » n como varia-
bles aleatnrias v suvonemns independencia entre ellas, entonces eg

tendré nna funcidn de “ensidsd de probahilidad noarmal,

(es. 14:2

Iz
gv, L] . . 0.1.1.

rlex) = exp

-
TvER
con media AL = O v varianza TS0 . sustituvendo A= O en
£E,1.1 obtenemns aue:
; e
flog) - —de exp - ok
V2w

La rzdn par la cual supondremos que €k tiene una distribucién nor-

mal con media cero (A= 0) es debido a que ek puede ser una can-

mav alta prohabllidad de estar en una

tidad positiva o negativa con




vecindad de cero cumn la rnestra La figura 11, ,oq

L

J
F" poos s o

©
firare 11,

Recuérdese qte Eﬁ‘ckce] jw___ GXP%

si by [-e £ ey E] ge espern que nea (rande quprp decir que la

m -

g

Mmavor parte el drea bajoy la curva se concentra en el intervalo E",E]

Recnerde gue P denoto probabilicdad.

§,2 Estimacidn de V‘{ , m ¥y b jpor méxima verosimilitud,
In 1la seccidn 5.1 supusimos que las vuriables alea-
torias e3; , 22 , .... , &p son indepencdicntes, bajo cste supuesto

tendfremas ne si ey  tiene 'na distribucidAn normal con media cero,

t 3
estn e3s fles ) l exp - —-?-l‘——*
i 8 R - X

TYaT 2l

entnonces gi denotamcs par Liel, €2y, «.. » en) a la funcidn conjun

4

ta de densidad de probabilidud ésta viene dada por:

3]

L(F‘ en e ) ———-L = ¥ )
4 . ? ) b4 vl > ¥,
1 n (—r"*-a“_ exyp ;tf'i

&
(—Qq!’?ﬂﬁ )DE exp -'%m“:u

Tamard locaritans nutnrales se tiene oues




e
in L(elo €y w4 en) = 1n( 1 ) - ;n (Yk-m)(n'h)
(=1

eyt

wiafr 2yt

2
- B (1 oTg?) - (Ve ~mx=b)
5 (-1n 2Tq®) 1{‘2‘1 P

y derivando respecto o m, b v < se obtienen las sigulentes igual

daden:
n
o1n Llel, ... en) _ -73‘5-xk(~r15-mxk-b) _ '3-1(‘__ X (Yp-mxp= b)
onm ) A a Tt
3 1ﬂ L(el' LRI en) - "‘111{- -(‘/].:"In:‘:k"b) - 1\-—1(y}c-—m\'k—b)
ob nge T2

n
, . 2
oin Llely ,o. o €n) - -n, __ 1 T4 %(vk—.uk—b,

avz ) 2 ’TTQ’" (q-‘)
n
T SUS kel (YVie-mXp- b)¥
A ) 2NYT L

e imunlandn lar trens Aerivadns anteriares a cern se obtiene que:

n n
-~ ”~
w2 x4t v oa o= X1 o
t=1

Vol =1

I
N

n h = 2; Iv'b‘ ) ‘. .

-1

b )
o [ (Y R L e
T - ok (_‘/ALL mXj b)

1

~ .
FYAtese ane M v b estdn Cepdas por
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3)

~ A~
4 b = ¥ - mx
va Aae  (,7,0 vy 5,0, ez o aiastene de ecuaciones obienido en el

ounto 3 del apéndice o referente al nétada de los minimos cuadra
(ina,
T 4 . . ~ .—eyy e H S z
Recuerdepe ane eats arma de esgtimav n, Voy T es -

\ 1 Lo 3 . L . PR N A~ 7~ o~
conncida camn ol méLada de maxina verosimilitud, y m, b vy gdson

conncirag camn los ectinadores =mixime vernsiniles de m, b y,?t reg =
. D ~ ~ A .
pectivamente 7 low cstimedores m v "h coinciden con los estimado~-

res 6hl MmA* Ay de mininns raadrades del anéndice 3,

5,5 Estimacidn de m v b por intervalos.
in la ecccidn anterior sc caleuld TLo m vy

. ./ P
$onsideremns ahora T2 ;J-l--—,.; T2

Las variables aleatnrias:

”~ ~
h =-_% m. = .1
N ?
z -l N )
WEKE /n t-%) T/J—E(xk - %)=
(] w=i Ky
tirnen una distribaciin normel con medin A= O v vavianza Q‘:
~
y ln..:.‘?.x.)_.vi Tiere una distribucidn Chi-cuadrada con n-n
T
pradnn de libertad denotada por /<.(n~52)

Tar 1n tortn las voriashles aleatorias

~ 3

X I
&) o A . e,
1..'}“-2. (\J ~n X6 LR
N [EA

!
-3
!
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A
—.’—-&-.—--In———-——.
vv (%) =% )% ~
O ‘ m - m oo
RS TV - we T
-5 XT b'e £
n-" )9 f%l «
tienen una distribucisn  -gtudent con n=2 grados de libertad deno=-
tada por t(n-2).
cea t{n—:‘,)(zé_. - valor tal que si W es une varia-
ble aleatnaria oue tiene 'na distridbucisn t(n_p) entonces:
I’r[-t'(n-g)é&'iﬁ t(n_fjg)(ﬁ:l-& donde 0BL %R 1 y Pp denota
probabil idad,
Coma las variables aleatorias 5,3.1 y 5,353,282 tienen
una distrivaciin teg o)
A
- D
F L- t -r),\ ‘ ‘ t -’ -
r (n-- }}é... ~V-_§-—~ = t(n ~)f
!\ iKu-R)‘

4

m

1 -dk

v P,{- t(n-2) g

- VZ“K'X)’“

ﬁ °(n-2)f]
S oeanivalentemente,

~\ ] 2 K o Ae CAVITE ]
“ln- )ﬁv\]hicm-}?)‘— PRSS tnn)g “uf(n-ﬂi“ b

= 1 - 5,9,4
~ o
. — b A
- btk 2"1(" X)" +memE (n-2) ivvixk' x) m]
T ke
= 1 ' o b
A 5,2,5 v 05,4 se les llame los intervalos de confianza psra n
vy m al (1 -)
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5.4 La estimacién de los pardmetros E y ‘PP, mediante intervalos
de confianza,

Recordemns ane en el capitulo IV ee describié el pro-
blema de la estimacién de 1og pardmetros E y Po de la curva IeT.C

v se did un métodn para estimarlng: recordemos también que 5}716 en-
tdn involuérados en la ecnacidn del tivo Arhenius para el tiempo de

relajacisn  (T) dadn por

Tr) - Tn exp -—-l,

Tomando lncaritmos natrales 2 wmbos lados de la ecuaci’n se tiene que

w T = B4 T,
KT
v comn ne explicA en el Capitnlo IV el inverso algebraico de la tem-
peratura 1/T v.s, el logaritmo natural del tiempo de relajacidn -
T('I‘) representenuna recta con pendiente E/K v ordensda al origen

nT, .

31 shora consideramos nuevamente que tenemos enl'istaios“
108 n loguritmos del tiempo de relajacidén 1n 1'('1‘1). veer InT(TR)
y los n inversos algebraicos de la temperatura /T3 vene 1/"1‘,,'
que son observaciones experimentalcs del fendmeno y consideremos que

que debidn & crrores de medicidn aleatorios en aparatos técnicob

1n T(Ty) = WK +1nTo ¢ eg

ln T(LI'I = E/KT" '} 1“ TO * en

podemas prnear aue por el avance en la teenoloria el error aleatnréo
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@) 8c espers que rea pequefio v desde luego serd un errnr por exceso
o por defecton, em decir, ey puede tomar valores positivos o negati-
vos eon una alta probabilidad de ecstar en una vecindad del nimero O,
De esta manera el supuestn de que ex es unh variae-
ble alentoria que tiene una funcidn de densidad de probabilidad nor-
mal con maﬂha/f: 0 v varianza qéz es vélida, Si también enpone-

mos independencia entre los errores y haciendo la substitucidn :

X} = 1/T1( y Yk = 1n T(Tk)

en 5,3,3, vy £,3,4 se ticnen los intervalos de confianza E/K y

In%T, dadas por

-tm-uﬁ .'aq 1&'9 € 1nT. € t(n-2) ““-

e 1 - 5,4.2

ée manera equivalente

~

“t(n-. Y L& RS -t {?:]: 1 -
+F) T 5

%S

Pr exp(-t(n-%’v'vxi—?)ﬁﬁ T, € exn(t(n-DfF k- ) k) - 1ed

5.4.4
~ ‘ -
Annde @ ge calcula en bhase a lag nbservacionen 1/Tx 3y 1n (Ty)

k.lﬁr"ooc.n
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P o~ .
lnTo Yy E/K estdn dados en la seceidn 3,4 ya que los entimadores
méximo veroedmiles coinciden con lna nbtenidos por el método de mini-
mog cusdrados,

Debe notarse que los intervalos 5,4,1 y 5,4,2 tie-

A ~

nen su punto medio en E/K y 1n 7; regpectivamente y contienen a
los pardmetros E/K v 1nT, con una probabilidad de 1 - , con
1n cual pe hace notar nue los resiltados obtenidos a través del mé-

todo de minimos cuadrados en cierta manera coinciden con los resultae

dos nbtenidos mediante ¢l tratamiento estadi{stico,
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APENDICES,

Apéndaice 1.

O Referercias del Capftulo I

= Para mavores detalles sobre limites de funcinnes que depen=
den de n ver Calculus Tom U, Apostol, volumen 1 segunda edi

cidn, capitulo 10, pag. 464, Diitorial Reverté S.A. MQMLXXIIiI,

e Para mayorce detalles sobre limites de funciones mencionados

en 1a Seccién 1,5, ver Calculues Tom, M, Apostol, Volumen 1
segunda ecicidn, capitulo 3, pag. 156, Editorial Reverté. Seds
MCKLXXIIX,

1. Propiedadea de funcinnes escalonadasg

1) ul(x) = s(x) % t(x) es escalonada o4 e(x) y t(x) son
escalohadas en Ch. hj.

Prueba: Si a(x) es escalonudan, exiote una parsiciédn Py de

té.»ﬁl tal que 8(x) es constante en cada subintervalo de Py,

:10 mismo para t(x), existe Pp particién de ‘?. S] tal que -

t(x) es constante cn cada subintervalo de FPp, Ahora nétese

que para P = Py U Py , u(x) es conatante en cada subinterva-

v

15 de la pafticiéﬁ P es decir, la particibén formada por todos
loe puntos que pertenecen a Py, a P, o a ambap particiones,
.*s u(x) es escalonada ya que existe la particién P donde

U es constante en cada subintervalo de dicha particién,

14) ufl(x) = =s(x) t(x) también es escolonada,
Pruebat Es escalonada puestn que también es conotante en cada
subintervaln de la perticién P = Py UDP, ya que s8(x) y -

t(x) 1lo son,



na

111) u(x) = : ; es escalonada nd ¢t(x) 4/ O

Prueba: Como t{x) esn constante en cada subintervalo de Pg

y como ¢t(x) ¥ O en [}. b] entonces 1/t{x) exth definida
¥ e3 constante en eada subintervalo de Py , de donde 1/t(x)

es escalonada v conn a{x) es cncalnnada, de §1) s9e abtiene

gue ufx) = alx)s (1/t(x)) = 2(; es escalonada,

iv) fas(x) = flo(x)) tombién es escalonada i s(x) 1lo
es,

Prueba: Como s8(x) es constante en cada subintervalo de la pag

ticidén " entonces f (s(x)) tombién esn constante en cada -

subintervalo de la particion Py ,

2, Proposicidén: Sean f y g ‘dos funciones acotadas sobre
algin intervaln cerrado \a, b]. Sean M' = gup f(x) N
' :Ks?ﬁ glx) 5 m' :xairg.ijf(x) y m" =“g\.£,vg(x) 3 o=
M 'x&:& (f 4 m)(x) Yy m =’&t£€](!‘ } ¢g)(x), entonces
1) ¥ & W § u
it) m aAm 4 m
Prueba: Como f(x) & I y e(x) &€ M" para toda x([a. bl
entoncesn:

(f $g){xy = f(x) $ glx) & M $ U para x€ ta.bJ
en particular

Moo= T 7 - 1 " lo cual demues-
x;tg\&( }g)(x) €& 4

tra 1), 4Anore m' f(x) v n"%€ g{(x) para toda x¢ ta.b]

ih

entoncesn
m 4m' & f(x) telx) = (f4e)x) para tode x@fn,0)
en particular

' " & {inf ( , =
m' 4m “at;uf*e)(X) m ‘




/"3

3, Sea f(x) una funcién definida y acotada asobre el interva

1o cerrado ta. b_]. gea ¢ una constante no negcativa, entonces

mx% ¢ f(x) = c“%xgjf(x) .

Prueba: f(x) £ pup £(x) para toda xg la, b] como e20

¥ela
entonces ¢ﬂ
c f(x) ¢« q}n f(x) para x€ [a, v}
por lo tantn
sup ¢ f(x) & w1 (3 1
ﬂbsﬂ ) ° 38Ry (x) (1)
ademas
e f{x) 4 sup.c T(x)
mtaﬁ]
entnncesn
f{x) & 1/¢c sug ¢ f(x st ¢ >0
Xala
entonces
sup £(x) € 1/¢c sup c £(x) 1o cual implica que
x4la,b) © xefald) '
c sup f(x) & gup c r{x) (2)
we[o,b) )&[935]
Por las desipualdades (1) . (2) se obtiene que
c sup f{x) = sgup ¢ £f(x) s sl = O es evidente la
| ¥aBb) r<tat ’
irnaldad,

4. Sean a, b dns mimeros reales tales que a&b entonces

1) existe c @& 3 tal que an<cab

11) existe ¢'@ I tal que a< c'<b

donde 3 son los nimeros racionates e I los nfimeros irracio-
nales,

Prueba para i)

8ea n el nimern entern mds préximo al nimero & tal que nd a




L
entonces n€akh , por ser n el entero mls préximo a a
menor o igual que a , entoncer a<gn$l , Si ndl <€ b en-
tonces sea ¢ =z nfl , S1 b £ ntl entonces gse tiene que -
ndad<b & nil v consideremos la partici’n P, del in-
tervalo (n, n$1] donde P, = [n 2 Xp& X1 se.s &%y = n{lj
v donde X3 =ndt%x/m, k=0,1,2, ... ,m@ ¥y m coun -
nimero natural; cntances para cierta m ge tendrd que -
agn + Xx/m = x.4b, wva que si esto no gsucede entonces se

tenird que para toda m v cierta % :
X, = ndk/m 4 a< b L nt (X¥l)/nm = X1

y por tanto b - a £ X1 - X & 1/m

S

i.re, b-a & 1/m para toda m, lo cual no es pnsible,

Prueta de ii) 31 a€ Q v o5 es un irracional cualquiera, en
tonces a ¥ s/m es irracisnel para todo m natural, elijase

m tal qr a& a} a/m&b , en este casao c' =« a 4 a/m , -

Si b€ | eancijase m tal que a<€ b - o/m &£ B y en este ocaso
pea* ¢' = b ~-g/m. 51 a v Vb son irracionales, como 1/m

es racional para cualqgiier m natural, el{jase esta de manera

tal que a&atl/m4&Vb ¥ en este caso sea c¢' = a } 1/m.

n 1nn demngtracianee onteriores gse usd cl hecho de que

foo)

Yotas: |

e suma de fnz nmimerass raclionaler es racionagl y la suma
de un ndimers raoecinnal 7 un nfmerns irracional es un mime-
r*a drracinnal, Pars mavores detallea ver el libro: -
"Mot's Yathemrtics? por 2ichard Courant y Herbert -

' nbbing, ford miversity Tress 3941,




s

%, Teoremas saobre continuided para justificar la Seccidn 4.4

Tenrema del valnr intermedio para funciones continuaa, “n-

Sea f comtinua gobre [a. bJ. 31 %1€ %7 pon -
dos puntos cualemguiera de [a, bY tales que f(x1) 4 f(xo)
entonces la funeién f toma todos lon valores comprendidop -
entre f(x3) y f(x,) por lo menos una vez en el intervalo
abierto (xy, xo),

Detalles v demnstracidn, ver pégina 177 Calculus Tom I, Apos
tol, Editorial Reverté S5.A. Volumen 1 Segunda Ldicidn,
Tenrema del Supremo y el infimo para funciones continuaas.,

51 { es continua sobre th, ﬁ]. existen puntos =

c v 4 en [a, v) tales que flc) = aup f(x)
i RRY

£(d) ’xéﬁlﬂ]f(x)

Detalles v demnatracidn ver pAgina 186 Caleculus Tom. M, Apon

tol, Editorial Reverté, Se« A. Volumen 1, Sepunda Edicidn,

Teorema sobre continuidad v continuidad uniforme,

Sea f una funcidén continua sobre el intervalo ce-
rrado [ﬁ, b]'enténces f es uniformemente continua sobre -
Gy 1),

Ver pégina 391 de Principle of Mathematical Analyasis
Walter Rudin, Tercera Edicidn, Mo Graw Hill International -

Student Iditinng in Related Fields,

1 Teorema enunciado arriba estd basado en que el
fntervaln [p. b] es un conjunto compacto, Para mayores deta-

1les consnltay el libro antes mencionado,

6. Teoremas sobre Derivabilidad para Justificar la seccibdn 1,5
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Teorema, Sea f una funcién definida sobre [a, ®], 8t f
eo derivable en un punto x,¢ fa, bJ entonces f es continua
en X, .,

Tenarema de la Derivada de un producto de funciones,

SupAngase que f y ¢ estén definides y son deri-
vables en {a, W , entonces h(x) = f(x) g(x) es deriva-
bleen Ya, b] , v n'(x) = ' (x) glx) % g'(x) f(x) ,para
toda x¢ [, ¥].

Teorema, Rerla de la Cadena,

Supéngase que f es continua sobre Ya, bl v que
r'(x) existe para x&({a, vb] y £ estd definida sobre algin
intervalo I que contiene a la imagen de f[a, b} bajo £, vy
gque g es derivable en el punto f(x) para toda xG[a, Y] .
Entances hix) = g(f(x)). cs derivable en x €fa, b] g
W' (x) = e'(f(x)) £'(x)

Teonrema del Valar Medio para derivadus,
Sea f una funcidn continua sobre ta. b] » la cual
eg derivadble sobre (a, b), Intonces existe x,@G (a, b) tal

que f(v) - fla) = f'(x,) (b - a),

Wotas 1las demostraciones v detnlles de los teoremas anteriores
verlas en el capftnlo & del libro DPrinciples of Nathe-
matical Anelvsis, Third ©Edition de Walter Rudin, Mc¢ Graw ilill -

International 3Student Iditions in Hhelated Fields,

7. 3Sean f y ¢ dns Tunciones Riemann-integrables nobre el -
intervaln [a, ‘b], entonces hix) = €(x) g(x) es Riemann-

interrable aohre tf"’ bj.




Parn detalles v demostraciones ver en el capitulo 6 de --

Principles of Mathomaticel Analysis arriba mencionado,

Apéndice 2,
1, Tenrema de Taylor,

Sapangamos que  f(x) es una funcibén definida sodbre
alpin interwalo I , abierto » cerrado, tal que f{(x) admite
derivadas hastn el orden n $ 1 en I, Entonces para cada -

rQq 1l
£lr) = £lx,) 4 £ () (x = %0) 4+ 5% £7(xa)(x = Xa) # suuees
cee +';% (5 ) (x - %00 & TE%TTT o) (x - xo)n*l

donde xo @ I v ¢ estd entre X y X5 .
Detalles v demnotracién ver phgina 6335 de Introduction to -
Mathemntical Anolysis Volume I de YNorman B, Haaser, Blaisdell

Puhlishing Company.

9. Tenrema, Supengamos que tenemos n ¢ 1 puntos en R®
(Xae Yo! o (X1 v9) 0 oo s (xns Yn) tales que XoQ X14 oo
ee. & Xy » ' tonces exlisten conetantes Agy Ay Apy voo v A
talen que el polinomio P(x) = ApxP4 Ap-1xn=14 ... ¢ A1x } Ao
interpola los puntos (¥, yy,) para toda k = 0, 1, ... » N,

Pruebdbas

P(x) <~ (=% 0) (x=%1) voo (X-Xpey) (X=Xp41) ooo (x=3n)
T T g ) (ks %1) e s Oeexpe-1) (%= Xi41) .o (2x-%n)

Mhteme que P(x,) = vy para toda k = O, 1y soe oD Y

las constantes Agq, A1 , ... » Ap 8e obtienen después dc deo-




(B

arrollar v aanciar prnductns v sumasg,

3. Teorema, Supongamos que

P(x) = Apx" § Ap.1xP1 4 o0 % A1x ¥ Ao

es el polinomio que interpola los puntos (xk. yk). del Teorema
2, Fntonces las constentes Apgy Aly ...e » Sp 80N Unicas,

Tara la prueba del tenremo 3 necccitarcmos los gi-

gulentes dos leman.

3', Lema:

Sea F(x) un polinomio de grade n @ 1 con el cog
fieiente de x unitario v sca r una raiz de P(x) i.e. =
P(r) = O . Entences T(x) = x - r) q(x) donde ql(x) e=

un polinomio de rradn n - 1 cont coeficiente para xn=1 uni-

tario,
P()() = xb + An..l}(n"l + e * A]_X * “*0
cualquier nimero real, entonces
P(x) = Ple) = (xN = cN) 4 Apoy (x™ = o™ )
oo t Ay(x=-c) = (x-¢) q(x)
q(x) = (xN-14 ¢ xn-2} clxn-34 ., 4 en-1)

Ap.q (xN=24 oexn=3% ., } cN"2) } oo ¥ A

por tanto q(x) ec un polinomio de grado n-1 con el coefi-

ciente de P71 unitario,

Ahnra wvolviendo al hechn de que

P(x) - Plec) = (x - c) qlx) sd r es ralz

de Y(x) =c tendrd que




I

P(x)}) = (x - r) q(x)

y. el lema queda probado,

3" Lema, Supongamos que P(x) = AP 4 o0 b mx 4 A

es un pnlinomio de grado n & 1 , entonces P(x) tiene exacte
mente n  raices; sl Ty, Yo, ... r, don dichas ralces en-
tonces

P(x) = Ap(x - r)(x - ro) ... (x = rp)

El lema 3" es consecucncia del Lema 3' ya que 8l Apfd O -

-1 ) ) )
entnoncea A, P(x) e= un polinnmin de graedo n con coeficiente
de xMN unitario v aplicando el legma 3' consecutivamente al

polinomio A;l P(x) ge obtiene que

- ri)(x - T) eses (X = Tp)

AL p(x)

P(x)

(- r)(x - rg) vuvs (x = rp)

Pruéba del Teorema 3 : Razonemos por contradiccidn, suponien
dn que existen conntantes B, , B] 4, «ve s Bn ¥ Agr ALy see

A, tales que loa polinomios

Pax)

ApxT 4 Apa1xPTl 4 oL} A1x } Ag

Pp(x)

Bxm 4 B yxP-l 4 ...} Bx ¢ B,

«:n interpolan los puntos (xy, y)) para toda k= 0, 1, susy
Intonces:
P‘A(xo) - yo - Pf.i(:xo)

P;\(Xl ) Y1 = PB(’\'l )

11 o« ¢ o @

iPA(In) PB(Xn)

11

In




ﬂgﬁ?

i, e. Puplxy) = Pglxg) = O para toda k = Oyl,...en

0 equivalentemente

(Aq=Bn)xB + (Apo1-Bp-1)xB 14 ... +(Ap-By)xgd (Ag-Bg) = O

para toda k=0, 1, ... y n , l.es X&X14¥24 «.eQ ¥ son
ndl rafces diferentes del polinomio

Pu(x) = Pylx) = (Ap- B )x% 4 (An_q- Buoq )x™714 L. #(Ag> Bg)

el cnal a 1o mds en de pradn n vy tiene n 3 1 rofces diferen-

tes, lo cual contradice el lema 3" vy demuestrn el teorema,

Apéndice 3,
1, Definicifn: Se dice que f(x') es un mAximo local de la =
funeidn f(x) , oi cxiste hP O tal que Ff(x') & f(x) para

toda x@q (x'-h, x'¢h)

Teorema. 3i f(x') es un méximo local de f(x) y f(x) es =

' entonces f'(x') = 0O,

derivable en el punto X
Ver paginas 222 de Calculus de Tom M, Apostol, Vol, 1 Segunda cdi

cidn, Aditorial Reverté S.A. HMCLLXXIII,

2, Tenrema. Supengaomas que f(x) es una funcidn continua so-
bre [b. b} v derivable sobre (a, h) , entonces si £ (x) R0
para toda x & (a,b) f(x) es creciente en La, |

Frueba: Sean 1, X3 & Ep, bj tales que X14 X2 entonces por
el teorema del valor medin para derivadas del punto 6, apéndice
1 gse tiene que:

flxg) - flx1) = f£'(c) (xp - x1) £ 0

va que ¢ es elemento de (xy, xp) es decir f(xz)R £(xy)

v por tontn f(x) es creciente en Eb, b} .




R

3, Tl métndo de 1ns minimon cuadradoag,

Supongamns que se tienen n  observaciones (xy, Y )
(g # xy para 1435, k=1, 2, ... , n ) de algin fendmeno
recido aproximadamente por 1la relacibn y = mx § b (aquf
X 1la llamaremos variable independiente v y la llamavemos vae

riable dependiente), puesto que lap oboervaciones (xy, yx) -

describen aproximadamente una linea recta y = mx $ b podemos
p

entableeer para cada k que

Yy = mXx, ¢+ b} o

donde e, es el error de aproximacién, (ver figura 10), Es-
tamos interesadoe en encontrar m y b  tales que se cometa el

menor error pnsible, para tal efecto procederemon de la siguien
N

Fipura 10
te manera: despejando e, obtenemos que ek = yy - mxp = b

de donde eﬁ = (yk - MXy - b)2 y sumando sobre k =1, 2, ,,,n

ge chtiene que

n 2 4 2
3 ek = S5 (,V'k - m Xk - b )
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1a idea ee minimizar la sume de los errores de loa cuadrados -

mediante algin métoado, digamog mediante el método de las deri-

‘%’ e
=1

vadan parvrcialeg:

m ohtenemos:

a G
> & ok

E}m

< o
0 &k

AR

derivando

]
D2

o
-2 &y - mxty - b)

T

'$-4

=1

con regpecto a b y a

E&Exk(yk - mx) - b)

Igualando a cero las parciales anteriores obtenemos el pistema

de ecuacinnes:

0 escrito en forma matricial tenemos:

de donde

determinante

= n -
2. Xk Yk
k =1
k=1 k

-] ©
oéé X%

knl

3

}

-~
b

T

<k
P
k=1

*x

2)

ﬁd)

1l 2
2 =g
kel




snd k-2 onPy (e
Eﬁ ’ .:: k Cizn xk
k=1
n, n n n
= n 2 3% - 2n(Txa ) )/n + n2( S x)%/m2
k=1 =l kal kel
<= <ie Xk % 2%2
= n B2 x -~ 2nX e k nex
donde X e Z!E'.xk/n
k=1
n n
o - =
: nf2 xt -2 x Fi:x } n x:)
("-’?lﬁ C:lk

[}

=
M=

Y
>

1

b}
e
\Y/

o

Como cl determinante es diferente de cero ya que xj ¥ %j 8i
1 #J se tiene quc el eistema (1)- tiene oolucidén y ademds en
tinica, DN donde resolviendo (1) por el método de los determi-

nantes se ob4iene que:

h Ji n
< ] o
LU= S v Sy
Q YEX Tl ke "/J?_,: i Ic ]\':1 % ,
e 0
k=l
r—-m Z]‘ T‘l
b - 3] ]: =] I'=1
(}i: o
kel

de Aonde




(3 . 3o vy )/ : i
XY = (&= ¥ S. Yr)/n ;xkyk-; Yk
: = kel 7k k=1 K k= k - =l k=1
- n ‘: - .
2. (xy - =)° o (3 = X)2
k=1 %
lle
& x - n¥ ¢4 y/n i XxVx =XV
BN k Yk = ! - )&
("r}‘ — ?
r',:,-:r.» (',k - ‘:)J (e (xk = X)N
]\':1 \ -
— n,
donde ¥V = oL yi/n
kel
S (xy - 7 )
d—-r.. :(k - X er - j
; = k=)
n
", o
:‘;, (3t - %)
k=1
Tumbié:n 5 . .
- 2 e e e
Xk Yik = e Xk e X)Y
» - lﬁ.l %;1 L )(::'1_ 1 Cey k k
) A ,
N Cre (Xk - 7)<
k=1
.ﬂ n
¥ ﬁ Yk - 2n°x? cﬁ:. YI $ n2x23° d’lyk -n xke_ xkykﬁ}mxzéyk
- k-l k=1 Y

n "i‘ E x4 1) F g - nEme By § 0w
k=1 Jral, k=1 k=1 k=1

n n
n& (%)~ )2 -n‘»_',xz.xy Y (Exe)e v
= 1’_lk Z Meds ik i’k—‘hl k

ne .&. (%) - %)2
kal




n n, '
~ t Y (n 2-"1( Yk < om TS Y1) €= X%
> = =y - = sl 1= .k=
n
n 2’: (Kk - ¥ 2 n
=1
A - -
L s ¥V = mX i.e. P = ¥ = mx

Desde luepo que el hecho de que las derivadas parcia-

les se anmlan en log puntos

:égmk-mwk-m

~
"t a
s (xy - ¥)?
kol
) T 2 :
no forzosemente implica aue la funcibén 2o, ey clecanza ou
k=1 ‘

minimo en estos Wltimos, perc sin embargo con algunog otros ar

de Ceometria Anzlitica, se puede demostrar este hecho

ya que la funcién

(yy - mxy = b)°

11}
=N
¢

representa un paraboloide eliptico,
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