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Una 	rcirica 	t 	consiste 	ele un 	conjunto 	finit.e 	de 	elemento 

i.l_anilidus 	vé'rt1Ce9 	de 	G 	f como de un conjunto 	E(C) 	de pa 

rejas no ordenadas de elementos de 	\'(C) llamadas 	aristas 	de 	(i. 

In 	éste trAnjo se 	estudiaran 	algunas familias 	de 	grifi- 

cas 	conocidas come 	c: r•1' de 	intersección de 	curvas 	en 	el 	- - 

plano. 	Dichas gráficas ;urgieron en 	forma natural 	de proble - 

mas de 	la vida diaria asi 	como de necesidades en 	otras 	disci- - 

pl.inas 	ei.entíficas. 

Una de las gráficas de intersección a tratar serr n las - 

gr'a.fi.cas de intervalos, éstas son las obtenidas al tomaI'soirto - 

curvas en el plano, intervalos en la recta real. Y están Coll-

si.deradas entre las estructuras matemáticas mas simples. Como 

un ejemplo daremos ci siguiente problema. 

;'>{at7t7Ili¥fl:::C que tenemos ct , . . . .Cn 	componentes químicos --

los cuáles de en :;er refrigerados a temperatura constante entre 

t1 y ti.{) fiad(', ¿Cu:'intos 1'e)'rigerac1ores son necesarios para 

a ma :enai Luid  9 1 a 	corneo fll:'11%r  

Sea C 	la 	;r¥iFica de 	intervalos 	con 	vcrt.i.c:es- 	V, ,...V11 	tal 

que dos 	vrt íeS 	son iIdVticC'ntl`S 	si 	sus 	intervalos 	de teml?erat:li 

ra corre ''dientes su 	intt'rsáctan. 	Se 	sabe 	nor 	la propiedad - 

!¥C'.t 	¥\' 	ílttt r;l 	it',i , i 	) 	e 5 	un 	51;il) 	d o 	i: 	en tenses l 	¥¥ 1 	( 	t' 	t 	t 	¥l ¥ l 	I 	1l 



Necesitamos po r t.arito para a1maeoriar las componentes Ci i-

j=1 , ...1: un conjunto de refrii eradores a temperatura t y por-

lo tanto la solución para minimizar el problema es encontrar-

una cubierta mínima por elanrs para los vértices de C. 

Un tipo de t;r.ií:icas unís tenerales que .1 as gráficas de --- 

intervalo son las gráficas de intersección de suhiirboles de - 

un árbol 	lle óstas las gr51'leas de intervalos forman una sub 

conjunto, así como de aquellas praficas tales que todo cielo-

de long; i tud mayor o igual a 4 ti ene una cuerda que une dos - -

vértiices no consecutivos llamadas tgraficas curda les. 

Uno de los resultarlos más importantes que comprobaremos - 

es que la familia formada por las gráficas de intersección de 

sub(irboles de un árbol , la fami.1 la de las 	rif.ic,ts cnrdales,- 

y la familia (le las t;rífic.as R-orientables son la misma donde 

las gráficas R-orientables son aquellas para las cuáles pode-

¡nos encontrar tinca orientación tal que no contiene ciclos diri 

gidos y que para cualesquiera tres vértice; y1 , v, , ¥  tales - 

que si V¥ - v. . v, .-í S entonces 1 	, v, ) en ECG 

A partir  it 	de estas equivalencias es fácil dar algoritmos - 

para reconocer di chas gr f i cas 

Una familia 	anís, 	en las 	cufiles las 	f¥rrIf iras 	de iliterval.o= 

tambien es tan 	contenidas son 	las 	grál i.cas 	arlocircula' -. 	- - - 

Estas 	son las 	obtenidas al 	considerar 	arcos 	sobre una 	circun- 

ferencia v 	encontrar 	su gr ifica 	do intersección, las 	grr 	fa.... 

can 	arco e ircu lares 	cumplen con 	la c o dita ii 	lo 	e }1'U:''1 ientahles 
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es decir para cualesquiera tres vértices v, , v, , v, se tiene 

que si v, —1 v: ,v3  —•i► v2  entonces (v, , v, ) 6l (C) ) . Caracteriza-

c.iones de ellas han sido encontradas así corno algoritmos pa- 

ra 'reconocerlas. 	fina de el las fué (lado por Tucker, ésta es-

(],¡(la en términos (le matrices con la propiedad de los 1-conse 

cutivos para columnas. 

Ser il orient..117l e tal vez sea una buena herramienta pa 

ra encontrar otra caracLerizac ión de las gráficas arco-circo 

lares y por tanto daremos algunas propiedades acerca de grá-

ficas ;l3,j-orientables así corno un algoritmo para obtener di - -

cha orientación en caso de existir. 

Un problema de apl icaci6n de las grííicas arco circula 

res es el siguiente: 

Supóngase que queremos controlar el flujo de tráfico - 

en una esquina. Ciertos carriles serán compatibles con unos 

mientras que con otros no y por tanto para evitar colisiones 

se instalará 1.111 semáforo. 

Asociaremos un diagraina arco circular 	al 	problema 	(le 	- 
1 	5.1.gU lk 71T C 	II1;:Ii1er .l 

A 	cada 	carril. le asociaremos un arco en un circulo 	el- 

cuál 	luiede 	ser 	cnns:iderada como un re 	o t 	representando 	uuI1 	- 
ciclo 	el 	cuál 	sera repet ido, E..1 	arco asignado 	representará- 

por 	tanto 	el 	tiempo durante el 	cual dicho carril 	tiene 	luz 	- 
'verde, 
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A carriles incompatibles les serún asignados arcos aje--

nos. 

Resolver el problema de controlar el flujo de tráfico --

evitando colisiones se reducirá al problema de encontrar una-

cubierta mínima por clanes para los vértices de la gráfica de 

intérsecc.ión obtenida de el diagrama arco-circular asignado al-

problema. 

Un ejemplo especifico (le éste problema está dado en la -

figura siguiente. 

Aspectos adicionales pueden ser incorporados a éste pro-

blema,•corno por ejemplo minimizar cl tiempo de espera. 

Algunos de los problemas , antes mencionados así como -- 

algunos problemas mris sobre las aplicaciones de las grfificas-

de intersección pueden ser encontrados en Algori.thmic Graph -

Theorv anca Perfect Graphs by Marti.n Charles Golumhic. 
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CA1 I'1'U l,O A 

fina graf.ica G consiste de un conjunto de vértices V(G) 

un conjunto E(G) de pares no ordenados (u,v) de vértices 

llamados aristas. Los extremos de tina arista e=(u,v) son 

u y v y decimos que u y v son adyacentes. 

Una grrifi.ca G es una gráfica simple si no contiene ari- 

stas multiples n:i.. lazos. En esta tésis sólo trabajaremos con 

gráficas simples y Eini tías. 

D.notaremos por fV(G)j el número de vértices de Una 

gráfica y jE(G)j el número de aristas 

Una gráfica simple en la cuál cada par de vértices dis-

tintos son extremos de una arista es llamada gráfica coinple- 

ta y la denotamos por K11 si n=1 V (G) 

La gráfica vacía es la gráfica que no contiene aristas. 

1:1 conjunto de vértices adyacentes a un vértice v en 

V(G) se l.e llamara vecindad de v y lo denotaremos por r (v). 

l¥il arado de v en V(() es lit cardinalidad de r(v) , es 

decir gr(v) ir'(v) 

Una g ,faca Il cs una subLrtí(ica de G si V(H)c V(G) 

E(11) c E (G) 	tal que si (u,v) esta en E(II) entonces (u,v) es 

t.i en E(G) 

Si. !{ es tal que V(Il) c V(G) 	y para u,v en \'(tl) (u,v) 

está en E(U) si y sólo si 	(u ,v) está en E(G) entonces 11 es 

llamada sub j  a, t ict inducida de G. 



Un clan de G es una suhgr;iCica completa de G 

Un clan C es maximal si no existe Uc.lrrn. de G tal que C 

e,;tfi cO.n Len ido en (" 

Un clan (: es m,íximo Si la cardinalidad de C es mayor o 

igual que la cardinal ¡dad de C'donde C" es un clan cualquie- 

ra de G . 

Una cubierta 	`= l:rrre`' i'c>c 	Y .!1±2 . de G es un conjun 

to C - c: , ... ,C; 	t;a.l que. cada C i es un clan max.intal y 

cualquier vtrtice de U pertenece a Ci para alguna i , 1titn 

Un camino en U es una sucesion alternad,! de vértices y 

aristas V 1 ,e 1 , . . . ,c b ,v k 	tal. que V 1 , V i 11 	son los extremos 

de e.i para toda i 	1 i n 

Una trayectoria de G es un camino tal que v i ¢v 	para 

toda  .i i . 

Un ciclo de .(U. es una trayectoria ,excepto que v 1 =V k y lo 

denotamos por C:k s.i. k es el número de vértices del ciclo y 

lr.rcnii,s: q¥ e t.i.ene longitud k. Haremos referencia al. ciclo 

mencionando unicamente sus v rtices.:\s1 C es un ciclo con 

VCI- ti.Ce 	'' 1 , 	,Vk 
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c1RAF1CAS 'DE COMPARAR r L I1)A1) 

Una orientación (. de una grtlf:i.ca G es una asignación de di-

recciones a las aristas de 0 en la que cada arista (u,v) de G - 

es orientada de u a> v 6 de v —> u. 

Dado 'v en V(G) definimos su frontera exterior (interior) co- 

mo el conjunto de vértices u tales 

mos por r(v) ( r+(v) ). 

Definirnos 5, r(v)=`¥ (v) ` como 
l: 

como el grado interior de v 

que v-}u (u—pv) y lo denota 

el grado exterior y gr (v) I+ (v31 

Si. G=K T1 entonces G lo llamaremos torneo. 

Un ciclo dirigido C es una sucesni6n de vértices )' aristas 

r. 	 , 	 , 

Una gráfica G est(i dirigida aciclicamente si no contiene ci-

clos dirigidos. 

I.Jna gráfica (, está orientada transitivamente si para cuales 

quiera tres vértices v l,vy ,v 3 en V(G) tales que v-¥v 2 , v2 	v3 

se 	tiene que y 1 - v . 

Una gráfica G que admite una orientación transitiva se le - 

11amarlí gráfica de con¥airab.i1íja(l o trans.it.ivamenteorientable 

(1'RO) . 

No todas las gr5f.i.cas son gráficas de comparabil.i  dad ,un ejem 

plo de éste hecho es el ciclo H y en general los ciclos de lon- 

gitud n con n impar . 
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GRU1FI CAS T)1: CONl ARAB l 1.1 l)AI) 

Una orientación (, clo una fir;Ifica G es una asignación de di - 

recciones a las aristas de G en 1n que cada arista (u,v) de G - 

es orientada de u 	v 6 (le v -} u. 

Dado v en \'(G) deíini.mos su frontera exterior (interior) co-

mo cl conjunto de vértices u tales que v->u (u-►v) y lo denota 

mos por r (v) ( r) ). 

- 	 + 	)IDefinimos pi•(v)=r( v)' como e, .l Virado exterior  

como el grado interior de y 

Si. G=Kn  entonces C lo llamaremos torneo. 

Un ciclo dirigido C11  es una sucesión (le vértices y aristas 

vi  ,vc1-i v V,v ..... ,vn,vn- 	 1  

Una gráfica G está dirigida aciclicamente si no contiene ci-

clos dirigidos. 

Una grafica C esti orientada trtinsitivamente si para cuales 

quiera tres vértices vl  ,v2  ,v3  en V(G) tales que v1  -->v 2  , v2  --4 v3  

se tiene que v 1 - v3  

Una gr5fi.ca G que admite una orientación transitiva se le -

11amari gr ifi.ca de com rabil idad o transitivamente orientable 

(7' 1t0) . 

No todas las gráf icas son gr`if i.cas de comparabil.idad,un ejem 

p10 de éste hecho es el c ido C5  y en general los ciclos de ion-, 

git.ud n con n 1mpa 
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A continuación daremos un algoritmo que identifica -

las grfific.as TRO y produce en ellas una orientación tran-

sitiva . Este algoritmo fue dado po A. I?nueli , A. Lempe.l 

y S. Even. 

Mías información acerca (le este tema se encuentra en -

Alk;oritluni.c Graph Theoryr nnd PcrFect Graph by Charles Go--

lumbic y en Golumbic M.C. (1977), 

Dos aristas (a ,b) , (E ,c) están conectadas fuertemen-

te en G si la arista (a,c) no pertenece a ti(G) . 

Dos aristas e 	e estan relacionadas fuertemente -- 

( e1R e 	) si existe una sucesión de aristas e1=e 1 ,...,em= 

tal que para toda k 1 1 k 4 in-1 e k  esta conectada fuert 

temente a ekrl. 

Esta es una relación de equivalencia y por lo tanto -

incluce una partición sobre las ari stas de G. A cada una de 

estas clases de equivalencia la llamaremos R-clase. 

En algunos casos será feos, ible definir una orientación 

en las aristas de una lt-ciase,usando el siguiente algorit- 

mo. Si éste dti una orientación transitiva en la R• e.lase - 

decimos que ésta es R -  orientable ,en caso contrario no es 

I.-orient ahlc. 

Algoritmo 1.1 	( A. 1, nueli , A. Lempe1. , S. Even ) 

Paso 1 . • 1::1.egi.inos tina ari sta (a ,h) ele tina R-clase A y 

orientamos a>b . Set A=0 

Paso '.- Para todas las aristas (a,x) 	(h,xl fuerte- 

mente conectada a (a,h) 



a) Si (r.a,x) ( (b,x) ) no está orientada, 

orientamos aa x ( x—rb ) 

b) Si. (a,x) ( (b,x) ) está orientada y 

x-*-a (h--x) alto A no es R-orientable. 

Paso 3 . - A'= A'U; a -•b1 

Si A=Aalto. Si no elegimos cualquier arista 

no dirigida (le A-1' y vamos al paso 2. 

Este algoritmo puede ser modificado para que encuentre 

y oriente simul.tanccament:e si es posible la R-clase de equiva 

lencia que contiene a una arista (a,b) de G o bien nos dice 

que A no es R-or.ientabl.e. 

El algoritmo es como sigue: 

Aleori.tmo 1.2 

Paso 1 .- Escogemos (a,b) arbitrariamente en G y orien- 

tamos a--1) . Sea A=0 . 

Paso 2 .- [:ncontramos todas las aristas de G fuertemen-

te conectadas a (a,b) .Procesamos todas con 

e.l. paso 2 del algoritmo 1.1 

Paso 3 . - Sea. A'=AU  

Si todas las aristas en F(G) -Ano están orlen 

talas entonces A'es una R-orientación para A. 

De otra forma elegimos cualquier arista diri-

gida que no esté en A y vamos al paso 2. 
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1n el paso 2 encontramos todas las aristas de A,las cut 

les procedemos a orientar si éstas no están orientadas. Por 

lo tanto el algoritmo 1.2 encuentra y R-orienta la clase de 

equivalencia A que contiene a la arista elegida en el paso 1 

121 siguiente algoritmo nos di una orientación transiti-

va de una gráfica G si dsra existe o nos dice Si.  tal orienta 

ción no es posible dar. 

Algoritmo 1.3 

Paso 1 . - Sea GAG - 
Paso 2 .- 1leg;imos cualquier arista (a,b) en G'y aplica 

aros el algoritmo 1 .2 para producir una .R-ori.en 

tación en A la R-clase de equivalencia de G' 

que contiene a (a,b) . 

Si A no es R- orientable,alto G no es transiti. 

vament:e orientable 

Paso 3 . Si todas las aristas de G están orientadas,al 

to G es una gráfica de compar.ahilidad.Si no 

Sea G'=(i' -A y vamos al paso 2. 

liii ejemplo de una gráfica orientada trans i t.i.vamente Ut.i 

l izando e.l algoritmo 1 . , es dacio en la siguiente figura (fi- 

gura 1. 1). 
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V 5  J 

(:1 

V 4  

y 
V 2 

 

V 5 

A l  

  

A z  

A l  , A 2  R-clases de equivalencia de C, 

V. 

v 4  

figura 1,1 
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GRÁFICAS DI? LNTERSECCION 

Dada una familia de conjuntos F= {C ', .... ,C, } definimos 

su grafica cie intersección de la siguiente forma: 

G es la gráfica cuyo conjunto de vértices es v l,..v1 - 

tal que (vi ,vi) es arista de r si y F iz' si C P C O.Ver la 

figura. 2. 1 

Teorema 2.1 

Toda gráfica G es una gráfica de intersección. 

Demostración: 

Sea vtV(G) 

Si definimos S(v)= ( (u,v) / (u,v)t} (G) } y 

F= ( S (v) / v&V (G) ) 

entonces G es la gráfica de intersección de F ya que 

S(u)r\ S(v) Y 0 si y sólo si (u,v) está en E(G). 

De la figura 2.1 el conjunto 

F= {S(v ) ,S(v ) ,S(v 3 ) ,S(v G )) está representado por G 

donde 	S(v 1)= 	(v l,v .) , (1, 1 ,v 3) ) 

S(v 	(v 1 ¥\' 2 ), (y 	v3),(v:,v 4) 

S( v ), 1 (y ,v {) (y ,v ) , (\r ,v ) 

S(v ) { (y 2 .\• 4) , v ',v ¥) 

Si en 1,1 defi.nici_ón de grafi.cas de .intersección toma- -

mos como c:; 1; :ion una curva en el plano, a la gráfica de in 

tersecci ón la llamaremos gráfica (le intersección de curvas 

en el piano. I1 ejemplo dado en la figura 2.1 corresponde a 

una grafica de óste tipo. 
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Un hecho intere$ante acerca de éstas gráficas es el e-

nunciado en el siguiente teorema 

Teorema 2.2 

No todas las gráficas son gráficas cte intersección de 

curvas en el plano. 

Demostración: 

La demostración se hará por contradicción y para ósto 

utilizaremos a 

Sean G=K,,1  y G"la gráfica obtenida de G al introdu-

cir un nuevo vértice sobre cada una de sus aristas (Ver fi 

gura 2.2).Demostraremos ahora que G'no es gráfica de inter-

sección de curvas en el plano. 

Supongamos que F={ Cl  ,.. ,C„} es la familia de curvas -

en el plano que representa C'. Podemos encojer a puntos to--

das las curvas correspondientes a los vértices de G sin - 

crear nuevas intersecciones en las curvas correspondientes a 

los vértices en W=V(G')-V(G) excepto que todas las curvas - 

en N' que intersectan una curva v en V-h' ahora intersectara 

en e). punto P a el cuál fue contraido.11. diagrama resultan-

te es una realización planar de G donde los puntos para los 

cuales las curvas representan vértices de G fueron contrai 

dos representan los vértices de G y las curvas que represen 

tan vértices en W corresponden a las aristas de G. Esto es -

una contradicción ya que G es una gráfica no planar. 



GRAFICAS 1)1i INTERVALOS 

L,as primeras gráficas de intersección de curvas en - 

el plano en definir serán las gráficas de intervalos. 

Sea F= 111 , ... , i } un conjunto tal que cada 1 	con - 

j=1,...,n es un intervalo en la recta real.fefi.nimos G co 

mo la gráfica con vertices v =,... ,v¥ tal que (v¥ ,vi) esta 

en 1i(G) si y sólo si 	1¿ rl Tj1f4. 

Al conjunto de intervalos junto con la recta real lo 

llamaremos Diagrama de Intervalos I y TI  denotaremos por 

{1• T 	y a la gráfica G la cuál representa 1 la llamaremos 
'yes 

Gráfica de Intervalos denotada algunas veces por G(I,E1 ). 

Una gráfica G será una gráfica de intervalos si ésta 

representa algun diagrama de intervalos. Ver fig. 2.3 . 

Si la longitud de cada 1 con j=i ,..,n son de longi-

tud igual a uno tenemos entonces una gráfica de interva--

los unitaria. 

Una gráfica de intervalos propia es aquella que re--

presenta un diagrama de intervalos tal que ningún inter- 

valo contiene a otro de manera propia. Roberts demostró 

que las gráficas de intervalos propias son exactamente -- 

las gráficas de intervalos unitarias (Roberts (1969)). 

En 10 que sigue no ompondremos condiciones a los in- 

tervalos en cuanto a su contención en otros o en su tuma- 

no. 
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Proposición 2.3 

Una subgráfica inducida de una gráfica de intervalos 

es una gráfica de intervalos. 

Demostración: 

Sea jii; un diagrama de intervalos de G entoncess,iiitl 
sal 

JC I es un diagrama de la subgrtifica inducida por G'=(J, 

,E3) 

Las gráficas de intervalos satisfacen la siguiente - 

definición. 

Definición 2.1.- Una gráfica G es una gráfica cordal 

si. todo ciclo simple C de longitud mayor que 3 tiene una 

arista que une a dos vértices no concecut.ivos del ciclo. 

Un ejemplo de gráfica cordal es dado en la figura 

2.4 

Proposición 2.4 

Las gráficas de intervalos son gráficas cordales. 

Demostración: 

Esta se hará por contradicción. 

Supongase que G es una gráfica de intervalos tal que 

contiene un ciclo C11  con vórtices vI,...,Irvn,v1  con 

n mayor que 3 

Sea l el intervalo que denota al v€rtice vK  

Para i= 1 , ... ,n elegimos un punto pi  en 	I i(1 1+1  

Como 1 1  e I
i+2  no se i.ntersectan la sucesión de pun 

tos pi  ces una sucesión de puntos estrictamente creciente 
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o estrictamente decrc;cj¥entt4 por lo tanto es impQsible que 

T¥ e In se intersecten y por lo tanto (y1 ,v) no es aris-

ta de G,lo cuál contradice la hipótesis de que C es ciclo 

de G. 

Ejemplos de gráficas cordales las cuáles no son grá-

ficas de intervalos son dadas en las figuras 2.5 y 2.6 . 

Proposición 2.5 	(Gltoui.l a-Flouri (1 962) ) 

El complemento de una gráfica de intervalos se puede 

orientar transitivamente. 

Demostración: 

Sea \I j ¥ je, un diagrama de intervalos de G= (t ,E1) 

Definimos la siguiente orientación -tc de Gc como - 

sigue: 

i- *j 	si y sólo si 	1 i < I j 

donde li< Ii significa Ii aparece a la izquierda del in 

tervalo I j . (Esto sucede siempre en G`" ya que II j =0) 

Es claro entonces que i-r j y j -¥k implica I i < I j 

e I < lk y por lo tanto 11< I k ,es decir :i->k ,por lo 

tanto G` esti orientada trans.itivamente.Ver fig. 2.7. 

Definición 2.2. - Un conjunto X está ordenado parcial 

mente por la relación ¥¥l¥ 11 sobre X s i : 

1.) x<y , v<z 	¡litp1.i.ca 	x( z 	(trransitividad) 

ji) x/. 	 (ant i s.i.mett•i.a) 

I}cf ini.c.i6n 2.3. • Si un conjunto ordenado parcialmen- 
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te satisface además que 

Para toda x,y en X 	x<y o y<x 

decimos entonces que X está totalmente ordenado y (X,<) lo 

o llamaremos Orden Lineal sobre X. 

Teorema 2.6 (Gilmore y Hoffman (1964)) 

Sea G una gráfica no orientada.Las siguientes afirma 

clones son equivalentes: 

i) G es una gráfica de intervalos 

ji) G no contiene a Cq y G es una gráfica de compa 

rabilidad. 

i.ii) Los clanes maximales de G pueden ser ordenados 

linelmente tal que para todo vértice x de G,los clanes - 

maximales que contienen a x ocurren consecutivamente. 

Demostración: 

II i) r* ii)" Se probó en las proposiciones 2 y 3 

" 	i i.) 	i..ii) -- 

Para demostrar esta implicación demostraremos el si-

guiente lema 

Lema 2 . ? 

Si. Al,Al. son clanes maximales de G entonces 

a) Existe una arista en CL con un extremo en A,¥ y -

otro en A. 

b) Tales aristas de (* conectan a A, con At tienen, 

la misma orientación. 
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1)elnost ra e 1.ün :. 

Si ta..l ariSta no existe entonces AMA1 es un clan - 

de G y por lo tanto A, y Az no sean cl unes maximales. 

b) 11 

Supongamos que a ->}b y í id 	y a ,c estro en A, y 

b,d están en Ax es decir es falso b) 

Si a=b o b=cl entonces por transitividad dele se 

tiene que h-¥d o e-?n lo cuál es una contradicción ya ;. 

que (h,d) y (c,a) están en` 

Si. los cuatro vórtices son distintos entonces (a,d) 

o (b,c) cst In en L 	porque G no tiene ciclos de longitud 

cuatro sin cuerdas . Sin perdida de generalidad (a,d) es - 

ti en CC. Si a->d entonces a-►c 	por . transitividad de 

Ge lo cuál. es  una contradicción. 

Similarmente si d >a y raí queda probado el lema 

Ver figura 2.8. 

Probaremos ahora la implicación ii)¥iii) del teore-

ma 2.6. 

Considerese la siguiente relación en la colección C 

de clanes maximales de G: 

.1¥¥11 Z si existe una arista que conecta A y con Ti,. di 

rigida de A 	hacia A.,por 	lema 2.7 esto define un_tor- 

neo sobre C. Veremos entonces que (C,¥) es un torneo tran-

si.tive y por lo tanto ordenado 1i.neairnente. 
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Supongamos que Al<A L y AL< A3 entonces existen aristas 

w- +x 	y 	y-pi en C, tales que s< está en A, , x ,c está en 

A z y z está en A5 

e 
Si (x,,) no está en G entonces x->z está en 	y por 

l.o tanto w->z en Cí es decir A,{As . Ver figura 2.9. 

Similarmente se demuestra si (w,y) no es arista de G. 

Podemos suponer entonces que (w,y) , (x ,z) 	son aris- 

tas de G. Como G no contiene ciclos de longitud 1 sin 	-- 

cuerdas entonces (w z) esta en G 
c 

Si z-aw por transitivvidad de Cc 	se tiene que x'-*zr 

lo cuál es imposible por lo tanto W+ Z  y, A¥<A, loor lo 

tanto C es un torneo transitivo ,por lo tanto C está orde- 

nado linealmente. 

Sea 	A l ,.. ,A,., un orden lineal. de los clanes inaxima-- 

les de G. Para demostrar ahora que x ocurre en clanes con-

secutivos supongamos que x está en Ai , x no está en A 

y x está en Ah , donde A i<A j«k . Como x no está en Aj en- 

tonces existe y en Aj tal que (x,v) no está en G , pero - 

Ai<A j ésto implica que x->y y como Aj< Ah se tiene que 

y 0x lo cuál. no puede suceder ,por lo tanto x está en A) y 

por lo tanto debe ocurrir en c 1anos consecutivos 

Por último probaremos i i'1 ) 	i ) 

liara cada x en \T (C) ,sea 1 (x) el conjunto de todos los 

clanes maxima les que contienen a x . Los conjuntos que con 

tienen a x son intervalos del conjunto ordenado 1inealmne 

te (C,<). Ya qua. dos vértices están conectados si y sólo - 
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Si están contenidos en rl.l.l;lin clan maxival. se  tiene quc. 

(x,y) está en l'.(() si y sólo si 1 (x)r i (y) / 0 

Corolario 2,8 

Una t;1'¥ÍI 1.l".:! (; no dirigida es una }'i':.ii 1Ct1 	de intervalos 

si y sólo sí no contiene a (; l como suhgr !fica inducida y (lr 

es una gráfica de conparabiliclad, 

Demos trac-. ión 

Directa del teorema anterior, 
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figura 2.1 
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figura 2.2 
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cA P:vrU l.o 15 

GRAl- 1CAS CORDALES 

Definición 3.1 Una gráfica que no contiene ciclos es --

llamada acíclica. 

Definición 3.2 Dos vértices u,v se dice clue están conec 

tados si existe una u-v trayectoria en G. 

Estar conectados es una relación cíe equivalencia sobre los 

vertices de G y por lo tanto inducen una partición sobre --

ellos en subconjuntos no «cios V, ,v., ... ,Vr, tal que dos de 

ellos están conectados si y solo si están en la misma clase 

de equivalencia. 

Las subgráfi.cas inducidas G (V 1 ) , ... , G(V)  son llamadas 

las componentes de G.Si. G tiene una componente exactaipente - 

entonces es llamada conexa. De otra forma es llamada discone- 

xa. 

Definición 3.3 Una gráfica G es un árbol si es una grá 

Pica acíclica conexa. 

Definición 3.4 Una gráfica es llamada cordal si todo 

ciclo simple con más de tres vertices tiene una arista que - 

conecta a dos vertices no consecutivos.Tambien reciben el 

nombre de gráficas trianguladas. 

Definición 3.S G es una gráfica de subárboles de un ár 

bol si esta es la gráfica de intersección de una familia de 

subárboles de un árbol no dirigido. 

Definición 3.6 Un vórtice v es llamado simpli.ci.al  si su 

vecindad induce una subgráifica completa. 

Definición 3.7 Unsubconjunto Sr-V es tut separador de vértices para 
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no adyacentes a a y b o un a -b- separador si al quitar 

S de la grfrfica esta separa a a y b en comp¥pnentes distintas 

Definición 3.8 Si ningún subconjunto propio se S es un 

a-h separador entonces S es un a-b-separador minimal. 

Dirac y mts tarde Lekkerkerker y foland demostraron que 

toda grtf:ikca tiene un vértice simpl icial . Esto 1.o enunciare- 

mos en el siguiente lerna. 

Lema 3. 1 (Dirac 19(1 ) 

Toda grafíca cordal G tiene un vértice simplicial.Más 

aún si si G no es un clan entonces tiene dos vertices simpli-

ciales no adyacentes. 

Demostración: 

Si G es completa el lema es claramente ttfil ido 

Supongamos que G no•-es una grtifica completa.Demostrare- 

mnos por inducción sobre el número de vertices que G tiene - . 

dos vertices si.mplici.al.es. 

Si 1V(G)k2 el lema es válido 

Supongamos entonces que el lema se cumple para grafi--

cas con menos de k vértices. 

Sca G tal que (V(G),I -k 

Sean a,b vertices no adyacentes y S un a-b=scparador -- 

mininual con Ga y Gb componentes conexas de v due contienen a 

a y b respectiwament.e.  

Flor inducción la grafica (1 cuyo conjunto de vértices 

es AVS (donde A es el conjunto de vértices de Ca) tiene dos 

vertices simpli.ciales no adyacentes. Como S induce una subgrá 

fic.,i completa ,::,o de los vcrt.ices clebe estar en A o G`es 	-- 
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ella misma una subgráfica completa y cualquier vértice (le A 

es sintp] _ic la 1. en G: 

Por otro lado como la frontera de A est:5 contenida en - 

A 	r; un vértice simpl ic.ial de (;' en A e_, s'tnrpli.cial en todo 

G.l)e la misma forma B contiene un vértice simplicial de G,-

por lo tanto G tiene dos vértices si.mpl ic.i. +les no adyacentes 

si G es una gráfica no cornpletn. 

Deiníción 3.9 Una l¥-orientación de G es una orientación 

que satisface las siguientes condiciones: 

i) La gráfica resultante no tiene ciclos dirigidos 

ii) Si a,b,c son vértices de G tales que a-*h y c*b 

entonces la arista (a,c) pertenece a G 

Un ejemplo de una gráfica R-orientable es dada en la fi 

gura 3.1. 

Llamaremos a un vértice v de la gráfica sumidero ,si -- 

todas las aristas incidentes con 8l están dirigidas hacia v. 

Es frrcila ver que una grftfica dirigida ,sin ciclos diri-

gidos tiene un sumidero. 

Con estas ultimas definiciones y, el lema de Dirac demos 

traremos el. lema de Rose. 

Loma de Rose 3.2 

Una grtíf:i.ca G es cordal si y sélo si tiene una R-orien- 

tación. 

Demostración
e. 

 

fasta se liará por inducción sobre el ntúmero de vért:.ices 

de la gráfica. 

Si. la cardinalidad de C; es 1 el lema se cumple 
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Supongamos que el lama es válido para una gráfica - 

cordal con menos de k vértices. 

Sea G tal que el número de vértices de la gráfica es k, 

G cordal entonces por el lema de Dirac G tiene un vértice - -

simpl.i.cinl v y por hipótesis de inducción G-v es R-orienta--

ble.Si regresamos v a la gr•bf ic.a orientando todas sus cris--

tas adyacentes hacia él obtenemos así una R-orientación de G 

11 

La demostración se hartí por inducción sobre el número de 

vértices de G. 

Para j V(G) 1=1 se Cumple obviamente 

Supongamos gqre si. G es R-brientahle'con 	k el lema 

se cumple 

Sea G con (V(G)1=k gráfica R-orientable entonces por ob-

servación anterior G tiene un sumidero v.lis claro que G-v --

es 12-orientable y ¡V(G-v)< k por lo tanto por hipótesis de 

inducción G-v es cordal. Si. regresamos v a la grafica G-v - 

obtenemos que G es una gráfica cordal.. 

Otra caracterización más acerca de las gráficas corda--

les fue dada por Fulkerson y Gross (1965) y esta al igual -- 

que la anterior está basada en el lema de Dirac. 

Teorema 3.3 

Sea G una gráfica no dirigida. Las siguientes afirmac.i.o-

nes son equivalentes: 

i.) G es cordal 

i.i) G tiene un esquema ele eliminación perfecto y cual- 

quier vértice sin 	c:ial puede empezar dicho esquema. 

ii.i.) Todo separador de vértices mi.ni.mal induce una sub- 
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grif:i.ca completa de G. 

Demostración: 

M 1)¥ ij.) 

Se utili.zarfi inducción sobre V(G) 

Si. G es cordal con un sólo vértice el teorema se cumple 

Supongamos que el 1ema es Válido para G tal que 'V(G)I - 

es menor que k 

Sea G gráfica cordal con V(G)¥=k,por el lema de 1)irac 

G tiene un vértice simplicial. V. IV(G-v) =k-1 y G-v es una 

gráfica cordal ,por lo tanto por hipótesis de inducción G-v 

tiene un esquema de eliminación perfecto v l ,...,v¥ .Si ati-- 

mentamos v al esquema anterior obtenemos un esquema de elími. 

nación perfecto para (1. 

a ii)=>i.)' 

Supongamos que (1 tiene un esquema de eliminación perfec 

to. 

Sea C un ciclo de G. Si tomamos el vértice en C con el 

Indice más pequeño en el esquema de eliminaci.6n,como la fron 

tera de v intersección C tiene al menos dos elementos y la -

eventual. simplicidad de v garantiza la existencia de una -- 

cuerda en C,se tiene que (1 es una- grff ica cordal 

• i i. i) 	i) } 

Supongamos que todo separador de vértices m:i.nimal indu- 

ce una subgrfi.fi.ca  completa de G 

Sea 	C=(a,x,b,y 1 , ... ,y, ,a) con n>j 1 un ciclo de G. 

Cualquier a-b-separador mini.mal de vértices de G debe - 

contener a los vértices x N• y< ,pero como cada separador de 

G induce una suhgráfica completa la arista (x,y¿) debe estar 



- 34 - 

en G y por lo tanto (x,y` ) es una cuerda de C,es decir G es 

una gráfica cordal. 

n 	 i f  
Sea C una gráfica cordal y S un a-b-separador minimal - 

de vértices de G. 

Sean (A y Ge las componentes de correspondientes a a y 

b respectivamente en G.4 	donde 	es la stibgrfica i.nduci - 

da 1)or V-S y GA ,G5 las sttl)gr.5ficas inducidas por A y 11 sus 

conjuntos de v&rti.ces correspondientes) . 

Como S es un a-b-separador minima.l cada x en S es adya- 

a algún vórtice en A y alguno en 11 por lo tanto para cuales- 

quiera dos vértices x y y en S existen trayectorias 1', ,'l 	-- 

con vértices correespondientes x,a , . . . ,a,y 	y y,bl ,...,bt 

¥x con a¿t A 	lis 	y 	lit 

Por lo tanto la trayectoria '1' con vértices x al ,.... 

a. ,y,bl , ... ,b. ,x es un ciclo (le G con longitud mayor o i- -- 

gual a cuatro, por lo tanto debe tener una cuerda. Pero (a ,a ) 

no es arista (le G y (b1,b ) tampoco es arista de G por ser 

Ti trayectorias mi.nimales y por definición de separador de -

vértices la arista (b ,a,) no pertenece a G y por lo tanto -

(x,y) es cuerda cíe C , se tiene entonces que S separador mi. 

ni.mal de G induce una suhgríica completa 

En la figura 3.2 mostramos una gráfica cordal y su co- -

rrespondiente esquema (le eliminación perfecto. 

Basados en estos lemas (1, 2) 	obtenernos algoritmos efi- 

cientes para reconocer tina gráfica cordal así como una mane- 
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ra simple de encontrar una R-orientación s:i ésta existe. 

Probaremos también que toda gráfica es cordal si y só- 

lo si es gráfica de i.ntersseccicín (le subLírboles (le un ár-- 

bol y de igual forma daremos un algoritmo eficiente para en-

contrar una representación de G por medio de sub- árboles de - 

un árbol sí G es una s;r,ifica cordal. 

Para esto definiremos la siguiente orientación en una - 

gráfica de subcirboles de un firboi 

Sea G una grtíf ice de sub irboles de un árbol 

Sea F su familia representante sobre un árbol T 

,} 

Sea P un punto cualquiera de T. Con éste punto podemos -

orientar las aristas de T de tal forma que todas están orlen 

tadas hacia afuera de P. Ver figura 3.3 

P será llamarlo la raíz de T.Para cualquier sub !rbo1 
1, 

de T su raíz quedará definida de manera- natural como en la - 

figura 3. 4 . 

Supondremos siempre sin perdida de gene ra.lidad que sub -- 

árboles distintos tienen raíz clistinta.Denotaremos por i— la 

1'15.^. de V¥ 

Es 	claro que si 	j1l entonces ic. v¥ o 1 c vL pero 

no suceden los dos casos a la vez.tJt i ii zando ésta propiedad 

induciremos una orientación en una grfif ica de subárboles (le 

la siguiente manera: 

Dada una grifica de intersección de sr.rl:,árboles de un -

arbol. orientamos orientamos la arista (v¿ ,v,r) de v. --> v. si. 
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y salo si  

Iis fácil deducir de ésto que toda gráfica de :intersec--

ción de subárboles de un árbol es R-orientable y por lo tan-

to una gráfica cordal.. Demostraremos también que toda cordal 

es gráfica de intersección de stibárbo les (le un árbol y para - 

esto veremos en seguida que dichas gráficas satisfacen la -- 

Propiedad lle11 y enunciada .a continuación 

Definición 3. 10 Una familia f.' 	subconjuntos de un 

conjunto 1' se dice que satisface la Propiedad llelly 	si pa- 

ra cualquier subconjunto J de 1 	, TC Tj /N 	con i/j , i 

y j en J se tiene que ílT /N 

Teorema 3.¿I Una .familia de suUlrbolces de un árbol satis- 

face la Propiedad de Helly. 

Demostración 

Sea T un árbol y P su fami l ja representante de subárbo- 

les de el. árbol 1' 

Sean aI ,a, ,a, tres puntos en T 

Sea F el subconjunto (le 1: tal que cada elemento contie- 

no dos de los tres plintos 

Sean 	F 1 = { `v / V . F y 	aI 	,a:. 	e v 	} 

12= {v / v :1' y 	al 	,a, 	ci 	'r 

E3 = (V /T 	f. 	1' y 	a: ,X13 	cv 	) 

Sean 	1'1 	,P ,P3 trayectorias de 1' 	tales 	que conectan al 

con 	a, 	, 	al 	con a, y a_ Con a, 	respectivamente. 

Como T es árbol 	Y,n 1':fll'3 /0 

Para toda 1 3 	si v f: F. 	entonces 	lj G v 	y por 	lo 	- 

tanto 1¥c( 	v 
veFj 
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por 	lo tanto 

(r 	v)n l(1 v) n (('1 v) 2 i,t1i,Cl3# 	t. 
ycFi 	vcFr. 	?t F3 

por 	lo 	tanto 

n vv v o 
Y F 

Probaremos 	ahora 	por 	indluc:c:iün 	el. 	teoreme sobre 	la car- 

ll:lllí.il.Lutici 	¼i 	LU1IJWItU 	de 	111d lees. 

Si. 	.l .a 	familia 	tiene 	Sólo 	dos 	elementos 	el teorema es vá 

lid 	ele 	manera 	t.riv.i.a1 

Supongamos que 	avale 	para 	L.JI< k 	es decir 

si 	Tt(1'¥#Gi 	par 	toda 	i , j 	en .I 	entonces 0 TØ 
LtJ 

Sea 	('I' 	} 	una 	íam i 11 a 	ele 	subñrboles 	de un árbol 	T 	tal 
•ET 

que 

Por 	hipótes:1s 	de 	inducción existen 

K-i 	 K 
a E(l' 	, 	-t 	..n'i' 	>' 	a3 ¿C\ -r, 1 	¥a, 	 ¥.¥j 

y además 	cada T 	cont lene 	al 	menos 	dos ele 	las a¡ 	por 	tanto 	- 

por 	la observación 	anterior 
K 
n 	o 
L.1 

Teorema 	3.5 

G es una gr if'ica 	cordal 	si 	y 	sólo si 	G es una 	grtlf.ica  

de 	intersección de 	subarboles de un 	arbol. 

Uemostraci.ón 

:sta se obtiene de la observacitin hecha anteriormente 

La demostración la haremos por indución sobre el neme- 

1`o de vért.i.ces. 

Para í \'(G) I=1 se Cumple el teorema 
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Supongamos que para G cordal con meros de k vértices el teo 

rema se cumple 

Sea G una gráfica cordal con (V(G)¥=k,por"el. lema cíe Di 

rac existe v en V(G) vértice simplicial,por lo tanto por hi- 

pótesis de inducción existe una representación F de G-v so - -

bre un árbol. T. 

Sean v 	,... 	los representantes sobre T de la 	-- 

frontera de v.listos satisfacen la propiedad iielly por lo tan 
n 

to existe p cf'va. 
Jet i 

Para obtener una representación de G por medio de una - 

familia de subárboles de un árbol aumentamos a 1' la arista - 

(p,b) ,con 1) un punto no en el árbol T y a cach ii 1 Y j in - 

la arista (p ,h) ,denotemos estos por T. 	1 	j <n I 
J 	 _ 

La familia obtenida F l do F al substituir sólo losvid -- 
N 

por los vI,. y tomando como representante del vértice v sobre 

la arista (p,b),forma una representación de G por medio de 

sub1rboles de un árbol, 

Graficas de Sub,irboles Propia 

Roberts caracterizblas gráficas de intervalos propias y 

demostró que forman una 	familia propia de 	las gráficas de i.n 

tervalos.Sin embargo veremos que esto no se cumple en gráfi-

cas de subfirboles propios. Para demostrar ésto daremos la si-

guiente definición. 

Defi.nici6n 3.11 Una gráfica es llamada grilfica de subrir 

boles propia si ésta es la gráfica de intersección de una - 

familia de subfrboles cde un árbol tal que ningún subfirbol es 
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tS.! Cont.Cliido e11 otro prop.i amen Le. 

Sea G una grff i ca (lc sub;írbol.es de un árbol y I su .fami 

ha representante sobre un árbol T 

Sean v 1  , ... , Ij i' los subárboles que están contenidos en 
otros. Consideremos un punto "icV 1 - l -k 

Sea T el árbol obtenido al aumentar a T un vértice b - 

adyacente a a, 1 	i. k con b 	si i¢j 

Para toda 1 <i k sea vti el subárbol obtenido al aumen 

tar a vi la arista que conecta a r1 L  con b (ver finura 3.5) 

Denotemos por F la familia obtenida de F cambiando uní 

camente vi  por vy 

G es también la grácfica de intersección de F 1  y F, no - 

tiene elementos contenidos unos en los otros. ,por lo tanto G 

es gráfica de sub;lrbolcs propia y de ésto obtenemos las si--

guientes equivalencias. 

Teorema 3.6 

;i.) G es gráfica de subárboles de un árbol. 

ii) G es gráfica (1e suhárl)oles propia. 

iii.) G es gráfica cordal. 

Basados en los lemas 3. ,1 y 3.2 mostraremos una forma 

simple de construir una K-  orientación si ésta existe. 

Al.gorit.r) 3. 

Paso 1. Sea i=t1 

faso 2. - Sea G"=G 

Paso ti. ̀  Buscamos un vértice v en V(G) t.111 que los 

vértices adyacentes a él estén conectados 
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unos con otros.S:i. tal vértice no existe 

G"no es R-orientable. 

Si existe sea v=vv e i='i-1 y vamos al Ipa 

so 4 

Paso 4.- Sea G=G=v¿ 

Si. G tiene sólo un vértice sea i=1 y va- 

mos al paso 5 si no vamos al paso 2 

Paso 5.-Tomemos v¿ y orientamos todas las aristas 

(z ,v¿) cíe z->v. y vamos al paso 6 

Paso 6.-Sea i-i+1 

Si i.Yn regresamos al paso 5 si no vamos - 

al paso 7 

}'aso 7.-La orientación obtenida de G es una R-ori 

entación. 

Por el algori tino anterior si G puede ser orientada en--

tonces sus vértices pueden ser numerados 1,...,n de tal for 

ma que si i->j entonces i. <j.Esto puede hacerse ya que la --

gráfica está dirigida aciclicamente y por lo tanto se pueden 

eliminar sucesivamente sus sumideros ,llamando n al pri.mer su 

mi:dero encontrado,n-1 al segundo,etc. 

Supondremos siempre que una gráfica cordal ha sido R- - 

orientada y sus vértices ordenados( como se dijo anteriormen 

te. 

Utilizando ésto daremos a continuación un algoritmo pa 

ra encontrar un clan máximo. 
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Sea i un vértice de la gráfica. Denotamos por J el con 

junto de vértices j tales que j ->i..Ya que G es de cuerdas - 

JL.0 i¡ es un conjunto completar.ente conexo de vértices.Más 

aún si ,', es un conjunto completamente conexo de Vértices en 

tonces S=J¿U Ji; para alguna í. 

Sea i el vértice más grande en S,se sigue que para to- 

j en J1 j -+ :i . 

La observación hecha arriba implica que todo clan de G 

es de la forma 	donde i es el vértice más grande del 

clan,por lo tanto el número de clanes de C es a lo más n. 

Si tomamos ahora solo los conjuntos maximales entre los -

Jid il obtenemos el conjunto de todos los clanes de G. 

Para encontrar un clan máximo buscamos el vértice .i 

con el grado interior más grande. .Por tanto para encontrar 

un clan máximo contamos el número de aristas que entran en 

cada vértice y asi el número de pasos necesarios para encon 

trar dicho clan es n(max 	i.) ) donde ds(i) denota el grado 
i.tV 

interior de i. 

Si. toma ahora una gráfica con pesos asignados a sus --

vértices,utii.izando el algoritmo anterior podemos encontrar 

un clan de peso máximo de la siguiente forma: 

Sea a:¿ 11 peso asignado al vértice i,calculamos el \ra-

lor 1V` deH.nido como sigue: 

!3¡utt¥ 
1.1 vértice i para el cual W es máximo indicará el 	-- 

clan de peso máximo J U\i.¥. 
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Ai oritmos para Cubiertas Minimas por Clanes v Conjuntos In- 

dependientes M x irnos. 

Definiremos inductivamente una sucesión de vértices n1 , 

de la siguiente forma: 

Definimos nk como e.1 vértice más grande menor que nk  

y 	el cuál no esté en 	..J 11 	U ....0 1)11 

Los vértices menores que n t esttin en J U...0 Jtl por 11 
1 	t 

tanto 1 n l ,n2 ,. 	,n t1 U Jn ti... .0 i n 	es el conjunto de vér 
1 	 t 

tices de G. 

El conjunto de vértices iu1 ...,ntj es un conjunto in-

dependiente y por lo tanto una cubierta mini.ma por clanes de 

be tener al menos t conjuntos. 

Para toda i, 15 i5 t 	S1 	J 	U ¥ n i; es un clan y por lo 

tanto Sn ,...,Sn 	es una cubierta mínima por clanes de G y 
t 

n1 ,.....n} es un conjunto independiente máximo. Es decir 

el tamaño del conjunto independiente es igual al tamaño de la 

cubierta mínima por clanes de G. 



- 43 - 

v 1 

v 

v3 

S 

figura 3.1 

c 

1 

9 

(d,e,e,f ,.g,h,i.,b,a) 

(d , 17 , g,Ji,e,c, i,b,r►) 

1 	 1 ° 	¥1' 	'1 nl A71 ¥erfcctr i u Usquc.mL. c c 1M 1i.. 	1 

no es QI1ico. 

figura 3.2 



- 44 - 

v., 

t 
v3 

v S 	4 

figura 3.3 

y 
19 

v6 

v 
3 

¥5 

	
v 4 

figura 3.4 



- 

figura 3. 5 



- 46 - 

CAPITULO C 

GRÁFICAS ARCO CIRCULARES 

Definición 4.1.-Un diagrama arco circular consiste de 

un circulo C y un conjunt.o de arcos v i ,... r sobre C. Este 

diagrama será denotado por C(v1 ,....v.). 

Definición 4.2 A la prf►fica cíe intersecciofi G que re-- 

presenta al diagrama arco-circular la llamaremos grif.ica ar 

co circular. 

Igual que en casos anteriores C, es una gráfica .arco- 

circular si G representa algún diagrama arco-circular.Ver 

figura 4.1 . 

Si v,es un arco sobre C entonces 	(i ,i+) es el arco 

con extremos i` e i+' tal que cualquier punto en vt que se - 

mueve en sentido contrario a las manecillas de reloj va de 

i a i.{ (extrremo negativo y positivo del arco respectiva--

mente). 

Sólo tomaremos arcos tales que ningunos dos arcos tic 

nen extremos en común,ningún arco cubre por completo C y no 

existen dos arcos tales que su unión sea C. 

Dada una gráfica arco-circular G utilizaremos su dia--

grama arco-circular para inducir una orientación sobre G - 

como sigue: 

Si (v( ,v1) es arista de G entonces v¿-iv¥ en ¥G si y só 

lo si jr corre en el intervalo v . Ver figura 4.2 

Una grfifi.ca orientada que representa al menos un dia - - 

grama arco-circular es llamada gráfica arco circular ori.en- 

t a da. 
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Definición 4.3.- Una grírfica G es{ t}-orientable si pa-

ra cualesquiera tres vértices v l ,v4 ,v 3 tales que v t -!v ,̀  

v -rv se tiene que (v r ,v 3 ) es arista de G. 

Teorema 1.1 

Si G es una gráfica arco circular entonces G es{B 1 } - 

orientable. 

Dernostración: 

Sea * C(,1,...,vr1) un diagrama arco circular que repte--

senta G. 

Supongamos que G no es l8,M-orientabl.e,por lo tanto exis 

ten v1 ,v¥ ,v.k tales que v. - v , ¥¥ -ti¥¥ y (v̀  ,v*) no es ele 

mento de G,por lo tanto en C(V I ,... ,vh ) tenemos que j - co-- 

rre en el intervalo v y en el intervalo 	por lo tanto - 

0 es decir (v¿,jÁ) no es elemento de las aristas de G 

lo cuál es una contradicción. 

Se han dado caracterizaciones de las gráficas arco cir 

culares utilizando matrices cíe adyacencia. No obstante esta 

caracterización no es útil para encontrar un algoritmo efi-

ciente de reconocimiento.Por lo tanto un camino tal. vez --

bueno ha seguir es utilizar como herramienta( 1\)-orienta--

ciones,propiedad que acabamos de demostrar tienen las gráfi 

cas arco circulares. 

l:Iitinci.aremos entonces algunos resultados acerca de grá 

ficas {B i orientables así como un algoritmo para reconocer-- 

las. 

DefiniciglL_1LL Dada una trayectoria T con vértices v¥ , 
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...,vrir , (v v) es cuerda triangular si j=i+1 con .i01,.. 

Definición4.5 .- Dada una arista (a,b) de G decimos 

que la arista (u,v) de G está (h,u)-fuertemente relacionada 

a (a,b) si existe una trayectoria T sin cuerdas triangulares 

tal que T es a=v 1 ,b=v1 ,v3 , ... ,vm- ¥ 'vrn 1 --u,vrn=v. 

Intuitivamente si G es una gráfica \B 1;ori.entab1.e y (a 

,b) y (v ,u) estañ (1),v) - fuertenente relacionadas entonces 

si a-+b tenemos que v-*u,por lo tanto si existe una arista 

(u,v) tal que sea (b,u),(1),v)-fuertemente relacionada a - 

(a,b) entonces G no es ;(3 i j or icntable. 

Definición 4.6. - Una arista (a,b) es (b) B1; admisi- 

ble si. no existe (u,v) arista de G tal que sea (b,u) y 	- 

(b ,v) -fuertemnente relacionada a (a,b) 

Decimos por lo tanto que (a,b) es \B1I admisible si es 

(a—'b) o (b—+a) IB1 j admisible. -. 
Sea G una gráfica y G una \B1 orientación de G.Dada - 

una arista (a,b) de c' definirnos 	(a-¥b) la gráfica obteni 

da de G reorientando todas las aristas v—►u de il tales que 

(v,u) está (b,tr)-fuertemente relacionadas a (a,b). 

Lema 4 2 

Si ( es una ;11,1 or:i.entacióde una gráfica G y (a,b) es 

(a—rb) ¥ i31; admisible entonces t(a-mb) es también tina 1811 - 

orientación ele G. 
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liemostración: 

Supongamos que ;(a-;b) no es una B orientación de G 

por lo tanto existen x,y,z en V(G) tales que (x, z) no es a- 

Ti..sta che G y X —'>y y 	y 	en (.;(Q-?b) , entonces (x,y) está 

(b ,x) -fuertemente reluc:i.oitada a (a,b) o (z ,y) está (b,z)- 

fuertemente relacionada a (a,b) y solo ocurre uno de los - 

dos casos ,de otra forma (a-►b) no sería IB admisible. 

Si (x,y) est,i (b,x) -fuertemente relacionada a (a,b) 

entonces (y, z) está (b ,y)-fuertemente relacionada a (a,b) 

pero esto no puede pasar ya que y--•: estaría presente en 

1)e manera similar (:.,y) no puede est'r relacionada a 

(a,b) y por lo tanto (a->)) 	esta \I3} }orientada. 

Definición 4.7 .-Decimos que dos aristas (a,b) y 

(x,y) son (a-+•b ,x-+y) I811 compatibles si no existe una a- 

r.ísta (u,v) (le G tal que es (b ,u) y (y,v) fuertemente re- 

lacionadas a (a,b) y a (x,)') respectivamente. 

Intu.iti.vamente hablando si (a,b) y (x,y) son (a-pb. 

t-¥y) 1 I3 l i compatibles, entonces existe una \I3} ¥ orientación 

(i de G tal que a-}b y x->Y. 

Lema 4 . 41 

Supongamos que a-ib y x—ty son B1 ¥adm1sibies y 

(x,y) no es (b,x) o (h,1`) fuertemente relacionadas a (a,b) 

entonces (a,b) y (x ,y) son (a-b , X-fiy ) ;13.} ;compatibles. 

Demos trac i ín : 

Si (Q,}>) e t i (li,u) fuertemente relacionada a (u,v) y 



y (x,y) está (v,x)-fuertemente re Inc i.onada a (u,v) enton---

ces (a,b) estf (b ,x) fuertemente relacionada a (x,y). 

Si (a,b) está (b ,x) fuertemente relacionada a (x, y) 

entonces (x,y) está (x,b) fuertemente relacionada a (a,b). 

Supongamos entonces que (a,b) y (x,y) no son (a-+b , 

x--►y ) ; J3 compatibles entonces existe (ru,v) tal que (u,v) 

es (b,u)-fuertemente relacionada a (a,b) y (u,v) está 

(y,v)-fuertemente relacionada a (x,y) y por lo tanto (a,b) 

esta (b, y) fuertemente relacronacla a (x,y) lo cur►1. no puede 

suceder. 

Teorema 4.5 

G es j B 1;Orientable si y sólo si todas las aristas de 

G son }Biladmisibles. 

Demostración: 
tt 	•1  

La demostración de ésta implicación es clara de la definid 

ción 4.G 

Supongamos que todas las aristas de G son jl31jadmis.i-- 

bles. 

Sean (a 1 ,b 1 ),...,(an,bfi) un conjunto de aristas tales 

que: 

a) (a ,b1) es 5131 1 admisible 	1Liin 

b) Todas las aristas (u,v) de G esta (b  ,u) o (bi,v)-

fuertemente relacionada a (a i  ,b i) para a lo m5s una i. 1 i  

c) (a ) ,b.) no es (1) , a . ) o (h ,b..)-fuertemente relacio- 
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nada a (a¿,bt) 1: i; j 

Definimos sobre U l,1 siguiente orientaciún 

i.) Orientamos a¿ >1:1¥ 	1 

ji) 5.i 	(ti,v) esti (b ,u) -fuertemente relacionada a 	- 

(a ¿ ,b¿) orientamos de u->-v (le otra forma de v- u 

Si. existe (u,v) tal que para alguna ilj,i<j (u,v) es- 

tíi (b¿,ti) y (bj ,v)-fuertemente relacionada a (a ,b¿) y (a; 

bj ) respect:.ivamente entonces (a ,b i) y (a, ,b ) no son IB,S-com 

1)atibles y por lema 4.4 y el inciso c) esto no es posible 

por lo tanto 	est.► bien definida. 

Supongamos ahora que G no est ijB,\-orientada entonces  

ex.isten x,y,z en V(G) tales que 	(x,y) no está en E(o),x4y 

y z-' en G por lo tanto existe (a` ,IL) 	(bL,x )-ftlertemen 

te relacionada a (x ,y) 1)ero claramente (y ,z) esta también - 

(b ,y )-ftiortemente relacionada a (a¥,1) y y-4z en G lo - -

cuftl no es posible ,por 1.0 tanto G es unaBt1--orlentación de 

G. 

Para encontrar el conjunto de aristas (a, ,b, ) ,. . . , (am, 

h.) mencionado anteriormente hacemos lo siguiente: 

llek;.imos cualquier arista (x,y) de G tal que sea( x-4y)-

-11-admisible y l.a et i.que :amos (a l ,b t ) 

Si todas las arista:; (u,vv) de G 	est¥in (b1 ,u) o (b1 ,v) 

fuertemente relacionadas a (a,b ) entonces S=) (a t ,bj )j 

Si 

 

no tornamos cualquier arista que no esté fuertemen- 

te 	re.l ac ionad:1 a (a) ,h ) `i la l lainain s (a1 ,h) y 	S seríl el. 

conjunto con elementos (a ,b) y (,l,r ,l),).RRel)et:irnos el mismo 
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procedimiento hasta que-- todas las aristas de G estén fuerte 

mente relac.i:onadas a alguna de las aristas de S. Ssatisfa-

rá las condiciones a),h),c) y con esto quedará probado el 

teorema 4.5. 

Ahora daremos un algori tino para reconocer graficasiB1; 

or:i•entables. 

Algoritmo 4.1 

Sea i=1 

Paso 1.- Escogemos la arista orientada (x¿,y`) y la e-

tiquetamos (a,b) 

Paso 2.-Orientamos a vb y coloreamos esta arista. 

Paso 3.- Encontramos todas las aristas (b,z) tal que 

(a,z) no esté en E(G).Si ului::: de ellas - 

t5 ya orientada (le z->b vamos al paso 5.Si 

no coloreamos y orientamos todas las aristas 

no orientadas (b, z) de b -z .En éste paso 

las mismas aristas (b,z) pueden estar orienta 

das ya y posiblemente no estén coloreadas.Mar 

quemos a —>b . 

Paso 4.- Encuentre una arista no marcada orientada y - 

coloreada u )vy llamemosla a-->b y vamos al pa 

so 3.Si todas las aristas orientadas,colorea-

das están marcadas ya entonces quite el color 

y desmarque todas las aristas coloreadas y -. 

y marcadas.Sea i.=i+1 , BOOL=TRUI: yvamos al pa 
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Piso 5 . - Si BOOI,-FAL,SP varios al Paso 7 

S:i Ii001.-i'RUI: entonces BOOL=FALSE 

I.)esmarquemos y desorientemos todas las aris-- 

tas orientadas y coloreadas etiquetadas (xi, 

y i) , (a.a,b.) y' vamos al. paso 2. 

Paso () .- Si todas las aristas de G están orientadas en 

tonces G está 1I3 )1 orientada y' vamos al paso 8 
Si no vamos al paso 2. 

Paso 7 . - G no es 1 I3 Ij orientable 

Paso 8 .- Alto 
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Relaciones entre C;rif. icas Corcl,tles,_(ráf icrts de Intervalos 

Propias, de Comparabi.1idad Arco-Circulare s_ Propias y Gráficas 

de Intervalos Anidados. 

Daremos ahora algunas relaciones entre las gráficas da- 

das anteriormente en términos de ciertas gráficas prohibidas 

E1 	, 13 2 , 133 	dadas en la f i.gura 4.4 . 

Algunas de estas relaciones se han dado ya, como son: 

G es cordal si y sólo si G es R-orientable. Esta 

afirmación es equivalente a 

G es cordal. si y sólo si G tiene tina orientación 

acíclica G tal que B 	no es subgrfif.i.ca  inducida de G 

si y sólo si G tiene una orientación ac.i.clica G tal que 

B2 no es subgrafi.ca inducida de G. 

Es f icil checar también que toda gráfica es transitiva- 

mente orientable si y, sólo si exi.ste una orientación acíclica 

G de G tal que B3 no puede ser tina subgr;ifi.ca inducida 

de G. 

Otras gráficas caracterizadas a partir de subgraf.icas 

prohibidas son las gráficas de intervalos propias, arco-circu- 

lares propias y gráficas de intervalos anidados. 

Una grá fi.ca de intervalos propia es aquella que tiene 

un diagr-ma (le intervalos tal que ningún intervalo esta con-

tenido en otro. De manera análoga se define una gráfica 

arco - circular flropic¥. 
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fina grfif.ica C es F;rica (le intervalos anidados si 

ésta representa a un diagrama de intervalos D = {1 1 ,.. .,In) 

tal que 	(v i ,v j ) c: Í(G) si y sólo Si 	I i c l a 6 I¥ c I i 

es decir cualquier arista de G indicará contención de un 

intervalo en otro. 

Dado un conjunto F c.lerflf. ic;rs dirigidas, decimos que 

G es una F-grak.i.ca  (respect. 	F -gr¥íF.i.ca) si ésta tiene una 

orientación G (respect. una orientación acíclica) tal que no 

tiene como subgráf.icas inducidas alguna gráfica de F. 

A G la llamaremos una l?-orientación (respect. una 

F -orientación de G). 

	

Teorema 4.6. i, es una ;B1 , 112 	-gra.Cica si y sólo si 

G es una gráfica de intervalos propia. 

Demostración. 

Si G es una gritCi.ca de intervalos propia y 

I) _ {I 1 ,...,l11 } 	es un diagrama de intervalos que representa 

G 	tal que 	1 = 1 a i , bi t 	parra toda 	1 	i. < n e 	I i 	Ij 	si 

1 	j entonces definimos sobre G la siguiente orientación 

G . 

v _l 	si y sólo si 	a 1 < a 	< 	< 1) 

F'ácil.mente se checa que 131 	y P,µ, no pueden ser sub- 
., 

grifi.cas :inducidas de 	, 	;1domlís ele Ser una orientación ac5.- 

cl.i.c.a. 
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Supóngase que G es 	{I3¥ ,[3 2 } -i;rárfica y conexa por lo 

tanto existe (1 una 	{lid ,132 } -orientación de G 

Como G está orientada ac.fciicamente y B2 no tiene 

como subgráfica inducida a 139 existe una única fuente v¥ 

y además r(v1 ) induce una sub;ráf'i.ca completa por lo tanto 

G- {v 1 } es conexa y claramente es 	(111 , EL,) -orientable. 	Re 

la misma forma podemos encontrar v2 fuente única en G-(v1 } 

de tal manera que G-{v 1 ,v.2 ) es conexa y {H1 ,B2 }
R

orienta-

ble. Utilizando este procedimiento podemos numerar los vér- 

tices de G en y 1 ,v 2 , . . . ,v11 	ta.l,es que v i 	es la única 

fuente en G-{v1 ,v2,...,v i-1 }. 

Demostraremos ahora que si vi es adyacente a v 	y 

a vs con f < s en G-{v1 ,v2,...,vi_¥} entonces vi es 

adyacente a vm para toda £. <. ni < s. 

Supongamos que esto no ocurre. 

Sea v1 el vértice con el máximo índice al cual v i 

no es adyacente 	¿< j < s. Como v i+1 es adyacente a v i 

y 	v i es fuente en G- (v1 , ... ,v i-1 } entonces v i .• vi+l 

perd v j -r v i41 	y (v i ,v i ) ¿ E (G) 	lo, cual es una contradic- 

ción y por lo tanto v 	es adyacente a un conjunto consecuti-

vo de vértices. 

Construiremos ahora el siguiente diagrama de inverva-

los. 

cada v 	estará representado en el diagrama por el 
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intervalo 

	

I 	= 	:i  , i+ 1 	TT 1  

donde e l  = máx{kIv j  es adyacente a vk}. 

Probaremos que el diagrama obtenido es un diagrama pro- 

pio de intervalos. 	Para esto, basta observar que si. i. < j 

y v ->- v)  entonces v 	vk  para toda k tal que vi  -+ vk. 

(7 < k) . 

Esto se cumple claramente ya que si no, 137  seria una 

subgrfifica inducida en G. 

Lema 4.7. Si G no contiene como subgráficas induci-

das a C4  o a P =  (donde P4  es una trayectoria de longi-

tud 4) entonces G tiene al menos un vértice central, esto 

	

es, existe v i  e V(G) 	tal que 	(v1 ,v ) c li(G) para toda 

7 ` l 

Demostración. 

Sea G una gráfica conexa que no contiene a C 4  ni a 

P4  como subgráfícas inducidas y además que G no 
contiene 

vértices centrales. 

Sea v c V(G) de grado máximo. 

Como G no tiene vértices centrales, existe u e \T(G) 

tal que 	(y ,u) 	1(G). 	Por ser G conexa existe una trayec- 

toria T de u a algún vértice w de 	u(v). 	Sea '1.' la 

min:ima trayectoria . 
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Cono G no tiene a 1' 	como subgr:iCica inducida u y 

w deben ser adyacentes. 

ll v,rtice w no puede ser adyacente a todos los ele- 

mentos de I'(v) pues de lo contrario tendríamos gr(w) _ 

= 1I'(v) + 1 > gr(v) lo cual no puede pasar pues v era de 

grado máximo, por tanto existe z c 1'(v) tal que 	(z,w) no 

está en E(G) y por lo tanto los vértices z,v,w,u inducen 

en G a 1)4  ó C al  lo cual. es  una contradicción, por l.o 

tanto G debe tener al menos un vértice central. 

Teorema 4.8. Las 	siguientes afirmaciones son equivalen- 

tes para una gráfica G 

i) G es una {B1 ,B3}gráfica. 

ii.) G es una {B,,B3 } 	-gráfica. 

iii)  G no tiene como subgráficas inducidas a 	C4 	6 a 

p4. 

iv)  G es una gráfica de intervalos anidados. 

v)  G es una {B1 ,133}-gráfica. 

vi.) G es una (B2 ,133)-gráfica. 

Demostración: 

Dada una orientación G sobre una gráfica G definimos 

G de la siguiente forma: 

vi  -• v 	en G 	si y,  sólo si v. -► vi 	en G. 

Utilizando esta orientación se deducen fácilmente las 

equivalencias 	i) " l ), 	v) °'vi) y vi) t' i) . 
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Para 	-i:i ) 	ji i) se checa Cüc i Invente que 	P 1 	y Cal 	no 

son {B7,B.}-ori.entables y por lo tanto en cualquier 

{132,133 }-oricnt,lci.ón de (;, 	C4  y P1  no pueden aparecer como 

subgraf.icas inducidas. 

Demostración de la i.rnpl.icacián 	.1 .i i) =-> i.v) 

Supongamos que 	G 	no cont i ene como 	subgr`lf icas 	i.nduc.i - 

das 	a 	C,1 	Ó 	a 

Entonces 	G tiene un 	vértice 	central.. 

Utilizaremos este hecho para demostrar por inducc:ón 

sobre el número de vórtices que 	G 	tiene un diagrama de in- 

tervalos anidados. 

Es claro que se 	cumple 	para 	lv(G) ( 	= 	1 

Supongamos que vale 	si 	IV(G) 	< 	k 	y 	sea 	G 	tal que 

IV(G) 1 	= 	k, 	como G 	tiene un vértice central 	v 	entonces 

por hipótesis de 	inducción G 	- 	v 	tiene 	un 	cliac rarnn 	de 	in- 

tervalos anidados I 	= 	{I 1 ,...,Ik 	. 	Sea 	a 	cl 	nunto 	mas 1 } 

a 	la 	izqui.erda 	en u 	I i 	y 	1) 	el 	punto más a 	la derecha. 

Si 	definimos 	1 k  a-1 , 	b+1} 	obtenemos 	un 	di.agranla de 	in- 

tervalos anidados para 	G. 

La 	implicación iv) 	- i.ii) 	ja 	obtenemos 	fácilmente 	cho- 

cando que 	C4 	y P 1 	no son gráficas de 	intervalos anudados. 

Así concluimos 	la demostración del 	teorema. 

De óste obtenemos 	el 	siguiente corolario. 



- 60 - 

Corolario 4.9. Una gráli.ca de intervalos es una gráfica 

de intervalos anidados s.i y sólo si C no tiene como subgrá-

fica inducida a P,1 . 

Caracterizaciones ele las gráficas {B }-orientables o de 

las gráficas {N 2 }-orientables (equivalentes unas de las otras) 

fueron dadas ant.eriornrente. 	(por último: 

Para dar la caracterización de las {131 ,B2 }-grr.ficas da- 

remos una definición mis. 

Definición 	4.8. Un ciclo central de una gr'ific.a 	G 	es 

un camino v¥ 	, 	. 	, 	. 	,vrrl con 	m 	> 3 	con 	las siguientes 	tres pro- 

piedades: 

1)  (y1 ,v) 	r: E(G) 	(esto 	es, 	el camino es cerrado). 

2)  (vj,v i i. ,,) rf 	E(G) 	para 	i 1 , ... ,m 	donde 	i. 	+ 	2 

es dado módulo 	m. 

3)  Vi 	= 	v i+2 donde 	i 	; 	2 	es dado módulo 	In 	para 

un número, impar de 	indices i 	en 	la 	sucesión. 

Teorema 4 . 9. 	Las sl t:uientes :l fi I mac iones son equina - 

lentes para tina gráfica C conexa 

G 	es 	t. B1 , B2 } f; r ír l T. c ír 

b) G n0 tiene ciclos centrales. 

c) f; no t iene a 	11T 	 1 	come subgria.F¡ca 
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inducido y 11 	no tiene EPCm , OPC 	, Sg1 , Sp,2. 

Sg3, Sg4 6 Sg5 como subgr¥Ificas inducidas (ver figu- 

ra 	i. 

d) G es una gráfica arco-circular propi.a. 

Demostración: 

"cl) =. a)" 

Sea G una gr(if.ica arco-circular propia. 

Sea 	C = ( , , , . 	un Cliagrama arco- circular propio 

de G. Podemos suponer que los extremos de los arcos son to- 

dos distintos. 

F'1 arco v i = (i. , .i) 	sobre C es un arco con extre- 

mo i 	e i 	tal que un punto que se mueve en sentido con- 

trario a lías manecillas del reloj va de 	r a i. 

1)eiinimos la siguiente orientación sobre G. 

v 	. 	si y sólo si. los extremos ele vi , v j forman 

la sucesión 	i 	j ,i.* ,;i + 	al mover u11 plinto sobre C 	en sen- 

tido contrario a las manecillas del reloj. 	Es (5ci.l checar 

que esta orientación es una { B1 , I3, } -orientaci6n de G 

	

I) 	1) 

	

Sean 	G 	una p,r;iFica 	{R1 ,B.,}-orient.ahle y 	y 1 , ...,v1 

un camino C en G con lis propiedades 1) y, 2) de 7.a defi- 

nición de e lel o central , demostraremos que V 1 	y1+2 un 
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número 	par de veces 

En cualquier 	(B. ,B.,}-orientación de G aristas suce- 

si.vas 	(vi,vi+1 ) , (v i4.l ,v i.,. ,) 	tienen la misma orientación 

(es decir v. -. v. 1 	y v. 	_* kf. , o h:icn v. 	-. v• 

v 1+l -,- v i ) a menos que v i = v.i+2 en cuyo caso sus orienta-

ciones son opuestas, esto es 1,.r orientación de las aristas en 

el camino se invierte cada ves que v i+ ¥ se encuentra con 

v = v i+2 o corno debemos trerninar con la misma orientación 

en la arista (y1 ,v 7 ) con la que empezarnos, el camino debe 

tener un número par de indices i. tales que vi = vi+2 y 

por tanto G no tiene ciclos centrales. 

,1 	
1)
)¥,y c) 

Demostraremos que cada una (le 	las 	suhgráficas prohibi- 

das de 	G 	y el complemento de las subgrificas prohibidas de 

cc 	contienen ciclos 	centrales. La etiquetación corresponde 

a la dada en la 	figura 4.5. 

(CPCM )c contiene el ciclo central  

(EPC111 ) c contiene cl ciclo central v ] ,v 2 , ... ,vm-1 1v ni 	v 2 . 
(s€;1)c contiene el cica central L,,e,a,d,a,c,i,c,e. 

(Sg2)c contiene el ciclo central c,b,a,b,f,e,í,g,a,g,d. 

(Sg3)C  Contiene el ciclo centi- a3. c,b,g,dl,g,a 	;,f,C,e. 

(Sg4)` contiene el ciclo central €,,d,c,a,.f,€;,Í',h,c,b, 

e, b, a,h,d. 

(Sn5)c contiene el ciclo central €;,.r,b,c,e,f,a,f,d,c, 

g , a , g ,e,d. 
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Sea 	I,PCm un ciclo sin cuerdas v l , . . •,vm con m> 4 

y w un vértice que no es adyacente a LPC:In . Corno G es 

conexa existe una trayectoria T de v: a LP'Cm de longitud 

mínima. 	S.in pérdida de generalidad T es v1 = w l ,w 2 ,...,Wk=w. 

Claramente podernos suponer que k = 3. Si k > 3 reemplazamos 

w por w. 	(w. 	cstí aislado de L1-1 C1 	loor la m.inimalidad de 

'1'). 
Caso 1 . w,, es adyacente sólo a v l 	en I,11Cm entonces 

v 	 . w2,vl,v2,...,vm' 1 	es un ciclo central  

	

Caso 2. 	,. Z es adyacente sólo a v.i 	y V2 b w2 es 

adyacente sólo a v 1 y v111 
. Sin pérdida de generalidad w2 

es adyacente sólo a v l 	y v 2 entonces w,w2V2, ... ►vni v i ,tia 2 

es un ciclo central. 

Caso 3. w7 es adyacente a v l y a alguna vi con 

í V 2 6 m. 	llntoncos w,w7 ,v 1 ,ti.' 4 ,v i ,w, 	es un ciclo central. 

Por lo tanto LPCIn no es subf;rfica inducida de G. 

Para raer que Sg 1 	no es su bgraf i.ca inducida de G to - 

mames w _ w1 ,w 2 w3 
la trayectoria m5s corta de w a Sgl 

(w 	un vértice aislado de Sgl y Sgl 	est ii dada en la figu- 

ra 4.S¥ . 

Caso 1 . 	r(w2) 	{a ,c: ,e} _ ¥. 	Sin pérdida de generali- 

dad 	b, 	entonces a,1),td l ,b,c,b es 1111 ciclo central.. 

' 	qu 	en los casos re:;ttinics a, c 6 e es adyacente a 

w 2 supondremos que w 1 	a, 



Caso 2. I'(w2) n Sgl 	{a}, 	I.ntonces w2,a,f;,e,f, 

b,c,b,a es un ciclo central. 

Caso 3. 	{a,d) C I'(w-,) , 1 a,c) C 1(w 7 ) 7) 	6 	{a,e} C r(w2) 

entonces w,w 7,a,w2 ,CI,W,II,1V 7 ,e,w2  son ciclos centrales res- 

pectivamente. 

Casa 4. r(w2) n Sgl 	{,.a,b} 6 I'(w,) n Sgl = {a,f} 

entonces w,w2,I),c,b,f,e,.f,a,w2  Ó w,w 2 ,f,e,f,h,c,b,a,w son 

ciclos centrales respectivamente. 

Caso 5. I'(w2) n Sgl = {a,b,f} entonces 

{w,w,,f,e,f,b,c,b,w2 } 	es un ciclo central.. 

c) 	d) 

Este es el teorema de Tucker ( ver (7) ) 
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v i  
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figura 4.2 
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¶.* (a—i'h) 

figura 4.3 

AAA 
figura 4 . 4 
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Sg 1* 

( Sg 1 * es Sg1 m(is un vértice 

a aislado) 

9 	 e 	b 

Sg2 

bl 

figura 4.5 
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c 	 a 	 d 
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g 	 e 	 b 

c) 	Sg3 

b 
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d) Sg4 
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ct 	 f  

a 

e) 5g5 

figura 4 . 5 
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• 

L.['C * 
¡Ti 

LI'C 	es ciclo sin cuerdas con in 4 vértices 

LPCm* es LPCJit  mas un vértice aislado. 

vi 	 v.. 

v 
lil 

0['C * m 

OPC es un ciclo sin cuerdas con ni 3 vértices 
¡Ti 

nt impar 

0['Cm* es 01'Cm  más un vértice aislado 

s; ) 

figura 4.5 
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v Z  

vni-1 

GWC m 
 es un ciclo sin cuerdas con in '6 

in par. 

figura '1.5 h) 
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