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INTRODUCC ION

Una griafica 6 consiste dooun conjunto finito de elemento
V(G) Tramados vértices de ¢ asi como de un coniunto E(G) de pa
rejas no ordenadas de ¢lementos de V(G) 1lamadas aristas de G.

En ¢éste trabajo o estudiaran algunas familias de grifi-

cas conocidas come grificas Jde intersecccidn de curvas en el --

plano. Dichas grificas surgieron en forma natural de proble-

-

mas de la vida diaria asi como de necesidades en otras disci--

plinas cientificas.

Una de las griaficas de interseccidén a tratar serén las -

graficas de intervalos, déstas son las obtenidas al tomargomo
curvas en el plano, intervalos en la recta real. Y estln con-
sideradas entre las estructuras matemiiticas mis simples. Como
un ciemplo daremos ¢l siguliente problema,

HupdnguSQ que tencmos Gy, ....C, componentes quimicos --
lgs cufiles deber ser refriperados a temperatura constante entre
t; v tiep grades, Cuintos refrigervadores son necesarios para

atpacenasy todos Tas componentes?

Sea G 1a griifica de intervalos con vértices vy, ...V, tal
que dos vértices son adyacentes siosus intervalos de temperatu
ra corresponaientes se ointerscotan.  Soosabe por la prepiedad-
Helly que o0 {0 e oun clan e O oontonces H’tij.t‘iﬁl

vl K tendera un punte en o comian., aAea t o odaichoe punte.




MHecesitamos por tanto para almacenar las componentes Cid-
i=l,...k un conjunto de¢ retfrigeradores a temperatura t v opor-
lo tantoe la solucidn para minimizar ¢l problema es encontrar-
una cublerta minima por clanes para los vértices de G.

Un tipo de grificas mis generales que las gpriaficas de ---

intervalo son las grificas de nterscecidn de subirboles de -

i)

T

un arbol. e &stas las grialicas de intervalos forman una sub
conjunto, asi como de aquellas eprificas tales que todo ciclo-

de longitud mavor o igual a 4 tiene una cucrda que une dos --

vértices no consecutivos Ilamadas grificas cordales.,

Uno de 1os resultados mds importantes que comprobarcmos -
es que la familin formada por las grificas de interseccién de
subdrboles de un drbol, la familia de las grificas corvdales, -
y la familia de las grificas R-orientables son la misma dondce
las griificas R-orientables son agquellas para las cuiiles pode-
mos encontrar una crientacién tal que no contiene ciclos diri
gidos y que para cualesquicra tres vértices v

y sV, o, Vv, tales -

que si v, c»y, o v, >y entonces (v, v ) oen E(G)

A partir de éstas equivalencias es facil dar alporitmos -

para reconocer dichas priaficas.

Una familia mds, en las cudles las grificas de intervalo:z
tambien cstan contenidas son las grificas arcocircul = -, ---
Estas son las obtenidas al considerar arce. sobre una <ircun-
ferencia vy encontrar su grifica de intersvccion,  lLas prafi .-

[

canoarco circulares cumplon con ia covdivion Je - ARd rientables
3




es decir para cualesquiera tres vértices v,, vy, V; Se tiene
que si v, =% v, ,v; —» v, entonces (v,, v;)&l(4)). Caracteriza-
ciones de ellas han sido encontradas asi como algoritmos pa-
ra reconocerlas. Una de ellas fué dado por Tucker, ésta es-
dada en términos de matrices con lua propiedad de los 1-consg

cutivos para columnas.

Ser\B&-orientublo tal vez sea una buena herramienta pa
ra encontrar otra caracterizaciéon de las grificas arco-circu
lares y por tanto daremos algunas propiedades acerca de grid-
ficas‘B%-orientab]es asi como un algoritmo para obtener di--

cha orientacidén en caso de existir,

Un problema de aplicacidén de las grificas arco circula

Tres es el siguiente:

. ’ - . .

Supongase que queremos controlar el flujo de trifico -
en una esquina,  Ciertos carriles serfn compatibles con unos
mientras que con otros no v por tanto para evitar colisiones

se instalari un semiforo.

Asociaremos un diagrama arco circular al problema de -

1o siguiente manera.

A cada carril le asociaremos un arco en un circulo el-
cudl puede -er  considerado como un reloi representando un -
ciclo el vudl serd repetido, Bl arco asignado representarii-

por tanto ci tiempo durante el cufil dicho carril tiene luz -

verde,




A carriles imcompatibles les scrin asignados arcos aje--
nos.

Resolver el problema de controlar el flujo de trdfico --
evitando colisiones se reducird al problema de encontrar una-
cubicrta minima por clanes para los vértices de la grifica de
interseccidn obtenida de el diagrama arco-civcular asignado al-

problema,

Un ejemplo especifico de éste problema esti dado en la -

figura siguiente.

Aspectos adicionales pueden ser incorporados a éste pro-

blema,-como por ejemplo minimizar ¢l tiempo de espera,

Algunos de¢ los problemas , antes mencionados asi como --
algunos problemas mis sobre las aplicaciones dec las grificas-
de interseccidén pueden ser encontrados en Algorithmic Graph -

Theory and Perfect Graphs Dby Martin Charles Golumbic.
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CAPITULO A

Una gréifica G consiste de un conjunto de vértices V(G)
un conjunto L{G) de pares no ordenados (u,v) de vértices
1lamados aristas. Los extremos de una arista e=(u,v) son

u y v y decimos que u ¥y v son adyacentes,

Una grafica G es una grifica simple si no contiene ari
stas multiples ni lazos. En esta tésis sdlo trabajaremos con

grificas simples y [initas,

D¥notaremos por |V(G)] el namero de vértices de una

grifica y [E(G)] el nGmero de aristas

Una grdafica simple en la cudl cada par de vértices dis-
tintos son extremos de una arista es llamada grifica comple-
ta y la denotamos por K si n=|V(G)|

La grifica vacia ¢s la grifica que no contiene aristas.

El conjunto de vértices adyacentes a un vértice v en

V(G) se le llamard vecindad de v y lo denotaremos por [ (v).

El grado de v en V(G) ¢s la cardinalidad de r(v) , €8
decir gr(v)=|P(v)l .

Una grifica H es una subgrifica de G si V(H)c V(G) v

E(H) ¢ E(G) tal que si (u,v) estd en E(H) entonces (u,v) es
14 en E(G).
Si H es tal que V(H) ¢ V(G) y para u,v en V(H) (u,v)

estd en (M) si y sélo si  (u,v) esti en E(G) entonces H es

Ilamada subprdfica inducida de G.




Un clan de G es una subgrifica completa de 6

Un ¢lan ¢ es maximal si no existe C’clan de G tal que C

estd contenido en €7

Un clan € cs miximo Si la cardinalidad de C es mayor o

igual gque 1a cardinalidad de C7donde C° es un clan cualquie-
ra de G
Una cubicrta por vlanes para vértices de G es un conjun

to € = C],...,Cn tal que cada CI ¢s un c¢lan maximal y

cualquier vértice de G pertenece a Ci para alguna i , 1¢i¢n
Un camino _en G es una sucesion alternada de vértices y

aristas ViaC e sty Vg tal que Vi, v son los extremos

(R

de e, para toda i | 1 n

Una trayectoria de G es un camino tal que vi#vj para
toda i¥j .

Un ciclo de 6 es una trayvectoria,excepto que v, =v, y lo
denotamos por Ck s1 k e¢s el ndmero de vértices del ciclo vy
diremos gque tience longitud k. Haremos referencia al ciclo
mencionando unicamente sus veértices.Asd Ck es un c¢iclo con

vértices Vs eV -




GRAFICAS DE COMPARABILIDAD

s PR b 4 . 5 . . e .
Una orientacidn G de una grifica G es una asignacién de di-
recciones a las aristas de G en la que cada arista (u,v) de G -
es orientada de u - v 6 de v ~-» u.
Dado v en V(G) definimos su {rontera extervior {(interior) co-
mo el conjunto de vértices u tales que v->u (u-pv) y lo denota

mos por I (v) ( vy ).

Definimos prfv)=\f"(v)\ como el grado exterior Yy gr(v)§r+(v)|

como ¢l grado interior de v .

Un c¢iclo dirigido Cn es una sucesidén de vértices y aristas
VoV~ Vg, e e,V S v
1V > ViV ViV > vy

Una gréiafica G estd dJirigida aciclicamente si no contiene ci-

clos dirigidos,

P

na grifica G estd orientada trdnsitivamente si  para cuales

quiera tres vértices Vi»V,,Vyoen V{G) tales que v1~>v2 , v2~) Vs
se tlene que vl~) Voo .
Una grifica G que admite una orientacidn transitiva se le -

1lamard grafica de comparabilidad o transitivamente orientable

(TRQO)Y.
No todas las grificus son griificas de comparabilidad,un ejem
plo de €ste hecho es el ciclo Cg v en general los ciclos de lon-

gitud n con n impar-,




GRAFICAS DE _COMPARABILIDAD

Una orientacién € de una griifica G es una asignacién de di-
recciones a las aristas de G en 1a que cada arista (u,v) de G -
es orientada de u - v 6 de v —» u.

Dado v en V(G) definimos su frontera exterior (interior) co-
mo ¢l conjunto de vértices u tales que v-»u (u-d»v) y lo denota

mos por [ (v) ¢ M) ).

Definimos pr{v)=““'(v)\ como el grado exterior y gr(v)#r*(vjl

-

como ¢l grado interior de v .

Si G=Kn entonces G lo l1lamaremos torneo.

Un <ciclo dirigido Cn es una sucesibn  de vértices y aristas
LA 4 4 r
VQ’\J> LATALTRREEIS MU S, J

Una grafica G estd dirigida aciclicamente si no contiene ci-

clos dirigidos.

Una gridfica G estd orientada_trédnsitivamente si para cuales

quiera tres vértices VisVoyaVg o en V({G) tales que v]—)vz , vz—) v
se tiene que vl—} Vo o

Una grdfica G que admite una orientacién transitiva se le -

llamard grifica de comparabilidad o transitivamente orientable

(TRO) .
No todas las grificas son praficas de comparabilidad,un cjem
plo de éste hecho es el ciclo C¢ v en general los ciclos de lon-

gitud n con n impar,




A continuacibn daremos un algoritmo quc identifica -
las grificas TRO y produce en ellas una orientacibn tran-
sitiva . Este algoritmo fue dado po A. Pnueli , A. Lempel
y &. Bven,

Mas informacidn acerca de e¢ste tema se encuentra en -
Algorithmic Graph Theory and Perfect Graph by Charles Go--
Jumbic y o¢n Golumbic M.C, (1977).

Dos aristas (a,b) , (b,c) estan conectadas fuertemen-
te en G si la arista (a,c) no pertenece a E(G).

Dos aristas e Cj estin relacionadas fuertemente --

( eiR e. ) si existe una sucesién de aristas €,7Cy,...,0C

j m
=ej tal que para toda kK 1¢§ k ¢m-1 ¢ estid conectada fuert
temente a CrLeq:

Esta es una relacidn de cquivalencia y por lo tanto -
induce una particion sobre las aristas de G, A cada una de
estas clases de¢ equivalencia la llamaremos R-clase.

En algunos casos serit posible definir una orientacion
en las aristas de una R-clase,usando ¢l siguiente algorit-
mo. Si €ste di una orientacibn transitiva en la R-clase -
decimos que ésta es R-orientable ,en caso contrario no es
R-orientable,

Algoritmo 1.1 ( A. Pnuecli , A. Lempel , S. Even )
Pasco 1. Elegimos una arista (a,b) de una R-clase Ay

orientamos a->b . Sca A={
.

Paso /.- Para todas las aristas (a,x) [{h,xﬂ fuerte

mente concctada a (a,b)




a) Si (a,x) ( (b,x) ) no estd oricntada,
orientamos a-» x ( x-»b ) .
b) Si (a,x) ( (b,x) ) esti orientada y
x-=0 (b~+x) alto A no e¢s R-oricntable.
Paso 3 .- A”= A"Uja-eb}
Si A=A"alto. Si no eclegimos cualquicer arista

no dirigida de A-A7 y vamos al paso Z.

Este algoritmo puede ser modificado para que encuentre
y oriente simultancamente si es posible la R-clase de equiva
lencia que contiecne a una arista (a,b) de G o bicn nos dice
que A no ecs R-oricentable.

El algoritmo ecs como sigue:

Algoritmo 1.2

Paso 1 .- Escogemos (a,b) arbitrariamente en G y orien-

tamos a-~b . Sea A=Q

»aso 2 .- Encontramos todas las aristas de G fuertemen-
te conectadas a (a,b) .Procesamos todas con
el piaso 2 del algoritmo 1.1 .

Paso 3 .- Sean A’=AU3 a~>b}

§i todas las aristas en E(G)-A"no estdn orien
tadas entonces A”es una R-orientacidn para A.
De otra forma elepimos cualquier arista diri-

gida que no esté en A” y vamos al paso 2.




En el paso 2 encontramos todas las aristas de A,las cud
les procedemos a orientar si €stas no estdn orientadas.Por
lo tanto el algoritmo 1.2 encuentra y R-orienta la clase de
equivalencia A que contiene a la arista clegida en el paso 1

Bl siguiente algoritmo nos dd una orientacién transiti-
va de una grifica G si <$sta existe o nos dice si tal orienta

cién no es posible dar.

Algoritmo 1.3

Paso 1 .- Sea (=G~

Paso 2 .- Elegimos cualquier arista (a,b) en G7y aplica
mos el algoritmo 1.2 para producir una.R-orien
tucién en A la R-clase de equivalencia de G~
que contiene a (a,b) .
$i A no e¢s R-orientable,alto G no es transiti
vamente orientable

Paso 3 .- %i todas las aristas de G estédn orientadas,al
to G es una grifica de comparabilidad.Si no

Sea ("=G"-A y vamos al paso 2.

Un ejemplo de una grifica orientada transitivamente uti
lizando ¢l algoritmo 1.3 es dado en la siguiente figura (fi-

gura 1.1).




/\2 R-clases de ecquivalencia de G




GRAFI1CAS DE INTERSECCION
Dada una familia de conjuntos F={C‘;....,Cn} definimos
su grafica de interseccidn de la siguicnte forma:

L}
tal que (v;,v;) es arista de £ si y =210 si COC;#0.Ver la

G es la griafica cuyo conjunto de vértices es vl,..v -

figura 2.1,

Teorema 2.1

Toda grifica G es una grafica de interseccidn,
Demostracion:
Sea veV(G)
Si definimos S(v)=1{ (u,v) / (u,v)eE(G)} vy
F={ S(v) / veV(G))
entonces G es la grifica de interseccidn de F ya que

S(uUYNS(v) # # si y sb6lo si  (u,v) estd en E(G).

De la figura 2.1 el conjunto
F=(S(vl),S(vz),S(va),S(vh)) estid representado por G

donde S(vl):( (v‘,v)).(vl,va)}
S(v3)={ (v

Vo) (vov ), v v ) )

2 ’

1
S(v )=l (v v ), (v v ), (v v ) }
S(v 2= (v v ), iv v )

Si en la definicidn de griaficas de interseccidn toma--
mos como Li T¢ign una curva en el plano, a la gréfica de in
terseccion  la llamaremos grafica de interseccidn de curvas
en el plano.kl ejemplo dado en la figura 2.1 corresponde a

una grafica de éste tipo.




Un hecho interesante acerca de €stas grificas es el e-

nunciado en el siguiente teorecma

Teorema 2.2

No todas las graficas son graficas de interseccidn de
curvas en el plano.
ﬁemostrncién:

La demostracidn se¢ hard por contradiccibébn y para 8sto
utilizaremos a Ky

Sean G=K,y y G7la gréifica obtenida de G al introdu--
cir un nuevo vértice sobre cada una de sus aristas (Ver fi
gura 2.2).Demostraremos ahora que G no cs grafica de inter-
seccidn de curvas en el plano,.

Supongamos que F=(C‘,..,Cn}cs la familia de curvas -
en el plano que representa G. Podemos encojer a puntos to--
das las curvas correspondientes a los vértices de G sin -
crear nuevas intersecciones en las curvas correspondientes a
los vértices en W=V (G”)-V(G) excepto que todas las curvas -
en W que intersectan una curva v en V-¥ ahora intersectara
en el punto P a el cudl fue contraido.ll diagrama resultan-
te es una rcalizacién planar de G donde los puntos para 1los
cuales las curvas representan vértices de G fueron contrai
dos representan los vértices de G y las curvas que represen
tan vE&rtices en W corresponden a las aristas de G.Esto es -

una contradiccidn ya que G es una grifica no planar.




1O
GRAFICAS DE INTERVALQS

Las primeras grificas de intersceccion de curvas en -

el plano en definir serin las grificas de intervalos.

Sea F={I‘,...,In} un conjunto tal que cada 1J con -
j=1,...,n es un intervalo en la recta rvcal.Definimos G co
mo la grdfica con vertices v ,,...,v, tal que (Vi»Yj) esta
en BE(G) si y sb6lo si 1LK\B¥Q.

Al conjunto de intervalos junto con la recta rcal lo
llamaremos Diagrama de Intecrvalos | y lo denotarcmos por

SI‘{ y a la griafica G la cull representa I la llamaremos
l

Grafica de Intervalos denotada algunas veces por G(I,Ex).

Una grafica G serda una grifica de intervalos si ésta

representa algun diagrama de intervalos.Ver fig. 2.3 .

Si la longitud de cada Ij con j=1,..,n son dec longi-
tud igual a uno tenemos cntonces una grifica de interva--
los unitaria.

Una grifica de intervalos propia es aquella que re;-
presenta un diagrama de intervalos tal que ninglin inter-
valo contiene a otro de manera propia. Roberts demostrd
que las grificas de intervalos propias son cxactamente --
las grificas de intervalos unitarias (Roberts (19069)).

En lo que sigue no ompondremos condiciones a los in-
tervalos en cuanto @ su contencidn en otros o en su tama-
fio.

""O"""‘ . YA




Proposicibn 2.3

Una subgrifica inducida de una grifica de intervalos

es una grafica de intervalos.
Demostracidn:

Sea ‘Ti‘ inl diagrama de intervalos dec G cntonces‘lg“‘J
f{
J€1 es un diagrama de la subgrifica inducida por G*=(J,

,EJ) .

Las grificas de intervalos satisfacen la siguiente -

definicibn.

Definicién 2.1.- Una grédafica G es una grifica cordal
si todo ciclo simple C de longitud mayor que 3 tiene una
arista que une a dos vértices no concecutivos del ciclo.

Un ejemplo de grafica cordal es dado en la figura
2.4

Proposicidn 2.4

Las griaficas de intervalos son graficas cordales.
Demostracidn:

Esta se harl por contradiccidn.

Supongase que G es una grifica de intervalos tal que
contiene un ciclo Cn con vértices VisereaVpo10V Yy con
n mayor que 3

Sea Iy el intervalo que denota al vértice vg

Para i=1,...,n elegimos un punto p; en Iif\li+] .

Como ]j e 1i+2 no se intersectan la sucesidn de pun

tos p, es una sucesidn de puntos estrictamente creciente




o estrictamente decracientg por lo tanto e¢s impesible que
I1 e In se intersecten y por lo tanto (v],vn) no es aris-
ta de G,lo cufil contradice la hip8tesis de que C es ciclo

de G.

Ejemplos de grificas cordales las culdles no son gra-

ficas de intervalos son dadas en las figuras 2.5y 2.6 .

Proposicidn 2.5 (Ghouila-Houri (1962))

El complemento de una gréafica de intervalos se puede
orientar transitivamente,
Demostracidn:

Sea ‘Ij‘ je1  um diagrama de intervalos de G=(1,E;)

Definimos 1a siguiente orientacisn 8¢ de 6¢ como -
sigue:

i—»j si y sblo si Ii< Ii

donde 1< Ij significa I, aparece a la izquierda del in

tervalo ]j' (Esto sucede siempre en e ya que Iir\lj =¢)
Es claro entonces que i-»j y j-»k implica 1i<-Ij

c 1j<’1k y por lo tanto Ii( Ik ,es decir i-»k ,por lo

tanto G- estd orientada transitivamente.Ver fig. 2.7.

Definicidén 2.2.- Un conjunto X e¢std ordenado parcial
mente por la relacion "' sobre X si:

i) x¢v , v¢z implica x{:z {(transitividad)

11) g{; (antisimetria)

Definicidn 2.3, - Si un conjunto ordenade parcialmen-
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te satisface ademds que
Para toda x,y en X x{y o y«{x

decimos cntonces que X estfii totalmente ordenado y (X,() lo

o llamaremos Orden Lincal sobre X.

Teorema 2.6 (Gilmore y Hoffman (1964))

Sea G una grifica no orientada.Las siguicntes afirma
ciones son equivalentes:

i) G es una grafica de intervalos

i1} G no contiene a Cy v 6% es una grifica de compa
rabilidad.

111} Los clanes maximales de G pueden ser ordenados
linelmente tal que para todo vértice x de G,los clanes -

maximales que contienen a X ocurren consccutivamente.

Demostracibn:

i)=2>11i) Se probd en las proposiciones 2 y 3

.. P "
ii)=% iii)
Para -demostrar esta implicacién demostraremos el si-

guiente lema

Lema 2.7

Si AysAq son clanes maximales de G entonces

a) Existe una arista en G¢ con un extremo cn Ay ¥ -
otro en Ag.

b) Tales aristas de G- conectan a A, con Ay tienen,

1a misma orientacidn.




Demostracion:
" ‘.-1) "
Si tal arista no existe entonces AVA, es un clan -

de Gy por lo tanto A, vy Az no son ¢lances maximales.

[} b) "

Supongamos que a->»b y c-»rd y a,c estin en A, ¥y
b,d estin e¢en Az es decir es falso h)

Si a=b o b=d entonces por transitividad de 8¢ se
tiene que b—+d o c—ra lo cuddl ¢s una contradiccidn ya «.
que (b,d) y (c,a) estan en GO,

Si los cuatro vértices son distintos entonces (a,d)
o (b,c) estin en G- porque G no tiene ciclos de longitud
cuatro sin cuerdas . Sin perdida de gencralidad (a,d) es-
td en G%. Si a-»d entonces a-»c por transitividad de
C

G lo cuil es una contradiccidn.

Similarmente si d-»a y asi queda probado el lema

o

Ver figura 2.

Probaremos ahora la implicacidn ii)=piii) del teore-

Considerese la sipuiente relacidén en la coleccidn C
de clanes maximales de G

A Ay si existe una arista que conecta A, con Ag di
rigida de A, hacia Ag por lema 2.7 esto define un tor-
neo sobre €. Veremos entonces que ﬂ}() ¢s un torneo tran-

sitivo v por lo tanto ordenado lincalmente.




Suponguamos que ACA, Y AL{A,entonces existen aristas

-

-~aC p <y
Wk X y y-»z cn 67 tales que w oestid en Ag, X,y esti en
Ay y = oestd en Ay .

. N . - o . PR TC .

Si (x,z) no estd en ( entonces x-»z  estd en Gy poil
. 2 . .
lo tanto w-»z en G es decir A{Ay . Ver figura 2.9,

Similarmente sc demuestra si (w,y) no es arista de G,

Podemos suponer entonces que (w,y) , (x,z) son aris-
tas de G. Como G no contienc vciclos de longitud 4 sin

: : A .C
cuerdas cntonces (w,z) estd en (G,

S . . . C .

Si z—-»w por transitividad de G se¢  tiene que X -»
lo cual es imposible por lo tanto w-»z vy A‘<A,, por lo
tanto C e¢s un tornco transitivo,por lo tanto C estid orde-
nado lincalmente.

* Sea A ,..,Am un orden lineal de los clanes maxima--
les de G. Para demostrar ahora que x ocurre en clanes con-
secutivos  supongamos que X estl en A, , X no estd cn A,
y X esti en Ak , donde Ai<Ai<Ak . Como X no esti en Aj en-
tonces existe y en Aj tal que (x,¥) no estd en G , pero -
Ai(Aj ésto implica que x-»y y como A1< Ak s¢ tiene que
y~*x lo cudl no puede suceder,por lo tanto x estd en Ai y

por lo tanto debe ocurrir en clanes consccutivos

Por Giltimo probaremos iii) =P 1)
Para cada x en V(G),sea I(x) el conjunto de todos los
clanes maximales que contienen a x . Los conjuntos que con

tienen a x son intervalos del conjunto ordenado lincalmne

te (C,). Ya que dos vértices estdn conectados si y sdlo -
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si estdn contenidos cn algidn clan maximnal se tiene que
(x,y) estd en E(G) si y s8lo st I{(xXINT(Y)¥# @

Corolario 2.8

Una griatica 6 no dirigida ¢s una prifica de intervalos

. . ‘ . . o . . .C

st y s61lo si no contienc a €y como subprifica inducida y G
es una griafica de comparabilidad,

Demostraciodn:

Directa del teorema anterior,
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CAPITULO B
GRAFICAS CORDALES

Definicidn 3.1 Una grafica que no contiene ciclos es --

1lamada acticlica.

Definiciédn 3.2 Dos vértices u,v se dice que estan conec

tados si existe una u-v trayectoria en G.

Estar conectados es una relacidn de equivalencia sobre los
vertices de ¢ y por lo tanto inducen una particidn sobre --
ellos en subconjuntos no wacios V,,V,,...,Vn tal que dos de
ellos estan conectados si y solo si estdn en la misma clase
de equivalencia.

Las subgrificas inducidas G(V,),...,6(Va) son llamadas
las componentes de G.Si G tiecne una componente cxactamente -
entonces es llamada conexa.De otra forma es llamada discone-
xa.

Definicidén 3.3 Una grdfica G es un &rbol si es una gri

fica aciclica conexa.

- Definicién 3.4 Una gréafica es llamada cordal si todo

iclo simple con mis de tres vertices tienc una arista que -

[g]

conecta a dos vertices no consecutivos.También reciben el -
nombre de graficas trianguladas.

Definicién 3.5 G es una grafica de subirboles de un ar
bol si esta es la prafica de interseccidn de una familia de
subirboles de un idrbol no dirigido.

Definicién 3.6 Un vértice v es llamado simplicial si su

vecindad induce una subgrifica completa.

v

' Definicidn 3.7 Unsubconjunto S<V es un separador de vértices para
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no adyacentes a a y b o un a-b-separador si al quitar
S de la grifica esta separa a a y b en comppgnentes distintas

Definicidn 3.8 Si ningin subconjunto propio se S e¢s un

a-b separador cntonces S es un a-b-separador minimal.

Dirac y mis tarde Lekkerkerker y Boland demostraron que
”
toda gridfica tiene un vértice simplicial. Esto lo enunciare-
mos en el siguiente lema.

Lema 3.1 (Dirac 1901)

Toda grafica cordal G tiene un vértice simplicial.Mis -
aln $i1 G no es un clan entonces tiene dos vertices simpli--
ciales no adyacentes.

Demostracibn:

Si G c¢s completa el lema es claramente wilido

Supongamos que G no.-es una grifica completa,Demostrare-
mos por induccibn sobre el ntmero de vertices que G ticne --

dos vertices simpliciales.

si JV(G)l=2 el lema es vilido

Supongamos entonces que ¢l lema se¢ cumple para grifi--
cas con menos de k vértices.

Sea G tal que IV(G)l=k

Scan a,b vertices no adyacentes y S un a-beseparador --
minimal con Ga y Gb componentes conexas de G ﬂye contienen a
a y b respectivamente.

Por induccién la grifica G° cuyo conjunto de vértices
es AUS (donde A es el conjunto de vBrtices de Ga) ticne dos
vertices simpliciales no adyacentes.Como S induce una subgr

fica completa vno ae los vértices debe estar en A o G7es
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ella misma una subgrafica completa y cualquier vértice de A

es simplicial en G7

Por otro lado como la frontera de A estd contenida en -
AV S un vértice simplicial de (7 en A es simplicial en todo
G.De Ta misma forma B contiene un vértice simplicial de G, -
por lo tanto G tiene dos vértices simpliciales no adyacentes
st G es una grifica no completa,

Deanicion 3.9 Una P-orientacion de G e+ una orientaciodn
que satisface las sipulentes condiciones:

i) La gréfica resultante no tiene ciclos dirigidos

11) Si a,b,c son vértices de G tales que a-»bh y cPb
entonces la arista (a,c) pertenece a G

Un ejemplo de una grifica R-orientable e¢s dada en la fi
gura 3.1,

Llamaremos a un vértice v de la gréfica sumidero,si --
todas las aristas incidentes con €1 estéin dirigidas hacia v.

Es ficila ver que una grafica dirvigida,sin ciclos diri-
gidos ticene un sumidero.

Con estas ultimas definiciones y el lema de Dirac demos
traremos el lema de Rose.

Lema de Rose 3.2

Una grifica G es cordal si y s6lo si tiene una R-orien-
tacidn,
Demostracidn:
et . : . 1N 4yt

Esta se hard por induccidn sobre el ntmero de vértices
de la grafica.

§i la cardinalidad de G es 1 el lema se cumple
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Supongamos quc el lama es vilido para una grifica -
cordal con menos de k vértices.
Sea G tal que el nidmero de vértices de la grifica es k,
G cordal entonces por el lema de Dirac G tiene un vértice --
simplicial v y por hipdtesis de induccién G-v es R-orienta--
ble.Si regresamos v a la grifica orientando todas sus aris--
tas adyacentes hacia €61 obtenemos asi una R-orientacién de G
\l@ll
La demostracibn se hari por induccidn sobre el namero de
vértices de G.
Para | V(C)]=1 se cumple obviamente
Supongamos e si G e¢s R-orientable won iVe)ls kK el lema
se cumple
Sea G con lV(G)|=k grifica R-orientable entonces por ob-
servacién anterior G tiene un sumidero v.Es claro que G-v --
es R-orientable y YV(G-v)l< k por lo tanto por hipbtesis de
induccién G-v es cordal. Si regresamos v a la grafica G-v -
obtenemos que G es una grifica cordal.
Otra caracterizaci®n mis acerca de las gréficas corda--
les fue dada por Fulkerson y Gross (1965) y esta al igual --
que la anterior estf basada en el lema de Dirac.

Teorema 3.3

Sea G una grafica no dirigida.lLas siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

i) 6 es cordal

ii) G tienc un esquema de eliminacibn perfecto y cual-
quier vértice sim~licial pucde empezar dicho esquema.

iii) Todo separador de vértices minimal induce una sub-




grifica completa de G.
Demostraciédn:
" )i

Se utilizard induccién sobre JV(G) ]

Si G es cordal con un s6lo vértice el tcorema se cumple

Supongamos que ¢l lema es vilido para G tal que \V(G)l—
es menor que k

Sea G grdfica cordal con |V(G)\=k,por ¢l lema de Dirac
G tiene un vértice simplicial v. ]V(G-v)l=k~l y G-v es una
grdfica cordal,por lo tuanto por hipétesis de induccidén G-v
tiene un esquema de eliminacién perfecto v, ,...,Vw .Si au--
mentamos v al esquema anterior obtenemos un esquema de elimi

nacidn perfecto para G.

*ii)=Hi)"

Supongamos que G ticne un esquema de eliminacidn perfec
to.

Sca C un ciclo de G. Si tomamos el vértice en C con el
tndice mis pequefio en el esquema de eliminacién,como la fron
tera de v interseccibn C ticne al menos dos elementos y la -
eventual simplicidad de v garantiza la existencia de una --
cuerda en C,se tiene que G es una grifica cordal

' iii) =iy’

Supongamos que todo separador de vértices minimal indu-
ce una subgrifica completa de G

Sea C=(a,x,b,¥1,...,¥ ) con n21 un ciclo de G.

Cualquier a-b-separador minimal de vértices de G debe -
contener a los vértices X ¥y y¢ ,pero como cada separador de

G induce una subgrifica completa la arista (x,y;) debe estar
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en G y por lo tanto (x,yc) es una cuerda de C,es decir G es

una grifica cordul.

") ediiif

Sea G una grifica cordal y S un a-b-separador minimal -
de vértices de G.

Sean Ga y Gg las componentes de correspondientes a a v
b respectivamente en Gyng (donde Gyg es la subgrfica induci-
da por V-S y Gao ,Ge las subgrificas inducidas por A y B sus
conjuntos de vértices correspondientes).

Como S es un a-b-separador minimal cada x en S es adya-
a algGn vértice en A y alguno en B por lo tanto para cuales-
quiera dos vértices x y vy en § existen trayectorias Ty ,Ty --
con vértices correespondientes x,al,...,ug,y y y,bl,...,b‘

, X con ag& A lgigs y 1<idt
Por lo tanto la trayectoria T con vértices Xy@ pene,y
ag ,Y,br,...,by,x es un ciclo de G con longitud mayor o i---

gual a cuatro,por lo tanto debe tener una cuerda.Pero (ag,ay)

no es arista de G y (b ,b;) tampoco es arista de G por scr Ty

Ty trayectorias minimales y por definicidén de separador de -
vértices la arista {(b,ay) no pertenece a G y por lo tanto -
(x,y) es cuerda de C , se tiene entonces que § separador mi
nimal de G induce una subgrfica completa

En la figura 3.2 mostramos una grifica cordal y su co--
rrespondiente esquema de climinacidn perfecto.

Basados en estos lemas (1,2) obtenemos algoritmos cfi-

cientes para reccenocer una grifica cordal asi como una mane-

%_J
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ra simple de encontrar una R-orientacidn si €sta cexiste.

-

Probaremos también que toda grifica e¢s cordal si y so-
lo si  es grafica de intersseccidn de subirboles de un ar--
bol y de igual forma daremos un algoritmo eficiente para en-
contrar una representacién de G por medio de subdrboles de -
un arbol si G es una grifica cordal.

Para esto definiremos la siguilente ortentacidn en una -

grifica de subdrboles de un arbol.

[9p]
[
&3]

G una grifice de subdrboles de un &rbol

wn
o
8]

F su fawmilia representante sobre un fdrbol T

Sea P un punto cualquiera de T.Con éste punto podemos -
orientar las aristas de T de tal forma que todas estén orien
tadas hacia afuera de P. Ver figura 3.3

P serd llamado la rafz de T.Para cualquier subdrbol V.
de T su raiz quedari definida de manera natural como en la -
figura 3.4.

Supondremos siempre sin perdida de genecralidad que sub-
drboles distintos tienen raiz distinta.Denotaremos por i~ 1la
raiz de Vg .

Es claro que si vgn'v; ## entonces iev; o ity pero
no suceden los dos casos a la vez.Utilizando &sta propiedad
induciremos una orientacidn en una griafica de subarboles de
la siguiente manera:

Dada una griafica de interscccidén de subdrboles de un -

arbol orientamos orientamos la arista (vi,Vf) de \t—é \U 5}




y $8lo si i e:b.

Es ficil deducir de ésto que toda grifica de intersec--
cion de subirboles de un {rbol es R-orientable y por lo tan-
to una grifica cordal.Demostrarvemos también que toda cordal
es grafica de intersecccidon de subirboles de un drbol y para -
esto veremos cn seguida que dichas grificas satisfacen la --
Propiedad lelly enunciada a continuacion,

Definicidn 3.10 Una familia (T

i
conjunto T sc dice que satisface la Propiedad Helly si pa-

Ide subconjuntos de un
ra cualquier subconjunto J de I, TgATy#0 ) con i#j , i
y j en J se tiene qucC}T{#ﬂ

[ ¥

Teorema 3.4 Una familia de subdirboles de un arbol satis-

face 1la Propiedad de Helly.
Demostraci6fn

Sea T un drbol y F su familia representante de subirbo-
les de el drbol T

Sean a; ,a, ,a3; tres puntos en T

——

Sea F el subconjunto de I tal que cada elemento contic-

ne dos de los tres puntos
Sean F,= {(V /VeF y a ,a v}

]?2: {'\'r_ / v ¢F Y o dy ,a; CT'

f—_—

n

Fo= [V /¥ ¢ I Y A, ,d; £V )
Sean P, ,P, ,P, traycctorias de T tales que conectan a
con a, , 4, con a, Yy a,con g, respectivamente,
Como T es drbol PN P.NP, #§
Para toda 1 L 3 si T7r13 entonces Py VvV vy por lo -

tanto P‘"CF\ v

VEeF;




- 37 -

por lo tanto

(M 7 ((\ )ANTY) 2 0APARE |
~NeF Ve I Fy
por lo tanto

f\ Vg

TeF

Probaremos ahora por induccidn el tecoreme sobre la car-

dinaridad Jdui conjunte Jde Indices.
Si la familia tiecne s6lo dos clementos ¢
lido de manera trivial,
Supongamos que vale para [Jl< k es decir
si TNL#E par toda i,j en J entonces f\T 74

Sea (T L} una familia de subﬁrbolcs de

LT
que |J\=k
Por hip6tesis de induccién existen
®-!
a eNT¢ , n(\l y a0V T
[ 7 3

Y adcmﬁs cada T{ contienc al menos dos de las
por la observacidn anterior

(\1#(4

L‘l

.

Teorema 3.5

1 teorema

es vi

un irbol T tal

ag por tanto -

G es una grifica cordal si y sdlo si G es una grifica -

de interseccidn de subfrboles de un arbol.

Demostracidn
" [ ]
L
csta se obtiene de la observacidn hecha
v _;':3}

La demostracibn la haremos por inducidn
ro de vértices.

Para tV(G) =1 se cumple el teorcwma

anteriormente

sobre

el

name -




Supongamos que para G cordal con menos de k vértices el teco
rema se cumple
Sea G una grafica cordal con lV(G)Fk,por‘el lema de Di
rac existe v en V(G) vértice simplicial,por lo tanto por hi-
potesis de induccidn existe una representacidn F de G-v so--
bre un arbol T,
Scan?i RN los representantes sobre T de la  --
frontera de v.lEstos satisfacen la propiedad lHelly por lo tan
n-
to existe p eNV,
Jos
Para obtener una representacidén de G por medio de una -
familia de subfirboles de un drbol aumentamos a T la arista -
(p,b),con b un punto no en ¢i drbol T v a(auhta. g« -
4
. g (avd .
la arista (p,b),denotemos estos por Ve T <.§ «n
LLa familia obtenida Fldc F al substituir sbdlo los VQi--
~ .
por los VU y tomando como representante del vértice v sobre
la arista (p,b),forma una representacién de G por medio de
subirboles de un irbol,

Grificas de Subidrboles Propia

Roberts caracteri:ﬁlgs grificas de intervalos propias y
demostrd que forman una familia propia de las grificas de in
tervalos.Sin embargo veremos que esto no se cumple en griafi-
cas de subfirboles propios.Para demostrar ésto daremos la si-
guiente definicidn.

Definicidbn 3.11 Una grifica es lluamada griifica de subir

boles propia si ésta es la grifica de interseccién de una -

familia de subirboles de un arbol tal que ningin subirbol es
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ti4 contenido en otro proplamente.

Sea G una grdafica de subdrboles de un Arbol y F su fami
lia representante sobre un drbol T

Sean’V,,...,VigF los subidrboles que estiin contenidos en
otros. Consideremos un punto uicT} 1 ¢1 gk

Sea T, el drbol obtenido al aumentar a T un vértice b -
adyacente a ag 1 i gk con b #bjsi 143

Para toda 1 <i gk sea vy el subirbol obtenido al aumen
tar a Vi la arista que conecta a ap con be (ver figura 3.5)

Denotemos por F, la familia obtenida de F cambiando uni

— ~

camente v, por Vi

G es también la grifica de interscccidn de F, y F; no -
tiene elementos contenidos unos en los otros.,por lo tanto G
es grifica de subirboles propia y de fsto obtenemos las si--

guientes cquivalencias.

Teoremal.o

i) G es grifica de subiarboles de un arbol.
ii) G es grifica de subdrboles propia.

iii) G es grafica cordal.

Basados en los lemas 3.1 y 3.2 mostraremos una forma --
simple de construir una R-orientacidén si ésta existe.

Algoritmo 3.°

Paso !.- Sea i=N

9

Paso Sea G7=0
Pase 3.- Buscamos un vértice v en V(G) tal que los

vértices adyacentes a €1 estén conectados
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unos con otros.Si tal vértice no existe
G'no es R-orientable.
Si existe sea v=y; e i=1i-1 y vamos al jpa

o 4

0

Paso 4.- Sea G=G=v;
Si G tiene sdlo un vértice sea i=1 y va-
mos al paso § si no vamos al paso 2
Paso §5.-Tomemos v, y orientamos todus lus aristas
(z,vi) de :'>V£ y vamos al paso o
Paso 6.-Seca i=i+1
Si i#n regresamos al paso §5 si no vamos -
al paso 7
Paso 7.-La orientacidn obtenida de G es una R-ori

entaciodn.

Por el algoritmo anterior si G puecde ser orientada en--
tonces sus vértices pueden ser numerados 1,...,n de tal for
ma que si i-»j entonces i <j.Esto puede hacerse ya que la --
grifica estd dirigida aciclicamente y por lo tanto se pueden

eliminar sucesivamente sus sumideros,llamando n al primer su

midero encontrado,n-1 al segundo,etc.

Supondremos siempre que una grifica cordal ha sido R- -

orientada y sus vértices ordenadosc como se dijo anteriormen

te.

Utilizando ésto daremos a continuacidn un algoritmo ‘pae

Ta encontrar un clan miximo.




Sea 1 un vértice de la grifica.Denotamos por Jg el con
junto de vértices j tales que j-®i.Ya que G es de cuerdas -
Jéuii‘ es un conjunto completarente conexo de vértices.Mis
ain si § es un conjunto completamente conexo de Vértices en
tonces S$=J;U{i{ para alguna i.

Sea i ¢l vértice mids grande en S,se sigue que para to-
joen Jy j+i.

La obscrvacidn hecha arriba implica que todo clan de G
es de la forma J;v}i{ dondec i es el vértice mis grande del
clan,por lo tanto el nfimero de clanes de G es a lo més n.
Si tomamos ahora solo los conjuntos maximales entre los -
Jgd\i{ obtenemos el conjunto de todos los clanes de b.

‘ara encontrar un clan miximo buscamos ¢l vértice i
con ¢l grado interior mis grande..lPor tanto para encontrar
un clan miximo contamos el ndmero de aristas que entran en
cada vértice y asi el nlmero de pasos necesarios para encon
trar dicho clan es n(max 441) } donde dI(i) denota cl grado

Y
interior de 1i.

Si toma ahora una grafica con pesos asignados a sus --
vértices,utilizando el algoritmo anterior podemos encontrar
un c¢lan de peso maximo de la siguiente forma:

Sea w; El peso asignado al veértice i,calculamos el va-

lor W, definido como sigue:
““L:: i‘ W,
e I uiii
El vértice i para el cudl Wi es miximo indicara el --

clan de peso maximo J(U(i1.




Algoritmos para Cubicrtas Minimas por Clanes y Conjuntos In-

dependientes Miximos.

Definiremos inductivamente una sucesidn de vértices Ny

UPIRIIRS (W) de la siguiente forma:

-~

aty u‘ﬂ‘;
Definimos n, como el vértice mids grande menor que Ny oy

y el cudl no esté en J U ..U
n, ny oy

Los vértices menores que n, estiin en Jn u...u J - por
! t

tanto ‘n1,n2,...,nts U Jn1 U....U .JnL es ¢l conjunto de vér

tices de G.

El conjunto de vértices ﬂnl,...,nti ¢s un conjunto 1in-
dependiente y por lo tanto una cubierta minima por clanes de
be tener al menos t conjuntos.

Para toda 1, 1§1i¢t S"i= J“i U\ nizcs un clan y por lo

tanto Ssn ,...,Sn g es una cubierta minima por clanes de G y
1 t

§n1,.....nt} es un conjunto independiente miximo. Es decir

el tamafio del conjunto independiente es igual al tamafo de la

cubierta minima por clanes de G.




Figura 3.1
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(d,e,c,f,g,h,i,b,a)

(d,f,g,h,e,c,i,b,a)

el esquema de eliminacidén perfecto

no es nico.

figura 3.2
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CAPITULO C
GRAFICAS ARCO CIRCULARES

Definicidén 4.1.-Un diagrama arco circular consiste de

un circulo C y un conjunto de arcos'?l,...:ﬁ~ sobre C.Este
diagrama serd denotado por C(Vy,...,v,).

Definicidn 4.2 A 1a griifica de intersecccioii G que re--
presenta al diagrama arvco-circular la llamaremos grifica ar
co circular,

Igual que en casos anteriores G es una grafica arco-
circular si G representa algan diagrama avco-circular.Ver
figura 4.1 .

Si'Vzes un arco sobre C entonces 72=(i',i+) e¢s el arco
con extremos i~ ¢ i¥ tal que cualquier punto en Vg que se -
mueve en sentido contrario a las manecillas de reloj va de
i~ ai” (extrremo negativo y positivo del arco respectiva--
mente),

S8lo tomaremos arcos tales que nimgunos dos arcos tie
nen extremos en comGn,ningin arco cubre por completo C y no
existen dos arcos tales que su unidm sea C.

Dada una grifica arco-circular G utilizaremos su dia--
grama arco-circular para inducir una orientacidn sobre G -
como sigue:

Si (v(,vs) e¢s arista de G entonces v1;9VJ en.a siy s
lo si j= corre e¢n el intcrvalo'Vk . Ver figura 4.2

Una griafica orientada que representa al menos un dia--
grama arco-circular es llamada grifica arco circular orien-

tada.
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Definicién 4.3.- Una grafica G es{R}-orientable si pa-

ra cualesquicra tres vértices VoaV,HVy tales que v, »v,,

v,Trv, sc tiene que (vl,va) es arista de G,

Teorema 4.1
Si G es una grafica arco circular entonces G es{Bii -

orientable.

Demostracidn:

Seca C(V},...;VA) un diagrama arco circular que repre--
senta G.

Supongamos que G no cs\BA—orientuble,por lo tanto ecxis

1
ten v ,Vj Ve tales que Vo 4\3 v % 4—-\5. y (VC ,vk) no es ele
mento de G,por lo tanto en CCVl,...,Vh) tenemos que j" co--
rre cn el intervalo'VE y en ¢l intervalo‘?i por lo tanto -
'Tr"n'\'/; #3 es decir (Vi"}.) no es elemento de las aristas de G
lo cuidl es una contradiccidn.

Se han dado caracterizaciones de las graficas arco cir
culares utilizando matrices de adyacencia.No obstante esta
caracterizacidén no es Gtil para encontrar un algoritmo efi-
ciente de reconocimiento.Por lo tanto un camino tal vez --
bueno ha scguir es utilizar como herramienta { R }-orienta--
ciones,propiedad que acabamos de demostrar tienen las grafi
cas arco circulares.

Eminciaremos entonces algunos resultados acerca de grd
ficns{ﬁ}-orientnblws asi como un alporitmo para reconocer--

las.

Definicidon 4.4 Dada una trayectorian T con vértices v,
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(vi,vj) es cuerda triangular si j=i+1 con i=1,.,

ra—
’ " m?

’ e ,ln-z.

Definiciénd.5 .- Dada una arista (a,b) de G decimos

que la arista (u,v) de G cstd (b,u) -fuertemente relacionada
a (a,b) si existe una trayectoria T sin cuerdas triangulares
tal que T es a=v‘,h=v2,v3,...,vm_z,vm_‘=u,v =V.

Intuitivamente si G c¢s una gréafica \B‘}oricntnble y (a
,b) y (v,u) estaii (b,v)-fuertenente relacionadas entonces
si a-»b tencmos que v-+u,por lo tanto si existe una arista
(u,v) tal que sea (b,u),(b,v)-fuertemente relacionada a -
(a,b) entonces G no es {B'}oricntablc.

Definicibn 4.6.- Una arista (a,b) ecs (a—yb)}ngadmisi-

ble si no existe (u,v) arista de G tal que sca (b,u) vy -
(b,v)-fuertemente relacionada a (a,h).

Decimos por lo tanto que (a,b) es ‘B“admisible si es
(a=b) o (b—+a) §B fadnisible.

Sea G una grifica y E una ‘B1gorienfacién de G.bada -
una arista (a,b) de 8 definimos ﬁ(a—bb) la grafica obteni
da de G reorientando todas las aristas v-—u de ¢ tales que
(v,u) estd (b,u)-fuertemente reclacionadas a {a,b).

Lema 4.2

Si ¢ es una }Bﬁ orientaciéde una grifica G y (a,b) es
(a-*b) ‘Bd admisible entonces &(a—»b) ¢s también una }B“-

orientacibén de G,
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Demostracidn:

Supongamos quc Ha—+b) no es una HBJ orientacién de G
por lo tanto existen Xx,y,z Cn V(G) tales que (x,z) no es a-
rista de Gy x=>y ¥y z-ry ¢n &(a—)b), entonces (x,y) estd
(b,x)-fuertemente relacionada a (a,b) o (z,y) estd (b,z)-
fucrtemente relacionada a (a,b) y solo oturre uno de los -
dos casos,de otra forma (a==b) no seria }Bd admisible.

Si (x,y) estd (b,x)-fucrtemente relacionada a (a,b)
entonces (y,z) esti (b y)-fuertemente relacionada a (a,b)
pero esto no puede pasar ya que y--Z estarfa presente cn
Gla—»b).

De manera similar (z,y) no puecde estfir reclacionada a
(a,b) y por lo tanto Lia-=b) estd \Biforientada.

Definicién 4.7 .-Decimos que dos aristas (a,b) vy

(x,y) son (a=»bh,x->y) }B1§compntiblcs si no existe una a-
rista (u,v) de G tal que ¢3 (b,u) y (v,v) fucrtementec re-
jacionadas a (a,b) y a (x,y) respectivamente.

Intuitivamente hablando si (a,b) ¥y (x,v) son (a-+b,
X-7ry) §B1fcompatiblcs,cntonccs existe una \Blzorientucién
# de G tal que a-»b y x—>y.

Supongamos que a-rh oy X—Hy sS0n %B]fudmlsjblcs y
(x,y) no es (b,x) o (b,y) fuertemente relacionadas a (a,b)
entonces {a,bh) v {x,y) son ta-+b , x-ry ) )B1§compatibles.
Demostracidn:

51 (a,h) estid (b,u}l fucrtementoe relacionada a (u,v) vy
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y (x,y) estid (v,x)-fuertemente reclacionada a (u,v) enton---
ces (a,b) estd (b,x) fuertemente relacionada a (x,y).

Si (a,b) estd (b,x) fuertemente rcelacionada a (x,y)
entonces (x,y) estid (x,b) fuertemente relacionada a (a,b).

Supongamos entonces que (a,b) y (x,y) no son (a-+b ,
X—y ) *B]!compatibles entonces existe (u,v) tal que (u,v)
es (b,u)-fucrtemente reclacionada a (a,b) y (u,v) cstd
(y,v)-fucertemente relacionada a (x,y) y por lo tanto (a,b)
estid (b,y) fuertemente rvelacionada a (x,y) lo cudl no puede

suceder.

Teorema 4.5

G es yB JOrientable si y sélo si todas las aristas de
G son }B,jadmisibles.
Demostraciodn:
ﬂa"
La demostracibn de €ésta implicacibén es clara de la definizs
cidén 4.0
I*I
Supongamos que todas las aristas de G son \Blsadmisi--
bles.
Sean (“1’b1)""’(an’bn) un conjunto de aristas tales
que:
a) (a;,b;) es §B1;adm151b1e 1€ign
b) Todas las aristas (u,v) de G esti (bi,u) 0 (bi,v)—
fuertemente relacionada a (ai,bi) para 2 lo mis una 1 1gi¢n

c) (ai’bj) no c¢s (bi’ui) 0 (bj,bi)—fucrtemcntc relacio-




nada a (“L’b£) 1€1¢]
Definimos sobre G 1la siguicente orientacibn

i “ientamos a--¥hy 1%
1) Orientamos lb )bt 161 &m
t

»

ii) Si (u,v) estd (b,,u)-fuertemente relacionada a
(aL,bé) arientamos de u-»v de otra forma de v-»u

Si cfistc (u,v) tal que para alguna ifj,i¢j (u,v) es-
ta (bL,u) y (by,v)-fuertemente relacionada a (a;,be) vy (ai,
bj)respectivamente entonces (ag,by) vy (aj,bJ) no son‘Bﬁ-com
patibles y por lema 4.4 y ¢l inciso ¢} esto no es posible ,
por lo tanto T estd bien definida.

Supongamos ahora (uu:T? no estﬂ‘BJ—orientada entonces -
existen x,y,z en V(G) tales que (x,y) no esta en E(G),x-»y
y z-» en G por lo tanto existe (u;,h;) (by,x )-fuertemen
te relacionada a (x,y) pero claramente (y,z) estdi también -
(beyy Y-fuertemente relacionada a (“L’b() Yy y-»:z en.g lo --
cuil no es posible,por lo tanto G c¢s unn%B&«oricntncién de
G.

Para encontrar ¢l conjunto de aristas (n',b'),...,(an,

bn) mencionado anteriormente hacemos lo siguiente:

Elegimos cualquier arista (x,y) de G tal que sea(x-»y)-

~§Bd—admisible y la ctiquetamos (ag,b,).
$i todas las aristas (u,v) de ¢ estan (b‘,u) 0 (b‘,v)
fuertemente relacionadas a (a,b ) entonces S=}(a‘,b\)}
S1 ne tomamos cualquicr arista  que no ecsté fuertemen-

te relacionada a (n‘.h‘i y la llamamos (“i’hz) y S sera el

conjunto con elementos {a,,b,) vy (n:,hl).Repetimos el mismo




procedimiento hasta que todas las aristas de G estén fuerte
mente rclacionadas a  alguna de las aristas de S, Ssatisfa-
rda las condiciones a),b),c) y con esto quedari probado el
teorema 4,5.

Ahora daremos un algoritmo para reconocer grﬁficas‘B,‘

orientables.

Algoritmo 4.1

Sen i=1

Paso 1.- Escogemos la arista orientada (xg,ye) y la e-
tiquetamos (a,b)

Paso 2.-Orientamos a-»b y colorecamos esta arista.

Paso 3.- Encontramos todas las aristas (b,z) tal que
(a,z) no esté en E{G).Si ulaune de ellas -
td ya oricntada de z-»b vamos al paso 5.Si
no colorcamos y orientamos todas las aristas
no orientadas (b,z) de b-»z ,En éste paso
las mismas aristas (b,z) pucden estar orienta
das ya y posiblemente no estén colorecadas.Mar
quemos a-»b

Paso 4.- Encuentre una arista no marcada orientada y -
coloreada u—-»vy llamemosla a-»b y vamos al pa
so 3.8i todas las aristas orientadas,colorea-
das estin marcadas ya entonces quite el color
y desmarque tedas las aristas coloreadas y --
y marcadas.Sea i=i+1 , BOOL=TRUE yvamos al pa

oD

2




Paso &

Paso ©

Paso 7

Paso 8

Si BOOL=FALSE vamos al paso 7

$1 BOOL=TRUE entonces BOOL=FALSE

Desmarquemos y desorientcmos todas las aris--
tas orientadas y coloreadas etiquetadas (xi,

Yi) o (a,b) y vamos al paso 2.

Si todas las aristas de G estfin orientadas en
tonces G cstd ‘81}0ricntadu y vamos al paso 8
Si no vamos al paso 2.

G no es {B,jorientable

Alto




Relaciones centre Graficas Cordales, Griaficas de Intervalos

Propias, de Comparabilidad Arco-Circularcs Propias y Graficas

de Intervalos Anidados.,

Darcmos ahora algunas reclaciones entre las grificas da-
das anteriormente en términos de ciertas grificas prohibidas
B, , B, , B dadas en la figura 4.4 .

1 2 3 >
Algunas de estas rclaciones se han dado ya, como son:
G es cordal si y s6lo si G es R-orientable. Esta

afirmacidn es equivalente a

[

G es cordal si y sélo s G tienec una orientacidn
- -»
aciclica é tal que B1 no es subgrifica inducida de G
-

si y s6lo si G tienc una orientacién aciclica G tal que
BZ no es subgrifica inducida de E.

Es ficil checar también que toda gridfica es transitiva-
mente orientable si y s6lo si existe una orientacidn aciclica
-

G de G tal que By no puede ser una subgrifica inducida
-» *

de G.

Otras grificas caracterizadas a partir de subgrificas
prohibidas son las graficas de intervalos propias, arco-circu-
lares propias y griaficas de intervalos anidados.

Una grifica de intervalos propia es aquella que tiene
un diagr-ma de intervalos tal que ningGn intervalo esti con-
tenido en otro. De manera aniloga sc define una grifica

arco-circular nropia.




Una grifica G es grafica de intervalos anidados si
ésta representa a un diagrama de intervalos D = {11""’In}
tal que (vj,vj) c F(G) si y sdlo si Ij ¢ Ij 0 Ij - Ii
es decir cualquier arista de G indicari contencidn de un
intervalo cn otro.

Dado un conjunto F de grificas dirigidas, decimos que
G es una F-grdfica (respect. F*—grﬁfica) si ésta tiene una
orientaci®bn 8 (respect. una orientacién aciclica) tal que no
tiene como subgridficas inducidas alguna grifica de F,

-y
A G la llamaremos una F-orientacidon (respect. una

® |
F -orientacibn de G).

X
Teorema 4.6. G es una }B1,BZ§ -grifica si y s6lo si

G es una grifica de intervalos propia.

Demosiracion.

i G es una grafica de intervalos propia y
D = {11""’]n) ces un diagrana de intervalos que representa
G tal que 1 = [ai’bi] para toda 1 . i <« n ¢ Ii 7 Ij si
1 # j entonces definimos sobre G la siguiente orientacidn
»
G

' .81y s S 3 a. <« a. <« b, b.
Voo ‘J si y s6lo si a; < a, < by« j

Facilmente se checa que B1 v B, no pueden scr sub-
¥
craficas inducidas de o, ademis de ser una orientacidn aci-

clica.




X
Supbngase que G es {B),B,} -grifica y conexa por lo

* *
tanto existe G una {By,B,} -orientacién de G,

->

Como G estia orientada aciclicamente y Bz no tiene

como subgrifica inducida a B, existe una Gnica fuente Vi

-

y ademds r(v1) induce una subgrifica completa por lo tanto
G-{v]] ¢s conexa Yy claramente c¢s (B],Bz)*-orientablc. De
la misma forma podemos encontrar Vo fuente (nica en G~(v|}
de tal manera que G-{v],vz) cs conexa y {BI,BZ].-orienta-
ble. Utilizando cste procedimiento podemos numerar los vér-

tices de G en v1,v2,...,vn tales que vy ¢s la tnica

fuente cn G~{v1,v2,...,vi_l}.

Demostraremos ahora que si vy es adyacente a v£ y

: o] : > - S cntonce r. €S
it vy con < s en G ViV, AFID ntonces v,

adyacente a v, Ppara toda g <«m « s,
Supongamos que esto no ocurrc.
Sea vi el vértice con el miximo indice al cual vy

no e¢s adyacente ¢< j < s. Como Viep ©S adyacente a vy

SRR UN es | e en G- e e,V entonces . v,
y v, e fuente e - {Vy, Wi} nton Vi Vi
pero Voo Vi v (vj,vi) ¢ E(G) 1o cual es una contradic-

o .

cibn y por lo tanto v, es adyacente a un conjunto consecuti-
vo de vértices.
Construiremos ahora e¢l siguiente diagrama de inverva-

los:

cada vy cstardt representado en el diagrama por el




intervalo

= [ -

!

donde &, = mix{k|v, es adyacente a vyl

Probaremos que el diagrama obtenido es un diagrama pro-

pio de intervalos. Para esto, basta observar que si i < j
v. =+ v, entonces V. -V rara tod k al que v, -+ .
4 i j ntonces j LAV toda tal q vy Vi

(G < k).

Esto se cumple claramente ya que si no, B, seria una

&
-

subgrifica inducida en G.

Lema 4.7. &i G no conticne como subgrificas induci-
das a C, o a P4 (donde P4 es una trayectoria de longi-
tud 4) entonces G tienc al menos un vértice central, esto
es, existe v, € V(G) tal que (vj,vj) £ E(G) para toda
j ¢ i
Demostraciodn.

Sea G una grafica conexa que no contiene a C4 ni a
P4 como subgrdficas inducidas y ademds que G no contiene
vértices centrales.

Sea v £ V(G) de grado maximo.

Como G no tiene vértices centrales, existe u ¢ V(G)
tal que (v,u) ¢ E(G). Por ser G conexa existe una trayec-
toria T de u a algin vértice w de "(v). Sea T 1la

minima trayectoria.




Como G no ticne a l",1 como subgrifica inducida u vy

w deben ser adyacentes.

El vértice w no puede ser adyacente a todos los ecle-
mentos de T[(v) pues de lo contrario tendriamos gr(w) =
= |I'(v)| + 1 > gr(v) 1lo cual no puede pasar pues v era de
grado miximo, por tanto existe z ¢ I'(v) tal que (z,w) no
esti en E(G) vy por lo tanto los vértices z,v,w,u inducen
en G a P4 0 C4 lo cual es una contradiccién, por lo

tanto G debe tener al menos un vértice central.

Teorema 4.8, las siguientes afirmaciones son cquivalen-
tes para una grifica G :
i) G es una {81,B3}*-grﬁfica.
ii) G es una (BZ,BS}*-grﬁficn.
6 a

iii) G no tiene como subgrificas inducidas a C

p

4
4
iv) G es una grifica de intervalos anidados.
v) G es una {B1,B3}-grﬁfica.
vi) G es una {Bz,BS}-gréfica.
Demostracion:
Dada una orientacidn E sobre una grifica G definimos
G de 1la siguiente forma:
VitV en g si y s8lo si vy vy en G.

Utilizando esta orientacidn se deducen facilmente las

equivalencias 1) « ii), v)<=vi) y vi) « 1).




Para 1i1) < iii) se checa ficilmente que P4 y C4 no
son {B7,Bg)-orientables y por lo tanto en cualquicr
{BZ,B3}—oricntnc16n de 0, C4 y P4 no pueden aparecer como

subgriaficas inducidas.
Demostracidn de la implicacidn iii) » iv):

Supongamos que G no contienc como subgrificas induci-

Entonces G tiene un vértice central,

Utilizaremos este hecho para demostrar por induccidn
sobre el nldmero de vértices que G tiene un diagrama de in-
tervalos anidados,

1.

Es claro que se cumple para |V(G)|

Supongamos que vale si IV(G)} ~ k y sea G tal que

I[V(G)| = kX, como G tienec un vértice central v ecntonces

por hipdtesis de induccidn G - v tiene un diagrama de in-

tervalos anidados 5 T fry,... 1, ;1 . sea a el punto més

a la izquierda en ju1 Ii y b el punto mds a la derecha.
i=

51 definimos Iy = [a-1, b+1}] obtenemos un diagrama de in-
tervalos anidados para G.

La implicacidn iv) -~ 1ii) la obtenemos fédcilmente che-
cando que C4 y Pl_1 no son grificas de intervalos anudados.
Asi concluimos la demostracidédn del teorcma.

De €ste obtenemos ¢l siguiente corolario.




Corolario 4,9. Una gréfica de intervalos es una grdfica
de intervalos anidados si y s6lo si G no ticne como subgri-
fica inducida a Pd.

Caracterizaciones de las griaficas {Bl}-orientablcs o de

las gréficas {Bz}»orientablcs (equivalentes unas de las otras)
fueron dadas anteriormente. Por tltimo:
Para dar la caracterizacidn de las {B‘,Bz}-grﬁficas da-

remos una definicidn mis.,

Definicidén 4.8. Un ciclo central de una grifica G es

un camino Visreenv, con om > 3 con las siguientes tres pro-

piedades:
1) (V1’Vm) e E(G) (esto es, cl camino es cerrado).
2) (Vi’vi+2) £ E(G) para 1 =1,...,m donde i + 2
e¢s dado m6dulo m.

3) v, = donde 1 + 2 es dado médulo m para

LN
1 Vi

un namero impar de indices 1 en la sucesibn.

L0 Las siguientes afirmaciones son cquiva-

Teorema
lentes para una grifica G conexa:
a) O e¢s {Bx,ﬂz}-grﬁ(ica.
b) 6 no tiene ciclos contrales.
B

By
¢) G no ticne a LPCm o a  Spl como subgrifica




inducido y G¢" no tiene
S¢3, Spgd4 6 5gs
rd ).
d) G

Demostracibn:

"d) = a)"
Sea G
Sea C (V],. ..,vn)

de G.

dos distintos.

e u ‘) .T::_? l) ) te

Sean O

un camine ¢ en 6

nicion de ciclo central,

como subgrificas

es una griafica arco-c¢irvcular propia.

una grafica arco-circular propia.

Podemos suponer gue los extremos de los arcos son to-

- - - L+
El arco v, © (i ,i ) sobre C es un arco con extre-
. - L+ .
mo i e i tal que un punto que sc mueve cn sentido con-
. . , . .- .+
trario a las manecillas del reloj va de i a i .
Definimos la siguiente orientacibn sobre G.
ViV si y s6lo si los extremos de F:, V; forman
.. T
la sucesidn 1,3 4,1 4] al mover un punto sobre C en sen-

tido contrario a las manec

que esta orientacién es una

una griafica
con las propiedades

demostraremos

Epc, » orc -, segl, Sp2.

inducidas (ver figu-

un diagrama arco-circular propio

illas del reloj. UIs fdcil checar

{B1,B,}-orientac56n de G.

{B],Bz} orientable vy
1)

que

Vi oo
1" ’Vm

v 2) de la defi-

V. © V.. 4 un

! 1t+e




namero par de veces.

En cualquier {B],B,}worientucién de G aristas suce-

sivas (Vi'vi+1)’ (vi+],vi+2) tiencn la misma orientacion

{(es decir v, » v

i i+

ciones

AY

son OPUCSCGS,

menos que

Y Viep ™ Vie2 o bicn Vieg ™ Vi

Vi = Vi,, €D Cuyo Caso sus orienta-

esto ¢s 1la orientacidédn de las aristas en

el camino se invievte cada vez que vy, SC encuentra con

v Vi,p © como debemos treminar con la misma orientacidn
en la arista (v],v,) con la que empezamos, el camino debe
tener un nidmero par de indices i tales que v; = Vi, o Y
por tanto G no tiene ciclos centrales.

"h) =S c)

Demostraremos que cada una de las subgrdficas prohibi-
das de G y el complemento de las subgrificas prohibidas de
G¢ conticnen ciclos centrales. La etiquetacidn corresponde

a la dada en la figura 4.5

(OPCm)C contiene el ciclo central v],w,vz,w,...,vm,w.
(EPCm)C contiene ¢l ciclo central v1,v2,...,vm_,,vm,v2.
(Sgl)C contiene el ciclo central b,e,a,d,a,c,f,c,e.
(SgZ)C contienc el ciclo central c,b,a,b,f,e,f,g,a,g,d.
(SgS)C contiene ¢l ciclo central c,b,g,d,g,na,8,f,c,c.
(Sgd)C contiene el ciclo central g,d,c,a,f,g,f,b,c,b,
e,b,a,b,d.
(SgS)C contiene ¢l ciclo central g,u,b,c,c,f,a,f,d,c,

g,a,g,c,d.
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Sca LPCm un ciclo sin cuerdas ViseeVp con m > 4
y w un vértice que no c¢s adyacente a LPC . Como G es
conexa existe una trayectoria T de w a LPCm de longitud
minima. Sin pérdida de generalidad T es vy © w‘,wz,...,wk=w.
Claramente podemos suponer que k = 3. St k » 3 rcemplazamos
W por W (w3 estd aislado de LPCm por la minimalidad de
T .

Caso 1. W, es adyacente sdlo a vy o en LPCm entonces

WhsVasVa,see,V. ,V es un ciclo central.
271y LR ciclo T

K

Caso 2. w, €3 adyacente sdlo a vy Y V, i) w, es

~

adyacente s6lo a v, ¥ V. . Sin pérdida de generalidad w,
es adyacente sO : ’ Y CNLONCES W, WaVao,eoo,V VW
idyacente s6lo a vy YV, t »WoVos WV Vi Wa

es un ciclo central.

Caso 3. Wo es adyacente 4 vy y a alguna Vi con
i ¥ 2 ©® m. Entonces w,wz,v],wz,vi,w2 es un ciclo central.
Por lo tanto LPCS no es subgrafica inducida de G,
Para ver que Sgl* no es subgrifica inducida de G to-
Mamos W T W, ,W,,Wg la travectoria mis corta de w a Sg1

(w un vértice aislado de  Sgl y  Sgl esti dada en la figu-

ra 4.5,

Caso 1. p(w Nnofa,c,e}l = @, Sin yvérdida de generali-
I3RS 2 o
dad Wy oo by,  entances n,b,wz,b,c,b ce un c¢iclo central.

Ya que en los cases revtantes i, ¢ & ¢ es gdyacente a

W, supondremos que W, g




Caso 2. T (w,) n 8g! = {a). Entonces wosa,f,e,f,

b,c,b,a es un ciclo central.

Caso 3. {a,d} ¢ F(wz), {a,c} ¢ Y(wz) 6 f{a,e} C P(wz)
entonces w,wz,u,wz,d,w,n,wz,e,w2 son ciclos centrales res-
pectivamente.

Caso 4. T(w,) N Sgt = {a,b) & P(w,) 0 Sg1 = {a,f}
entonces w,wz,b,c,b,f,e,f,a,w2 s] w,wz,f,c,f,b,c,b,a,w son
ciclos centrales respectivamente.

Caso 5. TI'(wy;) N Sgl = {a,b,f} entonces

{w,wz,f,e,f,b,c,b,wz) es un ciclo central,

c)=>d)

Este ¢s el teorema de Tucker { ver (7) )
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figura 4,2
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G

r (a—d)

figura 4.5

B.,

b

figura 4.4




b)

d
Sg 1%

( Sg 1* es Sgl mis un vértice

aislado)
f

a d

c b
Sg2

figura 4.5
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e —————
LPC_*
m

LPCm es ciclo sin cuerdas con m 4 vértices

LPCm* es LPCm mis un vértice aislado.

£)

\']

w

Vo

opC_*
m

OPCm es un ciclo sin cuerdas <con m 3 vértices
m impar
OPCm* es OPCm mis un vértice aislado

8)

figura 4.5
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m-2

'

2 L4
Vm-1

EPCm ¢s un ciclo sin cuerdas con m O,

m par.

figura 4.5 h)
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