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1 	INTRODUCCION. 

1 

i 
	 O,i/ex de Qe aiz a exp/caz c/que 

In¿Á£Il 	conviene prefenlali al9unar 

i 
	c%/m%cionPt ve sP ufazo¥ a lo /no de e4. 

1a cías C%5 fiJI7cionPr {, : lR- Il?m diferencioblif 

(por d{PrenuáblPr, se entenderá, che dase C es¡ en 
n 

vecindader U V del cero en /F . Se dita' ?u€ son 

• ¢uiUo%7fPl si exifÍt W C 1/a ti vecindad del otro 

de 	'/ ¡crn 	ve 

 

flw = 9/w . Es ¿a 

relacion es de e?oivalencía en el con¥unt di fon(íbnes 

de R'tn   lRm d {erencrablPr Pn una vecindgd del aro 

Q ¥no dares ¿' qolualencia inducidas ¥r 
I 
	re/¥cv¥ .se ¡er llama., y¥rwenof M.e! cero d¥ I*"

' 	y tan uruQlmeife de.'?oEadar pr {' (co) - IR m done 
f ef un rprefeói/ de ,Pa cPaoe . f e( rmen u tal que 



1 
2 

74i4 CQ!'CCt,C c4 fIÍ" f cut ¥ on¥¥ o ere¥u I4f ¥r 

fimo/e, 	unta, C ccion {ni fa deat¥e¥ tn e ¥ Ct1t o D 
1 

don d I .IpÚo domihio d£ 	Cl £/ Codomi»io c 	Pffo tl 

Glífia fcJCltivñ (/e la íanna 

Zos carcaaar  

• Z)!(14. ' (/' i o) — (¥¥ , o) , 	re Cúr4n ,IOIr10l tQ f Si: 

	

&it n 	(¥ , ) -¥ (¥k o) urmentí cu di%onnor fismo
1 	

Jocór, 'r' 

 

¿67J: f f7,  

ti tat4 ca,,cada F= ¡FI , cde cada F ef W? 
1 ¥éldoó/am,ent a p-,o n¥elroí c4 , ¿'1ta ir F¿ ,i un 

	

' 	¥ 	 P c' 	scü mtn c , ii firma //  o) -- a (b¥ x /¥ , o) 

	

' 
	 •  

,tal  
•  c1 	h () --) (l¥ , o) .Pt uh 	mes ale ¥uncian 

f 	Í1 d¥ ¥rentra b¥P, .a giman ree4 rQ de F i_ Qs  
hXF - 	donde a 9-p2rdrnetrof  

1 
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Iií 	(/R X R . o) ----- (k 9x ik ` o)  
( y, z) I__) (ir, f, (h(v),z')) 

Se 	tea' ue dc'i d¥ sdo1 / m¡ ratos a - aráme frot ¥ 	P 

D, 	F- f F len,' 	 Son desdoólainientí ¡jomor ol 

Ci it n 	. (íi esa) --j (k' ik' s" -a) des¥1o61amienti c% la 

-Cdrn/,dad c4 k" ¥ejío er L (Ur x') = (i, (X' 1) y Ø, (o, x') 

2'2 d :/1..,/7  7 4J 	°  

%7iyén lt d'za oe F (5 son ¥.rdola¥iehtt 
y 

ilfmo Coca£ 2 ue C f iJomor( u ti #F 

'Z4z dodd'ao72/eQz de D s 

iromorro al 	coizilernns.anEI) =[(u1)i_ r4,<r)j<<, 

F se ara' ve es un lerdo b/am i enf U,sc 

E 
1 

djsdvó/an,ier 	ci D Qr isomorfo 

d F 9Y 	a rtlt?ÜO' M 



y 
JI) Ps c4na carcadrt ?r(aG/e Si fodoi sus 

Ueldob/Qmient sor yrivib¥Pf. 

¿,n Pltl oe//ii'lef P 	tP i/a¥0/a' Pn 

beveí Jintar da expa'ier Pjf¥ 1,rabaja. 

aa'a Wra arcada uno se 
f)rn7edia¿ament cuando er efiabl, nraniar4dti;núón 

Adrior refu.Qla e'' mochar ctuor come/cado, .PiuSo .!o 

.re ,óu¥ca ¥nn eandtúoner yw 	.Qa, 
una deeQ¥ar se pejenb   a¥u' , Ja dp 

,lm/ni lPrimilmMfe /f14i✓Q, P.r Pr una to¥ilión Qno.Z ñwa 

rPivlfa in 	caros nwf /flanfJable . fe verá c/(,e ala 
¥ondúoí¥ .er efe'ivaJtnle a dur

• 
	lr¥ablP. 

j9w¥ cert d Ca7cl¥ofo d¥ d.rdoblient 

v¥rraP 8¥¥ .rah (a ima,zt?a nuia4, corzo In ,el caro 
di .ctit fofo rmt.*i) rra Ql¥vd¥4r ahora una /ami/á 

'.¥Jln6/e" c% corradar (o 4menel) y wyA frimi/ia (onlienr 
a ,la calca.da (o Men) .en ti/di, hmbl.fn It 



i,I od a 	f CM I6/aminf in/,i /r ri a/m ,7 Ut,'4 

czk,Clí11Q CQ/JG da . 

po c& 	 4 di 

mol 2 	Z)t 	6/aminf Lo C'trfal  

20 ,' ,2i / f1 ñ1oimen vtrla.Q 

1Ija ,l1 

 

íin  fe 	di c 12u herramiM /a 

4Maiu ¥vi fe ex rie ¿f A r ¥uí fe ha /ecño /lamia 

pre//rn/ ,,í, ¿ia n, d el vma ex/enfian aW lema do Waka ma. 

cie d¿& aclarar oi i niusi•da a di Asia. 

a ir/noúón e1 	y sencilla en el fenido Ue no requiere q 	q 

rna/eri4/ muy avanzado ; ¿n 4 ¡Q icienaia , prá mas 

im r/an á d! Ttorima., es dcpd' . a maquinana ol9diasca 

Li ka ¿n JUI1O y con ,esta sv gran •conectivo QI I'Qoreo 

c' J?Vüwüa,>'1 dt 74an. 

	

a22 c/ 	?uaJi cm €J/c ¡fllfld1/(C4o 

pinct d,f/aca'z a4øii c 11rr au d 
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1 	e/ iniciador cid ¿ílva%'o ce cascada! Qi ferenciab/rr CMIlcc 

fez 	1lirce' Lt, r ¿€ gin ,4u 	" a Ilzi ara ver alt 

,¥a or o¥c¥fe ,ate ¥¥ d¥le¥ di rnor¥ r¥f 
1 	

/2aa 	
o   

,út ¥ouoñ a 	doó¥am¥¥nfo c¥ ten 	ve in f erera ¥ ¥n y lo i 
ti 	cuañdo ,i/c. la- nii/á (,elt, fc%hlami,nto) ti vena.' . En 

4¥minof cJe catadte k Uerc flai adclan 	ef será 

e Uiva/ende a 	,¥ C400da. <u,xJ ---) (4i Ç(11z) )-7' u xa 

zr/a M, doncá 2i ,r'li/IIw z / 1ao v .ef 'C d c ob/amiPn/o 

• , t ¿t tit coas/ d#rafldo. 

o 	¿Jw Consi á[rar G% J, 	ntrol 

,!D 	6 Warjirmann pues en su ?rntt cL ai/díI p.( QdpZ Ó- 

fer,,pral f tiene Qfpuál rn/rrií n defrrnaaoneí  í(u z'. z) 

Gt [O(z)=Ç(o,o,x) 7vt sean (r,$)-esiab/Pr, esto Sera 

vi UalMte a 4 lf/a bi li ciad cli la  Laica da 
1 	 r t n 	f 	sp L 1Ro 

1 	-/ Ci i 	F(u,u,,x) = C 	lía, x)) 	r, 

1 prDyecc/'oneí Lanonicaf. 



- 	 y 

1 	 I 	 ' 

1 	 '7 
ot ojal pi o►u.or sean J. D u Fou r son 

f: 2.1~1 f' o?¥4u/. , M.A. ?3uc/ner, V I . Qrno a , V. 7oenoru, 

t 	¥I /l /o J ramal, 

 

Af Q recPr¥ C ulÜ4dns Por /c ¥Cnera Q 
¥ 

4•o  ----¥ ----(tia, [D, 27 	ó .1). 

9,aO no el liaf ¿a. / ¥3 , e, i /Dice, a.'ua. cuando 

1 	
Q¥f7llZ ¥1 Ctí¥w- COM/rle/2a C 4rie J /?OiO i  uc[ PIfcr¥i¥rdaicÍ 

y Pi/aóil dad inmini /eiimal pam urja cascada cual viera y 

/rvljIra cot es labilidad in f i'ni esirrxil implica eflab'l idad . 

tlo li ua dig por Pf)o J Úu(ur, Qn ef Quo di /9?5 preierda sus 

ej1mw _ e/7 ¡A /<Slt 2Q Íoiemenrt de caicadc1 d¥ fica/sbns 

d1' ej¥vdiá ,4,f defcM/arn/e,2/óf oníverfa/<f dL cascadas y 

roces tra ín rt olral Cofas 	qvivalerv& Qnire 

verla!, dady venalidad in(, n i tes i ma 
r , o .eff ./¥orrc¥ c¥lt eo calor ¥t ¥¥9loba 

Q 	1/Q11/ af como 	G4 4L,»t, ??'a1vz1 Watler mane, 

préréoá s , a 	'É s¥ 	a u¥
¥ 

1 



' 	 cYJ2lUro dicun ¿m,íririo dlPaná Cap 	
8 

' 	 ¥n¥caiult.¥7ZJa cd,4a dQ ¿JJnCIaf, 4n [(nt 

1 	Án2ainto Che aUanZAI' P' Aof Q.ráudáí iniúadoJ pr P 8u/a,¡rch, 

Bit 	oc 	p'we1'u. ,el riyui entt prv'/Up14 Ce , píe, N) 

I 
,re d .,Cnea lof conupti de ST- PJ/Qh/e y sr- ;n¡;ni/fimalMn,fii 

I 
Prlahle y re pre9v1'Sa Si sono¥uivalent¥r.  . Erte, problem 

I 
nof /¥tu4 a Qfivdor di49roirru de timenPr di función 

ur 

	

6UU ; ¥y c 	 a  

de 

 

	

Y)¥pa¥aúoñ  adecuado 	lia /&'riz. Q¥ioii¥nf por 

Modo tJ¥o, adimrís a'I iin¥í $ut ieru n,i,rnw preren{a, 

.re u€ neuforio Mar  a2 ¿í dio d¥ dá9rc,mr di[ 4'o 

y —.- .... ) GYJ,(.f(2 	/0Af /)Ainnera!¥1"Q4Y7JOS 

' 	¥ue 

 

se 	oh .ear che ./¥v%ur (Di) fi) 21 y 
1 	Warfermafl,) fwJ; pava este ennr lor 1hihpr di 

¥ 	¥T wollif7e ¥ [NI), [M 2) , .en donde ,Qa ,r[ariá da, 

' 	pido ír/rmv1ada y p1anada n una 

irnajflina ¡m2' accJible in/luyen drnlro Cli1 seminario, 



' 	 9 
Jo 8ut moñva ,prefenlnr elle !raba¥ 	 yendo al9unot 

' 	.¥fyuemaf de 77Zai/nef, ,pos eJlnr pPrmi/n .reparar. Vaíior 

' 	QJfXC¥f che k 	 ha; fue dotfacar ave 

i 
.e/ p.rpccf ,Á2caJ Q.r eta O1 te manga a -O 

cJ 

 

AwkO 120 corro ¥)ulour cuyo inñ'rér Qr e! ¥oEal. 

I 
¥oC1flá 

 

&,,r.2 TIÉ Jo ue tre¥eho(p esiu 

' 	,uJif ?J  F,7¿Jpni¿lrr á2 ,Unta. rrlane/ra Cta2a y er9vemát¼a. 

4 ✓eoriá d taorada.o de cg,ner de /oncines 

di,iiQnciaólQf che .urna ynaae'a .tez dvrrdo se puedan 

¥£(G/L hf , ¥l ?t/1 '1 	LC .ta 2P1u, unza 
I 
	/rnaaora. c%ndL .lot ar¥oec6i cr./póra/mf ñevgr'ól pula .!a 

moría 

 

red 	dr¥arad¥r y d¥rde ,Qu¥¥o .u,,aa 

pt sea. de ,iáu:F acero al ,ron cerado vrt..t,L liiea . 

d /emenÍe ¥.ri; mIrio co,,.  

Cmí ,ir for cameri/arior y el yrzan impu.¥ro fue 
han Mf[QClo paqa- Ja ItaJfdQúoñ de QS %clIJO• 
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Ji/timo 

haflan* i/lfPn[r'ón, para 
a9rad2 cimiento 
IiuÁiórn riç/n 

eJ uo, •Io he rtftrvado w 

exprei r sinceramente un 

fanlíáYo,Q 	sin cuyo asQsoramitnto 

imposible real/?Qr es/a ¥ifj,( , Q su dirPrúo¥ 



NJARES. 

¥Uodos  los ani lbs ve apartan en ettº. ¡raso 

	

' 	son conmuf4/ivos y con 1 . fi A or un anillo, r(A) 

den o la rCA" al radical di Jacobson, er decir r(A) es la 

inferJeuián de Uos los idea/es ma ximalrr dt A. 

Ji A —i B es un homomorfismo Pn%e anillos, 

dírem gut é1 erYxu¥in1P s.: Tdo B-r►+ódulo ala arpo 

finilo ti, a/ qué M¥¥)M as un A/ 	módulo di hipo {ini#o, 

es de hipo fin1 como A-módulo. 

Son  propiedades de dos ¥,ornomorfismos excdentrr 

lar suien"r 

	

(¥) Todo homamorfismo supraytdivo ti Pzulent

1 	

o. 

(zi) 1f: 4 -I B exce%nte, I c r(a), J c r(B) y ÇG(i) c ,r 

impl 	i¥ A/r —, 	es ea/ente. 
(.iii) Ç1Á-, y'' B -i C excFlPntel con  

n¥vncu SI"o 9 R - C er exce%nfe. 
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(iv) ' A-i B ¿ ce¥en1e y C n o,,i//o, erg%nce! w: C 4 -1 cxo 

Carga. Por SP (C, a) _ (c, <Q1) Pt Qxoe/ev e. 

(v) ¿/ homomor/2s o V: C 4 ---9 Cx A x A dado por 

(c, a) _ (c) a, a) Pr nz celen te. 

En lermi»of de 	'no ,n r(ifmos excelenlf se 

ede 	en¿jr ciar  

TEO¥ec rA J'E P f?RACioni DE MA L ORANG E. 
S 

L 	' 	(IR' o) ej un ie,men de funciA  
x 

•  de Clare C  re %ene loe / 	 o .exe eles . • 
.. É 

 

Zná  & = ( (i%) -111 h ¿, ¿ú 	c "/, a a' 9ome'u j. 

6'? 	/os si i e2tf rra (r SOreJCn t t la 

herrginienla a/ eáraica ue re ne«.ri/aPra d ¡a ,ro llar 

P1t¢ 4aáajo . /a 	í e cet71a/ ¡r Q/ %or«na A ut 
í¥ 	 ¥ 

1 Qf vna 	de! Lama d¥ lea kaYarnalentrall?aclo¥  
r 	r lar /raa f ac DuÑur ufo dQ Pro ,¥r fv e rdo J°.i  1 	 - 

[DI  ID 21 ¥¥ /aí Ue da ur¥a. dIMOf ¥¥a cioi í .r 
Y 

c 	/ ca áa, /a como r¥rac¥or¥ycie a¥ fe prefé4 Pe p 	 ¥  
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ba Sa en una idea de Wa ssermnn [w]. 

$eo 	 .urra 

Casü da di 	d funciones 	F=  

un 	di d ob/amiento de b a P - pa rdm e cros. 

i 	j' 	 = 

1 	
Ja4t1 ,t¥!¥x¥ie n  ¥¥ : ,4#  

,¿_/¥.., n-s y ¥n = ?r 	cut j. (xbP s;'o) --- (IRoó ), 
1 	 t ci, 1 —+ u 

Es Conse coencia in med,afa. del Teorema de 

¥)(eí»ración d¥ Malgrange 	de ias proplMades de los y  
hovnorno[,smol Qxce/enff Q/ s¡ vena 

í£MA. An+i 	-¥ A„ ----  

dP 	hornmorÇ,srt,oç exce/en i . 

recordemos mbie*n la si vi rol versio
,
n dQ 

y¥ 

LEMA DF NAKA YA MA 	M un A -modulo de 

cipo fpMo y N uns0bmódvlo de M, entonces 

MNfr(A)M > M=N. 
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ROkSl CION - Sean p A -i 13 un homomor (isrr¥o excel ent, 

N, , M B-módulos, N2 un A-módulo , M y N1 de tipo (mi-o, 

Q(z 

 

	

N. --¥M un 4)- homomorfismo y 	—a M un 

1 	g- ho mo mo r í smo . Entonces 

t c ,(No) + r(A) M - M > ds(NZ)+°r,(N,) = M. 

lDem: 
1 	- M 	_ Sean M - ¥d¥(N¥) y 	: M -i M la royecuoí1 (Qnónica. 
1 P 	P 

Corno Podi(f(0a.)cp(VG4»M)z  te(r(A¥)M , se rient fue Ia 

fundan 	0 d2: N z —, M indute un lornomor(imo A: N:¥,¥A¥N¥ %4)¥ 
1 	 M 

ue es su ra¥(ec luo, 	
__ 

ii M/(¥¥11¥i 	♦r.(A)M Í 

M 

j 	 Ahora como Ni es un A-módulo 	Çini}v se 

liene qut N2 ®A/,( ,¥ _ 

	

	es un A/r(¥¥-módulo cu lipa ¥int¥O r(¥)Nz 

Como A t 	supray ecdiuv 	¥r(¥►)M et un /r(4) modulo di arpo {rn;}o. 

r oro lado 	es vn d-m otki¥o dt  iP 0 rnilo pves 

- M 	lo es } y como g Qs Qxce)en{ e usulfa que M es inM6ien de 

` 	. Úhora- mo M = ocQNz t r(A1M cipo 4in¥ fo ¥.v mo l¥ -modulo 	¥ 	P 	1 	, 
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Se 	, por el lema di Nak yama- , quc r1 = po c (N2i y ello 

Claramen& frVIico. que d1(N1.) +a(,(N¥' = M . 	 a 

P 

1 

TEOREMA A. . 
$Q0. !in £@, An-i ---¥ ' 	A . una cascada ci 

/gama 49r%fmof UCe4/7 r, ¥alif ve 	(r(41') c. r (A; ) 

,C =/ 	I) / . 

 

fag  /1,', 4,. -mo'/v/o ¡= i, .. n, 	 ' o , l¥1 un A¥ - mosul 

1V2, 	, /Vn, ^l de ¿Po ¡n, la r q'¡ 	Ni - /►l vn Y', o 	o ri -i ¥DlroNtol¥iJIMo 

¿..2) ..) P7 	q; .'N, --ilM un As - homomorfll ma . F knc,I : 

cr'n (N,,)f 	 +d,¡N,1= M. 

,re 	harq por inducc oñ sobre n. Los casos n_ i  n = 

son el Ilma ob Naka ya c, Y ja proporn-oon anterior rtlpecituamentt 

fupdrigaíe el rejo) do a orto para n-i. 

JQan ti 	 ctue fi Un A1- módulo d íipo Einifo, 

/¥° 	 9 ¥ . M --i M la pro yeccio¥ canónica , ¥¥ : 	Sri ¥' N¥ -¥ M !¥ s, .., n vt 

u 	..a c _, -hornomorftsmo . Nl ul A:- svbmód,lo di 1j 



1 

1 Ib 

1 ?ínfrado 	Por PocCN¿) 	¿:2, .,  n 	que el 	de lI po {i ni f o como 

1  • mÓ dv/o . 0 DSPr4cioPJ 

1 
(a) r(A¥)M cr(AL)M  

(6) la 	 . 	N:= IVn, # •. ♦N: C--o M 	induce 	un 	homomor/is mo 

1 	N U1)N ¥ M/(4 ) M 	ue por (a) 	y 	de 	que 

¥  r(¥)M 	 es 	suPrayedivo. , 

Cc) N/r(Aa)N 	el un A=r(A:i- mdd%lo de 	li o 	4ini1o,pues 	N 	lo es 

1 
como 	Ai - mówlo . 

(d) or 	(b) 	(c) se 	iéne 	ut 	M¥(¥a1M 	es 	un 	 ¥r(¥zl' mÓdQIo da hipo 

(e) Corno Ñ 	es 	un 	A,-módulo de tipo 	f nido 	y (Q¥ 	es excQIenk 

¡ 

Ikf1 

tenemos por (d) que 	M es un 	A2-módulo di 	cipo 	Cinib. 

II (4) dn(Nn) +... 4 's(tNi )4 	(An)M = M 	!4 a n(NA)F... ♦ A'2 (Ns)+r(Ati)M1= (h 

() Como las 	hipótesis se cumplen para : 	A¥ ¥- 	A-a --s..... 

M 	y 	u'np , . , d¥ 	se 	concluye 	Por 	hipó irses 

de 	ihduccior 	ve 	a'n (Nn )1- • t dz'(N:) = M 

(h) 	(9) c%roinent 	/niPl ca 	c/n (N4 f - ... * d, ¥N,) = M 

1 a 

1 



1 
1 
1 EL LEMA DE MEDUCCION. 

1 
,¥ ¥l¥ o) —¥ (Á¥, o) o, yrmin de C4m 	¿ !dial 1 	 9 	¥o ve  

1 	ion x (u /a wivu in 9 / ra l de la 'ci4aao !.i :y'()  

1 	
con condción inival x(o,u)= u . 

[F. F - 	. (P f; o) -- (/I¥,c IRs „o) 	
Ps vn (u, ri) f----) (u, /•(a,  

1 	dP1 Quo/oíni,n f 
 

lfl .W¥l Q % 	o Bit y cii k Cap ca dei 

i 	s 	s 

	

tten 	¥ (iX")— (, ,o) co 	Io141,x'1= x` 

1 	"••,n ,fa/t1 vc 	"- / l¥lx¥uu¥,¥¥lG0,kii  

u 
1 	P íbsic,ow .- F is 41-Vid/ a /o lar o d J si* 

Y
sd/o si * 

¥  
( Ist,n camposCO 	ilec !ralos oil la  ro' m a. ZOik9= (J'(41, k (u.tN) 

e1l 	IR X lñ s; 	ra i - ,, ,n iLo /Pl ut 	.D F,• • X'; = X la * F• 'g ., ,.r, 

u 
1"or ser F 	a lo /Orgo ck f re nene cve 

03sfeh 4 (¥KIx1;o) --1(IRo ) 9ermches Con ç& (o,u,X ) 

1 



1 
i 	 18 

4Ies 	ut 	¥t ixl¥ ,u c <Eurx` 	d',-,d',-,  - 	, (L u, 	4 ¥(u,x'l ) 	i=¥,..,¥•1. 
¥ 

Luego Vif  
1 	Q 	 S 

k(ftu),¥¥(u►x s211)). axj '(E1 u) t 	a¥¥,¥ ( i,ul,¥¥¥¥,u,x¥1) 	¥¥ (E,¥Xt) , 

ik (tk, fc (u,x¥) ). 
1 	 at 
1 	

Enéoncel al itomr Xc,k (u.z¥) = a 	(o,1I.x')  

se i'eni ?uc : vic i, .., n-,l D F; . 	=  

1 
Dados los campos ¥ ¥.... X¥ y ( X,¥),..., (X i¥n) 

1 
las 

i 	
Cvrvas in ¿e rales de estos campos, se Ifehe por el 

7 orema o'e ézis{ehciia y uni cidad de soluciones de 

ecuaciones d *íeren(ia l es c u e lar ¿ cumplen la cond,cson 

de /r,via/jdad. 	 1 
¥ 	

V 

s ahora. F= {FT Qf vn dsdo bla,nie, to a. 

parame/ros de D y si loí  p 	mn (i u,, .., U p ) , 

el derdt /am,enfo a -. parame or rtsfüccion di F a/ svbtrpaa%o 
1  Uo = 0, 15 /0 . _ f F¥,oL, donde 
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F,o 	(R K Ift's,o) ------¥ (ik x Ij¥s`'o) 
' 	 t u ¥ x') ¥-) (LA (o,U, X'I ) 

U 
UBSERVACi N.- f ¿• : /- R' ' ís /a inclusión se obtiene ue Fo = ¿ F. 

U H (o,u) 
P4' I 

U &Z 	¿n Canifk uec iori4I 'n 	de (a forma. 

= áuo ' 
	t 	(u) áu¥ 	Y sea h : (, oi - (IRPo) la te Tracción 

Canónica , donde lar fibras son llar curvas in tegrales Vil u) di 

PRO POS ÍC1oN - F Qs 	a /o larao de f si y sólo si 

U
F Ls I•somor[o aFo . 

DeM. 

Se 	k k '¥ i 1-1 	 o, h(¿o). 

Por ser F •1-r;w4/ a lo largo de 	exisfen 

(IR , o) Chut Sah1f (aten ¥t- (0,U.V & ) x` y 
1 	

. 

(ales que VV-E fi,..,n-i/ 	L4 (k¡ti ,¥¥1l,u, x'1)=4tf¥ (t,u, ((u¥k¡J). 

, SQQ 	 -- (IR x IR o) 

U (u,r')►-̀ —¥ (u,¥¥t-IeluJ,o,hlul,xi/) 

t elfos son desdoblamienfor de IQ idenñ'dad y tomo 



'u 

I I  
1 
1 
•t 

1 

1 

II 
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t` (4, 	(- kluJ, o, /(u), x')) 	(-k(u),o, /(c4, /i (o,h(u1,Y'1) 

SQ 	F°.¥¿ (u`) = F (u, ç4, (-k(w,o, h/u1, x¥) ) 

lu, /(c 	4.1-k(L4o,h(UJ,2"))) _ (u, 	(-k(u),o,h(u,, L(o,hlw,r¡»)= 

¡ i , (u, {4' (o, /nu), x`)) 	o h F,o ) (u, Y ). 

loor /unto F ts ,somor(o a hv I. 
II 

F isvmor[o a ¡i F impl'ca 9ue existen 

CIRPo IR",o) ---¥ CI1 t¥IR s;0) 	desdob(Gmientor de la i*den!idad 
( u ,') --¥  

i„ o h F,o 	..... 	(i) 

Sean 	(u, x') _ (u, 0 (u, r') ) lo s di eomor f i sn,os Inu(rror . 

q 	: (kx IRPX IR', o) ^ (Ro) 
¥---a 4; (u ul3(u.x')) 

Ef/on(tr se liene que 

ji (x(1,u) (i,u,r))= £ (2Ut4), 	(E,u), 7(ti,xi))) 

.. 	 (io/(XUi», 	'(u,V) ) = 

Ø, 	{. ( o)e (u), Ø ('1z'/)) ....... º) 

Por o/ro lado: 

(u, Ç (C.h(u),(q)) 	. f. (, ç (Q,'(a,v))). /• (u• ') 
(¥1 

L 
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. 	(Ui t 

¡ 

iÍu1X') ) _ 	i¥¥ ( u, 	, (u, Çi ¥loh(ul,¥¥ iU¥X¥I )i 	.. 

Ti ( ¡.A((4), a4 (U, Xi) ) 	... .. (3) 

I utfo Cut () y (3) re con o/v ye gut 

1 
1 
1 
1 

•1 
1 
1 

1 
1 
1 

1 

/ 	í¥¥iu), S¥¥ t' ,a, ` %) 	.#I 	k ,14), 4 : (, iu¥ Y`1 )) —  

Por lanto F PJ /ri vial a lo laryo de ' . 	1 

S aho,a re es(r, ,ma. /or reto//ad01 de el/aí dar d//, ç 

proporicionrf fe ob/lene e/ /on ú///. 

¿E/1/7 DE DUCCION DE UN DEfD08MM/NTo. 

.,ea 	 un campo vtc P 
h ' (4P/0) --¥ (2o) la re Ira ccion canónica . En foncls 

F.n  isomorfo a h̀ F si- sólo si tz¥stt¥ cana I vedorrarrr Y 	 A¥ 

de 	la forma x ((1, x `i = 	(G11 X¥ (u, Y 1 tn 	p4x A f ̀  i _ ►,.., 
{altf uic DE X¥ = X¥ ¥, ° F4 çra ¿=1, ,'7-'. 

(Iba oastrtiac on 

el calo n uc F= {F f¥=, g 
solo 	rarne/ro, esto Qf cainda P = o, Qn p(imeii lugar la 

►nas in Pita parte, ' cons dí rrsc 

Lea Urr CJd'tdoh/amiMé Q un 
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t%fs74ñcIa de va reIracúoñ h : (/R,o)--, (IR° o) la 	F sea 

lío mor jo a /i F0 or qui va len le a gve F seas {ri vial, puwi el ■ 
c/esdohlomientocons/arte a vn pararme/ro se puede peníar como ■ 
avM`F donde h el /a re /iacaon d arriba e i . (R o)-i (lo) 

■ 

1 Ivejo de elfo y del lema dQ redvwcion se tiene que : 

-- F-1 F¥ : f IRxIRs: o) ¥ (IRxlÍ¥ s̀  	 I ;'o) ;'- 	S ¥i¥vial S' ' 	 (Q1)í-. 	(, ! (i&.iv) 	 Y 

s /o Sí 8Xislen x • 	—¥ (,? x /R1 o) 	gelmenef de 
(4z')!- ) (I, XQlux'1 



I I 
 
1 

E
I
L ESPACIO TANGENTE A UNA CASCADA. 

1 
de en/rar a Ía de[in¥ción del es do ian ente r(Ues 	 ¥ 	 a 9 ¥ 

una 	cascada rewrde►nos un poco corno se dc[ínia e te para un 

$ - ornaba un dQsdoblarnienfo a un germen 
 

1 	rur, Iro clr [o, F (IRxo) --+(Rx¥to) 	y Se S,a6a jver la 
(ii,x) ►--3 (,{(u1) 

ob,rvauó Qn! r,or) tj¥ 

F Qs ¥rivial 	si Y sólo s. 	(u¥x¥^-¥ x, l¥,X¥ 	c¥¥z¥ tX1oF(u1i1 i  
para a) vnos it r pos vec tonales 	i (¥RK¥Rso1—¥ (IRxR'o) 	y 

1 	¥
a 
	9  
2 	(IRXIR l o) --, (fRxtRto¡ de b fo 'na xi (u,xl = (i,X¥IU,x)) X2(utyl = 

u 
Reescri¿I*endo esto ÚI4mo 

F€s hivial si y sólo si 	E v,x,  

1 
 i tiélo  a! ¿in u= o , tn la- a[iti acn anier r ,  

o/den,Qmos una. ondiúon neusaria (pero no siempre svf,cien/c)dQ 
1 Sri vialidad 
u 



1 
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ES/O mo 	 a definir QI Qi pacio an9cntg di Co como 
TC._E aí° ayo 	r'rt 

o 	r¥áx , ' 'tez % { 	¥¥. 

ahora sí
9 
viendo un poco la no?n úo' di Ma 	[M4]. 

se A.effque Si-: 
1 	S 

(A) --i (fY)t -oJ 	- honvmo r Film o cedo jr ¡ [o (!) - d I r. 
w f 	» t --P(F) t 4¥ ¥ ho~or f r .rn¥o dado por W {, (2) = i4i 

t 
f,na/mtn 	Q' (F¥)

f 
x(cy --¥ ([Z) Dudo Por ' (Eit)= ¿(o(i) 4 W(,l't) 

, 
veda compre r Ça'c,/mentPse 	vc  

29risinví al 1 /udi'o de Ái; cascadau. Para de%nar 

el eJ uo ¥nyená a una tascada. se  rviced¥ 	ora! aúf¥ P 	por ¥ 

Con Q/ talo del qwUO lan¥tnle a un yermen , ?imeromoot 

se 	ilene Ul s Z= ,t I , 	J Co'w s%ii (e , 'iíira wscaCia y 

si F= (1Ç ̀  	¿'.r un c1sclo6/amienfo a 1 p rame/,v dá D, este 
1 	. 

tJ 4¡¿ijal u y sobo si Qxis/eh caqui vec/7rioleí di la 
1 	form Xi (u, x') - (1, X¥ (u, x)) , lR 
1 
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f t. iC; ° F 	para  
1 

Por lanto al hacer U=o, finemos que Si Fos +tivial 
u 

II 
1n/Once! ,QcPJariomente exil len ¥¥ ((1')

+ 
¿ _ /, .., n 1a/P1 que 

1 	 . 

1 
(o, i) = _ E hi;¥ ¥¥¥) P' ¥¥') +  

a 	91X1. 

u 
o¥u o esc ¥o Ji 	a def,nir Q1 Pf (io langeliie 
 

e 
¥ 
	

¥  

de la tortada D ale /a si uieníe manera 
9 

T- 
	 s¥ ¥- 	s 

lan  ,iD ._ (E.¥-) SX... x (¥°x¥¥ 	8D : _ (F) X ... x (x ,)sA 

á 
1 	y 	

.' A D --f 8 b dada por .• 

donde di¡ •1,, _  

DEF/Ni CiÓN - 6/ Q.rpc io Ionyente a 	s TD : - Im ,  

1 
la noiúon que se Usa aquí ts/a' sugerida por la di 
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1 	L,7 el caio en 9u .De 	= [i fc:, sea una ada rca 	eslnblc, 

1 	SQ ÍQne 9Ut Si se considera un elemento cva/quiera (9.,: 
n- 

y 	F= I F¿ ¥ 	¥1 csdo¥Íam iento a - parGme lro dG D dado por 

K (u,x') = (u, ((x') +u9J1x')) 9ue QI trivial ( Pues D es ejiable ), 

fe bine 9oe existen (h., ...,1, n) E Ab tlej, we 

• 
9¿(x¡) = art (o,x¥) - di; (x')•h;lxi) + ñ'+.' 

au 

isf Qs que 	á (h1 	, h.,) - (9., , 	y Por ano la 

¡unab in  d el supra yec-,'va , eit es TD - 8'D D. 

DFFÍNÍCioy .- D ps inCi fesimalrnenle ifable si TD = 6D. 
1 

Vna 	Pre unid ¥ue Se ¥ Pesen}a lnmediaf men}< rs y  

que rc/au1.n hay entre ,n(,niknmalmen ti 	6ble y eflablQ, edc 

cuesho se resueive )irs 

-Da do un des do¿larnien to a p- patdme&ros 

F-= la  : (,¥p x lk ; o) --i (IRX IR 
S'„0 

) 	de 	al e1c►n,nto 

1 	 (Li,/'1u,x'.) 	' 

 
F, (x) 	F (x) )...( Ls(4 x ')1..., 	(o,x)) E 6D 

1 



1 
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sQ IP llamara, la ye%c/da.cl ini'ci'A/ del deSdoblaMiento n la 

lÍiitccion u¥ . 	 . 

1 FiNi ¥ion¥ 	 P 1 

	

	
.- Zn c¥Psdo&am/c¥hfo Q -para e/ios F de la 

c¥sra.da D Qs un dtsc%bla mi,n fo i n hin i fe,t i malrr¥r¥ t¥ 
1  

yrrsal si'= TDtIR(F,,..,FP >_¥iJ. 

1 	`¥ 1 / 
u¥Z 	w4¥ 	n 4a / de¥eaná r 	Qn Q : ¥P 	la 	, ad,¥a 	l 

1- 
TEOREM1 DE DESDODNAMIENTOS VERSALES 

1 	Vn deseo blamíÉnto F de la cascada D Qs versal 



TEOREMA DE DESDOBlAf1lEN10S VERSALES, 

DEMOS rRACióN D!= L A NECFS IA¥ : 
1

$gt 
n-i

t F= ([2 ' (I¥) . xt¥ , °) 	iR x IR ¥  al ¥ ._, ¥n desdoblamien fo 
1 

Verla¡ de la cajoda D = ,¥ f ¥., 	 9 . fea lambi*en"  
1 	 A-1 

y 	cons id/re se el siguiente des dob)arnienfo a un p2rarnei/o G={G►;¥cw, 

1 	 ¥ 	¥ 	c di D, dondc Gt-1&,z )_ (f,  

1 El 	ser E versal 1'm pl i ca la Pa u enciá de vn yermen 
1P dt [unuo- n d¥- Ctrencia6Ie h: (R,o) --+ (IR,a) de 	1 krma que 4 

es isomorfo a h#F, Lup90 QZiJft'n .L : (i iR ,o) --a (IRAS o) 
U,zi) F-I 

1 	 ¥ dei dobltmien¿os de Ía idenlíbid di R s , ¿_i,..., n di ¡a/ 

manera g ve : 	- At F• ° L 	 ..., 	, 	se 

.• 	t, ({, / (') ) _ r ( hit), ,z',) 	'', ... 

4u,o  a/ dlitar con r 	e¥/ a t P y 	tvalvar in Je Ji  f= o , 	[ne 

c¥¥¥o, ¥¥ ( )) t ( 1 _ z¥ 	lo,x 	a¥  (off t 	(o,x9) a ¥J (o,i`) a f 	9¥ 	¥_, o, 	a` 	o?t 

. 

(1) 	4(o) ç. di'4 (21)1+ (O ')- 	it! (4 (c(*')) 

1 
1 
1 



1 	 ?º ' 

1 	¥
al ha r 	:: 
	 at 

por tan to 	= (g, ..., 9n-¥) E IR(F;, ..., F) s Im ¥ 
luego F Ps i n /ini les, malrnente versal.  

1 
/a-  dJ/ración de /a fv(i oencia de Plf Aireen ' 

OCU¥(Xrct' /Q 

 

AiMa rf del %ra6a✓o, Q¥Ir%r de fn/ror M i'i i 
veam01 Qw7a1 D 4Ilrvaciar 'r. 

1 	E l ¥eofemc< nmuesita en el Cato parfitulor pro, que 

1 	Una Gastada D es Pslable si y sólo si* Ps inlini #Psi mal men fe 

1 	
Pf¥ab¥e, p011f si D ¿ in//ni limalmenf u 6/e, por íl T[ore#u 

t 1 	versal, 41qo lodo desdol,lami rnt c 1J Qr ifomorjo a la 

lmayen rmc/proaz de 3, pero e te rr confinn/e, l'eyo, los 

d fdo6/arrnenff che ) son 	y por ¥anto D es 

QIkále . La new,dada re ha hecho nokir. Y 
Lcz 	i m tr¥sion dt 17 ' /a dimension como 

1  PJ a(/o vec /or,a/ Soi,rc /R ch 	'Jtf úIh mo 
u 
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espacio se le conoce corro Qs,auó no,mal 	l y se 

cJ,olará por ND. 
1 	 ¥ 

,c' 	Pf dQ Codimension rín I y C 	si' 
ti 

g•_ ( 	9 ) E 	L:/1 ...0  son ¿ate del suplemento c4 T D 

.eme. 8b , Én lonu s se IMne por e 1 teorema qoe 

	

(!R_x iR s` ;'o)
1 	 (U,') ¿— 

TÍORENA. Todos los dQsdoblamie,r%s versales a c-parámetros 
1 

de una cascada D ci codimonsion
, c son vival¥n s, 

.1 
 

fe  P~ran t a Plros desúoblamiinlz's uniyerja/ej d 	. 

	

1 	
D QI'Yl . 

sian F- {F4 fr_ Y G=iG: fc., dos dadoblam,enls vcrs2lrt 
' 

Q 	C- pardme/iol de ?, FO/W¿Él, Qzirt h(¥ o)--¥ ( o) k/ 9w (is 
1  

ito mo r{o a, h F. fe quiere ver qve h ¡'t d feo rl¥fmo /ow/. 

%¥ iao moro a hi F implica que n4in s¥ li¥,¥, ol fiPr,¥ , o 

. 
chsdoólam¥enri de la ,ldenlidad /n/J we : 

- Lx 

u 
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1 	
&CI)»,'?I VtI)..IcÇ 	 o) 

( 	r(o) ,r j' 

' 	 ¥ ahr 	 1 	dh► ' 
1 

ptro  

	

c 	c 
 como G _ 	F _ ¥ 	5¥ 	 I 	P dan 	v r a ¥s s 

ND al 	al rocíente, ( 	 Qs inuerhble 	r p2sar ¥ 	 y ¥ 

h ti un diíeomorfismo local. 

TEOREMA .- Todo desdoblamiento versa( a p-paró mcpros (p>c) dQ 

1) es equivalente a un dtsdoblcmient consstanti a 
1 

	

(p -c) - paráme !ro 	un dlpsdo blami ento uní verssl

1 

 

¥em . 

	

Sean F un desdoblami,nto universal v(t 1 	G

1 
	un 

desdoblamiento versal a p- parame frof d !D, ron p'c 

F universal > 3 h, (í o) 	k4! que G es 

isorno f o a ¥'F, J)e manera anglo a a la demoil,aaon y 1 d/ teorema anterior se vede ver gvQ h És una $umersion, 

U 
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IU¿Io si K Qs el desdoMlamsQnto constante a (p-c)- rdmefros P¥ 

F y 	si h : (R x R`,oi --, (RP x IRCo) Qs el di¥eomorlismo dado 



1 

1 	., 

1 DEMOSTRAGON DEL TEOREMA DE DUSD05tAMiENTOS 

\J[ R  SALE S. 

1 
1 	En  loja eS a 	r 	' 1  

1¥ 	¥e ¥ Sara  

• F el cl'sdo blamiento a 	rárnSSros íF' (/Rscfuté) --t (¥¥IRs¥o¥ 	_, • 14, k')  
(/R.X&se o) —+ íd') 	(FTT) la cascada 

PF, 	o c, [(,R 'o)  ---¥ (R ,R, a) --.-¥ .... F--, (R res '0) -¥ (,R ó ) 

• 
/Q ch.moss%raúon ut se resen  ras aóa ó del 

/eorema, de d€fc% /aneen ff versa/'í ef urca dennos tiaah, 

y 	coas la de var,ot íor 	i ¥s con¥rni¥¥,r 

Pmot?ar a ac/arar, prirnerai'ntn fe re 	 (n Lema 

i donde ef/ 	
p 	P

A' la refenaá del Teorema de í e aran , de 

9 1 fr/a/rane re i4ace a Pt/a Tora una To,iC4 	¥ü'viA/ y   

CJIufan do  cm paco se 11¿2ojara' a Pl& lira a ? eDara al 4. 

• me P/i a la n n t c/e pu€Í se dP¥v¥l ira un caro parku/a r 

del T vrema, corno p .o, 	is , re vira 9ve 2) 'r 



3y 

4eflaMe $i y .so'/o s¥* 1) es i»¥ini ftl,rra/mente ,.i1o6/e ; 

i 	caro ¿2f &a', JUi)/o 	 a/9v ar Orcas Obser¥gcinel, para 
s verì i car Q/ ¡orema  mat Qnera/. Los S/ ui',' i ¥/Gé s 1  

Se/are O; Ao»2ero fe oh.erua ra qvl : F iJ / n/im/efiml»te„,4 

vernal. si• y so% si* (r) ¿s in jn; gima/mente 'l/ab/e. 

y c/P!,
' 
v,'l UC 	t- rI vería si  so/o si (F ?) , it/ab/P, 

¥ 	y 
or ú/limo se odra concluir ef T'orema vr st ña ven' 

pros en ¡ando. 

Cabe hacer una observaúón más, el Tire na c% 

desdo b/amientu vería(et se puede demostrar d¥'rec lamen te 

1 
haciendo Pro del Lema dd ?rgp2raCion 

¥ 

	, ü  es la manera 
1
a 	

¥ 
Como /0 remnT Ou /ur . la ra ¥o por or la cva( se hQ 

.e/e ido hacerlo de éJ- manera, ef princi almentt Por 9 P  

ces 	na de claridad, Putí dad, 	afli, se presenta Primero el 

ca fo parlícular p -0 que es a la vt ¿ el ma in/eresante 
I 1 	

Y cuya u euros T
1 
ra clon es h S lante maI SI ln p/e que la 

1 
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demos1máOJA del 7eorer 	dt vyrfa/dad 	el 	.ro de la ajis 	úy 	paso  
¡ir/i*cufar al Teorema 	se hace 	a Iravei de dos rejul lado:  

¥ rPJUrz doi cv qI 	o'moJ/tac4 eJ son 	Sena' /las 	e , el sen/i y 	 do 

de 	ve h0 re ui e ren di/ 	Teovema di Pve 	raciá di t1Af ra 

Estos 	refu l f a dos 	" ve nos 	por ini1ten 	es ñihiectr 	la 	re la uón 

Son 	por Si' miimof 	in ¥er,fan les 	dentro 	la TToriá
Y 

es io 	ya 
había 	sido 	obtruado P or 	buíour 	UD 2]. 

u 
Pecordemosoe 	el CHI aao ¥angente 	TD 	se de inia ¥ 	P E 

• Como 	la /ma9 Qn 	de 	á: /1D 	B D 	dorad, Á'í = (Eh... X 	x (F»)S" 

OD = (fa.) x... x (e2) 

(h,,..., 

	

(-d.  h, t1,zor ) ... 	-d (f 	•tia- ♦ 	• 	) 

1 Jeaot, 	ahora 	
:- (&wal!x ... 

x(tu,k,) )S"¥ 	91 ...,y, E9D 

donde 	 y 	sean 	9, 0 	...¥9ro E VD dadas por 

. ea. íam6i1n 	4'' (¥°¥¥ X. •x (Fv,x"¥xi¥4¥ ¥ BD 	dada. 

1 
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1 	r : a (h¥,h,,. ,h¥ 	)_ (-d 	3oF,-F N;9¥ ... -d¥ •¥, ¥►,¥•F¥,• M;¥'' 

Conside'roje la cascada de homomo► ifrnos 	el¥ 	Q2l Fn rol 

dada en el lema de loí Prclimirnareí (pi. 

An¥i - 	A¥ ---¥ .... 	('')A, 1 
Sean 	m..= &o , 	(ff)r Ni = (( 	1)S¥ 

¥¥¥¥ 1 
r 

Nn¥¥ 	7 N1 	duda 	or Q'n#¥  "•• ,_, 
• y a¥i •' W4. --i M 	da cela 	por 

(-di•h, o 	,o 	s. 

1 (0,...,0, h¿cF-¡,-dfi•hi,o,.,o) 	si i c i(h 

h„oF4-,) 	s,• i=r,, 

u Ohservemi al9unaf colat: 

1 (a)  Los Ni son Ai -módulos de tiP o ,Cihi/o para  
. 	s 

1 (b)  M 	/4m6•eñ es vh Ai - módilo de hipo f ¥ r¥ i w . 

¥ (Cla.N ' --¥ M 	son 	o 	o 	- horr¥orr¥or ¥1¥os l 	d • 	¥ 	 s 	 ¥ ,.., = 	nti 

y a(i . N, - M es o, 	Ar - ho'w rnor(rsma. 

(d)  A'n#i (Ni f,) 	_ 	¿u  

(e)  ?nn d 	= 	CNn,,)t... fd,(NO). 
1 

•1 



1 
1  

LE! A DE PREPARAWN .' Son e uívu lenfrs : 

(Q) Im a t I (9i,o  

(5 	a . 6D. Im 

Deni.lb 	(a) es clara. 

1 	X41 > (b). 

 

SC 	Probara' primero que Imd t 1?L,9D &D ...... (i) 

Sea. 	= (..., z„-,) E 9D, en {ntts 

2 (0, ) ¥ = (2, (o, x ), ... , z,,., (o, X )) t 8 0 =1 ? 	<9ID ) .i 7 ri o ) 

1 	 1 
/Vigo exifieh (1i7,. .., hn )E nb y :i,...¥r EIR tA/PI 9U[ 

U E '/ 	,F) 1 / 	Z,, (o,) - d ¡,7 h, . 	t 	1,, 9 

	

VcE fl,..,r,f ,ní definen 	 ,ar J  (,z 	- I (z) y 

arn6itn re ore/ine 	E (é4 	Por 	(u) ( ., 	a r) 

1 Séa - l¥ 	:_ a 	 . oe 	t ¥- 	y,- ., yn-,> 	r h ,,. .,hn,¥l1 ¿ yo V¥ t ,,..,Shf 

U 	(o,') 	 9»o,x 

1 	-d C(x')f hL,oi&1) t 2 	9v) 

U ,lee o z ru,r'1-y,(u,2')E?z r¥4,.w 	:. 2-y E Xl4 BD 

por /t2fl/O Z= y HZ- 9) E lm d f ¥?I 8.D y 	's /o is /ab ece (). Ahora 

el Teorema A(pa¥. 15 	r 	ien ve Im = 8 .¥or 	 )C¥ se¥e 4 	d 	fl  
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• PPOPOsi( ION 0 , 	1) es es{afile si y solo s. 	D 

i 	i n j¥n¥ les malmenie es}-a ble . 

ter. m. 

1 	 La necesidad yQ se ha hecho nv ror (po' . 2 y2) se 

Vr e a(2 

	

	 ¥c i nc a hora ¥a sv E i p ¥ . 

Sea 	F= iF 	un desdoblamiento cual9 viera a -PP orómc ros 

de 	D. Que 1) sea in[ini /esimalmenfi1 e 6a2l e quiere decir gut Ymd = OD 

• : 	*ro jr el Lema & iPrep.2racion 1ambten ave Int d 6D (no(•es e 

• a QUI ¡as 	_o). Ciaramenio ( au, , , a un J ttD =trua( lueya 1 
{. 	E ¥CU¥X'1 x • • X ¥E¥¥x ^ 

	
4a/es que  

¥U¥•1'`¥ _ — (¥¥,• k, (u.i'i + ' i • F4 (u¥x`). Okora 	cau4 iau, para o 

Sea 	 o h 	r • ¥ , ¥ cu,x ) ), juí es un campo citaorial en 
s 	, IR R ` ademas es/vs cumplenque Df • X; = X F  

EjInus 	el Lerna 	educción se 	 e is le h:(I¥ ó i  Por 	d¥ R 	¥ienc fue 	tl¥ 01 

Ye kQcc lOn +aI v F es isomor o a h" F - . ¥r inc¥ucclón F e .ç e 	f 	¥uo 	 F 

U 	¡so mo r o a la Í,n en recí ro 	da D = (F l _) ¡ r un . ermen di  

relratcion ( o-,(o), es decir al desdolamieno consbnte Jue o Des 

• 



1 

1 	 , 
los Si uienles doJ 	ro sicionos que 	r su nofacion y 9 	P A¥ 	 P¥ 1 	¡Ud 10 j 	are(Qran un 	com Iicodas, Qn realidad no lo son das fP 	poco P 	, 

1 ideas dQ las demoslractones son izas/anie sencillas, pues 	ra P¥ 1 1 q primera , lo ue ie 901ere probar es en si ,, ue dadas dos 

[Un i0nes 	y or el que una sea supra yec/iva jarardic? ce la 
1 	 irao 	lo sea,y ito so lora ana/izando b s relaciones cveguardan 

lar [WKIÓneJ 

1 sea  proFosi¥►ó,n, lo neceiídad , cons /a de varios 

1 p 	 &mi- .SOí Senci los que .ferian • (1) 	un d esdo bla iniento upa/ viera q 

(F, Ir) dt (F, rr) y ver /fl 7eda/amen le que efle derdoblami Q,7lo es 

1 	iromor{o a uno de /Q forma (F, ir), donde 7T er el 

U erdo/am,enfo /  conf arríe de Z?. (2) Uí ndo el `rn?40 de ave 
x F os venal je ve qve (# 7T) er iron7or ío a (h F, ?T) para 

1i 	 X a yw¥a ,4. (3) por ¿-5/limo se vera que (h F, TT) e s horno rio al 

U d / Prc%¥ An;ip,2t to/2fian fP, 

La foz, c,e/xia de o 	P Q dun re9 	ro 	 en siclon ve hora  
' 	(inof CQ¥eUlor 'e»c% /l/l 
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S on: a • ¥¥ux'¥ Y... 	r (() 	w. ¥Evr"-'i 	c6da por 

(-d&,•y -dj ¥h¥ íko ¥... ¥ -d(h.,49 -d{¥.,xh¥-¥ t¥r¥,•F-i) 

°:, ¥u,x')r(f¥,X¥)X....x¥f¥,,x"Í xIF¥,Ílr(F¥,1P--j % jxlfu,rl
P 

y 	: ( 

dada por: « (k,, {1,, k2, ha)...) ¥Pn ¥n 	= (-k, kaoF,, - d(iy 'E, 

-df,.1•,, fh•¥F,..., -¥< <¥¥0F. -d&4.4'4 -c// .h, f tiL ,• F, ...,-L.ñ +yes).

chnd d/4•k4 	qe;. 	d/.4 4 =: 

Réconb,ioí que F el ih/lni /eIirinJ un te veríal r¥ 

.Im d f R(f 	 F) _ ¥D , 	por el ¡tma  de »t 	n... 	PX110 	 ¥raaú  
tifo último i e wvalen/Q a qve Imd - && 

'1 

1 

1 

1 

1 

y lambi-t¥ la a1Cada (F) Y7) e i n/ini flf ma /m,nl t&jable 

PROPOSICIÓN 1. . 	F 's ihlini ttsimalmente versal 

Si y solo si • (F)1T) Qt in(ini tsima/mrntt PJI-able

Dnn 

 

' 	S'&t (i) S ) ... , ¥n-¥  n-, ¥n E 8 	v,r m! Pncon l/'ar 
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¥¥¥¥ •, L L 1 TAlPI 1uC °t ÍP¥,Í1¥¥... iPn,i¥n,9¥ l 	) 

1 	vtamo! que deben cumplir, la Mirna igualdad noi dice que 
' 	— k, +% o F- -d .k -d 	o 	- r o 	= 

1 luego debe suceder primero que 

— {e + o 	 o FÁ

lo cual mica aque. 

1 	n 9 ¥ 

1 	 = 	— 	oro ...oF'_...._ 	o 	_ 

• O&wusl debe tenerse 

dF u• k 	dC¥•h¥ t hc4, F,¥ — 4).. 	,pino► ¿._I,..., 

1 	 — 	- 	o.:oF —... — 	— Qf f¥1 ImPlrca ¥Ve . 	d ¥, 	¥ 9 ¥►,o F►7-¥ 	. 	i¥¥ ¥ F¥ - IV.I d Y • h1 + 
LI 	 +h oF= 

1 	luto 	-df¡ 	 4 _ dÇ ( 	oF; ♦...+w„nF. 

Pero ►¥ I d"- BD 

	

¥o o 	m 	QS curo fue siempre se 

• ceden .J rr Ui,, 	 aneraP 	¥' 	¥) de 	m 	"vi wmplan la 

'. 	LtUIma £ U.Ot   , AY ¥nto  clt bM hola isbS [un(¡Ones  



1 

' 	 47 

h¥¥..., 
	y /A1 k, ... , ¥^ definidas como en (1), se Iene 

1 jnmedialamrntt 90e . 	(k,h,... ¥,,ti¥9 j = ¡wm,,..., w¥ 	V') 
1 Etoei 1 . . 

Sea (...,) E &D, en/onw (o, ,,0,..., n.o) E 8¥ 

1 	d 	 ` Corno r,, Pf fuproyec¥iva ex¥l t 	(k,,h  ..., 	, J fa /'j 

ve 	i h,1 ... , ¥,►, ¥, 	- (o, ¥$, o, ...,-,, o), Esto implica 

que 	b¥ f , n-lf ¥¥ - - d¥  ¥¥ d!z %  

y ademaó Ove 	h,, t yo §J = O. re pUedi vrr Caci/m,nr que: 

' 	_ 	- 	 v Por lanlo V4 /' ¥• •¥ 	i - d¥¥a'¥ d¥¥ h,¥ F¥¥¥¥ F'. 

U e l  tl Qne 	ut Q Ch¥,h:,..., h,) = C¥¥,..., n•g ¥ 	 1 
1*_ y por unto 	Im d 	D. 

1 
• -PRO POS ICI ÓN 2.. F os verso I si y solo si (Fir) QS ps b1Q 

1 	D.em. 
v ¥r 

Sea- 	
ti 

 (F, ¥) un desdob /amient aq-
P arú mepros (F,w), ¡ ¥ 	ti 

1 	¥ 	y 



1 
I 

¥ 

	

	 y3 

ice, v,x) = iV, (v,u,x"J) / J'lQn 

	

' 	 9 	9 P 	.¥ 	o ¥+ 	P s, ¥¥¥i 	.. 	..¥1P,ri?:Io) —¥( x/4'r1 ,o 

	

Hl 	 (v,ufl_ (v,i) 	 ii'") —t'v 

(vci, z') F- 	(u d (1 cI, x'),1') 

c%nde i w u$ -1  

	

Cono 2(o,ua') 	o,u, z') - Lt , se 	rl /0' trmtoe j 
1 PS¥ 

oon desda /ami(nt J de la den/7dad en jR grua

1 

 

Consideremos 4mbim1 las¥ vienfe cascada F= f F f _, 9 
• ¥¥ Cík xR xík"ó 	K 9 S`., C¥ondl 	 ._ • v, u, z ¿ j f---? (v  v 	(v, u, x'')) 	/ cho nc¥ 	¥4.  

	

1 	 la 

	

£S claro p2,- 	coas wcci ' 9Ue . .,  	o ¥ ira

1 

 

y ¡ 	7T° - a F) Je T'(R/R)--► (o) /I e/ 
v,u,Z#7) f--, ( u) 

U deldo6/am, !ht c sÁ nfe d€ 

	

U 	 befo ef Sryviez'te d a rana er 0,0mulaAVO 9 

t', X/1'Xüf i o) 	«?es'o) F .... F-- ' 	X,'D f _, ( g P¥) 	• 

	

'`. 1 	 t 	 n 	 AMI 

	

U 	¥ 	 , f Psó 	.... 	',  l 	
/,e

, 
o
1 s «Xí¥xí¥, 1 	----¥ C¥x¥xR;o)----.¥ toeX¥,o¥ 

	

1 	E t0 Ii2í Ct2 	F ¥r 	Ff 	o i om r es 	lLadQS (, ¥ y C , Í%¥¥ S n ! o {aI Lomo 
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desdo/a,rne, tos de Fi 4. 

aAora  bien corno F ef un desdoblami»enfo versa) de 

se tiene qoe F es iJornor[o a i1F para alqunci re Ira rc¥on 

h '(I' R o))(/' 0) • Pero  el entonces  Claro ?uc t-amb1M 

(f ]T) Y (h"Fi TT) Son ¡fomar[os (orno desdohlarriiin los cL . 

( F, ir). 

,¥ : (1¥x¥Ki'k¥o) --¥ R YIR%It¥;oi i ¥i,,n 

	

e¥¥endv 	 (I 	 ..  ( vu,r)t-3 (vh(vu),V) 

	

Irh , (i ? x iR v ) - ¥ (R 9S ó) 	se tiene 	u1 ,Itoj son desdo6/a,wien/ir 

a 	- 	rám c fror de la 1de41 daca CDI ef,Vn a tril y ien ?ve Q / 

Sigui 	d agrama sea con/rnvla{vo. 

	

¥Fa • .... 	¥ (IRítcd ó) --+ (,R í¥rll¥¥o) 

} 

	

' 3 l¥  	o1 	.... 	(iR¥ic ¡Í¥ ¥ Iñ s ; v) 	--, (IRo) C¥RK¥x¥o¥   

-Donde >F= ¥¥ 	Qi e) desdob/amiQnt 

- 	dmeftos de F. Lueqo (¥rFT1- ) (EF, TT¥ par 	ti ) 

s 	luego 	mien do +enemoJ ve (F , trson ¥somor¥o 	resu  

	

+on© 	n 	.tableIsomorfo a (rF u¥ pó r 	 (F ) ¥s ¥ 
y 
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1 

1 

¥= 	Set C 	f . un desdoblamiento a 9- rc¥me Pros de D. 

S Spony ie que es de la JOrma 	 = (ir, (z)1 Iv,19) con 
A-1 

9¿(o1z')= o. Sea H = j N¥ f ¥'_, el desdoblamiento a (p )- paraím/ras 

de D suma d¢ Fy 	, es dé ir 	.:(l/A/ IRs;O) --- (IR aIRA 
(v, U 0 X G) H--a  

9o( os hm6i* Uh dés do¥lamieh fo A 9 -parámelrof di F 

Corro (F, rr) el P.r/ 6%, (N, 7r) P1 vn desdo blamien ío 

Iiv/p/ raen j (Á4) --¥ (íP x/Áx ra'so 

CJ,1dob/ainienfl Che la. iclm b-dad  

K: ('t 'o)i (jjKR á) 	 de /a ic%rntid aó Añ', /r 
(vu)H (v,k(ttu)) 

ti 	ti 

¥Ul •' 	r F• olí _ 	° // Loara .-i, ..., íH 	( ¥c ) 
ti 

y 	77 .¥-„ K o fr t rf ¿'f 9ie el s>9vien f d a9ranw Pr 

(/R , ,o) 	-¥ (l¥P x,Gº f ó) —3.... /11,.! -¥ (GP ¥► /R ó 	¥ 

(X¥xR ó) —F )(¥z,6PXRf ) 	... 27 (/X vi's,o) 	) 

¿[Q Lonmv ¥l 4i¥Qd de erfe o a9 rama /MP/IU fue: 

0h (2,,n) _ Á (i u) . 
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1 	 96 
fin ahov.  . Ji - ( o) -i (Ro) cada po r 

	

1 	(y): k (V o) _ ¥ (U ox 1) 	( U o,.r ^) y 

• 

 

c 	,..., 7, /oe90 dQ lat ecvcu¥nef (w) re Iiene 've conmuta 

i Pl sryv, ente d,a9ram 

	

(¥ XIl',O) 	(IRXIo) 	 C¥1(¥,0¥ 

	

1 	 9 s, h'F,  

	

(¥ X /R , o) ¥----; (IR 	o) 	 (IR R o) 

1 l uL o Cl Qs lsorno r 	a 	Or /Unto F eJ vrsa . 

	

1 	 1 
U (Or? -/ da la ►na u in4rra d eiarrollada hasta agvi 

• re!'uI + Queden re cual debera ser la domos f racion del 

TEOREMA DESDOBLAMIUNTOSVERSAL¥5.- 

Un   desdoblamiento F de la cascada D es versal 

• si Y sólo si* es ¡n(i i e irnalmen!Le versa¡. 

• Dem

• 	

. 

F es versal <=> (F sr) eS estable 	 2) 

r 5t) es es¥hl z= 	F r es in ' i des ' 	m¥nf¥ Ps¥aI !e 	os¥c¥o¥ C, 	e 	J C¥ ) 	¥ ¥ n 	¥ ma I 	 (prop 	0). 

U 
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(r) el 1níini lesimal»lente eJ fable l) Fe¡ inliniiejimal►rmente verbal (Pr4os¥ciom1) 
1 1 
U

¥QS{a 6tr una u¥ ¥i'oíq observación, la manera en cue 
1 se tia desarrollado la Teorjá , peruiife esclarecer en ue 	rles 

el necea reo O4 i lI la r el Teorema dQ leparacio'n de Nalgronqe, 

primeramente ay c ue observar cue la Fu lte 'uci I del 

1 	r teorema de desdoblar ►en tos, esto As la neces¥ dad no regvÍere 

Je dicho Teorewia , asi rni smv en lo abso Iv ¥o (as Proposiciories 

1 	2 , este solo es usado en el lema de Preparacion que a 

sv 	ve? es requerido en su - parte d: íic¥ I para la suf ic¥encic dQ 

ki 	roposi clon d - lve o se ha ira lado de cur quede bien 

Claro in que' parfen s necesario el 4an socorrido Teorem

• 

	

	

a 

M a d¥ 

 

?rtpnracio' n de 	iyranq.e . 

U 

lvardo se dQmodro la Proposicion 1, se hé z0 re terenua eJ Urna de 

• pe racwr, pQn¥ e 	,. tarfic oi 1. 	(b) 4(Q)) • 
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1 
1 
1 

1e:LI ORAF)'í\. 
CbJ ¡ uajic') Radmila. 	Spcce-Time slo6ili¥. 

¥1¥1ar w ick 
	

(19 }71, 

M. Sc. lkeili 

1 
	

[DI] Dufavr, Yean P 
	

Déplolemenii  de cascades d'applicafions 

d4Çe'ren4iables . TLiese 3' cycle . NionlpeUlitr (1115). 

[Di 7 Du jour, Tean P. 	D iagrammes d'applah¡ons di f cvenhiables 

T hete de docitrvr d'elai. 	tQn uedoc (lq}q)  

[mil Mar{inef , Jeon 

	

	Pe'p)oimen1c versels dts apTlieations 

diíf reialPs e¡ elassiíi(alion des applica}ions 

CM21 marimfocan. 

S&bes, 

Sn9u)ariíe's d PP Q 	Iicalions di ¡Ierrn }iab)1s flan 

Sur Bex. (1 5). )€cjtjr€ Ños in Ma#tew1o1 cs 5'35. 

Sirrjulari le's des .Cuncfions e¡ applicahiáns 

1 
1 
1 
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Nal MaUier, .Tohn . 	Slci6ilil¥ oj C°0 rnappin s II . Tn¥ k m i y 
s iab¥lt 	ímpkel siaW ty. 

1  
Ann. c . MQU . 99 n2 (190). 

1 [TI TOult ron , Jean C. lJéaux de f ondions di UrenicbIes. 

¥ 	 ¥prit¥er -Veriag '?2. bcrlin (t9?2). 
1 	rw) Wasseymann, orclon . Nbil3y o{ un{oldings in spare 
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