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INTRODUCCION.

Cintes de empezan a explican ol lo que
f mﬁ it é (/ /zzbd/'o (onuvrene pr(’fmfa/z a/jowmr
deliniciones que e viaian a b /a/zgo de éilo.

Daa’a; cos funciones J- R R m,d//erena'ab/n
( por diferenciables, se entendera’, de lase C7) en
vecindagts U,V dl cero on R So did que son
Cquivalntes  si exsle W VAU vecndad del cero
on R o faf forma que fh =3l . Esta
relacion es de eguivalencia en el comjonbs  de fonciones
& R nm K § c/:'{erena'ab/ef o una Vedndad del cero en IR "

a ja/) (jaf es de égw'ua/ena'a L'nduhcidar por
ota rhdn se los Naman qeimenes en A cero do P

)y on vsualmenle ~ derotadas pr f:(R7o) — IR"; donde
£ 4 on represntante de Ja clase . Si o gumen 15l que
£0)= Y, , m Loubira f-'[ﬂ),no)"’ (R %)




2
%d cascada de juémem’f A ﬂmb/)ef dﬁ/eﬂu'aé/lf o

Simplement uma. coloccion finita de qumenss en e/ wo D A
abndy &L I;r/maoo domino & gy e &f codbmimio & {7 [ esto e
wna Joctsion de 12 Jorma :
(RP0) s (R o) T 2y (k%)
Dos cascadas D={F: (R5) ;’3)],:,.1 y
D"’/f: "W?o}——i(é(’&;"a)/{;-’:-l se diran  sgomorfas sd
Evishn #: (R'o) = (R7s) quimens b difeomorfismos
Jocals i1 0 Tady Gue Viedyond B ole = Giebs.
ln doditmient_a_p-puamebos & D=fiif;,
« wa apade FIEL, dnde ada Fi e on
Clidoblomitnl @ p- pametros ';Z, tb o Fi o on
gumen a Lo forma - £ ( /ﬁ(’:’}/&’.’,"o)-—»(d’ﬁ//?“t'a)
~ (4, 2¢) > (4 f, (a,x¥))
Mﬁ"‘ £ (0 x¢) ={; (x9),
J;t' pil A’?o)——i(ﬂ\)fo) o1 un gumen de  {undon

diferenciable, fa agn recproa du Fpor h, pf A
h.E i[fl ) dondi

O?Ja/oﬁﬁ/m/'mé 7 C; pam’/nef/of nF :{




W' (RYR%0)— (R R¥0) ?
(v, 2¢) =3 (v, §; (hiv),29)

Je dinad que do desdoblamientss . p- parametros
o D, F-{F }¢nzl y G=1{ Gz/[:, son desdoblamienbs somorfos
¢+ Enistn e (RXR%0) — (RXR™0) desdbblamienlss e la
<dentidad o R f‘./ esto es £, (4 ¥)=(u, ditaxil)y gilo,xi)=x¢ )

i7ln fads o Linoki=biod; .

%;75/03 % dod qoe £y G son clidbblarmionlos
IIQ(//'(/G/MW a p- /Qmi;m#w e D s oexirt 4(Ro)(Ro)
difeomorfismo Lo tod gue G & domorfo. a n'F.

Un dodstlomionts de D es trivad | si es
stomorfo al deodoblamients constanly 5 D ={' ‘”"“)H‘“‘f‘""')lzz‘

F se cid que ¢s un desdo blamienl _yercal
de D s 71040 ofro dvsdoblamienls G de D e isomorfo
a 4a /'maym eapoa. de - por a[?u//a foncion
dliferenciable.




D es wm cascada estable s bodhs  sus

Geschblamientos son friviales .

Con ety Qe/iniciones en mano sp Fralura’ en
breves Aineas & exponer e Frabago.

Dada uma coasada wno se prgonta
wimedia {0/77!057 wando ¢« estable , mamear Jb‘dzﬁma‘oé
an fm’or /&/(/Z/a o /ﬂucéor a@ajos comp//(aa'o, /&afo 10
gut st busa oom condicionss gt gananlian Lo
olobilidad , W de Wax je p/menfa aquc', o de
infinitesinalonl tilble, et o ona ondidn anadhia y
rwlla n algons s rui mangjable Je v’ que esta
condhusn 41 eguialends a g t5table.

‘04//0&1/ con 2l COﬂ((IOfo ad aisdoblamients
vrod gue 2l (e manea nedinad, omo on £l cao
d un sl gomen) para  eludiar ghora vna famitia

Utable” clo caradas (o 9(/1’/776/7(! ) y wya ﬁm/'//&, onfiene
a o asada (o qumen ) an etvdio, fambien S




S
antodvet Lo que 25 on Qicbblamiente inginitesimalmente versal

& una taada. |

a)f/wxzécwﬁa/ﬂwém@b o A di
Amosion Quut - Un dgpcloblamient & veral s Y olo &
Lo nfinitesimalments veral.

D it fin 1t reguiere a& wma Joule heramienta
a{fé/mm qot fe expone €n y/; /m/é que s fa hecho lomar
eliminares, bivament o wna extension b/ Aema dr Naka joma.

Je dbe aclarar qot Ia neusidad di esta
afirmauon er fauil'y sencilla en o sentido que no requiere
material muy avanzado ; y/; Juficiencia pr& mag
/‘Mpor/(zn& ad //\Z’orzma, 28 donde La ma guman‘a algcbrm'ca
enfa om J‘"fa y ©n esta su gran wnectivo ol Teorema
de ﬁu/oa/zaa'a% At 77Za/?4an?(. :

@ﬁo de confinvan wn esle infodvcaon,

Valoia Aa pina destacar a/gu/nm detalles aana dt
/% orguns dild ostudio de Lao waotadas-; quied el
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¢/ iniciadbr oled eitidho e cascadas hiferenciables chbena

s Kone’ Wom, puts & on ou Jiabsgo  Mathimatigue ol
La Worfﬂo;[m‘fe " ibpduc pna ps modley cle moifoginesis
Ao mouom b dpdoblamients db um gamen y o gue interesa
u cuands ute familia (o dscohlomiento) e versaf . €n
#rminos db canadas s vers man adedank qut_eslo stra

Givalent gut la cwvada cux) > (4 Aur))—d  ga
blabte, donote Ao foumen %ma'aiu o el discloblamionty
put at tsla’ considirandy.
Gho qur ot /ivd/z(a considiar e lpy joneros

Lo (. Wassermann ) pues en %on& de ca/a';/mﬁf espauio-
fempora/u, liene e!pea'a/ interes en  deformavenes Fluv.2)
d fo(x)=f00,x) gue sean (1) - estables sty sera
0qui valent a la thbilidad ch la sada
(RYRSR 0 ) —F— (RY IR R.0) £ (RxR0) - (R7o)
oot Fluwv,a) = (L, gf[a,v,x/) Yy P Lo

proyecciones  @n onicas.




%amor o;)w I:u‘onwr .fegu'm J Dufour son :
F. Pham, F. Xaloun, MA. Buchner, V. L. Qrnodd , V Poenaw,

que & ditintas ramas, A aparear cascadas por lo atneraf
@l Zpo — — (wa,[D2] pah 1),
Yo no e hasta 1973, on Nice, Frandia | cuandy
I Mather on wma confoenca define Lo nodor de estabildeel
| y eitabilidad  infinitesimal para wna castada cualgoiera 'y
motsta que oS habilidad infini fesimal implica estabilidad .
Motivads por osto J Dofour, an el aro de 1925 presenta. sos

tstudios en l 7o5is "L/Dé/)/o/?mmff de (ascades d'a/:p/i(aﬁbm,'
ah’ etsdi tos dbscbblamienls oniversales db cascadas y

/77(/&(7[/'0 1/7//( Of/l’df sas /él ff(//Ud/éﬂflﬁ f”/’e
versalidad versalidad. infinitesimal .

ago w Jwna o mcaa/m 90 engloba
a vaas como Aap e \Tﬂm , 77Za %u, Wasser mann,

ek., e Y/ ?w’ 1% Pwmé agw'.




Db de wun Jeminario d Jeora cle
Cﬁ)n?aﬁndaﬁf o Mo Dtculteds do Cuamaas, en um
inlim®o oy avanzar o o wstidier initiadbs por R Bulajich,
m ou ﬁow Y] /wzzfméz V4 57(//’8/?& prvé/ema [Bl,pa'a,l?).
fé aé#nen /0f (0/7&1,051 de ST- o /ab/e y ST- infinidesimalmenty
¢stable y fe pregun ta i son eguivalentts . Este problema
noe Nlwa a estudiar c//ac,mmaf a ?imem de Juncion
dd l/‘po 3. Y dlsdfv/&dgo a busan unm Joovema
e ?&fa/zaub'n ’ adecuado paa el 1 Teoria. (lrardbs por
Todo t5to, adimas AL inlre; que gor o mimo preients,
s¢ w neusano entar ol utdo de diagramas aud #po
— -, 001f a ,é&lfo Aps primeros 7;460‘/0:

?ue se Uhidan son Y Dufour (D1] [D2]y
Wassermarn (W1 para oo enorws o Trabajos de
T Mantinet [M1] [M2] +n donde la Qwria de
WMokt a pido raformoladay p/an(?ada. 4n una

mamira ma» accesible, m//uym dentro del seminarig,




)
/é 3(/& mo#ua /’Jruen/ar 01/(’ /mbq/o 5/7(//‘(?/7#0 a/.gunar

tiguemas do Wartinet, pors eshe pumitin separar. varios
df,a’c/m oo I Jworia . Tambier haoy e distacar que
2/ ajloecﬁ) /ocaj er o 67)01 se Manya a./é jongo
ol /ﬁabq/b no como  Dufour vyo inferes es e Hobal.
?Odﬂ/’a deurse que y/, que prekndk esta
/‘l—J/’f £ p/mmfaﬂ d wa mnera clara y fJ?uema'//'ca.
Lo TJeoria di capaday de ?e}mmy de Jonciones
diferenciables ; adb wna maneea on donds se puedom
dédwz Las /Mr m/gorcéﬂéf av Lo ﬂor/&, wuna
/mamna. conde Aos aspecths a?zém/mf newsaris pna Lo
Aboria iuea/lm abs tacadbr y abse /w/a wna fouma
f(/t sta b fawd acceso al inlrosads om L Loma.
J/Mé&céé/e’mmé U/Zoy 05/?042’0 on. Kadmita

(j 07;0% ;Df sus Comentarios y ¢l gruan :m,ai//}o que
han pm?fzz/o para. Lo wabizauon de o5l Arabajo.
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y wle idiimo PJ}ua'o, Ao he reservado wn

bastanle intencion, para.  exprear sinceramentt un
afradlu'm/enlz Q «/;mf/'ayo, sin - Cuyo aseso ramients
hobiera sidb /Mpof/'b/e realizar ¢sta 1 51, a v direcdon
Je dlém de a/n'éw'r 7Z0£/0$ /or a(/'(ffbl ?U" o
P/ffa Je M(UM?’I’M, de los Cb!ac/erfo_f mi
ﬂfg//'jmc/a o5 /a mponmb/e.

o @ oy O

Lreno, §2 .




PRELIMINARES.
//(06/05 /05 ani s que dparecen en este habajo

son Conmu/a//'uof Y on 1. ﬁ A o un am’”a, r(A)
demotara al radial di Jacobson , es dicir t(A) es la
inferseccion de fodos los ideaks maximales de A

nﬁ' V:A-B ¢5 un homomar//sm_o entre anillos
diremos que 6ste es g_x_cdgi_fj si: lodo B-madulo dp fipo
finito M, fal que M/m;M is un Vi -médulo da Lipo finitg
o5 de ‘II'PO finito como A-mddulp.

Jon Propiedadt’s de Ibs homomar[ixmas excelentrs
Jas siquientes -
(i) Todo homomor fismo svpra yec/iua ¢s exceenty.
w) Y- A-B excelenle, Tcra), 5cre) y YxycT

/'m,o//'can que P’ Ar — 85 es excelente.

() V:/HB, V-8-1C excelenles wn Y(ran) cr(e)

entmas VoW A-C e excelente.
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(iv) Y- A-8 excelonte y C un anillo, enfonces @-CxA-CxB

clada  por Y(c,a) = (¢, Ya)) es excelente.
(v) &/ homomorfismo W :CxA— CxAxA dado por
Wica)=(c,a,a) e excelente.
En Letminos do homomorfismos  excelents  se
puedy  enunciar e/ : ‘
TEOREMA DE PREPARACION DE MALGRANGE.

' S; f-'(/?fO)“"? (R0 es un germen de foncion

A — _'7:-['(1)

de clase C7 5o Hene que Foly =& o excelent.
Donde Ly {A (RL)4R; h evds cloe C”Taﬁ;%jommé é}

En los sigienls parrafos se pmmh la
/)(rram/mfa oéqééfa/'ca 9(/( Je /ie(i.r/'/a fara dosarro //ar
sl habajo. la parte central & & Teorema A, gue
o oum 7mem/'zac/0}7 de/ Lema di Naka yama , el
uso de elo tr sugeric - por by frabajor de Dofour
[01] y (D2] en /0f qoe da una o?mw//a(/a;? ms

omphad., b domostacion que agur’ se pmmfa se
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basa en vna idea di Wassermann [w].
)

jm :D - /Z (/R’,‘.o)——-) (/QS“,“O) " una

¢ ¥ T‘(“')

(:I

/ v [ o
Cascada dt 9ermmu de Junciones yF =/ £ (RTR")- (R ‘,o)},‘

(U xS) (U (i) v

un disdoblamienty de D a p- paic{me/ra;.
500!7 AOH F= gu, , A = &'r; x. . x&yyn L=1-,n
San Tambien, P Aiu = As, Gilhin,ha)= (6 b v h)
iofy,n1 y Pn= 7° donds I (RAR*0)— (R0),

(v, 2" — W
Es cnsecvencia inmediata del Teorema de

/Pupamab% d Malgrange y de las propiedades  de los
homomorf/'fmm Px(e/pnf?f el sl'?uienfl ;
LEMA . An Y5 fo— 25 A o5 una wswda
de homomorfismos excelentis .
Hecordemos Hmbien la siguientp version del :
[EMA DE NAKAYAMA . Sean M un A-modulo de

71/,00 finito 'y N un ssbmodelo de M, entonces :
M=n+trimM = M=N.




14
"PROPOSICION - Sean $.A-B un homomorfismo excelenty,

N, M B-mddulos, N2 un A-mddulo, My N2 de h‘po {inito,
oz ;N2 ™M un Y- homomorfismo y a:Ny— M un
B- ho momor fismo . Entonces
Az (N2)t (N +FAYM = M ) diN2)+ai(N) = M,
Dem:

Sean M := MA.(N.) N p:M-«»F« la proycca'o'n (anonica,,
Como o o (r(N2) € p(@lran M) =@M | se Yiene que la
{uncion peda: N2—=M induce un homomorfismo /\-’N%(A)N;’ ﬁ/{qﬁ
qw oS Supraypch‘uo, pues F"/rmﬂ - Mémnﬂa\m Y
o2(Na)tdi (N) +Y(A)M = M.

Ahom wmo N2 es un A-modulo de h’po (inito se
Liene que N ® Ao = N%A)N; es un Afuy-mddulo de tipo (iniko
como A ¢s supray echivo Miwmm eson Mra-mdulo de tipo finito.

/f%r olro lado M s un B-moduls da h‘po finito  pues

M _'0 s ) ’ (omo (P '] éuelen{c ruu“’a c*uz ﬂ o5 "ambie;\ dz
“’ipo ‘[m’}g wmo A—médul‘o. Ohom Lwmo ﬁ =P°dt(Nz)§ r(‘)ﬂ,
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se ‘fcnc, por el lema ol Na/tnyam, que TT’\:(Mdz(Nz\y esto

claramente lmp,a'ca que di(N) +a(NY = M, (]

TEOREMA A .

Jea An&‘“’An-i""’"""&"A' una @swada de

homorwrfimes excelinks. tajis que - e (rlhin)) €1 (4:)
L., 04 . Jean Ny Avc-modolo <=1,..n, M un Ai-moduls
Ne,...,No, M de fipo finito y d:Ni=M vn @y0--- Y, homomor fumo
iz, n, A, Ne=M uvn Ai-homomorfismo. Entonces :

Tn (Nadt-- ¢ A (Ni) ¢ T(An)M=M =D dnlNa)t--+ (N = M,

Dem,

Je hare. por induccion sobre n. los casos nzi yn=2

son el lema db Naks yama y la pmpon‘ab'n anterior  respectivamente.

fupo'nqaxe el resulade certs para -1
L’an ﬁ": M/d»(N:) que es Un Ai- modulo da 4|'po finito,

P:MAM la poyecion candnica, a;'izpodi :NidM i=2,.,n que

5 un ‘Pc""-"%-a'homomarf/gma , N." ll Az' WbMO'du/o dl ﬁ
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?lnemdo fbr /Oodg(NL') {(=2,..,n 900 [ de hpo {'J'm'fo (omo

Nz-midulo. Observaciones :
(@) r(An)M Cr(A)M =D odn(Na)t- +d(N)+HI(A)IM = M.
(6) /o inclysion L:NzNot-+N, <5 M induce un homomorfisme
/\:%MN — B/ma)ﬁ que por (a) y de que
F%(Aa)ﬁ B %(N.hm;w\ es suprayechivo..
(c) N/r(Aa)N es un M- médulo de bipo {inito, pues N lo es
como  A;-mddulo,

(d) por (By(c) se diene que ﬁ/r(A;)F« es un' ¥ mddulo de tipo finib
(e) Como M e5s un Ai-mddule de tipo finito y i es excelente
hnemo;.pm (d)'que M es un Ai-mddulo di lw'pa finito.

(£) oln(Nn)4--- 41 (N)4T(ARIM = M =D ol (Na)#--- + o2 (Na) ¢+ (AR} = R
(3) Como las hipetesis se cumplen para : Ang‘—’JAn-.—o-‘.---rl-}A.,ﬁ;
Nn,...,Nz, M y Ay, ., oy ,’ se wncluye por hip bests

de induccion que : Ay (Na) b - +da (N2)= M

(h) (9) claramenle implica  dn(Na)t--- # A (M) = M.




EL LEMA DE REDUCCION.

cfea. Fo(R)— (R)) un germen de ampo vectrial
C% wn Xlta) la curva integral de la ocuadion d=F(u)

con condicion inicial Youl-u .

. | "=t
- /f; (R¥R"0) — (RER™ ) ,7 es un
(@ r) i (4, filury) '+

desabbmenls trivial a b /a/z?a di § ai la cavada
D’//":'/r:’ , ol

£ xislen ¢4 (. Rx/?fllx”fb) (R 0) ton d‘-IO.u.x")-x"
icn Aaler e Vietsimif 2 (2lhu)ditbur)= @ (bt hitari),

PRoROsicion - F o5 vl a b /Mjo de § si y solo si

~

E xislen campos vectoriales ol (a forma. YJ“"“" (}’(u),!(.-lmx‘l)

S¢ - -
on IRF’,'R :Para i=1,..,n fales que - DR -Xi =Xiuok ic1, 0.,
Dem.
= /fgr ser F frivial a lo /Grgo de [ se tiene que

existen ¢ -'(RKIPaR‘fo)—*(lP’fo) cjer'mme; con $ilouxi)=x*
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#a/es que : i (), dclbuxi)) = Gipi (b, u, Fotuxi)y ) iz, net,

Lw?o Vie (i, ,n/] Vkefl,. Scorf

J}:’ %ﬁ:(l(é.u) diltuxiy). 924 (¢,u) fZ QW‘XI('L(WW‘(W x‘))‘gj&l (bux)=

- 2¢“"k (‘4“,‘((‘“’1‘)}.
at L=l ,n
Enfonce_f a} *omar Xg'g(U.‘l"/-':%‘%L‘ilolu'Z‘) l:l,.:.fg
Se %’em 7(/!. N VL'CfI,..,”'If DF; -;(-c = Z‘u"ﬁ' .
\\C:l
Dadbos los campos X, Xa y (X, 8),.., (X.4a)
/(IS‘ wrvas /'n{eyra/ef de (71/5; ampos, se fiene por el

Qorerm o'e ZZ/I/enc/a y uni cidad de So}uciones de

ecuaciones diferenciales que las . complen la condicion

de  trivialidad.

) n-|

Si ahoa F=LE]., e un doschblamient a
p-paramtfios cb Dy s fos pardmetos on (wui,.,up),
¢l dhschblamenlo a p- ,Dam?ne/ro/ restyiccion de F al svbtspacio

n-i

Up=0, £ fo: /ﬁ°}¢; donde
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o (RYR%) — (RER™*o)
(1) — (W, filuxh)

0BSERVACION - i ¢ (lfp—a (fA’P “) es la indysion st obtiene que fo=i"F.

- {(0,u
P
Sea 7 un ampo wctorial i R de la forma
P
23;740 *,% Y"(u)éadt y Sea h:(R™0) — (IR%0) la retraccion

@ndnica, donde las fibras son las wruas in{e?m/(s Xlbu)de ¥

PROPOSICION - F o5 rivial a b /aryo de § siysolosi
Foes isomorfo a W'F.

Dem.
“ “>” Sed /e.-RP”—*R 4ol que X (kwi,u) = (0, hlw).
Rr ser F trivial a lo largo de § exisken
@i : (RRP% R 0) = (R* o) que satisfacen $i (Qux1=2 y
Yales que Viefl,.,mi] Fo(xibu), ¢ (64 x)) =gy, (8,4, (ctu‘t‘!.).
Vicfi,..nf sea &ii R R%0) — (R™x R™ o)

(U, %) > (U, & (-klu),0. hiulx’) )
chramnte estos son deschblamientor de la identidad y como
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fo (U, & (-klw),0, htu), x°) ) = By, (-l 0, htul, £ 0,h(ux)

se fitne 90e - Fed. (ux')=F. (u, &;(-kw,o0, hlu),2*) ) =
= (U, fo (U, B, (kw0 hiu), 1)) ) = (W, By (-k(w),0,htu), F (0w, ¥D)=
= Eou (W, Filo htu),xi)) (&0 h'fpo)luxi)
Ry tanb  F e isomorfo a h'fo .

\\} /"

F isomorfo a h*fo implica que existen
¢ :(R™ IRS‘,O\——a(lR?'ERsﬁoS desdoblamientss de la identidad
(u,x¢) > (u, ¢, \uxd)
en ll?“, PETN, }a/u que Fiod, = L..oh'ﬁ-,o ceeeeea (1)
Sean & wxi)=(q, 6. () ) los difeamorfismos inversos .
Viefi..n} sea ¢;: (RR*R o) — (R*0)

(b, x¢) — 3‘- ( X(bu), 3;-'(u‘x‘))
Entonces se fiene que -
£ (X)) pltbuxi)= £ (xew, b (utka, ; (uxip) ) =
o 9’5:-,,( Xtu) fo(doh(2(6w), 5;"( uxs)) =
= (X, fi (Coh @), G @x)) e 0)
) Br otro lado -

bios (0, fi (Cohtw), §'1a,xin) = 1o« b (. wn))= filuxé),




A=y /%)

A

o.o ¢[“ (U»{¢(U.X‘)) = ¢"“ (U,&'“ (U, “(LO"\(U),a:'(Uax‘/)) ) -—
=/ (iohlu), 5‘7‘(14,1") ) B (3)

/Ueyo e (2) y(3) se fon(/uye que :

n A

fil Nwu), d;(4u,1¢)= ¢w (Xitu), ¢

onld filaxiy))= @, (6u,filur9),
Vor fanks F o drivial a lo largo de ¥ ]
Si ahva reescribimos bs resultachs @ eitas dbs u;///‘/m:
proposiciones se obfiene el fon VA

LEMA DE RPEDUCCION DE UN DESDOBLAMIENTO.

J(;a f '-‘5%32_5 ?‘-(U);%‘. un ampo vectforial ,
h:(R™0)>(R) la retraccion anomica . Entonces -
F 4] /romor/o Q /7'5 Sty so'/o si' exislen ampos vec foriaks
o I Jorma X; (uxé) =( Fla), X)) m RURY ioym
/d/(f ?(/(, DE-L- = 5(:-,,"5 para {=/,.., N,

./ ’ 4,
Ura obswvacion mas tn ot parle, considerest
-1
el @i tn que £+ {F62" a wn dbsdbblamienb a un

solb pam’me/ro, eslo & Guamdo P=0, en Pn'muz IUgar la
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2ustenua o opa refraccion h: (Ro)- (R0) tal e F sea

/somorfo @ h*Fo o equivalente a que F sea tivial, pues e

(/(’IO/OA/GMIW)&) CO/)I/()/){I a un para’me/ro 5¢ ,DUldé’ PW)IOI' omo

(coh)F donde h ¢l refraccion de arriba e (- (R0)4(R0)

/uejo de eslo y del lema di reducion se Hiene que:
F={F(RR0) = (RXR™™ o) } 15 rivial siy
() (U, £ (w,29) ¢s

solo si exsten  Xe o (RXR*0) — (RxRR™5) 90'mmu de
(4,7¢) (’ Y.(U;x"})

amps wctoriales o /, n Tale qoe -

VIC{/,,.,;)-/} Ju. Z Xi; 59‘ = Xweofe .

fsfo U/ll'mo se puede oaibir fambien womo -




EL ESPACIO TANGENTE A UNA CASCADA.

aﬂff’f de é’ﬁ/far a /CZ definicion dkl épacio {anyenf( para
una asmda. rewrdemos un poco  (omo s¢ definia éste para un

?(’mm fo: (R0)- (R%0). SIZ 7lomaba on desdoblamienty a un

pam'mdro dt fo. F (RxR0) — (RxRY0) y St sabia  {ver la
(W) (W flux)

obmvauoln anhn'or) ue -
Foes trivial Siy sdlosi —E (U = ZX. (u.x)ﬂf(m) t XeoFlun)
para al(]vnos @mpos Vectoriales )(.-(IRle,o) (ReRje) y
X, - (RXRS o) = (RXRY) de b forma X tumd= (1, Xtum) , X () =
= (1, Xa(uwy),,
Feescribiendo ests 6lHimo -

Fes hival si ySd‘osc g_ e £, "<9x. g’%) . (F.&,,,)t,
[(/éjo a/ /Iaa/z u-o, /a. a[:‘rmda'n anteror

OH(’/’/IGMOJ una ondicon neusaria | pero o siempre suficiente ) de

tivialidad -
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2ii0a) € 5’1(52,...,%{%> 4(,(0’[5)"
Esh motivaba definir al ¢spacio &mgmfp di fo como:
Thy o= Eu(2b, 3l 1 (14,)!
(hora siquiendo un poco s pohadon di Watur [Ma)
se 7’4’011 que si :
to: ()= (6)" 15 el &-homomorlimo oad por tfo () =-dh-§,
Who : (& ) l62)" o f" homomotfismo dacdo por wiy (1) = 1efo
finalmenle  a: (62)x(,)'— (&) dado por A(5n)= Lha(x)swhl)
enbonces se pueds wmpnbar fatilment Gue
T =Ima.
Pégmtmaf al estdio de s wascadas. Para definir
e/ eipago /anymé a vna @swada se proceda por analogia
con ¢/ aso de/ es0acso /anfmzf’ a vn germen , Rimeramente
s Hone gue 5 D= {4 Lﬂ/ ¢ Gomo Simpre nutsha w@sada y
S F={Fk /,:,.' o un desdoHamienlo a |- }vra'me/ro d D, 658

ts fivial s y solo s existen ampos vectorialr dt la
N/ . [ 1y ‘L ‘
forma  Xi (u,2¢) = (4, Xclax9 ) on RrR™ d=1n hales qu.
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b)

Br fants al hacer u=0, fnemos que si F a5 trivial
f;'
ntonces necesariamente exjsben b; i) cz1,on Fales que .

200039 = —3 heja 3 (1) 4 b ().
U VEY X

(Y(Zyo esto o fva a definir al espatiq /anm/e
de lo tsada D de la S/yuienfe manera. .
Juan D= (€)' xlbxn)” 6D = (£ )i v (6xm)”
y % AD— 6D dada por
X (huyooos ho )= (-dF bty o ~df b, thno 0 )
obnde df; -h; =§S; hi,j ki

ax;

DEFiNicioN- €1 _gpdc/o/nnyenk alD e TD:=Ima,

ZO no/aa'o% que St Via aquo’ std suyen'da por la de
‘Mathun y n que usa Dv four [D11.
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~ o Nn-
En e wo en que D=[ fc’c:. Sea una wswada psfaé/e,

Y4 41’one Que i Se nsidera un  elements cua/quiera (9 - 9n+)€0D
n-|

y F’{FLSC,. 12[ dosdoblamienty a i-para'mcho de D dado por

Fo(uxd) = (u, f: ) +ugiixe) ) que 0 brivial (pues D es estable),

se thene Que exishn (h,...hn) € AD ales que
(i) = 3 (o,10)= - A 06)-htei) + by T (3),
ufo U 90¢ : &‘(h.,..., hn) :(9,,...,9,,-.) y po fan}o Ia

{unab;m 6? 8 JUPmth'va,c’Jfb es TD-= 5\13

DEFiNiCion - D es infinitesim e estable si TD = 6D.

'Una Puﬂun}a quc 5¢ ?rum}a )nmcdia/‘ammfe s

?Ut' relacion hay entre irl{t‘nifm’ma/mm& sstable y(’!fabfe,u#a

CuNh’o’n se rfsudw )t‘nms abzyo.

Dado un dé’;c/ob/am/'enfo Qa ;) para'me?ro;
F=f Foe (RAR" o) — (RAR™S) |
(W) (u, fotuxa)

de D, al elemento

F;, = (Ej(x'))"' .)E;,‘J,(xn-l) )::(%;'_(ax'),...,%%}(o,xa-:)) € 6D




T
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Y4 /P //ﬂmam'/ /a V(/ou'c/a.c/ /m'c:'a/ del a'ffdob/amienﬁ on la

dirtccion u .

DEFINicion - Un deschblamiont a /3~pam’me//o; F de la

asada D es un deschblamienlo infinitesimalmenTe
veial sr - TD+R(F,.., o) = 6\5 _

675 pa//e ental de l Tora, radia en el :
TEOREMA DE DESDOBLAMIENTOS VERSALES :
'Un desdo blamiento F de la ascada D es versal

A\ sdlo si s infinitesi malmente versal .




TEOREMA DE DESDOBLAMIENTOS VERSALES.

DEMOSTRAGION DE LA NECESIDAD
jéa, F:{/:’"(/Pfﬂ’ )= (RXR""s) $, un deschblamiento

(u,x")r—-a (u, f; (uxi))

vertal de la casade D=L . Sea tambien 3:(9,,..,9,,.,)655
y onsiderese el siquiente desdoblamiento a un parametro G={6;,
de D, donde GilbX)= (¢, filx)1450x4).

El sor F versal l'mp/ica la axistencia de un qumen
de funcion diferenciable  h:(Ro) - (Rlo) de #l forma que G
o5 Isomorfo a })'F. [w9o eisTen $:: (RxR*0) — (RxR™o)

| !Ll‘)!-‘lt¢.(¢,xt|)
desdoblamientos de b identidad di R* iz1yon do taf

manera. que = $,,°6; = KK of. paa iz 0, b esh se
hene que: Bi, (4 Fe29stguiniy ) = Fi (hl), $ele29) ity

/Zdyo a/ chrivar ©on ripectr a t y talvar en t=0, se diene

oy
Jdm(o [ (x())fy‘(zt) :JZP: (0, ;_4(0) f}: 3[2(0 1')3¢c (01¢)

/

TR

M. J‘:“&

L+ df (@) e_g,(o,x i)- 34‘3-"(0, Fotaiy)
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a/Aaar —f(o) y Tilx):=- ‘M (03%) , se Hiene -
Gilx!) :J;__*_‘f % F, —df;-m- fm-.,oh
por tanto 9 (91901 ) € R(F,.,5)+Imd
lvego  F oc infinitesimalmente veral. '

/ @ demoshracion ob / wiiciencia de eife ferema o
owpr’ kOl purk /) Habajo, antes de enbar en éi
Veamos o/;ww obutrvaciones.

El teorema muesha en el aso particvlar p=o, que
vna @sada D e estable siy solo st es infinitesimalmente
wtable, pous si D o5 infinitesimalments estable, por ol Teorema
25 versal, /1/870 Fodo descoblamients de D es isomorfo a la
Imagen recproa de D, pero esle s tong fante, /wfa, Jos
Ghidhblamientss de D son Priviales y por fanks D s
ostable . la necwsidad ya se ha hecho nokar.

la codimensiondi D o5 lo dimension  wmo

epado vectorial sobre R de 8/1p , a el Ultimo




éfpac/'o St /0 conoce como _£J/)aab norma/J.L.D y §¢
denotard por ND.

J:' D os di codimension finita ¢y st
9‘---(9‘-',...,9‘."")653 Lzly.,¢ Son bate &l suplemente b TD

%
wm 8D, tntonas  se fiene por el teorema que
n-it

F:/E" (RS‘R{‘.")‘*’/RE"EY‘V?") . s;‘—, 45 versal.
(u,2¢) — (U, Fixi) *ff, )
[EOREMA. Todos los desdoblamientos versales a c-pardmetrog
de vna wscada D de codimension ¢ son aivalents,
fa //armran Q FJ}M dﬂ:dob/amlen}m universales de D .

Dem.
Stan F=1RIT | Go{Gol dos dodoblamienks verale

a - pzra'me//w g D, entes, eask h:(R'o)-(R%) fo/ que G es
iomorfo a W'F. Je Quiere ver que h e d/ﬁam//;rmo local.
G womorfo a HF  impha gue eristn % (RKS) > (R o)
L=l D c/ejoéb/am/'m@ ce  idknticad ks que -
Good; = By o MR I )

o
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C
= Vi Yiehel  Gog =2 B0 §
D Vjedhnch Gy= (G Gmy) =
. ¢
- ( ;: 850',(0) Fr geee) ;2_._' %%;Mﬁ-hr )
< ah . _ <€ ah,
- rZ_; —75(0) ( Fur s M,r\ - ?f’, Iy b

Bro wmo 66') sjf:; y‘é‘l;
ND ol psar al wdente, (%50) es

h es un di feomorfismo local .

, dan 'Ugar a bages de
inver hible y por tanb

TEOREMA - Todo desdoblamients veral a p-para'metios (p>c) de

D e equu'\/a/enfe a on disdoblamienb wnshaite a
(p—c)-pam’mehor de un disdoblamiento vnivesal da D,
Dem.,
Soan Fon desdoblamienty universal de Dy G wn
descbblamienlo veral a p-paramefrs do D, wn poc.
F univeral = 3 h:(R") <(R0) al que G es
iomorfo a W'F. Do manera ana'/oia a la demoshadon

del teowma anterior se puedt ver que h es vra sumersion, J
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Mo si K o5 el desdoblamiento constante a (p-c)- paviimetyss

di Fysi b (R™R%) = (R RS) o o difeomorfismo dado
por F(u.u): (u, htuv))  tenemoy que G o lomorfo h .

Cabe adamr qut 55}05 CIO] O“t‘mos J”EOINMI

vian del teorema cli  desdoblamientos vrsaler  solo la parte

e ya s ha demostiade .




DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE DESDOBLAMIENTOS
VERSALES

En Jroda es}a Paréc D sera la (ascadafﬁ.‘(lk’ﬁé)v(l‘,%)z:'
F o/ desds blamients a p»}wa'mc/rog JE(RER'S) — (RAR™"S) fn_‘
tu,x¢) o (b (axsg) 472
n (/R,’}w’,“o/—-fmf’o) y (Fi7) la cascada -

(U, 77) F—
{(R;/Rf'O)f—’ (RERSS ) — ... fay, (Rplle,’o) T (R%) }
la demoshacion Goe  se ﬂmﬂéz Parrafos abajo okl
feonma. de  deschblamienlbs versales es wna Okwwosbadon
/hof'rzc/a y cons B db vanos pasos 71/1 es onwrienle
twptaar a  aclarr, primeramenle se tsigblece on Lema
donde esfa’ 18 presenda b/ Teorema de Peparacsh de
Malgrange que hace a oty Tenia vna Teonts ro tivial y
abviands un poco se lamara’ a bile, lema ;}e/aam uvn,

Inmediatamenle dapue} se Qbmuestra un casp pa///‘a//ar

b/ Teorema, wandb p-o, &b &5, se wrd que D o



3y
ff/aé/é S/ y Jo’/o si D es infinitesimalmenle titoble J

tste caro bashd, jonto eon aljuras ofras obseracisnes, para
Vm//'car 0/ Eorema may ?enem/ . Z oS 570/'9/%} I:/aéom;
Seran abs primero s obseriara’ que = F o5 infinitesimalmenty
versal . s/ y 50/ i (£ ) e infinifesimalmenTe esfable,
y c/ff/ow’f' 7(/( F s wrfa/ St y _co'/o si ( £ ) 8 l!/ab/e.
Hr oltimo se podra concluir el Teorema que se ha venido
pmmfando.

(abe hacer vna observacon mas, el Tewema de
Tescb blamienlts verwales 5o puede demostrar directamente
haciendo vro el Lema de ;‘;e/nrac)o'n , Goe e la manera
Ccomo /0 prqua Du/aur. Za razon por /a wal se ha
e/eyf(/o hacerlo de esth manera, es principalmenle por
CUHA'OIMI e C/an'o'aa' , /”)Ul’f aqw' §eé prum/a primero el

caso ,oar//w/ar p=o gue U a la vee el mas in/?rmnfe

y wya dewostacion s bas hinle mays simple que la




S

a5 ‘
Qemosiracion cb! Tevema di veralidad , v e paso de la afirmauih

pal//'cu/ar al Teorema se hau a have! de dos resul fados
reivlfadbs cwyas demostauones son sencillas en el sentido
de Que no. vequieren del  Teorema di pre;uma’o’n oe Ma/ymn;c.
Eshs resultados que nos permiten establear la relacion
Son - por si" mismos interesantes dentro la Tearia y osto ya

habia sido observado por Dufour [D2],

Kecordemos que el epaio fangente TD se definia
wmo la Imagen de « :AD >80, dond /]\l):(&c)i...x(;,.)‘"
6D = (&) e x (Ea)

& (hiyeoyhn) = (~dFoby thiof s =d By b b ).

Sean abora BD:= Bun [%- X (luzn)”, 9,9, €0D
donde. 9c=(9,..,9]") 'y sean 9o y-y3noc BD dadas por
92{0 (1")':9;.(0/1") L2lieal f2lennel.

Soa Aambion a: (£, 1) %k (b e ) >6D  clada
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P)r o “’h,‘h..- ‘h"'/“): (-d {.-h,fh,oﬁ 'JZ:‘F,' 9;' ,...,-dfn_.-h,,,."\”oﬁ,....grjq;.o).

Considerese |a castada. de homomorfismos excelentes
dada en o Lema de los Preliminares | pag. 13),
A 25 An—>.... P58,

Sean M:=6D, Nuw = (8) Ne iz ()™ corrm
Yo Now M dada por i (p)= (- X, K, <Z k9

«  Ne— M dada por
(-d[,-b,,a,...,o) LYY

o (h;) =
i (hi) (0,0, hioFiy,~dfihi 0,,0) i 1<i¢n

(o,.-.,0, hnan-, ) 57 ({=n.
Observemos alunas cosas :
(a) ZOS M son Ai-mo'olu/o.f ae //,'oo /’/'m'/o para &z, nel,
( b) M tambien e5 on Ar-midulo de #po finito.
(c) [a,r d;Ne=M son Qoo - homomorfiymos ¢=2,..,n#

) Ao Ni=M es5 un Ai-bhomomorfismo.

(d) dﬂﬂ(/vnn) = [a (9/)"‘/9()
(¢) Imd = Spei (Nnw )+ + A (N),
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LEMA DE PREPARA(’ON - Son equivalentos :

(a) I,m &\' + lR(ql,o )""9";0) = é\'D

(b) Im « = 0D.

Dem. () 2 @) es clara.

[\} "

(a) = (b), Se probara' primeto que Imasm,60-6D..... (1)

Sea, 2=(2,.,2,,)€6D, enfonus
2002):= (2,(0x),..., 204 (0,27) )€ 6D = Im & 4'12(9.;,;...,9,,,)
/wyo eaisken (Wi, hm )€ AD y 2,0 €R Laleg Gue :
Viedi,..,m}p  Zctoxi) = - df by fh:,,-ft' t )f: A, 9J.l‘;
Viedl..on§ at definen hie(£,2)" pr hiluxi):=h ()
tambien se aefime e (b)) por /i(“)—' (- A,..) Ar).
&ea :jr lﬂflo,--v, Yn) = d(h“.--,hn,/‘() . lucyo Viedi..mf
Yotoxt) =—lf:-hi)loxé) e hevio i o) ¢ j"?—': A gf(o,l") =
= —dfi-he @)+ by elead) + JZE, 2 9etad) = Zi0,xf)
/aego 2:04,89)-Y:(4,29) € My (42i)" y 2. 2-Y € My BD

Br banth 2= y# (2-9) € Dmd+ Mu6D y osto tshiblece (1), Abora
pare/ lorema A (pa5. /5).y (1) se tiene que Ima-8D.
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PPOPOSKION O D es estable s y s6lo si D es

infinitesimalmente estable.

Dem.

La necesidad ya se ha hecho notor (pas. 26 y29) se
vera’ ahora la Su{/'c/'onu'a

Sea F={ F .. un desdoblamients cualquoera ap -parame ros
de D. Que D sea infinitesimalmente ostable quiere decir que Imd - 6D
pero por el Lema da Prefmacio'n tambien que Imd=8D (notese que
aquf lns 9":0). (/ammenfi (:%%,r--: %%‘.’) € 6D = Imd luego
aisten (.., hn)€ (fu,r)5;~--x(fu,x")$" Jales que  Viedi,.,n1}
‘gﬁ.(u.z‘) = = dfi-h; (uad) + hye F (u,x¢), (hora para ada ie{t,-qn
sea X; (u,:l“)::(to,.-.,o,h;(u.l")), Que & Un @mpo vechorial en
ﬁ\’f;ﬂ?s‘. ademas ostps cumplen que  DF; - Xi = Xe Fe ) (=151,
Entonees por el Lema di Reduccidn se Hene que existe  hi{R%)4 (6%
retraccion 1al que F es isomorfoa W'F, _, . Br induccion Fes
1somorfo a la imagen recipro@ de D=(Fly,.. _yp0) por un germen de

retraccion (RPo)~( (R%), ¢5 decir al desdoblamiento constante Nvego Des esbald




39
1.05 s:‘quienfes dos proposiciones que por su notadih y

/onqi fud parecerdn un poco complicadas, en realidad no lo son, fas
ideas do las domodraa'oné son bastinte sencillas, pu'fs para
la primena lo Que e quicre Probar o5 on sl que dadas dos
funtiones < o* el que una sea mpayectiva 3aranﬁcc que la
o}rd /0 Sea y ufo se /oyra ana/t'Zando b relaciones Que cjuardan
s foncones « o |

En sequnda proposicidn, la necesidad , onsta de varios
pasos senci Hlos que Serian : (1) 7L0mar un desdoblamiento walquiera
(F.%) i (F7) y ver inmediatamente gue oste desdoblamienty es
ifomorfo a vno de fa forma (F, TT), ‘o’ona’e /Tes ef
descbblomiento constanfe de Ir. (2)viando e/ heho de gue
F o VPUO/, se ve que (F, 77 ) es isomorfo a (H'F, T7) para
0/7una h. (3) por u’///'/no se vera que | W F, TT) es itomotfo af
deschoblamients wongtante.

[CZ s U//'C/(’/?c/'a de m‘a Sequnc/a })rolw:l'a'ah se bara en
Unos Cattulor senci




&0
faan: C(”.’ (Fu,x'),,y-'- V([a,x");; (fu)fi—’ ([U/l')‘;“" (fun"")‘q c(ada por

oA biyshn,§) = (~dfie§-digrhy ihioFi ... b, 9 ~diy, s hai thitfas)
y o Gy ilar )bl ) (e Pltar Seox b olbar) el
(/a(/a pof.' ﬁ( (é/, ;7;, é;’, ba,...l é’n,hn,ﬂ) = (""4 *"2°F:, 'd{l“"l =

‘a,/’l'/’l ”h"ﬁ).../ -&; *"Hﬂg’, "a,[(a“'i ~Fhixh l""/.":'/ "'/“"’ '5"7)
P

S‘.
ke = R b, e =3 By

Recordbmos que F e /h//n:'r‘m‘m/mnfe verral s
Inm 2*/\’(6',...,5:9) = b , pero por el lema de ﬁepama’oh
oilo Slimo e FQV/va/enfé a que Ima®=9),

Y tambien ln ascada (F, 7) e infinitesimalment stable
G Im & = by x )b x (bt x ol ) 5 (Euun) = B0

pROPOﬂ.U’O'N ]_ . F o5 l'hfl'niires:'malmcnfe versa,

§i yfo'/o s (F,7) o5 infini besimalmente estable.

. ng
— S (Y, 01, Vo, 00, ¥n) € BD | quevemos enconkrar
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(kb ko hag) taler que 2 (b, knhing)= (Vid,-.., Vo)

veamo; que deben wmplir; la vllima iqualdad nos dice que
(-kitlaoF, -d fiy-dhiy b, shoof .., kn49er) = (V0.0 Vi)
,Ueqo debe suceder primero que

- ‘Pn+3°5r= Vn Y ~f + L’m° b= W,

A=, |
lo wal implica Que :
len = 903~ W¥n
o = oTonu10.-0F; = WaeFaooFy = o Voo Fo- o 0)
=9 = Wofpjoofy — o = Y 0 Fr — g

(domas debe Yenerse que :
‘dﬁ'u"h' ‘df.',,.'h; t huﬂﬁ' = ¢‘:

’ Pam d<ly-.., 0.
esto implica que - ~dFi, (- Guofrio.oF — —VooF: -9;) - diy by ¢
+ ‘\(“"Fj = ¢4,'

,U“’O . ~d(cu'3 'd[i;'h( "‘m.’E = ¢4’~dE'u(wn°Fn-a°“‘°F4'""‘vd'ﬂ"ﬁ"%).

Yo como I a*=0D, o5 claro que siempre se

pueden elegic (h,...,hn,9) de fol manera aue cumplan la
iWhhima wuaam. By fanb al mar abora ests fonciones




Y2
h,., hni§ y las kiy..,bn clefinidas como en (1), se tiene
I'n”){(}/.a’aﬂﬂﬂf? C}Ul : %("hb‘r":b'hhmﬂ):(W;di)”'tv’n-u¢n-.,wu)
Eshh es Im« -8D.

< Sea (Giepan )€ 8D, enforas (0,8,,0,.-.., dn,0) € BD
Como & & Juprayectiva exislen (Kuhi, .., kahn,G) Fales
que & (b,hi,..., 00, h,3) = (0 b1,0,..., $a1,0) . Esto implica
Que Viefi,.,nif @, -- fou ki ~dh b thio By '-b‘- ;l;‘-,,og-.-o
y adimas que - kn #9057 =0 . Se pueds wr fatilmenle que :
Ao (U,17) = dbop) (02")=. - = &, (w!)= 9o37 (4,27) = g(a).
Wor tanly Viefyynif @, =-dby §-dbiy-he +hewoFe.
“ l(/eyo §¢ frene qut ad*hi,ha,.. hn9) = (41,...,80-)
y por fanle  Ima*=9D

PROPOj[({OIN 2 F o verSa' iy solo s ( F7) os eshable.
Dem

=" Joa (

) E(V,u,x‘) (v,

(\}

£ ) un descdoblamients a 4-para'metros da (Fy),
i

(v, xv), ﬂ (Viyxs)) L= ey =l Yy




‘ﬁ

¥y
(4%
T(¥ux)= (v, glvuaxn)) , sean:
fm,-‘(ﬁivf,"o)—o(ﬁ?/?ﬁ:) ) £, le?l 0) —(® I/Pfl? )
(Viu) b— (V,u) (V4 2%) (v, 9(vux®),x")

¥ el A S
& (ReRA®0)— (RMRER ) a izin
(Vo 28) 2 (U, ¢, (tu,x¢),a¥)

conde B (v.ua<) = @i (v, T (viuay, [ vuxt)).
&”’0 5(0,%1"# é(a,a,z“) = , se tene qui los ju"mw,
P oon desdoblamientss de la identidad e RXR™ para gz, .,n

(Consideremos Zambieh la s/yumnfe ascada - F=fF, /,” N
— F 7 5 2 P pSiw ~r -
@/Oﬂd( //;,_'.'(kxﬁx/f,o}—-—?(wxﬁik ,o) ) a’onc{lﬁ‘-f-‘/}‘f‘-{

(V.a,2¢) ) (Vi u, f£(v,ux4))

-~

Es clavo por h construccicn que Fivobi - Fog, para &<i,.,n1
)’ Inu"; = [le&, 0/01)6/1 TO?:A’:X’ o)-*im A’o) (/g e/

( v,a,z") — (Vid)
desdbblamimle wnshinte 4 ¥ .

/(/eyo e/ 5/';1//?///8 o?'a;fama e anmofakivo :

R 0) Les (RXRAT™S) s .. —f’:’—"—-)(l’:wilkrf‘a) T, (R%&%)
11‘ lEz 1 §n ‘[Inn
(RY0) L2 (R o) Bos ... Foey (R0 ) -TEs (RIRE

Est e los @uadas (F7 )y (F, TT) son isomorfas  como




Wy

desdoblamientos cle (F,m).
H/Wa bien como F es up dosdoblamients versal de

_D, se 71/'(’08 C]U@ F 0f l'fomor[o a ;7*/‘— para d/quna !e/raca'o'n
b (PR (R ). Foro o5 enfonces claro que kambien

(F,)y (WF TT) on ifomorfos omo desdoblamientos de

(F ).
/_D(Z//m'ma'o @, (RARAR ) = (RYRYR'0) ¢z n
( VLU X LV hlva), 2¢)

.'(/X)?XR",’O)H(RZ‘/R,%) e fitne gut ¢y son dks doblamientys

(v, u) FI(V; hlva) °

y ‘pn 'y
a §-parametros de b /denfidad crrespndiente y hacen goe e/

S/'gw'en f( (//'aqranm sea Conmufa/ivo.

(Rl Ro) L (AR ) s ... W, (RS0 ) TE (R YR 0)

li’. [v. 1% ln..

(B Rko) 2 (RRER ") T - Ton (RURAR0) Do (RO
Donde SF fh_ﬂ'&:,‘ es el desdoblamiento

nsfanfe a q-para'mefroxdt F. Lueqo (WF,’TT)\,(ZF.TT)

son isomor {0, fuec]o resumiendo  tenemos que (F,m) os
isomorfo & (ZF,1T) y por fonto (F, ) es estable.
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un desdoblamiento a g- paramehro; de D.

<;’/ Sla. 6 {Gc Cs
fcponyage Gue ¢ de la [orma Gl vixd) = (v, fi (x) 19, vx ‘)) n

(02)=0. Sea H={Hil., e/ desdoblamients a (prg)- parame fras
9 -pa
de D suma de Fy G , e C/eur He (/PAIX’AIR ‘0) — (R%I i’":’o)

(v, u,as) — (v, W, Nu x¢) 4 § (v, 1))

Que o5 /mé/m un Gbs doblamienty a g parame/mf de F
Com (£ ) es ostable, (M, TT) o5 on dma'ob/a/mmio
74/#/0/ s ton f (RARAR) = (R3miws)
(Vu, ) (v g vy x), g (vux))

desdoblamienlts ce /. [dentichd d P*R* pma iv1,.,n

K: (R-00) (RFD) dé’f doblamients b 4 identidhd @b ST fotbs
(Vul— (Y kwu))

ue - ZFod; I 0 Mo para izl L (0)
y 75 5, = Koll kb o que e/ ﬂ;u/m/é Cliagrama o5
nmutativo -
(RSBEE o) L (R R"0) 25 .. s (R 1L %) T (RIS
j ] & £ |«
(RYRAE) L(ﬁxﬂxﬁm) % . Zhy (R RERT) T (ke
la conmutatividhd de esle d/aymma /mplica goe :
¢ (vua)= 8 (huxt) = . =@, (vu) = kivu),




R S R —————.,

TS
fmn atora h: (K%)= (Rf) chda por
}7{1’): k{WO)z ¢/'/?/:0/1'): reee :¢n‘/1f:0/1") y g, (/()QXR‘;‘O)*)(KZ f‘a
(V.34 (V. 4} (ugay)

prna L=y, »n, /Ugoaé las ecvauones (v) re fiene Gue onmuta

¢/ 5/‘7u/'en7e diagrama :
(RNR0) —5s (BAR0) -5 - G2 (RY R
| & . z.
(RYR%0) L (o) HE, o B (R%k )

/Uc7o G os isomorfo o h'F 'y por tunf F es wrsa),

(on Hoda la maguinaria desarrollada hasta aqu,
resultn evidente cual deberd’ ser la demos fracion del :

TEOREMA DE DESDOBLAMIEN TOS VERSALES -

Un desdoblamienty F de la ascada D es versal

51y solo s e m{mn‘es.'malmmfe verml.
Dem
F o5 versal (= (F ) e estable (Woposicicn 2)
(Fym) es estable ¢ (F ) ts infinitesimalmente estable (Roposicin 0).




LK
(F)x) e infinitesimalmente estable ¢ Fes infinidesimalmente veral (Bposicient)

P@f{a l’mcer una O’ hma objoruaubh, la manera en que
se Aa desarro//aa'o /a r(’on’a, permifc esclarecer en f;ue';wks
o necesario utiliaar ¢l Teorema de Heparacion de Malgrange,
primeramente hay que observar que la pa:fe i) del
Teorema de  desdoblimientos, esty o5 ln necesidad 1;0 requicre
de dl’cho Eorema ) asi’ mismo en 10 abfolujro (as Propon‘cione;
1,2, éfe solo es uado en el Lema de Beparacion que a
N ez ¢ requer:'do a Su 'parfe dificil para la suficiencia de
b Propo&(u'o'n 0. [Uu,o s¢ ha tatado de que queds bien
Clavo tn que' par*m o5 necesario el tan socorride Teorema

dl. /Pfepamu'o'n de Ma)c]rangz )

s
Cuardo se demostro [a Propou'cio'n i, se hivo veferenda al lyma de
Beparau'o'n ) PO m Al ;anc f’a'a‘l. ( (b)—-‘)(a))-
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