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PRÓLOGO 

El objetivo de esta tesis, es el recolectar y pre 

sentar en una forma unificada, las principales caracteriza-

ciones de Unicoherencia en la clase de espacios conexos, lo 

calmente conexos (hasta la fecha, esta clase de espacios es 

la más amplia en la cual es posible caracterizar de diferen 

tes maneras no triviales el concepto de unicoherencia). 

La parte medular de este trabajo se ubica en el 

Capítulo 11 y está basada principalmente, en el artículo 

[8] de A.H. Stone y en los artículos [2], [3] y [4] de J.H. 

V. Hunt (el último artículo, fue escrito con E.D. Tymchatyn 

como coautor). Gran parte de las Demostraciones presenta-

das aquí, al considerarse que no eran susceptibles de mejo-

rarse, se dieron tal como aparecen en los artículos mencio- 

nados antes. 

En el capítulo 1, se dan los conceptos. básicos 

acerca de conexidad y se demuestran una serie de resulta-

dos que se utilizan en el Capítulo II. Algunas de las de-

mostraciones que se dan en este capítulo, también se presen 

tan tal como aparecen en los artículos de Stone y Hunt, 

en el libro [11 de A. García Maynez. 
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CAPITULO I. 

RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE CONEXIDAD 

1. 	Definición. 

Sea (X, r) un espacio topológico, sean A, B, D, 

E E 2X, sean p, q, E. 2X. 	Decimos que: 

a. A y B están 7-4epakadoz, si: 
• 

A— nB= =AnB . 

b. A u B es una r-zepaAacíón de D, si: 

A# 0 B, A y B están r- 3epaAado4 y 

D = A u B . 

c. D es T-conexo, sí: 

No existen r-separaciones de D. 

d 	D es 7-conexo ívteducalemente, si: 

D es r-conexo, y D - fp} no es conexo cuando 

p c D , 

1 

1 

1 



1 
e. D es r-conexo helativo a E, si: 

1 	 Para cualquier r-separación A U B de D se 

cumple que A y E no están T.-Separados. 

1 
	

f. A y B están r-notmalmente 4epcuLadoz, si: 

Existen abiertos ajenos U y V tales que 

AcU yBCV. 

D es r-nokmaimente conexo, si: 

1 	 D no se puede expresar como la unión de dos 

conjuntos no vacíos que estén r'-normalmente 

separados. 

h. C(p) es la r-componente de p en X y si: 

C(p) coincide con la unión de los r-conexos 

que contienen a p como elemento. También nos 

referiremos a las C(p)'s como las r-componen-

tes de X. 

1 	i. X es T.-toca/mente conexo, si: 

Existe una base de r cuyos elementos son 

r -conexos. 

1 
j • 	D r-bepaka a X, si: 

X - D no es r-conexo. 



k. D r-zepaita a p y q, si: 

Existe una r - separación A U B de X- D 

tal que p E A 	y q E B. 

1. D es r-zsímple, 	si: 

D y X - D son r•-conexos. 

Teorema.  

a. Si 11, L E 2 B  , entonces: 

R y L están T -separados 	y L están 

separados. (r
B es la topología relativa 

de 13). 

b. Si A C. lay 	entonces: 

A es T -conexo 	A es T B -conexo. 

c. X es conexo si y solamente si los únicos 

subconjuntos de X abiertos y cerrados a la 

vez son O y X. 

d. C conexo, CnA 	.-ACn(X - A) 

C n FrA 0. 

NOTA: 

En el desarrollo del libro omitiremos los prefijos T-cuando esto 
no dé lugar a confusión. 

1 
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e. C conexo, A y B separados, CCAUB-› 

C C A 6 'C C B . 

	

f • 	{Ca I a e A} familia de subconjuntos de X 

conexos,Cconexo, CnC
a 

CU(a eUACa) conexo. 

En particular, la unión de conjuntos conexos 

con intersección no vacía es un conjunto co- 

nexo. 

g. C conexo, C C 	C c-  -4-4 conexo. 

h. X y'N conexos, X - N = M1  U M2  una separación 
N U M

1  y N U M
2 son conexos. 

i. X conexo, V abierto con frontera conexa 

V-  y X - V son conexos. 

Demostración.  

a. HyL están r-separados 	11"(IL=O=Hrl L- 
11 n 	n L) = 	= (H n 	n L.'" 4-1  (11...  n B) n 

	

0 	n (B n L 	H y L están wseparados. 
* Ya que HnByBnL son las rn -cerraduras de 
H y L respectivamente. 
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b. Tenemos que A no es r-conexo 1--> existe una 

r -separación de A 1--* existe una Tia - separación 

de A4-->A no es rla -conexo. 	Por lo tanto A es 

r conexo si y sólo si A es TB  -conexo. 

C. 	Supongamos que existe A O 0 subconjunto propio 

de X, tal que A es abierto y cerrado en X, en- 

tonces A n (X-A) = qs-  = A n (X-A) = A n (X-A)- 

esto implica que X = A U (X-A) es una separa- 

, ción de X. 	iLo cual es una contradicci6n1 

d. Supongamos que C rl F
r A = ¢, entonces: 

CnA =Cn(AuFr A) =CnA y 

C n A—  = C n (A° uFr A) = C n A° por lo tanto 

CnA =CnAT =CnA° es un subccnjunto pro 

pis, no vacío de C, que es re -abierto a la vez. 

Lo cual contradice el hecho de que C es conexo. 

e. Supongamos queCnA# 00CnB, entonces 

(C n A) U (C n B) es una separación de C ya 

ya que A y B están separados, contradiciendo 

el hecho de C es conexo. Por lo tanto C c A 

6 C c B. 

f 
	

Supongamos que C U (aVA Ca) =AUBconAyB 

separados, entonces por el inciso anterior C C A 6 

C C B, supongamos C C A, análogamente para cada a 1 A 

1 



1 
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1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

6. 
C
a 
CB6c

aL
C A, pero como CnC

a 096, de donde 

CU(aeUCa
)cA, pero esto implica queB= 0 A  

y por lo tanto CU(uC) es conexo. e:LEA a 

g. Supongamos que Co, no es conexo, esto es que 

existe una separación A U B de Co, como C C Co= 

=AUByC es conexo tenemos por el inciso e. 

que CCA6CCB, digamosCCA esto implica 

Co n B C C n B C A n B =¢, de donde B= 

lo cual es una contradicción. 	Por lo tanto Co 

es conexo. 

h. Sólo demostraremos que M1  U N es conexo ya que 

la otra demostración es análoga. 

Supongamos entonces que M1  U N no es conexo, es 

to es, que existe una separación A U B de M1  U N. 

Por ser N conexo tenemos que N C A 6 N C B, di-

gamosNCA, esto implica queNnB=0 y por 

lo tantoBCM1. Observemos que X= M2UAUB 

ya que: x t A U B —+ 	(1 M 1  U N 	1 M1 y 

x 1 N 	x E X-N y x MI 	x e M2. Además M2 

y B están separados ya que M2  n B-  C M2  n m i  = 

De aquí X = (M2 U A) U B es una separación de X. 

iPero esto contradice el hecho de que X es co-

nexo! Luego M I  U N debe ser conexo. 



il 
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1. Si V= 0 6 V-  = X entonces la afirmación es 

trivial, siV*OyV OX, haciendo N = FrV, 

M1 = V y M2 = X — V tenemos que X - N = 

= M1  U M2  con M1 y M2 separadas, luego por h, 

mi-u N= V-  es conexo lo mismo que M2  U N = 

= X - V. 

3. Teorema.  

a e  Cada componente C(p) en X es un conexo maximal 

en X, es decir, es un conexo que no está conte 

nido propiamente en ningún otro conexo de X. 

b. El conjunto de todas las componentes distintas 

de X forma una partición de X. 

c. Cada componente C(p) en X es cerrada. 

Demostración:  

a. Es inmediato de 1.h. y 2.f. 

b. Es claro que la unión de los elementos de dicho 

conjunto es X, además cada C(q) es no vacía 

(q E C(q)), y si C(p) n C(q) 	0 entonces por 

2 f. tenemos que C(p) U C(q) es un conexo que 

contiene a C(p) y a C(q), y de a. 	 - obtenemos:C(Ft) ,- 

C(p) U C(q), es decir los elementos de la famí- 
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lia son di sjuntos entre sí, por lo cual, efec-

tivamente forma una partición. 

c. 	Por 2.g. (C(p)) 	es conexa, y entonces por a.te 

vemos que C(p) = (C(P)) - . 

4. Proposición.  

• 

X y S conexos, C componente de X- 	C sim-

ple. 

Demostración.  

Es obvio que C es conexo, falta demostrar que X - C 

también lo es, supongamos que existen conjuntos separados H 

y 	K 	tales que : 

X - C =11UK.     (1) 

Como H y K están separados, existe un conjunto abier 

to G tal que H C G y G nK=Ode donde: 

G) n (H U K) = 0......(2) 

Sea b E H y M la componente de b en G . Si supone-

mos queK# sb entoncesGOXyK -G# 0. 

Sea p E M- 	G, entonces por (1) y (2) 

p E G - G c X - (H U K) = C 

Por tanto existe un continuo P tal que p E P C C. 
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Como b, pe M-  el conjunto M u P es un continuo 

que contiene a b,p de donde M-U P=X y K C M U P. 

ComoiK C G se tiene K n 	C K n G = 0 por (2) 

y como P C C se tiene K n P C K C C. Por (1) tenemos K= 0. 

5. Teorema.  

X es localmente conexo si y solamente si las compo 

nentes de los conjuntos abiertos de X son abiertas. 

• 

Demostración.  

Sea U un abierto de X y C componente de U, si 

xeCC U, tenemos que existe un abierto conexo W tal que 

uce W C U, pero como W es conexo tenemos por 3.a. que W C C 

y por tanto que C es abierta. 

Supongamos ahora que las componentes de cada abier-

to de X son todas abiertas. Demostraremos que 13 = {o E r/O 

es conexo} es una base de r, para esto sea x E X y U un abier 

to tal que x E U, entonces la componente W de U que contie-

ne a x es abierta y conexa, por lo tanto es un elemento de B 

que contiene a x como elemento y que está contenida en U, lue 

go 0 es una base de r y por lo tanto X es localmente conexo. 

6. Teorema.  

Si X es localmente conexo, entonces: 
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1 
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1 
a. X conexo, C cerrado, 0 	C * X, R componente 

deX-C-300FrRCC. 

1 	 b. {Ax  IX E A} c 2x 	FrUJAAx) C (xV.AFr Ax )-- 

1 
	

c. X y C conexos, C cerrado. {Cx 1X E A} E 2X  tal 

que cada 	es una. componente de X - 

1 
	

C U (x1JA Cx) es cerrado y conexo. 

1 	d. C componente de A Fr C C Fr A. 

Demostración.  

11 	
a. Como X — C es abierto si Fr R = • entonces 

R sería a la vez un abierto y cerrado propio 

no vacío de X. Lo cual es una contradicción 

pues X es conexo. Entonces Fr R es no vacío. 

Si existiera x en (X - C) n Fr R, entonces 

R U {x} seria conexo en X - C pero como R es 

componente esto es una contradicción. 	Por lo 

tanto (X — C) n Fr R = 	y esto implica que 

Fr R C C. 

Supongamos que exista p E Fr(xyAA)-x1Fr A, 

por ser X localmente conexo existe un abierto Et 

que contiene a pp por lo tanto p esta en 

E n Fr (4 A) y esto implica que EilpA(k.) Ax) 

1 
E- (UA) y por lo tanto existe X EA XcA X tal que 

1 
1 

b 

1 
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E nA00E-AX ' entonces por 2.d. al ser 

E conexo tenemos que E n Fr A710 0, pero esto 

contradice que E C X -xklisFr A .0 X -xLIJ AFr A\ . 

Luego Fr (X e  U  A  A ) C {x1Fr 

c. 	Por a. tenemos que CACX 	0 para todo X E A 

luego C U ( u C) es conexo, además Fr CX C C 
XeA 

para toda X y por b. Fr xVACxCx5)AFr Cx  C C =C 

• por lo tanto (C U (VC)) = C U( xV.ACx) = 

= C U (7,VAC-x) = Fr (xteiAC.x) = C u (xke-JACx) y por lo tan- 

to C U ( U XeA ) es cerrado. 

d • 	Supongamos que Fr C no está contenida en Fr A, 

esto es, que existe p EFrC-FrA como Fr C C C- 

c A-  = A° U Fr A obtenemos entonces que p E A°. 

Sea L la componente de A° que contiene a p, 

entonces por 3.a. tenemos que L C C, y de 5. 

se sigue que L es abierta, luego p E L C C° . 

Lo cual es una contradicción ya que p E Fr C. 

7. Observación. 

a. Si toda componente de A intersecta a B, enton 

ces A es conexo relativo a B. 

b. Si A es conexo relativoaByBcC, entonces 

A es conexo relativo a C. 

111 
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Demostración.  

a. Sea H u L una separación cualquiera de A, en-

tonces existe alguna componente K de A que es 

tá totalmente contenida en FI (por 2.e.) , y co 

mo 00KnBcHnB tenemos que H y B no 

están separados. Luego A es conexo relativo 

a B. 

b. Es obvio. 

8. Teorema.  

Sea X conexo. 

a. A es normalmente conexo si y solamente si; 

AnS#0*An (X - S) 	AnFrS* 0. 

b. Si además X es localmente conexo, entonces A 

es normalmente conexo si y solamente si: 

U E r , ACU -1  3 B conexo tal que A C B C U. 

Demostración.  

a. Supongamos que A es normalmente conexo y que 

existe S tat que AnS00*An (X - S) y 

A flFr S = 0 , entonces tomo 



1 
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X = S° u Fr S U (X - S)°, tenemos que A = 

= (A n S°) U (A n Fr S) U (A n (x-s)°) = 

(A n S°) U (A n (X-S)°) además A n S° i4  

ya que00AnSCAnS-  = (Anso) u 

U (A n Fr S) = A n S° y procediendo de la mis 

ma . manera obtenemos que: A n 	s)° * 0 

luego A no es normalmente conexo. Lo cual es 

una contradicción. 

Supongamos ahora queAnS#0*AnC0S im- 

plica que A n Fr S 	0 y que A no es normal- 

mente conexo, esto es, que existen II, K dis-

tintos del vacío y normalmente separados ta-

les que A= H U K. Como U y K están normal-

mente separados existen U, V abiertos ajenos 

tales quellcUyKCV así que A C U U V, 

entonces A= 	n U) U (A n V) y A n Fr U = 

= • ya que U es abierto y por lo tanto 

FrUCX- U, ademásUCX-VycomoV es 

abiertoX-Ves cerrado luego U CX-Ves-

to es FrUcX-V ycomoACUUV, A no 

puede intersectar a Fr U. Pero esto es una con 

tradicción ya queAnt1=1.10#0K=AnV= 

= A n 	- 13) . 

b. Supongamos que A es normalmente conexo. Sea U 

1 

• 
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un abierto que contiene a A, sea H una compo-

nente de U que intersecte a A, sea L la unión 

de las componentes de U diferentes de H que in 

tersectan a A, como el espacio es localmente 

conexo, por 5. tenemos que H y L son abiertos, 

entonces A= (AnH) U (AnL), AnHyAnL 

están normalmente separados yAnH* 0, lue-

go puesto que A es normalmente conexo tenemos 

queL= 0. Por lo tanto A C H C U. 

Ahora, supongamos que para cada abierto U que 

contenga a A existe un conexo B tal que 

ACBC U. 

El conjunto vacío es obviamente normalmente co 

nexo, así que podemos suponer que A # 0, sean 
• 4• 4. 

H y L normalmente separados, tales que A = 

= H U L y H# 0, entonces existen abierto U y 

V tales queHcU,LCVyUnV= 0. Como 

A C U U V, existe un conexo B tal que A C B 

C U U V, y como U y V están separados, tene- 

mos entonces que B C U (ya quelbiéHCBy 

HCU), por lo tantoL=Oya queLCAnV= 0. 

Luego A es normalmente conexo. 

1 
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9. 	Lema.  

Si A y B están separados, P y Q están separados, 

y X'- (A U B) = P U Q, entonces: 

M= Q n A C Q U A, N= P n B C p U B, M n N = 

= 0, y toda componente .deX-MUNestá conteni 

da en P U A ó en Q U B. 

Demostración.  

Por definición M y N son cerrados, para demostrar 

que son ajenos observemos que A ng=0=AnB -+ (A nB) 

n (A U B) = (A-  n g-  n A)u (A-  n 13-  n A) C (g-  n A) U (A-n B)= 

= 0 	A n B C C0  (A. U B) = PUQ, análogamente P n Q C 

A u B. 

Entonces: 

m n N = (A n A) n (p n B ) = (P n Q ) n  (A n B ) 
C (AuB)n(puQ) =$ i. e .MyNson ajenos. 

Dado que .A7nB= # =pn Q 

M n B = (0 n A-) n B = 	n 	n B) = 

mnp= (0 nA)np=A n(Q np) = 

tenemos queMCCo(PuB) =QuA; análogamenteNCPU B. 

Ahora, sea C una componente arbitraria de X - M U N, 

dado que P-  n Q C A U B, P n Q C (A-  U B-) n (p-u Q-) = 

= (AnPnQ)u(B nP nQ)C(Q nA)u(B np-). 

1 
1 
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Similarmente tenemos que: 

A-  n B- C  p u Q 	n B C (P-  U Q-) n (A-  U B)= 

= 	(P nA 	nB )1) (Q . nA - nB) C (P - nB ) U 

(Q n A ) 

de donde: 

(Q-  U B-) n (P-  U A-) = )P-  n• Q-) U (Q-  n A) u 

n B-) u (A-  n B-) = 	n• B") u (Q-  n A) 

M u N. 

Por lo tanto: 

X — 01 u N) = X-[(Q u B-) n (p" u A)3 = 

- (Q" u B-)] u Rx - (p-  A-)] • 

que son dos abiertos ajenos, entonces por 1.2.3) 

CC X -Q U B 6 CCX- P U A 

pero 

X - Q-  U B =• (X - Q) n (x B) C P U A. Y 

X - P- UA-  =• (X - P-) n (x- AT) cQuEt 

así que: 

CCPuA 6 CCQuB. 

1 



CAPITULO II 

UNICOHERENCIA 

Introducción.  

Ea un artículo de K. Kuratowki (7) 	.publicado en 

1929, aparece definido el término unicoherencia y se utili-

za para dar una caracterización topológica de una esfera, 

en este mismo artículo Kuratowski menciona que L. Victoris 

se refería ya a esta propiedad, en un artículo aparecido en 

1926, como continua "ohne Henke!". 	Kuratowski mismo había 

ya utilizado esta propiedad en otro artículo (6) pero sin 

definirla explícitamente. 	De aquí se siguen muchos otros 

artículos de diferentes autores donde surgen nuevos resulta- 

dos y aplicaciones de este concepto. 	De algunas de estas in 

vestigaciones hemos tomado las caracterizaciones que presen-

tamos en este capítulo. 

1. Definición.  

Sea (x, r) un espacio topológico conexo. Decimos 

que: 

17. 
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i. 	(X, r) es unícoheitente, 	si: 

A y B cerrados conexos, X= A U B 	A n B 
conexo. 

	

11. 	(X, r) es abieAto-unícohetente, si: 

A y.B abiertos conexos, X= A U B 	A n B 

conexo. 

2. Observación.  

Puesto que dos conjuntos cubren al espacio si y so 

lamente si la intersección de sus complementos es vacía, y 

dos conjuntos abiertos (o cerrados) tienen intersección va-

cía si y solamente si están separados, tenemos que: 

i. A y B cerrados conexos, X= A U B 	A y B 

cerrados conexos,X-AyX-Bseparados. 

11. A y B abiertos conexos, X= A U B 4---1  A y B 

abiertos conexos, X - A y X- B separados. 

Por lo tanto podemos redactar las definiciones an-

teriores de esta otra manera: 

j 1 	X es unícohetente, si: 

A y B cerrados conexos, X-AyX-Bsepara- 

dus -4- A n B conexo. 
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ii'. X es abívtto-unícoheAente, si: 

A y B abiertos conexos, X-AyX-Bsepara-

dos -*AnBconexo. 

3. 	Nota. 

c 

A partir de aquí, y hasta el final del libro (X,T) 

o simplemente X nos representará un espacio topo-

lógico conexo y localmente conexo (en algunas oca 

siones redundaremos sobre este hecho). 

A continuación damos la lista de caracterizacio-

nes. 

4. Resumen de Caracterizaciones. 

Sea X un espacio topológico conexo y localmente co 

nexo. Las siguientes propiedades son equivalentes: 

a. 	X es unicoherente, es decir: 

A y B cerrados conexos,X-AyX-Bsepara- 

dos 	A n B conexo. 

a' 	X es abierto-unicoherente, es decir: A y B 

abiertos conexos, X-AyX-Bseparados 

A n B conexo. 

a". 	A y B, X - AyX - Bseparados 	A fl B co- 

nexo. 

1 
1 
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b. A y 13 conexos ajenos, Fr A C Fr B -+ Fr A 

conexo. 

c. A cerrado y simple 	Fr A conexo. 

c'. 	A abierto y simple -4  Fr A conexo. 

c". 	A simple -4-  Fr A conexo. 

d. A cerrado conexo, C componente de X - A 

Fr C conexo. 

a e. 	A abierto conexo, C componente de X - A 

Fr C conexo. 

f. 	A cerrado, R región, A C R, A separa a a y b 

en R-+Aseparaa ayb en X. 

A cerrado, C1  y C2  componentes distintas de 

X - A, F = Fr Cl  = Fr 	F conexo. 

h. 	AyBregiones,AnB=0 ,F= Fr A= Fr B 

F conexo. 

A y B regiones, Fr A n Fr B= 0 	A n B co-

nexo. 

A y B cerrados ajenos, A U B separa a a y b 

-4. A ó B separa a a y b. 

A y B abiertos ajenos,AuBseparaa a y b 

A ó B separa a a y b. 



1 

1 
1 

1 
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j" -  A y B separados, A U B separa a 	 B 

separa a a y b . 

k. 	A y B cerrados ajenos, A U B sépara a X 	A 

6 B separa a X. 

k'. 	A y B abiertos ajenos, A U B separa a X 	A 

B separa a X. 

A y B separados, A U B separa a X -÷ A 6 B se-

para a X. 

1. 	A cerrado que separa irreduciblementeaayb 

-4. A conexo. 

Itt 
	

A cerrado que separa a a y b ---> Existe C com-

ponente de A que separa a a y b. 

m . 	A abierto que separa a a y b 	Existe C com 

ponente de A que separa a a y b 

m" A separa a a y b Existe C componente de A que los separa. 

n. 	A cerrado que separa a X 	Existe C componen 

te de A que separa a X. 

n' 	A abierto que separa a X 	Existe C componen 

tk.1 de A que separa a X. 

n" A separa a X ---> 	Existe C componente de A que 

separa a X. 

1 



1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 
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La demostración de 4 está dividida en cuatro teo» 

remas que se prueban a continuación: 

5. Teorema. 

Las siguientes propiedades son equivalentes; 

a, b, 	 Cf cl, d, e, f, g, h, i, j e  1, ni. 

Demostraremos que cada propiedad (salvo m) implica 

lá siguiente, y que in implica a. 

a ---> b. 

Supongamos que A y B son conjuntos conexos ta- 

les que 

A n B = # Fr A Fr B. 

Sea {Ex ! X E A } el conjunto de componentes de 

X - (A U B); por I.6.d. tenemos que; 

0 0 Fr E),c Fr (X - (A, U B) ) = Fr (A U B)C Fr A u 

Fr B = Fr 	y por lo tanto que Exr► B." OfIE A. 

Lo cual implica por I.2.f que D = B-  u (xLIAE x ) es 

conexo. Además, como: 

X -A=BU (XeAE>t )  C  D= B-u(XLejA E-X) c 	- A° = 

= (X - A)- , tenemos que D = (X •-- A) - . 	Así, A y 

1 
a 
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(X - A) 	son cerrados conexos que cubren el espa- 

cio, y por lo tanto a, implica que Fr A = 	n 

(X - A) es conexo. 

b ---> c" 

Si A es un conjunto simple, tenemos que A y X - A 

son conexos ajenos tales que Fr A = Fr (X - A), 

por lo tanto b- implica que Fr A es conexo. 

Obviamente, si para cada conjunto simple se tiene 

que su frontera es conexa, en particular se tiene 

esto mismo cuando el conjunto simple es cerrado. 

c —› cl 

Supongamos que A es abierto simple, entonces X - A 

es cerrado simple y por c. tenemos que Fr A = 

= Fr (X - 	es conexo. 

c'  

 

d. 

 

Supongamos que A es cerrado conexo, y que C es una 

componente de X - A. Entonces por 1.4. tenemos 

que C es simple, y por 1.5. tenemos que C es abier 

to (pues X - A lo es), por lo tanto c' implica 

que Fr C es conexo. 



d 

 

e 
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Si A es abierto conexo, entonces A es cerrado co 

nexo, y por lo tanto d implica que cualquier com-

ponente de X - A tiene frontera conexa. 

e —› f 

Supongamos que: A es cerrado, R es una región, 

A C R, A separa a a y b en R, A no separa a a 

y b en X. Haremos ver que estas suposiciones nos 

llevan a una contradicción. 

ComoAno separa a a y b en X tenemos por 1.5. 

que a y b están en la misma componente Q de X - A. 

Sea F = Fr R, como R es abierto tenemos que X- F= 

R U (.K 	R) observemos ahora que A U F separa a a 

y b puesto que si DUE=R-A es una separación 

entre a y b , tenemos que X - (A U F) = (X - F) - 

A = (R - 	u (X - R-) = D U (E U (X - R)). Es 

una separación entre a y b ya que D y E U (X - R) 

son abiertos ajenos. Sea Ca la componente de 

X - 	U F) que contiene a a, y sea Cb  la compo- 

nente de X - Ca 
que contiene a b, por 1.5. Ca y 

C
b 
son abiertos y entonces la propiedad e nos im- 

plica que H 	Fr Cb  es conexo, además H C Fr(X-Ca)= 
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1 

1 

1 
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Fr Ca  C Fr (X - (A U F)) C A U F y H separa a a 

y b en X, sin embargo, como a, b E Q conexo en 

X -Atenemos queHnFOO, y como a, b E R co-

nexo en X - F tenemos que HnAli) , por lo 

tanto (H n A) U 	n F) es una separación de H 

lo cual es una contradicción. 

f --> g 

1 
Silpongamos que A es cerrado, y que C1  y C2  son 

componentes distintas de X - A que tienen la mis-

ma frontera F, pero queF=HuLconHyL ce-

rrados ajenos no vacíos, es decir que F no es co-

nexo. Observemos que C1 0 L U .C2  es conexo; to 

memos algún a E C1  y algún b E C2, y sea R la com 

ponente de X - H que contiene a C1  U L U C2 , en-

tonces por 1.5. tenemos que R es una región en don 

de L separa a a y b (puesR-LCX- F), por lo 

cual f implica que L separa a a y b en X, lo cual 

es una contradicción al hecho de que C1  U fl U C2  

es un conexo en X- L que contiene a a y b. 

.g --4› h. 

Supongamos que A y B son regiones ajenas que tie 

nen la misma frontera F: Observemos que A y E 

son componentes de X - (X - (A U B)) y X - (A U B) 
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es cerrado, por lo cual g implica que F es conexo. 

1 h 

 

 

Supongamos que A y B son regiones con fronteras 

ajenas, tales que A n B no es conexo. Sean C y 

D componentes distintas de A n B, por 1.5. son 

abiertos ajenos y por lo tantoDCX — C, sea E 

la componente de X — C que contiene a D, nuevamen 

te por 1. 5. tenemos que E es un abierto ajeno a 

C' y por lo tanto C C X — E, sea G la componente 

de X — E que contiene a C, tenemos que E y G son 

abiertos conexos ajenos con la misma. frontera ya 

que: Fr G C Fr(X — E1 — E= FrCE-1 — E C E — E= 

Fr E, y Fr E C Fr(X — C) — G = Fr CC—) —  G c C--

G C G — G = Fr_G. Entonces la propiedad h impli - 

ca que F = Fr E = Fr G es conexo, pero esto no pue 

de suceder ya que F = Fr(E) C Fr C C Fr(A n B) C 

Fr A U Fr B, y como Fr A y Fr B cerrados ajenos F 

deberá ser subconjunto de uno de ellos, digamos de 

Fr A, por otro lado comoAnEDD00 yAn (X — 

E) DA 	Cx — E) DAnGDC*0 tenemos que 

A n Fr (E) # 0 , y por lo tanto A n Fr(A) # 0 . 

Lo cual es una contradicción. 

1 



n Q 

Supongamos que A y B son cerrados ajenos, y que a 

y b son tales que A U B los separa, pero que ni A 

ni B los separan. 	Por 1.5. tenemos entonces que 

a y b están en la misma componente de P de X - A, 

y en lp misma componente Q de X - B, resultando 

así que P y Q son regiones cuyas fronteras por 

6.d. son subconjuntos de Fr (X - A) C A y de 

Fr (X - B) C B respectivamente y por lo que P 

es conexo y contiene a a y b, ademásPnlIC 

j 
•••~•~~••«4» 1. 
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• 
(X - A) n (X - B) = X - (A u B), y por lo tanto 

A U B no separa a a y b, lo cual es una contradic 

ci6n. 

Supongamos que A es un cerrado que separa irreduci 

blemente a a y b, pero que A no es conexo, es de-

cir que existen P y Q cerrados ajenos no vacíos cu 

ya unión es A. comoPUQ=Aseparaaa y b, j 

implica que P 6Q separa a a y b, lo cual nos indi-

ca que un cerrado contenido propiamente en A sepa-

ra a a y b, y por lo tanto que A no separa irredu-

ciblemente a a y b, que es,  una contr'adicción. 

1 	m. 

Sea A un cerrado que separa a a y b, sean B y D 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

f. "'I 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
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las componentes deX—Aque contienen a a y b 

respectivamente y por 1.5 B y D son abiertos aje- 

- nos, luego D C X --B 7  sea E la componente de 

X — B que contiene a D, nuevamente E es un abier- 
- 

to ajeno a B, sea G la componente de X — E que 

contiene a B, entonces Fr G separa a a y b (ya que 

aEBCGybEDCECX— G—), además FrGC•Fr E 

C Fr B C Fr (X — A)= Fr A por lo tanto, si x E 

Fr E tenemos que G U {x} U E es conexo y contiene 

a a y b , por lo cual ningún subconjunto propio 

de Fr G separa a a y b, es decir Fr G separa irre 

duciblemente a a y b, y entonces 1 implica que 

Fr G es conexo y como Fr G C A tenemos que Fr G es 

subconjunto de alguna componente de H de A, la 

cual obviamente, separa a a y b. 

a 

Supongamos que X no es unicoherente, es decir, que 

existen cerrados conexos A y B cuya unión es X, y 

tales queAnB=BUKconllyKcerrados no va- 

cíos ajenos entre si. 
• 

En primer lugar, observamos que debe existir una 

componenteDdeX—Atal que FrDn1191 0 y Fr D 

n K * 0, ya que en el caso contrario tenemos que 

cada componente C de X — A tiene su frontera conte 
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nida enHoenK (por I.6.d. FrCCFrACHuK), 

y así los conjuntos; H*  = H u (U. {CIC es componen-

te de X - A, Fr C C H}, K*  = K u (u {CIC es compo-

nente de X - A, Fr C C K}. 

Son tares que: 

B = (A n B) u (X - A) = H u K) u (X - A) = H*' u K*  

H*  y K*  son no vacíos, y además Fr(H*) C Fr H U 

(U {Fr CIC es componente de X- Af Fr C C 	H 

C H* , es decir H*  es cerrado, procediendo de la 

misma forma obtenemos que K*  también es, contradi 

tiendo el hecho de que B es conexo. 

Ahora, por 1.4. tenemos que X - D es conexo, y -  pro

cediendó de la misma forma que en el párrafo ante-

rior, tomando: H n Fr D en lugar de H, K n Fr D 

en lugar de K y D en lugar de A obtenemos una com 

ponenteEdeX- D tal que Fr.EnH#OyFr. 	E 

rIK, (por I.6.d. FrE CFr(D) C Fr D c H u K), 

lo cual implica que Fr E no es conexa. Escogemos 

un punto a E E y un punta be D, como FrEes cerra-

doyseparaaaybtenemos por m. que alguna com-

ponenterde Fr E separa a a y b sin embargo E U 

(Fr E.- F) U D. Es un conexo en X - F que contie-

neaayblo cual es una contradicción. 
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El lema que se demuestra a continuación nos servi 

rá para demostrar el siguiente teorema de este capítulo. 

6. 	Lema.  

Considere las siguientes propiedades: 

1. A simple -->Fr A es normalmente conexo. 

2. A y B simples, Fr A n Fr B = 	A C B, 6 

RCA, 6 BCA, 6 AnB=0, 6 AuB=X. 

3. A y B,abiertos conexos, A n B 	Fr A n Fr B= 

Existen A* y B* abiertos.conexos, tales 

que A C A*, B C 3*, A* n B* = A n B, y A*U B*= 

= X. 

Se cumple que: 4.a'. 	---+ 2 	3. 

Demostración.  

4.a'. 

 

1. 

 

Supongamos que X es abierto-unicoherente. 

Sea A simple. Supongamos que Fr A no es normal- 

mente conexo, es decir que existen F1  , F2 , VI  W 	tales 

que: Fr A = F1  U F2, F1  0 0 0 F2, V y W son abiertos aje 

nos, FI: C V, F2 C W. 
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Sea V' 	la unión de todas las componentes de V que 

intersecten a F
1' 
 y sea W' la unión de todas las 

componentes de W que intersecten a F2. 	Entonces 

por a.5. 	tenemos que V' y W' 	son abiertos, ade 

más gspi
1 
 C V1,F2  C W', y ylnwl =0. 

Sea B = A U V' U W'. Como cada componente de 

V' U W' intersecta a 	Fr A, tenemos que B es 

conexo, además B = A° UFr A U V' U W' = A° u vi u W', 

luego B es abierto; análogamente se encuentra que 

D = (X - A) 	U Nr U W" 	es también abierto y co- 

nexo. 

Por otro lado B n D = (A°U V' U W") n ((X - A)* 

u V' U W") = V' U W' no es conexo, lo cual es una 

contradicción ya que 	B U D = X, por lo tanto Fr A 

es normalmente conexo. 

1 	2. 

Supongamos que la frontera de cada conjunto simple 

es normalmente conexa. 

Supongamos que A y B son conjuntos simples tales 

que Fr A n Fr B= 0, pero que: A 4  B, A n B 	0, 
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AuB 	XyBlt A. 

Entonces, An(x - 	015Ans 	- A) n 

(X - B) r 0 0 (X - A) n B, lo cual implica por 

I.2.d: que A n Fr B 0 0 * (X - A) n Fr B, y por 

I.8.a. tenemos que Fr B n Fr A * 0, ilo cual es 

una contradicción! 

2 	3. 

Supongamos que A y El son conexos abiertos tales 

que AnIa*0 y FrAnFr.B = 0 

Si C y D son componentes de X-AyX- B 

respectivamente, tenemos por 1.4. que son simples, luego 2 

implica que CnD= 0 ó CCD 6 DCC6 CUD= X, pe 

ro comoCUDC CX - A) U (X - E) =X-AnB*X, yC* D 

ya que Fr C n Fr D C Fr A n Fr B = 0, tenemos que: 

* -CyD componentes de X-AyX-Brespec-. 

tivamente 	cnp= 0 ó CID 6 DI C' 

Sea e ={c E 2X IC es componente de X - A y 

C c x 	11} 

Sea 1 =AD E 2X11) es componente de X - A y 

D C X - A} 
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Sean A* =AU.(UC) y B* =BU(Up) 

Demostraremos que A* y B* cumplen las condiciones 

requeridas en 3. 

Obviamente A C A*  y B C B*. 

A*nB*=AnB, que por un lado An  ( U D ) =95..Bn(ue), 

y por otro (Ue)n(U12) =Opues siCECyDepson 

tales que CnDOO entonces * implica que C 	D ó D C 

pero como C es un conexo maximal en X - A y D es un conexo 

también en X - A tenemos que C C D implica C = D, y hacien-

do consideraciones análogas obtenemos que D C C implica C = 

1 

1 

11

1  

1 

1 

1 

= D, lo cual es una contradicción. 

X= A* U 3*, ya que si xEX-AUB= (X - A) n (X - B) en 

tonces existen C y D componentes de X-AyX-B respecti- 

vamente tales que xECnD,ypor 	tenemos entonces que 

C 9 D 6 D 9 C lo cual a su vez •implica que C E C 6 DE 'O, y por 

lo tanto x E A* 6 x E B*. 

A* es conexo, pues si C E C entonces C es cerrado y Fr C C Fr (X - A) = 

Fr A, luego A U C = (A U FrC) U (Fr C U C) es conexo, y en-

tonces A* = A U ( U C ) es conexo. 

Demostraremos ahora que A* es abierto haciendo notar el he 

cho de que todos sus puntos son interiores a él. 	Sea C E C, 
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sea D la componente de X - B que contiene a C, como Fr 

Fr A y Fr D C Fr B tenemos entonces que C C D°, además por 

* concluimos que D contiene a todas las componentes de X - 

A que intersectan a D están contenidas en X 	B, es decir 

son elementos de C , entonces Dn (X - A) C U  C y por lo 

tantoDCAU(UC) = A*, de dondeCC(A*)°. Luego A* 

es abierto. 

Claramente B* también es abierto y conexo. 

7. Teorema. 

Las siguientes propiedades son equivalentes a la 

propiedad a ("X es unicoherente"): n, k, a'. 

Demostraremos que: 

lo cual es suficiente para demostrar este teorema, 

puesto que por el teorema anterior tanto m como 

son equivalentes a a. 

m ---> n 

Esta implicación es obvia, puesto que si A es un 

cerrado que separa a X, entonces separa en parti-

cular a algún par de puntosayb,yporntene-

mos que alguna componente C de A separa a a y b, 

y por lo tanto también a X. 

1 



n 

 

k. 
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Supongamos que k es falsa, es decir que existen 

cerrados A y B que no separan a X , pero tales 

que su unión si lo separa. n implica que existe 

una componente C de A U B que separa a X, y por 

2.e. tenemos que C C A ó C C B. Supongamos que 

C C A , entonces X - A es un abierto conexo conte 

nido en X - C, y como la frontera de cada compo-

n'ente de A está contenida en Fr A = Fr (X - A), y 

las componentes de A - C son precisamente las com 

ponentes de A diferentes de C, tenemos que X - C= 

= .(X - Al U CX 	C) es conexo, ilo cual es una con 

tradicción! 

Supongamos que A y B son abiertos conexos tales 

que.X-AyX-Bestán separados. ComoX-Ay 

X - B son cerrados ajenos que no separan a X, te- 

nemos que k implica que CX - 	U (X - B) tampoco 

separa a X, es decir queAnB= X - ((X- A) U 

CX 	B)) es conexo. 

a' 

Supongamos que A y B son abiertos conexos tales 
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que Fr A n Fr B = 0. Por el lema anterior sabemos 

que a' implica 6.3., y por lo tanto si A n B es no 

vacío, entonces existen A* y B* abiertos conexos 

tales que: X = A* U B* y A* n B* = A n B, y enton-

ces a'.implica que A* n B* =AnBes conexo. 

8. Teorema.  

Las siguientes proposiciones son equivalentes a 

uriicoherencia: m', ra le n' y n". 

Demostración. 

Demostraremos que m" --*n" ---1. 11', que 

y por último que n' 	 . 

Las dos primeras series de implicaciones son triv a 

les como veremos. 

m"-->n" 

Supongamos que A separa a X entonces X—A=MUN 

con M y N conjuntos separados no vacíos por lo tanto exis-

ten a E M y b E N entonces A separa a a y b luego por m" 

existe C componente de A que también separa a a y b, es-

to es X — C = MI  U N"  conjuntos separados con a E M' y 

b E N', pero que M' y N' sean no vacíos y separados quie- 
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re decir que son una separación o lo que es lo mismo que C 

separa a X. 

Supongamos que A es un abierto que separaaayb 

entonces por m" existe C componente de A que separa a 

a y b. 

Supongamos que A es un abierto que separa a X 

entonces A cumple n" y por lo tanto existe C componen-

te de A que separa a X. 

m' --> ny 

Supongamos que A es un abierto que separa a X 

entonces en particular A separa dos puntos y por m' exis 

te C compoaente de A que separa a estos dos puntos y por 

tanto al espacio. 

n 	a 

Supongamos que si A es un abierto que separa a 

X entonces existe C componente de A que separa a X pe 

NOTA: 

La última serie de implicaciones de este teorema es un poco 
más larga .que las anteriores, para la demostración de a--* 	necesita 
remos los dos lemas que siguen a la siguiente demostración. 
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ro supongamos que X no es unicoherente. Entonces existen 

conjuntos cerrados conexos M, N tales que X = M u N y 

M n N = A U B donde 	A y B 	son conjuntos cerrados aje 

nos vacíos. Afirmamos que existe C componente de X - N 

tal que AnFrC 	0 91  BnFr C. De no ser así se si- 

gue de la conexidad y la conexidad local de X que la fron 

tera de cada componente de X - N es un subconjunto no va- 

cío de A o de B. Sea entonces A' 	la unión de A y to- 

das las componentes de X - N cuyas fronteras están conte- 

nidas en A y sea B' 	la unión de B y todas las compo- 

nentes de 	X - N cuyas fronteras están contenidas en B. 

Entonces A' y 111' son conjuntos no vacíos cuya unión es 

M. Es más dado que A y B son cerrados se sigue del teore 

ma 6.b. del capítulo 1 que Fr A' C A y Fr B' C 13 por 

lo que A' y 	son cerrados. 

Pero esto contradice la conexidad de M. Así que 

existe C cuya frontera intersecta a ambos A y B. Haga- 

mos 
	

U = C U (X - E). Debido a la conexidad y conexidad 
• 
local de X tenemos que ninguna componente de U separa a. 

X. Sin embargo X - u = Fr C no es conexo. Esto contradi 

ce a lo cual completa la prueba. 

9. Lema.  

Sean M y N conjuntos cerrados ajenos en un espa 
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cio conexo localmente conexo unícoherente X y 

sea X una componente de X - M U N. Entonces 

Me , Nc 
son conjuntos cerrados ajenos tales que 

X - C = Mc Nc y Fr Mc 
=MnC,Fr Nc =Nn 

C. Más aún si E, F son componentes de X - N, 

X - M respectivamente, que contienen a C, enton 

ces E- C C Mcr  F 	C C Nc
. 

Demostración. 

Sea D una componente árbitraria de X - C. Ha 

cemos la proposición siguiente: 

pripcmn C 	ó 	FrpcNnU. 	(1) 

y procederemos a demostrarla. 

Es una consecuencia de la conexidad del espacio 

que Fr D # 0, y de la conexidad local que Fr D C  Fr C. 

Esta inclusión y la unicoherencia del espacio implican que 

Fr D es conexa, por la propiedad b y el teorema 5. 

Dado que Fr C C M U N y M, N son conjuntos 

cerrados ajenos, se sigue, que FrDCM(IU 6 Fr D C N. 

Las dos posibilidades son exclusivas pues Fr D * 0. 

Es una consecuencia inmediata de (1) que Mc f Nc 

son conjuntos ajenos tales que X - C = M
c  U Nc

. Para pro-

bar que Me  es cerrado, es suficiente demostrar que 
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Fr Mc C M n c-  C Mc 

Para esto sea Da
ict E A} la colección de componen 

tes de Ac.  

Entonces por el teorema 6b del capitulo 1. 

••••• 	 •••• 

Fr Mc = Fr (UDa
) 	(U Fr Da) CMnC a  

Por otro lado, seaxEMnC-. Entonces x perte-

nece a una componente D de X - C y dado que Fr D inter- 

secta a M n C 	al menos en x, se sigue de (.1) que Fr D 

M n 	Esto. es, Fr D C M, 	l,o que significa que D es com 

ponente de Mc. 

En particular x E Mc . Así que M n c-  c mc. 

Análogamente se pueba que Fr Nc C C C Nc. 

Lo que implica que Nc es cerrado. 

De las contensiones anteriores se sigue que Fr Me= 

M nc-  y Fr Nc = N n c-  

Por ultimo, supongamos que E - C no está conteni 

do en Mc. Entonces la relación X - C = Ac U Nce  implica 

que una componente D de Nc intersecta a E - C. 

Por definición Fr D C N, y esto implica que 

E n Fr D = O, ya que E es una componente de X - N. Así 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 
Íi 
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tque D n E es un subconjunto abierto y cerrado relativo del • 

subespacio E,yDnE 	(i5OCCE- D. 

Esta contradicción a la conexidad de E demuestra 

que E - C c Ac . Análogamente se demuestra que F - C C Nc. 

En el siguiente lema introducimos la notación de 

J.H.V. Hunt, L 	[M] U [N] que significa que L = M U N y 

M, N son conjuntos separados. La frase L = [M] U [N] es 

una separación significa además que M * 0 * N. 

10. Lema.  

Sean A, B y P, Q 	parejas de conjuntos separados 

en un espacio conexo localmente conexo unicoherente X. ta-

les que sus uniones son complementarias, así que podemos es 

cribir 

X - AUB 	= 	[P] U [Q] 

Sea M = Q-  n A, 	N = P n 13 y C una compo- 

nente de 	X -MUN. Entonces 

X - A = [Mc - A] u [Nc U C - A] 

X - B = [Mc u C B] U [Nc B] 
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y la primera de estas alternativas se cumple si CCPUAt  • 

mientras que la segunda se cumple si CCQU B. 

Demostración.  

Toda componente de X - M U  N está contenida ya 

sea en PuA o en 	Q u B por el lema 9 del capitulo 1. 

Entonces suponiendo primero C C P U A tenemos 

por el lema anterior que X - C = Mc u Nc y por lo tanto 

Mc - A) U (Nc U C - A) 

veremos que además esto es una separaci6u. Para esto basta 

mostrar que Mc - A y C - A 	están separados, pues Mc y Nc 

son cerradoslajenos por el lema 9 de este mismo capítulo. 

El que Mc sea cerrado implica que 

Mc - A n (C - A) C Mc n c c 0 

La relación Mc n C= 0 implica que Mc n 

Fr Mc. Esto es, Mc n C c M, otra vez por el lema 9 (pues 

Fr Mc =MnC) y por consecuencia 

(Mc A,) n C-  C M - A 

(Mc -- A) n c 	A C (M -- A) n c 	A. 
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Pero M C Q V A por el lema 9 del capitulo 1 y 

estamos suponiendo C C P U A asr que 

(ti - A) nc 	AC Qn p c 

pues P y Q están separados. Esto demuestra que 

Mc - A, C - A están separados. 

si suponemos que CCQUB 	análogamente se demuestra que 

X - B = [ Mc u C 	B] U Nc 	B1 • 

Los dos lemas anteriores los utilizaremos para de 

mostrar que a --0 m" pero esta demostración no se hará di-

rectamente sino a través de demostraciones "auxiliares" que 

son en realidad a --->k"---*a" y otro lema más. 

a 	k" 

Supongamos entonces que X es unicoherente y sean 

A y B conjuntos separados tales que su unión separa a X 

esto es 

X- A U B = (11 U [Q] - 

Hagamos 	m . e 2 n -Á-, , N = 15  n W. 	Si M = # en- 

tonces 13 separa a X y si 	N = 4 entonces A separa a 

X, pues si M = 4 entonces 
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X- B = [11  u A] U [Q] análogamente si N 	en- 

tonce s 

X - A = [P] u [Q U 13] . 

Supongamos entonces que M * # 0 N. Corno M y N 

son conjuntos cerrados ajenos por el Lema 9 del Capítulo 1, 

se sigue de la conexidad y la conexidad local del espacio 

que existe una componente C de X -MUN tal que mn 

*95# NnU.. Además CCPUA 6 	ccQuB 	por el 

mismo lema 9. 

Supongamos primero entonces que C C P U A enton 

ces por el lema anterior tenemos 

X - A = [ Mc - A] U [ Nc u C - B] , 

Para demostrar que A separa a X se debe demos 

trar que Mc - A * # .* Nc U C - A. 	De hecho Mc n O 0  # 

pues de lo contrario si Mc n Q = 4, entonces 	Q C Ne pues 

X -C= Mc U Nc por el lema 1 y C C P U A por hipótesis. 

Esto es, U c Nc , porque Nc es cerrado por el lema 1. 

Dado que M=Init , se sigue que MnerCNc. Sin embar-

go, M n C C Mc pues por el lema l e  Fr Mc =MnE y Mc 

es cerrado. 

Así que Mc n Nc * O pues rinUotp. Esta con 

tradicción al Lema 1 implica que Mc n Q # # . 	En conse'-' 

cuencia 	Mc - A * , . 	Por otro lado, la relación N C P U 	B 

1 
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en el lema 9 impl ¡ca que 	(N n "-d) -(LA 

Dado que N nCCNc por el lema 1, se sigue que 

N n 	es un subconjunto no vacío de Nc u C - A 	Esto de 

muestra que A separa a X. 	Análogamente se demuestra que 

si CCQUB, entonces B separa a X. 

k" 	*, a" 

Supongamos ahora que se cumple k" y que A y B 

son conexos tales que 	X -A y X - B están separados y 

supongamos que A n B no es conexo, sea entonces A n B = 

[p] u [Q] y hagamos 	M = X - B, -N = X - A. Entonces M, 

N conjuntos separados Y 

X-MUN=. [15  U[(21 

se sigue de 	k" que 	M separa a 	X 6 N separa a X. 

Sin embargo los complementos de M y N son A y B tambos co 

nexos! 

11. Lema. 

1 	Sean p, q puntos en un espacio localmente cone- 

xo X y sean 	Pi, Qi conjuntos que contienen a p, q  res- 

pectivamente, tales que Pi  = Fi  - 14 f 	Q.
1 
 = Ú - 1-5i. 	Sea 

1 

• 11 

1 
1 
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R la componente de X ^ Q i  que contiene a p y sea Pi+i= 

= R n 	, Qi+i  = (X - R) ^ 	. 	Entonces p E Pi+i  q 

X -  (Pi+1  U Qi4.1) C  X 	(Pi  U Qi) 

Pi+1 
=..U.

1 	
= 

-1+1 	+1 	i+1 	i+1 	Ii+1 

Demostración. 

Por definición p E Pi+1 . Dado que 	Q n R = 

Qi n 	74'4' 11+1 
C 	

i , 
se sigue que 	Q

i 
 C X — 

(R u isi+1 ) 

Esto es, Qi 
C Q.1+1 

 , y asf 
	

q 	121.4.1* 

Dado que PiC X — Qi  Y Pi.4.1  = R n Pi 

pi  c Pi t 1  U ((X 	R). 

Por la conexidad local de X, las componentes de X 	Qi  

son abiertas y. (X — 	— R es entonces un conjunto abier 

to que no intersecta a Pi+1 ; i.e., 

((x - 	- R) n rii+1 	. 

Asi que (X - 15i) - R C (X - R) n (X - 	= X - R U15. 
1+1 
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Asi que 	:p u Q.  ,c Pi+1 u 	; i.e. 111+1 

yc 	LI Q 	) C X- (P. U Q.). 
1+1 	1+1 	1 

Para probar las igua'dades, primero denotaremos 

que 

li+1 = X - R. 

	

Dado que Qi4.1C X-RyX 	R 	es cerrado por 

la conexidad local del espacio, 	I.1+1 C X - R. 	Por otro 

lado 	1 C R 	y por tanto 	X - R 0 (X - R) n (X -)= 

- X 
	

(R U pi +1) = 421.4.1 . También W 	R C 	C +1 	 la 

ultima inclusión es consecuencia de Q
i 

C
i+1 
	lo cual 

ya hemos demostrado. De aquí X - R = (X 	R) U (R 	R) 

Así que 	
Ii+1 = X  - R.  

Ahora P.
1+1 	1 

= R n P. = R n (-11.  - 15i) = R n Ii.  . Da 

do qué R es abierto„ Rrl 15. -- RnRnP.
1
=RnP1.4.1 . 	Así' 1  

que R.=Rn 1+1 
	I  

p 	= 	- (X - R) = P 15 
1+1  - .1.4-f ' Tam 1+1 	i+1 

bién Q. 	= X - (R u P
1.4-1 ) = (x - R) - I. 	+ iii  14-1 	 1+1 	-1.4-1 - Pi4-1* 

a 	m" 

Supongamos que X es unicoherente y que 	X - L = 

P U Q 	donde P, Q son conjuntos separados que contie- 
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nen a p, q respectivamente. Sea P = O Is • Q0   

entonces dado que P y Q están separados, pcp
o
cI, 

Q C 00  C Q. 	En consecuencia p E P 
O , q C Q0 , 

— (p uQ)CL 	P = 0 	0 	 y 	O 	O -40 ' Q  O • 110 

Ahora sea 	R la componente de 	X - 150  que con- 

tienea p , y sea 	P1 = R nP
o 	

Q l  = X - (R U 	 En- 

tonces por el lema 11, p E Pi , q E Ql e X - (p1  u Q 1 ) C 

X -  (Po UQ9
)CLyP= 	, 4= 	ff 

	

1 	1 	 1 	1 

Ahora sea S la componente de 	X - 1  que con- • 

tiene a q, y sea Q2 = 
	n  121 	P2 = X 	LS U 452). Enton 

ces otra vez, por el lema 11, tenemos que P e  P2' cl E  Q2 

X 
(P2 til)2)cx- 	(1)1 ul?1)cik y p2 

= 1:— 	oa 

	

2 	• 2 	2 	2 

= 152 - -12 

Afirmamos que 	X - P2  , X - Q2  son conjuntos co ..... 

nexos. En el caso de que 	X - P2 = S U 5'2  esto es claro 

ya que S es conexo y 	S U II2  C S . Dado que 17
1 C X — u1'  

tenemos 

X — Q2  

= X — (Q 1  n s), 

= (x - 1 ) U (X — S) 
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= (x 	01 ) U ((X - s) 	f›1 ) U ((X 	s) n 51 ) 

= (X - 41) U ((X - S) - PI) 

= R U 11  U ((X - i51) - S) 

Ahora R U ¡Si  es conexo, dado que R es conexo 

y RUfi
1 
 C1. 	También, si 	T es cualquier componente 

de X - P1, entonces 	¢ # Fr T C 15  , por la conexidad y 

conexidad local de X; en consecuencia 	R U P1 U T 	es 

conexo. Dado que las componentes de (X - 1) - S son pre 

cisamente las de X - P
1 	 , diferentes de S 	se sigue que 

X - Q
2 

es conexo. Así que X - P2  , X - Q2  son conjuntos 

conexos. Dado que P
2 ' 

Q
2 
 son ajenos, 	X = (X - P

2
) U 

(X - 02) y (K - P2
) - (X - Q

2
) = 

Q2 
(X .4. 02) - (X ..‘: P2) 

= P2  . Dado queQ2  , 
P2 

están separados, entonces ya 

que X es unicoherente y haciendo 	A = X - Q2  , 8 = X - P
2 

se sigue de 	a" que (X - Q2) n (X - P2) 	X - (Q2  U P2) 

es conexo esto es 
	

X - (P
2 
 U Q

2
) es un conjunto conexo que 

separa a P
2 , 

Q
2 
, y por lo tanto a p,q 	Dado que X - 

(p
2 
 u Q

2
) C L 	tenemos que una componente de L separa a 

Pf Ca. 
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12. Teorema.  

Las siguientes proposiciones son equivalentes a 

unicoherencia: 
	j 
	

k" 	f  a", 

Demostraremos que 

y como en el teorema 8 vimos 

que a ---->m" tendremos que todas las proporciones son equi 

valentes. 

Sean ar beX yAt Be211 	tales que 	A y B 

están separados y 	A U B 	separa a a y b . 

Por m" existe 	C componente de 	A U B 	que 

separa a a y b. 	Es decir existen 	H y L 	separados 

tales que: X-C=HUL, aelf 	ybe L. 

Como A y B 	están separados y C es conexo, en 

tonces 	C C A 	ó C C B , sin pérdida d generalidad, su- 

pongamos que 	C C A. Entonces, X-A CX-C=HUL 

• 
• • X - A = ((X - A) n ii) u ((X - A) fl L) . Sean Ht = 

- Al n H y L1  = (X - A) n L . 	Tenemos que; H' y 

mit 	 a Y 

que n 

 

k"—> a" —>a 
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L 	estén separados pues 

X' C H 	L'CLyHyL 	están separados, 

1 	Además 	X-A= HIUL 1  , por otro ladoaelly 

1 
	a 	A 

	
(de hecho alAUB) análogamente 	b E L' Y 

	
• e 

A separa a a y b . 

jel 	jl  

1 	Sean 	A y B 	abiertos ajenos tales que A u B 

separa a a y b entonces como por j" siempre que A y B 

sean tales que A u B 	separa a a y b .  entonces A 6 B 

11 	

separa a a y b tenemos que para este caso particular de A 

Y B 
	

abiertos también 	A 6 B separa a 	a y b 

1 	j' ---> 

Supongamos que 	A y B son abiertos ajenos tales 

que A u B 	separa a 	X, esto es X - (AUB) =HUN 

1 	conjuntos separados no vacíos, luego existen a.€14 y bENI  

es decir A u B 	separa a a y b luego por j' tenemos 

que A 6 B separa a X esto es 	X -A=PUQ separados 

con 	aEP y b E Q 6 bien X-B=PUQ separados con 

a E P ybeQ, 	en cualquier caso A 6 B 	separa a X. 

LI 
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Sean A y B cerrados conexos, tales que X— A y X—B 

están sepavados, demostraremos por contradicción que A n B 

es conexo. 

Supongamos que A n B no es conexo. 

Sea D=X—A y E=X— B, tenemos que D y 

son abiertos y están separados, además 

D U E = (X — A) u ex — B1 = x 	CA.nE) 

Por lo tanto X— CDUE) =AnB 	no es conexo, por lo 

tanto D U E 	separa a 	X y k' implica que 	D ó E 

separa a X -, por lo tanto 	X—D=A ó X—E=B no 

es conexo, lo cual es una contradicción. 

k" 

Supongamos que A y B son conjuntos separados en 2X  

tales que A U B separa a X, entonces X—AUB=MUN 

conjuntos separados no vacíos, esto es existen a E M y 

b E N separados por 	A U B luego por j" A ó B también 

los separa; supongamos que 	A los separa esto es X — A = 

=puQ 	conjuntos separados tales que a E P y b E Q 

pero esto quiere decir que A separa a X análogamente ten 

dríamos para B. 

52. 
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Sean A y B conexos tales que X-A y X- B 

están separados, demostraremos por contradicción que A n B 

es conexo. 

Supongamos que A n B no es conexo. 

Sean D = X - A 

y E están separados y  

E = X.- B, tenemos que D 

D U E = (X - A) U (X - B.) =x- (AnB) 

por lo tanto X- (D U El =AnB 	no es conexo luego 

D U E 	separa a X y k" implica que 	D 6 E separa a 

X y entonces X-D=A ó X-E=B no es conexo, lo 

cual es uni contradicción. 

a" 	a 

Supongamos que A y B son cerrados conexos ta-

les que X - A y X - B están separados, en particular 

son conexos tales que 	X -A y X - B están separados 

luego por a" tenemos que 	A n B es conexo. 

Los teoremas 5, 7, 8 y 12 demuestran la equi-

valencia de todas las caracterizaciones de unicoherencia 

presentadas en 4. 
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