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PROLOGO

El objetivo de esta tesis, es el recolectar Y pre
sentar en una forma unificada, las principales caracteriza-
cicnes de Unicoherencia en la clase de espacios conexos, lo
calmente conexos (hasta 1la fecha, esta clase de espacios es
la mds amplia en la cual es posible caracterizar de diferen

tes maneras no triviales el concepto de unicoherencia).

La parte medular de este trabajo se ubica en el
Capitulo i y est3 basada principalmente, en el articulo
[8] de A.H. Stone y en los artfculos {21, [3]1 y [4] de J.H.
V. Hunt (el dltimo artfculo, fue escrito con E.D. Tymchatyn
como coautor). Gran parte de las Demostraciones presenté-
das aquf, al considerarse que no eran susceptibles de mejo-
rarse, se dieron tal como aparecen en los artfculos mencio-

nados antes.

En el caplftulo I, se dan los conceptos. basicos
acerca de conexidad y se demuestran una serie de resulta-
dos que se utilizan en el Capitulo IlI. Algunas de las de-
mostraciones qgue se dan en este capftulo, también se presen
tarn tal como aparecen en los articulos de Stone y Hunt, ;

en el libro [1] de A. Garcia Maynez.
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. CAPITULO I,

RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE CONEXIDAD

1. Definicion.

Sea (X, r) un espacio topoldgico, sean A, B, D,
X X .
E € 27, sean p, q, € 2®. Dpecimos que:
a. A y B estdn r71-3e¢eparados, si:

A NB=¢ =ANB

b. A U B es una r-separacibn de D, si:
A+ ¢+B, AyBestan r- deparados vy

D=AUB.

C. D es r7-conexo, si:

No existen r-separaciones de D.

d D es 7-conexo {nreduciblemente, si:

D es 7-conexo, y D - {p} no es conexo cuando

PE D




D es r-conexo relativo a E, si:

Para cualquier r-separacién A U B de D se

cumple que A y E no estin r-separados.

Ay B estan rt-normalmente sepanados, si:

Existen abiertos ajenos U y V tales que

ACU vy BCV.

D es r1-noramalmente conexo, si:

D no se puede expresar como la unién de dos

conjuntos no vaclos que estén r=normalmente

separados.

C(p) es la r-componente de p en X ; si:
C(p) coincide con la unién de los r-conexos
due contienen a p como elemento. También nos
referireﬁos a las C(p)'s como las r-componen-

tes de X.

X es r-Localmente conexo, si:
Existe una base de r cuyos elementos son

T-COnNnexos.

D r-separa a X, si:

X - D no es r-conexo.




k.

2. Teorema.

a.

NOTA:

s T e by

D T-4epara a p vy q, si:
Existe una T-separacién A U B de X - D

tal que p € A Y g9 € B.

D es 7-4imple, si:

Dy X-D son T-conexos.

Si H, L € 2B » entonces:

HyL estin 7-separados +— H y L estan
Tg Separados. (TB es la topologTa relativa
de B).

Si A CB, entonces:

A es T-conexo <+— A es ra—conexo.

X es conexo si y solamente si los dnicos
subconjuntos de X abiertos Yy cerrados a la

vez son ¢ y X.

C conexo, CNA #¢+CnNn (X -~ Ay —

N .
CNFA+¢

ollc del libro omitiremos los prefijos fT-cuando esto

no dé lugar a confusidn.




e.

C conexo, A y B separados, Cc Cc A U B —»

CCA 6 ccsgB.

{Ca | « € A} familia de subconjuntos de X

conexos, C conexo, C N Ca F9 ¥Ya€ A~

U( u
C (aeACa) conexo.

En particular, 1a unign de conjuntos conexos
con interseccidén no vacia es un conjunto co-

nexo.
C conexo, C C ¢, C C~-*C° conexo.

X vy N conexos, X - N = M1 U Mz una separacion

* NU M1 y NU M2 son conexos.

X conexo, V abierto con frontera conexa -

V. y X -V son conexos.

Demostracion.

a.

Hy L estan T-separados ++ H N I, = ¢ =HNL

H

n(BnL)=¢=(HnB)nL"«—»(H“nB)nL=
¢ = N (BN L )=y Yy L estén igseparados.
Ya que H N B Yy BNL son las Th "cerraduras de

y L Frespectivamente.




Tenemos que A no es T-conexo ~ existe una
T-separacion de A +— existe una rB-Separacién
de A+—>A no es rB-conexo. Por 1o tanto A es

T conexo si y sGlo si A es Ty “conexo.

Supongamos que existe A # ¢ subconjunto propio
de X, tal que A es abierto y cerrado en X, en-
tonces A N (X-A) =¢ =A N (X-A) = A N (X-3A) "~
esto implica que X = A U (X-A) es una separa-

cidén de X. iLo cual es una contracdiccidn!

Supongamos que C N ErA = ¢, entonces:
cmA'=cn(AUFrA) =CNA vy

CNA =cn (A° UF A) = C N A° por lo tanto
CNA =CNA =ChNA°es un subcenjunto pro
pio, no vacio de C, que es fc—abierto a la vez.

Lo cual contradice el hecho de que C es conexo.

Supongamos que C N A # ¢ # C N B, entonces
(CNA) U (CN B) es una separacion de C va
Ya que A y B estan separados, contradiciendo
el hecho de C es conexo. Por lo tanto C C A

6 C C B.
U U C = U
Supongamos que C (aeACa) A B con Ay B

-

separados, entonces por el inciso anterior CC A &

C C© B, supongamos C C A, anilogamente para cada a € A
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Ca CB S Ch C A, perocomo CN Ch # ¢, de donde

C U (ag Ca) C A, pero esto implica que B = ¢

A

y por lo tanto C U (ag

C es conexo.
A a)

Supongamos que Cp, no es conexo, esto :es que
existe una separacion A U B de Cy, como C C Cy=
= AUDB vy C es conexo tenemos por el inciso e.
que CCA 6 CC B, digamos CCA esto implica
Co "B CC NBCA NAB-=¢, de donde B = ¢
lo cual es una contradiccidn. Por lo tanto Cy

€5 conexo.

S3lo demostraremos que M; U N es conexo ya que
la otra demostracidon es analoga.

Supongamos entonces que My U N no es conexo, esS

to es, que existe una separacién AU B de M; U N.

Por ser N conexo tenemos que NC A 6 NC B, di-
gamos N C A, esto implica que NN B = ¢ y por
lc tanto B € M;. Observemos que X = M, UA UB
vya que: x § AU B — x ¢ M UN — X ¢ M; vy

X¢N-— XEX-Ny x¢ M) - x€ M,. Ademas M,

y B estan separados ya que M, N B~ C M, O M = ¢.

De aquil X = (2 U A) UB es una separacidén de X.

iPero esto contradice el hecho de que X es co-

nexo! Luego M; U N debe ser conexo.
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3. Teorema.

Q.

Demostracion:

a.

b.

Si V=¢ 6V = X entonces la afirmacién es
trivial, si V # ¢ vy v # X, haciendo N = Frv,

My =V yv M, X - V tenemos que X - N = |

= My UM, con M; y M, separadas, luego por h,
My-UN =V  es conexo lo mismo que Mo, U N =

= X - V.

Cada componente C(p) en X es un conexo maximal
en X, es decir, es un conexo que no esta conte

nido propiamente en ningin otro conexo de X.

El conjunto de todas las componentes distintas

de X forma una particidon de X.

Cada componente C(p) en X es cerrada.

Es inmediato de 1l.h. y 2.f.

_Es claro que la unién de los elementos de dicho

conjunto es X, ademds cada C(g) es no vacfia

(@ € C(q)), y si C(p) N C(g) # ¢ entonces por
2.f. tenemos que C(p) YU C(g) es un conexo que
contiene a C(p) y a C(g), y de a. obtenemos:CQL:

C(p) YU C(g), es decir los clementos de la fami-
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lia son disjuntos entre si, por lo cual, efec-

tivamente forma una particidn.

C. Por 2.qg. (C(p))- es conexa, Yy entonces por a.te

nemos que C(p) = (C(p)) -

4. Proposicion.

Xy S conexos, C componente de X - S— C sim-

ple.

Demostracion.

Es obvio que C es conexo, falta demostrar que X - C
también 1o es, supongamos que existen conjuntos separados H

y K tales que:

X ~-C

HUK’...QQQ...O.Q..(l)

Como H y K estan separados, existe un conjunto abier

to G tal que HC Gy G N K = ¢ de donde:

(GT = G) N (HUK) = ¢evee.o(2)

Sea bE H yM la componente de b en G . Sj supone-

mos que K # ¢ entonces G # X y K - G #* ¢.

Sea p €M - G, entonces por (1) y (2)

pEG -GCX - (HUK) =¢

Por tanto existe un continuo P tal que p € P C C.




P
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9.
Como b, p& M el conjunto M U P es un continuo

que contiene a b,p de donde MU P X y KC M~ U P,

Como'K C G se tiene KNM CEKNG = ¢ por (2)

y como P C C se tiene KNV P C K C C, Por (1) tenemos K = ¢.

5. Teorema.

X es localmente conexo si y solamente si las compo

nentes de los conjuntos abiertos de X son abiertas.

Demostracion.

Sea U un abierto de X y C componente de U, si
X€E€ C C U, tenemos que existe un abierto conexo W tal que
XE€ W C U, pero como W es conexo tenemos por 3.a. que W C C

y por tanto que C es abierta.

Supongamos ahora que las componentes de cada abier-
to de X son todas abiertas. Demostraremos que B8 = {0 € r/0
es conexo} es una base de 7, para esto sea X € X y U un abier
to tal que x € U, entonces la componente W de U que contie-
ne a X es abierta y conexa, por lo tanto e5 un elemento de B
que contiene a X como elemento y que estd contenida en U, lue

go B es una base de 7 y por lo tanto X es localmente conexo.

6. Teorema.

Si X es localmente conexo, entonces:




a. X conexo, C cerrado, ¢ # C # X, R componente

de X - c -> ¢ #* Fr R C C e
X . -
b. {A.A]k € A} € 27 9 Fr(Y,a,) C G OpFr Ay)

c. X y C conexos, C cerrado. {Cxlk € A} E 2% tal
que cada CA es una componente de X - C—

cCvu (AEACA) es cerrado y conexo.

d. C componente de A—Fr C C Fr A.

- Demostracion.

a. Como X - C es abierto si PFr R.= ¢ entonces
R seria a la vez un abierto y cerrado propio
no vacfo de X. Lo cual es una contradiccién
pues X es conexo. Entonces Fr R es no vacfto.
Si existiera x en (X - C) N Fr R, entonces
R U {x} serfa conexo en X — C pero como R es
componente esto es una contradiccién. Por lo
tanto (X — C) NFr R= ¢ y esto implica que

Fr R CC.

. U TR
b. Supongamos que exista p € Fr(kgAA) >“:_AFJ:' A,
por ser X localmente conexo existe un abierto &
que contiene a p, por lo tanto p estd en

E N F‘r(MUA A) y esto implica que E)\Q;\(U Ak) #¢ #

E - (AgAAA)' y por lo tanto existe A € A tal que
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a.

b.

ENA, #¢ ¥#E - A entonces por 2.d. al ser

A A?

E conexo tenemos que E N Fr Ax¢ ¢, pero esto

-

contradice que E C X —A%AFr A CX —R%AFr A, -
Lu'ego Fr(?\LeJAA ) C {)\gAFr AK} .

Por a. tenemos que C N C)‘— # ¢ para todo A € A

luego C UV (kghC) es conexo, ademas Fr Cy ccC

para toda A y por b. Fr,U.,C,Cc,U Fr C, ¢ C =C '

AEA A AEA

por lo tanto (C U (,¥,C)) =C UG\ =
= CU UG = Fr (PG = CU GG ¥ por o tan-

to CU (igACx) es cerrado.

\
Supongamos que Fr C no est3d contenida en Fr A,

esto es, que existe p EFrC-FrAcomo Fr C C c
C A = A° U Fr A obtenemos entonces que p € A°
Sea I, la componente de A° que contiene a p,
entonces por 3.a. tenemos que L C C, y de 5.
se sigue que I, es abierta, luego p € L € C°.

Lo cual es una contradiccion ya que p € Fr C.

Observacion.

Si toda componente de A intersecta a B, enton
ces A es conexo relativo a B.
Si A es conexo relativo a By BCC, entonces

A es conexo relativo a C.

11,




Demostracion.

a.

8. Teorema.

Sea

Demostracion.

a.

12,

Sea HU L una separacidn cualqujera de A, en-~
tonces existe alguna componente K de A que es
td totalmente contenida en H (por 2.e.), y co
mo ¢ FXNBCHNDB tenemos que Hy B no
estan separados. Luego A es conexo relativo

a B.

Es obvio.

X conexo.

A es normalmente conexo si y solamente si:

ANS+¢ #+A N (X ~-8) — ANFr S # ¢,

Si adem8s X es localmente conexo, entonces A
es normalmente conexo si y solamente sis

UEr, ACU— 3B conexo tal que A CBHB C U.

Supongamos que A es normalmente conexo y que
existe S tal que AN S # ¢ ¥+ AN (X - 8) y

A NFr S = ¢ , entonces czoumo
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X =8° UFr S VU (X - §8)°, tenemog que A =

= (AN S°) U (ANTFr §) U (AN (X-5)°) =

(A N S°) U (AN (X-5)°) ademas A N S° # ¢
yaque ¢ #ANSCANS = (AN S°) U

U (ANFr S) = AN S° y procediendo de la mis
ma manera obtenemos que: A N (X - S)° # ¢
luego A no es normalmente conexo. Lo cual es

una contradiccidn.

Supongamos ahora que A N S # ¢ £+ AN Cqg S im-
plica que AN Fr S # ¢ y que A no es normal-
mente conexo, esto es, que existen H, K dis-
tintos del vacio y normalmente separados ta-
Ie; que A = HU K, Como Hy K estan normal-
mente separados existen U, V abiertos ajenos
tales que HC Uy KCV asi que A CUVYV,
entonces A= (ANU) U (ANV)yYy AN Fr U=
= ¢ ya que U es abierto y por lo tanto

Fr UC X - U, ademas U C X -V y como V es
abferto X -~ V es cerrado luego U C€ X - V es-
to es FruUucCcX -V ycomoACUOUYV, A no
puede intersectar a Fr U. Pero esto es una con
tradiccidon ya que A N U =H #¢ # K= A NV =

= AN (X - U).

Supongamos que A es normalmente conexo. Sea U
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un abierto que contiene a A, sea H una compo-
nente de U que intersecte a A, sea L la unidn
de las componentes de U diferentes de H que in
tersectan a A, como el espacio es localmente
conexo, por 5. tenemos que H y L. son abiertos,
entonces A= (ANH) U (AnL), ANHYANTL
estan normalmente separados y AN H # ¢, lue-
go puesto que A es normalmente conexo tenemos

que L = ¢. Por lo tanto A CHCU,

Ahora, supongamos que para cada abierto U que
contenga a A existe un conexo B tal que

ACBCU.

El conjunto vacio es obviamente normalmente co

nexo, asf que podemos suponer que A # ¢, sean

-

P

Hy L normalmente separados, tales qhe A
= HUUL y H+# ¢, entonces existen abierto U vy

V tales que HC U, LCVy UNV=¢. Como
ACUUV, existe un conexo B tal que A CB
€C UUV, y como Uy V estan separados, tene-
mos entonces que B C U (ya que ¢ # HC B vy
HCU), por lo tanto L = ¢ ya que L € ANV =4

Luego A es normalmente conexo.
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Si Ay B estdn separados, P y Q estan separados,

y X~ (AUB) =PVUQ, entonces:

M=Q NA CQUA,N=P NB CPUB, MNN =
= ¢, y.toda componente .de X -~ M U N esta conteni-

da en PU A 6 en Q U B.

Demostracion.

Por definicién M y N son cerrados, para demostrar
que son ajenos observemos que A ANnNB=¢ =ANB =-(A NB)
N(AUB) = (A" NB NAJU (A NB NA)C (B NA) Y (AN B)=
=¢$ — A NB CCy(AUB) = PUQ, anidlogamente P N Q C
A U B.

Entonces:

MAN=(A"NA)N (P NB ) = (P NQ) N (A NB)
C (AVUB)YN(PUQ) =¢ i.e. My N son ajenos.

Dado que A N B =¢ =P NQ

1l
-

"MNB=(Q NA)NB=Q N(A NB)
MNP=(Q NA)NP=A NQ@ NP) =¢

tenemos que M C Co(P U B) = Q U A; andlogamente N C P U B.
Ahora, sea C una componente arbitraria de X - MU N,
dado que P N Q  CAUB, P NQ Cc (A UB) N (PU Q) =

= (A nPNQ)YuU (B np n@Yyc @ naAT)yu (B np).



Similarmente tenemos que:

A-NB CPUQ—A NBc(P UQ )N (AT UB)

= (P na” NBT) U (T NATNBT) C (PT NnB)
(@n A
de donde:

Q  UB) N (PTUAT) =)p NnQ) Vv (Q na) v

(" N B ) U (A N B) " NB) U (T NnAaT) =
M U N.
Por lo tanto:
X - (MUN) =X-[(Q uB)n (P UAT] =

[x - (QUB)VIX - (P ua))]
que son dos abiertos ajenos, entonces por 1.2.3)
CCX-Q UB & CCXx-P VA

pero

X-Q UB = (X~-Q)N(X-B)CPUA vy

X - P UA (X -P )N (X~-A)CQUB
asi que:

ccpuUA 6 C C QUB.

16.
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CAPITULO 11

UNICOHERENCIA

Introduccion.

En un articulo de K. Kuratowki (7) publicado en
1929, aparece definido el término unicoherencia y se utili-
za para dar una caracterizacidn topolégica de una esfera,
en este mismo articulo Kuratowski menciona que L. Victoris
se referfa ya a esta propiedad, en un artfculo aparécido en
1926, como continua ''ohne Henkel'. Kuratowski mismo habfa
ya utilizado esta propiedad en otro articulo (6) pero sin
definirla explicitamente. De aqul se siguen muchos otros
articulos de diferentes autores donde surgen nuevos resulta-
dos y aplicaciones de este concepto. De algunas de estas in
vestigaciones hemos tomado las caracterizaciones que presen-

tamos en este capfitulo.

1. Definicion.

Sea (X, 7) un espacio topolégico conexo. Decimos

que:
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i. (X, r) es unicohenente, si:
' A y B cerrados conexos, X = AUB — A NB

conexo.

ii. (X, 7) es abilenzo-undicohenente, si:
A y.B abiertos conexos, X = AUB— ANRBR

conexo.

2. 0Observacion.

Puesto que dos conjuntos cubren al espacio si y SO
lamente si la interseccidn de sus complementos es vacia, vy
dos conjuntos abiertos (o cerrados) tienen interseccidn va-

‘ cfa si y solamente si estan separados, tenemos que:

3 i. Ay B cerrados conexos, X = AUB «— 2 y B

cerrados conexos, X -~ A y X -~ B separados.

ii. A y B abiertos conexos, X = A UB «— 2 y B
/

abiertos conexos, X - Ay X- B separados.

Por lo tanto podemos redactar las definiciones an-

teriores de esta otra manera:

i'. X es undicoherente, si:
A Yy B cerrados conexos, X -~ A y X - B separa-

dos @ A NB conexo.




i1'. X es abieato-uniaohenente, Si:
Ay B abiertos conexos, X - A y X ~ B separa-

dos =+ A nNnapg conexo.

3. Nota.

¢

A partir de aquf, y hasta el final del libro (x,7)
© simplemente X nos representard un espacio topo-
18gico conexo Y localmente conexo (en algunas oca
siones redqndafemos sobre este hecho).

A continuacién damos 1la lista de caracterizacio-

nes.

4. Resumen de Caracterizaciones.

Sea X un espacio topoldgico conexo Y localmente co

nexo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a. X es unlcbherente, es decir:
A y B cerrados conexos, X ~- Ay X - B separa-
dos — A N B conexo.

a'. X es abierto-unicoherente, es decir: Ay B
abiertos conexos, X -~ Ay X - B separados —
A N B conexo.

a". AyB, X-AyX-B separados + A N B co-

nexo.
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A y B conexos ajenos, Fr A C Fr

conexo.

A cerrado y simple =& Fr A conexo.

A abierto y simple = Fr A conexo.

A simple — Fr A conexo.

A cerrado conexo, C componente de

Fxr C conexo.

A abierto conexo, C componente de

Fr C conexo.

B — Fr A

X - A —

A cerrado, R region, A C R, A separa a

en R—* A separa a ayb enX.

20.

ayb

A cerrado, C; y C, componentes distintas de

X - A, F = Fr Cl = Fr CZ — F conexo.

Ay B regiones, ANB=¢ , F = Fr

— F conexo.

Ay B regiones, Fr AN Fr B =¢ —

nexo.

A

A y B cerrados ajenos, A U B separa

—+ A O B separa a ay b. -

Ay B abiertos ajenos, A U B separa a

— A6 B separa a ay b.

a

Fr B

B co-

ayb
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j". A y B separados, A U B separa a ayb— AO6B
separa a a y b.

k. Ay B cerrados ajenos, AU B separa a X — A

-

60 B separa a X.

k'. A y B abiertos ajenos, AU B separa a X — A

G B separa a X.

k".. Ay B separados, AU B separa a X — A 0 B se-

para a X.

1. A cerrado que separa irreduciblemente a a y b

— A conexo.

m. A cerrado que separa a a y b— Existe C com-

ponente de A que separa a a y b.

m'. A abierto que separa a ay b — Existe C com

ponente de A que separa a a y b
m". A separa a ayb —Existe C componente de A que los separa.

n. A cerrado que separa a X — Existe C componen

te de A que separa a X.

n'. A abierto que separa a X — Existe C componen

te de A que separa a X,

n". A separa a X — Existe C componente de A que

separa a X.
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La demostracidn de 4 estd dividida en cuatvo teor

remas que se prueban a continuacidn:

5. Teorema.

Las siguientes propiedades son equivalentes:

¥

a, b, ¢", ¢, c¢', 4, e, £, g, h, 1, 3, 1, m.
Demostraremos que cada propiedad (salvo m) implica
la siguiente, y que m implica a.

a — b.

Supongamos que A y B son conjuntos conexos tar

les que

i

ANB ¢ # Fr A C Fr B.

Sea {EX‘ A € A} el conjunto de componentes de
X - (AY B); por I.6.d. tenemos que:

¢ # Fr E,C Fr (X - (AU B)) = Fr (A V B)C Fr A U~

Fr B = Fr B y por lo tanto que E,0 B~ # ¢ A €A,

Lo cual implica por I.2.£f que D = B—lJ(AgAE—X) es

conexo. Ademas, como:

- = . = - 4— - s - e =
X A B UV (kgAER) CD B U(X%A‘E k) ¢ X A

= (X - A) , tenemos que DO = (X -~ A) . Asi, A vy




3
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(X - A)- son cerrados conexos que cubren el espa-
clo, y por lo tanto a. implica que Fr A = AN

(X - A)- es conexo.

b —+ c".

Si A es un conjunto simple, tenemos que A y X - A
son conexos ajenos tales que Fr A = Fr (X - A),

por lo tanto b implica que Fr A es conexo.

c" — c.

Obviamente, si para cada conjunto simple se tiene
que su frontera es conexa, en particular se tiene

esto mismo cuando el conjunto simple es cerrado.

c — ct.

Supongamos que A es abierto simple, entonces X - A
es cerrado simple y por c. tenemos que Fr A =

= Fr (X - A) es conexo.
c! — d.

Supongamos que A es cerrado conexo, y que C es una
componente de X -— A. Entonces por 1.4. tenemos
que C es simple, y por I.5., tenemos que C es abler
to (pues X - A 1o es), por lo tanto c' implica

que Fr C es conexo.
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d — e

Si A es abierte conexo, entonces A es cerrado co
nexo, y por lo tanto 4@ implica que cualquier com-

ponente de X - A tiene frontera conexa.

Supongamos que: A es cerrado, R es una region,
A CR, A separa a ayben R, A no separa a a
y b en X. Haremos ver que estas suposiciones nos

llevan a una contradiccion.

Como A no separa a a y b en X tenemos por I.5.

que a y b estdn en la misma componente Q de X - A.
Sea F = Fr R, como R es abierto tenemos que X-F=
RU (X - R) observemos ahora que A U F separa a a
y b puesto que si D UE =R - A es una separacidn
entre a y b , tenemos que X - (AUF) = (X - F) -
A=(R-AU(X-R)= DU (EU (X-R)). Es
una separacién entre ay b ya que Dy E U (X - R )
son abiertos ajenos. Sea C_ la componente de

X - (AU F) que contiene a a, y sea C_ la compo-
nente de X - C; que contiene a b, por I.5. C_ Y
Cb son abisrtos y entonces la propiedad e nos im-

plica que H = Fr C es conexo, ademds H C Fr(X-—Ca)=

» ¢
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Fr C, C Fr (X - (AUF)) CAUFYH separa a a
y b en X, sin embargo, como a, b € Q conexo en
X - A tenemos que H N F # ¢, vy como a, b € R co-
nexo en X -~ F tenemos que H N A ¥ ¢ , por lo

tanto (HN A) U (H N F) es una separacidon de H

lo cual es una contradiccion.
£f— g

Supongamos que A es cerrado, y que C; y C, son
componentes dist{ntas de X - A que tienen la mis-
ma frontera F, pero que F = HU L con Hy L ce-
rrados ajenos no vacios, es decir que P no es co-
nexo. Observemos que C; YU L U C,; es conexo; to
memos alglin a € C; y algin b € C,, Yy sea R la com
ponente de X - H que contiene a C; UL U Cy, en-
tonces por I.5. tenemos que R es una regién en don
de L separa a ayb (pues R-LCX-TF), por lo
cual £ implica que L separa a a y b en X, lo cual
es una contradiccién al hecho de que C; U H U C,

es un conexo en X — L que contiene a a y b.

g — h.

Supongamos que A y B son regiones ajenas que tie
nen la misma frontera F. Observemos que A y B

son componentes de X - (X - (A UB)) y X - (AU B)
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es cerrado, por lo cual g implica que F es conexo.
h — 1

Supongamos que A y B son regiones con fronteras
ajenas, tales que A N B no es conexo. Sean C vy
D componentes distintas de A N B, por I.5. son
ahiertos ajenos y por lo tanto D C X - C , sea E
la componente de X - C que contiene a D, nuevamen
te por I. 5. tenemos que E es un abierto ajeno a
C' y por lo tanto C C X - E , sea G la componente
de X - E que contiene a C, tenemos que E y G son
abiertos conexos ajenos con la misma frontera ya

que: Fr G C Fr(X - E ) -E=Fr(E) - ECE - E =

Fr E, y Fr ECFr(X-C) -G=Fr(C) - G<cC -

GCG -G=Fr G. Entonces la propiedad h impli -
ca que F = Fr E = Fr G es conexo, pero esto no pug
de suceder ya que F = Fr(E) € Fr C C Fr(a N B) C
Fr AU PFr B, y como Fr A y Fr B cerrados ajenos F
deberd ser subconjunto de uno de ellos, digamos de
Fr A, por otro lado como AN E D D # ¢ yAN (X -
E) O A (x - E) DANGDOC# ¢ tenemos que
ANFr (E) #¢ , y por lo tanto A N Fr(aA) # ¢ .

Lo cual es una contradiccion.
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Supongamos que A y B son cerrados ajenos, y que a
y b son tales que A U B los separa, pero que ni A
ni B los separan. Por I.5. tenemos entonces que
ayb estan en la misma compon?nte de P de X - A,
y en 1a misma componente Q de X - B, resultando
asi que Py Q son regiones cuyas fronteras por
6.d. son subconjuntos de Fr (X -~ A) CA vy de

Fr (X - B) C B respectivamente y por lo que P N Q
es conexo y contiene a a y b, ademds P N Q C

(k - A) N (X-B) =X~ (AYB), vy por lo tanto
AU B no separa a ay b, lo cual es una contradic
cion.

j—1

Supongamos que A es un cerrado que separa irreduci
blemente a a vy S, pero que A no es conexo, es de-~

cir que exlsten P y Q cerrados ajenos no vacfos cu
ya unién es A. Como PUQ = A separa aa yb, 3
implica que P3Q separa a a y b, lo cual nos indi-
ca que un cerrado contenido propiamente en A sepa-
ra aayb, ypor lo tanto que A no separa irredu-

ciblemente a a y b, que es una contradiccion.
] — m.

Sea A un cerrado que separa a ay b, sean B y D

Lo ]




las componentes de X -~ A que contienen a a y b
respectivamente y por I.5 B y D son abiertos aje-
nos, luego D C X - B~, sea E la componente de

X - B que contiene a D, nuevamente E es un abier-
to ajeno a B, sea G la componente de X - E que
contiene a B, entonces Fr G separa a a y b (ya que
aEBCGybEDCE'CX—-G—),ademésFrGC'F.rE
CFr BCFr (X - A)=Fr A por lo tanto, si x €

Fr E tenemos que G U {x} UE es conexo y contiene
a ayb, por lo cual ningin subconjunto propio
de Fr G separa a a y b, es decir Fr G separa irre
duciblemente a a y b, y entonces 1 implica que

Fr G es conexo y como Fr G € A tenemos que Fr G es

subconjunto de alguna componente de H de A, la

cual obviamente, separa a a y b.

m —* a
Supongamos que X no es unicoherente, es decir, que
existen cerrados conexos A y B cuya unién es X, y

tales que AN B =HU K con Hy K cerrados no va-

cfos ajenos entre si.

En primer lugar, observamos que debe existir una
componente D de X - A tal que Fr D N H # ¢ y Fr D
N K # ¢, ya que en el caso contrario tenemos que

cada componente C de X - A tiene su frontera conte
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i

nida en H o en K (por I.6.d. Fr CC Fr A C HU K),
y asf los conjuntos: Hy, = HU (VU {C|C es componen-
te de X - A, Fr C C H}, K, = KU (U {CIC es compo-

nente de X - A, Fr C C K}.
Son tales que:
B=(ANB) U (X~-A) = (HUK) U (X - A) = H, VU K,

H, y K, son no vacfos, y ademi3s Fr(H,) € Fr H V
(U {Fr C|C es componente de X -~ A, Fr C C HY)C H
C h*, es decir H, es cerrado, procediendo de la
misma forma obtenemos que K, también es, contradi

ciendo el hecho de que B es conexo.

Ahora, por I.4. tenemos que X — D es conexo, Yy pro
cediendo de la misma forma que en el parrafo ante-
rior, tomando: H N Fr D en lugar de H, KN Fr D

en lugar de K y D en lugar de A obtenemos una com
ponente E de X - D tal que F.ENH # 0 y Fr E
NK+¢ (por I.6.d. FTECFr(D ) C Fr D C H U K),
lo cual implica que Fr E no es conexa. Escogemos
un punto a € E y un puntd b€ D, como Fr E es cerra-
do y separa a a y b tenemos por m. que alguna com-
ponente F de Fr E separa a a y b sin embargo E U
(Fr E - F) UD. Es un conexo en X —~ F que contie-

ne aayblo cual es una contradiccidn.
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lema que se demuestra a continuacidn nos servi

trar el siguiente teorema de este capltulo.

-~

sidere las siguientes propiedades:

A simple —Fr A es normalmente conexo.

A yB simples, Fxr AN Fr B=¢ — A CB, 5
BCA, 6§ BCA, 6 AnNB=¢, 6 AUB = X.

A y B,abiertos conexos, AN B # ¢, Fr A N FrB=
$ — Existen A¥* y B* abiertos conexos, tales
que A C A*, BC B*, A* N B* = ANB, y A*U B* =

= X.

Se cumple que: 4.2'. —m1—2-—3,

6. Lema.
Con
1.
2.
3.
Demastracidn.

4.a'. — 1.

Sup
Sea
mente conexo,
que: Fr A =

nOS, Fl - V,

ongamos que X es abierto-unicoherente.
A simple. Supongamos que Fr A no es normal-
es decir que existen Fy , F , V, W tales
F; VU Fp, F, # ¢ +# F,, V y W son abiertos aje

cmw.

L T e
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Sea V' la unidén de todas las componentes de V que

intersecten a F

40 Y sea W' la union de todas las

componentes de W que intersecten a F2. Entonces
por TI.5. tenemos que V' y W' son abiertos, ade

mds ¢ ¥ F1 c V. ¢ #.FZ CW', y VIinw'=2¢

Sea B=A U V' UTW'. Como cada componente de

V! U W' intersecta a Fr A, tenemos que B es
conexo, ademds B = A°PUFr AU V' UW' = A°UV' UW',
luego B es abierto; analogamente se encuentra que
D= (X-A4A) UV'UW" es también abierto y co-

nexo.

Por otro lado B N D = (A°U V' UW") N ((X - A)°
UV' UW") = V' UW' no es conexo, lo cual es una
contradiccion ya que BUD= X, por lo tanto Fr A

es normalmente conexo.

1 — 2.

Supongamos que la frontera de cada conjunto simple

es normalmente conexa.

Supongamos que A y B son conjuntos simples tales

que Fr AN Fr B = ¢, pero que: A¢ B, ANB # ¢,



32.
AUB # X vyB¢A.

Entonces, A N (X - B) #+¢ + ANB (X - A) N

(X - B) #¢ # (X - A) N B, lo cual implica por
I.2.d: que ANFr B +*¢ # (X - A) NnFr B, y por
I.8.a. tenemos que Fxr BN Fr A # ¢, Ilo cual es

una contradiccidn!

2 — 3,
Supongamos que A y B son conexos abiertos tales

que AN B #¥¢ y FrANFr R=¢ .

$I Cy D son componentes de X~ Ay X - B
respectiyvamente, tenemos por I.4. que son simples, luego 2

implica que C N D = é 6 CCD &6 bDCC6 CUD =X, pe

rocomo CUDC (X - A) U (X - E) X-ANB+#*X, yC#D

vya que Fr C N ¥Fr DC Fr ANFr B =4¢, tenemos que:

*.- CyD componentes de X - Ay X - B respec-
tivamente — CND=¢6 CGD &6 DgGC
sea ¢ = {Cc € 2X|C es componente de X - A y
C C X - B}

Sea D = {D € 2X|D es componente de X - A vy

DCX - A}
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Sean A* = AU (U C) yB*=BU (UD)

Demostraremos que A* y B* cumplen las condiciones

requeridas en 3.
Obviamente A C A* , B C B*,

A* N B* = A N B, que por un lado AN (U D) =¢ =BN(Y C),

y por otro (U C )N (VD)

$ pues si CE€ C y DE D son

tales que CN D # ¢ entonces * implica que C & DS D&C,

pero como C es un conexo maximal en X -— A y D es un conexo
también en X — A tenemos que C C D implica C = D, y hacien-
do consideraciones andlogas obtenemos que D C C implica C =

= D, lo cual es una contradiccién.

X = A* U B*, ya que si X € X-AUB= (X-A4) 0N (X - B) en
tonces existen C y D componentes de X --A y X - B respecti-
vamente tales que x € C N D, y por * tenemos entonces que
CGD.8 DGC locual asuvez implica que CECS DED, y por

lo tanto X €E A* & x € B*,

A* es conexo, pues si C € C entonces C es cerrado y Fr CC Fr (X - A)=
Fr A, luego AU C = (A Y FrC) YU (Fr CU C) es conexo, Yy en-

tonces A* = AU (UC ) es conexo,

Demostraremos ahora que A* es abierto haciendo notar el he

cho de que todos sus puntos son interiores a él. Sea C € C,
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sea D la componente de X - B que contiene a C, como Fr C C
Fr Ay Fr D C Fr B tenemos entonces que C C D°, ademas por
* concluimos que D contiene a todas las componentes de X -
A que intersectan a D estan contenidas en X - B, es decir
son elementos de C , entonces D N (X - A) CU Cy por lo
tanto DC AU (UC ) = A*, de donde C C (A*)°. Luego A¥

es abierto.

Claramente B* también es abierto y conexo.

7. Teorema.

Las siguientes propiedades son equivalentes a la

propiedad a ("X es unicoherente'): n, k, a'.

Demostraremos que: m— n— k—a'— i

lo cual es suficiente para demostrar este teorema,
puesto que por el teorema anterior tanto m como 1

son equivalentes a a.

m —n

Esta implicacidn es obvia, puesto que si A es un

cerrado que separa a X, entonces separa en parti-
cular a algin par de puntos a y b , y por n tene-
mos que alguna componente C de A separa a a y b ,

y por lo tanto también a X.




n— k.

Supongamos que kK es falsa, es decir que existen
cerrados A y B que no separan a X‘, pero tales
que su unidén s{ 1o separa. n implica que existe
una componente C de A U B que separa a X, y por
2.e. tenemos que CC A & C C B. Supongamos que
CCA, entonces X - A es un abierto conexo conte
nido en X - C, y como la frontera de cada compo-
nente de A estd contenida en Fr A = Fr (X - A), vy
las componentes de A - C son precisamente las com
ponen;es de A diferentes de C, tenemos que X - C=

= (X - A}l VU (X - C) es conexo, ilo cual es unacon

tradiccion!
Xk — a‘'.

Supongamos que A y B son abiertos conexos tales
que. X - Ay X - B estan separados. Como X - A vy
X - B son cerrados ajenos que no separan a X, te-
nemos que k implica que (X - A) U (X - B) tampoco
separa a X, es decir que AN B =X - ((X - A4a) U

(X - B)) es conexo.
a''—1i.

Supongamos que A y B son abiertos conexos tales
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A

.
!

que Fr A N Fr B = ¢. Por el lema anterior sabemos
que a&' implica 6.3., y por lo tanto si A N B es no
vacTo, entonces existen A*¥ y B* abiertos conexos

tales que: X = A* U B* y A* N B* = A N B, y enton-

ces a'.implica que A* N B* = A N B es conexo.

8. Teorema.

Las siguientes proposiciones son equivalentes a

unicoherencia: m', m", n' y n".

Demoétracién.

Demostraremos que m" —n"—n', que m"— m'—n'

Y por Gltimo que n'—a—m".

’

Las dos primeras series de implicaciones son trivia_

les como veremos.

m"— n"

Supongamos que A separa a X entonces X - A =MUN
con My N conjuntos separados no vacios por lo tanto exis-
ten a €My Db€EN entonces A separa a ay b luego por m"
existe C componente de A que también separa a a y b, es-
to es X - C = M' U N" conjuntos separados con a € M' vy

b € N', pero que M' y N' sean no vacifos y separados quie-
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re decir que son una separacién o lo que es 1o mismo que C

separa a X.

Supongamos que A es un abierto que separa a a y b
entonces por m" existe C componente de A que separa a

ay b.
n"—n'

Supongamos que A es un abierto que separa a X

" 'y por lo tanto existe C componen-

entonces A cumple n

te de A que separa a X.

m'—-——)n'

es un abierto que separa a X

Supongamos que A

A separa dos puntos y por m' exis

entonces en particular
A que separa a estos dos puntos Yy por

te C compoaente de

tanto alt espacio.

n'—a

es un abierto que separa a

A
X pe

Supongamos que si
A que separa a

X entonces existe C componente de

NOTA:
La Qltima seric de implicaciores de este teorema es un poco
a— m" necesita

-~ A ’
mas larga que las anteriores, para la demostracion de
remos lcs dos lemas que siguen a la siquiente demostracibn.
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/J
ro supongamos que X no es Unlcoherénte. Enténces existen
conjuntos cerrados conexos M, N tales que X =MUN vy
MO N = AUB donde A yB son-conjuntqs cerrados aje
nos vacios. Afirmamos que existe C componente de X -~ N
tal que A NFr C + ¢ # ﬁ N Fr C. De no ser asi se si-~

‘
gue de la conexidad y la conexidad local de X que la fron
tera de cada componente de X - N es un subconjunto no va-

cfo de A o de B. Sea entonces A' la unién de A y to-

das las componentes de X - N cuyas fronteras estin conte-

nidas en A y sea B' la unién de B vy todas las compo-
nentes de X - N cuyas fronteras estan contenidas en B,
Entonces A' y B' son conjuntos no vacios cuya unidn es

M. Es mds dado que A y B son cerrados se sigue del teore
ma 6.b. del capitulo 1 que Fr A' C Ay Fr B' CB por

lo que A' y B' son cerrados.

Pero esto contradice la conexidad de M. Asi que
existe C cuya frontera intersecta a ambos A y B. Haga-
mos U =CU (X ~-C). Debido a la conexidad y conexidad
local de X tenemos que ninguna componente de U separa a.
X. Sin embargo X - U = Fr C no es conexo. Esto contradi

ce a lo cual completa la prueba.

Sean M y N conjuntos cerrados ajenos en un espa
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cio conexo localmente conexo unicoherente X vy
sea X wuna componente de X -~ MU N, Entonces

Mc ' Nc son conjuntos cerrados ajenos tales que

- C = U : = nco, =N N
X C Mc Nc y Fr Mc M c , Fr Nc N
C . Més adn si E, F son componentes de X - N,

X - M respectivamente, que contienen a C, enton

ces E~-~-CCM, F —-—CCN_.
c c

. Demostracion.

Sea D una componente arbitraria de X - C. Ha-

cemos la proposicidn siguiente:

Fr bDbcMANnC 6 Fr DCNNCT . .« (1)

y procederemos a demostrarla.

Es una consecuencia de la conexidad del espacio
que Fr D # ¢, y de la conexidad local que Fr D C Fr C.
Esta inclusién y la unicoherencia del espacio implican que

Fr D es conexa, por la propiedad b y el teorema 5.

Dado que Fr CC MUN y M, N son conjuntos

[l

cerrados ajenos, se sigue que Fr DCMNC 6 FrDC N.

Las dos posibilidades son exclusivas pues Fr D # ¢.

Es una consecuencia inmediata de (1) que M _, N

c C

son conjuntos ajenos tales que X - C = Mc U Nc. Para pro-

bar que Mo es cerrado, es suficiente demostrar que
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Fr Mc € M 0 C C Mc.

Para esto sea {Dala € A} la coleccibén de componen

tes de Ac.

Entonces por el teorema 6b del capitulo 1.
Fr Mc = Fr (Y D ) € (uFrna)"cunC'

Por otro lado, sea X € M 0 C . Entonces X perte-
nece a una componente D de X - C y dado que Fr D inter-
secta a MN C~ al menos en x, se sigue de (1) que Fxr D C
M0 Cé. Esto. es, Fr D C M, 1o que significa que D es com

ponente de Mc.

En particular x € Mc . Asi que M N C C Mc.

Anilogamente se pueba que Fr Nc c C CNc.
Lo que implica que NcC es cerrado.

De las contensiones anteriores se sigue que Fr Mc=

M NC y FrNc=NOC .

Por Gltimo, supongamos que E - C no esta conteni
do en Mc. Entonces la relacién X - C = Ac V Nc, implica

que una componente D de Nc intersecta a E - C.

Por definicién Fr D C N, y esto implica que

ENPFr D=¢, ya que E es una componente de X - N. AsT

P
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que DN E es un subconjunto abierto y cerrado relativodel

subespacio E, yDNE #¢ #CCE - D.

Esta contradiccidén a 1a conexidad de E demuestra

que E - C C A,. Anidlogamente se demuestra que F - C C Nc.

En el siguiente lema introducimos la notacion de
J.H.V. Hunt, L = [M] U [N] que significa que L = MUN vy
M, N son conjuntos separados. La frase L = [M] U [N] es

una separacidn significa ademds que M # ¢ # N.

10. Lema.

Sean A, By P, Q parejas de conjuntos separados
en un espacio conexo localmente conexo unicoherente X ta-
les que sus uniones son complementarias, asl que podemos es

cribir

X - AUB {P] UV [Q]

Sea M=Q NA, N=P NB y C wuna compo-

nente de X -MUN . Entonces

L]
I

>
I

[Mc - A} VU [Nc U C - A]

X -B=[McUC- B] U[Nc - B],
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y la primera de estas alternativas se cumple si CCPUA,

mientras que la segunda se cumple si C C Q U B,

Demostracion.

Toda componente de X - MU N estd contenida ya

sea en P U A o0 en Q UB por el lema 9 del capitulo 1,

Entonces suponiendo primero C C P U A tenemos

por el lema anterior que X - C = Mc U Nc y por lo tanto

X -A= (Mc - A) VU (NcUC - Aa)

veremos que ademis esto es una separacidu, Para esto basta
mostrar que Mc - Ay C - A estidn separados, pues Mc y Nc

son cerrados.!ajenos por el lema 9 de este mismo capitulo.

El que Mc sea cerrado implica que

Mc - AN (C~-A)Y CMcNCC¢

La relacion Mc N C = ¢  implica que Mc N c c
Fr Mc. Esto es, Mc N C C M, otra vez por el lema 9 (pues

Fr Mc = M N C ) y por consecuencia

(Mc - A) NC C M-A

(Mc - A NC-A C (M- A) MC - A,
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Pero M C QU A por el lema 9 del capltulo 1 vy
estamos suponiendo C C P U A asf que
(M -A)NT -ARCQNTF Cg¢
pues P y Q estdn separados. Esto demuestra que
Mc - A, C - A estan separados,

si suponemos que C C QURB andlogamente se demuestra que

X-B=[McUC-~-B] UTNc ~ B]

Los dos lemas anteriores los utilizaremos para de
mostrar que a—m" pero esta demostracién no se harad di-
rectamente sino a través de demostraciones '"auxiliares' que

son en realidad a—k"—a" y otro lema mas.

a — k"

Supongamos entonces que X es unicoherente y sean

Ay B conjuntos separados tales que su unidén separa a X

esto es

X -AuUB = [P] VUI[qQ].

Hagamos M=QNA ,N=PNB. Si M =¢ en-
tonces B separa a X y si N =6¢ entonces A separa a

X, pues si M = ¢ entonces
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X - B =[PUA]l VUI[Q] anidlogamente si N = ¢ en-

tonces

X -aA=[P] VU[Q U B].

Supongamos entonces que M # ¢ # N. Como M y N
son conjuntos cerrados ajenos por el Lema 3 del Capftulo 1,
se sigue de la conexidad y la conexidad local del espacio
que existe una componente C de X - MUN tal que M~N C
#¢ # NNC.. Ademds CCPUA 6§ CCQUB por el

mismo lema 9.

Supongamos primero entonces que C CPUA enton

ces por el lema anterior tenemos
X - A =[Mc - A] VU[NcVC - B].

Para demostrar que A separa a X se debe demos
trar que Mc - AF+ ¢ ¥ NcUC -~ A, De hecho Mc N Q #+ ¢
pues de lo contrario si Mc N Q = ¢ entonces Q C Nc pues
X -C=McUNc porel lemaly CCPUA por hipotesis.
Esto es, Q C Nc, porque Nc es cerrado por el lema 1|.
Dado que M = Q NA , se sigue que M N CCNc. Sin embar-
go, MNCC Mc pues por el lema l, Fr Mc =MD C y Mc

es cerrado.
Asi que Mc N Nc # ¢ pues MNC # ¢. Esta con

tradiccidn al Lema | implica que Mc N Q #¢ . En conse-

cuencia Mc - A #+ ¢ . Por otro lado, la relacién N € P UV B
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en el lema 9 implica que (N NC) nA ST

Dado que N N C C Nc por el lema 1, se sigue que
NNC es un subconjunto no vacio de Nc U C -~ A, Esto de
muestra que A separa a X. An3dlogamente se demuestra que

si CCQUB, entonces B separa a X,

k" » a“

Supongamos ahora que se cumple k" y que A y B
son conexos tales que X-A y X - B estan separados Yy
supongamos que A N B po es conexo, sea entonces A N B =
[P] V[Q] vy hagamos M=X-B, N=X--A, Entonces -H,

N conjuntos separados vy

X-MUN= [P] UI[O]

se sigue de k" que M separa a X6 N separa a X.

S5in embargo los complementos de M y N son A y B jambos co

nexos! .
11. Lema.

Sean P, q puntos en un espacio localmente cone-~
xo0 X y sean Pi' Qi conjuntos que contienen a Pp, q res-

pectivamente, tales que Pi = Pi - Qi ' Qi = Qi ~ Pi' Sea




he.

K

R la componente de X -~ 6i que contiene a p Y Ssea Pi+1=

== M = - - P
R Pi , Qi+1 (X R) Pi+1 . Entonces Pp € Pi+1' qGEQi+V
- U - V)
X (Pi+1 Qi+1) ¢ X (Pi Qi) Y
P1+1 BRI Qi+1 ! Qi+1 = Qi+1 h Ei+1 *
Demostracion. .
Por definicidn p € Pi+1' Dado que QN R=9¢.
Yy Qi n P1 ='¢ Pi+1 C Pi , Se sigue que Qi cx -
U
(R Pi+1)

Esto es, Qi C Q. y asf¥ q € Q£+1.

i+1 1

Dado que PiC X - Qi Y Pi+1 =RNOP,,

P, CP,,, Y ((Xx-Q,) -R.

Por la conexidad local de X, las componentes de X - 61

son abiertas y. (X - 61) -~ R es entonces un conjunto abier

to que no intersecta a Pi+1 ; i.e.,

(X -Q) -RNP =9,

Asi que (x——'é'i) - RC (X - R) n(x~'§i+1) =X ~ (RUP

= Qi+1‘
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1 U L] -
As1 que Pi U Qi Cc Pi+1 Q i.e

i+1 !}

X - (p, .V Q440 & X - (P, U Q-

h

Para probar las igualidades, primero denotaremos

que
Qs+ X - R
Dado que Qi+1C X ~RyX~R es cerrado por
'a conexidad local del espacio, 6;+1 C X - R. Por otro
lado Pi+1 C R y por tanto X -R # (X~-R) N (X - Pi+1)=

=X-(RUVUP

i+1) = Qi+1' Tambien R - R C Qi C Qi+1 » Jla

@ltima inclusidn es consecuencia de Qi C Q lo cual

i+1 °?
ya hemos demostrado. De aqui X - R = (X = E} U (R __ R)

P41 Asi que Qi+1 = X - R.

Ahora Pi+1 = R N Pi = R N (Pi - Qi) =RN Pi . Da
do qué R es abierto, R N P, =RNRAN P.,= RN Pi+1' As i
aue Riygy SROB,, = Py - X-R =P, - Qyp - Tom
bién Q;,, =X - (RU Piyg) = (X - R) - Pior ¥ Q4 ~ Py

a—* m"

Supongamos que X es unicoherente y que X - L =

= P UYUQ, donde P, Q son conjuntos separados que contie-
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nen a p, q respectivamente., Sea PO =P =~ 6'; QO =~a - P
entonces dado que P y Q estdn separados, P C Po cCP,
QCQOC'Q' . En consecuencia p € P, , q€Q, X~
- U C =P -~ 0 =0 -~ P
(Po Y Q) €L v Py =P, -0Q; ., Q, =0, P,
]
Ahora sea R la componente de X ~ 56 que con-~
tiene a p, Yy sea P1 = RN P0 . Q1 = X - (RU ?1). En-
tonces por el lema 11, p € P,y 9€Q , X~ (P1 U Q1) Cc
X (P0 QQ) L vy P1 P1 Q1 , Q1 Q1 P1 .
Ahora sea S la componente de X —_Fj que con-

tiene a q, vy sea Q,=s5NnQ, , P,=X~(SV 62), Enton

2

ces otra vez, por el lema 11, tenemos que p e‘pé; q€qQ,,

X-(P,VUQ)cCX- (PR,UQ)CA y P,=F,-8,, Q,=.

-5 -

2

P2 .

Afirmamos que X-pr, , X~Q son conjuntos co

2

nexos. En el caso de que X - P, =S U 62 esto es claro
ya que S es conexoy S U 6é C S . Dado que ?} CX-Q,,
tenemos

X - 02

X - (@, N 8),

= (X-Q) U (X- 8
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(X - Q) U ((X=-8) ~P;) U ((X - 8) NP,y

i

= (X - Q1) VU ((X - 8) - P;)

= RUP; U ((X-P;) - 8)

Ahora R U P; es conexo, dado que R es conexo
y RUP CR . También, si T es cualquier componente

de X - P, entonces ¢ ¥ Fr T C P, por la conexidad y

conexidad local de X; en consecuencia R U 5} u T es

conexo. Dado que las componentes de (X - 51) - S son pre
cisamente las de X - 3& diferentes de S, se sigue que

X - Q2 es conexo. Asl que X - P2 , X =~ Q son conjuntos

2
conexos. Dado que P2 r Q , Sson ajenos, X=X - Pz) v

(X-Q,) y (X-P) - (X-0) =0, (X<Q) - (X=P)

= P_, . Dado que 02 , P

2 estan separados, entonces ya

2

que X es unicoherente y haciendo A= X -~ Q2 y, B =X = P2

i . " - - = -
se sigue de a que (X Q,) N (X - P,) X (Q, v Pz)

es conexo esto es X - (p. U Qz) es un conjunto conexo que

2

separa a P2 ) 02 , Y por lo tanto a p,q . Dado que X -

(P2 U QZ) CL tenemos que una componente de L separa a

P, Q-




12. Teorema.

50.

Las siguientes proposiciones son equivalentes a

unicoherencia: m

"
4

", 3+, k", k', a",

Demostraremos que m"— j"*-— j!l— k

que j"

que a—m"

valentes.

> k" >

a" —a y como en el teorema

m" ===> j"

Sean a, b€ X y A, B€ 2%

estidn separados y

separa a

tales que:

tonces

pongamos

... x

= (X -~ A)

Por m"

a y b.

AUB separa a ayb.

existe C componente de A

Es decir existen H y L~

X-C=HUL, a€H y b €L

Como Ay B estan separados y C es

CCA

-

)

CCB, sin pérdida de gener

que C CA. Entonces, X - A C X -~ C

N H Yy

L|

~-A=((X~-A) "DHU ((X~-A)N L) .

= (X - A) VL ., TYenemos q

‘-———)na y

8 vimos

tendremos que todas las proporciones son equl

tales que A y B

Y B que
separados

conexo, en
alidad, su-
=H UL
Sean H' =

we; H' vy-
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L' estén separados pues

X T H , L'CL y H y L estan separados,

Adem3s X - A

AH' U L' , por otro lado a € H vy

A

a § A (de hecho a ¢ AU B) anidlogamente bEL' y .°.

A separa a avyb .

j'}—-——» jl

Sean AyB abiertos ajenos tales que A U B
separa a a y b entonces como por Jj" siempre que A y B
sean tales que AU B separa a ayb- e;tonces AGOB
separa a a y b tenemos que para este caso particular de A

y B abiertos también A 6B separa a ayb..

j'-———*k!

Supongamos que Ay B son abiertos ajenos tales
que A VU B separa a X, esto és X - (AUB) =MUN
conjuntos separados no vacfos, luego existen a €M y b € N,
es decir A UB separa a a y b luego por j' tenemos
que A 6 B separa a X esto es X ~-~A =P UQ separados
con a€P y beEQ 6 bien X -B=PUQ separados con

a€EP y beQ, en cualquier caso A & B separa a X.
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k't —> a

Sean A y B cerrados conexos, tales que X — A y X-B

estdn separados, demostraremos por contradiccidn que A N B

€S conexo,.

Supongamos que A N B no es conexo.

Sea D=X-A vy E

X - B, tenemos que D vy

E son abiertos y estadn separados, ademas

DUE=(X~-A)U (X-B) =X - (AN B)

Por lo tanto X - (D VU E)

AOB no es conexo, por lo

tanto D UV E separa a X y k' implica que D E

O

separa a X ., por lo tanto X-D=A 6 X-E=B no

es conexo, lo cual es una contradiccidn.

j".————' kll

Supongamos que A y B son conjuntos separados en 2*
tales que A U B separa a X , entonces X -AUB=MUN
conjuntos separados no vacios, esto es existen a € M y
b €N separados por AUB luego por j" A 8 B también
los separa; supongamos que A 1lo0s separa esto es X — A =
=P U Q conjuntos separados tales que a € P y b € Q
pero esto quiere decir que A separa a X ani3logamente ten

drTamos para B.




k" = an

Sean A y B conexos tales que X - A y X - B
estdn separados, demostraremos por contradiccidn que A N B

€S conexo.

Supongamos que A N B no es conexo.

Sean D=X-A y E =X~ B, tenemos que D

Yy E estdn separados vy

DUE=(X-4) VU (X-B) =X - (AN B)

por lo tanto X - (DUE}] =ANB  no es conexo luego
DUE separa a X y k" implica que D 6 E separa a
X y entonces X -D=A 6 X-E=B no es conexo, lo

cual es un& contradiccidn.

a"—— a

Supongamos que A y B son cerrados conexos ta-
les que X - A y X - B estdn separados, en particular
son conexos tales que X—-A y X-B estan separados

luego por a" tenemos que A NB es conexo,

Los teoremas 5, 7, 8 y 12 demuestran la equi-
valencia de todas las caracterizaciones de unicoherencia

presentadas en 4.
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