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Introducción .  

En esta trabajo estudiamos los principales resulta 

dos básicos acerca de anillos Regulares, anillos primi-

tivos y Teorema de Densidad, anillos semiprimitivos y el 

Teorema principal de Wedderburn. 

Es importante notar que casi todos los resultados 

aquí expuestos son para anillos que no necesariamente 

tienen unitario lo cual nos dá una generalización sobre 

la forma clásica de presentación de estos resultados. 

For ejemplo, en el último capitulo, abordamos el Teo 

rema principal de Wedderburn en una forma poco usual, 

introducimos la hipótesis llamada SBI (Debida a Jacobson 

y Kaplansky) y nos concentramos en las implicaciones de 

esta hipótesis sobre el levantamiento de idempotentes 

y así obtenemos el Teorema mencionado. 

Esta presentación fuá tomada del libro de Irving Ka-

plansky, Fields and Rings (ver bibliografía). 

Esta tesis fuá dirigida por el Dr. Francisco Raggi 

Cárdenas, a quien agradezco además de la dirección de es-

te trabajo, el apoyo brindado para mi superación acadámi 

ca, y gran parte de mi formación matemática. 



El radical . 

Definición.  

Si A es un anillo , un A-módulo derecho MA , es un gru 

po abelianc M , junto con una operación M A ---gpM • 

denotada por yuxtaposición , tal que : 

(1) ( x + y )4 = x« + yak 

(2) x( cPf. 	) = xl + 

(3) x( 0(.1s ) = 	x0( ) 	‘9( x 	yen, V d'A e A . 
Si además A tiene Uno (neutro multiplicativo): 

(4) xl =x \ixeM o yen este caso diremos que MA es 

unitario . 

Un A-m6dulo izquierdo A
M se defire simétricamente . 

Notaci6n: 

Reservamos los símbolos MA ' A
M para denotar A-m6dulos 

derechos , e izquierdos , respectivamente . 

pefinici6n. 

Si x E MA  , definimos el 

anx. 101,EA : xes. .01 

Si S es subconjunto de 

anulador de x 	en x por : 

My definimos el anulador de S 

an S , por : an S n an x , 
x 6 S 



Sea MA  ; si SCM , entonces an S 

de A Si además S es submédulo de 

bilateral de A . 

Prueba : 

en S 0 pues 0 en S . 

Si *II S; 091 can S entonces 

m 0 — 0 = O 4-0 an S . 

Si 56 S .0Ian S X EA entonces 

01 m O 004 ean S . :an S es un 

Si además S. es submédulo de MA  , 

es un ideal derecho 

M , en S es un ideal 

s(c44) = (san 

ideal derecho de A . 

eES .04 eem S yle A 

: 	ss(ot —0) esa— 

entonces :s(pa) ( ) -01 O pues sl E S cuando S ea 

submédulo de M ; esf que : 

es ideal bilateral de A  

S submédulo de MA  ==1 en S 

Notas : 

Si L m en MA  entonces M es también An—módulo . Más 

generalmente 	si I es ideal bilateral de A 1 MI = O 

entonces MA  es también MA/1 • (Definiendo 

xe m xe , e €71 	) . 

Definición  . 

Diremos que MA  es fiel si en M 	O . 
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Definición . 

Diremos que MA  es irreducible si : 

i) MA é 0 . 

ii) MA  no tiene subm6dulos distintos de O y MA 

Definición . 

El anillo A es primitivo derecho si existe MA irreducible 

y fiel . 

(Anillos primitivos izquierdos se definen similarmente ) 

Notas : 

1 . Un anillo trivial A ( ab =O da , b , e A ) no admi 

te módulos irreducibles 

2 G. M. Bergman ( Proc. Amer. Math. Soc. 15 ( 1964 ) 

473-5 , con corrección en pag. 1000 ) dió un ejemplo de un 

anillo primitivo derecho que no es primitivo izquierdo 

Teorema 2 • 
Sea x é MA  ,41 I = an x 	Entonces xAii*A/I. isomorfismo 

de A--módulos . 

Prueba : 

(Notar que si I no es ideal bilateral de A , no podemos 

darle a A/I estructura de anillo ; sin embargo , damos a 
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A/I estructura de A-módulo derecho de la manera obvia ) . 

Definimos h : A ---910xA 

h es homomorfismo de A-módulos 

Ker h = I = an x , .*, Imh=xA 	A/I = A/an x . 

Teorema 3  . 

Si MA es irreducible y OéxEM, entonces xA 	M 

Prueba : 

xA es subm6dulo de M 	= 0 6 xA = M . Así que basta 

probar xA L  O : Sea SmiyEM: yA = 0 1 . Claramente , 

S es subm6dulo de M, y S é PI ya que MA 	O por ser PI 

irreducible ,.„ S- 0, y en particular 01x4S t esde- 

cir xA 	O . 

Definición 
Si A es un anillo , el ideal derecho I de A es regular 

si 3e A ♦ ea - a • I , Yaélk . Diremos que e es un ele-

mento unitario izquierdo módulo I . Notar que si eE I en-

tonces I = A 

Elemplo  . 

En 271, el ideal ( 6 ) es regular con e = 4 	El ideal 

(4) no es regular . ( 4'2n - 2n = 3.2n = 6n e (6) ; e2n - 2n 
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( e - 1 )2n 41, (4) para n impar pues e es par ) . 

Teorema 4 . 

Si MA es irreducible y OéxeM, entonces I - en x es 

un ideal derecho regular máximo de A . 

Pruebe 

Por el Teorema 1 . I es un ideal derecho , ademas : 

(e) 	I es regular : Por el Teorema 3 , xA = Pi 3e e A a  xe x 

Sea a e A , entonces : x( ea - e ) 	( xe )e - xa 

xe- xa = O 	ea - a I Va EA . 

(b) 	I es máximo : pues A/I Z.xA = M (Teoremas 2 y 3) . 

Si J fuera ideal derecho a  I w Jlei entonces JII sería 

un ideal de A/I distinto de O y de A/I contradiciendo 

que M es irreducible 

Teorema 5 

Si MA es irreducible , entonces 3 I C A , un ideal derecho 

regular máximo I  M 	, isomorfismo de A-m6dulos derechos. 

Prueba : 

Basta tomar O é x E  P1 ( M es irreducible y .. no trivial ) 

e I = an x por los teoremas 2 , 3 , 4 . 
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Definición  . 

Sea A un anillo . El ideal bilateral P de A es ideal 

Primitivo derecho  de A si A/P es un anillo primitivo de- 

recho . 

Nota : 

Sea MA , si P = an M „ entonces M es también A/P-módulo 

fiel. ( M es A/P-m6dulo por la primera nota en la pág. 2. . 

Además Omm M( P+ot )1orict =p okelanMimP 	anAie M= 	P 

el anulador de M en A/P. ..„M es A/P-módulo fiel ) 

Así , un ideal bilateral P es ideal primitivo derecho 

P mi an M , para algún MA  irreducible t. 

Teorema 6, 

Un ideal primitivo derecho P es la intersección de todos los 

ideales derechos regulares máximos que lo contienen . 

Prueba : 

Sea 	Re  = (I GA : I es ideal derecho regular máximo , I P } 

Por demostrar : P = i) Re  

c) PC (1Re  , pues PCI 

:>) 	Por la nota de arriba , P = an M para algún MA  irre- 

ducible , así : 	P = en M = Qlan x = (") an x . Pero por el 
X 	o nall 

Teorema 4 an x es ideal derecho regular máximo de A , 
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x é 0...p n an x 	nRiz • otilx0,1 

Teorema 7, 

Sea p.( PC A : P as ideal primitivo derecho 1 y 

S = 	IC A : I es ideal derecho regular máximo 

entonces : n P r1 S . 

Prueba : 

D) 	Por el Teorema 6 : n 	[n Rp] D rt 5 . 
14P 

C) 	Para probar. n (;) C ns., basta probar : d IE S , 

3PE P 9 PCI . 

,Sea IES caso 1 es máximo , AJI es A-m6dulo derecho 

irreducible.  

Por le nota en le pág. 	P a an A/I es un ideal primitivo 

derecho . s . Pe p . Además PCI : Pues si pe P , sea e 

unitario izquierdo módulo I ( I es regular ) , entonces 

ev - Dei pe P en A/1 4 I = ( 1+e )p = I +ep seseP E I. 

Así 	I = It( ap p ) 	( I +ep ) - p = I - p • • —PE I 	. 

pe I , es decir : PCI . 

Def  

Sea A un anillo . x A es casi--regular derecho si 3 yek 

x+ y +xy 	O 	(abreviadamente diremos x es c.r.d. ) . 

Si A tiene 1 	x es c.r.d. 44> ( 1 + x ) es regular de- 
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recho z x 	 x y -Ipxy = 0 p.a. y e A 

1+xty+xy la 1 	( 1 + ) ( 1+y ) = 1 . 

No taci6n  

Denotamos >coy = X•f y + xy 	(o) es asociativa y tiene O 

como neutro : x.0 = x+0 tx• O x1 O aX la O+ X+0 . X a°  X 

XaY ) • Z ( x + y + xy )• z = x+ y + xy+ z +xz • yz xyz 

x.( >coz ) = )(e( y • z + yz ) = x•ytzt yz • xy xz xyz . 

Definición  . 

,Decimos que x es casi—regular ( abreviamos c.r. ) si x 

tiene casi—inverso derecho y casi—inverso izquierdo 

Nota s. 

Coso • es asociativa , ambos inversos coinciden , pues si 

x y in O y zox si O , entonces z = zs0 	zo( )(my ) 

( z.x )•y 	Opy az y . 

Nota : 

Si A tiene 1 , entonces f 	( A , o) --• ( A , • ) 

x 	1 1 x 	es un 

isomorfismo de monoides : f( xey ) = f( x + y • xy ) 

isa 1 +x ♦y + Xy ist ( 1 + x ){ 	) = f(x)•f(y) , f es mono : 

f(z) = 1 	f(z) = 1+ z= 1 	z 	O. 



f 	es epi : si xQ A , entonces x 	f( x — 1 ) . 

Notamos también que ( 	x4IA : x es c.r.} 

po : 

Ya notamos que • es asociativa . 

O es c.r.: 0+0+0.0 = 0 

Si x es c.r. por definición 3 y Cero 3 
nota de la página anterior , yex si O 

o) es un gru 

x.y •0 y por la 

x c.r., y c.r. =4. 3 xl X•Xl  la O ahora 

( xeY )p( y'.x' )s )0( rylex* ) = >h( Oexe ) 	xex. = O . 

Definición . 

Un anillo radical A es un anillo* Nixe A , x es c.r. 

Ejemplos de anillos radicales : 

1) El anillo trivial 

2) Cualquier anillo nil 	si xn  O , entonces 

( —x )o( x +... +x"-1  ) 	g 

Teorema 8 

Sea I un ideal derecho del anillo A. x casi regular dere 

cho , Nix e I 	I es un anillo redical (como subanillo de A) 

Prueba : 

Por demostrar Yx€I , 3 ye 	x•y = O = y.x . 
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xe I 	x c.r.d. por hipótesis 	3 y EA O = xoy 

x+y4xy .•.y -x 	xyGI 	y es c.r.d. 	repitiendo el 

argumento , azeI yoz m O . Pero entonces xey = O = yoz , 

y por la primera nota de la pág. 8 x 11 	>fox = O también, 

x es c.r. con yGI como casi-inverso . 

Definici6n  e 

Un ideal I (izquierdo , derecho o bilateral ) tal que 

/q/ xdíi 	x es c.r. se llamará ideal radical . 

Teorema 9  

Sea A un anillo . Si 1c:A es un ideal derecho radical y 

MICA es ideal derecho regular máximo entonces IC:IM 

Prueba : 

Si 	3 xfirM entonces I t M - A ( M máximo ) 	si e 

es unitario izquierdo módulo M ( M regular ) entonces 

3 1E1 , 3 soin 1 e - 

Como I es radical , Lie! 3  -i 	ij O (Teorema 8) 

Como e- i P m e j= ij t mj sumando ésto a -14.1 - ij • O 

tenemos : 	j+mj 	ej 	i mj 	( ej - j )41IM (pues 

e es unitario izquierdo módulo M ) . 9 . e - i+meM y por 

la nota en la definición de ideal regular (pág. 4) M = A y 
(Pues MC A es máximo ) . 
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Teorema 10 . 

Si ISA es un ideal regular con unitario izquierdo módulo I, 

e, entonces t 3M%A ideal regular máximo 4 	. 

Prueba : 

Haremos uso del Lema de Zorn . Sea : 

P 	kt  CA : A‘  es ideal regular 	e‘Aw  

Como 1$A , e 0I 	I E P :. P é O. 9 está ordenado parcial 

mente por la inclusión . Sea (Tic} 
st

une cadena en 	enton 
*té  

ces C = 
ita 
U Tst  E 	es un ideal por ser 1,130m:tuna ca— 

dena eIC obviamente y C es regular : da eA , ea — 

I C T da E a ...ea — a e U re, c 	GA cat 	 mire 
Así Gel), y C es cota superior para tT„,14Gel • El Lema 

de Zorn nos dice que la familia P tiene un elemento máximo 

Pi , regular con unitario izquierdo módulo PI , e , y como 

e0M PISA 

Istgaujj. 

Sea A un anillo y IR 	ICA : I es ideal derecho regu— 

lar máximo}, entonces PI - n IR es un ideal radical . 

Prueba : 

Sea xEN , probaremos que x es c.r.d. En otro caso , el 

ideal de A . I = 	xy+y : y e a 	es propio pues x *I 
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( x+ y ÷xY é O VY EA ) y regular con unitario izquierdo 

médula 	-x : -xy - y al- x(-y)+ (-y) E 1 VYE A 

Por el Teorema 10 , :PMgíA ideal regular máxime 	MDI y 

con unitario izquierdo médula M -x 
-x 0M 	xopt y ( xEN ) . ...x es c.r.d. VxeN , ahora 

por el Teorema 6 , N es ideal radical . 

Teorema 12  

Los siguientes ideales son idénticos 
(1) La interseccién da 

méximos . 
La. intersección de 

alucines . 
La interseccién. de 
La intersección de  

los ideales derechos regulares 

los ideales izquierdos regulares 

los ideales primitivos d'oreó!~ 

los ideales primitivas izquierdos 

Prueba& 
Por el Teorema 7 . (1) y  (3)  son idénticos w N . Por sin 

tría (2) y (4) son idénticos , llamémosle N' e este ideal . 

Por el Teorema 11 , N es ideal radical , y por el Teorema 9 
(`dual`) NCM para cualquier ideal izquierdo regular méxi- 
mo 	.. NCP0 . Similarmente Nscht 	, . N' - N . 

Nota • 
El ideal. N - N' es un ideal radical que contiene todo otro 
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ideal radical ; por lo tanto llamamos a N el radical de A . 

En particular N contiene a todo nilideal (izquierdo , dere 

cho ó bilateral) . 

Definición  

Un anillo A satisface la condición de cadena descendente 

( C.C.D. ) en ideales derechos 	si toda cadena propiamente 

descendente de ideales derechos es finita.  

Definición  . 
Un álgebra A sobre el campo F , es un espacio vectorial 

(sobre F ) que es también un anillo p y además 

ot (xy) 	x(xy) b x yEA 	914EF 

Nota : 

Si un álgebra tiene 1 , cualquier ideal derecho ( o izquierdo) 

es automáticamente un subespacio . ( Si O es ideal derecho 

de A , entonces : 19(cleD 	Wt E F , cAm (d.1))L= (d• (1)L) 

aquí 1 E A , 1X1A 	) 	Además si A 	álgebra con 1 es de di- 

mensión finita , A satisface C.C.D. en ideales derechos (iz-

quierdos) . 

Definición.  

Sea A un anillo . Si IC A y J es ideal derecho de A . 

Denotaremos IJ el ideal derecho de A generado por 
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itI jEJ . 

Definici6n.  

Sea A un anillo . El ideal ICA es nilpotente si 

aneihi 3 In  = O. 

Si I es nilpotente m = min k n e N : in - o 
\ es e- '1 ara- 

do de nilpotericie de I . 

Si ax = a Y -x es c.r.d. entonces a = O . 

Prueba : 

Si 	ex - a y -x.z = O entonces O = a(-x.z) 	(a)(-x t-z - xz)= 

= 	i- az - axz -a + az - az az -a 	e gi O . 

Teorema 13 • 

Si el anillo A goza de C.C.D. en ideales derechos , enton- 

ces N radical de A es nilpotente . 

Prueba : 

Consideramos N DPI2D 	 por hipótesis , 3 k E IN 9  Nk . Nk + 1 

Sea P = Nk  ,probamos P = O . En otro caso O é P = P2  . 

Sea T.7 = 1 I ideal derecho de A : IP é O -1 , Tfé 0 
pues P E tr *, P2 é O por hipótesis . Como A goza de C.C.D. 

en ideales derechos , podemos escoger IcE rj.  mínimo . 

14 
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Así , I0P é O y axeIo 3  xP é O , ahora , (xP)P a xP2  

I. xP é O .*. xPE x.r y xPC Io  ; por la selección de I0  , 

xP a Io  , así que 3 aiP 1 xa a x, pero aePC N y los 
elementos del radical son c.r.d. (Teorema 11) , :. xa a x, 
y -a e N es c.r.d.; por el lema anterior I x - O y así : 

xP a O g. La contradicci6n viene de suponer P é 0. ... 

P a Nk  a O . 

Definición  
Un álgebra A (sobre el anillo con división r) es al_ 

brai9.a,  , si todo xe A satisface P(x) a a para sigan po- 

linomio Pe F[x] no trivial . 

Teorema 1 4  
El radical N de un álgebra algebraica es nil . 

Prueba : 
Sea 	x 6 N, entonces xn + 	 isixk a O con* é 0, así 

Xk  •A xk +1 t .... -K xn 	xk ( fg, x+ ... -al a- k  la 	) -I 

1  Ahora ,pixt ... -al xn-k  EN pues x‘N y el radical es un 

ideal . Por el lema anterior al Teorema 13 y usando el Teo- 

rema 11 , xk a O , es decir x es nilpotente . 

e 
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Anillos Primitivos y el Teorema de Densidad  

Definición 1. 

El anillo A es simple si : 

(i) A2  é O 

(ii) Los únicos ideales bilaterales de A son (0) y A . 

Definición  

Sea MA  ,c( M 	M es un A-endomorfismo de M si : 

(i) e" : M 	M es homomorfismo de grupos 

(ii) ok (ma) 	(om)a kémEM VatA . 

Denotaremos por EndAM al conjunto de los A-endomorfismos 

de M . 

Bajo las operaciones ( cat 4 (3). ge ata +0 m 19/ o( yo E EndAM 	mE M 

bn 	at (pm) y. „pe EndAM YmEM 
el conjunto EndA  M es un anillo . 

Ejemplos : 

1 

	

	Si A = Z , todo endoaorfismo de grupo de M es 

A-endomorfismo . 

2 . Si M es espacio vectorial sobre el anillo con división 

A , los A-endomorfismos son las transformaciones linea-

les de M. 
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Teorema 15 . (Lema de Schur) . 

Si MA es irreducible entonces EndAM es un anillo con di— 

visión . 

Prueba : 

Como Idm  es el uno de EndAM , nos basta probar que 

Vgag E EndAM mol ,3 oC' E EndAM 9 ot• ala  = ot4e el IdM  : 

Supongamos O é« E EndAM Imec y Keret son subm6dulos de M y  

irreducible; como 04 é o, O é lona y Keret é M • 

IM at 0.1  fl y Kerot- (0) :. coces sobre e inyectiva , por lo que 

3 oC' ié , 	funcn 	ol a« 
, 

•••=et •ok= IdM  . 

Probamos ahora que oC' E EndAM : 

Si m, neM 

atj  ( m n ) =oe1( (m• )4-01(ns) ) met (o( (m' +n') ) 	m'+ n' 111  

111  Cle4011) + al n) 	donde m' .0(
.1(m) y n' = 	(n) 

Si mEM y aeA 
at  (ma) sao( (et(mi)a) 	

1 
 (ot(mia) ) 	m e a =a l(m)a 

Aquí m' s erl(m) ....0Cit EndAM . 

Nota : 

Si A es un anillo primitivo derecho y MA  es irreducible 

y fiel , entonces 3 ip : 	EndAM monomorfismo , con 

= EndAM 	(Considerando M como espacio vectorial izqui—

erdo sobre el anillo con división D (Teo. 15) ) , dado por 

1 7 
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(e(a)(m) = am d  mEM 	aEA . 

Probamos que Va) E EndDM 

(e(a)(m+mg 	(m+m')a 	matms a = f(a)(m)+ (i)(41)(rns ) 

m 	m* e M • 

Si f E EndAM : le(e)(51/ m) = (91m)a ='P(ma) 241 ( 'f(a)m) 

además te es mono : pues si séKer 99 , <0(a) = O EEndDM por 

lo que 0= ce(a)(m) ma d  m eM 	e ean M a (0) pues M 

es fiel .. a = O y .. KerYug (0) • 

Definición . 

Sea V un espacio vectorial sobre el anillo con división D . 

Diremos que ¿ C, EndD V es n—transitivo si para cualesquiera 

dos conjuntos 	xl p • • • • 	Xn  1 linealmente independiente y 

ky1 	• • • • , yn 	,3Seei 3  xiS= yi  i E { 	• • • , n 

sitineN Jes n—transitivo , entonces $8 se llamará den—

so (en EndDV) . 

Teorema. 16  . (Teorema de densidad) . 

Sea A un anillo primitivo derecho , MA  irreducible y fiel 

( M es espacio vectorial sobre D = EndAM ) entonces 

3 (e: A ----P EndDM monomorfismo con 	(A) denso . 

Prueba 

Definimos 	A 	End DM por : 	(a)(m) = ma VmEM ,aeA ; 
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por la nota en la pág. 17 le es mono . Para probar la densi-

dad de 'e  (A) probamos primero el siguiente 

Lema : Para cualquier subespacio ECM de dimensión finita 

y VOé xEM\E, 3a eA 3 Y (a)(E) O pero f(a)(x) O. 

(es decir 3 a E an 	an x) 

Probamos el lema por inducción sobre dim(E) 

Bese 	Si dim(E) 	O , E = (0) , si O é x€ M entonces 

xA la PI (Teorema 3) ( y PI é (0) pues M es irreducible ). 

Supongamos el resultado válido pera los subespacios de dimen-

sión n-1 ; sea E subespacio de PI de dimensión n , así 

E 12 Ft Dy con dim(F) im n-1 , sea J 	en F J es ideal d& 

recho de A y .a . yJ es subm6dulo de M 1. 

Por la hipótesis de inducción (0) 	yJ 	yJ 	M (PI es 

irreducible) 

Si 	en E C an x (contra la afirmación del lema) para xd E_, 

definimos at : Pi —4 ti por el (yj) 	xj (a está bien defi- 

nida , pues si yj1  = yj2  entonces y(j1  - j2) 	O • • 

ji  - j2eJ anula F y también anula a y 	j1  jaean (Can x 

. 	.11x jax ) es fácil ver que al e EndAM 	ahoraf por defi 

nición de a : (ay x )J O y por la hipótesis de - - 

inducción y - x€F 	x6F+Dy = E y 	en E5tan x , y así 

3 e E an E'an x . Y aquí termina la demostración del lema 

Ahora si nEN y .( 	, xn  es linealmente indepen- 

diente y 	y1 	• yn 	son subconjuntos de PI , entonces 
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3 a E an < x1 	*** 	xn-1)\xan n • • O é 9  xna  • • xnaA 	PI  
(Teorema 3) 	3a* E A 	xnaa• = yn  hacemos an = aa' y 

notamos que : xnan  yn  p xian = O si 141 i n-1 
	

análoga- 

mente 3 ai  e A 	xi  ai 
	

yi  si j = i  

O 	si j é i 
Tomando 17 - = al + a2+  • • • tan  tenemos que 

(i")(xi) = xj1" • )(jai  = yi 	JAql 	 . • (e(A) es 

n-transitivo 	n e(N <ea) es denso '. 

Teorema 17  

Si el anillo primitivo A goza de C.C.D. en ideales dere- 

chos , entonces te a A 	EndDM 9 	(a) (m) m ma \ion e M 

a E A. es un isomorfismo ( M es espacio vectorial izquierdo 

sobre D . EndAM ) . En particular , (Yedderburn-Artin) esto 

es cierto pare A simple con C.C.D. en ideales derechos 

Prueba' a 

Por el Teorema 16 basta probar que dimlbCoo 'o En caso con- 

trario , sea { xn},1014  1.i. en M , sea Ir a en( xi ,...,xr) 

entonces 11 3 12.)I3 •••• es una cadena estrictamente del 

cendente (Teorema 16) 

Nota : 

Una consecuencia particular del Teorema 17 es que todo anillo 
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primitivo derecho con C.C.D. en ideales derechos tiene 1 . 

Lema 

La única álgebra con división de dimensión finita sobre un 

campo F algebráicamente cerrado es F 

Prueba : 

Sea F 	el anillo de los polinomios con coeficientes en 

F , recordamos que F tx -1 es un anillo euclidiano y por lo 

tanto , es de ideales principales . Sea e E D 	tomamos 

I 	f(x) EF [xl 	f(a) = 	notamos que I es un 

ideal de F tx.1 . Además I é (0) pues si n = dimD en— 

tonces 	a , a2 y 	, an4-11 C D es linealmente indepen 

diente y 	3 xte ••• ../ r1416F , no todos cero , tales que : 

O = 	X1ai  así O é rXixi  f(x) E I . 
1 

Como F tx) es de ideales principales 

I = ( p(x) ) . Afirmamos que p(x) es irreducible y pues en 

otro caso , p(x) = q(x)s(x) con grado( q(x) )< grado( p(x) ) 

Y grado( s(x) )<grado( p(x) ) , ahora , O as p(a) 	q(a)s(a) 

y .4 . q(e) ea 0 6 s(a) = O ( D es anillo con división ) , 

supongamos sin pérdida de generalidad q(a) = O así que 

q(x) El = ( p(x) ) 	q(x) a p(x)t(x) con t(x) E F [x] 

y , 	grado( q(x) 	grado( p(x) ) y .•. P(x) es irreduci— 

ble en F tx1 , pero como F es algebraicamente cerrado , 

3 p(x) 
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los únicos polinomios irreducibles en F tx1 son de grado 1 

„•. p(x) 	cx+d con codEF y c é O .. O 23 p(a) = caíd 

e l, a = c-1(-d) 	DCF .*.D = F ( DCF 	dimD11 

O D 	dimD70 ) . 

Definici¿n.  

Sean F un campo , VF- y A.0 EndrV . 14c VE  es invariante 

bajo A. si hiriikC 

Teorema 16'.  (Teorema clásico da densidad) . 

Sean F un campo algebráicamenta cerrado y FV de dimensión 

finita . Si (4) I‘ A.CEndrV es un álgebra. cuyos anime, sub- 

especies invariantas son (0) y Y entonces 	11.17--.',1EndrV . 

Prueba : 

Usaremos el Teorema 16 . Notamos primero que V es A-médu- 

la derecha. VA  es fiel pues a e anAV = (v)a. = O \i/v EV 

y así a = O €EndFV 	anAV = (0) . Además y es irredu.-. 

cible , pues si (0) é YA C VA tomemos O é- xEWIA  y as! : 

xAC WAC  VA pero 4). es un subespacio vecteriel de V 

( X ( xa) 	Quia é xf. .VX€ F VxeV , Va€A ) 	xA int O 

6 xik s  V; si »* = O entonces Oéxe (x) el smbespacio 

generado por x , y (x) A = (0)c<x> por lo que < x) se-

ria invarianta y distinto de (0), por lo que <x) 
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y . asf: (V)A 	(0), por lo que A e. O , contra la hipótesis. 
ex,/ as V y asf xA = VCIik cVk  por lo que YA  = VA  . 

...(0). YAC VA 	lik 	es decir Val  es irreduci- 

ble . 
Ahora EndOCEndirli pues si ok 	Xe F • x E V enton-

ces v  y e IrNtol p 3 aell tal que ya = x , por el Teore- 

ma 16 asf r oc (Ax) wat 	ya )) =.#24( (y) 01a) ) todY)] a.) 
1=X10((y) 	=?1/41c4(ye)lXtelt(x)1 	o( E  EndrV 

endoycEndi-V. ..,EaidAV ea un álgebra de transformaciones 
lineales de Y , can división ye qua Vil  es irreducible (le-
ea de Schur) y de dimensión finita . Asá que por el lame an-
terior a este teorema EndAV_F Ahora, aplicando el Timm 
ea Tia , ~mes que A es un anillo denso de transformacio-
nes lineales de V, pero como dim(V) < 00 esto implica s_ 
ILWEndrA 
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Anillos semiorimitivos  

Si A es un anillo ~taremos con R(A) al radical de 
A , o simplemente R si no hay posibilidad de confusión . 

Si 	x EA/R es casi-regular derecho y xeic entonces x 
es casi-regular derecho 

Prueba : 
rc c.r.d. 	3 Véala tal que 	O . Sma y€5.; ahora , 

xey 	517 = tr.G 	( donde s A. --)AiR es el epiaorftj 

mo candnico ) 	m•yelt y 	x.y es c.r.d. y 3z EA tal 

qua a 10:  (x.y)er xe(ysz) de donde x es casi-regular de-

techo '. 

Para cualquier anillo A R(AIR) aw O . 

Prueba 
Sea A -11-0A/R el epimorfismo canónico . Si IP 

	R(A/R) 

entoncesTr '(R') es un ideal radical. en A por el lema anti 

rior (tedes los elementos de /viole) son c.r.d. ) . Pero ta 
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do ideal radical está incluido en R por lo que Tr -t (V)CR 

de donde RoCir(R) oe WR . 

Nota : 

Si 19: A --4P B. es un apimorfismo de anillos , entonces 

le (ROO C R(B) . 

Lesa t4.t. 
Si A es un anillo y 

	2_ A es c.r.d. entonces x es c.r.d. 

Prueba 
Si -xZey «g O entonces 30( [--xley) s xs(-x).),  (-x2).y mr- 

Sea A un anillo y zteA , entonces z xA es un ideal rad£ 

cal si y dio si xeR(k) . 

Pruebe s 
Si xER(A) entonces YA es un ideal radical ( R(A) es 

un ideal bilateral.) . Reciprocamenta si 	es un ideal 

radicar , see JE e& ideal_ &media venerado por x 
n E Z «Leal , probaremos que J es un 

ideal radical 
Si y g. nx-Ixa entonces -y2 w -n2x2 - nx2e - nxax xaxa 

111  x("11;t. nxis - nax - axe) E xA 
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pero por hipótesis xA es un ideal radical y...—y2  es c.r.d. 

ahora , por el lema 19.1 tenemos que y es c.r.d. d  yeJ 
...J es un ideal radical y así : xEJCR(A) 

Teorema 12, 
Sea I un ideal derecho del anillo A , entonces R(I)DInR(A) ; 

y si además r es un ideal bilateral , entonces R(I)=itIR(A) . 

Prueba : 
Si x€InR(A) entonces 3 y€ A tal que xiby gr O m- x4 yi-xy 
y así y -x xye I de donde IAR(A) es un ideal. radical 
contenido en I r 	7-nR(A)C R(I) Si ademas I es bilate- 
ral , entonces 	xER(I) V &EA .4xe)2  -x(axe)eR(I) 
* s e -4x42  es c.r.d. y por el lema 19.1 mi es c.r.d. por lo 
que xA es un ideal derecha radical incluido en A ; por el 
lose 19.2 xeR(A) 	R(I)CR(A) , y así R(I)CIAR(A) 
de donde R(I) Lnetua (por la otra parte del teorema) . 

Defin4cién  . 
Sea A un anillo . Los ideales 	Iz  de A son primos 
relativos si t Li+Lz  al  

Teoriza china del residuo. 
See. A. un anillo con 1 .Si T- son ideales bá 
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laterales de A tales que 1i  es primo relativo a 

A i E 	. 	entonces el homomorfismo ni 
J*i I Ti toral A ---PA/I1x ...A A/In  es sobre • 

Prueba : 

Por inducción sobre n Para. n = 1 es obvio . Si n 2 p 

sean atItEWIt 	b+IzEis/I2  por demostrar r 3x€A 

tal que x - a 411 	b E 12  

Como A - Ir+ Ez 	1.1  +.12  con 	1 Izelz 	est 

(b- - ir 	- *ni  + (b - a) i2  de donde : 

b - a+(b - a)141 + (b - sha '. 

Consideramos x = a+(b 	b - (b - a) i2  tenemos que 

(x - 	(b - a) it  Elt  (x - b) 	th a)1.2E12  „ de don- 

de- , el Teorema para n' = 2 vale . 

Ahora , sea kE N k72 • 1.1 	, Ik  ideales 

bilaterales que satisfacen la hipdtesis del Teormme entonces 

r Dr * (\in «. A de donde 14+n r, 	, y est por 411,0 	tét 	 A WILE1 
hipétesis de inducción el homomorfismo natural 

(e a A ---> A/LIX ...X A/Ik.4  es sobre , con Kerfar• Lin 

Sean ahora s. st -t- riEVII • ••• ek+rkEA/Ik . 3 xEA , tal 

que 	(x) ( 	o s.. ek_t+-1k.4 )EA/ItX 

(Yes sobre) y an 	x - Neri  ••• x - 	'- 
Como por hip6tesia ( 11n 	n 	+11  Ir A , tenemos que 

1 ir- j + ik  con j E I1(¡ 	, 1/4  ezk  de donde 
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ak  - x (ak  - x)j +(ek  - x)ik  , tomando 

z s ( x+ (ek  — x)j ) ak  ( X 	ik  tenemos 

z 	1. (x al) + (ek  — x)I E II+ (ITR.'...nik.4)Cif  

Vt e II 	ks4 I 	z ak (x 	 . de 

donde: 

IT(z)  - (N+ rt • ... 	+Ik_t  , S+rk  

de donde TT z  A 	A/Itx 	A/Ik  es sobra. 

Nota: 

Si A es un anillo con Uno e 	, In son ideales 

bilaterales de A tales que son primos relativos dos a dos 

y además A2  +11.... A V r E 11 	 (Es decirt 

(lIr)2  sr.  A/1r  Vr e II ... ni ) , entonces el huso— 

morfismo natural Tr: A 	A/Ltx A/12 	A/1k es sobre 

Prueba : 

Coso It  +12  A , I1+ I3  A entonces 

AZ  g. (11 +12)(Lit r3)c +r2i3cii  + (t2n 13) Como 
Az +al  A , entonces A A2  +1.1  C I1  + (I2() 13) 

A Igr 	+u2/113)  
Repetimos esencialmente el mismo argumento , usando 

A - ( I1  + (12./113) )(II 	para concluir 

+ (r2/1 '3(1 	. Iterando, II+ (r2A 	flin) 	. Un 
argumenta análogo prueba que cada Ir  es primo relativo a 

nrk y concluimos aplicando el Teorema anterior. 
* r 
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Teorema 20 (Wedderburn-Artin) 

Sea A un anillo semiprimitivo con C.C.D. en ideales biliar& 

ralea . Supongamos ade■ é. que para todo ideal primitivo den, 

cho P , de 	A/P goza de C.C.D. en ideales derechos 

entonces A es producto directo de un número finito de ani-

llos simples , cada uno de ellos isomorfo a un anillo de ma-

trices con coeficientes en un anillo con división 

Prueba : 

Sea P un ideal primitivo derecho de A (por definición P 

es un ideal bilateral da A) . Por el Teorema 17 , A/P es 

isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en un ani-

llo con división , en particular, A/P es simple y con 1 

AZ -tsP' :Ir A . Notamos ademé* que si Pi  é- Pi  son ideales 

primitivos derechos_ de //* , entonces Pi  , Pi  son primos 

relativos (Si P érPj son ideales primitivos derechos de 

A' , podemos suponer sin pérdida de generalidad 

entonces , como. A/P'  es simple y Pill.Pi/Pi  és (0) pues 

PigtP1  tenemos que. A/Pi  = Pi4-Pi/Pi  de donde A P14-Pi  ) 

Afirmamos que A contiene un número finito de ideales primj 

tivos derechas . Pues en caso contrario 	sea 

{ P1 PZ .9• 1 
une colección numerable de ideales primi- 

tivos derechos ; notamos que le cadena 

l'ID Pin P2D... D(Pi  /1 c.. /1Pd3 	es estrictamente deseen 

dente • pues si Pin ...(111n  PI/1 ...APnrkPn 1  , entonces 
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• ...APncPn4,1  . ( Como (4/P1)2  A/Pi  para cada 	y 

admite Pi  Pj  son primos relativos cuando P1  Fj  son idees 

les primitivos derechos , entonces por la demost.recidn de la 

Sate anterior a este Teorema , Pero- ' Ortil...APn) son 

primos relativos ) 	EL A y ( A/Pet44 a(0) no es ani- 

llo primitivo ) . 	el conjunto de ideales primitivos dere- 

chos de A es finito es 	*.••. Pul Poli* neN. shas* , 

P, 	R(A) lir O:  pues por hipótesis 14 es amaiprimitive 

(y usando le Rata siguiente al Teorema 12) * así que el epi- 

morfina. natural. TT : A ---tvA/Pi  x 	x A/Pn. garantizado por 

el Teorema chino del residuo tiene núcleo KerTT AP 
i 

A/P 	$c A/Pn  • 

Definición  

Sea A un anillo . Decimos que. aEA es Regular Ceo el san 

tido da Von Naumann) si 3 xe& tal que 111X111 ea e 

Si Va EA , a es Regular entonces diremos que A es un «mil  

llo Regular 

Ejemplos de anillos Regulares : 

1. Cualquier anillo con divisidn . 

2. Los productos dirrtos de anillos Regulares 

3. El anillo de las matrices de nIn con coeficientes en 

un anillo Regular (ver el Teorema 2k) . 
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4. 	EndD  V donde V es un espacio vectorial sobre un ani-

llo con división a . 

Notas . 

1. (Von Neumann) . En un anillo Regular , el conjunto de los 

ideales derechos principales es una red modular con complemen- 

tos • 

2. Una imagen homom6rfice de un anillo Regular es Regular . 

Teorema 21  

Cualquier anillo Regular es semiprimitivo . 

Prueba : 

Sea A un anillo Regular . Sea a6 R(A) supongamos axa gr a , 

entonces (ex)2 as- axe.x ax ...ex es un idempotente en R(A) 

...ex g.- Q . (El radical no contiene elementos /d'impotentes diji 

tintos de O : si O L  cE R(A) es idempotente , entonces 

-e ea c.r.d..., 3ye& 9  -e+y - ey O 

-es +ey - esy si O si -e+ey - ey = -e . • . 	= O 

Lene Ole Coy) . 

Si exe - a es !regular entonces a es Regular . 

Pruebe : 

(ase - e)y(exia - a) = axa e 	a m. a(x-y-xayax+xey+yex)• a . 
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Teorema 22  . 
Te' Sea o —*I 	—› A/I —a0 una sucesión exacta de *Ni 

110a- , entonces 1. A es Regularon/m.1 A/I son Regulares 

Prueba 

3 TT(n) y coso 

 ) Supongamos que A es Regular . SI yeA/I sea xiák 

A. ea Regular-  , azekA xzx s x 

.b , x tot TT(x) Taz) Tlx) 

sk y Tr(z)y con T1(z)EA/1  •°. Ah es %valer . More 

si sugIt  , 3 z6k • Ihdzi(*) sze mi 1(a) mg- a pero entoji 

ces 	• s (e)ze ((iza)za a(zez)a con zez 41 (ideal bulo- 

toral de A) ...I es Regular . 
o --* I ---, A 	A/I Recfprocausente , supongsaoa 

es exacta con I , A/I Regulares . Si x6A 3I6A/I 

11(x) et IT(x)nr(x) Se* z EA ›TT(z) s z, entonces 

TT(x) =1T(x)1T(z)Tr(x) Tr(xzx) 	Ti(xzx x) 	O 

xzx 	x es Regular y por el Lane de Mc Coy , • es Rapen 

A es Regular . 

Definir...1én  . 

Si A es un anillo el ideal bilateral ICA es un ideal 

Regular si I es un anillo Regular como subanillo de A . 

Cualquier anillo A tiene un dnico ideal Regular Mixturo M 

y A/M no tiene ideales Regulares distintos de cero . 
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Prueba : 
Si I , J son ideales Regulares de A entonces 1+J es 
Regular s pues I +./J =111/\J con 1/1/\J Regular por 

ser cociente de I , Regular . Entonces tenemos la siguien- 

te sucesi6n exacta :. O 	Ft-  J 	/1.1 	O 

con J VIAJ Regulares , y así por el Teorema anterior 

I+J es_ Regular . Inductivamente 	 r. es Re- 

guiar pera cualquier colección- 	 ;e l del ido,» 
les Regulares . Ahora. , si 	es eI conjunto de les 

ideales Regulares de A- entonces : 

i) Q t.(  es Regular. ; pues x E 7, r., 	x 
x1 	e  

está en 	... +1/4  , que es un ideal 	iter de A) 
1 	ar 

x es Regular . 
ti) 	1«  es_ el Cuiico ideal Regular máximo , obviamente 

a 
Ahora a  51 JCAiet es un ideal Regular , entonces 

con ro ideal de A, y así tenemos le sucesión exacta 

---0M 	—*J. —I,  O con M y J Regulares por lo que 

Io es Regular y .*. 10CM por lo que J Mirt .= O . 

Si JCICA con J ideal derecho de I • 1 ideal Regular 

de A , entonces J es ideal derecho de A . 

Prueba 

Si 	j E J aGA entonces 3 xei 3  jxj 	pero enton- 

ces ja = (ixj)e = j(xja) con xjaEl.*. je = j(xja) EJ(xja)CJ. 
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Lema 23.2  . 

Sean A un anillo e I un ideal bilateral de A . Si I 

tiene neutro multiplicativo , entonces I es factor diresi  

to de A. 

Prueba : 

Sea e el neutro multiplicativo de I , entonces e con- 

muta con todo elemento de A pues xE A 1  ex E I 

▪ exe = ex, por otra parte xeEI • exe = xe de donde • e 	 • 

ex = exe = xe IsixEA . 

Sea .1 a= { a - ea 	aE.A 	, J es ideal bilateral de A 

(usando que ex = xe x EA) 	A = I4-J pues : 

VekA e= ae4(a- ea)E,I+J 

xEI(1J 	x a" - ea" con a'• EA • x = ex a ea** - esa.'  ah • • 

ots- eass-era**.0 

4 4. LAJ = O . 

r si (x+y) , (x8 4- y•)CI4J , con x , x8  E I , y, y' e.; 

entonces (x + y) (x• + y') 2= xxe xy• yx9  yys pero 

xy' 	yx• I(1.1 e= (0) 	(x +y) (x* 4y8 ) t xxs yy• . 

Alag 

Teorema 	. 

Si A es un anillo con C.C.D. en ideales derechos , enton- 

ces A:1MA ti donde PI es el ideal Regular máximo de A y 
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N no tiene ideales Regulares distintos de (0) . 

Prueba: 

Por el lema 23.1 M goza de C.C.D. en ideales derechos 

(los ideales derechos de M son ideales derechos de A) . Co—

mo cualquier anillo Regular es semiprimitivo (Teorema 21) , 

por el Teorema 20 M tiene neutro multiplicativo . (esta.-

mos dentro de las hip6tesis del Teorema 20 , pues M goza 

de C.C.D. en ideales derechos , pues si 1T: M 	MiP es 

' el epimorfismo canónico e 1;:);:)... es una cadena de 

ideales derechos de M , estacionaria por hip6tesis , y 
-o 

TT (Te) =,11 (T;) ==-4 Tm  = Ts) . Ahora , como M tiene mi/ 

tro multiplicativo , por el lema 23.2 tenemos que 

y 1195A/m por lo que el único ideal Regular de N es (0) 

(Teorema 23) 

Teorema 24 . 

Si Mil*n(R) es el anillo de las matrices de nxn con coefi—

cientes en un anillo Regular R entonces M(R) es Re—

guiar. 

Prueba t 

Consideramos primero el caso n = 2 . 

(c d  
a b 

Si 	I 	Mns14) 	crc c para r R, entonces 
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Regular , y hemos terminado el caso n a 2 . 

Para. n 4 observamos que las matrices en M14014(10 son metro, 

ces en Pi (11 (R)) es decir , de la forma 2x2 2AZ 	 (4C BO) 

(a b\ (O (a b\ 
di •  ko orkc 	kc d ) 

 

arc ard-b 

O crd-d y así 

 

por el Lema de Mc Coy basta probar que las matrices de la foz 

lea (
a b 
o ci) aen Regulares . Ahora si axa gi. a y dyd 21,- d enton 

(a 	b\ . ix 0\ . (a b\ 	I a lb =  (0 axb-b\ 
ces s 

0 dl 10 yi kO dl - tO d 	0 	0 / Y 

de nuevo por el Lema de tic Coy basta probar que las matrices 
(0 b) 
O O de la forma 	san Regulares , pero si bzbosb entonces 

O b\ 0 O\ /0 b 	bzb 	/0 b\ 	O b\ 

0 Onz 01k0 O) ko o/' lo o/ 	Y  • • o oi es  

con A , B . C , DEM2x2(R) y aplicamos el argumento para 

el caso ma2 . Inductivamente obtenemos el resultado para 

n = 2k  con k E IN (los elementos de M2kx2k(R) son elemen- 

tos en 112x2.(M2k-1x 2k-1(R))  . Si nOt4 es arbitraria tomamos 

k E N 1 2k7j n y 3f: Mnxn(R) ›--> M2kx2k(R) monomorfismo 

tal_ qua para Ae Mnxn(R) • A 11-• (O O) é P125(i. (R) Y oil 

(A 0\dI OVA G 	O) 	(1 O) 
servamos que 

O O 1 lo o ko ollo o 	
y que o 0 

es idempotente en M2x x2h(R) . Y así el caso general se sil  
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gua de la siguiente : 

Afirmación : Si A es un anillo Regular y •eA es idempo— 

tente , entonces *A* es Regular. 

Prueba : eee = esexeshe pare alguna x e  A así : 
ese = eee2xe2se = eee(exe)eae y •xx deka ..eAe es Regu— 

lar . 

DefInicién . 
Sea C un grupo y F un campo . El álgebra del grupo G so—

bre el campo F es el conjunto de todas les combinaciones 
lineales (formales) 1E;kai de los elementos 9b€G donde 

k€F yNÁ, km  -0 . Las operaciones algebrdices son las 

obvias. 

Teorema11, (Reschke) g. 

Sea A el álgebra del grupo finito G sobre el campo 

entonces : 

e) car(F) = 0 ==, R(A) = 0 

b) Si car(F) = p entonces 	p o(G) b R(A) (0) . 

Prueba: 
La prueba es en dos pasos : 
I) Probamos primero la parte reciproca de b) : 

Supongamos que car(F) g. pi n = o(G) . See ot = g1 +... 4-gn  

Como giG = G r Ggi 	evidentemente gia= 01 = algi  \t/ 1E1 1, ... ,ni 
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De aquí que cx está en el centro de A , que denotamos L(A) . 

Además al 2  la ot•ot = (gi 	 Ti c< -t. • • • +gnok gr net . Como 

pi n tenemos que 

Ahora  VY€A 
pues otEZ(A)  

= net = 0( 2 . 

tenemos 
	(pty)2 .0(yo(y i 0(2y2 	0 . 5.2 = o  

(aA)2 211  (0) 	Es decir ,o(A es ideal nil- 

potente de A y : otA nilpotente = et A CR(A) Y como 

O él 	elgiecnA CR(A)  tenemos que R(A) é O 

II) Probemos ahora las partes directas de a) y b) : 

Supongamos car(F) 	O o car(F) = p con pon • 

Consideramos el epimorfismo de álgebras (e: A --»EndF  A , 

EndF A el álgebra de las transformaciones lineales de A , 

donde a b-W-P Re  , Re  tal que a' Re a* a V es E A 

Si O 02 Xigi  ER(A) , multiplicando por un elemento apropia-

do de A , obtenemos un elemento .xER(A) (R(A) es un ideal 

bilateral de A) de la forma x 1.e +A g1 	 ' 

Y 	ce ( x) 	ici4+-rs (gi  ) 	 W(gr) 	IdA  4-94, R + 
/ 	gl 	' 9r 

• 

Tornando como base para A a los elementos de G 	tenemos que 

Rg es una matriz de permutación , correspondiente a una per- 
gi 

mutación que no deja fijo ningún elemento de G . De aquí que 

en la diagonal y... la traza Tr(R ) = 
9i 

x es nilpotente (x eR(A) y A goza 

por ser dim(A)< 	) o:. R x  es nilpotente, ...Tr(Rx) 

Rg tiene ceros 
9i 

Per otra parte , 

. 

de C.C.D. 

O . Pero 

Tr(R x) =eé0 pues car(F) =O o car(F) = p y pkn por 

hipótesis 57 . La contradicción viene de '..upener 
o 

O 11  >7>ligi  E R (,k ) , 	R(A) 	. 
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Del Teorema 25 podemos deducir un resultado acerca de la RI 

gularidad de ciertas álgebras de grupo de dimensión infinita . 

Definiciétt. 

Un grupo G es localmente finito si todo subgrupo de G 

nitemente generado es finito . 

Teorema 26  

Sea G un grupo localmente finito . Sea A el álgebra de 

grupo de 6 sobre un campo 	. Entonces : 

car(F) --a-* 0 6  (car(F) 	P Y 0(9) # P 	s'Ea) z  A es Rin.% 
lar. 

Prueba : 

Sea 	X & A 	3 al 	gn  E G tales que x€<91 ••••• 	a, 
la subélgebra de A generada por I 	t gra . Como G es 

localmente finito . 	gn  generen un subgrupo finito 

GY de G . Ahora , B es el álgebra de grupo de G' sobre 	, 

y por el Teorema 25 , R(B) =- O , pero B es también Regular ya 

que cualquier álgebra con radical O , y de dimensión finita es 

Regular , 	x es Regular . 

Este teorema estimulé una serie de investigaciones acerca de 

la validez del recíproco . M. Auslander , Mc Laughlin y Vill" 

mayor obtuvieron resultados parciales , posteriormente Villa- 
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mayor probó completamente el reciproco : Si el álgebra de gro. 

po de G sobre F A , es Regular , entonces G es local-

mente finito ; y si car(F) p , entonces o(g) p V gEG. 

Recordemos el. Teorema 16' (Teorema clásico de densidad) : 

Si V es un espacio vectorial de dimensión finita sobre el 

campo F , algebraicamente cerrado , y A es un álgebra irro, 

ducible de transformaciones lineales de V entonces : 

A IlEndr. V , el álgebra de transformaciones lineales de V . 

Usando el Teorema 16' obtenemos : 

Teorema 16" (Teorema da Burnside) . 

Sea S un subgrupo multiplicativo de transformaciones lineo 

les de un espacio vectorial V de dieensi6n n , sobre el 

campo r algebraicamente cerrado . Smpongemme.que V es irro 

ducible bajo S . Entonces S contiene eil-  transformaciones- 

lineales linealmente independientes . 

Pruebe t.. 

Sea A el álgebra generada por S . Aplicamos el Teorema 16' 

a A . 

Sea S un semigrupo •ultiplicativo irreducible de transformo 
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ciones lineales da un espacio vectorial V de dimensión n 

sobre un campo F , algebrificamente cerrado . Supongamos que 

las trazas de. los elementos de S son exactamente k En- 
2 

tonces S tiene a lo mis k" elementos . 

Prueba s. 

Introducimos el producto interior (M) = Tz(AIS) o_ en 411 kl 

gebze de las transformaciones lineales de V , Endr  V . 

( ) es no singular evidentemente Sean c1  , 

les trazas posiblee..- Sean Al 	Lel 1 , *Oil , n21, n2  

elementos de S linealmente independientes (Teorema té"). 

Cada LCS satisface ecuaciones T=(AiZj = bi donde 

I bt o  ... ,. bnl C ct  , 	.. Estas ecuaciones de-
terminan L ea fama única , así que hay a lo mía k" pokk 

bilidades para X (Este uso del argumento de Burnside ea 

debe a C. Procesi) 

Definición . 

Una matriz A es unipotente si todas sus raíces caracterís- 

ticas son 1 

Equivalentemente , A. es unipotente si A = Li.E1 donde I 

es la matriz identidad y B es nilpotenta . 

Teorema B  . (Kolchin) . 

Sea S un semigrupo multiplicativo de matrices unipetentes 
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entonces los elementos de S se pueden triangular simulté. 

neamente 

Prueba : 

Por inducción sobre n 	temario de las matrices . La base 

es trivial . Supongamos entonces que n:m1 . 

Caso I) . El campo E es algebrdicamente cerrado . 

Observamos que si XAS , 	IHFB con I la matriz identi—

dad y B matriz nilpotente ; como B es nilpotente tr(B) = O 

así que tr(X) = tr(I) +tr(B) 	tr(I) 1=1: . Así que la única 

traza posible para los elementos de S es n . Por el. Toon!. 

ma A , se tiene entonces L S irreducible 	cerd(S) 01.462= 1 

Pero una matriz de tomarlo n:m1 siempre es reducible cuando el 

campo de escalares es algebréicamente cerrado (ver Lamo  Alga 

bre lineal) y . . .S es reducible . Entonces , escogiendo 
una bese para el subespacio inveriente de S , y extendiéndo—

la e une bese para todo el espacio , todos los elementos de 

S corresponden e matrices con forma de bloque : 

e 

Ahora , los conjuntos SL  , de las esquinas superiores iz—

quierdas B , y SK  de las esquinas inferiores derechas D 

formen semigrupos multiplicativos de matrices unipotentes de 

temarios menores que n respectivamente . Por hipótesis de in 
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ducción podemos triangular simultáneamente SL  , y simultánea 

mente SK  , y así todos los elementos de S se habrán trian-

guiado simultáneamente . 

Caso II) El campo de. escalares F arbitrario . 

Tomemos le cerradura algebráica de F y triangulemos los ale 

mentos de. S simultáneamente , como matrices en la extensión 

de F . Entonces cualquier producto de n matrices de la foz 

me 	donde TES e I es la matriz identidad , tiene 

que ser O ((T-I) tiene ceros •n la diagonal y T es de tau 

Pío . n) • Sea r el mínimo natural tal que cualquier produs 

to de ✓ matrices de la forma T-I. TES , es O.. Entonces 

3 T, 	, Tr.1  E S tales que (Tí -I)(T2  -I) ... 	é 0, 

tomamos un vector x tal que x(Tí -I) •...*(Tr_1  -I) = y 4  O , 

entonces dedo la selección de r , y(T-I) = 0 VTES , es 

decir yT - y N/TES . Esto prueba que S es reducible . 
Terminamos le prueba repitiendo el argumente inductivo del cm, 

so I) . 

Introducimos ahora el ideal de aumentación 

..016 A : 	XI  la O 1, donde A es el álgebra 

del grupo G sobre el campo F . 

Teorema 27  . 
Si G es un p-grupo finito y car(F) = p , entonces N es 

nilpotente . 
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Prueba : 

Fijemos una base para A (A vista como espacio vectorial 

sobre F) . Consideramos (P:A --1.Endr  A 	e P-51,Ra  tal 

que 	e' Re = a's Va'élA observemos que y es mono 

pues si Ra = 06EndF  A entonces 0= leRa le.a = e 

y y) es un morfismo de álgebras . Como G es un p-grup- 
po 	, iikerg tal que Rgr. Id114  . 	les raíces 

características de R
t 
 son raíces p-ésimas de 1 Co- 

k _x 
mo car(F) p 	xP--1 = (x-1)P • así que. todas las raí-

ces pk-ésimas de 1 son iguales a 1 . Aplicando el Teo-

rema de Kolchin concluimos que las matrices R9  , gEG me 

pueden triangular simultáneamente y así los elementos da le 

diagonal de une matriz R
9 
 son todos de le forma Zhi  . 0 

\(91.19  , . (R9  : g b a} es nilpotente y como If es mono 

N es nilpotente . 

Corolario  

Si G es un p-grUpo localmente finito y car(F) = p enton 

ces N es un nilideal . 

Prueba : 

Sea x 	Xigie N . Por demostrar : x es nilpotente 
Consideremos el subgrupo finito de G generado por las gi's 

pare les cuales 	14 0 (G es localmente finito) . Aplicando 

el Teorema 27 , tenemos que x es nilpotente . 
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Teorema . (C. Schmidt) • 

Si 	1 ----vil --o G. 	0G/N --P 1 es una sucesión exacta ,de 

grupos (11 normal en G) entonces : 

11 , G/H localmente finitos =:P G. es localmente finito . 

Prueba : 

Sean al 	abet, 	er  elementos de G . Consideramos 

al = 'Nal) , 	. ar g..1T(e.r) , que generan un subgrupo fi—

nito de G/I4 (G/Fi es localmente finito) con elementos 

Mai) ...mf , 

a  1err (eral) 1  

onter) ga al , al 1 , 	an• . Tomamos 

• • • , armen (ar9 ; para cada 

4) 
alga- -Troak ) por lo que itiej 	h 	parijak 	e 

na 	k. E 1, ... 	y alguna bu  E rt . 

Los elementies hij  generen un subgrupo finito T de 

(H es localmente finito) . Y así cualquier producto fini— 

to de ai's ceo 1 j Ir es de la forme kik con heT y 

k_E f 1, 	, n} y hay a lo eh o(T)n elementos de esta 

forma . 	<el 	ir) L oenh . 

Teorema GR .- 
tía grupo de torsión soluble es localmente finito . 

Pruebe : 

Sea G = Cap CID ••• ..7Gn 1 	con Zts1 normal en Gi y 

C.i/Ci 	ebeliano . Consideramos 1 0~Gn 	Gn-1 --11, Gn-1/Gn —9 1 
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exacta,como Gn _i/C11  es localmente finito por ser abeliano 

y de torsión , entonces por el Teorema C Sn-1  es localeen 

te finito . Consideramos ahora la sucesión exacta 
1 --P 	 —4 an..2/arim1  —p 1 , da 	Gnm /Ginmi 

es localmente finito por ser abeliano y de torsión ; como ya 
vimos que Cly.1  es localmente finito , por el Teorema C 

IV-, es localmente finito . Iterando : Gly.2  , Gn,3 	... 4.. 
son localmente finitos . 

Definición L. 
El 	fh. -módulo derecho K es seerisimple (abreviadamente t. e.) 

si y sólo el ri es sume directa de 11-módulos derechos Irga 

duclbles . 

Si es 	4141«  con itio  módulo irredticible dog eS enIza 

ces 3 te r - tel que is ew 	411 MK . 

Prueba t 

Haremos uso del lema de Loor. Sea 4=1‹121  s 1144114  es so. 

ea directei . Ordenamos Q per inclusión . Como 0Sed aé-0 • 
Sea T une cadena en Q , afirmemos qua Urea: pues en otro 

ceso existe 10(1 	co(pl C Ur 	O é n+e„,.4 	con 
é0 LE 	, p' . Como T es une cadena , 380 4T 

tal. que 	0(1  • • •• 	p I C no 	y así : 
O 	 + 	6 Nes% y • .9. T Ea y es  COCAD St4).•• 

4 6 
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• 3 q E S\R 3  Mg  

, entonces como 
Mq

NG3eMet,  

es irredu 

O , lo que prueba que 

14 e a (pues q OR 

la selección de R . 

NE>00 tia(  
11.1111 

• y por dg 

rior para T'. El lema de Zorn nos dice entonces que a tiene 

algún elemento máximo . Sea R máximo , REO . Afirmamos que 

N ozona, - M . En caso contrario 

por lo que Mq  n (No (tila h Mq  

cible (q ES) Mqrl(Ne» TM..) - 

es suma directa , y así : 

finici6n de Q) , contradiciendo 

,*. N.a) Mol  M con R E 2S  . 

Teorema 28  

Sea A un anillo , y supongamos que A es la suma de sus ideg 

les derechos mínimos Si A no contiene ningún anulador dis-

tinto de (0) , entonces para cualquier A-módulo derecho M 

tal que MA M M es s.s. 

Pruebe : 

Si I es ideal derecho mínimo de A , y xeM , consideremos 

el epimorfismo de A-módulos IQ: I --m>xI I 	. Como 

I 	es mínimo , Ker g. (0) o Ker (p 	; si Ker te gm I enton 
141  

ces xI (0), si Ker 	(0) entonces IMIxI que es por 

lo tanto cut:módulo irreducible de M (I no es trivial , e.d. 

1A é (0) , pues por hipótesis A no contiene anuladores izquiesk 

dos é (0)) '. Ahora , como MA M , entonces Z xr MA = M . 
xtri 

Como en la suma anterior tenemos que II 	Mit  con Met  irre-

ducible Vol E S Aplicando el lema anterior , tenemos que PI es s.s . 



Definición  . 

Sea A un élgebra con t., de dimensión finita , sobre el 

campo F , sea V un espacio vectorial de dimensión finita 

sobre F . Una representación de A en V es un homomor- 

fismo de élgebres le: A 	Endr  V tal que 9(1) Id E EndF  V 

Note :  

Una representación de A en V , hace a V un A-módulo de-

recho (con la multiplicación v-e (y) te (e)) . Cualquier sub 

módulo S de V es automáticamente un subespacio (Si eé S , 

Xer 	((s)99(1)) 	(s)Le(i•X)es) 

T'orees . 

Sea G- un grupo de torsión y V un espacio vectorial de di- 

mensión finita sobre F un campo . Si cer(F) p y 42(04 

gE 	entonces : cualquier representación de_. G en V ea 

completamente reducible . 

Prueba : 

(decir que la representación = G --»14 	subgrupo multi-

plicativo de Endr V , es completamente reducible es decir 

que 	V.I  donde V./  es irreducible e invariante bajo 

14C Endr  V ,Vot€ 	. 

Sea y): A --»14 WCEndF  V una representación de G en V . 

Notamos que podemos suponer que 0 es fiel (es decir , un mono- 



morfismo) pue si no fuera este el caso , consideraríamos la 

representación inducida de G/KerY)  . Como G. es un grupo 

de torsión isomorfo e un grupo de matrices por el Teorema 

de Burnside tenemos que G es localmente finito . Sea A el 

álgebra del grupo G sobre F . Por el Teorema 26 , A es Re—

gular . Ahora , la representación de G induce una repre—

sentación de A . See K el ndcleo de la representación la 

ducida . Entonces A/K es Regular . Pero A/K es de dtmeil 

sidn finita (A/K es isomorfo a une..subálgebra de EndF  V que 

es de dimensión finita , ya que V es de dimensión finita) 

R(A/K) 	O (la Regularidad implica R = O) y satisface 

le C.C.D. en ideales derechos . La afirmación se sigue en—

tonces , del lees y del Teorema 2B . 
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El Teorema Principal de Wedderburn  . 

Sea A un álgebra y R su radical . El Teorema principal 

de Wedderburn asegura que bajo hip6tesis apropiadas , 

A w ReS suma directa de espacios vectoriales (aquí necem 

riaments SIWAIR). Esto nos da una reducción para el estudio 

de las álgebra* a los casos z R = (0) , R se,  A 

En esta sección introducimos una hip6tesis llamada SBI Nos 

concentraremos en las implicaciones de esta hipótesis para 

el levantamiento de idempotentee 

Oefinicidn  . 

Sea A un anillo con radical e. Decimos que A es un ani—

llo SBI si V ye A , 3 x !IR tal que : 

ii) xz = zx 	z 6 R tal que yz = zy . 

Teorema 30  . 

Si R es nil , entonces A es SBI . 

Prueba 

Sea 	y € A , escribimos la solución formal de la ecuación cug 

drátice x2+ x - y = O : 

x 
2 
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Si desarrollemos1 •T---. 14y 	por el teorema del binomio tene 

mos : 41 
(

9 
"1 7---f y a= 1 4' 1/2.1 	- 1/8. 1 .04y)'+... 	(*) 

Por lo que x 
al y .. y2t2y3 - 5y4-1-... donde expresemos x 

como una serie de potencis de y con coeficientes enteros . 

Si y es nilpotente , esta serie tiene un número finito de 

sumandos distintos de O . Y así es claro que x conmute con 

cualquier z R que conmute con y . 

Notas : 

1. Cualquier Algebra de Banach es SBI . Ya que si y eR 
la serie (II) converge . 

2. Cualquier anillo topológico compacto es S81, por la mis-

ma razón que en 1. 

3. El siguiente se un ejemplo de un anillo que no es SBI : 

Sea A el. anillo de los números racionales con denominador 

impar. A es un anillo de ideales principales en el que 2 es 

el. Gnico elemento primo . Como -2/3 es casi-inverso de 2 : 

2 - 2/342.(-2/1) w 0 , 2 es casi-regular 	(2) es un ideal 

radical. 	(Z)CR ; ahora , como 2 es primo , (2) es méximo 

por lo que (2) ow. R . Sin embargo , pare y in -2 E(2) 	no 

existe x tal que x2+ x 

Tosmite11. 

Sise A YR anille :1111 con radical R Sean u , v E si/R idee 

401  
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potenes ortogonales (es decir uy = a = vu) . Si 3 .eA . 
ez = • , tal que 17(e) = u . (17:A --f AiR el apieorflazo ca- 
nónico) Entonces f EA tal que f2  = f , fe O y 11(n~ . 

Prueba ; 
(En lo que sigue haremos uso simb6lico de un 1 . Si A no 

lo tuviera se lo podríamos adjuntar , ver p.ej. Mc Coy , The 

thaory of Rings) . 

Sea- bEk 9 Tt(h) --- v . Sea a al,  (1-e)b(1-e) , entonces 

11(a) or. y y : ea I= (e - are)b(l-e) 	O ge se ; z s e2-set 
Pues; Tr(431-6-) a TÍ(a)2  Ti(*) = v2-v =, O ; •z = O s zs . Con 

siderosa* (2a t)2  4a2  - +1 s 4z + 1 . Ahora , zeR 
E R 4=4 4z es casi regular 4= 4z 4/ tiene inverso , ad= 

els (4z+1)-1  conmuta con z , • .(4z+1)-1  s (2e -1)-2  
conmuta con z Gago A es SEC y -z(2a - 1)-2  eR . 3 welt 

tel qua ra2+w = -z(2e - 1)-2  , además como e a , cxm- 

ni U 	OD n z w conmuta con e y con a (hipétesis Sin) . 

Sea. x = (1 - e)d , entonces : 

01 	x2+ xi-z(23 - 1)-2  I= (1 - e)(v2 +w+z(e -1)-2) 	(t- e)•0 •  
st,  O 	y 

ex = xe O . Sea r x(Za 1) y f a+r . Como re = er 
entonces : f2 s  aZ  Zar #ra = az  42ax(2a - 1) + x2(2a - 1)2  . 
Notando que por (1) x2(2a - 1)2 +x(2a - 1)2 +z as O , VIMOS 
que : f 2  = ( e 2 	z)1-2ax(221 - 1) - x(2a - 1) = f . 
Ahora : er = re = O , así que ef = fe =i O . Como reR , 

TT(f) .TT(a-k-r) .1I(a) F v€A/R . 
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Notas : 

1. Respecto al Teorema 31 decimos que v se ha levantado,  

a un idempotente f eA . 
2. Si A es conmutativo ,. los levantamientos de iderapoten—

tea son dnicos Si el  y ea  se levantaron del mismo ideo, 

potente y e2  — ezet  ea un idempo tente en el radical y 
• „ e2  — ezat  - O (ver Teorema 21) . Pero entonces (ert  — .2)2  

"lea +.2 	el *2 + ez *tez 
• • el 	ez  O 

3. Miss elan , cuando A es conmutativo los levantados de 

idempotentms ortogonales son *uta:ideáticamente ortogonales : 

si 1T(.1) up tal 	IT(ez) 	donde utuz  ir- Q y ul = ut  
2 u2  gw- u2 * entonces 

• e e gw- O T 2 

*1.2 es un idempotente en el radical , 

Corolario  

Si A es un anillo Sea , y ui 	u2 ... es una colección 

numerable de idempotentes ortogonales en AiR , entonces 

ul  , u2 	se pueden levantar a idempotentes ortogonales 

en A . 

Pruebe : 

%menda e = O en el Te-rema 31 „ podemos levantar ui  • 

un idampotanta el  ea . Con • at  en el Teorema 31 , u2  se 
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puede levantar a e2  , idempotente ortogonal a el  . Con 

e gw- et  tez  u3  se puede levantar a e3  EA idampotente ore& 

gonal a el  e2  y 	ortogonal. a el  y a e2  

e3(at  +e2) e3ei  +e3e2  (1" de donde O gw- e3at azt.e3eze2  

53.43 1-.3.2 III .02 

• el e3  es ortogonal a e2  y análogamente a el  . 

Inductivaaenta 	al ut  , 	, ek  se haeleventado e ido». 

potentes ortogonales st  , 	ek s  haciendo • mg t ••• l'ek 
uk+t  se puede levantar a eki,I € A idempotente ortogonal a 

el + 	+ek  (usando el Teorema 31) .Así : 

a al  %+t"? 4-"• +sic) as rk+t•• • 4 lik+I ek 

• O *I- O' 11/ 	0110.1.111t+ •• • 4. ek+t eket 	ilic41 	• • ek +11 es 

ortogonal a el  y análogamente , e cada same de les el  con t. 114k 

Note . 
El corolario anterior no es cierto en general , si la colecciása 
de idempotentes ortogonales no es miserable . Para anillos to—

polégicos es cierto, sin embargo . 

Pefinicián  . 
Dos ideepotentes e , f en un anillo A están ajos:~ 

si 3 xEmkf y 3y EfAe tales que xy = e y yx = f. 

Notarnos que e , f están relacionados —i' al 	, isomor—

fismo de A-1916dulos derechos . 



Teorema 32  . 

Sea TI: A --49A/R e, f E A. idempotentes tales que Tr(e) 
	u 

TT(f) - v (W el radical de A) Entonces : 

u , v relacionados ==, e , f relacionados . 

Prueba 

Por hipótesis , 3 zEu(AíR)y 1 3 irEY(A/R)u 4  xy- = u a  3; m,  y 
Sean xolI1-1G5 a yo111-1(1) , (podemos suponer-  x0Ealf y 

yoefile pues en otro caso , tomamos exof y fyoe) . 

Ahora 	(xotie) 	my_ u 	e) 	xoyo  - e é R 	xoyo  - e 

ea casi regular y .4. 3t€ A xoyo  - e+ t+-(xoyo  e)t my a 

Multiplicando esta ecuación por • , por le izquierda (y notan 

do que exo  xo  pues xoesAf por hipéteais) tomemos t 

ex
O

y
O 

-e2 -4-ex
O
y

O
twxO

y
O 	OO 	

xy+x
O

y
O
tor-e 

Ahora , sea x xo  y- y la yo(e+t)or . Claramente x gr- xoe ear 

(hipótesis) y y g.- y0(e+ t)e E flite(e 4 t)e Cae 

También xy xoyee24-xoyote aw(xoyell.xoyet)e ee w. e e.d. xy e. 

Pare ver que yx mg- f , procedemos C0100 sigue : 

yx 	fAex CfAemg.f CfAf e.d. yx E fAf y es idempotente : 

yxyx y(xy)* - yaz y(exo) yxo  rgi yx . Además : 

1T(yx) gw-1l(yox0) sw-T1(yorIT(x0) an-"Pri.x- 	por hipótesis Así , 

f - yxErR , pero f - yx es idempotente 	f - yx si 0 .% f 111 ' yx . 

Teorema 33  . (Teorema principal de Wedderburn) . 

See A una SBI álgebra sobre un campo F tal que A/R(A) as de 
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dimensión finita ; supongamos además que todo factor directo 

de A/R tiene a F como su anillo con división asociado . 

Entonces existe una subilgebra SCA tal que A w SABR , 

suma directa de espacios vectoriales . 

Prueba: 

Sea A/R = At x Aax 	(Ar., donde Ai  es un álgebra de matri- 

ces sobre F , 	 ,r} . Denotamos ni  el tamatto de 

las matrices en Ai  y por míkj)  eAk  la matriz con coeficien 

te ij molla a t y todos los otros coeficientes iguales a 0 , 

i , j €.11 	, 	kEí1 	 . 

Notamos que {,«ii(k) 	i E {I , 	nic S 	es un con junto 

de idempotentes , octogonales dos a dos en A/R que se pue- 

den levantar a idempotentes ortogonales e(iki)E 	1611, 	.nk\ 

/Sik 	 , 	(Teorema 31) . 

Ahora , los elementos/mi( lk)  ypii(k)  están relacionados usan 

do irun-i4ft)  y ygi.-1411)  (con la notación del Teorema 32) 
• 

• • 	por el Teorema 32 . el l)  y eíki)  estén relacionados me- 

diante alguna x efl)  y y sic el)  (e.d. : 	 ely)  

y 	el)  4111  iw el)) . Ahora . definimos IP)  - el)sit%)  ij 

	

(k) 	 ) Por definición de en  y de en(k  la definición anterior es 

consistente pera. 	j 

Afirmamos ahora que 4 ).(k) ef) st 	t 
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Por definición- 

(k) 	(k) (k) 
e11 	e11 e1j 
.( e(k)e(11 )e(k) 

ss s1 11 

(k) (k) 	(k) (k) (k) (k) 
eti est 	su *u 041 	, 

m(k)e(k).(k)ik).,,(k)a(k) 
'os 51 "1 -wi•e-ij-st 

ahora , 

es- e0ii(441)el ici )ell ) ),  

1)4eit).14(11).°1111)411)elkt) si j g s 
e(k) (k)e(k)e(k) 	e(k) a(k) e(k). (k) 

e1j s1 1t 	i1 11 lt eit 
si j 

mentos el ) EAk i 	E {I • ••• • nk5 se comportan como ma.  
Es decir : e -  -e-  - • do eit 	de donde vemos que los ij st 

(k) (k) 	t 
js 
	 ele- 

trices de nk i nk  con 1 en el coeficiente 1.1 y O en los 
demás . 
Sea S el. subespecio de A generado por 	: ké 11,...,r1 
i 9 J E 11•••••r¿k l I • 
y si 1T: A --)A/R es el epimorfismo canónico vernos que 

IT(S) sir A/R pues : 
(t x(1) (1) 	 X(r) 

iirii rr 	xiki )e1)) Tus) . 
Ademas O 1..1T(Z Xiki )elki ) ) sw- O 	?tu  ga--0 V i, j . k. 

.9, nis t S y---011/R es un isomorfismo, pero la sucesión exacta 

dr . espacios vectoriales sobre F 	O 	R —40  A --#A/R 
se escinde de donde A 	RePAiR :59s. RSS . 
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claramente S es una subillgebre de A 
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