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Introduccién .

Enm estz trabaje estudiamos los principales resulta
dos b&sicos acerca de anilles Regulares, anillos primi-
tivos y Teorema de Densidad, anillos semiprimitivos y el
Teorema principal de Wedderburn.

Es importante notar que casi todos los resultados
aquf expuestos son para anillos que no necesariamente
tienen unitario lo cual nos d& una generalizacién sobre
la forma cl8sica de presentacién de estos resultados,

For ejemplo, en el Gltimo capftulo, abordamos el Teg
rema principal de Wedderburn en una forma peco usual,
introducimos la hip68tesis llamada SBI (Debida a Jacobson
y Kaplansky) y nos concentramos en las implicaciones de
esta hipbtesis sobre el levantamiento de idempotentes
y as{ obtenemos el Teorema mencionado,

Esta presentacién fu€ tomada del libro de Irving Ka-

plansky, Fields and Rings (ver bibliograffa).

Esta tesis fuf dirigida por el Dr. Francisco Raggi
C8rdenas, a quien agradezco ademfs de la direccién de es-
te trabajo, el apoyo brindado para mi superacién académi

ca, y gran parte de mi formacibén matemftica.
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Definicién.

Si A es un anillo , un A-médulo derecho M, , es un gru

po abelianc M , junto con una operacién Mx A —» M,

denotada por yuxtaposicién , tal que 3

(1) (x4 y)®=xas yad

(2) x( A+ g) =xu t xP

(3) x(ap)=(xa)p ¥x,yeh, Va,8ea.

Si adem&s A tiene Uno (neutro multiplicativo):

(4) x1 = x Vx e M, y en este €aso diremos que HA es
unitario .

Un A-médulo izquierdo A" se defire simétricamente .

Notgciéns:
Reservamos los sfmbolos M, , 5
derechos , e izquierdos , respectivamente .

M para denotar A-médulos

Qef;nicién.

Si x @ HA , definimos el anulador de x , an x por 3
an x = {<Ae A: x=20 } .
Si S es subconjunto de M , definimos el anulzdor de S ,

an S , por i an S = r] an x ,
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Ses N, ; si SCH , entonces an S es un ideal derecho
de A . Si ademfs S es submédulo de M , an S es un ideal
bilatersl de A .

Pruebs :

an S £¢P puss O gcamS ,

S1 3€5 ; apean S, entonces : s(a -p) =i~ 8=
-O—O«'—'U...d—peans .

St s€S ,x€sn S ,¥ €A , entonces : s(o{) = (sa)Y=

=0 =0, ,af€anS ., ,an S es un ideal derecho de A .

Si ademfs S es submbdulo de M, , €S ,xean S ,Y €A,
entonces : s(¥§o) = (§}) % =0 puss sYy€S cuande S es
submbdulo de M ; as{ que : S submSdule de My = an S

es ideal bilateral de A .

Notas @

S I=anM, , entonces M es tambibn A/I-mdulo . M&s
generalmente , si I es idesl bilateral de A3 NI =0
entonces M, es también M,y . (Definiendo

xa = xa , a8 €EA/I ) .

Definicidn .
Diremos que M, es fiel si an Me=0,




Definicién .
Diremos que "A es irreducible si 3
1) M4 0.

i) n

, no tiene submédulos distintos de 0 y M, .

Definicién .

El anillo A es primitivo derecho si existe HA irreducible
y fiel .

(Anillos primitivos izquierdos se definen similarmente ) .

Notas

1 . Un anillo trivieal A (ab=0 Va,b,e A ) no admi
te médulos irreducibles .

2 « G. M. Bergman ( Proc. Amer. Math, Soc. 15 ( 1964 ) ,
473-5 , con correccién en page. 1000 ) dié un ejemplo de un

anillo primitivo derecho que no es primitivo izquierdo .

Teorema 2 .
Sea x e HA @ I = an x o Entonces MﬁA/I. isomorfismo

de A-médulos .

Prueba :

(Notar que si I no es ideal bilateral de A , no podemos

darle 8 A/I estructura de anillo ; sin embargo , damos a




A/1 estructura de A-médulo derecho de la manera obvia ) .
Definimos h : A —PxA

o v"—dxdt o h es homomorfismo de A-mbdulos
Ker h=1=anx,.", Imnh=xA ==A/I =A/an x .

Teorema 3 .
Si M, es irreducibley O ¢ x€& B , entonces xA = M,

A
Prueba :
xA es submédulo de M . .. xA =0 6 xA =M., As{ que basta
probar xA # 0 : Sea S = { yeMm: ya=0 } . Claramente ,
S es submédulo de M , y S pEM yaque MA # 0 por ser M
irreducible ,,’, S = O , y en particular 0 ¢ x ¢ S , es de-
cir xA ¥ 0.,

Def nicién ,

Si A es un anillo , el ideal derecho I de A es reqular
si aeQA, ea-aQI.VaeA . Diremos que e es un ele-
mento unitario fzquierdo médulo I . Hotar que si eé& I en-

tonces I = A .

Ejemplo .
En 2Z, el ideal ( 6 ) es regular con e = 4 . El ideal

(4) no es regular » ( 4°2n - 2n = 3*2n = 6n & (6) 3 e2n - 2n =




=(e~-1)2n ¢ (4) para n impar pues e es par ) .

Teorema 4 .

Si L\

un ideal derecho regular maximo de A .

es irreducibley O ¥ xg M , entonces I = an x es

Prueba :

Por el Teorema 1 ., I es un ideal derecho , ademés :

(a) I es regular : Por el Teocrema 3 , xA = M/, Jee a g Xe = x
Ses s €A , entonces : x( ea-a ) = ( xe )a - xa =
= xa~-xa=0 ,,ea-ael Va en .

(b) I es méximo : pues A/ISxA =M (Teoremas 2 y 3) .

$i J fuera ideal derecho , I & Jgn entonces J/1 serxfa

un ideal de A/I distinto de O y de A/I , contradiciendo

que M es irreducible ,

Teorema 5

Si1 M es irreducible , entonces J1C A, un ideal derecho

A
regular méximo 3 M==A/I , isomorfismo de A-médulos derechos,

Prueba :
Basta tomar O ¢ x€ M ( M es irreducible y.'. no trivial )

e I = an x por los teoremas 2 , 3 , 4 .




Definicién .
Sea A un anillo . El1 ideal bilateral P de A es idesl

primitivo derecho de A si A/P es un anillo primitivo de=

recho ,

Nota :

Sea M, , si P =anMh, entonces M es también A/P-médulo
fiel « ( M es A/P-médulo por la primera nota en la pbg. 2 ,
Adem8s O = M( P+ ) = Ma =) ng&an M = P , ,'.anA/PH- {P}
el anulador de M en A/P. ..M es A/P-mbdulo fiel ) ,

As{ , un ideal bilatersl P es ideal primitivo derecho

P = an M , para algin ", irreducible '

Teoremg 6
Un ideel primitivo derecho P es la interseccién de todos los

ideales derechos regulares mfximos que lo contienen .

Prueba :

Sea RP = {ICA : Y es ideal derecho regular méximo , IDP}
Por demostrar : P= RP .
c) PC NR, , pues PCI, Vlen,, .
D) Por la nota de arriba , P = an M para algin M, irre-
ducible , as{ : P = anh = Q"an x =1 an x . Pero por el
’ X o $¥M

Teoroma 4 an x es ideal derecho regular miximo de A ,
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x# 0. P=0\ anxD nRP .
opXEM

Teoremg 7
Sea P = { PCA : P es ideal primitive deuchn} y

S = \ ICA : I es ideal derecho reguler nlxim}
entonces : /) P =s .

Prusba :

D) Por el Teorema 6 : () P -?Qj[ﬂnp]sf\s.
C) Para probar NP C ﬂS.,ba:upmbu::VIes,

Sea IeS , como I es mbximo , A/I es A-m8dulo derecho

irreducible .

Por la nota en la pég. P = an A/TI es un ideal primitivo
derecho .', Pe P . Ademds PCI : Pues si pé&P , sea e
unitario izquierdo médulo I ( I es regular ) , entonces

ep - p§L , pEP = anA/IT = I= (I+e )p=1I1+ep ....gg_g__l_.
Asf TeIX+(ep-p)=(TI+ep)-p=1-p .’ -pel, *
p€EI , es decir : PCI.

Definicién
Sea A un anillo . x A es casi-reqular derecho si aycA

3 X+y+xy=0, (abreviadamente diremos x @s c.r.d. ) IS

s§ A tiene 1 : x es c.r.d. &> ( 14 x ) es regular de=




recho ¢ X CoeFedoe &d x+y+xy =0 peas yeA &D
Tex4y+xy = 1& (1+x)(1+y ) =1,

Notacién 3
Denotamos xey = x4y+xy « (o) es asociativa y tiene O

como neutro : xe0 = x40 +%x:0 = x, Oex = O+ x+0'x = x|,
( xey Joez = ( Xxpy+xy Joz = xpy+Xy+Z+XZ4YZ*XyZ '

xoe( x02 ) = xe( y9z4yz ) = xeyrzayz4+xy+xz4xyz .

Definicién .
Decimos que x es casi-regular ( abreviamos c.r. ) si x

tiene casi~inverso derecho y casi=inverso izquierdo '

Nota ¢
Como ¢ es asociativa , ambos inversos coinciden , pues si
xy=0 y zex =0, entonces z = z¢0 = z2¢( xoy ) =

w ( zox oy = OQey = y ,

Nota :
Si A tiene 1 , entonces f: (A ,¢) — (A, )

x l——-£—011-x es un
isomorfismo de monoides : F( xey ) = f( x+ysxy ) =
=1+xtyexy = (1+x M 1+y ) = f(x):f(y) , f es mono :
f(z) =1 =3f(z) =14+z=1 =Dz=0.,




f esepi: si x@A , entonces x= f(( x=1) .

Notamos también que ( { x@A : x es CeLe} ,©) es un gru
po :

Ya notamos que e es asociativa

0 es cer.. 0+0#+0:0=0,

Si x es c.or. por definicién dy ceor. 3 xey = 0 y por las
nota de la plgina anterior , yex = 0

X CeFe 9 Yy CeIe=D I x*' , y' 3 xox' =0 = yey* , ahora

( xoy )o( y*ox' ) = xo( yoy'sx* ) = xo( Oex® ) = xex* = 0 .,

Definic 6n .
Un anillo radical A es un anilloy VxeA p X €S Cer,

Ejemplos de anillos radicales :
1) El anillo trivial '
2) Cualquier anillo nil : si x" = 0, entonces

( =x )o( x+... +x"1 )=0 .,

Teorema 8
Sea I un ideal derecho del anillo A, x casi regular dere

cho , YxeI => 1 es un anillo redical (como subanillo de A)

Prueba :

Por demostrar Ver ’ 3 yel y Xey = 0 = yoex ,




x@I =P x c.r.d. por hipStesis ,.°, 3 YEA 3 0 = xey =

= x$+ydxy.'.y=-x-xyeI ,..,y es c.r.d. , repitiendo el
argumento , Jz&I 3 yez = 0 . Pero entonces xey = 0 = yoz ,
y por la primera nota de la pdg. 8 x = z , .. yex = 0 también,

[ 3

+ e X €S Cers con y&I como casi=inverso .

Definicién .
Un ideal I (izquierdo , derecho 6 bilateral ) tal que
V x€I , x es c.r. se llamar} idegl radical .

Teoremg 9
Sea A wun anillo , Si ICA es un ideal derecho radical y

MCA es ideal derecho regular méximo entonces ICH ,

Prueba 3

Si Ax@IN\M , entonces I+M=A (M méximo ) .”, si e
es unitario izquierdo médulo M ( M regular ) entonces

J 161 ,ImeN j e=ism,

Como I es radical , 3J€I 3 -i+j - 1j = 0 (Teorema 8)
Como e= i+m , ej = 1ij+mj sumando ésto a =i4+j - 1ij =0
tenemos : -idj+mj=ej..i=m)-(ej-3 )e@M (pues
e es unitario izquierdo médulo M ) .. e= i+m@&M y por

la nota en la definicién de ideal regular (plg.4) M = A v

©
(Pues MCA es méximo ) .
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Teo ema 10 .
Si IgA es un ideal regular con unitario izquierdo médulo I,

e , entonces : 3JIMGA ideal regular méximo 3 MOI .

Prueba 3
Haremos uso del Lema de Zorn . Sea @

[ ={ AqCA : A, es ideal regular , AyDI , e‘A.‘}
Como IGA , e 1 .. 1€® .. @#¢. O esté ordenado parcial
mente por la inclusién . Sea (T.}“auna cadena en § enton
ces C aﬁlga‘l’. €®P; C es un ideal por ser {L]Muna ca=
dena ;, e@C obviamente y C es regular 3 Yeeh , ea - a&l
I1cT, VaeQ ..ea - °6aLéJaT“ =C VYaea.

As{f Cef , y C es cota superior para {T.‘“a . E1 Lema
de Zorn nos dice que la familia @ tiene un elemento méximo
M , regular con unitario izquierdo médulo M , e , y como

egmn , M A,

T
Sea A un anilloy & = {ICA : I es ideal derecho regu-

lar liximo}, entonces N = /1 & es un ideal radical .

Pruebs :

Sea x€&N , probaremos que x es c.r.d. En otro caso , el

ideal de A ., I= {xyfy: _y'eA} es propio pues x¢#I

LA




( x+y4xy ¥ 0 Vy €A ) y regular con uniterio izquierdo
médulo I , =x : =xy -~y = x(=y)+(-y) X VYyehr .

Por el Teorema 10 , JNGA idesl regular méxime 3 MDI y
con unitario izquierdo méduloe M , =x , -xgM .

~xgM =>xgn Y ( xeN) .. x es c.r.d. YxeN, shora
por el Teorema 8 , N es ideal radical .

Teorema 12 ,
Los siguientas ideales son idénticos :

(1) tLa interseccifn de los ideales derechos regulares
néximos .

(2) La interseccién de los ideales izquierdos regulares
nfximos .

(3) s interseccifn de los idesles primitivos derechas .

(4) La interseccifn de los ideesles primitivos izquierdos '

Prusbs ¢

Por el Teorema 7 , (1) y (3) son idénticos = N . Por simg
trfa (2) y (&) son idénticos , llamémosle N°' e este ideal .
Por el Teorema 11 , N es idesl radical , y por el Teorema 9
(*dual*) , NCM pars cuslquier idesl izquierde regular mfxi-

mo , ., , NCN*' . Similarmente N°'CN , ,',N* = N,

Note :
€l idesl M = N* @5 un idesl radical Qque contiene todo otro

12




ideal radical ; por lo tanto llamamos a N el radical de A ,
En particulaxr N contiene a todo nilideal (izquierdo , dere
cho 6 bilateral) .

Definicién .

Un anillo A satisface la condicién de cadena descendente
( CeCeD. ) en ideales derechos s si1 toda cadena propiamente

descendente de ideales derechos es finita ,

Definicidn ‘e
Un Slgebra A sobre el campo F , es un espacio vectorial

(sobre F ) que es también un anillo , Y ademés
% (xy) = (xx)y = x(xy) ¥ x, yea , Wme€F .

Nota :

Si un 8lgebra tiene 1 , cuslquier ideal derecho ( o izquierdo)
es automiticamente un subespacio . ( Si D es ideal derecho

de A , entonces : Y deD , YA € F, dA= (d-1)A= (d- (1A))eD
aquf 1€eA , 1A€A , ) . Adem8s si A , Slgebra con 1 es de di-
mensién finita , A satisface C.C.D. en ideales derechos (iz-

quierdos) .

Refinicién,
Sea A un anillo . Si ICA y J es ideal derecho de A .

Denotaremos IJ el ideal dereche de A generado por

13




\ij : 1€l .jeJ\ .

Definicién,
Sea A un anillo . El1 ideal ICA es nilpotente si

inelN E) 1" =0,
Si I es nilpotente u:min&neN: In-O\ es el grag-
do de nilpotencig de I .

Lema,

Si ax=a8 y =-x es c.r.d, entonces a= 0.,

Prueba :
Si exm=a y =xez =0 entonces 0= a(-xez) = (a)(-x+rz - xz)=

c =X 4+B8Z - X2 = -84t8z -8z = -8, ,.8=0,

Teo 3 .
Si el anillo A goza de C.C.D. en ideales derechos , enton-

ces N = radical de A es nilpotente .

Prueba :

Consideramos ﬂDNZD ceees por hipbtesis , J ke N Y Nk = Nt
k

Sea P = N , probamcs P =0 , En otro caso 0#P=P2.

sea tJ = {I ideal derecho de A : IP#O} Tk P
pues PE€ <J § F’2 # 0 por hip6tesis . Como A goza de C.C.D.

en ideales derechos , podemos escoger I € Jd minimo .

T4




Ast , IOP#O y axélo 3 xP £ O , ahora , (xP)P-xPZ-
= xP g0 .;.xPed y xPCI ; por la seleccién de I, ,
xP = I , asf que Ja6P 3 xe= x, pero 8€PCN y los
elementos del radical son ce.r.d. (Teorema 11) , .’ xa = x,
y =a€&N es cor.dq por el lema anterior § x = 0 vy as{ :

xP = 0 Y La contradiccién viene de suponer P $ 0. .,

PunN =0,

Definicién .
Un §lgebra A (sobre el anillo con divisién F) es alge-

brficg , si todo x€A satisface P(x) = O para algln po—
linomic Pe€ F[x] no trivial .

Teorema 14
El radical N de un flgebra algebrfica es nil .

Prueba :

Sea x &N , entonces X" 4 eeeee -n(xk =0 conag O, as{ ,

Xk -ﬁ.xk*1f XK "‘-.Xn = Xk(p.xi' es e -“an-k ) .

.. -
Ahora ,fxt... =d x" kéN pues x&N y el radical es un

ideal . Por el lema anterior al Teorema 13 y usando el Teo-

rema 11 , x‘< = 0 , es decir x es nilpotente .




Anillos Primitivos y el Teorema de Densidad

Definicidn .

El anillo A es simple si :

(i) A% 40,

(ii) Los Gnicos ideales bilaterales de A son (0) y A .

Defin;g;én .

Sea HA sz M — M es un A=endomorfismo de M si :

(i) & : M — M es homomorfismo de grupos .

(ii) oA (ma) = (@m)a Vueﬂ ’ Va(A .

Denotaremos por EndAl‘l al conjunto de los A-endomorfismos

de M,

Bajo las operaciones (X+@)m mam¢gm Y « v € End,H ,V me M
@g)m =x(gm) VYau,pe EndM, Y meM

el conjunto Endlﬂ es un anillo .

Ejemplos :

1. Si A=4& , todo endomorfismo de grupo de M es
A~endomorfismo .

2, Si R es espacio vectorial sobre el anillo con divisién
A , los A=-endomorfismos son las transformaciones linea-

les de M ,

16




Teorema 15 4 (Lema de Schur) .

Si HA es irreducible entonces EndAM es un anillo con di-

visién ,

Prueba :

Como Idn es el uno de EndAH » nos basta probar que
- o}

Ve € Endyn\{0} ,J o’ € End\M 5 sea™ = v = Idy :

Supongamos O #« € End,M j Im% y Kero son submédulos de M,

irreducible} coma ot #AO , O £ Imx y Kerw ¢ M ,°,

Imx = M y Keroi= (0) .. o es sobre e inyectiva , por lo que
J &' M —» M, funcién 3> o sl =0l *o= Idy .

Probamos ahora que ot"e EndyM

Si m, neéM:

o’(man) =o' (& (m)+a(nt) ) e (& (M* +n') ) = mitnt .
-ol"(m)-i-ot"(n) donde m' -d"(m) y n' =°(_|(ﬂ) :

Si1 m€&€M y a€A :

o'(ma) = o (ot (m*)a) col'(ot(ma) ) = mta=of (ma .

wl ° b
Aquf m' =o(m) oo et &ENdM .

Nota :
Si A es un anillo primitivo derecho y M, es irreducible
y fiel , entonces 3 P:n -—-—-'EndDM monomorfismo , con

0= EndAH » (Considersndo M como espacio vectorial izqui=-

erdo sobre el anillo con divisién D (Teo. 15) ) , dado por




C(a)(m) = am ¥ meM , ach .

Probamos que ‘f(a) € EndpM

f(a)(m+m*) = (m+m*)a = ma+m*a = P(a)(m)+ ¥(a)(m*)

Ym, mneM.

st P eEndM : P(a)(¥m) = (¥m)a =¥(ma) =¥ ((a)m) 3
adem8s ¥ es mono : pues si a€Ker ¢ , ¢(a) = 0 €EndyM  por
lo que 0 =%¥(a)(m) = ma YmeM .. a€an M= (0) pues M
es fiel .. a=0 y. . Ker¥= (0) .

Definicién .

Sea V un espacio vectorial sobre el anillo con divisién D .
Diremos que of CEndyV es n-transitivo si para cualesquiera
dos conjuntos ‘ Xy pocee o xn} linealmente independiente y
{ ¥y o ovee v yp} o3s€d 5 xS=y, i€ {1, ., n}

siVnelN ’ o es n-transitivo , entonces o se llamaré den—

so (en EndDV) .

Teoremg 16 . (Teorema de densidad) .

Ses A un anillo primitivo derecho , M, irreducible y fiel
( M es espacio vectorial sobre D = End M ) entonces

Je: A — EndpM monomorfismo con P(A) denso .

Prueba :

Definimos ¥: A —» EndpM por : Y (a)(m) = ma Vmen ,8EA

18




por la nota en la p4g.!l ¢ es mono ., Para probar la densi-
dad de ¥ (A) probamos primero el siguiente

Lema : Para cualquier subespacio ECM de dimensién finita
y W 0 # xeM\E, JaeA 3 P (a)(E) = 0 pero ¥(a)(x) £ 0 .
(es decir 3 a€an EN\an x) %

Probamos el lema por induccién sobre dim(E) :

Bese : Si dim(E) = 0 , E = (0) , si O # x€M entonces

xA w R (Teorema 3) (y M (0) pues M es irreducible )e
Supongamos el resultado v&lido para los subespacios de dimen-
sién n-1 3 sea E subespacio de M de dimensién n , asf
Ee F+Dy con dim(F) = n-1 , sea J=anF , J es idesl dg
recho de A y .. yJ es submédulo de M/,

Por la hip6tesis de induccién (0) ¢ yJ .', yd = M (M es
irreducible) .

S{ an €Ecan x (contra la afirmacién del lema) para xgE ,

definimos o : M —¥ M por oA (yj) = xj (& estd bien defi-

nida , pues si yj; = yj, entonces y(j1 - 32) =0 |,
3y - J€J anula F y también snula & y .°. J; —J,ean ECon x
Vo Igx = Jox ) es fhcil ver que o« € End,M § ahoraypor defi
nicién deax : (ay - x )J =0 y por la hipbétesis de - -
induccién y - x€F ,', x@F 4Dy = EY o AN E¢an x o y asf

J aean ENan x . Y aquf termina la demostracién del lema '
Khora si neM y | X{ peee 9 Xp ‘ es linealmente indepen-

diente y { Y{ seee » Y, } son subconjuntos de M , entonces
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Saean<x1 2 ees 9 X172\ a0 X, ..
(Teorema 3) .'. Ja'e A y X

O‘Xna.,ngBH

nda® =y, hacemos a = aa' y
notamos que : x.a =y, x;8 =0 si 1€1i¢n-1 , anfloga
mente Ja, €A 4 xqel = {y; si §=4

0 si jé#i
Tomando a = ay+a,+...+a, tenemos que
f(a(xi) = Xiz - Xiai = yi 16{1 P ®@ce n‘. ...‘((A) es
n-transitivo Y neN.. €r) es denso '

Teorema 17 .

Si el anillo primitivo A goza de C.C.D. en ideales dere-
chos , entonces ¥ 1 A — Endght 3 €(a)(m) = ma Yuen ,

a€A, es un isomorfismo ( M es espacio vectorial izquierdo
sobre D = End,M ) . En particular , (Wedderburn-Artin) esto

es cierto pera A simple con C.C.D. en ideales derechos .

Prueba 3
Por el Teorema 16 , basta probar que dim <o ', En caso con=

trario , sea {x l,i. en M , sea Irc an(x1.....xr)

n }htN

entonces 1,21,D 133 esee €S una cadena estrictamente deg

cendente (Teorema 16) ¥

Nota 3

Una consecuencia particular del Teorema 17 es que todo anillo
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primitivo derecho con C.C.D. en ideales derechos tiene 1 .,

Lema ,
La dnica Slgebra con divisién de dimensién finita sobre un

campo F , algebréicamente cerrado es F ',

Prueba :

Sea F ([ x) el anillo de los polinomios con coeficientes en

F , recordamos que F {x] es un anillo euclidiano y por lo
tanto , es de ideales principales . Sea a €D , tomamos

Is= {f(x) €EF {x] : f(a) = 0\ notamos que I es un
ideal de F {x] . Adem&s I ¥ (0) pues si n = dimD en-
tonces { a, a? 0 voe a"”} CD es linealmente indepen
diente y ., 3A,, «.. ,Anu€F , no todos cero , tales que :
0 =2klai as{ 0 ,‘g)\lxi = f(x) €I .

Com:). F {x) es de iéeales principales , § p(x) €I 3
I=(p(x)) . Afirmamos que p(x) es irreducible , pues en
otro caso , p(x) = q(x)s(x) con grado( q(x) ) grado( p(x) )
y grado( s(x) ) grado( p(x) ) , ahora , 0 = p(a) = q(a)s(a)
y ., q(a) =m0 6 s(a) =0 (D es anillo con divisién ) ,
supongemos sin pérdida de generalidad q(a) = 0 as{ que
Q(x)€X = ( p(x) ) ,". q(x) = p(x)t(x) con t(x)€F [x]

y . . grado( q(x) )2 grado( p(x) ) vo .p(x) es irreduci-

ble en F {x} » pero como F es algebraicamente cerrado ,
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los Gnicos polinomios irreducibles en F {x) son de grado 1
., p(x) = cx+¥d con c,deF y c$,0 .'. 0= p(a) = caxd
J.a=c ' (-d)eF ., OCF "0 =F ( DCF =2 dimD g1

0 D —>dimD»0 ) .

Definicidn,
Sesn F un campo , vr Y A.CEndrV . “FCVE' es invariante

bajo A si (W IACH- .

Teogema 16°, (Teorema clésico de densidad) .

Sean F un cempe algebrficaments cerrado y ¢V de dimensién
finita . SI (@) # ACEndeV es un flgebra cuyos dnicos sub~
espacios invariantss son (0) y V entonces : A’-..'—ZEndrv .

Prueba :

Usaremos el Teorsma 16 . Notamos primero que V es A-mfdu-
lo dereche . V, es fiel pues acanV => (vla=0 Yvev
y asf a = 0 €EndgV Joan ¥ o= (0) . Ademis Vy, es irredu
cible , puss si (0) .‘u‘c;v“ , tomamos 0 # x€EWy y as{ :
XAC HAC \!A s Poro xA es un subespacio vectsrisl de V
(A(xa) = xQa)exh ,YAeF , \Yxev, \Jaer ) ", a =0
6§ xA =V, si A =0 entonces 0 ¢ x € (x) el subespacie
generado por x , y <x)A = (0)C{x) por lo que {(x) se
rfa invariante y distinto de (0), por lo que (x) = V
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y asf: (V)R = (0) por lo que A = 0, contra la hipbtesis.
R =V oy esf xA = VCW,CV, por lo qus W, = Vg,
(0). £ MOV, => W, =% , esdscir V, es irreduci-
ble .
Ahors End,VCEndeV pues si X ¢ End\V »AEF , XEV enton-
cas Vyev\{o] » Je€eA tal que ya = x , por el Teors—
= 16 , asf ¢ & (Ax) = (AC yu )) =ot( (y)Q\a) ) =[x(y)] Qa) =
Alx(p)a] =Afalya)] =A[x(x)] ", €EndeV
D End, VC EndgV. . EdyV @8 un Slgebra de transformaciones
lineales de V¥ , con divisién ya qus V, es irreducible (le-
ms de Schur) y de dimensién finita . As{ qus por el leme an-
tarior a ests tsormme , EndAve..%F o Ahora, aplicando el Teorg
s 1€, tanamos que A es un anillo denso de transformacio-
nes lineslss de V, perc como dim(V) < ©O &sto implica 3.

AszEndgeh .
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Si A es un anillo , denotaremos con R(A) al radical de
A , o simplements R , si no hay posibilidad de confusién .

Lemg,
Si XeA/R es casi-regular dereche , y x€EXx , entonces x
es casi-regular derecho .

Prueba :
X c.rude => 3'1’65/! tal que xvy = 0 , Sem Y€y shora ,
W(xey) = %oy = U&A/K ( dondeW: A —pA/R es el epimorfiz
mo candnice ) ., wwye® y ', xey es c.r.d. y Jzer ta
que O = (xey)ez = :.o.(yoz) de donde x es casi-regular de-
recha ',

T
Pars cuslquier anille A , R(A/R) = Q ,

Prusba =

Sea A-II,A/R el epimorfismo canbnico . Si R* = R(A/R)
entoncet'“‘"(jl') @s un ideal radicsl en A por el lema anta
rior (tedes.los elementos de TT*(R*) son c.r.d. ) . Pero tg
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do ideal radical est8 inclufdo en R por lo que T\'"(R')C,R
de donde R'CT(R) = OEA/R .

Nota :
Si €: A—y»B es un epimorfismo de anillos , entonces

Y (R(A))CR(B) .

L
Si A es un anillo y ~xZ A @s c.r.d. entonces x es C.r.de

Pruebs :

si -xzoy = 0 entonces xof [-x]- y) = xo(=x)oy = (-xz)oy =0

Lems 19,2 -
Sea A un snilloy x@A , entonces : xA es un ideal radj

cal si y s6lo si x€&R(A) .

Prusbs :

Si1 x€eR(A) entonces »A es un ideal radical ( R(A) es
un ideal bilateral ) . Recfprocaments , si >A es un ideal
radical:, ses & - {dea)] dereche generado por x ,
J-{mc-\-u: neZ, .ea} , probaremos que J es un
ideal radical .

S1 y= nx+xs entonces -yz = -nx? - nx?s - nxax ~ xexa

= x(-n’x - nxa - nax - axa) € XA ,
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pero por hipftesis xA es un ideal radical y.'.-—yz es c.r.d.

ahors , por el lema 19.1 tenemos que y es c.r.d. V YE&J
JoJd es un ideal radical , y asf : x€EJCR(A) .

Sea I un ideal derecho del anille A , entonces R(I)DI{IR(A) ;

y si ademfs I es un idesl bilateral , entonces R(I)=INR(A) .

Prueba :

Si xeINR(A) , entonces J y€A tel qua xoy = 0 = x+y+xy ,
y as{ y = -x = xyeI de donde INR(A) es un ideal radicsl
contenido en I , ., IN\R(A)CR(I) . Si adembs I es bilate-
ral , entonces W xe€®(I) V ach , ~(xa)? = —x(axs) € R(T)

', ~(x8)Z es c.rid. y por el lema 19.1 xa es c.r.ds por lo
que xA es un ideal derecha radical imclufdo en A ; por el
lems 19.2 , x€R(A) , .'. RIICR(A) , y asf R(I)CINR(A)

de donde R(I) = INK(A)} (por la otra parts del tsorema) .

Definjcifn .
Sea A un enille . Los ideales I, , I, de A s3on primes
relativos 31 : L+ I, =A .

Teo ___ chino del residup,
Sem. A un anillo con 1 . Si It » soe » I, son idesles bj
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laterales de A tales que Ii es primo relativo s
J'ft\i 11 V 1€ (1 9 ooe » n} » entonces el homomorfismo ng
tural A ‘“'_"A/I‘x ooo.x A/I'I as sobre .

Prueba :

Por induccién sobre n . Para n=1 esobvio . Si n=2 ,
sean a+L eNI; , b+I,EAI, , por demostrar : Ixea

tal quse x -~ 86X , x~-bel, .

Como A=I+I,, t-it-i-iz con £1€1Lt R 12612.y|s!z
(b~ s) = (b ~ a)iy +(b ~ 8)i, de donde :
beat+(b-ali,+(b-ai,.

Consideramos x = a+(b ~ 3)11 = b~ (b~ a)iz » tenemos que
(x - 8) = (b-@a)iy€L, , (x=b) = b~ a)i,€EI, , de don-
de , ¢l Teorsma para n= 2 vale .

Ahora , ses k€N , k72, e I; , I, 5 ceue o L, ideslss
bilaterales que sstisfacen la hipétesis del Teo & , entonces :

:f(\rj:)r ’ﬂllj « A de donde x,f@ I, = A , y asf por
hipdtesis de induccién el homemorfismo nltural

Wi A —>ALX...XA/L _, es sobre , con Ker¥e I,N..sf\L

Sesn ahors : &+ L EA/L , .o , R+ R ENT, . 4 xeA , tal
que O(x) = ( & +L , coep B g+ 4 JEMIXK XM 4
(Pes sobre) , y asf : x - 8 €L s ceo » x— M 1€8 '
Como por hipbtesis ( I,N...NIL _, )+I, =A , tenemos que

1w 3+t con JELN...NL_; , iy €L de donde :




& - x= (ak - x)}j +('k - x)ik , tomando

z=( x'\'(.k -x)j ) = ak+(x - .k)ik tenemos °

2 - .I - (X - .’.)"'(ﬂ - ‘)J € I’.+ (ITnooonlk.t)CIi
Vte {1 seces k=t} y z- g =(x-a)f€n
donde:

n(z) = (.!+R $ eoe ) %-t +Ik.1 » %"'Ik )eux‘xol“.xA/xk
de donde TT"K-’I/I1" ..."A/Ik es sobra.

Nota:

St A esunanilloconlUno , e I, , ... , I, son idesles
bilstersles de A tales que son primos relativos dos a dos
y sdemfs Az+Ir:A Vr e{! s voe o n" (Es decir:
WI:)?"A/I: Vr e{t y soe o n} ) , entonces el homo—

morfismo natursl T[: A — A/Itx A/sz ceeX*A/L , es sobre .

Pruebs :

Como L+I,=A, 11-9-113 = A entonces :

AZ e (I + L) (I + L)C L + LI,CL + (I,NI;) . Como

AZ+I, = A, entonces A -Az+I1CI1+(sz\13)

oA=L (AL .

Repetimos esencislmente el mismo axguments , usando

A= (I +(Izﬂ 13) )(I1+I~) para concluir

A= I‘+(Izﬂ 13{\1&) + Iterando, I1+(Izﬂ.../\ln) =A o, Un
argusentc anflogo prueba que cada Ir ¢3 primo relativn &

nIk y concMmos aplicando el Teorema snterior.
Kar




Teoremg 20 . (Wedderburm-Artin) ,

Sea A un anillo semiprimitivo con C.C.D. en idesles bilatg
rales , Supongamcs ademfis que para todo idesl primitive derg
cho P , de A , A/P goza de C.C.D. en ideales derechos ,
entonces A es producto directo de un n@mero finito de ani-
llos simples , cada uno de ellos isomorfo s un anillo de ma-

trices con coeficientes en un anillo con divisién .

Prusba :

Sea P un ideal primitivo derechc de A (por definiciém P
es un idesl bilateral de A) . Por el Teorema 17 , A/P es
isomorfo a un anillo de matrices con coeficientes en un ani-
llo con divisién , en particular, A/P es simple y con t ,
. o AZ4P = A . Notemos ademfs que si Pi""j son ideales
primitivos derschos de A , entonces |=’1 . |='.1 son primos
reletivas (Si Py s l’j son ideales primitivos derechos de
A , podemos suponer sin pérdida de generalided : l‘1¢l"1 ,
entonces , como A/I?.1 es simple y F1+P’/Pj ¢ (0) pues
p1¢Fj tenemos que l\/l’j = P:l-k-P:‘/P.1 de donde A = I’1~|"!’:l ) .
Afimamos que A contiene un nlmerc finito de ideales primj
tivos derechos . Pues en caso contrario , ses

{Pl o Py ...} uns coleccién rumerable de ideales primi-
tivos derechos ; notamos que la cadena

PIOPNP, 3.0 D(PINL AP ... es estrictamente descep
dents , pues =i P, 1. . NP = PyNeed NP NP o , entonces
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Py/Neee NP CP oy » ( Coma (A/P;)? = A/P, para cada 1,y
ademfs F, £ Fj son primos relativos cuandc P, , F‘j son ideg
les primitivos derechos , entonces por la demostracién de la
ta saterior s este Teorema , P .. ¥ (F‘t[\ eee/\F_) son
primos relativos ) ,° P .. =A Y ( A/P  4=2(Q) no es ani-
llc primitive ) . ,’, el conjunto de ideales primitivos dere-
chns de A es finito = ‘Pl poces Pn\ Pole neN, shora ,
f\ P, = R(A) = O: pues por hipStesis A es semiprimitive
(y uuudu ls ta siguients al Teorema 12) , ssf que el epi-
morfismo nstursl T : A -—-»A/Plx ces X A/P_ garantizedo por
el Teorema chino del residuo tiene nlclec KerVl = (IP; = @
CRSEASPX L xA/P, ‘

Definicifn .

Sea A un anillo . Decimos que 8€EA es Regular (en el sen
tido de Von ann) sf IxEA tal que axa = & .

S Vn €A , & es Regular entonces diremos que A es un anj

llo Regular .

Ejemplos de snillos Regulares :

1. Cuslquier anille con divisién .

2. Los productos dirctos de anillos Reguleres .

3. El anillo de las matrices de nxna con coeficientes en

un anillo Regular (ver el Teorema 2h) .




4. EndpV , donde V es un espacio vectorial sobre un ani-

llo con divisién D .

Notas .

1. (von Neumann) . En un anillo Regular , el conjunto de los
ideales dereches principales es una red modular con complemen—

tos .
2. Una im&gen homomSrfice de un anillo Regular es Regular .

Teorema 21 .
Cualquier snillc Regular es semiprimitiva .

Prueba :

Sea A un snillo Regular . Sea a€R(A) supongamos axa = a ,
entonces (a::)z = axa'x = ax .,8x es un idempotente en R(A)
‘ax = @ . (El radical no contiene elementos idempotentes dig

tintos de 0 : s3i O ¢ e€R{A) es idempotente , entonces

-« esc.r.d. ., Jyeh 3 ~e+y-ay =0
"-n+¢y-ecy-o--e+oy—ey=-e.'.-e=0Y).

o (Me Coy) .
Si exs - s es Regular , entonces a es Rsgulsr .

Pruebs :
(axs - a)y(axs — a) = axa - 8 = a = a(x-y-xayaxéxsydyex) a .
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T.g:ﬁn_zz_o
Sea 0 -——vI--L—-OA -, A/I — 0 una sucesifn exacts da ani

llos , entonces :- A es Regular &= I , A/I son Regulares .

Pruebs 3

=9 ) Supongamos que A es Regular . St yeA/I  ses xéhA

3 M(x) =y , como A es Regular , Jz€A 3 xzx = x

S ox =) 11(z) 11(x)

= yIi(z)y con TWz)EA/X ,.A/T es Reguler . Ahors ,

si agl, Jzeh t{a)zi(s) = eza = 1(a) = a pero enton
ces o= (a)za = (sze)za = a(zaz)a con 282GI (idesl bile-
teral de A) .’,I es Regular .

&=) Recfprocasents , supongames 0 —* I —* A — A/I—> 0
es exacta con I , A/I Regulares . Si xeA , 3ZeA/I

3 Mix) = Mx)z Mx) . Sea z€A,TZ) = Z , entonces

T™M(x) = W(x) M(z) W(x) = W(xzx) ,*, Mlxzx = x) =0
,' xzx = x as Ragular y por el Lema de Mc Coy , a es Regu-

lar, ., A es Regular .

Definicifin .
Si A es un anilla , el idesl bilatersl ICA es un idesl

Regular si I es un anilloc Reguler como subsnillo de A .

T

Cualquier anillo A tiene un (nico idesl Regular mfximo M ,

y A/M no tiene ideales Regulares distintos de cero .
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Prueba 3

St I ,J son idealss Regulares de A entonces I+tJ es
Regular ¢ pues I+.VJE.—’I/IAJ con I/I/\J Regular por
ser cocients de I , Regular . Entonces tenemos la siguien-
te sucesién exacta :. 0 — J — I+J — I/INd —0
con J, I/I/\J Regulares , y as{ por el Teorema anterior
I+J es Regular . Inductivemente , I;+I,+... +I, es Re-
gular pers cuslquier coleccifm {11 > sece o 1.} de idee-
les Regulares . Ahora , si {I4 }a es ¢l conjunto de les
ideales Regulares de A& , entonces :

1) Z;I.( es Reguler ; pues xeg.l. — (x- 1,‘1+...+1“.

estf en l;.“'*'...'f'l, , que es un ideal Rggulsr de A):
; -
x es Regular .

1) N = ZIq es el Gnico idesl Regular wéximo , obviaments .
Ahora , sia JCA/R @3 un ideal Regular , entonces J = I /M
con Io 1ideal de A y as{ tenemos la sucesién exacts

0 —»n —»Iy —»J —»0 con M y J Regulares por lo que

Io es Regular y . IoCM por lo que J=HNN=20,

L-‘ z:.! .
Si JCICA con J 1ideal derecho de I e I idesl Regular

de A , entonces J es ideal derecho de A .

Pruebs ;

Si jJ€J , aeA , entonces I x€XI 3 jxj =3 pero enton-

ces ja = (jxj)a = j(xja) con xjs€I ,'. js = j(xja) €EJ(xja)CJ.
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Lemg g;,z .
Sean A wun anillo e I un ideal bilateral de A . Si I

tiene neutro multiplicativo , entonces I es factor direg

to de A .

Prueba :
Sea e el neutro multiplicativeo de I , entonces e con-
muta con todo slementn de A pues xE€A ——Ppex€l

exe = ex, por otra parte xe€l ' exe = xe de donde

ex = exe = Xxe VxeA -
Sea J = { a-ea: a€chA ‘ , o @s ideal bilateral de A
(usando que ex = x8 \Yx€A) , A =TI+J pues:

YVeeA oa=se+(a-ea)€eEI+d.
x€INJ =P x= a’* - ea"’ con a"'eA

= ea''-ea®’s0
S, ING =0,
Y si(x+y), (x+y*)CI+J, con x, x*€l ,y, y*€dJ
entonces (x+y)(x*+y’) = xx®+ xy®+yx® +yy® pero
xy* , yx*€ INJd = (0) ', (x+y)(x* +y*) = xx* +yy' .
L, AEEINRd .

Teor 23° .

Sf A es un anillo con C.C.D. en ideales derechos , snton-

ces A MAN donde M es el ideal Regular m8ximo de A 'y
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N no tiene ideales Regulares distintos de (0) .

Prueba:

Por el lema 23.1 R goza de C.C.D. en ideales derechos
(los ideales derechos de M son ideales derechos de A) . Co-
mo cualquier anillo Regular es semiprimitivo (Teorema 21) ,
por el Teorema 20 M tiene neutro multiplicativo , (ests-
mos dentro de las hip6tesis del Teorema 20 , pues M goza
de C.C.D. en ideales derechos , pues si TT: B —> M/P op
el epimorfismo canénico e 113!23... es una cadena de
ideales derechos de ™M , estacionaria por hipftesis , y
TT-l(I-) -‘TT"(IS) = T =Y) . Atora , como M tiene ney
tro multiplicstivo , por el lema 23.2 tenemos que AZ=MXN
y N==A/M por lo que el lnico ideal Regular de N es (0)

(Teorema 23) .

Teoremg 24 .

Si ﬂmm(ll) es ¢l anillo de las matrices de nxn con coefi~-

cientes en un anillo Regular R , entonces M ___(R) es Re-

nxn
gulat.

Prueba :

Consideramos primero el ceso n = 2 ,

s b
Si (c d‘ €N Ny crc=c para r R, entonces :
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crd-d

por el Lema de Mc Coy basta probar que las matrices de la fog

S A S R WA R il B

e b
‘(O d»anﬂogularos.khora si axa=a y dyd = d entop

e DGO -A()

de nuevo por el Lema de Mc Coy basta probar que las matrices

de la foma 0 0) son Regulares , pero si bzbsb entonces

o a6 o= )=o) » o=

Regular , y hemos teminado el caso n = 2 ,
Para n = &k observamos que las matrices en Hu“(l) son matri

A B
ces en “z;z("zxz("” es decir , de la forma (C D)

con A , B, C, n'enuz(n) y aplicamos el argumento pars
el caso n=2 ., Inductivamente obtenemos el resultado pars

n=2% con ke N (los elementns de szxzk(l!) son elemen—

tos en M., (Mk-1, 2%-1(R)) . st neN es arbitraria tomamos

kem,z“?n y J¢: ann(R)f——’ﬂzkxzk(ﬂ) wmonomorfismo

tal que para A€M (R) , Al—-ﬂv(: :) ENXyX(R) y oh

(AO\(IO(AO 1 O (IO)
se =
rvamos %10 ol lo o/lo oJlo o/ ¥ M l0 o

es idempotente en Hzx,‘zt(R) » Y as{ el caso general se sj
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gue de la siguients 3

Afirmacién : Si A es un anillo Regular y e €A es idempo-
tente , entonces eAe es Regular,

Prusha : ese = casxesse para alguna x¢A , asf :

2

eas = eas xczu = ges(exs)ess y exe Gehe Loohe es Regu~—

lar .

Qefinicién .

Sea € ungrupoy F un campo . E1 flgebras del grupo G so-
bre el campo F es el conjunto de todas las combinaciones
lineales (formales) Z)\igt de los elementos . €G donde
NEF yANA, A= 0 . Las opersciones algebrficas son las

obvies.

Teoremg 25 . (Maschke) .
Sea A el Slgebra del grupc finito G sobre el campo F ,

entonces
8) car(F) = 0 =>R(A) =0
b) Si car(F) = p entonces : plo(G) & R(A) =(0).

Prueba:

La prueba es en dos pasos :

I) Probamos primero la parte reciproca de b) :

Supongamos que car(F) = p|{ n = o(G) . Sea & = g+ ... +g .

Como g,6 = G = Gg; , evidentemente gui= A =dgy Vi({ 1,...,nf .
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De aquf que o estd en el centro de A , que denotamos Z(i) ,

Ademés az = ol-0o = (g1+ooo+gn) A= g1o(+-..+gn<&3 nat , Como

p|n tenemos que 0 = na= %2 .

Ahora , Y yeA tenemos : (;:ty)2 = Xyoly = a(2y2 - O-y2 =0

pues x€2(A) ,.'. (xA)2 = (0) . Es decir , 4A es ideal nil-
potente de A y :aA nilpotente =) «a ACR(A) . Y como

0 f o = dg €A CR(A) tenemos que R(A) ¢ 0,

II) Probamos ahora las partes directas de a) y b) :

Supongamos car(F) = 0 o car(F) =p con pltn,

Consideramos el epimorfismo de Slgebras ¥: A —»Ende A,

End- A el 8lgebra de lss transformaciones lineales de A ,
donde a Ry » Ry tal que a'R_ = a'a Vatea .

Si o ;‘Z KigieR(A) , multiplicando por un elemento apropia-

do de A , obtenemos un elementoc ,x€&€R(A) (R(A) es un ideal
bilateral de A) de la forma x = 1.e A9 YeeatMa,

y P(x) = Idy+pm @W(g)) T oot p Pg) = Id, HARGE e MR,
Tomando como base para A a3 los elementos de G , tenemos que
Rgi es una matriz de permutacién , correspondiente a una per=
mutacibén que no deja fijo ningdn elemento de G o, De aquf que
Rgi tiene ceros en la diagonzl y,’, la treza Tr(Rg )=0.

Fer otra parte , x es nilpotente (x€&R(A) y A goza de C.C.D,
por ser dim(A)<00) ,.° R es nilpotente, .'.Tr(RX) =0 . Fero
Tr(Rx) =nft O pues car(F) =0 o car(F) = p y pfn por

hipétesis V . La contradiccidn viene de cupcner

0 ¥ Z)\igien(n) , COR(A) =0 .
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Oel Teorema 25 podemos deducir un resultado acerca de la Rg

gularidad de ciertas 8lgebras de grupo de dimensién infinita .

Definicién .
Uy grupo G es localmente finito si todo subgrupo de G fj

nitements generado es finito ,

Teorema 26 .

Sea G un grupo localmente finito . Sea A el Slgebra de
grupo de G sobre un campe F . Entonces :
car(F) = 0 6 (car(F) =p y o(g) #p VY g&G) =D A es Regy

lar.

Prueba :

Sea x6A , 391 s oes s O, €G tales que %€{Qy seces g0 = B,
la subflgebra de A generada por {gy , ..+ ¢ 9,] - Como G es
localmente finito , gy , ... , g, generan un subgrupo finito

€' de G . Ahora , B es el Sl1gebra de grupo de G® sobre F ,
y por el Teorema 25 , R(B) = 0 , pero B es también Regular ya
que cualquier flgebra con radical 0 , y de dimensifn finita es

Regular , .'. x es Reqular .
Este teorema estimuld una serie de investigaciones acerca de

la validez del recfproco . M. Auslander , Mc Laughlin y Villg

msyor obtuvieron resultados parciales , posteriormente Villa-
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mayor probé completamente el recfproco : Si el 8lgebrs de gry
pc de G sobre F , A , es Regular , entonces G es local-

mente finito ; y si car(F) = p , entonces ol(g) ¥ p Vgee .

Recordemos el Teorema 16* (Teorema cl8sico de densidad) :

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita sobre el
campo F , algebrficamente cerrado , y A es un Slgebra irrg
ducible de transformaciones lineales de V entcnces :

A =X Endg V , el Slgebrs de transformaciones lineales de V.

Usando el Teorema 16* obtenemos :

Teorema 16'* . (Tecrema de Burnside) .

Sea S un subgrupo multiplicativo de transfommaciones lineg
les de un espacio vectorisl V de dimensiéu n , sobre el
campo F algebrficaments cerrado . Supongemes que V es irrg
ducible bajo S . Entonces S contiene nZ transformaciones
linssles linsalments independientes .

Prusbs .

Ses A el 6lgebrs generads por S . Aplicamos el Teorema 16°

e A,
Teorepg A .

Sea S un semigrupo multiplicativo irreducible de transformg

Lo




ciones lineales de un espacio vectorial V de dimensién n
sobre un campo F , algebrficamente cerrsdo . Supongamos que
les trazas de los elementos de S son exactaments k , En~

2
tonces S tiene ¢ 1o més k" elementos .

Pruebs :

Introducimos el producto interior (A,B) = Tx(AB) , en el 6}
gebra de las transformaciones lineales de V , Endr v.

( , ) es no singular evidentemente ., Sean €y , +oo »

les trazes posibles . Sean Ay » 16{1 » see nz‘}. n
elementos de S lineslmente independientes (Teorema 16°') .
Cada XE&S setisface ecusciones Tr(A;X) = b, donde

{b,_ > o0e & bn\ C{c‘ » ose s c“\ o Estas ocuaciogu de—
terminan X em farma Gnica , es{ que hay a lo mfs k" pesy
bilidedes para X . (Este uso del argumento de Burnside se
debe a C. Procesi) .

Definicibn .

Una matriz A es unipotente si todas sus rafces caracter{s-
ticas son 1 ,

Equivalentements , A es unipotente si A = I+B donde I
es la matriz identided y B es nilpotente .

Teoremg B . (Kolchin) .
Sea S un semigrupo multiplicativo de matrices unipetentes ,

b1




entonces los elementos de S se pueden triangular simulté

neamente ,

Prueba :
Por induccibén sobre n = tamafo de las matrices . La base

es triviasl . Supongamos entonces que n2>1 .,

Caso I) . El campo F es aslgebrficamente cerrado .
Cbservamos qus si X&S , X = I+B con I la matriz identi-
dad y B8 matriz nilpotente ; como B es nilpotente tr(B) =0
as{ que tr(X) = tr(I) +tr(8) = tr(I) = n . Asf que la Gnice
traza posible para los elementos de S es n . Por el Teorg

n

Pero una matriz de tamafio n>1 siempre es reducible cuando el

ma A , se tiene entonces : S irreducible —) card(S) =t" = 1 ,
campo de escalares es algebrficamontse cerrado (ver Lang, Alge
bra linul)Y . .'.S es reducible ., Entonces , escogiendo

una base para el subespacioc invarisnts de S , y extendiéndo-

la a una base psra todo el espacio , todos los elementos de

S corresponden a matrices con forma de bloque :

o) .

Ahors , los conjuntos § , de las esquinss superiores iz-
quierdas B , y Sy de las esquinas inferiores derechas D ,
forman semigrupos multiplicstivos de matrices unipotentes de

tamafios menores que n respectivamente . Por hipbtesis de in
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duccién podemos triangular simulténeamente S, , y simulténeg
ments S, , y as{ todos los elementos de S se habrén trian—-
gulado simul téneamente .

Caso II) El1 campo de escalares F arbitrario .

Tomemos la cerradura algehrfica de F y triangulemos los elg
mentos de. S simulténeamente , como matrices en la extensién
de F . Entonces cualquier producto de n matrices de la for
ma (T-I) , donde TES e I es la matriz identided , tiene
que ser O ((T-I) tiene ceros en la diegonal y T e¢ de tamg
flo n) . Sea r el mfnimo natural tal que cualquier produg
to de r matrices de la forma T-I, TE€S , es @ . Entonces
T s e s Toq €S tales que (Ty-TN(T,-I) ... (T _,-T) # 0,
tomamos un vector x tal que x(Tf-I)'... '(Tr_‘-I) =y$¢Qq,
entonces , dada la seleccién de r , y(7-I) = 0 VT&S , €S
decir yT =y VT €S ., Esto pruebs que S es reducible ,
Terminamos la prueba repitiendo el srgumento inductivo del cp

so I) .

Introducimos shora el ideal de aumentacién
= ‘z;\ﬂae“ 3 Z}\i - O} , donde A es el flgebrs
del grwpo G sobre el campo F .

Teoremg 27 .
S G es un p-grupo finito y car(F) = p , entonces N es

nilpotente .
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Prueba :

Fijenos una base para A (A wista como espacio vectorial
sobre F) . Consideramos @:A —9Endc A 5 @ r—"-pRa tal
que 'R, = a'e Va'eh , observemos que ¥ es mono ,

pues si Ra = 0€Endr A , entonces 0 = 1.!!. = lera=g8

Yy ¥ es un morfismo de Slgebras . Como G es un p-gru-

po , Vge&, JkeN tal que R{- Id, . .', Les rafces
caracter{sticas de R‘. son rsic:s pk-&sinas de 1 . Co~-

wmo car(F) =p, x?’-% = (x=1)P , as{ que.todas las raf-
ces pk-lsinal de 1 son iguales a 1 ., Aplicando el Teo~-
rems de Kolchin concluf{mos que las matrices Rg » JEC 88
pueden triangular simultfnesmente y asf{ los elementos de la
diagonal de una matriz Rg son todos de la forma Z?\i =0,
V9€G , {ag 3 gea} es nilpotente y como ¥ es mono ,
N es nilpotente .

Corolaxio .
Si G es un p-grupc localmente finito y car(F) = p enton

ces N es un nilideal .,

Pruebs :

Sea x = 2 )‘1‘16" . Por demostrar : x es nilpotente ,
Consideremos el subgrupo finito de G generado por las gi's
pera las cusles >\1 F O (G es localmente finito) . Aplicando

el Teorems 27 , tenemos que x es nilpotente .
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Teogzemp C . (C. Schmidt) .

Si 1 —%H —>G LG/H ——> 1 es una sucesién exacta . de
grupos (H normal en G) entonces :
H , G/H localmente finitos —d G es localmente finiteo .,

Prueba :

Sean 84 5 «es , 8. elementos de G . Consideramocs

a} =T!(a1) ETERN -:11(;:) » Qus genersn un subgrupo fi-
nito de G/H (G/H es localmente finito) con elementos

Tﬂa1) -al, ... .ﬂ(.r) = 8%, 81, «cc » 87 . Tomamos

T

a1 e_n"(a;.n) s soe urme’n"(a;') ; para cada (1&) .
162¢€"
18yaf

"('L'j) = ﬂ: =TT(a ) por lo que ag8y = hij‘k para slgu—
na k.e{‘l, coe .n} y alqums h“EH .

Los elementns hij genersk un subgrupo finito T de H

(H es localmente finito) . Y asf{ , cuslquier producto finmi-
to de s,°s cen 1€54r es de 1la fo ha, con héET y
k€f{1, ... , n} y hay a lo m8s o(T)n elementos de esta

forma . , o{ay , +0. 'r> < o(Tn .

Teorems Ck ,-
Un grupo de torsién soluble es localmente finito .

Pruebs :
Ses G = C.D C13...36n =1 , con ‘iﬂ normal en Gi y
G"'/C1 1 abeliano . Consideramos 1e=G — G , '_.Gn-!/cn —a 1
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exacta, como Gn_1/Cn es localmente finitc por ser abeliano

y de torsién , entonces por el Teorema C , G es localmen

n-1
te finito . Consideramos ahora la sucesién exactas

es localmente finito por ser abeliano y de torsién ; como ya
vimos que cn-l es localmente finito , por el Teorema C ,
G es localmente finito . Iterando Gn-z ’ Gn_z o see Go =G

n—-2
san localmente finitos .

Definicifn .

€l A-médulo derecho M es semisimple (abreviadaments s. s.)
si y s6lo si M es suma directs de A-wédules derechos irrg
ducibles .

St M= ¥ %N con M. ®fdulo irreducible V= €S , entog
ces I k¢ tal que n-uof:n“ .

Prusbs :

Haremos uso del lema de Zorn ., Ses GE{Bczs : +§'.n‘ s su—

we dimb} . Ordenamos A por inclusién . Come g A , A& ¥ .
Ses T unas cadens en (1 , afirmemos qua U T €0 ; pues en otre
caso exists {d1 > ove dpl C UT , 04 nte, + coo B, con
" 40 1€f{1,...,p] .ComoTesuns cadena, 3IB €T

tal que f°l1 » soe .qp‘ Cc ~Bo s y as{ 3

Oknim +...+m, & N.sﬂ.‘ Y --UT€R y es cots supe-
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rior para T ' El lema de Zorn nos dice entonces que (1 tiene
algin elemento m&ximo . Sea R méximo , REQ . Afirmmamos que
NQ?H“ = M . En caso contrario , Jq€&S\R , M N@?Hq,
por lo que an (ND %H.‘) ya Hq , entonces como Hq
cible (qeS) , Hq(\(NQ %H‘) = 0 , lo que prueba que NORQ“M“
es suma directa , y as{ : RERU{q} €& Q (pues q¢R » Y por de
finicién de @ ) , contradiciendo la seleccién de R .

N@?P\,\ =M con RE€2,

es irredu

Teoremg 28 .

Sea A wun anillo , y supongamos que A es la suma de sus ideg
les derechos minimos '+ Si A no contiene ningln anulador dis=

tinto de (0) , entonces para cualquier A=-médulo derecho M ,

tal que MA =M , M es 5.5,

Prueba :

S§ I es idesl derecho minimo de A , y x€M , consideremos

el epimorfismo de A-mbdulos @: I -—»xI u-f—)xi « Como

I es minimo , Kerf = (0) o KerP=1I; si Ker¥ =1 entog
ces xI = (0), si Ker ¥ = (0) entonces Iéxl que es por

lo tanto submédulo irreducible de M (I no es trivial , e.d.
IA ¢ (0) , pues por hip6tesis A no contiene anuladores izquieg
dos ¢ (0)) '« Ahora , como MA = M , entonces %XI =M =M,
Como en la sums snterior tenemos que M -Z My con My irre-

S
ducibleYa €S . Aplicando el lema anterior , tenemos que M es s.s.
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Definicién .

Sea A un flgebra con T , de dimensién finita , sobre el
campo F , sea V un espacio vectorial de dimensién finita
sobre F . Una representacién de A en V es un homomor—-

fismo de Slgebras : A —>Endc V tal que @1) = Id€Endg V .

Notas :

Una representacién de A en V , hace a V un A-médulo de-
recho (con la multiplicacién v.e = (v) P(a)) . Cuslquier sub
médulo S de V es sutomSticamente un subespacio . (Si s¢S ,
AEF  ga= ((s)P(1)) = (S)P(1L-A)ES) .

Teorems 29 .

Sea € un grupo de torsién y V un espacio vectorisl de di-
mensién finita scbre F un campo . Si car(F) = p y olglép
VQGG , entonces : cualquier representacién de. G en V es

completaments reducible .

Prueba :

(decir que 1la representaciln {/:. G —>»W | W subgrupo multi-
plicativo de Endg V , es completsmente reducible es decir
que V =®V donde Vi es irreducible e invariante bajo

W C Endg v Va(- I) .

Sea : A —»W , WCEndg V una representaciln de G en V.

Notamos que podemos suponer que Y es fiel (es decir , un mono-
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morfismo) pue si no fuera este el caso , considerarfamos la

representacién inducida de G/Ker®¥ . Como G es un grupo
de torsién isomorfo a un grupo de matrices , por el Tecrema
de Burnside tenemos que G es localmente finito , Sea A el
Slgebra del grupo G sobre F , Por el Teorema 26 , A es Re~
gular . Ahora , la representaciédn de G induce una repre-
sentacién de A . Ses K el nlclec de la representacién in
ducida . Entonces A/K es Regular . Pero A/K es de dimep
sién finita (A/K es isomorfo a una.subSlgebra de Ende V que
es de dimensién finita , ya que V es de dimensiSn finita)
.'. R(A/K) = 0 (1a Reqularidad implica R = 0) y satisface
la C.C.D. en ideales derechos . La afimacién se sigue en—

tonces , del lems y del Teorema 28 .
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£l Teo Prin W o

Sea A un 8lgebra y R su radical . El Teorema principal
de Wedderburn asegura que bajo hipftesis apropiadas ,

K = R®S suma directa de espacios vectoriales (aqui necesa
riaments SafA/R). Esto nos da una reduccién pars el estudio
de las flgebras a los casos : R = (0) , R=A ,

En esta seccifn introducimos una hip6tesis llamads SBY , Nos
concentraremos en las implicaciones de esta hipftesis para

el levantamiento de idempotentes .

Defin ig;és .

Sea A un anillo con radical R . Decimos que A es un ani-
llo SBI si Vyek . IxeRrR tal que : <

1) x%4x -y

11)xz=zx,VzéR tal que yz = zy ,

Teorems 30 .

Si R es nil , entonces A es SBI ,

Prueba :

Sea yE&A , escribimos la solucién formal de ls ecuacién cus

dr8tica xz

+x~-y=20:

-1+ V1+4y

2 .

x:
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Si desarrollamos V1 + 4y por el teorema del binomio tene

mos 3

Y. ~, Y2
Viahy = 1V 41/2:T by - 1/81 -(4y)24.00 (%)
Por lo que , .\ . y242y3 - syb4 ... donde expresamos x
como una serie de potencis de y con coeficientes enteros .
Si y es nilpotente , esta serie tiene un nlmero finito de
sumandos distintos de 0 . Y as{ es claroc que x commuta con

cualquier z R que conmute con y .

Notas :

1. Cualquier Algebra de Banach es SBI . Ya que si yé€&R ,

la serie (*) converge .

2. Cualquier anilloc topolégico compacto es SBI, por la mis—
ma razén que en 1,

3. El siguiente es un ejemplo de un anillo que no es SBI :
Sea A el anillo de los nGmeros racionales con denominador
impar. A es un anillo de ideales principales en el que 2 es
el Gnico elemento primo . Como -2/3 es casi-inversc de 2 :

2 ~ 2/3%2:(-2/3) = 0 , 2 es casi-regular ,’, (2) es un ideal
radical ,° (ZYCR ; shora , como 2 es primo , (2) es méximeo ,
por loc que (2) = R . Sin embargo , para y = -2 €(2) , no
existe x tal que xz+x - -2 .

Ses A um anille SBI con redical R . Sesn u , v €A/R idem
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potenes ortogonales (es decir uv =Q = vu) . Si JeeA ,
el = e, tal que TM(e) = u . (MA —A/R el epimorfismo ca-
nénico) Entonces JFEA tal que fi=f , fem 0 y TN (f=v .

Prusba :

(En lo que sigus haremos uso simbSlico deun 1 . Si A mo

lo tuviers se lo podrfamos adjuntar , ver p.ej. Mc Coy , The

theory of Rings) .

Ses. bEA 3 TH(b) ~v . Sea a = (1-e)b(1-e) , entonces :

T(e) =v y: ea=(2~ee)b(l-e) » 0 =98 ; z= el-acl

pues TT(a%~a) = TT(a)2 - TT(a) = vV’~v =0 ; ez= 0 = za . Cop

sid (28 - 1)2 = ha® - ha+l = bz+1 . Ahors , ZER =P

hz€ER &P 4z es casi reqular ¢<=>hz +1 tiene inversc , adg

nfs ('&z-\»‘l)"’1 conmuta con z .,',(hz-\-!)" - (20 -~ 1)"2

camauta con z » Como A es SBI y -z(2a - 1)"2er » JwWER

tal que u2+w- -z(2a - 1)’2' , ademfs como e , 8 , con—

mutzimcon z , w conmute con e y con a (hipétesis SBI) .

Sea x = (1 - @)w. , entonces :

(1) x2+x+z(Zl - 1)’2 = (1 - o)(u2+u.+z(a«-— 1)'2) = (T —e)0e
w 0 y

ex =xa =0, Sea re=x(Za-1) y f=a+r . Come rs = or

entonces : 2 | .2 4 2ar 4+r? = a% +2ax(2a - 4+ x* (28 - 1),

Notando que por (1) x%(2a - 1)24+x(28 - 1)242z = 0 , vemos
que : f2 = (82 - z)t2ax(2a - 1) - x(2a - 1) = f ,
Ahorsa : er =re =0 , asf que ef = fe= 0 , Como reR,

Tf) =TT(a4r) =T(a) = vea/R .
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Notas :

1. Respecto al Teorema 31 , decimos que v se ha levantado

a un idempotente f €A ,

2. S1 A es commutativo , los levantamientos de idempoten—

tes son Gnicos : Si e y e, se levantaron del mismc idem~-
potente , e, - e,8; @as un idempotente en el radical y

o ., -~ e, =0 (ver Teorema 21) . Pero entonces (& - cz)z -
=] - 200, 1¢) = 0 — 0o, 4, — a8, =0 - Ge, =6y — 0 ER

o.. .1 - ‘z =Q ,

3. MEs alx , cusndc A es commutativo , los levantados de
idempotsntes ortogonales son automfticaments ortogonales :
si TT(CT) =-uy TT(cz) , donde u.u, =0 y U$==u' ’

ul
2
‘.. CT‘2 - 0 L 3

= u, , entonces e, es. un idempotente en el radicsl ,

Corolaric .
S1 A es un anillo » Y U » Uy, c.o @8 una coleccién

numerable de idempotentes ortogonales en A/R , entonces
Uy » 8y 5 cee 38 pueden levantar a idempotentes ortogonales

en A .
Prusbs :

Tomendo e =0 en ¢l Te-vems 31 , podemos levantar uy e

un idempotants ¢1eA - Con e = e en el Teorewa 31 , u, se
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puede levantar a e, » idempotente ortogonal a e . Con
e = 011-32 » Uy sE puede levantar s ozeA idempotents ortg
gonal a e;te, y ,° ortogonal a e ya e,:
03(01 te,) = € e, + @38, = 0 de donde 0 = ejaie, 1 e50.0, =

- c3-0 -1-0302 = 10,
o e, es ortogonal & e, y snflogements & @, .
Inductivaments : 81 Uy , cco , & se hmlevsntado s ides-
potentss ortogomnesles & 5 co0 » O o haciendo e = 011'... ‘\'% ’

U4t 3¢ pusde levantar a e ,1E&A idempotsnte ortogonal a
e+ ... +o (usando el Teorema 31) . Asf :

Gm o (4. te) =q 0 +ocote 10 ’
L Bl A AR WL 'L B e L I Y
ortogonal & e, y anflogamente , a cads uns de les ¢; con 1 L1¢k .

Nots .

€1 corolario anterior no es cierto en general , si lea coleccién
de idempotentes ortogpnales no es numerable . Para anillos to-
pol8gicos es cierto, sin embargo .

Definicién .

Dos idempotentes e , f en un anille A estfn pelacionades
si 3xeckf y Hyefkc tales que xy = e y yx =¥,
Notamos que e , f estfn relacionados &> A 2xfA , isomor~
fismo de A-médulos derechos .
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Teorema 32 .
Sea TI: A —WA/R , e, f €A idempotentes tales que Tl(e) = u ,
TI(f) = v (R el radical de A) ., Entonces :

u , v relacionsdos =% e , f relacionados .

Prueba :

Por hipbtesis , J x€u(A/R)v , 3 Yev(A/R)u 3 Xy =u,yw=v.
Sean x‘eﬂ’t(a . y“eﬂ'—'1 ) , (pod:-nos suponer x_ € @Af y

Y, € fhe , pues en otro caso , tomamos ex f y fyoo) .

Ahora : TT(x ¥, ) =%y =u =Ti(e) ,°, xy, —@®€R .° xy -e
es casi regular y,’, Jt€A 3 xy, —e+t+(x )y, —ele =0 .
Multiplicando esta ecuacién por e , por ls izquierda (y notap
do que ex, = x  pues x & eAf por hipftesis) tenemes :

2

ex y - ¢ tex y t=xy —etxyt=0. X Yot XYt =@ .

 /
Ah::: ) 568 X=X,y y= yo(o-&-t)t o Clarments x = x €& oAf
(hipbtesis) vy y = yo(o-c- t)ecfhe(e+ t)eCfhe .

También xy = xoyocz-Q-xoyou - (xoyo-f-xcyot)o =g =@ e, d, xy = @,
Para ver que yx = f , procedemos como sigue :

yxEfAex CAedhf CfAf e.d. yxEFfAf y es idempotente :

yxyx = y(xy)x = yox = y(ex_ ) = yx = yx . Ademfs :

T(yx) =T(yyx,) =Ty 2T (x ) = yX = v , por hipStesis . As{ ,
f-yx6R , pexo f — yx es idempotente ,’, f -~ yx =0 ° f = yx .

Teogema 33 . (Teorema principal de Wedderburn) .
Sea A una SBI 8lgebra sobre un campo F tal que A/R(A) es de
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dimensién finita ; supongamos ademfs que todo factor directo
de A/R tiene a F como su anillo con divisién asociado .
Entonces existe una subflgebra SCA tal que A = S®R ,

suma directa de espacios vectorisles .

P rueba:
Sea A/R = RyX A % o XA, » donde A, es un flgebrs de matri-
ces sobre F , § e{T. von ,:} » Denotamos ng el tamafo de

las matrices en A; vy por /1%)6“;: la matriz con coeficien

te ij i1guml 8 1 y todos los otros coeficientes igusles a 0 ,

i,1€e{t e, keft, ..., zf.

Notamos que {/t&)élk s 1€{1, .c. , nki} es un conjunto
de idempotentss , ogptogonales dos s dos en A/R qus se pus—

den levantsr a idempotentes ortogonales ogt)el ’ 16{1, coo ’"k‘ ’

Vi e{r, ... , £} (Teorema 31) .

Abhora , los ol-cntoslug'{) yﬂg) estén relacionados , usap

de 7-/%:) y ;-/491‘) (con ls notacién del Teorems 32) ’

o por el Teorsms 32 , 09;) y cﬁ) estén relacionados me—

diante alguna x = 01({) y y= cﬁ‘) (e.d. : egi)o?“) - 4'1‘)
y 03‘)4:) -cg)) o Ahoras , definimos cg‘j‘) = cg)&?j‘)

Por definicién de e&) y de c?{) la definicién snterior es

consistents para. i = j

Afirmamos shora que °&)‘£‘é) - Jj.eﬂf) .
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Por definicién : o(k) (k) (") (k) (k) (k)

j 't L , ahora ,
k k k k k [ 2 k k) _(k k
5 = o) DL - R
'(e(k) §l1¢0°1(k) )ost) -

Dee (k),(k),(k) o.(k),%k)#k) si j#s

k) (k k k k) (k) _(k k
§1)°1(J) ( ) ( ) (1) °11) ef )u .(it)

si =38

Es decir : e?j‘) (k) 'Sjs 0‘) , de donde vemos que los ele~-
mentos (")ekk i, 3¢ {1 » ooe » "k‘ se coaportan como my
trices de LI n, con 1 en @l coeficiente i, y O en los

deméfs .

Sea S el subespscio de A generado por {ogs) : ké{1,...,r}) '
i, e {1""'”&:!] , claramente S es una subflgebra de A ,
y si W: A —9A/R es el epimorfismo canbénico , vemos que

TM(S) = A/R pues : n
1 (1 ~ k), (k
AP, S AP e mE A ene

Adembs o-n‘(Z;\g“) ("))so =2 Xy =0 Wi, 1,k.
33X
. "ls : S>»9A/R es un isomorfismo, pero la sucesibn exacts

da espacios vectorisles sobre F: Q—R— A —A/R —PC
s= escinde , de donde A = R@A/R = R®S .
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