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INTRODUCCION

En este trabajo se abordar§ el estudio de la -
Teorfa de la Informacién Sem&ntica y su relacién con el
concepto de consecuencia légica. El trabajo consta fun
damentalmente de dos partes. En la primera de ellas, -
formada por el Capftulo I, se aborda el estudio de esta
relacién en base al concepto de consecuencia 16gica de-
la L8gica clésica. En la segunda, formada por los tres
capftulos restantes, se estudia dicha relacién tomando -
como base la Légica Relevante que es una 16gica en la -
gue el concepto de consecuencia l68gica pretende ser mé&s

adecuado al sentido comdn que tiene el término.

Con respecto a la interrelacién que existe en-
tre la Teorfa de la Informacién Seméntica y el concepto
de consecuencia 18gica existen dos aspectos, o si se -

quiere, dos formas opuestas de seialarla:

lo.~ Desde un primer punto de vista, la inter-
relacién est& dada por la construccifén de una Teorfa de
la Informacifn Semfntica, basada en la existencia de un
sistema 16gico de deducci8n, con un concepto de conse--
cuencia l16gica en la teorfa coherente y adecuado a di--
cho sistema. Los objetivos principales de dicha teoria

serfan: por un lado, determinar cual es la "informadé6n"




de un enunciado (proposicién), y por otrc lado, cuél es
la "cantidad de informacién®" numérica que contiene di--
cho enunciado. La finalidad, es pues, la formulacién -
de dicha Teorfa de Informacifn Semfntica en base a un -

sistema 16gico que se considera ya dado como primario.

20.~- Desde un segundo punto de vista, punto de
vista 16gico, la interrelacién estarfa dada por el es--
clarecimiento del concepto mismo de consecuencia l8gica
en base a conceptos de la teorfa de la informacifn semfin

tica como primaria.

En la primera parte de este trabajo, Capftulo-
I, después de unas breves convenciones, se expone la Teo
rf{a de la Informacifn Seméntica desarrollada por R. --
Carnap y Y. Bar-Hillel en base a la L&gica clésica. Co
mo se ver§, en este teorfa ocurren cosas que pueden con
siderarse contrarias al sentido com@n, a la intuicién; -
en particular se tiene que todo enunciado que es una -
tautologfa (enunciado demostrable en la L&gica Cl&sica),
no proporciona ninguna informacién. Por ejemplo: -=--=-
P &§ qumep no da segln esta teorfa informacifin algu--
na. Este tipo de "paradojas" se ponen m&s en duda, deg
de un punto de vista 16gico, cuandp se invierten los pa

peles y se trata de explicar el concepto de consecuen--




cia l8gica en base a dicha teorfa de informacién semdn-
tica. Esto resulta claro cuando se ve que, en concor--
dancia con los resultados sint&cticos, tiene lugar la -
consecuencia l8gica de una proposicién verdadera a par-
tir de cualquier otra proposicién, es demccestrable ----
po>(a>p), "si p es verdadera, cualquier q la implica".
También se tiene que 8i un enunciado es una tautologia,
digamos pv~sp, se tiene que este enunciado es una conse
cuencia l8gica de cualquier otro enunciadce q, bien se
dé que este Gltimo sea relevante o no para el primero.

Esto en concordancia con que en la l6gica clésica es de

mostrable q> pv Ap.

A partir del surgimiento a finales de los afios
50 de los sistemas de 1l8gica relevante, la interrelacién
entre la Teoria de la Informacibn Sem&ntica y el concep-
to de consecuencia l6gica adquiere nuevas modalidades. -
Dichos sistemas pueden ser considerados ccmo una mejor-
fogmalizaciOn del concepto de consecuencia l&gica, pues
en ellos no tienen lugar las llamadas "paradojas”" de la
implicaci8n material o cl&sica, por ejemplo: No tiene -
lugar que para cualquier p y cualquier q:
po(gop), (p:)q)v(q:p)' ni las llamadas "paradojec" de
la implicacibn estricta de Lewis, pcr ejemplo:

op-3 {(goorp).
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Por un lado estos nuevos sistemas pueden ser -
utilizados como base para el desarrollo de una teorfa -
de la informacifn sem&ntica, en la cual ya no tengan 1lu
gar hechos similares a los antes citados. Por otro la-
do surge el problema de formular una teorfa de la infor
macién semi&ntica adecuada gue pueda ser utilizada para-
esclarecer el sentido que se da a la consecuencia 16gi-

ca en estos sistemas.

En la segunda parte de este trabajo, en el Ca-
pftulo II, se expone.' el tratamiento de Hanson de éste-
problema. El define, en su aspecto <cualitativo, cudl-
es la informacién sem8ntica que nos da una f&rmula ---
booleana (construida s8lo definiendo a los conectivos -
&, v, ~ ), definiend® un concepto de informacién basa
do en el fragmento implicacional del spistema E (of ~--

entailment) de la L&gica Relevante,

En el Capftulo III se exponer el tratamiento -
contrario dado por E. K. Voishvillo y J. S&nchez P.,
guienes tratan de esclarecer el sentido de consecuencia
l6gica, de dicho fragmento del sistema E, formulando -
primeramente como explicandum un concepto de contenido -

gsemintico de los enunciados.

Ahora bien, el tratamiento que del problema de




la interrelacifn entre la Teorfa de lz Informacién Sem&n

tica y el concepto de consecuencia 168gica hacen Hanson,-
Voishvillo y S&nchez es meramente cualitativo . gp el-
Capftulo IV se analiza y establece la relacifn entre los
conceptos de informacifn semi&ntica dados por dichos auto
res y se intenta desarrollar, en analogfa a lo dado para
la 18gica cl8sica con Carnap y Bar-Hillel, el aspecto --

cuantitativo.




CAPITULO 1

INFORMACION SEMANTICA PARA LA LOGICA CLASICA




CAPITULO 1
INFORMACION SEMANTICA PARA LA LOGICA CLASICA

A. INTRODUCCION.

En este Capftulo se ver8& como, en base a los tra-
bajos de Carnap y Bar-Hillel, se puede construir un mo-
delo de Informaci6n Seméntica tomando como base un sis-
tema 18gico ya conocido, en este caso la L6gica Cl&sica.
Antes de abordar esto explicaremos brevemente qué se de
be entender por dar un modelo sem&ntico y cufl es la di
ferencia entre Teorfa de la Informacién y Teorfa de la
Informacifn Seadntica.

La Teorfa de la Informacién nace propiamente -
en 1947-1948 con los trabajos de Claude shannon, quien-
trata de resolver ciertos problemas técnicos de comuni-
cacién. El Modelo de Informacién de Shannon puede ver-

se enh resumen en el siguiente esquema:

Bni sor viajan los men- r
sajes,
Oodificacién Decod{ficacién




Esta teorfsx estudia problemas que se originan-
en la transmisiln de la informacién. Busca minimisar -
gastos encontrando cédigos qdoéuado- para enviar los -
mensajes. Estudia también los lenguajes hablados o es~
critos pero desde un punto de vista probabilfstico-esta
dfstico, al averjguar qué tipo de letras o sflabas apa-
recen con m8s frecuencia. Estudiando esto fltimo se --
pueden hacer programas de simulaciSn en computadoras pa
ra generar textos de algGn lenguaje a partir de la in--

formacién estadfstica con que se cuente.

Por otro lado, la Teorfa de Informacién Semén-
tica mis que ver los aspectos técnicos o estadfsticos -~
de los mensajes, se ocupa de ver la intensién, el signi
ficado de los mensajes. La informacién semfntica en lu
gar de medir frecuencias 0 probabilidades de aparicién-
de letras o cadenas de letras en los mensajes, mide el-
significado de- las proposiciones que llevan los mensa--
jes. En esta teorfa se miden las proposiciones por sf-
mismas o relacionfndolas con un conjunto de proposicio-
nes dentro de un cierto lenguaje. Aquf el receptor y -
el emisor jusgan s6lo un papel pragmftico. La informa-
cifén seméntica de una proposicién puede ser vista como-
la informaci6n semfntica "ideal” que recibe un receptor

"ideal”.
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Por "receptor ideal"” entendemos un receptor --
que conoce las reglas de la l8gica y la matemStica para

hacer inferencias.

En nuestro estudio de informacién semintica es
taremos interesados en dos aspectos. Dado un mensaje,-

Por un lado estaremos interesados en saber qué informa-

cién contiene, y por otro lado, que cantidad de informa

cibn contiene . Todo esto s6lo se analizari desde un pun

to de vista l6gigo-semfntico y nunca desde un punto de

vista linguistico o semiotico general.




B. QUE ES UNA SEMANTICA.

Se conoce con el nombre de SemiStica a la cien
cia que 3e encarga del estudio de los sfmbolos en gene--
ral. Intuitivamente podemos intentar definir "sfmbolo"-
como "objeto material que se utiliza como nombre de una-
idea, un objeto © un acto material®. Asf por ejemplo -
“2" es el simbolo de la idea intuitiva que tenemos Ge -
"dos"; "f'(x)" es el simbolo que utilizamos para referir
nos al objeto conocido como la derivada de la funcibn --

£fix).-

La Semiética consta de tres partes:

a) Seméntica: Parte de la Semiética que estudia
la relacién de denotacién entre los obje--
tos y los sfmbolos que los representan.

b) Sintaxis: Parte de la Semiética que estudia-
la relacién de los sfmbolos entre sf.

c) Pragmtica: Parte de la SemiStica que estu--
dia la relacién del hombre con los sfmbo--~
}os.

Obletos | ¢ > [ Sfrolos] € — [ Harbre ]
Semintica Pragmitica

Sintaxis

¢Por qué el hombre utiliza un conjunto determi
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nado de sfmbolos en lugar de otro? Esta serfa una pre-

gunta que responderfa la Pragmftica.

¢Cullles son las férmulas que tienen sentido -
dentro de un lenguaje, pensado meramente como un conjun-
to de sfmbolos? Para responder habrfa que recurrir a

la Sintaxis.

¢A qué ente ("verdad" o "falsedad") se refiere
una cierta proposicién? Esto busca su respuesta en la-

Semé&ntica.

En base a lo anterior podemos responder a la -
pregunta que da tftulo a esta seccifn. Decimos que se-

tiene una semfntica cuando se tiene un procedimiento pa

ra relacionar enunciados con los entes "verdadero" o -
“falpo”, es decir, con lo que ellos denctan. Aclaremos

esto Gltimo con el siguiente esquema:

(Intensién)

(Extensién o
denotado)
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Si entendemos a los simbolos como los "nombres”
de objetos, diremos que los objetos constituyen la exten
8i6n, el significado o el denotado de los simbolos. Aho
ra bien, Frege, en su "Teorfa del nombre" aclara que el-
denotado (significado) de un "nombre”™ estf en funcién de
su sentido (de ahf el esquema anterior). En otras pala--
bras, para hablar de la extensién, es decir, el conjunto-
de objetos a que se refiere un nombre, es necesario dar-
un sentido a dicno nombre. Por ejemplo: el nombre "ban-
co” se puede referir a distintos objetos (banco de peces,
banco para sentarse, banco como institucién, etc.) mien--
tras no se le asigne un sentido. Estos objetos constitu
yen el denotado del nombre "banco®. Otro ejemplo: nom--
bre: "nGmero par”; sentidoy "ser mGltiplo de dos"; signifi
cado: {2, 4, 6, B, ........}.

Lo anterior es bastante general. En nuestro --
caso los gfmbolos o "nombres" ser&n las proposiciones. -
El sentido de las mismas estari dado por las relaciones-
de los conectivos l1l6gicos y el significado o extensifn -
estarf formado por los entes "verdadero" o "falso". En-
otras palabras, para Frege, los enunciados o proposicio-

nes son los nombres de los entes existentes "verdad" o -

"falsedad".
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En resumen, diremos que tenemos una semintica-
cuando tenemos un método para asignar a las proposicio-
nos o enwiciados el predicado "verdadero” o el predicado -
"falso". Para un estudio mfs detallado acerca de cémo-
hacer euste tipo de asignacifn se puede ver "Introduction

to Mathematical Logic" de Mendelson en su Capftulo II.

En nuestro caso, con lo que expondremos de =--
Carnap y Bar-Hillel se tendr& una semintica para la cla
se de proposiciones de la Légica clésica. Carnap y ---
Bar-Hillel basaron su teorfa de informacién semfntica -
en definiciones lo sufucientemente adecuadas para que -

en ella se reflejara la LSgica clésica.
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C. ACLARACIONES GENERALES. LENGUAJES L:

A partir de esta seccifn empezaremos el desa--
rrollo de un modelo de informacifn semSntica para la L8
gica Cl8sica. Primeramente vamos a suponer que nuestro
universo de proposiciones est& inscrito en un lenguaje-
de tipo L; . Un lenguaje de este estilo se caracteriza
por tener un nGmero finito de constantes y letras predi
cativas unarias. Tiene adem&s los conectivos usuales -

de la L6gica clfésica y a los paréntesis.
w
lh "{plp PZ' ees P' H cl' CZ' cee Cn:N,V, '.:'a 3 ), ( }

Los'P; son simbolos para referirse a letras pre
dicativas de aridad uno.

Las'cz son sfmbolos constantes para referirse a

individuos.

o, vy 0 ed'son los sfmbolos para la negacién,
disyuncibn, conjuncién, implicacién y --
equivalencia respectivamene.

LW X

(, ), son los paréntesis izquierdo y derecho res
pectivamente.

En los lenguajes ﬁﬁ no existen variables ni --
cuantificadores. Sin embargo, esto no afecta mucho su -
poder expresivo. Podemos hacer el estudio de las propo-

siciones de la L6gica clfsica pens&ndolas dentro de un -
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lenguaje L; sin afectar de ningGn modo la clase de teo
remas que se obtienen en L8gica cl&sica que es‘en glti-

ma instancia en lo que estamos interesados.

Las reglas para formar expresiones con sentido,
es decir, f86rmulas bien formadas ( £ b f ) en estos len-

guajes quedarén claras después de lo siguiente:

En un lenguaje Ln

, tenemos las siqguientes de-

finiciones:

a) Proposicifn atSmica es una expresién del es
tilo "Pa” (a tiene la proriedad P), donde
“P”es una letra predicativa y "a" una cons--
tante individual,.

b) Una Proposicién bfsica es una proposicién -
atémica o su negacién.

¢) Un Q-Predicator es una conjuncién de las -
letras predicativas en la que cada letra -
aparece negada o no negada, y no ambas co--
sas.

d) Una Q-Predicator Completo es una expresifn-
"Mc" donde’M'es un Q-Predicator y°c“una cons
tante.

e) Un State description (descripcién de estado)

- ~
es una expresidn Mlc1 . Mzcz s e -Mncn don
de cada'M; es un Q-Predicator y las®c/ son -

las n constantes del lenquaje,
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Podemos pensay a los lenguajes L: como repre-
sentaciones de "mundos” en los que s8lo hay n individuocs
Y 7v propiedades bésicas que le pueden acontecer o no a -
los individuos. Un Q-Predicator nos dice en qué estado-
(acontecer o no acontecer) se encuentran las ¥ propieda-
des en un momento dado. Un Q-Predicator completo nos di
ce el estado que guarda un individuo respecto a cada una
de.las propiedades. Un State description nosg dice el -
estado o posicidn que guarda cada uno de los individuos
respecto de cada una de las s propiedades, en otras pa-
labras, un State description se puede interpretar como -

la representacién del estado total del "mundo" en un mo-

mento dado.

Los predicados moleculares se forman a partir-
de las oy letras predicativas con ayuda de los conecti--
vos 16gicos como es usual en las definiciones resursi--
vas de formacifén de f6rmulas bien formadas en los Tex--
tos de l8gica. (ver por ejemplo Mendelson "An Intr. to
Mathematical Logic"). An8&logamente se forman las propo

siciones moleculares a partir de las at8micas.

TEOREMA 1.- En un lenguaje L: tienen lugar:

a) El nGrero de proposiciones atfimicas es ®'n =g
b) El nmero de Q-Predicators es 27 k
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c)E:lnﬁtemdeStateDescriptiaxsesz=23=2"n=k"

DEMOSTFACION:

a) Como en ﬂ: hsy w letras predicativas, n constantes-
y las proposiciones atfnicas se forman con una letra
predicativa y una constante, se sigue que puede haber

wn distintas propoeiciones at8micas.

b) Un Q-predicator es un arreglo de W lugares ==-=--=—~-—
Pl P;... ﬁ; en el que cada Pl es P, 6 ~P,. De modo
que el problema se reduce a encontrar las posibles -
formas de acomodar dos objetos tomados deW en W, -

es8 decir, OR;' = 2'

¢) Los State Descriptions se pueden rensar como arre---
glos de n lugares (un lugar para cada constante) en-
los que en cada lugar puede aparecer un Q-predicator.
De m&nera que el problexra se reduce a.acomodar ﬂr -
elementos (los Q-Predicators) tomados de n en n. Por
tanto hay (2")® = 2" = k™ = 2z state Descriptions.

Q

Supfngase gque estamos interesados en realizar un cen
80 en un cierto pueblo X donde s6lo viven tres habitan-

tes y yue s6lo nos interesa conocer si los habitantes son
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hombres o mujeres (no hombres) y si son viejos o j6venes
(no viejos). Designemos los tres individuos por a, b, ¢
y las propiedades H,~H, J~J para hablar de hombre, mu-

jer, joven, viejo,respectivamente. El lenguaje adecuado-

2

para hablar exhaustivamente de nuestro censo es l.3.

Lg-tH'J, ‘.b'c; ~‘6'vl=.9, (l)"

Ha, Hb, Hc, Ja, Jb, Jc, son las proposiciones at8micas de
L§ (son nTr=3 x 2 ).

HeJ, Hawl,asHeJ,~mHewr J son los Q-predicators (son -~---
f-zzq)

(HeJ)as (M H*J)be(H*J)c e8 un state description. (La lis
ta total de 2""-22'3;26-32 states descriptions aparece

en la figura 1).

Notacién:
i) En lo que sigue utilizaremos las letras“X,"s’ ¢c’... -
para referirnos a fhf. Para decir que A es una fbf-

1691cament'e demostrable en la lBgica cl&sica, escri-

(L)

biremos I . Esto significar8 que A es una fbf-

que vale en la L6gica cl&sica, que es verdadera, que
es una tautologfa de acuerdo a las tablas de verdad-

de la L6gica cl&sica.

(1)"+—¢A" significa A es un teorema de la ILfgica clfsica, es decir,
A es damostrable a partir de ciertos axiamas con ayuda de cier-~
tas reglas de inferencia prefijadas de antemano. "= A" signi-
fica A es lSgicamente vilida; en la I8gioa clésica las fbf -
que son l6gicamente vAlidas son aquellas y s8lo aquellas cuya-
tabla de verdad les asigna V en cada asignacifn de valores de -
Verdad a sus ocamponentes. Los teoremas de Cumpletez y Correc—-
tez de la 16gica clésica nos aseguran que b A Biips A. (Ver -
las referencias de lilwros de l6gica en la Bibliografia).
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En algunas ocasiones escribiremos A en lugar dem~A y
en ocasiones también omitiremos el punto e de la con

juncién, escribiendo AB en lugar de A+B.

El State description que se habfa dado comc ejemplo-

corresponde al nGmero 9 de la Tabla. El nGmero 39 -

de la Tabla corresponde al State description:
(HJ)a<(HJ)be (H J) c,

1.

3.
‘o
5.
6.
7.
6.

10.
i1.
12.
13.
14.

16.
17.
i8.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
2‘.
29.

3.
J2.

s 83 Ry | H.J HW.T H.J #3
‘,b'c - - - 33. b - - a,C
- a,b,c - - 4. a - - b,c
- - .'b'c - 35. - [ o] - l,b
- - - .‘b'c 36- - b - e,C
ab c - - 37. - a - b,c
a,c b - - 38. - - o] a,b
b,c 8 - - 39. - - b a,c
.,b - C - 40, - - a b,c
a,c - b - 41. a b Te] -
b,c - a - 42. a o] b -
. &b - - c 43. b a c -
a,c - - b 4. b c a -
b,c - - a 45. c ] b -
c a,b - - 46. c b a -
b a,c - - 47. a b - [~
a k,c - - 48. a c - b
- a,b c - 49, b a - c
- a,c b - 50. b c - a
- b,c a - 51. c a - b
- a,b - c 52. c b - a
- a,c - b 53. a - b (o]
- b,c - a £4, a - c b
c - a,b - 585. b a c
b - a,c 56. b - c a
a - b,c - 57. C - a b
- Cc "b - 58. C - b a
- b a,c - 59. - a b c
- a “b,c - 60. - a c b
- - a,b c 61. - b a c
- - a,c b 62. - b c a
- - b,c a 63. - c a b
c - a,b 64. - c b a

Figura 1
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D, INFORMACION SEMANT;CA CUALITATIVA.
D.l.~- Condiciones.

Ya habfamos notado antes que el interés de la-
Teorfa de Informacifn Sem&ntica de Carnap y Bar-Hillel-
es encontrar medidas de informacifn para las proposicio
nes de la 1l6gica. En relacién a esto, dada una proposi
cifn, se ocurren a la mente dos preguntas:

1) ¢Cufl es la informaciln que carga la propo-
sicién?

1i) ¢Cu&l es la cantidad de informacifn de la -
proposicién?

En esta seccifén desarrollamos el concepto de -
"Cont" para responder a la primera pregunta. El "Cont"
de una proposicién se interpreta como la informacifn de
la proposicién, como la informacién cargada por la pro-
posicién, su cgntenido. Cont, por tanto, serf& una medida
de informacién cualitativa de una proposicién. En la -
seccién siguiente se desarrollarén dos conceptos (cont-
e inf) para asignar una medida de informacifén cuantita-
tiva a las proposiciones de la l6gica cl&sica. Con esto

dltimo se tendr& la respuesta a la segunda pregunta.

El desarrollo que seguiremos para llegar al con
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cepto de Cont ser8 el siguiente: primero diremos qué -
condiciones de adecuacién a los teoremas de la Lbgica -
cl&sica deberfa cumplir un concepto (In) que pretendiera
medir la informacién cualitativa de una proposicién. En
base a esto se demostraré&n ciertas propledades de dicho
concepto para llegar finalmente a la formulacién precisa

del concepto Cont y sus propiedades.

Cuando afirmamos que tiene lugar A>B, entende
mos que A afirma todo lo que puede afirmar B y tal vez-
mEs. Esto nos conduce a pensar que A nos informa m&s -
que B, que A tiene toda la informacifr. que nos puede -
dar B y tal vez mSs. Parece también intuitivamente =~
claro que la informacién con que una proposicifn B exce
de a la informacién de una proposicién A es la informa-
ciﬁq conjunta de las proposiciones A y B menos la infor
macién de la proposicién A. Supongamos por un momento -
que "In(A)" significa "la informacifn cargada por la pro
posicién A", la discusifn anterior nos lleva a que "In"
debe cumplir las siguientes:

CONDICIONES:
I) In(B) € In(A) sii FH ADB

11) In (B/A) = In(A*B) - In(A) = In(A-B) N (In(a) €

"In(B/A)" debe leerse como "la informaciébn en -

que B excede a la proposicibn A", "la informacién de B -
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relativa a A", "la infQrmacién de B dado A". Obsérvese
que de acuerdo a estas condiciones nos vemos obligados-
a medir la informacifn cualitativa de una proposicibn -

en forma de conjunto (0 de clase en su caso).

Las condiciones I) y II) encierran en s{ mis -
informacién de la que aparentan. En los teoremas si---
guientes veremos las consecuencias que se siguen de acep

tar tales condiciones.

Supongamos que k es la clase cuyos elementos -
son las In-clases, es decir, las clases que son medida-
de la informacién cualitativa de las proposiciones for-

madas en los lenguajes ﬂ: .

TEOREMA 2.~ Si "In" cumple con las condiciones I) y II)

se tiene:
a) In(A) = In(B) gii VTR« B
b) In{A) = la mfnima clase de k(l) sii , A
c) In(A) = la m&xima clase de k(l) sii A es l6gicamente-

falsa (A es una contradiccién).

d) In(B)C In(A) (contenstén propia) sii b= ADB Yy -~----

”&}B::A

(1) Por clase mfnima de k entendeioe una clase que estd incluida-
en todos los miewbros de k. Por clase mSxima de k entendeos
una clase que contiene a todas las clases de k. las clases -
mfnima y mixima de uwna clase k puaden coincidir con la clase-
vacfa y la clase total (del tipo correspondiente) respectiva-
nente pero €sto no sienpre es asf).
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e) Clase minima de kC In(A)C clasec mixima de k sii A es

factual(z).

£) In (AVB)CIn(A)C In(A-B).

DEMOSTRACION. -

a) In{A)=In(B) sii In(A)FIn(B) y In(B)EIn(A)
sii FBPA y ¥ AdB (Condicibn I)
sii — Ae»B (reglas de adjuncibn y simplifica
cibn)
b) =)) Supongamos que In(A)= la minima clase de k
entonces, para cualquier fbf B tenemos In(A)SIn(B)

entonces, para cualquier fbf B tenemos ¥ .B»>A

En particular para B=B y para B=~B tenemos

b BOA y b~ BOA (1)
Por otro lado sabemos que b Bv~B.

Y que = (C3E) a[(DaE) o ((CvD)SE) ]

Tomando C=B, D=~B, E=A tenemos que

b, (BaA} o[(~B3A)D ((Bve B)IA) )

A partir de (1), (2) y \—-‘BV~B obtenemos que kA

(=) Supongamos ahora que b A
entonces para cualquier fbf B se tiene ¥ BoA

entonces para cualquier fbf B In(A)gIn(B)

(2) Una proposicifn A es factual 8i no es tautologfa ni ocontradic-
cifn. Tambifn sc les acostumbra llamar contingencias, proposi
ciones l6gicamente indetenminadas, proposiciones sintBticas, -
etc. Se caracterizan porque en la Gltima columa de su tabla
de verdad existen al menos una V y una F,
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entonces In(A) es la minima clase de k.

c)=p) Supongamos que Il.\(h) = la clase méxima de k
entonces para cualquier fbf B In(B)G In(A)
entonces para cualquier fbf B (rrA>B
En particular para B=B y B= B le~tiene
Y A®B yteAD> ~B (1)

de ahf que {(qNBD ~A Yy |3 B>~A (por la ley de contra
puesta).

A partir de estas dos (ltimas expresiones y con ayu-
da de 3BV ~B obtenemos \3~A. Esto significa que
~ A siempre se toma el valor de V en su tabla de ver-
dad. Por tanto A siempre toma el valor F. Por tantc

A es l6gicamente falsa.

q Si A es l6gicamente falsa, tenemos entonces que A
entconces para cualquier fbf B tenemos que V3 BD -wA
en particular para B= ~B también tenemos que
para cualquier fhf B tx~B> ~vA
luego entonces para toda fbf B se tiene ¢ A>B
entonces para cualquier fbf B, InBGInA

entonces In(A) es la clase méxima de k.

d) =) Supongamos In(B)c In(A) (contensibn propia), enton--
ces In(B)gIn(A); de ahi que ¥ A>B.
También el suponer In(B) €In(A) implica que
Existe w ¢« In(A) tal que w¢ In(B)
es decir, no es cierto que In(A) GIn(B)

Por tanto W BoaA.
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&3 Ahora supongamos que ¥, ASB y W BoA
esto significa que InBLInA y que no es cierto que -
In{A)&In(B)
entonces In(B)EIn(A) y existe weIn(A) tal que wf In(B)
entonces In(B)EINn(A) y In(A)¥In(B)

por tanto In(B)CIn(A)

e)*) Spypongamos que clase minima de keIn (A) € clase mixi-
ma de k.
clase mInima de kcIn(A) implica
que clase minima de k¢In(A) y de ahf que ;A (por b)) .
In(A) € clase mixima de k implica que In(A)¥ clase méxi
ma de k y de ahf que A no es una contradiccién (por c)) .
Por tanto como A no es ni Teorema (y por tanto l6gica--
mente verdadero o tautologfa) ni contradiccibn, conclui

mos que A es factual.

d Supongamos ahora que A es factual

" entonces en la tabla de verdad de la proposici6n A hay
al menos un renglén donde A es verdadera y otro donde A es
falsa
entonces A no puede ser contradicciébn y A no puede ser
tautologfa
entonces de acuerdo a b) y c) tenemos el resultado que

espcribamos, clase minima de KcIn(A)C clase m&xima de k.
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f) Como sabemos que en l6gica cl&sica se tienen los -
Teoremas
ASAVB y A*BOA (leyes de adicifin y slu’liﬁcaci&\ respectivamente) ,
tenemos entonces ¥, AD(AVB) y ¥ (A*B)DA
es decir, In(AvB)CIn(A) y In(A)CIn(A°B)
esto dltimo nos da In(AvB)EIn(A)SIn(A+B).
o

Este teorema nos aclara las propiedades que de
be cumplir el concepto que tomemos como medida de la In-
formacifn que tiene una proposicifn. Parece ser que por
el momento no habrfa mucha disconformidad si pensaramos
en definir el concepto de Informacién cualitativa de una
proposicién como el conjunto de proposiciones que dicha-
proposicién implica. Esta idea parece ser la m&s adecua
da, pero el problema surge al tratar de encontrar dicho-
conjunto, pues para ello se debe tener bien precisado -
el concepto de "implicacién” y como se ver& después, la-
implicacifn “generada® por las tablas de verdad (implicg
cibn clésica) no resulta muy adecuada para el sentido que
el término tiene en su uso com@in. Por otro lado, para es
pecificar el conjunto de proposiciones que una proposi--
cifén implica es necesario tener un cierto universo de don
de se tomen dichas proposiciones, para lo cual la proposi

cifén debe estar escrita en un cierto lenquaje previamente
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especificado para a partir de ese lenguaje crear el univer-
80 de proposiciones posibles .Esperamos que ésto Gltimo sir
va como justificacién para la introduccién de los lenguajes
ﬂg’. Nuestra tarea inmediata es utilizar éstos lenguajes pa-
ra definir a partir de ellos el concepto cualitativo de In-

formacién de una proposicibn.

D.2. CONCEPTO Cont y SUS PROPIEDADES.

Empezamos con dos definiciones:

DEFINICION 1

En un lenguaje ﬂ:ﬂ R(A) es el rango de la proposicifén A y

R(A) = {z/z es state description yV¥— z:A}

DEFINICION 2 «

Un elemento de contenido es la negacién de algun state -

descripticn.

. A los elementos de contenido, los simbolizamos con -
las letras E, ¥ llamamosVe a la clase de todos los elemen

n elementos.

tos de contenido. En U:', ésta clase tiene 2

Es claro que hay una correspondencia biunfvoca entre
los state descriptions y los elementos de contenido. Asi
por ejemplo, al estate description (HJ)a ¢ (HJ)b ¢ (HJ)c de
nuestro lenguaje Lg , le corresponde el elemento de conte-
nido ~((HI)a*(HI)b*(HI)c)= (HvI)a v (HvI)b v (Hvd)c

Un state description nos informa el estado total del
universo en un momento dado. Una proposicién A nos dice -

que el estado del universo es uno de los Z¢ R(A). Si llama

mos Vz a la clase de todos los state descriptions, vemos
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que A nos dice que el estado del universo no es uno de los
z(\/znn(h). Por tanto,.si sucede A, se tiene que para los-
Z tales que ZCVZ-R(A).- Y AD~Z. Esto es claro, pues si
Z no esta en el rango de A, 2 no puede implicar a A, de ah{
que Z implique a A A. De 8sto Gltimo se sigue que A impli-

que a v 2. Veamos &sto formalmente:

TEOREMA 3
Sea zc\lzy A una proposicién cualquiera de L;r, entonces
= 25A 0 FgZ2oAA

DEMOSTRACION

Podemos pensar que Z = H1Cf ...'Mncn

donde las M, son Q- Predicators y las C, son las n constan-
tes del lenguaje. Sin perdida de generalidad podemos supo-
ner que Z = pi.pi .%

donde las Pi son proposiciones b&sicas que ocurren en 2.

Las pl son proposiciones atSmicas o negaciones de proposicio
nes atémicas, segun aparezcan en 2

Es claro que una asignacibn de valores de verdad a las v n
proposicicnes atbmicas que aparecen en Z, asigna V o F a -
cualquier proposicifn A.

pado 2, tenemos, asociado a Z, una asignacién v tal que

\' sl x,es un conyunto que aparece en~Z co-
v(xi) = mo p*oposiciGn atémica.
F en otro caso (1)

(1) Esta valuacifn v no es Gnica en gencral. Recuerdese Que pars ver
qué valor tama una tOrmulAa bajo una asignacitn, solo es necesario fi
jarse en los valores de la asignacifn para las letras que aparecen -
on la f6rmula.
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A si A toma el valor de V con la valuacién v
Sea A' =

~) si a toma el valor F con la valuacibén v
Probaremos que ZV¥r— A
Una vez probado esto, tendremos, aplicando el teorema de

1a deduccibn, b z2A’.
Haremos la prueba por induccibn sobre la formacibn de A

n=0 A=p
donde p es una proposicibén atbmica.
Es claro que en 2 aparece p O aparece s p
si p aparece en Z como conyunto, es ffcil ver con simpli-
ficacibn que Z ¥ p

si ~p aparece en 2 como conyunto, es fScil ver también-

que Z ¥ mnp

H.I supongamos que si A tiene longitud menor que k, 2 {— A’

~B

n=k A= B3C

Caso 1 A=~B

Si B es V bajo la valuacién v, A es ¥, B'=B, A'=~A
por H.I a B, 2V B.. ZP=~wn B, pero ~ o~ B=A'

si B es F bajo la valuaciébn v, A es V, B'=nB, A'=A
por H.I a B, z¥— A B.. 2+— A pues A'=ruB

Caso 2 A=BDC

Por H.I se tiene que ZV— B' y z}y— C'

si{ B es F bajo la valuacién v, A es V, B'=w~B, A’ =p
por H.1 a B, zF—¢~B y por tanto Zb—; BDC debido a la

tautologfa "B (B2 C)

si C e8 V bajo la valuacibébn v, A es V, C'=C, A'=A
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por H.I. a C, ZppC y ., 2y, B>C por la Tautologfa Co (B=>C)
s8i € es Vy C es F bajo la valuacibén v, A es F, B' =B, C’=nC,
A=A
Por H.1 a By AC, z¥byB y zbsnC. .2~ (B5C)
debido a la tautologfa BOD(aCDa (B2C))
Por tanto tenemos z}—;Af como querfamos ver.
a
Obsérvese que el "o" deV¥=, ZDA 6 b= 2D~AA
es exclusivo, pues si fuera el caso que para algGn zt.‘fz
b= 22A y y— 2o~/ A, se tendrfa b— ZDA-~A
Yy por tanto b= AvavAD N Z, y de ahf VY2 AZ. Pero esto no
es posible porque siempre es posible dar una valuacidn que

naga F al elemento de contenido rv 2

LEMA 1.

Sea d-zlv,,,vzm la disyuncifén de todos los state descriptions
Entonces b— d

DEMOSTRACION.

Supongamos \-/:d. Existe una valuacibén v tal que asigna F a

cada zZ; . En particular asigna F a 21’
Supbngase que Z,=p," - .. g T

Como en d aparecen todos los state descriptions, existe j tal

que zj=p'1° )

[

p, 8L v asigna V a p
= i i
b4 pi =

~Py si‘v asigna F a Py




es claro por la construccidn, que v asigna V a p& y por tanto

v asigna V a zj. Por tanto no es cierto que v asigne F a -
cada state description.

Por tanto l—" d

TEOREMA 4.
Para cada elemento de contenido E, ¢ \le
a) Ei es factual

b) si Bi" Ej cntonceoi—-‘sivl-:j
c) la conjuncién de todos los E; es l6gicamente falsa

DEMOSTRACION.

a) l1 es factual es equivalente a demostrar que zi‘cvﬁi es factual.

Haremos ver que los state descriptions son factuales.

8i zl-ulcf ...‘uncn es un state description, en cada M,

aparece una letra predicativa negada o no negada, de aht
Qe ning(n Mc, pueda ser equivalente a una contradiccibn, -

por tanto ningGn z1 es equivalente a una contradiccibn.

Por otro lado, z1 tampoco es equivalente a una tautologia
pues, si asf fuera, cada Mici tendrfa que tomar el valor-

de V bajo cualquier asignacibn. Pero esto s6lo se darfa-

A\

si llic1 fuera equivalente a una tautologia del estilo -~

Pc1 v AoPci. Pero esto es imposible por la construccibn-

de los Q-predicators




b)

c)

. E, = M,c, V... vMc
Supongamos que .E; ¥Ej y que { 1 171 nn

Ej - Nlcl V ese V Nncn
Para que Bi Y Ej sean distintos es necesario que para
algGn k, M, sea distinto de ﬁk, pero como ambos tienen
las mismas letras predicativas, son distintos s8lo si
en alguno aparece una letra predicativa p y en el otro
aparece ~pD.

Si reacomodamos E, y Ej tenemos

Ej = Ne, v, v oo N _jop y VE 16V eee N
Es claro que ﬁkck v ﬁkck es verdadera siempre debido
a la letra que comparten Nk Y "k' pues en una aparece

la letra no negada y en el otro aparece negada de modo

que la tabla de verdad siempre dar8 V.

Por tanto E vE dar8§ siempre el valor de V en su ta-

1773
bla de verdad. De ahf que &—;siij

Sabemos que cada E, es la negacifn de un state descrip-

i
tion zi.podemos poner sin pérdida de generalidad que

Eg=r2y

sea d=mE; V ... VNE (m=fn)

d-~~zl V ss¢ V ~~Zm

dszl v L J v zn
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d es una tautologfa (por el lema 1)
sS.~md es una contradiccibn
Pero md=E,*E; ...°E o+ la conjuncién de los E; es 16-

gicamente falsa.

Q
LEMA 2.
V<A sit Vzt,vz(\-—‘-z:n)

DEMOSTRACION.

‘) Si |—‘A, es fécil ver que para cualquier z,|—-—‘ ZOA
debido a la tautologia AD (ZD>A) y al modus ponens.

@’ siVze Vz(t—.z:m. tenemos entonces que si Z,,...Z son

todos los state descriptions,
HZIDA' '—"zzbl, LN ) 'hzm=A

pero entonces |--‘z1v. ++VZ DA
y por tanto F—;A debido a modus ponens y al lema 1
a
Podemos afirmar que un state description es la-

proposicién factual més fuerte, dice lo miximo que se pue
de decir de un universo dado sin llegar a informar lo que
informa una contradicci16n. Nos informa el estado que -
guarda cada individuo con cada predicado. Por otro lado,
un elemento de contenido es una de las proposiciones fac-
tuales mAs débiles, dice lo minimo aque sc puede decir de

un universo dado sin llegar a informar lo quec informa una

tautologfa, es decir, nada.
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EJEMPLO 2.

El state description (HJ)a*(HJ)b+(HJ)c nos informa lo ~

m&ximo del universo Lg, pues nos dice el estado de cada

miembro respecto a los predicados. El elemento de conte-
nido correspondien€e:

(Hvd)a v (Hv3)b v (HvJd)c

casi no informa nada acerca del estado de los individuos

respecto a los predicados, pues s6lo dice que el indivi-

duo puede estar bajo alguno, algunos o todos los predica

dos
Gréficamente podemos representar la discusién an

terior:

Tautologias ‘;l no informan -

Elamentos de informan lo mfnimo
Entre las . ocantenido féctioo INFORMACT
proposiciones N
Factuales State informan 1o miximo

. L descriptions f&ctico
Contradicciones informan todo T

Llamemos /\e a la clase nula de \fe.

Un state description nos informa el estado total
del universo en un momento dado. Una proposicibn A nos -

dice que el estado del universo es uno de los Z&R(A)., -~
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Si ztau\) entonces Z no puede implicar a A y por tanto,

por el Teoram 3, £ implica amA. De ahf que A impliquenz
para 2 R(A). A este conjunto de elementos~Z es a lo que
llamaremos el contenido o informacién de la proposicifn A,

es decir, aquello que A * implica”.

DEFINICION 3.
El contenido de informacibn de la proposicién A es
Cont(A) = { ~z/2€ V, vy ZE€R(A) |

= {~z2/ A3z y ze V|

Resumiendo: hemos establecido que dada una proposicién A,
R(A) es el conjunto de state descriptions que implican a
A y que el contenido de A, Cont(A), es el conjunto de ne-
gaciones de state descriptions que no implican a A, en -

otras palabras, aquello que A implica.

G T~ Eene )

State descriptions Elementos de oontenido
(negaciones de state descriptions)

TEOREMA 5.
a) Cont(A) -I\e 811 A

b) Cont(A) =V _ 8ii A es contradiccibn
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c) Aec Cont:(l\)c".\"e -s1i A es factual

d) Cont(B) G Cont (B) sii \—;_A:B

e) Cont(A) =Cont(B) sii | A€dB

DEMOSTRACION.

a) Cont(A) = Ae significa que

b)

vz e Ve /—A> ~z} es la clase nula

sii para cada A~ 2 ¢ Ve se tiene que no es cierto\-—‘asv\az
sii para cada 2¢ Vz se tiene que no es cierto que YDA
sii para cada z¢ Vz se tiene que l-;zsa, (por el teorema 3)

sii F— A por el lema 2.

Cont (A) = Ve significa que {NZCV./Q—-;A: ~ z}-Ve
sii para cada ~3z¢ Ve ge tiene |——-‘A:! ~ 2
sii para cada z€V, se tieneb— 22> ~A

sii b= ~ A (por el Lema 2)

sii A es una contradicci6n.

Supongase I\e € Cont(A) = Ve

existen %, € Cont(A) y zzcve tal que 22¢Cont(A)
existe 2z, tal que A2, y existe z, tal que hﬂ‘hszz
existe 2, tal que pzNZ DA y existe Z, tal que h‘;AQZz
existe 2, tal que h‘-‘NZIDA Y existe 7, tal que w--‘;A::z2
(ésto debido a que mnZ,€ V. y al Teorema 3)

por tanto hay una valuacibn que hace V a mz1 y hace F a A

y hay una que hace V a A y hace F a Z,. .':A @s factual




d)

e)

3s8.
Supongase que A es factual
entonces b/cA y A ro es contradiccién

entonces, por a) y b),se tiene que Cont(A)#Ae y cOm:(l\)y!\{a
por tanto A. € Cont(A)C Ve

Suponqmﬁos Cont(B) & Cont(A)

VzeV, (zc cont(B)=) z¢ Cont(r))

VzeV, (= B2 = y—AaD2)

VzeV, (r5(B22) 5 A22))

V2oV (F(~2D aB) D (2 D))

Vi<V, (ka2 (~BD AR)),

(ésto debido a la tautologfa ((ADB)> (A>C))> (A:(B:C)fl)

VeV, (- ~zo (asB))

Pero recuerdese que 2 € V. sii ~z¢;\’z

por tanto, tenemos que todas las negaciones de los elemen-
tos de contenido, es decir, todos los state descriptions

implican ADB .. b= ADB (por el Lema 2)

sup.—A DB y sea Z¢ Cont (B)

se tiene entonces que b—; B> 2

pero entonces por transitividad se obtiene H;AD2
y de ahf que 2¢ Cont (A)

como § es arbitrario, se tiene que Cont(B) € Cont(A)

Cont (A) =Cont(B) sii Cont(A) € Cont(B) y Cont(B) € Cont (A)

811 F<-BDA y b ADB sii F{ACB
D

(1) Este Teorena es el reciprooco del axiara A3 de Mendelson (Autodistribucifn)
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El inciso d) del teorema anterior nos asegura que -~

Cont es un buen explicatum para el concepto In de que --

habfamos hablado antes, es decir, si In(A) es la infor--

macién cargada por la proposicibén A entonces, la defini-

cibn de Cont(A) es una buena definicifén para explicar el
significado de In(A).

En el siguiente lema, mostramos algunas propiedades

de R(A) que nos ser&n de utilidad posteriormente.

LEMA 3.
si K ={~z/1 ¢ R(M}, entonces
a) R(mA)=V,
b) R(AeB)=R(A) N\ R(B)

= R(A)

c) R(AvB)=R(A)V R(B)
d) R(a.-B)=R(A) A K(B)

DEMOSTRACICN.
Para simplificar la notacidén, implfcitamente suponemos -

que los Z recorren el conjunto Vz

a) ZeR(~A) 81 2e {2/ 2>~ )
sii ze {z/W~25A)}
sii z¢ WV,  y Z¢ R(A)
sii g¢ (V_ - R(A))
b) 2 R(A+B) sii z¢ {z2/y— 2>a-B)
sii ze {z/vzzon y — zo8}

(€ste Gltimo s8ii debido al teor. de la deduccifn, simplifi
caciébn y adjuncién)

sii z¢ {z/+— 2>} 6 {2/ <228}
sii 2¢ R(A) N R(B)
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c) 2« R(AvB) sii z ¢{2/V— 2> AvB}

sii 2¢ {2/t~ 22 6 v 208}
(«d) S1 ¥ ZDAVB y b/ 2DA entonces,— 2D (mADB) y
<23 ~A y por tanto \—; z DB.
¢JFécil debido a t— A D (AvB) )
sii z€ {2/ 22}V {2/ z258)
sii 2¢ R(A)V R(B)
d) R(A*B)= {~v2/z¢ R(A*B)}= {~Z/}— 22 A-B}
= {nz/b=zoA y }—fz >B}
= {~2/vz228) N {~2/ 45208}
= R(A) O R(s)

TEOREMA 6.
a) Cont(mA)=(Cont(A))*
b) Cont (AvB)=Cont (A) N\ Cont (B)

¢) Cont (A*B)=Cont (A)\ Cont(B)

DEMOSTRACION,
Tomando como base a R(A), el rango de A, definimos antes
R(A) como el conjunto de las negaciones de los miembros-
de R(M). Por tanto K(A)g Ve . Mis adn, Cont (A)=R(-ua) (1)
a) Cont(~M=F(~~A)-=§'(A)={~Z/b-—-‘z: A}

-{N 2/bf 2> ~A} (Teorema 3)

={NZ/H;A3 vz}

=(Cont (A))®
b) Cont (AvB)=R( ms(AvB))=R(mA* AB)=R(~ A)N R(~ B) (Lema 3)

=Cont (A) 0} Cont (B)

(1) R(~vA)= {Nz/z :)mh} = @Z/A:Mo z}: Cont (A) .
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c) Cont(A*B)=Cont(m (~Av~B))=(Cont(~ Av ~B) )€

= (Cont( ~A)M Cont (~B) )€
=(Cont (~A))* U (Cont (~B) )¢
=Cont(m ~ A) VU Cont(~a B)

=Cont (A) U Cont (B) |
o

Este teorema refleja el comportamiento esperado de
Cont. Finalmente definimos Cont (A/B) y damos algunas de
sus propiedades. Interprétese intuitivamente "A/B" como

en el caso de In (ﬁ/B) .

DEFINICION 4.

Cont (A/B)=Cont (A*B) - Cont (B)

Obsérveseque la definicién es buena pues el miembro

derecho tambien es conjunto.

TEOREMA 7.

a) Si b~ A«»B entonces Cont(C/A)=Cont(C/B) y
Cont (A/C)=Cont (B/C).

b) Sil— ADB entonces Cont(B/A)= N\

e

c) Sif— A entonces Cont(A/B)=N\

d) Si b A entonces Cont (B/A)=Cont (B)

DEMOSTRACION
Obsérvese que Cont (A/B)=Cont (A¢«B) - Cont (B)=Coat (A)-Cont(B)
a) sil--‘AHB entonces Cont (A)=Cont (B) (por teorema 5)
Cont (C/A)=Cont (C) - Cont (A)
=Cont (C) ~ Cont (B)

=Cont (C/B)
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Cont (A/C)=Cont(A) - Cont(C)

=Cont (B) - Cont (C)
=Cont (B/C)
b) Supongamos que b— AS>B, entonces Cont (B)& Cont (A)
de ahf que Cont(B/A)=Cont(B) - Cont(A) =,
¢) Supongamos qgue [— A, entonces Cont (A)=p\ ,
de ahi que Cont(A/B)=Cont(A) - Cont(B) -j\e
d) Supongamos que b— A, entonces Cont(A)= A.
de ahf que Cont(B/A)=Cont(B) - Cont (A)=Cont (B)

El inciso d) del teorema anterior, nos brinda un ca-
mino alternativo para hacer la construccién que hemos he-
cho. Pudimos haber dejado Cont (A/B) como primitivo y haber
definido Cont(A) como el caso de Cont(A/B) en que B es una
Tautologlia. Sin embargo creemos mfs conveniente definir -
primero Cont(A) ya que s8lo consta de un argumento, en --

cambio, Cont(A/B) consta de dos argumentos.
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E. INFORMACION SEMANTICA CUANTITATIVA (cont e inf).
El.” FUNCIONES M-PROPIAS.

Al finalizar ésta seccifn habremos dado dos medidas--
alternativas de la cantidad de informacifn. La idea que te-
nemos en mente es la de que Estas medidas reflejen numérica
mente las propiedades del Cont definido en la seccién ante-
rir. Deseamos por ejemplo, que la cantidad de informaci8n de
A, sea mayor o igual que la cantidad de informacién de B, si
A implica B; que la cantidad de informacibn de A sea cero si
A es una Tautologfa; que la cantidad de informacifn de A sea
la mfxima en el caso de que A sea una contradiccifén.

De acuerdo a las (ltimas ideas del pSrrafo anterior, lo
que tenemos en mente es definir la cantidad de informacién -
de una proposicifén como la suma de las cantidades de infor--
macién de sus elementos de contenido. Para lograr nuestro --
objetivo, primero definimos una funcibén que toma valores nu-
méricos y que sistematiza cierfas propledades intuitivas y -
deseables de low state descriptions. En base a &sta funcién,
definirémos el primer concepto de cantidad de informacibén --
cuantitativa. La idea de definir primero la funcibn, es ana-
lizar el comportamiento de los state descriptions y conocer-
asimismo a los elementos de contenido en base a los cuales -
se quiere definir la cantidad de informacién contenida en --

una proposicién.




44.
DEFINICION 5.

Sea m una funcibén numérica que se valua en las propo-
siciones de ﬁ:. Decimos que m_es una funcifp propia si
satisface que para cada A, B, fbf y para cada 2 e Vz:
1) m(Z,) >0

i1) la suma de todos los m(zi) es 1

iii) si B es una contradiccibn, m(B)=0

iv) si B no es una contradiccibn, m(B)= Y m(Z),Z¢ R(B)
v) si zj se obtiene de Z; por permutacifén de algunas &

todas las constantes individuales de zi, entonces
n(zj)-n(zi).

vi) si lj se obtiene de Z, por permutacibn de algunos 6
todos los predicados de Z; entonces m(zj)‘m(zi)'

vii) sl zj se cbtiene de z1 reemplazando las ocurrencias
de cualquier predicado de z; por su negacidn,
-(zj)-m(zt)

viii) ®i Ay B no tienen predicados primitivos en comun,

entonces m(A+B)=m (A)m(B)

TEOREMA B.

a) 0&m(A)g 1

b) m(A)=1 sii b—=A

(c) m(A)=0O 8ii A es una contradiccién
d) 0&m(A)& 1 8ii A es factual

e) si¥—7Z ADB entonces m(A)& m(B)

f) wn(A'B)L m(A) <& m(AVB)
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g) wm(AvB)sm(A)+m(B)-m(A+B)

h) m(A*B)=m(A)+m(B)-m(AvB)
1) m(~vA)=1-m(A)

j) m(AvB)=m(A)+m(B) sii A*B es una contradicci®n.

DEMOSTRACION

4) Sea A una proposicibn, es claro que A, O es una con--
tradiccién 5 no es una contradiccifn. Entonces por --
111) y iv) se tiene que m(A)=0 6 m(A)= Y m(2),Z€ R(A)
Pero el nfximo valor que puede tomar &sta suma es 1 de
acuerdo con 1i). Por tanto 0£ m(A)& 1

b) =bSupongamos m(A)=1 y P4 A
existe 26V, tal que W ZDA  (por el lema 2)
entonces R(A)f\fz
como m(A)=1, A no es contradicciébn (por 11ii))
por tanto m(A)= Y m(Z),2 € R(A) (por 1iv))
pero entonces m(A) &1 (por 1), 1ii) y prque R(A) svz)
lo cual es una contradiccién.
@& Supongamos |—; A '
entonces W Z¢ Vz, b—2z>A (por el lema 2)
por tanto R(A)=V,
por tanto m(A)~ Y‘m(Z) =1 (por 1iv) y ii))

c) = Si A no es co;::radiccién entonces R(A)pAg y por lo
tanto m(A)= Ym(z) # 0
. 36 R(N)
«« m(A)=0 implica que A es una contradiccidén
@Se obtiene inmediatamente de iii).

d) 04 m(A)~)l 81i( b),c) ) A no es teorema y A no es una

contradiccibn sii A es factual.




e) Supongamos - ADB

entonces Yz ¢ NV, .22 (ADB), por el lema 2
entonces V¢ V: ’ sik—; EOA entonco-\-—‘laa
entonces R(A) & R(B)

entonces 2.0(2)2 Z m(Z)
3¢R(B) ZER(A)

entonces m(B) 2 m(A)

£) Como se tiene que F— A‘BoA y|— ADAVB
entonces, de acuerdo a e), se tiene
m(AMB)&m(A) y m(A)< m(AvB)

g) m(AvB)= z: m(Z)
Z4R (MwB)

= E m(2) por el lema 3
2¢R(AWR(B)

e Y mix) + X m(2) - Z n(Z)
R

2aR(B) SSR(ANR(B)

= n{A) + n(B) ~ Z m(2) por el lema 3
Z¢R(A*B)

= m(A) + m(B) -~ m(A*B).
h) obvio a partir de g).

1) mimA)e 2: nig) = E niz) = L om(z) - L m(p)

ZER(~A) 24 (V, -RW)) eV, ZeR(A)
(l1a segunda igualdad es consecuencia del lema 3)
B(WwA)=1-m(A;
3) m(AvB)=m(A)+m(B) sif m(A+B)=0 (debido a g) )

sii A°B es una contradficcibn (por c)).

O




E2. EL CONCEPTO cont Y S8US PROPIEDADES.

De acuerdo al teorema anterior, es convenien-
te dar por fin la definicibn de medida de informacifén -

cuantitativa de una proposicién de la siguiente manera:

DEFINICION 6.
Si A es una proposici8n y m una funcifdn propia
definimos ocont (A), cantidad de informacién semfintica de A

como cont (A)=m(~vA)

TEOREMA 9.

a) cont(A)=1-m(A)
b) cont(~A)=m(A)
c) m(A)=1-cont (A)

DEMOSTRACION.
a) cont(A)-m(rvA)=1-m(A)
b) cont(~A)sm(rvVA)em(A)

c) 1-cont(A)=1vm(~vA)= 1 =(1-m(A)) =n (A)
o

En el siguiente teorema veremos las propieda-

des de cont respecto a 1los conectivos l8gicos.

TEOREMA 10.
a) Ofcont(A) g 1
b) cont(A)=0 sii ¥, A




c) .

d)
e)
£)
q)
h)
1)
1)

48,

cont (A)=1 8il A es contradictoria
O£ cont(A)& 1 8ii A es factual

— ADB entonces cont(A)2 cont (B)
cont (AvB)€ cont (A) & cont (AeB)

cont (AvB)=cont (A) 4 cont (B) ~cont (A¢B)
cont (nv A) =1-cont (A)

cont (AeB)=cont (A) +cont (B) ~cont (AvB)

cont (Ae*B)=cont (A) ¥Cont (B) sii l—-‘ AvVB

DEMOSTPACION.

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Se sabe que O£ m(A)% 1 para cualquier fbf A en particu
lar para A igual a VA ge tiene O&m(~A)£ 1. De aht
que O£ cont(A)£ 1.

Cont (A)=0 sii m(~/A)=0 s8ii 1-m(A)=0 sii m(A)=1 sii f—;A
Anflogamente a b)

O£Loont(A)L 1 811 O m(~A) 1 8ii AsA es factual

sii A es factual.

81—, ADB entonces m(A)& m(B) segGn un teorema ante--
rior, pero entonces 1-m(~vA)£L 1-m(~UB)
de ahf que m(rvA) 2n(~uB)

y por tanto cont (A)aacont(B)

Es consecuencia de e) y de los teoremas }-—‘A?AvB

y FhBOA
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h) cont A)=m(m e~ A)=m(A)=1-m(~A)=1-cont(A)

i) cont (A*B)=m (~(A+B)) =m(~Av VB)
=m(evA)4m(~VB) -m(~V AV B)
=cont (A) +cont (B) -m(~ (AvB))

=cont (A) +cont (B) - ¢cont (AvB)

J) cont(A+B)=cont (A)+cont(B) sii cont (AvB)=0

sii F_avB O

Obsérvese que la demostracién de este teorema
resultd trivial debido a las propiedades de las funcio--
nes propias, de ahf la importancia de haberlas definido-

primero.

También obsérvese que e) no es "si y s6lo 8i";
esto resulta asi porque la funcién m s6lo cumple que si
P—ADB entonces m(A)£m(B), es decir, si se tiene que A
implica a B, entonces la medida de cantidad de informa--
cibn de todo a:;uello que implica a A es menor gque la de
todo aquello que implica a B, pero dejamos abierta la po
sibilidad de tener dos enunciados A y B, tales que

m(A)  m(b) y sin embargo no se de que ¥y A > B.

En secuida vamos a definir oont (B/A), la can-

tidad de informacifén en que B excede a A, para despuls -
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demostrar un interesante teorema que discutiremos en capi

tulos posteriores:

DEPINICION 7.

Cont (B/A)=cCont (A*B) ~cont (A)

TEOREMA 11.

cont (B/A) =cont (ADB)

DEMOSTRACION
Obsérvese que ¥ B&»( AVB)« (A AVB)
Cont (B/A) =Cont (A+B) -cont (A)
=cont (A) +cont (B) ~cont (AvB)mcont (A)
=cont (B) ~cont (AvB)
sCont (AvB) e(~AVB) -cont (AvD)
=Cont (AvB) +cont (~AvB) -cont ((AvB) 7 (~ AvB)) -cont (AvB)
=Cont (A AVB) =Cont ((Aavan) vD)
=Cont (~AVB) pues i, (AvasA) vR

scont (ADB)
o

Obsérvese que en esta demostracifén juega un pa-
pel de primordial importancia el que ~ AVvB sea equivalente

a ADB.

81 un receptor “"ideal”, conoce A y se le entrega

B, entonces su posesibn de informacibn es la misma que si ~-
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en lugar de B se le sntregara ASB, pues se supone que -
pPor ser receptor “"ideal”, sf conoce A y ADB, puede inme--

diatamente inferir B. 8$i \;A>B entonces caont (B/A)=0.

En 1o que sigue obtenemos medidas de cantidad-
de informacibn con el concepto de cont para las proposi--
ciones bisicas y para las formas normales conjuntivas y -

disyuntivas.

TEOREMA. 12.

81 B es una proposicifén bésica entonces cont (a)-—.}-

DEMOSTRACION.

m(BvAvB)=1

de ah! que m(B)+n(~vB)-n(BeevB)=1

por 10 que m(B)+m(Mp)=1 pues B.~B es contradiccibn
2n(B)=1 por vii) de la definicifn de m

-(B)-—-i—-l(NB)
[+ ]

TEOREMA - 13.

Sean Cn una conjuncifén de n proposiciones atémicas con n
predicados distintos.

Dn una disyuncifn de n proposiciones atémicas con n
predicados distintos,

ln y b) cont(hp)= ln

entonces a) cont(Cpn)=1-
' 2
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DEMOSTRACION,

Obsérvese primero que si A y B no tienen predicados pri-
mitivos en comln, entonces de acuerdo a viii) de la defi
nicién de m se tiene m(AB)=m(A)m(B)

Por tanto m(AvB)=m(A)+m(B)-m(A)m(B)

a) Por induccién sobre el nGmero de letras predicativas -

que aparecen en Cn: n=1, Cn=c, c proposicifn atfmica.

1

eont (C.") scont (c) +1- 2

supongamos gque cont (Cpn)=1- ln
2

para nek
para n=k tenemos c.*'cf CgeoCp_1°C," (cf CpeeeCp_y)ecy
cont (Cx)=cont (c,° Cg ++- Cy_y)0cy,
= (nilccey ... 6y y)vmic,)
(0101002 coe ck_,_)’ h(uck) -d-(c,_ Cq oo °k-1’) a(n ck)
=cont(¢,*cy ... ©x.3) tcont(c,)-cont(c, ... Cx-1)cont(c,)

-1-—2%;10—%--(1-;%_—1-)—5— Por hipftesis de induccifn.

S . 1
i = Uik b o
1 1 1 1 o
- + =] ee cont Cn=1
LA R 2
b) Por induccibn sobre las letras predicativas que aparecen en Dn
n=1

Dn-n:ll donde <ll 8 una proposicibn at8mica
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cont (Cn) =cont (dl) -—i—— - ?ll'

. . 1
supongamce©  que cont(Dp)-zn para n k

entonces para n=k tenemos D)_;-divd:v. . ""’k-l"dk
cont (pk) =cont ((4,vd,...vd, _,)vd,)

-contu(vv.(dlvdz. -ova, ) end,)

=contfn (wpy_pna,)]  donde p_=aiv...va,
"R(NMpyg.yt vdy)

n(vp, b (A, )

“miwp, _1)n(na,) pPor viii, ya que wp,_, Ymed,
no tienen predicados en comén

-eontbk_d_)oont(dk)
..;,1‘7!. 4 por hipbtesis de induccién
.1
;i'
o.o cont(Dn)= ln
o

EJEMPLO' 3,
En nuestro L§ se cumple que

cont (Ha v Jb)=cont (Ha v Ja)-_z.lr._}_




-
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1 3
ant(Ha .~ Jb) ‘1-——2— T

2

cont (Ha v Hb)=cont(~Ha v~ Hb)=1~-cont (Ha+Hb)

En este Gltimo ejemplo se ve claramente gue dos
proposiciones pueden tener la misma cantidad de informaci®n-
Yy s8in embargc, no ser equivalentes. Este ejemplo tambi&én -~
nos aclara el sentido que se le da a la medida de la cantidad
de informacibédn a través de 1la funcibn m, ya que &sta s6lo cum
ple que si = A®B, entonces m(A)=m(B), al pedirsele que cum-

pla con las condiciones v, vi, y vii.
DEFINICION 8.

Una FNDO (forma normal disyuntiva 6ptima) es una
Disyuncién clv (:2 Ve.oV C."" es la gque cada C1 es una conjun--
cién de n proposiciones atémicas en la que aparecen n prcd;cg—_

dos distintos y -tal que cada predicado aparece en cada Ci'

Una FNCO (forma normal conjuntiva 6ptima) es -
una conjuncibn D,*D, .--*D_en la que cada D; es una disyun-

cién de n proposiciones at8micas en la que aparecen n predica-

dos distintos y tal que cada predicado aparece en cada Di'

TEOREMA 14.

S1 A es una FNCO y B es una FNDO
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a) cont(A)= B

2n
m

b) cont(B)=1-
on

DEMOSTRACION

a) Induccibn sobre m

m=1

cont(Dl)= i‘ seglGn el teorema anterior
2

supongamos que el resultado vale para m«k

para m=k FNCO=D1-D2 ...-Dk

cont(FNCO)=cont((Df ...'Dk_l)'Dk)

=cont (D} +++*D, _;)+ cont (D, ) ~cont ((Dy ...* k-1 Vi)

pero cont((D] -..*D,_,) v D,)=cont [(D1 VD). D,V ok)]

=cont(a)

= O
pues ¥ a al tenerse que V—‘Div Dk para i=1,...k-1, pues para
que D‘ y Dk es necesario que uno tenga al menos una proposicifn
atbmica afirmada y el otro tenga la misma proposiciébn atSmica

negada.

Por tanto cont(FNCO)zcont(Df.,.'Dk_1)+cont D

k
k-1 1
= + por hipbtesis de induccibn
2" 2"
.« cont (FNCO) = ﬁ como se querfa demostrar
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b) Si B es una FNDO
B-Cl v...va

o]

induccibn sobre m

m=]1

1

cont (B) =cont(C1) = 1= n que coincide con lo que se quiere
2

supongamos que el resultado vale param k

para m=s k a-clv...vck

cont(B)=cont [(C1 V.. .ka_l)vck]
= c:c.'nw.(c1 V ...VC 1)+ cont(C,)- cont [(;1 V..V Ck-l)'ck]

] = .
ahora bien, ct.'»m:l'(c1 V.eeveC ) ck] cont (C,°Cy v ...V ck—fck) =]

puesto que C1° Ckv ...vck_l.ck es una contradiccién, pues en

cada cick aparece una proposicifén atémica y su negacién

por tanto cont(B) = ¢:om:(c1 Veoo Ck-1’ +cont(C,) -1

= 1= k-1 +1- 1, por hipbtesis de induccibn
2" ra
k-1 1,k

=1 T Tl

cont (B) = 1- —,5';‘- como querfamos probar
2
(o]
EJEMPLO. 4.
2
3

En nuestro L, se tiene



1

cont [(Ha'Jb) v ( ~vHa *Jb) v {Ba '~Jb)] = ] --?!- -1
2

pues en una FNDO con n=2 y m=3

cont [(Hav Jb)e (. Hav Jb) e (Hav ~ Jb) ]-:..3: -.%.
2

pues es una FNCO con n=2 y m=3

Pasamos ahora a ver ciertas caracteristicas del
concepto de cont que no son muy deseables, por lo que nos lan
zaremos a la tarea de formular un nuevo concepto de medida de
cantidad de informacifn de una proposicién en la siguiente -

seccibn.

TEOREMA 15.
a) 81 B1 Y Bj con dos proposiciones b&sicas con predicados -
distintos, entonces

cont (leni) - —‘1— -—%—-— cont(Bi)

b) 8i B,/B,,...,B, son n proposiciones bfsicas con n predica-
dos distintos y cm es la conjunciébn de las primeras m de -

ellas (m=2,...,n-1), entonces

1

cont (Bm+1/cm) = —-2—;;-1-

DEMOSTRACION

a) cont(Bj/Bi')= cont (Bj'Bi’ - cont (B,)

=] 1 ; = : -%—l%—-—’:‘—cont(&)




57.

b) Como cl. Bm+1 - Cm+1

cont (Bnﬂ/ C‘) scont (C.: B

m¢1)-cont(cm)

-cont(c-+1)-cont(ct)

=(1- =1 )-(1-1 =1

Q
CONSIDERACIONES.

SegGn la parte a) del teorema anterior, para -
proposiciones bésicas con distintos predicados se tiene que-
cont(Bj/Bi)n-11— cont(Bi) . Esto quiere decir que la cantidad
de informacién en que Bj excede a 81’ es decir, la cantidad
de informacibn de 'j dado By, es la mitad de la informacifn
de B,. Esto no parece razonable, pues si Bj y B; son propo
siciones bésicas de predicados distintos, son "independien-

tes” y por tanto cont(nj/nt) no deberfa depender de B,.

SeglGn la parte b) del teorema anterior se tiene

que para Bl"’Bn del mismo tipo que las B1 Yy B, anteriores:

3

cont (By/Bs B,) = ?1_;{ - +

. R - 1 = 1
cont(B‘/B1 B2 83) ;ITT 16

cont(By/ By* B,*B,°B,)= "}Tf“ '5%’
2

1

cont(Bn/Bl° By - .'Bn_1)= n
2

. o
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Supfngase qué un receptor que conoce 81 Yy 82 re
cibe sucesivawmente mensajes B,, B‘,...,Bn. El teorema dice
que mientras se vaya incrementando el nGmero de mensajes re-
cibidos, la medida de la cantidad de informacifn de recibir-
el siguiente mensaje dado que se conocen los anteriores, ca-
da vez va disminuyendo. Esto no va de acuerdo a nuestra in-
tuicibn, pues si los B, son “independientes” el cont de B, -
dado los anteriores, no debe depender de los anteriores .sino

del mismo Bk‘

Por otro lado se tiene gque las f8rmulas para -
FNCO y para PNDO se acercan hacia O y hacia 1 de una manera-
no lineal y muy lenta al ir incrementando el nGmero de propo
siciones atémicas distintas, pero el incremento de proposicio
nes atémicas distintas si se puede pensar razonsablemente que
crece linealmente,de manera que las férmulas resultan inade-

cuadas.

La discusibn anterior nos lleva a proponer un nue
vo explicatum para el concepto de cantidad de informacifn se--

m&ntica.
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E3. EL CONCEPTO inf Y SUS PROPIEDADES.

Anteriormente se obtuvo que si B ...Bn son pro

1
posiciones bisicas con n predicados distintos:

cont(Bj/Bi) = + cont (B, )

cont (Cn)=cont (B

1l
.-.‘Bn)'l n

«B
1 72 2
En lugar de la primera iqualdad nos gustarfa -

tener un cont' tal que cont' (Bj/ai)-cont'(ﬂj) ya que B, y Bj

son "independientes ¢ para obtener esto se necesita que -

cont' (B{Bj)-‘cont' (81) + cont'’ (Bj) + puesto que asi se tendria

cont' (Bj ,ej) l;f com!'(Bi'Bj) -contv(ai)ccont.'(ai)+cont‘(aj)-conb(ai)
=cont*(B_,) .
3
Esto Gltimo nos da idea de que serfa bueno tener = - - - -

: n
cont'(B, ... B )= ;1 cont(B,), ya que asi la medida de infor

macibn de Cpn crecerfa en la misma proporcibn que el aumento de

1

las Bi' lo cual no ocurre con la medida 1- n due se acerca -
’ 2

muy lentamente a 1.

Para efectos de normalizaciébn vamos a pedir que -
si las B1 son como se ha dicho antes, entonces
cont'(B )=l y cont'(Cp)=n ()

obsérvese que si cont\Cp)=1- ln

2
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entonces ln = 1 -cont(Cn)
2 !

n, 1
de ahf 2 T=cont(Cn)

ntlog(m) (log en base 2)

pero de acuerdo a (*) nos gustarfa qgue n=cont’ (Cn)

de ahf que cont'(Cn)=log (FE%\TTEET)‘

Generalizando, en lugar de Cn pongamos cualgquier
fbf A y llamemos "inf" a "cont'"”, "inf" es el nuevo explicatum

de medida de cantidad de informacifn.
DEFINICION . 9.

S1i A es una fbf

inf (A)=log (1—_?0—:;;1,_—(‘,-)

TEOKEMA 16.

a) inf(A)=-logl1-cont (A))-loq(m)- - log cont(~A)
b) inf(A) = 1og(m%y)- - log m(A)

c) inf(mnvA) = -log cont(A)
d) inf(mA) = -log(l-m(A))

e) 0L inf(A) Lo

DEMOSTRACION
a) inf(A)=log (1—:03%-{-(“) = log (1) ~log{smcont (A)) =—1og (1-cont (A))

=-10og cont ( msA)
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b) inf(A)=log (_I-_—c%e—(—ﬂ)=-log(1-cont(lt)) =-1og m(A) =loq(;-1(m)
c) inf(~A)=-log(l-cont(evA)) ==-log cont (A)

d) inf(~A)=-log m(~mA) =-log(1-m(A))

e) inf(A)=-1log m(A) por b)

sabemos que O£L£m(A)& 1
de ahi que lbm—t‘-r £w
1
como log es creciente 1log(l) log(—-—)—) lim log x
£ m (A XPoo
O£ ~-1log m(A) g

y por tanto c¢) 0% inf (A) o

En seguida daremos més propiedades de inf respec

to a los conectivos 16gicos.

TEOREMA 17,

a) 4inf(A)= O sii VA

b) inf(A)=w sii A es una contradiccién
c) siVvy—_ADB entonces inf(A)ainf(B)
d) inf(A*B)2 inf (A)> inf (AVB)

e) inf (Ae«B)=-l0g cont(as AvA/B)

f) inf(AvB)=-log cont(~A. ~B)

g) inf(A B)=inf (A)+inf(B) s&ii m(A*B)=m(A)m(B) ‘1)

(1) Quando A,B auplen que m(A-B)=m(A)m(B) se dice que Ay B son -
inductivamente independientes.




DEMOSTRACION.

a)

A sii m(A)=1 sii log(mA)=0 sii -log miA)=0O
sii inf(A)=0

b) A es una contradiccién sii m(A)=0 sii log m(A)= -

sii inf(A)ux

c) (por contrapuesta)

4)

e)

£f)

q)

supongamos inf (A) € inf (B)

-log ®(A)£ -1log m(B) por b) del teorema 16.
log-g7Ry 4 109 (aypy)

l o 1
®(AY CBlBY puesto gque log es creciente

m(B) £ m(A)
ahora recordemos que “si — ADB .entonces m(A)g m(B)-

por tanto tenemos que KA~ ASB

como se tiene que hA-B?A Y que Y ADAVB
por c) se tiene que inf(A°*B)» inf(A) y que inf (A)» inf (AvB)

inf (A¢B)=-1log m(Ae¢B) =- cont(~ (A*B))
=~log cont(~VA v AYB)
inf (AVB) =-10g m(AVB) =-log(cont s (AvB)) =-1log cont (asA. ~B)

inf (A*B)=inf (A)+inf (B)

sii -log m(A*B) =-log m(A) -log m(B)
sii log m(A*B) =log m(A) +log m(B)
8ii log m(A+B) =log m(A)m(B)

sii m(A«B)=m(A)m(B)
o]

81 Cn, Dn, FNCO y FNDO ée definen como se definieron

anteriormente para cont se tiene:




TEOREMA 18. 1 63.
a) inf (bn) = log ) = n - log (2"-1)

1-gn
b) inf (Cn) = n
¢) inf (FNDO)=n - log m
d) inf (FNCO)= n - log (2"-m)
DEMOS TRACION

a) inf (Dn) =- log m (Dn) )
=~ log (l-cont (Dn) )
1
=~ log (1-2" )

1 2"
=- log (I___I__) = log (!n:-r— ) = n- log (27-1)
!- n

b) inf (Cn) =- log m(Cn)
=- log (l=-cont (Cn) )
1
=- log (1-1(1-!“ ))
=- log ( wn )

¢) inf (FNDO) =- log (m (FNDO))

== log (l-cont (FNDO))
m
=- log (1- (1- 2"))
mn
=- log ( 2")

= n-log m

d) inf (FNCO) =- log (l-cont FNC)
m
=~ log (1- 2" )
=- log (2%-m )
2"

=n-log (2™-m )
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DEFINICION 10
inf (B/A) = inf (A*B) -= inf (A)

Bajo esta definicidén se puede ver ahora que si Bysr coev B

son proposiciones basicas sin predicados en comun y Cm, es
la conjuncidn de las m primeras Bi:

inf (Bj/si) = 1 = {nf (Bj)

inf (Bm+l/,) = 1 = inf Bm+l
Esto nos hace ver que inf tiene las propiedades que le pe-
dimos a cont' y de ahi gque inf sea tal vez un buen explica-
tum para cantidad de informacifn de una proposicién.

Sin embargo si se tienen varios lenguajes ﬂ: con dis-
tintas n y®, inf no ayuda a esclarecer mucho el sentido de
cantidad de informacidn pues se pueden asignarnumeros muy -
distintos a proposiciones que intuitivamente sean equivalen
tes, s0lo que escritas en distintos lenguajes.

En el capitulo 3y havlaremos nuevamente de la asigna-
cién de medidas de cantidad de informacién a lae proposicio
nes de la 1l6gica.

{Porque los conceptos Cont, cont e inf generan semnti-
cas para el calculo de proposiciones ds la lbgica clasica?

Recuerdese que si se tiene una semntica para un con-
junto de simbolos (en este caso los enunciados formados en
los lenguajes ﬂ: que representan proposiciones de la lagi-
ca clésica ) cuando hay un procedimiento para asignar a los

enunciados los predicados "ser verdaderos” o " ser falso".
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En nuestro caso los tres conceptos tienen teoremas que -
caracterizan a las proposiciones falsas y a las verdaderas,
& saber, cont (A) = 0 siib-A y cont(A) = 1 sii A es falsa,
contradictoria., y los correspondientes teoremas de Cont y
de inf. De manera que cada uno de los tres conceptos, gene-
ra una semfntica para el calculo de proposiciones.

En el capitulo siguiente se haran una serie de obser-
vaciones a 8sta teoria de la informacibn semantica de ---
Carnap y Bar-Hillel para introducirnos en los sistemas de
logica relevante que pretenden ser una mejor formalizacién
del concepto de consecuencia logica que se usa comunmente,
ya que se habra observado que muchos de los resultados has-
ta aqui obtenidos, descansan su validez en ciertas “"verda-
des” discutibles de la 10gica clésica:
si¥= A entonces F_BOA ,

Y As~vA D B,etc.
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CAPITULO IIX

UN CONCEPTO DE INFORMACION SEMANTICA EN BASE AL SISTEMA E.

A. INTRODUCCION.

B. LAS "PARADOJAS"™ DE LA SEMANTICA DE CARNAP.

C. LA LOGICA RELEVANTE. EL SISTEMA E.

D. LA SEMANTICA DE HANSON.
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A. INTRODUCCION.

En este capftulo se expone la construcci8én del
concepto cualitativo de informacién sem&ntica dado por-
William H. Hanson. Dicho concepto se construye de modo
tal que resulte adecuado al fragmento implicativo de --

(1)

primer orden del sistema E de la L6gica Relevante, -

es decir, Hanson parte de que el concepto de consecuen-
cia l6gica reflejado por el sistema E es correcto y en-
base a &1 genera un concepto de informacién seméntica -
(en el capftulo siguiente se har& el tratamiento contra

rio).

Para llegar a la construccién del concepto de-
informacién semfntica de Hanson, primero hacemos cier--
tas objeciones a los conceptos de informacién de Carnap
y vemos que las inconveniencias de dichos conceptos son
el reflejo de clertas objeciones que se pueden hacer al
sistema 16gico en que se basan. En seguida, tomando co
mo punto de partida dichas objeciones a la L6gica Clisi
ca, exponemos de manera muy breve el desarrolio de la -
l8gica Relevante hasta llegar a la formulacifn del sis-
tema E y algunas de sus propiedades. La relacifn de -

consecuencia l6gica del sistema E de la L6gica Relevan-

(1) Por "fragmento implicativo del primer orden del sistema E" en-
tendas el conjunto de fbf damostrables cn dicho sistema que-
tienen la forma A<B y tales que en A Y en B aparoccen so0lamen-
te sfnbolos de oonjuncibn, disyuncién y negacién.
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te pretende rofléjar de manera mfs adecuada el sentido -

que tiene el concepto de consecuencia 16gica en su uso -

ordinario.




B. LAS "PARADOJAS" DE LA SEMANTICA DE CARNAP.

De acuerdo a los conceptos de informacién sem&n
tica de Carnap. se tiene que si T es una tautologfa, la
informacién de T es nula; es cero en el caso de la in--
formacifn cuantitativa y es el vacfo en el caso de la -
informacifén cualitativa. Por otro lado se tiene tam--
bién que si C es una contradiccifn, la informacién de-
C es la total, la m&xima. Resulta diffcil pensar que -

1
el conocimiento de verdades como AAB-B & AvB-»BVA no |
_ nos esté informando nada, o que el conocimiento de AA~A |

\

nos dé& la informacifén de todo. ¢Por qué surgen estas "pa

n(1)

radojas en los conceptos de Carnap?

La idea central de Carnap es buena. El consi-
dera la informacifn cualitativa de A como aquello a que
A conlleva, aquello que A puede implicar en un momento -
dado. La informacién cuantitativa gue considera es sim-
plemente un reflejo numérico del concepto cualitativo. -
Podemos afirmar que la medida cuantitativa de la informa

cién de A es un nGmero que refleja, seg@Gn Ccarnap, aquello

que la proposicifn A puede implicar, de modo que mien-

(1) El tfémino "paradoja" se amplea generalmente de dos maneras: -
a) Para referfirse a una ici6n oontradictoria, es decir,-
a una proposici6n tal que su afinmci6n conduce a la afirma

cién de su negacifn, y viceversa.

b) Para referirse a todo el proceso de razonamiento que condu-
ce a algo contradictorio, por ejem.: paradojas de Russell,-
Richard, etc.

Aquf utilizams el términn entre namillas mara indicar. Gnica-
mante la "no adecuacifin al sentido comn” de lo cue consideraros
comn "paraddjiao”, ue manera gue no nos referimos a ninguno de
los mentidos a) 6 L).
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tras mayor sea dichao nfimero, mayor ser& el nimero de pro

posicliones que A implica.

Ahora bien, si las ideas y definiciones centra-
les de los conceptos de informacibn semfntica de Carnap-
%on aceptados sin recelo, entonces lo que acarrea las -
"paradojas" de que hemos hablado son las herfamientas -
utilizadas en las demostraciones de dichas "paradojas"®.-
Recuérdese que en la demostracién de que la informacién-
de una tautologfa es nula se usa el teorema de la Légica
cl&sica que afirma que si una proposicién es siempre ver

dadera entonces cualquier proposicifn la implica.
(1) b AOT para T Tautologfa y A cualquier férmula.

A partir de la aceptacifn de (1) se obtiene que
la clase de los elementos de contenido de una tautologfa
es la clase nula y de ahf que su informacién sea nula. -

Del mismo modo, al tenerse
(2) —.CoA para C contradiccibn y A cualquier f6rmula.

Se tiene que si algo es siempre falso, entonces
"implica” cualquier cosa y de ahf que la clase de los -
elementos de contenido de una contradiccibn sea la clase

total (ver las demostraciones en el capftulo I).

En resumen: la aceptacifn de la validez de los

conceptos de informacibn semfntica del capftulo I des--

cansa fuertemente en la aceptacifn de la validez de la-
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"implicacién” que conllevan ciertos teoremas de la L6gi
ca clésica como (1) y (2) que reflejan un sentido de im
plicacién inadecuado al significado ordinario que se le

da al término segln veremos en la siguiente seccifn.
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C. LA LOGICA RELEVANTE: EL SISTEMA E.

En esta seccibn introducimos brevements algunos
resultados de la Légica relevante que serén de utilidad-
para el desarrollo posterior del trabajo. La introduc--
cién que hacemos de la L6gica relevante puede reforzarse
con algunos de los artfculos que se incluyen en la Bi---

bliografia.

Uno de los problemas cardinales de la Lb6gica es
y ha sido siempre el problema de la deduccién, es decir,
el de tener una forma de decidir adecuadamente cuando po
demos concluir la proposicién B a partir de la proposi--
cién A, cufndo, de A se sigue B, en sfmbolos: cufndo, -

AVB (l8ase "de A se deduce B") es cierto.

La intuicifn nos dice que AMB debe ser vidlido
s6lo, y s6lo cuando la proposicibn "A implica B" sea tam
bién vAlida. ‘En la 16gica tradicional escribimos "A im-
plica B" ccmo "ADB" y la forma de saber si "A9B" es v&li
da, es recurrir a la tabla de verdad de ADB que nos dice
que la proposicién es vflida tan s6lo si A es falsa O si
B es verdadera. Con esto lo gque se estf§ haciendo en la-
L6gica clésica es remitir la validez de una relacibn de-

consecuencia puramente l6gica (la deduccién) entre A y B

a la contrastacién de la veracidad individual de las pro_
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posiciones. ¢Qué tan bueno es esto? ¢C6mo se afecta -
la relacién intuitiva de "implicar” al usar el procedi-
mieﬁto de las tablas de verdad? Si tenemos que A3B es
v8lido de acuerdo a las tablas de verdad, ¢Realmente -

podremos deducir B de la suposicibn de A?

De acuerdo a las tablas de verdad se tiene que

son "l16gicamente” v&lidas las siguientes proposiciones:

a) Ad(Bown)

b) ~AD(ASB)

c) ~(ADB) D (ADn~B)
d) ~(ADB)D(BIA)

e) A&BD(A=B)

£f) A& ~BD(ADB)

g) AD(BW)

Imaginemos que esta implicacién generada por -
las tablas de verdad (implicacién material) s{ recupera
el significado intuitivo que tenemos de la implicacién,
es decir, AB es vllida si y 868lo si AVB. Aceptando -
esto podemos interpretar las proposiciones anteriores -

de la sigquiente manera:

a) S1i A es verdadera entonces cualquier B la implica.

Si suponemos A entonces A se deduce de cualquier B.




b)

c)

4)

e)

£)

g)
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Si A es falsa enfonces A inplica cualquier cosa.

Si Suponemos ~/A entonces cualquier B se deduce de A(l).

Si no es clerto que A implique B, entonces A implica A/B.

Si de A no se deduce B entonces ~B gse deduce de A.

Si no es cilerto gue A implique B, entonces B implica A.

De dos proposiciones cualesquiera, al menos una se de-
duce de la otra,

Si dos proposiciones son verdaderas, una implica la otra.

Si dos proposiciones son verdaderas, una se deduce de 1la
otra.

Si dos proposiciones son falsas, una implica la otra.

SJ dos proposiciones son falsas, una se deduce de la ---
otra.

La Ley l18gica de identidad es consecuencia de cualquier-
proposicién B.

Parece claro que a)-g) resultan ser una ofensa --

al sentido comGn y al significado intuitivo que se tiene -

de derivacién, de decuccibfn, de "se deduce de". De ahf -

que "©" no es una implicacién lo suficientemente adecuada

a este concepto. ¢Por qué es esto?

En 1l6gica tradicional, la relacifn ADB se ve -~

saimplemente como ~AvB, ee decir, la validez de una re-

laci6n de consecuencia l8gica se analiza como la de una-

(1) Obsérvese que la aceptacién de a) y b) camo validas nos genera

ba las "paradojas" de que hablamos en la seocifn anterior de -
la samintica de Carnap.
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funcién de verdad; se considera que si wAvVB es verdad,-
entonces también lo es AB (interprectado como “A implica
B"). Pero la verdad de "AvB" con "v" como funcién de --
verdad no es condicifén suficiente para garantizar la ver
dad de "si no fuera el caso que A, entonces B". Por --

ejemplo:
"Napolefn nacié en Cércega 6 el nGmero 666 es perfecto”

es una proposicién verdadera, pero de ahf no podemos afir
mar que “"si NapoleSn no hubiera nacido en CSrcega, enton-
ces el nGmero 666 gerfa perfecto”. Es obvio que a partir
del conocimiento de la historia de Napoledén no se puede -
concluir una propiedad de la aritmética.

Por tanto, las "paradojas” a)-g) son el resulta-
do de ver a la implicacifn 16gica como una funciln de ver
dad. El sfmbolo "o" de la Légica Clésica refleja sblo un
cierto tipo de implicacién que no es el adecuado al senti
do usual del término. Con esto no queremos decir Jue la
implicacifn material sea totalmente mala, dicha implica-

cién produce teoremas no sospechosos, tales como:

(AaB) {(B3C) > (A3C))
(r(B2C)) o §AsB) > (AC)) .

Por otro lado, si interpretamos ADB en su senti-
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&

do material de 4§Avn, entonces ninguna de las proposicio

nes a)-f) resulta ser "paradSjica”.

81 AS(B=A) se entiende como AD (aBvA),
~ADAIS) se entiende como WA D (NVAVE),

A ~MASB) se entiende como AD(AvB), etc.

entonces "s" no contiene ninguna paradoja, el problema es
tf en sostener que "A implica B" es "no-A 6 B", es decir,
que la relacidén de consecuencia l6gica sea una funcidn de

verdad.

Ahora bien, si las tablas de verdad de la Légica
clésica no resultan Gtiles para saber cufndo una jimplica-
cién es vllida, es necesario recurrir a nuevos tipos de -
implicacifén. En respussta s esta noc':ooidnd nace la 16gi-

ca relevante y los sistemas de implicaciln relevante.

En el camino seguido por algunos 16gicos en la
bdsqueda de sistemas de axiomas adecuados para la crea-=-
cién de un sistema de deduccifn que refleje el sentido -
adecuado de la implicacién, ha habido varias etapas. No
es el prop8sito del presente trabajo hacer énfasis en di

chas etapas.

Los primeros pasos se dieron con C.I. Lewis, a

principios del presente siglo, quien cref los sistemas -
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81, 82, S3, S4, S5; introdujo un nuevo tipo de implica-

cidén denominado “implicacifn estricta" (=3) y definié en
base a ella las categorfas modales (posibilidad, necesi-
dad, imposibilidad). Con esto, una proposicién ya no sd
lo es verdadera o falsa sino que ahora puede ser posible,

necesaria o imposible.

Sin embargo, en los c&lculos de Lewis, a pesar
de que desaparecieron "paradojas" como A=3 (B~—3 A), sur-

gieron otras "paradojas”.

En los anos 50, W. Ackerman mejora los intentos
anteriores y da un paso decisivo con su artfculo -----
“Begrundung Einer Strengen Implikation" (ver la Biblic--
graffa final). En dicho trabajo se estudian los siste--
mags W' y 31' y se introduce un sfmbolo (A) en el lenguaje
para referirse al absurdo y as{ introducir las modalida-
des. Tiempo después se muestra que dicho sfmbolo no es-
necesario y que se pueden definir las modalidades sin ne

cesidad de fntroducir dicho sfmbolo.

A principios de los anos 60, Andersen y Belnap,
bas&ndose en los resultados de Ackerman, crean el siste-
ma E que es hasta la fecha el que mejor recupera el sen-

tido usual de la implicacibn.
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ACLARACION: A partir de aquf vamos a utilizar -
el simbolo "-» " para referirnos a la implicaciébn que se
trabaja en los sistemas relevantes. En ocasiones utili-
saremos el término cntailm.nt(l)(ocalion;r, incluir, en-
volver) para referirnos a dicha implicacién. Traddzcase
“A entails B" como "A E-implica B", "si A entonces B". -
En todas estas expresiones se est§ considerando el senti

do intuitivo de implicar-deducir.

Vamos a detenernos un poco en el anflisis de lo
que hubo que tener en cuenta para evitar las *"paradojas”

de la implicacifén material.

§e considera que A ~» (B—p.B) es "parad6jico” por
que no es posible que una ley 18gica como B-pB sea conse-
cuencia de una proposicién A que puede ser contingente. -
Del mismo modo se rechaza A —p ((A-pA)pA) puesto que no es
sostenible si se conqidera A contingente, pues en ese ca-
80 no es posible qua A se deduzca de una ley 1691ca.w -
A—»(B-pA) es mala porque no es posible que un entailment

(una relacibn de consecuencia l6gica), sea consecuencia de

algo contingente. Para evitar estas falacias se pide la-

condicién siguiente:

NECESIDAD: La validez de una inferencia debe -

(1) De ahf el nonbre de sistesma E.

(2) Esto debido a que A pusde ser contingante y a partir de A se tendria
(A —» A)9A, 1o cual indica que de una ley 16gica (que se consi-
dera necesaria) se deduce algo ocontingente.




79

ser necetaria‘l) y no depender de contingencias o acci-
dentes de la naturaleza. Con esto se asegura que si A-)B

es verdadera entonces A-)B es necesariamente verdadera.

Anderson y Belnap transfcrman la parte impli
cativa del sistema de la 1l8gica intuicionista (HI) pa-
ra garantizar que:las verdaces l8gicas que se expresen-

en &1 sean necesarias.

Si A es verdadera, es bueno aceptar que A-)A -
es verdadera, pero si 2 es verdadera, no debemos decir -
que B-)A también lo es o que A se deduce de cualquier pro
posicibn B, sea ésta relevarte 0o no para A. Por ejemplo:
En la implicacifén material tomamce como verdadera a la -
proposicién "si la luna es de queso verde entonces “2=1+1"
simplemerte porque es ciertc que 2=1+1, sin importarnos -
si la hip6tesis de la condicional habla del mismo tema -
que la consecuencia. Es claro que del hecho de que la lu
na sea de queso verde nunca vamos a deducir qus 2=1+1, de

ahf que rcs vemos obligados a pedir la condicion siguiente:

RELEVANCIA: 8i A-»B e¢s5 verdedera entonces A de-

(2)

ke ser relevante para B, A debe ser realmente usada pa-

ra derivar B.

Anderson y Belnap observaron que la parte impli

(1) Bntiéndase por ncoesario, aquello que es vilido por sf miswo, -

aguello que no Fusde NO ser, aguello que no puede sexr de otro rodo.

(2) De ahf el nombre de LAgica Relevante. Anderscn y Belnap muestran
que, sintfcticamente, la relevancia entre A y B debe cunplir la -
condicifn de e A y B campartan al mence una variable.
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cativa del sistema de-Church (HI) cumple con la condi--
cifén de relevancia, Posteriormente al unir en un solo-
sistema las condiciones de relevancia y necesidad, d4i--
chos autores crean el svistema E que observa las condicio

nes de relevancia y necesidad.

Es importante hacer notar que un cflculo 1l8gi
co no est8 dado simplemente por los axiomas y reglas de
inferencia, también juega un papel muy importante la de
finicifn de deduccifn gue se trabaje en dicho célculo.
Teniendo rresente este hecho y la preservacifbn del meta
teorema de deduccifn, Anderson y Pelnap observaron las
condiciones que se deberian cumplir para evitar las "pa
radojis' de relevancia y necesidad, y as{ llegaron a la
formulacifn de un conjunto de axiomas adecuados para -

crear el sistema E.
A continuacifn damos el sistema E y en segui-

da mostraremos unas caracterfsticas que nos serén de uti

lidad rosteriormente.
SISTEMA E (1)

AXIOMAS : El. MIA-BHB
~» E2. APB-).BICH.A-C
E3. (A-3.A-»B)—9.A-AB

(1) Se define necesidad de MNA = A-DA-HA
Def.
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E4. A&B-PA
] ES. AtB- B
E6. (A=»B) 6 (AdC)p .A=) (B&C)

N& E7. NAGNB-PN (A&B)

ES. A-)AVB
v E9. B-»AvVB
E10. (A-pC)&(B3C)-».(AVB)=aC

&y Ell. A&(BvC)-=d (A&B)VC

El2. Ap~ADPuA
~ E13. ApA~B=h. BIHINE
El4. o~ o A-DA

REGLAS DE INFERENCIA:
R1) A-)g_,_A (modus ponens)

Si A-»B se afirma, entonces de A inferir B

R2) B (adjuncién)

De A y B inferir A'B

DEFINICION DE DEDUCCION:

8i I' es urr conjunto de fbf y A es una fbf, decimos que

la sucesifn Al' Az..... An es una deduccifn de A a par-

tir de I’ si y s6lo sf A =A y cada A, es elemento de [

i
O un axioma o es consecuencia de antecriores por las

reglas Rl y R2.




DEFINICION 1.

Por f6rmula del. lenguaje CDN entendemos una -
fbf formada a partir de variables proposicionales Pr,z....
y que 88lo incluye en su construccién a los conectivos:
Conjuncibn (&), Disyuncibn(v) y Negacién (~) como cons-

tantes l6gicas iniciales.

Utilizamos Jas letras A, B, C,... como metava-
riables para referirnos a fbf y las letras Pl, 11, P, ‘2,
como metavariables para referirnos a letras proposiciona-

les.

DEFINICION 2.
Un entailment de primer grado es un entailment

de la forma A4B y tal que A y B son fbf del lenguaje CDN.

Estamos interesados en prcbar gue un entailment

de primer grado A-)B es probable en E s8i{ y s6lo si A-)B -

es una "E-implicacifn tautolégica®. ¢Qué es una E-implica

ciébn tautolégica?

DEFINICION 3.

i) Un &tomo es una variable proposicional o la negacibn
de una variable proposicional.

11) Una disyuncifn primitiva es una disyuncién Alv...vAm
donde cada A, @5 un &tomo.

1i1) Una conjuncifn primitiva es una conjuncibn '1"'"""::
donde cada Bj es un &tomo.

iv) Un entailment primitivc es un entailment A-9B donde

A es conjuncifn primitiva y B es disyuncibn primitiva.




Observeciones intuitivas.

a) S1i A y B son &tomos, entonces A-pB es vllida sii A

83

'y B

son el nismo Stomo. Ejemplo: p-dpp, Avgq-—>»~qg son v8li-

dos pero p-)q, apP-pp no sor vilidos.

b) si Aj&Ay6...6A €8 una conjuncibn primitiva y B,V...vB,

es una disyuncibn primitiva, entonces Alsn.&ﬁi)niv.uvsn

es v&lido sii algln Bj es el mismo que algGn As.

entailments primitivos v8lidos.
P&q-pPVE A~ PEQEr=hp SVAIPVA/ T P&VP=Prup
entailments primitivos inv&lidos:

P&~ K ~ P-dPVQVE P&é~pq gq-»pvesp.

DEFINICION 4.

Un entailment primitivo A-»B es explicitamente

tautolbgico sii algGn &tomo conyunto ce A es el mismo

algn &tomo disyunto de B.

que

Obsférvese que con la definicibn 4 se est§ toman

do en cuenta el requerimiento de relevacibn para la vali-

dez de A-PB. Por otrco lado, se est8® dando un criterio pa

ra conocer Jla validez de A -p B 8in tener que conocer,

en la 16gica clésica, la verdad de B o la falsedad de

Es claro que los entaiimcnts explicitamerte

como

A.

tautolégicos eon v&lidos. Parece ser que no podemos aumen

tar de otro modo el conjunto de los e¢ntailments primitivos
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v8lidos, de manera que tenemos:

DEFINICION 5.

Un entailment primitivo es véiido sii es explf

citemente tautolégico. .

Veamos ahora cémo debe verse la cuestibn de la
validez para entailments de primer orden no primitivos y

construidos en el lenguaje CDN.

Obsérvese que es conveniente tener:
A-»B&C v8lido s8ii A-»B y A-»C son v&lidos ambos.
AvB-»C vilido 8ii A49C y B—»C son v&licos ambos.

Esto sugiere dar un criterio para la validez de

entailments escritos en "forma normal”.

DEFINICION 6.
Un entailment en forma normal es un enteilment

A-*B gque tiené la forma Alv...vhn..)n 6...&B donde cada

1

Ai es una conjuncién primitiva y cada E, es una disyuncibn

3
primitiva.

DEFINICION 7.
Un entailment en forma normal es valido sii ---

Ai-o Bj es explicitamente tautolfgico para ceda {1 y cada j.

’
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Hasta aquf tenemos un criterio para conocer la
validez de un entailment en forma normal. Si cualquier-
entailment de primer orden se pudiera llevar a su forma
nornal tendrfamos un criterio para conocer la validez de
un enteilment de primer orden. Afortunadamente, ésto iS{

se puece hacer!

Es ya conocido de la l8gica cl8sica que podemos
transformar cualquier fbf del lenguaje CDN a una forma -
normal disyuntiva o a una forma narmal conjuntiva utili--
zando s8lo reglas de sustitucién:

1) Conmutatividad de &,v
2) Asociatividad ce &,v
3) Distributividades

4) Doble negacibn

5) Leyes de De Morgan

Posteriormente, en el capitulo siguiente, mos--
tramos seminticamente que 1)-5) tienen lugar. Como la se-
mintica que construiremors e¢e adecuada al fragmento impli-
cativo del sistema E, tenemos que 1)-5) son teoremas en -
el sistema B(l’. Es claro pues que dado cualquier entail
ment de primer orden A-9B, sierpre se puede transformar en
un entailment de forma normal:
®forme normal disyuntiva de A" . "forma normal conjuntiva de B"
O sea: A v...vAn-o 81&...68m

1

donde cada A1 es una ccnjuncibn primitiva y cada B, es una

b

(1) L damostraci@n de 1)-5) se puede obtener tendbién directamente del-
sistema E,




86
disyuncién primiiiva. .

Una vez hecha la transformacién, podemos apli-
car el criteric de validez generado por la definicibn 7 y
tenemos as!i un criterio para conocer la validez de cual--

quier entailment de primer orden.

Resumimos ahora todo en la siguiente definicién:
DEFINICION 8.
Un entailment de primer grado A-pB donde A y B

estin en el lenguaje CDN es una E-implicacién tautoléqica(”

sii una forma normal AVe..VA =P B, é...58, de ADB as tal -

que para cado 1 y cada i, “1"31 es explicitamente tautold

gico. (e.d.,si su forma normal es v&lida).

]

EJEMPIO 1.

(~vpvq) & (AvqQVr) =P pvr no es una E-irplicacién tautolégica:
llev8ndolo a su forma normal por wedio de la utilizacibén de
las reglas 1)-5), se transforma en
(mpbauq)v(apbr)v(qemq) viqer) —p (A pvr)

pero aquf se olkserva que qémqg-pA/pvVr no es explicitamente-

tautol8gico y por tanto el entailment no es v&lido.

TEOFPEMA 1.

Un entailment de primer orden A-)B es probable-

(1) Se acosturbra usar tambifn "entailment tautclfgico” en lugar de -
“E-implicacién tautolfgica™. Heamos elegido este Qltimc por razo-

nes que se verfn despuls,
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en E si y 88lo £i A-)B es una E-implicacibn tautolégica.

LFEMOSTRACION.
Por el articulo de Acherman se pu:ecde mOostrar que:
(1) ¥ A-»B sii una forma normal A\V...VA <>B,V...VR es pro-

bable en E.

Este hecho es debido a que las propiedades 1), 2),3), 4), y
S) son probables en E y en E se tiene como regla der?vada

una regla de sustitucifn.

Ahora supongamos que b= A,v.. .van-o l!l& .-&8

llamercs A:Alv...\m- ' 8:81682...&Bn

entonces:
1) A->B por hipbtesis
2) B-.Bj con E4 y E5 (para cualquier Bj)
3) A-.Bj de 1) y 2) con E2 y NM.P.
4) Ai-vaxc...\m. con E8 y E9 (para cualquier A,)
5) Ai—ij de 3) y 4) con E2 y M.P.

por tanto b— A-»B :'.bl'—lhj—bl!j ViV (*)

Supongamos ahora que '-‘ A‘-ij Vi V4
Al..)Bj
| 1) A8, para cualquier By

+ Am-’BJ.




2) (Al-»sj)sm‘,-»j) - Ccnjuncién

3) v Az).,nj De 2) con E10
4) Av.. .vAm-ij Con el miswo procedimiento de 2) y I).
Para cualquier Bj

A-»B,

5) A-)B, De 4), recufrdese que A=A,V...VA
AdBn

6) (A—9B,) & (A-9B,) Conjuncifin

7 A-’Blibz De 6) con E6 y M.F-

8) A-»B;6...6B, Can el mismo proocediviento de 6) y 7).

9) A-»B Recufirdese que B=B,&...6B,

por tanto se tiene "';“1"51 vy vy :\-;a—n (**)

con (*) y (**).obtenemos
(2) Alv...vAm-quﬁ...GBn sii }—‘Ai—)nj Vi ‘j
Es f&cil ver, con ayuda de E2, E4-5, E8-9, que todo entail

ment explicitamente tautolfgico es probable en E.

3 ) -»B,.
(3) vy Vj Ai""Bj es explicitamerte tautolSgioco =% vivj }-;Ai 3
combinando (1), (2) y (3) tenemos:

<-P
. b= A-B sii VY 0—.A1—081‘__ Vi Yy A ,—B, es explicitamente
tautclégico sii (Def. 8) A-»B es una E-implicacifn tautolSouica.




89

La demostracién de (--¥) se hace por contrapo-
sicibn y utilizando un modelc ce tablas(l). Esbozamos 88

lo la idea de la demostracibn:

i) Se dan unas tablas en este casc, de 8 valores ----
(£l +2 +3 #4), para la~, &, Vv,~-), y se considera

que los valores positivos son los valores “marcados”.

i1) Be comprueba que los axiomas de E obtienen valores -

*marcados”™ y que las Reglas de Inferencia preservan -
los valores "marcados”.

ii1) Se supone que existen i y j tales que Ai-)Bj no es un

entailment explicitamente tautolégico.

iv) Se da un método para hacer una asignacién de valores a
Ai—)B’ de manera que resulte gue Ai-iBj no tome el va-

lor marcado y por tantc V;ﬁf’ Bj.
o
OBSERVACICN.

Dichas tablas también sirven para probar:

TEOREMA 2.

Si .-;A-OB entonces A y B compartcn al menos una variable.

DEMOSTRACION.

Supfngase que A y B no comparten ningune variable.

(1) Para aclarar este tipo de damostraciones y tales tablas, ver el
artfculo "Tautolojical Entailments”en la Bibliograf{a.




90

Asignese & todas las variables de A el Valor +1, por tan
tc A toma el valor *1

Asignese a todas las variables de B el valor +2, por tan
to B toma el valor *2.

Entonces A-pB toma el valor -3 negativo y no “"marcado”
Por tanto H-‘ A-)B ﬂ.
Estamos ya en ccndiciones de exponer la semfn-

tica de Hanson,
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C. LA SEMANTICA DE HANSON.

En esta seccitr se expone la idea central del
capitulo II. Exponemos aquf, la manera en que William H.
Hanson crea un concepto de informacibn semfntica y por -
tanto una tecorfa de informacién semSntica. La idea que
trata de preservar en su desarrollo, es la de ser congruen

te con el sistema E.

Es bueno aclarar que ei concepto de Hanson, -
al igual que los teoremas de la seccibn anrterior, es apli
cable sflo a f6rmulas de la forma A—JPR donde A y B son -
f6rmulas del lenguaje CDN.

En sintesis, la idea de Kenson es utilizar la
l8gica para crear, en base a ella, una teorfa de la in--

formacién seméntica.

Breverente esbozado, muestro caminc es el si--
guiente: Primero se ¢e¢fine el concepto E-derivabilidad, -
equivalente al de E-implicacibn tautolégica. Posterior--
mente se postula la existencia de un conjunto infinito de
proposicicnes y de funciones gque van del conjunto de fbf
en dicho conjunto de proposiciones. La informacién de -~

las f6rmulas se tomar8 como la imfgen bajo cierto tipo de
funciones.
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Sea M un copjunto finito de fbf en el lengua-

nera:

1. 81 A¢ M entonces A ¢ )(.l

4

2.
3.
4.

a)
b)
c)
d)
e)
£)
g)
h)
i)
3)

seccién anterior.

A&B € Xu

Si A¢ X, 6 B¢ . entonces AvVB ¢ X
M M

sii AEX, y BEXy

Definimos xu por recursifn, de la siguiente ma-

S1 A€ Xy y B resulta de A, reemplazando alguna subfér-

mula de A, de la forma de alguna f&6rmula de la columna

derecha (izquierda), por la correspondiente f8rmula de

la columna izquierda (derecha), entonces B¢ X_..

c

C&D
CcvD
(C&D) &E
(CvD)vE
~ (CvD)
~ (C&D)
C& (DVE)
Cv (D&E)
c

~ ~C

D&C

DvC

C& (D&E)

Cv (DvL)
~CeEnD
~Cveu D
(C&D) v (C&E)
(CvD) & (CVE)
cvC

Doble negacifn.

Conmutatividad &,v

Asociatividad &,v

Leyes De Morgan

Distributividades.

Idempotencia v

Obsérvese que a)-i) corresponden a 1)-5) de la
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DFEFINICION 8.
A es E-derivable a partir de un conjunto finito M de fbf
sii A ¢ Xppe

DEFINICION 9.
Si M = {"1" oo M& decimos que
M E-implica A sii M,~?A es una E-implicacibn tautol6

gica.

Con apoyo en las definiciones anteriores, -

Hanson prueba:

TEOREMA 3.
A es E-derivable a partir de M sii M E-implica A

Obsérvese, que con esto tenemos ya una re-

formulacién sintéctica para el fragmento implicacional de

primer orden de E, puesto que con ayuda de los teoremas-
1 y 3 se puede ver que:

&M, ~>A sii A es E-derivable a partir de M (e.d. A€X,).

sin embargo, estamos interesados en demostrar la adecua-
cibn en términos de un concepto de informacibn semfntica

y aGn no lo hemos definido.

Convengamos en entender, "argumento no amplia-

tivo®", como un argumento en que la informaciébn llevada -
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por la conclusifén es también llevada por las premisas. -
Utilizamos la E-implicacibn para definir un concepto de -

informacién que refleje a los “argumentos no ampliativos®.

POSTULADO A.
Existe un conjunto infinito de proposiciones py existen
funciones p, p3 0:—9?, dondeo: es el conjunto de fbf.

POSTULADO B.
Para cualquier A, B, C, D € F’y cualquier p, funcibén de F

en ?, PE€ He sii se cumplen las condiciones siguientes:

1. S1 A y B se E-implican mutuamente entonces p(A)=p(B)

2. 81 p(A)=p(C) y p(B)=p(D) entonces
P(A&B)=p(C&D) y p(AvB)=p(CvD)

3. 81 p(C)=p(A&B) entonces existen E y F tales que
P(E)=P(A) y p(F)=p(B) y C E~-implica E&F.

Utilizando los-.postulados podemos shora dar la siguiente
definicién.

DEFINICION 10.
Dado M ‘fy PEH,, Ig(n) es el conjunto de proposiciones-

de ‘)que son las im&genes de la funcibn p.

Decimos que "las proposiciones expresadas por A bajo p son

parte de la informacifn E-proporcionada por M bajo p" del

siguiente modo:
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DEFINICION 11.

p(A) € Ig(ll) sii existe una fbf B tal que p(B)=p(A) y

y M E-implica B.

N&6tese que se est8 construyendo un concepto -

de informaci6n seméntica cualitativa. En este caso la

informacifn se toma como un conjunto de proposiciones, -

Una diferencia con Carnap, es que este consideraba la in-

formacifén como un conjunto especial de proposiciones: las
gaciones de state descriptions.

El siguiente teorema muestra algunas condicio
nes naturales del concepto Ig gue nos aclaran la forma -

en que esté construido.

TEOREMA 4.
Para cualquier fbf A , cualquier conjunto finito M de fbf
YP =F‘9 P. P &H, se tiene que
-p(A)Gils(M) sii se cumple alguna de las siguientes con
diciones:
1) Existe una fbf B tal que p(A)=p(B) y BE¢M
2) Existe una fbf B tal que p(A&B) € Ig(M) 6 p(B&A) (IE(M)
3) Existen fhfs C y D tales que
P(A)=p(CeD) y p(C) € IEM) y p(D) € 1B (M)
4) Existen fbfs C y D tales gue

p(A)=p(CvD) y p(C) ¢ xg(n) 6 p(p) € Ig(u)

Se pucde ahora probar que si la informacibn -

carqgada por un conjunto finito de fbf M se construye como

<

ne-
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Ig(u), entonces los "argumentos no ampliativos® coinciden

con las E-implicaciones.

TEOREMA 5.
Si A es una fbf y M un conjunto finito de fbfs
M E-implica A sii para toda funcién PEH,, Is(a)‘. Ig(u)

Este Gltimo Teorema es el que sienta las bases
de la seméntica, puesto que sabemos ya que un conjunto M
E-implica a una f8rmula A sii la conjuncibn de f6rmulas -
de M E-implica tautolfgicamente a A, y esto dltimo si y -
sb6lo si Gni-bh es un teorema de E. Por tanto, hemos pro-

bado:

TEOREMA 6.
81 A es una fbf y M un conjunto finito de fbfs.
P P
b &M, —» A sii para toda funcién p¢ Hy» I.{A)S Ig(M)

-

Este Teorema nos genera una semfntica en témi
nos de un concepto de informacifn para el fragmento de -

primer orden de E.
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CAPITULO III

UN CONCEPTO DE CONTENIDO SEMANTICO

DEFINIDO El TERMINOS NATURALES

A. INTRODUCCION
B. EL CONCEPTO Cont(A,U:)
C. LA SEMANTICA DE VOISHVILLO Y J. SANCHEZ

D. EL UNIVERSO U: . PROPIEDADES DE Cont(A,U:).
2
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A. INTRODUCCION.

El objetivo principal de este capftulo es mos
trar como puede ser esclarecido el significado de la re-
lacifn d2 consecuencia 16gica, el significado del entail
ment, mediante la construccifn de un concepto racional Yy
natural de informacifn semfntica cualitativa que refleje
dicho significado. Para lograr este objetivo, se define
primero un concepto que intenta representar la inforsa--
cibn sem&ntica cualitativa de una proposicién, su conte-~
nido semintico. En seguida se define una relaciébn de -~
consecuencia 16gica en términos de dicho concepto y se -
procede a probar, la adecuacifn del concepto construido-
al fragmento implicacional de primer orden del sistema E.
Se termina el capitulo dando un ejemplo y analizando al-

gunas de las propiedades del concepto construido.

Es conveniente recalcar: La construcciédn de -
lo que vamos a entender por “"contenido o informacifn se--

m&ntica de una proposicibn” no involucra, como en los ca-

(1)

808 anteriores + el conocimiento de algGn sistema 16gi-

co y Bus teoremas. Por el contrario, el concepto que pre

(1) Loc conceptos de informacifn cualitativa hasta ahora construidos,
requieren el conocimiento de sistemas 16giocos y sus teoremas: los
conceptos de Carnap y Bar-Hillel apelan al conocimiento de los -~
teoramas de la 16gica clfisica y el ooncepto de Hanson requiere el
oconocimiento de los teoremas del fragmento implicativo de E.
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sentamos, dado por Voishvillo y J. S&nchez, intenta ser-
vir de apoyo para esclarecer el significado del entajl--
ment. El concepto se define en t&rminos de algo que se-
considera intuitivamente natural para ser tomado como in
formacifn seméntica, como contenido de una proposicién.

En el fondo, la idea es la misma que la de Carnap: la -
informacién cualitativa de una proposicifn en un univer-
so dado, es aquello que la proposicién puede implicar en

dicho universo.
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B. EI CONCEPTO Cont(A, Ui)

Trabajamos en el lenguaje CDN. Utilizamos las
convenciones de notacién ya establecidas con anterioridad,
con la salvedad de que ahora solo consideramos un conjunto

finito de letras proposicionales.

Supbngase que se tiene un conjunto M de varia-

bles proposicionales

M= (91.....1»“}

Dado M, consideramos M€ de 1a siguiente manera:
c
M= {P pzaooopp » Pl.P ootpn}

Piensese P: como "Pi es verdad" y Pi como "P1 es falso".

DEFINICION 1.

Dado M, el universo semfntico U: es el conjunto de todos

los subconjuntos de '

Uﬁcfa/aﬁﬂp}

Queremos ahora definir, de manera intuitivamen
te natural, la informacifn cualitativa, de una proposicién
A del lencuaje CDN, como un cierto subconjunto de U:. Ha-
ciendo analogfa con Carnap y Bar-Hillel, podemos llamar -
"elementos de contenido” a los elementos de U:.
DEFINICION 2.

Si A es una fbf del lenguaje CDN (constujda solo con le--

tras proposicionales de M) definimos Cont (A, U:), el con

r
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tenido semintico de A en el universo U:, de la siguien-

te manera:

1) Para las variables proposicionales y sus negaciones

cont(p, ub)={aeuf / p'ea}
Def.
Cont(wp, Uy) = {otev / pfcu}
Def.

2) Para la conjuncién y su negacibn

Cont (AsB, u:) - Cont(A,U:) v Cont(B,U:
Def. '

Cont(N(AGB),U:) - Oant(NA.Uz)nCont(ovB,U:)
Def.

J) Para la disyuncién y su negacifn

cOnt(Ava.U:) = Conc(A,U:)f\COnt(B,U:)
Def.
cont (~ (AvB) .uﬁ) = Cont( NA,U:) U Cont ( ~a,u:)
mf.

4) Para la negacibn de la negacién

Cont (~ ~A.U:) = Cont (A,U:) .
Def.

Se puede tamhién definir el contenido de un con

junto finito de fbfs. l‘={nl...an}
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DEFINICION 3.

cOnt(l‘aUS) - Cont(Ali...&An,uﬁ).
Def.

Nuestra siguiente tarea es reflejar y utilizar
este concepto de informacién semdntica en la Légica. Pri
mero definimos, en términos de €1, una relacifn de conse
cuencia 16gica y después veremos comoc el concepto se --
“adecua” al fragmento implicacional de primer orden del-

sistema E.
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C. SEMANTICA DE VOISHVILLO Y J, SANCHEZ.

En esta seccifn definimos, en términos de --
Cont(A.U:). una relacifn de consecuencia l6gica que gene
ra una semfntica para el fragmento implicacional de pri-

mer orden del sistema E.

La relacién de consecuencia 1l6gica puede, razo
nablemente pensarse como una relacién determinada por la
informacibn o contenido seméntico de las proposiciones -
involucradas. Decimos que una f8rmula B es consecuencia
de un conjunto de fbfs I’ , siempre y cuanto el contenido
de B sea parte del contenido o informacibn proporcionada

por las fé8rmulas de " , en sfmbolos:

DEFINICION 4.

sea " un conjunto finito de fbfs Yy B una férmula (en len
guaje CDN)

[ w B sii Cont(B,Up)& Cont (I°,Uf)

donde US se forma en base a un conjunto de M que contie-
ne cuando menos a todas las variables proposicionales -

que aparecen en (® y en B.

Estamos ahora en condiciones de formular y de-
mostrar un teorema que establece la adecuacién (equiva--

lencia) entre el concepto = y el concepto v del frag-
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mento implicacidnal de- primer orden de E, es decir, da-
mos una semintica para dicho fragmento. Empezamos de--
mostrando un lema que se usarf en la demostracifn del -

teorema de adecuacién.

LEMA 1.
Si A es una fbf del lenguaje CDN y A" una forma normal-
de A (conjuntiva o disyuntiva), entonces

s B
Cont(A,U:)-Cont(A 'UH)'

DEMOSTRACION.

La demostracién de este hecho es sencilla si se recuer-
da que para pasar de A a A" 8610 se utiliza:

1) Conmutatividad de &,v

2) Asociatividad de 6,V

3) Distributividades

4) Doble negacin

S) Layes De quqan

Veremos que Cont(A.U:) se preserva con la apli-

cacién de 1)-5).

1) Conmutatividad de &,v

Cont(A&B,U:)=Cont(A.U:)lJ Cont(a,us)

=Cont (s,u:)u Cont(A,U:)

E

=Cont(B&A,UH
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Cont(Ava,u:)=Cont(ava,u:) En analogfa a & debido a la
conmutatividad de la inter-

seccifbn.

2) - Asociatividad de §,v

Cont ( (A&B) &C, Uy) =Cont ( (AsB) , UE) V) Cont (c, uE)
= (Cont (A, Ug) U cont (B, UE) )V Cont (C, UE)
=Cont (A, Uy) U (Cont (B,Uf)U cont (c,uE) )
=Cont (A,U)) U (Cont (Bsc, uE))
=Cont (A& (B&C) , UF)

COnt((Ava)vc,u:)-COnt(Av(BvC).U=) por la asociatividad del\

3) Distributividades
Cont (As (BvC) , UR) =Cont (A, U)U cont (sve, uf)

=Cont (A, U))U (Cont (B, UR) A\ Cont (c, uE))
= (Cont (A, U:)U(:ont (s, U:) YN(Cont (A, U:)UCont (c, U:‘
=Cont (A¢B, UR) (\Cont (Asc, UE)

=Cont ( (A&B) v (AsC) , Uf)
Anflogamente se tiene la otra distributividad.

4) Doble negacidn

Cont(n v A,U:)-Cont(h,uz) por definicién.
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5) Leyes De Morgan
Cont (m (AVB) ,Ur)=Cont (~ A,Uy)  Cont(~B,UF) por definicién
=Cont (™ A& NB,U:) por definicifn

E
Cont(m~ (A&B) ,U")-Cont (~ A.U:) Cont(~3,0=)

=Cont (™ AV B, u:)
o

En ocasiones también usamos leyes de tdonpot'dncia para \

(8

pasar de A a A" pero en este caso se tiene:

Cont (AVA,UR) =Cont (A,U}) y Cont (BB, Uy)=Cont (B, Uy) .

TREOREMA 1.
sea " -{Al,...ln} un conjunto de £bfs del lenguaje CDM y

A una fbf del mismo lenguaje. Entonces
r oA st [ p=a

DEMOSBTRACION.

® supbngase que [ -gA

ALG.. .n."'—v A es una E-implicacifén tautolbgica

1
Existe una forma normal Clv, ooV cu" Dla. . .GD. de

ARy6...6A —d A tal que C —p Dj es explicitamente tautolégi
ca para cada { y para cada jJ

supbngase que C,.p Dj es P‘-tsl%& ...&g(:-)q‘lv...v q‘.

entonces para cada { y cada j existen &tomos q., tales

P
o ¥ be
que &A = q.t Y por tanto




(1)

(2)

(3)

4)

Cont (B¢

) q‘t”:)

ahora bien, de acuerdo a la definicifn se tiene

.u:) =Cont (

'y
- E, - 4 '
Cont(D,&... sD..U:) - 2. Cont (Dj, U") \’)“ [9“ Cont (q", U:)J

Cont (C,v...vC, ,Uf)= éCont(Ci.U:)-‘é‘ [‘\2 Cont (R, , u:)]
como dentro de cada i-miembro disyuntivo y cada j-miem
bro conjuntivo existe un Stomo com@n P‘-‘ -q‘c se tiene,-
de acuerdo a (1), que para cualquier j-miembro de la -
unifn de la parte derecha de (2) y para cualquier --
i-niembro de la interseccidn de la parte derecha de (3):

t g
A cont(q, , u:)‘g \cont (

t= ‘. P‘ ’ U:’ !

es decir, Cont(bj.l!:) COnt(ci.U.'.)

Como (4) vale para cada i y cada j se tiene

(S)

R(';!. COnt(q‘.U:)g é (i): Cont (R, U:))
Yy por tanto,
Cont (D, 6. ..4D . Ug) & CONt (C4v. . .vC, , UN)

sahora bien, de acuerdo al lema se tiene que:

COnt(A,U:)-COnt(Dlt...sn-. =) Y qQue

E

L
Cont {[® .U:)-Conthlc. ..6A_, UK =Cont (C, V. ..vC, ,UE)

Por tanto, en base a (5), tenemos finalmente

Cont(A,u:)SCont(f‘ .U:) , es decir, [ k= A.
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& Supbngase ahou‘. que M= A, es decir

Cant (A, U:) ¢ Cont (Als. o shn. U:)

consideremos la forma normal clv. ..vck-; Dl“ ..GD- de la

férmula Aj6...6A, =»A. De acuerdo al l ¢ NUestra supo-

sisién se transforma ahora en

Cont (D,&.. .GD-,Uﬁ) QCont(clv. . .vck,U.'.)

g’ Cont (l)j v U:) [ 4 ﬁ‘Cont (Cy» U:)
Esto Gltimo quiere decir que para cualquier i y cualguier b |
(6) Cont (D,,Uy) & Cont (C , UR)

De (6) se deduce que para cualquier i y cualquier j existe
un Stomo comfin entre C, ¥ Dj ¢Por qué? 81 esto no fuera -
asf, supfSngase que c‘ es P&.s...o% ’ Dj es q‘v...vq\ Yy
que cada B.‘ "k
supngase adends
qz‘ sl el lto-oﬂq es una letra proposicional

¢

q.
b q! si el &tomo q es la negacibn de una letra -
propoucioncl

anflogamente, considerese 1a definicifn de gih
Entonces suceden

’ . ° { - E
(7) {qj‘ qj ,...,qj’}¢ Cont(qj‘uu)n...nCont(qj.‘u...) Cont(Dj,U“)

3

(8) {q;.. q;'L yeus ,q;.} f cont(p, upIv.. .UCont(PL‘,U:)-Cont(Ct.U:)
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L]
ya que cualquiera sea pi\,. se tiene que pih ‘,{q;‘ ,...,q;’}
pero (7) y (8) estén en contradiccién con (6)
Por tanto, existe un &tomo comln entre cada pareja Ci,Dj
Para cada i y cada j Ci-’ IJj es explfcitamente tautolégica

Por definicién se tiene entonces que CyVee VO =3 D 6. ..6D

es una E-implicacién tautolégica, es decir, |’ \== A

*)

Finalizamos el capftulo analizando algunas propie

dades del concepto Cont (A.U:) que se ha construido.
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D. PROPIEDADES DE Cont(A.U:). EL UNIVERSO UB

My

En esta seccién nos proponemos analizar algunas
de las propiedades del concepto Cont(A,uz). Observemos -

antes una caracterf{stica de Uaz si se tiene que

u={p,,.. .,pn}

entonces
MC= {91,....9",1{.. ..,p’)

Y Por tanto el universo el universo seméntico Uﬁ de elemen

tos de contenido tiene 2 " elementos. Esto nos hace ver -

que U: tiene "muchos” elementos si n es relativamente gran

de.

Tomemos el caso en que M estf formado s6lo por -

dos letras proposicionales,

n= (2,75}
en este caso, U: es el conjunto formado por todos los po-
e
sibles subconjuntos de

£
Mp" ("1"2"’1"’2

2(2)

u: consta de los 2 =16 elementos siguientes:

a
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v g 9) {ﬁ‘z’,pg

2 {e)) 100 {p3.07}

» {p}) 1 {pf.pf}

o {f) 12) {p:.p;.pi}

5 {e2} 13 {p}.e5ep%}

© (e} 0 {el.efel)

) {P‘{:P{ 15) (_pz.pl.pz

v G} e (letebed)

Tomando como base la definicién de COnt(A,U:). no es
d1ficil comprobar las siguientes propiedades en U:z

cOnt(plv..pl.U:)-

{{"1"' 1"’2"1} ("1'91'9_} {91'92'91"’2})
Cont(pzv«opz.uz

b)

c)

d)

e)

{{"2"’2} {"1'92'92} (Pz'Pva} {Plopzrvfopg}}
cone o8 wpy iym v -f8 +(63). £33 Ge))
con 0 wpg 1y -6 - 51} 6. 6151} )
Cont((plvnpl)v(pz\n\apz),US;z {pl,pz,pl,pz} {,.,2}

Cont((pl‘Npl)‘(pz‘sz)'U:). U: = {¢}
2 2
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Cont ( (p1v~p1) (3 (pzv'\.pz) Uu )=

{{p pﬂ {'2"’3 ("1'92'91} {1 p305 Y GYpfp5)
{P‘z’v P{vpg}o {P:l p‘z’o P{v P:})

h) COnt((pliaupl)v(pzsa.pz),uﬁz)-

;- (9610 6 610 633 6o} 6308

OBSERVACIONES:

1) a) y b) nos inducen a pensar gque en general, dos tauto-
logfas de la L8gica Cl&sica no informan lo mismo. Por -
otrc lado, nos dicen que una Tautologifa s! informa algo.
Esto estf en abierta contradiccién con los conceptos de
Carnap y Bar-Hillel.

2) c) y d) nos inducen a pensar que: Dos contradicciones -
distintas no informan 10 mismo y ademfs, una contradi--
ccién no informa todo.

3) Parece ser que la proposicifn que menos informacifn nos
proporciona, en el sentido de contensifn, es la disyun-
cifn de les leyes del tercero excluido de las letras -
proposicionales de conjunto M con el que estemos tra--
bajando.

4) Tambien parece ser que la proposicibn que més informa-
cibn genera, es la conjuncién de las contradicciones -
de las letras proposicionales del conjunto M bajo cues-

tién.
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Tratemos ahora de generalizar algunas de las pro-

piedades que se nos presentan intuitivas en el universo

semfntico U: .
2

TEOREMA 2.
Sea u= un universo seméntico, p, 9 € M. Entonces

1) cOnt(pv.,p.Uﬁ) 4 Cont(qv.oq.US)

ii) Cont(plupou.") 4 Cont(qlnq.ll:)

DEMOSTRACION
1) {p".pq( cont(pvmp,uE) ¥ {pV.pf} £ cont (qv ~g, uf)

Lo primero es obvio. Para ver lo segundo, supongase

{r".p Y€ cont (qvaq,uf), por tanto
E E
{Pv'l’q‘ Cont(q,Uy) Cont(agq,Uy)

{Pv:Pfli Cont(q.ll=) Y {p".pt} € Cont(~q.uﬁ)

q'¢ {?YP‘}Y q‘t {Pv.pt} 1o cual es una contradiccibn
11) (p".p“ c¢Cont (pé ~p.U:) y{ p".p‘} /Cont(qnoq,u:)

El razonamiento es anflogo al caso 1i).

Veamos ahora cual es el rango de variabilidad de --

Cont(A,Uﬁ) en uh universo U:.

TEOREMA 3.
Si A es una fbf del lenguaje CDN y U: un universo sem8ntico

Entonces

{MC}QCont(A,U:) cuf - {¢}
DEMOSTRACION

Haremos induccibn sobre el nGmero n de conectivos que apa--
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n=0
A=p para alguna letra proposicional peM
Cont (A, Up) = (= suc/p¥ e )
Ve nC y NS XS, por tanto N € cont (A, UE)
de ahi que {u"} gcant(l,uﬁ)

Por otro lado, es claro que

{-t/d SKy pvca} [ U: y cadactes no vaclfo pues p’ Qe
por tanto Cont(A,U:) Suy - {#}

se tiene entonces que

c . B

{n} S Cont (p,UY)E Up = (A

Supongase ahora por hipbtesis de induccibn que si A tiene
menos de k conectivos:

E E
(3 € Cont (A, UJ) & UR - {#}
n=k

~B
En éste caso A-{‘ (donde B y C tienen menos de k

vC
* conectivos (1) ).

Primer caso A= w~B, donde B tiene a 1o més k-1 conectivos

B a su vez, pude ser

~B
B=] !
Si B=~Bl, donde 81 tiene a lc més k-2 ccnectivos entonces

A= B,

(1) Consideramos s86lo el caso de & y v pues es sabido que de acuerdo a

nuestras definiciones, Cmt(nsc,u:) =0ont (™ (~BY~C) ,uﬁ) .
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E
pero Cont (a,u:) =Cont (~~ B, ,UF)

=Cont(A,U")
por tanto se tiene lo que se quiere.
81 B=B,vB,, donde los conectivos de B, Y B, son menos de k-1,
entonces A-u(llvlz). por definicifn se tiene que
Cont (A, Uy) =Cont (~ B, , UR)U cont (& B,, UE)
donde ~Byy VB, tienen a 1o mfs k-1 conectivos; por H.I.,
{u"}QCont(Nal,u:)gu: - ¥}
c B
{n°}gcont (~ B,,UF) S UF - {8)

es claro entonces que

{FC]QCont(NByUz)U Cont ( ~B,, UE) (1)
COnt(ovBl.U")U Cont(~|2.u')gu {ﬁ\

(1) ¥y (2) nos dicen qQue

Ogcont (a,uhr g of - (@)

lcgundo caso As=BvC
Cont (A, Uy ) =cont (8, Uf) M cont (c, uE)

Por H.1I. se tiene que

{1} ccont 3,08 @uf - {4)
{n} & cont(c,uf) g uF {ﬁ}

de ahf que

{u } € cont (l,u") Ncont(c, u")g vt {ﬁ}
y por tanto

{n }QCont(A,UE)QU {ﬁ‘
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Siguiendo la linea del teorema, establecemos ahora

¢qu@ formulas tienen el minimo y el madximo contenido de -

informacién semfntica.
TEOREMA 4.
si U: es un universo seméntico con "'@1""'933 entonces
AN
(o] ) A
1) {H }-Cont (},..’1‘91"'91’-“.. )

1) uf - {g) - Ct;nt(gt(pia Pyl Uy )

DEMOSTRACION
(Y
E
1) cOnt( y‘t(piv pi),u:) = ﬁ‘COnt(pivmpi.U")
-
c,. Vv £ c
= N {=en/plee vy pfea) = )
o E\ (o E
i1) Cont (;&,‘pi‘ ~npy) ,U") = gfont (py&mpy,Uy)
o
v 4 - -
-Ht&‘ guc/pitot 6 pica.) U: {ﬁ}
Los dos teoremas anteriores nos generan el siguiente

COROLARIO 1.

.

Para cualquier fbf A del lenguaje CDN
(2" o
E E
Cont (Xt(pivw p1) ,U:)QCont(A,uu)QCOnt( & (91“"91) ,U")
FRR N
Obsérvese que los teoremas demostrados implican --

clertas caracteristicas:

1) Dos leyes del tercero excluido pvep y qveang, que BON
equivalentes en la Légica Clésica, no proporcionan la

misma informacién. Por otro lado, dos contradicciones
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pPs~p ¥ qé~q, equivalentes también en la L8gica Cl&sica,

ni informan cualquier cosa, ni informan lo mismo. S6lo -~

informan aquello que es relevante para ellas. Por ejemplo:

{q\d Cont (pé& ~P.U:) .

2) En un lenguaje CDN, construido a partir de un conjunto
finito de proposiciones M, la méximu informacifbn no se
obtiene de una sola contradiccibn, sino de la conjun--
cifn de todas las contradicciones de las letras propo-

sicionales del conjunto M.

El Teorema 3 nos estf diciendo que
¢ #COM:(A,U:)$ U:

Esto nos dice gque nuestro universo seméntico U: de elemen-
tos de contenido, es "mis grande” de 1o que se pueda llegar
& necesitar para obtener el contenido semfntico de una for-
sula del lenguaje CDN. Vemos pues que el verdadero rango de
variabilidad del contenido seméntico de una f8rmila es el -
conjunto U: - u: -“}

Debido al Teorema 1, de adecuacifn entre la seméntica
construida de Voishvillo y J. Sanchez y e) fragmento impli
cativo de primer orden del sistema E, podemos reformular -

1) y 2) en terminos de consecuencia l6gica.

1') Ni dos leyes del tercero excluido ni dos contradiccio-
nes son E-equivalentes., De una contradiccién no se de-
duce cualquier cosa, sino s6lo aquello que es relevan-

te para ella. Por ejemplo:

‘—f-;(pwup)-—pq, donde p,qe M.
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2') La f6rmula de la que mis consecuencias l8gicas se -

pueden obtener, no.es una s8la contradiccién, sino
la conjuncién
de todas las contradicciones de las letras proposi-

cionales que aparecen en M.

Pareciera ser que 1o asentaldo anteriormente rebate

totalmente 3416- conceptos de Carnap } Bar-Hillel.

Verémos que no es éste el caso éonplota-onto. A con-
tinuacifn, damos algunas propiedades de COnt(A,U:) -
que son similares a las de los conceptos introduci--
dos en el capitulo I. Esto nos haré pensar que -----
cOnt(A.U:) se parece a dichos conceptos "en medio” -

pero no en "las orillas”.

TEOREMA 5.
Si A,B son fbf del lenguaje CDN y U: un universo seméinti-
co, entonces

a) = A-B sii.Cont(B,U:) SCont(A,U:)

b) b= A®B sii Cont(A,Up)= Cont(B,UF)

c) Cont(AvB, u:) £ Cont (A,u:)g Cont (Aas,u;’)

DEMOSTRACION
a) }—;A-’B sii A-9B es una FE-implicacifn tautolbgica
sii Al;B (éstos Gltimos dos pasos de acuer-
do a los teoremas del capftulo II)
sii AFB por el Teorema 1

11 Cont (B,Ug)C Cont(A,Uy) por definici6n.
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b) Es inmediato de a) recordando que }—;Acaa significa
S A9B y b3BA

c) Es inmediato de observar que

Cont (A,U:) nCont(a,u:) € Cont (A,U:)'; Cont(A,U:) UCont(B,U:)

o
Hemos visto que »e Cont(A.U:) para cualquier f6rmula

A del lenguaje CDN. ¢Ser& posible encontrar alg@n tipo de ex

presifn tal que N | cOnt(A,U:)?. Veamos como podemos hacer
una analogfa mas con Carnap y Bar-Hillel al definir
Cont(B/A.U:). el contenido de B dado A". Interprétese --
tambien como "el exceso de informaciémn de B dado que se -

conoce A".

DEFINICION 5.

Para A,B en el lenguaje CDN y U: un universo semfntico, -

definimos
Cont(B/A,U:)th.Cont(A&B,Ui) - Cont (A,U:) )
TEOREMA 6.

Bajo las condiciones de la definicifn anterior:

a) Cont(B/A,U:)-Cont(B,U:) - Cont (AVB,UR)

b) Cont(n/a,u:)g.cwt(a,u:)
DEMOSTRACION

a) Cont(B/A,UE)=Cont (A&B,Uy) - Cont (A,U), por definicién

'Cont(A&B,U:)n (Cont(A,US) )€

(1) La diferencia "-" que aparece aqui, debe oonsiderarse cano di-

ferencia entre omjuntos.
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=(cont (a,uE) U cont (B, Uf)) ) (cont (A, Up)) €

=cont (B,UE) A (Cont (A, U})) ©
-Cont(B,U:) - Cont(A.U:)
Cont (B, u:) - Cont (AVB, u:) =Cont (B, u:) - (Cont (A, Uszont (B,UR))
-Cont(B,U:)(\(Cont(A,U:)f\Cont(B.U:))c
=cont (8, UE)N) ((Cont(A,UR)) Y (cont (8,U))€)
=Cont (n.u:) 0 (cont (A,U:) )€

=Cont (n,uﬁ) - Conc(A,u:)

Por transitividad se obtiene 10 que querfamos.
b) Cont (B/A,UE)=Cont (B,U) () (Cont (A, Ug) ) ° Cont (8,U%)
La igualdad de la izquierda es consecuencia de a).
(s
LEMA 2.
Sea A una fbf del lenguaje CDN, Al,Aztuﬁ
§1 A€ Cont(A,Ug) y A;§ A, entonces A, € Cont (A, U) .
DEMOSTRACION.
Induccibn oobte.el nGmero n de conectivos de A.
n=0
A=p donde p€ M
- E
Sea A, ¢ Cont(A,Uy) ¥y AL A,
es claro que pvc Al y por tanto pvc Az

Por tanto Azc Cont(A,U:).

Supongamos por H.I. que la afirmaciébn vale para n<d k.
n=k

Sea A con k conectivos
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~B

A= (donde B y C tienen menos de k conectivos)
BvC

Si A=~ B, B puede ser ~Bl 6 B,vB,

Si B= ~Bl' A= NNBI

como la afirmacién vale para B, por H.I. y como
Cont (A, Uy) =Cont (B, , Ug)
se tiene que la afirmacidn vale para éste caso.
Si B=B,VB,, M-N(Blvsz)
Cont (A, Uy) =Cont (~ B, , UR) U Cont (~ B, UF)
sea A, €& Cont (A.U:) y M€ A, (queremos A2¢ COnt(A,Ug))
sin perdida de generalidad supongamos que
AIC Cont (~ 81,0:). entonces por H.I.:
Az € Cont(n Bl.Ui) 3 sntonces
E
A, € Cont (~ BI.U:)U Cont (~B,,Uy)

por tanto A,€ Cont (A.U:) como queriamos probar.

81 A=BvC

supongase que A, ¢ Cont (A,U:) Yy S A,

Cont(a,u:)-Cont(s,u:)HCont(c,u:)
entonces A, € Cont(B,Uy) y A,€ Cont (C,Uy)
entonces por H.I. a By a C se tiene
| 4

A,€ Cont (B,U}) y A, € Cont (C, Up)
entonces A2( Cont(B,US)n Cont(C,U:)
entornces Az € Cont (BVC,U::)
es decir,

E
A2( Cont(A,UM)

Lo cual concluye la demostracibn.
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El lema anterior nos permite probar el siguiente ---

teorema que nos da una interesante propiedad de Cont (A,U:) .

TEOREMA 7.
81 A es una fOrmula del lenguaje CDN y
Ay @i. ces ,q;. GCOM:(A,B:) '

. \ 4
qg 81 q4=q
Entonces F—=A-<p;v...vp. , donde p = 1 171

~qy 81 qi-qf
DEMOSTRACION.
Queremos probar \—: ASpV...VP,

pero §sto es 10 mismo que demostrar que
Cont (pv. ..vp_,Up) G.Cont (A, UY)
sea pues X ¢ COnt(plv. « VP U:) (queremos X & Cont (A,U."))
entonces X € f\ cart(p‘.ll:)
a4

entonces X=A, ) X=A, con A& A, ,
81 X=A,, tenemos por hipStesis que X¢ COnt(A,Uz)
8i X=A, y A;G A,, tenemos por el lema anterior y la hipb-
tesis de que ALC Cont(A,u:) ¢+ que X=A,€ Cont (A,U:) .
Q
Sea A una f6rmula del lenguaje CDN y supongase que

COnt (A' u:) -{Al' L N ) 'An)

De acuerdo con el teorema anterior, podemos decir que
V—A-sA]  para 1£ign

q&.‘ sl q:’ €A

D
donde Af = p“v...vp‘.‘ y cada B,
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Utilizando los axiomas del sistema E, se puede ver f&-

cilmente que entonces

D D
F—;A-Q(AI&.. < &A])

Hemos probado pues el siguiente

COROLARIO 2.
Si A es una fOrmula del lenguaje CDN y
Cont (A, U:) ‘= {AI' ces ,A':} + entonces
\-:A-OA‘;&. . .&A:
a

Es sabido, de la 16gica clésica, que las formas norma
les de uvna f6rmula son equivalentes a dicha f6rmula. Por
otro lado, también es conocido (por el Lema 1 y el Teorema
1 de adecuacifn), que las eguivalencias que se usen para pa
sar cualquier fOrmula A del lenguaje CDN a su forma normal,

tienen lugar en la 16gica relevante.

Dada A en el lenguaje CDN, es pos;ble llevarla a una -
forma normal conjuntiva (FNC) o a una forma normal disyunti
va (FQD). Debemos notar que en la l6gica relevante, no es
permisible la "eliminacién® de mienbros conjuntivos de la -
forma Bvar B ni de miembros disyuntivos de la forma B& ~B, -
debido a que

D Vg AS (BV ~B) ¢»A
@ W Av(Be ~B)&HA

(En @ no tienec lugare—y en(Q no tienec lugar-—y debido a que

en general, no son E-{mplitaciones tautolbgicas).




124

El hecho de que las formas normales no sean Gnicas se
debe a que tienen 1uqa£
(5) by As(AVB) &> A
(6) t—3 AV(ASB) &P A
(Debido al Teorema 1 de adecuacifn, la demostracifn de (5)
y (6) resulta sencilla. Para (5) basta ver que
Cont (A, Ug)C Cont (A& (AvB) ,UR) y que Cont(As (AVB) , Up) € Cont (A, UE) ,

lo cual es inmediato. Anflogamente se resuelve (6)).

En la l6gica relevante, dada A, podemos definir un cier
to tipo de formas normales equivalentes a A que tienen la -
propiedad de ser Gnicas y nos permiten representar todas las
posibles préﬁisaa y conclusiones, no equivalentes entre s{,-

de la f6rmula A.

Sea A una fOrmula del lenguaje CDN construida en base a un -

conjunto finito M de letras proposicionales.

DEFINICION 6.

La FNCR (Forma Normal Conjuntiva Relevante) de A es la f6rmu

la obtenida como resultado del siguiente algoritmo:

1) Se construye el conjunto "c de todos los &tomos posibles:

uc-[pllpzl ) oo’n' ~ pl, ) .,an}
2) Se lleva la f6rmula A a alguna de sus FNC
Dl""‘Dn
(donde dentro de ceda disyuncién Dy» no hay &tomos repetidos)
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3) Para cada D, formamos la conjuncién de todas las posibles

i
extensiones de Di

D, &D
il iz...‘Dik

donde D

i -Dt y las demis D, se obtienen aumentando disyun

3

tivamente a D1 1a disyuncibn de uno o varios &tomos que no

1

aprrecen en Di.

4) Se unen conjuntivamente todas las conjunciones obtenidas -

en 3).

$5) Se suprimen los miembros conjuntivos repetidos (esto en ba

se a la conmutatividad e idempotencia de ).

TEOREMA 8.

La f6rmucla A y la FNCR de A son equivalentes.

DEMOSTRACION.
Sabemos ya que A y la FNC de A que ge construye en el paso g,

son equivalentes.

Por otr¢ lado

1) g D£F0011

2) vy Di.-.Di‘Diz

[ )
i °1‘°13

3) YD

k) v D;*vD &D

i1

k
Esto debido al hecho de que Dy =b,vB ¥y al hecho de que por (5)

]
\'101“01"(01"!”
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Como D1 es igual. a D1 y vale la substituciédn, tenemos.
1-

hbﬁbilibiz 2')
que se obtiene a partir de 1) y 2).

1
que se obtiene a partir de 2') y 3)

continuando el proceso se puede obtener
\a Tl

Como esto vale para cada i, resulta entonces que la FNC de A

N

el

‘D ‘...‘D
i, i

1 k

Dy6...4D @3 equivalente a la FNCR de A.
Q

DEFINICION 7.

La FNDR (Forms Normal Disyuntiva Relevante) de A es la fOrmu-

la obtenida como resultado del siguiente algoritmo:

1) Se forma el conjunto de todos los &tomos posibles
"c-[pl' ) .pn, ~Pl' °s wpn}

Se lleva la f6rmula A a alguna de sus FND

Clv...vCn

(donde dentro de cada C, no hay &tomos repetidos).

Para cada Cye formamos la disyuncifn de todas las posibles
extensiones de Ci

C

1 v...vc

1 ik

donde C1 es lgual a C1 y las demis Ci se obtienen aumen-
1

tando conjuntivamente a C1 la conjuncibn de uno o varios -

dtomos que no aparecen en Cy.
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4) Se unen disyuntivamente todas las disyunciones obtenidas

en )

S) Se suprimen todos los miembros disyuntivos repetidos (es-

to en base a la conmutatividad e idempotencia de v).

TEOREMA 9.

La f6rmula A y la FNDR de A son equivalentes.

DEMOSTRACION.
Como en el caso anterior, sabemos que A y la FND de A que se-

construye en el paso 2 son equivalentes.

Por otro lado se tiene

1) \'-"Ci."-!'(:11

2) L T AL

3) \-.cio-»c‘vci’

k) v—;ciactvcik

Esto debido a que Ci -Ci&B y al hecho de que por (6)
3

5 CHC, v (C 5B)

de 1) y 2) se tiene hciHci vC,

1 2

y de esto Gltimo y 3) se tiene t—!ciﬂcilvcizvciz

continuando se puede obtener hciHci v...vC1
1 k

como esto vale para cada 1, resulta que FND de A y FNDR

de A son uquivalentes.

a
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EJEMPLO 1.

Sea M= p,q A= pe(pvq)
Construccifn de la PNCR de A:
1) Hc-{pon ~P, Nq}
2) ~pe(pvq) es una FNC de A
3) ope(~pvp)s (A pvqg)s (~mpvarg) s (Apvpvq) & (APVPY ~q)
& (Apvgv Ax) & ( avpvpvgy ~q) .
(pvq) & (Pvav ~p) & (Pvav & Q) & (PVQVvarpvearq) .

4) Se forma la conjuncifn de las conjunciones anteriores.
S) ~pE&(~pvp)e(apvg)E(apvaq)s(pvq)s( ~pvpvqg) & (A~ pVpY Arq)
& (~ pvqv Q) & (PVQV A4]) & (PVQV wpV &q) .

Construcciébn de la FNDR de A:
1) uc'{POQa ~Dp, “’qls

2) (~pip)viap&q) es una FND de A
3) (~pép) v~ pepeq) viapepe~qlv ( #pepeqs aAxq) .

(v psq) vinv peqep) V(e peqs ~q)v ( AMpeqspt ~q) .«

4) Se forma la disyuncién de las disyunciones anteriores.
5) (awpep)v(iAmpeq)vi{iaspepiq)v(Apeps ~q)v(apeqs ~q)
v (opEpsqt Aq) .

El 5) es en ambos casos, la FNCR de A y la FNDR de A -~
respectivamente.
Obsérvese que:
v— AYPFNDR(A) y que g A FNCR(A).
Ademis, Cont(A,Uz) es la FNCR(A) haciendo la interpretacibn

inversa a como se hace en el Coralario 2.
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A continuacién mencionamos ciertos hechos que también
tienen lugar, sin embargo, no es el interés principal del

trabajo, el demostrarlos.

1) Dada A, Ags...shg del corolario 2 es 1o mismo que la

FNCR de A.

2) La FNCR de A y la FNDR de A son (nicas si no se toma en -
consideracién el orden de los miembros disyuntivos o con-

juntivos (esto se deriva de la unicidad de Cont(A,U:».

3) La FNCR de A nos da un panorama completo de las consecuen

cias 168gicas de A no equivalentes entre si relevantemente.

4) La FNDR de A nos da un panorama completo de las ptemisas(l)

de A no equivalentes entre si relaventemente.

S) En base a la FNDR y a la PNCR es posible formular un méto-
do de decisién sencillo para el fragmento implicacional de

primer orden del sistema E.

¢Culntas fOrmulas no equivalentes entre sf se pueden for-

mar a partir de un conjunto de n letras proposicionales?

En 16gica clésica, la respuesta a esta pregunta es senci
lla. Como cada f6rmula se puede pensar como una funcibn de ver
dad, la pregunta es equivalente a ¢Cu8ntas funciones de verdad
distintas se pueden formar a partir de n letras proposicionales?,

es decir, ¢Culntas tablas de verdad se pueden formar a partir

(1) tas f6rmilas de las que A se puede F-implicar,
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n
de n letras propos;cionales)? La respuesta es 22 , O sea, el

nGmero de funciones de verdad de (" enV ('=£V,F}) .

Hasta donde nosotros sabemos, en la 18gica relevante afn
no se tiene la respuesta a la pregunta planteada. En base al
Teorema 1 de adecuacibn, la pregunta puede ser reformulada de
la siguiente manera:

Sea H‘{pl, . .,pns un conjunto finito de variables proposicionales

Consideremos l!c-{pl, cecsPps ~p1, oo .‘an3
E+
considérese U, -{*g M_/ot ¥ dl

definase RU:*-{XEUE7X# éy ﬁ& \ P (BideX y =c@ =P PeX
E+ E+
atl, peU,

la pregqunta se reformula asi:

dCull]l es la cardinalidad de RU§+?




CAPITULO IV

UN CONCEPTO DE INFORMACION SEMANTICA CUANTITATIVA

A. INTRODUCCION.

B. UN CONCEPTO CUANTITATIVO SUGERIDO POR
Cont (A,US)

C. HACIA UNA MEDIDA GENERAL DE CANTIDAD DE
INFORMACION.
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A) INTRODUCCION.

Para finalizar el trabajo, presentamos en este capitu-
lo un intento de generar un concepto cont(h.uﬁ) COmO una me
dida de informacibn semfintica cuantitativa para las f6rmu--
las del lenguaje CDN. Dicho concepto resultarfa ser el and
logo numérico de CQnt(A,U:).

Enumeramos algunas dificultades que encontramos al tra
tar de dar una medida de informacifn para una férmula cual-
quiera. Nos concretamos a definir una medida cuantitativa-

en la que utilizamos la construccibn de CQnt(A,U:).

Asf como con las medidas de probabilidad, utilizamos -
el intervalo [o.i] como rango de varistilidad de nuestra -
medida y vemos algunas caracteristicas que distinguen a --
cont(A,US) de los correspondientes conceptos de informacifn

cuantitativa de Carnap § Par-Hillel.
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B. UN CCNCEPTO CUANTITATIVO SUGERIDO POR Cont(A,US).

En esta parte nos ocupamos de constuir una medida de in-
formacifén cuantitativa para una proposicién A del lenguaje -

CDN, suponiendo que ccnccemos Cont(A,U:).

La medida que proponemos es una medida "probabilfstica"”
en el sentido de que su rango de varisbilidad est8 entre cero
y uno. Utilizando logaritmos, como Carnap y Par-Hillel, se -
pueden dar medidas anflogas de informacifén cuyo rango de varia
bilidad sea mayor. Sin embargo, personalmente creemos que es
mis conveniente darlo en la forma presentada ya que &sta es -
fécil de calcular y permite una interpretacifn intuitivamente

mis clara.

DEFINICION 1.

Sea A una f6rmula del lenguaje CDN y supSngase que
E

Cont(A.uu)-[Al. e ,An}

definimos entonces
card(“L)(l)
r

F
cont, (A, Uy)=

donde T= Z card ()
aC M

No ee dificil calcular T si se observa que hay exactamen-

(2)

te (an) subconjuntos de M® con k elementos Por tanto el nf

merc c¢e elementos de todos los subconjuntos de M° con cardina-

lidad k seré&: k(zkn)

(1) Tambifn se puede definir cont, (A,UE) camw card (Cant (A, UE) )
B (on
=.(7)

2n 2n!
(2) El stmholo ( k) representa al nfamero TR
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Sumando sokre todo las posibles cardinalidades de subconjuntos

de M se obtiene finalmente que
2n
T= ?:.* (1)
En el caso de n=2, tenemos a nuestro conocido
[ v
uz"[PlvP;vpivpg
T se forma en este caso contando todos los elementos de cada -

posible subconjunto de llg.

4
'r-%i =32
. (1

En seguida calculamos la informacifn cuantitativa de algunas -

El resultado de este contec es

f€rmulas formadas a partir de M,
a) cont, (p,vAap UE)-cont (pyVAp UB)- 12 , 37
1'%1 1’ 1'F1 2'°w 3T

b) cont, (py&~vp,,Uy)=cont (P, &apy,Uy)=-33-4.87

¢) cont, ( (plﬁ ~P1) Ep6vp,), U=) - -g%- =]

d) contl( (plvvpl)v'-(pzv.opz) ,u:)- .3‘.!. &,12

e) c:tmt1 (pl,U:)-ccntl (pz,U:) -contl(-vpl,u:)- %ga.sz

£) cont, ((py&ap)V(p,6asp,) Up)= 35=.75

g) cont, ((p,varp,) &(PVarpy) ,Up) = 39562

E
h) cont, ((p,6~py) & (P,VasPy) Uyl = §94.93

1) contl( (plv’vpl)v(pz“'pz) :U:)‘ %g"o31

J) cont ((p,&wp,) 6Py, Up)= 35+ .96
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Obsérvese que la medida de cantidad de informacibn no dis
tingue el contenido sem8ntico de las proposiciones. Dos o m&s
proposiciones pueden tener la misma cantidad de informacién y
ser semfnticamente diferentes. El hecho de que

contl(pl.U:)lcontl(pz.uﬁ)-contl(-vpl,uﬁ)
E E
cont, (pla~P1 ’ Uu’ =cont, (91&p2 ' Uu)

se debe a que los &tomos en cuestibn juegan el mismo papel sin-

técticamente.

El hecho que resulta un poco raro es el siguiente:

cont, (p,., U:) -contl((plvwl) &(pPvap,), U:) = §g-

TEOREMA 1.
Para A,B f6rmulas de un lenguaje CDN se tiene que si

Cont (B, v:) G Cont (A, u:)

entonces

cont, (B, U=)£ ccnty (A, U:)

DEMOSTRACION

La demo;tracién es obvia de acuerdo a la construccibn de —--
contl(A.U:). Para calcular contl(A,US) tenemos que contar to-
dos los elementos de los elemerfcs de Gont(B,U:) (con los cua-
les tenérfamos contl(B,U:) y posiblemente algunos m&s debido a

la hipbtestis.
o

El reciproco del Teorema nu es cierto. Se cumple:

12 . E W o E,_ 20
b ¥ contl(pll pl,U“)__contl(pz,UM) T3
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Sin embargo, no se da el caso que:
Cont(plv~p2. U:)E Contipz,us)
pues sabemos ¥y P; plv‘\\'p1

Usando el Teorema 1, podemos derivar fécilmente el siguiente:

COROLARIO 1.
E E ] U'
s Gont(B,U")SCont(A,Uu) entonces ccmt1 (B.U“)-cont1 (A, ll)

Veamos ahora algunas caracteristicas de cont, (A.U:) que lo dis
tinguen y 10 asemejan a los conceptos correspondientes de ---

Carnap y Bar-Hillel.

TEOREMA 2.
Si A,B son f6rmulas del lenguaje CDN formadas a partir de un -

conjunto finito M de letras proposicionales.

a)-r < contl(l,vn) <

b) cont, (AVB,U})< cont, (A,Uk) & cont, (A:B,U})

c) cont, (A&B,Uy) =cont, (A, UE) +cont , (B, UE) -cont, (AvB, U})

DEMOSTRACION.

a) En el capitulo anterior demostramos que:

Iuc SG.Cont(A.UE)S U'— l‘}
cont (N (p,veep,) ,UE ={KC}
Cont(g (py&~Py), U")=U - {‘j

por tanto, con el teorema 1 obtenemos

cont, (0 (pyve py), U?é cont, (A,U )& cont, (& (pi&fvpi) U“)
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obsérvese finalmente que:

cont, ( }? (pyv “'91) ’ U:) -%9- (pues card (M®)=2n)

cont, (£ (pys ~py),UE) =1

con 10 cual queda demostrado a).
b) En el «apitulo anterior habfamos probado que

Cont (AVB, Up)%- Cont (A, U )& Cont (A&B, UE)
una aplicacifn del Teorema 1 a este hecho nos da el re-
sultado que queremos.

Z card (xi)

c) ccntl(A&B,US)- donde xic COnt(MB,U:)

ahora observémos
2 card(x;) = Z card(x,)

E E
X eCont (A&B,UY)  X,eCont (A,UE)uCont (B, UE)

o Z card(X;) + F card(xy) =~ Z card(x,)
B E
X & Cont (A, uf‘) X eCont (B,U)) X, eCont (A,UE)NCont (B, uf)

=Z card(x,) + & card(x,) - Z card(x,)
X &Cont (A, u:) X eCont (B, u:) X €Cont (AVB, UL

Dividiendo por T ambos miembros de la igualdad, obtene-

c:ont1 (A&E, UE) -contl (A, U:) +cont1 (B, Uﬁ) -t':ont1 (AvB, Uﬁ)

que es ]l gue querfamos probar.
o
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Si Dy es una disyuncién de K &tcmos distintos, no-

E
es diffcil encontrar oontl(Dk,U“).

De la misma manera, no
es diffcil encontrar contl(CK,US) donde cx es una conjun--~
cién de K &tomos distintos. Utilizando estos hechos nos =~
vemos motivados a definir la medida de informacién de una-
forma normal. Haremos esto posteriormente. Primero plan-
teamos algunos problemas que se presentan al tratar de dar
una medida cuantitativa genral de informacifn para cualquier

férmula de lenguaje CDN.

C. HACIA UNA MEDIDA DE CANTIDAD DE INFORMACION.

Sea 4 una medida de cantidad de informacifén para -
una proposicién y sean p, q, r, s ftomos distintos. De -
acuerdo a los conceptos de Carnap y Bar-Hillel (cont e inf)
y al concepto ¢ont1 construido en la seccifn anterior, se -
cumple sntonces

A(pve p)=p(qve q) (1)

-

Sin embargo, no todas las tautologfas tienen la -
misma cantidad de informacifn: pve P Y PVa Pvqg son tautolo

gfas pero siempre se tiene

M(pve pvg)< p(pvap)

esto debido a que queremos que se mantengan siempre las dos

condiciones niguientes:

(1) M&s aln, p(pvqg)=m(rvs)=p(~rv~s)=pl~pvs)=..,
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I) A(A)> O
II) 4 (AVB)C p(A)  (A¥B)

iSerfa deseable obtener que g (Av ~A)=y (BvaB)?

Aparentemente, el contar con una medida de informa-
cibn que cumpliera con tal propiedad serfa bueno porque per
mitirfa asignar la misma cantidad de informacion a f8rmulas
distintas que representan a la misma ley légica. Veamos las
consecuencias que acarrearfa ésto. Tomemos el caso de\COHtl
de la seccifn anterior.

contl (plv ~p1,U§)- -;%—

cont ((p,vp,)v ~ (p,vp,) ,Uy)
= contl(plvp2v~p1)6(p1vp2v~p1),U:)
_ 1o
32
En general:
M UPVq)V ~(pvq) )  spvq)= pm(pVv ~p)

sl mse aceptan las condiciones 1 y 11,

Vemos pues, que s8i aceptamos I y II para una medida
de cantidad de informacifn, entonces no debemos esperar que

cumpla con g (AvaeA)=pM (BvaB).

Pensamos que cualquier concepto de cantidad de in-
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formacifn que se quiera dar para las férmulas del lenguaje
CDN, debe portarle. en forma muy similar o igual al cont1 -

de la seccifn anterior.

Podrfamos intentar dar una definicifn para una me-
dida de cantidad de informacifn, haciendo a un lado el pro
blema de la negacifén, a la manera de la definicién de =---

Cont (A, Uy)

) (p)=cte para p Stomou)

M (AVB)= U (A) @ 4(B)

M (& (AVB))=fA (~A) - p(~B)
M (AEB)=a4 (A) « 4A(B)

M~ (AEB) )= fA (~vA) O M(~B)
Ml A)= M (A)

donde @ yO serfan dos operaciones con valores numéricos y que
cumplieran con las propiedades de la intersaccifén y la unién:
1) Conmutatividad & , ° '
2) Asociatividad @ ,@
3) Distributividades

4) Idempotencia ® , ©

Un camino alternativo para encontrar @ y - serfa a tra
v8s del planteamiento y resolucifn de ciertas ecuaciones: co-

mo deseamos obtener:  u (AS 6) = uA) + ,MKB)",“ Aved)

(1) Podrfa pensarse que la oconstante fuera —%ﬁ , pero esto darfa medidas

muy pequefias para disyunciones (por la condicifn II), La constante-
que podriamos esooger tendrfa que ser parecida a la de oontl.
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entonces la igualdad se transforma en la siguiente ecuacién

2O - A8 = ah)+ 4(6) (4 (A ® MB)
donde 44D 'a(&) y /(A) @’(5) son las incégnitas.

El camino serf{a plantear otra ecuacién donde apare

clieran /ﬂ)@l{b) Y /l“)@p@) e intentar resolverlas.

Ante la imposibilidad gque tenemos por el momento -
para encontrar las operaciones ® y 9, nos concretamos a -
hacer la generalizacién de contl para formas normales con--
juntivas. De manera que dada una f8rmula A en el lenguaje

CDN, encontramos una FNC A* de A y definimos 4 (A) como ---
A (A*).

Para llegar a definir una para las FNC, pedimos-
la siguiente condicion: Para férmulas A,B del lenguaje CDN,

se tiene:

- AV
111) ,uu) =,a(4)4/u(6) plAVB)

Si D, ¥ D2 son disyunciones de ftomos tales que en

cada una no hay ftomos repetidos se tiene que:
ﬂ(D.fo,) == /A(D.) 1 /M(D,) '/‘(D( v \)1)

Veamos quién es ,M(D1602603) (1)

ML) = 4 (D,2D)8 D)
= u(D 8 D)) + plDy) - » (D20 v V1)

(1) bfervese aquf que 1o que le ocurre a primera vista es qgue
M(D.00.205) = a®)epm®i)s MDY - (D vV, v D)

5in ambargo, €8to no es cierto.
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= MD) D) p05) D, ud2) - 4 (Owd5) € (32 vda))
= D) + pd0) +p5) D D) DDy Oy 9)) 4(0,vbv D)

SupSngase que si Dl""Dn son disyunciones en las que no hay

ftomos repetidos:

> = u(D:v = a(hvOgud)- ..
/(\).SM--«?D-) -:Z;.#(D‘)-%‘A(D. Vg) + 24

dojex
ere + @S (Do v D) )
Veamos el ahora el caso u (D8 - - &Dw I VY
D@4 DuRDnsr) = DL £D)8 Dsr)
= 4 (0d.-80w) + plDur) - pt ((DS--80) v Owsi)
M,)l...‘(}.v L;,)J
=M (ve- -8 9*)90“0— D.v
%

oA

Es claro que entonces, de acuerdo a la suposicibn (*), que en

(**) van a aparecer todas las combinaciones de disyunciones

en las que aparece Dn+1. Con lo cual concluimos la valide:z

de (*) para cualquier n.

DEFINICION 2.

Si A es una f8rmula del lenguaje CDN, definimos ,u(A') co.o,(_A')
donde A' es una FNC de A y ,u (A*) se obtiene de acuerdo a lo

siguiente:

a) Si es un Stomo =~ 1a~
P - M)

A%O

AP = T

b) si Dy es una disyuncién de K &tomos distintos
La -k )(m.-k.)
LY

(w44

,uU)«) = L2

T
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c),(Dla...&Dn) se obtiene como en (*)

Obfervese que esta definicibn es simplemente la ver

si6n numérica de Cont (A,U:) .
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