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2. 

IMTRODUCCION 

En este trabajo se abordará el estudio de 1 

Teoría de la Información Semántica y su relación con el 

concepto de consecuencia lógica. El trabajo consta fun 

damentalmente de dos partes. En la primera de ellas, -

formada por el Capítulo I, se aborda el estudio de esta 

relación en base al concepto de consecuencia lógica de-

la Lógica clásica. En la segunda, formada por los tres 

capítulos restantesIse estudia dicha relación tomando MEI 

como base la Lógica Relevante que es una lógica en la 

que el concepto de consecuencia lógica pretende ser mds 

adecuado al sentido contén que tiene el término. 

Con respecto a la interrelación que existe en-

tre la Teoría de la Información Semántica y el concepto 

de consecuencia lógica existen dos aspectos, o si se -

quiere, dos formas opuestas de señalarla: 

lo.-• Desde un primer punto de vista, la inter-

relación esté dada por la construcción de una Teoría de 

la información Semántica, basada en la existencia de un 

sistema lógico de deducción, con un concepto de conse-

cuencia lógica en la teoría coherente y adecuado a di--

cho sistema. Los objetivos principales de dicha teoría 

serían: por un lado, determinar cual es la "informacíAn' 
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de un enunciado (proposición), y por otro lado, cual es 

la "cantidad de información" numérica que contiene di--

cho enunciado. La finalidad, es pues, la formulación -

de dicha Teoría de Información Semántica en base a un -

sistema lógico que se considera ya dado como primario. 

2o.- Desde un segundo punto de vista, punto de 

vista lógico, la interrelación estaría dada por el es—

clarecimiento del concepto mismo de consecuencia lógica 

en base a conceptos de la teoría de la información mmdn 

tica como primaria. 

En la primera parte de este trabajo, Capítulo- • 

I, después de unas breves convenciones, se expone lao 

ría de la Información Semántica desarrollada por R. --

Carnap y Y. Bar-Hillel en base a la Lógica clásica. Co 

mo se verá, en este teoría ocurren cosas que pueden con 

siderarse contrarias al sentido coman, a la intuición; -

en particular se tiene que todo enunciado que es una 

tautología (enunciado demostrable en la Lógica Clásica), 

no proporciona ninguna información. Por ejemplo: 	 

p & q 	no da segdn esta teoría información algu- 

na. Este tipo de "paradojas" se ponen más en duda, des 

de un punto de vista lógico, cuando se invierten los pa 

peles y se trata de explicar el concepto de consecuen 	



4. 

cia lógica en base a dicha teoría de información semán-

tica. Esto resulta claro cuando se ve que, en concor--

dancia con los resultados sintácticos, tiene lugar la -

consecuencia lógica de una proposición verdadera a par-

tir de cualquier otra proposición, es demostrable 

pn(q>p), "si p es verdadera, cualquier q la implica". 

También se tiene que si un enunciado es una tautología, 

digamos pv.vp, se tiene que este enunciado es una conse 

cuencia lógica de cualquier otro enunciado q, bien se 

dé que este último sea relevante o no para el primero. 

Esto en concordancia con que en la lógica clásica es de 

mostrable ql,pv•vp. 

A partir del surgimiento a finales de los años 

50 de los sistemas de lógica relevante, la interrelación 

entre la Teoría de la Información Semántica y el concep-

to de consecuencia lógica adquiere nuevas modalidades. -

Dichos sistemas pueden ser considerados ccmo una mejor-

formalización del concepto de consecuencia lógica, pues 

en ellos no tienen lugar las llamadas "paradojas" de la 

implicación material o clásica, por ejemplo: No tiene -

lugar que para cualquier p y cualquier q: 

p2)(q:,p), (pciltr(qp), ni las llamadas "paradojas" de 

la implicación estricta de Lewis, per ejemplo: 

o p-3 (ciap). 
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Por un lado estos nuevos sistemas pueden ser -

utilizados como base para el desarrollo de una teoría -

de la información semántica, en la cual ya no tengan lu 

gar hechos similares a los antes citados. Por otro la-

do surge el problema de formular una teoría de la infor 

mación semántica adecuada que pueda ser utilizada para-

esclarecer el sentido que se da a la consecuencia lógi-

ca en estos sistemas. 

En la segunda parte de este trabajo, en el Ca-

pítulo II, se exponer el tratamiento de Hanson de éste-

problema. El define, en su aspecto cualitativo, cuál-

es la información semántica que nos da una fórmula 

booleana (construida sólo definiendo a los conectivos - 

11 y 

	

), definiendo un concepto de información basa 

do en el fragmento implicacional del sistema E (of II» 4/.9 ••• 

entailment) de la Lógica Relevante. 

En er Capítulo III se exponer el tratamiento 

contrario dado por E. K. Voishvillo y J. Sánchez P., 

quienes tratan de esclarecer el sentido de consecuencia 

lógica, de dicho fragmento del sistema E, formulando -

primeramente como explicandum un concepto de contenido -

semántico de los enunciados. 

Ahora bien, el tratamiento que del problema de 
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la interrelación entre la Teoría de li InformaciGn Semán 

tica y el concepto de consecuencia 16gica hacen Hanson,- 

Voishvillo y Sánchez es meramente cualitativo . En el-

Capítulo IV se analiza y establece la relación entre los 

conceptos de información semántica dados por dichos auto 

res y se intenta desarrollar, en analogía a lo dado para 

la lógica clásica con Carnap y Bar-Hillel, el aspecto --

cuantitativo. 



7. 
- - 

CAPITULO I 

INFORMACION SEMÁNTICA PARA LA LOGICA CLASICA 
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CAPITULO I 

INFORMACION SEMANTICA PARA LA LOGICA CLÁSICA 

A. INTRODUCCION. 

Fh este Capitulo se vera como, en base a los tra-

bajos de Carnap y Bar-Hillel, se puede construir un mo-

delo de Información Semántica tomando como base un sis-

tema lógico ya conocido, en este caso la Lógica Clásica. 

Antes de abordar esto explicaremos brevemente qué se de 

be entender por dar un modelo semántico y cuál es la di 

ferencia entre Teoría de la Información y Teoría de la 

Información Semántica. 

La Teoría de la Información nace propiamente -

en 1947-1948 con los trabajos de Claude Shannon, quien-

trata de resolver ciertos problemas técnicos de comuni-

cación. El Modelo de Información de Shannon puede ver-

se en resumen en el siguiente esquema: 

Medio por donde 
12nisor 	viajan loe men- 	Receptor 

sajes. 

Codificación 	Deoadificacidn 
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Esta teorfar estudia problemas que se originan-

en la transmisión de la información. Busca minimizar -

gastos encontrando códigos adecuados para enviar los -

mensajes. Estudia también los lenguajes hablados o es-

critos pero desde un punto de vista probabilfstico-esta 

distico, al averiguar qué tipo de letras o odiabas apa-

recen con más frecuencia. Estudiando esto último se 

pueden hacer programas de simulación en computadoras pa 

ra generar textos de algún lenguaje a partir de la in--

formación estadística con que.se cuente. 

Por otro lado, la Teoría de Información Semán-

tica más que ver los aspectos técnicos o estadísticos -

de los mensajes, se ocupa de ver la intensión, el signi 

Picado de los mensajes. La información semántica en lu 

gar de medir frecuencias .o probabilidades de aparición-

do letras o cadenas de letras en los mensajes, mide el-

significado de•las proposiciones que llevan los mensa--

jes. En esta teoría se miden las proposiciones por sí-

mismas o relacionándolas con un conjunto de proposicio-

nes dentro de un cierto lenguaje. Aquí el receptor y -

el emisor juegan sólo un papel pragmático. La informa-

ción semántica de una proposición puede ser vista como-

la información semántica "ideal" que recibe un receptor 

"ideal". 
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Por "receptor ideal" entendemos un receptor --

que conoce las reglas de la lógica y la matemática para 

hacer inferencias. 

En nuestro estudio de información semántica es 

taremos interesados en dos aspectos. Dado un mensaje,-

Por un lado estaremos interesados en saber qué informa-

ción contiene, y por otro lado, qué cantidad de informa  

ci6n contiene  . Todo esto sólo se analizará desde un pun 

to de vista 169/go-semántico y nunca desde un punto de 

vista linguistico o semiotico general. 
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R. QUE ES UNA SEMÁNTICA. 

Se conoce con el nombre de Semiótica a la cien 

cia que se encarga del estudio de los símbolos en gene--

ral. Intuitivamente podemoé intentar definir "símbolo"-

como "objeto material que se utiliza como nombre de una-

idea, un objeto o un acto material". Así por ejemplo 

"2" es el símbolo de la idea intuitiva que tenemos de 

"dos": "f'(x)" es el símbolo que utilizamos para referir 

nos al objeto conocido como la derivada de la función --

f(x).. 

La Semiótica consta de tres partes: 

a) Semántica: Parte de la Semiótica que estudia 
la relación de denotación entre los obje-
tos y los símbolos que los representan. 

b) Sintaxis: Parte de la Semiótica que estudia-
la relación de los símbolos entre si. 

c) Pragmática: Parte de la Semiótica que estu-
dia la relación del hombre con los stmbo--
los. 

óbietoes_J  isintolos1  

 

Harthre I 

 

Semántica Pragmática 

 

Sintáxis 

¿Por qué el hombre utiliza un conjunto determi 
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nado de sfmbolos en lugar de otro? Esta seria una pre-

gunta que responderla la Pragmática. 

¿Cuáles son las fórmulas que tienen sentido -

dentro de un lenguaje,pensado meramente como un conjun-

to de sfmbolos? Para responder habría que recurrir a 

la Sintáxis. 

¿A qué ente ("verdad" o "falsedad") se refiere 

una cierta proposición? Esto busca su respuesta en la-

Semántica. 

En base a lo anterior podemos responder a la -

pregunta que da título a esta sección. Decimos que se-

tiene una semántica cuando se tiene un procedimiento pa 

ra relacionar enunciados con los entes "verdadero" o -

"falso", es decir, con lo que ellos denotan. Aclaremos 

esto Intimo con el siguiente esquema: 

(Intensión) 

(Eyten.sión o 
denotado) 
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Si entendemos» a los símbolos como los "nombres" 

de objetos, diremos que los objetos constituyen la exten 

sión, el significado o el denotado de los símbolos. Aho 

ra bien, Prege, en su "Teoría del nombre" aclara que el-

denotado (significado) de un "nombre" está en función de 

su sentido (de ahí el esquema anterior). En otras pala—

bras, para hablar de la extensión, es decir, el conjunto-

de objetos a que se refiere un nombre, es necesario dar-

un sentido a dicho nombre. Por ejemplo: el nombre "ban-

co" se puede referir a distintos objetos (banco de peces, 

banco para sentarse, banco como institución, etc.) mien--

tras no se le asigne un sentido. Estos objetos constitu 

yen el denotado del nombre "banco". Otro ejemplo: nom--

bre:"ndmero par"; sentidow"ser múltiplo de dos"; signifi 

cado: 12, 4, 6, 8, 	 

Lo anterior es bastante general. En nuestro --

caso los sfmbo3os o "nombres" serán las proposiciones. -

El sentido de las mismas estará dado por las relaciones-

de los conectivos lógicos y el significado o extensión -

estará formado por los entes "verdadero" o "falso". En-

otras palabras, para Frege, los enunciados o proposicio-

nes son los nombres de los entes existentes "verdad" o -

"falsedad". 
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En resumen, diremos que tenemos una semántica-

cuando tenemos un método para asignar a las proposicio-

nes o enunciados el predicado "verdadero" o el predicado -

'falso". Para un estudio más detallado acerca de cómo-

hacer ente tipo de asignación, se puede ver "Introduction 

to Mathematical Logic" de Mendelson en su Capitulo II. 

En nuestro caso, con lo que expondremos de 

Carnap y Bar-Hillel se tendrá una semántica para la cla 

se de proposiciones de la Lógica clásica. Carnap y ---

Bar-Eillel basaron su teoría de información semántica - 

en definiciones lo sufucientemente adecuadas para que -

en ella se reflejara la L6gica clésica. 
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C. ACLARACIONES GENERALES. LENGUAJES Lñ 

A partir de esta sección empezaremos el desa--

rrollo de un modelo de información semántica para la L6 

gica Clásica. Primeramente vamos a suponer que nuestro 

universo de proposiciones está inscrito en un lenguaje-

de tipo L1 . Un lenguaje de este estilo se caracteriza 

por tener un número finito de constantes y letras predi 

cativas unarias. Tiene además los conectivos usuales 

de la Lógica clásica y a los paréntesis. 

ez/ Pl' P2' 	Pw  ; Cl,C2 	Cn;nd,v, • ,3 4-d! ; ). 

Los.P" son símbolos para referirse a letras pre 
dicativas de acidad uno. 

LasC° son símbolos constantes para referirse a 

individuos. 

0^14,"v:11..1"son los símbolos para la negación, 
disyunción, conjunción, implicación y --
equivalencia respectivamene. 

l'(:)°, son los paréntesis izquierdo y derecho res 

pectivamente. 

En los lenguajes Lirri  no existen variables ni --

cuantificadores. Sin embargo, esto no afecta mucho su -

poder expresivo. Podemos hacer el estudio de las propo-

siciones de la Lógica clásica pensándolas dentro de un - 

( 
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lenguaje 1.1 sin afectar de ningún modo la clase de teo 

remas que se obtienen en Lógica clásica que es en elti-

Ma instancia en lo que estamos interesados. 

Las reglas para formar expresiones con sentido, 

es decir, fórmulas bien formadas ( f b f ) en estos len-

guajes quedarán claras después de lo siguiente: 

En un lenguaje L1 , tenemos las siguientes de-

finiciones: 

a) Proposición atómica es una expresión del es 

tilo "Pa" (a tiene la propiedad P), donde 

"Pues una letra predicativa y "a" una cons—

tante individual. 

b) Una Proposición básica es una proposición -
atómica o su negación. 

c) Un Q-Predicator es una conjunción de las -
letras predicativas en la que cada letra -
aparece negada o no negada, y no ambas co--

mas. 

d) Una º-Predicator Con etc> es una expresi6n-
"Mc" dondeWes un Q-Predicator y ec.'una cons 

tante. 

e) Un State description (descripción de estado) 

es una expresi6n.M1c1 	M2c2  • 	-Mnc 4  n don 
de cada eMi  es un Q-Predicator y las.c" son - 

las n constantes del lenguaje. 
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Podemos penpar a los lenguajes 141 como repre-

sentaciones de "mundos" en los que sólo hay n individuos 

propiedades básicas que le pueden acontecer o no a - 

los individuos. Un Q-Predicator nos dice en qué estado-

(acontecer o no acontecer) se encuentran las« propieda-

des en un momento dado. Un Q-Predicator completo nos di 

ce el estado que guarda un individuo respecto a cada una 

de.las propiedades. Un State description nos dice el -

estado o posición que guarda cada uno de los individuos 

respecto de cada una de las iff propiedades, en otras pa-

labras, un State description se puede interpretar como -

la representación del estado total del "mundo" en un mo-

mento dado. 

Los predicados moleculares se forman a partir-

de las*.  letras predicativas con ayuda de los conecti--

vos lógicos como es usual en las definiciones resurgí--

vas de formación de fórmulas bien formadas en los Tex-- , 

tos de lógica. (ver por ejemplo Mendelson "An Intr. to 

Mathematical Logic"). Análogamente se forman las propo 

siciones moleculares a partir de las atómicas. 

TEOREMA 1.- En un lenguaje L:r  tienen lugar: 

a) El nCimero de proposiciones atento» as Irn p 

b) El flanero de Q-Predicators es 	k 
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c) El número de State Descriptians es Z = 2I3  = 24" = kn  

DEMOSTP>CION: 

a) Como en Ln hay ir letras predicativas, n constantes-

y las proposiciones atómicas se forman con una letra 

predicativa y una constante, se sigue que puede haber 

ire distintas proposiciones atómicas. 

b) Un Q-predicator es un arreglo de 71 lugares 	 
1 

P1  P2... P
4
, enel que cada Pi  es Pi  6 ~Pi. De modo 

que el problema se reduce a encontrar las posibles 

formas de acomodar dos objetos tomados de 1r en 11' , 

es decir, OR2  - 2lr  

c) Los State Descriptions se pueden pensar como arre—

glos de n lugares (un lugar para cada constante) en-

los que en cada lugar puede aparecer un Q-predicator. 

De manera que el problera se reduce a.acomodar 21.: -

elementos (los Q-Predicators) tomados de n en n. Por 

tanto hay (21r)n  = iln  = kn  = Z State Descriptions. 

WEMPLO 1.- 

Supóngase que estamos interesados en realizar un cen 

so en un cierto pueblo X donde sólo viven tres habitan-

tes y que sólo nos interesa conocer si los habitantes son 
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hombres o mujeres (no hombres) y si son viejos o jóvenes 

(no viejos). Designemos los tres individuos por a, b, c 

y las propiedades H,~11, 4~.1 para hablar de hombre, mu-

jerpjoven, viejoprespectivamente. El lenguaje adecuado-

para hablar exhaustivamente de nuestro censo es L. . 

2 L3fficiii,J; a vb,c;"/, 4,,v,m,#); (,)I. 

Ha, Hb, Hc, Ja, Jb, Jc, son las proposiciones at&icas de 

L2  (son n91'ga3 x 2 ). • 
3 

11•J, HI~J,^,H•J,^4HgAIJ son los Q-predicators (son ----

01•22=4) 

(11..pae(AoHeJ)be(HeJ)c es un state description. (La lis 

ta total de 1Wn=22.3;26=32 atetes descriptions aparece 

en la figura 1). 

Notación: 

i) En lo que sigue utilizaremos las letras.leB, "C.:— -

para referirnos a fbf. Para decir que A es una fbf-

lógicamente demostrable en la Lógica clásica, escri-

biremos 1--t A(1). Esto significará que A es una fbf-

que vale en la Lógica clásica, que es verdadera, que 

es una tautología de acuerdo a las tablas de verdad-

de la Lógica clásica. 

(1) "1-,A" significa A es un teorema de la Lógica clásica, es decir, 
A es demostrable a partir de ciertos axiomas cxx: ayuda de cier-
tas reglas de inferencia prefijadas de entonara. "Im A" signi-
fica A es lógicamente válida; en la Lógica clásica las fbf -
que son 16gicarnente válidas son aquellas y a5lo aquellas cuya-
tabla de verdad les asigna V en cada asignación de valores de -
Verdad a sus cximponentes. Ice teoremas de Cumpletez y Cbrrec—
tez de la Lógica clásica nos aseguran que f-c  A sil $1: A. (Ver -
las referencias de libros de lógica en la Bibliografía) . 
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ii) En algunas ocasiones escribiremos i en lugar de^JA y 

en ocasiones también omitiremos el punto • de la con 

junci6n, escribiendo AB en lugar de A•B. 

El State description que se habla dado como ejemplo-

corresponde al número 9 de la Tabla. El número 39 -

de la Tabla corresponde al State description: 

7)a • di 41)b • ( W 3) c. 

H.J H.J H.J Ti.a.  115 

1. a,b,c - - 33. b - - a,c 
2. - a,b,c - - 34. a - - b,c 
3. - - a,b,c - 35. - c - a,b 
4. - - - a,b,c 36. - b - a,c 
5. a,b c - - 37. - a - b,c 
6. .4 b - - 38. - - c a,b 
7. b,c a - - 39. - - b a,c 
8. a,b - c - 40. - - a b,c 
9. a,c - b - 41. a b c - 
10. b,c - a 42. a c b - 
11. a,b . - - c 43. b a c - 
12. a,c - • - b 44. b c a - 
13. b,c - - a 45. c a b - 
14. c Lb - 46. c b a - 
15. b a,c - - 47. a b - c 
16. a be - - 48. a c - b 
17. - a,b c - 49. b a - c 
18. - a,c b - 50. b c - a 
19. - b,c a - 51. c a - b 
20. - a,b - c 52. c b - a 
21. - asa - b 53. a - b c 
22. - b,c - a 54. a - c b 
23. c - a,b - 55. b - a c 
24. b - a,c 56. b - c a 
25. a - b,c - 57. c• - a b 
26. - c a,b - 58. c - b a 
27. - b a,c - 59. - a b c 
28. - a b,c 60. - a c b 
29. - - a,b c 61. - b a c 
30. - - a,c b 62. - b c a 
31. - - b,c a 63. - c a b 
32. c - - a,b 64. - 	, c b a 

Figura 1 
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D. INFORMACION SEMÁNTICA CUALITATIVA. 

D.1.- Condiciones. 

Ya habíamos notado antes que el interés de la-

Teoría de Información Semántica de Carnap y Bar-Hillel-

es encontrar medidas de información para las proposicio 

nes de la lógica. En relación a esto, dada una proposi 

ción, se ocurren a la mente dos preguntas: 

i) ¿Cuál ea la información que carga la propo-
sición? 

ii) ¿Cuál es la cantidad de información de la -
proposición? 

En esta sección desarrollamos el concepto de -

"Cont" para responder a la primera pregunta. El "Cont" 

de una proposición se interpreta como la información de 

la proposición, como la información cargada por la pro-

posición, su contenido. Cont,por tanto, será una medida 

de información, cualitativa de una proposición. En la - 

sección siguiente se desarrollarán dos conceptos (cont-

e inf) para asignar una medida de información cuantita-

tiva a las proposiciones de la lógica clásica. Con esto 

Intimo se tendrá la respuesta a la segunda pregunta. 

El desarrollo que seguiremos para llegar al con 
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cepto de Cont será el siguiente: primero diremos qué -

condiciones de adecuación a los teoremas de la Lógica -

clásica debería cumplir un concepto (In) que pretendiera 

medir la información cualitativa de una proposición. En 

base a esto se demostrarán ciertas propiedades de dicho 

concepto para llegar finalmente a la formulación precisa 

del concepto Cont y sus propiedades. 

Cuando afirmamos que tiene lugar A213, entende 

mos que A afirma todo lo que puede afirmar B y tal vez-

más. Esto nos conduce a pensar que A nos informa más -

que 8, que A tiene toda la información que nos puede - 

dar B y tal vez más. Parece también intuitivamente 

claro que la información con que una proposición B exce 

de a la información de una proposición A es la informa-

ción conjunta de las proposiciones A y B menos la infor 

macióndle.La proposición A. Supongamos por un momento -

que *In(A)" significa "la información cargada por la pro 

posición A", la discusión anterior nos lleva a que "In" 

debe cumplir las siguientes: 

CONDICIONES: 

I) In (B) Si In (A) sil 	A 3 B 

II) In (B/A) = In(A•B) - In(A) = In(A•B) A (In (A)) 

"In(B/A)" debe leerse como "la información en - 

que B excede a la proposición A", "la información de B - 



23. 

relativa a A", "la inf9rmación de B dado A". Obsérvese 

que de acuerdo a estas condiciones nos vemos obligados-

a medir la información cualitativa de una proposición -

en forma de conjunto (o de clase en su caso). 

Las condiciones I) y II) encierran en sí más -

información de la que aparentan. En los teoremas si---

guientes veremos las consecuencias que se siguen de ace2 

tar tales condiciones. 

Supongamos que k ea la clase cuyos elementos -

son las In-clases, es decir, las clases que son medida-

de la información cualitativa de las proposiciones for- 

madas en los lenguajes 	. 

TEOREMA 2.- Si "In" cumple con las condiciones I) y Ir) 

se tiene: 

a) In(A) = In (B) sil 	B 

b) In(A) = la Mi-tima clase de k(1) sii 	A 

c) In(A) 
	

la máxima clase de k(1)  sii A es lógicamente-

falsa (A es una contradicción). 

d) In (B) C In (A) (contened/5n propia) sii 1--c  A 213 y 1~1 411.•• «IN» MI» 

léc  B 2 A 

(1) Por clase mínima de k entendemos una clase que estA incluida-
en todos los MiCIThree de k. Por clase máxima de k entendemos 
una clase que contiene a todas las clases de k. las clases -
minina y mlbsizna de una clase k pueden coincidir con la clase-
vacía y la clase total (del tipo correspondiente) respectiva-
nvntr pero ésto no sienpre es así). 
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e) Clase mínima de kC InIAK clase máxima de k sii A es 

factual () . 

f) In (AvB) C  In (A) C  In (A •B) . 

DEMOSTRACION.- 

a) in(A)laIn(B) sii In(A)gIn(B) y In(B)GIn(A) 

sii I-1B3A y 1.-tA3B 	 (Condición I) 

si/ 1-1.A**B (reglas de adjunción y simplifica 
cien) 

b):-.).)Supongamos que In(A)- la minima clase de k 

entonces, para cualquier fbf B tenemos In(A)5In(B) 

entonces, para cualquier fbf B tenemos 1,-,B3A 

Bra particular para B-B y para B=~13 tenemos 

B3A y 1;." 113 A 	  (1.) 

Por otro lado sabemos que 1--,Bv", B. 

y que 1-4 (C3E) 31(33E) aeCvD)30 

Tomando C-B, D="0 B, E-A tenemos que 

' 	(132A) n[(~B3A)* «livav 0)20 

A partir de (1), (2) y 1.-4,Bv•vB obtenemos que 1--LA 

O Supongamos ahora que I--c A 

entonces para cualquier fbf B se tiene 1-1BDA 

entonces para cualquier fbf 	In(A)GIn(B) 

(2) Una proposición A ea factual si no es tautología ni oontradic-
cien. También se les acostumbra llamar contingencias, proposi 
clanes lógicamente Indeterminadas, proyosiciones sintéticas, 
etc. Se caracterizan porque en la Gltima columna de su tabla 
de verdad existen al menas una V y una F. 
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entonces In(A) es la mínima clase de k. 

c)4) Supongamos que In(A) • la clase máxima de k 

entonces para cualquier fbf B In(B)‘ In (A) 

entonces para cualquier fbf B brA•• B 

En particular para 111•B y B•edB se tiene 

W-a- 	B y 1-c9V> ~a   (1) 

de ahí que t-1 4̀ .13 '="A Y haBoloA (por la ley de contra 
puesta). 

A partir de estas dos últimas expresiones y con ayu-

da de (-a,B v ArB obtenemos h.-A. Esto significa que 

"'A siempre se toma el valor de V en su tabla de ver-

dad. Por tanto A siempre toma el valor F. Por tanto 

A es lógicamente falsa. 

44 Si A es lógicamente falsa, tenemos entonces que t--'A 

entonces para cualquier fbf B tenemos que b-1 Bz 

en particular para Bar "PB también tenemos qiie 

para cualquier fbf B broB ar 

luego entonces para toda fbf B se tiene t-c lk=.13 

entonces para cualquier fbf B, InBG InA 

entonces In(A) es la clase maxima de k. 

d) al4 Supongamos In (B) C. In (A) (contensión propia), enton- 

ces In(B)1;In(A); de ahí que 11 Azio13. 

También el suponer In(B)s:In(A) implica que 

Existe w tIn(A) tal que wf/In(B) 

es decir, no es cierto que In(A)%1In(B) 

Por tanto * 
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Imik Ahora supongamos que §-I  A313 y t#7, 133A 

esto significa que InBLInA y que no es cierto que 

In(A)GIn(8) 

entonces In(B)LIn(A) y existevitIn(A) tal queNWOIn(B) 

entonces In(B)CIn(A) y In(A)0In(B) 

por tanto In(B)CIn(A) 

thapongamos que clase mínima de kcIn(A)ctcIase máxi-

ma de k. 

clase mínima de kcIn(A) implica 

que clase mínima de kplIn(A) y de ahí que btA (por b)) . 

In(A)c clase máxima de k implica que In(A)0 clase mixt 

ala de k y de ahí que A no es una contradicción(Por c)) . 

Por tanto como A no es ni Teorema (y por tanto lógica--

mente verdadero o tautología) ni contradicción, concluí 

Roa que A es factual. 

4111Supongamos ahora que A es factual 

• entonces en la tabla de verdad de la proposición A hay 

alma-n.~1m rengldn donde A es verdadera y otro donde A es 

falsa 

entonces A no puede ser contradicción y A no puede ser 

tautología 

entonces de acuerdo a b) y c) tenemos el resultado que 

esperábamos, clase mínima de kcIn(A)cclase máxima de k. 
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f) Como sabemos que en lógica clásica se tienen los - 

Teoremas : 

ADAvB y A* B3A (leyes de adición y sintlificación resFectivarnente), 

tenemos entonces ,--c A*(Av13) y b--1(AeB)3A 

es decir, /n(AvB)Giln(A) y In(AMIn(á0E) 

esto ditimo nos da In(AvEI)EIn(AWn(A.D). 

O 

Este teorema nos aclara las propiedades que de 

be cumplir el concepto que tomemos como medida de la In-

formación que tiene una proposición. Parece ser que por 

el momento no habría mucha disconformidad si pensaremos 

en definir el concepto de Información cualitativa de una 

proposición como el conjunto de proposiciones que dicha-

proposición implica. Esta idea parece ser la más adecua 

da, pero el problema surge al tratar de encontrar dicho-

conjunto, pues para ello se debe tener bien precisado -

el concepto d* "implicación" y como se verá después, la-

implicación "generada" por las tablas de verdad (implica 

ción clásica) no resulta muy adecuada para el sentido que 

el termino tiene en su uso comdn. Por otro lado,para es 

pecificar el conjunto de proposiciones que una proposi--

cien implica es necesario tener un cierto universo de don 

de se tomen dichas proposiciones, para lo cual la proposi 

ción debe estar escrita en un cierto lenguaje previamente 
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especificado para a partir de ese lenguaje crear el univer-

so de proposiciones posibles . Esperamos que ésto altimo sir 

va como justificación para la introducción de los lenguajes 

LW. Nuestra tarea inmediata es utilizar éstos lenguajes pa-

ra definir a partir de ellos el concepto cualitativo de In-

formación de una proposición. 

D.2. CONCEPTO Cont y SUS PROPIEDADES. 

Empezamos con dos definiciones: 

DEFINICION 1 

En un lenguaje II, R(A) es el rango de la proposición A y 

R(A) = 12/Z es state description 	Z2A) 

DEFINICION 2 

Un elemento de contenido es la negación de algun state 

descripticn. 

A los elementos de contenido, los simbolizamos con -

las letras Ei y llamamosV e a la clase de todos los elemen 

tos de contenido. En L11  , ésta clase tiene 29/n elementos. 

• Es claro que hay una correspondencia biunívoco entre 

los state descriptions y los elementos de contenido. Asi 

por ejemplo, al estate description (113)a •(14J)b e(há)c de 

nuestro lenguaje L3 , le corresponde el elemento de conte- 

nido 	eu((HJ)as(HJ)bs(171.5)c)= (fiv5)a v (110)b v (HvJ)c 

Un state description nos informa el estado total del 

universo en un momento dado. Una proposición A nos dice -

que el estado del universo es uno de los Zt R(A). Si llama 

mosV z a la clase de todos los state descriptions, vemos 
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que A nos dice que el estado del universo no en uno de los 

ZE),s-RiA). Por tanto,.si sucede A, se tiene que para los-

Z tales que Z0/2-R(R); 1-1A:)....Z. Esto es claro, pues si 

Z no esta en el rango de A, Z no puede implicar a A, de ahi 

que Z implique a PU A. De ésto último se sigue que A impli-

que a ruZ. Veamos ésto formalmente: 

TEOREMA 3 

Sea Zilizy A una proposición cualquiera de Lr , entonces 
I-cZnA o 1.-11ZDouA 

DEMOSTRACION 

Podemos pensar que Z = Miel! ...shinCn  

donde las Mi  son 	Predicators y las Ci  son las n constan- 

tes del lenguaje. Sin perdida de generalidad podemos supo- 

ner que Z = pi.pl 

donde las Pi son proposiciones básicas que ocurren en Z. 

Las pi son proposiciones atómicas o negaciones de proposicio 

nes atómicas, segun aparezcan en Z 

Es claro que una asignación de valores de verdad a las IV n 

proposiciones atómicas que aparecen en Z, asigna V o F a - 

cualquier proposición A. 

Dado Z, tenemos, asociado a Z, una asignación v tal que 

v(x ) 
V 	si x es un conyunto que aparece en-Z co-

mo pEoposición atómica. 

F 	en otro caso (1)  

(1) Eata valuación v no es dnica en general. Recuerdes': gua para ver 
qué valor Urna una fórmuta bajo una asignación, solo es necesario fi 
jarse en los valores de la asignación para las letras que aparecen 7-
en la fórmula. 
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A si A toma el valor de V con la valuación 
Sea A' a 

duA si • toma el valor F con la valuación 

Probaremos que ZI---1A•  

Una vez probado esto, tendremos, aplicando el teorema de 

la deducción, I-- 	. 

Haremos la prueba por inducción sobre la formación de A 

na0 Aap 

donde p es una proposición atómica. 

Es claro que en Z aparece p o aparece oup 

si p aparece en Z como conyunto, es fácil ver con simpli- 

ficación que Z t.-1p 

si 0..p aparece en Z como conyunto, es fácil ver también- 

que E hl" p 

	

H.1 supongamos que si A tiene longitud menor que k, Z 	A' 

B 

Caso 1 A= tvB 

Si B es V bajo la valuación y, A es f, 	=B, 	="JA 

por H.I a B, 	Z 1111-i-enrov B, pero evn•B=A*  

si B es F bajo la valuación v, A es V, B l eardB, A'=A 

por 11.1 a 0, ZY-4 ", B.'. Z1----e  A°  pues A' =".$13 

Caso 2 A=139•C 

Por H.I se tiene que 21--e  I3 °  y 

si 13 es F bajo la valuación v, A es V, Bi =ruB, A'=A 

Por H. I a lb Zi"--£"/B y por tanto 	BC debido a la 

tautología ndrl(B>C) 

si C es V bajo la valuación v, A en V, Ct=e, A'=A 

n=k 
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por H.I. a C, Zlir C y 	Z y—, B=C por la Tautología C.r.s (Br.sC) 

si C es V y C es F bajo la valuación v, A es F, B'=8, C"mruC, 

A• 	IV A 

Por H.I a By A C, Z 	B y Zif—indC 	Z11-11#1+ (B=C) 

debido a la tautología B ( noCn nr (BC)) 

Por tanto tenemos Z1—iib: como queríamos ver. 

o 

Obsérvese que el "o" de l-1 zA 6 	Z:).10A 

es exclusivo, pues si fuera el caso que para algún ZENI
z 

Z.13A y 	Z2n. A, se tendría 	Z 2A."/A 
y por tanto ,--¿Av~AUovZ, y de ahlIr-2,~Z. Pero esto no 

es posible porque siempre es posible dar una valuación que 

haga F al elemento de contenido ruZ 

LEMA 1. 

Sea d=Z1"1  v vZm la disyunción de todos los state descriptions 

Entonces 1-7id 

DEMOSTRACION. 

Supongamos Hzd. Existe una valuación y tal que asigna F a 

cada Zi  . En particular asigna F a Z1. 

Supóngase que Zl=plf...cplyn  

Como en d aparecen todos los state descriptions, existe j tal 

que Z j1  =p.e...sp' iwn 
pi  sk y asigna V a pi  

,w pi  si: asigna F a pi  
Y PI = 
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es claro por la construcción, que y asigna V a [DI y por tanto 

v asigna V a Z. Por tanto no es cierto que y asigne F a 

cada state description. 

Por tantol—,1 d 

o 

TEOREMA 4. 

Para cada elemento de contenido Ei 
a) Ei  es factual 

b) Si Ei0 Ej entonces l-- E vE e. 	j 

c) la conjunción de todo. los E/  es lógicamente falsa 

DEMOSTRACION. 

a) SI  es factual es equivalente a demostrar que fiare...El.  es factaml. 

Haremos ver que los state descriptions son factuales. 

Si ZIlatil1c ....Nncn es un state description, en cada Mi 

aparece una letra predicativa negada o no negada, de ahí 

que ~Only pueda ser equivalente a una contradicción, -

por tanto ningún Zi  es equivalente a una contradicción. 

Por otro lado, Zi  tampoco es equivalente a una tautología 

pues, si así fuera, cada Mici tendría que tomar el valor- 

de V bajo cualquier asignación. Pero esto sólo se darla- 
) 

si Nici fuera equivalente a una tautología del estilo 

PcI y ~Pc 	Pero esto es imposible por la construcción-

de los Q-predicators 
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b) Supongamos que . EL  # E j  y que 
1  E

i  = R1c1 y ... y R11cn 
E,
J 
 = ii1c1 v ... v Fincn 

Para que Ei  y El  sean distintos es necesario que para 

algún k, Rk sea distinto de Rk, pero como albos tienen 

las mismas letras predicativas, son distintos s810 si 

en alguno aparece una letra predicativa p y en el otro 

aparece,up. 

Si reacomodamos Ey Ej tenemos 

Ei = Rkck  v R1c1  v 	Rk_lck_, k4.1ck+1 	R c n n 

1 1  k k= Rc v Rc v 	Rc 	v 271k-1k-1 c 	v ... Ej 	k_ik_i 	nC n 

Es claro que Rkck  v fikck  es verdadera siempre debido 

a la letra que comparten Nk  y Mk, pues en una aparece 

la letra no negada y en el otro aparece negada de modo 

que la tabla de verdad siempre dará V. 

Por tanto EivEj dará siempre el valor de V en su ta-

bla de verdad. De ahí que V-1EivEj  

c) Sabemos que cada Ei  es la negación de un state descrip-

tion Z'podemos poner sin pérdida de generalidad que 

Ei="ni 

sea d=ev E l y • • y^. Em 
	(m.pn) 

dmOWAáZ
1 

v - • • • V /V Zm  

d=Z1 v 	v Zm 
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d es una tautología (por el lema 1) 

."..rd es una contradicción 

pero .JduElsE2  ...sEm  :.la conjunción de los E1 es ló- 

gicamente falsa. 
CI 

LEMA 2. 

1,--LA sil VZ EVz(1---¿Z>71) 

DEMOSTRACION. 

w1)51$.71A, es fácil ver que para cualquier Z,1--í Z:›A 

debido a la tautología A:)(ZnA) y al modus ponens. 

SiVZ I Va  (H Z >A) , tenemos entonces que si Z1, ...2m son 
todos los state descriptions, 

1.—wcZynIA, 	••• ,11.—c.2nph A 

peto entonces I..Z v...vZ rJA 1 	n 
y por tanto 1---A debido a modus ponens y al lema 1 

Podemos afirmar que un state description es la-

proposición factual más fuerte, dice lo máximo que se pue 

de decir de un universo dado sin llegar a informar lo que 

informa una contradicción. Nos informa el estado que 

guarda cada individuo con cada predicado. Por otro lado, 

un elemento de contenido es una de las proposiciones fac-

tuales más débiles, dice lo mínimo aue se puede decir de 

un universo dado sin llegar a informar lo que informa una 

tautología, es decir, nada. 



1 Tautologías 

Elementos de 
~tenido  

 

	• 
State 
descriptions 

1 	
Contradicciones 

no informan 

informan lo mínimo 
fáctico 

informan lo máximo 
fáctico 

informan tolo 

INFCR4NCION 

+- 

Entre las 
proposiciones 
Factuales 
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EJEMPLO 2. 

El state description (HJ)ao(rij)b*(HJ)c nos informa lo - 

máximo del universo L3, pues nos dice el estado de cada 

miembro respecto a los predicados. El elemento de conte-

nido correspondiente: 

(rivá)a v (HvY)b v (HvJ)c 

casi no informa nada acerca del estado de los individuos 

respecto a los predicados, pues s6lo dice que el indivi-

duo puede estar bajo alguno, algunos o todos los predica 

dos 

Gráficamente podemos representar la discusión an 

terior: 

Llamemos 'e a la clase nula de e- 

Un state description nos informa el estado total 

del universo en un momento dado. Una proposici6n A nos - 

dice que el estado del universo es uno de los Z R(A) . ••• 
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Si 211R(A) entonces Z no puede implicar a A y por tanto, 

por el Teoretra 3, E implica amJA. De ah/ que A implique~Z 

para Z% R(A). A este conjunto de elementos "+Z es a lo que 

llamaremos *1 contenido o información de la proposición A, 

es decir, aquello que A " implica". 

DEFINICION 3. 

El contenido de información de la proposición A es 

Cont(A) 	~Z/Zt Vz  y Z4tR(A) 1 

Iftz/i--¿a=hfuZ y Z t Vz  I 

Resumiendo: hemos establecido que dada una proposición A, 

R(A) es el conjunto de state descriptions que implican a 

A y que el contenido de A, Cont(A), es el conjunto de ne-

gaciones de state descriptions que no implican a A, en 

otras palabras, aquello que A implica. 

FGAD 	 ---"y A Cont1  

State descriptions 	Elementos de contenido 
(negaciones de state descriptions) 

TEOREMA 5. 

a) Cont(A)gBA.. sil 

b) Cont(A)aaVe  sil A es contradicción 
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c) Aec Cont(A)c..  Ve  .sii A es factual 

d) Cont(B)GCont(B) sil 1----wA=B 

e) Cont (A) mi Cont (B) sii 

DEMOSTRACION. 

a) Cont(A) Ae significa que 

fou 	Ve  /1--c. A= #‘42 	es la clase nula 

sil para cada fy Z 4i Ve  se tiene que no es clertot-zA=~2 

sil para cada Z« Niz  se tiene que no es cierto quet-z2›"JA 

sil para cada Z« Vz  se tiene que 1-aZA, (por el. teorema 3) 

sil 	por el lema 2. 

b) Cont (A) al Ve  significa que FvZ E Ve/l•-¿A..0 Zlia Ve  

sii para cada ouZE Ve  se tiene 1----c A 'u Z 

sii para cada ZtVz  se tienel—Z 	uA 

sii 	ni A (por el Lema 2) 

sii A es una contradicción. 

e) Supongase /te C Cont (A) C Ve  
existen Z1« Cont(A) y 22tVe  tal que 22 1Cont(A) 
existe Z1  tal quet----c An2i  y existe 22  tal que VO-cA22  
existe Zi  tal que 1---¿"41=•••••A y existe Z2  tal que t-342AZ2  
existe Zi  tal que 1-74-i~Z1n A y existe Z2  tal. que 1-0-GA22  
(ésto debido a que ou21t Vz  y al Teorema 3) 

por tanto hay una valuación que hace V a obiZi  y hace F a A 
y hay una que hace V a A y hace F a Z2 . .'.A es factual 
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Supongas. que A es factual 

entoncesik-A y A no es contradicción 

entonces, por a) y b),se tiene que Cont (A)pdh.e  y Cont (A)" 
por tanto A. c Cont (A) C Ve  

d) 	Supongamos Cont (B) 	Cont (A) 

V eVe  (Z t Cont (B) 	ZI Cont (A) ) 

VZ4Are (1—a.B.,Z 

VZtVe(I-;(B=Z)(A=Z)) 

VZ4Ve t1--,("4 évB) (ru Z ••••A) 

Vis. Ve ( h-diovZ 3("013*ovA) ) 

(esto debido a la tautología ((AnB)=(11=C)) (A=(BC)f l)  

VZ4 V •(1--.~Z=(A=B)) 
Pero recuerdese que Z 4 Ve  si/ evZ tVz  

por tanto, tenemos que todas las negaciones de los elemen- 

tos de contenido, es decir, todos los state descriptions 

implican AU B 	V-1AZB (por el Lema 2) 

Sup. hulA 	y sea Z t Cont (B) 

se tiene entonces que 1---a BZ 

pero entonces por transitividad se obtiene I A Z 

y de ahí que gt Cont(A) 

coso S es arbitrario, se tiene que Cont(B) C  Cont(A) 

e) 	Cont(A)Cont(B) sii Cont(A) C  Cont(B) y Cont(13) SCont(A) 

sil Ir—;.BA y 1---cP4B sii Y-1A 4-> 8 

(1) Este 1rema es el reciproco del axioma A3 de Mendelson (Autodistribución) 
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El inciso d) del teorema anterior nos asegura que -

Cont es un buen explicatum para el concepto In de que --

hablamos hablado antes, es decir, si In(A) es la infor—

mación cargada por la proposici6n A entonces, la defini-

ción de Cont(A) es una buena definición para explicar el 

significado de In(A). 

En el siguiente lema, mostramos algunas propiedades 

de R(A) que nos serán de utilidad posteriormente. 

LEMA 3. 

Si i(A)gi{A4/Z t R(A)}. 
a) R( AaMieVz  - R(A) 

b) R (A* B) IER (A) A R(B) 
c) R(AvB)-R(A)U R(B) 

d) W(A• B) -J(A) A if (B) 

entonces 

DEMOSTRACION. 

Para simplificar la notación, implícitamente suponemos 

que los Z recorren el conjuntó Srz  

a) z a R( ~A) sfi Ze (Z/1---«. Z->evA) 

sii Ze {Z/W--€.ZA} 
sil. Le Vz  y Zy R(h) 

sii 21 ( V5  - E(A)) 

b) Z R(A•B) sii ZE (2/1---íZA-13) 

sii ze {Z/%---¡,zn A y 	Z 13} 

(éste último sii debido al teor. de la deducción, aimplifi 
cación y adjunción) 

sil z 	n A} IN (z/1--72.B} 

sii ze R(A) n R(B) 



40. 
c) Zt R(AvB) sil Z tZ/1--z Z3 AvB} 

sil Z C {Z/1---Z2 A 8 1--¿Z313} 

(I4 Si b..  z AvI3 y b-frz Z A entonces, 1---c  Z D ( n'A 3B) Y 

1-1,Z* ~A y por tanto I--; Z 

44Fácil debido a I—, A 3 (AvB) ) 

sil ZE {Z/1-„Z DA} (Z/V-ZZ DB) 

sii Zt R(A) V R(B) 

d) ii(A•B)aff {roZ/ZE R(A•B)}º {~2/1-1. Z3 A•1} 

truZ/t-zZ DA y 1-7Z .133 

{~Z/11--zZZA} n {".z/t---,3.3B} 
= !tolo n Roo 

o 
TEOREMA 6. 

a) Cont ( NA)= (Cont (A) )4  

b) Cont (AvB)a•Cont (A) n Cont (B) 

c) Cont (A• 13) 1=Cont (A)U Cont (B) 

DEMOSTRAC ION . 

Tomando como base a R(A), el rango de A, definimos antes 

W(A) como el conjunto de las negaciones de los miembros-

de R(A) . Por tanto W(A)5,,, Ve . Más aún, Cont (A) =r2( ~A) (1)  

a) Cont("0/1)=TV(tv‘u A)R(A)=R{rus Z/1--eZ3 A} 

la {no Z/11-Z 3 ti 	(Teorema 3) 

= {evzilk A 3 tv 

(Cont (A) )4  

b) Cont (AvB) =fi( ..p(AvB) )=W(wA • tvB)=W(".• A) n 	13 (Lema 3) 

=Cont (A) n Cont (B) 

(1) R(EvA)= {ruZ/Z flárti {"Z/A 	z} = dont (A) • 
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c) Cont(A•B)=Cont(~(~AvmB))=(Cont(n/AVOUB))4  

(Cont(AlionCont(~13))6  

=(Cont(evA))` U (Cont(MB))` 

siCont(^•^A A) U Cont (n+ B) 

=Cont (A) U Cont(B) 
o 

Este teorema refleja el comportamiento esperado de 

Cont. Finalmente definimos Cont(A/B) y damos algunas de 

sus propiedades. Interprétese intuitivamente "A/B" como 

en el caso de In(2/B). 

DEFINICION 4. 

Cont(A/B)=Cont(AeB) - Cont(B) 

Obsérveseque la definición es buena pues el miembro 

derecho tambien es conjunto. 

TEOREMA 7. 

a) Si 1---íA4->B entonces Cont(C/A)=Cont(C/B) Y 

Cont(A/C)=Cont(B/C). 

b) Si 	A3B entonces Cont(B/A)= ié 

c) Sil--1A entonces Cont(A/B)=he  

d) Si 	entonces Cont(B/A)=Cont(B) 

DEMOSTRACION 

Obsérvese que Cont(A/B)=Cont(AsB) - Cont(B)=Cont(A)-Cont(B) 

a) SiF--c A4-,B entonces Cont(A)=Cont(B) 	(por teorema 5) 

Cont(C/A)=Cont(C) - Cont(A) 

=Cont(C) - Cont(B) 

=Cont(C/B) 



Cont(A/C)-Cont(A) - Cont(C) 

=Cont(B) - Cont(C) 

=Cont (B/C) 
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que 	A.28, entonces b) Supongamos 

de ahí que 

c) Supongamos 

de ahí que 

d) Supongamos 

de ahí que  

que 1---1A, entonces 

Cont(A/B)=Cont(A) 

que 1-7A, entonces 

Cont(BM•Cont(B)  

Cont(17)C. Cont(A) 

Cont (A);.11,4)  

- Cont(B) =Ae  

Cont (A) 

- Cont(A)Cont(B) 

Cont(B/A)Cont(B) - Cont(A) ="1.41  

El inciso d) del teorema anterior, nos brinda un ca-

mino alternativo para hacer la construcción que hemos he-

cho. Pudimos haber dejado Cont(A/B) como primitivo y haber 

definido Cont(A) como el caso de Cont(A/B) en que B es una 

Tautología. Sin embargo creemos més conveniente definir -

primero Cont(A) ya que s610 consta de un argumento, en --

cambió, Cont(A/B) consta de dos argumentos. 
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E. INFORMACION SEMANTICA CUANTITATIVA (cont e inf). 

El: FUNCIONES N-PROPIAS. 

Al finalizar ésta sección habremos dado dos medidas--

alternativas de la cantidad de información. La idea que te-

nemos en mente es la de que éstas medidas reflejen numérica 

mente las propiedades del Cont definido en la sección ante-

rir. Deseamos por ejemplo, que la cantidad de información de 

A, sea mayor o igual que la cantidad de información de B, si 

A implica 13; que la cantidad de información de A sea cero si 

A es una Tautología; que la cantidad de información de A sea 

la máxima en el caso de que A sea una contradicción. 

De acuerdo a las dltimas ideas del párrafo anterior, lo 

que tenemos en mente es definir la cantidad de información -

de una proposición como la suma de las cantidades de infor—

mación de sus elementos de contenido. Para lograr nuestro --

objetivo, primero definimos una función que toma valores nu-

méricos y que sistematiza ciertas propiedades intuitivas y -

deseables de low state descriptions. En base a ésta función, 

definirémos el primer concepto de cantidad de información --

cuantitativa. La idea de definir primero la función, es ana-

lizar el comportamiento de los state descriptions y conocer-

asimismo a los elementos de contenido en base a los cuales -

se quiere definir la cantidad de información contenida en --

una proposición. 
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DEFINICION 5. 

Sea m una función numérica que se valua en las propo-

siciones de 11. Decimos que m es una función propia si 

satisface que para cada A, 8, fbf y para cada Zit tez: 

1) 	m(Z)70 

ii) la suma de todos los m(Z1) es 1 

iii) si B es una contradicción, m(B)=0 

iv) si B no es una contradicción, m(B)= Em(Z),ZCR(B) 

v) si 1, se obtiene de Zi por permutación de algunas 6 

todas las constantes individuales de Z1, entonces 

m(Z )=m(z1  ). 

vi) si Z se obtiene de Z por permutación de algunos 6 

todos los predicados de Zi  entonces m(Zp=m(Zi). 

vii) si Z4  se obtiene de Z reemplazando las ocurrencias 

de cualquier predicado de Z1  por su negación, 

m( 	.Z3) ~(Z ) 

viii) si A y 8 no tienen predicados primitivos en comun, 

entonces m(A.8)~(A)m(B) 

TEOREMA 8. 

a) Odim(A)1.1 

b) m(A)g.1 sii 

(c) m(A)a0 sii A es una contradicción 
d) 0¿,m(A)4.1 sil A es factual 

e) si 1-7 AB entonces m(A)A,m(B) 

f) m(Aoh)d.m(A)d-m(AvB) 



45. 
g) m(AvB)-m(A)+m(B)-m(A•B) 

h) m(A•B)-m(A)+m(B)-m(AvB) 

I) m(nJA)=1-m(A) 

j) m(AvB)~(A)~(B) sii A•B es una contradicción. 

DEMOSTRACION 

a) Sea A una proposición, es claro que A, O es una con— 

tradicción 8 no es una contradicción. Entonces por — 

110 y iv) se tiene que m(A)=0 6 m(A)=1 Ere(Z),ZE R(A) 

Pero el mIximo valor que puede tomar ésta suma es 1 de 

acuerdo con II). Por tanto 0¿ m(A)ft 1 

b) :♦Supongamos m(A)=1 y1-411 

existe ZEIVz  tal que W-izZA (por el lema 2) 

entonces R(A),C1J; 

como m(A)=1, A no es contradicción (por iii)) 

por tanto m(A)= Em(Z),ZtR(A) 	(por iv)) 

pero entonces m(A)4'...1 (por i), ii) y prque R(A).07z) 

lo cual es una contradicci6n. 

4s Supongamos I A 

entonces Nizt z3--IZ7JA (por el lema 2) 

por tanto R(A)=V 

por tanto m(A)=.  YIr(Z).:=1 (por iv) y ii)) 

c) 4  Si A no es contradicción entonces R(A)My y por lo 

tanto m(A)= /m(Z) Y O 
si R(A) 

..m(A)=0 implica que A es una contradicción 

*Se obtiene inmediatamente de iii). 

d) 0•4m(A)€4 sii( b),c) ) A no es teorema y A no es una 

contradicción sii A es factual. 
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e) Supongamos 1.5  A *S 

entonces Ni Z t Vs  1---1Z (A B) , por el lema 2 

entonces d Z a Niz  , si 1—z 	A entonces 1--2 E> 1B 

entonces R(A)£R(B) 

entonces E.m(2)2 E .(z) 
24(13) 	ZeR(A) 

entonces fa (R)Z m (A) 

f) Como se tiene guel--4 A.BA 

entonces, de acuerdo a e), se tiene 

oft(A• Bi. m (A) y iii(A)Íg m(4vB) 

g) m(AvB)= E m(Z) 
?ARMA» 

E a(Z) 	por el lema 3 
ZeR(A)vR(B) 

• E ah(z) + E m(z) - 	E •(,) 
iliU0 	lila a» 	 Sea (11)na(B) 

m(A) + al(B) - E a(Z) por el lema 3 
ZeR(A.B) 

• m(A) 	us(B) - •( 11•33). 

131 obvio a partir de g). 

NaDmA)g. E na(S) go 	E m(E) 	E 	- E a(E) 
Z4R(~A) 	E« ( VT—R (A) ) 	Z*V5 	zdt(A) 

(la segunda igualdad es consecuencia del lema 3) 

m(AvR)=m(A)~(13) sil m(A.B)=0 	(debido a g) ) 

sil A.B es una contradicción (por c)). 
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E2. EL CONCEPTO cont Y SUS PROPIEDADES. 

De acuerdo al teorema anterior, es convenien-

te dar por fin la definición de medida de información -

cuantitativa de una proposición de la siguiente manera: 

DEFINICION 6. 

Si A es una proposición y m una función propia 

definimos oont(A), cantidad de información semántica de A 

como cont(A)~(~A) 

TEOREMA 9. 

a) cont(A)-l-m(A) 

b) cont (^J A) gm (A) 

c) m(A)1-cont(A) 

DEMOSTRACION. 

a) cont (A) -al (NA)•:1-st (A) 

b) cont ( ~A) ala ( 1%,  ~Mana (A) 

c) 1-cont (A) gallis ( "id A)• 1 l -a (A)) nn (A) 
o 

En el siguiente teorema veremos las propieda-

des de cont respecto a los conectivos lógicos. 

TEOREMA 10. 

a) 04.cont(A)k 1 

b) cont(A)0 *II V"-e, 
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c) • cont(A)=1 sii A es contradictoria 

d) Ot cont(A)L 1 sil. A es factual 

e) 5-1 A*B entonces cont(A)2cont(B) 

f) cont (AvB)1g. cont (A) cont (A•B) 

g) cont (AvB)sacont (A) 4 oont (B)-cont (A•B) 

h) cont (") A) =1-eont (A) 

i) Cont(A.B)•cont(A)4cont(B)-cont(AvB) 

j) cont (A•13)•cont (A) +cont (B) sil 	AvB 

DF.NOSTP.CION. 

a) Se sabe que Oátim(A)Scl para cualquier fbf A en particu 

lar para A igual a ~A se tiene Oiám("JA)4 1. De ahf 

que 0&cont(A)4 1. 

b) cont(A)=O sil •(#+A)=0 sii 1-m(A)=0 sii m(A)•1 sil t---c A 

c) Aailogamente a b) 

d) OLcont(A)£.1 sii O at(ovA) 1 sii r•-•A es factual 

sil A es factual. 

e) Sit—.A3B entonces m(A)4 m(B) según un teorema ante- 

rior, pero entonces 1-m(ruA)1-1,1(^/8) 
de ahí que m(ruA)Zat("43) 

y por tanto cont(A).i.cont(B) 

f) Es consecuencia de e) y de los teoremas b---tA>AvB 

y bi-cA•BA 
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h) cont (mA) =m( «y"' A) =m (A) =1-m ( A) =1-cont (A) 

i) cont (A. B) =m ("0(A• B)) =m ( &Av ">13) 

=m(ruA)+m("013)-m(NA•ruP) 

=cont (A) +cont (B) -m (Na (AvB)) 

=cont (A) +cont (B) - Cont (AvB) 

j) cont(AfB)=cont(A)+cont(B) sli cont(AvB)=0 

sii V--c.AvB 

Obsérvese que la demostración de este teorema 

resultó trivial debido a las propiedades de las funcio—

nes propias, de ahi la importancia de haberlas definido-

primero. 

También obsérvese que e) no es "si y sólo si"; 

esto resulta asi porque la función m sólo cumple que si 

ImmIA:›B entonces m(A).4:m(B), es decir, si se tiene que A 

implica a B, entonces la medida de cantidad de informa--

ción de todo aquello que implica a A es menor que la de 

todo aquello que implica a B, pero dejamos abierta la po 

sibilidad de tener dos enunciados A y 8, tales que 

m(A)Xlm(b) y sin embargo no se de que V-Ir Am,  B. 

En secruida vamos a definir atInt(B/A), la can-

tidad de información en que 8 excede a A, para después - 
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demostrar un interesante teorema que discutiremos en capf 

tulos posteriores: 

DIMINICION 7. 

Cont(S/A)cont(AsS) -cont(A) 

TEOREMA 11. 

cont(B/A)gicOnt(A:›13) 

DEMOSTRACION 

Obsérvese que 1,--4.134rM AvB).(dvAvB) 

cont(WA)=oont(A(PB)-cOnt(A) 

incont(A)+cont(S)-cont(AvWeecont(A) 

cont(B)-cont(Ave) 

.cont (Ave)*(m'AvD) -oont(AvS) 

incont(AvB)+Cont(PuAv5)-cont((Avinv(moAviA-Cont(AvB) 

•cont ('u Avd)...00nt ((Aya, A) vlb 

scOnt (". Aval pues i---1(AvotaA)vP 

iscont (A> S) 
O 

Obsérvese que en esta demostración juega un pa- 

pel de primordial importancia el que noAvS sea equivalente 

• AriB. 

Si un receptor "Ideal", conoce A y se le entrega 

B, entonces su posesión de información es la misma que si - 
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en lugar de B sé le entregara A:)B, pues se supone que -

por ser receptor "Ideal", si conoce A y A:»13, puede lame- - 

diatamente inferir B. Si 1-111:›B entonces cont(B/A)m0. 

En lo que sigue obtenemos medidas de cantidad-

de información con el concepto de cont para las proposi- - 

alones básicas y para las formas normales conjuntiva. y -

disyuntivas. 

TEOREMA.12. 

Si B es una proposición básica entonces cont(B)1,--1— 

DBMOSTRACION. 

m(BveuB)=1 

de ahi que m(B)+11(~11)-11(B•ova)al 
por lo que m(15)+mi(mh):1 pues.B.mil  es contradicción 

2a(B)-1 	por vil) de la definición de a 

a (D) ar—r-ina (^A I» 
O 

TZOREMA.13. 

Sean Cr una conjunción de n proposiciones atómicas con n 

predicados distintos. 

Dn una disyunción de n proposiciones atómicas con n 

predicados distintos, 
1 entonces a) cont(Cn)wl 1n  y b) cont(Dn 2n 2  



Por hipótesis de inducción. 

cont Cn-1 1 
2n  

52. 

DEMOSTRACION. 

Obsérvese primero que si A y 8 no tienen predicados pri- 

mitivos en coman, entonces de acuerdo a viii) de la defi 

nici6n de a se tiene m(11•13)~(A)m(8) 

Por tanto m(Av8)~(A)~(n)-m(A)m(8) 

a) Por inducción sobre el Mulero de letras predicativas - 

que aparecen en Cn: n=1, Cn=c, c proposición atómica. 

Cont (CA) -cont (c) ÷1 1 
2 .  

1 supongamos que cont(Cm)=1- 	para ndik 
2 

pare neek tenemos C1ci.c2...ck_isckse(clec2...ck_1).ck  

cont(C0=cont tc1c2 	ck_iPck  

inis(macise2 	ek_i)vaock) 

mintall(ci•e2 	ek_011.1m(mrckl-mblci  C2  ... ck_14m(olock) 

micont(!isca 	ek.1)+cont(ck) -cont(c, 	ck_i)cont(ck) 
1 	1 	1 =i- 

21 
	_(1  _ _2w=r)  -7- 

1 	1 	1 ut(l- 
2
wrzi/ ( 1 --Ir) +-1-- 

1 1 1 1 
f—s- 2 	2 

b) Por Inducción sobre las letras predicativas que aparecen en Dn 

nowl 

Dn=di  donde d1  es una proposición atómica 
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1 	1 cont (Dn)zecont (d1) --r-  - 

~fp. ' que cont (DI)- 21n  para n k 

entonces para :Mi tenemos Diedivd2v...vdk_ivdk  
cont (pk)•cont((divd2...vdk_i)vdk) 

Ircont4p9(divd2...vdk_1)•A•iik) 

gicontEv (fu Dk_i• ou dk)1 	acalle Ch-1Isd1v... vdk-1 

gni (tul) 	nadk) 

eq11(~D'it_ila(aadk) 

inrafeurik_i)a(oudk) 	por viii, ye que ^opk_i  y obodk  
no tienen predicados en camón 

mcont b k-i)cont (dk) 

2 1 	1 	por hipótesis de inducción 

1 

ei cont(PO• 1 
2n 

EJEMPLO' 3. 

En nuestro L3
2  se cumple que 

1 cont(Ha Jb)g.gcont(Ha Ja)m, 1 
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cont(Ha 	3 •l --2- 

cont(Ha v Hb)=cont(ohifia vauHb)=1-cont(Ha•Hb) 

En este último ejemplo se ve claramente que dos 

proposiciones pueden tener la misma cantidad de informaci6n-

y sin embargo, no ser equivalentes. Este ejemplo también -

nos aclara el sentido que se le da a la medida de la cantidad 

de información a través de la función m, ya que ésta sólo cum 

ple que si b.a, ~8, entonces m(A)=m(E), al pedírsele que cum-

pla con las condiciones v, vi, y vii. 

DEFINICION 8. 

Una FNDO (forma normal disyuntiva óptima) es una 

Disyunción Ci v C2  v...vCIZ es la que cada Ci  es una conjun—

ción de n proposiciones atómicas en la que aparecen n predica-

dos distintos y-tal que cada predicado aparece en cada Ci, 

Una FNCO (forma normal conjuntiva óptima) es 

una conjunción D1•D2  ....Dm  en la que cada Di  es una disyun- 

ción de n proposiciones atómicas en la que aparecen n predica- 

dos distintos y tal que cada predicadol 	aparece en cada D. 

TEOREMA 14. 

Si A es una FNCO y B es una FNDO 



cont (D1) 2n 
según el teorema anterior 1 

a) cont(A)= 

b) cont ( B ) =1 m  
2n  

DEMOSTRACION 

a) Inducción sobre m 

m=1 
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supongamos que el resultado vale para m <k 

para m=k 
	

FNCO=D1 D2 ...*Dk 

cont (FLACO) =cont ( (1)17 ... sDk...1) Dk) 

=cont (D •. • Dk...1) + cont (0k) cont ((Di! 	• .•Dk_l)v%) 

pero cont( (Di ... sDk...1) v Dk) =cont [(DI  v Dk) • • • • • (Dk_i  v Dk)1 

•=cont( o ) 

= O 

pues 1,--4  a al tenerse que 	Dk  para i=1, ...k-1, pues para 

que DI Dk es necesario que uno tenga al menos una proposición 

atómica afirmada y el otro tenga la misma proposición atómica 

negada. 

Por tanto cont (FNCO) grcont (D 1  •o ° o o  Dk-1  ) +cont Dk 

 

k-1 	1 por hipótesis de inducción 

 

2n 	2n  

• cont(FNC0)- 

    

como se quería demostrar 

    



b) Si B es una FNDO 

B C1 v. . .v Cm 

inducción sobre m 

w=1 
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cont (B) s cont (C1) 1- 1 que coincide con lo que se quiere 
2n  

supongamos que el resultado vale para m k 

para m k 	B = Ci  v 	v Ck  

cont (B)= c ont [(C1  v 	v Ck_i)v Ck] 

cont(C1 v ...vCk-1)+ cont (Ck) - cont [(C1  v ...v Ck-1)•C 

ahora bien, contr (C1  v...v   Cic-1 )•Ck  1= cont (C1.0k v .v Ck-1 Ck ) 

puesto que C1• Ck  v ...v Ck_i  • Ck  es una contradicción, pues en 

cada C•Ck  aparece una proposición atómica y su negación 

por tanto cont (B) = 

= 

= 

cont (C1 v 

, - 	 -1 + 1 4. - 

Ck-1) + cont (Ck ) -1 

1 	por hipótesis de inducción 

k 1- —,- 
2"
;  

2n 

1- k-1 1 
21n   

= 
2n  2n  

cont (B) = 1- k 
2n como queríamos probar 

EJEMPLO. 4. 

En nuestro L2 se tiene 



56. 

cont [(HaiJb) v ( 	•Jb).v {8a{8a • "..Jbd =1  3 	1 _ 

pues en una FNDO con n=2 y m=3 
3 	3 cont [(Ha Jb) • (eu Ha Jb) • (Ha V 19  *lb) }2 	" 7- 

pues es una FNCO con n=2 y m=3 

Pasamos ahora a ver ciertas características del 

concepto de cont que no son muy deseables, por lo que nos lan 

miremos a la tarea de formular un nuevo concepto de medida de 

cantidad de información de una proposición en la siguiente -

sección. 

TEOREMA 15. 

a) Si Bi y Bj con dos proposiciones básicas con predicados 

distintos, entonces 
1 cont(Bl/Bi) 1 cont(B1) 

WID 

b) Si B1'B2'...,Bn son n proposiciones básicas con n predica-

dos distintos y Cm  es la conjunción de las primeras m de 

ellas (m=2,...,n-1), entonces 

cont(Bm4.1/C 	1 m)=—m.-Tx 
2' - 

DEMOSTRACION 

a) cont(B,/B) =cont(B .13 ) -cont(B ) 

1111 =1- 
22 	

. 
2 	4 
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b) Como Cm Bm+1 =  Cm+1 

cont(Sarn/Cm)=cont(CmeSm+1)-cont(Cm) 

=cont(Cm+1)-cont(Cm) 

( I-
2  1 

 rt-71-1- ) (1- --) 
iWI
1 

ten ) -_1 

Según la parte a) del teorema anterior, para -

proposiciones básicas can distintos predicados se tiene que- 
1 cont(131/SIPL-7- cont(01). Esto quiere decir que la cantidad 

de información en que Sj  excede a Si, es decir, la cantidad 

de informaci6n de 11,, dedo B1, es la mitad de la información 

de Si. Esto no parece razonable, pues si Bi  y 131  son propo 

siciones básicas de predicados distintos, son "independien-

tes" y por tanto cont(11") no debería depender de Bi. 

Según la parte b) del teorema anterior se tiene 

que para B1...Bn  del mismo tipo que las Bi  y Bj  anteriores: 

1 m  I cont (B3/11B? 82) ea 

cont (13v Bi* 02.  B3)  - 1  
1 
16 

1 	1 cont 	Bis 132* 133% 81) = 	= 
2 

% cont(Bn/Bi• B2 ...*Bn-1/-2n 
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Supóngase que un receptor que conoce Bi  y B2  re 

cibe sucesivamente mensajes B3, B4,...,Bn. El teorema dice 

que mientras se vaya incrementando el número de mensajes re-

cibidos, la medida de la cantidad de información de recibir-

el siguiente mensaje dado que se conocen los anteriores, ca-

da vez va disminuyendo. Esto no va de acuerdo a nuestra in-

tuición, pues si los Bi  son "independientes" el cont de Bk  -

dado los anteriores, no debe depender de los anteriores:sino 

del mismo Bk. 

Por otro lado se tiene que las fórmulas para - 

FNCO y para INDO se acercan hacia O y hacia 1 de una manera-

no lineal y muy lenta al ir incrementando el ndnero de propo 

siciones atómicas distintas, pero el incremento de proposicio 

nes atómicas distintas si se puede pensar razonsablemente que 

crece linealmente,de manera que las fórmulas resultan inade-

cuadas. 

La discusión anterior nos lleva a proponer un nue 

yo explicatum para el concepto de cantidad de información se—

mántica. 
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E3. EL CONCEPTO inf Y SUS PROPIEDADES. 

Anteriormente se obtuvo que si 131...Bn  son pro 

posiciones básicas con n predicados distintos: 

cont(Si/01)=--r- cont(B1) 

cont(Cn)=cont(B,GB2  ...*Bn)im 1 

En lugar de la primera igualdad nos gustaría -

tener un cont' tal que conts(ByBi)=cone(81) ya que Bi  y Bj  

son "independientes". para obtener esto se necesita que 

conti(Bilymicont'(B1  ) 4. cont' (8 ), puesto que así se tendría 

cont'(83  ABi  ) 
mi 	contei(Bi Bj  )-conte(B1  )1=cont(E1I  )+conC(13i  )-conü(Bi  ) Def. 

mcone(Bj). 

Esto último nos da idea de que sería bueno tener 

cont'(111 	1311)• 	cont(B1), ya que así la medida de infor 

nación de Cn crecerle en la misma proporción que el aumento de 

las Bi, lo cual no ocurre con la medida 1- 	que se acerca - I' 	 2 1 n 
muy lentamente a 1. 

Para efectos de normalización vamos a pedir que 

si las el son como se ha dicho antes, entonces 

cont 1 (B
1
)=1 y cont.(Cn)lin 	(*) 

obsérvese que si contICn)=1- 1 

2n 
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1 
1-cont(Cn) 

2n  
entonces 

1  
de ah1 2n= 1-cont(Cn) 

1  
nuelog (1-cont(Cn) (log en base 2) 

pero de acuerdo a (*) nos gustarla que n=cont'(Cn) 

de ahf que cont'(Cn)=log( 	 -1-cont(Cn))* 

Generalizando, en lugar de Cn pongamos cualquier 

fbf A y llamemos "inf" a "cont'", "inf" es el nuevo explicatum 

de medida de cantidad de informaci6n. 

DEFINICION 9. 

Si A es una fbf 
1  Int (A) gilog 1-cont (A) ) 

TEOREMA 16. 

a) inf(A)=-logtl-cont(A) i ming(cont("PA) )` - 1°9 cont( 

1 b) inf (A) = log ( m—(--) - log m (A) 

c) inf(^,A) = -log•cont(A) 

d) inf(mA) =-log(1-m(A)) 

e) 041.inf(A)L...m 

DEMOSTRACION 

a) 	in f (A) =log (1-cont (A) ) =  loa- (1) - log(mcont (A)) =-log (1-cont (A)) 

cont ( "A) 
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b) inf(A)=10g(1__011 (A1)= -log(1 -cont(A» = -log m(A) =log(i1-1) , 

c) inf(ehdA)=-1ogtl-cont(rvA))gi-log cont (A) 

d) inf(09wA)=-log m(A/A) =-log(1-m(A)) 

e) inf(A)=-log m(A) 	por b)  

sabemos que 0.ALM(A)11 

de ahi que i ls 1  

como log es creciente log(1)állog(a(A ) lim log x 
X • CC 

041--log WA)4101.) 

y por tanto c) 	 0.41Inf(A),40 
o 

En seguida daremos mis propiedades de inf respec 

to a los conectivos lógicos. 

TEOREMA 17. 

a) inf(A)= O siihLA 

b) inf(A)= ID sil A es una contradicción 

c) si ‘—‘,A3 13 entonces inf(A)atinf(B) 

d) inf(Aolflatinf(A)binf(Avil) 

e) inf(AsB)-log cont(~A~) 

f) inf(AvB)=-log cont(^JA* 0'43) 

g) inf(As 13)=Inf(A)+inf(111) 	sii m(A 013)m(A)m(B) (1) 

(1) Cuando Mi cumplen que m(A-B)=m(A)m(B) se dice queAyBoon -
inductivamente independientes. 
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DEMOSTRACION. 

a) A sil m(A)-1 sil log(aA)sO sil -log-11AVIO 

sil inf(A)-O 

b) A es una contradicción sil m(A)-0 sil log m(A)- -ce 

sli inf(A)= 

c) (por contrapixesta) 

supongamos inf(A),‘ inf(B) 

-logla(A)Z-log m(B) por b) del teorema 16. 

1 	1 log—iii  In 	log (n-Rin-) 

1 d. 1 
j'al" 17173 puesto que log es creciente 

m(8)4.1m(A) 

ahora recordemos que "si h71A:›B.entonces m(A)dr im(B) 

por tanto tenemos que bkill:›B 

d) como se tiene que 1—;.A•B*A y que Y-IA:›AvB 

por c) se tiene que inf(AeB)2einf(A) y que inf(Matinf(AvB) 

e) inf(A.111)=-log m(AfB) =- cont(^)(A•B)) 

=-log cont ('VA I, "DB) 

f) inf(AvB)=-log m(AvB) R-log(cont eu (A14)) --log cont(ewAsouB) 

g) inf(AeB)=inf(A)+Inf(B) 

sil -log m(AeB) =-log m(A) -log m(B) 

sli log m(1010 =dog m(A) +log m(B) 

sil log m(AIDB) -log m(A)m(B) 

sil 	m(A.13)~(A)m(B) 
o 

Si Cn, Dn, FNCO y FNDO se definen como se definieron 
anteriormente para cont se tiene: 



b) inf (Cn) 

= n 

c) Inf (FNDO) 

TEOREMA 101. 63. 1 
a) Int (Dn) = log ( 	 = n - log (2n-1) 

1-20 

b) Int (Cn) = n 

c) Inf (FNDO)= n - log m 

d) Int (FNCO)= n - log (2n  -a) 

DEMOSTRACION  

a) int (Dn) log m (Dn) ) 

log 	(1 -cont (Dn) ) 

log (1-2" ) 
1 log = log 

^- ,í n 
= n- log (2n-1) 

log a(Cn) 

log (1-cont (Cn) ) 

log (1- (1-2-  )) 
1 

log ( 7n 

log (a (ramo)) 

log 	(1 -cont (FNDO)) 

log (1- (1~ 	)) 

log ( In  ) 
n-log 111 

d) Inf (FNCO) =- log (1-cont FNC) 

-- log (1- Sin  ) 
log (2n-m 	) 

2n  

-n-log (2n-a ) 
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DErINICION 10 

inf (B/A) = inf(MB).- inf (A) 

Bajo esta definición se puede ver ahora que si B1, 	Bn  

son proposiciones basicas sin predicados en comun y Cm, es 

la conjunción de las m primeras Ni: 

inf (B /B ) = 1 = inf (Bj) 

inf (Bm+1/cn) = 1 = inf Bm+l 

Esto nos hace ver que inf tiene las propiedades que le pe-

dimos a cont' y de ahí que inf sea tal vez un buen explica-

tum para cantidad de información de una proposición. 

Sin embargo si se tienen varios lenguajes Lñ con dis-

tintas n ylv, inf no ayuda a esclarecer mucho el sentido de 

cantidad de información pues se pueden asignarnumeros muy -

distintos a proposiciones que intuitivamente sean equivalen 

tes, solo que escritas en distintos lenguajes. 

En el capitulo zy hablaremos nuevamente de la asigna-

ción de medidas de cantidad de información a las proposicio 

nes de la lógica. 

¿Porque los conceptos Cont, cont • inf generan sem1nti-

ces para el calculo de proposiciones da la lógica 

Recuerdese que si se tiene una sem&ntica para un con-

junto de símbolos (en este caso los enunciados formados en 

los lenguajes Lñ que representan proposiciones de la Uni-

ca clásica ) cuando hay un procedimiento para asignar a los 

enunciados los predicados "ser verdaderos" o " ser falso". 
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En nuestro caso los tres conceptos tienen teoremas que -

caracterizan a las proposiciones falsas y a las verdaderas, 

a saber, cont (A) = O sil hIA y cont(A) = 1 sli A es falsa, 

contradictoria., y los correspondientes teoremas de Cont y 

de inf: De manera que cada uno de los tres conceptos, gene-

ra una semántica para el calculo de proposiciones. 

En el capitulo siguiente se haran una serie de obser-

vaciones a asta teoria de la informáci6n semantica de ---

Carnap y Bar-Hillel para introducirnos en los sistemas de 

lOgica relevante que pretenden ser una mejor formalización 

del concepto de consecuencia lOgica que se usa comunmente, 

ya que se habra observado que muchos de los resultados has-

ta aqui obtenidos, descansan su validez en ciertas "verda-

des" discutibles de la lOgica 

siblA entonces 1718:7A , 

t--AowA2013,etc. 
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CAPITULO II 

UN CONCEPTO DE INPORMACION SEMANTICA EN BASE AL SISTEMA E. 

A. INTRODUCCION. 

E. LAS "PARADOJAS" DE LA SEMANTICA DE CARNAP. 

C. LA LOGICA RELEVANTE. EL SISTEMA E. 

D. LA SEMANTICA DE NANSON. 
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A. INTRODUCCION. 

En este capitulo se expone la construcción del 

concepto cualitativo de información semántica dado por-

William H. Hanson. Dicho concepto se construye de modo 

tal que resulte adecuado al fragmento implicativo de --

primer orden del sistema E(1) de la Lógica Relevante, - 

es decir, Hanson parte de que el concepto de consecuen-

cia lógica reflejado por el sistema E es correcto y en-

base a él genera un concepto de información semántica -

(en el capitulo siguiente se hará el tratamiento contra 

rio). 

Para llegar a la construcción del concepto de-

información semántica de Hanson, primero hacemos cier--

tas objeciones a los conceptos de información de Carnap 

y vemos que las inconveniencias de dichos conceptos son 

el reflejo de ciertas objeciones que se pueden hacer al 

sistema lógico en que se basan. En seguida, tomando co 

mo punto de partida dichas objeciones a la Lógica Clási 

ca, exponemos de manera muy breve el desarrollo de la -

Lógica Relevante hasta llegar a la formulación del sis-

tema E y algunas de sus propiedades. La relación de 

consecuencia lógica del sistema E de la Lógica Relevan- 

(1) Por "fragmento isplicativo del primer orden del sistema E" en-
tendemos el conjunto de fbf demostrables en dicho sistema que-
tienen la forma A♦B y tales que en A y en B aparecen solamen-
te símbolos de conjunción, disyunción y negación. 
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te pretende reflejar de manera más adecuada el sentido - 

que tiene el concepto de consecuencia lógica en su uso -

ordinario. 
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B. LAS "PARADOJAS" DE LA SEMANTICA DE CARNAP. 

De acuerdo a los conceptos de información semán 

tica de Carnap. se tiene que si T es una tautología, la 

información de T es nula; es cero en el ¿aso de la in-

formación cuantitativa y es el vacío en el caso de la -

información cualitativa. Por otro lado se tiene tam--

bien que si C es una contradicción, la información de-

C es la total, la máxima. Resulta dificil pensar que -

el conocimiento de verdades como AAB-98 6 AvB->BvA no 

nos esté informando nada, o que el conocimiento de AlkoldA 

nos dé la información de todo. ¿Por qué surgen estas "pa 

radojas"(1) en los conceptos de Carnap? 

La idea central de Carnap es buena. El consi-

dera la información cualitativa de A como aquello a que 

A conlleva, aquello que A puede implicar en un momento -

dado. La información cuantitativa que considera es sim-

plemente un reflejo numérico del concepto cualitativo. -

Podemos afirmar que la medida cuantitativa de la informa 

ción de A es un número que refleja, según Carnap, aquello 

que la proposición A puede implicar, de modo que mien- 

(1) El término "paradoja" se emplea generalmente de dos maneras: - 
a) Para referirse a una proposición contradictoria, es decir,-

a una proposición tal que su afirmación conduce a la afirma 
ción de su negación, y viceversa. 

b) Para referirse a todo el proceso de razonamiento que oandu-
ce a algo contradictorio, por ejem.: paradojas de Russell,-
Richard, etc. 

Aquí utilizamos el término entre comillas rara 	(Inica-
siente la "no adecuactan al sentido común" de lo que considerarlos 
como "paradéjiao", ue manera que no nos referimos a ninguno de 
los sentidos a) 6 b). 

• 
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tras mayor sea dicho numero, mayor será el Minero de pro 

posiciones que A implica. 

Ahora bien, si las ideas y definiciones centra-

les de los conceptos de información semántica de Carnap-

:Ion aceptados sin recelo, entonces lo qué acarrea las 

"paradojas" de que hemos hablado son las herramientas 

utilizadas en las demostraciones de dichas "paradojas".-

Recuérdese que en la demostración de que la información-

de una tautología es nula se usa el teorema de la Lógica 

clásica que afirma que si una proposición es siempre ver 

dadera entonces cualquier proposición la implica. 

(1) h-jomT para T Tautología y A cualquier fórmula. 

A partir de la aceptación de (1) ee obtiene que 

la clase de los elementos de contenido de una tautología 

es la clase nula y de ahí que su información sea nula. -

Del mismo modo, al tenerse 

(2) 1.71C*A para C contradicción y A cualquier fórmula. 

Se tiene que si algo es siempre falso, entonces 

"implica" cualquier cosa y de ahí que la clase de los -

elementos de contenido de una contradicción sea la clase 

total (ver las demostraciones en el capitulo I). 

En resumen: la aceptación de la validez de los 

conceptos de información semántica del capítulo 1 des-

cansa fuertemente en la aceptación de la validez de la- 
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•implicación" que conllevan ciertos teoremas de la 1.8gi 

ca clásica como (1) y (2) que reflejan un sentido de im 

plicación inadecuado al significado ordinario que se le 

da al término según veremos en la siguiente sección. 
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C. LA LOGICA RELEVANTE; EL SISTEMA E. 

En esta sección introducimos brevemente algunos 

resultados de la Lógica relevante que serén dé utilidad-

para el desarrollo posterior del trabajo. La introduc—

ción que hacemos de la Lógica relevante puede reforzarse 

con algunos de los artículos que se incluyen en la Bi---

bliograffa. 

Uno de los problemas cardinales de la Lógica es 

y ha sido siempre el problema de la deducción, es decir, 

el de tener una forma de decidir adecuadamente cuando po 

demos concluir la proposición B a partir de la proposi—

ción A, cuándo, de A se sigue 8, en siabolos: cuando, - 

Al-B (léase "de A se deduce 8") es cierto. 

La intuición nos dice que Ah-B debe ser valido 

sólo, y sólo cuando la propoéición "A implica E" sea tasa 

biéñ 	.En la lógica tradicional escribimos "A im-

plica 8" ccmo "AmB" y la forma de saber si "A3B" es véli 

da, es recurrir a la tabla de verdad de ADEA que nos dice 

que la proposición es válida tan sólo si A es falsa o si 

8 es verdadera. Con esto lo que se esté haciendo en la-

Lógica clásica es remitir la validez de una relación de-

consecuencia puramente lógica (la deducción) entre A y • 

a la contrastación de la veracidad individual de las pro_ 
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posiciones. ¿Qué tan bueno es esto? ¿Cómo se afecta -

la relación intuitiva de "implicar" al usar el procedi-

miento de las tablas de verdad? Si tenemos que A50 es 

valido de acuerdo a las tablas de verdad, ¿Realmente 

podremos deducir B de la suposición de A? 

De acuerdo a las tablas de verdad se tiene que 

son "lógicamente" validas las siguientes proposiciones: 

a) XD(B=01) 

Imaginemos que esta implicación generada por -

las tablas de verdad (implicación material) si recupera 

el significado intuitivo que tenemos de la implicación, 

es decir, .94>13 es valida si y sólo si Al-B. Aceptando 

esto podemos interpretar las proposiciones anteriores -

de la siguiente manera: 

a) Si A es verdadera entonces cualquier 13 la implica. 

Si suponemos A entonces A se deduce de cualquier B. 
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b) Si A es falsa enEon.ces A implica cualquier cosa. 

Si Suponemos ^dA entonces cualquier B se deduce de A"). 

c) Si no es cierto que A implique B, entonces A implica ~B. 

Si de A no se deduce B entonces owB se deduce de A. 

d) Si no es cierto que A implique B, entonces B implica A. 

De dos proposiciones cualesquiera, al menos una se de- 

duce de la otra. 

e) Si dos proposiciones son verdaderas, una implica la otra. 

Si dos proposiciones son verdaderas, una se deduce de la 
otra. 

f) Si dos proposiciones son falsas, una implica la otra. 

Si dos proposiciones son falsas, una se deduce de la ---
otra. 

g) La Ley lógica de identidad es consecuencia de cualquier-
proposición 8. 

Parece claro que a)-g) resultan ser una ofensa --

al sentido comén y al significado intuitivo que se tiene - 

de derivación, de decucción, de "se deduce de". De ahí -

que "a" no es una implicación lo suficientemente adecuada 

a este concepto. ¿Por qué es esto? 

En lógica tradicional, la relación Ana se ve 

simplemente como ^wAvB, es decir, la validez de una re-

lación de consecuencia lógica se analiza como la de una- 

(1) Obsérvese que la aceptación de a) y b) como validas nos genera 
ba las "paradojas" de que hablamos en la seoción anterior de : 
la semántica de Carnap. 
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función de verdad: se considera que si .4,•AvB ea verdad,-

entonces también lo es ADB (interpretado como "A implica 

O"). Pero la verdad de "Ave" con "v" como función de --

verdad no es condición suficiente para garantizas la ver 

dad de 'al no fuera el caso que A, entonces V. Por 

ejemplo: 

"Napoleón nació en Córcega 6 el número 646 es perfecto" 

es una proposición verdadera, pero de ah/ no podemos afir 

mar que "si Napoleón no hubiera nacido en Córcega, enton-

ces el número 666 seria perfecto". Es obvio que a partir 

del conocimiento de la historia de Napoleón no se puede -

concluir una propiedad de la aritmética. 

Por tanto, las 'paradojas" a)-g) son el resulta-

do de ver a la implicación lógica como una función de ver 

dad. El símbolo "o" de la Lógica Clisica refleja sólo un 

cierto tipo de implicación que no es el adecuado al sentí 

do usual del término. Con esto no queremos decir que la 

implicación material sea totalmente mala, dicha implica-

ción produce teoremas no sospechosos, tales como: 

(A3d) W(110C) (112C)) 

(A>(0 :›C)) tAaB) (A=C)) . 

Por otro lado, si interpretamos AnS en su sentí- 
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do material de NArB, entonces ninguna de las proposicio 

nes a)-f) resulta ser "paradójica". 

Si A*(11:11) se entiende como A!,(AlavA). 

0JA=(A=B) se entiende como PdA:)(mAvS), 

A=Koh,A2S) se entiende como A*(Ava) , 

entonces ^=1" no contiene ninguna paradoja, el problema es 

ta en sostener que "A implica S" es "no-A 6 E", es decir, 

que la relación de consecuencia lógica sea una función de 

verdad. 

Ahora bien, si las tablas de verdad de la Lógica 

clásica no resultan útiles para saber cuándo una Implica-

ción es valida, es necesario recurrir a nuevos tipos de - 
.• 

implicación. En respuesta a esta necesidad nace la lógi-

ca relevante y los sistemas de implicación relevante. 

En el cuino seguidd por algunos lógicos en la 

búsqueda de sistemas de axiomas adecuados para la crea-T-

ción de un sistema de deducción que refleje el sentido -

adecuado de la implicación, ha habido varias etapas. No 

es el propósito del presente trabajo hacer énfasis en di 

chas etapas. 

Los primeros pasos se dieron con C.I. Lewis, a 

principios del presente siglo, quien creó los sistemas - 
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Si, S2, S3, S4, S5; introdujo un nuevo tipo de implica-

ción denominado "implicaci6n estricta" (-3) y definid en 

base a ella las categorías modales (posibilidad, necesi-

dad, imposibilidad). Con esto, una proposición ya no s6 

lo es verdadera o falsa sino que ahora puede ser posible, 

necesaria o imposible. 

Sin embargo, en los cálculos de Lewis, a pesar 

de que desaparecieron "paradojas" como A-9(B-3A), sur-

gieron otras "paradojas". 

En los años 50, W. Ackerman mejora los intentos 

anteriores y da un paso decisivo con su artfculo 	 

"Begrundung Einer Strengen Implikation" (ver la Biblic 	

grafía final). En dicho trabajo se estudian los siste- 

maste y 11  y se introduce un símbolo (A) en el lenguaje 

para referirse al absurdo y así introducir las modalida-

des. Tiempo después se muestra que dicho símbolo no es-

necesario y que se pueden definir las modalidades sin ne 

cesidad de introducir dicho símbolo. 

A principios de los años 60, Anderson y Belnap, 

basándose en los resultados de Ackerman, crean el siste-

ma E que es hasta la fecha el que mejor recupera el sen-

tido usual de la implicación. 
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ACLARACION: A.  partir de aquí vamos a utilizar - 

el símbolo "-m " para referirnos a la implicación que se 

trabaja en los sistemas relevantes. En ocasiones utili-

zaremos el termino entailment(1) (ocasionar, incluir, en- 

volver) para referirnos a dicha implicación. Traddzcase 

"A entalla B" como "A E-implica B", "si A entonces B. -

En todas estas expresiones se esté considerando el sentí 

do intuitivo de implicar-deducir. 

Vamos a detenernos un poco en el análisis de lo 

que hubo que tener en cuenta para evitar las "paradojas" 

de la implicación material. 

Se considera que A-m(B-01) es "paradójico" por 

que no es posible que una ley lógica como B-oB sea conse-

cuencia de una proposición A que puede ser contingente. -

Del mismo modo se rechaza A -p((A-mA)-mA) puesto que no es 

sostenible si se considera A contingente, pues en ese ca-

so no es posible que A se deduzca de una ley lógica. - 

A-m(B-mA) es mala porque no es posible que un entailment 

(una relación de consecuencia lógica), sea consecuencia de 

algo contingente. Para evitar estas falacias se pide la- 
condición siguiente: 

NECESIDAD: La validez de una inferencia debe - 

(1) De ahí el nombre de sistema E. 
(2) Esto debido a que A puede ser contingente y a partir de A se tendría 

(A. -4 A)4A, lo cual indica que de una ley lógica (que se consi-
dera necesaria) se deduce algo contingente. 
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ser necesaria(1)  y no depender de contingencias o acci-

dentes de la naturaleza. Con esto se asegura que si A-sB 

es verdadera entonces AmilB es necesariamente verdadera. 

Anderson y Belnap transforman la parte impli 

cativa del sistema de la lógica intuicionista (NI) pa-

ra garantizar que,lás verdaees lógicas que se expresen-

en él sean necesarias. 

Si A es verdadera, es bueno aceptar que A-*A -

es verdadera, pero si A es verdadera, no debemos decir -

que 13-9A también lo es o que A se deduce de cualquier pro 

posición B, sea ésta relevante o no para A. Por ejemplo: 

En la implicación material tomamos como verdadera a la -

proposición "si la luna es •e queso verde entonces "2=1+1" 

simplemente porque es ciertc que 2g=1+1, sin importarnos - 

si la hipótesis de la condicional habla del mismo tema 

que la consecuencia. Es claro que del hecho de que la lu 

na sea de queso verde nunca vamos a deducir que 2,-1+1, de 

ahí que nos vemos obligados a pedir la condicion siguiente: 

RELEVANCIA: Si A-)B es verdadera entonces A de-

be ser relevante(2) para B, A debe ser realmente usada pa-

ra derivar B. 

Anderson y Belnap observaron que la parte impli 

(1) Entiéndase por necesario, aquello que ea válido por si mismo, -
aquello que no puede no ser, aquello que no puede ser de otro modo. 

(2) De dhf el nombre de Lógica Relevante. Anderscn y Belnap muestran 
que, stutitctIcamente, la relevancia entre A y B debe cumplir la -
condición de LThe A y B compartan al manca una variable. 
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cativa del sistema de.Church (W/) cumple con la condi—

ción de relevancia. Posteriormente al unir en un solo-

sistema las condiciones de relevancia y necesidad, di—

chos autores crean el sistema E que observa las condicio 

nes de relevancia y necesidad. 

Ea importante hacer notar que un cálculo 16gi 

co no está dado simplemente por los axiomas y reglas de 

inferencia, también juega un papel muy importante la de 

finici6n de deducción que se trabaje en dicho cálculo. 

Teniendo presente este hecho y la preservación del meta 

teorema de deducción, Anderson y Pelnap observaron las 

condiciones que se deberían cumplir para evitar las "pa 

radojas" de relevancia y necesidad, y así llegaron a la 

formulación de un conjunto de axiomas adecuados para 

crear el sistema E. 

A continuación damos el sistema E y en segui-

da mostraremos unas características que nos serán de uti 

lidad posteriormente. 

SISTEMA E (1) 

AXIOMAS: 	El. 	 4A-,9-)B  
E2. 
113. 	(A.4.11-413)--..A-013 

(1) Se drfine necesidad de Atta la A-10.-*A 
net. 
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£4. 	AiB->A 
i ES. AiB4B 

E6. 	(A.40)6(A -11C) -,.A4(13GC) 

Ni E7. NAiN13-,N(AiB) 

ES. A-4AvB 
y E9. -)AvB 

E10. (A.pC)i(B -1C) -i(AyB).-"C 

9, Ell. Ai(BvC)-9(Ail3)1/C 

E12. A->"0A-4PouA 
eto 	E13. 	fid 	. B-V•u A 

E14. Pv..,A4A 

REGLAS DE INFERENCIA: 
A R1) 	-4111-8 A  (modus ponens) 

Si A-013 se afirma, entonces de A inferir B 

R2). -AXíg- 
	(adjunción) 

De A y B inferir AbB 

DEFINICION DE DEDUCCION: 

si ir es uu conjunto de fbf y A es una fbf, decimos que 

la sucesión A1, A2,..., An es una deducción de A a par-

tir de r al y sólo si %s'A y cada Al  es elemento de r 
o un axioma o es consecuencia de anteriores por las 

reglas R1 y R2. 
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DEFINICION 1. 

Por f6rmula del. lenguaje CDI entendemos una -

fbf formada a partir de variables proposicional.. 

y que sólo incluye en su construcción a los conectivos: 

Conjunci6n (&), Disyunci6n(v) y Negación (pu) como cons-

tantes lógicas iniciales. 

Utilizamos Jas letras A, B, C,... como metava-

riables para referirnos a fbf y las letras P1,11. F2.12.... 

como metavariables para referirnos a letras proposiciona-

les. 

DEFINICION 2. 

Un entailment de primer grado es un entailment 

de la forma A-03 y tal que A y B son fbf del lenguaje CDN. 

Estamos interesados en probar que un entailment 

de primer grado A-pB es probable en E si y sólo si A-,11 -

es una "E-implicación tautológica'. ¿Qué es una E-implica 

ci6n tautológica? 

DEFINICION 3. 

1) Un átomo es una variable proposicional o la negación 
de una variable proposicional. 

11) Una disyunción primitiva es una disyunci6n Alv...v&m  
donde cada Al es un átomo. 

iii) Una conjunción primitiva es una conjunción 1n 
donde cada B, es un átomo. 

iv) Un entailment primitivo en un entailment A-1B donde 

A eco conjunción primitiva y 13 es disyunción primitiva .  
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Observeciones intuitivas. 

a) Si A y B son átomos, entonces A-03 es válida sii A y B 

son el sismo átomo. Ejemplo: p-,p, .,q-sowq son váli-

dos pero p.01, A•p->p no son válidos. 

b) Si Al&A24...11Am  es una conjunción primitiva y Biv...vEn  

es una disyunción primitiva, entonces Alét...6Agn->Biv...vBn  

es válido sii algún Bi  es el mismo que algún Ai. 

entailments primitivos válidos. 

p&q-opvr ndp‘q6r-*svolupv^or p&vp-apnwp 

entailments primitivos inválidos: 

pi^dq->r 	•Ndp->pvqvr 	pi nop-pq 	q->pvinip. 

DEFINICION 4. 

Un entailment primitivo A.+B es explícitamente 

tautológico sii algún átomo conyunto de A es el mismo que 

algún átomo disyunto de B. 

Obsérvese que con la definición 4 se está toman 

do én cuenta el requerimiento de relevación para la vali-

dez de A-IB. Por otro lado, se está dando un criterio pa 

ra conocer „la validez de A-1B sin tener que conocer, como 

en la lógica clásica, la verdad de B o la falsedad de A. 

Es claro que los entaiiments explicitamcrte --

tautológicos ron válidos. Parece ser que no podemos sumen 

ter de otro modo el conjunto de los entailments primitivos 
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validos, de manera que tenemos: 

DEFINICION 5. 

Un entailment primitivo es vivido sii es expll 

citamente tautológico. 

Veamos ahora cómo debe verse la cuestión de la 

validez para entailments de primer orden no primitivos y 

construidos en el lenguaje CDN. 

Obsérvese que es conveniente tener: 

A-IB&C valido sii A-411 y A-0C son validos ambos. 

AvB-0C valido sii A-0C y 13-)C son validos ambos. 

Esto sugiere dar un criterio para la validez de 

entailments escritos en "forma normal". 

DEFINICION 6. 

Un entailment en forma normal es un enteilment 

A-013 que tiene la forma A1v...vA .101m donde cada 
Al es una conjunción primitiva y cada E, es una disyunción 

primitiva. 

DEFINICION 7. 

Un entailment en forma normal es valido sil --- 

A-0B j  es explícitamente tautológico para cada* 1 y cada j. 
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Hasta aquí tenemos un criterio para conocer la 

validez de un entailment en forma normal. Si cualqvier-

éntailment de primer orden se pudiera llevar a su forma 

normal tendríamos un criterio para conocer la validez de 

un entrilment de primer orden. Afortunadamentlj esto :Si 

se puede hacer: 

Es ya conocido de la lógica clásica que podemos 

transformar cualquier fbf del lenguaje CM a una forma -

normal disyuntiva o a una forma neirmal conjuntiva utill--

zando sólo reglas de sustitución: 

1) Conmutatividad de &,v 
2) Asociatividad de &,v 
3) Distributividades 
4) Doble negación 
5) Leyes de De Morgan 

Posteriormente, en el capitulo siguiente, mos--

tramos semánticamente que 1)-5) tienen lugar. Como la se-

mántica que construiremoE CE adecuada al fragmento impli-

cativo del Elstema E, tenemos que 1)-5) son teoremas en -

el sistema E (1) . Es claro pues que dado cualquier entail 

ment de primer orden A4B, siempre se puede transformar en 

un entailment de forma normal: 

"forme normal disyuntiva de A" .9 "forma normal oun:juntivadie B" 

o sea: A1v...vA 	B1&...&Bm 
donde ceda A1 es una ccnjunción primitiva y cada B j  es una 

(1) Ir! damostracien de 1)-5) se puede ~ler txmbién directamente del-
sibtema E. 
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disyunción primitiva. - 

Una vez hecha la transformación, podemos apli-

car el criterio de validez generado por la definición 7 y 

tenemos así un criterio para conocer la validez de cual--

quier entailment de primer orden. 

Resumimos ahora todo en la siguiente definición: 

DEFINICION 8. 

Un entailment de primer grado A.4111 donde A y 

están en el lenguaje CDN es una E-implicación tautológica")  

sii una forma normal Alv...vAw-/Bli...9,1  de A48 es tal - 

que para cada i y cada j, Ar›Bi  es explícitamente tautoló 

gico. (e.d.,si su forma normal es válida). 

EJEMPLO 1. 

(^Jprq)&(0hoqvr),Inwpvr no es una E-irplicacien tautológica: 

llevándolo a su forma normal por iredio de la utilización de 

las reglas 1)-5), se transforma en 

(mwpirwq)v(~pLr)v(q‘mwq)v(or)-0(01,pvr) 

pero aquí se observa que Wiptiq..,~pvr no es explícitamente-

tautológico y por tanto el entailment no es válido. 

TEOREMA 1. 

Un entailment de primer orden A-1>B es probable- 

(1) Se acostumbra usar también "entailment tautológico' en lupas• de -
"E-implicación tautológica". Hemos elegido este &time por ram
nes que se verán después. 
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en E si y sólo ti A.48  es una E-implicación tautológica. 

DFMOSTRACION. 

Por el articulo de Acherman se ruede mostrar que: 

IliA~ sil una forma normal Alv...yAm.+Olv...vEk  LO pro- 

bable en E. 

Este hecho es debido a que las propiedades 1), 2),3), 4), y 

5) son probables en E y en E se tiene como regla derivada 

una regla de sustitución. 

Ahora supongamos que hl 	, 

llamemos A:Alv...y% , 13:131áB2...GEin  

entonces: 

1) A-OS 
	por hipótesis 

2) 13~, 	con E4 y E5 (para cualquier ) 

3) A 
	

de 1) y 2) con E2 y M.P. 

4) Ai c...yAm con ES y E9 (para cualquier A) 

5) A1-.)13 
	

de 3) y 4) con E2 y M.P. 

por tanto bliA-413 ==>1-iAl-,Pj Nvi vi 	(*) 

Supongamos ahora que l"-g Ai-*Bj Vi Vi 

A1->Bj 
1) 	A2-+Bj 
	 para cualquier B 

A4B j 
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2)  

3)  

(AfaBi) i (A2.  -)Bj) 	- 

(A v 	)-"B 1 	2 	- j 

Ccnjunción 

De 2) con El0 
• • • 

4)  Al .. vAm->Bj Con el MIMO pcoce~nto de 2) y 3). 
Para cualquier II 

A"'B1 

5)  A-982 De 4), recuérdese que 
• • • 

A4/En  

6)  (A-031  ) 6 (A-032) Conjunción 

7)  A-4B16132 De 6) con E6 y M.F.- 
• •• 

8)  A-03 6... 1 n  B Con el MAND poundirlento de 6) y 7). 

9)  A-0.13 Ascuardese que ~16 	6Bn  

por tanto se tiene Y- A -03 .R0 rj  r.g> I— A -le 	(**) 

con (*) y (**) . obtenemos 

(2) 	A v...vA 	6...68 	sil h-A --03 	V V 1 	ml 	n 	j i j 

Es fácil ver, con ayuda de E2, E4-5, E8-9, que todo entail 

ment explícitamente tautológico es probable en E. 

( 3  ) r i  Vj  A1. PB j  es explícitamente tautológico) V i  Vj  Af*E j. 

combinando (1), (2) y (3) tenemos: 

1-1A-.03 sii Vi  vj  hAr-03j4•2„ vi  lis A1-4Bi  es explícitamente 

ta u tc 16g ico s I ( De f . 8) A-1D es una E-Ixelicación tautológica. 
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La demostración de (--#) se hace por contrapo-

sición y utilizando un modelc de tablas(1). Esbozamos s6 

lo la idea de la demostración: 

i) Se dan unas tablee en este caso, de 8 valores ----

(t1 ±2 t3 ±4), para la ^J, 5, v,-*, y se considera 

que los valores positivos son los valores "marcados". 

ii) le comprueba que los axiomas de E obtienen valores -

"marcados" y que las Reglas de Inferencia preservan - 
los valores "marcados". 

111) Se supone que existen i y j tales que A£4131  no es un 

entailment explícitamente tautológico. 

iv) Se da un método para hacer una asignación de valores a 

A17,81  de manera que resulte que AriBi  no tome el va-

lor marcado y por tanto IltArOBi. 

O 
OBSERVACION. 

Dichas tablas también sirven para probare 

TEOREMA 2. 

Si h.-A-PE entonces A y B comparten al menos una variable. 

DEMOSTRACION. 

Supóngase que A y S no comparten ninguna variable. 

(1) Para aclarar este tipo de domostracioneE y tales tablas, ver el 
articulo"TautologicalEntailments"en la Bibliografía. 
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AsIgnese todasi las xariables de A el Valor +1, por tan 

to A toma el valor +1 

Asígnese a todas las variables de B el valor +2, por tan 

to B toma el valor +2. 

Entoncel A...0B toma el valor -3 negativo y no *marcado" 

Por tanto hfra A-#B 	
C2 

Estamos ya en ccndicionec de exponer la semdn-

tica de Hanson. 
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C. LA SEMANTICA DE HANSON. 

En esta seccit% se expone la idea central del 

capitulo II. Exponemos aqui, la manera en que William H. 

Hanson crea un concepto de información semántica y por -

tanto una teoría de información semántica. La idea que 

trata de preservar en su desarrollo, es la de ser congruen 

te con el sistema E. 

Es bueno aclarar que el concepto de Hanson, 

al igual que loa teoremas de la sección anterior, es apli 

cable sólo a f6rmulas de la forma A-313 donde A y B son 

fórmulas del lenguaje CDN. 

En síntesis, la idea de ~son es utilizar la 

Lógica para crear, en base a ella, una teoría de la in--

formacifin semántica. 

Brevemente esbozado, mueltro camino es el si—

guiente: Primero se define el concepto E-derivabilidad, -

equivalente al de E-implicacidn tautológica. Posterior--

mente se postula la existencia de un conjunto infinito de 

proposiciones y de funciones que van del conjunto de fbf 

en dicho conjunto de proposiciones. La información de -

las fórmulas se tomará como la imagen bajo cierto tipo de 
funciones. 
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Sea M un conjunto finito de fbf en el lengua-

je CDN. Definimos XN por recursión, de la siguiente ma-

nera: 

1. Si At /4 entonces Al XM 
2. Aiii3 Xm  sil Al XM  y SE% 

3. Si Al XM  6 BE X1, entonces Av13( XM  

4. Si Al XM  y B resulta de A, reemplazando alguna subfór-

mula de A, de la forma de alguna fórmula de la columna 

derecha (izquierda), por la correspondiente fórmula de 

la columna izquierda (derecha), entonces 31 X. 

a) C 

b) CiD 

c) CvD 

d) (C&D) &E 

e) (CvD)vE 

f) ^J(CvD) 

g) ^J(C&D) 

h) Cég(DvE) 

I) Cv(D&E) 

I) 	C 

hiC 

DiC 

DvC 

Cii(DGE) 

Cv(DvE) 

^éCi^oD 

nmDkroloD 

(C‘D)v(C&E) 

(CvD)i(CvE) 

CvC 

Doble negación. 

Conmutatividad 

Asociatividad i,v 

Leyes De Otorgan 

Distributividades. 

Ideapotencia v 

Obsérvese que a)-i) corresponden a 1)-5) de la 

sección anterior. 

1 

1 
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DFFINICION 8. 

A es E-derivable a partir de un conjunto finito M de fbf 

sil A (Xm. 

DEFINICION 9. 

Si M 

M E-implica A sii 

gica. 

decimos que 

M1-PA es una E-implicación tautol6 

Con apoyo en las definiciones anteriores, 

Hanson prueba: 

TEOREMA 3. 

A es E-derivable a partir de M sil M E-implica A 

Obsérvese, que con esto tenemos ya una re-

formulación sintáctica para el fragmento implicacional de 

primer orden de E, puesto que con ayuda de los teoremas- 

1 y 3 se puede ver que: 

iMi-,A sil A es E-derivable a partir de M (e.d. A E 354) 

sin embargo, estamos interesados en demostrar la adecua-

ción en términos de un concepto de información semántica 

y adn no lo hemos definido. 

Convengamos en entender, "argumento no amplia-

tivo", como un argumento en que la información llevada - 

maffiliMbee • 

r 
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por la conclusi6n es también llevada por las premisas. -

Utilizamos la E-implicaci6n para definir un concepto de - 

informaci6n que refleje a los "argumentos no ampliativos". 

POSTULADO A. 

Existe un conjunto infinito de proposiciones 6)y existen 

funciones p, psF-Alb  dondeffi es el conjunto de fbf. 

POSTULADO B. 

Para cualquier A, B, C, D e Fy cualquier po  funcien de F 
en e, pf He  sil. se  cumplen las condiciones siguientes: 

1. Si A y B se E-implican mutuamente entonces p(A)=p(B) 

2. Si p(A)=p(C) y p(B)=p(D) entonces 

p(A&B)=p(Cia) y p(AvS)=p(CvD) 

3. Si p(C)=p(A&B) entonces existen E y F tales que 

p(E)=P(A) y p(F)=p(B) y C E-implica EGF. 

Utilizando los-postulados podemos ahora dar la siguiente 

definición. 

DEFINICION 10. 

Dado Hsfy pf He, I:(H) es el conjunto de proposiciones- 

de eque son las imágenes de la funci6n p. 

Decimos que "las proposiciones expresadas por A bajo p son  

parte de la información E-proporcionada por M bajo p" del 

siguiente modo: 
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DEFINICION 31. 

p(A)4 I:(M) sli existe una fbf B tal que p(B)=p(A) y - 

y M E-implica B. 

N6teae que se está construyendo un concepto 

de informaci6n semántica cualitativa. En este caso la 

información se toma como un conjunto de proposiciones, 

Una diferencia con Carnap, es que este consideraba la in- 

formaci6n como un conjunto especial de proposiciones: las ne-
gaciones de state descriptions. 

11 siguiente teorema muestra algunas condicio 

nes naturales del concepto I: que nos aclaran la forma -

en que está construido. 

TEOREMA 4. 

Para cualquier fbf A , cualquier conjunto finito M de fbf 

y p :91-4 6), pcHe  se tiene que 

.11:0004:I:(M) sii se cumple alguna de las siguientes con 

diciones: 

1) Existe una fbf B tal que p(A):«p(B) y BCM 

2) Existe una fbf B tal que p(A03)(II(M) 6 p(BiA) (I: (M) 

3) Existen fbfs C y D tales que 

p(A)gitp(C‘D) y p(C)( I: (M) y p(D) CI:(M) 
4) Existen fbfs C y D tales que 

p(A)=p(CvD) y p(C) I:(M) 6 p(D) ( I1(M) 

Se puede ahora probar que si la información - 

carga' A por un conjunto finito de fbf M se construye como 
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I(M), entonces los "argumentos no ampliativos" coinciden e 
con las E-implicaciones. 

TEOREMA 5. 

Si A es una fbf y M un conjunto finito de fbf 

M E-implica A sii para toda función p E Se, I:(A) L Ié(M) 

Este último Teorema es.  el que sienta las bases 

de la semántica, puesto que sabemos ya que un conjunto M 

E-implica a una f8rmula A sil la conjunci8n de fórmulas -

de M E-implica tautológicamente a A, y esto eltimo si y -

51510 si i4A es un teorema de E. Por tanto, hemos pro-

bado: 

TEOREMA 6. 

Si A es una fbf y M un conjunto finito de fbfs. 

sii para toda función in He, Ile3.0>C;I:(M) 

Este Teorema nos genera una semántica en térmi 

nos de un concepto de información para el fragmento de -

primer orden de E. 
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CAPITULO III 

UN CONCEPTO DE CONTENIDO SEMANTICO 

DEFINIDO E74 TERMINOS NATURALES 

A. INTRODUCCION 

B. EL CONCEPTO Cont(A,Um) 

C. LA SEMANTICA DE VOISHVILLO Y J. SANCHEZ 

E 	 E 
D. EL UNIVERSO Um  . PROPIEDADES DE Cont(A,Um). 

2 

o 
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A. INTRODUCCION. 

El objetivo principal de este capitulo es mos 

trar como puede ser esclarecido el significado de la re-

lación da consecuencia lógica, el significado del entail 

ment, mediante la construcción de un concepto racional y 

natural de información semántica cualitativa que refleje 

dicho significado. Para lograr este objetivo, se define 

primero un concepto que intenta representar la inforea--

ción semántica cualitativa de una proposición, su conte-

nido semántico. En seguida se define una relación de -

consecuencia lógica en términos de dicho concepto y se -

procede a probar, la adecuación del concepto construido-

al fragmento implicacional de primer orden del sistema E. 

Se termina el capitulo dando un ejemplo y analizando al-

gunas de las propiedades del concepto construido. 

Es conveniente recalcar: La construcción de -

lo que vamos a entender por "contenido o información se--

mántica de una proposición" no involucra, como en los ca-

sos anteriores(1), el conocimiento de algoln sistema lógi-

co y sus teoremas. Por el contrario, el concepto que pre 

(1) Loe conceptos de información cualitativa hasta ahora construidos, 
requieren el conocimiento de sistemas lógicos y sus teoremas: los 
oonceptos de Carnap y Bar-Hillel apelan al con cimiento de los - 
teorcees de La lógica clásica y el concepto de ~son requiere el 
conocimiento de los teoremas del fragmento implicativo de E. 
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sentamos, dado por Voishvillo y J. Sánchez, intenta ser-

vir de apoyo para esclarecer el significado del entail--

ment. El concepto se define en términos de algo que se-

considera intuitivamente natural para ser tomado como in 

formación semántica, como contenido de una proposición. 

En •l fondo, la idea es la misma que la de Carnap: la -

información cualitativa de una proposición en un univer-

so dado, es aquello que la proposición puede implicar en 

dicho universo. 

1 
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D. EL CONCEPTO Cont(A,- UE) 

Trabajamos en el lenguaje CDN. Utilizamos las 

convenciones de notación ya establecidas con anterioridad, 

con la salvedad de que ahora solo consideramos un conjunto 

finito de letras proposicionales. 

Supóngase que se tiene un conjunto M de varia-

bles proposicionales 

Dado N, consideramos Nc  de la siguiente manera: 

mc = w1 
(nv 

l
n
ir
2

v 
 1.1.1,14-

n 
nv 

11  ° n 
Pf  Pf2 ..Pf) 

Piensese Pi como "P1 es verdad" y P
f como "P1 es falso". 

DEFINICION 1. 

Dado N, el universo semántico UN es el conjunto de todos 

los subconjuntos de Nc  

UNE= {a/a  Shici 

Queremos ahora definir, de manera intuitivamen 

te natural, la información cualitativa, de una proposición 

A del lenguaje CDN, como un cierto subconjunto de U. Ha-

ciendo analogía con Carnap y Bar-Hillel, podemos llamar - 

"elementos de contenido" a los elementos de UN. 

DEFINICION 2. 

Si A es una fbf del lenguaje CDN (constui.da solo con le— 

tras proposicionales de M) definimos Cont (A, UF), el con 
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tenido semántico de A en el universo UEM'  de la siguien-

te manera: 

1) Para las variables proposicionales y sus negaciones 

Cont (p, Ur4) 	!UNE  / Pvt 
Def. 

Cont(fwp, 	) 13 loCt 	/ pti oc 
Def. 

2) Para la conjunción y su negación 

Cont(A&B, UN) • Cont(A,UEN) U Cont(B,UM)  
Def. 

Cont(~(A613) ,UpEt) 	03nt ("4,1) n Cont ("/B,U1E4) 
— Def. 

3) Para la disyunción y su negación 

Cont(Av0,UE) = Cont(A,UE)(1Cont(B,UE) 
Def. 

cont(^d(Ave).0M ) = Cont(mwA,UM)VCont(owD,U
E) 

Def. 

4) Para la negación de la negación 

E Cont( 0̂ ~A,Um) = Cont(A,UE). 
Def. 

Se puede también definir el contenido de un con 

junto finito de fbfs. r=1/11...An 
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DEFINICION 3. 

Cont(r,U:) = Cont(AlimiAn,U:). 
Def. 

Nuestra siguiente tarea es reflejar y utilizar 

este concepto de información semántica en la Lógica. Pri 

mero definimos, en términos de él, una relación de oonse 

cuencia lógica y después veremos como el concepto se --

"adecua" al fragmento implicacional de primer orden del-

sistema E. ' 
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C. SEMANTICA DE VOISHVILLO Y J. SANCHEZ. 

En esta sección definimos, en términos de -- 

Cont(A,UM), una relación de consecuencia lógica que gene 

ra una semántica para el fragmento implicacional de pri-

mer orden del sistema E. 

La relación de consecuencia lógica puede, rezo 

nablemente pensarse como una relación determinada por la 

información o contenido semántico de las proposiciones -

involucradas. Decimos que una fórmula B es consecuencia 

de un conjunto de fbfs r , siempre y cuanto el contenido 
de B sea parte del contenido o información proporcionada 

por las fórmulas de r , en símbolos: 

DEFINICION 4. 

Sea r un conjunto finito de fbfs y 13 una fórmula (en len 
guaje CDN) 

r 	B si I Cont (B,Ur4)S Cont r ,ur4) 
donde UEM  se forma en base a un conjunto de M que contie-

ne cuando menos • todas las variables proposicionales 

que aparecen en ( I  y en 5. 

Estamos ahora en condiciones de formular y de- 

mostrar un teorema que establece la adecuación (equiva—

lencia) entre el concepto h= y el concepto V-i del frag- 
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mento implicacional de.primer orden de E, es decir, da-

mos una semántica para dicho fragmento. Empezamos de--

mostrando un lema que se usaré en la demostración del -

teorema de adecuación. 

LEMA 1. 

Si A es una fbf del lenguaje CDN y A*  una forma normal-

de A (conjuntiva o disyuntiva), entonces 

Cont(A,Urt)ErCont(A*,U:). 

DEMOSTRACION. 

La demostración de este hecho es sencilla si se recuer- 

da que para pasar de A a A*  sólo se utiliza: 

1) Conmutatividad de i,v 

2) Asociatividad de 11,v 

3) Distributividades 

4) Doble negación 

5) Leyes De Morgan 

Veremos que Cont(A,UD se preserva con la apli-

caci6n de 1)-5). 

1) Conmutatividad de i,v 

E 	E Cont(A&B,UM)=Cont(A,UM) U  Cont(B,UE) 

gliCont(B,Um)11,/ Cont(A,UE) 

:=Cont(IMA,U:) 
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E 	 E Cont(AvB,UM)=Cont(BvA,UM) En analogía a & debido a la 

conmutatividad de la inter-

sección. 

2) Asociatividad de 

Cont ( (MB) &C,US) gaCont ( (MB) ,U1) V Cont (C, UE) 

E 	 E = (Cont (A, U2) Cont (B, Um ) 	Cont (C, U14 ) 

eaCOnt (Ao 11) U (Cont (E Uri)U Cont (C UpE4 ) ) 

isCont (kilt) U (Cont (136C, U:)) 

seCont (AS (B6C) , UN) 

Cont ( (AvE)vC,U11) esCont (Av (13vC) ,Urt) por la asociatividad de (1 

3) Distributividades 

Cont (As (MvC) *4) =Cont (A, Urs)ki Cont (15vC,11) 

•Cont (A, UNE) U (Cont (B, UNE) n Cont (C, UmE) 

• (Cont (A, Uleit)UCont (II, U:11)1n(Cont (A, Uri)UCont (C, U:4 

acont(Ammilncont(Ase,u:) 

giCont((A&O)v(A&C),(/) 

Análogamente se tiene la otra distributividad. 

4) Doble negación 

ContOwevA,USatCont(A,UE ) por definición. 
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5) Leyes De Morgan 

E 

	

Cont(Ai(AvB),11E)gsCont(~A,UE) 	Cont(évE,UM) por definición 

ImCont(^PAGA,B,Um) 	por definición 

	

Cont( (MB) , UN) w.Cont (oh A, Ulal) 	Cont Ad MI 

-Cont (ou Av I" B, UNE) 
O 

• 
En ocasiones también usamos leyes de idempotencia para 

pasar de A a A*  pero en este caso se tiene: 

Cont(AvA,U1 )•ContlA,U15) y Cont(E6S,J)aCont(S,UM). 

TEOREMA 1. 

Sea r im( 1,...A25 un conjunto de fbfs del lenguaje CDS y 

A una fbf del mismo lenguaje. Entonces 

I/  ViíA sli r 111" 

DEMOSTRACION. 

♦ Supóngase quellITA 

A16...6An 	es una E-implicación tautológica 

Existe una forma normal C .•• v 	vC 	61...11Dm de 

A16...6An —aA tal que C1-4 Di  es explícitamente tautológi 

ca para cada i y para cada j 

supóngase que Ci.....101  es E461O  6 ...&13,44 tu v. ..v 

entonces para cada i y cada j existen &tomos P, y q. tales 

que • a 	y por tanto 
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(1) Cont(114,4)Cont(qh,11) 

ahora bien, de acuerdo a la definición se tiene 
As %1 

(2) Cont(0,i.../D 	111 Cont(D 	[el Cont(q. ,UE)] m' N ims 	N *4 t.• 	st 
(3) Cont (C1v. . svCk•  UE) a 	Cont (Cs.  • UNE) case 	Cont (kis  • Uri)} 

como dentro de cada 1-miembro disyuntivo y cada j-miem 

bro conjuntivo existe un átomo comdn P. = q se tiene, - 
4 

de acuerdo a (1), que para cualquier j -miembro de la - 

unión de la parte derecha de (2) y para cualquier.  

1-miembro de la intersección de la parte derecha de (3): 

(4) cont(q.  , ug) C 	Cont(1141, qs) • IM 	Vi 
es* 
es decir, Cont(DioUri) Cont(C1,11) 

Como (4) vale pera cada i y cada j se tiene 

(S) 	 (
/p 

e 
Cont 	<1 5 	

(15 
Con t (114. s eb  

y por tanto, 
E Cont(Dii...sDia,Um)SI Cont(Clv...vCk,Um) 

ahora bien, de acuerdo al lema se tiene que: 

Cont(A,U:):ECont(ty...iDia,11) y que 

Contir,q1)=ContAls...14n,UlmrCont(Civ...vCk,U:) 

por tanto, en base a (S), tenemos finalmente 

	

Cont(A,U)5Cont(1rs  ,UE  ), es decir, r 	A. 
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• Supóngase ahora que rs-bw A, es decir 

Cont (A, 13,415 Cont (Al 	II) 

consideremos la forma normal C1v...vCk D1s...61)m de la 

fórmula 	..tain  -.A. De acuerdo al lema, nuestra supo - 

sislem se transforma ahora en 

Cont(D1 	,UB)1Cont(C1v. v 

0,11 

Cont(DIas 	ACont(C1  AlgOl) 

Esto último quiere decir que para cualquier 1 y cualquier j 

(6) Cont(Dj,(1)5Cont(C/4) 

De (6) se deduce que para cualquier 1 y cualquier j existe 

un &tomo comén entre Ci  y Di  ¿Por qué? Si esto no fuera - 

así, supóngase que C1  es Pasi...ilk , Di  es %y...e 	y 

que cada /NI Ogli,  

supengese además 

qit  si el étomo
-
ll es una letra proposicional 

e 
cien ju sielétomo q. es la negación de una letra s  

proposicional 

antlogamente, considerase la definición de M4
1, 

Entonces suceden 

(7) (q;t° 9* ja  ' • • • , g is 	Cont (qls  Uteln 	n Cont (q Ual• Cont (Di  'UNE) 01 

(0) tc1;4' '•  

	

, q, F Cont (P1 UN) 	.UCont (P .U11M5 aCont (CI°M  UE) J. 	 tw  
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• 
• 1 

ya que cualquiera sea P/u se tiene que P
• 

1 a 
l'i""(11  . J / 

pero (7) y (e) están en contradicción con (6) 

Por tanto, existe un átomo coman entre cada pareja Ci,D2  

Para cada 1 y cada j C1..i Di  es explícitamente tautológica 

Por definición se tiene entonces que clv...vCk.4D14...6Din  

es una E-implicación tautológica, es decir, r In  A 

o 

Finalizamos el capitulo analizando algunas propia 

dadas del concepto Cont(A,Um) que se ha construido. 



110 

D. PROPIEDADES DE Cont(A,Um). EL UNIVERSO Um
E  
ess  

En esta seccidn nos proponemos analizar algunas 

de las propiedades del concepto Cont(A,UN). Observemos - 

antes una característica de UN: si se tiene que 

Mie {Pio  • • •,Pn) 

= 	P {„v 	,v pf 	fit 
n' 1" n) 

y por tanto el universo el universo semántico U: de ciernen 

tos de contenido tiene 2 n  elementos. Esto nos hace ver 

que U: tiene "muchos" elementos si n es relativamente gran 

de. 

Tomemos el caso en que M esti formado sello por -

dos letras proposicionales, 

M21.  (5.'1121 

en este caso, UE  es •l conjunto formado por todos los 
.111. 

sibles subconjuntos de 

M2= (vv 	f) M2= 	PP2'P1f 402 

Po- 

UgN  consta de los 22(2)=16 elementos siguientes: s. 

entonces 
• 



1) 9) 

2) 10) 

3) 11) 

4) 12) 

5) 13) 

6) 14) 

7) 15)  

S) 16)  

Tomando caso base la definición de Cont (A, UNE) • 

dificil comprobar las siguientes propiedades en Umg2  

a) Cont (piv ̂ o pio  Ukei 

({14. , 	4.144,91}, II% .14). 	IPIPPI•PI) 

b) Cont (p2v rup2 ,u141. 

(pppg,m,p1,p1),/ppl,p5},(py,pppl,p11) 

c) Cont (pié,  *%0  Pi • Lije 11240  {PI). 11 • {.14• P5}} 

cl) 	Cont (p2i, •i• p2  UNE)2  412-1 • {PI} • MI 

e) cont (piv•opi)v(p2v~p2) ,u1E4)2= (pvispppl,p1 	(MIS 

f) cont «pi& .4 Pi) & (P2 4 ruP2 ) .40E1 u:2  - 99 2 

no es 

111 



g) cont((p,v..pi)i(p2v,„.p2 ),u:2). 
	 112 

	

pf3. I. plipn 	p op:I, 	f  
{p pl. p:}. (ply, pf p:13 

h) Cont((pi&•vpi)v(p24"..p2),42)•5 

UM -(10 41311•4114414:3•14°Pn'IIPP:5) 2 

IOSSIMPACIONES: 

1) a) y b) nos inducen a pensar que en general, dos tauto-

logías de la Lógica Clásica no informan lo mismo. Por -

otro lado, nos dicen que una Tautología si informa algo. 

loto está en abierta contradicción con los conceptos de 

Carnap y dar-Millel. 

2) c) y d) nos inducen a pensar que: Dos contradicciones -

distintas no informan lo mismo y ademes, una contradi—

cción no informa todo. 

3) Parece ser que laproposición que menos información nos 

proporciona, en el sentido de contensión, es la disyun-

ción de les leyes del tercero excluido de las letras -

proposicionales de conjunto M con el que estemos tra-

bajando. 

4) Tambien parece ser que la proposición que más informa-

ción genera, es la conjunción de las contradicciones -

de las letras proposicionales del conjunto M bajo cues-

tión. 
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Tratemos ahora de generalizar algunas de las pro-

piedades que se nos presentan intuitivas en el universo 

semántico UE . M2 

TEOREMA 2. 

Sea UE  un universo semántico, p, q M. Entonces 

I) Cont(pv,,,p,Urt) 0 Cont(qvA.q,U11) 

ii) Cont(pimp,U:) 0 Cont(qi•wq,U:) 

DEMOSTRACION 

i) 	kpv,pf Cont (pv p, Urt) y (pv  , pf) Cont (qv 	44 ) 
Lo primero es obvio. Para ver lo segundo, supongas. 

C v, pf  Cont (gv"rq,41 por tanto 
{pv • pfl E Cone (q•Ure) Cont ( mg, Urs) 

Lpv, pf  I Cont (q,Urs) y {pv, pf 	Cont ( A•q•Uri) 

civt WPf lY clf e tPv,pf l lo cual es una contradicción 

II) (pv, pflE Cont (pis w p,(/) y ( 	fiCont (coi*, q, 

El razonamiento es análogo al casoi).   

Veamos ahora cual es el rango de variabilidad de --

Cont(A,U:) en un universo U. 

TEOREMA 3. 

Si A es una fbf del lenguaje CDN y UN  un universo semántico 

Entonces 

1.11 c  Cont (A, Urt) UM - {16} 

DENOSTRACION 

Haremos inducción sobre el número n de conectivos que apa-- 
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n=0 

A=p para alguna letra proposicional pet4 

Cont(A,U:),B (.1  CHC/pV  C.13 
pvc me y  mcslitc, por tanto No t Cont (A•Um) 

de ahí que hdlf/Cont(A,U:) 

Por otro lado, es claro que 

{n/01, mc y pvc 	5. UNE y cadauCes no vacío pues pvemIc 

E 103 por tanto Cont(A,UN)GUN  

se tiene entonces que 

{Ptcl 5.Cont (Po Uligi)£ UM - b5-5 

Supongas* ahora por hipótesis de inducción que si A tiene 

menos de k conectivos: 

(mdls.cont(kulau: -11 
n=k 

Zn éste caso A= 
fP

(donde S y C tienen menos de k 
vC 

' 	conectivos(1)). 

Primer caso  A=mB, donde B tiene a lo mía k-1 conectivos 

B a su ves, pude ser 

Si B=NB1°  donde 81 tiene a lo más k-2 conectivos entonces 

A= 	ft,  B 1 

(1) Considerarnos sólo el caso de *u y y pues es sabido que de acuerdo a 

nuestras definiciones, Cont (fitC, Ult) caCcent ( ( ftv ok,o C) , Ur4) . 
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pero Cont (13,U11) irCont ( u+ »j' UNE) =Cont (A, Ult) 

por tanto se tiene lo que se quiere. 

Si Beig1v82° donde los conectivos de 81 y 82 son menos de k-1, 

entonces Ama effi (11vi,2), por definición se tiene que 

Cont (A, Uri) giCont (wo 81,4)UCont (dio 82  , Urt) 

donde A/ 81 y ~II2 tienen a lo más k-1 conectivos; por H.I., 

{HchCont ( ~151,11/1) S UM -  

kill£ConthuB2 ,81&11: - 

es claro entonces que 

411CCont ( a. Si, HILO Cont ( ~82, II) 	(1) 

Cont(~81,Uri)yCont(~12,14)LUNE  - (961 (2) 

(1) y (2) nos dicen que 

4(claCont (a, u:11) fi,UM - ION 

lemundo caso haBlivC 

Cont ti, (3:11 •Cont (8, Uri) A Cont (C,(1) 

Por H.I. se tiene que 

hal S.Cont (B,4) Cort  - {*1 

Cont (C,Urs) Sa tIre  - 01 

de ahí que 

1111 C Cont (I, Ure) n Cont (C,Uri)£ UM 
y por tanto 

1/41 LCont (A, Ur4) U: - 451 
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Siguiendo la linea del teorema, establecemos ahora 

qué formulas tienen el mínimo y el máximo contenido de - 

información semántica. 

TEOREMA 4. 

Si UZ  • en un universo semántico con M41"""4 entonces 

1) 	beci grCont igt(pivév.,• pi  ) , Urs  
• 01. 

) UE  • - (9} • Cont( pi) • Un2  

DEMOSTRACION 

i) 	Cont(Ipiv pi) ,urt) Itcont(piv.vpi,u1 
ok smic/pvi at  y pl. «,  M) int  VI 

A. 4 

ra 
11) Cont k(pill m'y , ▪ ) 

g. 	t?C Mc/Pv1  ." 6  12: 1st 

• 

Ifont (pié, fopi,Ure) 

ccik)-u: - 
Los dos teoremas anteriores nos generan el siguiente 

COROLARIO 1. 

Para cualquier fbf A del lenguaje CDN 
y*. 

Cont \7(p,
4,
v,u pi) 	SLCont (A, U:1 ) Con t( 1/1 (pi&wv pi ),UM)  

Obsérvese que los teoremas demostrados implican --

ciertas características: 

1) Dos leyes del tercero excluido pvvup y qvouq, que son 

equivalentes en 14 Lógica Clásica, no proporcionan la 

misma información. Por otro lado, dos contradicciones 
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piowp y q‘owq, equivalentes también en la Lógica Clásica, 

ni informan cualquier cosa, ni informan lo mismo. Sólo --

informan aquello que es relevante para ellas. Por ejemplo: 

lq5 	Con t(pio» P, U:) . 

2) En un lenguaje CDN, construido a partir de un conjunto 

finito de proposiciones M, la máxima información no se 

obtiene de una sola contradicción, sino de la conjun—

ción de todas las contradicciones de las letras propo-

sicionales del conjunto N. 

El Teorema 3 nos está diciendo que 

0 plCont(A,U11 U: 

Esto nos dice que nuestro universo semántico U: de elemen-

tos de contenido, es seis grande" de lo que se pueda llegar 

e necesitar para obtener el contenido semántico de una for-

mula del lenguaje CDN. Vemos pues que el verdadero rango de 

variabilidad del contenido semántico de una f6rmilla es el -

conjunto U: • Dre  -(0) 

Debido al Teorema 1, de adecuación entre la semántica 

construida de Voishvillo y J. Sanchez y el fragmento impli 

cativo de primer orden del sistema E, podemos reformular -

1) y 2) en termino' de consecuencia lógica. 

1') Ni dos leyes del tercero excluido ni dos contradiccio-

nes son E-equivalentes. De una contradicción no se de-

duce cualquier cosa, sino sólo aquello que es relevan-

te para ella. Por ejemplo: 

1-#-(Pf.^4P)-->q,  donde p,q( M. 
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2') La fórmula de la que más consecuencias lógicas se -

pueden obtener, no.es una s6la contradicción, sino 

la conjunción 

.(pli ovpi) • • & (Pni ruPn) 

de todas las contradicciones de las letras proposi-

cionales que aparecen en M. 

Pareciera ser que lo asentado anteriormente rebate 

totalmente a los conceptos de Carnap y Bar-Hillel. 

Veremos que no es éste el caso completamente. A con-

tinuación, damos algunas propiedades de Cont(A,41) -

que son similares a las de los conceptos introduci— 

dos en el capitulo I. Esto nos haré pensar que 	 

Cont(A,UE) se parece a dichos conceptos "en medio" - 

pero no en "las orillas". 

TEOREMA S. 

Si A,B son fbf del lenguaje CDN y U: un universo seminti- 

co, entonces 

a) h-iA-,B sii.Cont(B,U:)51Cont(A,U1 

b) h-iA4+0 sii Cont(A,U:)= Cont(B,U:) 

c.) Cont(AvB,U)11Cont(A,UE)511 Cont(A&B,UE) 

DEMOSTRACION 

a) 11A,›B sii A-913 es una E-implicación tautológica 

sil Al--B (éstos óltimos dos pasos de acuer- 

do a los teoremas del capitulo II) 

sii Al=i3 	por el Teorema 1 

sii Cont(13,UE)C. Cont(A,UE) por definición. M — 
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b) Es inmediato de a) recordando que 1--liA.tB significa 

.- A-1B y 1-1B-SA 

c) Es inmediato de observar que 

Cont(A,UE)(1Cont(B,UE)5Cont(A,UE)T5Cont(A,UE)k)Cont(B,UE) 

E 
O 

Hemos visto que M Cont(A,Um) para cualquier fórmula 

A del lenguaje CDN. ¿Será posible encontrar algún tipo de ex 

presión tal que MC  Cont(A,U:)?. Veamos como podemos hacer 
una analogía mas con Carnap y Bar-Millel al definir 

Cont(B/A,UEN), "el contenido de 13 dado A". Interprétese -- 

tambien como "el exceso de información de e dado que se - 

conoce A". 

DEFINICION 5. 

Para A,B en el lenguaje CDN y U: un universo semántico, 

definimos 

Cont(B/A,UE) De=f.  Cont(AGB,U
E) - Cont(A,U)(1) 

TEOREMA 6. 

Bajo las condiciones de la definición anterior: 
E 	E 	E a) Cont(B/A,Um)=Cont(B,Um) - Cont(AvB,Um) 

b) Cont(B/A,U:)SiCont(B,U11) 

DENOSTRACION 

E a) Cont(B/A,UE)=Cont(A4.0,UE) 	Cont(A,Um), por definición 

arCont(Ai3,UE)n(Cont(A,UE))c  

(1) La diferencia "-" que aparece aquí., debe considerarse corro di-

ferencia entre conjuntos. 
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-Cont (B, UN) n (Cc:int (A, Urt) ) c  

gaCont (B,UE) - Cont(A,UE ) 

Cont (B,Um) - Cont (AvB,Us)EzCont (B,Um)- (Cont (A,Um )f1Cont (B,Ut4Z  E 	 E 	E 	 ) ) 

-Cont (Boll n (Cont (A, 4.) nCont 	) 

-Cont

C  

(B,Urt)n ((Cont (A, UNE) ) et) (Cont (8,4) )9 

gaCont (B,UE ) n (Cont (A, UE) ) e  

gaCont (B, UE) - Cont (A,UE) 

Por transitividad se obtiene lo que queriazaos. 

b) 	Cont (B/A,U111)geCont (B, UmE) (Cont (A, U11:) )cº Cont (8,4) 

La igualdad de la izquierda es consecuencia de a) . 
D 

LEMA 2. 

Sea A una fbf del lenguaje CDN, A1,A2  t UK 

Si /kit Cont (A, Um) y AIS A2  entonces A2  t Cont (A, Ure) . 

DENOSTRAC ION . 

Inducción sobre 'el número n de conectivos de A. 

niE0 

Agep donde pt M 

Sea Al  t Cont (A, 44) y A1& A2 

es claro que pvt Al  y por tanto P C A2 

Por tanto A2 t Cont(A,Um ) • 

Supongamos por H.I. que la afirmaci6n vale para n4k. 

n=k 

Sea A con k conectivos 



121 
IIU B 

(donde B y C tienen menos de k conectivos) 
1135/C 

Si ~B,  B puede ser ~81  6 B1vB2 
Si Bes A.B1' Aqi " 	

1 

COMO la afirmaci8n vale para B1  por H.I. y como 

Cont (A, Urt) inCont (B2 o il.) 

se tiene que la afirmaci8n vale para éste caso. 

Si WEB1vB2' Ala elo (B1vB2) 

Cont (A, Urt) •Cont ( Bi, Urt) Cont (144 B2  • UNE) 
E sea Al  Cont (A, Un) y Ale A2 	(queremos A2  e Cont (A, UN) ) 

sin perdida de generalidad supongamos que 

Ale Cont (fu Bl' 	' UZ) entonces por H . I . s 

A2 t Cont (n, B11  bt UZ); entonces 
E A2 t Cont (", B11  UZ) Cont ( B2' UN) 

por tanto A2« Cont (A,UN) como quer ia15011 probar. 

Si SalBvC  

supongase que Al 1Cont(A,U) y A fe. A N 1 2 

Cont (A, UE) =Cont (S, UE) n Cont (C,UE) 
E entonces A1t Cont (B,Um) y Alt. Cont (C,Um) 

entonces por H. I.aByeC se tiene 

A24 Cont (B, tl:) y A2  E Cont (C,Us) 
E entonces A2 ( Cont (BP m U )11 Cont (C,UE) 

entonces A2 Cont (I3vC UmE) 

es decir, 

A2 	Cont (A, UE) 

Lo cual concluye la demostración. 



El lema anterior nos permite probar el siguiente 

teorema que nos da una interesante propiedad de Cont(A,4). 

TEOREMA 7. 

Si A es una fórmula del lenguaje CDM y 

A1'1  II. • • • ,c4-5 cont (A,4) 
si qi "I Entonces 1-11A-opiv...vpr  , donde p4= 	•f 

"ami si clilaqi 

DEMOSTRACION. 

Queremos probar 1-TR-Ipiv. .vpr  

pero ésto es lo mismo que demostrar que 

Cont(piv...vproUILCont(A,U:) 

sea pues XeCont(piy...vpr,4) 	(queremos Xt Cont(A4) ) 

entonces X t cort(pituri) 
111 

entonces X=A1  6 X-A2  con ALS:  1112  , 

Si X=A1, tenemos por hipótesis que Xe Cont(A,4) 

Si X=A2  y M'Av  tenemos por el lema anterior y la hipó- 

tesis EE  de que Al  Cone (A, Um) que XszA2  f. Cont (Al  UN) . 

Sea A una fórmula del lenguaje CDN y supongase que 

Cont(A,U1,5=b1,...,An) 

De acuerdo con el teorema anterior, podemos decir que 

V--A-#A1 	para llife n a 
cul  si c vs., ( Ai  
. donde AD = p.t  v...vp4. 

 y cada p = 	1 
i 

i 	v 	14  mql, si qf  t A t II 1  
-s 
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01•111.1111.1. 
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Utilizando los axiomas del sistema E, se puede ver fá-

cilmente que entonces 

h--A-1(Apa*** GAD) a 	1   
Hemos probado pues el siguiente 

COROLARIO 2. 

Si A es una fórmula del lenguaje CDN y 

Cont(A,U:) =J(A1,...,A1-11 , entonces 
D 

G. 	n  
a 

Es sabido, de la lógica clásica, que las formas norma 

les de una fórmula son equivalentes a dicha fórmula. Por 

otro lado, también es conocido (por el Lema 1 y el Teorema 

1 de adecuación), que las equivalencias que se usen para pa 

sar cualquier fórmula A del lenguaje CDN a su forma normal, 

tienen lugar en la lógica relevante. 

Dada A en el lenguaje CDN, es posible llevarla a una -

forma normal conjuntiva (FNC) o a una forma normal disyunti 

va (FND). Debemos notar que en la lógica relevante, no es 

permisible la "eliminación" de mienbros conjuntivos de la 

forma Bvp..B ni de miembros disyuntivos de la forma B&Dwrit, 

debido a que 

wir  A4 (BY 0..013)4+A 

WirAv(Bé.~13)44A 

(En cp no tiene lugar-- y enOno tiene lugar--e debido a que 

en general, no son E-implitaciones tautológicas). 
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El hecho de.que las formas normales no sean ónices se 

debe a que tienen lugar 

(5) HILA& (AvB) <HI A 

(6) %ni Av (A&B) es> A 

(Debido al Teorema 1 de adecuación, la demostración de (5) 

y (6) resulta sencilla. Para (5) basta ver que 

Cont(A,UEN)C Cont(All(AvS) *UNE) y que Cont(A6(AvB),USSICont(A,UE). — 
lo cual es inmediato. Análogamente se resuelve (6)). 

En la lógica relevante, dada A, podemos definir un ciar 

to tipo de formas normales equivalentes a A que tienen la -

propiedad de ser anicas y nos permiten representar todas las 

posibles premisas y conclusiones, no equivalentes entre si,-

de la fórmula A. 

Sea A una fórmula del lenguaje CDN construida en base a un -

conjunto finito M de letras proposicionales. 

DEFINICIDN 6. 

La FNCR (Forma Normal Conjuntiva Relevante) de A es la f6rmu 

la obtenida como resultado del siguiente algoritmo: 

1) Se construye el conjunto Mc  de todos los átomos posibles: 

P2' • 'Prif 1%1  P1' • • • *" 

2) Se lleva la fórmula A a alguna de sus FNC 

D1n 
(donde dentro de ceda disyunción Di, no hay átomos repetidos) 
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3) Para cada Di 
formamos la conjunci6n de todas  las posibles 

extensiones de D 

D11
iD

2...iD1 

donde D
1=Di  y las demás DI  se obtienen aumentando disyun 

j 
tivamente a D1 la disyunción de uno o varios átomos que no 

apbrecen en D. 

4) Se unen conjuntivamente todas las conjunciones obtenidas - 

en 3). 

5) Se suprimen los miembros conjuntivos repetidós (esto en ba 

se a la conmutatividad e idempotencia de 4). 

TEOREMA 8. 

La fórmula A y la FNCR de A son equivalentes. 

DEMOSTRACION. 

Sabemos ya que A y la FNC de A que me construye en el paso 

son equivalentes. 

Por otro lado 

1) 1-1, DrDil  

2) V-iD14-0Di&Di2  

3) 1--kDit.DiiiD13  

• 

• 

Dit+DIGDi  
k 

Esto debido al hecho de que D =B vB y al hecho de que por (5) 

V—iii D,4-*D 6 (D vB) 
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Como Di  es igual. a D, y vale la substitución, tenemos. 

1.11"Di,h4D4  GD4 	 2') 
'1 '2 

que se obtiene a partir de 1) y 2). 

IliD11~4  104  iD4 	 3') 
'1 '2 '3 

que se obtiene a partir de 2') y 3) 

continuando el proceso se puede obtener 

bliOrD4 ' G...iD4 
'1 2 

Como esto vale para cada i, resulta entonces que la\FNC de A 

D1S...1,1)n es equivalente a la FNCR de A. 

DEFINICION 7. 

La FNDR (Forma Normal Disyuntiva Relevante) de A es la fórmu- 

la obtenida como resultado del siguiente algoritmo: 

1) Se forma el conjunto de todos los átomos posibles 

Mcablf • .11n, ."1,  • • ••̂ 43:11 

2) Se lleva la fórmula A a alguna de sus FND 

C1v...vCn 
(donde dentro de cada C1 no hay átomos repetidos). 

3) Para cada C1, formamos la disyunción de todas las posibles 

extensiones de C 

Ci1v...vCik 
donde C es igual a Ci y las demás C se obtienen aumen- 1 
tando conjuntivamente a Ci la conjunción de uno o varios - 

átomos que no aparecen en Ci. 
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4) Se unen disyuntivamente todas las disyunciones obtenidas 

en 

S) Se suprimen todos los miembros disyuntivos repetidos (és-

to en base a la conmutatividad e idempotencia de v). 

TEOREMA 9. 

La fórmula A y la FNDR de A son equivalentes. 

DEMOSTRACION. 

Como en el caso anterior, sabemos que A y la FND de A que se- 

construye en el paso 2 son equivalentes. 

Por otro lado se tiene 

1) 1-1Wei"CI
1 

2) ViliClibeCivC12  

3) %ni CrCivCi3  

• • • 

k) t--fa Cit+CivCi  

Esto debido a que C1  II:CiégB y al hecho de que por (6) 

ylkeilICiv(C16B) 

de 1) y 2) se tiene V-ILC1*-4CilvCi2  

y de esto último y 3) se tiene tliCie4C4  vCi  vCi  
-1 	2 	3 

contirmandosepuedeobtenerhniCie-W2,v...vCi  
L l 

como esto vale para cada 1, resulta que FND de A y FNDR 

de A son tquivalentes. 
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EJEMPLO 1. 

Sea N= p,q A= Wpvq) 

Construcci6n de le FNCR de A: 

1) McgIP'elf ^'p• ^'93  
2) ^flpfdpvq) es una rwc de A 

3) ~pi ( •dpvp) i (~pvq) t (~pvibrq) & ( "Ppvpvq) i ("opvpv •vq) 

& ( ovpvqv "rq) & ( dupvpvqv •.,q) • 

(pvq)idpvqv.wp)i(pvqvmsq)‘(pvqv,wpwww„ 

4) Se forma la conjunci6n de las conjunciones anteriores. 

5) pip& (4w pvp) & (~ pvq) & ( o./ pv dvq) & (pvq) & ( ,dpvpvq) & ( mpvpv #09) 

& 	pvqvgvq) & (pvqv twq ) & (pvqv 	A0q) . 

Construcci6n de la FNDR de A: 

1) N -e" fjP• g. 4v p, idciS 

2) (•=optip)v(A•piq) es una FND de A 

3) ("opio) v (ow p&p&q)v (ow p&p&mq)v ( irdp&puls ok•ci) • 

("f p&q) v (n, p&q&p) v (~p&q& •vq)v ( "op&q&p& ovq) . 

4) Se forma la didyunci6n de las disyunciones anteriores. 

5) (Alip‘p)v(~piq)v(ohiplipl,q)v(ilipipiovq)v(rwp&qi•vq) 

Ir(mrp‘piwifyq). 

El 5) es en ambos casos, la FNCR de A y la FNDR de A -- 

respectivamente. 

Obsérvese que: 

YliA4-9FNDR(A) y que yilAr4FNCR(A). 

Además, Cont(A,U:) es la FNCR(A) haciendo la interpretación 

inversa a como se hace en el Corolario 2. 
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A continuación mencionamos ciertos hechos que también 

tienen lugar, sin embargo, no es el interés principal del 

trabajo, el demostrarlos. 

1) Dada A, AD n del corolario 2 es lo mismo que la 

FNCR de A. 

2) La FNCR de A y la FNDR de A son únicas si no se toma en -

consideración el orden de los miembros diayuntivos o con-

juntivos (esto se deriva de la unicidad de Cont(A,4)). 

3) La FNCR de A nos da un panorama completo de las consecuen 

cias lógicas de A no equivalentes entre si relevantemente. 

4) La FNDR de A nos da un panorama completo de las premisas(1) 

de A no equivalentes entre si relaventemente. 

5) En base a la FNDR y a la FNCR es posible formular un méto-

do de decisión sencillo para el fragmento implicacional de 

primer orden del sistema E. 

¿Cuántas fórmulas no equivalentes entre si se pueden for-

mar a partir de un conjunto de n letras proposicionales? 

En lógica clisica, la respuesta a esta pregunta es senci 

lla. Como cada fórmula se puede pensar como una función de ver 

dad, la pregunta es equivalente d ¿Cuántas funciones de verdad 

distintas se pueden formar a partir de n letras proposicionales?, 

es decir, ¿Cuántas tablas de verdad se pueden formar a partir 

(1) Las fórmulas de las que A se puede E-implicar. 
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n 
de n letras proposicionales)? La respuesta es 22 , o sea, el 

numero de funciones de verdad dele en l; 0,4V,F1). 

Hasta donde nosotros sabemos, en la lógica relevante adn 

no se tiene la respuesta a la pregunta planteada. En base al 

Teorema 1 de adecuación, la pregunta puede ser reformulada de 

la siguiente manera: 

Sea Mi4p1,...,p11 un conjunto finito de variables proposicionales 

Consideremos Mcgifpl,...,pn,~p1,...ovpn3 

considérese 

definase 

la pregunta 

¿Cuál es la 

U:+=loOkliMc/oLO 11 
RU:+4 X 11 u:,X0 1#  y 

ét. e UmE+  
se reformula ami: 

cardinalidad de RUE+? 

V 	(Si eux y .14 sm)(3EXI. 
Icr UmE+ 



CAPITULO IV 

UN CONCEPTO DE INFORMACIOW SEMANTICA CUANTITATIVA 

A. INTRODUCCION. 

B. UN CONCEPTO CUANTITATIVO SUGERIDO POR 

Cont(A,Um) 

C. HACIA UNA MEDIDA GENERAL DE CANTIDAD DE 

INFORMACION. 

131 
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A) INTRODUCCION. 

Para finalizar el trabajo, presentamos en este capitu-

lo un intento de generar un concepto cont(A,U1 como una me 

dida de información semántica cuantitativa para las fórmu—

las del lenguaje CDN. Dicho concepto resultaría ser el ani 

logo numérico de Cont(A,U:). 

Enumeramos algunas dificultades que encontramos al tra 

tar de dar una medida de información para una fórmula cual-

quiera. Nos concretamos a definir una medida cuantitativa-

en la que utilizamos la construcción de Cont(A,U:). 

As1 como con las medidas de probabilidad, utilizamos -

el intervalo [0,13 como rango de variabilidad de nuestra -

medida y vemos algunas características que distinguen a --

cont(A,UE) de los correspondientes conceptos de información 

cuantitativa de Carnap y Par-Nillel. 
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B. UN CCNCEPTO CUANTITATIVO SUGERIDO POR Cont(A,U:). 

En esta parte nos ocupamos de constuir una medida de in-

formaci6n cuantitativa para una proposici6n A del lenguaje 
E CDN, suponiendo que conocemos Cont(A,UN). 

La medida que proponemos es una medida "probabilistica" 

en el sentido de que su rango de variabilidad está entre cero 

y uno. Utilizando logaritmos, como Carnap y Par-Hillel, se -

pueden dar medidas análogas de información cuyo rango de varia 

bilidad sea mayor. Sin embargo, personalmente creemos que es 

mis conveniente darlo en la forma presentada ya que ésta es -

fácil de calcular y permite una interpretaci6n intuitivamente 

más clara. 

DEFINICION 1. 

Sea A una fórmula del lenguaje CDN y sup6ngase que 

Cont(A,U)4A 	A 5 1""' n 

definimos entonces 
411  card(Ai)(1)  contA'UM 

donde T= 	card(") 
"S MI  

No es dificil calcular T si se observa que hay exactamen- 

te (2n) subconjuntos de M
c con k elementos(2). Por tanto el nd k  

mero Ce elementos de todos los subconjuntos de M
c con cardina- 

lidad k será: k(2n) k 

(1) También se puede definir ocinti(A,LTZ) como card(Cont (A, l q) 

(2) El shrtnlo (2nk) representa al aranero 2n:  
--(5-k)!kr. 

151(211) 
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Sumando sobre todo las posibles cardinalidades de subconjuntos 

de Mc  se obtiene finalmente que 

r  12n1 
i« N,  1 / 

En el caso de nffla, tenemos a nuestro conocido 
mciriv „v 	„f 1 
"2-1r1""2"1.*E2 

T se forma en este caso contando todos los elementos de cada 

posible subconjunto de M. El resultado de este conteo es 

Tait i (4i) ffig32 

En seguida calculamos la inforaaci8n cuantitativa de algunas 

fermulas formadas a partir de M2. 

E 	 E 12 a) conti  (pivrwpi, Un) •conti  (piv".p2, UN) s..4_  +. 37 

b) conti  (pi& ~pi, Urt) asconti  (pi& "op2, 	41 di .87 

c) conti  ( (pi& ~P1) & (p2&•kop21,41):• 

d) conti  ( (piv"spi)v4p2vmap2) ,Urt)is 47 11.12 

e) conti  (pi  Ur4) gaconti  (p2,Urt)miconti  ( 	0124).. 	.62 

24 f) conti  ( 	ovpi) v (p2ii~p2) ,Urt)- s.75

g) conti  ( (piv•vpi)&(p2vivp2),UmE)g«-72 201.62  

a, E 30 

	

h) conti  ( (piii•vpi ) & (p2v•vp2) ,U1410, 	.vs 

E k 

	

conti  ( (piv.vpi) v(p2ii.~2) ,Umr = 	+.31  

E 31 conti  ( (pi& ~pi ) &p2,Ut4)= --L .96 

4M,  

) 

a, 
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Obsérvese que la medida de cantidad de informaci6n no dis 

tinque el contenido semántico de las proposiciones. Dos o más 

proposiciones pueden tener la misma cantidad de informaci6n y 

ser semánticamente diferentes. El hecho de que 

conti  (pl, (111) conti  (p2  , Urt) imcont, ("opio U:) 

E 	E conti(p1i~P1pUm)•conti(p1iip2,Um) 

se debe a que los átomos en cuestión juegan el mismo papel sin-

tácticamente. 

El hecho que resulta un poco raro es el siguiente: 

E 20 

	

conti  (pi 	szcontilpiv~pi) (p2v•up2) , Un) • 77  

TEOREMA 1. 

Para MI fórmulas de un lenguaje CDN se tiene que si 

elontabe:15aCont(A4:) 

entonces 

conti(B4/)4/ccntl(A,U1,5 

DEMOSTRACION 

La demostraci6n es obvia de acuerdo a la construcción de 

contl(A,UN). Para calcular conti(A,Um) tenemos que contar to-

dos los elementos de los elemertcs de Cont(B,U:) (con los cua-

les tendríamos contl(R,U11) y posiblemente algunos más debido a 

la hip6tesis. 
O 

El recíproco del Teorema no es cierto. Se cumple: 

12 	E 	20 Tí 	conti  (piv 	, Um) conti  (p2  , Um) = Ty 



136 

Sin embargo, no se da el caso que: 
E 	• 	E Cont (por ~p2, UK)P. Cont (p2  Um) 

pues sabemos t—ea priPpivowpi  

esando el Teorema 1, podemos derivar fácilmente el siguiente: 

COROLARIO 1. 
E 	E 	E Si Cont(B,Um)gCont(A,Um) entonces contl(B,UK)=conti(A,4) 

Veamos ahora algunas características de conti(A,4) que lo dis 

tinquen y lo asemejan a los conceptos correspondientes de 41.r •Eir ••• 

Carnap y Bar-HM*1. 

TEOREMA 2. 

Si A,B son fórmulas del lenguaje COM formadas a partir de un MID 

conjunto finito M de letras proposicionales. 

41)4111 1:conti(Av e:)10.11 

E b) conti(AvB,Um)4.conti(A,Upt)41.conti(A&B,5E) 

c) cont1(A&B,U
E)scont1M  (A,UE)+cont1 (B1M  U2)-cont1(AvEl," 

DEMOSTRACION. 

a) En el capitulo anterior demostramos 

I Mc  3c Cont (A, UmE  U:- 

Cont ( 	(piv,„. pi) , U mE)TIMc  

Cont ( z 	pi) ,U:).urs- j 

por tanto, con el teorema 1 obtenemos 

que: 

cont1( 51 (p v. pi) ,uv,1: conti(A,UmE)E cont1( g (p owp ) UE) 
4a1 i 	M 
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obsérvese finalmente que: 

cont,(1(p/vowpi),U:)=11  (pues card(Mc)man) 

contl(j1 

con lo cual queda demostrado a). 

b) En el Gapítulo anterior hablamos probado que 

Cont(AvB,USLCont(A,UE)C-Cont(AGE,UE) 

una aplicación del Teorema 1 • este hecho nos da el re-

sultado que queremos. 

c) cent1 (AGB,UE 	card(%) 	E donde XI( Cont(A&E,Um) 

ahora observémos 
11 card(%) • :E card(X/) 
XleCont(AgE,U:) XleCont(A,U:)VCont(B,U:) 

• Z card (%) 	Z card (X1) 	2. card (XI) 
XiitCont(A,U1 XleCont(2, 	X eCont(A UElf1Cont(13 UE) M 	I at 	 iht 

miE card(X1  ) 	Z card(X0 - Zcard(X1 ) 
X1M eCont (A, tr") X1  tCont (11, UE) X1  dCont (AvB, U-

r  
) 

Dividiendo por T ambos miembros de la igualdad, obtene-

mos: • 

E 	E 	 E 	E contl(AGE,Um)=contl(A,UN)4.contl(B,Um)-contl(AvE,um) 

que es lo sue queríamos probar. 
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Si DK es una disyunción de K átomos distintos, no-

es dificil encontrar oont1  (Dk  ,U
E). De la misma manera, no 

es dificil encontrar cont1 (CKM  ,U2) donde C es una conjun-
ción de I( átomos distintos. Utilizando estos hechos nos -

vemos motivados a definir la medida de información de una-

forma normal. Haremos esto posteriormente. Primero plan-

teamos algunos problemas que se presentan al tratar de dar 

una medida cuantitativa genral de información para cualquier 

fórmula de lenguaje CDN. 

C. HACIA UNA MEDIDA DE CANTIDAD DE INFORMACION. 

Sea is una medida de cantidad de información para -

una proposición y sean p, q, r, s átomos distintos. De -

acuerdo a los conceptos de Carnap y Bar-Hillel (cont e inf) 

y al concepto sonti  construido en la sección anterior, se -

cumple entonces 

p(pv~p)1m(qvAdq)(1)  

Sin embargo, no todas las tautologías tienen la -

misma cantidad de información: pv.vp y pv^,pvq son tautolo 

gias pero siempre se tiene 

(pv". pvq)‹ p(pv•wp) 

esto debido a que queremos que se mantenían siempre las dos 

condiciones siguientes: 

(1) Más aen, p(pvq)91(rvs)=»(~rvi,ds)9,i(rdpvs)=... 
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1)ii(A)> O 

II) I« (AvB)4 iy(A) 	(A011) 

¿Sería deseable obtener que 10 (Av ...A) =',/ (By",  B)? 

Aparentemente, el contar con una medida de informa-

ción que cumpliera con tal propiedad seria bueno porque per 

mitirla asignar la misma cantidad de informacion a fórmulas 

distintas que representan a la misma ley lógica. Veamos las 

consecuencias que acarrearla ésto. Tornemos el caso de cont1 

de la sección anterior. 

E 12 conti  (piv•vpi,Vaa 

E conti((pivp2)v~(pivp2),Um) 

conti  (pivp2v „, pi) a (pivp2v N ) , UmE  

10 

En general: 

/41((pvq)v~(pvq))(pqpvq)=)14(pv•wp) 

si se aceptan las condiciones I y II. 

Vemos pues, que si aceptamos I y II para una medida 

de cantidad de información, entonces no debemos esperar que 

cumpla con ihe (Av ~A) = (av ~13) . 

Pensamos que cualquier concepto de cantidad de in- 



140 

formación que se quiera dar para las fórmulas del lenguaje 

CDN, debe portarse en forma muy similar o igual al tonel  -

de la sección anterior. 

Podríamos intentardar una definición para una me-

dida de cantidad de información, haciendo a un lado el pro 

'nema de la negación, a la manera de la definición de ---- 

Cont(AIUN) 

All(p)gmcte 	para p átomo(1)  

(AvB)a9.4(A) •J,A(B) 

( 	(Aya) )•,t4  ( ,̂A)0/A ("dB) 

AA (A&B)itA (A)0 AA(B) 

frt 	(AIREO Pep (0.0A) 111/.4("J13) 

Adi(...",A)•50(A) 

donde eye)serfan dos operaciones con valores numéricos y que 

cumplieran con las propiedades de la intersección y la unión: 

1) Conmutatividad • ,CD 

2) Asociatividad • ,(5) 

3) Distributividades 

4) Idempotencia • , O 

Un camino alternativo para encontrare yC)seria a tra 

vés del planteamiento y resolución de ciertas ecuaciones: co- 

mo deseamos obtener: 	(#« a) =,44(4) +,‘Au51-94  (44i(s) 

(1) Podría pensarse que la constante fuera -11  , pero esto daría medidas 
muy pequeñas para disyunciones (por la con&ción II). La constante-
que podríamos esoo9er tendría que ser parecida a la de contl. 
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entonces la igualdad se transforma en la siguiente ecuación 

"A)  O ,4&) = ,(4) 44(6) --(Á4  (A) #148)) 

donde)014k94) y )0)(04(6) son las incógnitas. 

El camino seria plantear otra ecuación donde apare 

cleran"9 " y /ALA) (9,149 e intentar resolverlas. 

Ante la imposibilidad que tenemos por el momento 

para encontrar las operaciones 1) y 0, nos concretamos a 

hacer la generalización de conti  para formas normales con--

juntivas. De manera que dada una fórmula A en el lenguaje 

CDN, encontramos una FNC A* de A y definimosAA(A) como 

#0(A*). 

Para llegar a definir una para las FNC, pedimos-

la siguiente condición: Para fórmulas A,13 del lenguaje CDN, 

se tiene: 

III) 	1,1  (Allí) /44(A )4  '03 )-  #4 ( 4V  e) 

Si DI y D2 
son disyunciones de átomos tales que en 

cada una no hay átomos repetidos se tiene que: 

Veamos quién es ,A4(13,41)2 4D3 ) (1)  

(Dt DheDA 7:- Al ((D,ROL)8 03) 

,44 	D:) *p(D/) 	((024,) v N 

(1) abilervese aquí que lo que le ocurre a primera vista es 
/44 ( D.,01 D)) 	) "0.,) 	D 	v 03) 
Sin ~ergo, ésto no es cierto. 

que 
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b) Si DK es una disyunción de 
51... km4.0 4. 

K átomos distintos 
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lit/ik(b) 4/42) 903) -,•401 v 	,4• -Iptv •D2) 2 ( 	h3)) 

	

= " ) +,441) 4-‘,03) 	li) 	0)) 940. wto h4) 

Supóngase que si Di,...Dn  son disyunciones en las que no hay 

átomos repetidos: 

	

iDi g 	11) t e") - '21,0( lo/ D) 4 12. "saz v v D.) - 

	

4*£ 	4*i eit 

•e` ÷(71r,o(Nd—vls) 
Veamos el ahora el caso ),4 (Dia -. - DIN I j1*1 4 0 

	

,A4  (DI  e 	1" 2 144') =A PS- 43.,)6 144,1 

	

ah) 4. "(Dmi.,) 	(«DA- -11  I.) v  Ds,41 ) 

(14 	g St•A) 	,) 	 • • • i• 	jj 

.1  (* ) 

Es claro que entonces, de acuerdo a la suposición (5), que en 

(*5) van a aparecer todas las combinaciones de disyunciones 

en las que aparece Dro.i.  Con lo cual concluimos la valide: 

de (11) para cualquier n. 

DEFINICION 2. 

Si A es una fórmula del lenguaje CDN, definimos jp(A) como109) 

donde A* es una FNC de A y /44 (A*) se obtiene de acuerdo a lo 

siguiente: 

a) Si p es un átomo 
T - 

,(r) 
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c),(1111‘...iDn) se obtiene como en (*) 

Obgervese que esta definición es simplemente la ver 

sien numérica de Cont(A,U:). 
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