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INTRODUCCION 

El desarrollo de la teoría matemática de los as- 

juegos, según fue descrita por Von Neurnan y Morgens-

tern, se da en dos pasos principales: 

1. La presentación de toda una caracteriza-

ción formal de un juego general de n per 

sonase Llamada "forma extensiva". 

2. La intróducción del concepto de estrate-

gia pura, que hace posible una simplifi-

cación radical de este esquema reempla—

zando un juego arbitrario por un determi 

nado prototipo de juepo. Esta forma es -

llamada "forma normal". 

La forma normal esta mejor diseñada para el ue-

sarrollo de teoremas generales (e.p.. el teorema fun-

damental de los juegos bipersonales de suma cero), - 

mientras que la forma extensiva expone las diferen—

cias caráóteristicas entre los juegos y los elemen-

tos estructutales decisivos que determinan esas dite 

rencius. 

En vista de que es posible expresar todcm ion -

juegos en forma, extensiva, mient,ral; oue solo resulta 

practico nórmalizar unos euanton, prece razonable 

el estudio de la fox-fru extenGiva de tus jueuus. 

pro. pmeris~ii. trabajo enUt dedicado al wrtudio de 

u-da clase de jueros 	Lo: jtv=r - os 	foruut 

ext cris" 	con i.nformacik..ii 	uP,11 ) 1: 
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En el Capitulo I se dará un¿t descriocidn tene--

ral de los juegos en forma extensiva, con la formali 

nación introducida por H. W. Kuhn (3) con al¿unas li 
geras modificaciones que no cambian radicalmente la 

formalización original. 

El modelo es escencialmente Ét.ometrico y lie ha-

ce referencia al concepto gráfico de zIrbol. Para no 

desviarnos del tema central del prenente trabajo, no 

se hace un estudio exaustivo de los árboles, mensio- 

nandose unicamente su definición y unIA, O.e sus propie 
dades. 

En el Capitulo II se introducen los elementos - 

de los juegos en forma extensiva con información ca-

si completa, asi como los juegos e::trictamente deter- 

minados y algunos 

el tema. 

El resultado 

a E. N. Vasilescu 

juego finito de n  

otros conceptos relacionados con - 

principal de ü:1;te captulo debid() 

(8), es la demotrac6n de que un 

personas con informaei6n efIsi com- 

pleta, tiene un punto de equilio en ti',,rminos oe - 

estrategias puras (juego etrictwnente determinaAo). 

En la demostración del resultado ':Gaciorludo se (In. un 

camino para encontrar el uunto de equ).tirie. 

i.tlte resultado es una exteusión a ;;u1..os et,ti in 

formación casi completa del dado r),,r Utter 	y r)or 

.Dunne (C ) pa.ra juegos bi t'o nio 

rna cero. 

N . 	nal key (I) demor,:tri-1, 

iuformación cat3i completa enl,(»:. 

n
1 - U(. 

' 

rinito 

te detrmínItdo..P.:1 inverso 	;',,1111(11) 
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pecto a un jugador adn no esta rez3ucito, sin, embargo 
B. J. Birch XI) probó lo siguiente: 

9 	Sea K la estructura de un juego coro 

pletamente inflado cuyos conjuntos de in 

formación satisfacen la condición: 

Si Uz-V entonces Val.U. 

Si todo juego con estructura K esta 

estrictamente determinado para el juga--
dor i entonces se cumple la condición de 

información completa para el jugador i". 

E. N. Vasilescu ($) generaliza un poco mas este 

resultado permitiendo cierto traslape, es decir la - 
hipótesis " si U1, V entonces V4U es cambiada por 
una menos restrictiva: 

II Si UZ V y V< U entonces toda juEada en U 

sigue o es seguida por una jumada en V y 

lo mismo para toda jugada en V." 

En el Capítulo III se enuncia y demuestra el re 
sultado de E. N. Vasilescu. 



CAPITULO I 

FORMA EXTENSIVA Di!: LO3 JUEGOj 

La definición que da lrt. 	cu tí Gr(Ifican del 
concepto de árbol es la siguiente: 

" Un árbol es una gráfica conexa sin ciclos".(L) 

A partir de esta definición se dan varias pro-

piedades de los árboles y algunas definiciones equi 
valentes. 

Cuando hablemos del "árbol de un juego" asumi-

remos la definición de árbol dada y con ella toda.;  
sus propiedades, añadiendo alunas que nos earacte-
rizarán precisamente el árbol de un jueco. 

El árbol de un jueEo denotdo lor T ck ,mienza 

en un punto liamndo O que debe dil;tinpuire del rel3 
to de los lemas puntos. 

Los puntos finales de T serán llailw.dos 

das y en adelante los denotaremos con 1;,  leLra 

al conjunto de pnrtidas 	derwtriri,210H por 	y el 
resto de los puntos nerán 	jur~s. Al refrir- 
nos tanto a 1. 	pnrtida > como a 	Le hure 

mora con el nombre de porlLejoneo. 

TratFindose (le un Arbol o  do:; .ímyiLo 	et:111 

por un único comino. Sunoniendo qui (A íwboL T en 

finito entonce al camino tInico 1111C Vu uel Duato O 

n uno nartída w T1(1 tp,mbiAn nerr1 11~do pl,1.LdrÁ lu 
denot,tremos por W. 

(I) Vara +.11,11,',51-  
relY.,ren,lit 
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Los segmentos que unen una jm¿fda .A con potii- 

ciones que siguen inmediatamente a y: son. llamados 

elecciones. Al número de elecciones de 1.a 11.w: da x 

lo denotaremos por m(x) y hacemos una biyecci6n en-

tre las elecciones y los enteros positivos 1,2,3„.., 

m(x) suponiendo m(x) ,?>1. 

Las posiciones forman un conjunto parcialmente 

ordenado, mediante el orden parcial denDtado por "2- " 

(llamado precedencia) definido por: x< y 	(x pre-. 

cede a y) si existe un camino en T que va del punto 

O a la posicidn y el cual pasa por x sieado x í y. 

Usamos la notación (x,k).4.y.  para dRr a entünder 

que x.41,  y el camino del punto O a y que pasa por 

x se realiza mediante la elección d(3 k en la juAadn. 

x. Si U y V son cualesquiera don conjuntos de nosi- 

ciones decimos que U-4 V si existen x 

les que x.4 z. 
CI) 

tf  

Fiv. , (1) 

Orden Parcial elltre 

ze. V te 
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Si tomamos en cuenta los sieulentes conjuntos 

de posiciones U¡=e,h) 	U1= 0,g) 	U3=1h,bj 

Observamos que 

1.- como c(g entonces 14( Uá,, ademas d<h y 5.<111  

sin 'embsygo 

2.- Puesto que b(11J se tiene que U.1 ,< us es decir un 

conjunto puede precederse a si mismo. 

Teniendo el árbol de un juego T, se tiene un 

juego en la forma extensiva de n jugadores como si-

gue: 

	

1) 	Se hace una partición de las jw ndas de T 'en n+1 
conjuntos PO,P,, e.. , Pn  donde Po  contiene todas 

las jugadas de azar, y P. contiene las jugadas per 

sonales del jugador,:, 	1, ... ,n. 

	

2) 	Se hace una partición de cada 1),;, 	=1,...,n) 

en conjuntos Ue , Ul, 	que llamnrmos conjuntos 

de información los cuales cumplen con: 

a) Todas las jugadas de U tienen el mismo nú 

mero de elecciones y se denotará por m(U ) 
b) U no se precede a si mismo, es decir no su 

cede que U< U 

	

3) 	Para cada jugada x de r0  hay una distribución 

de probabilidad p(x,k) sobre lar.: m(x) elecciones 

asignandole una probabilidad positima a cad¿t elec-

ción. 

	

45 	Cada partida w de X tiene asiunado un vector 
real de n coordenadas llamado funciCja 1 r, i- rai7.0 para, w 
denbtado ,lor! 

h(w)=( 	(w), it (vi), 	)1'' ( w ) 

dada 1,, nn jurr!da x, 	dcfilw 	I I , 1.1I 1.  () C1 	r 
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'cendientes de x, denotandoce D(x), corno el conjunto 
de posiciones z tales que x<z. Se define D(x,k) co- 
mo el conjunto de las z, tales que (x,k):z. 

Para algún conjunto U (no necesariamente de In, 
formación), definimos D(U) =ni D(x), si U es un con JcI 
junto de información D(U,k) 	D(x,k). 

A partir del árbol dado en la figura 1, se 

un juego en forma extensiva de 2 per2onan. 
X = 	1 0,a,b,c,d3 conjunto 

1.- Partición del conjunto de jugada:3 
Po = 101 
P, = ia,b 

ic,dj 

de julladas 

obtendrá 

2.- Partición de Pi  en conjuntos de información 
u, =la} 	u, = Ibi 
Partición de 11.  en conjuntor.  de información 
V I  = Ic o d 

3.- Distribución de Drobubilidad en jtwailas de rr, 
p(o,i) = 1/2 	P(0,2) = 1/2 

4.- Punción de Pago 
h(f) = (W (f),Ii(f)) = (1y-1) 
h(g) 
h(h) 
h(i) 
11(e) 

Dadas dos posiciones xs , x;„definimos la mnyor 

cota inferior inf(x„ xl) como la fflayor juKtda z 

tal que z 	x„ z 	. 

Dado ctu?_lquier conjunto U def•Llimol3 

in maYbr jtiuda z tal que z 	ti. 

Defifación. 

	

Uns. ePtateia puru 	pnrn 

uri:1 funeiún, oltú 

oh U 	P un entero nositivo 	i I 

O K 	) 	m ) 

= (2,-2) 
= (1,-1) 
= (-2,2) 
= (-1,1) 

t ) '1. 

) cuino 

Y 



Para una n-v=ida s= (s' n
) de estrat igias 

puras y dada una distribución de probabilidad p(;•,,k) 

para cada x en P„ denotamos por D(w,$) la probabili 

dad con que ocurre cada partida w, y asi el prwo es-

nerado para el jugador i es: 

H (s) = E p(w,$) hi(w) 

supondremos que Hi(s) es la recomperw,a pz,.ra el ju ? 

dor i cuando se usa s. 

Para calcular p (w, s) , es nece3ario asij.lar prci-

babilidad a las elecciones de todas las jugadas y se 

hará de la si5uiente manera: 

Si k es una alternativa en una jucaua neroLlal 

del jugador i, la cual r)ertenece al conjunto de in—

formación U, entonces: 

pc,(k) 0=k 

otro ca.:-0 

con s una n-ada de estratee:ias n1,11:¿LU. 

Si k es una alternativa er1. 	a.:1r -

entonces: 

ps(k) 	p(x,k) 

Por lo tanto se tiene: 

p(k) k4- W  

 

z itri ,)o2ic131.1 	(!;:trat,c1., ja, 

enLonces: 

• f• 	 C 1 1 1 ). i(J( , 	t.?  

("; .>"1 	t, e 	U I 	1)..,x' t, 	
111'. 
	• O, 

	

••••• 	.1' 
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2.- z es posible cuando se juera w(- si existe 

una n- ada de entrategil,s, cuyIA i-ésima com 

ponente es s.v tal que 	en posible cuando 

se juega s 

3.- I4un conjunto de posiciones., es posible cuan 

do se juega s, si alguna xé.:J k3 es posible 

cuandose juega s, de otro modo El es imposi-

ble cuando se juega s. 

4.- B, un conjunto de posiciones,, os posible cuan 

do se juega s , si existe s cuya i- ésima 

	

componente es 	tal que B es gosible cuan 

do se juega s. 

Definición.- 

Dos estrategias puras del juiTe.dori, 	son 

equivalentes, si y solo si el conjunto de posiciones 

posibles cuando se juega 13: es it ull 	uolijlito de 

posiciones posibles cuando l'e juel4 s' u 

Dos estrategias equivalente Ciete-rainen la ndsma 

probabilidad sobre cualquier partida y no afectan el 

pago esperado. Usaremos el término entrateeia jura, 

para referirnos a una ela 	e ewLratcris puras --- 

equivalentes. 

`.supongamos que en un jucteo G y U 	 conjunto 13 

información del jufeidor»Ly 1j 	U. je dice ql,w 

tu aislado en U ni para toda s.4 1;131 que /3 es •Josible 

cuando He ju.ea 11'1  se t:ine que U - j  en úrinoible 

cuando ::e jurra c , De la 	,e 	cla- 

ramunte que ri 	esta. abllaf..-;.0 	1 ert- felees 

ta!AbiYIn enta 	Y 

Jefiníci(5n.- 

11na el,  r.; , 	i 	r ') 
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Wlstribución de nrobabilidad sobre nun estrntes pu 

ras. 

Si numeramos las estratei¿in flunts 	i 

de 1 a b(i), entoncese puede considerarse como un . 

vector con b(i) componentes no-neeativILH o- tales que 
b(i) 3. 

= 1 
4j,-;1 

Dada una n-ada T.  de estrategias mixtas una para 

cada jugador, el pago esperado pura el jugador i, es-

ta dado por: 

b 1) b(2) 	k(-11) 
H
i
(c7")-=j, =1 jx=1 • • • • 	1( 	 s   	sn) 	(771. 5;1;1 	p.' 	ji 	3 9. e 	13 

Dada una n-ada j'- de estratep,ias mixtas y una es-

trateE.ia mixta 'D-1-, la notación u /fr , denota la n-ada 

de estrategias que coincide con o-  para todos los juga 

dores diferentes de i y cuya i-sima componente enfri. 

La si£,uiente definición fue dad t ur 

Definición.- 

Una n-ada o-  de estrateis Nixt 	es un (unto de 
- equilibrio, si H

i 	(U _/17
z ) pr,ra toda o- y para ea 

da jugador i. 

El siruiente teorema fuc! deffloFArado por ;4ash. 

TE011151ViA : 

Todo juero finito tiene 

en tt_Irminos de ‘,.!Lrateí., ial_.  mi 

.un flunLo de equilibrio - 

La deuiontru,.ción ne eneueilt,n1 en el •LiAidice. 

Definicién.- 

Doe jUer0:: 	 :›1 	on I Je 

ticor excepLo Luc IH 	10 CHJI)t11,0 



Smiki e; Ux  

o < s ( ) 

1 ; 

.L 
	

; 

••••••••••• • _.....,r.__..,_._. 

1 
(U. ) c.. 
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jugadas personales, que d(:fine 	conjuntos deinfor 

oración, y si hoy correspondencia °abre 1an n-ud¿ft!:( de 

estrategias, pura2 s de G y las y' dn G' de -W,1 foodu 

que p(w,$),...-p(w'I s') dond,s' corresponde a q 

La correspondencia, mencionnaa en la definición 

debe ser uno a uno. Es 	ver que la rell,ción 

" equivalencia de juegos ", es una relLción de equi-

valencia. 

Si G y G' son juegos equivalentes, un punto de 

equilibrio de G corresponde a un -)untr,  de eruilibrio 

de G', y si cualquier j~dor tieue un punto de equi 

librio en términos de estrater 	curas en a enton-

ces tiene un punto de equilibrio en téralinos de 

trategias puras en Gy. 

Para finalizar el preente capitulo desarroLla 

remos los conceptor( dados en el ejeluplo que se encuon 

-ira en la pag. 1( figura 1) 

Estrategias nurns del jur-idor 1. 

ElvtrtI.tuuis Dur.1.1.7. 11(, 1 ju?(i(m. 

1-(  V 
	

1 2 

o -5 FI,;1  (V, 	9  

( 	) 

4, (VI  ) 

nirw:uno 

ryitIvni.entey,. 

jU;' 	 r i.' 	e e 
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Los pagos esperados cuando los jugadores usan éus 

distintas estrategias son: 

H( s, 	) = 1 ; 	HI( S, , s t  ) = "'*1 

H1( St o 	) =O ; 	( °I I 21) = O.  
Hl( s  , s) = O ; 	11:1( S1 Y 	= O 

Hl ( st SI ) = 1/2 ; 	H.  ( 	st ) = 1/2 

Como ambos jugrdores tiene dos estrategias pu-

ras distintas, sus estrategias mixtas son vectores 

de dos componentes. 

Una estrategia mixta para el jugador 1 es 

V=('r,T1) = (1/3,2/3) 

donde 1/3 es la probabilidad con que el juga-

dor 1 jugará la estrategia q.  y 2/3 la probabilidad 

con que jugará st 

Una estrategia mixta para el jugador 2 es: 

(r,l,Tx?) = ( 1/3, 2/3 ) 

donde 1/3 es la probabilidad con que 2 jugará 

st y 2/3 la probabilidad con que jugará .D2, • 

Considerando i = e9",1-9 	y 

se tiene 

t ( 1  * 	
-'¿•• 

J ) 'd% 

H1(T) = 1/3 y H1*(1 = -1/3 

Veremos ahora que T es un untG J.0 equilibrio. 

Pd • • 	H4 	if4i:117'•) 	\\ 

del julAa¿Zoi-L y 

c:;erategiu. mixta 

Pdl 	11 1̀,:a 

itloidór í 

	

) 	1í 

juRador 2 

) 	) 	1/3 

ustrate,(4a del.  

(-;`;t1 	 el 
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= 
1T 1  = ( T" , Or ) = ( x 	1-x ) 	O f  x 1 

( Cri 	) = ( 1/3  , 2/3 ) 
i 

como H ( si , 	Hi( s' 	s/') = O iz 1,2 entonces 
1-12(a-/171 ) = 1/3(x) + 1/3(1-x) = 1/3 

-T-1 1-1 1 (a-/111) = 1/3 = 1I' ((r) 

) 	( 0-/ 17) = (a-',77) 

= ( 1/3 , 2/3) 

11-1 =( x ,1—x) 	o zx.c..1 
= (-1/3)x — (1/3)(1—x) = —1/3 

o • • 112-(7--/T ) = —1/3 = 	ír-'/ 
• 

• 4 p-' es un punto de equilibrio. 

En toda la descripción del ejemplo que nos ocu-

pa, no mencionamos en que consiste el juego, es de--

cir el análisis hecho es villido aura cualquier juego 

cuya forma sea la que estudiamos. Variando la Dm— 
§ 

ción de pago obtenemos ma:i or varie&td de ,jue y ;os, 

aunque el equilibrio no sea, el mismo, sin emUargo 

por el teorema de Nash el equilibrio existirrl. 

•••• ama, 



1 
1 

1 
1 

1 

1 
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CAPITULO II 
INFORMACION CASI COMPLETA E INFLACION 

¿qué se entenderá por un juego de información 
casi completa? 

Para dar respuesta a esta pregunta, se necesi-
tarán algunas definiciones que se darán a continua—
ción. 
Definición.- 

Dados dos conjuntos de información U, V se di-
ce que V traslapa a U si U« sin que VSD (U,k) para 
alguna k. 

Cuando se habla del concepto de traslapar se -
involucran únicamente conjuntos de información y co 
mo estos no se preceden a si mismos, entonces un 11.11•1•1•1. 

conjunto de información no se traslapa consigo mis-
mo. 

En un juego, gl jupador 3,, tiene tnformaciA - 

pompleta pobry 	juir.ador  „1.4  si ningún con junto de 

información del jugador i traslapa algún conjunto -

de información del jugador j; y ningún conjunto de 

inform,,,ción del jugador j traslapa alguno del juga-

dor i. 
Definición.- 

Un juego tiene informacióil casi comtileta si 

todo jugador tiene información comp Leta sobre sus 

oponentes. 

El ejemplo dado en el capitulo I no es un jue-
go de información casi completa pues Ve  traslapa a 

U . 



•••••••• 	••••• 
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A continuación daremos un ejemald de un juego - 

con información casi completa. 

En todos los ejemplo3 que se ilustran, las juga 

das que pertenecen a un mismo conjunto de informa-= 

ción estan encerradas por una curva punteada, y a un 

lado de la curva se escribe el nt-tmero del jugador al 

cual pertenece el conjunto°  de inforinación. 

Fig. (2) 

Conjunto de jugadasla,b,c,d,e,f,o1 

Partición del conjunto de juwad;t1. 

P0 •=101 ; 	a 	; 	c , d., e 

Conjuntos de información del. juy-dor 1 

U =-1a,b‘\ 

Conjuntos de información ).el ilf-.)dor 2 

=1c,eS 

Como a ,< o entonces U V, y corno li(li,1)= 

ne que V CD(T311) 

. . M no tranimva a U. 

;-Je tie- 

De la misma forma se nue.le ver que V,1  no trasla 

a U y siendo que Vi  y V4  no preceden a U entonces - 

U no traslapa a Vi  ni a 	de donde 	jupTtdor Lie 

nu lurril..twieldn e,  .npl.,-La 	:z1(;› 

)or 	) 	te er, 111 ti 

casi e•nn pi ( ta. 



^ 

',A, • 

-44 

• 16 

Un juei±o tiene información -9e1:1:ecta l  si toa() 

conjunto de información consta de unel sol jurada MB. 

(es decir, todos los jugadores tienen información ~lb 

curnraeta sobre las juradas naltd.n. cl. e. .1.1:1 oponentes, 

memoria completa sobre sus jul.¿i _a s 	.ti:a.dtis y coffiple— 

to conocimiento sobre la naturle,Aa de 	jugadas 

pasadas). 

Definición.— 

Sean G y G' dos juee,os que difieren tn:Lcamente 

en que un conjunto de inforwción U de G esta divi— 

dido en dos conjuntos 	inforwción V7„.  pra el , 

miluo judor en (1 1 	tant o VI 	tan aisla— 

dos en U. Entonces O' es 11m , do 

mediata de G. 

Un jueo tie no tiene inífUteiolleEi 

dice 9ue esta com )1e-c.:::Ltlent e inflado. 

Conjunto 	ue in¡ ouro'ci,",a 

o ./c 	y 	y e 	IT3 	t 

1-; • .; j11111;;.) 

I 1 1 	or. 1. 

).l 
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Nota.- 

En este juego, 	pre ,.3e..fitar 	ul jupitdor 1 su 
segunda jugada olvida la ele ecián ue 1-1L.o en :1_1 nri 
mer jun-ada. 

Estrategias pura2 

s (ui )=1.1  

(u, )=1, 
1s3 (111 = 2 ) 

s; (U, )=2 

sr (U/ 

/s¿ (111  )=1, 

1s; (U1  )=2 

Isla  (U1  )=2  

s: (U>. )=1 1  

sá (u1 )=2 

sij  (Ua. )=1)  

sy (IJI )=2 )  

s;- (U2.)=1)  
s¿ (Ua.  )=2 

s (Ua.)=1 

si (UD, 

del j1.1.?aLior 

6; (u, )=1) 

(u3  
(u3  )=1) 

s4; (u3  )=33 
s;.(u3  )=21 
s¿ (u3  
s;_ (U3 )=23 

(1.4 )=2) 
del jup.iiiior 2. 

juet 	s: o s is-, i3 U.5.1 

Estrategias 

( 	) =1 	st ( 	)=2 

Sea 13= e C U. Cuanuo 

ibtposible yz quc.. 	 w 	que e 1.• 

k 	y 	1 ; además se tiene QUE: 	131 =-(14 	I 	 •••• dm«. •••••• 

=(s tr ,st ) y sa.  = ( s 	) 	s , 	) enLonee:,, 	••=11 WIEM 

p ( k sb  ) =O 	p(k t  s .. ) 	p ( 1 , s ) 	p ( , 	) 
y e es la áni ea ju1 ida de 3. 	e obLici1(:.? 10 minoro pa. 

ra s o 134  

Cw4.31 d o ju( 

p(k,s, ) 1 

O 	S 3. e O n 	( 17'1 , 

  

• . 	. 	B es. poni. lile e u ric5.0 1-1 e I O 1"; 
r 

buat id o Fl 	j uf:1 p-ft 1--; 441  

se tiene que n(1., r ),1?,0 
• e  • 	Y5 e z 	1)0 	11 e 	01.1. 11(  () 	 1 

O 	r.i 	, .7, y ) 
8 y 

U - 	le d . 	I,. :1 	I, 	U' 	vi,e e 

lar; : Lte p1'eue ,1(.- d :;, )n 	• 



a 
S, 

n Uz.• 

‘,1 
SI. 	e 14  y 	. 

B esta ais1:1.do 

Uj,-B t Orservelle .7,ue cy.. Un, 	en. t)A.* 

1 nes "r) o ate ,d,¿: l1 y 
jucp.x. 	

o , 7 t. '  siUes c~ao 

• 11.1. f tr: wgia s 	 , ii qt 	e es elnue .t 1.3 ,-3 - 	• 	* 	• 

• , • , L  r 	(U ¿ji-: , 

• el; Dei 1H mi...17.1,1 m. mPra 	vc:r 

-tente a sly. 

H, ci(.njo un alLtor 	du 

") 	I.; 	f 111 -.' 	1 ; !I 	.11)' 	r 	1.k °, 	1 	I 	1 1-:(' 
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Considerando: 

=(s; 	) o 

sx=(s31  ,s1) o 

s 	s).) o 

SV=(e4,SZ) o 

Cuando se juega .93 

s1\ 

15 ) 

0 S 

P(gpsi )= 13( 1,64)= 

p(F,s1)= p(h,s?,.)= 

p(i,s1)- p(j,st)=0 

P(ips1)-J 
Cuando se juee,a r.34  o 

P( 	)= P(ips3)'=.0 

P(i,sy):= P(Jyry):=0 

es impol;ible 	1LJ jue¿an 

p(ups3 )= 
p(etsy)-= 

p(h,s3  

P( h, sy  

de aquí 	nue U -13 em•••••••• 

El jueo tqui decriuo 	e!:;Urtegias 

e:“Áivalentes, concentremos nuc.Hr HLedei(Sn E-11. 1:1s - 

se lleia 	la conclueión 4:e rue escencialmente existen 

6 	t; rat e gial: ur s , 

	

11 	• I>
t 

	

I 	A. 

Corno 	n!f- 

infurntein. 

renru:' 	1 .,iy1.1.,C.1..; 13011: 

Y ns • 

ju, • ;  O (.;, 	1,4; 	cun,)unto 

I o ;Hl 	oc), 

V ,  S, r 

c; 613. 	: • 	' • 	11. ; 	( 	' 	, I 

e5trategias s, y 

s: son: 

1.a  s 	: 	cu..t.ndo 
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\inmediata del juego anterior G. 
lt Cf‘ 

Fig. (4) 

Conjuntos de información del jugador 

U: =) o3 	 up..1f.1 

Conjunto de información del jugador 2 

V:=a,b3 

Obsérvese que U = U'2.013' y tanto U' como U' 

estan aislados en 

• • 	Este juego es una inflación inmediata del jue 

FO G, pues lo único que ha calbiado es la parti-

ción de lo:7 conjuntos de inforalación. 

Analizando el juego G' vemos que ya uo ticae in 

ilaciones jnmediatas, ya que: 

B =a\c-1/11  no esta aislado en y: y 	trapo- 

cc esta aislado en U'. 

• • 	G' es un ,,que{-:o complet;-tmeilte infl !Jiu 

A continuación mcwtrareirlos que J,c)! 	G y U' 

son euivalentes. 

Estrateeias puras del juhudor 1 

7:lari. .:Jircviar uptacim 	,:)! 	,..t.ireo e. (1! ..,„ 

trategia como un vector de cuatvo e()orienr.dL dore, 
,, i 

	

la primer coordenada represnta La tAut;uiju ii.ch: el]. 	W 1.' 
U : 	la, rleuunda la hecha en IP, 	 , 

coordewtda 	nechn un 

tción ne tiene • • 

••• 
1 
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R:=(1,1,1,1); 

R;=(1,2,1,1); 

R9=(2,1,1,1); 

11,11=(2,2,1,1); 

En este  

R1=(1,1,1,2); 

R'=(1 IP  2 IP  1 2)* 
1111=(2,1,192); 

Rs=(2 2 1 2)e Sy 

L,21 2) 

" 	2) 

1,2,2) 

2,2,2) 
juego existen estrategias equivalentes, 

analizandolo se encuentra que: 

I/ y n 
R, *5. 1-1: 	R '1' Ri 

Re s. R3 • 

	

7 	9  

	

R1 	Re • 

	

16, 	y 

R' 

I  
I( 

.1t s- 

• 
• 
	 Hay seis clases de equivalencia, es decir es- 

cencialmente son seis estrategias puras, y tomare 

mos como representantes las siguientes: 

R:=(1,1,1,1); 111=(1,211,1); Ri=(2,1,1,1); =(2 Y1 1 2) 

T1'=(2,1,2,1); Ri!arJ(2,1,2,2) 

Estrategias puras del jugador 2 

RtIV:)=1 ; Rt(n.)=2 

La correspondencia entre las TJarejus de estrato 

e,ias puras del juego G y las del Jucro G' es 

si =( 	8 ^ ) 	R i =( a; ,11,) 

91.= 	) 	 ( 11: , FiL) 
r< 	) 	a =  ( 

Sq=(S' 19 	) 	 ) 

Sr r".(SZ 9 	 AY=  ( 11.; t 

SL  = ( g:' 	) 	.'>R,=( 1i ,R1) 
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Definición.- 

La estructura de un jueu,o estará vilIrilltlm9u1s1-

dterminada fiara el jmador i si existe una n-ada -

de estrategias en equilibrio ea la lue la estratc, 

Tia utilizada por el jugador i es una estrn•t;e .ira. pu-

ra, en este caso se dice que el juuJdor i tiene un -

punto Cie equilibrio en términol? de enLrateia 

sea Cual fuere el pago. 

Definición.- 

La estructura de un jueuo 	4str¡«wei-219-

determinade,, si lo esta para cada. Dwador. 

Observación: 

La definición de „unto de equilibrio se da pa-

ra estrategias .:rlixtas. Una estrategia uura s' del ju 

fiador i, puede verEe corno una estratervia mixta j--, - 

siendo 1 la próbabilidad con que el jugador ijuega 

su estratepia E3-* y cero cuando :e tr:,. . de otra CS-- 

trateEia. De esta forma la estrateia Ole ••••• 1••• 

= O, 	O , 1, O . 	,O ) re pre 	ti-, a a un:- , c ;trates-,ia- 

pura. 

Lema 2.1 

Sea G un juego y U un conjunto de información 

del jugador i. El conjunto 13 c 11 uta aido en U, 

si y solo si x 13 y y f U-- 	1-, e un uu,njunt( 

óe informci6n y de] Dwador 	t;:.1 ()Lie x D(V,k ) 

y ti 	) con k, 

Denlo r3t n-1„ 	n 

cieacia. 

;;U00)4? 	11(.) 

eyil;ten I L:,:+41or 
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x, y con x B, y U-13 tales que tanto x corno y son. - 
. 

posibles cuando se juega, s-  esto implica que existen 

partidas w, w' y estraterias s, s' cuyas i-4simas 

componentes son s." tales que x¿. 	 p(w,$)'70 

y p(vii,s'))› 0. 

Por hipótesis, existe V conjunto de información 

del jugador i tal que x6 	) <<f yéE1( V, 1C;,  ) UOMO •-• 

p(wr s)> O entonces s'(V)=.1c4  ya que x¿.,w, pero por 

otro lado p(1.90,s')),0 pues y< w' lo que implica que 

s'(V)=kx, como Ici Ac se contradice la definición de 

estrategia. 

p(w,$)=0 ó p(W ls')=0 

. . B esta aislado en U 

N6cesidad. 

Si para alguna xE B y alguna y U-13 la condici-

ón no se cumple entonces, si x es posible cuando se 

juega s-A.  & y es posible juc.,:ando 	definirnos sr- 

como la estratee•ia identica a 	sobre los conjuntos 

de información que preceden a x e ipual a I?' en otro 
• 

caso. Ambos x, y son posibles cuando se juela s:'' . 

TEOREMA 2.1 

.1 ue 

Fo de información perfecta si y solo si tooa .-)arti-

ción de cualquier conjunto cie inform:4ción de G - no:3 - 

lleva a conjuntos aisldon. 

Demostración: 

Necesidad. 

jeti U un c..).jwito de irirorw: 

J 	 1.i io (.11 

2.1 ne te;)f! 

Un juego G tiene como inflación completa un 

ca (51') d e 1. 	1! CEO E' 
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Existen x e 13,8c y GU-13 tales qua para todo --

conjunto de información V del jugador i, si 

x D(V,k, ) & yE D(V,IU entonces lc i =k.w. 

Por otra parte supongase que para una cierta su 

cesión de inflaciones de G, la cual nos lleva a la -

inflación completa de G, existe una inflación G' de. 

G y un conjunto de información U' del jugador i en--

G' tal que tanto x como y pertenecen a U' y existe - 

un conjunto aislado 	B' de U' tal que XE B' 	MI» ~111 .111 

y E IP-13'. Por el lema 2.1 se tiene que: 

(2) 	Existe un conjunto de información V' del ju- 

gador i en G' tal que )c 	D(V' ,k; ) & 	•••111, •••11,  ••••• 

y 	D(V' ,kp con ic:Acl. 

Como G' es una inflación de G existe un conjun—

to de información V*  de G el cual contiene a V'. Ya 

que los descendientes de V' estar c.-mtenidos en los 

de V , entonces se cumple (2) con V reemplazando a 

V', es decir se cumple que existe un conjunto de in—

formación V4  del jugador i tal que xé-D("k i ) & 1••• MI* MY. 

y é D("ka) con Ict 	Lo cual contradice lo afirma— 

do en (1). 

Por lo tanto lo ,Ifirmado en (2) es falso, de --

aqui que no existe una inflación de G tal que x 6: y 

sean miembros de diferentes coljuntos (ca información. 

Esto quiere decir que la influción completa de G tie 

ne un conjunto de información con al .i!ienon dos ele--

mentos. 

• • . Este 	es un juero de .inVorilLeill purrecta. 

Suficiencia. 

(11W 
	

1_1111JiL 	CG.- )1!•ta 	G etmLic 
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ne 	un conjunto de información U' con al menos dos ••••• ••••• moco 

miembros diferentes x,y Ey. & xíy. P,ntonces existe un 
único U en G tal que U'C U. 

Si U ee un conjunto de información deL jugador - 
i, 	sea B cualquier subconjunto de U tal que x o B 	MCI» •••• 

yl U-B. Por hipótesis B'esta aislado, de aqui que por 
el lema 2.1, existe un conjunto de información y del 
jugador i, tal que xeD(V,k.) & y e j(V,k1) siendo •••• •••• ••••• 

Si mostramos que inf(x,y) es una jugada del juE:a 
dor i entonces, por el lema 2.1 se tiene que: 

Si x613'8: ye U-B donde {x,y}c U, U conjunto de 

información en la inflación completa de G; entonces - 

existe un conjunto de información U en la inflación 

completa de G (U*  es el conjunto de información al cu 

al pertenece el inf(x,y)) tal que x€ 	& 	 

ye D(U ,k2) con kl í kt  lo cual implica que 13 esta Itin 
lado en U. De aqui que este juego se puede inflar lo 

cual es una contradicción, pues un jueo completamen-

te inflado ya no puede inflarse. 

• . La inflación completa de G OG de informaeic5n per-

fecta. 

Lo que debemos probar en que el inf(,y) 1J17; ur 

jiwn.da del jugador i, lo cual se huJní a continuucion. 

Si existe urw jue:r3 da z ('n V t,t,d_ 	, ic ) 	(,* 

(zpit.1) <y.  enton.ee2, inf(x,y) 	ya que :J i e !ido k1f k. 
no exil,,te airun 5:0 > z tal 21.1.e tz,0 ‹ x 	zo<y,, 

Si no existe la 51 en V, ent ,,c,. 

•2/1  e: V x, íy, 	I e:7, que (x e 	 (,y, ):u  j<  y 7  k / Í. 
Por hip6Leoiv. ettillquier purtl.eírl I 	V 	(.c1 



25 

juntos aislados. Sea B' un subconjunto ae V tal que 

x01111  & yid V-B' 	aplicando nuevamente el lema 2.1, 

se tiene que existe un conjunto ,ice información V' 

del jugador i, tal que xi é D (V', kl ) & 	 

y d D(V• Isr4 ) con 1c: 	ky . 

Si existe z' é. V' tal que ( z'', k' )4 x y 

(zo , 4)4 5r, entonces z'= inf (x,y), de otra forma -
existen x1, yl  en V' , xl  l'u  tales que (xl, k: ).4x, 
& (ya, kla  ) y & se repite lo mismo para x t, y1  

al proceso anterior, puede repetirse en cual---

quier estado a menos que inf(x,y) sea una jugada --

del jugador i. Sin embargo, ya que el árbol del jue 
go tiene una altura finita, podemos aplicar el proce 
dimiento solo un número finito de veces. 

inf(x,y) tiene que ser una jugada del jugador i. 

Esto completa la demostración. 

Observación: 

Si un juego G tiene información casi completa - 
y no tiene jugadas de azar entonces 	inflación com 
pleta de G es un juego de información nerfecta. 

Para el siguiente teorema, necenitarmos antes 
de algún material sobre descomposición de juegos. 

Dado cualquier juego, consideremos un conjunto 

B de cualesquiera jugadas personales, el cual sati13-
f*:.ee las siguientes nropiedades: 
(1) 	Cualquier conjunto de información. Ti t,t 

in.tersoccián COli 	Li i)( 	cti:iti uta cl(!.1. 

vncio, debe et:vr c‘. leLeritc. conniul) 

B 	D( :t); 	1:i 	ir, 	(H 	) ) 	(1)/  
tonce1,3 U C. 'BU )( 11) 	q- 	etni,junto Ir! 1.11.1. i'm 

eidn. 

0.1110•••• 



rara :-:11011eco, 

4,1 j 	) 

1 
1 

1 

1 

1 
1 

1 

• 
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(2) 	Si V es un conjunto de información el cual - 

precede a B, entonces BCD(V,k) para alguna 

k. 

Entonces se dice que el conjunto B forma la ba 

se de un subjuego GB. 

Ahora se puede definir el subjuego GB. 
Las jugadas y partidas de GB, son las jugadas Y 

partidas de BI/D(B), y posiblemente una jugada de 

azar O
B la cual precede a las demas jugadas. (La ju-

gada Ó
B 
es necesaria si B no es una sola jugada). 

Las elecciones en O
B conducen a varias jugadas x en 

B con probabilidad p(x,B): 

para cualquier estrategia s pura .1;) cual B es posi—

ble. La definición de p(x,B) no depende de s. 
Para cualquier n-ada de estrateias s de G para 

la cual B es posible se puede obtener una n-ada s
B 
- 

de estrategias -puras de GB  restriniendo s a las ju-

Imdas de B V D(13) y para cualquier s8  podemos definir 
el pago esperado Hi  (s

B) para el juep:o G8
: 

irt('913)  = 

	

	p(w,B) h1(w) 
wieW(sB) 

donde W(11B) =.{w / w c- ll(B) y 71,(jema 	y2:. 

(y,k) 4 V/ entonce 13 L; Y) 	ic 3 

Una justificacióJ para 

CR que B 	unu cierta oore.i,:;11 

junto 	inforTv ci6n 

rento del &z.bol.. 

P(x,B) _p(x,$) 
P- x,:;-797 

x e B 
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o Ejemplo: 

Fig. (5) 

Conjuntos de información del juador 1. 

U, =-(apla'S 	Ul=ig,l-q y 	U5 _1 j 1, 	14 =111 

Conjuntos de informaci(In (5.el 12.,:udor 2. 

v, ={ el , 	=0} V =le V  9 - 
Consideremos el coa junio de illtJ1,is "el e . en 

mo se tiene que BLI(B)=.c,e,e,h,k,l,p,(4,r,s,v,z 
Y 

claramente B forma la base de wa 

Como B consta de dos unto es nece13aria la ju-

gada de azarOB  y se tiene: 

p(c,B)=-1- 	P(ey)=--- 2 

Si I( es la estructura del Dueto G, HnIonceE: G 

corresDonde a urvl 131abetructura KB  y ~1.11ier Le 

	

en K aerinirá una 1:ubestrueGu 	Kn. 

Dada lum estructura K y 	i' 

obLcner 	..t .ructura 	K-1L Lo 

rrando todnY las ju„,;HdLts . 	,.1 11 	,y d 

1,, (ir: 13 ..101' 	 .; 	r 	o. 	 Z. Gr. 

d 	()In 1)11(3 " 	; 	e11 	i 	ni •;'),1I lll,t 
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Definición.- 

Se dice que una estructura K ao agede (lescompo-
nlral, si no existe una subestruetur.,1 K

B tal que - 

tanto KB como K_-KB  contengan por lo menos una jugada 
personal. 

Definición.- 

Dos conjuntos de información 11,y estan conecta-

dos si existe una sucesión de conjuntos de informa-,- 
ción Wo, W1 , 	Wm tales que U=W0  y VI

m=V y para - 

cada i se tiene que 	Wz." 	,k) para alguna 
k. o bien 1,,11 5:W. y W, 	D(W41 ,k) 	alLuna k. 

FAilmenté puede verse que 	J-elacijn "estar - 

conectado" es una relación de equivalencia que indu- 

ce una partición en clase:; di equivalencia, iLts cua, 

les denotaremos por C. 

Si C es unn clase de equivHleacia entonces, con 

siderense los conjuntos 21- C,Ix 1.3 Ucl- C&xE.U3 y 
B(C)=/x / xéZC & no existe :1K-Ye ciecir 	C) 

consiste de los puntos miatmos de/e. )  

TEOREMA 2.2. 

Si 	O es ung. clase ("4,-; 	 al; once :11 13( a) 

es la base de un subjuego. 

Demostración: 

(1) 	Por 	1,1otrar que 	UnD(G)l!-(M)))í O en_ 

tonees Uc.3(C)vD( ,.3((:)) ),:f.a Ludo conjunto de 

ini:orm¿kción u, 

	

;c.u. U l.l.l;'1f;u .L.0 conjullo 	w'or~cii1)!I dero-- 

w.1.1 Ia1 .7)11C U>. ((;), -ntotleer 

jnLereeta LiJ1Lo 

1.,H a •( U) ea  

. I 	1 	C' 	1.1:1 1 1 11) 	. 
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Si U4' D(V,k) para alguna k, entonces U esta co— 
nectado con V por lo que se tiene U C C. 

Todo camino W que intesecta a U intersecta a -- 

B(C).  

Si U< ll(V,k) para alguna k entonces todo camino 
W que intersecta a..0 intersecta a B(C). 

U B(C) V D(B(C)), de donde (1) se cumple. 

1 
1 
1 

1 

1 

1 

Por demostrar que sí B(C)› U entonces IMBIWIIIMO...011~1.100.,~1111 

B(C) C D(U,k) para alguna k y para todo conjun 
to de información. 

Sea U< B(C), como B(C) consiste de los puntos mí 
nimos, se tiene que U 4 O, entonces existe un camino W 

que intersecta a U y a B(C) digase en el punto x«VEC, 

de aqui que V G D(U,k) para alguna k, de otro modo U£0. 
Sea V' cualquier otro conjunto de información en B(C) 
entonces por hipótesis, V & V• éstati conectados, es 
decir existen conjuntos de información V, ¡Va 	,Vm 
tales que Vi  S Vii.  y V j+V(Vi o k) para alguna k o que 

V 4V. y V (tD(V
a 4 .* 

k) para alguna k; con V=V, y V''=Vm 
Se demostrará que siV

i 
 C. D(111,k) para alguna k, enton- 

,ces
v 

cD(U,k) para la misma k. De esta manera ya que 

V=V,CD(U,k) entonces se llegará a que V'=Vm D(U,k). 
Supongase que V., C D(U,k). 
Por la propiedad de los Vi  se tiene que existe Wo  

que intersecta aV y aV
i+1 	 Va  

, siendo que . D(U,k) 

todo W que intersecta a Vi  intersecta a U, en particu 

lar 	de aqui que W. intersectE3, tanto a Vi4.1  como a U.  

Como U< B(C) entonces 1.1(t D( 	,W) 	10, si V <tD(U,k 4  Vi+; )  

k' entonaos U C lo cual es una contradicción. 

1 
1 

«Me 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Por lo tanto V
á+,

CD(U,k9 ) y k=k' ya que se supu 

so que. W. sigue la k-ésima alternativa en U, de aqui 

que existe k tal que : 	V C C, V C D(U,k). 

1.. B(C) C D(U,k) 

Esto completa la demostración. 

LEMA 2.2 

Si G es un juego con información casi completa 

y C es una clase de equivalencia, entonces C esta 111•1•~1 

compuesta por conjuntos de información de un solo ju 
gador, digamos i. 

Demostración: 

Sea VE O, V conjunto de información del jugador 

i. Consideremos U I C otro conjunto de información -- 

V 	Por hipótesis V y U estan conectados por una 

sucesión Wo,...,Wm. 

Sea U
I. 
la  familia de conjuntos de información - 

del.jugador 

Si w.eu,. entonces
Wi 

 eu. pues de lo contrario, 1  

ya que el juego es de información casi completa se - 

tendría que Wi  C D( Wi4.1,k ) 6 	D(di  , k ) y esto impli 

ca que V?, (C lo cual no es posible. 

Fue demostrado por Dalkey que la estructura de 

un juego no puede descomponerse, si y solo si todo -

par de conjuntos de información estan conectados. Es 

tia afirmación es una consecuencia del teorema 2.2 

La estructura de un juego puede descomponerse - 

en componentes que ya no admiten descomposición, la 

descomposición en cínica y conduce a un árbol de sub-

estructuran. Si una estructura tiene información ea- 
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si completa, la misma verdad se tiene para sus subes 

tructuraso 

Sabemos que (K) para un juego finito bipersonal 

de suma cero con información perfecta, puede encon—

trarse una solución borrando las estrategias domina,-

das, y las posiblemente duplicadas. Se extenderá;es-

te resultado a juegos de n personas con información 

casi completa. 

Antes del teorema que extenderá el resultado men 

cionado, se deben definir algunos conceptos los cua--

les serán utilizados para la demostración. 

La, definición del rango de una jugada x,,(deno--

.tandose por r(x)) se hará en forma recursiva de la si 

guiente manera: 

1.- r(o) = O, donde o es el punto en el que em 

pieza el árbol. 

2.- r(x) = max(Rx) + 1 

donde R
x 
 = { y / y es una jugada & 5r4x} 

Definición.- 

La altura de un árbol el el máximo de los rangos 

de todas sus jugadas. 

Sea G un juego en forma extensiva. Su forma nor- 

mal G41 = 	consiste de n conjuntos de 

estrategias puras S (Si conjunto de estrategias pu-- 

ras del jugador i) y una función de pago esperado 	— 
t 	2 definida sobre S = XS n 

(40Comallt,H.r referencill, (). 
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Si s = (ss  ,s1,...,sn) es una n-ada de estrate--- 
gias puras con si e Si, i = 1,- 2 0  . .,n y el pago espera - 
do para el jugador i es: 

Hi s) 

 

wGW 
p(w,$)hi(w) 

entonces la función de pago esperado H asigna el vec-
tor H(s) = (111 (s),H?(e),...,HP(s)) a toda s ES. 

Sea G/1 = (8 1 ,St,...,Sn;H) un juego de n personas 
en forma normal. 

Una estrategia s i  del jugador i se dice que esta 
dominada por la estrategia si  si: 

H'i  (s/s, ) 	11(s/s1) 	"Nt s ES 

TEOREMA 2.3 
Si G es un juego finito con información casi 

completa y si G = (S 1 ,131,...,Sn;H) es su forma nor- 
mal, entonces hay un punto . de equilibrio en estrate-- Ils 
gias puras, el cual puede ser encontrado por la suce- 
siva supresión de estrategias subordinadas y las poli 
blemente repetidas. 

Demostración: 

Considerese la descomposición completa del juego 
Ge Por el teorema 2.2 y el lema 2.2 se tiene que toda 
componente consta de conjuntos de información de un - 
mismo jugador y de las jugadas de azar. 

La prueba del teorema se hará por inducción so--
bre la altura del árbol de la descomposición comple—
ta. 

IMMI .111.11 
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Si la altura del árbol es una, entonces el jue.i. 
go G41=(Ss ,d/''',..., Sn;H) es un juego de una persona, -
es decir todos los Si  contienen solo al conjunto va-

cio excepto posiblemente uno. Este es un juego de --

una persona (o se trata de un juego constante) y el 

jugador, si hay alguno con mas de una estrategia pu-

ra, puede descartar las estrategias dominadas una --

por una, hasta que obtenga la estrategia optima del 

juego unipersonal. 

' Se supondrá, el teorema verdadero para todos los 

juegos cuya descomposición completa tenga una altura 
menor que n. 

Sea G un juego cuya descomposición completa tie 
ne altura n. ,Se tienen dos casos: 

Caso 1. 	El conjunto que contiene al origen tiene 

al menos una jugada personal digamos del 

jugador i. 

Sea A el conjunto de los subarboles que resul--

tih al remover el origen del árbol de la descomposi-

ción completa. Todo subarbol corresponde a un subjue 

go de G cuya altura es menor que n, entonces por hi-

pótesis de inducción tiene una solución en estrate--

gias puras/ que puede obtenerse borrando sucesivamen-

te las estrategias dominadas y las posiblemente nepe 
tidas. 

La forma normal de ].os subjuegos será, denotada 

por: 

a a a • O • 
n 

,S ;11 ) a a con a A, A= 1,2,...,r 

:Je denotará por 	la restricción de r
)
i al con-

junto que cona; Lene al origen. Entonces : 
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Y 

cm Si= SIJIS•12(...X0vi  

S =S'XS• 	Sr 

para jíi 

Si jíi, una estrategia en Si es el producto car 

teciano de r estrategias cada una elegida de un sub-

juego diferente. Una estrategia en Si  se escribe co-

(no una (r+1)-aday siendo la primer coordenada una és 

trategia definida sobre el conjunto que contiene al 

origen y las deMas coordenadas, estrategias elegidas 

de r diferentes subarboles. 

Si s en Siesta dominada en G0.entonces toda 
i 	i 

r ) esta dominada en G suponiendo -- 
que el camino generado por si  intersecte a Ga.. Borrar 
una estrategia 84.Z.  en Ga.  corresponde a borrar todas - 

o las estrategias en G cuya a-esima coordenada es Si 

Si scAj  .4 S0.,jíi, esta subordinada en GI entonces a 
toda s E. Si  cuya a-esima componente es igual a sl ea_ 
H;* 

si  o ji-• 
Cuando si no genera un sendero que intersecte a 

Gk, toda estrategia con primer coordenada 0.  y la -- 
e 

a-esima reemplazada por una estrategia arbitraria de 
1, representa una duplicación. 

Por la hipótesis de inducción tenemos que se - 

pueden borrar varias estrategias reduciendo el juego 
original a un juego de una persona (el juego jugado 

sobre el conjunto que contiene al origen). Su pago — 
esta determiciliC.D uor el pngo de las estratcwitls puT-9 

cuando s*4* genera un camino que intersecta a Ga 

ta subordinada en G#  "y borrar una estrategia en G a 
que contiene a sciL, jíi corresponde a borrar todas --
las estrategias en G1  con a-esima componente igual a 
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ras las cuales dan las soluciones para cada uno de 

los subjuegos G
acon a11-A. 

En este juego unipersonal ademas se pueden bo---

rrar las estrategias dominadas y las duplicadas, 

obteniendo de esta forma una buena estrategia pura pa 

re, el jugador i ( en esta última etapa los demas jugó 

dores no afectan al jugador i). 

Caso 2. 	La primer jugada es de azar. 

1 
Sin perdida de generalidad se puede suponer que 

cada alternativa se elige con igual probabilidad, ---

ajustando la función de pago. Pudiendo hacerlo de tal 

forma que el pago esperado no resulte alterado. 

Cada subarbol del árbol de descomposición comple 

ta obtenido borrando el origen, satisface la hip(Ite--

sis de inducci()n y tiene un punto de equilibrio en es 

trategias puras, que puede obtenerse borrando las ese 

trategias subordinadas y las posiblemente repetidas. 

Detesesta manera la solución requerida, es el producto 

cartesiano de las soluciones de los subjuegos. 

Ejemplo 

Como se vio, el ejelliplp de la página /S(figu-

ra (2)) és un juego con información casi completa y, 

en virtud de este último teorema, tiene un punto de 

equilibrio en estrategias puras. 

Estrategias ouras del jugador 1. 

s:(1.3)=1 	21(17)=2 

F:striLte0.as puras del jugador 2. 

(V, )=l, 	(Vy  ) =13 	13.1 ( 	) z•-• 2 	r33 ( V4'  )=i} 

( ) 	 (vz)=2} EJ2,; (V i  )=2, Y  (v )=2:1 

Asitynaremoo .a probabilidad a lao eleecjonus de 
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1 

1 
1 
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las jugadas de P. y un vector de dos coordenadas a - 

cada partida asignado este último por la función de 
pago. 

1)0 	entonces p(o11)!=1/2 	p(o,2)=1/2 
X= «kg,h,i,j,k,l,m,n/) 

h(g)=(1,-1) 	h(j)=(O,0) 	h(m)=(21-2) 
h(h)=(-2,2) 	h(k) =(-1,1) 	h(n)=(-1,1) 
h(i)=(-1í1) 	h(1)=(0,0) 

Se tienen dos subjuegos de altura uno, ambos 

unipersonales del jugador 2. Denotandose por Gr y G1 
sus bases son: 

Bi =10,¿ 	B1=-/d,i1 
En Glt se tiene: 

B.VD(B1)=0,e,g,h,k,11 
las partidas de G11, son: g,h,k,13 

Como B4 consta de dos jugadas es necesaria la 
jugada de azar 0 	y p(c,A)=1/2, p(e,19=1/2. 

Las parejas de estrategias para las cuales B, es 
posible son: 

	

(s: ,si), (s:  ,s1) 	(sl sl) 
restringiendo estas estrategias a las jugadas de 
Bit/D(B I ) se tiene un juego unipersonal del jugador 2 
con dos estrategias puras. 

s 
Be 
 (V1)=1 y sB (y)=2 

El pago esperado para cada estrategia es: 

HI(rs  )= -(1/2) + 1/2 	0 	112(J)=. 1 4- O = 1 'B 	 B1 ; 	 * . La estrategia optima en G1  es s. Bi  
Haciendo un anraisis similar para B1  se llega a 

juel o unipersonal del jugador 2 con dos estrato-- 
e > 11,f3 91 1.1`9,9 

«o» 9.111 

Mb. 

ME" «ROO 1.1111. 
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s'5  (V3  )=1 y st: (U)=2 

El pago esperado para cada estrategia es: 
ál(s' )= 1/2 + (-1) 	-(1/2 ) Bz  
;* .la es..tratégia optima en G1  es sl  . B1  

Se tiene un subjuego G.3 de altura 2 con base 
115 =.1a,b. Jugada de azar O -  con distribución de pro- B3 
babilidad p(a,B3 )=1/2 y p(b,B3 )=1/2. 

El subjuego G'51' tiene como subjuegos los ya vis-
tos G9,1  y G. 

El conjunto que contiene al origen tiene una ju 
Bada del jugador 1. Las estrategias sobre el conjun-
to son: 

: st  (U)=1 	,^ (U)=2 
Estrategias del jugador' 1. 

. S = '
S1 S

I
= S

1 

Estrategias del jugador 2. 

$
e t e ), 	= (se ts11 	13-4- = fE2- ist 1 	% = 	l  1 B 	Ba. 	% B B 2I 	/ % B' B" 	% B'

s 
 B' 

Como sB & s, estan subordinadas respectivamente 

	

en Gt y al:, entonces ál- o st & 	estan subordinadas - 
en G3 de aqui que las únicas estrategias utilizables 
son: 

s = (s, y 	) 	& sl= (E3;. 	) 

y el juego se convierte en unipersonal del jugador 1 

El pago esperado para las distintas estrategias 
es: 

H (s í ) = (-1) 4- O = -1 	H1  (s1)= 	(1/2 )=-(1/2) 
La estrategia óptima en Gt es sl=(s p eZ). 

En el jiJego original la primor jugada es de --. 
azar, y la distribución sobre Las elecciones (;r3 la 

misma, dn esta forma la estrategia óptima, del jue-- 

lil." B(s:1- )= O + 1/2 = 1/2 
2s  

•••••••• 
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go es el producto cartesiano de las estrategias ooti 

mas en cada uno de sus subjuegos, que en este caso 

solo hay uno. 

• 
.La estrategia optima del juego es s= 

(La notación es de las estrategias originales) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 



CAPITULO III 

DETERMINACION ESTRICTA EN JUEGOS 

COMPLETAMENTE INFLADOS 

Dada la estructura K de cualquier juego y algún 

jugador i el cual en la inflación completa K' de K 

no tenga información completa, se mostrara como cons—

truir bajo ciertas restricciones, una estructura sim—

ple Ks, con la siguiente forma: 

Todo jugador en Ks juega una sola vez. 

Cada jugador tiene únicamente dos elecciones 

disponibles. 

La estructura Ks, tendrá la propiedad que cual--

quier juego con dicha, estructura el cual no este es--

trictamente determinado para el jugador i, conduce a 

un juego con estructura K' que no este estrictamente 

determinado para el jugador i. Se asignarán pa/os a 

Ks con el fin de obtener un juego Gs que no este es—

trictamente determinado para el jugador i, a este jue 

ro Gs le corresponderá un G con estructura K' el cual 

no estará estrictamente aeterminacto /)ara el jugador i. 

En la demostraci6n del teoremb. 3.1 	mostrarll 

como contruir la estructura Ks y para ver que cumple 

con las condiciones requeridas se necesitarán de dos 

definiciones y de ocho ejemplos. 
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Definición: 

Una estrategia del jup:Hdor i, es completamente - 

mixtasi asigna probabilidad positiva a toda estrate 

gia pura disponible del jugador i. 

Definición: 

Un juego es comDletamente mixto si todos los ju-

gadores usan estrategias mixtas para llegar a el pun 

to ( o los puntos) de equilibrio. 

Los ejemplos se ilustrarán en figuras, encerran-

do en curvas punteadas las jugadas que pertenescan a 

mismo conjunto de informaci4n, a un lado de las cur 

vas se pondrá el número del jugador al cual pertenes-

ca el conjunto de información y al final de cada par-

tida se escribirá el vector de pago para esa partida. 

En las jugadas de azar la probabilidad de la alternati 

va se pondrá a un lado. En las jugadas personales se 

ponlrá el número de la alternativa. 
jjj  
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Se delicribirá como es juuado el juego de la fig., 

(3.1). Primero el jugador III escoge 1 6 2. 

Si III elige 1, corres,Jonde al jugador I elegir 

entre 1 6 2, si aqui el jugador I eskoge 1, el juego 

termina con el pago indicado que es (0,0,0,0). Si 	- 

por el contrario 1 elige 2, le corresponderá el tur 

no al jugador II de hacer su jugada, elb:iendo 1 el -

juego termina, eligiendo 2, le toca jugar al jugador 

IV. 

Si III elige 2, la siguiente elección la hará -

e1. jugador II, que eliKiendo 2 el juego termina, eli-

siendo 1, le tocara al jugador I si elige 2 el juego 

concluye si escoge 1, corresgowlera al jugador IV, - 

elerir entre 1 6 2. 

Cuando el jugador I esta en posición de elegir, 

no esta enterado si el jugador II ya ha jugado o no. 

Lo mismo pasa cuando corresponde al jugador II elegir 

no sabe si el jugador I ya ha jugado o jugará después 

de él. 

LEMA 3.1 

• 

El juego i1u:trado en la figura (3.1) es un jue-

go completamente mixto. 

Demostración; 

Suporwase que el jlwador IV elire 1 con una pro-

babilidad arbiraria d, O t- d151. Pri,fiero se vera que 

el jugador III Jebe 1.211r. url.. ctirateria mixta. 

Sunonrase (pie (1. juílor III Liene un ounto de - 

equilibrio eli3iencio 1. 

Si i escore 2 y II tal, 	erlodces I iaxed me- 

jorar ul;ando 1 (3)11e::3 01)Lii ne O tn lu,-;:-3r de -1). 	mi» 



1+2 

Por lo tanto la estrategia (21 2,1,d) no es un punto de 
equilibrio. 

(Al decir que (2,2,11 d) es un-,. estrategia se 	*MI 

.quiere dar a entender que, la primer cordenada es la - 

elecc ion de I, la segunda ae II, 1.:7 tercera de III y 

.1a cuarta de IV. Si en luutr de aparecer el número 1 o 
el 2 aparece una letra como en el caso de la cuarta -

coordenada, se entenderá que esa letra representa la 

probabilidad con que el jugador correspondiente elegir 

rá 1, entendiendose que su complemento a 1 será la pro 

babilidad de elegir 2. De esta forma (2,2,1,d) signi-

fica que I elige 2, II elige 2, III escoge 1 y IV esto 

ge 1 con probabilidad d y 2 con probabilidad 1-d). 

Si I elige 1 y II, 2; entonces III escog,iendo 2 - 

incrementa su pago de O a 1. De aqui que (1,2,1,d) 	- 

no es un punto de equiliorio. 

Si I elige 2 y II, 1 ci jupador II mejora su pa-

go escogiendo 2 en lugar de 1 (obtiene alp,o wyor que 
1 1 en vez de - 
2 

 ). Por lo que (2,1,1,d) no es punto 

de equilibrio. 

Si I escoge 1 y II, I; al elegir I, 2 mejora ob- 

teniendo algo mayor que 1 	lugar de -.Ir  y así 
(1,1,1,d) no es equilibrio. 

Si el jugador I escoge I, y el jugador II escoge 

1 con probabilidad b, O b.41,¿- 	entonces III mejora su 

pago elipiendo 2 pue obtine 1-b en. lugar. de O. Con 

esto se tiew2, que (11 1-1,d) no es punto de equilibrio. 

Isetzwiendo I, 2 y TI ). ele,cción 1 con probabili-

dad b, O b 1 ononeen U. eleíj.r 11, 2 obtiene algo 

Mayor que 1 en 11.1(yi. de :d'o menor, dp es 1;:.i, forma 

(2,b,l,d) no (In (“!uilibrio. 



'+3 
Si l jugador I escoge su elección 1 con probabi;- e.  

lidad a, C) a‹.1 y escogiendo II su elección 1 con —

probabilidad bt  O b w1, entonces II mejora eligiendo 
2 ( gana(1—a) en lugar de algo menor). De esta manera 

(a,b,l,d).no es un punto de equilibrio cuando 0<ac.11 

y051915.16  

Si II elige 2 lo mejor que puede hacer I es es—

coger 1 (obtiene O en ve ,J de algo menor) así (a,2,1,d) 

a.1 1 no es punto de equilibrio. 

.*. No hay un punto de equilibrio para III si elige 1. 

Supongase que el jugador III tiene un punto de .1 

equilibrio eligiendo 2. 

Si III escoge 2 entonces II nunca escogerá 2, 

pues mejora eligiendo 1 (obtiene al menos 	1 en lu—

gar de —1) así que (a,2,2,d) no es un punto de equili—
brio siendo 01 

Si I elige 1 y II elige 1, el jugador I mejora 

eligiendo 2 (o ,tiene en lugar de O) y  (1,1,2,d) 

no es de equilibrio. 

Si I escoge 2, entonces cuando II no elige Z III 

mejora eligiendo 1 pues obtiene 1 en lucrar de algo me 

nor, qe tiene que (2,b, 2,d) no es punto de equilibrio 

cuando 0<b!..t'l. 	Si nor el contrario I esto •e 1 con 

probabilidad a, O< a <1, entoncel:: mejora eligiendo 2 

obtiene 1  --b en lujar ue 	rnenor, de esta forma 
2 

(a,b,2,d) tampoco e13 	equiliurio cuando II 

elige 1 con probatdIldad b, 	DL todo eGto se 

tiene, que, no hay nu;Lto do (luitibrlo cuaqdo III elige 2. 
. 	, 	. Ll jueador ril neccv:Iriam(lIte debe jugar una estra— 

tegia  mixta. 

MEI 

~11.111 ~Mb 



diferente de la elegida por el jugador /1 entonces el 
jugador III estará en mejor posición con una estrate.. 
gia'pura. Si por ejemplo el jugador II elige 1 con - 
probabilidad b , O lp•-"•1 y I escoge 1 con probabilidad 

y a<.b entonces el jugador III recibe 1-a 
eligiendo 1 y algo menor escociendo Óúalquier otra es-
trategia. Esto es I y II tienen que usar la misma es-
trategia. 

Si los jugadore 1 y II eligen 1 entonces I puede 
mejorar usando 2 pues obtiene 1/2 y de otra forma 
obtiene algo menor. Si I y II eligen 2, nuevamente I 
aumenta sil pago cuando cambia a 1 obteniendo 1-c en , 
vez' de algo menor. De esta forma si 04c <1, entonces. 
ni  (l,l,c,d) ni tampoco (2,2,c,d) son puntos de equi-
librio.. 

e. Los jugadores I y II juegan la misma estrategia mix 
ta. 

El siguiente paso es mostrar que IV no tiene pun-
tos '40 equilibrio cuando usa estrategias mixtas. 

Supongase que (a,a 0 c,1) es un punto de equilibrio 
Entonces la probabilidad r4a'a alcanzar a x es mayor 
que probabilidad para aleanzwr a y O: & y son jugadas 
en el conjunto de iniovmmelj.n 	jugador IV). Esto es 

c(1--a) . (1-c)2-  ----- (1) 
El pal, ( 	 pg,r,,  '1 jlwador 1 es: 

a(1-a)c+, (1-c)(1-11)+-(4-- :)a,(1--a)-200c(1-a)1 	(2 ) 
2 
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el cual  se reduce a: 

1 
2a(1-a)+(i-c)(1-a)-200c(1-a? ( 3 ) 

El pago esperado para el jugador II es : 
1 --rac(1-a)+c(1-a)1--(1-c)(1-a)--1- a(1-a)(1-c) 2 

que se reduc a: 

--Ira(1-a)-(1-c)(1-a)+c(1-2-) 	( 5 ) 

.~11. •••• •••• ( 4 ) 

Para cualquier otra estrategia a' del jugador I,- 

(3) debe se mayor, esto es: 

(1/2)a(1-a) + (1-c)(1-a) 	200c(1-a1)-21- 
.11(1/2)a(1-a')+(1-c)(1-T.a) -200c(1-a)(1-a') 

2a(1-a)-200c(1-a)a. 1Ta(1-a' )-200c(1-a) (1-a' ) 

1 (1-a4-2- 1 a-200c(1-a. (1-a' ) ir -200c(1-a).) 

Como unicamente se sabe que ada' sin ninguna re 

laci5n de orden entre ellos, entonces la Intima desi- 

gualdad es cierta si y solo si! 

(l/2)a-200c(1-a)=Q 

Cuando el jugador Il usa Culi.lqUier otra estrate- 

gia a° se tiene que el pago esperacle representado en 

(5) debe ser mayor que el papó c3p9rado jugando a', es 
decir: 

-a(1-a).- (1-c) (1-a'l +o (1-a) .> 

1 Ta*(1-2.)-(1-c)(1-ag-t-c(1-a)(1-a' ) 
[127 	 ) +e (1.-a =ti" 

7 -a rjj- (1-a I +(1-a' ).{- - (1e ) +e (1-a )] 

-71  (1-a)(a'-a) U('1.-e ) +e (1-10.1 	);---' 



(a'-a) +e(1-a)-1?-0 

sube A partir de (6) se obtiene que a=400c(1-a), 

tituyendo en (1), se llee,a a: 

c(1-a)11 (1-c) 4002' el.  (1-a)l.  

1'a.(1-c)4002  e 

esta desigualdad se satisface siempre que c> coy c> ce  

donde: 

<et, 

p,ualdudes. 

e I  <. 
41) 

(U,U l e r l) ' 	 11.1. 1 1. 'ir' i 0. 

Siendo que la l'Inicia condición impuesta a' es ser 

diferente de a entonces (a'-a) puede ser mayor o menor 

que cero por lo que para que la última desigualdad 

siempre se cumpla es necesario que: 

-(1-a) -(1-e) +c(1-a)=0 	(7) 

	

coi 1 	J(402)(398)7  

	

2 	00 

Substituytndo 

ne: 

en (7) en terminos de c se tie 

800 el  -79bc-1=0 	(8) 

1 
1 
1 
1 
1 

1 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 
1 
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11( (402 ) (398)'  
2 	800 Y 

es negativo, entonces c. 1 único candidato es, 

umbdrio 5C ~-jun 	lar; siffuientes desi- 

Laa,raices de (8) son.: 

e 	= (796 1*  ((79(3'44(3..)0) 	) /161X) 

COMO 03  

en. Sin 
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Ahora suoongase que (a,a,c,2) es un punto de equi- 

librio, entonces la probabilidad para alcanzar a x, no 

puede ser mayor que la probabilidad para alcanzar a y 

por lo tanto se tiene que: 

c(1-a) 	(2.--e) a 	(9) 

El pago esnerado para el jugador I es: 
1 	1 -1-a(1-4 e +(l-c) (1-a) + -7  a(1-a)(1-c)-c(1-a)11  -. (10) 

M 
que mediante tran.,:formaciones se co ierte en: 

21-a(1-a)•(1-c)(1-a)-c(1-a?. 	 (11) 

El pago esperado para el jup,ador 11 es: 

- -1a(1-a)c4-3c(1-a-(1-a)(1-c)- 4-(1-a)a(1-c) 	(12) 2 

el cual puede transformarse en: 

1 - lr(1-a)-(1-c)(1-a)+3c(1- )2.  	 (13) 

Para cualquier otra estrategia a' del jugador 1, - 

el pago representado en (11) debe ser mayor que el pago 

esperado jugando a' en lugar de a, por lo que se tiene: 

2a(1-a)-4-(1-c)(1-a)-c(1-a t> 

2a(1-al  )+(1-0 ) (1-a )-c (1-a) (1-a' 

Lo que implica que: 

17a-e(1-a)=0 

 

(14) 

 

esto es: 

a=2c(1 -a) 

si e 1 july 

----- (19) 

(.1 )r í J 	cunLquier otru estrategia a', 

entonces 	jala r ;o eLuerado dgbe ner menor que el espera- 
do juKando a. De aq,i ne tiwne 1H Giíuiente deuivaldad: 
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- 1  -Ira(1-a) - (1-0(1-a) + 30(1-a)11› 

1 
2 	(1-c) (1-a') + 3c(1-a)(1-0) 

.lo que implica que: 
1 ir(1-a) - (1-c) + 3c(1-a) = 0   (16) 

substituyendd (15) en (9) se obtiene: 

c(1-a) 4  4c%'(1-a) (1-c) 
de aqui que 

1 	 (17) 

esta Intima desigualdad se satisface si y solo si 
c = 1  

Substituyendo c= -1,1 1  . en (15) se obtiene a= 2. 
Reemplazando a y e por sus valores en (16) se •••• .111» 

tiene: 
1 
2 ) (1-•+ 3(11-)(1- 1  2 	2 	1r)  = 0 

1 lo cual implica que lr  = O ¡Contraditción! 

111 	• 
. (a,a,c,2) no es un punto de equilibrio. 

Con esto la prueba del lema se completa. 

De una manera similar a la forma en que se pro- 
bó el lema 3.1 se puede probar que los juegos cuyos - 
árboles se ilustran en las figuras (3.2), (3.3), (3.4) 
Y (3.5) son completamente 'lixtos. De hecho (Al los jue 
gos de las figuras' (3.3), (3.4) Y (3.5), la estrute7.- 

gia optima que lleva al omito de equilibrio es, unan-

do los jupadores Ludas uuil estrate¿iL.s puras disponi-

bles con la mirma robabililad. 

2 





(-) (O ef 

Mb • ••••• *.s 

..••• ~o. lo. 

(Q, o) 

(9 5 .1) 
figura (3.5) 

Calculando la forma normal de los juegos cuyos — 

árboles se ilustran en las figuras (3.6), (3.7) y •••••••• .111111 

(3.8) se puede checar que son completamente mixtos. 

EJEMPLOS: 

Cop o) 

fiíura (3.6) 

1 
1 
1 

1 

1 
1 

1 
1 



1 
e" 	 < 00' 

% 	•••. 

••••• `•• 
• • 

••••• 

C -O (0,0 
• 

3. 

Figura (3.8) 

(o, o) ci,-1) 

Haciendo uso de los 8 juegos ilustrados se demos 

trará el siguiente teorema. 

TEOREMA 3.1 

Sea K la estructura de un juego estrictamente de 

terminado para el jugador i, y satisface la siguien—

te condición: Si U4 V y VZ U entonces, toda jugada en 

U sigue o es seguida inmediatamente, por una jugada — 

en V. 

Entonces: 

La condición de información completa, debe satis 

Pacerse para el jugador i. 

Demostración: 

Por demostrar que ningún conjunto de información 

del jugador i tralapa a alguno del jugador j, y que —

ninguno del jugador j traslapa alruno del juE:mior i. 

Sea K la estructura de un juego completamente in 

fiado y sean U conjunto de informacilin del Jugador 1, 

y V conjunto de información de]. 311.u.dor II. Supongase 

que U traslapa a V, esto es la condici6ri de informa— 

ción completa no 	 nguno de los dos 

jueildorem. Entonuer.s 	xi ,x1GU tales que 
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(V,k) < x, pero xxolD(V,k).. 

Sean Ue  .-Jkx / x D(V,k )1 y U1=U-U, . Si para toda 

xl£11, y para toda 4.E.U1  existe un conjunto de informa 

ción W del jugador 1 tal que (W,11:, )<7 x? y (W,kk)< 

con k, Aci, entonces; de acuerdo al lema 2.1 el conjun-

to U, esta aislado en U, lo que contradice la hipóte-

sis de que 14  es completamente inflado. 

Por lo tanto x, y xx  pueden escogerse de tal ma-

nera que no exista un conjunto de información W del - 

jugador 1 tal que. (W,k, )«:x1  y (W,k2,)< xt  con k,Acts 

Considerese al conjunto: 

R = 	y / 01: y Ite-. x , 6 	xZ. 

Si t R entonces haciendo los pagos h(w) iguales 
para todas las jugadas en D(t ) se convierte t en ine-

fectiva y de esta manera puede formarse una estructura 

Kl  borrando todas las jugadas t tales que t 4R y reern 

plazando aquellas que siguen inmediatamente a jugadas 

en R por partidas. Si la estructura K esta estricta--

mente determinada para cualquier jugador dado, se tie 

ne lo mismo con respecto a la Pstructura K 2?  
En K,, sea t cualquier julada tal que 06t29z 

donde z = inf(x,,x1). Supone-use que z GD(t,k), si t -

es una jugada personal del jugador i, arreglando la - 

función de pago se puede hacer improductivo para i 1••• ••I• 

cualquier elección diferente de ki Si t es de azar en 

tonces se hace hi (w) = O Vvi 	(t,k1 ) V  k' con k'llks 

Por lo tanto podemos borrar todas las jugadas t de K 

y obtener una estructura K3 ; si todos loe juegos con 

estructura K1, estan estrictamente determinados enton-

ces, también lo estan los juelios con estructura 
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Si t es una jugada en K.s  entonces se cumple una 
de dos condiciones, z f. t 4 x, o bien z.tt.4xx. 

Se.reompinzará a Kz  por su inflación completa Kilo  
Por la eleción de x, y x 2.  no existe ningún conjunto de 
información del jugador 1 tal qua (Wykl )eXa y (W; k1)<]5.  
con kl y¿kt, de aqui que xil xl  aún pertenecen a un mismo 
conjunto de información U de Kg. 

En cualquier conjunto de información de Kip cual 
quien elección que no condusca a x, 6 xx  puede hacerse 
improductiva. De esta forma se eliminan todos los con 

juntos de información de Kg  excepto: 

1. La jugada z, el conjunto de información V, 
• 

o lo que queda de el .despues de la infla— 

ción. 

2. Todo conjunto de información que precede a 

x, y a xl  por diferentes elecciones. 

Ademas es posible librarse de todas las jugadas 
de azar, excepto posiblemente z y, de todas menos dos 
de las elecciones posibles del jugador I en U. No obs 
tante, si inflando Ks  el conjunto de información V se 

divide, tendremos un conjunto de información con un - 
• 

solo Vértice perteneciente al jugador II. 

Notese que no existen W, y W.  conjuntos del mis- 

mo jugador tales que VII < Vil  y W1 +-Vil  ya que Ky esta - 

completamente inflado. Pero se puede tener '3, 	01~••••• 

Itk<W, con Wip lítil  perteneciendo al mismo jugador o no. 

Si Wa  y W pertenecen al mismo jugador i enton--

ces los conjuntos serán como en. la figura (3.9). En--

tonces el juego no resulta afectado si modificamos --

los conjuntos de información Gel jurador i como en la 
figura (3.10), previendo que j(wr )....hi (w‘), donde 



1 

ri gura (3.9) 

Yid 
--- 

4.444 	 44144. 

Y1, \; 
.444» 4.4 444.44 4441.4. 1104.4.  

wg; 

Figura ( 3.10) 

• .0 
	 51+ 

wo),* 

Si, y V1/4. 

hi  (w()) es el pago que sigue a jugadas de -

Es decir si y, es alcanzada, la modificación 

de los (conjunto de información no afectan a los des- 

. ccndientes de yt  ; si por el contrario quien es alean 

zo.do es y:" la restricción sobre la función de pago - 

hace irrelevante ps.ra el jugador i la elección de la 

alternativa 2 ya sea en y„, o en. y?» . 

`f7 	""" lq 

/ Y1. 	 V1
,1  

W y.  

/ 
W 1 	1.1•y 	 CVLI 

• 
Ahora si K 4  tiene algunos conjuntos de informa—

ción porten cientes al mismo jugador, y traslapandose 

unos con otros; repitiendo el procedimiento indicado 

puede irse modificando h. esta que ninudn par de conjun 

tos de informaci6n pertenecientes al mismo jug&dor se 

traslapen mutuamente, imponiendo las correspondientes 

restricciones sobre los paros. La nueva estructura se 

denotará por K1  y si Kg esta estrictamente determina-

da para algún jurador dado, se tiene lo mismo para Kg. 



1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
• 
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Llamandole KI a la inflación completa de Kr, se tiene 
que en K 4  puede hacerse improductiva y por lo tanto -

eliminar cualquier elección que no condusca directa--

menteax o a x la restricción sobre el pago no --

afecta la eliminación. Se tiene al menos un conjunto 
de informad& del jugador II con un solo vertice. 

De esta forma se obtiene una estructura Ks con MY 

las siguientes jugadas: 

1J 

	

	La jugada z la cual precede todas las de- 

mas jugadas en K. 

2. 	Las jugadas x„xi.  pertenecientes al mismo 

conjunto de información del jugador 1. 
3, 	Una jugada y, del jugador II tal que .1~, MI «FM - 

xl e D(yl ,k 1 ), y posiblemente una jugada -

y1  tal que xl6D(yzIk2. ) estando y, & yt  -
en el mismo conjunto de información VI y 

kl. 

4. 	Conjuntos de información W., cada uno con 

dos jugadas t,ti. En cada caso 

xt eD(t1,111), x16-D(tbeit) con 1441. Nin 
guna pareja de estos conjuntos de informa 

4 ción pertenecen al mismo jugador y ningu-
no de ellos pertenece al jugador I 6 al -
jugador II (pues K6 esta completamente in 
fiado). 

En nineulw. jupada de K hay mas de dos eleccio—s 
nes. Si z es una jupzIda de azar puede suponerse que -

las dos eleccionel3 ra t  y m 2,  ocurren con la misma proba 

bilidad. Puw; si Las probabilidauen son a y (1-a), 

O< a < 1, puedo multIplicarse el paím para D(z I m e ) y - 
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1 
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1 
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1 

1 
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para D(z11%) por 2a y 2(1-a) respectivamente y reemt-.-
plazar las probabilidades por 1/2, 1/2; resultando el 
pago esperdo si,  alteraciones. 

Dependiendo del conjunto de información V', se -

tienen dos casos: 

CASO 1: 	El conjunto V' consiste de dos jugadas, 

una sobre la rama que va de z a xs, 

otra sobre la que va de z a xt. 

En este caso no se distingUe entre los conjuntos 

W. y V'. Se reenumeran los conjuntos, U, V' y los W, - 

de tal forma que 'dm  Win..14 . . <Wa.4 Wi  =U y se renombran 

las jugadas de manera que tl=x1 , ti =x2., etc. (La, jugada 

en, W. sobre la rama que conduce a x, será llamada ti , 

y la que conduce a x2., 4 	 serán jugadas de - 

Yr '  ti  seguirá o será seguida por t:;1, por la elección r 
kr donde r=1,2. Se re *nombrarán los jugadores para que 
W
i pertenesca al juEador i. 

De 	acuerdo a todo lo anterior se observa que t.. «ab •••• 

111.1r.2. Para todo Wi, iíl se tiene que Wi4W, y Wi...$PW„ 

no opetante se puede tener 'by Wi  y W.> W. para iíj - 

ambos diferentes de 1. 

Primero se considerará cuando m> 4. 
SUpongase que z es una jupada de azar. Si las -- 

dos jugadas que 21Euen. lnmediatainfil1(,  a z pertenecen 

a dos jugadores dífen:ntes 1, j; juGtdas que pertene- 

cen a los conjuJiton W , W. rul;Dec“vamente, entonces 
J 	1 

necesariamente Be tiene que Vi.< '3. y V/, 	W.. Conside- 
3 	1 	I 	j 

1 renee las juk. ada 	, 	de d y lus b1, , tit  de W j 

Y 	a mem 
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mo un juego de dos (perons, si se L!,rJic:r9. el pago 

mo en la f7 gura (.13) entonces como los jugadores 

j estan comprometidos, hay un punto de equilibrio 

co-

i y 

en 

el cual ambos juradores juegan sus dos estrategias po 

sibles con ira ).1 frecuencia. Para tener este punto de 

equilibrio intacto, independientemente de los dernas -

jugadores se define el pago para los jugadores i y j 

como el dado en la figura (3.8) para toda partida w -

en D(t,i ,lch o en 1)(t ,k1), por lo tanto pueden reem-- 

plazarse las juí:adas 	ti , t ij  , tl  por una sola jugó 

da de azar. 

Si las juru.das que siguen inmediatamente a z per 

tenecen al mismo juEador m, entonces se define 	 

h(w).= O para todo i y para toda partida 

y 	weD(t.1. ,k2. ). Entonces el juego no se 

anula la jugada. z, haciendo coincidir e 

wolD(tr,k1 ) 

afecta si se 

y tT en una 

sola jugada tm  y dando la mitad de los pagos en 	 

D(t,,k1) y en D(t1. ,k,). Esto nos lleva a considerar 

el caso cuando la, primer juga .a z erJ ueronal. 

Supongase que z es una ju,rD.da 

jugadas que siguen inmediatamente,  

7)eruonr.1.1. Si las -

pertenecen al mis- 

mo 'jugador, asignando el pago de la figura (3.6) se - 
t 

pueden borrar las jugadas tm, tm 	reemplazando-- 

las por una jugada de azar. 

Si. las j72p-a.dal-.3 que sieuen InmedLatamente pertene 

cen a diferl'...  	-e 	;(2 	ne 	 9 Ts   

la ficura ( 3, 2). Ent <Irle er: -pur!deil be rraroe los conjun- 

tos de i n t'o rrn t.ci 61.1 	, vyl 	y '3 	ruemplazandolos con 

una juuada du 

En cualqu'i(!r plum 	6 cGnjunto13 
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de información 

que m14. 

Si m=2 se tiene lo ilustrado en 

Si m=3 se obtiene una de dos, o 

do en la figura (3.4) o lo ilustrado 

In. figura (3.6). 

bicn lo ilustra-

en la (3.3). 

mediante la tocnica mencionada, hasta 

Si m=4 s,e tendrá lo de la figura (3.1) o se apli 

cará dos veces la figura (3.6). 

CASO 2: 	El conjunto y', consta de una sola jugada 

y, tal que zz.y<x 

Si no hay conjuntos de información W. entonces - 

se tendrá el juego ilustVado en la figura (3.7) o el 

ilustrado en la figura (3.5) dependiendo de si z es -

una jugada de azar o si es personal. Entonces todo ju 

gador involucrado tiene que usar estrategias mixtas. 

Si hay algún conjunto de información W., pueden 
- 

asignarse pagos de tal forma que los ju':adores dife-

rentes del II tengan que usar estraterii.s mixtas en -

un único punto de equilibrio. Se hace improductiva la 

elección ki  del jugador II, borrandose la jugada y, y 

tratandose el resto como en el caso 1. 

'Ahora se mostrará que existen pagos para los cua 

les el jugador II tiene que usar estru.te€ias mixtas -

en todo punto de equilibrio. 

En el proceso anterior se habrán quitado todos -

los W tales clul_ v,•' 3 <y, por lo que se puedo supo-- 

ner que z eA La ilnica jugad; , que nrucedé. a y. Debe --

existir un conjunto W tal qu y Z. WI5-11, sea Wo el pri-

mero de talen conjuntos, asignando r. ,1-)f os para hacer - 

irrelevantes 	Plecjones de todas las juffpdas en -- 



D(W.), pueden anularse. Lo que queda es o bien lo 
ilustrado en la figura (307) o lo ilustrado en lea fi—
gura (3.5). 

Esto completa la 'rueba del teorema. 

• 



AP:UDICE 

Comensaremos definiendo el concepto de dominancia 

y lo que es un y.unto de equilibrio. 

Definición:. 

Una n-ada de etratel,:iasr domina a otra n-adaZ 

si Hi (./ 1  9  • • • t ../ 	r i  • • fZn ), 	(.11, o 	 pi, ... ízia) 
para toda estratep>ia Pi  del jugador i, y para todo ju 

gador 

Definición: 

Una n-ada de estrategia e Misia un punto4équili- 

brio si y solo si o- domina a a-. 

Ahora estarnos en posici6n de demostrar el teore- 

ma de Nash. 

TEOREMA: 

Todo juego finito tiene un nunto de equilibrio en 

términos de estratep;ias mixtas. 

Demostración: 

La correspondencia de cada n-ada con las n-adas 

que lo dominan nos da un mapeo de una n-ada a muchas. 

Demostremos en primer término que la imagen de - • 
cada punto es convexa. 

Sean e-  y "/ n.alas de estrategias que dominan a - 
una n-ada r 

(-¿-) e E3 nru, n-,.ida, de estrategias, sien 

do 0:z -45 14 - 

b(i) 	b(j.) 
, 

k=1 	1 	 k=1z 	 k=1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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ji) 	0-15-1-(1-A) 1 
k 	k 

	

ya que 0-.5...a:.1.3 y O :4  47---. ' 	2. O.-- 	. l  

.e. .A.(0--)÷(1—j9z 0.: una n-ada de estrategias mixtas. 

P. d • ..A. (o-) +(1-1-.A.) ( ) domina a Y. 
Para esto primero veremos que la función de pago 

es polylineal. 

Hl( 11» , . , é p  yi-1. Jot+(l..r.2 )1i p  yi+1 p  I, e 0  p ir
)= 

 

=
b(1) 	b(n) 

 Hi csi 	
1 n. 

1 S . 	04 (1- .a)li.) e • . )11= 
je  =1 	jn=1  
	• 

	

. ° * 	Jn JI 	a: 	a.z 

b(1) b(n) 4  . 
*i. 

	

=.E ...E (H.L.(s.. ,... n 	1  
, 	•S . 	)11... 	. a  . .. rl..) + 

	

e, 	314 	j I 	J., 	lif J r, ji  =I 	jh =1 

b(1) 	b(i].) 	t  
• 0 	 (H (S.. e • 13 	 II

% 	

• • ° 
	

• • e 
Ji 	 jh 

L%a Hl  ( 	. e p o 	. 	 Hl 
i

( 
	

p••• rZ 	) 

para todo jugador i. 

La función de pa.p.o es polylineal. 

9 o 	o 9 Pi, ... a'
n
))+(1-..) Hi ( 	• • • 9  Pi  , 	. n) 

para toda Pi  el-trategia mixta del jugador i, ya que a-
y domina • 

3k(Hi (1:00 0 .1 N 	

1 

11 5 4** (1 :10 	 ( 	 I "
yr" ni 	

yns 
p • • • p O i= 

H it k
y , 	

4* ( 1—A ) 	( JA. o p.o4pP - , 	 peedipin) 

Para toda p: 1̂.  estrategia mixta del jugador i. 
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de aqui que : 

l Irt (ir 94P . 	1 ÷ 

	

O pp. Cr 	 j"  • • 	
i 

0  y j 	H ( d 0 0 • ,r) 
para toda Pi  estrate0.a mixta del jugador is 

• ,A4r4-(1-.) 	domina ca . 
De.'aqui se concluye que la imagen de un punto es 

convexa. 

Ahors se demostrará que la fráfica del mapeo es -

cerrada. 

Que la gráfica sea cerrada es equivalente a: 

Si Pi  pPly • oo y Q,,Qi... son dos sucesiones en el 

Y Pn 	> P espacio producto de las estrateuills 

Q y ademas se tiene que o11 domina a P
n 
 en 

tonces Q domina a P. 

Con sideremos las sucesiones P
n 
y Qn  con 

1,11 	P y 9n------).(2; como la función de pago - 

es continua entonces: 

I(Pn) 	> H1(P) y H1(Q11) 	> H1(Q) 

para toda 1. 

Como 41,12  domina a P
n entonces: • 

n r 	rI 	
n n n 	n‘  

H 	(pt , p2', • • • •P
m
) 6.. H j 	n  ( P1  , . • • 9  p 

J
.
-1 JJ 

pq.pp. 
41 	

l)
m

J p•••p  

para toda estrategia qj  del jugador j, y para todo ju 

gador j. 

I'  10(1),11,P11,04.,PD 	- • Tu --- -, 	c.), ,...,P
111) 

D. 	n.1  }0 n n y p1# 99. 9 q..,...,p m /  -----) Hj  (A 	 ( p4 p•ispgiposopPra) 

. 
• • 	10  (Pe , . OitY)m ) 	H

i 
 pa  'Pl.. , •••p q i  , • ..,11m) 

Ahora aplicando el teorema oc Kakutani ne tiene 

1 
I t  
1 
1 
1 
1 
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que existe un punto fijo, es decir un punto contenido 

en su imagen, De aqui que hay un punto de equilibrio. 

. 	• e 

• 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

14 
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