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INTRODUCCION

El desarrollo de la teoria matemdtica de los —-
juegos, segmin fue descrita por Von Newnan y liorgens-

tern, se da en dos pasos princinpales:

1. La presentacidén de toda una caracteriza-
cién formal de un juego general de n per

sonas, Llamada "forma cxtensiva",

2. La introduccién del concepto de estrate-
gia pura, que hace posible una simplifi-
cacidn radical de este esquema reemplu—-
zando un juego arbitrario por un determi
nado prototipo de juego. Esta forma es -

llamada "forma normal'.

La forma normal esta mejor diseriada para ¢l acee
sarrollo de teoremas generales (e.g. el teorema fun-~
damental de lo8 juegos bipersonales de swma cero), -
mientras que la forma extensiva expone las diferen—-
cias cardéteristicas entre los juegos y los clemen——
tos estructutales decisivos que determinan esaus dile
rencias,

En vista de que es posible expresar Lodos lon —
Juegos en forma extensivae, nmientras oue 50Llo resul ti
practico normalizar unos cuantor, prrece ruzZonaple -
el estudio dé 1a formu extensivie de Lo Juegon,

R phewmasnvwe uvrabojo osb:. dedicodo nl estudio de
vl clase de jueyon copecinloes, Lo Jug;oq en Lormnn

extensive con informicidci conio oo Lo,

-
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¥n el Cap{tulo I se dard uni descriopcidn gene-—-—
ral de los juegos en forma extensiva, con la formali
zacidén introducida por H., W. Kuhn (3) con algunas 1i
geras modificaciones que no cambian radicalmente la
formalizacién original.,

El modelo es escencialmente ;. .ometrico y s¢ ha-
ce referencia al concepto grafico de drhol, Para no
desviarnos del tema centrzl del presente trabajo, no
se hace un estudio exaustivo de los drboles, wmensio-
nandose unicamente su definicidn y una ¢e¢ sus propic
dades,

En el Cap{tulo II se introducen los ¢lementos -
de loe juegos en forma extensive con informacidn ca-
si conpleta, asi como los juegos evtrichamente deter-
minados y algunos otros conceptos relacionsdos con -
el tema.,

K1l resultado principal de woute oupftulo detido
a E. N. Vasilescu (8), es 1la demostracidn de gue un
juego finito de n personas con informacidn casi come-
pleta, tiene un nunto de equilitrio en términos ae -
estrategias puras (juego estrictiunenic determiiinadio).
En la demostracidén del recultado neacionado se an an
camino puara encontrar el nunto de cquilioiio,

seste resultado ¢8 uvnn extengidon o Jueeos eon in
formacidn ecnasi completa del daedo pov Cbtbter oo y wor
J. bunne () psra juepos bipersoacles, Cinitos de u
ma Cero.,

N. Dalizey (f) democtrsd, suc Coogue et -
nformacidn cosi completa enboco o o ortbeion o

toe detorminado., ) 1rnveriso Jeooo. S b b o oy
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pecto a un jugador aln no esta resuclto, sin embargo
B. J. Birch (}) prob6 1o siguiente:
w Sea K la estructura de un juego com
pletamente inflado cuyos conjuntos de in
formacidén satisfacen la condicidn:
Si U<V entonces V4 U.
3i todo juego con estructura K esta
estrictamente determinado para €l juga---

dor i entonces se cumple la condicidn de

informacién completa para el jugador i",

E. N. Vasilescu (8) generaliza un noco mas este
resultado permitiendo cierto traslupe, c¢s decir la --
hipétesis " si ULV entonces V4 U " ¢s cambiada por
una menos restrictivas

"S51 ULV y VU entonces toda juguda en U

sigue o es seguida por una jugada en V y
lo mismo pare toda jugada en V."
En el Cap{tulo III se enuncia y demuestra el re

sultado de E, N. Vasilescu,



CAPITULO I

FORMA BEXTENSIVA D LOS JUBGOS

La definicidn que da 1n, Teorin du Grificos del
concepto de Arbol es la siguiente:

" Un drbol es una grafica conexa sin ciclog™, (L)

A partir de esta definicidn se dan varias pro-
piedades de los drboles y algunas definiciones equi
valentes,

Cuando hablemos del "Arbol de un juepo" asumi-
remos la definicidn de Arbol dada y con ella tode:s
sus propiedades, afiadiendo algunas que nos caracte—
rizarin precisamente el Arbol de un juepo.

El arbol de un juego denotzdo Hor I comienna
en un punto llamado O gue debe distinpuirse del res
to de los demas puntos.,

Los puntos finales de¢ T seridin llancdos parti--
das y en adelante los denotaremos con Lo labra w,
al conjunto de partidas las denotaremos nor oy el
resto de los puntos serdn las jupsdes. Al referir-
nos tanto a l-ae nortidas como o Lo, Jujmdess Lo hire
mos con el nombre de poniciones,

Tratandose de unm drbol, dos punbon ecotan anidoo
ppr un Unico camino. Sunoniendo que ¢l Arbol P oes
Finito entonces,al camino \Mnico gue va del vanto O
n una nartida w gue tembidn serd Yiovodo partida Lo
denotaremos Hor W,

r

(1) Tara ugvor ppraiandidaa,. aeer: vouler cont
tir reftrentin -
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Losa segmentos que unen una jugida » con podi-

ciones que siguen inmediatamente o » son llamados
elecciones, Al numero de elecciones de la jug da x
lo denotaremos por m(x) y hacemos una biyeccidn en-
tre las elecciones y los enteros positivos 1,2,3,.,,
m({x) suponiendo m(x)'g,l.

Lasgs posiciones forman un conjunto parcialmente
ordenado, mediente el orden parcial denotado por "&£ w
(Llamado precedencia) definido por: x<y (X pre-
cede a y) s8i existe un camino en T que va del punto
0 a la posicidn y el cual pasa por x ciendo x # V.

Usamos la notacidn (x,k)2y para dur a entender
que XLy ¥y el camino del punto O & y gue pasa por
X se realiza mediante la eleccidn de k en la jugads
Xe 891 U y V son cuaslesquiera don conjuntos de posi-
ciones decimos que U< V sgi existen x¢ Uy 2€ V Gue

les gue x< 2,

O
L 1.
//
A / o
j"‘. 4 A.r ’
.,
X
/ 2 . N
'l/ \\\ ;/ \J.a
rr ‘ (\.\‘\ ‘\(\ "\'
Pig, (1)
LA L2
ot A
O - \ ‘\5
/ A
< L
‘i c\ f \_'
Y

Oorden Parcial coptre o icLoac:




de posiciones U;:{c,ﬁ} ’ U;={d,g} ’ U3={h,b}
Observamos que

6
k Si tomamos en cuenta los sipuientes conjuntos
l.- como c&g entonces U, < U;, ademas d<h y U}<U.

sin embaxgo U, # U,
2.=- Puesto que b< hi se tiene que U, < uyes decir un
conjunto puede precederse a si mismo, ‘
Teniendo el 4rbol de un juego T, se tiene un |
juego en la forma extensiva de n jugndores como 8i-
gues
1) Se hace una particidn de las juendus de T aen n4l
conjuntos Py ,P, , eee ,P, donde Pp contiene todas
las jugadas de azar, y P: contiene las jugadass pexr
sonales del jugador . s = 1, see ol
2) Se hace una particidn de cuda P; (& =1,.ee,n)
en conjuntos U,, Uz, ¢ees que llumnrecmos conjuntos
de informacidén los cuales cumplen con:
a) Todas las jugadas de U tienen el mismo nu
mero de elecciones y =e denotard por m(U )
b) U no se precede a si mismo, es decir no su |
cede que U< U
3) Para cada jugada x de P, hay una distribucidn
de probabilidad p(x,k) sobre lac m(x) elecciones

asignandole una »nrobabilidad positivi 4 cadiv elec—

cién,
4) Cada partida w de X ticne essisnaco un vector
real de n coordenadas llamado Funcidu «n paro para w

detibtndo nor:
h(w)=( n' (W), B (W), ees, ¥ (w).),

dada vwnn jupsda x, e define o conjunto de e
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~cendientes de x, denotandoce D(x), como ¢l conjunto
de posiciones z tales que x <2z, Se¢ define D(x,k) co-
mo el conjunto de las z, tales que (x,k).: z,

Para algun conjunto U (no nccesariamente de in
formacidén), definimos D(U) =J&£}D(x), 3i U es un con
junto de informacidn D(U,k) fsﬂ)u(x,k),

A partir del drbol dedo en la fipura 1, se obtendrd
un juego en forma extensiva de 2 personas,

X = {f,g,h,i,e} 3 {O,a,b,c,d} conjunto de jugadas
l.~ Particidén del conjunto de jugada:s

P,= 0]}
P, = |a&,b)
P;= ‘C,d}
2o~ Particidn de P, en conjuntos de informacidn
U, ={a} U, =D}
Particidn de P, en conjuntor de informacién

V| = {C,d}
3.~ Distribucidn de vrobabilidad en Juganuas de Do
P(0,1) = 1/2 P(0,2) = 1/2

4.~ Puncidén de Pago
h(f) = (W (£),0" (£)) = (1,-1)
h(g) = (2"2)
h(h) = (19“1)
h(i) = (“2’2)
h(e) = (~1,1)

Dadas dos posiciones x,, x,definimos la muyor
cota inferior inf(x,, Xy ) como la hayor jugada %
tal que 2 x,, 2 £ X%, .

Dado cuzlquier conjunto U definimos int'(U) cumo
1n mayor jupcda z tal que v £ x V. oaU,
Definicidn, =

Una eptrategin purn S"“ pora ol juy dor

wr funeidn, ouwe Ardioun o oo o ‘ o o

G U oo Poun entero nositive oot ao o hor s (ayon )

A 0< 3" (U)s m(u)
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Para una a-ada s= (s‘,sx,...,sn) de estrateagias
puras y dada una distribucidn de probabilidad p(,k)
para cada x en B, , denotamos por n(w,s) 1l probabili
dad con cue ocurre cada partida w, y asi el PALO es-
verado para el jugador i es:

I—Ii(s) = %\-} p(w,a) hj'(w)

supondremos que Hi(s) es la recompensa nura el jusoe
dor i cuando se usa s,

Para calcular p(w,s), es necesario asignar pro-
babilidad a las elecciones de todas las Jjugadas y ose
hard de la siguiente manera:

i k es una alternativa ea unu Jugada perconal
del jugador i, la cual vertencce al conjunto d¢ ipe-—

formacidén U, entonces:

" i
1 clowT (U)=k
p_(k) =
o~
Q en otbtro caso

con s una n-ada de estrategias ousas,

Si k es una alternative en unu JUusrude de mosr -

- BT R
-8 A

entonces:
os(‘«f = p(x,k)

Poxr lo tanto se tienco:

ply ) = f b n(e)

-

e S

peiinicidn, -
Sew 2 g 002l eidn )y s une Neadie ¢ et LGl an

cnLoncess

o5 diee cue 2oen por i le © oo e JLLfsy i
21oexache uns oo orhi. SR PRR R S

b, o) > 0.
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2.- 2% eg posible cuando so¢ juegfa ui’si existe
una n- ada de estrategias, cuyn i-ésimo com
ponente es s~ tal que 2 es noasible cuando
3e juega 8

3e= Byun conjunto de posiciones,es posible cuan
do se juega s, si alguna ¢ B es nozible
cuandose juega s, de otro wodo B es imposi-
ble cuando se juega S.

4.~ B,un conjunto de nosiciones,es posible cuarl
do se juega g « y 81 existe 8 cuya i- dsima
componente es s+, tal que B es posible cuan
do se juega s.

Definicidn., -

Dos estrategias puras del jupedor L, s*, s'* son
equivalentes, 8i y solo si el conjunto de posiciones
posibles cuando se juega o~ csg L. uel wl conivieto de
posiciones posibles cuando ve juegn s'o

Dos estrategias equivalentes Ceteruinsn 1a nioma
probabilidad sobre cualquier partide y no afectan el
pago esperado. Usaremos cl término cotrategin nura,
para referirnos a una clage de eslraleping purog - -~
equivalentes,

suponganos aque ern un juego G o, U er conjunto oo
informacidn del jupndor oy B ol Ul e dice que B oo

ta aislado ¢n U si para toda &~ tal ouwe B3 es vosible

.

e ticene que U - 4 en dimnorible

e

cuando e juefqs

cunndo se jucen £~ , bDe Lo o detinuei Giv e chigue el

ramentce gue ri Hoceala oaskode o d oot anen e i3
tanabidn eatn srolado o U,

vefinicidn, --

Uniew, ectobo oy 6 v o1 ’e P N e PE)
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distribucidn de nrobabilidad sobre sus estrate;ias pu
ras,
S1i numeramos las estrategsins ourns uel Jugrdor i
de 1 a b(i), em:onc:esc/-»l puede considerarse Como U .

. . i
vector con b(i) componentes no~neg&t1vuﬂcrﬁ tules que

(i) | ﬁ
= J :

Dada una n-ada ¢ de estrategias mixtas una para
cada jugador, el pago esmnerado para el jugudor i, es-

ta dado por:

. b(1l) b(2) b(n)
1l ~ ) 2 n
I'I (U‘) " L 11.."_: I’I (S. S.,oo.,s )(I"o(];. D..CTT
=1 jy=1 In =1 i i Ind, ds In
Dada una n~ada g~ de estrateciss mixtas y una es-—
. . i « P PN i
trategia mixta ", la notacidn V7/q, denots la n-ada
de estrategias que coincide con ¢” vare todos losg juga
dores diferentes de 1 y cuyva i-ésima componente es ﬂl. g

La siguiente definicidn fue dadu por Jdash.
Definicidn,-

Una n-adaa @'de estratesins maxtae. g un ounto ae

o . : R RS \ 1 ‘

equilibrio, si H (=) 2 H (/") pora toda ¢ y para ca
da jugador i. t

El siguiente teorema 1uc vcmostriado por Hash.
TEOENA

Todo jueyo finito tiene un cunto de cquillnrio -
en tdrminos de e tratepine wmi v .

Ie democtrecidn se encuentra on el pdadice,
Definicidn. -

Don jJuego 6, 0 sSonoogprdve bonbens n ron baee-

ticor excepbto vor 1o particid . ade lor ¢, ogunbos de .
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jugadas personales, que define los conjuntos de infor
macidn, y si hoy correspondencia eutre las pe-ada. de

.

estrategias vuras s de ¢ y lag o' de G' do 641 oo

)y

R /
que p(w,s)=p(vw',s*) donde s° covresponde a s

La correspondencia mencionnan en la definicidn
debe ser uno a uno. Es fidcil ver que le relacidn
" equivalencia de juegos ", esg unn relicidn de equi-
valencia,

Si Gy G son juegos equivalentes, un puato de
equilibrio de G corresponde a un nunte de ecuiliovrio
de G'y, y 81 cualguier jugndor tiene un punto de equi
librio en términos de estratepgin: nuras en G enton-
ceg tiene un punto de equilibrio en términos de en=
trategias puras oen G'.

Para finalizar el presente capitulo desarrolla
remos 1los concentos dados en cl ejemwplo gue ge encuen

-tra en la pag. T ( Tigura 1)

1}

Bstrategins nurns del jurondor 1.
!

si 3 {0, v, | - = 1,2
0 <& s (U ) « 1 g Q4 ) ([p) D

i
et

5, (U,) =13 s, (U,)
5y (U, 7 =1 3 s, (U,)

1
N
tw

Betrategics nuras del gugoador 2y

. . _ N G
G“‘ . .‘E V\ ‘) -" \ ].. 9 e !
- X '
QO = ﬂ.,\ (V‘ ) ‘i VA
i3 ‘\l ( Vg ) = 1
3, 14
nt (V,) = 2
nLneuno o o Uy do S N 22N BT R T

muive Tenteo,

R e A
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Y Los pagos esperados cuando los jugndores usan sus
distintas estrategias son:

Ha( sl‘.' S;L) = 1

H*( 8ty 8,) =0

H*( st, 8*) =0

H* ( Sty S%)

-e

HY( sf, s) = =1
H¥( sy, sX) =0
H*( s, s*) =0

1/2 5 H¥ st, si) =1/2

-e -e

il

Como ambos jugnadores tiene dos estrategias pu-
ras distintas, sus estratcgias mixtas son vectores
de dos componentes,

Una estrategia mixta para el jugador 1 es

Th=(w,v,) = (1/3,2/3)

donde 1/3 es la probabilidad con que el juga~
dor 1 jugaréd la estrategia s} y 2/3 la probabilidad
con que jugara s} .

Une estrategia mixta para el jugodor 2 es:

Ti= (T2 = (1/3, 2/3)
donde 1/3 es la probabilidad con que 2 jugard

s ¥ 2/3 la probabilidad con que jugard s .

Considerando ¥ = (¥')71?Y), y
. 2 ») \ .
\ ~~ o < - '\f‘ uree r Tl
(T\ - C!g\,?\ .ﬁ?\ H (‘:)3\ )L“JJL) {-i.. Ay

se tiene H(¥) = 1/3 y H™) = -1/3

Veremos ahora que¢ ¢ es un nuntc Je equilibrio,
Pd. H(Y" ) E,H&(jﬁg MW T estrategin mixta

del juiador < vt .

_ . ! g N Voer Ve ) ) ,
Pd, 1] H'(T ) =~ 1I ) v.l\‘ cotratepia del
rddor 1

11) H*( ) - i JAT cstl Loepia del

jugador 2

i) H' () = 1/3




(/) = (T, )
'{T'=(G"",03‘)=(x,l—x) O4x=1
o= (o}, o2) = (1/3, 2/3)

i : i .
como H ( s,, s3)-= H ( 8y, 8/) =0 i= 1,2 entonces

HY(0/1) = 1/3(x) + 1/3(2=x) = 1/3
e HY(O/4T) = 1/3 = 11" () oo !
ii) (/9 = (') 7Y
c'=(1/3, 2/3)
’ITI-—'(x,l-x) O«£x<l
HY O /q3) = (=1/3)x - (1/3)(1-x) = -1/3
e HYO/q?) = -1/3 = HY¢) ¢ 7

e o« 07 es un punto de equilibrio.

En toda la descripcidn del ejemplo que nos ocu-

pa, no mencionamos en que consiste cl juego,

s dew—-—

cir el andlisis hecho es vdlido nura cualguier juego

cuya forma sea la gue estudiamos. Variando la fun——-

]
cién de pago obtenemos malor varieduad de jueyros, ——e—

aunque €l equilibrio no sea el mismo, sSin embarpo —-=

por el teorema de Nash el cquilibrio existird.

AT

v

i

BT Hee e
BT 4

R S N St

—

9 |

s
.




CAPITULO II
INFORMACION CASI COMPLETA E INFLACION

;€ se entendera por un juego de informacién
casi completa? |

Para dar respuesta a esta presunta, se necesi-
tardn algunas definiciones que se dardn a continua--
cidn.

Definicidn.-

Dados dos conjuntos de informacidn U, V se di-
ce que V traslapg a U si U¢V sin que Ve¢D (U,k) para
alguna k.

Cuando se habla del concepto de traslapar se -
involucran dnicamente conjuntos de informacidén y co
mo estos no 5; preceden a si mismos, entonces un --
conjunto de informacién no se traslapa coasigo mis-
mo.

En un juego, ¢l jusgsdor i tiene informacifn -
gcomnleta gobre el jugzdor i, si ningin conjunto de
informacidn del jugador i traslapa algun conjunto -
de informacidn del jugador J; ¥ ninedn conjunto de
inform-~cidn del jugador j traslapa alguno del juga-
dor 1.

Definicién.-

Un juego tiene jnformacidpn casi completa si -

todo jugador tiene informacidén completa sobre sus
oponentes,
El ejemplo dado en el capftulo I no es un jue-

Fo de informacidn casi completa nues V; traslapa a

Ul.
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A continuacidn daremos un ejemnl. de un juego -
con informacidn casi completa.

En todos los ejemplos que se ilustran, las juga
das que pertenecen a un mismo conjunto de infornie==<
cién estan encerradas por una curva ounteads, y a un
lado de la curva se escribe el namero del jugador al
cual pertenece el conjuntqode intformnacidn,

1"0.‘ T < b

)
-

-
Wt wmw e -
-

3 (4 ~o. \ &'\ @ \\f\

S~o o = .—5-;':‘__._-—.—-
;/ \Y' /N\ £/~-\\ ;

Fig. (2)

0

X={ g,h,i,j,k,l,m,n}

Conjunto de jugadas\a,b,c,d,e,f,o}

Particidn del conjunto de jupwdie,
=Qol : P, ={a,b} ; Iasﬂc ,dje,l?

Conjuntos de informacidn del jur dor 1

U ={a,bl

Conjuntos de informacidn :el jurador 2

v, =le,e} 5 vy =|d,f)

Como @ <@ entonces ULV, ¥y como D(U,1 "{ A}we tie-

ne gue V, ¢D(U,1)

«"s V, no trasleoa a .

De 1a miema forma se ouccoe ver gue Vg no trasla
pa & U y siendo aque V y V, no preceden u U entonces-—
U no traslapa a Vp ni -« V, de donoe cada jupndor tie
e dufoenseeldn cConpleta sobre s, TOONeIEILOL,

Yort lo vinbo ente cos 1 G eon nforms Ci Grimee

casi comple b,

‘h

) === {
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Un jueso iLiene informucidn nertecta, si todo -
conjunto de intormacidn consta de una ool jugada -
(e¢ decir, todos los Jugadoress tienen informacidn -
comrleta sobre las jupadus nwe ada. do sus oponentes,
memoria completn sobre sus jurodas o ados Yy comple-—
to conocimiento sobre la naiuralesa de las jugndas -

pasadas),

Definicidn.-

Sean G y G' dos juegon que ditieren unicamente
en que un conjunto de informicidn U de ¢ esya divi-
dido en dos conjuntos we indormacidn Vi , Vo pora el
mismo jugaaor en G' » tanto Vy como Vo o gan aisla-—

dos en U. Entonces G' es Llem do un, inflacidn in-
“l(:(:i i giti& GG‘ Go

Un jue o ~ue 10 tiene ini'lacioanes inmeoistas se

dice aur esta comolevonente inllado.

P
770"
.&.\ O I‘
D ’.‘.. - = - - \\
l\“ vy
D "
/‘_. - —_— - . . ”"‘\\
l ’\L a e \ (\‘ A ‘.
— — - . h * N e
— ad 1/ \
I' /
( X /N /N
| A A ' "

Fi/‘o (5)

Conjuntos ae intovru-Cidn oo b jug o cor L,

U) = { OT‘ U, = {(‘,’.!,(Z'S Uy = :4"\

Comdnnto ae o avtorineet Sivooo b diuy o a2,

V {ii,l}}

‘-l'v

-

Sna - - e

pT————
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\Notao-
En este juego, il presentarscle wl jursndor 1 su

segunda jugida olvide la elececidnn ue hi.o en :u pri

mer jusada,

Estrategias puras del jusesuor 1.
1t (U)=1, s (Up)=1, st (Uy)=1}
{83 (U )=1, si(ua)=2, s} (u,)=1
sy (U )=2;, sy (Ua)=1, s} (U;)=1}

{sy (U )=2, s} (Ux)=2, sy (Uy)=1]

{S}(Uc)=1x s¢(Uy)=1, S}(Uz):Q}

{si (U)=1, s} (U,)=2, s} (U;)=2]

{8} (U )=2, sy(Uy)=1, sl (U;)=2}

\s} (U )=2, s} (Uy)-2, s} (U, )=2}
Estrategias —uras del jusiivor 2.

8 (V)=1 (v )=2

. . L] '
Leag B={e}c Ql' Cuanuo € juegin 5 0 Spy 13 GE -

ikiposible ya cuc lic particas W Lale fque e 4 W Sons-—

. : ) 1 > .
ky 1 ; ademds se tiene cuc i s, =(u}, s¥) o ————
~ ' a — \ '& o —— \ (‘“’l - S0
sy =(8¢,8V) ¥y 8 =(s, ,87) o s, =(sg,82 ) entonces —

p(k,s.)=O p(K,Sl):O p(1l, s, )=0 n(lrsg)‘o
Yy e es la Gnica ju: «da de 3., e obticne 1o micmo no

a g {
ra 8, 0 Bg.
. i o . A -
Cuando re jucs: 8, 0 8, con s (my, 7)o ———

8, (S‘ ’ 53;); plk,s, )=1
¥

, : o o o
e s B es porile cumndo ¢ juc, By, 0 5.

‘. . . t X ] 2 ) ! >

Cuinldo se juern sy o ué y 8205, ,4, ) v s:(s ,57)
se tiene que n(1l,¢)=120.
e e morrnle cundo o jues o .

B

UimH:‘C’dl' Los v v L. o0 u N YS! y vy -

Leans e PlEe e 3 Gon i'J,

BRI cre ol

Ty e,
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Considerando: ’
s, =(s; y81) o s, =(s; ,5
slz(s;,s:) 0 sk=(s;,s§)
s,:(s;,s}) o s,=(sy ,5;
s¥=(s;,s;) 0 s,=(s},s§)
Cuando se juega sy o s;
pl&ys )= pn(h,s: )= p(i,si)= p(j,s )=0
p(ey83)= p(h,s; )= p(i,;s, )= p(j,s,)=0
Cuendo se juepa s, o sy
P(€;53)= p(h,s3)= p(i,ys;)= D(J,S3>=0
pleysy)= plh,sy)= p(i,sy)= n(j,r, )=0
de aoufl cue Uy -B es impouible cuauo tu juesun  —-
S, CHR s"‘y s;.

« « B esta aislado en U,.
Opservese cue Uy-B también cutoa adnlado en U,
El jue o agui deserivo wierne v. rias estrebegias
esuivalentes, conceantremos nue. 1w . Leacidn en Los -
evtrategias s, ¥ s}, las »osici nes Ho 1 les cuando
Se juega 8, £ons {o, a,c,d,g,i} y 1 ¢ mosidi nes po-
siuvles cusnwo . ¢ juegi sg von: | O,Mﬂ',u,@,i} .

voo Lo e troLegia o8 65 eguive lunte o La

“-

3

-~

De Ly mi ma mmera nouemo.s ver  ue 8, ¢S enunivea-

[

- [}
tente ¢ sg.
Hocicndo un mayor wdlicis de Voo e Lo flos,
8¢ 1le:a . lo conclucidn oe cuc €scencialmente existen

o ‘
6 e.tratefilas ur s, cuw o renprceatanbes son:
] [} ] - ! . ] ¢
PR ol 1 ry
8 24 9 81 My B, Vg

v

Como nn 1L wreccabte ju,o Gyexy Lo an conjunbo —

de daformacidn e coa,1ome an U oaen p o o . g

'U(')’ o
R , ca ’
( JUe O Liche wn ool e S0 v o < oo (el
c:én seccribizce o 0L Gue, o U Lo LS -

t-

}
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\ inmediata del juego anterior G. -
L¢ o
’
- e - Wupy W Wm W “\
- Y v
N\ )
W ey W wgm IR gy Vb
ov = - e - - \\ '.“\
, . :
Lee _ Yy L . 1LL
-— % we -

Fig. (4)

Conjuntos de informacidn del jugador 1L

U} =lo] Ui=lc,a} uy=e] Uy ={f}
Conjunto de informacidén del jugador 2
V::‘a,b}
Obsérvese que U,= T30, y tanto Ul como Uy ———-

estan aislados en q&

L]

. Este juego es una inflacidn inmediata del jue
go G, pues lo dnico que ha ca biado es la parti-
cidn de los conjuntos de informucidi.
Analizando el juego G' vemcs gue ya no tiene in
flaciones inmediatas, ya que:

B ={alch no esta aislindo en V! y B,:{ug tompo—
. oA
co esta aislado en U*,

o o G' es un juego completamente infl ac,

A continuacidn mostrarcnos gue Los juepos G v

[y

Bon coulvalentes,
mestratefinge puras del jusudor 1

Parc. Jbrovior notacidn o Jdoorepmor wndn v

-

trateéia como un vector de wcitnilro cooriensd: @ dornie,
la primer coordenada represonta La cleceidn Jiechn ca

Uy 1la se,unda la hecha en YUY, Lo opcera on 4 oo 1,

Cur.rtrr coordenatda Lo neceius o 10 JU AL by L)

l/'

t-.cidn se ticene o




Rf=(l,l,l,l);
R;=(1021111)§
Ry=(2,1,1,1);
R&=(2921101)3
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R{=(1010102)3
R!=(1,2,1,2);
Ry=(2,1,1,2);
RY=(2,2,1,2);

Ry=

R’RYy=(1, 1L,

2,1);
(1,2,2,1);

RY=(2,1,2;1);
Ri=(2,2,2,1);

Ll'J\l L,2,2)
ltlz(l’ﬂ-,L_’Z)
RY=(2,1,2,2)

#1=(2,2,2,2)

En este juego existen estrategius equivalentes,

analizandolo se encuentra que:

R = R} ¥ R} ¥R}y ;5 R}y ¥ R) ;
RLE Ry ¥ Ry ¥ R} ; R’ ¥R ;

cencialmente son seis estrategias puras,

Hay seis clases de equivalencia,

Ré‘
n*
"

R},

Q :5“
es decir es-

y tomare

mos como representantes 1 -3 siguientes:
R{=(1,1,1,1); R!=(1,2,1,1); R'*(z 1,1,1); '=(2,1,1,2)
Ry=(2,1,2,1); R'—(2 1,2,2)

R(VY)

Ry (V2 )=2

La correspondencia entre

gias puras del juego G y las del

S| =(S‘.

y ST ) —> R,=(R},

RT)

, 83 ) —> Ry=(R!, R)
)

)

% =(s)y8%) — - R,=(R],R}
sy=(8),8y) — SRy=(1%,R3
sp=(8),9%) - - Rp=(R),R¥)
s, =(8),8%) — yRe=(Ry, R;)
3, =(8),8%) - 2 Ry=(1},R})
gy =(8),8)) — o Ry (nq,ul)
8 -(sx,u?) - yllyr(dL,d%)
se=(s,8h) , RM=(Hé.R})
5, =(6),s8% e xl.,-‘?-(".?.l'l,n?‘)
o=l iy 57 ) iy = ( L RY)

1laa

Estrategias puras del Jjugadorxr 2
=1 3
VAL JiLg

juego G

de uvstrate

CS e
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\ Definicidn,-
La estructura de un juego estard estrichamente-—

determinada para el jugador i, si exigte una n-ada -

de estratepgias en equilibrio en la gque la estrate—ms
gia utilizada por ¢l jugador i es un. estratesis pu-
ra, en este caso se dice gue el jugiador i tiene un -
punto de equilibrio en términos e estrotepias puras

sea cual fuere el nagoe.

Definicidédn, -
La estructura de un juepo crtird eutrictamente-

2terminada, si lo esta para cado jugador,

Observacidn:

La definicidn de - unto de cguiliorio se da po-
ra estrategias mixtas, Una estrategia vara 5 del fju
gador i, puede verse como una estrategic mixtag“i, -
siendo 1 la praobabilidad con oue el jugndor 1 juegn
su estrategia 5~ y cero cuando e tvr Lo de otry Lg-—
trategin, De esta formo la estrute;ia ixta e
0”;=(O,...,O,1,0,...,O) repre:enta a uns (stroatesio-

DUrae.

Lema 2,1

Sea. ¢ un juego y U un conjunto de inforascidn -
del jugador i. £l conjunto B<c i ceta aicl do en U, -
4

. 4
Bl ¥y so0lo 81 X¢ By ; y or U= exiute un conjunto -

ge informacidn V del jugaudor i t:l oue x  D(V,k ) &

Yy e DV, ) con lk, #.

Demostracidn:

4

ghill1cicrnei,
SUNONE Lo c aue o et RS ES TS T I e

crioten = oot Lerie oy el o edory 1 N, Lo

it 3




22 |

. Xy ¥y con x< B, ye U-B tales que tanto x como y son -
prosibles cuando se juegsg g% esto implica que existen
partiaas w, w' y estraterias s, s' cuyas i-€simas —-
componentes son s+ tales que x& W, y<w'y p(w,s8) 20
y P(w'os')> 0.

Por hipbtesis, existe V conjunto de informacidn
del jugador i tal que x€& D(V,k,) & yeD(V,ky). Como -
p(w,8) > 0 entonces si(V)=k. ya que X< W, PErc por —-
otro lado p(w',s')> 0 pues y< w' lo que implic- que
SL(V)=@L, como k,#k} se contradice la definicidén de
estrategia,
= p(w,s8)=0 & p(w',s')=0
.°. B esta aislndo en U
Ne'cesidad,

Si para alguna x¢€¢ B y alguna y& U-B la condici-
én no se cumple entonces, 8i X es posible cuando e
juega sl & Y es posible jugando s“l, definimos s:i-
como la estrateria identica a s~ sobre los conjuntos
de informacidn que preceden o x ¢ ipuzl a s”len otro

eas0. Ambos x, y son posibles cuando se juega sa!™ .,

TEOREMA 2.1

Un juego G tiene como inflacidn completu un jue
£0 de informacidn perfecta si y solo si toan »arti-
cidn de cuzlqguier conjunto de informmcidn de G nos -
lleva a conjuntos aislidos.

Demostracidn:

Necesidnd,
pea 1 un o oajqaaato de dntorm cidn del jugedor
il npue existc Y 7 8 a0 o9l o Lido v Ue Cor v 1

Lema #.) se 4 oonne o
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v (1) Existen x € B.& y € U-B tanles que para todo --—
conjunto de informacidén V del jugador i, si
x&D(V,k,) & ye D(V,k, ) entonces k,=k,,
Por otra parte supongise que para una cierta su
cesidn de inflaciones de G, la cual nos lleva a la -
inflacién completa de G, existe una inflacidn G' de
G y un conjunto de informacidn U' del jugador i en-—-
G' tal que tanto x como y pertenecen a U' y existe - }
un conjunto aislado B! de U' tal gue xé€ B' & ===

ye U'=-B's, Por el lema 2.1 se tiene que:

(2) Existe un conjunto de informacidén V' del ju-
gador i en G' tal que x<€ D(V',k!') & ————
yeD(V',k! con kfAk!. *

Como G' es una inflacidn de G existe un conjun-—
to de informacidn V* de G el cual contiene & V', Ya
que los descendientes de V' estan contenidos en los
de V*; entonces se cumple (2) con V™ reemplazando a
V', es decir se cumple que existe un conjunto de in-
formacién V¥ del jugador i tal que xé& D(VF,k,) & ——m
yé&D(V*,ka) con k, £#k;. Lo cual contradice lo afirma-
do en (1).

Por lo tanto lo «firmudo en (2) c¢s falso, de —-
agqui que no existe una inflocidn de G tal gque X & y

sean miembros de diferentes conjuntos de intormacidn.

Esto quiere decir que la influcidn completa de G tie

R . N ., . -

ne un conjunto de informuciodon con ol aenos dos ele--—
mentos,

. . Este .10 ¢5 un Jueyo de inlormacidn perifectio.

s
I

yuficiencin,

suponga e que 1o ntlae S0 conletin Le Gocontie
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\
ne un conjunto- de informacidn U' con al menos dos ——-—

miembros diferentes x,y eU' & x#y. Fntonces existe un
Unico U en G tal que U'cC U.

Si U eB un conjunto de intormucidn del jugador -
i, sea B cualquier subconjunto de U tal que X & B & ~-
Y € U-B. Por hipbtesis B esta aisludo, de agqui que por
el lema 2,1, existe un conjunto de informacidn V del
Jugador i, tal que x€ D(V,k,) & y € 2(V,kq) siendo —-——
Ky# Kqe

51 mostramos que inf(x,y) es wuna jugsada del jusa
dor i entonces, por el lema 2.1 sc¢ tiene que s

S1 x€ B & ye U-B donde {x,y}{cU, U conjunto de -
informacién en la inflacién completa de G; entonces -
existe un conjunto de informucidn UT en la inflacidn
completa de G (U* es el conjunto de informacidn ol cu
AP ) i p—
N D(U*,ka) con k,;é k‘l lo cual implica cuc B esta ais

—

al pertenece el inf(x,y)) tal que x€ "/U

lado en U, De aqui que este juego se nueciec inflar lo
cual es una contradiccidn, pues un jucgo completsmen-—
te inflado ya no puede inflarse.
"« La inflacidn completa de G e¢s <e 1nfornacidn pe -
fecta,
Lo que debemos probar es que el inf(x,y) <s un:
Jupnda del jugador i, lo cual se hord o continuncion,
i existe uno jugsda 2z ¢n V tul quo (2,k,) <. &
(2,kqe) <y entonces, inf(x,y) = 2 you que sicado k, A iy
no existe -lrun %e> 24 tal oue 2, < X @ 2e< Y.
31 no existe 1o 2 en V, entoace o doney oxicein
Xy s Wy €V X, Ay tnles que (x,,k, )<x» « Cry sl )y kg /ey

Por hipdtesis cunlquier purticid ., oy FOCICG 0
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Juntos aislados. 3ea B' un subconjunto ae V tal'que
x,éB' & y, € V=-B' ; aplicando nuevamente el lema 2.1,
se tiene que existe un conjunto ue informacidn V' —-
del jugador i, tal que x,eD (V', k! ) & =—wme—eee-e -
y €D(V*, k) con ¥k} # ki .

Si existe z'€ V' tal que ( z', k! )<x ¥y
(z* , ki)‘ ¥y, entonces z'= inf (x,y), de otra forma -
existen x5, ¥y, en V' , x,# vy, tales gue (x,, k! )< x,
& (Yq4» ¥y ) ¥ & se repite lo mismo para x,, y, .

Bl proceso anterior, puede repetirse en cual——-—
quier estado a menos que inf(x,y) sea una jugada -—-
del jugador i. Sin embargo, ya gue el drbol del jue
€0 tiene una altura finita, podenos aplicar el proce

dimiento solo un nimero finito de veces.

« « inf(x,y) tiene que ser un: juguda del jugador i.
Esto completa la demostracidn.
Observacidn:

Si un juego G tiene informacidn casi completa -
Y no tiene jugadas de azar entonces la inflacidn com
pleta de G es un juego de informacidn nerfecta,

Para el siguiente teoremm, necesituaremos antes
de algin materiul sobre descomposicidn ae Jjuegos,

Dado cualquier juego, consideremo:: un conjunto
B de cualesquiera jugadas nersonnles, el cunl sutis-
f:-ce laos Biguientes nropiedndaey
(1) Cualquier conjunto ac iniormacidn U il ue
Bu loterseccidn con U (1) e aisviava ael
vineio, debe ertar coq lel Lonte conbenico o
BUD(H)Y; o5 ueeiv, o (BT o 3)) £ o G
toncey UCI}UiNiU, Moo Congunto 1o ntog

l(.' - -

cidn.,




26

»

-(2) 81 V es un conjunto de intormacidn el cual -
precede a B, entonces BC D(V,k) para alguna
k.

Entonces se dice que el conjunto B forma la ba

se de un subjuego GB'

Ahora se puede definir el subjuego GB.
Las jugadas y vpartidas de GB' son las jugadas y
partidas de BV D(B), y posiblemente una jugada de =-—
azar 0B la cual precede a las demas jugadas. (La ju—~
gada OB es necesaria si B no es una sola jugada). --—
Las elecciones en OB conducen a varias jugadas x en

B con probabilidad p(x,B):

p(x,s)
Z P(xs g )

XxXe B

P(xa B) =

para cualquier estrategia s para 1o cual B es POSi~—
ble, La definicidén de p(x,B) no depende de g,

Para cualquier n-ada de estraterias s de @ para
la cual B es posible se nuede obtencr unin n-ada By =
de estratepsias nuras de GB regtringicndo 5 a las ju-—
gedas de BYD(B) y para cusalquier SB podcemos defliniy

el pago esperado Hl (SB) para ¢l juego GB:

r{i(sg) = Z p(1,B) 1" (w)
weﬂ(SB)

donde W(BB) ::{w / weD(B) vy ndemas 53 vy B o4
(y,k)< w entoncesn S“(y) : k}
Una justificacidn parie Llam o (ir e sl juego,
b]
Cnogue B oaicsla unag cierta ooreido g G, . riiiyg A Lo

Junto de dinforascidn interseot G AL )

resto del drbvol,




Fig. (%)

Conjuntos de informacidn del jusudor 1.

U‘::{a,b}, Ul":“t?::hl: Ub’—:‘;j}, Ux;z‘:lﬂg
Conjuntos de informaicidn del mgador 2.

v, ={cl, Vv, ={d] , V5={e}, vy:{f}

Consideremos el coajunalo de ju,uias 3= c,e . Ca

mo se tiene que Bu.D(B)= Cye,&,h,k,1,n,0,ry8,v,n

claramente B forma la baze de un ..ubjucgo,

Como B consta de dos punto: es necesaria lu ju-

gada de azar OB Yy se tienc:

3=t oy Lk
P(Csh)="§~ ple, B)s—s-

.

31 K es la estructura del juego (, enbonces U{

corresnonde a unu Subestructura KB yoeual naier base
en K aefinird una subestiiciuc: L

Dada wwnip estructura ID v 101 cune: Lree surs i

o
4

nodemos obbtener 1. ortructura vuiereancian  Kel 1o e

rrando todos las jucodas e 0 ) de Ky, o, ren b o do

Lo Jupada- de Boor partioaoas, i o gue KoGro ) -
deccompmac:tia en Lo com o, e oy v
ll
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V Definicidn, - .

Se dice que una estructura K uvo puede descompo-

Sy

rsg, si no existe una subestructurs K tal que -

13
tanto KB como K—KB contengan nor lo menos una jugada
personal,
Definicidn.-

Dos conjuntos de informacidén U,Y estan conecta-
dos si existe una sucesidn de conjuntos de informa-.

cidn Wo, W,y ..o, Wm tales que U=We y W =V y vara -

m
cada i se tiene que W, £ W, & W. ‘D(+ ,k) para alguna

k.o bien W, ¢ Wy V!\$ D(W.,, ,k) para alguna k.

Fdcilmente puede verse aque la relacidn "estar —
conectado" es una relacidn de eguivalencia oue indu-
ce una particidn en clases d eguivalencia, lusg cua- l
les denotaremos por C.

Si C es unn clese de equivalencis entonces, con
2iderense los conjunrtos Zij{x /lUeC & xaEU:} Y -
B(C):{x / X€XC & no existe yey C 0'y<x})cn decir 3(Q)
consiste de¢ los puntos minimos de 2().

TEOREMA 2,2,

31 C es una clase de ervivalenct. . asonces 3(C)

es la base de un subjuego.

Demostruacidn:

(1) Por geuwontrar ouc ol Un(s3(H)v " (3()N# & en-
tonces UC3(CIVD(3(C)) .1 tudo conjunto de .-
intormacidn U,

N 3 N - . ' . v 4 : by
sea U cusrlauier conjunio ae 1 ormae i o080 -e—

B A e SRate o o

nal tal oue U> (), Lo ees e PoboC a0

intersceta Looato 0 U Comn Vs o AR Y e e

Vit 4 (C) en V.

Falha. - 3d
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Si v¢ D(V,k) para alguna k, entonces U esta co--
nectado con V por lo que se tiene UE&C.

Todo camino W que intesecta a U intersecta a —--~
B(C).

Si U< D(V,k) para alguna k entonces todo camino
W que intersecta a.U intersecta a B(C).

« » USB(C)VD(B(C)), de donde (1) se cumple.

(2) Por demostrar que si B(C)> U entonces =—————e-

B(C) € D(U,k) para alguna k y para todo conjun
to de informacién.

Sea U< B(C), como B(C) consiste de los puntos mi
nimos, se tiene que U4 C, entonces existe un camino W
que intersecta a U y. a B(C) digase en el punto xeVeEC,
de aqui que V&€ D(U,k) para alguna k, de otro modo UEC.
Sea V' cualquier otro conjunto de informacién en B(C)

entonces por hipdtesis, V & V' estan conectados, es -~

L

(e '
‘ -
tales que Vj _Vij VJ_’_?D(VJ,I() para alguna k o que

decir existen conjuntos de informacién YV, WVarese,V =

V., &£V, V.¢D(V. ,k ara alguna k; con V=V V=V
3o ij¢(3+|,)p e ! v Y m

Se demostrard que si VJ C D(Uyk) para alguna k, enton-
.ces VJ.HCD(U,k) para la misma k, De esta manera ya que
V=V, D(U,k) entonces se llegars a que V'=VmCD(U,k).

3 ¢ D(U,k).
Por la propiedad de los V

supongese que V
; Be tiene que existe Wy

que intersecta a V. y a V s, Biendo que Vjc D(U,k) -

J J+1
todo W que intersecta a V;j intersecta a U, en particu
lar We de aqgui que W, intersecta tanto a Vj“ como & U,
Como U< B(C) entonces U¢D(VJ+‘,1{‘) AV k', si Vqu‘-D(U,k")

‘V k" entonocnns UEC lo cual es una contradiccidn,
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Por lo tanto V}H(ZD(U,k') y k=k' ya que se supu

B0 que Wo sigue la k-ésima alternativa en U, de aqui
que existe k tal que: ¥ V&g, VeDd(U,k).
."« B(C) ¢ D(U,k)

‘8to completa la demostracidn.

LEMA 2.2
S1 G es un juego con informacién casi completa
Y C es una clase de equivalencia, entonces C esta —-

compuesta por conjuntos de informacién de un solo ju
- gador, digamos i.

Demostracidn:
Sea V& C, V conjunto de informacidn del jugador
i. Consideremos U € C otro conjunto de informacidn —-—

V #U. Por hipétesis V y U estan conectados por una

sucesidn Wo,...,Wm.

Sea Ui la familia de conjuntos de informacidn ~
dels jugador i,

Si W. €U, entonces W, €U, pues de lo contrario,
i i it i

ya' que el juego es de informacién casi completa se -

tendria que WiCZD(Wi”,k) $ wiu<:D(wi’k) y esto impli
ca que WHJ¢(310 cual no es posible,

Fue demostrado por Dalkey que la estructura de
un juego no puede descomponerse, si y solo si todo -~
par de conjuntos de informacidn estan conectados. Es
ta afirmacidn es una consecuencia del Leorema 2,2

La estructura de un juego puede descomponerse -
en componentes que ya no admiten descomposicidn, la
descomposicidn e¢n Unica y conduce u un drbol de sub-

estructuras, 31 una estructura tiene informacidn ca-

. ’A“‘mﬁnv’u;r'ﬂl-'\ §i7)
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81 completa, la misma verdad se tiene para sus subes
tructuras.

Sabemos que (K) para un juego finito bipersonal
de suma cero con informacidn perfecta, puede encon-—-
Trarse una solucidrn borrando las estrategias dominaw
das, y las posiblemente duplicadas, Se extenderd: es—

te resultedo a juegos de n personas con informacidn

casi comnleta,

Antes del teorema que extenderd el resultado men

~clonado, se deben definir algunos conceptos los cua--
les serdn utilizados para la demostracidn.

La definicidn del rango de una jugada x,, (Geno--
. tandose por r(x)) se hard en forma recursiva de 1la si

guiente manexra:

1,~- r{o) = 0, donde o es el punto en el que en
pieza el 4drbol,
2o r(x) = max(Rx) +« 1

N

donde Rx ={y / ¥ es una jugada & y< x}
Definicidn.~

La altura de un 4rbol el el méximo de los rangos

de todas sus jugadas.

Sea G un juego en forma extensiva. Su forma nor-
mal G¥ = (S‘,SQ}...,Sn;H) consiste de n conjuntos de
ertrategise purses Si (Si conjunto de estrategias pu~-—
ras del jugsador i) y una funcidn de pago esperado H -

. ¢ J1
definida sobre § = S)CS%X...X& .

(%) Consultiur referencin (6).
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Si 8 = (s',sz,...,sn) es una n-ada de estrate——-—
g€ias puras con siGESi, i=1,2,..0ynYy el pago espera

do para el jugador i es:

H'(8) = p(w,s)n(w)
wewW

entonces la funcidn de pago esperado H asigna el vec—

tor H(s) = (H’(s)',H?'(s),....Hfl(s)) a toda s €8,
Sea ¢* = (S;',S",...,Sn;H-')' un juego de n personas
en forma normal,
Una estrategia s% del jugador i se dice que esta

dominada por la estrategia si 81

H;'(s/s}) & H*i(s/s:) ¥ ses

TEOREMA 2.3

31 G es un juego finito con informacidn casi —-—-
completa y si G*:= (S',St,...,sn;H) es su forma nor—-—
mak, entonces hay un pugﬁg‘de equilibrio en estrate—-—
gi;s puras, el cual puede éer encontrado por la sucer
siva supresidn de estrategias subordinadas Y las posi

blemente repetidas,

 Demostraciéns

Considerese ls descomposicién completa del juego
G, Por el teorema 2.2 y el lema 2.2 se tiene que toda
componente consta de conjuntos de informacidén de un -
miemo Jjugador y de las jugadas de azar,

La prueba del teorema se hard por induccidn so--—

bre la sltura del drbol de la descompogsicién comple——

tﬂ..
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51 la altura del drbol es uno, entonces el jue+
&0 G*m(S',S%}...,Sn;H) es8 un juego de una persona, -
es decir todos los ST contienen solo al conjunto va-
¢cio ecxcepto posiblemente uno. Este es un juego de ——
.una persona (o se trata de un juego constante) y el
jugador, si hay alguno con mas de una estrategia nu-
ra, puede descartar las estrategias dominadas.una —
por una, hasta que obtenga la estrategia optima del
juego unipersonal,

Se supondrd el teorema verdadero para todos los
juegos cuya descomposicidén completa tenga una altura
menor que n,

Sea G un juego cuya descomposicidn completa tie
ne alturs n. .5¢ tienen dos casos:

Caso 1. El conjunto que contiene al origen tiene

al menos una jugada personal digamos del

N jugador 1i.

Sea A el conjunto de los subarboles gque resul-—-
tdn al remover el origen del drbol de la descomposi-
cidén completa. Todo subarbol corresponde a un subjue
#£o de G cuya altura es menor que n, entonces por hi- t
pétesis de induccidn tiene una solucidn en estrate--
gias puras, que puede obtenerse borrando sucesivamen- |
te las estrategias dominadas y las posiblemente repe
tidas,

La forma normal de los subjuegos serd denotada

| . n )
G =(3',8" . o I
(5, a'' "1 g e

13 a con aeg A’ A= 1,2,...,1?‘

[ . /} . B i
e denotard por S 1a restriccidn de 3 al con-

junvo que contienc al origen., kEntonces:
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5= slxsdxe..xsd  para j#i

sT =5 xsT ... sk

Si j#i, una estrategia en SY es el producto car
teciano de r estrategias cada una elegida de un sub-
juego diferente. Una -strategia en Si ge escribe co-
mo una (r+l)-ada, siendo la primer coordenade una és
tfategia definida sobre el conjunto que contiene al
origen y las demas coordenadas, estrategias elegidas
de r diferentes subarboles.

i
Si sq en Sa,esta dominada en Gﬁ;entonceg toda —
»

(Qa,...,si,...,s ) esta dominada en G* suponiendo --
que el camlnb generado por s1 intersecte a Gg_. Borrar
una estrategia si en G* corresponde a borrar todas -
las estrategias en G*cuya a-8sima Coordenada es Sib
cuando g~ genera un camino que intersecta a Ga'

Si sijss 3#1, esta subordinada en G* entonces

toda sae S‘.l cuya a-esxma componente es 1gual a si es.
i

ta subordinada en G*‘y borrar una estrategia en q: -

que contiene a qi, j#i corresponde a borrar todas —-

las estrategias en G¢* con a—é%ima componente igual a
82,@ J#Le |

Cuando 8 no genera un sendero que intersecte a
Gay toda estrategia con primer coordenada A% y la ——
aué%ima reemplazaeda por una estrategia arbitraria de
Si,representa una duplicacidn,

Por la hipdtesis de induccidn tenemos que se -
pueden borrar varias estrategias reduciendo el juego
original a un juego de una persona ﬂel juego jugedo
sobre ) conjunto gue contiene &l origen). HSu papo -

es8to determiaaddy nor el pago de Las estrategian paes




35

rag las cuales dan las soluciones oara cada uno de -—-
los subjuegos Gaoon a &A.
En este juego unipersonal ademas se pueden bHo-—-

rrar las estrategias dominadas y las duplicadas, -

obteniendo de esta forma una buena estrategia pura ra

ra el jugador i ( en esta Ultima etape los demas juga
dores no afectan al jugador i).

Caso 2. La primer jugada es de azar.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer gue
cada alternativa se eligg con igual probabilidaed, -—---
ajustando la funcidn de bago. Pudiendo hacerlo de tal
forma gue el pago esperado no resulte alterado.

Cada. subarbol del drbol de descomposicidn comple
ta obtenido borrando el origen, satisface la hipdte——
gig de induccién y tiene un punto de equilibrio en es
trategies puras, que puede obtenerse borrando las es=
trategias subordinadas y las posiblemente repetidas.
Deeesta manera la solucién requerida, es el producto
cartesiano de 1-8 soluciones de los subjuegos.,
Ejemplo

Como se vio, el ejemplp de la pdgina 18§ (figu-
ra (2)) és un juego con informacién c-si completa y,
en virtud de este Wltimo teorema, tiene un punto de
equilibrio en estrategias puras,

Estrategias nuras del jugador 1.

8, (U)=1 3, (U)=2
mstrotegias nuras del jugador 2,

{n?(v.)zl, ST(Vl)=l} fS}(V~)=2; B%(V()=l}
{SE(V‘: )=1., *3§(Y1):23 {s?;(v, )=2, s‘y(vz).—.‘z'_}

Asipnaremos lu vnrobabilidad a lns eleccioney de
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Ias jugadas Qe P, ¥ un vector de dos coordenadus g -
cada partida asignado este Yltimo por la funcidn de
Pago.
p, ={o| entonces p(o,1)=1/2 & p(0,2)=1/2
X= {g,h,i,j,k,l,m,n1

2
h(g)=(l’“l) h(j):(oio) h(m)=(2,-2)
h(h)=(-2,2) h(k)=(-1,1) h(n)=(-1,1)
h(i)=(-1;1) h(1)=(0,0)

Se tienen dos subjuegos de altura uno, amhos -

unipersonales del jugador 2. Denotandose por Gf y G:

sus bases son:

B, ={c, e} Bl={d,f§
En Gf se tiene;
B,UD(B.)={c,e,g,h,k,1}
las partidas de Gﬁ son:< g,h,k,l}
Como B, consta de dos Jugadas es necesaria la -
jugada de azar OB. y p(c,B)=1/2, p(e,B)=1/2,
Las parejas de estrategias para las cuales B, es

(D

posible son:

2
(S: ? S, ), (S; ’s::)’ (S: 93; ) & (s:'ys; )
restringiendo estas estrategias a las jugadas de —w-
BiVD(B,) se tiene un juego unipersonal del jugador 2
con dos estrategias puras,

) _ 1 —

El pago ¢sperado para cada estrategia es:

. i N}
HY (s')= ~(1/2) + 1/2 = H'(8)=1 +0 =1
R ]
+"« La estrategis optima en Gf es SE.
]
Haciendo un andlisis similar para B, se llega o

W juego unipersonal del jugador 2 con 408 esbrat e

£7ns paraag,
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sgi(vl)=1 y s;l(vl)=2

El pago esperado para cada estrategia es:
Hl(s'Bizz 1/2 + (=1) = -(1/2) H‘(s’é;: 0 +1/2 = 1/2

. . *
«‘ela es_trategia optima en G, es s% .
bR

Se tiene un subjuego Gg de altura 2 con base —-
By={a,b\. Jugada de azar OB con distribucién de pro-
babilidad p(a,By)=1/2 y p(b B,)=1/2,

El subjuego Gf tiene como subjuegos los ya vis-
tos Gf Yy G¥ .

El conjunto que contiene al origen tiene una Jju

8ada del jugador 1. Las estrategias sobre el conjun-

to son:
B (U)=1 8 (U)=2
Estrategias del jugador 1.
s, =% 8 =%

Estrategias del jugador 2,

1.2
S'-(SB )r (BB,SI), —(sts ), B =(SB:SB)
u* l 2
‘ Como SB & sBlestan subordinadas respectivamente

J
N .
en Gf Yy Gt, entonces s},si & sy estan subordinadas -

en G3 de aqui que las Unicas estrategias utilizables
son:
(s,5y) & sy= (s),5))

Yy el juego se convierte en unipersonal del jugador 1

El pago esperado para las distintas estrategias
es:

H'(8,) = (-1) + 0 = =1 H (8,)= 0 = (1/2)==(1/2)
. "+ La estratepia Optima en Gt ens sl=(si,sﬁ).

En el juego oripginal la primer jugada es de —--

azar, y la distribucidn sobre las clecciones e la

: ¢ . Noa
misma, de egsta formu la estrategia opltima del juc--

)
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. . i
€0 es el producto cartesiano de 1las estrategius opti

mas en cada uno de sus subjuegos, que en este caso

Solo hay uno.

o ola estrategia 5ptima del juego es s= (si,s})

(La notacidn es de las estrategias originales)

T




CAPITULO III

DETERMINACION ESTRICLA EN JUEGOS
COMPLETAMENTE INFLADOS

Dada la estructura K de cualquier juego y algin
jugador i el cual en la inflacidn completa K' de K -
no tenga informacidn completa, se mostrara como cons—
Truir bajo ciertas restricciones, una estructura sim-

ple Ks, con la siguiente forma:

1l.- Todo jugador en Ks juega una sola vez,
. : ' :
2o Cada jugador tiene unicamente dos elecciones
disponibles,

La estructura Ks, tendrd la propiedad que cual--—-
quier juego con dichs estructura el cual no este es——
trictamente determinado para el jugador i, conduce a
un juego con estructura K' que no este estrictamente

(e
deférminado para el jugador i. Se asignarédn paros a
Ks con el fin de obtener un juego Gs gue no este es——
trictamente determinado para el jugador i, a este jue
£0 Gs le corresponderd un G con estructura K' el cual

no estard estrictamente aeterminado vara ¢l jugador i,

[
En la demostracidn del teorems 3,1 =e mostrars -
como construir la egtructura Ks y para ver asue cumple
con las condiciones requeridas se necesitardn de dos

definiciones y de ocho ejemnlos,
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Definicidn:

Una estrategia del jugndor i, es completamente -

mixta 81 asigna probabilidad positiva z toda estrate

eia pura disponible del jugador i,
Definicidn:

Un juego es completamente mixto si todos los Jju-

gadores usan estrategias mixtas para llegar a el pun

to ( o los puntos) de equilibrio.

: . ¢ .
Les ejemplos se ilustraran en figuras, encerran-

do en curvas punteadas las jugadas que pertenescan g -

un mismo oqnjﬁntq de ihfdrmacién, a un lado de las cur

vas se pondrd el numero del jugador al cual pertenes-—
ca el conjunto de informacidén y al final de cada par-—

tida se escribird el vector de pago para esa partida.

En las jugadas de azar la probabilidad de 1a alternati

va se pondrd a un ludo. En las jugadas personales se

portdrd el ndmero de la alternativa.

111
1}
! \_;—' *
""“ &s& - .
\'__~~ -
! \“.. r“:::" -7 T
x an"/ ~\—~"‘s” '
‘( \m::.‘r N .
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! 1 T
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,--‘._——"'.M——:-—-..._——o—....-._. 'S
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o
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Fig. (3.1)
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Se describird como es jugado el juego de la fig.,
(3.1). Primero el jugador IIi escoge 1 § 2,

Si IITI elige 1, corresnonde al jugador I elegir
entre 1 4 2, si aqul el jurador I esigoge 1, el juego
termina con el pago indicado que es (0,0,0,0), Si -
por el contrario Y elifge 2, le corresponderd el tur
no al jugado; ITI de hacer su jugada, eligiendo 1 el -
juego termina, eligiendo 2, le toca jugar al jugador
IV,

Si III elire 2, la siguiente eleccidn la hard -
el jugador II, que eligiendo 2 el juegb termina, eli-
giendo 1, le tocurde al jugudor I =i elige 2 el juego
concluye si escoge 1, corresosondera gl jugador IV, -
elepir entre 1L & 2.

Cuando el jugador I esta en powicidn de elegir,
no esta enterado s8i el jugsdor II ya ha jugado o no,
Lo mismo pasa cuando corresponde al jugador II elegir
no sabe si el jugador I ya ha jugado o jugard despuds
de é1.

LEMA 3.1

El juego iluntrado e¢n la fifura (3.1) es un jue-
g0 completamente mixto.
Demostracidn:

Supongase que el jugador IV elife 1 con una pro-
babilidad arbitraria d, 0&£d=1l., Priuaero =e vera que
el jugador IIY debe usar un. ¢otraterisn mixta.

Sunongase ouc ¢l jug - lor 11T Liene un nunto de -
equilibric eliyiendo 1.

31 1T escore 2y IT i yﬁn, cntboaceas Iouede me-

jorar usando 1 (puecs ontiince O en lupsar de -1), -
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A AT = a i et

Por lo tanto la estrategia (2,2,1,d) no ¢s un punto de
equilibrio.

(AL decceir que (2,2,1,d) es unn estrategia se -
Jcquiere dar a entender que, la primer cordcnada es la -
elecc_ion de I, la segunda ae II, lc tercora de III y
la cuarta de IV. Si en lugnr de aparecor el nimero 1 o
el 2 aparece una letra como en el caso de la cuarta -
coordenada, se entenderd gue esa letra representa la
probabhilidad con que el jugsdor correspondiente elegim
ra 1, entendiendose que su cowplemento a 1 serd ls pro
babilidad de elegir 2. De esta forma (2,2,1,4) signi=-
fica que I elige 2, II elige 2, III escoge 1 y IV esco
ge 1 con probabilidad 4 y 2 con probabilidad 1-4),

S1i I elige 1 y 1II, 2; entonces III escogiendo 2 -
incrementa su pago dae 0 a 1. Ve aqui que (1,2,1,d4) -
no es un punto de equilinrio.

31 I elige 2 y II, 1 «1 jupador II mejora su pa-
go escogiendo 2 en lugar de 1 (obtienc algo mayor que
1l en vez de —-%~ . Por lo sue (2,1,1,4) no es punto
de equilibrio.

81 T escoge 1 y II, 1; a3l elerir I, 2 mejora ob-
teniéndo algo mayor que 1 cn lugar de —-f; y asi -
(1,1,1,d4) no es equilibrio.

3i el jugsedor I escoge 1, y 1 jugador II escoge
1l con probabilidasd b, O04£b4£1l, entonces III mejora su
pago eligiendo 2 puesg obtiene 1-b en lugar de 0, Con
esto se tiene gque (1,b;1,d) no es punto de equilibrio,.

Escopiendo 1, 2 y II 'u eleccrdén 1 con probabilie-
dad b, 04£b%1l cenbtonces ] elegir LI, 2 obtiene algo

mayor que 1 wu lup:  de nlio menor, de ezxbn formy -

(2,b,1,d) no es eouilibrio.




k3

S1 el jugador I escoge su eleccidén 1 con probabii
lidad a, 0¢ a<l y escogiendo II su elececidn 1 con. -
probabilidad b, 0%£b:*1, entonces IT mejore eligiendo
2 ( gana(l-a) en lugar de algo menor)., De esta manera
'(’a,b,l,d)_no es un punto de equilibrio cuando 0<¢a<1l,
y 0O&b=xl,

Si II elige 2 lo me jor aue vuede hacer I es es-
coger 1 (obtiene O en ves de algo menor) asi (a,2,1,d)
O£ a21 no es punto de equilibrio,

«"« No hay un punto de equilibrio para III si elige 1,

Supongase gue €l jugador III tiene un punto de =
egquilibrio eligiendo 2,

Si III escoge 2 entonces II nunca escogerd 2, - -
pues mejora eligiendo 1 (obtiene al menos —-%L en lu--
gar de ~1) asi que (&,2,2,d) no es un punto de egquili-
brio siendo Ofacsl,

31 I elige 1 y IT elige 1, el jugador I mejora -
eligiendo 2 (obtiene %; en lugar de 0) y (1,1,2,8) =
no es de eguilibrio.

Si I escoge 2, entonces cuando II no elige 2, ITI
mejora eligiendo 1 nues obtiene 1 en lumar de algo me
nor, ge tiene que (Z,b,2,d) no es punto de equilibrio
cuando 0< b £1. Si nor el contrario I escoge 1 con
probabilidad a, O0< a<l, cntonces mejora eligiendo 2

obtiene ?%b en lusoar de algo menor, de esta forma —-—
(a,b,2,d4) tampoco es »nuto do cquilibrio cuando II —-

elige 1 con probobilidod b, O4bll. D¢ todo ecsto se —-

tiene que, no hay vunto de cauilibrio cuando III elige 2,

Il jugador I'TL nececariamente debe jugor una estroe-

tegia mixta.
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ff‘f. Obsevese aue 21 el jugador II toma una estrategia

> -

P p-w‘&iferente de la elegida por el jugador I, entonces el

” j'jugédbf IIX estard en mejor posicidn con una estrate-

" "gim pura. Si por ejemplo el jugador II elige 1 con -
probabilidad o sy O%£pb=l y I escoge 1 con probabilidad

yq, O<-a‘=l Yy a< b entonces el jugador III recibe l-a

eligiendo 1 ¥y alro menor escogiendo c¢ualquier otra es-
trategia. Esto es I y II tienen que usar la misma es-
'trategia.

‘ Si los jugadore I y II eligen 1 entonces I puede
mejoraf usando 2 pues obtiene 1/2 y de otra forma -
obtiene aglgo menor, Si I y II eligen 2, nuevamente 1

aumenta su pago cuando cambia a 1 obteniendo l-c en -

e

vez de algo menor., De esta forma si 0L c <1, entonces.
ni (1;1,c,d) ni tampoco (2,2,c,d) son puntos de equi-
‘librio.’
'+ Los jugadores I y II juegan la misma estrategia mix
ta.,

El siguiente paso es mostrar que IV no tiene pun-
tos & equilibrio cuando usa estrategias mixtas,

Supongase que (a,a,c,1l) es un punto de equilibrio

Entonces la probabilidad r+ra alcanzar a X e8 mayor w
que probabilidad pera alcanzar a y (% & y son jugadas
R

en el conjunto de iniormucidn el jugador IV), Esto es

3. , : .
c(l-a) > {(l-c)ab e (L)
El papc caperowo pare <3 juendor I ess
. 1 o - o
%’- &(1“'&)0+(_1~C>(l-m&l)&“ﬁm(]'.--(: Ya (L0 )=200¢(1-a) ———— (2)
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8l cual se reduce a:

Z-a(1-8)4(1-c)(1-a)=200¢ (1=g2 ) =mmmm (3)
El pago esperado para el jugador II es :
a
~~%}ac(lua)+c(lma) ~(1—c)(1~a)~-%i a(l-a)(l-c) —== (4)
gue se reduce a:
1 o, .
~—5a(l-a)-(1-c)(1-a)+c(l~a>) ——aeu (5)

Para cualquier otra estrategia a' del jugador I,-

(3) debe se mayor, esto es:

(1/2)a(1-a) + (l-c)(1l-a) - 200c(1l-al)=>-
=(1/2)a(l-a')+(l-c)(l-a) -200c(Ll~a)(1l-a’ )

-;-'-a(l-a)-ZOOc(l-a)l; %—-a(l-a' )=-200c(1-a)(1l-a')
(l-—a)[%—a-—ZOOc(l-a)Jz (L-a )[-:!'z-a —ZOOc(l—ag

Como wynicamente se sabe que afa’' sin'ninguna re
lacidn de orden entre ellos, entonces 1a Ultima desi-
gualdad es ciexta si y nrolo si:

(1/2)a-200c(1~a)=0 —meeomecen(6)

Cuando el jugador Il usa cublquier otra estrate-
gia a' se tiene gue el pago esperade representado en
(5) debe ser'mayor que el puro asperado jugando a'y, es

decir:

-, . ?-.
- '%'»-&( l-a )“( l~¢ ) (,Lw@, Vo ( l%&) ?A

[ ¥4

z - %%a'(lwa}'(l~n)(lma')+c(1*a)(l-u')

ort®
£,

- [“%é..( 1y )..1 +(1~-a )[-~ (1-c)+c(l-u )] =z
z ~a'[%@(lwai]+(1~u')[m(l»c)+c(lwa)]

=3 *}2'(11.-»&)(&“...:;1) .4.[‘%‘(:1.».0)4»(:(]_wu )J (L=l et )2 )
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Cee (a'=a) [%- (1~a) =(1-c) +c(1-a)]?-0

Siendo gue la Yinica condicidn impuesta a' es ser
diferente de a entonces (a'~a) puede ser mayor o menor
que cero por lo que para que la ultima desigualdad =

siempre se cumnpla es necesario que:

F(1-8) ~(1-c)+c(1-a)=0  ~mmmmmm (7)

A partir de (b6) se obtiene oue a=400c(l-a), aubs

tituyendo en (1), se lleza a:
2
c(1-a) 2 (1-c) 400% & (1-a)*

12 (1-c)a00? ¢

esta desigualdad se satisface sicmore gque €D C,y C> C,

donde:
mv P
1 J(492)(398) _ 1 _ [ (402) (398)
Co= -5 + 800 y “= 5 800

. , 4 . .
Substituyendo (0) en (7) en terminos de ¢ se tie
nes
800 ¢* ~790C~1=0  rmmemeem—— (8)

Las, raices de (8) son:

o = (796 * (7967 +4(320) Y1 ) /1600

2,3
como Cg es necgativo, entonces ol unico candidato es
Cy. H1n 'mborgo sc ousden robar las sisuientes desi-

Fguitldudes,

C < . L . € Co

oo (ya,c,l) no o a0 unno o de eoailenrio,
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Ahora supongase que (a,a,c,2) es un punto de equi-
librio, entonces la probabilidad para alcangar a x, no
puede ser mayor que 1la probabilidad para alcanzar a y
~por lo tanto se tiene ques

c(l-a)’ & (1-c) & —mmm- (9)

El pago esverado para el jugador I es:

%?a(l~a)@:+(l~c)(l-a) + %? a(l—-a)(l-c)—c(l-—a)'l -- (10)
que mediante tran:formaciones se cé%ierte ens
%&a(l«a)+(l~c)(lea)-c(l—af' ————— (11)

El pago esperado para el jugador II es:
- é}a(l-a)c+3c(l~ajl~(l~a)(l~c)~ é?(l-a)a(l~c) —— (12)
el cual puede transformarse ent
- %—a(l-a)*(l-C)(1—a)+30(1—a R (13)

Para cualquier otra estrategia a' del jugador I, =
el pago representado en (11) debe ser mayor que el pago

esberado jugando a' en lugar de a, por 1o que se tienes
2
Sa(l-a)+(1-c)(1-a)-c(l-a )2
Z}é-a(l-a‘ )+(1-c)(l-a)-c(l~a)(l-a')

L

Lo que implica que:

1
7;&—0(1~a)=0 ————— (14)
esto en:
a=2c¢(l-a) o e (19)
Si el jugador I usa cualqguier obra estrategia al',

entonces su papo ernnerado debe cer menor que el espera-

do jugnndo a. e ag.i oe ticne la sijuiente desigualdad;
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- La(1-a) - (1-0)(1-8) + 3c(1-a)"2

> - %?a'(l—a) - (1-¢)(1-a') + 3c(1-a)(1-a')

-’

. »1lo que implica que:s

%;(1-a) - (1-c) + 3¢(1-8) = 0  ~———— (16)
substituyendo (15) en (8) se obtienes

c(l-e.)°~ < 4c""(1-a)1 (1-c)

de agui que

-%-.é(l-C)c ---------- (17)
esta Ultima desigualdad se satisface si y solo si
1
¢=7
Substituyendo c= %& en (15) se obtiene a= %%.

Reemplazando a y ¢ por sus valores en (16) se --

tiene:

1l 1l 1 1 1
L(1-3) - (- F) + 3(F)A- ) =0

lo cual implica que -15- = 0 jContradiccién!

' (a,a,c,2) no es un punto de equilibrio,

Con esto la nruebha del lema se completa.
L

De una manera similar a la forma en que se pro-
bé el lema 3.1 se puede probar que los juegos cuyos -
.érboles ge ilustran en las figuras (3.2), (3.3), (3.4)
y (3.5) son completumente wixtos., De hecho cn los jue
gos de las figuras (3.3), (3.4) y (3.9), la estrate--
£ia, d%tima que lleva al nunto de equilibrio es, usan-
do los jugadores todas uus estrategius puras disponi-

bles con la nmirsma  rohnbili.lad,
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Calculando la forma normal de los juegos Ccuyos =
drboles se ilustran en las figuras (3.6), (3.,7) y ~--
(3.8) se puede checar gue son completamente mixtos,
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Figura (3.8)

Haciendo uso de los 8 juegos ilustrados se demos

trard el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1

dea K la estructura de un juego estrictamente de
terminado para el jugador i, y satisface la siguien-
te condicidns: Si U4V y V<L U entonces, toda jugada en
U sigue o es seguida inmediatamente, por una jugada -
en V.

Sntonces:

La condicidn de informacién'completa, debe satisg
facerse para el jugador i.

Demostracidn:

Por demostrar que ningin conjunto de informacién
del jJugaodor i tralapa a alguno del jugador j, y que ~
ningFuno del Jjugador j traslape alfuno del jugnrdor i.

Jea K la estructura de un jucgn completumente in
flado y sean U conjunto de informacidn del jugador I,
y V conjunto de informacidn del jugoedor II. Supongase
que U traslapa o V, esto vs la condicidn de informa—-—
cidn completa no se satic. rce vere . onpuno de 1os dos

jugoadores, Entonces exicten ju adan x,,%96U tules que

-
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(v,k) < x, pero x,4D(V,k),

Sean U,z\x / x&&D(V,kf} y Uy=U-U,, Si para toda
XY€Y, y para toda i:EUa existe un conjunto de informa
cién W del jugador I tal que (W,k,)< xXy (W,k,)< x%

con k, #k, entonces; de acuerdo al lema 2.1 el conjun=-

to U, esta aislado en U, lo ocue contradice la hipdte~
sis de que F‘es completamente inflado.

Por lo tantoc x, y x, pueden escogerse de tal ma-
nera que no exista un conjunto de informacidén W del -
jugndor I tal que (W,k,)<x, y (¥,ky)< x4 con k, #ky.

Considerese al conjuntos

R={y/0&ysx, § 0&ysx,|.

Si t ¢ R entonces haciendo los pagos h(w) iguales
para todas las jugadas en D(t) se convierte t en ine-
fective y de esta manera puede rormarse uyns estructura
K4 borrando todas las jugadas t tales que t(fR y reem
plazando aquellas que siguen inmediatamente a jupadas
en R por nartidas. Si la estructura K esta estricta--
mente determinada para cualquier jugador dado, se tie
ne lo mismo con respecto a la estructura Kg.

En K,, sea t cualquicr jwada tal que 0£t<L2z --
donde z = inf(x,,x,). Supongase que z €D(t,k), si t -
es una juguda personal del jugador i, arreglando la -
funcién de pago se puede hacer improductivo para i =—-
cualquier eleccidén diferente de k: Si t es de azar en
tonces se hace hi(w) = 0 'VweD(t,k') ¥ k' con k'#k.
Por Lo tanto podemos borrar todas las jugadas t de K
Yy obtener una estructura Ky; i todos los juegos con
estructura K, estan estrictamente determinados enton-

ces, tamhién lo cetan los juegos con estructura Ky,
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S1i t es una jugada en Ky entonces se cumple una
de dos condiciones, z£t%x, o bien z £t £x,,
Se recmplczard a Ky por su inflacién completa Ky,
Por la elecidn de 1, ¥y %, no existe ningin conjunto de
'informacidn del jugador I tal que (W,k, }X,, (W;k1)<x&
con k,#k,, de aqui que x,,x, ain pertenecen a un mismo
conjunto de informacidén U de Ky
En cualquier conjunto de informacidén de Ky, cual
quier eleccidn que no condusca a x, 6§ x, puede hacerse
improductiva. De esta forma se eliminan todos los con

juntos de informacidn de Ky excepto:

1. La jugada z, el conjunto de informacién V,
0 lo que queda de el QGSpués de la infla-—-—-
{ cidn.,
2, Todo conjunto de informacidén que precede a
Xy ¥ a x5 por diferentes elecciones,

Ademas es posible librarse de todes las jugadas
de azar, excepto posiblemente 2 y, de todas menos dos
de las elecciones posibles del jugador I en U. No obs
tante, si inflando Kg el conjunto de informacidn V se
divide, tendremos un conjunto de informacién con un -
80lo ¥értice perteneciente al jugador II,

Notese que no existen W, y Wyq conjuntos del mis-
mo jugedor tales que W, < Wy, ¥y W141W, ya que Ky esta -
completamente inflado, Pero se puede tener W.A.wly -
W, < W, con W, ,W, perteneciendo al mismo jugador o no.

wi W, y Wl pertenecen al mismo juprador i enton—-
ces los conjuntos serdn como en la figfura (3.9). En--
tonces el juego no resulta afectado ©i modificamos —-
los conjuntos de informacidn anel jugador i como en 1la

figura (3,10), previendo que ﬁ‘(w,)uhl(w‘), donde ——-
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5

hi(w,),.,@;hi(wﬁ} es el pago que sigue a jugadas de -
Wy ¥y W+ I3 deeir si y, es alcanzada, la modificacidén
de los @onjunto.: dc informacidn no afectan a los des-
cendientes de y; 3 i por el contrario quien es alcan
zodo e8 ¥y , la reotriceidn sobre la funcidn de pago -
hace irrclevante para el jugador i la eleccidén de la

alternativa 2 ya sea en Yy 0 €L Yy e

. _ -
Y\ - ]
ST M
o - S "
/ L < e
/ ' \\)\‘J \\%
’n ," \\
W5 ;gjz ~Js ] W,
/
Iigura (3.9)
¢” TS Tee - '~
oY Ty N}
v-~"-..-—‘.....~;—-~‘
Y N
w, un-.-.._._____._._._ ’\\ w‘
N
v
/ |
W, Wq Wy Yy

Figura (3.10)

L ]
Ahora si Ky tiene alsunos conjuntos de informa~-

cién perten cientes al mismo jugador, y traslapandose
unoe con otros; repitiendo el procedimiento indicado

puede irse modificando husta que ningun par de conjun
tos de informacidn pertenecientes al mismo jugador se
treslapen mutusmente, imponiendo lns correspondientes
restricciones sobre los pufos. La nueva estructura se
denotard por Ky y s8i Ky e¢sta estrictumente determina-

da para alpin jurndor dado, se tiene lo mismo para Kg,
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Ilamandole X; a la inflacidén completa de K, se tiene
que en K. puede hacerse improductiva y 1pnor lo tanto -
eliminar cualguier eleccidn que no condusca directam=—
mente a x;, 0 a Xx;, la restriccidn sobre el pago no ==
afeota la eliminacidn. Se tiene al menos un conjunto
de informac%én del jugador II con un solo vertice,

De esta forma se obtiene una estructura KS CON ==
las siguientes jugadas:

1. La jugada 2 la cual precede todas las de-

mas jugadas en KS.

20 Las jugadas x,,X4 pertenecientes al mismo
conjunto de informacidn del jugador I.

3 Una jugada y, del jugador II tal que —===
x, € D(y, ,k,); y posiblemente una jugada =-
ya tal que x, € D(y,,k,) estando y, & yq -

en el mismo conjunto de informacidén V' y

k‘ # kl'
4, Conjuntos de informacidn Wj, cada uno con
dos jugadas t?,tg. En cada caso  ~=mea-

x, € D(td ,16,), x; € D(t],ic}) con K pki. Nin
gunga pareja de estos conjuntos de informa
cidn pertenecen al mismo jugador y ningu-
no de ellos pertenece al jugador I 6 al -

jugador IT (pues Kg esta completamente in

flado ) ’
En ninguna jugadna de K hay mas de dos eleccio--
[
nes, 3i 2z es una juprdda de asar pucde suponerse que -

las dog elecciones my y my ocurren con la misma proba
bilidad. Pues si las probubilidacses son a y (l-a), --—

0L a<l, puede maltiplicarse el pago para D(z,m,) y -
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para D(z,my) por 2a y 2(l-a) respectivamente ¥y reeme-

plazar las probabilidades por 1/2, 1/2; resultando el

pago esper~do sin alteraciones,
| . Dependicrndo del conjunto de informacidn V', se -

tienen dos cagos:

CASO 1: Hl conjunto V' consiste de dos jugadas, -
una sobre la rama que va de 2 8 X,, y ===

otra sobre la que va de 2z a X,.

i En este caso no se distingue entre los conjuntos

’ Wj y V!'. Se reenumeran los conjuntos, U,V' y los W, -

J

de tal forma que Jm<:Wh'<...<W£<W,=U Yy se renombran =

las jugadas de munera que t{zx,, tlle, etc, (La jugada
en Wj 8obre la rama que conduce a x, serd llamada tg,
Y la gue conduce a Xg 9 ﬁi), ﬁ%,.ﬁi seran jugadas de -

W, !
1 r

seguird o serd seguida por gi por la eleccidn
kf donde r=1,2, Se renombrardn los jugadores para que
Wi pertenesca al jugador i, ‘

De acuerdo a todo lo anterior se observa que —==-

m 2. Para todo Wi’ i#l se tiene que wic.w. h '\‘li.:b W,

no opstante se puede tener Wié.wj Y wi> Wj para i#j -

ambos diferentes de 1,
* Primero se considerard cuando m> 4.
Supongase que 2z es una Jugadoa de azar, Si las --
dos jugadas que siguen inmediatanento 4 2 pertenecen
a dos jugadores difercntes j, j; jusuwdus que pertenc=-
cen a los conjuntnn uj, Wi respectivamnente, entonces
necegariamente ce tiene que w],<wJ Yy Wié.wj. Conside-

rensge las jugnda. ﬁt, t3~de W, y lao @,, t%\de WJ co-
4

[




no un juego de dos person:-s; s8i se wuigre el pago co-

mo en la fipura (3.8) vntonces como los jugadores i y
j estan compromcenidos, hay un punto de equilibrio en

- €l cual ambos jurwdores juegan sus dos estrategias po
sibles con ifuval frecuencia. Para tener este punto de
equilibrio intacto, independientemente de los demas -
jugadores se define el pago para los jugadores i y J

como el dado en le figura (3.8) para toda partida w -

en D(t?,k?) 0 en D(t%,ki), por lo tanto pueden reem—-
plazarse las jusadas t}, ti, tg, tg por una sola juga
da de azar,

3i las jugrwudas que sigued inmediatamente a 2z per
tenecen al mismo jupgwdor m, entonces se define ————--
hi(w)= 0 para todo i y parg toda partida wth(t?,k,)
YV WGD(tI.E,kl)., fntonces el juego no se afecta si se
anula la jugada 2z, haciendo coincidir t? y tf en una
sola jugada £ y dando la mitad de los pagos en ———=—-—
D(t?,ki) Yy en D(tT,k.). Esto nos lleva a considerar -
el caso cuando la primer jugaaa 2 ¢S oaersonal,

Supongase que 2z es una jupsda oeruonal, 8i las -
jugadas que siguen inmediatamente, portenecen al mis-
mo %jugador, &signando el papo de la figura (3.0) se -
pueden borrar luas jugadas tm, t?‘z t?ﬁlreemplazando—~
las por une jugada de azar.

9i. las jugadas que gipuen immcdirvtamente pertene
cen a diferentes jupadores, se asiinan los veogos de -
la figura (3.7). Entonces pucden borrarse los conjun-—

ton de informscidn ¥, W y recmplazandolos con
m My m-q.

una jugada de iz,

En cunlquicr pnso ge repoceven 2 6 3 conjuntosn ——
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!
de informacidn mediante la tecnica mencionada, hasta

que m£4.
Si m=2 se ticne lo ilustrado en 1o figura (3.6).
Si m=3 se obticne una de dos, o bicn lo ilustra-
do en la figurc (3.4) o lo ilustrado en la (3.3).
Si m=4 se tendrd lo de la figura (3.1) o se apli

carad dos veces la figura (3.6).

CASO 2: Bl conjunto V', consta de una sola jugada
¥y, tal que z<y<x .

Si no hay conjuntos de informacidén Wj entonces -

se tendrd el juego ilustvado en la figura (3.7) o el
ilustrado en la figura (3.5) dependiendo de si z es =
una jugada de azar o s8i es personal. Entonces todo ju
gador involucrado tiene gue usar estrategias mixtas,

1

Si hay algin conjunto de informacidn ”3’ pueden

asignarse pagos de tal forma que los jusudores dife-—-—
rentes del II tengan gque usar estratesi: s mixtas en -
un unico punto de equilibrio, Se hace improductiva la
eleccidn k, del jugador II, borrandose la jugada y, ¥
tratandose el resto como en el caso 1,

‘Ahora se mostrardi que existen pagos para los cua
les el jugrndor II tiene gue usar estrotegias mixtas -
en todo punto de equilibrio.

En el proceso snterior se habrdn guitado todos -

los Wj tales que z-{;py4y, por 1o gquo e puede sUPO—-—

ner que % cl la unica jugado que precede a y, Dehe ——
existir un conjunto W tal gue y<W4£U, sen Wo el pri-
mero de tales conjuntos, asiynando pagon para hacer =

irrelevantes las clecciones de todas 1as jugudas en -
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D(Ws), pueden anularse. Lo que queda e8 o0 bien 10 w=we

1lustrado en la figura (3.7) o lo ilustrado on 1l Ti-

gura (3.5),

Esto completa la rucha del tcorema,




ATTUDICE
Comensaremos definiendo el concepto de dominancia

¥y 1o gque es un runtve de equilibrio,
*Definicidnzs

Una n-ada d¢ eastrateoias 3/ domina a otra n-—ada &

R RN N L I 1 ny. W i-f_i n
Sl Hl(zi,con’-g ,X youo’z );IT(Z',ooo,Z ,P ’..."L, )
para toda estrategie Pl del jugador i, y para todo ju

gador i,

Definicidn:

.

. e ..
Une n-ada de estrategia @ Je'}:ne un punto equili-
brio si y solo i ¢~ domina a g,
Ahora estamos en posicidn de demostrar el teore-

ma de Nash.

TEOREMA @
Todo juego finito tiene un nunto de equilibrio en
términos de estrategias mixtaes.
Demostracién:
Ia correspondencia de cada n-ada con las n-adas
que lo dominen nos da un mapeo de una n-ada a muchas,
, Demostremos en primer término que la imagen de -
cada punto es convexa.
Sean &y 7 n-adas de estrategias que dominan a -
una n-ada § .
P.d. 3.(~)+(1-2) {g) es uns n-ada de estrategias, sien

do Q& '}.frlo

() b(i) i b(i) y
1)1:‘?}1 (Juri +(1 AT )vs}lk;f) v"g(l-—l)é‘l [

2 A+ (1-A) = L.
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11) 05X o Ha(1-) 2 8

va que 0£A£1 g Q‘fk,053§

. e A ()+(1-A)2 ¢v una n-ada de estrategias mixtas,
P.de A (0)+(1=A)(Z) domina a .
Para esto primero veremos que la funcidn de pago

es polylineal,

Y, e, B A 0zt 1 L )=
b(1)  Db(n)

=5, }: S CH )2{ . (M'fr(n»ul)z )-+e Vs

=1 =1
b(l) b(n)

: i, n l . n
=og§;&...é§;1(H (bjs""’bjn)XS;"zj;°°'ng +
b(1) b(n) . t

i t e 1 n
"‘l"' % o0 I’{ S..DI‘(‘- ., 00 N ¢ o n L, =
-0 AL )Jn)8;| [Z7R FX
ii=1 =1

jl’l'

A (Y et e ™M= H (e, 2oy ey ™

para todo jugador i,

*. la funcidn de papo es polylineal,
TS Pt SN CT L L S L) S T S LR R SO
. A Bt 2

ET0 € AT SRS S PTCTSY VI ol & QPRI L o

para ‘toda p* ectratesis mixta del jupador i, ya que g~

y ¢ domina o Y .
FUC R C AP AL PGS DNl AN S o
S O GRS PN LS 17 RECEY DAL S S APRIIS SIS L

ke . . y . .
Pare todn P oestrategin mixta del jugador i,
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de agui que :
. i 3 . i ) i
H,.(y"ooo,_}.r‘f'(l“}\)z]9.00,(:711),,21{1(X’-oo,Pl,oo.,Xn)

para toda Pl estratepgia mixta del jugador i,
" WA H(1-0) B domina a Y .
De-agqui se concluye que la imagen de un vunto es
convexa.
Ahore se demostrard que la srdfica del mapeo es =
cerrada.,
Que la gréafica sea cerrads es equivalente a:

SL Py yPysece ¥ Q,»Yye+-e+ =son dos sucesiones en el

Qn ------ 2 Q Yy ademas se tiene que C domina a Pn en

tonces Q domina a P.

Con sideremos las sucesiones Pn y Qn con  m——me——

Ph ———— Py Qn—-—__Ay-Q; como la funcidn de pago -

para toda i,
' Como Qn domina a P entonces:
o n n

n n n i, n n n n n
Ha(P‘ 7P19-"’Pm)£ HJ(P', yo oo ’pj-l'qj'pj+\"" 'pm)

para toda estrategia qj del jugador j, y para todo ju

gador j.
n n 1 L,
H'.j(p‘ 'p‘.l. !00"97)”)) ""“"“”““) H (i)' "..'pm)
n . n 11 n 3
g;(P. vplvootyqu°"1r’m) ~-m==p H (p‘ ""'qj!'OOva)

] 1.
.'. Ii;)(p"'..'pm)f: H (‘n ,}Jl,oooy(lj,ot.,pm)

Ahora aplicundo el tcorema aue Kakutani e tiene
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que existe un punto fijo, es decir un punto contenido

en su imagen, De agui que hay un punto de equilibrio.




-
- e e R———

(1),

(2).

(3).

(4) [ ]

(5).
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