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0. INTRODUCCION,

Les ecuacioues difero-difereaciales linealee cou ceefi-
cientee periddicos tienen que estudiarse en forma indepecdien-
te,casi 8in basarse en la teorf{m dc¢ las ecuacienes con ceefi-
cientes constantes,debido a la dificultad en el preblema de
la reduccidén de las primeras ecuaciones s las segundas,

Bl presente trabajo pretende introducirnoe al estudio de
las ecuacionee cen retardos y coeficientes periédicos,en el
espfritu ea el que le hacen Bellman y Cooke en su mouograffa
sebrs ecuacienes diferes difereaciales [2],aunque dicha mene-
graffa no trata el tema aquf estudiade.Per le cual,primere se
estudian las ecuacienes con retardes méltiples del perfode de
les ceeficientes de la ecuacién.Tales ecuacienes resultan ser
una buena ilustraciéa de la teerfa general de las ecuacienes
con retardes arbitrarios y seeficientes periddicas.Adenbs tie-
Bel ud interes en oi mismas ceme una de las pecas clases de
scuacisues oon ceeficientes variablss para las que ee pesible
celstruir solucienes explfcitas.

Lee resul tades aquf expuestes supuestamente aduiten ge-
aeralisacién a los cases con retardes variables (periédicos)
Yy & las ecuacienes eacritus en términos de integrales de
SBtiltjee cen mndcies periddice,cosa que uo o8 pretende eu eote
trabaje.

Uaa parte de les resultados erdenados en este trabajo
estan basades eu artfcules de Zvierkin A, M, cuyes citas apa-
recen en la bibliegraffa de)l final del teaxto,

Las eiguientee indicacinuas serén dtiles paras uua fécil




lecturas del presente trabajo:

- Las secciones estan numeradas cun ndmeros remancs,

- Las férmulas,con ndmeres arabigos eutre paréntesis,

« Las referencias,en corchetes nuserados y refiriéndese
n‘l. liata de REPERENCIAS del final del texto.

= Las citas a férmulus de la misma seccién se hace con
1a sola mencién al ndmero de férmula.

- Las citasp 8 férmulas de otra seccién se hace mencionsande
ne 86lo ¢l nfmero de férmuls,sino también la seccién (en
ndmere romanc).

Por €ltimo desee expresar mis agradecimientes al maestro
Guillermo Gémex Alcalaz por haberme sugerido el tema y por su
valiosa ayuda en la elaboracién de este trabajo.

Tanbién deseo expresar mi recenocimiente 8 les maestros
Jeeds Lépes Batrada,Joeé Lépes Retrads,liumberte Santillana Leye
y Brneste Olvera Betres por hader revisado cuidadssamsnte ¢l

presente trabajo y por sus valiesas sugerencias y sbservacis-
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BCUACIONES DIFERO-DIFERBENCIALES
CON COBFICIENTES PEIKIODICOS,

I. UN PROBLEMA DE REBDUUCION,

En casi tode este trabajo serén tratados s«élo las ecuacie-
nes difero-diferenciales con coeficientes periddicos.

Es sabido que para sisteuas de evcuaciones difereunciales

ordinarias con coeficieutes periddicos tipo:
(1) X(e)= AlE)x
siempre existe la transformacién (llamadia de Lyapunov)

(2) x= L(¢)Y

doude Ut) es una matriz no degenerada periddica que transfor-
as sl sistema (1) en un sistema de ecuaciones con coeficientes

coustantes [1] :

(3) 5=BY

Aunque sélo excepcienalmente puede determinarse explicitamente
la matris L%) ,1la posibilidad en sf de transformar (1) en (3)
a través de (2) psrmite con suficiente detalle estudiar la
estructura de las soluciones,asf{ como la cetabilidad de las
soluciones, etc.

Por otro lado,para las scuaciones difero-diferenciales tal
reduccién en el caso ygeneral es imposible.

Tememos la ecuacién difero-difereucial escalar wés simple:

(4) Alt) ¥ GlE)amte) bl mle-w) =0

domde los coeficientes al#) y W#) son T-periédicos.

Intentemos como en (i) obtener el tipo de trunsiormacién:

(s) ) = L1e) xte)




que mande la ecuacién (4) en una e¢cuacién con coeficientes
constantes, esto es, veamss bajo qué condiciones esto es posi-
ble,para lo cual sustituimos (8) en (4),obteamiendo:

§ ) xte)+ Lit) %lE) +ale)Lit)xit) +blt) L(E-W) X(¢-w) =0

1D LLe-W) o iaw)s
x(t) +x¢¢)[ %‘éfaw]wu) 208) X (¢-w)=0

suponiende evidentemente que 1&)‘0.Finulncnto para que esta
dltima ecuacién resulte con coeficisntes constantes tememos que
imponer la coundicién de que efectivumente sus coeficientes sean
constantes, o8 decir que

£ e =
(o4) _ILL:% '\’a(t) C|

: L Le-w) \ (¢) =
(‘11) L(,e) ) C;

dende C, y C, son censtantes.
De (6i) podemos obtener L) ya que

d -
S Liaty)] ratt) =c,

Yy por lo tauto

t
A Gt foa,LS)JS
A= C, @

que sustituida eu (Uii) obtenemoe:

A Sit-w- §:W0~L:)Js
c, e

e

bi(t) = C
n c.e-S:au)Jg t
Cy @




t-w
-C W “S, acs)ds
e e

bLe) = c
-Sf;. ¢s)ds 20

t-w
- S. w(s)ds

= C
- §, @is)ds »

4 A
bit) Stﬂﬂ t 3
.'.0-
(A

- (A7 ]
donde la constante 3@ | luego
(7) ble) @ ¥ = C,

por le tanto la ecuacidn difero-diferencial (4) es reducible
@ una scuacién con coeficientes constantes ei y s6lo ei ee
cumple la condicién (7).

Pero es evidente que la condicién (7),en general,no se
cumple,de modo que podemos concluir que inclusive las ecuacionss
lineales difero-difercanciales tipo (4) con coeficientes perié-
dicos tiensn que investigarse en forma independiente,no basédn-
dose caei en nada en la teorf{a de las ecuaciones difero-diferen~
ciales con coeficientes constantes.Para ecuaciones difero-dife-
renciales més complicadas y sistemus (por cjemplo,el sistema del
ejercicio 12 del capf'ulo 6 de (2] ) obtenewos condiciones més
fuertemsnte restrictivas que (7).

Finalmente,veanns a wanera de ejenplos,dos casos particu-
lares,que pusden ser iransformados s ecuaciones con coeficieu-

tee constantes:




Sea el gistema de ecusciones cen coeficientes peribdices
y retardes prepercienales al perfode [4]:
(8) xterve b [A )+ AX(E-TIF + ¢+ + Au xlt-aT)] =0 ,
dende b(€)3 0 ¢p una funcién escalar T-periddica y las matrices
A; sen censtantes.

Bste sistema puede ser transfsrmade a une cenm ceeficien-
tes censtantes nediante un cambie de variable.Bn efecte si

sustituimes a t per ¢(¥V) dende

*
!

(9) 'Z&J‘!S m)df

.
de donde
.‘T’Q‘ Wlt)

y (8) toma la ferma

k() j—: = W) [ Asx B+ AKX =TI ¢ - 24 x(bCN)- mT)]=eo
e sea
(10) s e)+MI [Axiet) ¢ AXUEA)-T)4 - - -+ A xittr)-mT)] =0
de mede que

KN) 4 A X()+AX(T-T)+ ¢+ + + AnX(7- MT) =0

Ankloganente [56] podemve ver que la ecuacién escalar:
(11) el s ote)Ye) + b [c, 9 (LTIt - + + +Ca SLe-mT)] =0
dende L(O%0 y alt) sen funciones T-peribédicas,con (i constan-
tes;puede ser trunsformads a una ecuucidn cen ceeficieutes
censtantes,mediante el cumbio de funcidén incégnita,e sea intre-
duciendo la nueva funcién incégnitu Xi¢) u travése de : Yig)=Xte) W)

Q_‘S:[Al 3)dt

con Wit)= ‘y haciendo,finslwente, ¢l winmo cauwbio de

variable que en ¢l caso anterior




llegames en efecto a




II, CONSTRUCCION FURMAL DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION DIFERO-
DIFERENCIAL ESCALAKR CON RETAHDU MULTIPLO DEL PERIODO DE LOS
COEFICIENTES,

Consideremos la ecuacidn
(1) A G)+ b)) b ()t~ A T) + by lt) (-4, T ) = O

como es tratada en [g] para retardos constantes,aunque aquf
estudiarewos el caso en que los retardos son mdltiplos del
perfodo de los coeficientes,esto ea bylt), b (t) y kb (¢) son
funciones cont{nuas T-perifdicas y ).,&IGZ.*

Buscaremos las soluciones,siguiendo a Floquet, como
Sé
(2) Mme) =Qlt)e

donde Wt) debers ser una funcién T-periédica,

Sustituyendo (2) en (1), teuemos:
(¢-A.T) sle=2,T)
PO o s CEr B IRIS S WEIE-ATIE  3bER-RT)C =0,

y dado que ¥ es T-periddica obtenewos:
, -Sx7T -s2,T _
(2ry ) € + @) [s b4 A bt C ]=0

st ‘
de donde simplificando en @ e integraudo ta ecuancién en va-

riables separables llegamos a:




¢t _”:r -“'T
st [W+bme  vL,me - Jdv
() perYw=ce e

y de nuevo por la condicién de periodicidud de ¢ tendremos que
S debe satisfacer:

T
t'f ST

.S2,T
zu-s:[L,(V)fh(ﬂi“'ﬁ'b‘(v)é”'rliv - c étew)-s.lktv)okcvlc et

Jdv

de donde

7 52,7 .
eT- ;:[».,w)+5.(v) éM b et 1dv

)
e decir,satiefard. s :
T T —S,TT -
T+ (eantive & fodve € [ butndy = 0 )
[ [ ] o
esto en
- = SAT = =SHT
(4) {(s)”"—.—.fg+h.+b,ef +h, @ ' =0
donde
-
(5) LC - # SOL;'(V) dV ( (.-'-0)')2)

(%)Aquf en rigor deberfa de aparecer en lugar de 0 el nimero
2a%i (me Z)que llevarfu al cauwbio de las raices de la scuacién
caracterfatica (4) en la magnitud 2u¥T'{,sin embargo de la forma
final que toms la solugidn (8) se ve que no imprimirfa ningdn
cambio e dichs forua finsl,




Resumiendo tenemos que la solucidn (3)-(2) de la ecuacidén
(1) tiene lugar para las raices S del cuasipolinomio (4). Y
esta es una ecuacién de las estudiadss en el capftulo 12.de [2].
Allf se mue¢stra que una tal ecuacién (4) admite un conjunto in-
finito de eoluciones Sv.em C.

a)Tomando cuslquiera de las raices simples Sv determina-

mos la correspondiente golucidén Y a través de (3):
(Pv ‘.*) = 'WU-:S')

y finalmente,a través de (2),10 solucién de (1) nos queda:

t -
.t ‘S.[l'o‘ v”u'ms.z.’r;_ ) éf.xtr] dv
(8) Mmu)="VY(is)e =Ce

El coeficiente C pueds usarse pars norsalisar la solucidn,
Por comodidad puede tomarse C=! ,asf 1o Laremos si necesitamos
(6) en 10 sucesivo.

‘b)Bi Sv es una rais de sultiplicidad M, de (4),entonces de
maners anfloga al caso de polinomios caracterfsticos (para ecua-
ciones de orden n ordinarias sin retardos),puede directamente

comprobarse que las expresiones

.
L

(1) 52“.5‘ [’W{é,S)QSb]LzSY ((=ye,. o)

swon también soluciones de la ccuacidn difero-diferencial (1),

Bfectuando la derivada (7) wmediante la férmula de Leibni tz,

obtenesos que la raiz S, de mnltiplicidud/‘r le correapondeuj'\,




soluciones linealwmeute independientes del tipe

&
e M"“F{ -)I[W‘SN . W z-[r,"'“»‘m ...+/.—'LSN' ””)_‘”l
( ¢z 1,2, .o

es decir
Sr
M (t)= WiL,s )<

st
Az () =] WL, SO+ 3, :a Yie,s .)]o,

S.t
Moy E) = [.z—, VitsS,) + 'Tl". }s"léﬁv) 'W“r) 57)]
L 9 oL &
M?‘v(t)[ _)l"i( 1Se) ¥ Z‘V'Q)' ”’Yl t,5)+ 4\-/“ | ASN 'Q( )Sv)]

o introduciendo las funcioued periddicas "v.' (¢) cowmo

(9) L (e)=° —;-;-."Wu,s.) (E=hz-- ) MAr)

tendremos las /‘r soluciones linecalmente independientes:

vt
Mante) = @olt) &
Svt
Mo te) = [w..(e)vwnm]o,
(8) Myt =lEwwe S t g+t )] e
R e

MT/A‘“') =[al:| (/‘r‘)‘)‘. (p"!u)

La independencia Lincal de las woluciones (8') es evidente,

daon que ellas coutlenen como tactores polinowios de disgtintos

prados con covilcieaten periddicos ('?'.l)'




Tambi én puede comprebarse,féciluente,la independencia
lineal de las selucienes tips (8') correspoundientes a distin-
tas raices de la scuacién caracterfstica (4).

Batsa des resultados son uu anélogo complete de le que
ecurre en el cuss de uane ecuacién ordinariu de ordes n, cen
la donica diferencia de que el conjuuto de ruices de ls ecuacido
caracterfstica es en general un conjunto infinite (véase (2]

y [3).

Debide & que (4) es unu ecuucién trascendente y eu gene- .
ral tiens un conjunts numeruble de raices {5} ,resulta natural
el plantearase el preblema de¢ la completex el cenjunte nume-
reble de soluciones particulares del tipo (8'),este es,plan-
tearee la posible representacién de cuulquier selucién de la
ecuacién (1),mediante une serie,finita o infinita,a través de
las solucienes particulares construidas tipo (8'),

En sste trabaje no egtudiaremos completamente este pre-
bl ema, que en ;( resulta ser un prevlema suficientemente com-
plicade,Sin embargo pedemos al menos dar cjemplos,que por un
lade nes muestren la no vacuidad del problema,y por otro mues-
tren que uo todo sistema de solucienes tipo (8') es complete:

i)Si 1a ecuacién (1) es sumceptible de transfermarae en
una ecumacién con coeficientes constantes mediante una cierta
transgformacién lineal (similar & la obtenida para la ecuucién
1(4)).

Sea

(10)  Lex)E k)47 XU+ xlE-2T) 4 ¢ X[t ~R,T) =0
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la ecuacidn trassforuada de (1),con C; constantes.

Entonces el sistewns de soluciones tipo (8°') de la ecuucidn
original (1) se transiorma en un sistewa de soluciones pal ticu-
lures de tipo clésico: 2“,¢¢“,t1¢$‘,... correspondieutes u ia
ecuucidn tiansioruada (10).

En efecto,
Lee*) = fus) e®t

doude

-2,Ts -2,Ts
fiy=s+ta e +CE

ademfs para cuslquier Mm% tenemos

~ s{¢-AT

) m_slt-a;T)
LUE"e%t) a(mt™" St s e UG (2T e + Q- e

expandijendo (t’l\nﬂ.‘, (t-h.T)m y tLouando eu cuenta que

v AT
;( z$)= ('\fcn();f\iék'nv (~l)"c, (2,7 ® (v32)

obtenemos
m (9) m-V
Lieett) = @& () f et

de donde obtenewos gue i S3Sv es uun 1afm de multiplicivad /Mv

de la ecuncidn carecterf{stica,cntonces




Li+"e* )z o (0emep,-i)
o sea que eu efecto Qf':'f Zs't....,t"-,es't son las #v solu-
cioncs particulares correspoundientes & uua rafz caracteristica
Sy de mul tiplicidad ftv,

Por otro lado,en el capftule 4 de [2] se establece un re-
sultude que afirma que cualquier solucibén de la ecuacién con
coeficientes couatantes de tipe returdado como la que aquf{ ana-
lizamos se puede desarrollar en una serie respecto de las solu-
cienes clbsicas obtenidas &t ¢ e ,...,es decir

MLit)= gi: e ptt) towz s {27, 2, T}
y esta serie converge uuniformsmente para t en cualquier inter-
vale fiuite,siempre que lLas partes reales de las raices de la
ecuacidn caracterfstica esten en el sewiplauo complejeo W(sI£c,<0
con € una constaute debidamente establecida eu diche resul ta-
de.Lo cual sBiguificu que este sistema cs completo y por lo tan-
to el sistema original de funciovnes tipo (8') es complete.

Cume L(x) es un vperador lineal y hemogenco, cntences Pty e
es selucién si y e6lu 8i ¢l grado del polinomio #tY) no es mayor
que X,=} y también 23Qﬁﬂﬁxo serd solucidn,para cualquier
sucesién de raices caracter{sticas {SV} de LX) ,8i y sdlo ai el
grade de los pelinomios () no es mayor nque la multiplicidad
de 54,

ii)Este segundo cjemplo nos dice céduwo a ccuaciones del
tipo (1) ne sicupre le corresponde un aisteme completo de solu-
ciones particulares,esto es,nos proponeuwos hallar un sistema

tipe (8’) ne completo de soluciones particulares correspondien-

te a una ecuacién especf{fica tipe (J),En efocto,congideremus [4]




la ecuacién
(11) L) = bit) m(E-T)
cen W(¢) funcién alternante (cambia de signe) de perfede T y
cen cendicién inicial:
(12) ate)s bet) | vte[e, T, te]

Veanes ol sistema de solucienes particulares (8') en este
case no ¢s cemplete:

De la nisma forma que en (2),ebtenemce que

SuneTig -5, e
)=

Y per tante

. -5, T
e = QS', wtle 4

ceme b(t) es funcién alternante y periédica enteuces existen
t

t,y t, tales que oat.u..éTySM\:(f)J;. 0,y ademfs blt) no idén-

ticamente cere para te€[¢,,t,] ,satisface; Alt12)= am(rh) ,den-

de X¢ Z Este 6ltime es clarv ya que:
LR 5T Ltk -sT
QS.uz)e. 5 _ QS. b(§)e dt
(Y23 tatr X
> § eendi- [ bihat=o
ttA
{bydg=o
e 0
Ahora,usando el hecho de que .u(e)=btt) VE elteT,to] | te-

newous que

A1) = b)) MUE-T)  t e[ to,tetT] =D Alt) =" (L) =>

it
v

t t
mit)-utte)= [ (IS = act) =blta) +j‘“|:c§)ag
b} < Aaty) , € &iy , B e [te terT]

Fer tante priw te frocidén alternante b(t) ¢l sistewa de golu-
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ciones tipo Floguet une es fundamvntal,

Finalmente coubiuande los resultades de I(8) y lo Gltimo
que dewestramos,en decir,de (11),ebtenemes que una condicién
necepuria y suficiente Bﬂ para la couwpletez del sistewa de
solucionen del tipe Flequet de la ecuacidn
(139) W'(t) = QL) Ylt) + b(2) VLE-T) ,
con coefacientes periddicos de perfedv T,cousiste en que la
funciéu b(t) pu cambie de signo,

En efecte,sf b(t) ne es de sigue constante,es decir b(e)
es alternante,eutences por ¢l resul tude anterier de (10) el
sistens de selucienes ne es complete.Y recfprecamente,si bstt¢)
es de sigue coustante,entonces la ecuacién (13) puede redu=-
cirse cowe un cuse particular de I(8) ; una ecusciéu ceon
coeficienten counstuntes,paras la cual el sistewa de selucienes

es cemplete.




I111.DESARROLLO ASINTOTICO EN SKRIE DE LAS SOLUCIONES A TRAVES
DE SOLUCIONES TIPO FLOQUET,
Ne ebstante que las sslucienes particulares tipe (8') de
I1 ne formau ¢b general un sistewa completo,es pssible, sin c¢m-
barge,desarrollar cualquier selucién de la ecuacién
(1) Alt) + o, LE)ALLL) + b(t) K it-2T) + bylt) d(t-2T) = O
eh una serie asintética u través de las soiucienes tipo (8') de
1I.Bs decir,de esta manera teudremes que cualquier solucién
la psdremos represeutar "casi”™ ceme uua combiuaciéu lineul de
selucienes particulares,para tissmpes muy graades.
Supengamos (que ne busca la solucién «() de la ecuacidén (1)
definida per la funciém inicial
(2) mi)z ) , Ve el-w,0] 5 w= men 2T, AT]
Intreduscamos shera la funcién geueratriz para la solucién
mitt):

(3) Ucte,r) 4 i‘:ucnvf)P" ot TLT) (s)

vee

Tenemes la siguiente
Prepesicién lL.as solucienes de (1) uo crecen wks répide que

cierta funcién exponencial.De (1) tenomes que
t
ML) = f[- B8 alb) = b, L6) ML -2 T) - L,ce.)uu.-h,r)]ae. + A(0)
-]
sea ""'SYfJMJ”‘ y cemo lae bitt) (i=0,),2) san continuus y
periédicas,per lo tanto ucetadus: | b (82| & M

t + t
faue)] 2 M, f_ 1Mt e, +M.j.mu.-:.v)|ac\ fM‘Lluttc’luT)Ht.v e

4 -7 t-3,T t
L)) & M.Sluua)lhwu. S\uu.)m.r M,jlumm, < (M,fﬁ.fﬂ.)gmm)lu. t A
-w =AT -7 W

(8)Para P=27' uos queds definida la ilauada trausior.acién "z"
y pare v:e't la transforuwacidn discreta de Laplace.Sin embarge
pars nuestree fines ls transforsacién en ls forma (3) es lu mébe
convenieunte,
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<
S(M.’Nw“z)lt.
AW (Mgt M M) (2 e W)
\gu)'s ~m 2 = me

Basade en esta proposicién es que podswee wpsgurar que la
serie (3) cenverge unifermemente e indepeudientemente de ¢ en
~(Myt My M T
cierte cfrcule INER con R> 2
Ya que

(Mot M+ M3)(THYT +0)
M+ T) £« m @

aplicande el criterie de la rafz teunemes

— ———— w
e {f¢“‘uk.on;)¢c'ﬂ'rﬂ:)j < A 2“"0'""”')‘%’1"‘ v)z Qf".’ﬂ-vﬂa)T

A\ Y ) v ®

y del teerema de Cauchy-Hadamar

d L tAr Mita) T
n,= @€
es decir
-(H.f”;f“.)r

R,=
de mode que

R), &-(A.,H.'M‘)T

Para valeres grandes de Pl 1u fuucién generatriz U puede

definirse por extencidén analftica,Hallemos su expresidn explfci-
ta a través de les coeficientes de (1) y de la funcidn inicial
(2).

Cambiande en (1) ¢ por TrYT multiplicando per PY y suma-

ode respecte de Y desde 9, tendremosn:

[ o] U3 *® 4 ® v 5 *
£ twT) Pla by (29 2 M YT Pl by(#) Z aBtr-20T )P4 ) T M LE +ir-2)TI)F= 0
v:o ) 770

rey

pere este no es otru cosa que (debido a la convergeucia unifor-

me de (3)):
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OULe,

o) g V.S
or v ottr Ugep)+hee)] Zutr(ear)P + D Mfﬂv-«mf)v‘]+

A0
45, (%) [ 2:..4.1 (T+(Y=-2aT)) P‘fis “~ w+(v—z,n-)v']
= ca
au:'tm b U +h BUEDPY + b ) U PP 4+ m)z:. st (2T )P ¥

p
¥ b (t) 'Zj_‘;'gc THO-RITIPT =

Sea BT P) = bol#) + by () PY 4 Wi (2) P
2e~!
y GLp) = - L.(t)2'_‘. G2 )T) Py (2) L I (T (v-2:)T) PY

entonces ll egamos' a

(4) a-’ia——if"’)fuw,rw () P) = 6(2)P)

KResolvamos esta ecuacién bajo las condiciones a la frontera
siguiente:

(8) WU(o,P) — PULT,P) = JL0)

De (4) obtensmos

L 4
- { Bee,pet j B(2, P)d7
(8) U(r,p=ce ° I@ fre’t d¥

y aplicando las condiciones a la frontera (85) con ayuda de (6)
resulta que;

T -{ Bew, p)d
'.)(o)'PLCﬂt"D)Z r 6% P) Ya’

e-fe (tp)de

c -

} -

y por lo taute sustituyendo en (6):
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K (% T (Bt
e o *J;ctt,v)ejt dS ®  _fTaurNy

() uen-22% - +fogpe T JE

) < gl Bnat

Ahora estamos en posibilidades de estudiar el comportami-
euto msintdtico de las soluciones de ls ecuacidén (1),

En efecto,de acuerdo a la definicién de la funcién genera-
triz (3) los valores de la solucién resultan ser los coeficien-
tes del desarrollo ¢n serie de Taylor de la funcién generatris
1L(?)thne ¢s uns funcién weromo: fa,.Por otro ludo se sabe que
el radio de couvergencia de una tal serie es igual a la distan-
cia del orfgen de coordenaduas,del plano complejo P ,al punto
singular més cercano de la funcién WL .Pero en la dltima expre=
sién de U,dade por (7), el segundo suuando es una funcién enters
y el primero es uua funcién meroworfa,es por esto que los puntos

singulares de la funcién /8 resultan ser los ceyos del denomi-

nador del primer sumando de (7),esto es de
- B, P dL

(8) Flie)=1-p2™

Esta funcién a eu ver es una fuucidn entera,por lo cual,
el conjunto de sus ceros es 4 lo mfs nuwmerable y no puede te-
ner puntos de acuwulacidén finitos,

Consideraremos tales ceros de (8) en orden creciente
de sus médulos:

‘ﬂ' 3 "%, £ 0o 5-lPM lé" 'l

y supomdremos que algunos de tales ceros del denowinados pue-
den fepregentar singularidades resmovibles,debido a4 que en ellas

les numerudores taubién se¢ hacen cero.l’'or esto,sea Fi el cero
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del denominador (8) més cercano al centro del pluno P ,tal que

uo genera una singularidad rewovible de u(f}’)por lo tanto el

radio de coavergencia de la se1ie (3) es igual al médulo de ese
'; :R=|Pﬂ,

Por otro lado,el teorema de Cauchy Haudumar,sabemos que:
) .
(10) ® = f:;—& vlﬂ(?ﬂ’r)\ (0£T £7T)

y podemos observar de la expresién de u,dade por (1),el radio
de counvergencia R y por consiguiente el limite (10) no depende

do ¢ ,por lo que podesos escribir (10) en la forma:

. Je
1 o [
(11) Tl = f\:\; late))

de donde obtenewos por continuidad que

. t
Att)) i, tattl]_
(12) =t = Lime [ ]Muu)l—twl‘“,t [:]T Tesp ¢ oTA

t 2ad )
o sed
-TA

(127) R= @

donde

A= y PO Lﬂ-———-——"au,

13
(13) t > t

es el llamado exponente caracterfstico de Lyapunov psra la so-
lucién 4alt),Lete concepto puede compural se con el indicador de

orden intioducido,en nuestro texto bérico [27,en el capftulo ¥

ptoblena .8,

Finalwente oliservauos que mediante el cambio




-TS
(14) p= @

la funcién (8) se trausforua en;

N N ] ‘;
- ¢ - .
F(P=1-Pe fBeeimde l—pe® TVt M) P 4y 0) P Jot
=278

v -)‘T‘ “1;“ -
< 2,73 i &M b t)e P INE THS)
_ gl b b e gr bR T b =1-e

=\
donde {(S) es el cuasipolinemio (4) de II.Por cousiyguiente,los
ceros f; de la funcién deuowinados (8) estén relacionados cou

las raices S; del cuusipolinowio (4) de II wediaute (14):

-t $3

(14°) P; =

Cou lo dicho anteriormente ys es fécil dewostrar el siguiente
Teorema 1. El conjunto de exponentes caracter{sticos de Lyapu-

nov ds las soluciones de la ecuacidn
(1) 4n(t) +hole)autt) + b(t) AlE-2T) th, (t) M lt-A,T) =0

donde b (¢), Wit) , byf) son funciones T-periddicas y 2,36,
estd formado por las purtees r1eales de las raices del cuasipoli-

uvowio de (1):

~t - - AT o .2Ts
(19) fesiEseb +b € 420 =0

-
donde los r‘- = Iob;(t)Jt (i=0,1,2)

LR
T
Demwostracidn,

be (12') y (14') obtenewos yue cada expuinente caracierfu-
tico de Lyapunov de cierta solucidn de La ecuncidn (1) coincide
cou La puite 1eud de une de lur r1aices del cuasipolinowio (1b),

. AT -5 T R (Sy)T

En efecto R“Q‘ y poi otro lude ‘Z=IP,-|=[QS" [‘ Q Y

recipiocuwente puru cada raiz del cuasipojinowlo Sy pueden conm-
4 ! i }




truirse las soluciones tipo (8°') de II,las cuales evidentewen-
te tienen por expuneante caracterfstico a M (Ss),

No ta.Be posible que adicionalmeante el e¢lemeuto ~® aparesce
como expounente caracterfstico si tudos los puntos singulares
de W gon rewovibles y el radio de couvergencia de la serie (3)
es infioitoe,

Teorema 2. Para toda solucidn 4/t) de la ecuacidén (1),y para
cuslquier ndmero 4 podemos construir la suwa fiuita de selu-

ciones de Ploquet II(8'):

A v
Q = 75 /f‘,c.; My ()
(t) roy-d Lo

que satisface la condicién

mit)- Aty = oe ")

cuande t~®

Bs decir cada selucién de (1) puede representarse cemv
una serie asintética de selucionvs tipe Floquet cuands t 2%
Demestracidu,

Coeme la funcién generatrix HU(5P) cgtf dada mediante uua

serie de potenciae .
Ur)p) = Zactrermiey '

entences per la férmula de vauchy [6] podemus obtener el va-
ler de la selucién

U ()P) +&T)
g dp (0t

. = L f
M) = A (T+AT) i ),
con C una circunferencia cen centro wu el erfyen gue no conti-

ene puntes criticos de U en su inverior.
Abera tomemos la circunferencia (r de radio arbitrario i,

sebre la cual no hay puntos critices de U ,entonces




lr:)d,,_ 33 vae ULHP)
P wier P pAY!

(1) wtrzgh
r

Para calcular el residue en el polo Pr;recordemvs que en
(7) UrP) o0 expresa como la suma de uuna fuucidn entera y otrs
Eeremorfu.Evidentemente es suficieute cousiderar sélo ¢l primer

suzande de (7) en el valer T=t-2T(ya que t= Tu),

Heciende en (7) T
- Jg sm,r)cl‘cd

v
H(n = 9(0)-Pf°c,(;,p)¢ ¢
’ -1 8¢, Prdt
FtP)=1- PC
entouces dicho primer sumando de (3) toma la ferma
¢t-AT - (% -
HLP) é{“"*"‘? He)e Leand _nne § s _
(1) FHr = Ene[r e SVRTIE T wipp - Fm]R
$ Uy .
HLP) L SHEBNPEY | wp) Sl rned
e LITEFO e =ime T + $(e,2,p)

ssta transforuacién es aduisible en una vecindad pequeiia de
cualquier cere de la fumcién F(7) |
La funcién § es snslftica en una veciudad pequeila de los

polos de U .Per lo tanto el residuo. .

vsa U (_f'! ?)
Py pas!

es igual a la combinacién lineal de las derivadas hasta de or-

.
don/(‘-"l de Q—S,sn.nd'!

s
ku efecto;hacicudo f=@€ tenemos

yon ¢l polo P, de uultiplicidud/&v.

t
-) B(
QSO 'I'P)J’z:']‘)(t,S)Zse (véause (6) de II),

Ahora expiesando las derivadus respectlov de P cowe derivadus

32T
respecto de S y usando vl que F,’ 22" uwutenemos que,en efec-

to el 1upidun buscailo ew iguul o la combinecidn linesl de las

22




24

uluciouc- tipe Floquet (8') de II. Es decir
Nr

(1,7)d [
T il IS Yy
Pe KPP il e
r"'[m) Pl
dende (ver [13])
— )“. -
4 lF(?')F:r[ o) e .0 ") ¢5 Blor, )7
dpfr M
t
4/‘.” [’F(P,)P,] d/‘r [F(P.-)Pr] . . O _d_ H’{P)C’:LBW}P,M?i
P A dpfr pygl P
A = : l : L
47 FIOH 477 [RPP, Aot - . - yBenp )y o
w[ ) W[ _ '] co. APV [RRRT g th)@£
[d P77 T (2ne2) dPAR (a e)) |

Estimemos ahera el término integral ea (16),

La funcién We,P) pare ost€T y P6Cs og acetada y por de-
finicién 2=[2] ,luege

;‘ﬁf "‘,ﬁ'—:."” o(x¥) = o F°)

Finnlmento ebservemos que la cendicién IRV <R correspen-
de a la cendicién Ra.(h))"-‘—".} Yy la denostracidén de este teeo-
rena queds completa si temamos en (16) la circunferencia Cp de
radio R& th ydende of es el nimero del que se hubla en el enun-

ciade del teorenma,para que ssf se cuupla que nc(sv)>"2"1-__k 2 -

Les coeficientes de lu serie amintética Zﬁﬁé Ci Ay (E) pue-
s, ¢=

den obteuerse por resf{duos,

Ls convergencia de estu serie uv le dsegure el tevrewa 2,y
puele ser divergente,

8f{ dicha rerie converge y admite ser derivable,entences

su suwe puede ser goiucidn Jde la ecuucibn cen retarde consi-

derada,pero no tiene porque coincivir con te solucidn que se
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ha estade tratande a saber 4U¢),

Este se debe a que el sistena de seluciones particulares
@ lt) =W(Lt,S¢) ue siempre es cemplete.

Per etre lade veames un ejemple en ¢l yue si se paes ul
li{mite cuande 2@ o5 (18) ebteuemos que la diferencia entre
la selucién y la suma de la serie asintética (si es cenvergen-
te) es uns selucidn que tisnde a cere més répidamente gue cual-
quier funcién expenencial,

Sea o] preblema de Cauchy

i (t) — g 2ty ale-)) =0
ait)e | (oses))

el cual tiene psr selucién,ebtenida per passs a:

) o R
e = 2o Y (“";" ) 2 0

haciende el cambis autit)> qu)e" ebtenemes que

f.'[ comave, €~ s]de,
W=

y per tante el cussipolinouio caracterfstice es {is)=S de mede
que tiene sélo una rafz simple a la cual le corresponde la se-
lucién tipe Floquet

Py A -

mt)= @

Yy la serie usintfticu de lu solucién estd formada de gdlo esta
selucidn,

Desurrollando la funcidu exponencial jpor la férmula de
Tayler con reafduo en lu tosma ve Lagrange es féci)l estiwar la

diferencia entre ju solucidn y la scrie usintédtica




V4
A [amazde |0 0T
[++]) ( ;7' ) < * = o((m)‘['“)) (vcocy)

La difereucia aw)-u(t) resulta ser una solucién ne cero ‘

Mid)- AL(g) = -

que cenverge a cero mde rdpido que cualquier funcién expenen-

cial, cuande ¢—-@®@,




1V. ESTABILIDAD,

De les teoremus 1 y 2 anteriormente demostrades se sigue
el siguiente regultado sobre la estabilidud de lans seluciones
de la ecuacién
(1) Alt) + byle ) i) + RIJLUE-AT) ¢ by (L) Al (E=2aT) = ©
Teorema 3.La selucién 4#)=0 de (1) es awiutéticumente estable
si y sélo mi son neyativus las partes reales de todas las rai-
ces del cuasipslinewio caracter{astice

TS — _-a,Ts
-Ssze 'Y

(2) FI) = st ¢ b, @
En efecte para toda selucién Ml®) y cualquier @ podemos cens-
truir
= 5%
M(t) - P Cvi Mo le)
G2« {30
(finita),que satisface
aalt) - ) = 0@ ™®)
cuande t —®,
Per otre ludo del heche de que la funcién U@P) para o&tsT

y P6Ca s acetada (ver III) teufamos que

’LLC?"")J' - occ“>
Ca P

eate nmignifica que

|{ 2R ar e me™

cou M cota de ULFP) gobre Cu.Aheras de la ecuacién ITI(7), cla-
ramente vemes que ostu cota M en realidud tiene la forma Mm
con MR y »m tal que 19101 ™M cen telwo].

Anflegamente de la ecuacién II(6) vemos que cuslquier so-
lucién tipe Flasquet 4, (t) enta multiplicavu por uuas constante
que depende de lam cendiciones iniciulces de la ecusciédn IT(2')

que & su ver dependen de la condicidn 416) =9 ,ura ¢el-w,0]
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de medo que
“ Sv' .
Iyittl € m [1 4 ) 1¥t0)] & oo ot l9tedl] € Cia by Me)
per tante tenemos que

[N é M m EC 4 am T 2 el (£ 1¢nted)]+- -+ 10ated]] 1 €57

Iy

Ryt
ased

Buzmarititt} =y A RCSe) 2 -
eato ea posible ya que las @ilt) sen peribdicas y centfuuas
y sea §nm“{‘vg}
seaCeR tal que 0502 mon {Ra.(st)lﬂl-“‘)’/"‘} Y Rl {/‘v}
entences lt"¢"'l=|t"£‘"“< e . partir de cierta ¢
entences

lutt)lsn.mc“°+mi e”Z‘. /élcvi' ; (’=M“{(‘,"‘}

A1) %A
pueste que <0 tenemos

e & Myan + ’mé ‘ﬁ;_‘é“vl\ <E

siempre que
£
- © msed
J meB DT ’
'+ 1a selucién up) =0 de la ecuucién (1) ee estable,

De 11I(13) y del teorema 1 deducimos que

RSIL-et s +EL
(3) e S U |t e

i P, { =0,
lo cual implica que “QIM Wl
Par lo tunte lu solucién uU€)=0 de la ecuacidén (1) es
asintéticamente estable,
Y recf{yrecamente, supongumos que /L($)%20 entences de (3)
Lin
g el #0
lo que significe que Lu solucidn A¢)=0 de (1) no es anmintéti-
camente cstable,

Jos teorenawm 1,2, permiten obteneyr otros resul tados rela-
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cionades cou el compertamiente asintétice y estabilidad de las
selucienes de ecuacieues que difieren"poce" du la ecuacién
fundamental hasta ahera analizada,es decir,de (1),

Bu particular,puede cousiderarse la ecuacién coun retar-

dos "casi” mdltiplos del perfode de lom coeficieutes,vsto es

(4) Lle) +lt) Alle) + Bt LIt~ W, )+ bp(e) A (¢~ wWs) w0
.donde
(5) 'w.-ng.( A ) ‘w;- );T‘ (4

Utilizande el teorema de Krussvskii sobre estabilidad
bajo perturbaciones constuntes (psra ¢l enunciado y demostra-
cidén de este teorema véuse [7] ).Podemus demostrar el siguiente
Teorema 4. S{ las raices del cuasipolinemio caracterfstice (2)
cerrespendiente a la ecuacién (1),tienen parte real negativa
entences exiaste un 4>6 tul que of se cumplen las condiciencs
de (6),las solucienes de lu ecuacidn (4) sen asintéticamente

establesn,

Antes de hacer la demostracidn de emte teerema veauos la
siguiente
Definiciéu, Ls solucibén 4:=0 de la ecuucibn (1) es estuble bajo
perturbuciones constantes si para cuamlquier £€>0 existen ndmeros
& yA tules que la solucién & de la ecumcién (4) satisface ia
desigualduc A CE Lu1a toda t3t,%0 yBlewpre que la curva

inicial smw)=gqie) telo,w] | w=ma {w‘,uh} satisfaga NOO<d, y

los returdons w,w;, : jJw-2T|¢4 , MW= Tlea
Teoremw (Krusovekii).Sujpougamos que lu solucidn M50 ge ja ecua-

cibu (1) er wpintbracumente vrtuble, eutonces ia solucidn M0 em

eatable najo pertur bucionen colptuntes,



Ahera sf,veames la demestracién del teerema 4:
Per ol teerema de Krasevskii la sel iiso de (4) es estable.
Ahera demestremes que es asintéticamente estable.
8in péruida de gemeralidad pedemes supepensr que XT<w,
y AT6 Wy  eatences per centinuidad de las selucienes (ver

apéndice ), touemes qus existe ¥, ¢[s-aT,¢-w] tal que

- !— te-w}:
ALl =2,T) =M J 3&"(1‘)

LY
cen ayt) selucién de (1) y W=w,-AT de mede que

(o) Ale-2T)z M L8N, ¢ s (E=wn)
anflegamente existe ¥, &[t-2,7, t-wy] tal que
(7 ALLE-2,T) 3 M (E) g +Alt-un)
Y W= we=A,T,
Substituyende (6) y (7) en (1) tendremes
AB) vhplt) ie) +wie) uit W) (€)M (4- 03 ) = - )M CE DN, =~y t4) ML),

pusete que las raices de (2) tismen parte real negativa,entences
el términe de la derecha tiende a cere cuande £+a0  pueste que
aié) es seluciéu de (1).Bste sigmifica que para tiempes gras-
des cualquier svluciéu de (1) tiende a parecerse cada ve:z més
a les selucionee de (4).

De ferme similar puede demestrarse que cualquier selucidéu
de (4) tiende a law eslucisnes de (1) cuando t-»00

Per tante %‘ﬂ“”‘° y hemes dewestrade cempletumcntie
nuestre teurema,

Casi todos los resultados de los capftules 9,10,y 11 de[2]
lioude Lla pmeite Lineal de las ecuaciones soun cel coll cowficientes

coustantes, pueden ser obtenides pera el cuse cuaude les coefi-

cientee son perifdices y con retgrdus wiltiples (el perfede




de les ceeficientes,

Para bacerlo tasta anslizar las propiedades del ndcles
vis,c) .Bote ndcles juexa un papel similar sl Jugade per la
funcién de Green en ecuaciones diferenciales erdinarias (ver
[14]).

El ndclee Vis,t) se define cowe la seluciéu de la e¢cusc-
ién conjugada,sin emburge,puede demestrarse que también puede
vérsele cone solucién de la ecusciéu eoriginal,

Veames cdwo se define tal ndclee:

Defiunicién. Bl ndclee V(S t) ge define come la duica suuncién
(ver apéndice ) cen deminie t3t,, t-wks¢¢ (0""“{1&);7})

coentfnua en tk S €8¢ y que satisface las cundicienes iniciales

0 e-w &S ¢t
vis,t) =

1 t=g

y la ecuacidn adjunta

-Lvie) + 2 visenr, )b =0 (24=0)
veames que la dnica selucién centfunua de
(8) LLe) + é»;ct)uu-a;r). wit)
es
t
(9) ate) = § vt weds
te

cen la cendiciéu inicial mesyzo , to~wWeSEE,
Multipliquemos la ecuacién (1) per V(s,t) e integremes ile

to a t pars obtener

Y 2 v t
(10) Svu,e) ALLS)d S + 2.'.‘.. S Vs, e bits) Aucs-2;T)ds = S‘vu,z)wu)dx
te ¢ to »

del hechu de que MIS)=0 para tewis€éle y que v(s,0)=0 para

t~wess4t teuemes que




+ t

{ visrt) bies) mes=aT) ds = [ TesenT, £) bies) aes)ds

to °

por tante después de¢ una integracién por partes del priamer

suuande de (10) tenemes .
MLE) UG T g[_ ‘%V(S,t) + Li:‘; V(S+2T,t) b;(s)] Mes)ds = fza,uwum
y per la defiuicizu tencwos justameute que lu duica selucién
de (8) es (9).
Eu base a esto demostreuws el wiguiente
Lema.El ndclee V($,t) come ituucién de ¢ para una S fija satis-

face la ecuacidn

2
(11) }“’V(S,t)f Z VS, T =0

con las condicienes iniciales
{o SCE € SHw
vs,e) =
\ (& X
Para la demostracién de este lewa sustituyamos la expresiéan (9)
y su derivada os decir
Qte)s fe}k Vs, €) Wis)ds — ViLe) WiE)

en (8) para ebtener * .

Seﬁ,ﬂm)ﬂﬂ“— vu,t)wlen—é.‘b;m f;rts,t-h'r) ws)ds = wNS)
y come VI&E)=]  entonces

St[ a‘vun) s ‘ch:.b;tt) VS, t-AT)] Wis)ds =0

y puclt:. que (S) es una funcién arbitrariu pedemos concluir
que el cerchete del iutegraunde os cere y per le tuante V(S,t)
satisface la ecuacién mencienadu per ¢l lewa.La condicidn ini-
cial del lema se sigue de¢ la condicidén inicial de la detiunici-
én,

8f aliora aualizauwos la ecuacibu (11),venuos que median-

te la transfermacién




t=£|#‘r

S‘S|fT

noe cambiawes los ceeficientes de la ecuacién ni la ferma de
las cendiciones iniciales, Por le tanto para ccuaciones con
coeeficientes T-periédices se tiene

(12). VISHT, t+T) = VIS ¢)

Para eatinar el valer ViS,t) utilizarewos el métede de
las funcienes generatrices U(HPS) ,La funciédn generutriz
UlL,Ps) de VI(5,t) eg una funcién cont‘(nul del parémetre S.

Supongamos que tedas las raices del cuasipelinomio carac-
terfastice (2) satisface la desigualdad R (5))<® entouces simi-
larmente a le hecho en IlI,obtencmos

1vtsedl = 1vts, 2ear)) = | 5 .L"—L—‘%%T")d'lfa“)@“; (04t 4T)
dende At$) es una funcién centfnua de S,haciende a.s;;r;:dca.u) "
y utilizando (12) tendremes
(13) [wise)ta, &t (065,¢T)

Supengumes que iLa rafs caracterfstica S| es real y siuple

y el reste de las raices gatisfacen la desigualdad
N (s,) €S, (v>))
entences per ol teorema 2:
(14) V(S,t) = CLs)Pe) " +visye)
dende Vi($,¢)= O(.ts'b) .Por etre lade de la unicidud del dema-

rrelle asintétice (ver [15] y [16] ),y de (12) se sigue que

g, {teT

ct S)Wt)ﬁ‘to'\r.l{,t) zes+T)0t) @ )¢ U, (54T, t+T)

t

cs) 2>t =CesHT)

Luege la funcién
s) = cs) etd
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es periddica.

Bl términe vV,(5,t) en (14) puede estimarse en ferma
anflega a la estinaciéu hecha en (7) y de ese medo ebtener de
(14): |

) t-3
Ves,t) = WE)WL) et )+\r.(s,t,)

cen
Wi, 0)] £ aq ) (¢s) |
La férmula de la estimacién (13) muestra que una cendici-
én para el acetamicnte del ndcles VIS, %) consiste en que te-
das las raices caracterfsticas tengan paurte real negativa,
Similarmente puede mestrarse que uua cendicién suficien-
te pars ¢l ucetumiente de V($,t) consiste en la ne pesitividad
de las partes reales de ius raices cemplejas y en que las rai-
ces imaginai ias sean simples,
Usande este resultade obteneues ¢l siguiente
Teorema 5. Supengames yue lus funcienes bi(t) y di(t)  (i=0 . ,2)
sen centfuuss y lus wilt) gen T-periédicus.Entences una cendi-
cién suficiente para el scetaniente,cuande t?®  de tedas las
selucienes contfnuas de la ecuncién
(15) adt) + é[uundau)] M(t-2(T) =0 (xo=0)
ceupjiste en:
i)Tedas lus raices caracterfsticus de (2) tienen pl;te real ne-
gativa,
1) [Pordt co (mome)
Demestracién

Escribamus uuestrs ecuacién en ia feima

3 8
M ) -37T)Y =~ e 0T
MK 2;0 b (L) Ak Lt -2;T) ‘?;:.Jl (> u-2;T)
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y en (8) sea
wit)= - éd;tt}uu—)t’r)

de mode que

t 2
Mit) = - I VLS, L) 23 dils)y Mes-2iT) ds
ty ¢=0 T

t T
() & i: fwtm)lldau)lluu- 2T)ds £ 1t ¢ 2'; fu;(smr)nmsms
=0 te L t.-).'T

entences per el leama d‘o Grenwall (véase [2]):
t-a:

e £ exP | DldisinTds = gxp Sté\a.-mus
to T te

y cuande t»® por la cendicidn ii) tendremes que l4l¢)] es

acetads,

Enunciarcmos algunos teeremas del cupftule 11 de [2] -
pars auestre case,¢n les cuales,ebéle se du un eshozo de la de-
mostracién;pura més detalles ver [2].

Tesrcuna 6. Supengames que:
a) %) (iz0,1,2) peribdicas y centfnums,y las raices del
cuagipelinemie curacterfstice tienen parte real negativa,
b) §lti4,v)¥W) contfnua en una regién N t3w (wzameg IAT,XT})

| AL HITIEIwE £C,
c¢)En la regién N ,la funcién § autiot.:; LECt, a0, )| & Pre)(1aaltivi+iwl)
dende #(¢) ¢4 centfnus aatisfacieunde Sw‘”‘“‘t <@
d) Vse) <G trowistt,dende V(S,t) ep ¢l ndcles.
Entences sf m= xﬂf:ﬁl‘)ml ¢s suficientemente pequere, cunlquier
sslucién uft) de
(18)  L(t) ¢ bolt)MleN hLEM(E -2T) +by (MUE-2,T) = L0t ua(e), MUE-R T ), ME-2yT)) | t>w
y la cendicién inicial
(17) Mlt)z (L) | Otew
puede ser centinuada sebre c¢l intervale wst<O y es acetudu

en este intervale.




k1)

De hecho hay censtantes €y y Cy tales que para toda selu-
cién 4lt) pars las cuales mic, gatigiacerd lAt)] LM,
Demestracién.

Una selucién att) de (16) y (17) satisface
(18)  ate)= Molt) *S:rts,e);(s,ms),uls-)ﬂ'),Mts-h;‘r))ds

w
en cualquier subintervale de (w,®) en ¢l cual #(t) existe y
la integral estd definida. 44s(t) eo lu duica selucién de (1)
y (17);después de multiplicar (1) por -Vis,t) ,de integrar dee-

de w a t ,y usande las prepiedades de 7V(57%€) encentrumos que

w w
(19) Al)=qW) V(W) + Swm.r,t) bStAT)as)ds ¢ | VIS42,7 £)bist X2 T) 4 5)dS
w-2,v weRy T

ceme V(S t) es acstads hay una censtunte Cg independiente de
9(t) tal que teda selucién de (1) satieface !delt)sCsm 20,

Ahera sea €4 tal que c,,>3c.¢.x9[3c‘s:¢ts)ds] y Cl=a%‘,

Veamos que toda sslucién de (16) y (17) satisface luit)l ¢cyan
cen ™ty y que puede aser extendida a 00,

Es clare que Ut) £CyM para O6tw yu que Co>G21  of
It €y para okt €410 gntences NUL = el t21utt-WH < 3y
para w £tét My coue 3%M53¢3q=i¢. entences
(t)aalt), ME-2T), ME-2aT)) EN | et & wet, , Mo M) < %
Entonces per ¢l teercmu de eximtencis de Cauchy-Peaus (ver [2])
s¢ sigue que la molucién puede ser extendida més alld wel puu-
te t,rw

Aheru, si dewestrames que A <cym pure £30 entences M(t)
puede ser extendida o 00 ,Supongamos que 1o re satinfuce U@Ly M
entences existe 1:°W val qgue

| alta)] =Cy A

bl < cym oLt ety
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per centinuidad de uit) ,Come NUNILICYM O tst, gutences
(¢, ait), it-R T), Ult-2:T)) € N para o &t éta
entences Allt) gatisface
ML) = Molt) + gvu,c),((uts), AMLS-2T), ACS-RaT))d S, wit bty

per c) y d):

LA £ Cg m ey j:vm NatesiHid s we tete

Nute)ll € 3Cgan + 3G S:ﬂs) HWaisiids wetdty

Rl €3¢gm expl 3¢ J:cmus] < Cymm

= el <Cym F

Esta centradiccién nuestra que wu(t) puede ser exteandida

sebi ¢ OLEE® y eg acetuiam |MU(E)|cCqym,
Teerema 7. Supengaues que
a) bYiit) contfuuas y periddicas ,(i=om2) ,
b) ftu,v,%) contfuua en N:Wwi+ivl4i®ml €¢, y {00,007 0
c) Pars cuslquier ¢;¢¢, hay uua constunte ¢, tal que
(20) | fea,, v, 0)- fray, vy, W )| < o (Valy-at) ] U=Vale [ 9)-10, ] )
siempre que (u,v,,w,), (M2, v;, )N 5 W= Adal 1= Val4 1wy~ W) € Cy
ademds (,;»0 como C;—bo
d) Las raices del cuasipolinomio caracterf{stico satisfacen la
desigualdad /4 (5¢) <-2, (esto implicu que |vl€,¢)léc..cxr[-),(e-s)])05;51).
Entoncee si rmlé/tu!‘l“u es suficientemente pequeiio existe dnica
solucién contfnun Ait) de
(21) au)m,u)mu&hu)mt—.&.r)»—b,u)u(t—.&;r):[(uw,mt-l.'r),u(e-h?)), tow
y (17).Ests solucién puede ser continuadn sohre el intervalo
0s¢¢@ y me aproximn a ccro cuando ¢ ® de hecho, hay un Cg
tal que,dado cunlquier 2,,-2,<¢-3,<0 4 puede scr elegidou jo

ht

suficientewente pequenn para que Juit)] £2¢g me , td0
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Demostracién,
Una solucidn uii) de la ecuacidn (21) con valores inicia-
les (17) satisfuce la ecuacibn
(22) )= Mou)frﬂs,ﬂ;w(sa, ALS-ATY, AUCS-2,T))ds
w
con Melt) solucidn de (1) con los wismos valozes iniciales,
De d) y (19) existe Cs>0 tal que IA,(t)l&CSMd"., tr o,
Sea {uatt)} tal que
Manilt) = Melt) + Ews't){mqts), M (S-MT ) Mmm(S-22T))ds | Et>w
Mailt) =9e¢) | ¢ € Loyw]
Veamos que {u.tt)} esta bien definida Yt{>wW eg claro para i,
y Y™ con telo,w]
Supongamos que ju,it)|t2¢5m,t¥v0o ,esth bien definida.Ses
¢y= 11¢m y m tan pequeiia tal que ¢; £ ¢ eantonces
W )1 Bl 2T & M- 2aTI &G Cg e P, €50
por c)
[f(Rutt), malt1=2T), sr (= AT & GCa C5Mm
y estf definida para ¢.>w y por tanto

t
o) £¢5 m e Mt ccrcyts mfmoxP[-a.(t‘Sﬂ ds

n

[ ]
Cgam + 6 CrCy Cy m’ expPl-Atiddt,
[ ]

1

Cgmm ¢+ 6 Ca CyCy ’l-;‘—'-

como ;00 8i m+0 ,sea ™ Lan pequedia que 6""/4\. ¢| por tanto
(hmeilt)|£42¢Mm  y Lla sucenidn esth hien definida para T 20

y uniformemente acotada,.

Veamos converpgencia de¢ la sucesibu,lor ¢) y d) y con

Mo lt)z mog (Mult)e Mu-i Lt ]

ote ét
[ 3
I Mmalt) ~atmlit)] gj(lcqmm((:?,.fvthl-)n(t'tl)] de,

om0 W, ()= Malt) t ELO,w] =D M le) € ¢ myut)  L2o0




as

Y puesto que €20 s8i (;» 0 entonces Cg«l 8inm es suficiente-
mente pequeiia
Mé m,,, (t) £ Mc,(t)'é';o C':
entonces ’-E:Z:M‘....(U converge |
como Imi)f9¢ M entouces la serie converge uuiforuemente
para 120 y la sucesiféu adnit)—» M(t) tal que wmie)=9¢), t€Lo,w]
Y por tanto Mlt) es molucibén de la ecuacién iuteyral y conse-
cuentemente de (21) t>o0
De (21) obtenewos
-4t M
luhl esm e™ *Cl‘#fu[IMH:)HIM(&.-).T)HIuté:'AnT)l]exP{-A.(t"t:)]dt,
puesto que {(o0,0,0)=0

por tanto

a,t

PN N N T T alNPLIE LS i‘/‘“‘"l et

1) e

y usando el lewa de¢ Gronwall

[-2,4Ccqy (1t QA.,.T* ez.).r

M€ Gsm @ e
puesto que ;0 cono ™0 ge miygue que lul)-® 0 cuando ¢ P
con orden exponencial,siecupre que m gea suficientemente peque-
io.
Finalmente tenemos el siguiente
Teorema 8., Consideremos la ecuacidn
(28) Kult)+[aott) ttt)]ute)s [a,6)4 Wit)] Ale-RX) [ t) byt ) ]t t4-RyT ) = (8, Met), 414 - MT), 1623}
a) La rafe A de (2) de parte real whs graude es sinple,
b) att) ,at)  Gelt) contfnuas y
Su,'aa“.)‘dt <00 , ﬁa.u)]ac <@ , fm{a,u)[dtd 00
c) f(¢,,v,%W) contfuua para €20 y toda «,v,w y satisface
Lf L, v, 1) - OG0, 10) ) & BUU) QM 4214 17,7, I+ 1w - wel)

londe (€
o J tigidt 2
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también f(¢,0,0,0)=0 para tzo

* tonces la ecuacidn (23) ticne una solucidn «) definida para
toda ¢ grande,con la forma asintética ()= C“‘?lf)@"tf OCQU.).
Demostracidn,

Escribawos 1a ecuacién (23) en la forma

(24) Al 4bolt) M) +bilE) U (E-2T) + b le) a(t -2aT) = f(&, m (¥,
ALE-T ), MU= J2T)) = QoMU ) - O [ I R E-20T) = Q. (¢) A le -2aT) |
pensemos o)l término de la derecha como un térwino forzado,
Entonces uua solucidén de (23) es una solucién de la ecuacién
integral

autt)= Ao(t)+fwru,t)[ Hi,,M(t,),u(t,—).'r),uli,—);r)) < Gald)uld)) ~Gdb) Uth-AT) - a,(e,)ult.-).'r)] dt,
y viceversa,si (t) es cualquier solucibén de la ecuacidn

homogenea.
Podemos reemplazar la ecuacidén anterior con
+
(25) mee)=c st )e“"‘ljm.,t)l{a.,uu.),uu.-m), Wt 2eT)) - Gl Ut -Gy (e Jalt-2yT) - l.u.wa.—),ngt,

- at-s)
) v, (5t) donde IVilslea, ¢

t Ate
puesto que - v (S,t) = VSHPE)
con o <X y que V(5,t) es una solucién de la parte homogenea
de (24).Veamos que (25) tiene soluciones mobre el intervalo

infinito,con la ayuda del método de aproximaciones sucesivas.

Definamos
Moalty=C, W)@ty e 2es) Lomw et Lt, MmEo 2,0

Mott) = ¢, VIL) g™ t2t,
t
Moma ) = C.'O(C)Q(,{)Q“"s)-}L’g(tnt)[«f(é,umlt.), Mg (4= 2 T), Myl 2,T))
- a,(t.)u~l¢:)~ G ) Mg ld, -2 T) ~ G, (él)Mm (4, - 27 )]dt,

sea O = 1M F M (4-2T) |4 Laatt -2 T)

y usando c);el hecho de que ¥ es acotada por M ,ya que es con-
at-S)

tfnua y periddica;y que w0 ¢ (1ws)YW)|te.) e




facilmente se demuestra que

(26) UHdmpdl€ ¥ e lomere™ (v e
(M@ rae | j (¢lto)+la.u.)ma (| + 1t )il adactell €724 dt,

—)uT -lcr) +()+ e'-)lr )'7).

Supongamos que 21M@(E) azlj( Bt} + 1ol £ 1G] + G (04t &1 para
t, elegida Buficientemente grande entonces por induccidén fécil-
mente se prueba por substitucidn directa en (26) de

Nt lle 2la M@ | (e @™y @ 2T ) @2t
que
(21) Wag )il 2le mot)e *s | Ci+ @2
Ahora sea

Antalt) = 0L Nakalts) = Mgy () ] e 2

@—2;1’) e)t

entonces encontramos que
N Mg tt) = hmttl] @2 & € Aman (8)
donde
- - e Y
s = (1€ Ne™ ) | mata, lf\aow)l+la,zz.)lr(aztt.)|+ #e) dit <|
por tanto de m, (t)€(muylt) se .1guo que la sucesidn converge
a una solucién Allt) de la ecuacifén integral en (25) definida
para toda ¢2 t~w
De (27) tenemos

(28) Nt £ 21CM@LE) @™ “S](HQ v & X, T )@At

Ahora obtengamos la desigualdad asintética deseada, De p(s5¢)=
Alt-S)
PYsyonye +U,08,t) y de (28) tenemos
. ¢ . .
ML) = WPty e Jpewney @y, o[ (et st kT),

MUG=21) )= Gole VL) - Gutd ) I 3T) = Qo) sttt =2, T) [ A te = J(t)+ ()

donde
: a(t TP .
Tt = Qe L V) C L ) wtty 200, i ) Gty i) -

~C(,((|)M“|‘}(T)~07(il] U/(u')fﬂ)‘:J',
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L) = {jv.u,u)[m,,u (), AL -AT), MUE-22T)) - Gold)) MUly) - Gi(ty)
M) - G (d) ALd-2,7)] d¢,
puesto que la integral
I :"Pu.) &M [ 4ttt et T ), At 20T)) = o)1) =Gt 0 W )= QpteJACi- 2T)] .
es absolutamente convergente como una consecuencia de (28),' b)
Yy c) tenemos que - N
Jiey= @ [ [[wune [ Jde - [ ]
cion)ert+ o (e**) cuande ¢ ?®

’ie-$)

por otro lado,de (28) y de que vyuse)l 442 @ tenemos

D‘z (¢) = OC@“) .




V. SISTEMAS DE ECUACIONES CON RETAIRDOS MULTIPLOS DEL PERIODO,

lLos sistemas de ecuaciones

A

(1) 20 + MZ’%BM )yBlt-_2.T) = O

donde las Ba(t) pon matrices contfnuas T-periddicas y 2(¢) es
el vector funcién incégnita (2: R—R"),pueden estudiarse en
forma similar a lo hecho para el caso escalar,esto es, buscar

las soluciones también couo

ge
(2) 2ty = foy e®°

donde $(1) es una funcién T-peribdica (P:[R-~sR", N dimensidn

del sistema),

Susti tuyeude (2) en (1) y tomando en cuenta que
)= e s B et

tenemos que
Pulet + sPlt) 2°° + ,,E,‘; B. (1) Q‘t)@su-)mﬂ o

es decir el problema se reduce a regolver un sistema de ecua-

ciones’ diferenciales ordinarias dependientes de]l parumetro s :
< ~2AmT
(3 YO+[sT+ D) " ]EW=0
La solucidn de este sistema se busca en la forms

(4) $ut)= Vi, )8 (o)

donde #(0) os un vector constante diferente del vector o y
V{(t,5) es la matif{z fundamentul de soluciones (ue sutimimce la

condicidn V(0,9 =T e la condicibn de periodicidud de P(1),




obteuemos la ecuacién para determinar §(o):

() =vir,s) §lo) = vio,8) Flo) = o)
(5) [viT,s) - T]d=0

Para que (8) tenga solucién el parémetro s tiene que ser

solucidén de la ecuacibu caracterfstica
(8) dt[vims) -1} = o0

Del presente esquema se ve que en principio son generali-
zables los teoremas 1-5 al caso de gistemas tipo (1),con le
dnice diferencia consistente en que pura sistemas no contamos
con una expresién explfcita de la ecuacién caracterfstica (6),
ya que el sistema (3),en general no es integrable ni en cuadra-
turas,

Més adn,como en II & cada rafz S¢ de (6) de multiplicidad
‘ﬂv,dilerenciundo de acuerdo a la regla de Leibnis obtenouou/”r
soluciones linealmente independientes tipo Floquet,las cuales
forman 9 (:N-Vr) cadenas de soluciones tipo las del caso es-
calar,donde 4, es la dimensién del espacio solucién,VN la dimen-

pién del sistema y Vv el rango de [ V(T,5,)-I] .Es decir
ot

2,5, = Q,,,H) e

2y, @)=t &,y WO+ G, (0] o5t

=

. st
Z‘r;m’(t)‘[(%_’—:,)! P,j,‘" C '*?v)'m-j(”]a s

donde 131,2, 9,

MWy ey /‘v
r
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iv’.ltﬂ—’mﬁ . @,.)-_t = é,.“(t) son funciones periddicas,

Introduciendo lu funcidn generatrie (vectorial), como en
el caso eacalar la funcién U®P) spodremos generalizar al caso
de sistemus tipo (1) los teoremas 1,2,3,4.y 5.

Como en el cuso escular sea ﬁ(t,P):é 2(24YyT)PT
con 20)=3t) Vite[w,0] y ws mag {_),.,T]m:o,...,rm} .

En la ecuacién (1) multiplicando por P” y sumundo en v

desde v=0,tenemosn
Kosd - v lage) - v
SO ReAvT )P+ 20 Bu(2) Z (2 +(v-2)T)P] =0
=0 Mz o

y puesto que las B, son T-periddicas:

&

>3 ('r+vT)P"+Z_‘,Z Bau(?) 2(T+(¥-2.)T)P" =0

v=9 Y0 MmM30

44

3}3"+L B (r)[i Z W+ (Y-2.)T)P +£=w+w-u)ﬂ?'] 0

WER, P g | B2 02T P““L Z(r4¥T)P ]z 0

‘”f‘:”’ 2 Bat) [ B 3t traP P L2, P)] =0

auag,r)+ LB (ﬂp"“u(z\')p)-fZ)L Bm (¥)J(T+(v-2..)T)P'=p

donde podemos tomar como

25!

BenE DB@r g E- 2 L 8,05 (@ - 2amT

mEp v

llegando ausf a:

JWL2,p)

(1) I

+ B2, ULT,P) = GLT,P)

Conpideremos la ecuacién homogenca

(¢r) —
a—%:tr)’ B(t',P)u(t',P) = 0

entences 'lZ(l‘,P): W) P) 1L(0P) ,donde W es la mutrfz fuudumental
y wWio,p)-T,
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PYor otro lado (véase [1]) eriste QR(HP) T-periédica no-
aingular y una matrfz R(P) tales que:

W( T, P)=Q(T, P)exP(T R.(P) con  Q(o,P)=1I
y por lo tanto la solucién de (7) (véase [1]) es

k-4
(P = w,P) L o,P) +me)I[wu, N1 6E,PdE

esto es

4
(8) T(e,P) = Que,P) exp] T R(M] TWL0,P1+QuesP) exp] T2 flacs myexefy RPEJGCE, P

Sf comuv en el caso escalar aplicawos las condiciones de

fronteras ?—1(0,9)—?11”;7)5‘310) tendremos:

x
Qo, PYUO,P)- PJQU I XPLT R () UG )+ QLT PIex v(Tu.ln)j[aw,P)exP(z Ry P))]’écg, S MEEYDY

pero Q es T-perfodica de modo que Q@T,p)= QLo,P)=T ,luego

[1-rexpirrum)] ’R(O,P)*'P(aP(TFc(P))j[@ﬁ,?)e)(?(iP.(P))TlG(S,P) d§ =3¢o)
-l -— ° T -
T 10,p)= [T-Pexp(TR(P)] [3co)wcxP(m.w))S[Q(g,p)uP(}P.(P))] '6(§,P)J§]
y sustituyendo eato en (8) encontramos explfcitumeute a ﬂ(flp)

Por otro lado VI{¢,S) es lu matrfz fundumental de (3) de

modo que (véase [1])

VI, $)= Vilt,s)exp(t Re(8))
con W(t,$) perfodica de perfodo T y definamos & 12;(S) cowmo
R sy = ;‘ Lan PEXP(TRY(P)

esto §ltimo tiene sentido ya que PZ2XP(TR(P)) es no singuler

y por taunto existe una mutrfz 2;(S) tal que

CxPCIR)) = P axP(TR(p))




46

Puesto que V|, es T-peribddica y WI0,8)=I=>\(gs)= T , tene-

VLT, 5) = V(T $)CXP(TR(8))= Vi (0,5) @XP(T R2(S)) = @xP (T Re(S)),

por le-3abse. haciendo PvZés'T tenemos:
(0) Lt[viT,s)-T]=0 L= dt [P, exp(TR))-I]=0

por otro lado,sea R el radio de convergencia més pequeilo de

las series
(<] o0
25 Rl TP L, 2 ., (2+yT)PY
-9 T=o

donde 2=(z,,...,2s),

entonces para ciertas [ (12.<N) tenemos

, — ¢
1= 455 Viz;evm) -;;‘4;;3[:%2; 3]
LR = oo —L‘!W\hi(t)‘:t;ﬁw ﬂuz___liw [{]T.—.TM Aaltitllogye> pag™™
£

e [;] tom  t
Sea Y5 el punto singular més cercano al centro de conver-

gencia tul que no es singularidad removible de U, p ,entonces

R=1rl=lE™ - &
luego

AR A L 2= Rls5)
por (9) tenemos que ful(Sj) es parte real de una rafz de (8),
por lo cual el conjunto de exponentes caracter{sticos de Lyapu-
nov esth formado por las partes reales de lus raices de (6).Esto

coustituye el teorema 1°',

(®) Obsérvese que ¢l fndice "j" no tiene nada que ver cou el
"i" ya que el fndice "' nos indica una cierta rafz de la ec-
uacién caracterfstica (6); e "i"™ nos indica una coordenada
fija del vector # .
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Teorema 2!, Para toda solucién 2(?) (el sistema de ecuaciones
(1) y para cualquier ndmero ¥ podemos construir la suma finita

de soluciones de ['loquet
=2 T Eew

que satisface la condicidn 2 ()~ 2ilt)= o) , >0,

La demostracidn de este teorema es siwilar a la del caso
escalar,

Como éZesté dada mediante una serie de poteucias de P

TLlE,p = ézwnnw a=(2, .-, 2w)

entouces por la féraula de Cauchy podemos obteuner el valor de
la solucién

2(t) = 2(‘&*21‘):‘-;.‘-',‘-‘. gc;';.. W(z,Pdp (0£T£T)
con C circunfereucia cou centro en el origen que Lo contiene
puntos criticos eu su interior.

Ahora tomemos la circunferencia CR de radio arbitrario R

sobre la cual no hay puutes criticos de U entonces

(A - 2 a7
2(e)= 270 anzﬂu(tlp)d P )P,\Z(RY . qu u(r’P)

Anklogamente couo eu ¢l caso escalar, W(TP) se expresa

como la suma de una funcién eutera
w (T,P) ﬁ w(f,P)]"C-;(f, P)d ¢

y otra weromorfa °
(10) WI(*P) [I— PexP(wzi«P))]"'[‘&oh wiT, P)SfW( 5P G E P)IY
como en el camo escalar consideraremos s6lo°el segundo sumando
en el valor T :=¢-2T ,

Dado que (10) tiene la misma forma que la parte meroworfa

- - FiiP)
de (7) de III,expresando a |[I- W(T,P)] S ENP) como ch;FlH y

ademks como WIHP) ¢p matrfz fundamentnl del mistewmn hnuogeneo
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de (7) entonces sus cowponeuntes son combinacioues de funciones

T-periédicas wultiplicadas por funcivnes exponenciales (véase
[12]).Entences las componentes del vector (10),tienen la nisca
forwma que (17) de III;de wodo que tendremos que el resfduo de
cada componente en el polo Pe de multiplicidml/“v serd una
combingcién lineal de las soluciones tipo Floquet, siempre que
haganos Pq‘-‘- és‘T y expresando las derivadas respecto de P come
derivadas respecto de S .El resto de la demostracién se hace por
cada coordenada y de la wisma manera que en el case escalar,
Loas teorewus 4,4 y b son fécilmente generalizables del

caso esncalar ul cuso de sistemas.




V1. ECUACIONES CON RETAKDOS CONSTANTES ARBITRARIOS.

El estudie de sistemas periddicos con retardos en su caso
més general (incluso con retardos representados por funciones
perifédicus ¢ sisteuas descritos mediante la integral de Stiltjes)
se hace utilizasudo anflisis funcional,

Bl esquema de tal enfoque y sus principsles resul tados lo
daremos aquf pero exposiciones més completas pueden hallarse en
[8],09 y [10].

Nos restringiremos a sistemas de dimensidn A con un sdlo

retardo constante
(1) x()+ AlE) X(t) + Blt) Xlt- w)=0 (wzdi. >0)

Donde las matrices A(t) y Bl{) son T-peribddicas,demde el
perfodo T no es menor que el retardo: V2w,

Sea C[_wm] el espacio de las funciocaes contfnuas defini-
das en [-w,0] y con valores en R .

La norma en C[-w,o] se definc en forma usual: Il‘gll::z“&‘iol‘o(e)\
doude 1416)] representa alguna norma del vector §y en el espa-
cio euclidiano de N dimeusionesn,

El valor de cualquier vector-funcién xit) sobre [¢t-w,t] se

cousidera un e¢lewento de cl-w.ol definido como:
X l8) = X(t +6) (-wte£0)

Consideremos ¢l ovperador de translacién en un perfodo a lo
largo de las soluciones del sistema (1),esto es, coumideremos

el operador
U9 = Xeyr

que pone e¢n correspondencia a4 cada funcidn ‘3ecl-w,.,] cou el

elemwento % ev  de lu solucadn Xit) ,que satisfece la coudicidu




inicisl X,=q.
Veamos que el operador UH) wmaunda cunlquier conjunto aco-
tado de funciones {41 en un conjunto acotado {Xeer (9)} .

De nuestra ecuacién (1) teuemos que

Lol T o+T
5; X ()47 = ‘S Al ) X (m)dy - LBHH 7) Xy, (-w)dY

[ 212l

{ 28
WX, @M= 11X (o+m )l x, (o)) + fouﬂ(éﬁ"l)x‘,("z)lu‘?«r {ll B D)X (- dY
como {3: "u“’)\ 6€ [-w,o]} es acotado entonces existe me R* tal

que WX (0)l¢m de wode que

HT-w

ST
hx, L0 € m+ fracamx nudg+ [ WBLLezew) X () a7
T
o 4 (I AT X (N4 UBLEA 22 0) X () N Y £

047

o LAY o) 1 1B 4,4, ) T+ SIACE K OB 1), () N 4y

puesto que {X.,l"z)l"(e[-w;oj} es acotado y Al{) y B({) sen ace-

tadas y contfnuas entonces existirf M, tal que

64T
WX, (e)l¢ Mom,-’ﬁlﬂﬂﬁ?)x‘,(”])\H 11BLe1 9+ WXy, () |14y

6+T
¢ omy + JOLAUA DN UB(EA e U) WX, () 11dY
090'1'
g+ i tg)NdY
y por el leuwa 2.1 de (2] tenemos que

oy ALB4T) T
\l.Xt‘“,(O)“ ¢ m, QXP[M j;d"lJ =m, e ¢ m, " ye que o€f-w,o] |

Ahora bien del sistema de ecuaciones (1) tenemus que

W) = = A1) X(t) = Blt) X4~ w)
y considerando a X(f) cowo un elemento de Cpyog

Sy = - Ale )X, (8)- Biper4T)y, .., (9
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Por otro lado,de la hipbtesis de que VT IW>0 y (el hecho
que arriba demostramos tencuos que §Xy-wor l’)} es acotado;
por tanto &xmf(ﬂ)} posee derivadas uuiformemente acotadas,

Luego cntonces,esie conjunto de fuucioues @8 uuniforwmewente
acotado y equicontfuuo de forwa que por ¢l teorema de Arzeld es
coupacte.

Los operadores quc wmandan conjuntos acotados en compactos
se llaman completumente coutfnuvs y de e¢ste modo se muestra que
el operador ues compl etameute contfnuo.lLas propiedades de tales
operadores estiu bien estudiadas,en particular se sabe que el
espectro de un operador completamente contfnuo es a lo més nu-
merable y puede tener sdlo un punto lfwite:el cero.

Todos los puntos del espectro de uu operador completamente
contfnuo,distintos del cero son valores propios de multiplici-
dad finita.

Esta dltima afirmacién significa que pura cada X #2 y cada
t existen eu C—w,o] un subeapncio/&.-dimenaio:ml Eit) y un
subespacio infinito-dimensionul ¥Xvlt) tales que:
i)Los subespacios ¥f) y Evl#) no tienen elementos comuncs
distintes del cero,
ii)Cualquisr funcién ge C[-w,o] es unfvocamente representable en
la forms 9:9,4+9, con 2,6 E:4) y q,¢ K, (t)
iii)Los subespucios Y.(t) y Evit) gon invariantes respecto del
operador ULe) ,esto es,nf 9 Exlt) y 9,¢ck(t) ,entonces U9, EE, (L)
y U(f)(j,e ke(t) ,
iv)El operador UE) 1estringido al subespucio Ey(f) posee sgdlo

un valer propio iguui » A, ,




v)El operador Ult) considerado sélo en el subespacio K lt)  yiene
los misuos valores propios gue posee e¢u todo C[-w,o] excepto 1, .

Intentcmos obtener la representucidn matricial de las so-
luciones tipo lloquet.

Sea cl',dz,...”)/"Y cualquier buse en ¢l subespacio &,(4),

Consideremos la solucién del pistema (1) definida por la
condicién inicial: X:'-‘—‘ o tas l,-";/‘v)

Los valores correspondientes Xf"='ul¢;) xit, , tanbién perte-
necen al subespacio £+4) ,y por lo tanto pueden desarrollarse
segdn los elewentos de la base,

Introduzcamos,por comwodidad en la escriture,la matriz (A/V‘v)
1‘3(";1 Xe ey Xi‘) cuyus columues son fuuciones cou valores vect-
oriules de diwensién ¥ . Asf la accibén del operador R0 en el

subespucio £,.{{)) toma la forma:
UD Xy, = X1.+1- :—X—t.Qv

dende Qv es cierta matris (/,x)ﬂ.) constante, con todos sus valores
propios iguales a ),,luego esta matrfz no es degenerada y por
tante su legaritmo existe,esto significa que existe la mutrfz
constante ‘Zv-‘-.-'rﬂnav tal que Q¢ = ZRYT

Las columnas de lap matrices X(¢+T) yX“)Qw son solucio-
nes de nuestro sistema (1),puesto que sus coeficientes ron T-

perfodicos.

Er por esto que lu férmula
'X:({|1T4 Q) :X(i;* 9)&7

demostrada en el conjunto inicial -w%0 <0 gigue siendo cierta,

para el teoremus de unicidad,pars todw 127, es decir

X(‘#T)- Z(i)(}v , para L, 4t <@
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- Ryt
Ahora consideremos lu matrfz (uxpr): Pelt)= X(1) € Y

Esta matris Pi(t) o periduica,dado que

- Ry ~RvT - Ry ~R
P(¢+T) = X +DE " Xt) @ 2P Z)e

v

< pute)
por lo tanto,la familia de soluciones conasiderada X‘, X'.....X"
admite su extencidn & todoR Yy puede representarse en la formas
Xy = p et
donde la matriz P (t) tiene perfodo T y todos lus valores pro-
pPios de la matriz constante Rv son iguales a Sv=:r'-1~dv.s- asf{
que pudimos obtener la representacién mutricial de las solucio-
nes tipo Floquet,
La baee d',d" ....,J/" puede ¢scogerse de maners yue la

matrir R, tenga la formu normal de Jordan.En tal caso calculan-

Ryt
do Q_' hallamos que las soluciones consideradas towan la lorma:

vt
xv;" ) = Vv,‘. eg

X v (8 = [ €y 1814 Gy 0] &7
L ] vt
x'll‘h’- tt, = [(;é‘_.-{_ﬁ‘ QY"‘*,* tee "'(Pv’m'. ‘t,] Qs
()
": “l,Ovv)"_

TR TR +M’v:/V

Donde 9. ee el ndmero de bhloques de Jordan en lu matr{z Rv,
mientra que -y son laus dimensiones de tules bloques y Yesa (t)
son funciones T-periddicas,

El cuso 1<w ge reduce ul cuso wiiiba considerado V7%,

kn efecto hallemos un cierto m tal que MT’/‘*’_V considerauwos
la translucibn en m perfodos.

El operador de transluacidu en m perfodos es iguul « uUvt)
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Y es completanmente contfnuo.liealizundo de manera gimilar a
todo lo anteriorwente hecho pura Ul¢) obienemos ¢l sistema
de solucioncs tipo Floquet con coeficientes T-periddicos, te-
niéundose que a cadu valor propie A del operador UH) 1o corres-
pende el valor propio 1=x" del operador u”’(t).

Supengamos ahora que pY es un valor propio del operador u”(e)
y ¥(t) la correspondiente solucién tipo Floguet que sutisface
la condicién X(TtmT)= AR

Supongawmos ademds que las raices de ﬁ son )m,)m,..., )‘M).
Construyamoe ins ™ siguientes funciones (cada una de ellas

]
con valores en R ):

D e N1 L . .. L Xle+taw-DT) Sz, ™
wals ooy e B v+ Ty

De 1a periodicidad ue AMY) y B(?) de (1) se sigue que
cady una e las 1unciones arribu construidas x“)u') es solu-
cién del sistewa (1),que sutisfacen las igualdudes

x e+ = 3t )
of X‘nno es valor propio del operador u(t),eutunces llegumos
& una contradiccidn,de la cuul se sigue que X‘t)()g().

Todas las funciones Xlt)m yho idéuticamente cero,resul tan
ser soluciones tipuo Floquet con coeficirentes T-periddicos,

El caso que ucabumos de snulizur tieune una degventuja que
hace muy complicada la aplicacibén prdctica del esquema tedrico
desarrollado.En efecto,a diferencia el cugo con retardo wdl-
tiple del pcerfodo de los coeficientes ¢l cuBo wnulizado no es
susceptible de emeribir explfcitamente la venucidn caructerfati-

<

ca que satisiuce los valores propios A, 0 los exponentes Se y

tampoce podewos escribur explfcitamente lus expregiones de jan
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soluciones tipe Floquet,sf el coirespondiente Av ya er counocido.

Analizarewos el sistena de ecuaciones con retardo:
x't1) + AL XIE) +BLE) x(t-w) = 0 (w=ct 50)

a eate tipo de ecuaciones pueden exteuderse todos los resul te-
dos anaslizados en la seccidu de desarrollo asintdtico en serie

de las woluciones & travése de soluciones tipo Floquet,en partica-
lar los teoremas 1 y <,asf cowo los teoreman 3,4 y b de la
saccidn 1v,

Enunciaremos en térmiuos de las propiedades espectrales del
operador UH) dos de tales teorewas (el 2 y 3) s manera de
ejemplo,

Teorema . Las svlucioues del sistema (1) son asintéticamente
estables si y s6lo si todos log valores propios del operador Uee)
pertenecen al cfrcuio unitario PAael <l (ysn--e )
Demostracidn,

=> )Al valor propio A, le corresponde una solucida tipe Fle-
quet con exponente L’;‘:J""A'

Supongamos que 1).|2) ,entonces R (sv)> 0 y esta solucidn
ne tiende a cero,
= )Pare un cierto valor fijo ¢ cousideremos la sucesidn de
peduzos de la golucidn:

Xg =8 5, Xeyy , Xewrr , 0 0
subemos que Yeemr = W43
y que (ver [v]) ,’,(‘A_% y"’W"(U" = M‘.f"’L"l" ) WL gl

, - Qu —=
donde la norma del operador yueda definida por Hu”',,(l’i‘” had
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Por hipétesis tenewos que nﬁ@&llJ<|
puesto que los valores propios de un operador completamente
contfnuo no pueden tency punto lfwite distinto del cero por
lo tanto

L ~pumy =9 <l

m00

esto " es para m>»MmM guficientemente gramies tenewos
ﬁw <Jte <
y
(2) QUi < g+¢)”
supongamos que M= mag {;m‘ |l u"‘(i)”, |}
entonces para cualquier solucién tendreumos que
I Xy I € MUY (0 ¢m<co)
y tumbién para m suficieutemente grande de (2)
U Xpme Il ¢ (3407 N9y
la siguiente desigualdad ¢s vélida para toda m
| x(timTe )] £ My lEX oy U
por la dependencia cont{nua de las soluciones respecto de las
cendiciones iniciales.
Cembinando las eptiwaciones obtenidaus llegamos a
| xte)1 € M- My 19 (tee<m@)
X1 mT+)] € M NN (FtE) , para m My o0eTET
De estas desigumldades se sigue que las solucivnes son
asintéticaments estubles y el teorema queda demoatrado,
Tesrema . Para toda solucibu vei sistema (1) y cualquier

ndmere o se puede construir con las solucioues tipe Floquet

't . An/'l - .
ij.(iﬁ'v,', (“Q‘ Yoy x'r;'m" ’[ {(/'h““ 14 '{'JM';“)] e

('”'j—')!
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la suma finita

Fe g
- - A . x'. '
xe) lh%)";-n Z‘?‘ “2'? Ceip Xvialt)

que satisface la coundicién:
-t :
xw)- Xefj=01&™y . (f>%)

cuande t -0 ,
Demostracién.

Sean A,A;,...A, todos los valores propios del operador
Ult) ,que satisfacen la condicién PNET y sean &(¢t), 5 (¢),
ooy Ealt) los correspondientes subespacios invariantes.EBntonces
toeda funcidn QGC(.w,o] podewos representarla unfocamente en
la forus 9:9,49,4++-49, con g € E () (vr=1,...,8) y 9,0€ K(b).
Aquf K(t) representa el subespacio iuvariante en el que el
operador ULL) no tiene valores prpios A,,...,A&4.

La solucidn x(#) ,con condicién inicial ¥%,*9 ,se desarro-

lla en la suma de soluciones
X)) > Xi(t)+ Xodt) +--~ & Xgyy(t)
con condiciones iniciales
(%), =93¢ (v hi,eo., A¥)

Para cada subespacio invariante Ev/¢t) cowe base puede
tomarse un sistema de soluciones tipo Floquet (de los mencio-
nados en el enunciado del teorema).

Por lo anterior, cada selucién X,(*) (vyey,...,4) unfvoca-
mente se¢ desarrolla en suma de soluciones del meuncionade tipe
Floquet,

En el subespacio Kit) el operador Uet) no tiene valores
propios A, 2;,...,A,.For lo tanto el MM\)J(Q—‘T pars todon

los valores propios del operador W) en el subespacio k(t).

Sabemos que (ver [9]) ,:‘Qm Vi) =mwutl),| de modo que
N AT
L iU\ < @

00
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para mym, teneuos que “\/m< e-‘n.
Hwh< €™
pueste que (X,) = U™ ) 900 claramente teuemos
N Xy ur I € N33l €70 para  m T,
esto es equivalente a [l Xay(8)l € ™ 904l cusude T>®

es decir Xpy (t) = O(Q-(’t)
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Teorema. Supongamos que Jit)€ Cpmbo] entonces existe una dni- -

ca funcidn contf{nua () para ¢2-w,la cual satisface

(1) A(t)+ b lda(t) 1 by(t) Mle=2T) Foalt) A (¢-/rT) =0

(2) M) ege) | tel-w,0] |, w=mex{rT, X, T},
Demostracidn,
Sea TEd =~ b)) te-R\T) - bp(t)antt~ArT)
entonces (1) puede ser escrita como
ALE) + b (DALY =U(E)

de modo ane [N ¢ ¢ flotnady
(3) witrs cad OB GO rwe T
por hiptesis V(€ C;, 9 y de (3) vemos que hay una dnica
funcién Mit) la cual satisface (1) para telo,w) y para la cual
smte) =9¢0) ,Puesto que esta funcién es contfnua V()€ Cl,),wj . De
(3) se sigue que hay una dnica funcién contfnua 44(¢) la cual
satisface (1) para ¢e€lo,2w] Puesto que claramente este proce-
80 puede ser repetido un ndmero infinito de veces,hemos esta-
blecido la existencia y unicidad de la funcidu u(t) para t2o.

Anflogamente se puede probar existencia y unicidad para

sistemas de la forma

lag]
2'ee)+ 2\ Bie)re-a:T) =0 1,20

L=0

con condicidn 1nicial

die)= 9(¢) {6L0,w] , W= "oz {F[']'!

Para mAs detalles ver [2].
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