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O. INUOMUCCION. 

Las ecuaciones difero-diferenciales lineales cou ceefi- 

cientes periddicoe tienen que estudiarse es forma iudependien-

te,cesi sin basarse en la teoría de lee ecuaciones con coefi-

cientes constantes,debido • la dificultad en el problema de 

la reducción de las primeras ecuaciones a las segundas. 

MI presente trabajo pretende introducirnos al estudio de 

las ecuaciones con retardos y coeficientes periddicoe,en el 

espíritu en el que le hacen Bellos& y Cooke ea su monografía 

sobre ecuaciones difere diferenciales (21,annque dicha mune-

grafía no trata el tema aquí estudiade.Per le cual,primere se 

estudian las ecuaciones cou retardes mdltiples del pineda de 

les coeficientes de le ecuacidn.Tales ecuaciones resultan ser 

usa buena ilustracida de la teoría general de las ecuaciones 

can retardes arbitrarios y m'eficientes periddicei.Además tie-

sem aa interea ea si mismas come una de las pecas clases de 

embolismes esa ~eficientes variables para las que es posible 

ceastrair soluciones explícitas. 

Les resultad.. aquí expuestos «apuestamente admiten ge-

aeralisacién a los cases con retardes variables (periódicos) 

y • las ecuaciones escritas en términos de integrales de 

atiltjes ceo mieles periddice,cosa que no se pretende eu este 

trabaje. 

Uaa parte de les resultados ordenados en este trabajo 

estas besados en articules de Zvierain A. U. cuyas citas apa-

reces en la bibliografía del final del teste. 

Las siguientes ludieeeiouee *eran 	per* une fácil 
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lectura del presente trabajo: 

- Las secciones estan numeradas con námeros romanos. 

- Las fdrmulas,con ndmeres arabigos entre paréntesis. 

- Las' referencias,en corchetes numerados y refiriéndose 

a la lista de UMPERENCIAS del final del texto. 

- Las citas • fdrmulas de la misma seccidn se hace coa 

la sola mención al ndmero de fdrmula. 

- Las citas a fórmulas de otra s'acida se hace mencionando 

ne sólo el ndmere de férmula,sino también la seccidn (en 

admire romano). 

Por dltimo desee expresar mis agradecimientos al maestro 

timbalera* Gdmes Alearas por haberme sugerido el tema y por su 

valiosa ayuda en la elaboración de este trabajo. 

Tambiém deseo expresar ■i resenecimxente a les maestros 

Jesds Lópes Alstrada,José López astrada,humberte !!astillas• Ley* 

y !mesto Olvera betres por haber revisado cuidadosamente el 

presente trabajo y por ame valieses sugerencias y observante- 



iCUACIONES DIFENO-DIFERENCIALU3 
CON CONFICIENTES'YEL10DICOS. 

1. UN PRODLNUA DE UNDUCCION.. 

En casi todo este trabajo serán tratados sólo las ecuacio- 

nes difero-diferenciales con coeficientes periddicos. 

Es sabido que para sistemas de ecuaciones diferenciales 
ordinarias con coeficientes periddícos tipo: 

(1) 	 X(t) Ir- 74 té) x 

siempre existe la transformación (llamada de Lyapunov) 

( 2) 
	

L (é) Lj 

donde LO9 es una matriz uo degenerada periódica que transfor-

ma al sistema (1) en un sistema de ecuaciones con coeficientes 

constantes [1] 

(3) = ó y 

Aunque sólo excepcionalmente puede determinarse explícitamente 

la matriz Le),le posibilidad en sí de transformar (1) en (3) 

a través de (2) permite con suficiente detalle estudiar la 

estructura de las soluciones,así como la estabilidad de las 

soluciones, etc. 

Por otro lado,para las ecuaciones ditero-diferenciales tal 

redacción en el caso general •s imposible. 

Tememos la ecuación difero-diferencial escalar más simple: 

(4) A.t(t) Cat).4A-ti) 4- I(*) Ak.té-w) = 

donde los coeficientes aik) y te(11) son T-periddicos. 
Intentemos como en (2) obtener el tipo de transtormauidn: 

(5) Áxit) X té) xlí) 



que sustituida eu ((ni) obtenemos: 
t.-km 

c1(4-w — • 	
c‘tl) 

té- 0,, ts) 4 5  
c, e 1.a) 	C z 

que mande la ecuaciéa (4) •n una ecuación con coeficientes 

constantes, esto es, veamos bajo qué condiciones esto es posi-

ble,para lo cual sustituimos (b) ea (4).obteaiendo: 

la) xté)+ Ittiiit)+4,10.tioxi0+-tott)M-10) x(é-W) a O 

O lea 

Lx 	O LO t. cutt) 4-bLk) ltt) 4- (1t 	ilr) 	1 	A.C6) 

suponiendo evidentemente que Áté).0.Finalaente para que esta 

éltiaa ecuación resulte con coeficientes constantes tememos que 

imponer la condicida de que efectivamente sus coeficientes sean 

constantes, es decir que 

(mi) 

L' 	+ tt) =C1  
.1.14) 

Cr.  
Itt) 

donde C1  y Ct  son censtentes. 

De (5i) podemos obtener 1(t) ya que 

L -1"Lit)] + act) = c, 

y por lo tauto 

c,t ioc4-(5)JS 
Lt) 	Q. 

2 



e-w 
-c,w -3, ck(s)cis 
e 

1 tt) 

	

	  
-° 4. 
 

cs1 Js 

C 

,

• 

t-W 
cu.$)ds 

610 	re~ 	f • 3 aahls- 445)4 

donde la constante ez:IC-1. 1.41.  luego 

,41 
j ettsms 

= 

por le tanto la ecuacidn difero-diferencial (4) es reducible 

a una ecuacidn con coeficientes constantes si y edlo si se 

cumple la condicidn (7). 

Pero es evidente que la condicidn (7),en generel,no se 

cumple,de modo que podemos concluir que inclusive las ecuaciones 

lineales difero-diferencialee tipo (4) con coeficientes parid-

divos tienen que investigarse en forma independiente,no basán-

dose casi en nada en la teoría de las ecuaciones difero-diferen-

ciales con coeficientes constantes.Para ecuaciones difero-dife-

re:aciales mío complicadas y sistemas (por ejemplo, e1 sistema del 

ejercicio 12 del capftqlo Q de [2] ) obtenemos condiciones más 

fuertemente restrictivas que (7). 

Pinalmente,veamos a ~era de ejemplos, dos casos particu-

loares,que pueden ser transformados a ecuaciones con coeficien-

tes constantes: 

3 

c2, 	.) 

C\r  



Sea el sistema de ecuaciones con coeficientes periódicos 

y retardos proporcionales al periodo [4]: 

(e) 
	

h te) 1A,lat)+ A,xlé -T) f . . . + Adie kit- sir)] a s 

deudo 1,103 o es una función escalar T-periódica y las matrices 

A& son constantes. 

loto sistema puede ser transformado a une con coeficien-

tes constantes mediante un cambie de variablean efecto si 

sustituimos a t pes MI) donde 

(9) 	16°11 1211)4/ 

de donde 

«II  - 

y (8) toma la forma 

Alvat))114- bl.t/IA•Xtitt/n4-Aixt•e£1)-T)+ • • .4 4„ k(ttit)- onT)1 • O 
A/ 

• sea 

(lo) km,t»htt»ht01A.hted,))+ Asnt(T)-714- - - • + A, X tt119- 41«nl c. o 

de moda que 

It4i) 4•A e xt41)+A I X(1.-T)+ * • • 1. Am 	mT) =0 

Análogamente [5] podemos ver que la ecuación escalar: 

( 11 ) 	ISet) + tt) ut.) + 	lt-T)4• • • • 4- C, Jtt - MT)1'° 

dende ljlí», o y ct.lt) son funciones T-peri6di cae, con Cc', constan-

tes; puede ser transformada a una ecuaciiu con coeficientes 

constantes ~diente el cambio de función incégnita,• sea intro-

duciendo la nueva función incógnita hit) a través de : (907-xit)<Ii) 
-3 (.../Dd 

con 1<kt) 	 • y haciendo, I inalwent. , cl *nimio cambio de 

variable que en el ceso anterior 

4 
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llegamos ea efecto a 

'cen 4- c, xrf-r) + • • • •P c,„ x(7- »Ir) = o . 

II 

1 



II.CONSTRUCCION FORMAL DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION DIFERO-

DIFERENCIAL ESCALAR CON RETARDO MULTIPLO DEL PERIODO DE LOS 

COEFICIENTES. 

Consideremos la ecuacidn 

( ) 	+ 130 (0,4htt)+ 6, (t)m.t.t- AIT + 	 = o 

como es tratada en [21 para retardos constantes,aunque aquí 

estudiaremos el caso en que los retardos son múltiplos del 

periodo de los coeficientes, esto es Mei, 6e(0 y lásti) son 

funciones continuas T-periódicas Y -11, A,e it  
Buscaremos las soluciones, siguiendo a Floquet, como 

(2) 	/..t) (pm e" 

donde Wt) deberá ser una función T-periddica. 

Sustituyendo (2) en (1),tenemos: 

51/.6%hT) 
• St 	 3(t-Ax) 
(pm e + sTlt) ét+1,1.051tjese+vNti) (fti-.11-n e 	+6e(t)fité--11T) 	=o ,  

y dado que 	es 1-periddica obtenemos: 

( 	c' (t) ese +(ptt)euls + 	4 b,Ct) 01'7+ 	bjt) 
	1 = 0 

de donde simplificando en 
st e e integrando la eenaei6n en va- 

riables separables llegamos u: 



--$3•T 
o4 	-5* 	(v)+1(V)t 	LatV) iglaT3C1  V 

(a) 	4fLoa Vio) r- ce 	• 

y de nuevo por la condición de periodicidad de Y  tendremos que 

S debe satisfacer: 
**? 

e 	-SATS>eT-i Mt+T)-5.1.1.(WfUlát 	ips<V) sirJ obr 
c ¢s+-5 rhP)+Mehl. +habit Jav =C e ° 

de donde 
toT 	-r 	 , 

-sT— 4 E1NolV)+b,(V)e
51e 

 ha(v)eS>sT jciv 
I e 

es' decir,satisfard 5 : 

-52,T r 	
_sikirrT 

ST 	11),(111V+ 	j hs(V) ill+ e 	17.(V) V 	O 	(10 
o 	 o 

7 

esto es' 

1" 
(4) 	1(5)14

t 
 + L• 

1; 
; 	t ;  

donde 

( 5 ) -L 5 11(v) d 
-r 

( O z) 

(4.)Aquí en rigor debería de aparecer en lugar de O el minero 
2altri (mt 20que llevarla al cambio de las raicee U. la ecuación 
característi ca (4) en la magui tud 2dt c  i , sin embargo de la forma 
final que toma la solución (6) se ve que no imprimirla ningdu 
cambio e dicha forma final. 



Resumiendo tenemos que la solución (3)-(2) de la ecuación 

(1) tiene lugar para las reices S del cuasipolinomio (4). Y 

esta es una ecuación de las estudiadas en el capitulo 12 de 

Allf se muestra que una tal ecuación (4) admite un conjunto in-

finito de solucione. Sr.** C. 
a)Tomando cualquiera de las raices simples Sr determina-

mos la correspondiente solución Yr a través de (3): 

(Pv 	ilyt¿ JsT) 

y finalmente,a través de (2),la solución., de (1) nos queda: 

Srt 	he(44,10i.54%-r.t.13itvie • -5-4.7' ¿v 
(o) Átté) if(i)SI)e =ce 

El coeficiente e puede usarse para normalizar la solución. 

Por comodidad puede tomarse Cal  ,ast lo haremos si necesitamos 

(6) en lo sucesivo. 

'b)81,. Sr es una rais de multiplicidadity  de (4),entonces de 

manera enóloga al caso'de polinomios característicos (para ecua-

ciones de orden n ordinarias sin retardos),puede directamente 

comprobarse que las expresiones 

(7)  .11c 	ryt,$)12,5'111 
()s 	 S=S, 

( L :: )) 2.)  . 	""' I ) 

son también soluciones de la ecuación dife30-diferencial (1). 

Efectuando la derivada (7) mediante la fórmula de Leihnitz, 

obtenemos que la rata S, de multiplicidad)My le corresponden 

8 



solucione. linealmente independientes del tipo 

	

t 	

, 	ki-s 	 1/1T-1  
12 etu -,00.3)31 dee  

hS 

	

es decir 
	 i= 57,- • •,j4 ,. ) 

,441(i 	a
Srt 

144-vz tt 	t 	,S w) 4- 	'V 4,5,2 	
tt 

	

AA, 3 Li 	 Vtt,sr) + 14, A vu,s,.) .i. 	vu, sal s.t e  

9 

• . 	• 

/wYrrcoí— tia•-• '4(t, Sv ) 91(454t * 
1,14y•  ztv,;o aS , 

o introduciendo las funciones pea idílicas gkei(t) como 

(u) ( = 	a, • • )7r) 

tendremos las 1(1' 
 soluciones linealmente independientes: 

,,(t). cfyitt)(z."t  
rt 

MTt.(t ) 	[ é tfrb(é) t Tía lt)] 

(se ) 	(t) I 	q.„(4,) 	9,1 	+4,3 (t) 1 e
Syt 

(t'A tt 
A-ti (f-M, 

La iudepeudeacia Lineal de las molueioueN (8') es evidente, 

dado que ellas eoutieuen como luetoreb pulido:dios de dimtiutus 

pludor Luu coeilcieutes pesiddiLom 



lo 

También puede comprobarse,fácilmente,la independencia 

lineal de las soluciones tipo (8') correspondientes a distin-

tas raíces de la ~acidia característica (4). 

Estos dos resultados son un análogo complete de le que 

ocurre en el case de una ecuacidn ordinaiim de orden n, con 

la daica diferencia de que el conjunto de ratees de la ecuacián 

característica es en general un conjunto infinito (véase [21 

7 (31)• 

Debido a que (4) es una ecuacién trascendente y en gene, 

ral tiene un conjunto numerable de ralees ts,4 ,resulta natural 

el plantearse el problema de la completes del conjunte nume-

rable de soluciones particulares del tipo (81,este es,plan-

tearse le posible representecién de cualquier 'elucida de la 

ecuacién (1),mediante una serie,finita o infinita,a través de 

las soluciones particulares construidas tipo (8'). 

&o este trabajo no estudiaremos completamente este pre-

blema,que en si resulta ser un problema suficientemente com-

plicade.Sin embargo podemos al menos dar cjemploe,que por un 

lado nes muestren la no vacuidad del problema,y por otro mues-

tren que no todo sistema de soluciones tipo (8') es completo: 

i)Si la ecuación (1) es susceptible de transformarse en 

una ecuación con coeficientes constantes mediante una cierta 

transformación lineal (similar a la obtenida para la ecuación 

I(4)). 

Sea 

( lo ) 	I 	ik ti ) 	x ti) C, XI( ),T) t 	x tt - á ,T) =o 
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la ecuacidn tranaforennia de (1), con C t! constantes. 

Entonces el sistema de soluciones tipo 	) de la ecuucidn 

oi iginal (1) se transforma en un sistema de soluciones pm cica- 

	

se 	se 
laves de tipo clásica: 	ip t 	it 	correspondieute• u la 

ecuacidn 	ansio3 unida (10). 

En electo, 

Lt est) 	fis) asé 

donde 

	

-).T5 	1 a  r5 
f c 5) = s +cc, + 	Ca  e, 

ademada para cualquier NI VI tenemos 

L c t«Qst)a(me-.estttMSest)hcrestIcs 
(t .1,1)-es -A,T)i. cate_yrestt  

1 
,14% 

expandiendo (t->•T), (t-ikeT1 y Lotuando en cuenta que 

(9) 
( 	(-11>cbUsT)9e-l'rs4. (-1)4c2  Gt tr)94z-A  irs  

obtenemos 

LItiN2") 
( St 7-‘ / niN f (9)  ing-V 

;:i•dl 9" (5)1' 

de donde obtenerlos que bi S-451' os una I idas de mul pl cidod 

de la ecuacidn carpetea stica, entonces 



( 4.." e" ) 3 o ( 	mar,-i) 
t 	4.111 

°I* 	• • • 
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o sea que en efecto Bou las p.- soba«. 

 

cionee particulares correspondientes a una raíz característica 

Sr  de multiplicidad /r. 

Por otro lado,en el capitule 4 de [21 se establece un re-

sultado que afirma que cualquier solución de la ecuación con 

coeficientes coustantes de tipo retardado como la que aquí ana-

lizamos se puede desarrollar en una serie respecte de las solu- 

ciones clásicas obtenidas Irte",t 	, 	egil  • • • • • es decir 
00 

At Ct.) le- F e" r,.ce, 	t> 	ksT , a  T 

y esta serie converge uniformemente para t en cualquier inter-

valo finito, siempre que las par tes reales de las rai ces de la 

ecuación característica *aten en el eemiplauo complejo 11a(1)5.c,<o 

con ci una constante debidamente establecida eu dicho resul ta-

de.Lo cual significa que este sistema es completo y por lo tan-

te el sistema original de funciones tipo (8') es complete. 

Come Liz) es un operador lineal y hemogeneo,entences P10€5̀ .  

e e solución si y s610 si el grado del polinomio 	 t 	no es mayor 

q e)t,-1 y tambión 22, e" fy 	será so 1 uci6n, para cualquier 

sucesión de raices características [5,3 de LO() , ni y sólo si el 

arado de los polinomios itt) no ea mayo, que la multiplicidad 

de s,. 

ii)Este segundo ejemplo non dice cómo a ecuaciones del 

tipo (1) no si ( mpre le corresponde un Si nteml completo de solu-

ciones particulares,esto es,nos proponemos hallar un sistema 

tipo (69 no completo ó e soluciones particulares correapoóói en-

te a una ecuación eepecffica tipo (1).En efecto, consideremos (4) 



la ecuación 

(11) Alto = li(c) 

con hti) funcién alternante (cambia de signe) de período T y 

con 	inicial: 

(12) Ata) la 1(t) 	,dt a [t.-ra to] 

Veamos el sistema de soluciones particulares 

case no es complete: 

De la nieva forma que en (2),•bteneases que 
• - vT 
b(i)e- JI — s. t 

seto z e 

y per tante 
-T 

bc13€
G 
  t 

4444):: e - 

cene 1)Lt) es función alternante y periódica entonces existen 
t, 

4., y ts tales que o e t.< tb, .4.T y S4.1,0)411* o. y además b(t)  no idén- 

tic:mente cero para ttLiestal satisface: Itit,12):-. 4t (t, t.!) den- 

de Ae Z .Eate dl tia* so claro ya que: 

O' 	 -sT bcDe dy 
e

S
s

bene_-  .3 y 
... e° 

..ok,  
_> S bel)JI-- S 13(Dal =- 0  e 	o 

Ahora, usando el hecho de que „A (é) rhtl) dt t[tirT, to] , te-

newos que 

	

A:4-(1) -= b(t)M.U-T),t EL{„t.+Tj 	h-(t) =121 (t) 

	

,t 	
.u.a) -«4(t e) +61(1)ji 

	

A..to 	¿• 	, 	e t., totri 

Par _411_1 para. I, ft—c;A:n alternante Uf) el sistema  de po¡u_. 

4 

19 

(8') en este 
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cienes tipo Floquet ne ea fundamental. 

Finalmente combinando loe resultados de 1(8) y lo último 

que demestrames,es decir,de (11),ebtenemes que una condición 

necesaria y suficiente 151 pasa la completes del sistema de 

soluciones del tipo Flequet de la ecuación 

(13) 	tila) ^ cut) ct) bu) 	-T) 
con coeficientes periódicos de período T,cousiste en que la 

funcidu (11(0 ato cambie de signo. 

En afecte, si 	no es de signe constante, es decir 4(0 

es alternante,euteuces por el resultado anterior de (10) el 

sistema de soluciones ne es complete.Y reciprecamente,si 

es de sigue constante, entonces la ecuación (la) puede redu—

cirse come un case particular de 1(8) a una ecuación con 

coeficientes coustantes,para la cual el sistema de soluciones 

es complete. 



III.DESARROLLO ASINTOTICO EN SERIE DE LAS SOLUCIONES A TRAVES 

DE SOLUCIONES TIPO PLOQUET. 

Ne •batant• que las soluciones particulares tipo (8') de 

II no forman en acuerdal un sistema completo,e• posible, sin ea-

barge,desarrollar cualquier solución de la ecuación 

(1) ILLt) + lo,it),IALt)+ biltbutt-alt)* holt) •44,(t -AaT 

en una serie asintitica a través de las soluciones tipo (a') de 

II.Es d•cir,de esta manera tendremos que cualquier solución 

la podremos representar "casi" come una combinación lineal de 

soluciones particulares,para tiempos muy grandes. 

Supongamos que Niel busca la solución ÁA, té) de la ecuación ( 1 ) 

definida per la !uncida inicial 

(2) AA. It ) z Lt) , V t E t'eh o] 	4.9414, 

Intreduscamo• ahora la función generatriz para la solución 

met) : 

(a) 	Utr,r) 
	 toirt-r) 	(5) 

Tenemos la siguiente 

Prioneeición Las soluciones de (1) no crecen más rápido que 

cierta función exponencial.De (1) tenemos que 

1
t 
E- liajte) Mil») - 	Mi e -).T) 	tí 1) .44-ttiAlT)1 t +- 444 0) 

o 
sea oN,w1 "11•4 	ti) I y como las Iztt) (Levo ,t) sin continuas 

“d1.4 

p eriéd icas , por lo tanto acotadas: 1 bi.(t)il Mt  
t 

I Mtül •• Aio I IMttJ (dt t +JN,ilala 	t t t1'1 11 Ult r->sT )1 d 	nvi 

•1 

1 ÁA toi 	 + /4,11Áué.11Jt =(NotH,tM•)¥luc6)11tit 41  

Y 

(•)Para 	nos queda definida La tusada trausfor.uacién "z" 
y para v..efl la transformación di ser atm de 1.40 ame. Si n embargo 
para nuestros fine, la tran•feraacién en la forma ( 3) es la odie 
conveniente. 



„t 
)(m werielma),it, crsoaows) (t# La) 

~N e 	 4,1 e. 

Basad* en esta proposición es que pude:ase asegurar que la 

serie (3) cenverge uniferszemente e independientemente de t' en 
Q(mo *Ma) T 

Ya que 

i 	tt + tT)1 	e 
 (14+"+m1)(e++er+Lio) 

aplicando el criteri• de la raiz tenemos 

12w, zif 
-0110 	 tr -De> 

y del teoremas de Cauchy-Iladamer 

tsge+frivtAaVr 
7a,' e 

es decir 
-<",•/4.*A401-

rt,•:-• C. 

de mode que 

(Met".")(4.*Tt ) (#40,4(,?")T 

 

Pare valer,' grandes de IPI le función generatriz itpuede 

definirme por extencidn analltica„Ilallemos su expresión explíci-

ta a través de les coeficientes de (1) y de la función inicial 

(2). 

Ceasbiande en (1) t por tyrT mu1tipli cundo por PY y suma-

nde respecte de Y' desde o ,tendremos: 

de ve 	
4- 	

co 
1,9(r) 	(pf YT) r bien X AAtti-er->i)11P1+ te,r, m. cr t 	 o 

/ :e 	 g O 

pire edite no es otra cosa que (debido a le convergencia unifor- 

me 	de (3)) : 

18  

cierto> circule I?% R Ce u 



	

rAl 	 cp 

tar 	 TZ. 
11Lit' Pl+Ibttnite,p1+4(r)1Z441rf (Y "ler)) P"4-11 At n 'Jen'  P + = 2, 

4 bs  Ce9 [ 	44, cttcv-51,7r)) PZt  44- tr+Vir-JOT)P .1 
Nr=" 

	

'111(e519t1, al 	t 	+ bz  cr)Zt cho p4  a + ktr)114 Ert c v-AJT ) P (4- 

}bs(t Z, 9( y-Por-24T) P Y  = 0 
r=.  

	

Sea 	 = (tu) + tr) P1' in re) Pla  

Y 	4trpr) -Lo(e) r, 9 Ir« v-2. )r) ?tia  er)..X. 9 Cr ( -440 T) P" 
v=e  

entonces llegamoa a 

á ti-lr'sP 
(4) 	)tutr,198 	4cr )15) 

cre 
Resolvamos esta ecaecida bajo las condiciones a la frontera 

siguiente: 

(6) 
	

1/30,P) P 	P) 	9 to) 

De (4) obtenemos 

<SI tow rt 	-Sr  Buz P)d7c1 5 
(u) 	(r,p).:: c. e ° 	+ o P) e 1  
y aplicando las condiciones a la frontera (5) con ayuda de (0) 

resulta que: 

fi-T 8(1t, P)d1 

I _ P e-S:8(.150(11 

y por lo tanto sustituyendo en (6): 

17 
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(7) 	».5(0)¢,. -Pe° 	Jyr,P)e 	cif r _frampyl tuti 	-Stil(tM -Sti3(0)1tr7  -Srhandi 

_ 	e  , ImPhit 
	+Scooet 	dr . 

• 
Ahora emitamos en posibilidades de estudiar el comportami-

ento asintótico de las soluciones de ls ecuación (i). 

En efecto,de acuerdo a la definición de la función genera-

triz (3) los valores de la solución resultan ser los coeficien-

tes del desarrollo en serie de Taylor de la función generatriz 

V-tr)fg,que es una función meromoifa.Por otro lodo se sabe que 

el radio de convergencia de una tal serie es igual a la distan-

cia del origen de coordenadas,del plano complejo P ,a1 punto 

singular más cercano de la función 14...Pero en la dltima ezpre- 

sidia de ltidada por (7),e1 segundo sumando es una función.  entera 

y el primero es una función meromorfa,es por esto que los puntos 

singulares de la función ti resultan ser los ceros del denomi-
nador del primer sumando de (7),esto es de 

-STBn, p)dn 
(s) 	FUI= 1-  P e ° 

Esta función a su vez es una función entera,por lo cual, 

el conjunto de sus ceros es a lo más nuniermble y no puede te-

ner puntos de acumulación finitos. 

Consideraremos tales ceros de (8) en orden 	creciente 

de sus módulos: 

1 Pi 
	I P• I -4 • • . t- I P,, I 	- • • 

Y supondremos que algunos de tales celos del denouiinudoa pue-

den tepresentar singularidades rewovibles,debido n que en citan 

les numeradores también se hacen cero.Por esto, sea Os el cero 



del denominado: (8) mío cercano al ceutro del plano P ,tal que 

uo genera una singularidad rewovible de kalinpor lo tanto el 

radio de convergencia de la serie (3) es igual al módulo de ese 

: 	lPál. 
Por otro lado,e1 teorema de Candi)! Hadamar,sabenos que: 

(10) Is r) VIAAtt-111111 	(ol e 
Yr-1>W 

y podemos observar de la expresión de t,dada por (1),e1 radio 

de convergencia R y por consiguiente el límite (10) no depende 

de t  ,por lo que podemos escribir (10) en la forma: 

_ 	lAtt .01 ( 1 1 ) R 

de donde obtenemos por continuidad que 

(12) —,e,,, R = im buid= # t 
1.4..•. 	t.-Kb t *-•oc. 	 wo 	Lt1 

o sea 

(12') 

donde 

(13) 1,4.~ 2,......:A1lt)  A 
t -*co 

es el llamado exponente característico de Lyapunov para la so-

lución Ak(í).Ests concepto puede compararse con el indicador de 

orden intioduciao,en nuestro texto básico [2], en el capftulo 

ploblema.S. 

Finalmente olobeivamoo que mediante el cambio 

111 



( 1 4) 
	

P= 
t2. -Ts 

la 'uncida (s) se transforme en: 

Eittin 	beit» kl0 Pk  +he  tWP II  lit • 
F 	e 	I- p e. 

Ts -?•fikilifihitii/rs*ipicoélarSia 	45+ 4i0004a) 011-5+ ajé-471314e= int» 
=1-e e • 	

= r- e 

donde 1(0 es el cose/polinomio (4) de II.Por consimuiente,los 

ceros p, de la funcidn denowinados (8) están relacionados con 

las raje.. 5$ del cuasipolinomio (4) de II mediante (14): 

20 

(14') 

Cou lo dicho anteriormente ye es fácil demostrar el siguiente 

Teorema 1. El conjunto de exponentes característicos de layapu-

nov de las soluciones de la ~acida 

( 1) 	4:4- (t) 	(Muté + 	).«.0 	t tt) ht 	r) ,== 	) 

donde 14(1), hit) , ha) son funciones T-periddicas y 21,kehl. 

está formado por las partes :sales de las raices del cuasipoli- 

uomio de (1): 

— 4-rs (15) 	f ( S) s +1. t- 	a 	+ bz.
- 

 
Y 

donde los T  Intt)Jt 	( •=0,1)  
L 	o  

Demostración. 

De (12') y (14') obtenemos que ceda exponente coracterfm- 

tico de ljapnnov de cierta solución de la eLuación (1) coincide 

Coll La paz te I cal de una de lec :dices del cuasipolinomio (lb). 

En efecto h 	y poi otz o lelo k=111.1=Ifiliri Q.EiteSi )1" 	.V 

reciphocamente paro cada reir dr1 CUaRipOlinonio S pueden cona- 



truirse las soluciones tipo (8') de lilas cuales evidentemen-

te tienen por exponente característico a RICW. 

NOteAts posible que adicionalmente el elemento -01, aparezca 

como exponente característico si todos los puntos singulares 

de /1- son removiblee y el radio de convergencia de le serie (3) 

es infinito. 

Teorama12. Para toda solución mo de la ecuación (1),y para 
cualquier ndmerom podemos construir la suma finita de solu-

ciones de Ploquet 

2MY 
tt ) = 

	

	dt4, wi tí) 
It.th»-dit 

que satisfaci la condición 

44/-0-Alt) =19(e-") 

cuando 't "'I' oo  . 

II decir cada *elucida de (i) puede representarse como 

una serie asintótica de soluciones tipo Floquet cuando 

Demestracidn. 

Come la función generatriz 21(nI) cutí dada mediante una 

serie de potencias 

( ?) P) = ..,44-(rfl-nr 	1 
Ya* 

entonces por le fdraula de tauchy tu) podemos obtener el va-

ler de la solución 

Con C una  

, 	r 14. ct-m, 	( gi  t• 61") 
d .44. in 21  AA e 114-  -1 7.9 -- 'Di = 	J 	r it• I P 

  

circunferencia con centro un el erigen que no conti- 

eme puntee critico, de it en su interior. 

Ahora tomemos la circunferencia (e de radio arbitrario K, 

sobre la cual no hay puntos críticos de 'U ,entonces 

1.2 

t -o or) . 



y 

(1d) 	44 12 ) 	itipP)  d p 
7111 	

t5P), 

Je 	P " 	imtit P̀  	P 41. i  

Para calcular el residuo ea el polo Pv;recordemos que en 

(7) UtriP) se expresa come la suma de una función entera y otra 

aeremorfa.Evidentemente es suficiente considerar sólo el primer 

sumande de (7) ea el valer f."47-(ya que tr; T'ah). 

Haciende en,(7) 
-S.T  eme, p)d 

t

H(P) = 9to) — P L4 C1)  p) e. s 	 f 

-STBM P) 
Fin = I- Pe • 

entonces dicho primer sumando de (2) tema la forma 

mtP) 	-IIk;,044: teme-S:811" 	hl I P) 	
`41 (17) emP" 	'.i.717)7[P 1717"5-1E' 	FIP)Pri-  F(.)]- 

	

est? pwy 	?mit oof [Ht PI 	 -pp.: Ftp» • • .1 e-% 	- 	e o 	+ §(é,>›,9 FtP1P 	 - NOP 

esta transformación es admisible ea una vecindad pequeña de 

cualquier cera de la función r(P) 

La función I es analítica en una vecindad pequeña de los 

polos de lt .Por le tanto el residuo,_ 

yAo 14- (ti 1') 
Pv 	p.k+i 

es igual a la combinación lineal de las derivadas hasta de or- 

den 	 I de e • -Sten md, ,en el polo f',. de multiplicidadpv . 

&u efecto; haciendo e?: isT  tenemos 

Q o -1 B(1,PW2 .= 	) 5  ) es t (véase (6) de II). 

Ahora exps escindo Las derivadas respecto de P como derivada. 
-sp•T 

respecto de S y usando ul que Pi = e 	o ',tendeos que, en cree-

Lo el i ceidue buscado ce igual a la cosibi nacido 1Íneal de las 

22 



A 

ci 

dende (ver U33) 

„VY Ly(P.)Prj  
PPr 

eti<v*I LVPT)P.] 

(i4 T*1)1. 

31'," [ Ft Ot7 
<IV"' 12"-1); 

5,t 8(V,)d7 /1( P) 
- 

 

-$ Bfr/pddr 
dP HP) e o 

• 

• „t 
EV744)117 d'r-I  Hl Pf) 	* 

o 

ci  /ir 	F(Pr) Pi] 
d 	14y! 

c12/'-2  [f{F')Pj 

1 P2111  (2"-2); 

• O 

. 0 

d /'r" Ft P.)Pr] • 
d 	(/4,. ti); 

soluciones tipo Floquet (8') de II. Es decir 

-Ceet,phii 	A- I.  ltrOld A 14(1)) e  
- 

F(P) P 	 [FO9P] 

23 

Estimemos ahora el término integral en (Id). 

La !uncida («t'y) paria  o‘r«T y  pica ,ea acotada y por de- 

finicién 411 ,1 une 

ca  
Finalmente observemos que la condición 1Pw1 tít.. correspon- 

de a la cendicién Rt.l.L.a>"•V 	y la deonostracidn de este tee-

quedo completa si temamos en (16) la circunferencia CIL  de 
itt 

radie R= Q ,dende ol es el número del que se habla en el enun- 

ciado del teorema,para que »id se 

Les coeficientes de la serie 

den obtener se por resfduos. 

Le convergencia de esta seri • no la asegura el teortnum 

puede set divergente. 

Si di cha serie converge y adrai te ser dex ivaibl e, entonces 

su subir puede ser moiticidn de id ecueeién con retarde censi-

dersda,peso no tiene porque coineini1 con la soluei4n que me 

iW.1,  S 141.22) pA#i  
t 

JP 	0(R. ;-) = 40( e 

Telilla 

cumpla que 14(5.)>-1"-,-it 3 - oL •r• 
&sintética Z 	c.; AA,: (t) pue- s, 



ha estado tratando a saber 4440. 

Mete se debe a que el sistema de soluciones particulares 

4410=1011,5.) ue siempre es complete. 

Per etre lado veamos un ejemplo en el que si se pasa al 

límite cuando t"hai ea (16) obtenemos que la diferencia entre 

la soluciin y la suma de la serie asintótica (si es convergen-

te) es una seducida que tiende a ~II más rápidamente que cual-

quier 'uncida exponencial. 

Sea el problema de Canela>,  

.u.(4) - nig ilt) Atte -I) =0 

44. tt) n I 
	o shas) 

el cual tiene por solucián,ebtenida per pases a: 

xttt) = 	.517 (11542)A  ase 

haciende el cambie stu.Da Wt)fess  obtenemos que 
S
e
/caes/ti, 	s]4-t, 

flO = e 
y per tante el cuasipolinomio característico es f15)=5 de modo 

que tiene salo una raíz simple a la cual le corresponde la es-

luciin tipo Floquet 

y la serie asintótica de 1m inducido está formada de sólo esta 

eslncidn. 

Desarrollando la función exponencial por la fámula do 

Tayler con seefOno en la foima de Lagrange ee fácil estimar la 

diferencia entre 1m solucidu y la scrie asint4tica 

24 
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" tt 	 444 sir  )16"  e-e 41'1:1:4  ti.G; °(iarrOP0)) (oco(%) 

La difereucia .4Att)-Áli(t) resulta ser una 'elucida no cero 

que converge a cero más rápido que cualquier !unción exponen-

cial, cuando t 



IV. ESTABILIDAD. 

De les teoremas 1 y 2 anteriormente demostrados se sigue 

el siguiente resultado sobre la estabilidad de las soluciones 

de la ecuación 

(1) 24,tt) +bott).alt)+IpatraCZ -.241")*- ba  lt).4a(t-laT) =o 

Teorema 3.La solución 44t01-' 0  de (1) e• asiutóticamente estable 

si y sólo el son negativas las partes reales de todas las raii-

c•• del cuasipelineudo característico 

(2) ;(5):-- s TJ. f I, e-11%i; e'—/sTs  
En efecto para toda solución AAC*) y cualquiera podemos cons- 

truir' 
" ÁLLt) = 	.2‘ 14(341-.t ¿a? 

(finita),que satisface 

ALtt)- a.t tt) = O C e ") 

cuand• t 

Per otro lado del beche de que la función 

y PICa •• acotada (ver III) tentamos que 

f 2t, Cr") 4p 	oLe dt )  
c,, 	t'As.' 

este significa que 

p 	PI
4-- Al ar, 

can td‘ ceta de Itteir) ubre Ca .Alloorri de la ecuación III(7), cla- 

ramente villas que esta cota M en realidad tiene la forma " 4"1  

Can /4" y 'i tal que 191011. mi can t aL10/ 01 . 

Anilegamente de la ecuación II(0) venias que cualquier so-

tipa Flequet 44/(0 esta mut tipi temor« por trua constante 

que depende de las cendicionee inicial us de la ecuación II(2') 

que a su vea dependen de la condición u/t)'Itt? pura t E L-k4402 

2l(t¡P) para bttl•T 



de aedo que 

L1 
.1 

IdAvatil is41 L 1 ti 1 1 '&101 4. • • • t hl; tul] es'. ( le .. j'y ) 

27 

por tante teneno• que 

igto1éj.1.4.10.+Am r1¥r¥¥ t (TI 11 /evett)1+•• a 4- l ifyi(011 I e" I ¿w 
Sea 

esto es posible ya que las 01‘ ) son periódicas y continuas 

y sea f no<14 if.1) 
sesee a tal que 0>(>,' *wad. 124.Cst)1 11404) "›, — 	; 	m (...£ [it 

entonces ItStsvill=kflittlat< eist 	a partir de cierta t 

entonces 

I.M1t)I 5" (jt + é 	t
AM -dt r•-• 

ip icya ; 	" 	 eeJ 
.)  

puesto que /54* tenemos 

es 1 utvl 	nei mi 	ziss.) , _4 -1t, 1Cyj t < 

siempre que 

t 
ZirrIZZ5 
	 k Ir 

la solución Mi) so de la ecuación (1) es estable. 

De 111(13) y del teorema 1 deducimos que 
IMIat-Et 	 (S,)+ Et 

( a) 	(2.• 	15 1 litt) 1--• e 
lo cual implica que tl¿~..ce btl(t)1 =0 . 

Per lo tanto la solución AMO O de la ecuación (1) es 

asintóticamente estable. 

Y recíprocamente, supongamos que /4CS,)10 entonces de (3) 

!MEM *0 t-Pet, 
lo que significa que la solución 1410=0 gle (1) no es 

cemente estable. 

Loe teoremas', 1, 2, 3 perol' ten obtener otros resultarle s ele- 
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e/Amados con el comportamiento seintdtice y estabilidad de las 

soluciones de ecuaciones que difiereu"poce" de la ecuación 

fundamental hasta ahora aualiaada,ee decir,de (1). 

Bu particular,puede considerarse la ecuación con retar-

dos "casi" múltiplos del periodo de los coeficientes,esto es 

(4) 4-Lt) +holt) oit) hitt) mít wel .1- ba te) At - 	so 

donde 

(5) 11.42- AzT) < 

Utilizando el teorema de Krasevskii sobre estabilidad 

bajo perturbaciones constantes (para el enunciado y demostra-

ción de este teorema véase [7] ).Podemos demostrar el siguiente 

Teorema 4. Si las raices del cuasipolinemio característico (2) 

correspondiente a la ecuación (1),tieuen parte real negativa 

entonces existe un d>4) tal que si se cumplen las condiciones 

de (5),las soluciones de la ecuación (4) son asintdticamente 

estables. 

Antes de hacer la demostración de este teorema veamos la 

siguiente 

Definición. La soluLión Mtv de la ecuación (1) es estable bajo 

perturbaciones constantes si para cual quier E>0 existen número s 

ás yd tales que la soluciénj1 de la ecuación (4) satisface la 

desiguaidati I1.11(011 4L pase toda t3t.,,o,siempre que la curva 

inicial .4..(0=g(t)  ttColug £0=4~ 	satisfaga itItoll-cfo  y 

loe retén (ion  "%ve 	hot-AIT1‹  

Teoiema (hiasoyaki ).Suponmanoos que la soluci4u m=0 de le ecua-

ción (1) er mointéticamente ,ertab1e,entancum la solución hul, es 

establv haijo perLhibmcioiien colifatutnee. 
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Ahora &toreamos le demestraciéu del teorema 4: 

Per el teorema de Kresevskii la ~limbo de (4) es estable. 

Ahora demostremos que es esintéticamente estable. 

8ia pérdida de gemerelidad pedemos supepener que 1.T$10), 

y M'él% ,estences per continuidad de las soluciones (ver 

apéndice ),tenemes que existe Ite[~-144] tal que 

.4,./§T) '44 1").1 .ts AA! 
U% 

con 400 seluciin de (1) y h.=ois-ahr de modo que 

(6) Atta-*.-r) _ .44'/I.)h, .44. lt-w,) 
amilegamegite existe TwItté-IsT)  $-46,1,3 tal que 

(7) ACIi-hall s 42  t 1a ))+s+.441t-wa) 

7 lbs= Ws-1,..1-  • 

Substituyendo (0) y (7) en (1) tendremos 

h.t.41 4..tt)Attl.)+ tt ) attit -boa 	te héte4-0): )= - loottPAU 	-I•ItchpAk lama  

puesto que las reices de (2) tiemen parte real negativa,eatences 

el término de la derecha tiende • cero cuando t•ooD,pueste que 

A444) es o:elucida de (1).8ste sigaitica que para tiempos gres-

des cualquier solucidn de (1) tiende e parecerse cada vea mas 

a las soluciones de (4). 

De forma similar puede demostrarse que cualquier selucidn 

de (4) tiende a las soluciones de (1) cuando t -o001 .  

Per tante w4.4.4-1.4  1Mixe y hemos demostrado completamente * CO 

nuestro teorema. 

Casi todos los resultados de los capítulos 9,10,y 11 de [2] 

donde le parte lineal de las @emociones son con con coeficientes 

constantesi pueden ser obtenidos para el caso cuando los coefi-

cientes son periddicee y con setardes .1l tiples del periodo 



de les coeficientes. 

Para hacerlo bosta analizar las propiedades del :nicle* 

irtht) .Este uticles juel.a un papel similar al jugad* per l• 

función de Green en ecuaciones diferenciales ordinarias (ver 

1141). 

El ndclee irts.t) se define come la solución de la ecuac- 

ión conjugada. sin embergeppuede demostrarse que también puede 

vérsele cenas 'elucida de la ecuación original. 

Veamos cómo se define tal ndclee: 

Definición. El inicies vt5, 6) se define come la dulce función 

(ver apéndice ) ceo dominio t -st•, j-Guését ( w 0",44 1211 AsT1) 

continua en tek té y que satisface las cundicienes iniciales 

VCS?t) r. 
o 	t"-A0 1 S c6 

1 	t u 5 

y la ecuación adjunta 

-45 irtlat ) 9. 411 ir(S+AZri t) bits) =o 	( 4%10) 
=IP 

veamos que la duica *elucida continua de 

(s) 
	 1„to,u_tt-ALT),. 1.0tt) 

es 

(y) 	 A&lt) S Irtsit) wtsm 
t. 

C*0 la condición inicial mitt)se te-L.) 45'1 4 

Multipliquemos la ecuación (I) per vts,t) e integremos de 

'Lo • t para obtener 
"I 

( lo) 	S Vli,t),4:4-tS)ds 	Int,t) lút5)A.tc 5- ›; T) 4 s :: S vt1,010t$WS 
to  

del laecliu de que ikts)r- o para  te-eüt541* y que vlSit1:-' V para 

1-u)  1504 t teueme e que 

30 
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S • 5 nr(sit) h¿cs) JAls-Acr, dr = 3 -trtst 	t) tics) Atcsyds 

por tante después de una integración por partes del primer 

sumando de (10) tenemos 

Á.4 t) 17- C-t'O t S 	TISM t 	"tr<S-1›:«rft) ip¡(1)].Utshisz í-tr(s,t)wcods 
L=0 	 to to 

y per la definición tenemos justamente que la duica solución 

de (ti) es (9). 

En base a esto demostremos el siguiente 

Lema.E1 núcleo Irts,t) come función de t para una 5 fija satis- 

face la ecuación 
2 

(11) 	I ins t) t 	Intt)-trtijt-A¿T) = o 
rit 

con las condiciones iniciales 

	

lio 	

1<tdriS*W 
ITCS,t).= 

t'ah 

Para la demostración de este lema sustituyamos la expresión (9) 

y su derivada es decir 
rt 

	

,att).= 	aak visiz)1011)ds — Ilitt)101.*) 
te 

en (8) para obtener 

5 14.11-11,*),Koas vitoomof • h¿Le) //cm -Ait)wcods = ws)  
y 	cono ▪ VIW)=I ,entences 

E kiresft, t 7.11.1.¿to 	t-kir)] wcs)ds =0 
a 

y puesto que IIMS) es una función arbitraria pedemos concluir 

que el corchete del integrando es cero y per le tante "trn,t) 

satisface la ecuación mencionada per el lewa.La condición ini-

cial del lema se sigue de la condición inicial de la deliuici- 

'a. 

81 ahora analizamos la ecuación (11),veamos que medien-

te la transformación 



1 

= tt+T 

51 +T 

no cambiamos loe coeficiente» de la ecuación ni la ferias de 

lar condiciones iniciales. Por le tanto para ecuaciones con 

coeficientes T-periddices se tiene 

(12) vt5t-T )  t+T 	In S ) 

Para eltimar el valer 171SM utilizaremos el iséted• de 

las funciones generatrices Zi¿tiP, S .La función generatriz 

14-(1',P )  S) de 11-( SM es una función contínua del parémetro S. 

Supongamos que todas las raices del cuasipolinomio carac-

terístico (2) satisface la desigualdad Z(S#) 4 et ,entonces simi-

larmente • lo hecho en III, obtenemos 

	

VISkt)1= lv-ts,r+itr)I I ái 	t/tr--'L'111drilda)e411; (oirdir) Par, r 
dende 

. Mi 
dende CU» es una función continua de S haci ende ah Amivig mai a okste 

y utilizando (12) tendremos 

(13) I ir(s,t)$£ a, ci(t-s) 
	

(os 5,t r) 

Supongamos que la raíz característica Si es real y simple 

y el resto de las raices satisfacen la desigualdad 

Rt (Sv) < s, 	(r>1) 

entonces per el teorema 2: 

(14) 1/E 	) = CL 5 ) et)al't  +in(sk-t) 

dende 'num= ote511) .Por •ts• lado de la unicidad del desa- 

rrolle *sintético (ver 1,151 y [16) ),y de (12) se sigue que 

	

C s)fet)eittlr,(C)t) z ct i+T) 	) 	("rlt  (51-Ti  t+T) 

cts) Set = Cts4-19 

Luego la función 

,vt 5,) = CtS eS° S 

32 
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es periódica. 

El término T,C5,t) en (14) puede estimarse en Terma 

análoga a la estimación hecha en (7) y de ese modo obtener de 

(14): 

•tropt) lino ote) ef o(t•11) +1r,CS,t) 

con 

19( s,t) 	ct,w e t(4-3) 

La fórmula de la estimación (13) muestra que una condici-

ón para el acotamiento del adulce Ir(s#*) consiste en que to-

das las n'ices características tengan parte real negativa. 

Similarmente puede mostrarse que una condición suficien-

te para el acotamiento de viSot) consiste en la no positividad 

de las partes reales de ibis raíces complejas y ea que las.rai-

ces imaginarias sean simples. 

Usando este resultad. obtenewos el siguiente 

Teorema 5. Supongamos yue las funciones In(t)  y 41") 	(¿=0,i ,1) 

gen eentfunes y las 1.~ son T-periddices.Entenees una condi-
ción suficiente para el acetamiente,cuande t'sgo ,de todas las 

soluciones continuas de la ecuación 

(15) 	 AA•(t) p LIitt)+ 	(t-.>ir) .1t--o 	(A0 r-o ) 

csumiste en: 

i)Tedes las raices curectelfsticao de (2) tienen parte real ne-

gativa. 

So i) 	 «coo 	 0,1,Z) 

Demerstracilin 

Escribamos nuestraecuaci4n en la feima 

	

t 	(t) A4 -1ir) 	- 	J¿ it firi-J(T) 



y en (8) sea 

742t.t)z-- 	 (A— >a') 

de mode que 
rt 	t 

=. - 1 -trCs,t) 	vi i ts, ) ).4.<$-ILT) d s 

te, 	e -4- o 

U« 	 sMild1(5)1144( s- )41)1cls 9-- I 4- c 	ildliCs*JiT)11,0(.01.js 
c=0 Lo 	 • 1)  to:T 

entonces per el lema d• Gr•nwall (véase [21): 

!Ate)I 	Q.,kpti >e¿T)1 as = ex p 	p 
4 ¡Iiir 	 te 

y cuando t-oa) por la condi ciSti ii) tendremos que 1.44 	i es 

acotada. 

Enunciaremos algunos teorema» del capítulo 11 de 121 

para nuestro, case, en les cuales, sólo se da un esbozo de la de- 

mostración; paz a más detalles ver [2]. 

Teorema G. Supongamos que: 

a) %net-)  (itv 1,1,2.) periódicas y continuas,y las ratees del 

cuasipelineini• cío actor 'atice tienen parte real negativa. 

b) .f(timovisti) contínua en una regidas IJ t3 	 p.r,./r.T1) 

41vItIldltCt 

c)lfm la región /J la función f satisface If(t,44,1410)11 (1100414-11.71+111/1) 
rx) 

desde 1,16) es centfnus esti sfaci ende 	/(t)de 

d) 	 ot) <cr, ,t%ohlt) ¡f. ft jdende •irtlib) es el [aleles. 

lintericols ef 	4440-4 MCI es mut icientemente pequeño , cualquier 01.tklu 

solución satt) de 

( 16) 	4.(t) 4-bolf)Atet»htémite-k,79 fb ace)Aitt-40- ) r•-íZ t ),44 (0)  Mlt-1,71)  Ada-IBT)) , 

y la cendición inicial 

( 17 ) 	 Át(t)r- 9tt) 	olitÉG4) 

puede ser continuada estire el intervalo 	 t <r0 y es acotada 

•n este intervalo. 

34 



De hecho hay constante' c3 y Cq tales que para toda "elu-

cida Atte) para las cuales "imgc3 satisiacerA tAtilen 

Demostración. 

Una solución met) de (15) y (17) satisface 

(18) Itet)=  µ,to tSy(s,t)f(s,m5))..«.(5,1ir), .40-ALT))cis 
Go 

en cualquier subintervale de Cso,m3 en el cual talé) existe y 

la integral esté definida. millt) es la duica *elucida de (1) 

y (17);despulis de multiplicar (1) por -VIS,t) ,de integrar des-

de Lo a t ,y tusada las propiedades de iis,t) encontramos que 

(19) "11.0=91.017(taiht)tilríSt3aMblitingcshis + pratiLT.,*) Ws*.bir) ocis 
w-lby 	 tu-Ala» 

cosas v-tSrt) es acotada hay una constante Cg independiente de 

9Lt) tal que toda salucién d• (1) satisface 11-4(t)luc"" ,r10  
• c s  

Ahora sea c9 tal que co3C.txPI3CA:X53.1S 	Y 3  - ire; 

Veamos que toda solucién de (18) y (17) satisface hatt)léCvM/ 

con /PM% y que puede ser extendida a o0 . 

Es claro que 144/01Z(.0991  para Watt° pa  <pie 	cf 

10401 EGO» para Mit itettd entonces 11/41fili=Witn+ZIAltf-Gon< 3<sehh1 

para <A) tt teild y C•iia• 341  An 	G1= C, entonces 

( t., At(t),m(t->IT),Átte-1  la)) e A) 	it t. tutti ,WitA4 lAitt )1 4. 	Ci 
Ihk.t&t,110 

Entonces per el teorema de exiateacia de Cauchy-Pealie (ver [2]) 

se sigue que la solucién puede ser extendida más allá ael puu- 

te  

Alicia , si rt eme&trasmeeque 1 mat)1 z cosi pare t*0 entonces .44(t) 

puede ser extendida a CO ,Suponganio e que 110 PC sati «flaco 1,44(014 ck 4,1 

entonces existe ti».) tal que 

1 .hits)) = CH ,w 

I 	(t)i < Cq /141 	o lt tx_ 

1 
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per continuidad de 44) . Cene 11Altill¿3cem,  O= táts entonces 

( 	Atit-le ¡ni heet-Air» E A) 	para 	o & 	t 2. 

entencee ALlt) satisface 
,.• 

Ata) = Á.lett) + -013,t)Ketti)) Att Ar))  CS-ka•r))dS , LOA* ita  

per c) y d) 

Cs mi+ cz  S 00) IlAtt 	wL toas 

Lat)11 3Coei 4- 3 CL lio4P(S) Ál(S)11 S 	te á! ts. 

IlAtLeni E3  Cs~ eXP t 3Ca SwalCetSbil] < Ce nyi 

	

=> 	I .44(ta.)1 <Cdo 

Beta centradi cejé:: uueatra que me) puede ser extendida 

est» e Olit <0 y es acostada btA(t)1 4 Ce 414 . 

T'en.  eies 7.  Supe:agua:ea que 

a) Mi) continuas y periddicas 	) 

b) 4. (44Y1,6) continua en AP. 1,mi+ hr1111:4 C, y po,0,0)= 

c) Para cualquier es te, hay uua constante ti. tal que 

(20) 	1 f (m„v,, 'da - 	V.)14):  )1 CL( 	I 171 -17ii.• 1101-102, I ) 

	

emPr que ( 	Ad, )) ( 	) E- N ; 	 C3 

además Ca-• e coreo C3-10 

d) Las raíces del cusaipol intima° característico satisfacen lo 

desigualdad RA (5v) 4->, (esto implica que hr(gMlf.C..Q101-A1 (t-s)] .,osis.t).  

Entonces si ~04 tiet11 es auficientcaeate pequeño existe única 

so lucidn continua out) de 

( 21) .k:k1t)fimil Aut» 	-.kr) 1,,i0/.4(t-.kar).--• f(4.410, 04.1t-IIT),AM-AIT)), t >4» 

y (17) . Esta solución puede ser continuada sobre el intervalo 

05t <cc y se aproxima u cero cuando t ce, de hecho, hay un Cs 

tal que, dado cualquier Al , -- >,<->t  <o ,4.9 puede ser el egido lo 
ii t isulicienteliiente pet,ueno p 	 2.ay a que lutt), 	el, 441e 	t i o 

ad 
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Demostraci6n. 

Una solucidn 4,4t;) de la ecuacidn (21) con valores inicia- 

les (17) satisface la ecuaci6n 
• 

(22) 	.tAti) ',toa».) v-LsMp.(4,(5)) .4.415->sT) )  .4.4.(g-A 1T)),J5 

con .U.C.e) soluciiSn de (1) con los mismos valores iniciales. 

De d) y (19) existe Cs>0 tal que 1.uott)i tcs *1 a As 
 , 	O • 

Sea tliatall tal que 
re 

	

m. ( t) 4- 3.7-15,t) tumItS),, Atm 	 -AsT))ds t 

91+) • t e Lo) io) 

Veamos que í...t.uttll esta bien definida Vt>0) , es claro para Atb 

y v" con t E to,wi 

Supongamos que (timté)112c5~,tVo j  está bien definida.Sea 

c 3 = IZCigp  y ^141 tau pequeña tal que C3 t  Ci entonces 

§->sr)I l ettmtt £0 d 

	

114 (S 	CIP ) 	>  

por e) 

f(44im1i.),AAAk tt 	AA.04  tt,-Asni 6<a Cs 4.1 

y está definida para t,sw y por tanto 	t  

144.4141 (()1 1. es mi e "+ a Ca C q  C3 4,1 f eXP >i(t -5  
eal 

e• 

CS #10)1 + 	"C.. CS 	j 12.X P( >1'10d t 
• 

t. ce  mi + 6 ca c., 9, 

coso Cr* o si 4.1* o , sea•vd tan pequeña que E.CsevAi  ,11 por tanto 

igaysimiSitiam y la suessfiln está bien definida para Y. 7.0 

y uniformemente acotada. 

Veamos convergencia de la sucosidu,Por e) y d) y con 

00t4, tt)..= 	 Atm-i t.)! 

1 ,44,0411.0 -A4mitn tei I ( L C 4, 	tt) j t'O I- >1  t -ti)] dé, 

como 	41-4.•,(4.) = 	(i) t é E °J Gui 	"m4t ( t )  6 cé. 	 o 



• 

y puesto que o,-+o si Cr. o entonces Cé,<1 si n.•• es suficiente-

mente pequeña 
ro 

4•1...,tt) 1 "(D.n c6 

entonces 	 converge , 

como 1mi t t-r)1.1 ircs 4+1 entonces la serie converge uniformemente 

para 	o y la sucesión .t4m/t/-* mit) tal que .4.krt1=9/0, téte.0.1 

y pot tanto #4.4.1t) ea solución de la ecuación integral y conse- 

cuentemente de (21), t 	. 

De ( 21) obtenemos 

1 AA (-hl cs ny) 	eg. frikku,n-ri..tct,-,k,T))+ 	 tt-t).] 

puesto que 	Ro,o, 0) 

por tanto 
ft 

1m A,t  c 	4 ex ( 1+ 2.4M-4 a', 	) 	ttol eA it'dt 

y usando el lema de Grontrall 
'tcicq t QA.". e l ), 1- 33 

Cs nal Q, 

puesto que C a --* O coruo 4.1 -o o se sigue que lAtt/1-* O cuando t 

con orden exponencial, siempre que 	sea suficientemente peque-

do. 

Finalmente tenemos el siguiente 

Teorema 8. Consideremos la ecuación 

( 23) .4*~+/(40(041,0t)11,1(411- [Cht114 b103441,-.1fr,T)4-14zre1+4440144 /4 -kaT):F(tjAraboti 	mié->t») 

a) La raíz A de ( 2) de parte real más grande es simple, 

b) a.tt) 	 4,11) , Caen) continuas y 

rulcgou,ldt cko 	r'11(1)Idt (co 
roo 

) j fairt)Idt < co 

e) í ( f , -0- ) mv ) 
	

continua para 0,0 y todo 44 	,'LL; y ea ti falce 

pt,o,,D,, , ).,)1 .4. OH) (1,44 1- 4111+ iv,-1r111-11))1-wi/) 

donde. 	f " 
Ilt¥J t 

313 



39 

también ilt,0,0)  o )-= o para t 3 o , 

Entonces la ecuación ( 23) ti ene una solución Mit) definida para 

toda t grande, con la forma as intót ica ,44 <O= ;te(t) e'tt  O(elt ). 

Demostración. 

Escribamos la ecuación (23) en la forma 

(24) 	.4.A.I (t )4- be  U. ) Allí) ÷ 12,(t) 	(t -.2;T) + b z(E)Mit --)kaT) 	¿, ,¿4 (i) )  

,u(i-).T), diAlt - ikeT)) - ct.,(1.)4«)-qiutiutt-I,T)— ct, (e).(a tt -kaT) 3  

pensemos el término de la derecha como un término forzado. 

Entonces una solución de ( 23) es una solución de la ecuación 

integral 

mut ) 44,„(t )+1-v-Lt, t )1 f(ii, 	m(tr),T),.0 (E  •->iT)) - Cti(0,10(e) -- a,u01.( -1,1 )- 4,,umte,->d cit 1  

y viceversa, si ile(t) es cualquier solución de la ecuación 

homogenea. 

Podemos reemplazar la ecuación anterior con 

(2b) ÁA.101,  cili(S)et)(r-1-11T(t5t)11(4,Attia)M(te-14T))  m(érZeT))-  a4(011(111-6•0116-21V-  le (04/«.-.)44E, 

puesto que 	-v- S, «t)
t„ 
 "10(S)Olt)eAte-s).11r,(5,t) donde Ivi(Si))tOz

a(t-S) 

con o(<)► y que 1T(S,t) es una solución de la parte homogenea 

de ( 24) .Veamos que ( 25) tiene soluciones sobre el intervalo 

infinito, con la ayuda del método de aproximaciones sucesivas. 

Definamos  i  

M -0,1,2,.. 

M.0 ti) 	C e  y(s)V(t) 	 t 
e 

C, -oto (m) Q}( 4- -&) 	 •«^u ,-31 7 ),"-'meir)ir» to  
aottalkndtil -  CAltit),Li-k(i t -)?,T) - z (1,1).ttm ti@ ->t7 )] di; 

gis 	Áttoil 	).u(t)1+im (*-),T)I t im(t --%1T)1 

y usando c); el hecho de que 	es acotada por M ,ya que em co n-  

tfnua y peridtii cri; y que 1 -1r S 1 	py(1)(0(e)14 c,i)p,>/-t-s) 



facilaente se demuestra que 

(26) 	11 Ak,,,(t)lle 1÷ 	lc,friptoe-•'s I (1 t e-'ir+ e-ler  ) 	e-'11T+ 

• t 	(pct)i-ct t 	 t( Oh) + Ict.ti.)1t 	lcutii)1) u .u...twit e,-2 ti  dt, 

	

t. 	 Go 

	

que 	e  imoti)i az  i f ( 16(i1)+ 	la,cti)1 
to 

to  elegida suficientemente grande entonces por inducción fácil- 

mente se prueba por substitucidn directa en (20) de 

/C e /lene-15 1 ( 1f e.-47* e"''-r ) ex*  

que 

( 27) 	"Afta );I 1- ICs MOtt)C-25  I (I+ 	t  e-111-) 
Ahora sea 

/1414.1t ) t4Z10. 	 Mm-,/i))11e-tE  

entonces encontramos que 

Az..„,,(i)-xt....toll e-14 	cs  4M4, (t) 
donde 

ao 
cs 	(if(t4T-tili.r )tfriqttlfial 	 9(ti) dt, < I 

por tanto de n4.1,ti (t) tes "St) se sigue que le sucesión converge 

a una 'elucida Atlt) de la ecuación integral en ( 25) definida 

para toda t t. 'W 

De ( 27) tenemos 

( 20) 	Mein! ••1.- Z 	et) 	ls  1 c 	 ) 

Ahora obtengamos la desigualdad asint6ti ca deseada. De T(S,t):: 
ut-0 

ipcs3<e(t)e 	+v,(s,t) 	y de (211) tenemos 

AA U-  r•-• '119(S)(10 42*"")  hu,)(p/t) 	 ).11 	{,A.4(!•), ÁÁlic 

A41(1—,31)) --  00(4.1)4(6)-4(ii) 4Jrls-M) — C4 214,) ,W(s —SIT).1 .2  1;1  = 91(.1  ) 	(-¿ ) 

donde 
r t 

(Pu)e--)LoW)9: A1111( ti Ail!,),,t4 tío - 	r 1 	/L) 1 //11) -- 

t 

40 
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• u7(i)= J 	 (f,), 	 .t:7))- 	0 1E 1 ).“16)- 	i(i,) 
t. 

1->17) - a z C¿,) 

puesto que la integral 

S ci)IPU I ) e- 111  tf 	A1(4,- .2,T 4.411/t (,-,T))- d014,»1(1,) --4,(6)21(fr >17 )'" 	 >P72cit 

es absolutamente convergente como una consecuencia de (28),.,b) 

y c) tenemos que 

por otro lado.d• (28) y de que 1 vi(s,t)) .4az  .2,411-5) 	tenemos 

b.2 (t) = oteo) . 

(Y, 	qwelt L It:'‘Pci,) e-Al a / • • •]d¿, — rt<34(6)i'sj. • 

C (Pu eAt  + o c 	) 	cuando tueco , 



V. SISTV.MAS D1 ECUACIONES CON LETARDOS IdULTIPLOS DEL PLItIODO. 

Los sistemas de ecuaciones 

(1) zqi) + 	5, (-e) 2 t - 	o 

donde las g-(i) son matrices continuas T-periddicas y ttt) es 

el vector funci6n incógnita 	(R --pik"),pueden estudiarse en 

forma similar a lo hecho pera el caso escalar, esto es, buscar 

las soluciones también como 

(2) al-t) 	(t) z" , 

donde Pt) es una función T-periódica 	112--ee, dimensión 

del sistema). 

Sustituyendo (2) en (1) y tomando en cuenta que 

ticy) 	1'm z"-s- s (t) e," 

tenemos que 

st é 

	

Vtt/est  + spti) egt  + Z1 8," 	Pfie 	.,..--_ o , 

es' decir el problema se reduce a resolver un sistema de ecua-

cisnes' diferencial•• ordinarias dependientes del parametro : 

(3) Pt) [ SI + 	e:LTS 	(t) 0 

La s'elucida de este sistema se busca en la forma 

(4) f(t)r-- V(i, 5 )  

donde f(o) es un vector constante diferente del vector o y 

V(195) es la mata le fundamente' de soluciones que ea ti is►rice la 

condición Vt 0,5) 	I .1)e le condi cithi de periodicidad de 45(1), 



obtenemos la ecuación para determinar §(0): 

t(T)•,- V(r l s) 11(o) = V(0,5) dl(o) 	dl(o) 

( 5) 	 [ v(T, s) — 	o 

Para que (5) tenga solución el parámetro s tiene que ser 

solución de la ecuación característica 

(6) 	 vc-r, s - I ] -= o 

Del presente esquema se ve que en principio son generali-

zables los teoremas 1-5 al caso de sistemas tipo (1),con le 

ónice diferencia consistente en que para sistemas no contamos' 

con una expresión explícita de la ecuación característica (6), 

ya que el sistema (3),en general' no es integrable ni en cuadra-

turas. 

Más adn,como en II e cada raíz Sr de (6) de multiplicidad 

)kr,diferenciando de acuerdo a la regla de Leibnis obtenemos/XY 

soluciones linealmente independientes tipo Floquet,las cuales 

forman m.p-v.-) cadenas de soluciones tipo las del caso es-

calar,donde 1, es la dimensión del espacio solucidn,N la dimen-

eld n  d el si stema  y Vr el rango de [V(T)Sy)-I] .Es decir 

11,u) es 

2 1$1 (1)  = [t 	 §yi 2 (t)3 eslt  

 

r 	- 

2 rin (t) 	(rwr-1); Iris 4- . . ' 4— ( e5vtJ Y)mei 

donde 

 

• • 	• 

  

4 /MI? + • • • 4  PIN -14  
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IRs  1 	-- Ir;  (t) son funciones periódicas. 

Introduciendo 1m función generatriz (vectorial),como en 

el caso escalar la función 1,1 a511,podremos generalizar al caso 

de sistemas tipo (1) los teoremas 1,2,3,4,y 5. 

Como en el caso escalar sea /teelp)=, 7C2'+YT)P." 
Y.T.Q 

con 	lto. 9t) v t Efo, 	y 	cA) 	= o, . . . ) 4v1.1 

Eka la ecuación (1) multiplicando por pv  y sumando en r 

desde v.=0,tenemos.  

co 
iqt-tvT)lir-t-Z 8„,(r) 	 .)T ) P'} 

41.0 

y puesto que las 11„, son T—periódicas: 

	

i st-r+vT)P"- + 	am e?) (t+ (y-2-)r ) P.`  

11-V + 	8,4  (v) r y, 	v ( y _,,,) r• )r+ 	F. tv+cy-1.4,) -r ) 	= O JT 

	

Al =O 	L T=0 

erk 	
- 

	&m et) I ',±1, (t-i y-im)r) Pi+ 	10 	
y T) ( j  = o 

WI7- 	 y z 	 v-111 

afl(t'P)4- 	Bm(r) 	 er ( 	Pv  P)  ti, te,P)] = o 
v 	mi0 	v-0 

aft(r))+ 72,4"  zm urjr1-"  u (2-)o -t
-0,1  

B., te) §Cr +cy -it.,)1-)r.t.  
irt 	Also 	 "f=a 

donde podemos tomar como 

13 ( r, p)41  2, Leo V' "1- 
mu 

llegando así a: 

m  G cr,p)4..-t 	84,(e9 	+ (Y - A.,)11r- 

(7) 

Consideremos la ecuación homogenea 

Ji((t)P) B(t9);fi(r,P) = O 
entonces ¡a/lin= WaF9U( 0)0 • d"de W 

 
es la matriz fundamental 

y W(Oi P) 



Por otro lado (véase [in existe (2thP) T-periddica nu-

singular y una matriz RO) tales que: 

W(t)?)=QCD3?)eXP(VRtLP)) 
	

con Q ( o, ?) = I 
Y por lo tanto la solución de (7) (véase [1]) es 

174,(?) P)= mr,P)/(o,P) w(r,P)1[ w(t, 13)]-1  cla,pm 

esto es 

(8) 	-act,P)= Qtr,P) e xPL P,(P)] 	PYtQltHeXPI tRIP2151 e 	g 1,11ex oliCleg,p)jg 

Si como en el caso escalar aplicamos las condiciones de 

frontera 'T(to)  P) - 	(r,P)="íto) tendremos: 

40,Priito,P)-P[Q0',P)exPtTRICP))171.(1P)4 Qur,  p)axiztli[cm,oexPahplZes,p)cisl= ¿Do 
o 

pero Q es T-períodica de modo que Qury) Cilto,p)=-1 ,luego 

rT 
;RLO) p):: [i-peotre,(P))Ti  L73-towexperup»)[Q(5,p)expmdp»Ac5,Pmj 

o 

y sustituyendo esto en (8) encontramos explícitamente a 17L(r/P) 

Por otro lado V(t)S) es la matriz fundamental de (a) (le 

modo que (véase El] ) 

s ) ---, 	(.L ,$) exp( 	(1)) 

con V,(1) S) 	períodica de período 1' y definamos a 12z 1S) como 

R 2 (5) = T-1- L. P QXP(TR,(P)) 

esto 111 timo ti ene sentido ya que PeXP(T RO)) 	es no singular 

y por tanto existe una matriz ir? 	tal que 

V_YP(r Pl(s)) = P e-XP UrPt(P)) 
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p e 	rerR,t0)] ih-,(0,P)-PexP(TRi(P))0í,P)exP(!RitP))1 4(5,P)c 	= 9L o) o 



	

Puesto que Vi es T-periddica y Vt0)5)=Itz-(•,5):::1 	tene- 

ROS 

	

V( -r)  5) = VI (T,$)exP(r122(5,))= V1 (0,5) exp(r R 2(s)) = exP 	Th(s)), 

por 1*--Imitia. haciendo ?v .:- "i5v1-  tenemos: 

(o) 	otAit v(T)s)- 	= o Z=> dal [Py P (1-  Ri ()y)) - 13 = o 

por otro lado, sea R el radio de convergencia anis pequeño de 

las series 

.L 
00 

1,et+y-opy 	r. E., (t-ty7-) 1)." 
yzip 

46 

donde 

entonces para cierta L (pILIA1) tenemos 

(t)I 

".••• — 1"12 itt 	
c 9 

ifitol 	/27, 	 n T ai *, [41 	1.->a) 	F t 	-rt1 	t eo 	• 	9" 

Sea IP1 el punto singular más cercano al centro de conver-

gencia tal que no es singularidad removible de 511M ,entonces 

02.T  
luego 

~so e 	e 	y 	A = d24..(si) 

por .(41) tenemos que n4t5j) es parte real de una raíz de (6) 

poli. lo cual el conjunto de exponentes característicos de Lyapu- 

no• está formado por las partes reales de las raíces de ( 	Esto 

constituye el teorema I' 

(11 ) Obsérvese que el índice "j" no tiene nada que ver con el 
" ya que el Indice "1" nos indica una cierta raíz de la ec-

nacido curacterf és ti ca (6) ; e "1" nos indica non coordenada 
fije del vector 	. 



47 

Teorema 2!. Para toda solución 2") del sistema de ecuaciones 

(1) y para cualquier ndmero x  podemos construir la suma finita 

de soluciones de Ploquet 

"=-74‘11(3.)Y-K 	CY1 17"  (*) 
que satisface la condición 211t)- 	°Cíe") 	.-9>C:0  • 

La demostración de este teorema es similar a la del caso 

escalar. 

Como 27 está dada mediante una serie de potencias de P 

"-EU 1,p) 	zertirT) 	 --=-t zi, • •, IP)) 

entonces por la fórmula de Cauchy podenso• obtener el valor de 

la solución 
.., 	, 

t c 	d p (01 t'Ir) 

con e circunferencia con centro eu el or,fgen que no contiene 

puntos críticos en su interior. 

Ahora tostemos la circunferencia Cte de radio arbitrario tz 

sobre la cual no hay puntos críticos de Z4- entonces 

72-¿?",P)d - 
crt  

Análogamente como eu el caso escalar, 24( P)se expresa 

como la suma de una función entera 
t 

W(r)P)
r 
 w(1)F)1 C-7( f )  P)ci 

o 
y otra Meromorf• 

(lo) \A/Cr)p)[/-pe,xP(r ft, c p))1 {I(0)* wt-r, p)S[ ,,,M,P)] ICCg,P)df  
o 

como en el caso escal nr consideraremos sólo el segundo sumando 

en el valor 't 7-t -17  

Dado que (lo) tiene la misma forma que la parte meromor fa 
I s tP) 

F(P) Y  
d• (7) de 	expresando a 	 p"-itr) como 	 

adem‘a como WUr)P) es matriz fundamental del sistema houogeneo 



de (7) entonces sus componentes son combinaciones de funciones 

T-periódicas multiplicadas por funciones exponenciales (véase 

[12] ).Entonces las componentes del vector (10), tienen la misma 

forma que (17) do III;de modo que tendremos que el residuo de 

cada componente en el polo PY de multiplicidad }4r será una 

combinación lineal de las soluciones tipo Floquet,siempre que 

hagamos P.¡=cisIT  y expresando las derivadas respecto de P come 

derivadas respecto de S .E1 resto de la demostración se hace por 

cada coordenada y de la misma manera que ea el case escalar. 

Loa teoremas 3,4 y 5 son fácilmente generalizables del 

caso escalar al caso de sistemas. 
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VI. ECUACIONES CON RETARDOS CONSTANTES ARBITRARIOS. 

El estudie de sistemas periódicos con retardos en su caso 

más general (incluso con retardos representados por funciones 

periódicas 6 sistemas descritos mediante la integral de Stiltjes) 

se hace utilizando análisis funcional. 

El esquema de tal enfoque y sus principales resultados lo 

daremos aquí pero exposiciones más completas pueden hallarse en 

[a].[9) y [1O]. 

Nos restringiremos a sistemas de dimensidn N con un sdlo 

retardo constante 

(1)' 	ic(t)+ Ac-t) 	+131t)xu-  w)2-'-' 	 (.0 	>o) 

Donde las matrices AW y Bli) son T-periddicas,demde el 

periodo T no es menor que el retardo:T1"). 

Sea Ct-w)ol 	el espacio de las funciones continuas defini-

das en [w,o] y con valores en 

La norma en C 
	

se defino en forma usual: Byll-..ZreyohlOt 

donde 14t0 representa alguna norma del vector y en el espa-

cio euclidiano de N dimensiones. 

El valor de cualquier vector-funcidn Xtt) sobre [t-wstj 	me 

considera un elemento de cu.„,,„, 	definido como: 
X t(e)r: X(t 	9) 	e tc. ) 

Consideremos el operador de translación en un periodo a lo 

largo de Las soluciones del sistema (1), Bato es, consideremos 

el operador 

{, ) OS 	X t p tT 

que pone en correspontlenc e a cada futici4n 	Cute,o1 con el 

elemento 'e.-V de la solución Ytt) ,que sisti sfsce le iJondi Gión 



iuicial 	. 

Veamos que el operador »O manda cualquier conjunto MCCO 

tado de funciones k.93 su un coujunto acotado 1Xt.+T (0)/ . 

De nuestra ecuación (1) tememos que 

,1t1" 	 44,1.  
fevd../ -j itio 1) Xtrn)dt - 13C•i 	Xti (41- 1.4))ci 

•Vr 
Xte (1011= Xtite *TM 	Xe (0)11 4  3 u A (t vy)xt it>1)1147 + íliBttri4j)Xt,(T-411 4t o 

como 5. x4 ,(01 e E L-W)011 es acotado entonces existe 	tal 

que 11Xt,C011fziam de rauda que 

PiT- 4vT 
Xim.t6911 	411 SuI Ati1441);,(41) 11 a 4t+ JjI Wit att LO) xt,tonbo 

rObT 
+ J 21 A ( ii 4  "7) X4,(41)11+ 	41 ..r  44w) xt, ( 4j) 1141 .,  

enn 	1iFM111)Xj*/)11+ g u, +.74o.lxiion 11(17+jimu ss vx,,moliforli,opiox,(4011cIt 

puesto que {Xieln 14/ E t-W)011 	es acotado y A({) y BU) son aco-

tadas y continuas entonces existirá mis tal que 
retT 

I.) II 411 44111"/ jil 4(41«"Mt,(/) ti+ iiB(trii+ W)Xii(47)11441 
o 

60 
4,1 	f( 4T 
	

+103(i14°14 	1 Ili(41)114, 
Z 	° re.," 

nin + J 	11Xj4/)ild o 

Y por el lema 2.1 de [2] teocracia que 

 

 

N(D41) PIT 
4,41  exP f°,74t 	4147 e 	~2  e o ya. que GE[-wi al 

Ahora bien del sistema de eenacioues ( 1) tenemos que 

	

w(tj 	Ati)( 	- &ft) 

Y considerando a X10 como un elemento de 	(-W)01 

4.. ( 	= 	n(e ? 	) i.4 "r(4)- 	 -1 (941,47)y, 	4t 1- 	1%9) 
- 	 a 
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Por otro lado,de la hipótesis de que 1- '?w>0 y del hecho 

que arriba demostramos tenemos que jXé- LutT I 	es acotado; 

por tanto /Xfirri9/1 	posee derivadas oraron:remonte acotadas. 

Luego entonces, este conjunto de l'unciones es uniformemente 

acotado y equicontínuo de forma que por el teorema de Araelá ea 

compacte. 

Loa operadores que mondan conjuntos acotados en compactos 

se llaman completamente contfuuos y de este modo se muestra que 

el operador k es compl e titmente contfnuo.Laa propiedades de tales 

operadores estdu bien estudiada., en particular se sabe que el 

espectro de un operador completamente contínuo es a lo más nu-

merable y puede tener sólo un punto límite: el cero. 

Todos los puntos del espectro de un operador completamente 

continuo, distintos del cero son valores propios de multiplici-

dad finita. 

Esta última afirmación significa que para cada >k. $0 y cada 

t existen en C1-40,0] un su beepaeio"-dimensio nal 	(1) y un 

subespacio infinito-dimensional V.' Li) tales que: 

i)Lo• subeepacio e KM) y E.(1) no tienen elementos comunes 

distintos del cero. 

ii)Cualquier funcidn 91 Ci.L0,01 es unívocamente representable en 

la forme 05-.:9,4-9i  con 9,6E-rN) y 97 6 le.tt) . 

iii)Los subespacios V,lt) y Ev 60 son inveriantes respecto del 

operador '14(t) , esto ea, sí rj é Ey 1r) y (3,6k,lt) , entonces UW9,6E,it) 

y U«) 91  é kv« ) , 

iv)E1 operador llti) restringido al subespacio ET 1t) posee sólo 

un valor propio igual a Áv 



52 

v)El operador Z(U) considerado sello en el subespacio kYlt)  tiene 

los mismos valores propios que posee en todo CiHdA/ 	excepto ), . 

Intentemos obtener la representación matricial de las so-

luciones tipo Floque t. 

Sea cr , 	cualquier base en el subespacio 

Consideremos la solución del sistema (1) definida por la 

condición inicial: 	ce 	e •k= ))•-• JitY) 

Los valores correspondientes Xdr
A  
.r. =1") X 	también perte- 

necea al subespacio ET/iJ ,y por lo tanto pueden desarrollarse 

aegón los elementos de la base. 

Introduzcamos, por comodidad en la escritura,la matriz (Abliy) 

-(X l 
 
4J 4 	) ^é ) cuyas columnas son funciones con valores vect-

oriales de dimensión W.Asf la acción del operador libe))  en el 

subespacio 	lit) toma la forma: 

/Vil) Xr‘i = X 401- = - 1 QT  

dende th es cierta matriz (140901r) constante, con todos sus valores 

propios iguales a dly,luego esta matriz no es degenerada y por 

tanto su logaritmo existe, esto significa que existe la matriz 

constante i2,7-4:imar  tal que Qr = 

Las columnas de las matrices ri4T) y Mi) (ly son solucio- 

nes de nuestro sistema (1),puesto que sus coeficientes 1-011 T- 

pariodicos. 

Es por esto que la fórmula 

..Z(iitT -1 =X1IP 0)QY 

demostrada en el conjunto inicial -0)1-. o < 0  , Higue siendo cierta, 

para el teorema de unicidad, para toda 13,,,, es  d ec i r  

Ill4i1)r $H)( Y , para 	tl< t tco 
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-Ry* 
Ahora consideremos la matifz 0.1z/4y): 	Beo e 

Esta matriz Me) es periddica,dado que 
P7U+T) 

- X U +71¢, 
Vitra«) 

X(1) Q, i
RTTe-iryt= jet) -Rvt= 

por lo tanto, la familia  de soluciones considerada 

admite su eztencidn a todo 	y puede representarse en la forma 

1(t) = Py 	t  

donde la matriz P,(10 tiene periodo T y todos los valores pro- 

pios de la matriz constante 2y son iguales a Syzi1-141.,Es así 

que pudimos obtener le representacidn matricial de las solucio-

nes tipo Floquet„ 

La base 	puede «acogerse de manera que la 

matriz Qr tenga la forme normal de Jordan.En tal caso calculan- 
Ryt 

do e 	hallamos que las soluciones consideradas toman le forma: 

Xrji (t) Tyl e"  

II  lit LO = Lt Irj1(t)4 qyil  ()] él* 

..... 

C Kyii„i  (é) L (Z-77,)1  Tvi,(t)t 
svt 

4,1 a  4- • • é + "41 =14  v 

Donde ly es el ndmero de bloques de Jordan en la matriz 

mientra que ^vii son las dimensiones de tules bloques y Ifyi.s. 

son funciones T-periddicas. 

El caso 1. 6) se reduce al caso aliibn consideiado 

En electo hallamos un cierto m tal que 4-11.14)  y consideramos 

le translucido en ,/ pesfodos. 

El operador de translacido en mperfodos es igual a Wiii) 



y es completamente couttriuo.heal izando de manera similar a 

todo lo anteriormente hecho para 100 obtenemos el sistema 

de soluciones tipo Floquet con coeficientes T-periddicos, te- 

'liándose que a cada valor propio ,1 del operador 1(14) j e  corres- 

pende el valor propio 1:: r del operador m'YO. 

Supongamos ahora que I es un valor propio del operador U"€¿)  

y SILO la correspondiente solución tipo Floquet que satisface 

la condición 	 RN) 

Supongamos además que las raices de dff son A ,A ,• • ., Ate'). o J.) 

Construyamos las fv1 siguientes funciones ( cada una de ellas 

con valores en 	) 

x({) = XH) —i7T-31.7.7.1  + • 	5.1"."."-IIT) 	
f:= ¿, • • *J 41  (i) 

De la periodicidad de AH) y $(t) de (1) se sigue que 
, 

cada una de las inficiones arriba construidas ^re/
tr 
 es solu- 

ción del sistema (1), que satisfacen las igualdades 

X Ci 	)= A(i)xti vi) 

tal 
sí A no es valor propio del operador IVO, entonces llegamos 

c,0 
a una contradi ccián, de la cual. se sigue que X(t) =-0 

Todas las funciones X(i)
(I) 
 ,no i déuti cemente cero, resul tan 

ser soluciones tipo Floquet con coeficientes T-periódicos.  

El caso que acabamos de anal izar tiene una desventaja que 

hace muy complicada la aplicación práctica del esquema teórico 

deffarrollado.En efecto, a diferencia del catan con retardo múl- 

tiple del período de los coeficientes el caso anal i ?lado no es 

susceptible de escribir explícitamente la ecumei‘In ea: meter f ati- 

ce que satisface los valores propios 	o los exponentes 5-r y 

tampoco podemos escri bar expl fel tu:Hesite las expuemi unes de 1 se 
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soluciones tipo Yloquet,ef el corrempondiente ?"*. ya Ct. conocido. 

Analizaremos el sistema de 	ecuaciones con retardo: 

x ,c-e)+ Firox(i)+59t) Key-w)= o 	(idr-- cla >o) 

• este tipo de ecuaciones pueden extenderse todos los resulta- 

dos analizados en la sección (te desarrollo asintótico en serie 

de las soluciones a. través de soluciones típoyloquet,ea particu- 

lar los teoremas 1 y 2,aef como los teoremas 3,4 y 5 de la 

sección IV. 

Enunciaremos en términos de las propiedades espectrales del 

operador 1110 dos de tales teoremas (el 2 y 3) a manera de 

ejemplo. 

Teorema 	. Las soluciones del sistema (1) son asintóticamente 

estables si y sólo si todos loe valores propios del operador U(1) 

pertenecen al círculo unitario ilyt < i 	(Y=13 ---  ) . 

Demostracidn. 

==> )Al valor propio A. le corresponde una solución tipo 

quet con exponente 	4.- 
Supongamos que 1),,111 ,entonces /24-(5v)>'° y esta solución 

no tiende a cero. 

<7==)para un cierto valor fijo t consideremos la sucesión de 

pedazos de la solución: 

Xt, 	 Xt+r 	Xt..?"T- 

sabemos que Yttnir = Wan 

y que (ver [9]) 	,1,120̂ Z, 	1A,'"(011 1  

donde la norma del operador queda definida por 	1[1ill 4t91) 	II 911 



Por bipdtesis tenemos que ~a.c. UTIZI 

puesto que los valores propios de un operador completamente 

continuo no pueden tener punto límite distinto del cero por 

lo tanto 

= 7 <1 m-sera 

esto es para A1341, suficientemente grandes tenemos 

`"51C—Tril  < 1 -t E < 

Y 

(2) 	II 	(t) II < 	9+6Y"  

4,111, 	147")11  11 supongamos quo 4.4,111m, 

entonces para cualquier solución tendremos que 

	

xti, II 1-  NI 11111 
	

(o 5M <cd )  

y también para m suficientemente grande de (2) 

Xi+mT II 4' O+ "" 11511  

la siguiente desigualdad es válida para toda An 

I X tt4 »1T r)I 	" /IX 4+0,1- II 

por la dependencia contínua de las soluciones respecto de las 

condiciones iniciales. 

Combinando las estimaciones obtenidas llegamos a 

X 	••• M • " 11911 	( 	co) 
1Xttii•VT-ttil 	11911( It E)"I 

	
para /1,1 7" y  O r T 

De estas desigualdades se sigue que las soluciones son 

asintéticamente estables y el teorema queda demostrado. 

Teorema 	. Para toda solueidu del sistema (1) y cualquier 

ndisere 01 se puede construir con las soluciones tipa Floquet 

X, itazt,ji  (1)Cl5i4, , 	, 	 (f1- 1  (1)4 	4 	elyt 



la suma finita 

xyit(t) 

que satisface la condición: 

pm- z(t)I1=0 (e") • 	( e >4) 

cuando, 	t -->C0 

Demostraciés. 

Sean 	 todos los valores propios del operador 

lttt) ,que satisfacen la condición lAy17,4Z-4(1-  y sean P.(t), 	(t), 

„ .„,kk(t) los correspondientes subespacios invariantes.Entonces 

toda función 9 E Cr-ko,o3 podemos representarla uniocamente en 

la forma 9 9141z+ ••• %so con cLe Ey 	I, 	,A) y 

Aqui ktt) representa el subespacio invariant• en el que el 

operador 	uo tiene valores prpios Xi, 

La solución xlí/ , con condición inicial ns l-'9 , se desarro- 

lla en la suma de soluciones 

XN)»-  X,(+)+ X r et) + • - +- 

con condiciones iniciales 

()c.)*  ST 	 11 2,, ., .A.Pi) 

Para cada subespacio invariante y1f) come base puede 

tomarse un sistema de soluciones tipo Floquet (de los mencio-

nados en el enunciado del teorema). 

Por lo anterior, cada solución X, (1) 	,A) unívoca-

mente se desarrolla en suma de soluciones del mencionado tipo 

Floquet. 

En el subespacio K(i) el operador 11")  no tiene valones 
, 	 dT 

propios .X„ >1 , 	),.Por lo tanto el ">•10.1,1M <t2 	para todo • 

los valores propios del operador U(4) en el subespacio k(t). 

Sabemos que (ver [9]) 	4.%/11 1A7(011 1 :::~4.401 de modo que 
at T 

/VI a (IQ 
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para "II" tenemos que Viirt Í < é er  
ut4rii< 

«TM 

puesto, que (X.I.A.m.y. 'int) u., 	claramente tenemo• 

(XAti)„,i7  IIé 11 91,•11 e 
-4Ths para 	me 

-tst rit."(i)11 	e 	11 9,t+ t lI este •• equivalente a 

es decir 	X4,0  (#) () 02. 13.9 

cuando t 
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APENDICE. 

EXISTENCIA Y UNICIDAD. 

Teorema.  Supongamos que gtt)E CL-Lo,o] entonces existe una dni- - 

ca función coutinua Aut) para t?--10,1a cual satisface 

( 14 	.4;(t)+ bc, tt).Ak(t.) -t b,(t) Ak(t 	bl(t)A.A.-(t -"sir) ----- O 

(2) A4.(t) = g (t.) 	, t E L-L0J0] 	, 	1„1,T ) .k2 T1 
Dexuostraci6n. 

Sea 	-o- 	- ti)AA tt - 	brit)..4t(t-ALT) 

entonces (1) puede ser escrita como 

Ai(t)* bo l-t mAt-t )=-»v(t) 

de modo que 
Stm 	t 	 ft,,c.I)d

dt -,b.ds 	,. b,(t)ais (t 
(a) 	,a.¿t ) 	c e 	+ e 	j ircs) 

por hipótesis -r(t)E CL,,,,,,)] y de (3) vemos que hay una dulce 

'uncida Mit) la cual satisface (1) para teto,w2 y para la cual 

Amo 	.Puesto que esta !unción es continua ,r(0E C ze)i ,01 .De 

(3) se sigue que hay una dnica función continua m(t) la cual 

satisface (1) para t €1.0., z w,) .Puesto que claramente este proce-

so puede ser repetido un ad:mero infinito de veces,hestos esta-

blecido la existencia y unicidad de la tuución AM) para t?-o. 

Análogamente se puede probar existencia y unicidad para 

sistemas de la forma 

2,*(t) 	13,(t) (t.-.4¿T) o 	 o i=0 
con condición inicial 

to r_ 441 CA-Z I. 	11 

Para mit. detalles ver m. 
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