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PROLOGO

E1 proplsito de este trabajo es el de presentar
la parte de la Geometrfa de los Nimeros que se aplica a
problemas de interés préctico como el de empaques y cubier
tas. E1 primero consiste en estudiar la manera en que se
puede empacar. un conjunto de cuerpos dentro de otro més
grande, mientras que el segundo se avoca al estudio de la
forma de cubrir un cuerpo con otros cuerpos.

Estos dos problemas tienen relevancia actual de-
bido a que cada vez es més urgente optimizar el uso de es-
pacio en situaciones tan distintas como en la localizacidn
de casas dentro de un fraccionamiento o en el problema de
empacar el mayor numero de cables pequefios dentro de uno
mds grande.

Para dar una idea de la utfilidad préctica de es-
te tema al principio del trabajo damos una variedad bastan
te amplia de situaciones en 1a vida real que son suscepti-
bles de resolverse con estas técnicas.

Esperamos con este trabajo estimular el interés
en el tema ya que creemos que no se¢ ha hecho un estudio lo
suficientemente amplio en el cual se haya cubierto todo
lo que se sabe hasta ahora del mismo.

La tesis consta de cuatro capftulos. En el pri-
mero se mencionan varios problemas de interés préctico,
algunos de los cuales serfin desarrollados en cépitulos pos
teriores.




En el capftulo 1l se da principalmente la herra-
mienta tedrica necesaria para la resolucidn de los proble-
mas presentados en e) capftulo I; se estudian también al-
gunos resultados de aplicacién de esta herramienta a la
‘Teoria de los Numeros.

En el capftulo lII probamos algunos resultados
de optimizacidn en empaques de cfrculos en un cifrculo mas
grande y en un polfgono convexo, ademds de un resultado
muy reciente en el tema de adoquinados del plano.

En el capftulo IV se estudian algunas aplicacio-
nes de la teorfa expuesta en los capftulos anterioras y
las soluciones de algunos de l1os problemas del capitulo I.

Quiero agradecer al Dr. José Angel Canavati su
amable direccidn en la realizacion de esta tesis. Agradez-
co ademds a los doctores Alberto Alonso y Coria y Luis Ver
de Star y a los matemiticos Luis Alberto Brisefo Aguirre y
Javier Alagén Cano por sus consejos y valiosa ayuda en la
elaboracidén y revision de esta tesis. Finalmente al Mtro.
Sergio Vargas Galindo y al Prof. Luis Mufioz Abogado por
el apoyo brindado durante la realizacidn de este trabajo.
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CAPITUIO 1
EJEMPLOS

) El objetivo de este capitulo es dar mediante una
serie de ejemplos una idea de la diversidad de problemas y
aplicaciones que, sobre empaques y cubiertas, se presentan
en la vida real, No todos los problemas que mencionaremos en
este capitulo serdn resueltos en este trabajo ya aue muchos
de ellos se mantienen abiertos y en espera de solucién.

1.1 EL problema del estacionamiento. Dado un pedazo relativa
mente grande de terreno que va a ser usado como estacionamien
to, ¢Cufl es la mejor forma de localizar los espacios para
los autos de forma tal qgue se consiga el nGmero m&ximo de es
pacios y aque los autos puedan maniobrar y salir sin mover o
tocar los otros autos? (2),(6),(10).

1.2 EL problema del §raccionamiento. Dada una gran &rea de
terreno y n casas rectangulares congruentrs que estardn en
ese terreno (cada una de lados a y b) ¢COmo se deben acomodar
las casas de forma que la distancia entre cualesquiera dos
de ellas sea midxima? E inversamente, dada una distancia mini
ma deseada d entre las casas, ¢Cusl es el m8ximo nGmero de ca
sas que se pueden empacar en el &frea dada?(9).

1.3 EL problema del tablero de afedrez. cCufntos reyes, reinas,
alfiles, torres o caballos pueden ser puestos en un tablero

de ajedrez sin aue ningdn par se atrape? Se considera también
el problema en un tablero de mxm (24).

1.4 E2 problema de La huerta. ¢C6mo plantar n 4rboles en una
huerta de forma que la distancia entre &boles vecinos sea la




mayor posible? (14),(21).

1.5 EL problema de las abejas. En la construccién de sus pa-
nales las abejas deben usar la minima cantidad de cera para
construir sus celdas de volumen dado. Se sabe que lo hacen de
la mejor manera. ¢C6mo lo hacen? (8).

1.6 EL problfema de £os cristales. En estructuras cristalinas
los iones de un compuesto son empacados dentro del cristal

con cierto grado de eficiencia. Fl empague de iones diferentes
juntos puede ser visto como un empague de esferas desiguales.

1.7 EL problema def empaque de narangjas. Una compania de citri
cos que exporta sus frutas en cajas de madera por barco desea
minimizar el nGmero de cajas, de medida y forma uniforme, y
maximizar el uso del limitado espacio en el barco. las cajas
satisfacen cierta restricciones en sus dimensiones gue normal
mente dependen de su peso y volumen o de la amplitud del lugar
por donde deben pasar. Nos preguntamos: ¢Culll es la distribu-
cifn 8ptima de las naranjas dentro de las cajas y cull es la
mejor medida de una caja?

1.8 EL problema del empaque de Latas. iCufl es la forma més
eficiente de empacar latas cilindricas en cajas de medida da
da? (19).

1.9 EL problema de La cabina telefbnica. ¢Cull es el m&ximo
nGmero n de personas gque pueden meterse, sin dafiarse en una
cabina telefénica? Esto se puede interpretar como un problema
de empaque de 6valos dentro de un 6valo o cIrculo y ha sido
resuelto para n menor due 11.




1.10 EL problema del depdsaito de combustible.En la tierra se
desean colocar n centros de abastecimientn de manera que la

distancia de cualgquier punto de la superficie al depfsito mé&s
cercano sea la menor posible.

1.11 EL problema de una distribucién de puntos. Distribuir n
puntos en una esfera de forma tal que la distancia menor en-
tre ellos sea la m&xima posible.

1.12 EL problema de £a torre de Babef. ¢Cufl es el maximo nG
mero de personas gque con el mismo nivel de voz pueden todas
hablar en una eitancia al mismo tiempo de forma que ninguna
persona pueda cir claramente a m&s de dos? Este problema estSf
relacionado con un prcoblema de iluminacién que se resolver$
en este trabajo.

1.13 EL problema delf radar. ¢COlmo situar estaciones de radar
8 boyas de sonar de forma que el &rea de tierra sobre la cual
las sefiales deben ser recogidas est& completamente cubierta?

1.14 EL problema de La Localizacibn de fdbricas. Dados n fa-
bricantes, cada uno de los cuales suministra una mercancia a
aquellos puntos de demanda (en un dominio poblado uniformemen
te) que estdn mis cerca de &1 gue de cualquier otro fabrican-
te, ¢En donde deben localizarse las fSbricas para minimizar el
costo total de transporte? Agqul el costo total de transporte
se considera una funcién creciente de la distancia. Se ha he-
cho la conjetura de que el mejor arreglo est& dado por los
vértices de una latiz de tridngulos equil&teros (7).




CAPITULO IIX
PRELIMINARES Y ALGUNOS RESULTADOS BASICOS
En este capftulo definiremos algunos conceptos como
el de latiz, empaaue, cubierta, adoquinado, densidad y daremos

algunos resultados referentes a dichos conceptos.

2.1 LATICES.

Una £atiz general en el espacio n-dimensional real,
es el conjunto de todos los puntos cuyas coordenadas est&n

dadas por n formas lineales con coeficientes reales en n va-
riables donde las variables pueden tomar s8lo valores enteros.

Una latiz particularmente simple es la £atiz cua-
drada en el plano (fig 1) .que se define como el conjunto de
todos los puntos del plano cuyas coordenadas cartesianas son
enteras. Siguiendo la definicifn de latiz general, es el con-
junto de todos los puntos cuyas coordenadas est&n dadas por
las dos formas lineales x = n y Yy ®*= mcon n Yy m enteros.

Fn esta latiz podemos formar con cuatro puntos fi-
guras distintas a los cuadrados, por ejemplo, paralelogramos.
Es f&cil ver gue la latiz cuadrada puede ser generada median
te traslaciones de cualquier paralelooramo que no tenga puntos
de la latiz en su interior o en su frontera excepto sus vér
tices. Se probar§ aque cualguiera de dichos paralelogramos
tiene la misma Srea que el cuadrado generador (fig 1).

AGn esta latiz tan simple ha dado
lugar a importantes investigaciones ma
tem8ticas, la primera de ellas hecha
por Gauss, el cual trat6 de determinar
el nGmero f(r) de puntos de la latiz
en el interior y en la frontera de un




circulo de radio r, donde el centro del circulo es un punto

de la latiz y r es un entero. Gauss encontr8 empiricamente es
te n(mero para varios valores de r. Por ejemplo:

r=10 f£(r) = 317 | e
r = 20 f(r) = 1287

r =30 f(r) = 2821 .
r = 100 f£(r) = 31417 } -
r = 200 f(r) = 125629

r = 300 f(r) = 282697 — [

T

h

f igua 2 " 2 [N

Su interé&s fué motivado por el hecho de que esta
funcién d& un mé&todo para aproximar el valor denm . Como cada
cuadrado generador tiene 8rea unitaria, f(r) es igual al &rea
de la regién F cubierta por todos los cuadrados cuyas esquinas
inferiores izquierdas est&n dentro 6 en la frontera del circu
lo (fic 2). Entonces, la diferencia entr~ f(r) y el 4&rea nrz
del cfrculo es a lo m&s igual al &rea combinada A(r) de aque-
llos cuadrados (los contados tanto como los omitidos) que son
cortados por la frontera del cfrculo; es decir,

l€(r) - nr2| < Alr), &

|f(r)/r2 - n} < A(r)/r2

Estimemos A(r). La mdrima distancia entre dos puntos
cualesquiera de un cuadrado unitario es /2. Asf, todos los
cuadrados cortados por la frontera del cfrculc estin conteni-
dos en un anillo de ancho 2v/2 limitado por circulos de radios




r+ /2y r - /2. El Srea de este anillo es igual a
B(r) = ((r + V)% - (r - V)2 = 4/Znx.
Pero A(r) < B(r) y por tanto
|€(ey /22 - 7| < 4/Bnyx.
De aquf, el paso al limite nos 48 la f8rmula
(2.1) 1tm £(r)/r? = 7

t‘f .

Insertando en esta ecuacifn los valores encontrados
por Gauss de la funcifn f(r) obtenemos las siguientes aproxi-
maciones al valor de 7n:

error posible

r=10 £(r)/r2 = 3.17 1.777 :
r=20 £(r)/r’ = 3.14125 .888
r=30 £(r)/r® = 3.134 .5923
r =100 £(r)/r’ = 3.1417 1777

r-=-200 £(r)/r = 3.140725  .0888

r = 300 f£(r)/r® = 3.14107.  .0592383
Probaremos ahora ayudados de la ecuacifn (2.1) 1la
afirmacién antes hecha de que el 4drea de cualqudier paralelo-
gramo que genera La latiz cuadrada es Lgual a uno.
Para é&sto, consideremos cada punto de la latiz de
la regibn circular como vértice de un paralelogramo generador
y comparemos la regifén F cubierta por los paralelogramos con |
el cfrculo. Aquf otra vez, la diferencia de las freas es menor |

que el &rea B(r) de un anillo circular de radios r + cy r - ¢




donde c es la méxima distancia entre dos puntos del paralelo-
gramo genarador (y es independiente de r). Si el &rea del pa-
ralelogramo generador es 2 entonces el &rea de F es af(r) y
obtenemos la f6rmula

lag(z) - nrzl < B(r) = 4ren
i.a.,
|at(r)/r2 - n| < 4en/r

de Adonde 1lfm t(t)/r2 = 1t/a y por (2.1) a = 1.t
r+m

Estudiaremos ahora las latices unitarias generales,
i.e., latices que pueden ser construfdas con un paralelogra
mo arbitrario de &rea unitaria en la misma forma que la latiz
cuadrada fué construfda con el cuadrado unitario. Una vez
més, diferentes paralelogramos pueden ser usados para generar
la misma latiz, pero otra vez, deben tener &rea unitaria, lo
que se prueba de la misma forma en que se prob& el caso de
la latiz cuadrada.

Para cualquier latiz unitaria la mfnirma distancia c
entre dos puntos de la latiz es una cantidad caracteristica.
Existen latices unitarias para las cuales c es arbitrariamen-
te pequeila, por ejemplo, las latices generadas por un rectén-
gulo de lados c y l/c. Por otro lado, es obvio aque ¢ no puede
ser arbitrariamente grande pues la latiz no serfa unitaria.

Entonces c Aebe tener una cota superior. Determinaremos esa
cota.

En cualquier latiz unitaria dada escojamos cualquier

par de puntos de la latiz que tengan entre sf la distancia
mfnima c. En la lfnea recta g que pasa por esos dos puntos
debe haber un nmero infinito de puntos de la latiz espacia-
dos a intervalos de longitud ¢. La linea recta h que es para-
lela a g a una distancia 1/c de ella, debe también contener un




nGmero infinito de puntos de la latiz, pero la banda entre g
Yy h no puede contener ninguno (fig 3).

e e Em e te . e ——- >-—- - >}
= - !
/7
/
r'
A Y
—
figum 3

Dibﬁ&amos ahora circulos de radio c¢ alrededor de
todos los puntos de la latiz que estén en g. La totalidad de
circulos cubren una banda del plano acotada por arcos circula
res. Cada punto interior de esta banda est& a una distancia
menor que ¢ de al menos un punto de la latiz y por lo tanto,
de la definicién de c, vemos que ellos no son puntos de la la
tiz. Asf, l/c es mayor o igual a la distancia entre la fron-
tera de la banda y g. Evidentemente esta distancia es la altu
ra de un trifngulo equilftero de lado c. Por tanto tenemos

1/c 3 ci3/2 6 c € /2//3.

El n@rero /5773 es la cota superior deseada para c.
M&s aGn, hay una latiz en la cual ¢ alcanza su m&ximo valor.
Es el caso de una latiz generada por un paralelogramo compues
to por dos tri&ngulos equilfteros (rombo). A esta latiz la llia
mamos la fatiz def minimo panralelogramo generadon.

Por expansifn o contracci6fn cualquier latiz puede
ser obtenida de una latiz unitaria. As?i, si az es el Srea del
paralelograro generador y c es la minima distancia entre dos

puntos de la latiz entonces

c < a/2/73 .




2.2 EMPAQUES Y CUBIERTAS.

Continuaremos ahora definiendo algunos t&rminos ta
les como empaque cubierta y sus densidades.

Una coleccién de conjuntos {81} i=1,2,... se
dice que forman un empaque en un conjunto S si

i) Sus interiores son ajenos dos a dos y

ii) US{:S.

Se dice que una coleccién {Si} i=1,2,... de con-
juntos forman una cubleata para un conjunto S si VS{DS.

Estas definiciones ser&n usadas en el contexto de
espacios euclidianos.

" Por un adoquinado de un espacio euclidiano entende
remos una particién de &1 por medio de politopos congruentes
cuyos interiores son ajenos dos a dos.

Los posibles patrones para un adoquinado del plano
no son conocidos pero si los adoquines son poligonos convexos
el problema estf casi resuelto (18),(22). Para mayores dimen-
siones el problema se vuelve aGn m&s dificil,

Detinimos tambi&n un cueapo colvexo en el espacio
n-dimensional real como un conjunto de puntos convexo y acota
do con interior no vacfo. Restringir nuestra atencifén a cuer
pos convexos es conveniente y excluye dificultades asociadas
con conjuntos arbitrarios de puntos.

Para cualquier punto x del espacio y K un subconjun
to, ef confunto K+x es el conjunto obtenido de trasladar K por
medio del vector x. 'Decimos que los conjuntos K+x1, K+Xypeoay
K+xN estdn empacados si ningGn par de ellos tiene un punto in
terior com@n. Unia cubierta de un conjunto por un cuerpo conve
x0 K se obtiene al pedir que cada punto del conjunto pertenez
ca al menos a uno de los N cuerpos K+xl, K+x2,...,K+x

N.
Definiremos ahora la densidad def empaque mds denso
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6(K) para un cuerpo convexo K como sigue:
Consideremos el n-cubo abierto unitario C: 0<xi<1
i=1,2,...,n ¥ el cubo expandido AC: 0<xi<1 i=s1,2,...,n.
Sea N=IN(A) el ntmero de puntos Xyv XgoooooXy tales que
K+x_, (j=1,2,...,N) forman un empaque en AC con N maximal. En-

tonces, si el limite

6§(K) = 1Im N(A)V(K) A"
A+

existe, le llamamos la densidad del empacque més denso de K
en el espacio. Fn este lirite V(K) representa el volumen de K.

Veamos que dicho limite siempre existe. Consideremos
la funcién )

F(A) = N(A)/AP.

Probaremos alqunos resultados previos respecto de F
antes de probar la existencia del limite.

S1 r es un real positivo

FA+r) = N@A+r)/@A+n)® 2 N@) /(A+x)D

= (N@A)/A™) A/@+))" = F(A) A/ @+)) ™.
S§i m es un ndmero natural
F(mA) = N(md) /(m3)™ 3 n™N@)/(ma)"

= NA) /A" = 'F(a).

Ademis, F(A) estf& acotada por )/V(K).
Probaremos pues, gue

1fm N(A) /A"  existe.
Ar®
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Sea s = sup F()). Dado ¢ > 0 elegimos A, tal que

1
P(ll) 28 - €/2.
Sea M un natural tal que si m 3 M 3 1 entonces
/@ +1))" 2 (8- €)/(s - €/2).
Sea A > Mll. QOueremos probar gque s - F(A) € €.
A = mal +k, m3a»M, 0 ¢ k < Al.
= n
(D) E%mal + k) 2 F(mAl)(mAl/(mal+k))
3 P(rAd ) (M, /(meD)A )T 2 F(A)) (8 = €) /(s - €/2)
3 8 - €, de donde
S -F(d) ¢ € y s es el limite de F(A).t
Si en la definicién de la densidad del empagque m&s densc, los
vectores de traslacién forman una latiz L, obtenemos GL(K), la
dengidad del empaque m&s denso en una latiz para K. Obviamen-
te
0 < GL(K) € §(K) < 1.
Saaty (23) menciona que es posible probar que la den

sidad de un cuerpo ¥ en el espacio no depende de haber tomado
el limite en en cubo, sino cue es la misma tomando cualquier

cuerpo convexo; sin embargo esta demostracién no es trivial.
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La densidad de £a cubienta mds gina es denotada por
8(K) y se define de la manera siauiente: si los N cuerpos cu-
bren AC vy si N = N(A) es minimal entonces

8(K) = 1fm N(A)V(K) /A"
A+
Aaguf, 8(K) 3 1. La existencia de este limite se demuestra
de manera anfloga y como antes, si los vectores de traslacifn
forman una latiz L, la densidad de la cubierta m8s fina en una
latiz se denota por GL(K) y tenemos

1 ¢ 8(K) ¢ eL(lf..).

La idea del empaque m&s denso es importante y la i-
lustraremos con algunos ejemplos.

Calcularemos la densidad del empaque de circulos u-
nitarios en el plano teniendo como centros a los puntos de la

latiz dada por x = 2m + 1 , v = 2n + 1 que llamaremos Ll (fig

7 aamn e ofllane RS ol i - - ——
/ -g . \,{ \ | ‘ i /,) .‘
‘\\ o —g X —
i i / \ K

\V . : ,' 0 . B
AN ,‘ 2 \\ J ‘\
- —— t  —r——— \ - - S

Y . ’ \ /’
N, 2 e
'7"‘; 4 \:‘H , \\

/ ( & '-—Q

SRS T — -

figura 4

Si tomamos un cuadrado de lado A con lados paralelos
a los ejes coordenados tendremos a lo m&s A/2 cfirculos tangen-
tes al lado del cuadrado y A/2 filas de cfirculos. Asf,
N(A) £ (A/2)(A/2) = 22/4, alcanz&ndose la igualdad siempre
que A sea un nGmero entero.

4a).
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Por tanto, &, (K) = lfm (3%/4)m/a% = n/4 = .785
1 A+

De aquf, .785 ¢ §(K) ¢ 1 siendo K un cfrculo unitario.
Un segundo ejemplo es el de los circulos unitarios empacados
de forma que cada circulo es tangente a otros seis y gue tie-
nen sus centros en la latiz hexagonal dada por

Xx=2m+n, y = /3 n.

Fstos circulos est&n empacados de forma que una fi
la toca un lado del cuadrado de lado A (fig 4b).

El miximo ndmero de circulos en cualguier fila es
A/2. La distancia entre cada fila es h = /3 y por tanto el m&
ximo nGmero de filas es aproximadamente A//3.
As{t,

N(A) s (A/2) (A/V3)

cota que es alcanzada al hacer A grande. Asf{,

6, = lfm (A4/2) (A/V3)1/2% = 1/2/3 = .9069
2 A+

Es interesante notar que estas densidader, GL ’ GL coinciden
1 2

con las razones del &rea del circulo al A4rea del cuadrado y
del hex8gono circunscrito respectivamente.

asft,
nr?/(2c)% = n/4 = .785 y

o)
]

= 7r%/ 2/3r% = n/2/7 = .9069.

o
L

2.3 EL TEOREMA DE MINKOWSKI.

Minkowski prob& un teorema en latices gque ha resuel
to muchos problemas en teorfa de nGmeros que no pueden ser tra
tados por otros métodos. No enunciaremos el tecrema en su for-

ma m&s general y veremos un caso especial que aunque particu-
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larmente simple de enunciar contiene todo lo que es esencial
para el método.

S{ un cuadaado de tado 2 es sobrepuesto sobre una
Latiz unitania dada en el plano de foama que el centro del
cuadrado coincida con un punto de La Latiz entonces habad o-
£ro punto de La Latiz dentro def cuadrado o en su frontenra.

En la siguiente demostracifn, interseccién de dos
cuadrados significar§ interseccién de sus interiores.

Para probar el teorema,consideremos una regifn su-
ficientemente grande definida en el plano de la latiz, por e-
jemplo el interior y la circunferencia de un circulo C de ra-
dio r con centro en un punto de la latiz (fig 5). Para cada
punto de la latiz en esta regifn construimos un cuadrado de
lado 8 con centro en el punto de la latiz. Exigimos que nin-
guno de estos cuadrados se interseocuen no importando que tan
grande sea el valor de r elegido y estimamos la longitud de
los lados s sujetos a esta condicifén. Existen en nuestra nota
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figura 5

cién previa f(r) puntos de la latiz en la regifn; el &rea to-
tal de los cuvadrados que no se enciman es por tanto szf(r).




15

Por otro lado, todos los cuadrados est&n ciertamente conteni-

dos en 2l

interior de un circulo concéntrico a C pero de ra

dio r + 2s. Asf{, tenemos la siguiente desigualdad

szf(r) € M(r + 23)2 8

82 ¢ (me2/€(r)) (1 + 28/r)2

€1 s se mantiene fijo mientras r crece m8s all& de toda cota
vemros que el lado derecho de nuestra desigualdad tiende a 1.

De aaquf s

se intersecan, o no, se sigue que debe haber interseccifn pa

ra cada ¢

con cuadrados de lado 1 + € . No hacemos suposiciones respec-

to de las
y podemos
aque todos
cuadrados
tonces el

situado en el interior de ambos cuadrados (fig 6).

‘ ll
Como 88lo hay dos posibilidades, o los cuadrados

positivo no importa gque tan pequefio si empezamos

posiciones de los cuadrados con respecto a los otros
rotarlos alrededor de sus centros. Podemos pensar
los cuadrados son paralelos. Si ahora tomamos dos
gue se intersecan a y b con centros en A y B, en-
punto medio M del segmentoc AB debe también estar

Por brevedad usaremos el término punto
bisectante de la latiz para todos aque

llos puntos que,como M,bisectan un seg-

mento que une dos puntos de la latiz.
Todo cuadrado de lado 1 + ¢

figqura 6 S1 dibujamos cuadrados de la misma orien

todos los

tersegue con a y como todos los cuadrados son equivalentes en

esta figura, a debe contener una parte cubierta por otro cua-

cuyo centro es un punto de la latiz con
tiene un punto bisectante en su interior.

tacién y tamano que a con centros en
otros puntos de la latiz debe haber alguno que se in
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drado b y debe por tanto contener un punto bisectante como el
punto M de la figura 6.

Completaremos la prueba del teorema con una demos-
tracifbn indirecta. Si un cuadrado de lado 2 con centro en A,
un punto de la latiz pudiera sef puesto de forma que no hubie-
ra m&s puntos de la latiz dentro o en su frontera, este podria
ser ligeramente agrandado a un cuadrado concéntrico paralelo
a' de lado 2(1 + €) gue no contuviera en su interior ningdn
punto de la latiz distinto de A. Por otro lado, podemos dismi-
nuir este cuadrado a un cuadrado paralelo concéntrico a,de la
do la mitad del lado de a' el cual tiene un punto de la latiz
’ como centro. Como es de lado 1 + € de-
be contener un punto bisectante por 1o
que hemos probado (fig 7).

Aquf, hemos llegado a una
contradiccifn: ei AM se prolonga hasta
B con A4 = BM, B debe ser un punto de
figura 7 la latiz y por las posiciones relati

vas de a y a' se sigue que este punto
de la latiz est8 dentro de a'+t.

2.4 EL VALOR MINIMO DE FORMAS CUADRATICAS.

Una aplicacifn de la teoria de latices se encuentra
en el cflculo de extremos para las funciones cuadrfticas.

Sea f£(m,n) = am2 + 2bmn + cn2 una forma cuadrética
con coeficientes reales a, b y ¢, con determinante D = ac-b2=1
y a > 0, Esta es una forma positiva definida, i.e., positiva
para todos los nGmeros m, n excepto m = n = 0, Probaremos lo
siguiente: Existen dos enteros m y n no ambos cenc, tales que
fim,n)g 2//3.

Este hecho ser& una consecuencia de nuestra discu-

si6n acerca de la minima distancia entre dos puntos de una la
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tiz unitaria.

Completando cuadrados y usando el hecho de que D=1
tenemos ,

£(m,n) = (Yam + b/Ya)2 + (V173 n)?

ﬁhora, consideremos los puntos con coordenadas
x = /am + (b/Ya)n; y = (1//a)n.

en un sistema de coordenadas cartesianas donde m v n sélo
pueden ser entercs. Estos puntos forman una latiz unitaria
pues son obtenidos de la latiz unjitaria x = m, y = n mediante
la transformacién afin

x = YaE + (b/Ya)n ; y = v1I/an

cuyo determinante es 1.

Ahora, f£(m,n) = x° + y2 y por tanto YE€(m,n) repre-
senta la distancia desde el origen a los puntos de la latiz
obtenidos cuando m y n toman valores enteros. De acuerdo al
resultado mencionado anteriormente,existe un punto P de la
latiz para el cual su distancia no excede v2//3. Para el par
de enteros m y n gque son las coordenadas de P debemos tener
f(m,n) ¢ 2/Y3 como querfamos probar.t

2.5 ALGUNOS RESULTADOS INTERESANTES.

2.5.1 CLrculos. Cables de grosor pequeno son frecuentemente
empacados dentro de un cable mds grande que los contiene; la
tas son empacadas en cajas y objetos cilfindricos regulares
son empacados dentro de un "recipiente" de corte seccional
constante. Estos problemas pueden ser vistos como problemas
de empaque bidimensional. Para estudiar estos problemas empe
zaremos introduciendo algunos conceptos de adoqudinados negula
ed .,
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Kepler (1571-1630) fué el primero que investig6 las
maneras posibles de adoquinar el plano con poligonos regulares
e iguales. Usaremos el sfimbolo de Schafli {p,q} para describir
el adoquinado de p-8fgonos regulares donde q de ellos rodean a
cada vértice.

Los casos {6,3}, {4,4} y (3,6} se muestran en la fi
gura 8 donde en cada caso el poligono con lineas m&s gruesas
es el g-%gono cuyos vértices son los puntos medios de las q
aristas que concurren en un vértice.

]

B

A

”- 3* “"‘ {31“

figura 8

Fl adoouinado {6,3} se ve con frecuencia en los pisos
de cocinas, bafios, etc. y también en cualquier panal. {4,4}
nos es familiar en las hojas de papel cuadriculado; es precisa
mente el generado por una latiz cuadrada. {3,6} es el adoqui-
nado duaf de {6,3} en el sentido siguiente: el dual de {p,q!
es aquel cuyas aristas son las mediatrices de las aristas de
{p,q}. E1 dual de (4,4} es el mismo.

Es f&cil ver para que valores de p y g es posible a
dogquinar el plano mediante adoguines regulares. Igualando el
&ngulo de un p-£gono, a saber (1 - 2/p)m con el valor que ha
de tener cuando hay q de estos polfgonos gue concurren en un
vértice:

(1 -~ 2/p)n = 2=/qg si y s86lo 81 (p - 2)(qg - 2) = 4.

De las tres posibles maneras de factorizar 4 obtene

mos los adoquinados aue ya hemos descrito.
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Volvamos sobre los empagues de cfrculos en el plano.
Las prireras dos configuraciones que se ocurren son aquellas
en que inscribimos cfrculos en el adoquinado {4,4} y en el
adoquinado {6,3} que ya hemos descrito. En el primer caso ob-
4uvimos que la densidad es .785 mientra gue en el segundo la
densidad es de .90€9 que d& un empaque mucho m&s denso (fig 9).
Dada una latiz plana arbitraria,un empaque regular de circulos
puede ser obtenido dibujando un circulo con centro en cada pun
to de la latiz y radio igual a la mitad de la mfinima distancia
entre dos puntos de la latiz. Claramente estos circulos no se
intersecan.

Nbs

1 s
N
l \-\—-4\.
Ty >
;44 O S, ~ R.L ‘:/
(a) (b) (c)
figura 9

Fn el caso de los adoguinados (4,4} y (6,3} la den-
sidad ha coincidido con el cociente del 4rea del circulo al §
rea del polfgonu que lo circunscribe. Veremos que lo mismo su
cede en el adoquinado (3,6}.

El m&ximo nGmero de cf{rculos de cada fila en un cua
drado de lado A es aproximadamente A//3 y en una columna es
1/3 aue resulta de dividir A entre la altura de un trif&ngulo




equilitero que circunscribe a un c¢frculo de radio 1.
Rl ,
NS (A3 (A 3)

Si llamamos L3 a la latiz de los centros de estos circulos
tendremos que
6y, = Mn (A/73) (3/3)7 /3% = m/3/F =..6046
1+
que es muy pequeia.

Hemos visto asi que la densidad de estos empaques
coincide con el cociente del Srea del circulo entre el &rea
del poligono que lo contiene.

Si se tiene un p-&gono de lado 21 , su inradio es
r = Acot(7"/p) y su Srea pdr. La densidad por tanto ser&

nrz/plr = (v/p)/tan(r/p)

Aqul tenemos una funcién creciente de p que tiende
a 1 cuando p tiende a infinito. Pero, puesto que el p-&gono
es una de las caras de un adoquinado los Gnicos valores de p
que tienen relevancia son 3, 4 y 6. El1 "mejor" valor de p es
por tanto, 6, y los empagues regulares que mi&s se ajustan a los
circulos que contienen consisten en los circulos inscritos de
las caras de {6,3} , donde la densidad es

(v/6)cot(r/6) = n/2/F = .9069, como habfamos visto.
Veremos ahora algunos resultados referentes a cu-

biertas del plano por medio de cfrculos unitarios con centros
en una latiz (fig 10).

Para la cubierta de circulos unitarios circunscritos

a las caras del adoquinado {4,4} tenemos que los lados de ca
da cuadrado medirfn /2 y asf N(A) es aproximadamente A2/2,
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de donde 8 (K) = 1tm (aA%/2)n/a% = 1/2 = 1.5707...

A+
Fn el caso de los circulos unitarios circunscritos a las caras
del adoquin (6,3} tenemos que en un cuadrado de lado A habr4 a
proximadamente 1/(3/2) filas de circulos teniendo A//3 ctfrcu
los cada fila, de donde N(A) es aproximadamente 222/3/§'y ast

8,(K) = 1tm (2a%/3/%)n/a% = 21/3/3 = 1.209...
A+®
Para el adoaguinado {3,6} de tri&nculos inscritos en
cfrculos unitarios N(A) ser8 aproximadamente A/(3/2) (23//3)

Y
6,(K) = Lim (422/3/T)n/a% = 4n/3/3 = 2.410
A+

Podemos observar , que asf como en el caso de empa-
ques, el de el adogquinado {6,3} e$ el m&s denso, aquil tenemos
que en cubiertas, la del adoquinado {6,3} es la m&s fina. En
el (3,6} aue es el del empaque menos denso de circulos en
un adoquinado, tenemos que también es el de la cubierta menos
fina.

Vemos también, que estas densidades coinciden con
los cocientes formados por el &rea del circulo entre el &rea
de la cara del adoquin. Recuérdese gque en empagues el cociente
era el inverso, y as{t

0,(K) = n//2/2 = 1.5707
0,(K) = m/3/3/2 = 1.209
04(K) = m/3/3/4 = 2.418

figura 10
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Verenwos ahora un tipo especial de arreglo cuya densidad
puede reducirse a la densidad de un empaque. Un conjun-
to de discos abiertos forman un axreglo Mirkowskiano si nin-
guno de los discos contiene el centro de otro. Preguntamos:
{Cull es el arreglo minkowskiano m&s denso? Para circulos con
gruentes de radio r en el plano, ésto es equivalente al proble-
ma del empaque m&s denso del plano por circulos iguales. Para
ver &sto, reemplazamos cada cfrculo del arreglo por un circu-
lo concéntrico de radio r/2, obteniendc asi ur empaque de cir
culos cuya densidad es meror o iqual a T/YI2 y =8 1/4 de la
densidad del conjunto oriqinal, i.e., la densidac¢ del conjun
to original es menor o igual a 27//3 = 3.627...

Para otro tipo de arreqlos minkowskianos el proble-
ma est8 aGn muy poco estudiado.

Estudiaremos ahora algunos resultados referentes a
los empaques de esferas en el espacio.

2.5.2 Esfernas. Por analogfa con el uso de paralelogramos para
construir latices planas podemos usar paralelepipedos de di-
ferentes formas para construir latices espaciales, pero ellos
deben tener todos el mismo volumen. También por analogf~a al
plano definimos la densidad como el cociente del volumen de
la esfera entre el volumen del poliedro en el que se ha ins-
crito.

En el caso de la colmena de cubos de aristas 24
(tablero tridimensional de ajedrez) la densidad ser&

(4/3)ma3/(22)3 = .s236...

que no es muy eficiente.

Se puede obtener una densidad mayor al usar las
esferas medias de celdas alternas, como veremos mds adelante.
Por la esfera media de un cubo entendemos aquella que es tan
gente al cubo en los puntos medios de sus aristas.

Imaginemos que las celdas de la colmena cBbica se
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han pintado alternadamente de blanco y negro, como si fuera un
tablero tridimensional de ajedrez, de manera que podamos divi
dir cada cubo blanco en seis pir&mides cuadradas (por medio
de planos que unan los pares de aristas opuestos) para anadir
en seguida cada pir&mide al cubo neqgro que esti a su lado. Ca
da cubo negro queda cubierto por seis pir&mides blancas, una
en cada cara, de manera que forman un dodecaedro rémbico (fig 11)
en el que las doce caras r8mbicas tienen las doce aristas del
cubo negro por diagonales menores. Asi, tenemos que la esfera
inscrita del dodecaedra rémbico viene a ser la esfera media
del cubo, cuyo radio es v2A y el
volumen del dodecaecdro rémbico se
r& el doble de el del cubo, a sa-
ber 2(2A3) = 16 33. En la colmena
de estas celdas mayores, cada es-
fera inscrita es la esfera media
de un cubo negro, y estas esferas
se tocan en los centros de las ca
ras rémbicas, es decir, en los
figura 11 puntos medios de las aristas de la
colmena del cubo original.
Por lo tanto, cada esfera es tangente a otras doce, y los pun
tos de contacto son los puntos medios de las doce aristas de
un cubo. La densidad de este empaque clbico repleto es eviden
temente

(4/3)m(v22) 3/(1623) = n/3/7 = .74048...

Otra forma alternativa de empaque es el hexagonal.
Aquf se ponen juntas un grupo de esferas en un plano de acuer
do al empaque hexagonal de circulos, i.e., cada esfera toca-
r§ a otras seis en el mismo plano. Luego, trese esferas se pon

dr&n sobre los "boquetes" sombreados como se ve en la figura 12.
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ST T Esto es repetido sobre todo el

'\ /\ ? plano hasta gque se ha creado otro
™~ ﬂm‘“”’zﬂ\\\ empaque hexagonal. Aqui, cada es-
i }\ }\ } fera tocari a otras doce, pero en
N LN ,,wJ\T,/' diferente configuracién. La terce

: } ra capa es puesta verticalmente

l‘\,_ e sobre la primera. La densidad de

este empaque es la misma que la

figura 12 del empaque cGbico.

El problema de encontrar la distribucifén mds densa
de esferas unitarias que no se encimen aGn no se ha resuelto.
En generalyla densidad asociada con una sola esfera en un em-
pague de esferas en el espacio n-dimensional es el cociente
de su volumen al volumen interior del poliedro T compuesto de
aquellos puntos que est&n m&s cerca del centro P de la esfera
que de cualquier otro centro. Este poliedro es conocido como
un poliedro de Voronoi o una negibn de Dinichfet. Tales re-
giones, cada una circunscribiendo a una esfera pueden llenar
todo el espacio. La densidad es entonces tomada como el 1limi-
te del promedio de las densidades asociadas con aquellas esfe-
ras que est&n dentro de un cubo W cuando el volumen de W tien
de a infinito.

Los experimentos que han contribuifdo a la investiga
cién en este sentido comenzaron cuando en 1727, Hales not6 que
comprimiendo chfcharos con fuerzas superiores a las 1600 li-
bras, éstos tomaban formas regulares; &l los describif como
dodecaedros regqulares. Fn 1939 Marvin y Matske, dos bot8nicos,
repitieron el experimento de Hales. Sustituyeron sus chicha-
ros por perdigones de plomo "escogidos con mucho cuidado ba-
jo el microscopio para tener uniformidad de formas y tamafios”
y los colocaron en un cilindro de acero, donde se les compri-
mié por medio de un é&mbolo de acero, con una presibén suficien
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te (40,000 libras), con el objeto de eliminar todos los inters
ticios. Cuando los perdigones se colocaron en pilas semejantes
a las de las balas de canén, se convirtieron en dodecaedros
rémbicos casi perfectos. Pem "si los perdigones eran puestos
en el cilindro de cualquier manera, cosa que seguramente hizo
Hales al .poner sus chfcharos en el recipiente de acero se for
maban cuerpos irregulares de 14 caras".

Matzke realizd también un examen microscépico de la
espuma de 1900 burbujas medidas. "En 600 de las burbujas cen
trales que se examinaron el nuevo promedio de contactos fué
de 13.7". La forma m&s frecuente nuevamente tenfa trece caras
un cuadr8ngulo, diez pent8gonos y dos hex&gonos.

En 19592 el profesor Bernal confirm8 la predominancia
de las caras pentagonales en un experimento notablemnte sen-
cillo en el que pelotas iguales de plastilina, enrolladas
en polvo de tiza, se empaquetaron irrecularmente y se presio-
naron para formar un blogue sflido. Los poliedros que resulta
ron tenfan en promedio 13.3 caras.

"Cuando el pie se apoya en la arena después de que
la marea descendente la ha dejado firme, el sector en los al
rededores inmediatos al pie gueda momentaneamente seco... La
presién del pie ha causado una dilatacién de la arena de mane
ra que se extrae m&s agua por los intersticios de la arena de
los alrededores..., por lo que queda seca hasta que se obtie-
ne de las regiones inferiores un suministro suficiente, y en-
tonces vuelve a humedecerse. Al levantar el pie, por lo gene
ral observamos que la arena que estaba debajo y la de los al-
rededores se humedece por un lapso breve de tiempo. Esto se
debe a que la arena se contrae cuando se retiran las fuerzas
que la distorsionaban, y el exceso de agua escapa a la super-
ficie".

Osborne'Refholds (1842-1913)
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Sea cual fuere el paquete fortuito m&s repleto, el
axperimento de Osborne Reynolds en la playa nos seiiala que
cualquier pequeifia alteracién incrementa el tamafio de los in-
tersticios. ‘Mediante este principio se puede explicar el tru-
co del fakir hindd aque narra Martin-Gardner. Un frasco cilin
drico, de boca bastante estrecha, se llena de arroz crudo,
ddndole pequefias sacudidas, de manera que quede bastante reple
to. Se mete en el frasco un cuchillo de mesa varias veces,
cada vez a mayor profundidad. Después de una docena de movi
mientos, el cuchillo se cenir& de manera gue, al levantarlo
por el mango, sostendr& el frasco de arroz.

2.5.3 Md&s de circulos. Ahora consideraremos brevemente el pro
blema del empaque m&s eficiente de cfrculos de radio r en un
circulo mayor de radio R. Se tienen fundamentalmente dos pre-
guntas:

i) Dados R y r,que tan grande puede ser el nGmero
n de circulos empacados y

ii)Dados r y n,qué tan grande debe ser R para tener
un nmero requerido de circulos.

No hay resultados tefricos a este problema. Unos po
cos casos han sido considerados, pero en general, el problema
es atacado en una forma gue es esencialmente rica. Si R/r
es dado, una aproximacifn posible es crear un anillo de cir-
culos tangentes entre ellos y al citculo grande. (Puede ser
posible que no se complete el anillo). Después colocar otro
anillo dentro y continuar este proceso hasta que no se puedan
empacar m&s cfrculos,. (fig 13).

Si por otra parte, n y r son
dados, podemos construir un encaje
de circulos en un patrbn circular
manteniendo -anta simetrfa como
sea posible para hacer R lo menor
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posible. Ninguno de estos mé&todos es satisfactorio peroc no e-
xiste un procedimiento general a seguir.(19).

figura 13

2.5.4. Mds de espernas (empaques mixtos). Una variaciédn del
problema del empaque de esferas serfa el empaque de esferas
desiguales en una regién. Una forma simple de este problema
es: ¢Cull es el empaque m&s denso de esferas de dos diferentes
radios Rl Yy R2 si deseamos empacar aproximadamente igual n(me
ro de cada una enum regi®n dada?

Sin perder generalidad podemos hacer R1 = 1 y supo-
ner aue R2 < R,. Nuestra primera idea serfa empacar las esfe-
ras unitarias en el empaque c@bico cerrado y tratar de intro-
ducir las menores dentro de los intersticios dejados entre las
unitarias. Los centros de los intersticios est&n a una distan
cia de /2 de los centros de las esferas unitarias m&s cercanas.

Entonces, si

Rz + 1 ¢ V7 las esferas menores pueden empacarse




dentro de los espacios vacfos. La densidad de este empaque
serfa:

§ = (/370D 3+ @/nmr 2023

= (1/12)(2/7 + R
S{ R, = V2 -1 la densidad serfa 71/12(vZ - 1) = .76...
Si R, > vZ - 1 esta configuracién no es posible.
Si R2 ¢ 1 podemos usar la latiz para esferas unita-

rias pero reemplazando alternadamente esferas unitarias por

esferas de radio Rz'

Fste tipo de empaque mixto se aprecia en la molécu-
la de sal comfin donde los iones de sodio y cloro pueden ser
vistos como esferas de diferentes tamafios gque son empacadas
juntas (fig 14).

(i}
th)

figura 14
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CAPITULO III
TEOREMAS FUERTES

En este capitulo probaremos algunos resultados de
.optimizacién referentes a empaques de cfrculos en un ci{rcu-
lo m&s grande y en un poligono convexo. Tambié&n probaremos
un resultado muy reciente en el tema de adoquinados del pla
no. Los teoremas que probaremos, adem8s de tener importan-
cia por ellos mismos, nos dan una idea de los métodos y téc
nicas utilizados en las demostraciones de resultados en es-—

te campo.

3.1 POLIGONOS QUE NO PUEDEN ADOQUINAR EL PLANO.

En el capitulo II hemos definido un adoquinado de
un espacio euclidiano como una particifn del espacio por me
dio de politopos congruentes cuyos interiores son ajenos
dos a dos.

Ampliaremos un poco el concepto de adogquinado del
plano permitiendo que los poligonos gue lo forman no sean
congruentes entre sf, y an asf los llamaremos adoguines.

Kershner (18) en 1968 enuncia un teorema en el
que cree encontrar todos los poligonos convexos gue con co-
pias congruentes pueden adoquinar el plano, pero Gardner
muestra que la lista anterior es incompleta. Probaremos aquf
el siguiente resultado.

TBOREMA. a) S{ a y B son dos nimeros nreafes posditivos arbitnra-
nios, es Amposible adoquinar el plano con cualqudien colec-
cibn de polLgonos convexos, cada uno de Los cuales tiene
siete Lados o mds, drea mayorn que a y perdmetro menonr que B,




b) S{ ura de estas condiciones 4e quita entomces es posible a-
doquinar el planro con pollgomos que satisfagan Las condiciones
Aestantes.

Una consecuencia inmediata de la parte a) de este teo
rema es la imposibilidad de adoquinar el plano con cualquier
coleccién de poligonos que consista de copias congruentes de
un nGmero finito de poligonos convexos distintos, teniendo ca
da uno siete lados o més.

Para demostrar el teorema haremos uso de dos hechos
fundamentales.
<) En una red poligonal si £ es el ndmero de pollgonos de lfa
red, v el ndmero de véntices y s el ndmero de Lados se tiene
que

f-s+vs=]

{gualdad que es comocida como La §6amula de Euler (3').
y 44) EL drea de un pollgono de pealmetro menor que B tiene
drea menonr que 82.

Para ver é&sto, consideremos cualquier poligono en
el plano de perimetro menor gque 8 y tracemos un circulo de
radio 8/2 con centro en cualquiera de sus vértices. Es claro
que el polfigono no tiene ningGn punto en com@n con la fronte-
ra del cfrculo. Asi, el poligono estf completamente contenido
en un circulo que tiene Srea nBz/l, de donde el poligono tiene

frea menor gue 82.

Demostracifn de la parte a) del teorema.

Supongamos que el plano puede adoquinarse mediante
una coleccifn de poligonos convexos cada uno de los cuales tie
ne siete o m&s lados, Srea mayor que O y perimetro menor gue

B, donde oy B son cualquier par de nGmeros reales positivos
dados de antemano. El adoquinado podria verse como en la fi-




gura 15. Aquf tenemos tres adoquines Tl' Tz Y T3 Yy hemos des
tacado con A, B y C tres de los vértices del adoquinado.

figura 15

Nos referiremos a los poligonos del adoquinado en
dos sentidos, como un adoquin, y como un poligono de la red.
El primer sentido es el que se le da en el enunciado del teo-
rema; en el segundo, el poligono puede tener m&s vértices y
lados que el adoquin. Por ejemplo, el adoquin 'r1 tiene siete
vértices y siete lados, pero, como un poligono de la red,tie-
ne nueve vértices y nueve lados. Los vértices A y B estin in-
clufdos en el anflisis de T, como un polfigono de la red, pero
no como un adoquin. Si un poligono es visto como un adoquin o
como un polfgono de la red, su &rea es la misma y también su
perimetro.

Por cada vértice anadido, por ejemplo A y B en el
adoquin Tl’ se introduce un "&ngulo interior" adicional de me
dida 7. As! la suma de los &ngulos interiores del poligono 'I‘1
de la red es 771 porque T1 tiene 9 lados. En general la suma de
los &ngulos interiores de cualquier poligono de la red con

n lados es (n-2)n , y €ésto es siempre al menos 57 pues el nG-
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mero de lados de los poligonos de la red es ali menos siete.

Consideremos en el plano un sistema de coordenadas
rectangulares y denotemos con S(r) el cuadrado con vértices en
(+r,+r) donde el nimero real positivo r ser§ elegido lo sufi
cientemente grande para obtener una contradiccifn. Sea Nl la
red finita que cubre a S(r) de manera minimal. La cota inferior
a impuesta en el Srea de cada poligono garantiza que la red N,
es una coleccifn finita de poligonos.

Sea fl el nGmero de poligonos de la red Nl, y sea v,
el nGmero total de vértices, cada uno contado s88lo una vez. Co
mo el perimetro de cada poligono es menor que B se sigue que la
red Nl est8 completamente contenida en el interior del cuadrado
S(r+8).

Sea N la red finita que cubre a S(r+8). Sea f el nG-
mero de poligonos de la red N, y denotemos por v y 8 el ntimero
de vértices y lados respectivamente, cada uno contado una vez,
de esos f poligonos de la red. Sabemos que

(3.1) v+E=8+186v+f >8

Consideremos los 8ngulos interiores de los poligonos

de la red Nl. Como hay fl de tales poligonos la suma de esos

&ngulos es al menos Sﬂfl. Pero estos poligonos de la red tienen

vy vértices , y la suma total de los &ngulos en cada vértice es

a lo mfs 27. Se sigue que

(3.2) 2tv, 3 5 €

1 6 2v

3 Sfl

1 1

Ahora veamos los v vértices de los poligonos de la red
N. Como estos poligonos de la red tienen s lados en total y ca
da lado une dos vértices, vemos que 2s cuenta cada vértice m&s
de una vez, pero en cada vértice concurren al menos dos lados,
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antonces cada vértice es contado por 2s por lo menos dos veces.
AMemis cada vértice interior pertenece a tres poliqonos de la
red por lo menos y asf cada vértice es contado por lo menos
tres veces por 2s. Notando que todo vértice de la red interior
“1 es vértice interior de N se deduce la siguiente desigualdad

(3.3) 28 3 3v, + 2(v-v1) = 2v + v

1 1

Pero 2v + 2f > 28 por (3.1) y asf 2f > v, Y usando
(3.2) se tiene

(3.4) 4f > 2v, 3 Sf

1 1

Definiendo f2 = f - fl vemos que £2 es el n(mero de
polfgonos en N que no est&n en N,. Esto con (3.4) nos da

(3.5) 4f = 4f_  + 4f. > 5f (o} 4£2 > f

1 2 1 1

Como los fl polfgonos en la red N, tienen &rea totail

1
menor que B fl y estos polfgonos cubren a S(r) que tiene Srea

4:2 conclufmos que

(3.6) 62f1 > 4r?

Ahora consideremos los fz polfgonos que estén en N

pero no estfn en N El &rea total de estos f2 polfigonos exce-

1
de a afz. El 8rea de la regifn dentro de S(r+28) pero fuera de
S(r) es 4(r+28)2 - 4r2

total de los fz polfgonos y asi tenemos que

. Esta es una cota superior para el Srea

(3.7) a(r + 28)% - 4r? » of,
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Las desigualdades (3.5) , (3.6) y (3.7) son contra-
dictorias si r es suficientemente grande. Reordenando (3.7) y
multiplicando por 482 obtenemos

2

6483 (xr + 8) > 432af2 > g2af 2

1 > 4ar
usando (3.5) y (3.6).
Dividiendo por 4ar se tiene

1

(3.8) r < 16837 (1 + 8/x)

Esto ltimo es falso si r = 8 + 1633a-1. Si (3.8)
falla para un valor positivo de r, entonces falla para todos
los valores mayores a r. Asi hemos llegado a una contradiccién
si

(3.9) r 38 + 1683a"1

Yy queda probada la parte a) del teorema.

Demostracién de la parte b) del teorema.

Se tienen 4 condiciones sobre los poligonos en la
parte a) del teorema:

i) Convexidad,

ii) 7 lados 6 més,

iii) Area mayor que a y

iv) perimetro menor que e

Para probar la parte b) mostraremos que existen ado-
quinados del plano que satisfacen todas excepto una de las con
diciones.

i) El plano puede ser adoquinado con poligonos no
convexos que tengan siete lacdos 6§ m&s. La figura 16 ilustra un




ddoquinado con polfgonos de siete lados y réplicas congruentes.

figura 16

ii) La condicifn de gque tengan siete lados & m&s es
esencial pues hemos mostrado en el capitulo II,seccibn 2.5,
que se tienen adoquinados con n-8gonos para n = 3, 4, 5y 6
que cumplen las restantes condiciones.

iil) y iv) Pinalmente construyamos dos adogquinados
del plano por heptfgonos convexos, el primero teniendo polfgo-
nos con perimetro menor que 8 y el segundo con &rea mayor
que a. Ambos se construyen de la misma manera. Los vértices de
los poligonos dados en coordenadas polares estar&n en circulos
concéntricos de radios Pys Pys P3se.. como sigue.

Primero definimos el polfgono Q por los vértices,
enumerados en sentido contrario al de las manecillas del reloj
(0,0) y (py,k"/10) , k =0, 1, 2, 3, 4, 5, donde LY serS espe-
cificado. Se obtienen tres poligonos m&s rotando Q con &ngulos
r/2, w, 3n/2, con el origen como centro de rotacién,

Paran =1, 2, 3,... definimos el polfgono Pn por
los vértices

(3.10) (o, m/10-477Y) (0 ,0), (o, kr/1044"),
k=0,1, 2, 3, 4.

enumerados en sentido contrario a las manecillas del reloj,
donde PLY Phse serfn especificados. N&tese que el primero y
el Gltimo vértice listados en (3.10) son colineales con el o-
rigen, y tambi&n lo son los vértices (on,O) y (pn+1,0).
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Asi, un "anillo” de poligonos se obtiene rotando Pn
alrededor del origen repetidamente con un &ngulo w/lo'ln-l.
El anillo se cierra después de que la rotacifn se repite
2044"7 1.1 veces. (fig. 17).

'

figura 17

M8s aGn, los vértices exteriores del anillo de polf-
gonog formado al rotar Pn,son los vértices interiores del ani-

llo formado al rotar Pn Estos vértices comunes son

+1°

(Ppyyr k7/1004™) k=0, 1, 2,...,20°47-1.

Se sigue que los hept&gonos convexos Q, Pyso Pyyens
junto con sus réplicas congruentes formadas por las rotaciones
alrededor del origen adoquinan el planoy si hacemos que on tien
da a infinito con n.

Ahora especificaremos los valores de PysPor Pgre-.
en dos formas, primero para obtener un conjunto de poligonos
que satisfagan la propiedad de que cada uno tenga perimetro
menor que f, y segundo para obtener un conjunto de polfgonos
cada uno con &rea mayor que a.

Para lo primero definamos

(3.11) °h = ng/8 n=1,2,3,...

Aqut Pn tiende a infinito con n. Verificaremos gque
P tiene perfmetro menor que 8. El lado que une los primeros
dos vértices de (3.10) tiene longitud menor que el arco del
cfrculo de radio r=p entre esos dos puntos. Esta longitud de
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arco es
(3.12) wpn/mu“'1 = nBn/20¢4"

Y- es claramente menor que B8/7. El1 lado de Pn que une (pn,O) Y
,0) tiene longitud

Phey = Pp = B/8 < 8/7

(pn+1

Otro lado de Pn tiene longitud P+l = Pn
tro lados restantes, aquellos que unen los Gltimos cinco vér-
tices de (3.10) tienen longitudes del tipo (3.12) con n reem-
plazada por n+l. Asi, los siete lados de Pn,tienen longitud

+ Y los cua

menor a B/7 y por tanto Pn tiene perimetro menor a p. Es fdcil
verificar que Q tiene la misma propiedad.

Asi, tenemos un adoquinado de heptdgonos convexos
cada uno de perimetro menor a f.Por la parte a) del teorema se
sigue que las Sreas de estos heptdgonos tienden a cero.

Por Gltimo, para obtener un adoquinado de heptdgonos
convexos cada uno con &rea mayor que aj usaremos una definicién
distinta que en (3.11). Primero queremos ~legir Py de forma
que Q tenga &rea mayor a a. El &rea de cualquier hept&gono
convexo excede el &rea de cualquier tridngulo formado con tres
de sus vértices. Consideremos el formado por

(0,0), (py,0) vy (py,%/2).

Este trifrngulo tiene &rea pl‘/z y podemos elegir Py
de forma que p12/2 exceda a a.,
Procederemos recursivamente definiendo para n=1,2,3...

n-l)

csc(n/10°%4

-1
(3.13) p n

Notemos que P tiende a infinito si n lo hace y por tanto se
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tendrf un adoquinado de todo el plhno. Veamos que Pn tiene &-
rea mayor que a, n=1,2,3,.,. .

Este heptfgono tiene &rea mayor que la del trifngu-
lo formado por los vértices

(pe1/10%4% 1), (0 ,0) ¥y (o ,,,0).

El irea de este tri&ngqulo es
(]./2)(pm_l-pn)c:'“semr/IOHn-1 que excede a a, lo
cual se ve usando (3.13). Esto completa la demostracifn. +

Para finalizar esta seccifn enunciamos una forma
equivalente del teorema anterior, m&s elegante pero no tan
clara.

TEOREMA. S{ 8¢ adoquina el plamo con pollfgomos convexos cada
uno de $.iete Lados 6 mds, y 84 r es La razbn del pendimetro del
adoquin a su 4drea, entonces el confjunto de valores de r no
estd acotado.

3.2 CIRCULOS EN UN CIRCULO.

Veremos ahora algunos teoremas relativos a empaques
de circulos dentro de un cfrculo mayor.

TEOREMA. E£ ndmeno de clrculos de radio r empacados: de foama
que cada uno es tangente a otros seis y contenidos completamen
te en un clrculo de nradio R> r que es concéntaico a uno de
£os clrculos estd dado ponr

N=1+ é@./ﬁz - (3/4))(2 - k/2], n= (1/2) (R/xr - 1)
W0
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Aqul los corchetes indican la funcién mayor entero.
Demostracifn. Para probar este teorema supondremos primero
que la distancia entre los centros de dos circulos adyacentes
es uno, y encontraremos el nGmero de centros dentro de un cir
culo de radio n. Por la naturaleza triangular del arreglo de
centros, necesitamos considerar solamente uno de los seis sec-
tores similares del cfrculo como se muestra en la figura 18,
donde los centro marcados con ° estfn en el sector adyacente y
el centro comln C no estf en ningGn sector. Claramente el nG-
mero de centros contenidos dentro del sector es la suma de
las partes enteras de la longitudes, tales como AB, desde CE
hasta FG. Sea CB = k que es un entero. entonces, como el &ngu-
lo BCD es de 30°

cD = (V3/2)k y BD = k/2.
Como (AC)2 = (AD)2 + (CD)2 tenemos que

n? = (AB + k/2)2 + (3/4)k%, de donde

aB = /n2 - (3/4)k2 - k/2.

A

7/

figura 18
El nGmero de centros dentro del sector es la suma de
la parte entera de este nGmero AB desde k=0 hasta k=Qﬂ. Como
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hay seis sectores y el centro comfin C tenemos que

(n)
N=1+6r |/ - (3/00k2 - x/2].
k<0
Ahora, de hecho, los centros no estfn a distancia u-
nitaria sino a una distancia de 2r. As{ que un radio R=2rn

contendrd n centros y por tanto un radio R = 2rn + r contendri
n circulos, de donde

n = (1/2) (R/r - 1).
lo que completa la demostraci&én. t

3.3 CIRCULOS EN UN POLIGONO.

Veremos un teorema de empaques de un circulo unita-
rio en un poligono convexo dada el &rea de dicho poligono.

TEOREMA. A Lo mds A//12 circulos unitarios pueden empacarse en
un pollgono convexo de dnea A . Los dngulos def poligono dado
no deben ser mayores a 27v/3,

(Una consecuencia inmediata de esta restriccifn,es que como la
suma de los &ngulos de un n-8gono es (n-2)7 ,por lo menos un
&ngulo es mayor o igual a (n-2)m /n y por tanto n £ 6).

La demostracifn est3 basada en dos lemas que tienen
interé&s por ellos mismos. Empezaremos con una definicibn.

EL poligono convexo S(P). Sea Y. un conjunto de pun
tos P, Pl’ Pz,... en el plano , tal que la distancia P'P" de
cualquier par de puntos distintos P', P" de L es al menos 2.
Entonces s8i C(P), C(Pl),... son los circuvlos de radio 1 y cen-
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tros P, Pl' Pz,... entonces ningGn par de estos circulos se
intersecta.

Sea K cualquier circulo en el plano, digamos de ra-
dio r y sea K' el circulo concéntrico de radio r+l. Si p',P",
,..,P(a) son puntos de ! en K entonces los circulos C(P'),
C(P'),...,C(P(A)) est8n contenidos en K'; su 4rea total An
es por tanto no mayor que el &rea (r+1)2n de K' y asi
A < (r+1)2. Entonces cualquier circulo contiene a lo m&s un
nGmero finito de puntos de .

Para el punto P de I denotemos por S(P) al conjunto
de todos los puntos Q en el plano para los cuales

(3.14) PQ < PkQ k=1,2,...

El cfrculo C(P) es un subconjunto de S(P) puesto
que 8i Q est8& en C(P), entonces

PkQ 3 PPk -PQ 32 -1=113PQ

Denotemos por Ak el lugar de tclos los puntos Q
para los cuales PQ = PkQ. Evidentemente Ak es la mediatriz
del segmento PP,_. Al centro del segmento PP, llamémoslo P(k).
Los puntos Q que satisfacen PQ ¢ PkQ forman el semiplano de-
terminado por Ak conteniendo a P, y &sta es una regifn conve-
xa. Ademds, por (3.14), 2s una regifn convexa cerrada (fig 19).

Supondremos ziiora que S(P) es de &rea finita, diga-
mos A(P). Sea Q distinto de P un punto en S(P) y denotemos
por 'I‘1 Y T2 los dos extremos del difmetro de C(P) perpendicu-
lar a PQ. Como S(P) es convexo y como los tres puntos Q, Tl Y
'1‘2 pertenecen a S(P), el trif&ngulo TloT2 es un subconjunto de
S(P) y por tanto su &rea es no mayor a A{P). Ahora, el &rea
de este tridngulo es

(1/2) (T,;T,) (PQ) = PQ,y asi
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figura 19
(3.15) PQ < A(P) para todo punto Q de S(P).

Por (3.15) S(P) est§ en el circulo C' (P) de centro
P y radio A(P). Asf, tiene puntos en com@n solamente con aque
1las lineas Ak que tocan O pasan por Cc*'(P). Como P(k) es el

punto de Ak m&s cercano a P, se requiere que

pp'k) ¢ a(p), f.e., que PP, = 2pp () c2a(P) .

Pero como solo un nGmero finito de puntos Pk de X
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satisfacen esta desigualdad, la frontera de S(P) toca sélo un
nimero finito de lfneas Ak' Por tanto, S(P) es un poligono con
vexo, digamos con n lados, Al' Az""An y n vértices Rl' RZ'
--.+R . Escogemos la notacién tal que estos lados y vértices
estén en la frontera de S(P) en el orden de sus Indices, y

que Rk Y Rk+1 son los vértices en A ¥ ast Ak-l Y Ak son los
lados por Rk' (Los Indices 0 y n+l deben ser reemplazados por
n y 1 respectivamente).

Las lineas de P a los vértices R Rz""'Rn dividen

1’
a S(P) en n trifingulos R1PR2' RZPR3,...,RnPR1, digamos de &4reas

O VYRR L Sean adem&s los &ngulos en P de estos tridngu-

n
los a0 Ugreees@y respectivamente.

Evidentemente
(3.16) a1+az+...+an'= a(P) y
(3.17) a1+a2+...+an = 2T.

En lo que sigue probaremos el siguiente resultado.
LEMA. Para cada fndice k

(3.18) a, >(/3/m)a, .

Demostracién. Pongamos x = PP(k) = (172)PPk y asT x 2 1
(fig 20). Denotemos por ' al circulo de centro P y radio x;
entonces Ak es tangente a . Las dos lineas desde P a Rk y
Rk+1 cgrtan a I' en un sector de 4ngulo oy Y por tanto de 4rea
(1/2)x - (omo este sector estd completamente contenido eg
el trifngulo Rkpnk+l de areazak la desigualdad ay ? (1/2)x %y
sucede. Por tanto, si (1/2)x° > V/3/n, i.e., 81 x 2/12/n" > 1,
entonces (3.18) es satisfecha y el lema queda probado.
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figura 20

Excluyamos por tanto ese caso Yy supongamos gue
(3.19) 1 € x <Y12/7% < /473,

Probaremos el siguiente resultado: E£ punto P(k)ea

intendion al segmento RkRk+1'

Si &sto no pasara,entonéel Rk YR serfan dos pun

k+1 (k)

tos distintos en Ak estando del mismo lado de P . Asi‘uno

de estos puntos, digamos R, estd m&s cerca gue el otro de

P(k) y Rk posiblemente coincidirfa con P(k).

Por nuestra notacibn Ak-l Y Ak se encuentran en R
Como todos los puntos de Ak-l est&n equidistantes de P y P
entonces PRk = Pk_le Yy por tanto P y Pk-l
lo A de centro Rk Yy radio p = PRk. Este circulo contiene tam-
bién a Pk y est8 dividido en dos arcos por la linea L que une

kt

k-1
estén en el circu-

Py Pk' Sea A* el arco que toca Ak en un punto, digamos H, se-
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parado de Rk+1 por Rk; entonces A* est& separado de Rk+1 por L.

Como el Gnico punto com@n de la linea A, _, y el &ngulo PR.R, .

es el vértice Rk de eate &nqulo, se sigue'que la imagen Pk-l
de P en Ak-l est8 separada de Rk+1 por la linea PPk Y su ima-
gen R, P, en A = ReR 17 asy Pr-1 estd en A*. Poniendo

Z = PH es evidente que para todo punto Q en A*
min(PQ,P Q) < 2
y asi, en particular,

min (PP ) € z.

k-1°FxPk-1
Por lo tanto’de la definici6én de X,

(3.20) zZ 3 2

(k)

Ahora, pongamos RkP =vy, y asi

02 = x?+y? y plkh. RkH-Rkp'k’ = p-y =

-./xi + y2 - y € X pues /x2% 4 yi < X + Y.

2 (k)

Asi, 2" = (PP 2

+ (

z ¢ /2x < V/2/4/3 < 2 contrario a (3.20). Esta contra-
diccifn prueba el resultado.

De lo anterior,la linea pp (¥

R, PR en los dos triingqulos R PP(k)

*k)k*l k
P PRk+l de &rea Cp s de donde

divide el trifngulo
, digamos de 8rea bk Y

(3.21) b, +




La linea PP(k) parte o en dos lnqu].os,ek - RkPP(k)
= p (k)

Y vy P Pnk+1,-at1|£ac1¢ndo

(3.22) 8k Yy = Ay

Por (3.21) y (3.22) el lema queda probado si podemos
mostrar que

(3.23) b, 2(/3'/1r)6k y
(3.24) . Cp 2 (3/m)y,

Ser8 suficiente probar (3.23) ya que (3.24) se prueba de ma-
nera anfloga.

Como antes denotemos por A al cfrculo de centro Rk Y
radio p = PR, (fig 21); entonces P, Pk-l Y Py estén en este
circulo. La linea L que une Py P, divide A en dos arcos desi

guales (dado que P(k)

Y R, son distintos. Sea A* el mayor de
los dos, i.e., el arco que estf separado de Rk+1 por L. Enton-
k-1 ©8t8& en A*.
Denotemos nuevamente por H el punto donde A* y A

se intersectan y pongamos

ces, por un argumento ya usado vemos que P

k

Yy = RkP(k) ' z = PH = Pkn.

Entonces p = sz + yz Yy podemos encontrar como en
(3.20) que

(3.25) z 2 2 3 pero ahora,

p(k)H=RKH+P(k)Rk=p+y-v/)(—!_+—_yT+y,

2 (pp ()2 o p(K)yy2 02 L AZLT )

(3.26) z% = (pH)?
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= 2( x2¢y2 +y ’x +y! )
De (3.25) y (3.26) se tiene

) x2 + yz + y/x!*yz 3 2,

que resolviendo para y da

Y 2 (2-x2)//4-x2 H

L)

Keq

figura 21
Como adem&s b, = (1/2)xy y B,= sen—ly/( x“+y%)
la desigualdad (3.23) puede ser escrita como F(x,y) 2 0,

donde F(x,y) = nxy - /12 sen”1 y//x2+y2

Entoces (3.23) queda probada si logramos mostrar que
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(3.27) P(x,y) 3 0 si
(3.28) 1¢ A7 vy v (2-x)//ax?
Cuando (3.28) es satisfecha, entonces
(x2+y2) /x & 3P (x,¥) /3y = ®(x2+y?) - /12
> w(x3+ (2-x3)2/(4-x?)) -/1T = an/(4-x?) - /12
34m/3 - /12 > 0.
Asf, F(x,y) es una funcién estrictamente creciente de y.
Para probar (3.27) es por tanto suficiente probar que la fun-
cién
£(x) = F(x,(z-xz)/JG:;§3

2 _ /izZsen l(r-(1/2)x?) es

= 1ix (2-x2) //4-x
estrictamente creciente, pue £(1) = 0. Ahora,

£(x) = 2g(t) donde t = 1-(1/2)x°,

g(t) = nt/(1-t)/(1+t) -/3 sen-lt,

y donde por (3.28), t satisface la desigualdad
1/3 = 1 - 2/3 < t < 1-1/2 = 1/2,
Diferenciando tenemos

df (x) /dx = -2dg(t)/dt;
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dg(t) /at = (1-t)/(1-2)3/2 (no(ne+/T) (14¢))
Ahora, 3 <m<10/3 y V3 > 3/2 y. por tanto

(re+/3) (1+t) 3 (3(1/3) + 3/2)(1+1/3) = 10/3 > =

y as{, dg(t)/dat < 0 . ) df (x)/dx > 0 como querfamos.
Un segundo lema.
LEMA. EL poflgono convexo S(P) es de drea A(P) 3 v/IZ.

Este lema se sigue inmediatamente de (3.16), (3.17)
Yy el lema anterior.
Ahora probaremos el teorema vuelto a enunciar as¥:

TEOREMA. Sea To un poligono convexo de dngulos no mayores a
2n1/3, por tanto de seis Lados a Lo mds. Si A denota el drea
de Ty » entonces a Lo mds A/V/IZ circulos unitarios pueden

den empacados en To-
Demostracién. Sean cOl' c02""'c01 los circulos empacados en
To Y sean Al, AZ""'An los lados de Toe Denotemos adem&s por
h el polfgono que resulta de reflejar Ty en Ah’ Y por Chl'chz’
""Chk los circulos simétricos a C01, COZ""'C01 con respec-
to a A, . Estos nuevos circulos estin en nh.(fig 22) . Ninguno

h
éa los m=(n+1)A circulos

(3.29) .«sC

Co1’ Co2': OA""’Cnl’CnZ""’CnA se inter-
secan.

Esto es obvio, por la hipftesis de que dos circulos
que estdn en el mismo polfgono T, PO Be cortan, Para probar

ésto en dos circulos que est8n en diferentes poligonos es su
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ficiente mostrar que ningGn par‘de poligonos LIV (h¥k)

gse intersecan. Esto es evidente si Ah y Ak son paralelas. Si
Ah' Ak se cortan en un punto, digamos 0,consideramos el &ngu-
lo ¢ del vértice O formado por estas dos lineas que contiene a

ﬂo-

figura 22

Entonces ¢ < 21/3 y por tanto las imigenes de ¢
en Ah Yy Ak son dos &ngulos que no se intersecan. Como uno de
estos &naulos contiene a T V el otro a T, se sigue que Ty Y

“k no se intersecan.

Denotemos ahora por ¥ al conjunto de los centros

POl'pOZ""’POA”"'Pnl'an'""pnA de los circulos
de (3.17).

Formemos las siguientes regiones convexas

S(Pgy)s S(Pgy)seee S(Pga), .o S(P 1), S(P 5),...S(P )
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Estas m regiones juntas adoquinan el plano y no se
intersecan. Ahora mostraremos que los A poligonos

(3.30) S‘Poi)' S(Poz),..., S(POA) est&n en Tye Por
ejemplo, consideremos S(pOI)' y tomemos cualquier lado An de
no.Si Phl es el punto reflejado de P01 en Ah' entonces cual-

quier punto Q de S(POI) estf m&s cercano a Py, Que a P ast

ny’

estf en el mismo lado de Ah que P Esto es cierto para todos

los Indices h =1, 2, 3,..., ny g:i Q estf en Mo Deducimos
entonces que el Srea total de los A polfgonos (3.30) es justa-
mente igual al &rea de Toe

Por el segundo lema cada poligono S(POI) es al menos
de Srea /IZ. Asf se tiene que Avi2 < A 8 A < A7/IZ que es lo

querfamos probar. +

Finalmente hacemos notar que el teorema no es cierto
para poligonos con &ngulos mayores a 2nw/3. Por ejemplo, el hep
tigono regular circunscrito a un cfrculo de radio 1 es de 4rea
menor que /12.
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CAPITULO IV
APLICACIONES

En este capitulo veremos:zlgunas aplicacioncé‘de la
teoria expuesta en capitulos anteriores y algunrnas soluciones
a problemas del capitulo I. Veremos una aplicaciétn de cubiertas,
una de adoquines y una de empagues.

L

4.1 CUBIERTAS: RADAR, ALUMBRADO Y BOYAS DE SONAR.

El problema de las estaciones de radar consiste en
asegurar que todos los puntos que est&n a una cierta altura h
sobre la superficie de la tierra esté&n dentro de la semiesfe-
ra de alcance de alguna de las estacionzs. Necesitaremos que
la familia de los circulos dentro de los cuales puede oberat
efectivamente cada estacibén sea una cubierta Fora la tierra y
que las esferas correspondientes se corten a una altura de
por lo menos h. , -

Otros dos problemas que cbnsideraremos 2n esta sec-—
cifén son el emplazamiento de luces de forma que la iluminacién
en todos los puntos no decrezca de un cierfo nivel y el de
colocacibn de boyas de sonar de forma tal que la senal ppeda
ser recogida en todos los puntos que se guieren cubrir.

N6tese que &stos son problemas a pequeia escala (lo
cales) pues ignoramos la curvatura de la tierra.

Los tres problemas gue acabamos de mencionar son
problemas de cubiertas: todos los puntcs en un dominio dado
deben estar al menos en un circulo 6 esfera.

4.1.1. Estaciones de radar., Las estaciones de radar deben
estar localizadas de forma que puedan reroger una senal cla-
ra desde una distancia menor o igual a r. Se requiere cubrir
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®

una -altura h, i.e., las secciones de las samiesferas en cual-
quier direccifn se deben cortar o unz altura de a} menos h. Ob
servemos que s8i localizamos las estaciones en 1os}centros de
1a cuﬁié}ta m€s fina de circulos de radio Jtz-hz entonces

las restricciones impuestas a h ¥ a r se zatisfacern, tal como
ge muestra en la figura 23.

2
. 4 .
//wf**~
Y
A : e
31 I

figura 23

' Como hemos visto en’ el capftulo II, seccibn 2.5,)us

centros forman una latiz hexagonal regular que aéoya a un a-
déquin del plano compuesto por hexdgonos inscrito en los cir-
culos (fig 24),

\J
‘ ! N 77 \
] Y4 * \
N .
\ "
/
. N ’ . -
e St N ~ -
’/\. AR \
- o A |

£igura 24

La distancia entre los centros de cualquier par de

circulos que se intersccan es
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2(/372) Jrz-h2 - J3(rz-h2) y la densidad de 1la

cubierta es

0 = n(r2-n?) AB1/2) (V372) (r2-h2)) = 21/3/F = 1.209...

4.1.2 Teuminacibn. Se requiere suministrar un nivel acep-
table de luz sobre un Srea dada a clerta altura especifica.
Como la intensidad de la iluminacidn varia inversamente a la
distancia de la fuente de luz, tenemos como en el problema
anterior, semiesferas de influencia aunque consideraremos usual
mente una regifn bajo el nivel de las l&mparas (£iq 25).

-

A 3 Limbaas

v 5
Lo

B anl
e~

figura 25

Este es esencialmente el mismo problema que antes y
los mismos puntos de la latiz dan la solucibn.

Un interesante problema de iluminacién fué propues-~
to por Fejes T#th (11). Consideremos una carretera recta infi-
nita a lo largo de la cual son puestas l&mparas idénticas con
un cierto nGmero promedio por kilBmetro, ¢COmo deben ser pues
tas de forma que se maximice la iluminacifin de la carretera
en el punto menos iluminado? T6th conjetur® que la mejor so-
lucibn es una distribucibn de las l8mparas consistente de
la uni6én de un ntmero finito de conjuntos congruentes de pun-
tos de una latiz a lo largo de la linea. Recientemente Henry
(15) ha demostrado que la conjetura es falsa.

4.1.3 Boyas de sonar.Ll problema del emplazamiento de bo-
yas de sonar es efectivamente una combinaci6n de los dos pro-
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blemas anteriores ya que los elementos de la cubierta deben

ser esferas para que cubran sobre y por debajo del nivel de
la boya. La solucifn es como antes.

4.2 POLIMINOS

Un pofiminf es una figura plana formada por cua-
drados que est&n unidos y cada dos cuadrados contiguos est&n
unidos por un lado comGn. Un dominé es un poliminé simple con-
sistente de dos cuadrados. Muchos juegos populares han sido
basados en estas figuras. Consideremos por ejemplo los pento-
minbs, de los cuales hay 12 ya que cinco cuadrados pueden ser
unidos en doce formas posibles (fig 26).

figura 26
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Un problema relativo a domin8s tiene aplicaciones en
la construccién. ¢Es posible cubrir un rectfngulo con dos 6
m&s dominbs de forma que cada linea reja del rect&ngulo inter-
seque al menos un dominé? (Las 1ineas reja son las lineas ho-
rizontales y verticales espaciadas al ancho de un domin6 a
partir de los lados del rect&ngulo que son perpendiculares a
los lados del rectingulo y gque est8n en su interior). Si una
linea reja no interseca ningGn domin8 puede ser visto como
una debilidad estructural y una posible 1inea de falla. (Los
domin6és pueden ser vistos como ladrillos o como losas de recu-
brimiento' . Deseamos identificar aquellos rect&ngulos que
pueden ser cubiertos con domin&s sin lineas de falla (fig 27).

}

l1inea de falla
figura 27

Podemos excluir aquellos rect&ngulos que en ambos
lados tienen un nGmero impar de cuadrados, pues entonces el
nGmero total de cuadrados ser8 impar y por tanto imposible
de cubrir con domin&s. Es también obvio que rect&ngulos con un
lado de 2, 3 6 4 unidades deben tener una linea de falla y po-
demos ver que un rectingulo de 5x6 es el menor que puede ser
adoquinado de manera libre de falla, Existen dos cubiertas
posibles para este tipo de rectingulos. (fig 28).

Podemos probar que no hay cuadrados de 6x6 que pue
dan ser adoqudinados por dominés y que queden Libres de falla.
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figura 28

Consideremos un cuadrado de 6x6 adogquinado por domi-
n8s. Tendr& 36 cuadrados unitarios y por tanto 18 dominés. Ten
dr8 adem&s cinco lineas reja horizontales y cinco verticales.
Veamos dos hechos:

i) Cada linea reja corta un nGmero par de dominds. En casos
libres de falla cada linea reja debe cortar dos o un par ma-
yor de dominds.

ii) Las diez lineas reia deben cortar veinte domin&és & més
s8i el adoguinado es libre de falla.

Como solamente hav 18 dominés al menos una linea reia debe
ser lfinea de falla.*t

El mismo tipo de razonamiento puede aplicarse a otras
confiquraciones v a poliminds m&s complicados. El estudio de
poliminés lleva a algunas demostraciones interesantes. Una
de ellas es la que sigue y es debida a Spira (26).

Por un L-hexomind entendemos un hexomin® en forma
de L. Observemos gue s8lo existen dos tipos : El de 4x3 y el
de 5x2.

Probaremos que népficas de un L-hexominb de 3x4 |
{.e., neflexiones y rotaciones de un L-hexominé que dejan sus
Lados panalelfos a Los efes coordenados) no pueden encajarse
para formar un rectdngulo.

Un L-hexomin6 de 3x4 se puede formar uniendo en or-
den los siguientes puntos: (0,0), (3,0), (3,1}, (1i,1), (1,4),
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(0,4) vy (0,0) (fig 29).

fiqura 29

Las réplicas del L-hexamin® toman ocho posiciones y las
etigquetamos del 1 al B8 (fig 30).

.:'ﬂﬂ:'j]h—".ﬂ&,:’dF

figura 30

Supongamos qaue los lados del cuadrado que tratamos
de cubrir estf de forma que tiene uno de sus lados en la par
te positiva del eje ¥ y otro en la parte negativa del eje Y
de un sistema de coordenadas. Etiquetamos los cuadrados unita
rios en este cuadrante por el renglén y la columna en los cua
les estdn, i.e., el cuadrado (i,j) tiene esquinas (j-1,i-1),
(j,i-1), (j,1) y (j-1,i). Ahora intentaremos construir un a-
doquinado. Fl diagrama de &rbol en la figura 31 muestra que
cualquier posibilidad termina con un cuadrado gue no puede
ser cubierto. El diagrama se lee como sigue: el ndmero a la
izquierda de cada nodo del &rbol indica el nGmero-posicién del
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del hc;omina (fig 30). Este hexomind estar8 emplazado de for-
ma que cubra el cuadrado unitario dado por los ndmeros a la
derecha del nodo anterior.

1'22 3I'n ¢

olss sl ddn sl 1|2 1
oo 1]a s[ss 7|26 2 34 o[s13 a2 6fie 7513 8)1e
shiela s sl 7ln 203 ofs1 3 1 asefss 2fss oles 21as af2s ohis Tiue
s|ss s24fst 2 3s3luefs se 7

Le 2 ¢ %]3
o] w| W™

olu 8T1e 7|0 Slas oles 2|2 2|sa 3
e sly oles oes zlou‘
35 7

figura 31

Cuando el 8rbol termina en un nodo,el par de la de-
recha indica un cuadrado que es imposible de cubrir o, si pue
‘de ser cubierto, la forma de hacerlo lleva rdpidamente a otro
cuadrado que obviamente no puede ser cubierto.

Por ejemplo, podemos cubrir el cuadrado (1,1) caaun
L-hexominéd de posicién 2. Entonces, aunque podamos cubrir el
cuadrado (2,2) con L-hexomin®és de posiciones 3, 7 u 8, no es
diffcil ver que no podemos seguir adelante sin dejar algln
cuadrado de alrededor descubierto. Otra vez, si cubrimos (1,1)
con un L-hexominé de posicién 4 y luego (2,2) con uno de posi
ci6én 8, (1,4) con 7, (2,6) con 2, (3,3) con 4, (5,1) con 2,

(5,2) con 6, el &rbol indica que (4,5) no puede ser cubierto.”
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4.3 FRACCIONAMIENTOS

Este problema consiste en acomodar tantas casas co
mo sea posible en un Srea grande con la condicifn de que las
casas (que tienen bases rectangulares) no estén m&s cerca en-
tre si que cierta distancia dada.

Para ver la resoluciftn de este problema podemos su-
poner que esta distancia es de dos unidades. Tomamos un rec-
t&ngulo de lados a y b, a ¢ b y construimos alrededor de &l
lo que se conoce como un dominio paralelo, i.e., el lugar
geométrico que consiste de todos los puntos gue est&n a una
distancia menor o igual que una distancia dada del dominio.

El dominio paralelo a una distancia unitaria se ob
tiene dibujando primero lineas paralelas a los lados a una
distancia de una unidad y de la misma longitud. Luego dibuja-
mos arcos de circulos unitarios con centros en cada esquina
del rectingulo. La frontera del conjunto asf construfdo con-
tiene todos los puntos que est&n a una distancia unitaria de
los lados de la base (fig 32).

A los dominio paralelos a dis

tancia unitaria los llamaremos 44

tios. Si dos sitios son puestos

juntos de forma gue no se interse-

quen, entonces los rectfngulos no

pueden estar m&s cerca que dos u-

nidades y asi se habr8 satisfecho

la restriccifn de las distancias.

Hemos asf convertido el pro-

blema en el de empacar los sitios

figura 32 S de la forma mis eficiente en el

Srea dada. Como hemos visto, para adoquinar el vlano podemos
hacerlo con tridngulos, cuadril&teros, pentfigonos y hex&gonos.
81 circunscribimos alguno de E€stos alrededor de un sitio S es
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claro que el de menor &rea es el hex&gono.

Mostraremos que dependiendo de a existen tres tipos
de empaques que definimos por ciertas propiedades del hexigo-
no H de menor &rea que contenga a S. El empaque correspondien-
te adoquinarf el plano con réplicas trasladadas de H v se ins-
cribir8 en cada hex&gono una réplica trasladada de S.

Fl eje de simetria de S paralelo al eje mayor del
rectingulo es llamado el eje de S. Si a = b uno de los ejes
de simetrfa se escoge como el eje de S.

Consideraremos el hex&gono circunscrito alrededor
de S de forma que:

i) Todos los puntos medios de sus lados estin en
la frontera de S y

ii) Los lados opuestos del hex&gono son paralelos e
iaguales (fig 33).

A los hexdgonos que satisfacen la propiedad ii) se
les llama hexdgonos centrosimétricos.

i

figura 33

Entre todos los hex&gonos que tienen estas propieda
des distinguimos tres tipos:

TIPO I. Los hexdgonos gue tienen simetrfa bilateral
con respecto al eje de £ (fia 34).

TIPO II. Los hex&gonos que no tienen simetrfa bila-
teral con respecto al eje de & y ningGn lado perpendicular
al eje de S (fig 358).

TIPO III. Los hex&gonos con dos lados perpendicula-
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res al eje de S (fig 36).

~ . e

figura 34 figura 35

— -

figura 36

Nuestro resultado es como sigue:

Sea S el domindio paralelo a distancia unitaria de un
rectdngulo cuyo Lado mds conto tiene Longitud a. Entonces ekl
hexdgono centrosimétnico de menon drea conteniendo a S es del
tipo I, ITI 6 III dependiendo de:

ac<d4 - A

4 - £ ¢cac2 V7

2 -/2 < a nespectivamente.
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Antes de iniciar la demostracidn confesaremos que
&sta tiene una mancha: la comparacién en el orden de algunas
funciones de una variable fueron llevadas a cabo solamente
con computaciones numéricas realizadas por Fejes T&éth (9).
Como este proceso parece ser lo suficientemente confiable evi

tamos entrar en investigaciones tediosas.

Primero consideraremos el caso en el que el rectdn-
gulo es un cuadrado q con lados de longitud a = 2x. Para estu
diar los hex&gonos H los clasificaremos como sique:

CLAZE 0. H no tiene lados paralelos a un lado de q.

Sean A, B y C vértices consecutivos de g :ales que
el circulo unitario con centro en B contiene dos puntos medios
SyTde B (fig 37).

Sean IM y MN los lados de H
que contienen a S y Ty sean Ry U
r los puntos medios de los lados ad
vacentes. Como LS = SM = MT = TM
'} se tiene que LB = MB = NB. Otra
vez, dada la simetrfa central RL
Q = NU, de donde AL = CN. Por tanto
los trid&ngulos ALB y CMNB son con-
H gruentes y en consecuencia H es
gsimétrico con respecto a la diago-
figura 37 nal de q gque pasa por B.

Calculemos la semifrea del hexdqono. Dado que T y Q
son puntos medios de los lados del trapecio HMMNV tenemos que

el &rea de dicho trapecio es

f (x) = (1 + /2x)* TQ, pero

TO = 2PQ + 2V/2 x de donde
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fo(x) = (1 + /T x) (2PQ + 2V/7 x).

Ahora, PQ = f(DQ)T- (PDT , DO =1 y PD = (1/2)(1+/2x)
/s 2
y ast, PQ = (1/2)/3 - 2/2 x - 2x de donde

?

fo(x) = (1 + /2 x)(/s -/8 x - 2x2 + V8 x).

Es claro que 2ST = RU = 2(1 + V2 x ) y que ST < 2,
de donde vemos que se tiene un hex&gono de la clase 0 s6lo si
2x < 2 - /2.

Clase 1.F tiene exactamente un par de lados paralelos a un la
do de g. Agquf tenemos dos subclases.

Subclase 11. F tiene como eje de simetria el eje de S (fig 38).
Debido a la simetrfa central, F tiene dos ejes de simetria,

uno de los cuales debe ser paralelo a aquellos lados de K que
son paralelos a un lado de q.

figura 38

Se tiene un hexfgono de esta clase s86lo si

(1 + x)/2 ¢ 1 6 x < 1.

La semifrea del hex8gono en este caso es
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tll(x) = (1'+ x)¢AB, pero

AB = AQ + QP + PB = 2PP + 2x.

F3

PEB = /1 - ((1-x)/2)% = (1/2) /3 + 2x - x°

por tanto, fll(x) = (1 + x)(/% + 2x - x2 + 2x).

Subclase 12. H no tiene eje de simetrfa. Sea AP un lado

de q no paralelo a ningdn lado de H (fig 39). Imaginemos

que AB est$ horizontal y supongamos que A ¥y B son los vértices
superiores de q. Sean L, M y N los tres vértices superiores

figura 39

de H tales gque AL = AM < BM = BN. Hagamos que la recta determi
nada por AB interseque los lados verticales de E en T y U. Lla
mando a al &ngulo TAL y B al UBN tenemos que AL = 1l/cosa ,
y BN = 1/cosf.

Expresando la distancia z de M a la lfnea TU en tér

minos de a y B tenemos que
(4.1) z(a) = z(B).

donde z(¢) = senl3dp/cosd.
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Por otro lado, proyectando la linea gquebrada AMB per
pendicularmente sobre la recta determinada por AB obtenemos

2x = -cos3a/cosa - cos3B/cosB , pero
cos 3¢/cosd = 1 - 4 senZO de donde
2 2
(4.2) x = 2(sen“a + sen“g) -1.

La suposicién de gque AL < BN junto con las condicio-
nes obvias '

sen3a/cosa > 1 y tanB < 1 implica
(4.3) /8 < a < B < nw/4,

En el intervalo (n/8,71/4) la funcién z(¢) tiene un
extremo dado por

z'(¢) = (3cos3dcosd + sen¢sen3¢)/cos2¢ =0 8
3cos3dcost + senldd¢send =0 6

8cos‘¢ - 4c032¢ - 1=20

Haciendo y = cosz¢ resolvemos 8y2 - 4y - 1 =0
que tiene como rafces y = (1 t /3)/4 6 8i Y es rafiz de la
ecuacifn entonces C082Y = (1 + /3)/4 (la otra rafz no darla

un cosy real).




67

En (7/8,T) la funcién z(¢) crece y en (v,1/4) decre
ce. Consecuentemente, para cualquier valor de o tal que
/8 < & < Y la ecuacién (4.1) asocia un @nico valor de B tal
que Y < B < m/4. Ast, en vista de (4.2), x puede ser conside-
rada como und funcién de @.C8lculos numéricos muestran que x
decrece estrictamente cuando o crece de 7n/8 avy.

En el caso 1limite, cuando o = 8 = y tenemos

x = 48en®yY ~ 1 = 3 - 4cos®y = 3 - 4(1+vV3)/4 = 2 -/3

En el otro caso limite cuando @& = 7/8 tenemos
B = T/4 y 2x = 2 - Y2, Como estos casos lfmite no pertenecen
a la subclase en consideracifn tenemos que

2 -73<x<1-V2/2.

La semifrea del hexdgono es

flz(x) = 8(sen3acosa + sen3scose) + 2x(1 + x).

donde a y B estfn dados por (4.1), (4.2) y (4.3).

Clase 2. R tiene dos pares de lados paralelos (fig 40).

El tercer par de lados debe ser perpendicular a una
diagonal de q.

Este caso puede darse s6lo si 2x > 2 - /2 (ya que
2(1 + /2x) » 2/2] La semiirea del hexigono esti dada por

(1/2) (2+2x) 2 = 2(1/2) (VZ-1)2

"

2(x)

2x% + 4% + JE - 1.

]

fig 40 Esto completa la enumeracién de los hexdyonos en




consideracién. Ahora, seleccionaremos de las funciones £q7
fll' f12 y £2 la menor para diferentes valores de x. Deno-
taremos las gr&ficas de éstas funciones por 90’ 9117 992 Y
9, respectivamente.

La siguiente tabla ilustra los intervalos en los
cuales las funciones se pueden dar.

£q(x) para x <1 - vV2/2

fll(x) para x < 1

flz(k) para 2 - /3 <cx<1~-V2/2
f,(x) para x 21 - V272,

Para 0sx¢2 - /3 = .2619... podemos comparar solamen
te £, vy £,,. Tenemos

£,00) = £,,(0) = /3, £J(0) = /873 + /B = 4.46...
£,,'(0) = /3B/3 + 2 = 4.31...

Asft, 90¢911 parten del mismo punto, pero 90 tiene

aoguf mayor pendiente que 991° La gr&fica de g, permanece en

0
todo el intervalo (0,2-/3) por encima de 9y1°

En x = 2 - /3 seguimos teniendo £, = 3.0426 > £, .=
3.0394...
Fn el intervalo abierto (2 - /3, 1 - /2/2) compiten

tres funciones; f f11 y f12' Fn todo el intervalo f12 se

Ol
vuelve la menor. Fn x = 2 - VY3 = ,2679... tenemos f11 = f12'

y en el principio f11 es un fuerte rival de £
(¢ = 33°30', B = 35°1'28.9...") tenemos

f11 = 3.04000h5...

12°

12 = 3-0400064... y

En x = ,2680,.
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De agquf, la diferencia fll-flz crece m&s r&pidamen-
te.

Fn x = 1 = /372 - .29299... tenemos f11 = 3.,1761411:
Y flz' 3,1715729... AGn en el final del intervalo 612 tiene
ptro rival. En un valor de x cerca de .28 la gr&fica 99 inter-
seca a g,, Y en el final del intervalo g, encuentra a 915-

€in embargo, g9, pPermanece arriba de Typ° Por ejemplo
para x = ,.29082 (a = 23°, f= 44°35'2.5") tenemos f12 =
3.1608412... ¥y fo = 3.1608621...

Para x 3 1 - V/2/2 la competencia es menos aguda. Al
principio hay dos competidores; fll Yy fz. En vista de que
£,.,(1 - 2/2) = £,(1 - v2/2) < £,,00 - /2/2), g, empieza des-
de un punto mds abajo que 9,1 Y permanece abajo de Jq1- En
x = 1 la funcién fz Se queda sin rivales.

Recapitulando, el hexdgono centrosimétrico minimal
circunscrito al sitio S pertenece:

Para x € 2 - /Y3 a la clase 1l1.

Para 2 -~ V3 < x < 1 - V7Z/2 a la clase 12.

Para x 2 1 - V/2/2 a la clase 2.

Como estas tres clases coinciden con los tipos I,
IT y III respectivamente, nuestra proposicifn queda probada
para un cuadrado.

Ahora, deseamos establecer el resultado en el caso
general. Transformamos un polfgono convexo P en uno nuevo como
sigue:

Sean a y b dos lineas soporte verticales de P (fig 41).
Sean A y B los vértices de P que tocan a y b respectivamente.

AR y B descomponen la frontera de P en una linea poligonal su-
pericr A...B y en una inferior B...A. Consideramos P como la

interseccidn de dos conjunto convexos de puntos Pl Vi P2 acota-
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dos por a, A...B,by b,B...A,a respectivamente. Trasladando
P2 hacia arriba una distancia 4@ al poligono que se obtiene
al intersecar P1 con el trasladado de P2 le llamaremos P'.

‘ [
A
[
(]
...... vl_____
figura 41 figura 42 fiqura 43

2 lo anterior lo llamamos un proceso telesclpico.
Suponemos que P' es no vacfo. Sean a' y b' las lineas
soporte verticales de P' y sea w' la distancia entre a' y b'.

Entonces

t=t' +w'ad+ t"

donde t, t' y t" son las &reas de P, P' y la parte
de P que estf fuera de la banda acotada por a' y b'. (Parale-

logramos de misma base y altura tienen la misma &rea).

Ahora, sea S un sitio con un eje vertical alrededor
de un recténqulo de lados a y b con a < b. Sea E un hex&gono
arhitrario de 8rea t circunscrito a S. Hacemos un proceso te-
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lescflpico de H en direccién vertical una distancia b-a, obte-
niendo un hexfgono H' de &rea t' (fig 42). El hex&gono H' con
tiene un sitio S' alrededor de un cuadrado de lado a teniendo
un eje vertical. Por consiguiente,el ancho w' de H' en dire-
ccién horizontal es al menos 2 + a. As{,

t2t' ¢+ w'(b=-a) 2¢t'"+ (2+ ad - a).

Reemplazando t' por el &rea t* del hexfgono E* de minima &rea
que contiene a S' obtenemos

t 32 ¢e*+ (2 +a)(b - a).

Pero como H* tiene un par de lados verticales, la
suma t* + (2 + a)(h - a) es igual al &rea del hexd&gono alrede-
dor de F* obtenido por un proceso telescédpico en direccién
vertical a una distancia b-a (fig 43). Como este hexdgono
contiene a S, queda probado que es el hex&gono minimal de to-
dos los hex&gonos gque contienen a S. t




"E1 matemdtico, como el pintor o el poeta, es
un constructor de disefios. E1 hecho de que sus disefios

sean mids permanentes que los de los otros se debe a que
estdn hechos con ideas".

Hardy.
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