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INTRODUCCION,

En la primera etapa de aparicién de las computadoras, estas se - -
consideraron esencialmente como poderosas herramientas de cdlculo.
De esta manera sélo permitieron a los matemdticos, en ocasiones, llberag_
se de clerto nimero de restricciones que antes frenaban el desarrollo de --
sus trabajos al punto de bloquearlo totalmente; debido a que sus cdlculos --
eran tan largos y complicados que el matemadtico no podia resolverlos en -
la practica, a pesar de que tuviera a su disposicién un método tedrico, que

en principio debfa o podfa conducir a la solucién.

Fue asf como la enorme capacidad de las computadoras inicié un -
nuevo campo de investigaciones, permitiendo verificar hipétesis al efec--
tuar los cdlculos, contribuyendo ademés a mejorar las existentes e intro-
duciendo nuevas. De esta forma en un principio, se podrfa pensar que - -
esta serfa la unlca. aportacién de las computadoras, lo cual no era del to-

do despreciable,

Sin embargo, se sabe que las computadoras pueden ser programa-
das de tal manera que sean capaces de tomar decisiones en dominios, en -
los que se crefa que s6lo la intuicién y la experiencia de un matemadtico -

lograban obtener resultados eficaces.




- it -

A partir de este momento aparecié una nueva rama de investigacién
denominada Inteligencia Artificial, (I.A.) la cual su principal meta es ob--
tener por parte de la mdquina la realizacién de tareas que normalmente re-

quieren en algin grado de la inteligencia humana,

ILa I. A, tiene campos de accién muy variados y algunos de estos se
vinculan con la linglistica, traduccién de idiomas, identificacién de formas
y sonidos, resolucién de problemas, manipulacién simbélica de expresiones
matemdticas, etc. En la solucién de este tipo de cuestiones su interés fun-
damental es la manipulacién automdtica de modelos de los problemas estu-
diados y su instrumento principal es la Heurlstica sobre la cual comentare

mds adelante,

El propdsito de esta tesis es presentar un programa computecional,
que tiene como objetivo resolver problemas de integracién simbélica a par
tir de funciones elementales al nivel de un buen estudiante de preparatoria

y @ este se le ha nombrado ISI en referencia a "[ntegrador SImbdélico'.

Al construir este programa, se ha intentado por que manipule au-
tomdticamente una expresién algebrdica f(X), de manera que calcule su -

integral llamada antiderivada.

Antes de describir los principales mecanismos del programa ex--
pondré en primer lugar algunas ideas sobre la [.A, en una segunda parte

como antecedente histoérico resumiré brevemente algunos de los trabajos
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que resuelven problemas de integracién simbélica, después examinareé cuales
son los problemas generales que se plantean cuando se quiere manipular auto

mdticamente este tipo de expresiones algebraicas, finalmente describire ISI -

y presentaré algunos de los resultados obtenidos.




CAPITULO I

INTELIGENCIA ARTIFICIAL Y METODOS HEURISTICOS.

COMPORTAMIENTO INTELIGENTE,

Muchas actividades humanas como son: la solucién de acertijos, --
los juegos, las matemdticas, la conduccién de un automévil, se - -
dice que requieren de la "inteligencia''. Si las computadoras pudie-
ran desarrollar tareas como éstas, probablemente estas tendrfan -

en algGn grado "Inteligencia Artificial'',

Es de por si muy delicado pretender una definicién simple de inte--
ligencia, es un tema sobre el cual psicélogos y fisiSlogos han deba-
tido por mucho tiempo y el hecho es de que el mismo concepto de --
"inteligencia' no estd bien definido. Asl de esta forma me limitaré

a indicar cuales son las metas en el dominio de la [, A, y cuales son

los medios que se utilizan para lograrlas,

LAS FINALIDADES DE LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL.

En ocasiones sabemos exactamente como le hacemos para resolver
tal o cual problema, por ejemplo, conocemos perfectamente el - -
método utilizado para resolver una ecuaci6n de 22 grado, entonces
en estos casos el método estd claramente precisado y serd posible

escribir un programa para que la computadors opere de la misma -
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maenera que nosotros, obviamente lo har& mucho mds rdpido y elimina-
rd los riesgos de error, pero en tales situaciones no estarf@amos tenta
dos & calificar de inteligente su comportamiento.

Sin embargo en la mayoria de nuestras actividades somos més o menos
incapaces de describir los medios que hemos empleado para llegar a -
resultados excelentes o a veces mediocres. Y un ejemplo particular--
mente impactante es el del reconocimiento de las formas, nosotros no
dudaremos en reconocer que cifra representa &l ndimero dos y que - -
esa cifra se escribe como Z , 2, (.i, 6 2. En este ejemplo hemos logra
do la identificacién inconcientemente y sin dificultad, pero serfa muy
diffcil encontrar una definicién que corresponda a todos los casos po-
sibles. Igualmente cuando obtenemos la demostracién de un teorema,
muchas veces somos incapaces de explicar porque hicimos tal hip6--
tesis en vez de otra y porqué hemos decidido usar tal o cual ensayo -
que revel6 constituir un paso decisivo.

Encontramos por lo tanto una categoria bastante amplia de problemas
para los cuales es necesario analizar de manera precisa los métodos
que utilizamoB y escribir un programa que los utilice & su vez,

La finalidad de la I.A, segin Nilsson (Ref, 6), es que una computae -
dora junto con Bus programas ejecute tareas que normalmente requie
ren de la inteligencia humana y la calidad de éstos resultados nos per
mitird juzgar si ha hecho prueba o no de un comportamiento inteligen

te.



LOS CAMPOS DE ACCION DE LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL,

Las caracteristicas y finalidad de la [. A, tratadas con anterioridad -
permiten concebir que sus campos de accién sean extremadamente -
variados.

Aquf es de interés particular resaltar dentro de éstos las aplicacio--
nes lingliisticas en problemas de traduccién automdtica, de conver--
sacién en lenguaje natural con una computadora y de documentacién -
automdtica, asf como las aplicaciones en reconocimiento de formas-
para la interpretacién de fotografias, andlisis de sefiales diversas -
desde la que nos da un radar hasta las que obtenemos en un encefalo-
grama y aln las aplicaciones dentro del dominio llamado ""Resolucién
de Problemas' categoria a la cual pertenece nuestro programa [SI.
Finalmente cabe sefialar que cierto ndimero de investigaciones en --
[. A. estdn estrechamente ligadas a la psicologia, en el sentido de -
que los investigadores tienden a escribir programas que simulen el
comportamiento inteligente de un ser humano, el fin buscado no es
ya los resultados del programa, sino que quiere solamente que su -
modo de proceder se parezca lo mds posible &l del hombre que se -
toma como modelo, esto puede permitir deducir importantes hipdte
sis desde el punto de vista de la psicologfa.

RESOLUCION DE PROBLEMAS Y 1.LAS HEURISTICAS,

Recordemos que s6lo se han considerado problemas para los cuales

se ha podido definir un método preciso, &lgnritmico, un problema -




estd definido por una meta y por los medios que se tiene derecho a --
utilizar para lograrla, de esta manera la primera idea que viene a la
mente es tratar sistemdtica mente todas las posibilidades ofrecidas -
hasta que se llegue a un resultado positivo., Desgraciadamente este -
método combinatorio presenta dos inconvenientes importantes; si el
problema no admite solucién la computadora no tiene ninguna razén -
de detenerse y no es posible decidir si la ausencia de resultado posi-
tivo se debe a que la computadora no ha terminado su trabajo o a que
no existe solucién; ademds, genera una arborescencia cuyo crecimien
to aproximadamente exponencial, hace que alcance demasiado rdapido
un tamafio gigantesco, en todo caso prohibitivo.

Tomemos de ejemplo, una final de partida del juego de ajedrez, supo
niendo que se pueden jugar legalmente un promedio de una veintena -
de movidas, esto implicara 20" situaciones posibles después de n mo
vidas, De igual forma si a una expresién algebréica dada podemos --
aplicar n reglas de simplificacién habra después de p etapas nP ex--
presiones equivalentes, y adn es necesario por otro lado tener en --
cuenta que ciertas reglas pueden ser aplicadas en q lugares diferen-
tes y diversos simultdneamente, de donde el crecimiento esta vez -
es de tipo “(npq).". s claro que incluso con computadoras cuya me-
moria se supusiera ilimitads, el tiempo de los célculos necesarios -
serfa para muchos problemas demasiado elevados, Serd@ por lo tanto

necesario construir un programa susceptible de hacer elecciones --



juiciosas a lo largo del desarrollo de una arborescencia decidiendo no
estudiar las ramas para las cuales habrd juzgado que no tiene posibi-
lidades de llegar a la solucién.

Eventualmente si el estudio de las ramas desarrolladas no se revela-
tan fructuoso como se esperaba el programa podrd remontar a la ar--
borescencia, regresar y desarrollar en direcciones que se habfa pro-
hibido primitivamente, Si tal programa llega a obtener buenos resul--
tados podremos decir que presenta un comportamiento inteligente,
Este género de investigaciones pertenece plenamente al campo de - -
accién de la [, A.

Por supuesto atn se plantea una cuestién, como permitirle al progra-
ma hacer elecciones juiciosas como las que acabamos de describir --
aquf es donde interviene la noci6én muy importante de heurfstica,

Se puede tratar de ‘definir las heurfsticas como meétodos que permi--
ten acercarse a la solucién. La justificacién de las heuristicas es --
esencialmente estadfstica, una heurfistica serd tanto mejor cuando al
utilizarla lleve el mayor ndmero de veces a la solucién. Pero si el -
hecho de aplicarla a veces nos aleja de 1a& solucifn o nos conduce @ -
un camino sin salida ésto no querrd decir obligatoriamente que sea -
mala y deba ser definitivamente condenada,

Es importante hacer notar que la aplicacién de una heurfstice que --
generalmente nos conduce a la soluci6n, pero que en un caso desfa--

vorable nos aleja de esta no nos hard encontrar nunca un resultade --



a),

b).

c).

incorrecto, simplemente podrd retrasar la obtencién del resultado --
correcto, eventualmente hacerlo imposible, pero jamds lo falseard.
Nosotros mismos aplicamos cotidianamente procedimientos heuris--
ticos y esos procedimientos muy a8 menudo somos incapaces de justi-
ficarlos con rigor sin otro método que no sea sobre el plano estadis--
tico por ejemplo:

En ajedrez se recomienda evitar ''doblar" un pe6n, pero se hard el -
esfuerzo de colocar dos torres sobre la misma columna.

En geometria para demostrar la igualdad de dos segmentos, se bus--
card si pertenece o no & dos tridngulos iguales.

En andlisis para integrar una funcién F(X), si es de la forma - -
f(x)g(x) y se conoce jg(x)dx se intentard integrarla por partes,

Se podria prolongar la lista de ejemplos interminablemente. La uti--
lizaci6n de ciertas heurfsticas nos es tan familiar que las considera-
mos como reflejos y las enunciamos bajo el nombre de reglas que se
ensefian a los principiantes,

Para quién desea construir un programa que utiliza heuristicas, le-
serd necesario algunas veces hacer un serio esfuerzo de introspec-
cién para descubrir las heuristicas que utiliza al tratar de resolver
el problema o cuestionar sin descanso a una tercer persona, que -

lo hiciera, Afortunadamente no es éste el dnico medio que nos queda
para descubir heurfsticas interesantes, El andlisis del problema --

propuesto aportard elementos importantes, Adem#s, cierto ndmero




de nociones que intervienen en las heur{sticas son generalmente vé--
lidas para toda una categorfa de problemas y no para un problema en
particular, Esta bisqueda de la generalidad es una meta ambiciosa -

pero particularmente importante de la Inteligencia Artificial,




CAPITULO II

ANTECEDENTES,

En los inicios de la déecada de los sesentas unicamente el hombre po
dfa deter minar o solucionar integrales indefinidas aunque éstas fueran pro-
blemas de los mds triviales, materialmente las técnicas de integracion no -
habfan cambiado en 200 afios. Por otra parte al querer que la computadore
solucionara el problemea de la integracién simbélica, la gente sélo se satis-
facta en considerar que el problema requeria de soluciones heurtstices, que
estuvieran entre lo ingenioso y lo inteligente. Sin embargo ya a finales de -
la misma decada surgieron avances muy importantes en la teorfa de la inte-
gracion, que hicieron sentir completamente resuelto el problema de la Inte
gracion Simbélice a partir de funciones elementales, logeritmicas, trigono

meétricas y exponenciales,

La implementacion de estos procedimientos, hizo a la computadora

més poderosa que cualquier tabla de integracion.

Debido a esto, se consider6 conveniente resumir en este cepttulo--
los principales trabajos que se han realizado sobre la Integracién Simboli-
ca las cuales hacen patente que es posible disponer de sistemas sutométi-
cos de manipulacién Algebrsica en aquellas acciones que asf lo requieran, Y
es aqui donde se quiere enfatizar la gran importancia que presentarfan este
tipo de programas, su utilizecién y su construccién, ya que su uso serfs una
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magnifica herramienta para el estudiante, profesor o pedagogo, profesionis-
ta e investigador cuando en el desempefio de su labor se le presenten proble
mas de este género. Y porque su construccién que en principio es un buen
ejercicio, permitird ademas de conocer a fondo como se realiza la manipu-
lacién automatica de expresiones algebraicas, que se manejan por ejemplo
en la expansién de series de potencias, demostracion ‘de teoremas, etc.,--
crear una infraestructura a nivel de subrutinas de programas computaciona
les que facilitaran en caso necesario avanzar en otros caminos en los cua- -

les la necesidad propia requiera utilizarlas como herramientas.



l1.- SAINT.

El primer programa que se describe es el trabajo pionero SAINT --
(Symbolic Automatic INTegrator) debido a Slagle (REF. 2), el cual por su -
forma de ejecucidén pertenece plenamente a la inteligencia Artificial y dado
que es el principal pilar para la resolucién automaitica de la Integracién --
Simbbdlica el programa ISI tomara como base algunos procedimientos del --

mismo.

SAINT al leer en notacién conveniente algin problema de Integra--
cién Simbdlica, lo primero que aplica es el procedimiento IMSLN que con-
siste en resolver la cuestidn comparindola con una tabla de 26 integrales -
de las cuales se conoce sus primitivas, cuando puede aplicar alguna de és-
tas se dice que esa integral tiene solucién inmediata. Por ejemplo‘[ 2¥ax,
es de la forma j‘ cVdv=c' / (Inc), esta es inmediatamente alcanzada por

substitucién y la solucién es 2¥ / In 2,

En caso de no existir en la tabla mencionada se ensayan algunas --
tr ansformaciones tratando de reducir la integral a alguna de las formas -~
registradas. Estas transformaciones pueden ser de tipo algorftmico o -~

heurfstico.

Por transformacién algoritmica se entiende como una transforma-

cién que siempre o casl siempre es apropiada, y una transformacidn es a-

propiada si lleva con seguridad a una ejecucidn correcta.

-10-




Tres de ocho transformaciones algorftmicas usadas por SAINT son:

a) Factor constante, i.e,

jcg(v)dv = C j g(v)dv.

b) Descomposicién, i.e,

X Zg‘(v’dv —ZX gy(v)dv.

c) Sustitucion lineal, i.e. Si la integral es de la forma:

S f (Cl + C2V)dv.

Sustituye u =C; + C,v y obtiene una integral de la forma:

j\ Clz f(udw

Por ejemplo:

cos 3x dx 2
{T -sen 3x)

Sustituye:

y = 3x y obtiene cos y dy
3(Q - sen y)2




Una transformacién es llamada heurfstica adn cuando pensando que -

es apropiada y razonable, existe una probabilidad de que el préximo paso no
sea productivo. Una transforimacién puede ser inapropiada ya sea porque no
conduce rdpidamente a la solucién o porque algunas otras transformaciones

pueden ser mejores.

SAINT usa 10 tipos de transformaciones heuristicas procurando usar
prioritariamente el método de integracién por partes. Otro método que usa -
con bastante éxito es el de tratar de encontrar una subexpresién cuya deriva-

da divida al integrando.

El programa SAINT actda de manera recursiva es decir al hacer una
transformacién que desemboca en una o varias integrales nuevas entonces --
les aplica los mismos métodos, desarrollando una arborescencia de la cual -

cada nodo es un nuevo problema o mds bien un subproblema.

A los subproblemas generados se les llama metas y como se ha dicho
estas metas nuevas pueden generar mds, &sf se crea una jerarqufa de metas
y tal jerarquia es conveniente representarla por uns grafica o érbol con cre-

cimiento hacia abajo como es el de la figura 1,
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81 g2 g3

FIGURA 1

SupSngase que tenemos que realizar una integracién, 6 mds general-
mente cualquier meta g, Esta se puede representar grdficamente por un pun

to.

Una meta puede transformarse en una 6 méds submetas las cuales --

pueden estar relacionadas a la meta de varias maneras,

El procedimiento de integracién incorpora dos relaciones, a saber,

YyO.

l.- Una relaci6én Y entre una meta y al menos dos submetas es la siguien
te: la meta g tiene solucién si y solo si todas las submetas tienen so-
lucién,

La figura 1 describe una relacién con tres submetas. El arco que - -

une los segmentos indica la relacién Y.




-14-

2, - Una relacién O entre una meta g y sus submetas es la siguiente: la --
meta g tiene solucién si y solo si cualquiera de las submetas tiene 80

lucién, ejemplo figura 2,

FIGURA 2

Una meta g puede tener varig@s submetas Y y O como se muestra -
en la figura 3.

FIGURA 3




Y su versién extendida mds usual se presenta en la figura 4.

g

FIGURA 4

En este caso serd resuelta la meta g cuando sean resueltas las --
submetas g3 y g2 o sean resueltas las submetas g3 Y 84 O seare- |
suelta la submeta g5 . . |
La ejemplificacién del drbol generado por la regla de integracién-

Sudv =u ( de)-s vdu

por partes:
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Es la siguiente:

I adv
J’av J’vdu

La regla de descomposici6n:

n n
S Z fi(x)dx =Z J fi(x)dx

i=1 i=1

Justifica el siguiente drbol:

; fi(xﬁx

i=1

fl(x)dx f2(x)dx. ‘o £ (x)dx
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Otra regla, llamada regla del factor reemplaza al problema - -

kf(x)dx por f(x)dx, es decir:

5 kf (x )dx
S f(x)dx

SAINT cuenta con una lista de metas, en donde la meta original es -
el primer miembro de la lista. De tiempo en tiempo se generan nuevas me-
tas y cada nueva meta generada se incluye al final de la ""lista de metas - -
heurfsticas'. Toda meta encontrada no sujeta a transformaciones slgorft--
micas es incluida al final de la "lista temporal de metas" y después es trans
ferida a la "lista de metas heurfsticas'', Cada nuevo miembro de esta lista
es llamada meta heurfstica y son insertadas en orden creciente con respecto
al costo estimado del logro, en donde el costo estimado es el nivel del inte--
grando entendiéndose por este nivel el méximo de composicién de funciones -

que ocurren en la expresién, por ejemplo:

X es de nivel 0
x2 es de nivel 1
2
eX es de nijvel 2
2
X

xe es de nivel 3
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Aunque fueran necesarias otras estimaciones para encontrar el costo
relativo del logro de una meta por razones de tiempo de ejecucién simplemen

te se toma el nivel de su integrando.

Reunidos los elementos antes mencionados forman un procedimiento
de integracién. Del cual si se requiere un conocimiento mds a detalle se su-

glere ver la referencia 2.

SAINT obtiene resultados muy satisfactorios, de 86 problemas estu--
diados s6lo conocié dos fracasos. Sin embargo, entre sus carencias es impor
tante sefialar que no manipula funciones hiperboélica y ademss no integra por-

fracciones parciales,




2,- SIN.

En segundo lugar se describe el trabajo de MOSES, SIN (Symbolic --
INtegrator), (Ref. 3) el cual hace suponer resuelto el problema de la Inte--
gracién Simbélica en funciones elementales. En SIN confluyen tres impor -
tantes fuentes de interes dentro de la integracién simbdlica; la primera pro
viene de la Inteligencia Artificial en el trabajo. pionero de Slagle llamado --
SAINT descrito anteriormente y que en gran parte estd inclufdo en SIN: la -
segunda proviene de la manipulaci6n algebrdica, donde Manove (Ref. 9) rea
liz6 un programa de integraci6én de funciones racionales dentro del sistema-
MATHLAB y la dltima a través del procedimiento de RISCH, que determina-

la existencia de la integral en funciones racionales,

El disefo del programa tiene dos metas principales, la primera --
requiere buscar una solucién eficiente y la segunda necesita encontrar una
solucién que no sea materialmente diferente en su forma a la integral bus-
cada. En particular, dentro del mismo, las integrales de funciones trigo-
nométricas pueden ser escritas en varias formas: en términos de senos y
cosenos, tangentes o arcos de dngulos o exponencial con argumentos com-
plejos, asf de acuerdo al planteamiento este podrd requerir pare mayor --
facilidad de una u otra forma es decir se aplicardn transformaciones en --
uno u otro camino hasta encontrar el que lleva a la integral, Cabe seflalar
que en las tablas de integrales también siguen este punto de vista,
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SIN fue escrito originalmente en LISP para una IBM-7094 durante -
1966-67, hay versiones para PDP-10, IBM-360 y CDC-6600. La estrate-

gia de SIN puede ser contemplada como sigue:

Ftapa 1: Procura resolver el problema en forma rapida, usando
como meétodo general una versién del metodo de derivadas-divididas, el -

cual se explicard mds adelante,

Etapa 2: Intenta resolver el problema por medio de once meto--
dos, los cuales son especificos de ciertas clases de integrales por ejem-

plo: las funciones trigonométricas, o las funciones exponenciales,

Ftapa 3: Cuando la primera y segunda etapa fallan trata un me-
todo general ya sea una heurfstica, la integracion por partes, o el algo-

ritmo de Risch.

Un problema que es resuelto en la Etapa 1 se considera resuel --
to completa y eficientemente. El paso por esta etapa es rapido, sea o-

no exitosa la obtencién de la integrel,

El algorftmo en la etapa 2, es estrecho en alcance y encuentra -
eficientemente la soluci6én de cualquier integral pera la cual sea aplica-
ble, ademds rapidamente puede tomar una decisién en términos de la a-

plicabtlidad del grupo de algorftmos de esta etapa.

Si ambas etapas fallan en una integral en particular, se pasarfa

o




a la ultima. Y ahf se procurard una transformacion drastica para obte- -

ner una respuesta.

Algunos de los métodos en la etapa 3 asf como el algoritmo de - -
Risch son conocidos como procedimientos de decision, esto es, pueden de
cidir la posibilidad de que una integral exista en términos de funciones u-

suales,

2
Asf la solucién de: je" dx es determinada como no conocida -

en funciones usuales,
La etapa 1.

La parte fundamental de esta etapa es el meétodo de derivadas-di-
vididas que consiste en una simple prueba para determinar cuando las de
rivadas de una subexpresion de la integral dividen el resto del integrando

y esto es con el fin de transformar la integral a la forma:

Xc op (u(x)) u'(x)dx

Donde ¢ es una constante, u(x) es alguna funcién de x, u'(x) es su
derivada, y op es una funcion elemental que puede ser miembro del con--

junto {sen, cos, tan, cot, sec, CsC, arcsen, arcos, arctan, arcsec, log)

Asl op (u(x)) puede tener la forma u(x)'l, u(x)d, cuandod # -1y

d¥™) cuando d es una constante.
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Después de haber determinado la expresién anterior, el método de
solucién consistird en buscar en la tabla de integrales la correspondiente
a la op, y sustituir u(x) por cada ocurrencia de x en la expresion que se --

tiene en la tabla.

Este método puede integrar algunos problemas bastante triviales y

algunos no tan triviales como el siguiente:

Scosz(ex)sen(ex) eXdx =-lé- cos3  (eX).
donde op(u) = u(x)d, u(x)= cos (eX), d=2, u'(x) = -sen (eX)eX, c = -1,

El primer estado de SIN también realiza dos transformaciones que
servirdn en preparar a la integral para los meétodos utilizados en las eta--
pas siguientes. [.& primera de estas transformaciones es la regla de la -

suma, esto es:

X(A1+A2+. .. Apdx = S Ay dx +XA2dx+. , .+SAndx.

[a segunda transformacion se aplica a expresiones multinomina--

lee de una integral cuya suma esté elevada a una potencia entera positiva.
Asf: X (x + eX)2dx se convierte en:

szdx +S 2x eXdx +S e2Xdx

l.a primera y tercera integrales obtenidas son resueltas en la pri

mera etapa de SIN y la segunda, en la segunda etapa.
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Uno de los objetivos de SIN fue resolver 86 problemas que original
mente intenté resolver SAINT de las cuales en su primera etapa SIN pudo

resolver 45 de éstos.

[a etapa 2.

Esta etapa contiene 11 metodos, los cuales son aplicables a un pro
blema dado, que mediante una rutina llamada FORM determina cual de es
tos debe ser probado. Si por ejemplo, FORM encontré la subexpresion -
sen(x) en el integrando tratara de resolver el problema con funciones tri-
gonomeétricas., De esta manera si la subexpresion es de la forma eX lla-
mara a la rutina que contiene exponenciales., En efecto FORM sefiala --
qué método utilizar para resolver una integral y la mayorfa de éstos cau-
san una transformacion simplificada del integrando. Asf una vez que el
problema es transformado se inicia en la etapa 1. El trabajo pesado de
estos 11 meétodos es el de la rutina de integracion de fracciones parciales

que fue tomado del sistema MATHLAB.

La etapa 3.

La implementaci6n original de SIN usa dos diferentes meétodos ge

nerales en el tercer estado. Uno fue el método de la integracién por par

tes (.e. Judv=uv- | v du)., Este método usa algunas bdsquedas parsa

determinar uns buena particién de la integral.

El segundo método, el cual usa el EDGE (EDucated GuEss) es un -
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meétodo heurfstico que ests basado en conceptos de la Teoria de Liouville,

El programa heurfstico EDGE genera la conjetura de que la forma
de la solucion es de la forms del integrando. La conjetura es diferencia
da y sus coeficientes indeterminados son obtenidos igualando la derivada

con el imegrando.

El programa heuristico EDGE se ideo independientemente del tra

bajo de Risch sobre la teorfa de Liouville.

El algoritmo de Risch es superior al heuristico EDGE, y la alti~
ma version de SIN utiliza un subconjunto del algorftmo de Risch en su --

tercer estado.

Hay que hacer notar que la rutina de integracién mas importan--
te usada por SIN es la rutina de integraciones de fracciones parciales -
(v. gr. raices de polinomios). La rutina utilizada fue escrita por M. -
Manove para MATHALAB. Ademés este método tambiéen es usado en el

algorftmo de Risch para integrar funciones que contienen exponenciales

y términos logarftmicos.

El procedimiento de decisién de Risch procura encontrar un re-
sultado general sobre la integracién, esta basqueda de la generalidad --
se remonta a principios del siglo XIX en donde Laplace conjetura que la
integral de una funci6n algebraica (p es algebraica en x si existe un poli

nomio no trivial p (x) = 0, donde p tiene coeficientes enteros) necesita —




contener solamente aquellas funciones algebraices que estan presentes en

el lntegrando. Esta conjetura fue demostrada por Abel, Liouville, en sus

trabajos hechos de 1830 a 1840, examino la forma de la integral de una fun
cién elemental, El teorema principal de Liouville ha sido 1a base para la

mayorfa de los trabajos utilizados posteriormente en esta érea.

Antes de presentar el teorema de Liouville en su formulacién mo- -
derna, debida a Risch, introduciremos algunos conceptos preliminares. -
En el resto de nuestra discusién, asumiremos que el campo de funciones -
racionales es el campo D, Los coeficientes del campo seran los nameros
racionales Q. Notese que sobre las funciones racionales que forman el --
campo se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir y también podemos
diferenciar sobre este campo. Sabemos que no se puede integrar todas -
las funciones raciongles sin requerir de extensiones de funciones logerft—

micas,

Es un hecho, que la integral de una funcion racional puede ser re-

presentada de la siguiente menera: K

j R(x)dx =V, (x) +Z CilogVi(x)

i=1
donde VoeD, los Ci son naimeros algebréicos y los Vi estén en D con coe-
ficientes algebrdicos. O sea la integral de una funcién racionsl es la su-
ma de una funcién en el mismo campo més los productos de constantes --

por logaritmos de funciones que también estdn en ese campo.
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La afirmacién del teorema de Liouville es similar a esto, excepto

por modificaciones que permiten que no exista la integral en forma cerra-

d‘o

El teorema de Liouville involucra ql concepto de funciones elemen
tales. Estas son obtenidas al hacer dos tipos de extensiones del campo -
D. Una extensién algebraica de un campo F es obtenids de alguna funcién
1a cual permite que exista un polinomio irreductible p(x, y)=0 donde sus --
coeficientes estén en F, y su solucién es diferente de cero. Por ejemplo
l1a rafz cuadrada de x puede ser representada por z cuando es solucion del

polinomio z2-x=0.

/

Una extension trascendental de F puede ser obtenida de uns funcién

f, diferente a un polinomio, con coeficientes en F. Se llamaré a una fun-
cién trascendental un monomio 8i es una exponenciacién o un logaritmo de
una funcién que ya estd en el campo. Entonces eX, log x son monomios -
sobre las funciones racionales. Estaremos interesados en aquellas exten

siones trascendentales que puedan ser formadas por monomios.

Una funcién elemental es aquella que en un campo esté formades --
por un ndmero finito de extensiones algebraicas y monomiales de funcio-
nes racionales,

Debe ser notado que no toda exponenciacién o logarftmo de un ele
mento de un campo F es un monomio sobre ese campo. Considérese que

2 2
el campo contengas e y eX* entonces eX¥X" no es un monomlo sobre ese -
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campo.
Ahora estamos en posicién de enunciar el teorema de Liouville.

Supongamos que una funcién f estd en el campo de funciones elemen-
tales F, Entonces la integral de f es una extensién de F for mada por funcio

nes elementales.

k
Xf dx = Vo +ZCi Log Vi
i=1
donde Voe¢ F, VigF, Cisonconstantes

La prueba del teorema de Liouville esté basada en las propiedades -
de diferenciacién de los monomios de las exponenciales y logarftmos y de -

funciones algebrdicas.

Para que f en F posea una integral que sea una funcién elemental F,
debe poseer esta integral en alguna extensi6n finita de F, llamemosla F*.
Por descomposicién en fracciones parciales podemos representar la inte--
gral buscada como un polinomio en los monomios y funciones algebréicas, -

més algunos términos racionales en estas funciones,

Por las propiedades de diferenciacién se sigue que ninguna nueva -
funcién pueda surgir con la excepcién de nuevos términos logarftmicos --

los cuales pueden estar multiplicados por constantes,
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Los argumentos de los nuevos logarftmos también deben estar en el
campo original F de otra manera sus derivadas introducirfan funciones que

no estdn en el integrando,

ILa idea clave en la prueba de Risch del Teorema de Liouville es el
requerimiento que los monomios sean algebrdicamente independientes,
Esto permite que se desarrollen operaciones racionales como es descompo-
sicién en fraccifones parciales y factorizacién sobre los monomios como 8i

fueran varfables diferentes.

La descomposicién en fracciones parciales de la integral nos permi
te obtener una representacién de una funcién racional en los monomios y fun
ciones algebrdicas las cuales son extremadamente utiles. Cuando existe la -
integral y es una funcién elemental su descomposicién en fracciones parcia-

les en el teorema de Liouville toma la siguiente representacién:

k Rj (x, Wi)

5y @, Wi)
y=1

s
+ E Cr log Vr (x, Wi).

r=1

Xf (x, Wi)dx=Px, Wi)+
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donde f estd en F, Wi son los monomios y funciones algebrdicas en F, - -
P, Ry y Sj son polinomios. Las Vr son funciones racionales y las Cr son -

constantes,

El algoritmo de integracién de Risch es un argumento de induccién
sobre el nimero de extensiones tanto algebraicas como monomiales que --
son necesarias para construir el campo en el cual reside el integrando. - -

Asf de esta manera puede ser obtenida la integral de una funcién racional.

Al examinar un integrando, las extensiones algebrdicas y monomia
les en ocasiones son obvias, sin embargo se debe tener cuidado en per mitir
solamente monomios que sean algebrdaicamente independientes a los escogi-
dos previamente., Cuando se ha hecho esta seleccién sobre un orden de los
monomios y de las funciones algebrdicas entonces la Gltima extensioén tie--
ne que ser cualquiera de las siguiente: a) Algebrdica b) Exponencial 6 --
c) Logarftmica. El integrando que es expresable como una funcién racio--
nal de las extensiones algebrdicas y de monomios, puede ser escrito como
una suma de una parte polinomial y una parte racional. La integral de la -
parte racional se obtiene facilmente en los casos exponenciales y logarftmi
cos, La integral de la parte polinomial del caso logarftmico también se --

oltiene facilmente,

Para la parte polinomial del caso logarit mico daremos el siguiente

ejemplo del algoritmo de Risch,



Encontrar la siguiente integral:

jlog x dx sea W = log x

1
X

entonces: W' =

Si existe la integral es de la forma:
2
By W +B; W + B,
Derivando:
(By W2 ) + (B} WY + By' =
Byt W2+ 2 W ByW +B;' W+W By +By =

WB9
X

By

By W2 4+ 2 + By W+ + By =

Agrupando e igualando con el integrando:
' 2 _2_1.3.2._ ' __EJ._ '
By' W + ( =+ B') W + i Bg' = W

Comparando términos se deduce:
1) By' = 0 por lotanto By = cte
A la cte la llamaremos by asf By =bp

2b,

ty

+B,' =1

Integrando y sustituyendo:

!
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2b2W + BI= X + cte

Comparando términos:

b,=0 y Bj=x+cte

a la cte la llamaremos bj

B . . )
iii) " + B0 0 sustituyendo B1 x-i-bl
Xx+Db b
' - .
X + B0 1 + X + B0 0
Despejando
)
X 0
Integrando
by Voo o
[ < fo -
b1W+BO= - x + cte

Comparando términos se deduce que:

b1=0 BO= - X4 cte

Asf de esta forma como:

Bz=0 By=x 'y BO=-x+cte

La solucién es:

'Ylogxdx=x log x - x + cte
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La parte polinomial del caso exponencial es mas complejo que el caso loga-
rftmico porque la derivada de una exponencial es una exponencial del mismo

grado.

Por ejemplo considerese:
2

X
\f e dx
2
El grado del polinomio soluci6én a 1o méds es uno, digamos (ax + b) e

donde a y b son constantes, por diferenciaci6n tenemos:
2 2 2

1 e = @+2x@ x+b)) e =(a+2ax2 + 2bx) e"

Comparando potencias de x obtenemos las siguientes ecuaciones:

28=0
2b=0
a =1

Puesto que este sistema de ecuaciones no puede ser satisfecho, no

existe integral en términos de funciones elementales, como es bien sabido.

Francamente no es nuestra intencién ahondar en este tema, dado - -
que nuestro programa ISI como SAINT, es heurfstico y no integra por frac-
ciones parciales la cual aparte de su valor propio es una herramienta nece-

saria para implantar el procedimiento de Risch.

En esta parte nuestra pretensidn es solamente de divulgar esta in-
formacién, pensando que si se quiere continuar con el conocimiento de este

campo al final de esta tesis presentaremos un apéndice de referencias,




3. MACSYMA.,

Terminando con este capitulo se proseguird con la descripcién del --
Sistema Macsyma desarrollado en el proyecto MAC, del M,I,T, por W.A.-
Martiny R. J. Feteman (Ref 4), en el cual se explica que su principal pro--
pésito no se refiere dnicamente a la integracién simbdlica, ni tampoco apor
ta nuevas técnicas a la resolucién automdtica de este tipo de problemas - -
como los trabajos descritos anteriormente, si no que hace extensiva la capa
cidad de automatizar sistermas de manipulacién algebrdica en varias dreas,-

entre las cuales se incluye a las siguientes:

a) Cdlculo de Limites,

b) Integracién Simbdlica,

c) Solucién de Ecuaciones,

d) Simplificacién Candnica.,

e) Manipulacién de Expresiones de uso especifico

f) Asistencia en Programacién y Biblioteca

La meta inicial desarrollada por Macsyma fué combinar los resulta-
dos de las investigaciones de Moses en el programa SIN y Engelman en el -
Sistema MATHLAB, afiadiendo procedimientos para manejar arbitrariamen
te la precisién algorftmica de polinomios, funciones racionales e integra--
cién en las dreas mencionadas en los incisos anteriores,

-33-
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Los subsistemas de Macsyma fueron cuidadosamente integrados, y
no estdn restringidos & lenguajes de comunicacién inflexibles. Una dnica
representacion fue escogida, o sea, se formé6 un lenguaje basado enuna -
combinacién que estd entre la facilidad en el uso y la eficiencia y se traté
en lo posible para que el usuario tuviera una notacién natural para su pro
blema, aunque se restrinja un poco 8l esqueleto de las notaciones escogi-

das en la fase usuario-computadora.

Este sistema estd compuesto de diversos médulos, de los cuales -
los principales se muestran en la figura 5, en donde los que son dependien
tes uno con respecto al otro se encuentran ligados y los inméviles dentro -

de su desarrollo son encerrados en un rectdngulo.

En la descripcién del sistema Macsyma se explica que su preten--
sién es servir a los matemadticos como un colaborador inteligente, en o--
casiones guia, el cual conocerd y serd capaz de aplicar en gran parte las

técnicas del andlisis numerico.

En suma, ser& un almaceén de conocimiento acumulado acerca de -
muchos problemas en una &rea especifica, tales como: tratados de ecua —
clones diferenciales o series, aplicacién de algoritmos complejos y tedio

808.

También pretende Macsyma que es razonable que sean estimuladas

la productividad e ideas del matematico cuando pueda ohtener facilmente -
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Mb6dulos del Sistema Mécsyma.

Supervisor - —
de
Desplegad
Hacsyma de Expresio
—_— nes en 2 di
mensiones
Editor Evaluador_
del lenguaj
de Programa
— cion Graficador
Simplifica d?
dor Funciones
—— General
Subsistema Comandos —_—
de' del
Patrones de Sistema
Oposicidn
’ ubsistema —
de Rutinase
——\ Integracién de ecx;gCl_O_ \
nes linea
Subsistema L leb. a
Manipulacid de funciones L1T1t95
de aciocnales y . ]
Series '-1%ﬂ§F1pa Integracidén .
de ’ =
Potencias — — definida
,  fica- .
SLmﬁizﬁ e lgoritmo de
canfdnica integracién
de RISCH

FIGURA 5




las consecuencias de estas ideas, se espera que estard abierto el camino pa

ra descubrir nuevas técnicas de solucion de problemas. Estas metas no son
nuevas, ni dnicas en las matemdticas, hay un claro paralelismo en planificea-
cién de sistemas, diagnéstico médico y solucién de manera interactiva de - -

problemas que se presentan en muchos campos.

Es claro que el sistema Macsyma estd tratando de ser muy ambicio-
so, ya que su finalidad es responder a una gran variedad de demandas; sin -
embargo se plantea que es apropiado, porque enfoca el pensamiento del u--

suario en las cuestiones diarias de la ciencia de la computacién.




CAPITULO 111

HERRAMIENTAS ALGORITMICAS,

En este capftulo se expondrd el Algoritmo de Unificacién (A.U.)
que fue el principal medio del cual se hizo uso para la construccién del --

programa ISI.

El A,U, es el que nos permiti6 aplicar a una expresién dada las --

reglas de integracién, derivacién, dlgebra y aritmética.

Tomemos el ejemplo de querer encontrar la siguiente derivada:
D (3 * X).
Primero se aplica la regla D(N* V) = N * D (V) donde N es una cons-
tante y V una funcién,
Aplicando la regla queda la ecuacién asf:
3 * D(X)
Seguidamente se aplica la regla:
D (X) =1 donde X es la variable.
Asl, la ecuacién queda:
3 *1
Y por dltimo aplicando la regla:
V * 1 = V donde V es cualquier funcién.
De esta forma conclufmos:
D@B3*X)=3 * D(X)=3 *1=3.
-37-
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Para explicar como se hizo para que la computadora aplicara estas
substituciones es necesario introducir los conceptos de notacién infija, no-
tacién polaca, término, variable, orden de una conectiva y el teorema de la

notacién polaca prefija,

Pero como sabemos, la integracién simbélica no es dnicamente la -
aplicacién de substituciones, como es el caso de la derivacién que por medio
de la aplicacién de un ndmero de ''recetas' se encuentra la solucién, el pro-
blema de la derivacién es algoritmico, 8in embargo el tratar de solucionar -
una integral esta puede no existir en forma simb6lica o puede haber distintas

substituciones que nos permitirdn llegar a la solucién,
NOTACIONES.

Para representar una expresion algebrdica se puede usar varias no-

taciones. La primera diferencia es entre las lineales y las no lineales,

Sobre las notaciones no-lineales, ya que no las utilizamos en ISI, -
s6lo diremos que consisten en representar un enunciado por una gréfica --

por ejemplo:
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Nuestro interés radica sobre las notaciones lineales.

Para representar las expresiones algebraicas que utilizamos nor --
malmente usamos la notacién inflija, esta utiliza paréntesis y dedo que --
por medio de una visualizacién general de la expresién nos damos cuenta -

como se afectan sus partes, esto hace diffcil su manejo en la computadora.

1.as notaciones polaca prefija y sufija no utilizan paréntesis y esto

facilia su manipulacién algoritmica.

L.a notacién polaca prefija se escribe anteponiendo las conectivas -

de los términos por ejemplo: + X * Z Y = X+ (Z*Y).

La notacié6n polaca sufija se escribe anteponiendo los términos de -

las conectivas por ejemplo: X + Z Y * = X + (Z*Y).

La notacidn utilizada por ISI fue 1a polaca prefija dado que existen
técnicas ya desarrolladas, como son el Teorema Fundamental de la Nota -
cién Polaca Prefija (T.F.N,P.P,) y el Algorftmo de Unificacién que expli-
caremos mds adelante, que nos permiten la facilidad de aplicar las reglas

de substitucién,

Existen algoritmos para pasar de notacién infija a polaca prefija y
de notacién polaca prefija a notacién infija, estos fueron implementados -
en [SI en la entrada y en la salida respectivamente siendo el manejo inter -

no de las expresiones algebraicas siempre en notacién polaca prefija.
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Caracterizaremos el concepto de conectiva y definiremos que es un

término como predmbulo para presentar el T.F.N.P.P.
ORDEN DE UNA CONECTIVA

A una conectiva se le asigna un orden segin el nimero de términos
que afecte. Hay conectivas que afectan a un s6lo término a las que llama-
mos unarias como es l& negacién en l6gica - que aplicado a T se obtiene —
"lo contrariode T", " NO T ". Hay conectivas binarias como por ejem-
plo en aritmética + que aplicadoa Xy Yes: X+Y " X més Y". Una co

nectiva n-aria afectard a n-términos. Se quiere h&cer notar que en arit-

mética la conectiva menos " - " puede ser unaria o binaria ejemplificando
se:
- 3 umrl‘o
8 - 2 bimaria,
Internamente en el programa ISI se diferencié el ""-'" unario del —

"-"" binarfo substituyendo el sfmbolo &dmiracién " % " por el "-'" unario, -

ya que sus reglas de substitucién son diferentes.

TERMINO.

DEFINICION. - Se llamaréd término.

i) a una variable o a una constante.

ii) @ una conectiva n-aria seguida de n términos.




Nétese que esta definicién es recursiva ya que hace intervenir en - -

la definicién la miema nocién que estd definiendo.
Es necesario introducir la nocién de rango.
DEFINICION DE RANGO DE UNA SUCESION DE SIMBOL.OS.

- Si la sucesion de sfmbolos es vacfa su rangoes - 1.

- Si se compone de una variable o una constante su rango es -1,

- Si es una conective ri-aria su rango es n-1. ej. unaria 0. binarie
+1.

- Si la sucesién de stmbolos estd for mada por la concatenacién de
la sucesion de sfmbolos A y la sucesién de simbolos S su rango -
es igual a R(A) + R(S).

Ejemplos;
+X*YZ

R@)=1, R (*)=1,
R(X)=-1, R(Y)=-1,R(Z)=~-1,
REX*YZ)=R#H)+R X)+R (*)+ R (Y)+R (2)
R #X*YZ)=1-1+1-1-1=-1
Asf podemos presentar:
El Teorema Fundamental de la Notaci6n Polaca Prefija. (T.F.N.P,P.).
Este teorema es de gran utilidad para implantar el A,U. y lo que -

nos determina es donde termina el término que empieza en un sfmbolo- -
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dado de una expresion.
TEOREMA.

La sucesion de sftmbolos A es un término si y sélo si.

la) R(A) = -1.

2a) Para toda sucesion B que sea una '"cabeza propia' de A (es de -
cir que existe u;u sucesion de simbolos C tal que A pueda estar formado -

por la concatenacion de B seguida de C), R(B) debe ser positivo o nulo.
Ejemplos:
+X no es un término ya que R(+X) =0

XY* no es untérmino, aunque R(XY*) = -1 ya que el rango de su -

"cabeza propia'' X es iguala -1, o sea no cumple 2, esto es R(X)= -1.

Este teorema es muy atil para determinar el término que comien--
z& con un cierto sfmbolo, Basta, a partir de ese sfmbolo, calcular el ran-
go de cada sfmbolo, acumular su valor y detenerse cuando se alcanza el —

-1,
Ejemplo:

En la secuencia: *+XY + ZX encontraremos el término que empie-

za en el primer +,
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R (H)=1
R (+X) =0
R (XY) = -1

Entonces el término que empieza en el primer + es +XY,
El Algoritmo de Unificacion (A.U.).

Como ya dijimos el A ,U. es el que nos per mite aplicar la substi-

tucién S =] al término T.

El metodo utilizado es el desarrollado por Pitrat en la referencial,
bdsicamente es el mismo aunque se tuvieron que contemplar algunos pun--

tos que no estaban presentes en ese algoritmo,

Primero identificaremos los elementos del término T a el cual le
aplicaremos la substitucién S = J, Y después a los elementos de S y J.
Los elementos de T podran ser Gnicamente operadores, nimeros o varia

ble.

Operadores: El orden de estos es binario o unario. Los primeros
son: "+" mds, "-'" menos, "*" por, '/" entre, "fi'" potencia,

Los cuales establecen una relacién entre dos términos.

Fue mayor el conjunto de las operadores unarios ya que se inclu-
yen en él las funciones: trigonométricas {_ sen, cos, tan, cot, BSec, csc} )

exponencial (exp}, logaritmica {log.'} , arcos de éngulos (angsen. -
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angcos, angtan, angcot, angsec, angcsc} , 88f como la funcién Derivacién

( D} y la de integracion {I } .

El sfmbolo "!" represent6 el menos unario. Internamente en el pro
grama los operadores se representan con un sélo simbolo, siendo algunas -
de las equivalencias las siguientes: S =sen, C =cos, E=exp, L = log, - -
] = angsen, O =angcot, I =integral, D = derivada, etc. En el listado del -
cédigo del programa que es presentado en el siguiente capftulo se encuentra

completa la tabla de equivalencias,

Ndmeros: Es el conjunto de sfmbolos £0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} , en
este punto existié una contrariedad cuando se tuvo que efectuar operaciones
como4 * 3=12y el programa internamente sélo podfa representar un na-
mero por un sfmbolo y el '"12" ocupabe dos. Quedabe la alternativa de res-
tringir el programa a que sflo manejara ndmeros de "tamafio'' uno lo cual
no era muy satisfactorio; para solucionar esto se defini6 el operador bina-
rio "&" lease seguido, que significa concatenacién asf por ejemplo: 4 * 3 -
fué igual & 1&2, ]ease uno seguido de dos, el sfmbolo "&'" no se imprimio-
en el resultado final siendo invisible su manejo para ei usuario.

Variable: Fué unicamente el sfmbolo "X,

Los elementos de S y ] son los mismos, s6lo agregandole el de tér -

mino el cual tiene cuatro tipos, a saber:




-45-

1) {N} . Términos que son constantes, o sea cualquier término - -

cuyo resultado sea una constante por ejemplo: (3*4)+ (8/3).

2) { u, Vv, W.} . Términos que aparecen una vez en la expre-

sién S (origen) y una o varias veces en la expresién J (destino).

3) { A} . Términos que aparecen dos veces en la expresién ori--

gen y una en la expresién destino por ejemplo:

A*U+A*W=A*(U+W)
4) { B} . Teérminos que aparecen dos veces en la expresién ort-

gen y no aparecen en la expresidn destino por ejemplo: B. 1
- B

Ahora expondré el A, U,
Sea T el término a aplicar la substitucién S = J, siendo T, S, ], sucesio--

nes de simbolos las cuales las podemos expresar de la siguiente forma:

—
I

-tltz...tn

S = 8] 89... By
J =3y dge .. ip

Supongamos que los primeros p simbolos de T y S coinciden. Es

claro que al principlo podemos tener en p el valor cero,
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Asl:

T=tytgee.tytoy .ty
S =tl t2 PP tp-p_,_laoo Bm

J=niz-.. i

Comparando tp+1 CON 8] 8€ pueden dar los tres siguientes casos:

1) tp+l ©8 variable o nimero, entonces se compara con Bp+1s 8i es
el mismo sfmbolo (p+1) sfmbolos coinciden y después de aumentar p en una

unidad volvemos a empezar el procedimiento, sino existe FRACASO,

2) tp41 Y 8p+1 8on ambos conectivos. Si son diferentes sfmbolos hay
FRACASO, ninguna substitucion puede hacer que coincidan conectivos dife-

rentes, sino p se incrementa en uno y seguimos con el procedimiento.

3)t p+l €8 una conectiva y Sp4] €8 un término. Aquf dado que existen

cuatro tipos de términos se toman cuatro diferentes alternativas:

i) 'p+1 es N. Entonces se deter mina el término que comienza en --

"y

Seat t p+-k'l cual llamaremos Tpk‘ Para esto besta utilizar el

t [ ] 1 ]
p+l p+
T.F.N.P.P. Si todos los elementos de la gsucesion de stmbolos tp+l tp+2 . e
tp+k son: conectivos o nimeros entonces se puede conclufr que este término

es una constante y se substituird en ] en cualquier lugar donde encontremos

el sfmbolo N, si asf no fuera serea FRACASO.
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ii) 8p+] €8 U, Vo W, de la misma manera que en el caso anterior - -
utilizaremos el T.F .N.P.P. para encontrar el término Ty, este lo substitui-
remos en J en'el lugar donde encontraremos el sfmbolo U, V o W segun el --

caso.

iii) Sp+1 es A. Como sabemos que A se presenta dos veces en el tér-
mino S, la primera vez encontraremos Tpk el cual lo guardaremos en me—
moria, la segunda ocasién que se presente A, lo cual se detecta por medio
de una bandera, se calcula otra vez el término Tpk este se compara con el
guardado en memoria, si estos términos no fueran iguales existirfa FRA--

CASO, sino se substituird en J el término Tpk en el lugar donde aparece A.

iv) 8p+] €8 B. El procedimiento en este caso es igual al anterior, --
con la diferencia de que como B no aparece en] no se haré ninguna substitu
cién,

Nétese que si no existe ningdn FRACASO que hiciera terminar el pro
cedimiento en la sucesién de simbolos ] quedaré el término con la substitu--
cién ya aplicada, Segun las propiedades de la notacién polaca prefija las dos
sucesiones de simbolos T y S se agotardn al mismo tiempo, o sea, llegarén

al valor - 1 en igual momento lo que indicard que se ha finalizado.

Ademds, dado que el principal problema que estaba enfocado a re- -

solver era la integracién, el presente algoritmo tuvo una implementacién -.



-48-

de tal forma que si la substitucién a aplicar era una regla de integracion, --
el A.U. verificarfa que correspondiera la variable del integrando y la de - -

integracion, demos el siguiente ejemplo:

Isenz (x)d (sen x)

Al cuestionar el programa ISI se le darfa con la siguiente notacién.
(IEX)# 2) e (D(SX))
El srmbolo "e " es una conectiva binaria que establece una relacién

entre la integral y término con respecto al cual se va a integrar.

Asf en el ejemplo antes de aplicar la substitucién:
n+1

jun dw=_uﬁ‘i"‘
se tuvo que corroborar la igualdad u' =w', Esta prueba la realizé el A, U, -
Continuando con el ejemplo, primero en memoria se guardaré sen(x) des--
pués al encontrar el otro término sen(x) que es con respecto al cual se in--
tegrard (es obvio que lo que nos lndlca es el sfmbolo ''D") este se deriva: -
siendo el resultado cos(x), después se deriva el guardado en memoria y el
resultado es cos(x), lm'bn.s derivadas se comparan como resultan iguales -

de esta forma procede la substitucién y la integral queda resuelta,

Dado que ISI estaba orientado principalmente a resolver integrales
esta altima implementacién en el A,1J. hizo el programa [SI més &gil tanto

en su ejecucién como en su subsecuente programacion,
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Ahora daremos un ejemplo del mecanismo seguido por el algoritmo-
de unificacién. Supongamos que queremos resolver la siguiente integral.
jcos(x+3)dx
y nuestra tabla de substituciones consta anicamente de las siguientes dos:
fsen(a)da = =co8(a)
Icos(aﬁa = gen(a)
Para consultar a ISI ia integral tomarfa la siguiente forma:
I(C(X+3)€ (DX )
ISI lo transforma a not:aclbn polaca prefija, quedando de la siguiente forma:
1@ C+X3DX
Entonces T=1€C+X3DX

Nuestras substitucfones S y | en ISI tendrfan la siguiente representacién:

S J
TE&SADA™ ""'cr‘
e CADA SA

Iniciaremos los enteros K y L con el valor uno,
1 2 3 45 6 7 8
I1@® C + X 3 Db X
S: 1 @ S A D A
J: ;. CA
Se comparan los sfmbolos T(K) y S(L.) o sea T(l) y S(1) como ambos son -
conectivos iguales se incrementa K y L. en 1 y se compara T(2) y S(2) como
resultan otra vez conectivos iguales se incrementa Ky L enl y se compa-

ran T(3) y S(3) como resultan ser conectivos diferentes entonces no proce-
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de la unificacién y termina el procedimiento con FRACASO.

Ahora pasamos con la segunda regla de sustitucién:
1 2 3 45 6 7 8
T.1 @ C + X 3 D X
S: 1 € C A D A
J: S A

Dado que los tres primeros sfmbolos son conectivos iguales seguiremos el
ejemplo en el punto donde K y L tienen el valor 4, como T(4) es conectivo y
S (4) el sfmbolo A entonces se encuentra el término que empieza en T(4) in-
crementando unicamente K, esto se hace utilizando el T.F,N,P,P,, este es
+X3 y se guarda en memoria, también se enciende la bandera que indica que
ya se presenté el sfmbolo A, se incrementa el valor de K y L. en uno, siendo
en este momento sus valores K=7 y L = 5 entonces se compar& T(7) y S(5) -
como resultan conectivos iguales se incrementa K y L. en uno y se ‘comp.ra
T(8) y S(6). Aquf como es la segunda vez que se presenta el sfmbolo A en -
el‘terml'no S, se encuentra el término que empieza en T(8) este es X el cual
se deriva y su resultado es 1, el guardado en memoria +:X3 se deriva sien--
do el resultado 1 se comparan ambas derivadas y como son iguales se subs
tituye en ] lo guardado en memoria en el lugar donde aparece A quedando ]
con la siguiente representacion S+X3, por dltimo dado que T y S se agota--
ron al mismo tiempo termina el procedimiento con EXITO y el resultado -

queda en el término ] el cual es transformado a notaci6n infija.
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Asf:
S + X3 = S(X+3)
Siendo la solucién: j‘cos (x+3) dx = sen(x+3).

El c6digo de 18 subrutina del A.U. se muestra en el préximo capf--

tulo,




CAPITULO 1V

DESCRIPCION DEL. PROGRAMA ISI.

ISI fue programado en lenguaje ALGOL version 3,1 de la mdquina -
Burroughs B6700. Su c6digo consta de aproximadamente 2000 lfneas. Su --
captura de datos, o sea las integrales a resolver, puede ser tanto de mane-
ra interactiva por medio de una terminal remota como por tarjeta. La nota
cién utilizada para consultar con una integral a ISI es la notacién infija, es-
ta es casi igual a la utilizada en el lenguaje ALGOL cuando se quiere repre
sentar una expresioén aritmética, algunos cambios fueron la introduccién de
conectivos como son "I'" integracién, "D' derivacién, etc., EnISIa dlfereg_
cia de ALGOL el sfmbolo potencia fue "-ﬁ" en vez de ""**", Las prioridades-

de los conectivos en la utilizacién de paréntesis es la misma.
LA TABLA SUBSTITUCIONES.

La facilidad que presenta la notacién polaca prefija es que se puede-
caracterizar a un término dado por el primer conectivo que presenta, asf -
las substituciones utilizadas por ISI se dividieron en grupos que contienen -
como primer sfmbolo el mismo conectivo, el primer grupo fue el de las re
glas de derivacién que ocuparon en la tabla de los lugares 2 al 25, Las - -
reglas de integracion se dividieron en varios subgrupos, entre estos estén
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las reglas que extraen una constante de la integral o si la integral es una --

suma o resta separa el problema de dos integrales.

Las substituciones de un mismo conectivo segin sus propiedades se -

dividieron en los siguientes 7 grupos:

1) CONSTANTES. - Son substituciones que involucran solo constan-

tes por ejemplo: 2*3=6

Aplicar estas substituciones siempre significa una simplificacién del

término,

2) ENTRADA. - Este grupo desaparece el operador "/" del término,
substituyéndolo por el operador " * ' por ejemplo;:
Uyl
3
3) UNIFICA. - Hace que los términos a manejar estén dentro de -~ -
una misma respresentacién ya que iguales expresiones pueden tener en nota-
cién polaca prefija diferentes representaciones por ejemplo:
4*(3*2)=4*%3*2
* 4%32=%%43 2
4) SIMPLIFICA. - Aplica reglas como las siguientes: U *1 =U, - -

U
°o= 1 = U.
U v U
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S5) SEPARA. - Trata de aplicar las substituciones que en notacién - -
polaca prefija anteponen los operadores "+'" y ""-" a los operadores '"*"y - -

"fi" lo que, en algunos casos, facilita su integracion,

6) UNE. - Trata de aplicar las substituciones que anteponen los ope-

radores "*" y "fi"" a los operadores "+"y "-",

7) SALIDA. - Al fin para la impresion introduce el operador /" -
que habfa sido quitado con las substituciones del grupo ENTRADA .

Ademss existen grupos de substituciones especiales, como son por -
ejemplo la conmutatividad.

MANIPULACION DEL ALGORITMO DE UNIFICACION,

UNIFICA es el nombre de la rutina que ejecuta el A,U. la cual tiene
como pardmetros dos nameros enteros; los limites inferior y superior de -
los lugares ffsicos que ocuparon en la tabla las substituciones que se inten-

tard aplicar.
El A.U, se aplic6 de dos maneras diferentes a saber:

1) Por medio de 1a rutina UNIFICANDO que a un término dado apli-
carfa un grupo de substituciones hasta que ya no pueda aplicar otra mas, -

o sea de maners exhaustiva,
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2) Por medio de la rutina UNIFICO que & un término dado al aplicar

un grupo de substituciones se detendrd al haber obtenido el primer EXITO.
LLA ESTRATEGIA DE INTEGRACION.

El mecanismo seguido por ISI al cuestionarlo con una integral es el
siguiente:

1) Al imegrando se intenta completarle cuadrados.

2) Trata de aplicar 21 substituciones las cuales son integrales que

conoce sus primitivas si termina con FRACASOQ sigue con la etapa 3.

3) Por medio de la rutina llamada [UDU, intenta aplicar el método
de derivadas-divididas, que se explicé en el capftulo dos, este consiste en
determinar cuando la derivada de una subexpresién dividen el resto del in--

tegrando, si obtiene EXITO se detiene, sino pasa a la siguiente etapa.

4) Aplica Ia rutina POR PARTES que como lo dice su nombre tiene
implementado el mé&todo de integracién por partes, otra vez en caso de - -

EXITO se detiene, sino sigue adelante,

5) Trata de separar la integral aplicando reglas como:

S(u+v)=ju+jv 6

j(u+v)2 =y u2 + Zjuv +S v2
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St pudiera aplicar este tipo de reglas intentarfa los mismos procedi--

mientos desde la etapa uno, sino terminarfa con FRACASO.

A continuacién se presenta el listado del c6digo del programa.
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CAPITULO V

RESULTADOS OBTENIDOS.

Para tratar de evaluar de alguna manera al programa ISI se tomé el -
libro de texto ""CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL' de los autores: - -
Granville, Smith, Longley (8). Que tiene un nivel de preparatoria y primer -
afio de profesional, del capftulo XII cuyo tftulo es "INTEGRACION", donde -
se describen los principales mecanismos para la integracién simbélica, se -
extrajeron de los problemas propuestos cien de estos, tomdndose aproxima-

damente diez de cada seccién.

Se consult6 a ISI con estas cien integrales obteniéndose resultados -
satisfactorios, dado que conoci{6 cuatro FRACASOQS, dos debido a que el mé
todo para resolverlas era el de fracciones parciales y este no estaba imple
mentado en ISI, y los otros dos aunque tenfa el método a su disposicién no -

encontré la particién conveniente,

A continuacién se presentan las cien itegrales, para cada una hay

cinco renglones que significan lo siguiente:

[
10

Muestra la integral en la notacién con la cual se consulté ISI.

[
c

Esa misma pero con una representacién mas parecida a la que
se maneja tradicionalmente, esto para facilitar su comprension,

-80-~




-81-

32 El estado del resultado, o sea EXITO o FRACASO.
42 El resultado, en caso de EXITO la antiderivada.
52 CONSUMO; el nimero de aplicaciones exitosas del A ,U, preten-

diendo con esto dar una medida del costo.
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CONCLUSIONES.

El drea de la integracion simbélica es muy extensa y haciendo un - -
andlisis de ISI saltan a la vista muchas carencias, para que IS llegara a la -
meta de resolver completamente el problema de la integracion simbélica me

gustarfa hacer algunos comentarios acerca de los pasos que habrfa que seguir.

Primero: Que en la generacion del arbol Y-O, se pueda aplicar heu- -
risticas de tal forma que nos permita avenzar en el camino que creémos nos
llevard a la solucion, detenernos si se revela infructuoso y regresar a otro-

que parezca mas productivo.

Segundo: Implantar el método de integracién por fracciones parciales
el cual por sf miemo resuelve gran nimero de integrales y ademds sirve - -
como herramienta en la implantacién del procedimiento de Risch que nos --
darfa el método pars saber si una integral tiene solucién en forma simboli-

ca,

Por dltimo cabria la pregunta ;tuvo ISI comportamiento inteligente?
sobre esto quisiera tomar la posicién del investigador francés J. Pitrat - -
que afirma '"... Ante un programa de [. A. no hay que preguntarse si la --
mdquina ha dado prueba de inteligencia. Hay que ver si el programa tiene
resultados en un dominio en el cual nosotros desconocemos el método que

utflizamos y si los resultados son buenos o malos",
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