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PROLOGO

eleccidén del tema e este trabsajo de toais..ha eido
motivada fundamentalmente por la experiencia en la enserian-
ga 1 célculo, que desde hace algunos afios he impartido en
la Escuela de C. Fisico temdticas de la Universidad Auté-
noma de Puebla. Tal experiencia consiste en que una gran
mayorfia de estudiantes, no logran comprender y manejar ade-
cuadamente los conceptos de limite y continuidad, en los -
eursos introductorios de célculo. Las consecuencias inevi-
t bles de esta deficiencia - para s6lo mencionar dos de las
més importantes— han sidos 1) Que los conceptos de deriva
da e integral, usualmente definidos en términos de la idea
de 1fmite y varias de cuyas propiedades emplean la nocién -
de contimuidad, sean ' también insuficientemente comprendidos
Yy 2) El alto fndice de estudiantes reprobados.

La mencionada experiencia ——como también he podido ob-
servar— no es privativa de nuestra escuela, sino que por el
contrario, es una caracteristica comin de las escuelas de f{
sica y matemdticas de nuestro y otros paises. De entre las
causas del problema, podemos distinguir aquellas que se lo-
calizan en el proceso de ensefdanza-aprendizaje del cé&lculo

Y las que estin fuera de este Ambito.

Por lo que respecta a las segundas, tenemos indudable-
mente & las socioeconbdmicas; sin embargo, su estudio escapa
@& las metas y posibilidades de este trabajo.

En cuanto a las primeras, su estudio me ha llevado a -
la conclusiédn de que la principal, se sitia en el divorcio
que tradicionalmente ha existido entre las motivaciones in-

tuitivas y las formulaciones rigurosas de los conceptos del
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odlculo. Casi todos los textos que sobre la materia circu-
l r en nuestro medio, se 6aractorizan por ofrecer presenta
clones excesivamente formales, recurriendo séio de manera

"accidental a las ideas ffisicas o geométricas. Tales enfo-

qQues pasan por alto la importancia que desempeiia la intui-
olén en la formacién de los conceptos no solo mateméticos,
sino también de toda ldiciencia, dando la impresién de que
sus autores consideran que la calidad de sus obras disminu
ye 8i se les d4 mayor énfasis a las ideas informales. Los
otros enfoques que le dan una mayor atencién a las motiva-
ciones intuitivas han dejado, sin _embargo, un problema sin
resolver, consistente en que no aclaran suficientemente al
estudiante que la idea intuitiva y la definicién formal co
"rrespondan a un mismo concepto. El resultado de esto es --
que el estudiante no emplea la intuicién o 36lo lo hace ti
midamente como una gufa en la resolucién de problemas,

Por tales motivos es que el principal objetivo de es-
te trabajo consiste en estudiar la relacién entre la intui
cién y el rigor en la ensefianza de los conceptos de 1limite
y de continuidad. La causa de restringir el estudio uinica
mente a los concebtos de 1fmite y de continuidad, obedece
fundamentalmente a que tales conceptos son bastante repre-
sentativos del tipo de problemas que se presentan en 1la en
seflanza del célculo, sin que por eso piense que en los de
més conceptos del célculo no aparecen problemas similares.

Hay que aclarar que cuundo se recurre en el desarrollo del

trabajo a los conceptos de derivada e integral, entre otros,

e8 sblamente con la finalidad de reforzar algdin argumento.

Es necesario sefiular que el problema de estuablecer la

-
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relacién entre intuicién y rigor aparece, independientemen
te del enfoque que se le dé al célculo, razén por la cual
dltimamente se han producido importantes intentos por dar
respuesta al problema. Sin embargo, tales intentos han --
abarcado sélo algunas partes del problema, sin dar espues=
tas concluyentes, por cuanto el problema es harto complejo
y requiere, entre otras cosas, de una reconstruccién histé
rica de los conceptos del qélculo, que hasta ahora s8lo se
ha hecho de manera incompleta. !

En este trabajo no se analizan los aspectos fisicos -
de la intuicién sino sélo los geométricos, mencionéndose -
los primeros ocasionalmente. Su importancia en el desarro
llo de 103 conceptos del c&lculo nos obliga a reservar su

estudio a un tratamiento no contemplado aquf.
' Un seflalamiento adicional es que este trabajo esta re
ferido a las presentaciones convencionales del célculo en
las que el concepto de 1li{mite ocupa un papel central, sin
hacerse referencia alguna a las presentaciones modernas --
del mismo, como son: el cdlculo no estédndard o el célculo
8in limites de Marsden. _

Dentro de este marco de referencia es posible enten--
der las limitaciones del presente trabajo cuya estructura-
cibén es la siguiente:.

En el capf{tulo I se presenta una descripcién de la -
més usual de las exposiciones formales del concepto de 1{-
mite, a partir de un tratamiento previo del sistema de los
nimeros reales, seilalindose a continuacidn los problemas -
que involucra la definiciébn formal del limite de una fun--

cién. Inmediatamente después se hacen hotar las limitacio

— . —— -
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ne Yy problemas que surgen partiendo de la nocién intuitiva
‘del 1fmite de una funcién, para de ah{, exhibir los proble-
mas que se deriv de confrontar ambos puntos de vista., El
tratamiento que se le d4 al concepto de continuidad de una

funcibén sigue las mismas l{ineas. Por dltimo, se mencionan

también algunos problemas en la exposicién formal sobre la

~convergencia de sucesiones. E1 propésito de este capitulo

es el de dejar establecidos los problemas a discutir, y - -
eventualmente, a resolver.

En el capfitulo II se hace un breve resumen histérico -
de los conceptos de limite y continuidad no con la finali--
dad de realizar un estudio a fondo de la misma, sino més --
bien con la idea de extraer elementos que permiten apuntalar
las afirmaciones que se hacen en los capi{tulos III y IV. &En
este sentido, se distinguen los diferentes periodos de la -
historia del cdlculo durante los cuales se han hecho las --
principales aportaciones de los conceptos de l{mite y de --
continuidad. ' Debido a la importancia que ha tenido el con-
-cepto de infinito en el desarrollo de la nocién de limite,
he considerado conveniente hacer también una breve resefia -
histérica de su desarrollo. Al final de este capftulo se -
enlistan algunas conclusiones relacionadas con los proble--
mas planteados en el capftulo I. '

En el capftulo III se hace una descripcién de otros -
elementos también necesarios para fundamentar las afirmacio
nes que se hacen en el capftulo IV. Se habla en primer lu-‘
gar, de las diversas construcciones que hay de los nimeros
reales, trutando de hallar sus relaciones con los enfoques
intuitivos de los conceptos de lfmite y corntinuidad. Des--

pués se comentun los trabajos de David Tall en loé'que se -
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e tudia la convergencia de sucesiones a partir de la xpan
8i6n decimal de los nimeros reales. Finalmente se resumen
las ideas de Tall acerca de una aproximacién intuitiva al
concepto de continuidad,

En el capitulo IV se proponen y discuten algunas alter
nativas de exposicidén a los conceptos de limite y de conti
nuidad a la luz de las conclusiones obtenidas en el capitu
lo III y las observaciones hechas en el 1V, orientadas a -
salvar los problemas planteados en el capitulo I,

Por dltimo, en el epilogo se hacen consideraciones ge.
nerales de lo. realigado a lo largo de todo el trabajo.

No puedo dejar de mencionar que muchas de las ideas y
puntos de vista expresados en este trabajo, corresponden a
otros autores, como sucede, por ejemplo, con la parte his-
térica donde las principales referencias y enfoques son de
Carl B, Boyer y C. H. Edwards, Jr. Otras més, han surgido'
de las sugerencias y discusiones que de algin tiempo a la
fecha he tehido con mi compeariero Humberto Madrid, a quien
en gran medida se deben los aciertos. De l1l0s errores de -
interpretaciédn o de precisién que pudieran éparecer, los -
dnicos responsables son tanto la falta de tiempo para desa

rrollar algunas ideas, como mis propias limitaciones,




PROLOGO
INDICE.

CAPITULO I,- PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLLWMAS

a) UNA EXPOSICION FORMAL DEL CONCEPTO DB
LIMITE

b) UNA APROXIMACION INTUITIVA DEL CONCEPTO
DE LIMITE

c) AFINIDADES Y CONTRASTES ENTRE LOS ENFOQUES
INTUITIVO Y FORMAL

d) BL LIMITE DE UNA SUCESION

e¢) LA NOCION INTUITIVA DEL CONCEPTO DE
CONTINUIDAD

f) LA DEFINICION FORMAL DEL CONCEPTO DE
CONTINUIDAD

g€) DIFERENCIAS ENTRE LA APROXIMACION INTUITIVA
Y LA DEFINICION FORMAL DE CONTINUIDAD

h) CONCLUSIONES

CAPITULO I1II.~ BREVE RESENA HISTORICA DE LOS CONCEPTOS
DE LIMITE Y CONTINUIDAD

a) EL CONCEPTO DE LIMITE EN LA ANTIGUEDAD
GRIEGA

b) EL CONCEPTO DE LIMITE DURANTE EL SIGLO
PRECEDENTE A NEWTON

c) EL CONCEPTO DE LIMITE EN NEWTON Y LEIBNIZ

d) MAS CONTRIBUCIONES AL CONCEPTO DE LIMITE

10

11
12

15

20
21
25



h)
i)

(vii)

EL SIGLO XIX Y LA FORMULACION RIGUROSA DEL
CONCzPTO DE LIMITE

EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD EN EL SIGLO XVIII
LA FORMULACION MODERNA DEL CONCEPTO DE
CONTINUIDAD

EVOLUCION DEL CONCEPTO DE CONTINUIDAD
CONCLUSIONES

CAPITULO IIl.- OTROS BLEMENTOS NECESARIOS

a)
b)
c)

d)
°)

LA CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALES

EL METODO DE LAS CORTADURAS DE DEDEKIND

LA REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS
REALES

LA CONSTRUCCION DE TALL

EL ENFOQUE DE TALL ACERCA DE LA CONTINUIDAD
DE UNA FUNCION

CAPITULO 1IV,.- RETORNO A LOS PROBLEMAS ORIGINALES

a)

b)
c)

d)

)

EPILOGO

IMPORTANCIA DE LA REPRESENTACION DECIMAL DE
LOS NUMEROS REALES

CONVERGENCIA DE SUCESIONES

UNA PRESENTACION ALTERNATIVA PARA LA
CONVERGENCIA DE SUCESION&S

EL LIMITE DE UNA FUNCION EN UNA PRESENTACION
DISTINTA

EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD: UN ENFOQUE
HISTORICO

28
33

35

39
39

44

45

48
49

51

58

29

6l

63

65




PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS




) UNA EXPOSICION FORMAL DEL CONCEFPTO DE
. LIMITE

Todas las oxpoéiciones formales del célculo principian
con un tratamiento del sistem& de los nimeros reales, ya -
a postulando mds o menos explicitamente la existencia de
los nimeros naturales y a partir de ellos, obtener los nime
ros enteros y los nimeros racionales. Después de demostrar
que existen n‘\imeroa como V2 que no son racionales, se con-
cluye con un bosquejo de construccién de los nimeros reales
& partir de los ndmeros racionales, via cortaduras de Debe-
kind, haciéndose ver finalmente el teorema fundamental de -
completez de los nimeros reales. Otro camino que se sigue
al_tratar los nimeros reales, consiste en postular su exis-
tencia y unicidad como un campo ordenado completo, proce---
diéndose inmediatamente a demostrar sus propiededes a par--
tir de los axiomas de campo ordenado, e insistiéndose sobre
todo en aquellas que se emplearén en la definicidn formal -
de li{mite, tales como las referentes a ls relacidn de orden

y de valor absoluto,

Bl siguiente tema que se aborda usualmeénte en estos en
foques formales es precisamente el de limite de una funcién
Se enuncia la siguiente definicién formél, para empezar:

"Sea X un punto de acumulaciédn del dominio de la

funcién £, Se dice que la funcibdn £ tiene como -

1f{mite el ndmero real L cuando x tiende a x, - --

(k&g f(x) = L), 8L para todo nimero real £70,exig

te d70, tal que, si 0< |x - x | < &, entonces

|£(x) - LI<g™

——— -t e ma n

A esta definicién se le asocia le siguiente interpreta
ci 6n geométrica:




"La funcién £ tiene como limite L cuando x tiende a
X s{ para toda vecinded dibujada en el eje Y con centro
en L y radio &, existe una vecindad dibujada en el eje X
con centro en x_ y radio &, de tal manera que 1 gréfica
'd la funcién se haya totalmente contenida en la bande ho
rigzontal cuyos extremos son L +& y L - € , para las x --

contenidas en la vecindad (xo -J ,x_ +9), (ver fig.I.1)

0

L*‘EF -------- _‘.(x)
L beememea o

I

| ’ |

vy

B

i [

Fiso Iol xo"s Xo XQfé.

De manera inmediata, siempre de acuerdo a estos enfo
ques, se procede a exponer ejemplos en los que se aplica
la definicién formal.

A este respecto hay dos observaciones que podriamos
hacers
1) Que la definicién formal es compliceda en el sentido

de que el estudiante se pregunta ¢qué hago para demos
trar que L es el l{mite de la funcién f cuando x tien
de & xo? Una vez que ha logrado comprender que el --
asunto consiste en encontrar una <r'a partir de la --
€> 0 arbitrariemente dada, surge de manera natural -

la pregunta ;cbmo encontrar la & ? La respuesta a eg

‘ ta pregunta se d4 de menera concreta con ejemplos co-

mo el siguiente:

"Demostrar que §§$_0312 = Q"




De acuerdo con la definicién formal, se tiene que demos
trar que "Para toda £y 0, existe >0, tal que - - - —-
0<|x - 0/<J, implica que [3x° - 0)< &
Para tal propésito, se procede como sigue:
|3x -0|] = 13x?] =31x%) = 31x2 = 3)x - 0|2
53 ;&ﬁi puede verse que
Si ‘3:2 - O0|<€ , entonces |x - 0|<l/273-
Tomando & = VE/3 resulta que
Ix - 0]<8 =>3x - 012<25 = 3)x°<e=|3x® - 0l<e
Y por lo tanto %03,‘ = 0

Este sencillo ejemplo pone de relieve los =i guientes --
hechos:

) Cuando se impone la condicién que ]3x2 - O<€,para
después determinar la 4 , en cierta forma se presu-
pone que es posible hacer lo que se quiere demostrar
qué es verdadero.

b) Para encontrar la ¢ deseada & partir de la & , -
pri;eramente'se emplea la implicacién
|3x2 - 6[<E=%>lx - Ol{J
para después, cuando se quiere probar qu -la 2) cum
Ple con los requerimientos de la definicién, se ---
echa mano de la implicacién |x - OI<5=7(312 - 0l<é&

Con esto se ve, que en realidad en la demostracidn -
Be emplea la condicifén m4s fuerte de equivalencia 19
gica entre las proposiciones

l3x2 - 0ol<€y |x=-0[<d
Por otro lado, hay que senalar que cuando se trata -

de funciones menos sencillas que la del ejemplo ante
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una

rior, la determinacién de la ¢ su le convertirse -

un problema bastante complicado para el estudian
te tanto por lo que respecta a los célculos como a
los razonamientos que se emplean.

Que en la definicién formal se presupone la existencia

del 1imite L, sin establecer una via para determinarlo,

Sin mencionarse explicitumente, esta carencia es cubier

t de alguna de las siguientes maneras:

a) Considerundo casos de funciones que son contfinuas -
en el punto x, en las que evidentemente el limite -
cuando x tiende a X, coincide con el valor que la
fﬁnpi6n toma en x .

b) Empleando las todavia no demostrudas y ni al menos
enunciadas propiedades sobre limites de funciones.

¢) Recurriendo a criterios intuitivos cuya validez no

ha sido aclarada.

Todas estas maneras entraran trampas més o menos vela-

das que contribuyen a reforzar en muchos estudiantes la

idea de las mateméticas como cosas mégicas.

f

b) UNA APROXIMACION INTUITIVA DEL CONCEPTO
D LIMITE
Las ideas intuitivas que en relacién con el limite de
funcién se mane jan més usualmente, son las siguientes:

o "Se dice que Lim f(x) = L, sf:
x—>x°
a) Cuando x se aproxima a X f(x) se aproxima también

a L,

- e




b) Pu de hacerse f(x) tan préxima a L como se quiera,
pero sin ser igual necesariamente, con tal que x -
sea suficientemente cercano a xo."

Tanto la notacién misma como sus interpretaciones, su
gieren la idea de movimiento en las variables x y f(x).
Tales ideas son édemés. susceptiﬁles de representarse geo-
métricamente en el plano cartesiano de acuerdo con 1los si-
guientes esquemas:

L ===

e - - e - - - - -
—-— s e - > -

>

S
ol
o

-

Fig. 1.2 | ' Fig. 1.3 f

Conforme a tales interpretaciones, es posible calcu--
~lar el limite de funciones tales como f(x) = 3x cuando x
tiende a 2 o0 de g(x) = 12 cuando x tien&e a 1, para lo cual
basta con hacer las correspondientes tablas de valores de
x, aproximéndose @ 2 y 1 respectivamente (ver tabl s ane--

xa8) y observar & que valores #de aproximan f(x) y g(x), -

pudiéndose ver que esos valores son 6 y 1 respectivamente.
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x2 - 9

x -3
cuyo 1Im1te es 6 cuando x tiende a 3, como puede observarse

Hay otros eaemplos como el de la func16n h(x) =

nuevamente en su tabla de valores, ain cuando no existe el
valor de la funcién en x = 3,

Sin embargo, si se considera ahora el ejemplo de la
funcién (x) = 103/3 y se quiere averigliar cudl es su
l1{mite cuando x tiende a 0.1, se observa, recurriendo a su
tabla de valores que el l{mite de la funcién es 10 000, a
pesar de que los valores de 99(x) se aproximan "més lentamen
te" a su limite que en los ejemplos anteriores., £s decir,
que cuando x estd préxima a 0.1 en sb6lo 0.1l unidades, ; la
‘diferencia entre $(0.2) = 5000 y su limite es de 5000 uni-
dades ! Esta ambigliedad nos obliga a darle un significado

preciso a la idea de "cercanf{a o proximidad"

x P(x) x ' f(x)
0.5 2000 0.5 0.5
0.2 5000 " 069 0.9
0.15 6666 0.99 0,99
0.11 9099 - 0,999 - 0,999
0,101 9900 1 1
0.1001 9990 1.01 1.0101
0.10001 9999 1.001 1,0011




Con el siguiente ejemplo se hace m4 patente adn la -
" insuficiencia de las ideas intuitivas p ra dilucidar si un
ndmero real es o no el limite de una funcién. En efecto,
considérese la siguiente funcidns

() _l{x , 81 x =1 L

x + 0,000, si x)l

cuya tabla de valores aparece arriba y de la cual podria -
concluirse ingenuamente que su limite cuando x tiende a 1,
e8 1. Sin embargo, un examen més cuidudoso permite darnos
cuenta que tal limite no existe.

(c) AFINIDADES Y CONTRASTES ENTRE LOS ENFOQUES
~ INTUITIVO Y FORMAL

Una primera diferencia que se desprende de la inter-
pretacién geométrica de la definicién formal, consiste en
que nos sitéa inicialmente en el contradominio de la fun-
cibn, ( L + & , L - € ), después es en el dominio de la =-
funcién (xo.- S, x, + o ), para finalmente volver al con
tradominio, mientras que la idea intuitiva fija al princi-
pPilo la atencién en los valores de x en el dominio de la --
funcidén, suficientemente préximos a X ¥ luego en los va-
lores de f(x) en el contradominio de la funcibén préximos a
L.

Otra incongruencia entre la definicién formal y la -
idee intuitiva, es que la primera no establece una via pa-
ra calcular el lfmite de una funcibdn, en tanto que la se--
gunda permite calcular dicho limite para una clase bastan-
te amplia de funciones.

"
D




(d) EL LIMITE DS UNA SUCESION

A partir de la definicién formal de convergencia de -

una sucesién:

“La sucesién de nimeros reales (an) converge a s, si para
todo ndmero real &£70, existe N O, tal que si n> N, -
entonces |s_ - 8/|< €& , Simbblicemente Lim s = s."

Nn-»oo

podemos de inmediato hacer los siguientes comentarios:

1)

Que en ella se presupone la existencia del 1lfmite s de
la sucesién, sin establecer una via para su determin&-
cién. En la préctica lo que se hace para determinsr -
el limite 8, es aplicar las propiedszdes acerca de con-
vergencia de sucesiones, que & estas alturas todavia -
no se han visto, o bien, cuando se trata de sucesiones
simples, se apela & la siguiente interpretaciédn colo--
quial de la definicién:

“La sucesién (sn) converge a s, si s puede aproximar-
8e & 8 tanto como se guiera con tal que n sea suficien
temen te grande";

Muchos estudiantes que piensan el limite de una suce--
8i6n como un proceso infinito, se preguntan si una su-
cesién llega o no a alcanzar su limite. Tal duda se -
ve reforzada cuando se consideran ejemplos como el de
la sucesidn B, = 1/n, cuyo limite es O, resultando que
Oy s, son indistinguibles para n suficientemente gran
de, es decir, que si se trabaja con una exactitud de -
€ , los términos de le& sucesidn que distan de O en me-
nos que € , son iguales a 0, ya que con l: representa-

cién elegida, 86lo es posible distinguir aquellos tér-




minos cuya distancia a 0 es mayor q & . De esto re-

ulta que, para salvar esta dificultad, no basta con -
mostrar al estudiante que hay ejemplos de sucesiones -
que a partir de un némero finito de términos alcanzan

su l{mite. Mé&s ain, si aceptamos que la mayoria de -
los esfudiantes piensan en términos de la representa--
cién perfecta de los nimeros reales y no en la inexac-
titud de su trazo, no resultari obvio que la sucesién
alcance su limite con cuslquier exactitud €& .

(e) LA ROCION INTUITIVA DEL CONCEPTO DE
CONTINUIDAD

La idea informal que todos los textos de cédlculo mane
jan en relacién con el concepto de continuidad de una fun~
cién, es la siguiente: "Una funcién f(x) es continua si -
su grafica-puede trazarse libremente sin despegar el lépiz
del papel". '

De acuerdo con tal nocién.geométrica,-es fdcil deci--
dir si una funcién es o no continua (ver figuras I.4y -
1.5), quedando inclufdas en la clase de las funciones con-
ti{nuas las funciones polinomiales, una amplia gama de fun-
ciones racionales y varias funciones trigonométricaes y tras
cendentes, para slo mencionar las que més frecuentemente

aparecen en los cursos de célculo.

- oy e o m—— PP PP B g GER Y .o g




;(x)¢'£t g(x) - Senx

Fig. 104 Figo 105

(£) La DEFINICION FORMAL

Por lo que respecta a la definicidén rigurosa de conti
nuidad, su formuluacién es como sigue:
"Se dice que lz funcién f es continua en el punto X,
s8i la funcibén est4 definida en X si existe
Lim £f(x) y ademds Lim f(x) = f(xo)."

XX X X
—’0 o

De manera casi inmediata se define la continuidad glg
bal de una funcién en 1los siguientes términos:

"Una funcién es globulmente continua, s{ es continua

en cada punto de su dominio".

La interpretacién geométrica que se d4 a la continui-
dad puntual pocas vetes SQ'monciona y cuando esto ocurre,
se refiere & lua ya descrita para Lim £(x) = L, haciendo

XX
L = f(xo).

En cuanto a la interpretacién geométrica de la conti-
nuidad global, se menciona que esta coincide con la de 1la
idea intuitiva., Veamos hasta g ue punto es vhlida esta -

———— e &

afirmaciéns

,.'..‘ R . o aadACE R w-’-m,_..—v".» . e Ovmmvﬂmc‘ 4. PP EPPI I - aemyye
T




(g) DIFERENCIAS ENTRE LA APROXIMACION INTUITIVA
Y LA DEFINICION FORMAL

Una primera diferencia que puede observarse es el dis
tinto punto de partida de ambos enfoques: por un lado la -
aproximacidén intuitiva se refiere a lua continuidad globeal
dé una funcibén, mientras . que el punto de vista formal fi-
Ja inicialmente su atencién en la continuidad puntual, en
términos de la cual se define la continuidad global, En -
otras palabras, aquf{ la definicién de continuidad global -
no es autosuficiente.

.. Bn cuanto a las nociones intuitiva y formal de conti-
nuidad global, podemos localizar una primera divergencia -
8i se oconsidera el siguiente ejemplo:
| x sen 1/x, si x # 0
{0 » 81 x =0

En este caso la funcién es globalmente continua en to

f(x) =

do R, inclusive para x = 0, y no obstante, es imposible -
trazar libremente la grafica de la funcién sin separar el

lé4piz del papel en la proximidad de x = 0. (fig. I.6)

£(x)= X 5“’;‘

\ [ 1 @

' 318. 106 Figo 107




8 alin, si se considera el caso de la funcién
O, 8l x< V2
&lx) = 1,8 x>V2

puede comprobarse que es8 continua en cada uno de los puntos
de su dominio, segin la definicién formal. En efecto,

Si x € @, entonces x < V2, o bien xo>V—2—.

Para xo<V-2-, elfjase 0<V2 - x,» entonces para
| x - x°/<c§'

tenemos x<V2, as{ f(x) = 0 = f(xo) y para toda
E>0, xe@,

Ix - x I<d => |f(x) - £(x )] =0
Anélogamente, para x > V2, elijase J'<Vi'; - V2,

entonces |x - x°;<cY=v x?\f3J f(x) =1 = f(xo)
Para €70, x6 ®, Ix - x°{<<5'='; J£(x) - f(xo)l =0

A pesar de ser esta una funcibén contfnua, su gréfica -
no puede ser trazada en la proximidad de ningin nimero ra--
cional. (en la figura 1.7 aparece la grifica idealizada de
la funcién).

(h) CONCLUSION
Las incongruencias observadas entre las definiciones -
formales y las nociones intuitivas en los conceptos de limi
te de una funcién y de continuidaed podrfan conducirnos - -
~=~ como ha ocurrido con muchos matemi&ticos -- a menospreciar
el papel que desempefia lu intuicidn en lu ensefianza de lus

matemédticas. Tal-<cosa, sin embargo, no ocurre aqui{, sino -
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que por el contrario, nos llevan a tratar @ establecer las
relaciones que en el pasado y en la actualidad juegan la in
tuicidn y el rigor en la enseiianza de estos conceptos.




BREVE RESENA HISTORICA DE LOS

CONCEPTOS D5 LIMITE Y CONTINUIDAD




) EL CONCEPTO DE LI ITE EN LA ANTIGUEDAD GRIEGA.

Dif{cilmente puede sosteners — como hay quienes lo ha-
cen -.quo durante este perf{odo se haya inventado el c&lculo.
Sin embargo, es innegable el fuerte impulso que recibieron
las ideas y métodos en los conceptos de lfmite, derivada e
integral. Una importante aportacién de caracter especulativo
lo constituyen las paradojas planteadas por Zenén de Blea en
contra de la idea pitagérica de punto como una unidad con po-
sicién y en contra también, de la concepcidén atomista acerca
de la divisibilidad infinita del espacio y tiempo. Tales pa-

radojas son las siguientes:

l.~- "La Dicotomfa.~ Antes de que un objeto pueda recorrer una
distancia dada, debe recorrer la mitad de esa distancia;
antes debe cubrir la mitad de ella, sin embargo, antes
debe recorrer un cuarto, y as{ hasta el infinito, luego
el movimiento es imposible puesto que el cuerpo tendria
que recorrer un nuimero infinito de divisiones en un tiem-
po finito",.

2.~ "Aquiles: Supédngase una tortuga que ha empezado a recorrer
una distancia doterminéda; en el tiempo empleado por Aqui-
les para alcanzar esta distancia adicional, la tortuga se
ha desplazado un poco més; y asf{ hasta el infinito. Pues-
to que esta serie de distancias es infinita, Aquiles nunca
pPuede alcanzar a latortuga.,'

3.~ "La Flechat Cualquier cosa que ocupa un espacio igual a
8{ misma, est4 en reposo, pero esto es cierto para la
flecha en todo momento de su vuelo, luego la flecha no

se mueve,"
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4.,- "Bl Estado.- El espacio y el tiempo estéin constitufdos
de puntos e instantes., 3Sean dadas tres rectas paralelas
bases de puntos A, By C. uévase C a la derecha y A ha-
cia la izquierda a la velocidad de un punto por instante,
relativos a B, pero entonces cada punto de A se moveré
pasados dos puntos de C en un instante, tal que podemos
subdividir esto, el intervalo més pequefio de tiempo; y
este proceso puede continuarse al infinito, demanera cue

el tiempo no puedeé estar hecho de instantes."

Las dos primeras paradojas estdn basadas en la imposibi-
1idad de concebir intuitivamente el limite de la suma de una
serie infinita, en tanto que la paradoja de la flecha que vuela
involucra directamente la concepcidédn de la derivada y su res-
puesta inmediatamente es contestada en términos de esta., £l
argumento en esta paradoja, como también es la de "El1 Estado"
se encuentra en la suposicidn de que los intervalos de distan-
cia y tiempo contienen un nimero infinito de subdivisiones.

Las respuestas que los pensadores griegos dieron a estas
paradojas fueron bastante limitadas, debido sobre todo al re-
chazo a todas las ideas matem&ticas que no pudieran captarse
intuitivamente. De esta manera Aristételes rechazé los argu-
mentos en "kl Estado" y "La Flecha'" por un apego a la percep-
cién sensorial y a la negacibédn de la velocidad instantanea.

De la misma manera, Aristételes resolvid las paradojas de "La
Dicotom{a" y "Aquiles" por la breve afirmeacién, sugerida por
la esperiencia que aunque uno no puede recorrer un espacio in-
finito en un tiempo finito, es posible cubrir un espucio infi-
nitamente dividido en un tiempo finito a causa de la divisibi-

lidad infinita del ultimo>  Aristételes, al adoptar la acti-
: s
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tud cientifica inductiva, no fué més alléd de lo que es re-
presentable en la mente. &n bonsocuancia negd completamen-
te la existencia del infinito actual y restringié el uso
del término para indicar su potencialidad solamente.

Esta incapacidad de los mateméticos griegos para dar
una respuesta satisfactoria a las paradojas de Zendén, los
condujo a renunciar al intento de explicar cuantitativamen-
te los fendmenos de variabilidad y movimiento. Sin embargo,
la manera en que le dieron la vuelta al problema de las mag-
nitudes infinitamente pequefias o infinitesimales, fué median
te el procedimiento atribuido a Budoxio, aunque algunos lo
atribuyen a Arquimedes, conocido como el método de Exhaucién
o de Agotamiento, el cual estublece (seglin el libro X de Eu-
clides) que

"Dadas dos magnitudes desiguales (ninguna de ellas
iguales a cero, puesto gque para los griegos el cero no
era un numero de magnitud), si de la mé&s grande fuera
substrida una magnitud més grande gue su mitad, y de la
que queda es substrafda una magnitud mis grande, cquedaré
una magnitud la cual serd menor que la més peq ueiia mag-
nitud dada."

Expresado en laterminologia moderna, este "Principio de
Budoxio" puede expresarse como sigue: "Sean Ho y E dos mag-

nitudes dadas, y sea M., M_,... M una sucesién tal que
1 1 2 1 n

<;_., M, !‘2< > Ml ) 34:2- llz, etc. Enconces Mn‘ & para
o
alguna n,

) § Carl B. Boyer, The History of the Calculus and its Con-
ceptuul Development, p. 44
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Tal principio de Eudoxio puede e jemplificarse para des-
cribir precisamente la manera en la cual el érea de una cir-
cunferencia puede ser agotada mediante polfgonos inscritos:

"Dada una circunferencia C y un nimero £7 O, existe un
polfgono regular P inscrito en C tal que: & (C) - A (P)<E

Demostracién: empezaremos con un cuadrado Po = EFGH ins-
crito en la cirxunferencia C, y esacribimos Ho = A (C) - A(Po)

Doblando el nimero de lados, obtenemos un octégono regular
Pl inscrito en C, (Ver figura 1I.l)

Continuando en esta forma, obtenemos una sucesién

P ,P , P ,e00e P , con?P teniendo 2n+2 lados., Escribiendo
o 1 2 n n

= A(C) - A(R)

deseamos demostrar que
1

ln - Mn-fl) > Mn (1)
Se sigue entonces del principio de Eudoxio que Mn para n

suficientemente grande, y habremos concluido.

La demostracién de (1) es esencialmente la misma para
toda n, de manera que consideramos el caso n = Q0 ilustrado
‘en la figura 1, encontes: :

- M = A(Pl) - A(Po)

= 4 A(LFK)
= 2 A(EFF'E"')
> 2 A(EKP)

4 A(EKF)

A(C) - a(R)

o

!
|
|
N V= O




-

donde denotamos por EFK el segmento circular cortado en la
circunferencia por el lado EF del cuadrado Po « En el caso
general, obtenemos

- n+1 = A(Pn-fl) - A(Pn)

| 1
> & A(C) -A(R) = %

2 n

donde A (C) - A'(Pn) es la suma de las 4reas de los 2n+1 seg-
mentos circulares cortados por los lados de P 2

G

- Rig. 1I.1

En este e jemplo puede palparse claramente la resistencia
de los pensadores griegos a considerar expl{citamente a la
circunferencia como la posicién limite de un polfigono regular
inscrito en ella cuando el nimero de lados tiende a infinito,
si bien es cierto, que estas ideas intuitivas las utilizé-
Arqufmedes como una gufa para la resolucién de problemas,

La imposibilidad de los pensadores griegos por darle una

expresién aritmética a los fenomenos de variabilidad y cambio,

'
g »

2 0O,H, Edwards, Jr., The Hisl.orical Development of the
Calculus, p.p. 17, 18.
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se vié compensada por la introduccién que hicieron del rigor
16gico en las matem{ticas, el cual esté4 presente sobre todo
en los Elementos de suclides y en particular en el método de
Eudoxio, el cual como se ha visto, aplica en dos ocasiones
el razonamiento de reduccién al abardo.

Puede decirse que el misterio con el que los griegos a-
tacaron el infinito y el concepto de limite se sintetiza en
el principio de Eudoxo., Aristb6teles recalcé que los matemé-
ticos no hacen uso de magnitudes infinitamente grandes ni pe=
queiias, pero se contentan con magnitudes que pueden hacerse
tan grandes o tan pequefias como se quiersa, 3 |

b) EL CONCEPTO DE LIMITE DURANTE EL
SIGLO PRECEDENTE A NEWTON

Durante el siglo que precedié6 a Newton y Lebniz, el mé-
todo de exhaycién fué refinado y aplicado por numerosos mate-
m&ticos & una amplié variedad de nuevos problemas sobre cua-
dratura, cubatura y rectificacién., Adn cuando se siguié con-
siderando al método arquimediano como el modelo de rigor y
‘precisi6n, hubo méds interés en nuevos resultados y métodos
de répido descubrimiento.' As{, el método de los indivisibles
de Cavalieri fué considerado por él1 mismo:

"..o.86lamente como un mecanismo geométrico practico pa-
ra evitar el método de exhaucién; las bases 1l6gicas de
su procedimiento no le interesaron., El rigor, decia, es
asunto de la filosoffa mis que de la geometria."4

Esta circunstancia motivé que los gebmetras de la época
fueran cautos paraaceptar el método de los indivisibles como

vllido en las demostraciones. £l punto de vista comin del

3 C, H, kEdwards, Jr,, Ob, cit. pp. 27, 28,
4 Boyer, ob, cit. p. 123}
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periodo fué expresado en 1657 por Huygens como sigue:

“".ooPara lograr la confianza de los expertos no es de
gran interés si damos una demostracidén absoluta o tal
fundamento de é1, que después de haber visto si ellos

no dudan que una demostraciédn perfecta puede ser dsada.

Yo de buena gana admito 1o que se parezca en su forma
clara, elegante e ingeniosa, a los trabajos de Arcuime-
des., Pero la primera y mi&s importante cosa es el modo

de descubrimiento mismo, con el cual los hombres de sa-
bér, se deleitan en conocer. De aqui parece que noso-
tros debemos antes que nada seguir aquel método por el
cual esto puede ser entendido y presentado més concisa y
claramente. Entonces nos ahorramos a nosotros mismos de
la tarea de escribir, y a otros de la de leer —aq_ue-
llos otros que no tienen tiempo de tomar nota de la enor
me cantidad de invenciones geométricas gue aumentan dfa
a8 dfa y en este instruido siglo parecen aumentar mis
alld de todo 1lifmite si ellos deben usar el prolijo y per
fecto método de los antiguos."5

Esta amalgama entre los problemas planteados por Arnuf-

‘medes y las técnicas algebraicas con los conceptos del infi-

nito mane jados intuitivamente dieron lugar a una profusidén

de métodos infinitesimules.

(C) EL CONCEPTO DE LIMITE
EN NEWTON Y LEIBNIZ.

A. Newton y Leibniz se les comsidera los inventores del

cdlculo en el sentido de que dieron a los procedimientos in-

9 Struik D. J., A Source Book in Mathematics, p. 189




finitesimales de sus predecusores la unidad algoritmica y
precisién necesaria para nuevos desarrollos.

La constante meta de Leibniz fué laformulacién de mé-
t0dos generales y algoritmos que sirvieran para unificar el
tratamiento de diversos problemas. Los métodos generales es-
t4n ciertamente implfcitos en el trabajo de Newton, pero su
gran entusiasmo por la solucién de problemas particulares
es evidente. La diferencia es mids que nada de énfasis-Leibniz
enfatiza las técnicas generalcs que pueden ser aplicadas a
problemas especi{ficos, mientras que Newton enfatiza en resul-
tados concretos que puedan ser generalizados.

Por lo que respecta al 1lfmite de una funcién, Newton lo
hace por vez primera explicito al intentar definir este con-
cepto en el Lema I del Libro I de 108 Principia Mathematica:

YeooeCantidades, y las razones de cantidades, las cuzles
en cualquier tiempo finito convergen continuamente a la
igualdad, y antes del fin el tiempo se aproximan més
cerca a cada otra que por cualquier diferencia dada, lle-
gan a ser finalmente 1gualoa.“6

En moderna notacién, dirfamos que si dada €% 0, se sigue
‘que f(x) y g(x) difieren por menos que £ para toda x suficien-
temente cercano a xo, entonces:
Lim f(x) = Lim g(x)
x> X, x—>x
En los trabajos de Newton estin presentes los procedi-
mientos esenciales del célculo, adn cuando su justificacién
no es clara de acuerdo a laexplicacion que 61 dié., Sus con-

tribuciones fueron dirigidus a facilitar lus operaciones

6 C.,H. Edwards, Ob. cit. p. 14




- 23 -

més que a aclarar los conceptos. Co o Newton mismo admitié

en su trabajo "de analysi per aequationes numero terminorum
infinitas"

“eoo método es brevemente explicado mé4s que demostra-

do con exactitud."”

Bn otro de sus libros "Methodus fluxionum et sirierum
infinitarum", Newton introdujo sus concepciones y notacién
caracteri{stica, Aqui el consideré sus cantidades variables
como generadas por el movimiento continuo de puntos, lineas
Yy planos, més que como conjuntos infinitos. Para resumir,
Newton tuvo en mente las cantidades infinitamente pequeiias
que no son finitas ni ain precisamente cero, "fantuasmas de
cantidades pasadas", como fueron llamadas apropiadamente
por los criticos del método del siguiente siglo , as{ Newton
enfocéd su atencidén en su razén, que en gneral es un ndmero
finito. Conociendo esta razén, se puede ahora sustituir por
las cantidades infinitesimales que la forman cualquier otra
magnitud finita concebida jque tenga la misma razén, tales
como aquellas cantidades que son pensadas como las velocida-
des o fluxiones.de aquellas que entran en la ecuacién.7
Por lo que respecta a Leibniz, es particularmente nota-
'ble su invento de notacién que capté la esencia de su cédlcu-
lo, hasta hacer notacién y concepto virtualmente inseparables.,

La tradicién matemitica generalmente atribuye a Leibniz

una creencia en laexistencia de cantiduades infinitesimales.

Veamos 1o que al respecto dice en un manuscrito elaborado po-
co despuds de 17001

7 Boyer, Carl, _Ob.. cit. p. 200




".oe31i las extensiones (cantidades) infinitas sucesiva-
mente més grandes y mé&s grandes, o extensiones infini-
tamente pequeiias sucesivamente mis pequefias y més pe-
quefias, son consideraciones legitimas, es un tema que
yo mismo posiblemente abriria la cuestién; pero para
quien discutiera estos temas, no es necesario caer en
controversias metafisicas, tales como las composicién
del continuo, o hacer depender de eso 1l0s temas geomé-
tricos,.., Seré suficiente si, cuando hablamos de infi-
nitamente grandes (o méds estrictamente ilimitados) o de
cantidades infinitamente pequeifias (es decir, las méas pe-
queiias de las que podemos concebir), se entiende que
. nos referimos a cantidades que son infinitamente gran-
des o infinitamente pequeiflas, es decir, tan grandes como
usted quiera, o tan pequeflas como usted quiera, tal que
el error que cualquiera pueda asignar puede hacerse me-
nor que una cierta cantidad asignada. También, puesto
que en general pareceré que, cuando cualquier error es
asignado, puede demostrarse que debe ser menor, se sigue
que el error es absolutamente nada... Si cualquiera
‘desea entender esto (el infinitamente grande y el infini-
tamente pequefio) como las cosas Ultimus, o como realmente
infinitas, puede hacerse, y esto también sin caer en una
controversia acerca de larealidad de extensiones, o del
continuo infinito en general, o de los infinitamente pegue
ﬁos,'aﬁn cuando é1 piense que tales cosas son ubsolutamen-
te imposibles; serd suficiente hacer uso simplemente de
ellos como una herramienta que tiene ventajas para los fi-
nes de los célculos; tal como los ulgebristus retienen lus

raf{ces imaginarias con grun beneficio. Paru ellos contiene




un medio préctico de célculo, como pued ger claramente veri-

. ficado en cualquier caso de manera rigurosa por el método ya
8

establecido."

Para Leibniz, las diferenciales mseparadas dx y dy
son fundamentales; su razdn dy/dx es meramente un cociente
con significado geométrico. Para Newton, sin embargo, espe-
cialmente en su dltimo trabajo, la derivada misma — como una
razén de fluxiones o como una "razén iltima de cantidades eva
nescentes" —, es el meollo del asunto,

A falta de definiciones precisas, Leibniz recurrid a las
analogias para aclarar la naturaleza de losdiferenciales infi-
nitamente pequefios, haciendo uso de las imégenes de Newton y
hablar de las diferenciales como los incrementos o decrementos
momenténeos de cantidades. En un estilo menos crfitico é1 dice
que:

"La diferencial de una cantidad puede ser pensada como
sosteniendo con la cantidad misma, una relacién anéloga a anue
lla de un punto de 1la tierra o del radio de la ‘tierra a aque-
lla del cielo.™

d) MAS CONTRIBUCIONES AL
CONCEPTO DE LIMITE

Durante el perfodo comprendido entre Newton y Leibniz y
principios del siglo dieciocho, losconceptos de "razén primera
y dltima", de "cantidades evanescentes” y de fluxiones", as{i
como los de "infinitestimales", fueron sometidos a dura criti-
ca por los matemldticos de la época,

Un critico de Newton, Robins, se dié cuenta que la can-

8 Edwardﬂ, CQH.’ Ob, cit. PP 264, 265




tidad variable no necesita ser considerad de tal manera rue
finalmente alcance la cantided fija como su dltimo valor,
observacién que & su vez fué objeto de variadas criticas mo-
tivadas por la confusién entre el concepto numérico de limi-
te y su representacién geométrica, a ;o que hay que agregar
1 carencia de la idea formal & funcién.
entras en Inglaterra hubo latendencia a unir el cél-

culo con las concepciones intuitivas de 1§§eometria. en el
continente la tendencia creciente fué para vincular el cdlcu
1o con el concepto formal @& funcién, siendo en este punto
sobresalientes las aportaciones de Euler, quien aplicéd los
métodos infinitesimales no solamente a las funciones alge-
braicas, sino también a las funciones xponenciales y loga-
ritimicas, Son dignas de mencionarse también los intentos de
D'Alembert por d finir la derivada como el 1fmite de un co-
ciente de incrementos en la manera sugerida pero no estable-
cida por Newton, afirmando que el método de las fluxiones de
bia encontrarse en la idea de 1lfmite:

"eeola diferenciacién de ecuaciones consiste simplemen-

te en encontrar los l{mites de la razén de difbrencias

finitas de las dos variables incluidas en la ecuaci.én."9

En otras palabras, D'Alembert concibiéd a la derivada co-

mo %i- = Lim 4_y , de acuerdo con la notacién actual.
Ax20 A x

Debido a su ideologfa geométrica, las elaboraciones de
D'Alembert sobre el concepto de limite carecieron de claridad
en la fraseologia necesaria para hacerlo aceptable como un
sustituto para las interpretaciones infinitestimales. De esta

manera cuando 61 conoibe & la tangente como el limite de la

9 Boyer, Carl, Ob., cit. p. 247 “ t




- 27 -

sec t , impone 1 necesidad de visuslizar el proceso median-
te el cual dos puntos llegan a confundirse en uno solo y de-

Jando, de esta manera, la puerta abierta para las criticas de
Zenén.

En su Théorie des Fonctions Analytiques, publicado en
1797, Lagrange, otra de las grandes figuras del siglo diecio-
cho, presentd un desarrollo comprensivo del célculo encamina-
do a eliminar toda referencia a diferenciales, infinitesima-
les y el concepto de lfmite de la materia, es decir, toda
idea que €1 calificé como "metafisica del célculo". Sin embarxr
€0, su libro sobre cdlculo incluye varias contribuciones en
las que esté presente la idea de lfmite. Por ejemplo, el tér
mino residual para la férmula de Taylor hace su primera apari
cién en el capfitulo VII,

En vista de la carencia de claridad y uniformidad de
las entonces exposiciones corrientes del célculo, Carnot tra-
t6 de hacer la teoria rigidamente precisa. Sostuvo que para
que sea ciorto que dos cantidades sean rigurosamente iguales,
es suficiente demostrar que su diferencia no puede ser una
cantidad asignada, Dijo, parafraseando a ﬂeibnizz

"..epOr toda cantidad se puede sustituir otra que di-
fiera con ella por un infinitesimal.“lo

és adn, refiriéndose al método de los infinitesima}es:

“.ool@s cauntidades inaprecisbles, son meros suxiliares,

de manera seme jante & los numeros imaginarios, introdu-

cidos sélamente para facilitar 1os cé&lculos, siendo eli
minados el alcanzar el resul tado final.“ll

] [
En resumen, el siglo dieciocho se caractel'iz6 por ser

10 Boyer, Carl, Ob. cit. p. 258
11 Ibid, p. 258




un perfodo de consolidacién y explotacién de los grandes des-
cubrimientos del siglo precedente, y de su aplicacién a la
investigacién de problemas cientificos,

) BEL SIGLO XIX Y LA FORMULACION RIGUROSA
DEL CONCEPTO DE LIMITE

Cauchy, quien es considerado por muchos como el fundador
del rigor en las matemdticas, establecié como Bolzano, el con-
cepto de 1{mite de una sucesién en forma clara y definidamente
aritmética, m4s que geométrica en su obra "Cours d' analyse" ¢

"eooCuundo los valores sucesivos atribuidos a una varia-

ble se aproxima indefinidamente a un valor fijo, as{ has-

ta el final, difiriendo de 61 tan poco como se desee, es-
te Gltimo es llamado el 1lfmite de los otros."12

Como puede verse, esta definicidén recurre més a las nocig
nes de numero, variable y funcién, que a intuiciones geodétri-
cas o dindmicas, Para ilustrar este concepto, Cauchy cité el
e jemplo d; que todo nimero irracional es el l{mite de una suce-
8ién de nimeros racionales. Sobre la base de esta definicién
Cauchy procedié a definir el escurridizo término de infinitesi
‘mal en sus "Euvres (2), III, 19":

"eoo Se dice que una cantidad variable llega a ser infi-
nitamente pequefla cuando su valor numérico decrece indefinida-
mente en tal forma que converge hacia el 1limite cero."13
En sus trabajos, Cauchy senté las buse¢s de la teorfa de

la convergencia y divergencia de las 3eries infinitas, entre

e A —— et - e

12 Boyer, Carl , Ob. cit., p. 272
13 1Ibid, p. 273




otras cosas, al establecer la siguiente definicién:

",.oS5¢e dice que 1la serie converge a cierto limite S,
si para valores crecientes de n, la suma Sh se aproxi-

ma a S.“14

De esta manera, quedaban resueltas definitivamente las
paradojas de "Aquiles" y "La Flecha" de Zenén. Cauchy inten-
t6 demostrar ademéds, el teorema que més tarde llevé su nombre
y cuyo enunciado es el siguientes

",..Una condicién necesaria y suficiente para que una

sucesién converja a un limite S, es que jara todo nimero

real £70, I'S)p - Sql<€ para py q>n y n suficien
temente grande,"

La necesidad de la condicién se sigue inmediatamente,
pero la suficiencia requiere unadefinicién previa del sistema
de los nimeros reales. En particular, es indispensable una de-

finicién de los nimeros irracionales.

Sin embargo, Cauchy habf{a afirmado antes en sus "Cours
D'analyse" que los nimeros irracionales se pueden considerar
como l{mites de sucesiones de nimeros racionales, con lo cual
Yy de acuerdo a su definicidén de sucesidén convergente, no se
podria definir V2 como el 1fmite de la sucesién 1, 1.4, 1.41,
1414,... porque para demostrar que esta sucesién tiene un 1fmi_
te, se debe: suponer, en vista de las definiciones de limite y
convergencia, la existencia de este nimero como previamente de
mostrado o definido. Cauchy parece no haberse percatado de la

circularidad de su razonamiento, ada cuando supuso gque toda

sucesidn convergente dentro de s{ misma tenfa un l{mite. rLste

hecho serfa el que m4s tarde llevaria a matemdticos de la segun
- {

14 Boyer, Curl, Ob, cit. p. 281
14 Boyer, Carl, Ob, cit. p. 281

]
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da mitad del siglo diecinueve a tratar de formular definicio-
nes de los nilmeros irracionales que no dependieran de la defi
nicién de limite.

Ain cuando fué Cauchy quien dié a 103 conceptos del cél-
culo su forma general presente, basada en el concepto de 1imi
te, la dltima palabra en rigor no fué dicha por €1, pues fué
Karl Weierstrass quien construyé las bases aritméticas pura-
mente formales para el cdlculo. Weierstrass quiso establecer
el célculo sobre el concepto de nimero solamente, separéndolo
completamente de la geometria, para lo cual realizé investiga-
ciones acerca de los principios de la aritmética y en particu-
lar de los nimeros irracionales, obteniendo una definicién de
estos independientemenfe de la idea de limite, superando asi
el circulo vicioso de Cauchy.,

Weierstrass criticé también el apego por Cauchy a las
ideas intuitivas de movimiento cuando habla de que "una varia-
ble se aproxima a un lfmite", definiéndola en términos puramen
te estlticos como sigue:

"...El nimero L es el 1imite de la variable o funcién

f(x) para x = x 8i, dado cualquier nimero £7 0 arbitra-

riamente pequefio, puede encontrarse otro nimero & , tal

que para todos los valores de x que difierzn de xo en
menos que <, los valores de f(x) diferiré4n de L por me-
nos que ¢ ."15

Por vez primera en la definicién de este concepto, la
idea de movimiento se encuentra totalmente ausente, de la mis-
m& manera que no 8 haya referencia alguna a los infinitesima-

les o infinitamente pequeiios. Aqui se ve con toda clauridad

15> Boyer, Carl, Ob, cit., p. 287




que ladiscusién de s{ la variable o funcién que se aproxima
su lfmite, llega 0 no a alcanzalo, carece de significado.

s ain, Weierstrass aclara que una variable no denota un pa
80 progresivo a través de todos los valores de un intervalo,
sino la suposicién de cualquiera de los valores en el intervalo.

Charles Méray en su articulo "Nouveau pfecis d'analyse
infinitésimale" publicado en 1872, rechaza la definicién de
Cauchy de convergencia de una sucesién en términos del limite
S y la enuncia de la siguiente manera:

"...Sh es convergente si para todo real positivo <& ,

existe un entero N tal que para n > N y para cualasuier
valoxr entero p mayor que el entero n, la desigualdad

- € wl6
lS»n+p Snl< es vélida,

Es decir, Méray establece la convergencia de una suce-
8ién en términos de sus relaciones internas, cuando afirma
que un ndmero racional o irracional estéd “"determinado" por
el 1imite de la sucesién convergente de nimeros racionales.

M4s tarde Cantor en forma més aguda, diria que la suce-
8ién Sh convergente de nimeros racionales "define" un nimero
racional o irracional. El enfoque de Cantor estaba basado en

la idea de un nimero real como el limite de una sucesién (Sh)
de nimeros racionales. £n este caso (Sh) seré una sucesiédn
fundamental que satisface la condicién de Cauchy sobre conver
gencia, es decir que ﬁm - Sh tiende a 0 cuando m, n—> 00. Can
tor identifica el nimero real con esta sucegién fundamental de

nimeros racionales. Sin embargo, dos sucesiones fundamentales

16 Boyer, Carl, Ob., cit., p. 289
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y (@h) tendrén el mismo limite si mm.(sn - Tn) = Q
n-»®o

en cuyo caso estas dos sucesiones serdn convergentes, En len=-

gua je

moderno, la construccién de Cantor equivale a definir el

conjunto de nimeros reales como el conjunto de clases de equiva

lenci

kind,

a de sucesiones fundamentales de numeros racionales,
Otro intento hecho en esta direccién fué hecho por Dede-
quien lo explica de la siguiente manera:
"...Como profesor en la Escuela Politécnica de Zfirich
me encontré al principio obligado a dar clases sobre los
eiementoa del cédlculo diferencial y senti més vivamente
que nunca antes la carencia de una verdadera fundamenta-
cién cientifica para la aritmética. Al discutir la nocién
de la aproximacién de una magnitud variable a un valor fi
Jo como 1imite, y especiclmente al probar el teorema que
toda magnitud que aumenta continuamente, pero no més allé
de todo limite, debe ciertamente aproximarse a un valor
lifmite,he tenido que recurrir a evidencias geométricas,
Aln ahora tal recurso & la intuicién geométrica en una
primera presentacién del célculo diferencial, la conside-
ro extremadamente Util, desde el punto de vista'didéctico,
y verdaderamente indispensable, si uno no desea perder mu
cho tiempo. Pero esta forma de introduccién en el célculo
diferencial no se puede pretender que sea cientifica y na-
die lo negar4d. Pura m{ este sentimiento de insatisfaccién

fué tan poderoso que decid{ mantener meditaciones sobre la

‘cuestién hasta que encontré una fundamentaciédn puramente

aritmética y perfectamente rigurosa sobre los principios
del an4dlisis infinitesimal,"l/

La idea de Dedekind, a diferencia de Cantor. Méray y

17 Dedekind, Richard, Essays on the Theory of Numbers,

pPp. 1,2
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Weierstrass, quienes se presocuparon por definir los irracio-
nales eludiendo el circulo vicioso de Cauchy, consistié en
analizar la naturaleza misma del continuo de los nimeros rea
les, observando que en cualquier divisién de los puntos de

la recta numéricu en dos clases tales que todo punto de una
de ellas estd a lu izquierda de todo punto de la otra, hay
uno y solo un bunto que produce la divisién., Ssto no es cier-
to para los sistémas ordenados de numeros racionzles,

-Siendo esta larazén por la cual los puntos de una recta consti
tuyen un continuo, pero los nimeros racionales no. Esta idea
queda redondeada con el axioma de Cantor-Dedekind que estable
~ce la existencia de una correspondencia biunivoca entre los
puntos de una recta y los nimeros reales.

De esta manera, los teoremas fundamentales sobre limites
pueden demostrarse sin recurrir a la geometria, basfndose sé-
lamente sobre la nueva definicién de Dedekind de los nidmeros
reales,

£f) EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD kN
EL SIGLO XVIII

A: diferencia del concepto de liﬁite, cuya primera defini-
cién la d4 Newton, con el concepto de continuidad tiene que
llegar el siglo dieciocho, a principios del cual se conocen
ya varias propiedades del continuo numérico y la moderna defji
nicién de funcidén, que se emprende la tarea de definirla. Sin
embargo, la idea que entonces se tiene acerca de dicho concep-
to no coincide con 1la que més tarde formularian Bolzano,Cauchy
y Weierstrass, por cuanto, como 1o expresara wsuler:

".e.Una funeién continua, es una funcibédn cuya gréafica se

puede trazar con un movimiento libre de la mauno y tal e

e ae Jod e ——r i »
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su expresién analftica se haya sujeta a una ley de conti-
nuidad."18
& En otras palabras, todas las funciones continuas de
acuerdo a la definicién de Euler son continuas conforme a
la moderna concepciédn de continuidaad.
La moderna idea geométrica de una funcién continua es
establecida hasta 1791 por Arbogast, quien establece que pa-
ra que una funcidn sea continua basta con que su gréfica pue
da trazarse libremente con la mano. Es probablemente el mis
mo Arbogast quien pese a no lograr darle una formulacién
aritmética al concepto de continuidad, si consigue establecer
un puente entre su idea geométrica con la moderna formulacién
aritmética de continuidad:
"eeola Ley de continuidad consiste en que une cantidad
no puede pasar de un estado a otro sin pasar a través
de todos los estados intermedios que se encuentran suje-
tos a la misma ley. Las funciones algebraicas son consi-
deradas continuas porque los diferentes valores de estas
funciones dependen en la misma manera sobre las de la va
riable; y, suponiendo que la variable aumente continua-
mente, la funcidén recibird variaciones correspondientes;
pero no pasaréd de un valor a otro sin haber'paaado e tra-
vés de todos los valores intermedios. De este modo, la or
denada de una curva algebraica, cuando la abscisa x varia,
no puede pasar bruscamente de un wvalor & otro; no puede
ser un @lto de una ordenada a otra que difiera de 61 por
una cantidad asignable; pero todos los valores sucesivos
de y deben estar unidos por una y la misma ley que huace las
extremidades de estas ordenadas confeccionar una curva re-

19

gular y continua,*

19 kdwards, C.H. Ob. cit., p. 303



&) LA PORMULACION MODERNA DEL
CONCEPTO DE CONTINUIDAD

Bernard Bolzano en 1817 formula la definicién moderna
del concepto de continuidad, argumentando que las demostra-
ciones geométricas intuitivas — una curva continua debe
cruzar en algin punto toda lfnea recta que separa sus extre
mos — es8tén basadas en ideas inadecuadas de continuidad,
Como alternativa, él1 propone el significado de la frase:

".eolna funcién f(x) varia conforme a la ley de conti-

nuidad para todos los valores de x que estén fuera o

dentro de ciertos 1fmites, no es otra cosa que esto:

Si x es cualquier valor, la diferencia f(x + ) - f(x)

puede ser hecha tan pequefla que cualquier cantidad da-

da, si se hace w tan pequefla como uno quiera."eo
De hecho las formulaciones de Bolzano y Cauchy sobre

el concepto de continuidad, bordan sobre la misma definicién

de Arbogast y le dan una mayor precisién. Veamos 10 que dice
- 7 —Cauchys ]

“.oeoela funcibn f(x) serd, entre los dos limites (extre-
mos) asignados a la variable x, una funcibn continua, si
para cada valor de x intermedio entre estos 1l{mites, el
' valor numérico de la diferencia f(x +w ) - f£f(x) decre-
ce indefinidamente con aquel de w ., En otras palabras,
la funcién f(x), permanecerd continua con respecto a x
entre 1os 1{mites dados, si, entre estos lfmites un in-
"cremento infinitamente pequefio de la variable siempre

produce un incremento infinitamente pequefio de 1 funcién
misma.“al

A —— vt o

No obstante las notables aportaciones de Cauchy psra es

tablecer el rigor en los conceptos del cAlculo, su intuicién

20 kLdwards, C.,H, Ob. cit, p. 308
4 Cauchy, Cours de malyse, p. 4)
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geométrica 1o llevé a la creencia que 1la continuidad de
una funcién era suficiente para ropreéontarla geométricamen
te y para la existencia de su derivada, correspondiendo el
mérito de probar la falsedad de tal afirmacidén a Weierstrass,
ain cuando ya antes Bolzano lo hubiera también demostrado,
pero sin que hubiera sido dada a conocer.

La demostracng_de Weierstrass consistié en exhibir 1la
funcién £(x) = Ezi " cos(a™ W x), donde x es una varisable

n=0

real, & un entero imvar, y b es una constante positiva menor
que la unidad y tal que ab> 1 + ‘3‘ , Esta serie infinita
converge uniformemente en la recta real, de manera que es
continua dondequiera. Sin embargo, resulta que dado cualauier
nimero positivo M, existen puntos X, ¥ x, arbitrariamente
cercanos a xo tales que

=M,

f(xl) - f(xo) > M, mientras que fx,) - f(xo)
x T % *2 T %
de lo cual obviamente se sigue que f no es diferenciable en

X o
o

De una manera similar a Bolzano y Cauchy, Weierstrass
definié la continuidad de una funcibén, aunque con mayor cla-
ridad y precisibdn, de la siguiente manera:

"eeof(x) es continua dentro de ciertos 1fmites de x,

8i para cualquier valor xo en este intervalo y para 9n
nimero positivo ¢ arbitrariemente pequefio, es posible
encontrar un intervalo alrededor de xo tal aque pera to-
dos los valores en este intervalo la diferencia

f(x) - f(xo) es en valor abzoluto menor que & .“22

22 Boyer, Carl, Ob, cit, p. 287

-~
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h) EVOLUCION DEL CONCEPTO DE INFINITO

La evolucién del concepto de infinito se haya intima-
mente asociada a la del concepto de l1fmite, en tanto que es-
te Qltimo puede ser visualizado como un proceso infinito. No
es casual por ta; motivo, que la incapacidad de los pensado-
res griegos para dar respuestas satisfactorias a las parado-
Jas de Zenén, haya coincidido con sus apreciaciones acerca
del infinito:

"eeoAristbételes, al adoptar laactitud cientifica induc—

tiva, no fué més alld de lo que es representable en la

mente, £En consecuencia negéb completamente la existencia
del infinito actual y restringié el uso del término pars
indicar su potencielidead solamente."23

Durante el periodo medieval prosiguieron las especulacio
nes acerca del infinito. De esta manera, mientras Aristételes
distinguié dos clases de infinito, la existencia del infinito
actual fué categéricamedte negado y el potencial ha sido admi
tido como concretado dnicamente en casos & magnitudes conti-
nuas infinitamente pequefiss y de nimeros infinitamente gran~
des. Las discusiones escolésticas del slglo catorce estuvie-
ron referidas con frecuencia al infinito como una potencisli-
dad y como una actualidad, invocardo una subdivisién del inter-

valo de tiempo infinito para obtener el equivalente de una se-

rie infinita. De hecho los filésofos escoldsticos no resolvie-
ron las paradojas de Zenén en el sentido de aclerar de qué ma-
nera & una serie infinita se le puede atribuir una suma, debi-

do a que estuvieron-interesados més en magnitudes infinitus

23} Boyer, Carl, Ob, cit. p. 40




que en series infinitas,

La amalgama entre los problemas planteados por Arquime-
des y las técnicas algebraicas con los conceptos del infini-
to mane jados intuitivamente dieron lugar a una profusién de
métodos infinitesimales durante el siglo que antecedid a
Newton y Leibniz,

Respecto a las ideas que tuvo Leibniz acerca del infini-
to, pueden ilustrarse con lo que decia en su libro Théodicee
acerca del infinito y de los infinitamente pequeiios:

¥eoopero todo agquello es nada sino ficciones; todo nume-

ro es finito y asignable, como es toda linea an&logamen-

te."24

No obstante, afios méds tarde, decia:

", .o.mientras tanto, concebimos los infinitzmente peque-

fios no como un simple y absoluto cero, sino como un cero

relativo, esto es, como una cantidad evanescente gue =aun
retiene el caracter de aquella que desaparecié."25

Las criticas que recibieron los métodos britinicos de
fluxiones como también el método de las diferenciales usados
en el continente por parte de Berkeley, se apoyaron en la
"inconcebible" idea de velocidad instanténea, debido a que
para 61, las matemdticas eran inseparables del mundo de las
impresiones senxo rial.-s '"reales". De manera seme jante consi-
derd a los indivisiblaes de Cavalieri como finitos en ndmero,
ya que la divisibilidad hasta el infinito le parecié poco
menos que una ficcién,

Duranr te el prfodo del rigor en el céalculo, es Bolzano
quien d4& cuenta que finulmente cualguier continuo podria pen

sarse como compuesto de puntos., Su puntio de vista a este reg

24 Boyer, Carl, Ob, cit. p. 218
2% 1bid,.,, p. 218, 219
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pecto seme ja al de Galileo, a quien se refirié en esta di-
reccién., Aunque él negd la existencia de las magnitudes in-
finitamente grandes e infinitamente pequefias, é1 mantuvo,
con Galileo, la posibilidad de un infinito actual con respecto
& colecciones. El insistid, con respecto a tales agregados,
la paradoja que Galileo puntualizé:
"..ela parte puede en este caso ser puesta en correspon-
dencia biunf{voca con el total."26
La teoria matemédtica sobre el continuo estéd basada, como
se ha vistom en la teoria de Dedekind sobre los ntimeros rea-
les y en los conjuntos infinitos de puntos. Es Dedekind aquien
enuncia de manera precisa la definicién de conjunto infinito:
"eoeoeUn sistema S, se dice que es infinito cuando es simi-
lar a una parte propia de é1 mismo; en caso contrario se
dice que S es un sistema finito.“27
Cantor, quien coincide con la @dfinicién de Dedekind, in-
troduce una mayor precigién ain al establecer la diferencia
entre un conjunto infinito de nimeros enteros y una magnitud
infinita, kn su celebrada obra '"Gesammelte Abhandlungen', Can-
~ tor se refiere no al infinito potencial de Aristételes, sino al

infinito categédrico de lafilosoffa medieval,

1) CONCLUSIONZES

Des lareseiia histérica que hemos hecho sobre los conceptos
de 1fmite, continuidad e infinito, podemos desprender las si-
guientes conclusionesn: |
le= Que lus ideas intuitivas de movimiento se hayan {ntimomen-

te ligadas al péiiodo griego en que a las matemdticas se

26 Ibid, p. 270
27 Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, p,63
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les consideraba como una rama de laciencia empirica o

de 1la filosofia trascendental, siendo este el motivo

por el cual se excluyeron de ella las ideas de infi-
nito actual y de los infinitesimales, aduciéndose una
supuesta incongruencia con el mundo de la naturaleza y
por haberse demostrado su inconsistencia 1l6gica. Adn el
método de exhaucién, inventado para resolver algebraica
y geométricamente problemas infinitesimales, se haya
caracterizado por esta tendencia,

Durante el perfodo medieval los conceptos de infinito y
del continuo, fueron enfocados desde un punto de vista
filosbéfico mds que matemé&tico, introduciéndose la idea
de movimiento para salvar las dificultades de continuo

e infinito, Esta tendencia seguida por algunos mateméti-
cos no impidié que otros mateméticos como Galileo y Ke- ‘
pler siguieran el punto de vista platénico del trascenden_li
talismo racional,.

El siglo dieciseis se caracteriza porque durante el,los
matemdticos estuvieron mds interesados por la obtencién
de resultados novedosos mds que por su fundamentacién
rigurosa, empleando métodos, igualmente poco rigurosos,
como el de los indivisibles de Cavalieri,

Después de Newton y Leibniz y durante todo el siglo die-

cisiete los métodos infinitesimales fueron empleados con

. cautela debido a las imprecisiones que se pusieron de ma-

nifiesto en las variadas criticas de que fueron objeto.
Con el dglo dieciocho se inicia un perfiodo de consolida-
cién de los poderosos métodos infinitesimales, entendién

dose lafundamentaciédnd los conceptos del cé4lculo no

en el sentido de su consiastencia 1légica, sino de su ex-

plicaciér intuitivamente plausible, adn cuundo se dan se-
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rios intentos como los de Euler y Lagrange por darles
una formulacién formal en términos algebraicos.
Es finalmente hasta el siglo diecinueve que 103 concep-
tos del continuo y del infinito, as{ como los' de limite
Y continuidad alcanzan su formulacién rigurosa en térmi-
nos puramente aritméticos, siendo los dos dltimos expre-
sados también en términos del concepto de funcién.
Por vez primera se consigue eliminar de todos estos con-
ceptos toda referencia & la idea intuitiva de movimiento
o geométrica., Las teorias de Cantor sobre los conjuntos
infinitos y de Dedekind sobre la construccién de los nd-
meros reales se les reconoce como creaciones de la mente
humana y su fundamentacidén equivale a su consal stencia 1§
&l ca..
La tendencia hacia. la formalizacién, con el siglo dieci
nueve como su principal punto de referencia, ha encﬁntrg.
do, sin embargo, oposicién desde el tiempo de Newton y
Leibniz. E1 punto de vista de estos opositores &l forma=-
lismo, los intuicionistas, es de que por ejemplo, en el
cdlculo las definiciones formales acerca de 10s nimeros
reales deben desecharse y definirlos alternativamente,
como impl{citamente lo hace Cauchy y reteniendo de esta
manera la intuicién como guia,
En el desarrollo de los conceptos del cédlculo, la intui-
cién fisica y/o geométrica y el rigor 16gico, han marchg_
do paralelumente. Algunas veces como en el perfodo medie
val, la invencién de técnicas y formulacioncs infinitesi-
males, siendo frenadas por el rigor de los griegos.
En otras ocasiones, como en el cas de Arquimedes, impul-

sando y motivando la intuicién f{sica de movimiento la
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resolucién de problemas infinitesimales mediante el
riguroso método de exhaucién., Més todavia, los métodos
infinitesimales se consolidan en el siglo dieciocho cuan
do se relega & un segundo término la demostracién rigu-
rosa de los resultados obtenid .

El @sarrollo de los conceptos del cédlculo no ha si do
siempre ascendente, puesto que ha habido perfodos de in-
decisidén e incluso de retroceso,Adn en pleno periodo de
rigor en el cdlculo, la exposicién de Cauchy sobre 1imi
tes, como se ha visto, no fué del todo rigurosa. _
El proceso mediante el cu;1 Weierstrass llega a la defi
nicién formal de l{mite de una funcién no estd suficien
temente aclarado, pues desde 1la definfci6n que propone
Newton, solo se haya la aplicacién de tal concepto por
D'Alembert y CGauchy al definir laderivada de una funcién.
En consecuencia, el desarrollo histérico de tal concepto
puede seguirse s6lo de manera fragmentaris, sin quedar
establecido con precisién, de que manera se dé el salto
de lo intuitivo a lo formal..







&) LA CONSTRUCCION DE LOS NUMEROS REALZS

La importancia de una construccién precisa de los nime-
ros reales en los conceptos del c4lculo ha quedado de mani-
fiesto en las visgi citudes de Cauchy para definir el limite
de una sucesién. Veamos lo que dice Dedekind al respecto:

",..La afirmacién tan frecuentemente hecha acerca de

que el cdlculo diferencial trata con magnitudes conti-

nuas, y adn una explicacién de esta continuidad no ha
sido dada; atlin las més rigurosas exposiciones del cal-
culo diferencial no basan sus demostraciones en la con-

tinuidad, sino con md4s o menos conciencia del hecho,

ellos recurren a nociones geométricus o aquellas suge-
ridas por la geometrfa, o bien dependen en teoremas
nunca establecidos de ﬁna manera puramente :.ritméticz,
Entre estos, por ejemplo, se encuentra el teorema arri-
ba mencionado (toda sucesidén creciente de nimeros rea-
les écotada superiormente, converge a un limite) y una
mds cuidadosa investigacién me convencié que este teore
ma, 0 cualquiera equivalente a é1, puede ser considera-
do en alglin aspecto como una base suficiente para el cél
culo infinitesimal., Ha faltado solamente descrubrir su
verdadero origen en los elementos de la aritmética y de
este modo al mismo tiempo garantizar una verdadera definji

cibén de la esencia de la continuidad."28

Estos hechos explican el por qué de la desncripcién y
los comentarios de las construcciones de los numeros reules

que se hucen cn este capftulo.

. |

28 Dedekind, sasuys on the Theory of Numbers, p. 2
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Desde que Dedekind establecié la fundaciédn puramen-
te aritmética de los nimeros reales hasta nuestros dias,
en 1os cursos de cédlculo se ha impuesto progresivamente la
tendencia de iniciarlos con un tratamiento més o menos deta
llado de la construccién de los nimeros reales bien sea me-
diante el m étodo de las cortaduras de Dedekind, o bien me-
diante encajes .de intervalosde nimeros racionales. Por cual
quiera de las dos vias puede llegarse a demostrar la propie
dad de que los nlmeros reales constituyen un sistema comple
to, en el sentido de que toda sucesién de nimeros reales,
creciente y acotada superiormente, es convergente. La demos-
. trable afirmacién de Dedekind en el sentido de que esta pro-
piedad o cualquiera otra equivalente ofrece una base sufi-
ciente para el cdlculo infinitesimal, nos permite enfocar
ahora nuestra atencién en algunos aspectos did4icticos de am-
bas construcciones, considerando como un caso particular de
la construccién mediante encajes de intervalos racionales,

la expansién decimal de los nimeros reales.

b) EL METODO DE LAS CORTADURAS
DE DEDEKIND

Por lo que respecta a la construccién de Dedekind, hay
que hacer laobservacién de que su rigurosa formulacién pue-
de interpretarse en términos geométricos y por tanto, hacer
se mds asequible su comprensién. En efecto, el Teorema Funda
mental de Cortaduras establece:

"Si Ay B son dos.conjuntos ajenos, no vucfos, cuya u-

nién es el conjunto de los nimeros reales y ademés son

tales que x y paro todos x€ A y y€EB, entonces existe
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un y 86lo un ndmero real z tal que x & z para toda
X€ A, y 2z £y para toda ye€B."

La interpretacién geométrica de este hecho (fig III.1l)
es bastante clara si postulamos la existencia de una corres-
pondencia biunivoca entre los puntos de una recta y el con-
junto de los nimeros reales. En tal caso existir{ un punto

inico sobre la recta perteneciendo a uno y sélo uno de los

A X 8

Fig. I1l.1
dos conjuntos A y B, que "separe" a dichos conjuntos que sa-
tisfacen la hipétesis del teorema., £n otras palabras, no e-
xiste "hueco" alguno en el corte realizado. En cambio, si se
considera el conjunto de numeros racionales A menores que el
ndmero Y2 Yy el conjunto B de nimeros racionales mayores que
TE, puede verse que estos conjuntos tienen la propiedad de

ser no vacios, ademds su unién es todo el conjunto de niimeros

racionales y también satisfacen la condicién de que x<y pzra
todos x€ A, ¥y y<€B., Sin embargo, no existe nlimero racional
alguno que "separe" los dos conjuntos A y B debido al hecho
de queV 2 es un ndmero irracional. En caso de existir un nd-
‘mero racional r en el corte, necesariamente r<V2 o bien r7f§.
ya que V2 es8 irracional. Suponiendo que r estuviera en A,
entonces r2<’2. Bligiendo un racional h tal que 0<h<«l, y

tal que
2

2 - p . .
h<:§3~:-1 y haciendo p = r + h, se¢ tiene que p<r,

-

ademés p2 = r2 +‘(2r“¥'h)h<:r2 + (2r + L)h <™ + (2 - p2) = 2

Por lo tunto r no es mayor que todos los elementos de A, con-




¢
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. tradiciendo la suposicién de que r estaba en el corte.

El tratamiento que se le d4 al caso de que r estuviera
en B es semejante, pues ahora r7Y§ luego r2>'2.
2

Haciendo p = r - x_'_é:__2__ = E + 5, resulta que 0< p«Lr, y

= r - (r -2) + (f_f__-q.> r - (r -2) =2

Por lo tanto r no es menor que todos los elementos de B,
contradiciéndose nuevamente la suposicién de que r estaba en
el corte.

gsta comprobacién necesariamente aritmética del hecho de
que no existe un numero racional que "corte"™ a los conjuntos
Ay B, permite ver el contraste con la "demostracién" geomé-
trica del leorema de Dedekind, motivado por el hecho de gque
los numeros reales se pueden pensar éomo los puntos en una
recta, mientras que no existe representaciédn grifica del con-
junto de los numeros racionales,

Es inferesante ver en relacién con este punto, que Dede-
kind tenfa clara conciencia del valor did4ctico de las argu-
mentaciones de cardcter geométrico. Finalmente, habrfa que
seflalar que las siguientes dos condiciones equivulentes al
Teorema de Dedekind, pueden demostrarse sin mayores proble-
mas,

1) "Principio del Supremo: Todo conjunto S no vacfo de nime-
ros reuales acotudo superiormente, tiene una cota superior
minima," y

2) "Toda sucesidn de nimeros reales, creciente y acotada supe

riormente, converge a un limite."
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¢) LA REPRSSENTACION DECIMAL DE
LOS NUMEROS REALES

Por lo que respecta a la construccidén de los ndmeros
reales mediante su representacién decimal, hay nue decir que
durante mucho tiempo, y hasta antes del siglo pasado, se &-
ceptd como vélida, Ciertamente, a partir de la condicién de
Arquimedes como tUnico instrumento, es posible concluir que

todo nimero real x satisface las desigualdades siguientes:
a + al/lo + a2/10 +ooot an/lo < x
- 2 n n
<a + al/lo + 8,/10" +...+ a /10" + 1/10

donde a, es un nimero entero y a, (L1 =1,...,n) es alguno de
los dfgitos 0,1,2,...,9

Puesto que n puede hacerse tan grande como se guiera,
es decir, el proceso puede continuarse indefinidamente, se
conviene en identificar el numero real x con la expansidén de-

cimal infinita

2 n
e + al/lo + a2/10 + see + an/lo * ... =8 .8.8,.,.8 ..,

Debido & la propiedad de que todo niimero real es racio-
nal s{ y sélo s8i tiene una expansién decimal infinita perfo-
dica, se definen los nimeros irracionales como aquellos ni-
meros reales cuya expansidn decimal infinita es no perfodica.
De una manera mAs general, y para no hacer referencia a una
base numérica espec{fica, considérese la sucesién cualquiera
de intervalos Il’ 12....1n de la recta numérica, cuyos ex-
tremos sean puntos racionales, cada uno de los cuales esté
contenido en el precedente, y tul que la longitud del inter-

valo n-ésimo In tienda a cero al crecer n., En otras pala-
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bras, considérese un encaje de intervalos racionzles Y posta-
lese el principio de que para cada encaje de intervalos ra-
cionales, existe un y 86lo un punto de la recta numérica con
tenido en todos los intervalos del encaje; en caso de que el
punfo X no corresponda & un nimero racional, se definiré co-
mo el correspondiente a un nimero irracional. A partir de
esta definicién y de operaciones adecuadamente definidas en-
tre los encajes de intervalos racionales, es posible obtener
todas las propiedades de los nimeros reales,

Un rasgo muy importante de la representaciédn decimal
consiste en que intuitivamente es claro el principio de los
encajes de intervalos racionales, puesto que todo nidmero
'~ real satisface las desigualdades, como puede
el nimero irracional 2. En efecto

De 1< 2 y 2< 4, se sigue q ue 1<Y2< 2, Ademés

1012 = 1021. 1022 = 1044, 1032 = 1069' 1042 = 1096, 1052 = 2025

luego l.4<:V§<fl.5,‘ Procediendo ahora con la siguiente cifra

1.41° = 1.9881, 1.422 = 2.0164, de manera que 1.41< V241,42

Para la tercera cifra, 1.4112 = 1.990921, 1.4122 = 1.993744,

1.413% = 1.996569, 1.414° = 1.999396, 1.415° = 2.002225,
de modo que 1.414<V2< 1.415 y asf sucesivamente,

Por consiguiente para todo nimero real x se puede cons-
tru{r una sucesidén de intervalos racionales en cada uno de

los cuales se encuentra precisumente x.

d) LA COWSTRUCCION D& TALL

—— - atae -

David Tall en su libro "Irom Intuition to Rigour in
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Real Analysis" lo que hace es precisamente contruir los ndime-
ros reales a partir de su representacién decimal y de las
propiedades de las sucesiones de nimeros reales, de cuya
interrelacién desprende las principales propiedades de los
nimeros reales. As{ por ejemplo, demuestra una versién equi-
valente a la completez de los nimeros reales,

"(a) Dado un subconjunto no vacfo S R acotado superior-

mente por K, existe una minima cota superior A de S,

donde A £K

(b) Dado un subconjunto no vacfo S R acotado inferior-

mente por L, existe una méaxima cota inferior M4 de S,

donde M = L,

Demostracidn

Consideremos la parte (b) porque la demostracidn es un
poco més clara. Sea ao el entero mayor que es cota inferior

de S. (este estd ciertamente eantre L = 1 y todo s € 3)
do s
L. ¥ /
L-1 L N

Fig I1I.2

Ahora elfjase un entero a

tal que a_.a, sea el numero mayor

1l 1
a una cifra decimal que sea una cota inferior. Continue en
esta forma para encontrar &, .8,8,...8 que sea el mayor nime-
ro a n cifras decimales que sea una cota inferior, Ji

bn = & .8 8,...8 , entonces (bn) es una sucesidn creciente
con bn = g para toda s8¢ S, De este modo (bn) tiende a un 1{~
mite, el cual es una cota inferior para 5. Lste limite es,
naturalmente, el decimal infinito M = 8 e8,8,0..8 ..., POT
construccién,ﬂ es la maxima cota inferior. wssto se sigue su-

poniendo que L fuera otra cota inferior con LT>/4.ﬁ 51 esto




sucediera, L -/P7O, de manera que podriamos encontrar n natu-
ral tal que 1/10°< L =M. Esto significa que

L7 Me 1/10%> 8,.8,...8 + 1/10"

1
pero ao.al...an es el méyor nimero a8 n cifras decimales que

es cota inferior de S, luego existe aoe S, donde

n ' . .
8, 8 c8,...8 + 1/10°. Nuestro célculo implica que s <L,
debido a que se supuso que L era una cota inferior., De esta

manera no existe cota inferior L que supere a /4.

La demostracién de (a) se hace recurriendo a la parte (b) co-
mo sigue: Si s <K para toda s€ S,”entonces -8 > =K para toda
8€ES, El conjunto T = {xe‘R/-se S} tiene a =K como cota in-
ferior y, por (b), existe una médxima cota inferior X = -K,
Un célculo trivial muestra que - X es la minima cota superior
para S y ~-M < K," (fig. III.2)28

Debido a que los estudiantes estéin familiarizados ya des-
de los nf{veles de ensefianza anteriores con la representacién
decimal de los numeros reales, su uso para construir los ntime-
ros reales, posiblemente permita una mayor vigsualizacién geo-

métrica de sus propiedades,

e.) EL ENFOQUs DE TALL ACERCA DE
LA CONTINUIDAD D& UNA FUNCION
Por lo que respecta al concepto de continuidad, David
Tall lo presenta a partir de ideas intutivaszg. Su idea es
la de tomar como punto de purtida el trazado de curvas de las

que s8lo se conocen algunos puntos de la misma, Por ejemplo,

28 Tull, bavid, From Intuition to Rigour in Real Ansalysis,
P. 1.33
29 Ibido ppo 301 - 3027
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la gréifica correspondiente a la funcién que d4 la temperatu-
ra que hay durante la noche cada d{a de la semana (fig. III.3)
0 bien, cuando se conoce la regle que permite encontrar todos
los puntos de la curva, como ocurre con las gridficas de las
funciones: (2) f(x) = 12, en [;2,2] y

(3) a: [b,f]fbh{ tal que g(x) = {l , 81 X &3 racional

1,2, i x es irracional

Se observa que en 1os dos primeros ejemplos es posible
trazar la grdfica de las curvas conociendo sélo &lgunos pun-
tos de las mismas, mientras que en el tercer ejemplo no bas-
ta conocer algunos puntos de la gréfica, sino que se necesita

también la descripcién explicita de la funcidén (fig III. 4 y 5)

x v
ast o ’
20 ¢ ¥
‘S 4
. 0 }
sl
fig I1I.3 £z 3 4 s ¢ 4

*
x

— s e ain s s

Fig III,4 Fig. III.5
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Tal diferencia geométrica es debida a que las dos primeras
funciones son continuas y la segunda no, y a que para un tra-
zo prdctico lo que se requiere es que si el punto x, es bas-
tante cercano a X entonces los correspondientes puntos de
la curva (xl, f(x2, f(x2)) estén razonablemente cercanos, y
lo mismo los valores f(xl) y f(xz).

Més ain, Tall hace ver que para determinar el valor de
la funcién f en un cierto punto x suponiendo conocida la gré-
fica de dicha funcién; tal valor no puede determinarse con
precisién puesto que siempre existe un error motivado por el
grosor de la punta del lé4piz con el que se hacen los trazos.
De esta manrera, si en las figuras II1I., 6, 7 y 8 suponemos que
la 1{inea horizontal es de ancho menor que & , la curva seré
idealizada para considerarla sin grosor y por dltimo, 1la li-
nea vertical serd trazada con una punta de l4piz suficiente-
mente delgado para garantizar que el error en el traslape,

sea menor que & ., Esta situacidn puede expresarse como sigue:

"Para que el error entre los valores f(xl) y f(xz) de la
grédfica de la funcién f, sea menor que &£ , suponiendo
que la gréifica de la funcién no tenga grosor, basta con
trazar la linea horizontal de grosor menor que €, y a
continuacién trazar la linea vertical de grosor & ,
suficientemente pequeﬁo."

Ln otras palabras:.
"supédngase que esta linea vertical es de ancho menor
que . Di xl y x, son dos numeros reales sobre el eje

X dentro de la linea, es decir, [ x, - x2p<5: entonces

1
los valores de la funciédn estéin dentro de la linca hori-

zontal, ¢s decir If(xl) - f(xz)F<E."
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& posible error
menor qgue

Fig. III1.7

Fig. III.6 f(x2

£(x, )7 \\\\ \\;ESES\

-
. 7
ancno menor
tue ;
/
R
PFig, III.8 s )

A 1o quae se ha llegado de esta manera, es al concepto de
continuidad uniforme, en el sentido de que sf{, dado cualquier
£70, se puede encontrar J50, tal q ue si Ix; - x2|<5] enton-
ces If(xl) - f(x2)I<«5, para todos x,, x, en el dominio D de
) 8 '

El hecho de que se haya llegado a la formalizacidn del
concepto de continuidad uniforme en lugar dg la del concepto
de continuidad, como se intentaba originalmente, se explica
como sigues

"Dependiendo del empinamiento de la grifica de una fun-

ci.dn dada y pura toda & , podemos usar diferentes valo-

res de 9 en diferentes partes del dominio, Donde la-
grifica esté mls empinada, necesitamos un vulor pequefio

de , donde esté menos empinada, lo conseguiremos hacer




»
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con un valor més grande; conforme a la definicién de
continuidad uniforme, debemos poder encontrar un solo
valor de J , el cual funcione para todas las partes del
dominio., E£ste es el momento en que la palabra "unifor-
me"” llega, simplemente significa que hay un solo (uni-
forme) valor de J el cual funciona a través de todo el
dominio D." (fig. III.9)

- an e e e e e e e e o

(g,
-
i
!

X
.l

Fig. II1I.9 valor valor
pequeiio grande
Después de ver algunos ejemplos de funciones uni-

formemente continuas, Tall introduce el mi&s general concepto
de continuidad, el cual admite diferentes valores de o , en

diferentes partes del dominio:

"eoeola funcidn f: D — R se dice que es continua en x € D
8i dado cualquier £70, existe dv0, tal que x €D,
]xo - xI< 3, implica que Jf(xo) - f(x)I<€& ."31

Aquf{ mismo se hace la aclaraciédn q ue el cambio de nota-
cibn de X,»' X, 8 X, X, 8e debe a que la d , depende no sblo

de €, sino también de X, e

31 Tall, David, Ob, cit., p. 3.10
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Después de haber echado una hojeada a la evoluciédn que
los conceptos de limite y continuidad han tenido desde la an-
tiguedad griega hasta el siglo pasado, as{ como de lo0s elemen_ -
tos adicionales sefialados en el capfitulo 111, podemos enten- y
der mejor el trénsito progresivo de estos conceptos, desde
las ideas intuitivas, hasta las formulaciones rigurosas més
difundidas, as{ como de las relaciones que tienen unes con o-
tras. Discutamos ahora algunas vias para salvar los proble-

mas observados en el cap{tulo I.

a) IMPORTANCIA DE LA RePRESENTACION
DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES

De las consideraciones hechas en los dos capfitulos ante-
riores ha gquedado suficientemente aclarada la importancia que
para la definicidn y propiedades de los conceptos de limite y
continuidad tiene una adecuada y rigurosa presentacién de los
nimeros reales., £n la actualidad casi todos los libros de
céillculo principian con una exposiciédn sobre este tema. Algu-
nos, al hacer su tratamiento extremadamente detallado y rigu-
roso, convierten de hecho & los cursos de cllculo en cursos
de andlisis, colocé4ndose as{, en otro extremo de aquellos an-
tiguos textos que poca o ninguna importancia le daban a los
numeros reales.

Una presentacidédn que tome en cuenta ambos puntos de vis-
ta seria lo deseable para un curso introductorio de c&lculo.
kn este sentido, la representaciédn dgcimal de los numeros rea
128 presenta curacteristicas de uno y de otro tipo: por un
lado su interpretacién geométrica tiene un car/cter marcada-

mente intuitivo, y por otro, de su conjuncidn con 1a nocidn
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de convergencia de sucesiones, se pueden obtener las méds im-
portantes propiedades de los nimeros reales, como lo es la

completez.

b) CONVERGENCIA D& SUCESIONES

Después de haberse construfdo los numeros rezles median-
te el modelo de su representacidn decimal, la definicién y de
mostraciédn de las principales propiedades de las sucesiones
de nimeros reales son tareas que pueden efectuarse con mucha
naturalidad. Por lo que respecta a la idea intuitiva de la
nocién de convergencia de una sucesién (sn) y a la respectiva
definicién formal, hay que recalcar el hecho de que aquf no
se preaehta la incongruencia que aparece con el concepto de
1imite de una funcidén. En efecto, mientras la idea intuitiva
de convergencia de una sucesién es:

"...La sucesidn (Bn) converge a s cuando n tiende a ® ,

8i los términos s se pueden aproximar tanto como se

quiera a 8, siempre que n sea suficientemente grande."

la definicién formal es como sigue:
“La sucesién (Bn) converge & 8 cuando n tiende a 00, si

para todo nimero real £»>0, existe un nimero real N3O,

tal que si n N, entonces 8 - 8 o
Sy S Sw Sg 52_
. — 4—t : 4 i
¢ 3 3
Fig. 1IV.1l

Adoptando como representacidén geométrica de la idea intuitiva
la que apaurece en la figura IV,l se puede comprobar sin gran

dificultad que la misma representacién geométrica es adecua-
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da para la definicién formal. Paltarfa sédlamente darle un

significado a la fruse "s_ se puede aproximar", lo cual no
n

entrafia mayor dificultad si la interpretamos como "los di- e

versos valores que 8 toma en la sucesién.

Por 1o que respecta & la suposicidn que hace la defini-

cién formal de la existencia del 1{mite s de la sucesién, la

determinacién prictica de éste, puede hacerse recurriendo a

la nocidn intuitiva de convergencia para una amplia gama de

sucesiones,

c) UNA PRESENTACION ALTESRNATIVA PARA
LA CONVERGENCIA DE SUCESIONES

Como un intento para superar la duda de si una sucesién

alcanza o no su limite, Sue Taylor en su articulo "An Alterna

tive Definition for the Convergence of Sequences" sugiere la

idea intuitiva de aproximaciédn decimal para reformular la de-

finicién de convergencia, Su idea es la siguiente:

"Considere la sucesidn dada por los semiperimetros de un
cuadrado, un octégono, un 16-4gono,..., 2n-égono,...

Los términos iniciales son:

S, = 2ye, S, = 4V2 - V2

S3=8\I2-V2 +V2 , vy S4=16‘/2-J2 +N2 ¢+ V2

Calculando algunos cuantos primeros términos de esta su-

cesidn hasta dos cifras decimales se obtiene:
2.83, 3.06, 3.13, 3.14, 3.14,...
con valor constante igual Tl aproximado a 2 cifras deci-

males."

De la observacién de este ejemplo llega & las siguientes
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definiciones:
"(i) Una sucesién (Sn) se dice que es m-convergente si
la sucesién aproximada a m cifras decimales llega a ser :°
constante después de un ntimero finito de términos, es ‘
decir, existe M tal que la sucesidn aproximada tiene
términos iguales después del M-ésimo.
(ii) La sucesién (Sn) se dice que converge al l1imite S
8i existe un nimero N tal que (Sn) es m-convergente
siempre que m N, donde m es el nimero de cifras deci-
males. Aquf{ S serd el nimero real tal que la sucesién
m-convergente tiene valor constante S aproximzdo a m

cifras decimales,"

Esta formulacién como puede verse, echa mano de las ven-
tajas de la expansién decimal de los niimeros reales. De esta
manera, en caso de contar con una buena calculedora, se puede
verificar si algunas funciones son o0 no convergentes.

Sin embargo, esta definicidén gque pretende ser sustituti-
va de la definicibén estdndard de convergencia de una sucesién
presenta dificultades formales no menos graves que l&as que &-
parecen en aquella definicibén. Por ejemplo, para comprobar
que una suceqi6n es qfqonvergento para toda m mayor que una
cierta N, los pasos que se Siguen, son muy semejantes a los
que Se siguen para calcular la N a partir de 1la arbitraria-
mente dada‘en la definicién esténdard. Esto puede verse muy
claramente con el mismo e jemplo que menciona & Taylors:

"...para probar que la sucesidn

S =1 +1/2 + ... 1/2® tiene 1fmite 2, hégase

12 =8 | = ]2 - (1 +1/2+...+ (1/2)" !

sl2 - (1 - (1 -1/2T)/0 - 1/2) |
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|2 - s =12 -2+ 1/2571)
= 1/2“‘1 puesto que I
< 1/10® para alguna n ‘

De aqui, cualquiera que sea el Qalor de n, podemos encontrar
M tal que los términos después del M-ésimo, estdn dentro de
1/10" del 1fmite y por tanto, dentro del suconjunto que con-
tiene el 1limite. De este modo después del M-ésimo seréd apro-
ximado a1 mismo nimero, es decir, la sucesién llegaré a ser

constante, como se deseaba,"

¢c) EL LIMITE DE UNA FUNCION EN
UNA PRESENTACION DISTINTA

El conocido teorema atribufdo & Cauchy:

“La funcién f converge al 1{mite L cuando x tiende a X

sf{ y 86lo B8i, para toda sucesién (xn) que converja a x ,

las correspondientes sucesiones (f(xn)) convergen a L."
permite en términos formales, adoptar como definicién de limi
te de una funcién la condicién equivalente expresada en el
teorema, De hecho, existen varios textos de célculo que &-
doptan este punto de vista al presentar el concepto de 1limi-
te de una funciédn.

Este distinto enfoque posiblemente sea més adecuado que
a través de la definicibén de Weierstrass por cuanto se adapta
en mayor grado a la nocién intuitiva de 1limite de una funcién.
En efecto, puando se dice:

"f tiene como 1{mite L cuando x tiende & X s8{ cuando

X se aproxima a X f(x) se aproxima también a xo",




su traducciédn en términos de sucesiones no es otra que la
condicidn expresada en el teorema atribuido a Cauchy.

(fig. IV.2), misma que puede expresarse en términos més lla- ;-
noss ¢
“La funcibén f tiene como 1l{mite el nimero L cuando x

tiende a X, 8i cada vez que X se aproxima a x, & tra-
vés de los valores Xyv XppeeeX yeoej los valores corres-
pondientes f(xl), f(xa),... f(xn),... se aproxima a L."

4(x:\ +
£(x») ] R

L {

Q

o4 I

Xi o Xn Xz

Fig. 1IV.2

A diferencia de la interpretacidén geométrica de la defi-
nicién de Weierstrass (fig. I.1l) en la que hay que fijar ini-
cialmente la atencibn en el contradominid, después en el do-
minio y nuevamente en el contradominio por Gltimo, mediante el
otro enfoque basta con tomar una sucesifén en el dominio que
converja a xo Y ver lo que ocurre con la correspondiente su-
cesién en el contradominio.

De esta manera, los problemas de la convergenci& de una
funcibén, se trasladan a los de convergencia de sucesiones de
nimeros reales,

Por 4ltimo, es necesario destacar que este nuevo enfoque
no representa sino uno entre varios intentos por salvar las
dificultades de la definicién de Welierstrass, En la medida
que 8e esclarezca la historia del concepto de limite de una

funcibdn —sobre todo el perfodo comprendido entre Lagrange y
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y Cauchy, por un lado y Cauchy y Weierstrass por otro se
‘podrén dieeﬁar'exposiciones alternativas en las que la intui-

cién y el rigor se complementen mutuamente. »
¢

d) EL CONCEPTO DE CONTINUIDAD:
UN ENFOQUE HISTORICO

La deinicidén de Arbogast acerca del concepto de conti-
nuidad constituye sin duda alguna un salto cualitativo con
relacién a la idea que del mismo tenfa Buler. Ciertzmente,
cuando Arbogast establece que para que una funcidén sea conti-
nua, basta con que su grifica pueda trazarse con un movimien-
to libre de la mano, estd pasando & un nivel de abstraccién
al que Euler no pudo llegar en el concepto de continuidad, ya
que para 61, era necesario para que una funcié_n fuera conti-
nua, adem4s de la condicidén de Arbogast, le condicién adicio-
nal de que su exﬁr6§16n anal{tica se halle sujeta & una ley
de continuidad,

La formulacién simbélica de Arbogast abrié la brecha so-
bre la cual se asientan las posteriores aportaciones de Bol-
zano, Cauchy y Weierstrass., Nuevamente, como en el caso de
1{mite de una funcibén, el salto de Cauchy a Weierstrass, his-
téricamente se encuentra insuficientemente aclarado. Sobre
todo, la manera en que se elimina el caré4cter diné&mico de 1la
definicién de continuidad,

No obstante, el desarrollo general de este concepto des-
de Buler hasta Weierstrass, ha podido reconstruirse con mayor
precisién, que el de l{mite de una funciébn.

Es en esta direccién que debe ubicarse el intento de Da-

vid Tall (capf{tulo III (d)) por presentar un enfoque intuiti-
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vo del concepto de continuidad.,
De esta manera, cuando Tall observa gque para que una

funciédn sea continua, se requiere que si el punto x, es bas- -

¢

1l
tante cercano a X5 entonces los correspondientes valores

f(xl) y f(xz) estén razonablemente cercanos, de hecho lo gue
estd haciendo es tomar como punto de partida para su poste-
rior definicién formal de continuidad, la idea G ¢ Arbogast.
Finalmente, cabe sefialar que David Tall en su exposicién
del célculo32

de l{mite de una funcién y de continuidzd, que empieza con la

» invierte el orden tradicional en los conceptos

exposicién de 1imite de una funcibédn. Modificaciones de este
tipo, B8in embargo, sélo podrédn valorarse correetamente a la
luz de los resultados obtenidos en el proceso de ensefianza a-

prndizaje.

32 Tall, David, From Intuition to Rigour in Real Analysis
or "Calculus Explained,.,."




EPILOGO

4 10 largo del estudio que hemos realizaao, varios de

los problemas originalmente planteados han quedado resuel-
tos, la superacién de algunos mi4s ha q_uedado pospuesta has-
ta en tanto no se haya reconstrufdo la historia de los con-
ceptos de 1f{mite y continuidad, Otros, como la interrogan-
tes ¢ hasta que punto la definicidn formal y esté&tica de

weierstrass coincide con nuestra nociédn intuitiva de 1lfmite

de una funcidn?, podria responderse como 1lo hace Courant:

"...Que e3ta idea corresponda satisfactoriamente o no

a la nocibn intuitiva —dinédmica-—, es un problema id;g
tico al de establecer si los axiomas de la geometria
procuran una descripcidn satisfactoria del concepto in-
tuitivo de espacio, Ambas formulaciones prescinden de
algo que tiene intuitivamente una existencia real, pero
proporcionan un esguena matemdtico adecuado para expre-

33

sar nuestro conocimiento de ¢sos conceptos,'

Para resumir el desarrollo que han tenido los conceptos

de 1lfmite y de continuidad desde la antiguedad griega hasta
el perfodo de rigor en el cdlculo, la siguiente referencia

es extremadamente ilustrativas

".eeComo todas las demds ciencias, la matemdtica ha na-
cido de las necesidades de 103 hombres: de la medicién
del tiempo y de la mecidnica. Pero, como en todos los

dnbitos del pensamiento, al llegar & cierto nivel de e-
volucién se separan del mundo rezl las leyes abstrafdas
del mismo, se le contraponen como ulgo independiente,

como leyes que le llegaran de afuera y segin las cuales

34

tiene que disponerse el mundo."”

Courant y Robins, Qué es la Matemédtica?, p. 317

34 Lkngels, Federico, Antidlinhring, p. 29
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A la luz de esta apreciacibdn engeliana podemos explicar
nos ahora la opinidn més aceptada en la actualidads
"...las matemdticas no son una descripcién de la natura .

leza ni una explicaciofd de sus operaciones; no estéd in- '

teresada en el movimiento f£{sico o con la generacién
metaf{sica de mégnitudes, Es meramente la 16gica sim-

bélica de posibles relaciones."35

como una justificacién para eludir los problemas derivados de
confrontacién de los conceptos del cédlculo con 1la realidad.
El reflejo de este punto de vista en la enseiianza del cdlcu-
lo, nos explica probablemente la razén por la cual muchos
matemfiticos le conceden tan poca importancia a la intuicién.
Como conclusién, y por si esto fuera necesario, diré
que mi punto de vista al respecto coincide con el expresado
por Talls
v,...Un enfoque puramenie formal, alin con un somero co-
nocimiento de informalidad, es psicolégicamente inapro-
piado parea el principiante, debido & gue no tomu en =
cuenta todas las realidades del proceso de aprendizaje,
Concentrindéose en los tecrnicismos, & expensas de la ma-
nera en la cugl las ideas son concebidas, se presentsa
88lo una cara de 1la moneda., El matem& tico prictico no
piensa puramente en un simbolismo seco y estereotipzdo:
por el contrario, =u pensamientc tienae & concentrarse

en aquellas partes del problema sobre los cuales su ex-

periencia le aconseja que son las fuentes principales
de dificultaé., Mientras el esté intentando resolverlo

con ellos, el rigor 1légico ocupa un lugar secundario:

35 Cohen, M, R., Reuson and Nature, pp. 171-205
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es sflamente despuéds de que el problema ha sido resuel-
to intuitivamente después de todos intentos y propési-
tos, que las ideas subyacentes son cubiexrtass en una de-
mostraciédn formal., Naturalmente, hay excepciones & es-
ta reglas partes de un problema pueden ser completzmen-
te formalizadas antes que otras sean comprendidas, ain

intuitivamente."36

36 Tall y Stewart, The Foundations of NMathemutics, Prefacio
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