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INTRODUCC | ON

Daremos una breve descriocién dzl asecto fisico que subyace en los problemas -

matematicos que oresentaremoss. Para una descrincion detallada ver [5] ) L9] Lrel.
La fisica que corresoonde a estos oroblemas es lamada Teorta de Colisiones, la cual
puede ser considerada como una de las ramas més imoortantes de la Mecénica Cudntica. La
Teorfa de Colisiones trata con sistemas en estados esoeciales: los estados de colisién, éstos -
ocurren en experimentos de laboratorio o en la misma naturaleza, Existen distintas versiones
de exoerimentos en colisiones, aunque todos ellos tienen ciertos elementos en copin: en la
naturaleza se da por ejemolo, cuando la luz del sol choca con las particulas de la afmésfe—

ra, de ahi el color azul del cielo,

Y

FIGURA |
La figura 1 reoresenta las vartes esenciales que oueden ser identificadas en casi -

cualquier experimento de colisién, éstas son ¢ la fuente S, el mecanismo preparador P, el -

blanco T y el detector D,




La fuenie S broduce las varliculos que van a entrar gn colisién con las particulas
del blanco T, Es importante que la fuente pueda oroducir particulos bajo condiciones bien -
definidas y casi idénticas, puesto que todos los experimentos en colisiones envuelven repeti
das mediciones sobre los mismos sistemas. El mecanismo preparador ( por ejemplo un polariza
dor) sirve para definir las condiciones iniciales de las particulas incidentes, usualmente el -
momento de la vartteula,

El blanco T contiene las particulas que interactuaran con las particulas enviadas ==
por la fuente S, Las condiciones del blanco T pueden tener imoortantes efectos sobre el expe._
rimento y deben ser conocidas y consideradas con el fin de relacionas las observaciones a =--
las interacciones individuales. Por ejemolo, si el blanco T es grueso, entonces colisiones ===
mdltioles pueden ocurrir, lo cual ofectaré la distribucién angular de las particulas detectadas
de manera significativa. Si el blanco T tiene una estructura ciisialing, los efectos de interfe
rencia serén importantes y conduciran a difraccién. Si por ejemolo, las particulas del blanco
estén en movimiento deben ser tomadas en cuenta.

El detector D es usualmente puesto de tal forma que solamente detecte particulas ==
que entraron en colisién con el blanco, es decir, el detector no debe responder si el blanco
es quitado. Esto en lo préctico no siempre es posible. Es importante también que el detector
sea puesto suficientemente lejos del blanco, de tal suerte que la interaccién entre el blanco
y las particulas que entraron en colisién sea despreciable cuando las particulas sean detecta-
deos.

En todo este proceso se vbueden distinguir tres estados en la evolucién temporal del -
sistema, En el primero, el estado del sistemy ¢sté preparado en el pasado, duranie éste, la -

particuly incidente y el blanco se supone que ¢stan lo suficientemente lejos entre si para aue

la interaccion entve ellos no tenga practicamente efecto sobre la evolucion de fa particule,




Esta suposicién siemnre es hecha en la interpretacién de experimentos de colisiones donde —
las condiciones iniciales son los valores de un conjunto de cantidades fisicas que son las que
caracterizan los particules libres, Por cjemolo, momento, soin, masa, por lo tanto, uno espe.
ra que en el pasado el estado de! sistema evolucione de acuerdo a las leyes que obedecen las
particulas libres,

Durante el segundo estado, las particulas interactGan entre st y la evolucién esté
gobernada por una ecuacién de movimiento oara el cual el término de interaccién juega un -
papel esencial. Es realmente cuando se produce la colisién.

Durante el tercer estado, uno se encuentra en la misma situacié n que en el primer
estado. Después de que la colisién se ha efectuado, las particulas se separan y otra vez la in-
teraccién entre ellos no tiene orécticamente efecto alguno en la futura evolucién de la parti=-
cula. En el futuro el detector observa el nuevo estado de la parttcula que produce la colisién,
La condicién de que los estados que describen colisiones deben ser caracterizables par a tiem
pos largos( tanto negativos como positivos) por las canfidades que caracterizan a las partteulas
libres, es llamada condicién asintética. Para ser mas claros, supongamos que podemos represen
tar las dinémicas como transformaciones actuando sobre los estados, Sean Tf y Tf(O) las trans--
formaciones de interaccién y libre respectivamente sobre el "conjunto de estados" zZ . Uno se
interesa en la existencia de parejas’ < f. ﬂ’>€2 tales que

im (T Y-T.®u) = 0
't’ —> ~ (o T t \f'- (1)

para alguna cierta nocién de convergencia y similarmente para narejas que se aproximen ==
entre si conforme 1>+ Uno requicre que bajo esla nocién de convergencia, para cada *f de-

be existir a lo mas un \f_ .

La evolucion en ¢l tiemso o g din@mica de un <istema cudntico conservetive vicne e




dada por un grupo unitario fueriemente continuo a un parémetro ( ver definicién XVI), §j

<

el vector unitario f representa el estado al tiempo t:zo0, el estado fi  al tiempo t estara

dadew por

o= U
t ¢ (2)

. —ilH
Por el lema XX, se sigue que existe un operador autoadjunto H, tal que Uz,

-iHt -
Consideremos entonces dos grupos unitarios & y € ‘{ Ho que corresponden a

-

L3 . L3 [ L d . "’:)- [ ] .
la dindmica libre. El que <« ¥ sea asintcticamente libre cuando t €© quiere decir

L] \
que existe un vector ﬂ tal que

Li\'r\ “ C_:"HTHO “2{>H»a ” = Q

'k'-—)—co \‘/:“' -

tH

usando la unitariedad de &' , (3) es equivalente a que

{_l::o ” eﬁ“ é"fHO\@ — N = O

(4)

la cue;ﬁén se reduce al oroblema de nrobar la existencia de Iimites fuertes.

En muchos casos, Ho tiene espectro absolutamente continuo, pero en los casos que

no es asi, necesitamos tomar 704. en el subespacio de continuidad de Ho, Por ejemplc, si 70,.
es un eigen valor de Ho, entonces el limite fuerte existiria st y solo st \ﬂ. fuera también un ==
eigenvalor. de H y con el mismo eigenvalor.

Por consiguiente es preferible definir las operadores de onda anteponiendo la proyec—
cién sobre el espacio de continuidad de Ho. Por razones de conveniencia técnica, los defi--
nirémos sobre ¢l subespacio de continuidad absoluta. La teorfa de operadores de onda defini-
dos sobre elsubespacio de continuidad fue desarrollado por Schechter (7/)-

Definicién:  Sean H vy Ho oneradores autoadjuntos en un espacio de Hilbert )( y sea
) e

H@.(HQ la vroyeccién sobre ¢l subesnacio de continuidad absoluta de Ho. De
cimos que los oneradores de onda generalizados existen <

J)i ( H) Hc,\) - {-("'— } LA (,"\’ N (:.—\’\-Hr) V)CA.L (H'>
. ~~1,“" )

existen,
= * Ll . H 4 “+1
Cuando {2 ( \\, o) existen, decimos que hay connletes asintética dabil




e - /‘

{0
A}

. / RS .
st b W - Rean be , Decimos que los operadores de

onda son completes st 1L o "0 Vave S S0 )
Finalmenle, la condicién de completes asintética signi
N . . : -~ - ' . Y -
fica que tiodet el T Ly LY

Donde { .y es la proyeccién sobre ¢ , el sub

L d L d 1’ \
espacio de eigenvectores de H,

En los siguientes capitulos demostraremos completes asintética
para ciertos operadores de H,

Aparte del método de Enss (< 3> ) AT >} 20D — <25>)
<29%,<5%>, < 60>, <83, <‘—}-3>)

que presentaremos, existen ciertos métodos, siendo los més notables: la Teorfa de Kato=-

Birman (.\{:’-{.:,j,‘:\’bz) C5H95 , SA2S SEBS, <A >, <w>, N 3>, <\
<do2, LHAY, e 268> < aeY, <EB4> KBS

y los métodos estacionarios o independientes del tiempo ( Tiu= ,(34 >, L8% > <e\Y

<62,>/ <85>, <2, <m>/ <z <rES . <78 > <o) 2>, <33>, <40>

CUSrel3> <525 <187, & TRy , <325 , 426y, <AF>, CHO> 18> <FD, <CCD

<125 ) pesar de que la Teorfa de Colisiones es bdsicamente un fené
meno dependiente del tiempo, hasta antes del trabajo de Enss, muy pocos resultados ha-
btan sido obtenidos con métodos dependientes del tiempo.

La Teorfa de Kato=Birman es un método dependiente del tiem-
po y su hipétesis principal es que f (H) - f (Ho) defina ( en cierto sentido) un operador @
traza para ciertas funciones f. Es un método dependiente del tiempo, ya que directomen-

te se demuestra la existencia de los operadores de onda y ademés que

En cambio, en los métodos estacionarios, la existencia y el ==
f) 4 . . M
hecho que Ko U7 = Pl “) se cumplen, son més bien una consecuencia de cierta -

. . il v
expansién en autofunciones y del hecho que SV estd muy rcelacionado a

‘ , - ~ ] ) -
Vom (uaig ) L VAP (PR GV AR TR

£Vl £ Yo




Cn contraste con estos métodos, que ain como en la teorfa de
: %
Kato-Birman es dependiente del tiempo, el méiodo de Enss sigue de cerca el aspecto fi-
sico y geoméirico del problema. El principio del método es coma sigue: uno considera =
la evolucién en el curso del tiempo de un estado de difusién, usualmente de un estado -
. W =5 Ry
del espectro absolutamente continuo de H, Sea N'(t) = « el vector de estado
en el tiempo t. Para \T\ grande, por ejemplo, t grande y positivo, el vector se encon-
trar& lejos del centro de difusién ( en el sentido de la norma ) y evolucionaré de acuerdo
L] - ":L‘ﬂb . e

a la evolucién libre € . En estas condiciones, el vector de estado se concen-—
traré en las trayectorias clésicas engendradas por el Hamiltoniano libre Ho,

Uno puede descomponer aproximadamente WY o)

donde Y4t} y Q&) en las partes saliente y entrante de Wt , Es decir, las par--

tes para las cuales X VWY Yy p y % »OURY¢ D, donde VIRY) es la velocidad clé--

sica,
Uno trata de asegurarse que X-V¥{e) (respectivamente ) -
XNAR) <o) para x en el soporte de Y\  (resp.  Plt) )y k enel-
A A
soporte de su transformada de Fournier WK, W) (resp. © ) ), En estas --

condiciones la evolucion de Y4\t en el futuro y de Y-l)  en el pasado esté regi

da por la evolucién libre .:‘ sH 9y \XY ™ & Yo ¢, \Y
-5 .
S¢o y t grande, En consecuencia, uno aproximadamente tiene que -

(6)
SLr Pl S Pl
y de aqul se muestra que para t grande,  R(t) esta en Ran &*1. fui ST yen con
sccuencia que e Q(AM/QSI‘ + SU)
Para ver que de hecho ® estd en cada uno de ellos, -

por ejemplo en R S8 se tecurre ol arguinento siguicnie:

Por definicion,




e sttt it
M SO

W = ot ~N € P v e |
- ‘l t\+ \P .) \_
donde e (¢ estd aproximadamente en Qom S . Para t grande, P.L4)
R . i L \k O \ .
esté lcjos del centro difusor, vy @ Y-\ se encuenira agn més. En particular es
casi ortogonal a Y . Por consiguiente, Y(&)  1no puede llegar a ser ortogonal a
Ya(t) . De aquT se desprende que el complemente ortogonal de Rawn S2Y
en QM ST+ Ronw2T se reduce al vector cero,
Nuestro trabajo esté basado en los siguientes articulos: ==m-

Enss <20> ; Davies <11> ; Perry <62> ; Simon< 735 y Ginibre < 29>, en
los cuales se encuentran las ideas esenciales del método,

Parte de nuestro trabajo ha sido dar una exposicién detallada=
de estos artfculos; teoremas que Gnicamente se mencionan en los arttculos, los hemos ===
anexado, Todos los argumentos necesarios para seguir las demostraciones los hemos he-=
cho explicitos. El orden en que hemos expuesto estos articulos ha sido en grado de gene
ralizacién, también en algunos teoremas hemos dado argumentos distintos y ast hemos -~
podido debilitar las hipétesis o simplificar las demostraciones.

Por otra parte, los ejemplos expuestos nada més aparecen men-
cionados en los articulos y nosotros los hemos desarrollado.

En el Gltimo capttulo de este trabajo, hemos podido demostrar
completes asintética para la ecuacién de Klein-Gordon utilizando el método de Enss.

Finalmente, haremos una descripeién de los artfeulos que pre-
sentaremos,

Enss £ 20> basa su demostracion cn el ahora Humado —~=

Principio de Dascomposicién de Enss, cl cual conticne bésicamente el aspecto geoméiri-

. A A
co de la demostracion, Para ésto, Fnss explota la forma explicita del kernel &
. . . . 1 PO
hace: uso det teorema de Wiener ¢ 165y la "igualdad asintélica de 11y Ho ", s

decir, prucha que T owy - & SR T




para un cicerto conjunto de Gay My

Davies < 7> logra debilitar considerablemente la ==
hipétesis y elimina el uso del teorema de Wiener, Da otra versién del Principio de Des--
composicién de Enss mediante la introduccién de la nocién de una medida ( POV )

(Ver preliminares ) en lugar de usar la forma explicita del kemel

Perry < 60 > logra el mismo resultado que Davies bajo las
mismas hipétesis., Para esto introduce las proy.ecciones espectrales P+ sobre las par-
tes positivas del operador A = 1, (x:rtw-x) o Ast logra demostrar que

(waia) "% S - 4) G M) Yy
son operadores compactos para 3¢ (° (R) .+ Aunque para llegar a este resultado ==
utiliza explicitamente que Ho =~/\ . Por otra parte, como en la nota 22, es fécil =~
ver que esfe resultado implica el Principio de Descomposicién de Enss,

Simon <73 > considera operadores més generales ( Ho =
vagamente elfptico ) y para esto usa una descomposicién distinta a la de Enss y la maqui
naria de integracién por partes sistematizada por Hormander <3{> . También usa el
teorema de Wiener, Simon considera casos adn més generales, pero cuando Ho es un ope
rador vagamznte eltptico, Ginibre < 29> debilita las hipétesis dadas por Simon,

Como Davies ~ 17> hace notar, su demostracién se puede
extender a operadores vagamente eltpticos. Ginibre utiliza también lo que es una medi-
da POV aunado a algunos argumantos de Compacidad. Las hipétesis de Ginibre < 29
son adn mdas débiles que las de Davies <17 >,

Como hemos dicho ya, Simon 4 73% considera catos que los

-

demés aulores no conside ran, y aunque en el caso en que o es vagamente cliplico, Gi-




nibre da hipétesis mas débiles que Simon. Siguiendo la demostracion de Simon y dando
olro facil argumznto se demuestra el tecorema dado por Ginibre. Adomds, la demostracién
de Simon se pucde seguir para considerar casos més generales, por otra parte, las idecs~
esenciales son para todos los articulos las presentadas por Enss < 20 %

En el Gltimo capitulo de este trabajo hemos obtenido comple~-

tes asintética para la ecuacién de Klein =Gordon, la cual ha sido estudiada en & 13 >

<723 Aufh,<81Y, <535, LHL>, LG22, L\8) (32>, <me>, B>
<85> <81y En < 84> y <85> se demuestra que la ecuacién de -

. . . o932 .
Klein-Gordon es equivalente a una ecuacién en }{2 =L ® I . Mediante este ang-

lisis y el método de Enss se logra demostrar completes asintética,




PRELIMINARES DE ANALISIS FUNCIONAL

En estas pdginas duremos las definiciones y los resultados dz Andlisis
Funcional o los cuales nos referiremos en posteriores capitulos.,

Empezaremos por enunciar el teorema espectral, La demostracion puede

ser encontrada en A& .

TEOREMA 1 ¢ (Teorema espectral en forma de operador por multiplicacién),
Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert
H con dominio D (A), Entonces existe un espacio medible
M con medida K finita, un opcrador U : H=> L2 ( M, dw )
y una funcién F a valores realies madible y finita a.e. tal

que

Q) Ye DE &> FHuw)CY e 2im, 4

b) Si \,S ¢ WOLDh ), entonces (U A U-‘ @) (m) F ()Y (m)




Dado este teorema, podemos definir funciones de un operador autoadjunto de la siguien

te forma:
Definicién T Dado un operador autoadjunto A definido sobre Uy g una funcién
Borel medible finita a.e. , g(A) es el operador en U dafinido por
gA){ 1= U Te(RM Uy
(1)
donde T3(F) es el operador de multiplicacién en M por la funcién ===
o(F) (m) = (g eF) (m) con dominio S‘YQ M ‘ S(F) Y € Lz (N\)A }‘J}
coo (lR) es el conjunto de funciones continuas sobre |P\ que tienden
a cero al infinito.
TEOREMA (lla)  ( Teorema espectral en forma de célculo funcional),

A
Sea A un operador autoadjunto en o . Existe un unico mapeo ¢
de las funciones de Borel acotadas sobre R a i({l) tal que:

A A
a) ¢ esun homomorfismo ¥ algebraico. Es decir, ®© es lineal y

bli= 8 3@ H(ap= AFE)
$(1)= 1 $Cfy= oV
b) & es continuo, es decir,

16 ms Nhil,
L ()

c) Sea hnG()uno sucesién de funciones borelianas acotadas con kn(r)n“"“)_)w X

para cada x Y (h“(x)l S lXh’/"‘. Entonces, si Ye D{A), lim Q\(l\.{)‘i =AY
Nn-2 U
d) ‘?‘G"\\“-bg (L'\) fuertemente si l‘\n(Y) —> h () puntualmente
y si “ 1\..,“,,0 ¢s uniformemente acotada.

Demostracion: Dado el teorema |y la definicién | es facil ver que al menos existe uno,

Para ver que es Gnizo supongamos que 4’. Y ‘f’,‘ cumplen (0\}- (d).




Sea %.ﬁ.

o la funcién caractertstica del intervalo T usando (d), se obtiene que

o s lim P\- ¢ (X '.)"' S—livn e? - avq (=
M- Yoo —-M T H->+4eo J( a“y £ ! .S W

Tomemos Y€ DCA\. Usando ( ¢)
s= bm £ (X ) Y= AY.
-M

y entonces,
M-t M
: s- I T (xR Y
SH :y:}: ; 4?\') [()H V) )CJ{“] Y= H—> :c: __% ¢J ( R“)
-M\ .
£ SThm —’% ¢3< = (A1)

x+ \) l ¢A (f* ) )Cﬁ,\\] 1

Usando (a ) - 5~ livm 2 (b.) (ij\v\\)

= W
. N
En consecueacia, V] [bc"r\) ‘J = <A+ ‘) paraj=1,2 .
N =)
Similarmente, q’j [S“*'7 J= (a- ‘) . Por el teorema de Stone Welestrass y b) -

se deduce que d’, (‘f) = (t)z(:{:) v 'F € Co (‘R§ y de aqut se desprende quesi f

es una funcién continua acotada y que tiene Itmitesen * oo d)\ (‘F )= q)a G:\

maqe ¢ ()= T=¢,01).

Sean =,(3 € R fijos. Y tomemos {‘c—h] una sucesién de ndmeros positivos tales que

En0 i N—Dteo , Pongamos -(?h (X) =~ L {Q"d‘“”\( }— arctun (X ('* S _}
Por un lado tenemos que H fn ” 'k = 1 . Y un simple célculo muestra que

T » N 4 =1 =~ <x< 3
h—> teo 'fn(l) Y, st Xze o x=(3
o i X e [;d: B]
Denotemos por \51 el intervalo (d4,3), Usando (d) obtenemos

4‘4 [Z/z (st+ XS’Q] ¥ = s-liwm cp' ({C“) N

N ~HY oo

=, S - ‘\W\ (\’ 2 C.CH) \Y

N D4 e,



= ¢, [t Gt 20 1Y

Como o @ son arbitrarios obtcnemos que $\X 4) = “9;\)('“} para 1 = (¢, () «<p
y por consiguiente si Sl es unsubconjunto medible arbitrario & (Xa) = 4, (X))
Como las combinaciones lineales finitas de funciones caracterlsticas son densas en L,
usando > ) se obtiene que &,z 4,

Definicién i Sea SL?-“\ S es medibleen R\ una familia de operadores

con las siguientes propiedadas:

2 »>
a) Cada Pa  es una proyeccién ortogonal, Es decir, =B y R=P,
b) P¢=6 2 Pk'“, reo) = &-
yeo .
c) Si o =“U fLn con fLen Dy =9 con '.’-i-.] , entonces
LY '
o M
- -\ 5

\J\. 5“ - :‘; "Z:.‘ ? N

@) P Pa,= Pa.n a. . Decimos que entonces (}_P,\X es una —-

inedida a valores en los proyectores.

Sea achora N un conjunto medible de ® y Pa el operador X.alA) definido
por (I), dondz X es la fuincidn caracteristica de S&. ., Dz la definicién | se verifica
directamente que la familia 1?3.\ S medible X es una medida a valores en los pro-
yectores, Entonces, para ¥ fijo, ¥ en N, L — (“?,PJLW3 es una maedi-
da de Borel, la cual denotaremos por d( % '\?a ¥ ). Asimismo , la medida compleja -

a (¥ ) QI\\)\ se define usando la identidad de polarizacién, Tomemos g una funcidn
TS
Borel medible y definamos; 'D% = Y We YN \ V4 VoA \‘Q,?>\Q3
| o)
Sca  SWY  una funcién simple,  Es decir, Sy = r[, o, Fa W donde
3

N . O la funcién caractertstica del conjunto medible S,
)

. /—\(J(,HTIOS, ﬂ‘\nj\‘-‘:(‘)

con '\::3 .




Entonces,

v ¢ '
= “ \
o . = T G Pee . s Co
\S_“ I oSYa 309, 0,0) \ = \Lx, L P X)) E N e v
= WK\ \5: \c._"\'L \ ?.n,-.\k’\\‘ \'
W . e
= \ 1
\ \ \-“ \? < ¥ay |\ “Q‘P*\M‘g
Usando convergencia dominada obtenemos que para W& _Dg
L] A oo \'1
\Xm AWM AP, ey \i way \ Y goa v aty, e K
koo T

define una funcional continua

P , { R ]
ara Ve -Doa f”o, \g - \ AN .Y \\%,'\);\\’)
) oe s

(conjugada). Por el lema de Riesz, existe un dnico elemento LAY veR tal que

~ +ee W
(%, 40 ) = S atx) A%, %, w0y ¥ Re :
Por otro lado, usando (T« ) se obtiene que S-\iw Pgqa = & donde —

n=-24kcO

foy= 1R\ Vqoa\en | o Paracads Yo X, 4@ Ry g en norma.
Usando (| d) sc obtiene, (1)

‘0
2 2
Sw\\(n\ 4 NMP>.\Q“\ = \ \c\\m\j~ 3 R, Py) = n: W@\ ¢ AP

n (1 a)

En consecuencia, §4 € 'Dc\ « Ast, se obtiene que 3‘& es densoen W .

NS
En consecuencia, el mapeo  GAAY 17Dy —7 R define un operador lineal den-

~J
samente definido. Si g es acotada de (1) , 'D% = ‘N y o(A) es un operador acota-

do cuya norma \\ ’\JU\\ \\ ¢ \9\
L TR AV

Supongamos que g es la funcién caracterfstica de N, Entonces, ¥ Re W N

ko
K‘Q\u{g\f\) QY = \ Geny 4R 9, 9) = S\AKW)?X\Q\ = (%, P A W)
~ 0

Pura funciones caractertsticas g(A) coincide con la definiciéon |, Mds adn, si g ¢s dnico--

7

mente acotada, usando (d) del teorema Ha y la densidad de los funciones caracterlsticos

. |"'
cn b '



‘o

(%) qCry ®) = \' GO AU, 2, )

(Convergencia dominodo )

- R
e \ LMSSILRL TR &
T W % = \lw k*t \\v\ A
WIS TR TN DR (A 93

‘\-, [ R ]

(%, g %)

donde \'\“ es una sucesién de funciones simples y \\“(A), g(A) son operadores como
~
en (1) . Por lo tanto

v 9 (A) = Q(A)

si g es acotada,

5i g no es acotada, sea fLy comoen (ll) y

(H'b)

W ' Qix) 51 xe& Sy (IV)
" (X) - (¢] X X+ LY RN
De la definicién |, se obtiene que Ran B G Dig (A) ) v de (llla) también Ran P C_'D% ,

por lo tanto, de (lllb) para ¥ Ran En.“ , e Y.

(v, YU QY =
(Convergencia dominada)

(4, W, (A g)

\iwa
ARy T

- Ve
el

ora RN @)

oo

n-~74 00 & \“ (7\\ A&\\, \?\\QB

(Convergencia dominada )

(IVa)
y de aqul se deduce que QAN K = C\U\\ KR para K c Ranf, .
Asimismo, paa W& Ran Pag

Wy | \\2 = \Miwm

N-Y %o

(Mg UAY &) R ony %)




= lim (\') (‘\“(A\)* ‘-\“(A)‘f)

h—>%0s
s (g, IR )
N>+t f?a
R CAUSECR D
e 3 4@ Pat
a li—%m _é;“\“\ ) A(f’ A )
= (190" 401, 50) v)
Sea ahora Y€ D{g (A)). Entonces si U{'r\:-::.. PJLY\ Y (V1)

Yo—Y vy S(A\ Prn—> 9 A)Y en norma,
Ademés, “3 (A) P n 3 “_9 (AB ¥ n Vi & INS

En consecuencia, usando (Id) y (V) I 3(/\) ¢ nz:: lim { fé(‘;q Wi “2

Nn->too

= r‘\'-:lm 8\3(13 * A(‘*’n, 5Ny
(Usando (Id) y (V1) = lim [lg()1* 4 (¥, Py )
Nn—>4eo
- [130 4(% Pa )
En consecuencia, ) (3 (A)) “3: DS , Usando el mismo argumento que en -~

IVa, se deduce que _SCA) f = cj\(i\)\f A “FQ D (9 CAXB.

s (W¥= GA) y Diga)= D(3W)= D (g (0*) .
Como gAY = gAY ¥ e D(g’)
= Dg=D ([ = DA < D) =D o)
En consecuencia D3 = D(ﬁ (M) . Y por lo tanto 6(7-\35 3@%unci6n borel me-
dible.
TEOREMA | (Teorema espectral en forma de proyectores cspcctrol?s).

Existe una correspondencia uno a uno entre las medidas a valores en =




los proyectores y los operadores autoadjuntos, La correspondencia csté -
dada como sigue:

Dada una familia como en la definicién (WY ,XP_Q \ 5 medible\ existe
un unico operador autoadjunto A, tal que

a) A cada funcién medible g, le corresponde un operador g(A) densamen_

te definido,cerrado con dominio Dg, el cual esté caracterizado por -

Aoo
-D% - i ve N \ & \%\x\\" A(\Q\P,‘q\umz‘y ademds para ¢ 'Dch‘&’e'l&
voo AR

(W gy = g QL 3 Aw ) v oWy L‘\\'ﬂ S \%m\z a4, v, )

%(A)" = 94 (A
En particular, para A=A

Aow

(W, a%) = {2 aqw,P,4)

-

b) Si g es acotada, g(A) es precisamente como en el teorema (lla) . Si g
no es acotada, g(A) coincide con la definicién | .
c) Para f, g medibles  (§9)(A) D J(AY ga y D QS %U\XB ’-—D‘,‘ A Y
E inversamente, dado un operador autoadjunto &, existe una familia -
\ P\ medible ]‘ que cumple la definiciéa Il , y por ende se
cumple @) , b), ¢).
DEMOSTRACION:
| Arriba hemos visto que dado un operador autoadjunto, existe una fami-

lia de proyectores que cumplen a), b) y c). Ahora veremos que una familia define un ope-

rador autoadjunto. La unicidad de la familia se seguirG entonces de la unicidad de! teorema

Ia,
A=~ - |
Sca i P_Q,Z, como en la definicién Il y pongamos "D (A = Lwe R \_:\ A “"l 1

Pucsto que si -, N Ly o= VA




|

rd
\S‘ 2 (% c\(‘ﬁ&‘\’)\: \(‘f) i% C; ‘\’)\ Nyl {S‘ 3 G % A(\?'t'\t{’)}

.;
R = "

Entonces, para Y éD(A) y oara toda fe U . Y,
\S Ad@ | s well S TCRN )

"
Dado ‘P ¢ D(A) fijo, T——D X X 3(‘? P \Y) define una funcional conti-

nua ( conjugada), Por lema ds Rlesz existe ua Onico elemento  AYe Y tal que

jx&(\ww) CLAY)  w e of

A
Por ofro Iodo, usando (lc) se obtiene que i"_";:: P-ﬂ-v\: 4 donde S2i,= (—-n,n)
Entonces, para todo Y € 2/{’ \f ER.\ P—> \)o en norma., “\f’“
< e
Usando (1d) se obtiene Sk d (\lon L \fr\) yl ‘l(kf P P)s N

IR
En consecuencia, D(A) es denso en ﬂ « Obviamente si Lf S D<A)
(¢, a9)= Sx BN = Fad@pp) = ALY,
i IR,
Usando la identidad de polarizacién se obtiene que (\f , A ¥)= (A\P,\f’) V'\f) te D(A> .

En consecuencia, el mapeo A * DAY —> A define un operador lineal densa===
mente definido, Ademés A es simétrico.

-1
Similarmente, 42&(30‘: (k'z") define un operador acotado si # f{ Il&, . Dcnotemos

por ‘%(A) tal operador,

Tomemos ‘¢ D(A) , entonces si J2 es un subconjunto medible,

(¥, % w) (¥, A1)
= §a (P&‘l’ Py)

W2

(Usando 1d) = K >\ (\}’, P)\ kf)
SR

En consecuencia, pora toda funcién f medible

f{(n d (Y, P, A = f;{ (}\\ d (\t’) Py )
I IR

(Vi)




Entonces, para K¢ DAY

Ao

(W, &M (A=Y §) = S et A 4 (W, P, (A-R) %)

Aeo

-

4,2 (x-2) 4 (v, P ¢)

{¢o
= g AW, R ) = (¥, %)

“w

=5 QLAY (A-2) ¥ =@

Haziendo un célculo similar se obtiene quepara todo Qe 98, P (A REeDA)
y ademés (A-2) &L (AY ¥ =% . Es fécil ver que A es un operador simétrico --
cerrado. Y como A=Z es invertible para Z€ €\WR  se obtiene que A es autoadjunto,
Finalmente, hagamos notar que la unicidad de la familia  § P\ 5L medible { en el =
teorema I implica la unicidad del mapeo 9§ => (A

cumpliendo a), b) y ). , A
Por ejemplo, usando esta unicidad, supongamos que A es un operador en ?/(\ , ¥y Uesun

mapeo unitario de R, , sobre ')’(.,_ y que B es otro operador autoadjunto, tal que —--

B=vav™

Yoo
Puesto que LR, BR) = (U, AV 'w) = S AALG\‘?.‘?,,(A\U\W)

o

de la unicidad se desprende que 3 (¥, ?%(%) R) = ALU'], Pl SR

y en consecuencia obtenemos que £ (B} = Oy W' % Borel medible (VI1),
Ahora daremos una variante de este teorema, al cual nos referiremos cx-~

pltcitamente més adelante,
TEOREMA IV Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de W ilbert W,

Y sea @ cualquier vector en U , Y Q la proyecci6n sobre el --

subespacio cerrado (t QAN Y \ §& C_m(\il\\




3
entonces Q W es unitariamente equivalente a - (R,dk @)

donde dp,=d L, 0aw) , de tal manera que ¥ corresponde
3 -'\".A
alafuncinien L (R3,,) vy € es multiplicacién por la ---
° =\ t”
funcién < o

DZMOSTRACION:
Definamos S por S g(A)¥= g donde g €Cad'R) | S es esencialmente -

el mapeo inverso dado en la definicién l. S estd bien definido ya que

ton

too
Watny wi - { amtace, ey = gunta e,

- ad

En consecuencia, si f=g a.e. conrespecto a AT‘V , entonces g(A)¥= %(A)\\’ .

S esté entonces bien definido sobre § LAY\ 9 € CQ)&\R\)X y preserva normas, Podemos ex~

——

tenderlo a un mapso unitario de 13 | 4 CLiR) 1 en C(\R,d )

Puesto que  Coo'R) es denso en Li(\R‘Ap.\*,) (ya que 3¢ es una medida finita) , =~

RQM S = \.} (\Q\ AMV> .

Sea 4€ o SO . Entonces, para = gAY W
- T A e X “.\._ »
¥y e ) = ﬂ e " Ay, Phe) -—S = "a,\g;mm,@)
~ 00

-0 -l
40D —.k}\ Aw
- g c.‘ %()«\ d LQ"\P,\V‘S\ _ kA 4
L. - <. ‘Al)i\ \1—’\)

- oy

St R€ Ram QR =149\ 4eC IR k , usando densidad obtenemos que
v

~tXA s
Cw, ey = S i dey (Vi)

-as A

o>

donde W(») es la correspondiente funciéna @
Sea ®¢ R un vector fijo, A un operador autoadjunto y la familia  § B W medible 3
sus proycctores especirales. Pongamos Mg (L) = (R, Pnq) . Descompondremos la

vdi * ' , s nedida dbsoli--
medida I L I VO /(:"'"3 t « Donde prac  cs una medi




tamente continua con respecto a la mzdida de Lebesgue, /“sing es una medida continua -
y singular con 'respccl'o a la medida de Lebesgue y /"fp es una medida puramente puntual,
Sea 5.33{"(‘“21}&\{’{{)‘-})7‘0 } « Ponemos ———
Aop® = A (20 S,) (Villa)
Entonces Hcont : = /“1, - Mpp es una medida continua, (IX)
Usando el teorema de descomposicién de Lebesgue, sabemos que existe un conjunto Se,

tal que si /"',jc (JZ) P Mead (Rn Sz) entonces Hae. es una medida

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, Es decir, si Se tienec me--
- . \
dida de Lebesgue cero, entonces Mac (Scb-‘-”- o y la medida J‘s'“ﬁ (-R)::fmd, (&n S:)

es singular con respecto a la medida de Lebesgue, Es decir la medida de Lebesgue de S:

es cero,
= < <
Si definimos A (\Q) = S (JZn SS 3 = ﬂun\'(ﬁ" S: 0 S, \ (X)
< <
J‘(““J(\Q)::: ;&.\3(\9"\3‘:)5%“.\{' (&.hSan,) (X1)
)
SMac y M sing siguen teniendo las propiedades de }L)ac . y/"‘sing, y ademds f‘ac,/‘tsing -
son mutuamente singulares. Entonces, de ( Villa), (X) y (Xl)ﬂy@):ﬂm(ﬁ§+~/“s4n3(&)+~}§’p(“?)'
Las madidas son mutuamente singulares entre st y ésta dascomposicién es Unica,
Sea E,J; S, , B,=S7 nSS B, = S, n 3 .

Entonces Lf'-: PB, Y+ sz‘f*‘ Peskf .

Usando las propiedadss de los proyectores especirales, se deduce que:

/JPGlY define una medida absolutamente continua,

Andlogamente para Plb.;f y Pb3 kF . Como B; N BJL. Q{Si i# 3 , entonces -~
P&‘\F, Pb;{’ 4 pﬂ)_ﬁ son ortogonales entre st, De aqul se desprende la unicidad de la des--

composicién,




DEFINICION IV Sea A un operador autoadjunto en 0.
Sea ‘)(??? X‘\’\ P~y es puramente pun\oq\l
1{0"—' i v \#y es absolutamente conlinua \
Un sing:{ \{J\pv es singularmente continua k
TEOREMA V ﬂfi’ A SR K sing son subespacios cerrados, Ademds,
= Hee v Rung v Rop
Cada subespacio es invariante bajo A,

DEMOSTRACION

De la unicidad de la descomposicién y del hecho que PB K, P& Q vy
\ T

Pﬂ @  son ortogonales se deduce que R ac, R sing Yy % pe son cerrados y que ==
| Y
u:: }Quc + ﬂb’-ﬂg Al XPP
2 2
Usando (Vla) obtenemos que  ( AR, P_S,_ AQY= WP AY\ = S.Q. A dle v, g)
En consecuencia, A deja invariante cada subespacio, es decir, A \ ')(“ c U, .
s ]
Al 1(:.-..‘3 L = 1/(,..,“‘ y Al 9K oo © Wop 4
DEFINICION V Gpp (A) = S} \\ es un eigenvalor de A 1
Gc.“t( AY iz GLAD MNewner= Kpim ¥ }(M>
(’M“\\ .- GQAY 'llu..)
QS'\V“‘ s - Q(A“ 1&3"'\3\
Estos conjuntos son Ilamados el espectro puramente puntual,
continuo, absolutamente continuo y singularmente continuo,

perspectivamente., )

LEMA | GIAY = Gro i) W 6 (¢M)

Como K c1cCD n sing@ ,'(;»9 obtenemos gque == ==

G ~Y L G o d™) g)(_‘,:,-wj.‘\l\\c G(a\ , Obviamaente

L 2 '(\l\.'




GepthY < G(NY .
(WYY 6

como G(K) es cerrado, se obtiene que 6. L¢ ppthIe ,.g““

< <
Sea ahora N e G,4A) N G (oucCR)

GocV Gs\-.‘_\‘“) = G (NG Geay.
Entonces (A+aY Y} %, , (A=AYP q}s.w_’ son operadores
invertibles,

Como K" tiecne un conjunto denso de eigenvectores de A,

entonces de hecho se obtiene que Ran (A-») } ﬂ": xep .
Ademés, (A-2N)94+0 V YKe Up Yo que A no estd en
(:;e . Entonces (A-2) | ‘)\?F" ’Rh’ es una biyeccién, ~
Y por el teorema del mapeo inverso se obtiene que (A-/\\“(fp

es invertible, En consecuencia re Py

=2 GUA) & G (AL 6 (M . A
Dado A\ un operador autoadjunto.

DEFINICION Vi Dacimos que A€ G CAY siyrelent Kan PCr-0,005)
es de dimensién infinita para toda € > © .

Decimos que ™ estd en el espectro discreto de A, 6, (A)
si NG 6,,AY,
LEMA [ NE Geyy(N) =D al menos una de las siguientes condi-

ciones se siguzn:

= X
a) xe G ™= (’sx(ﬂ? Cucth

b) N esun punto limite de G PP (A)
c) A esun eigenvalor de multiplicidad infinita,

DEMOSTRACION

Si N cumple cualesquiera de las condiciones a), b) y c) obviamente o




«»)  Supongamos que A €6 | Como Gy MG ) del lema 1, obte-=

nemos que A ¢ G?P U G cl\\

1,

De aqui se deduce que N al ==

menos cumple alguna de a), b) y c) .

DEFINICION VI Una forma cuadrética es un mapeo g3 Qlg) * Qlg)— T

4

donde Q(q) es un subconjunto denso en U lamado el do-

minio de forma, tal que q( * , ¥ ) es lineal conjugado, es ==

decir, si ‘!\‘Q,’ € Q) , £, pe € 9 ‘4\«GW;,%:QQU{‘,\;’)@\M.#

es linzal,

Decimos que q es simétricasi 4 (€,¢)= §Lv,4) Si g (4,4} o

q es llamada positivae Y si 4Ce,y4) 5, - wney? para algun ™A

M, q es semiacotada.

o [ d o o e ‘ L *
Notemos que si q es semiacotada, entonces q es simétrica si Ui es un espacio de Wilbert

complejo.

DEFINICION VI Sea q una forma cuadrética semiacotada . 1V, 9) 2 - \\\&’\\2‘

e e g

Notemos que como 4(R, W) = 4 (v,¢) podemos definir un

producto escalar sobre Q{q) :
CR,P),, = LR e () LR, w)

Dacimos que g es cerrada si Q(g) es un espacio de Hilbert -

con este producto escalar,

Nota I: Es fécil ver que q es cerrado st y solo st siecmpre que  ¥w € ®R), {5 ]
(‘, kqw" \s\' q\;" \f“ \ "')L')

Y

cuando n, m =y xee , enfonces KeQY) y G (-0, 00-9) 20

DEFINICION X Sea A un operador autoadjunto =n W, Sea g R\e medible )‘

sus respectivos proyectores espectrales. Pongamos

Aw .
QL) '.'} \C\r(.r}& \ g W\ M.W\\”,‘u\\ < A )\

) y para  ==-=-
4
ARNYa Gy definimos <& CR Y = S)\ § '()A‘,) o

-




dice que q es la forma cuadrética asociada con A, -
Q(A)=Q(q). YQ(A)ese! dominio de forma A,
A veces cscribiremos g ,¥)= (¥ ,A¥) a pesar de

que aplicar A para algunos Y« Q(A)no tenga sentido.

2
Supongamos ahora que A es un operador semiacotedo, Es decir, (¥, A )%- My |~

Entoncessi Ye Q( q)

‘oo
vy, = glee) b vy lign? = g LY YA (e wyy®
"M

= gAY gtk wen?

donde g( M) = ( \tmw) 2 « Usando la nota 1 vemos que decir que q es una forma cuadrética
cerrada equivale a decir que g ( A ) es un operador cerrado. Lo cual ya hemos establecido en
el teorema Il. Y por lo tanto q es una forma cuadrética cerrada,

El siguiente teorema nos dice que en realidad estas son todas las formas cuadréticas cerradas,

Lo demostracién puede ser hallada en T4}

TEOREMA VI Si q es una forma cuadrGtica cerrada, entonces q es
la forma cuadrética asociada a un Gnico op=rador auto~-
adjunto. Y ademds el dominio de este operador es denso
en la normade Q(q) ,
LEMA Il Sca A un operador autoadjunto positive y supongamos

que (5 (% ,¥) es una forma cuadrédtica simétrica sobre

o
Q(A)i‘alquc para algdn @« <\ oy belk

\O(L\‘xg\, \ ¢ o (4 AaR) el v eboy,  (xu




Entonces existe un Gnico operador autoadjunto C con
Q(c)=Q(A)y(Q,c¥)=(<k,AY) 4B(K,v)

Y Y'Y e Q(c). Ademés c es semiacotado, con cota
~b,

Es decir,

(4,<9) 7% - b wel”

Demostracisn : Definamos una forma V(Wﬁ’\ = (L(: , AY) t (5 (¢, )
sobre Q (A), Por(XI)

Y9 2 (-a) (U(‘AtQ\-—-.\_r;\UQ\Lz > -buel®

Entonces '}7 es semiacotada por =b, Ademés

i

(1-0) (), agY 4+ WL € P, gy ¥l o3 \eu®

"

Crvey (4, Ag) +2b ) IN\\Z

Por consiguiente, \\ - \\“ y W\ son dos normas equiva-
| v

lentes sobre Q ( A), Puesto que Q (A) es cerrado bajo

\ -\ : ' -
\ kh‘h , es cerrado bajo W\ \\*\,\,

En consecuencia Y es una forma cuadrética cerrada en

Q(A), Ellema se sigue ahora de la demostracién y el e-

nunciado del teorema VI,
DEFINICION X Sea P (\‘() un‘o funcion mediklc de R en & g'\“"%&
o.ce.
Kooz PGAw) .
Mo es el operador que actua en N= WK )
dela siguiente forma

A v ’
R R N S A




donde & , ¥ denotan la transforinada de Fourier y su
inversa.  H, es un operador lineal con dominio D ( H_ )
= Leetady | Py e R )
. G i 3 :
Ejemplo 1 : Tomemos P(R) = \R\ = (=N & Mox,  t%v])
Como P (W) es una funcién real, entonces H= (& (—'»V) es

autoadjunto. Por otro lado, definamos para € C:D (\?\“)

= l Y \ A cs'\v\%?\ v\\‘fo.mcnte J'\s-«:v\cla\o\:’(

es infinitamente diferenciable y a soporte compacto } )

TAfa= -2 R g L3
SN 3x§&q TTt w"\q ()

Puesto que si K€ (T (\&') entonces ‘? e FUR™)

=2 DML D CT R,

Més abn, un célculo nos muestra que

=
\ . A
< (;a)v!» & i-(" A e:x\l ).X \{ (kY V4
1y
= ~A\Y
Entonces D{H,) > D (-A) N

e = ~A% ¥ LeDCa) o)

Ahora queremos ver que H_ es esencialmente outoadjunto en

At e

C:) (\R\‘) . Es decir, que “oxcjk\w) = M, .

(o)

Para ver esto, notemos que si
Re F(R*) » Ge FOR®) ¢ D) .

\
. RSO L R R LA A %
. —zt e =

(Pl %3 ) ey 1)




LS

\g
W

que el operador de multiplicacién por \mz es esencialmente

Como es una funcién todavia en T(\?\') , obtencmos

L4 q * [ [ 4
autoadjunto en Y( IR ). Como H, es unitariamente equi-
valente a este operador obtenemos que H, es esendalinente e~

quivalente a este operador obtenemos que Hy es esencialmente

autoadjunto en S ( [R* ). Sea
H, = B b FaR™)

Como antes, si Lfég‘(‘R“)
Weg= -2 _ 2% g

2
X,

—

Puesto que ya vimos que “\ =\, essuficiente con mostrar

que (- ) = \-\O\\ CILRY) D Y, (xe)
Pues en © . tal caso se obtiene quz (- ) D E\ = \&.o

Dz (XIV) obtenemos que ~A < M,
Y en consecuencia -:—Z = ”‘o'

Para mosfror(x\/)’ construiremos una sucesién de funciones

para cada WeY(H) , tales que W W€ Sl TR Y

| n
Yy o= Aa Y AL = Hou
Tal sucesién esté dada por ejemplo por
Walxd = WU%n) ®(%) (x91)
donde w ( x ) es una funcién a valores reales y en C2° DR
talque e winy £ 1 VxeR® y woy =4 w0 W6

WA
=Y Uy '~’> 11§




Ademds, = Auw, = W& (-ARI(RY - %\(‘\wu\“&\ ).

Grad W) v 3 ow) QIO ST T A
" w4 &
- o~ Dw

Ejemplo I ( Los operadores de Dirac ¢33, ted Y
IR . .
Denotemos por U (\\\,& ) el espacio de Hilbert de todas las
funciones Wwix) = (w6 S LI P S L YR
de la variable XxX= (®yyx, y%3) , ©°N

producto escalaren H = 2 K\R‘, «Y)

dado por
> N ¢
(“,\'\ = S Wilx) uix) 4% = (2. \L:x\x) \)ika [3
R {R'h 3%
Sean d.,"“ Ry %y = (. matrices hermiticnas en
* o] L] ‘
Q que satisfacen la relacién

Uy b, Q= 2 Sy, 4 NI B ¢ SA
donde 1 es la matriz identidad en (f4 .
Tales matri ces existen, aunque no daremos expltcitamznte sy
forma,
Definamos Vo Y —s ‘)2 Cowmo
como

U\.L = U W A A A A A
T L TR L %a Uy = Q&
Claramente es unitario,

Definamos el operador K por W & t= (Reds f’) Vu
A
= (woid Rawy 4, dd B) WG Ry, Ry Y

DAY ~ Y he N | trewnpy & ¢ VY




Puesto que la matriz R-wa 3 es hermitiana y usando{ XV 1)
obtencmos que
WE s (eewrey 1@V = Qai o 8 \duwy(”
donde ﬂ es la matriz identidad en ¢_4. (XVlla)
En consecuencia, W € DO g y solo si
WKET= e o) 1dean™ P < veo
A (XV11b)
Sea & un vector arbitrario en‘){.
Pongamos :\\’ = (Red g s )G\/ w2
Puesto que ( Rea«p )2 = (\w'ed )ﬂ
es facil ver que \’{\)CTTD(K\ y ademés W= (K 31V )Y
Como \'J\\ es arbitrario, obtenemos que Ran (\(t.\ ) = H.’
En consecuencia, K es autoadjunto |
Definimos
H, = O KV
Sea L= W\ Co W@ )Y\
donde {C% k\\Qz‘)]L\ consiste en las funciones W con compo=

nenetes \)3(‘/\) en (: ({\:{s )

Haciendo un céleulo como antes, vemos que

\_\L—:.'\)::('Q

‘) )Y ")
donde "
% n
T N L T WL D U 2 ¢ PO TR
- (X - A - 2- —-—-—""Z. \ng\
¥y () 2 L) 3y SRR LI

Siguiendo los mismoas argumentos que en el ejemplo 1 es posible

demostrar que Hy  es esencialmente autoadjunto en

eyl




»

1

LEMA IV

Sea H, = \7('*\ < ) donde P es una funcién real continua tal

que (NV7)(wW#o

excepto en un conjunto de madida
|

cero, enftonces,

(I k\'\o\ =

Golhe) = § PR | Re WR® }

DEMOSTRACION: Sea ‘P_Q_\Sl medible l La familia de proyectores

asociados a H, .

Por (VII) ysi e W= 2CRY, &y )

WPa vl = (8, Pa@)= { (Fooven

, Py
= Sn S ol ag
S

N » Woerywmyt
donde d6¢ es el elemento de érea de la suparficie

5)':. X‘ﬂ'eﬂ{q \ PLR):X{

(Ver, por ejemplo, (31 )

Esto nos dice que \\Pn4)\=0 si la medida de Lebesque
de e es cero,

En consecuencia My define

una medida absolutamente continua para toda e L,

Y ast el espectro de Hyq es absolutamente continuo,

A

Los 2 siguientes lemas unicamente los usaremos para dzdinir operadores autoadjuntos en base a
formas cuadréticaus

LEMA V Sea Wz=-4, como en el ejemplo 1.
Supongamos que Ye = 1O estd en D( H, .
Entonces

a) Si 8 £3 ¥

&>o , h& YWSe

independiente d: K, tal que

, es una funcién continua y para cualquier




W, = @ AL H IS 1y el (XVIIY

b)Si V2 4y 2<q< 2“/“_‘(, entonces Y¢ 2 ()
y para cualquier a¥ o, existe b > o que depende en -

q, V¥ y o,tal que

\N\),rs a B ReQ I+ ot @il (xi1x)
DEMOSTRACION

a) Lo demostraremos para v =3, Los mismos orgumentos funcioncn para
v

A

-\
v = 1,2, Supongomos que Y& D) entonces ( 1+ 1w)? ) % y (45\k\" ) estén en -
’),{_.: LY OR)

o Por la desigualdad de Scwarz
.3

"z . ;l/a
wdan, = g \Q\ 43 & (x ) 43 \J . (& \nw.\‘\\\'?mg
)
R? we

R?
‘ c.(\\ \«8(‘9\\14‘—\\&\\1‘} (xx)
- Ck\\“o"?“* \\‘Q\\»
A A
Por otro lado, para cualquier ¥ 20 sea ¢ (R = 2 g (v W)

Entonces, . .
e = e G, Y

W &y W= ¥ 2w R
Uscndo(XX)en q

« o+ Obtenemos que

-t a 3, A
\\Q\k\ = | 39,\\| coo ¥ U R g \, + XN Q,

A R T R T T A\

Tomando

suficientemante grcnde,(x\/lnj se cumple ya que %
A

es continua puesto
que ‘§ estden L'y N,

< Wy,

b) Por la desigualdad de \\ ausdor{f-Young

W, e (guy e 7w

) W,




Entonces, es suficiente con demostrar que para %Y

Como

Si Y ae\a 8’

Obtenemos que

AV ¢P¢ 2 ., Y avo exisie btal que -
VAR

WL S a e G v wad,

\\73\\@ N S ey Tl i)' Tk

R

(Desigualdad de Holder )

= Qv - UL Py s
LX& (Ar W) X \ \ ') AR 1
‘Kv \?\v

(55%)T-3‘.)
2P

v
= WOhew) T WO &N,

e ) wm"’\\, Conen, + \\R‘Q\\Jp
Wy Ty o \

- - -y
= Gewy relaoey
®

< Y00 3
Py 2%/ 0n

WeNe 4 C'\p L WK, 4 \\U?\\;l

El mismo método que en a) muesira que la constante a » c puede ser toma-

da tan pequeiia como se quiera,

A

N
DEFINICION  XlI

LEMA

Una funcién medible V en es uniformemente localmen

Y
fe en \ si S \V(xa \ v AVx ¢ Yoo V¥V e, vmiturio,
[+

Seap=2 si V¥ =3py2 siv= 4ypry sivi5.

o . ~
Entonces cualquier funciénV a valores reales en [R™ =

v .
uniformemente localmente en L satisface que

Wvall, ¢ € WWw g\, Conen,

E puede ser tomada tan pequefia como se quicra, Donde

“.,:"‘A .

DEMOSTRACION:

Sea g tal que \ -} e .Por ¢l lema anterior, dads & 2o
)

A} \
Py

exisic AL tal que

\\«Q\\“ < £ WALYN Y A, el (xxi )




Sea C cualquier cubo unitario en {R-‘ .
v Y v
Pongamos IR e = gc V)| SYx
Sea C' el cubo de lado 3 con el mismo centro que C, Sea QGC? con soporte en c’ y
que es idénticamenteq en C, Usando XXI, y el hecho que W \1¢) = 8 Ho"l T " Ho!
- UV (¥ 1)

WYy

T
oooenqpeny «e VROl A g

£ e CNY Mo, + Wity v 2wy, )

+ Ag wygnt
e BE (WAL ¥ Wty 4 2 Wlew -9y 12
2 %
v oAl W, WY,
\

9 KJ
¢ »t W h ¢ \\1.0 ToRAIRN,

-

+ D4,
(XXI1)

Notar que puesto que \\"l\\‘o ‘ W\ V"\\\m y Wan i, pueden ser escogidas independientc-
mente de C, (XXII) se satisface con constantes € , &, D independientes de C, Para --
«eZ” , sea C, el cubo unitario centrado en @ y C; el correspondiente @ C,

% , enftonces
Vi o

Sea v wit = =€ v

1,C,
(3¢% -4)
£y v, o\ LYAN

)

. ,
EMVIE 2 (se WA o BT UG

—~

o DY e )




i
-
-~
/

4

=

/ »
2N

)
2> (3t I'hY \\‘ch BN IRW,
+ Doy,
S WMVWE 3 (3E WG v RUTRI v )

£\l vig B LAE e, Y D4 ) )

En el ultimo paso hemos utilizado el hecho que
A 1
Wouw, o= Ay R\
A 3
- g 2/ R* 1HCR) B, ave
R
((2ab * lal 11217

v

¢ S g RUIG OO 4 S f{—&"‘\%m\\"

118 R
A\
El siguiente corolario se sigue de los argumentos dados en los dos lemas anteriores.
COROLARIO | Sea V\le \3‘& , es decir \ \ V(%) \zd"xs ™M donde -
c

C es un cubo unitario en TR .
sea K = U (R*, &%)y 2N>~

\'\o: PL..\VX ’
con V(R = Rln

. Entonces, para “§ € D(H,)

a) ¥ es una funcién continua y para cualquier a» o, existe -

b % o, independiente de | , tal que

Wl e a g @ L & by

b) Dado &70o , existe Cg tal que

W8,

c) Sca

ReDN,)

e WH, vy “1. + Coonyll,

2 z d- le C
“lV\/\\ u.z: SLcip SC \ W ixy dVy £ieo e >«

d
. . Y : . «
cs el cubo unitario centrado en ¢ 7t . Entonces

VAW CRR A V : .
AR \rwz) C AW VW
'U d(} \}\I .

donde ¢ es independien
L -




COROIARIO i Sea ?/{ = L (R %) y W una funcién en u con
)

a)s =2 para v=|

b) s = 2. ara J=
) >a P A cp<l Yy 2

C) 5= vie pPAro Y v, 3

!

Entonces, si  \{ = - NTO! .*Sﬂ- "% es un opera-

)

dor acotado,

DEMOSTRACION:

Para =1 se usan los argumentos dados para demostrar el in-
ciso a) del lemaV y después se siguen los argumentos del lema VI, La dnica estimacién

que difiere es la hecha en (XXII),

Para ver esto, sea 3; f 2. , entonces usando la misma -
4

notacién que en el lema anterior y para  Ye¢ ™ (g™ )

1
wily o W

1A

. X
WA ey W) F At

11

2 Z (W2 % o3
z(?% Kfsax_;\»‘qu.:\\*g-é Y 2,9)

bae Rez 28,4 2 )Y

3 PEd Dx-)

Y 1 3 >
R g4
RN i, WeRN 2R \C'\ 5, 1

Y entonces, si Ye 7 (RY)

[ g

o ) o

— 1 1
W e Ty W VN e W,z \\m\’;

1 C

SN TVY \\\1;

[ §

_ L
, 2 Lev W o ¥ BN N Ry gy

1) — v
TR I ,\ AEPR AR
’ 3 a/
G

P




+

»

TRVTA Y 5 L ewg? 4+ Chgent c“i
W g L L ‘{, \& ¥ i:\“l“\‘“ ?‘.(J\?\\’B

I

1 a " y s
W WAL st (cwa’, ¢ e Nwei] +ve Gy g, )

LMWL 3T CANTSN ¢ B AR,

QA‘s

Para 9% 1 se aplican los argumentos dados en el inciso b) -
del lema V y luego se siguen los argumentos dz!| lema VI utilizands estas estimaciones.
Strichartz €A da resultados generales para multiplicadores.,
. -o\ t“Q t € 'R
Més adelante usaremos una férmula explicita para e 9 )

el grupo unitario de W = ~A . Aqul la estableceremos.

Ejemplo I}

Primero tomemos ®€ T con Rc x » O .

_E 2
. Entonces, e e U (R¥) .En consecuencia,
2
- W, d Al B SR -
(e Q) (x) 1= (e §) = oyl S W -y gy 8%y
donde R .
v N “Aed
hy = m‘_,ql g SX grtr vy
(A7 JgRy v -V, =%}y
Usando variable compleja se encuentra que W (x) = {(2«) c 4
/ .
Entonces, R v - v “\%-y\ /44 v (XXI111)
(x) =. ~——— : d
e awl ) oy
AR > W
Como e ¢ 2 3 edo v (‘? ¢ Lz. (Rv> 2ntonces ——
é.' (t-re ) W, $ E) & LW, ¢ el o . Podemos entonces encon

. : VR
trar uno subsucesién que converja puntualmente ap. Ahora supongamos que e\ avt

NEQE A 6,‘) “ [ . -\ t“o ¢
c es la sucesion que converqe punluohnenfc a <

Si ¢ obte—

nemoas qué ( é'\\\; LTS RN

(&7 g)uy = \iw

N -y ey

9 ) ey




%

n-yAw

3
. Nt p e e
(Usando XXIII) = Ve LA Ce-ie,y) S B A L TN &y
,“Q
(Usando convergencia dominada ya que Se¢ L )

3
v) AL
: &’\ﬁ_ \ ;g SV e Giy) &y (XXUIA)
HTwh

Re.

o o % v QR
Si gnicamente fe L (R ) sea I,ﬂ (%) \a funcdn cavaderts bica de R
X Yep al « En consecuencia
K (3
\ ~/ . Lo i R N
(‘;,‘t) ‘ g’X“e‘ YV e Yy dry = e v A
RJ

Definimos ahora una medida sobre un conjunto £&  a valores en los opzradores positivos,
DEFINICION Xl Sea (1l un conjunto con una ¢ - algebra ? y sea
2‘( un espacio de M ilbert, Una medida (POV) sobre
{L  a valores en los operadores positivos se defins co-
mo el mapeo A" ?—w L) tal que
i) A(E) es un operador en (M) positivo ¥V & C ER
i) 'Si LEnY es una coleccion numerable y disjunta de --
conjuntos en % , entonces A ( ijm E.) = *;f NG
= =
donde la serie converge débilmente en J(3¢).
i) A(QL) = 4
Antes de dar un ejemplo de una medida POV necesitaremos dar algunos resultados,
DEFINICION X1l Un operador C€ () es llamado a trazasi  ——==—=
%w CANY : ‘f,\y <y donde Y%nd es una base o~

N=\

togonal para X . A esta familia la denotaremos ==
[Por %,T. v

Las propicdades de esta familia , las enunciamos en el siguicnte lema, la demostracién -

4

a esto puede ser hallado en QL.




4

™M

LEMA VI Sea WW, definidaen 7?’ por \\ AN =

[y

Q\M‘Q,‘,\Q“‘)'

n=i

Entonces

(e .
0) 'S‘ cs Ui GSPGCIO de BOI\OCh con esta norma )' o

WAL s LA,

b) Si A € ?‘ , A es compacto,

A0
c) \\ A\ = Z X, donde A, son los eigenvalores de |A\

ne=t

d) Sea  Cowi (W) = Y ASTOU | Aes cm?z entonces -
‘?\: \C.m\‘r(\]* . Esdecir, el mapso A= Lv(a)
es un jsomorfismo isoméfrico de ?: sobre {Com (W\ 1¥

e) ;fu!\ Es decir, el mapeo B - l®) es un jso~-

ok

morfismo isométrico de o (M)sobre r§‘ °

Ejemplo IV

Tomemos Y - \_IKW\‘,A“X\ yn en *  con Wi = 4

Pongamos AN
My (4) 1= € N (4-%) (XXIV)

. o -9
Para cada ¥ ¢ 7?\ , definimos Tix,y) = (w) Spj LM C ’ktxﬂ(‘\ A"
Puesto que T esun operador de W ilbert-Schmidt, f es un operodor integral, De aqut
es posible ver que ‘f(xj\)) es de hecho una funcién continua,
Si I esun operador positivo, fx,9) v 0
2
Definimos la medida POV sobre SL= W de la siguiente forma: Para cada conjunto de

y BV
Borel E & ) sca GE. el mapeo dado por:

G 1 :: gﬁ Fouy) du sty e F,

[ > r\, H )] —
Para ver que G es una funcional continua sobre . recordemos que cualesquicer

10 |
operador compacto C puede cscribirse como C K) = A, U/“'-) $n
N2

donde  { ¥, %\ k son veclores orfonormales y ademds 4 son los cigenvalores
} LAY



delClL

Entonces, usando b) del lema anterior
G fl= | § gy o, 7y \
=

‘__ ) 011\

P \E\ N Ty )\ \ Cnegy @ay |4

vxy,\)
Y \
““ » ‘ NY P L l,

£ 3. )’v\ \& \Kv“‘)'\\t\j)\ k.:-é.\i 1 L \S \L * \
- . av - '\ (Pn\\ é:i:’

Por otro lado, ! w u\\)b Qe Y Lu\;"

.‘_— i .| -7 -~
v’ (‘\m o) = *}E * e“S < m'\“%-ﬂ Vo) 87

Por el teorema de Plancherel:

Y % . y . v,
(=) &W WUy )" dedy = {\Rf * ; &y \(-‘.;o"ﬂmf’“m—ﬂ Yatay |’

_ - = 2
= g a«xg ' VA (=) \ ¥atgy \T=
R W
Yaaue Wmn,= W, g, =4
Ast, usando c) del lema VI,
\Getle 2 2a=W9, (XXV)
G\E es una funcional continua para cada R
Aplicands e) del mismo lema, sabemos que existe un Gnico operador A(E) € L(U) tal -
que V fe ‘%:‘ . G\E“S = %, [ Aey) « Ahora veamos que el mapeo A ) induci
do por Qg es una medida POV sobre St= R, Como G\%”gv, o si § » o, entonces,
tomando ‘fql‘”- (9,) phtenemos que
o G = be L3 AEY] =0, AeY W)

Ast A(E) % 0 y se cumple (V) de la definicién de una medida (POV), Para probar (iV)

' Ao
fomemos ‘f\‘, = (W, -yw y sca % Ea k una coleccién disjunta de conjuntos, entonces,
it




(4, AT En) @)

fi

teUg, ALY )]

1"

S{-’we \g(ﬁ.\,) 4"« *v7

nee

-

io S Fix,g) Sty
Ny

£

1

"

"

o [3e (Aace
=y
& o0

(Y, ALEY W)

400 b ‘w

Finalmente, sea C= Z A, (Wa, .y 4w en cEf\
n:

Por otro lado,

« Un célculo muestra que tv € = ‘%\R“K‘?np“)

Yoo
an = 47 W Z
G C S\R“ (2. 2a e Uy 1803 )
‘oo
= S d “‘”7 K\\)\Mv\w‘)k‘\l )¢“\
"R ;

‘oo

= 7 ra vl o)) =% C .
Donde hemos usado que” ™

e
S\'\\l“ d¥x dvy (Rn» V\X:,)("‘i‘j'g "Vn) = L\?“) \*':\3

Esto es cierto ya que

d v \Q = ‘Q\\
S' QA I3 d y \k ‘V\ 3\\ “

Y por la identidad de polarizacién se obtiene (XXV1). En consecuencia,

G € v b Tedl | o ARy = 4

Més adelante nos referiremos a esta madida POV dadda por V\“i mediante el stmbolo

=
Supongamos que £ = RXB donde

(XXVII)

AV
Be{R"™ , entonces tomando

\57\\,7' (\\‘\' 3 W
(‘*,, ALRY x B Y)e ke 0f, AL‘R\,"B))

ol K.«-\"I‘ (\\,)k Aq\ \ k“\) ks
i } ) V\ 15 \) \
R




A v PR YA *
- (1\\3 g Y \L*,»'\x\,\\

Ax)
4/ T n‘\ﬁe . ™
AN AT ENPE R
Wwa " e

&“‘V\ S \Vie) v'\‘w-w\‘ = ¥, FIBH + M W) (xaw)
B W

Anélogamente, vemos que si E. = B X R’
(Y, Ale™ W) = (¥, ABXR*)Y)

=\ _ . 2
S ety | ()" 7 Ry Ve da )
‘KQ

1t

)

S
= &3"“\ ¥q | A Lg-m VY ywen o= (9, SRR ‘fl"i’)
% ~3

R
A(E') es el operador de multiplicacién por la funcién
. 2
(Fe8, 2V« M\" ) () = S &z | -3\ (XXiX)
3
LEMA  Vill | Sea K& X ’ Kcompccto,ruuna vecindad de K, ==

Re W, § &(-Q“UQF real con ng YRY) # 0 VvV Rre X,
Sea wzo y Ye(K) , entonces

- -9
\E\z\qx‘“ éw*(‘)\{»'(\\) \5_. Q’Q (1w “\\)“U‘”

La constante CQ depende de K pero puede ser tomada
\

uniforme en fsi |94\ 2a o YkeK y W\ ¢ YA
Q*\lK|w

para a y M fijos donde \\’,\\‘ = 5 S0 VO

Q\-\,K,oo 234\t QY WeX

DEMOSTRACIONN:

Para cada ReW , existe (s V40 tal que (3‘ g >(\q $0 4 Y
a0

una vecindad de R en la cual 2 % no se anula. Por compacidad, Y se puede -
3\".‘
cubrir con un ntmero finito S de tales vecindades. Supongamos que W, ese, Vs cubren ~
7 Al 14

-
. . ad N PR A
a K. Sca S{O‘,K un conjunto de funciones tales que cada © S y Doyy O, ‘
=\




con % O (vy={ Vv \jl(- X, Entonces, W = "i_ W

5

Estimamos cada término sepomdamentc ,

Supongamos que  °f So en U, . Intcgrando por partes
R

S v c__‘w L ow)y WYw) ~(w) = S Av R \\ } ‘\)L\L\O (M‘\\ B

R .
R . 2 e:u)-gl\a.\
oR,
- g AQR\ ) \wkiwe) 3 3 ‘\\\‘Lh)~‘u\-g
\R )h\
S . Q ‘ w&k\\\ ‘s -\ Q
= g ‘&wé \ 'S'w‘) g \ve]
. ? -\ 0 ) . e
La funcién \ ;R-, ( 3_33‘.) 1\\)“‘) 6, () tiene una suma de términos
conteniendo derivadas de ©y hasta orden  , por derivadas de \e (R ) también « 4omés
de orden U 'y por factores de da forma @ (§) C Wﬁ} donde Q 25 un polinomio de
derivados de orden « para A¢) ) € Uy Entonces, |
o whony e
\S ke Wiwy \= 5 'y e l‘mx\m—q (Z o) 1
N <
R K
¢z L \& Vi @@t \1 2 \' e%
S R VY 3 We au-} M
< ‘v Ve
{ xxx)
—0 )
¢ 0 o < LW
¢ Uy w WL e G Lanw) W
Para mostrar que CQ pucde ser tomada uniformamente para las f tales que \\g W

Uy K e

, hotemos que es suficiente con que poda-

:\‘J\ \' \V\ (k,

. . J N
mos cscoger un recubrimiento (1\)‘\ que nos sirva para todas las f en el conjunto. Pora ver

esto, pucsto que \'C]& \'7, o, existe para cuda R e K ww VEVE N fal que




Ch -
\ Sus \ % av ® « Sea %y o0 suficientemente pequefia de tal
-y 3
manera que av?l-ofM atlav)® , entonces, "V h& K
con | Re-R)V< § ., obtenemos

\ %i ‘R)\ 2/ \gajw\ U!.\‘ - \ ?a-%a.‘\‘l\ - ;a%.(.“\\ % \ ?ﬁ.‘(h)\» ‘L\Z\s)../‘

En consecuencia, podemos hallar un recubrimiento de K ‘ &Uv)\ en el que cada
f y en cada Oy existe una derivada parcial 35 tal que '\ Ch) \ s Oy
3w, owr, ' 7
X AR

Y de aqul se deduce como antes.

DEFINCION XIV Y compacto B R y todo Yo se denota
“'-‘-5:%{)’,.\/&5.( v

d(x, @)= e ¥y
yeild

DEFINICION XV Sea W =z P11 9) como en la definiciénX, con Y®)
una funcién real, denotamos por S al siguiente conjunto
9
S= Y reR \ P(rY noes en ninguna vecindad de

R & Cop) tm=o 1}

LEMA XIX Seca W, = PEv) y S comoen la definicién XV y K CiR™

A [}
un compacte disjunto de S. Sea  We W= K (RY) con vopgi cC K W) .

B= \l_\’ \ e xiule Re K Cewny VP(\‘\ -V K




ARy
Entonces, V x¢ (L e’ X y satisface la

mayorizacién

\(é.\k“o\?>k\\ \ ¢ C\ k«\‘ d(l)tB\S-o \\Q \k

(’CD

(‘l depende de K, pero es unifrome enx, ty ¥ si (%) p) 2

7o

DEMOSTRACION: B es compacto y no contiene al origen porque K es disjunto de S, Como
b\ Ve (e S RPLRY
gy = ()L ST e
R\’
podemos aplicar el lema anteror,
Tomamos w = dix,c®)

’51(\’\\ s = Rex =% P (=)
dix,LR)

LVng (k) = dletd) (x- £\ Phw)

Entonces \ v {x\ > A V ke Koy xg £ .

-\ \
Para o, ¢ 5Ll = el 0 ERY WP W
K

)

~\
= 3, 1) 1P O oo

o : : ? C
Aplicando el lema anterior dircctamente si 3 {t BY2are, L

es uniforme enx, ty €




Supongarnos que B es un compacto disjunto del origen y que x, t son tales que
Aﬁ\x 1) 2 a . Es facil ver que entonces

Qi) ¢ ded) ¢ G, (ixitien) ( xxat)

Esto lo usaremos en el siguiente lema,

LEMAXX  Sea K un compacto disjunto de S. Sea 9 una vecindad abicrta de
A
B= S‘(V?) (ry) | RoE Kz\ Entonces, Y & & ” CK) existe una
constante C que depende de K, J y n tal que

v
e

-n
¢ Yo | e Qo UAt x|+ k)

x\\ (A + \x-x \") Q\,

Y LIN Y ¥ N,1t con &X'x")/t ¢ .

CEMOITRACIT v ¢ Primero notemos que solo hay que demostrarlo cuando Y, = © ’

ya que si

. -1
\ (é“w°<\>\ ) | e € Ak warie ) N CArua® Y AL

N
¥ beon sopp &= X , entonces tomando

b* T 1 G S SUAN

<

A
5oa;,p (\)7\3—; 55)?\) 6\' c

=2
. - G
V@ a, Yy e Uy Uy g Gy sy L
= C (A vy gy \&\g“ W LA exon o \y

SN M
Pontendo N = A K, y usando ¢l hecho que < consinla €on




translaciones, sc obtine que
: x

N AN\,
e 8., ) eeny V= LCET gy 00y )

£ UL fxexay i) W e Y

Basta entonces demostrarlo para Xo= 0 .

Ahora bien, usando(XXX) y (XXXI) obtenemos que si x’t¢ 0}

-\,
e

\ ( &) vy | = \\ Gy é“wm\é“""& wydvw |
"4

i~

G )" 2 P\
pwar ) = \D o\ T g
\l\En W

( Desigualdad de Schwar)

' /
c Kl\&\x\’f\t\\’“ 5 KSKAQR) (S\\:“:\)\ X'\zy

ILSERN

LEY

- — &
PN AN TR LR RS AR SRS \ WL SN A\
\d\¢n

£C Chnmt ey ™ WU sty @0

W .
LEMA XXI  Para cualquier e PQL\ W) o, = EQ"_; o cvando T > Y@

La demostracién puede ser hallada en 21, Lw)

DEFINICION XVI Un grupo unitario fuertemznte continuo a un parémetro se da-

fine como el imapeo -, R —» L (K)

que cumple con las siguicnies propiedades




LEMA XXl

DEMOSTRACION:

Ver

a) continuidad fuerte:

S9-\iww (Uuw”UcBZO‘
Y- 0

v telr

b) unitariedad:

-\

c) propiedad del grupo:

\5*‘05 ey \55\)‘\ - U

(23N

4, 6e (R y

Vo= & (identidad).
(Feorema de Stans ) Sea i Ut 1 como en la de-
finicién XV, entonces existe un Gnico operador auto~
adjunto (llamade el generador infinitesimal de U, ) -Al

tal que DAY = X% \s-liw -Y\\xt-{\)& existe cuan
-? G
do ¥re}y AL . siue 2T 'L0-4)S
¥-%0
Mé; adn Ue “ DAY - D (pay Para cada ke

kA
<

\

-

Y ademds U-t -

L







CAPITULO 1

SUBORDINACION Y COMPACIDAD

En este capltulo damos algunos resultados generales [} a dos
espacios de Wilbert, los cuales utilizaremos una y otra vez a lo largo de los siguientes-
capttulos,

Unicamente en esta seccién, Ho y H son dos operadores auto~
adjuntos en los espacios de l{ilberf ﬂe y 'L? respectivamente, Posteriormente siempre -~
consideraremos que W, = 9{ = IURY

I denotard un intervalo acotado de IR , y si T = \a, bl dire-
mos que | tiende al infinito (T =% 4ew) si 0 «»eon y b= ijw .

Finalmente, J denotard un operador aucotado da ')(o en .

Con esto podemas empezar propiamante nuesiro trabajo, dando un lema,




LEMA 1.1, Sean Ho, H y J como arriba, entonces las condiciones

- siguientes son equivalentes:

a) Existen dos funciones localmente acotadas fo y f
definidas sobre R , tales que \fo\, \f\> 1 -
| f(x) \~> yeo cuando | X \ =yio0 Y tales que el

’

operador de X, en 48
S0 T 5wy

sea acotado,

(1.1.)

b) Para todo intervalo |, existe una funmén fy localmen-
te acotada definida en W tal que ‘ % 1, \-n.o
cuando | x\~te y el operador de Y, en

S8 I (D) (%.2)

es acotado.

c) ¥ intervalo acotado 7} _,

WPCI)Y T Patio) W (1.3)
cuando Yew» Yoo
DEMOSTRACION
Ay =5
Puesto que  § (W) \2,\1\ = Ql R ORE \ko)—‘l * 5w Puld )i
; El primer factor del segundo miembro es un operador acotodo -

por la hipétesis (a), mientras que el segundo también si | es un infervalo acotado puscsto=

que f_ es localmznte acotada, Podemos tomar f- = f (independientemznte de | ),

by = <) ¥ par de intervalos acotados Y., 1
P I PTe) = LPAD S, (07 1w § $10wy3 Puo)}
El primer factor tiende a cero si | -» zo» , mientras que el se=
gundo es un operador acotado que no depende de |,
C) =) q) Supongamos que lo demostramos para el caso en que H % o,

— A2 N
H 30 . Entonces sise cumple (1.3) para H, y H ysi T, W entonces Py (La)= Plred e )
donde Pg  denota la proycccién espectral asociada a | H,\ . Dz aqut se obticne que -
\Ho( y ]l'h‘cumplon (1.3) y por lo tunto existen funciones f’ , f",) que safisfacen (1,1)

Tomando F=f(:) = 7 ywy obtenemos el resultadlo pava H o,
1 O y




Consideremos H_ , Iy denotemos por F 35,x 7‘ la funcién-

caracterfstica de S evaluada en el punto x. Escogeremas funciones de la forma:

{-eo
So(x) = QAn Fs_ Lniwey, \L-k

n=- o
*. .
§(xy = > ba FL Cxadan),x)
n=e Yo Yeo
Donde las sucesiones iu\“{"‘; Wk Y Ml sonsucesiones crecientes de --
"o nizo h:e
ndmeros positivos que tienden al infinito cuando n —r4w y a - b =1, Aol Bay bw,
X, serén escogidas convenientemente,
Por c4lculo espectral, '
o
Y = T b, P A 0Y)
n=o
-\ tw -
%o(“hs = 0*5\ POL(.S,S'\\§‘
Scto
Ademés,
-\ n -\ \.—--‘b -\ CS,S%
(.Y = T ay Pllsisn))+ 2 as B lemse)
S o H7,N
Poniendo ‘
“- _ . -\
A“ - Z Qa‘ Po L[s\sx\)) /\“ Lz %ok\\o) — Aw
S<o
» -1 e e 2 ~d 2
“ A“ o= 3“ 4\ PO& Lo,24)) A W s?:n\\\—)o Ub‘w\)‘(’\\ L\ \'i.z
Ya que 3§ Q\g es una sucesién creciente, De este modo, obtenemos también que --

\lA'“‘f\\lf 0;1 \\&N\z’ » En consecuencia y
AAaN=4 -  UALL= a))

Ly 5 ) W = W) T AL + 4w TAY, |\

Ao
¢ W3y, PO wany )3 Vo (Toyn)) pa |

n= v

it A
W2 R, M) TAW N

£ 7 S . .
b 5 e Uaetes) T8, Clop) Waay wiyd

/




Entonces SH\)S'SOK\\,)\'\ serd acotada si csta serie converge, Por (1.3) podemos esco=-
ger §2.} una sucesién creciente tal que \ Plia,,te)) 3 90\[0‘ w) \l ¢ y B
Para tal sucesién leﬁ& Y, por ejemplo, para o= 1"y b = v\ la serie converge y

\f{ , \gl > 1,] fo(x)L) to  ,VH(x)) 5 1 cuando | X| -5t o Esto prueba el lema 4
DEFINICION 1,1 . Sean H,, H operadores autoadjuntos en los espacjos

de Hilbert 94 y #® respectivamente, J es un ope=
rador acotado de Y, en I . Sedice que H es J-subor--
dinado a Ho si cualesquiera de las tres condiciones ==
del lema 1,1 es satisfecha, Si J= 1, simplemente dire
mos que H es subordinado a Ho, Si H es subordinado a
Ho y Ho esaibordinado a H diremos que Ho y H son ==
mutuamente subordinados, Finalmente, si H es J-sy-==
bordinado a Ho y Ho es J* subordinado a H, diremos =
que H y Ho son mutuamente subordinados con J.

Ahora damos unos ejemplos de operadores Ho, H que cumplen -
alguna 6 algunas de las condiciones del lema |,1
Ejemplo 1,1

Sean Ho y H operadores semiacotados, es decir HS-<, 3% -¢
Supongamos que Q (H) € Q {Ho) , Entonces como D ( (4 ve)'® ) = @(H) c &) W)

—

= ’D(( W, *C)"")- Yomando f(x) = fb(x N = (xy(.;'\)\’z' obtenemos que §_(W,) £ \0'\
es acofado,
Esto Gltimo es debido a que como 56(\\0‘ es cerrado ====w=w
Ran fy(l”—‘= D (4 ! > = 'T_)(( \.\K‘)"’ >CQ(\\Q \’SQ\S‘ «; acotado, Por consiguicntc—30(.\10)‘,(\\)"
es un operador definido en todo el espacio de I\ilbclrf )( cuya gréfica es cerraday, por-

lo tanto acotado, Entonces Ho estd subordinado a H por (1.1) . 4




Ejemplo 1.2
CQ U[(qu Ndonde |o unién se toma sobre todos | s -
intervalos acotados, SuponJomos que HY, - C yqueademds ( H:= Wiy ), H estd-
definido como forma cuadrética sobre ODOVQDD . Donde V es una forma cuadrética sobre
ODo X @o y donde P (1) V {1) define un operador acotado para todo intervalo acota~

v
ol . Tomando SN =(X£C +A) t , vemos que

Siom Py ¢\ =) Pl) J 5 W R )

(D@, 41 (W R @) \
CRCTY Y, (Make) RlDIR) S ‘
£ DY, v Py ) © WS WtORm 0 ) ey

De lo cual vemos que f.L\’c\\) Po(l\ es acotado en norma y se cumple (1.2), Entonces H
estd subordinado a Ho,
Ejemplo 1.3

Ahora damos un caso que cumple las condiciones de los dos ==
ejemplos anteriores, Sea H = P(-¥), con P(R\=-P_(—;) y continua en \’R‘ « Supongamos =~
ademés que P(R) < t® cuando |&\—t®, Ho es un operador definido sobre Y = Ny R*)

Sea V = F (*'\V)*WF (-\9), donde F es continua y
es el operador de multiplicacién por la funcién positiva M . Y W= VWA ¢/, con --
\N\eL', W, € (@ . Dafinamos la forma cuadrética H® = H;MI sobre QUWNN QN )=Cuy)
Obviamente - \‘\\CQN.}.MGS adn, como P(K) >0 cuando \w\-s4e con P (k )continua
se deduce que P(R)3-¢ , para algdnc e y \ re \’P\\: Entonces, H es semiacolada ya -
que V20 . Consecuentemente, Ho es subordinado a H

Para ver que el dominio de forma de V conticne a Ruwth(1) e

suficiente con ver que VULV Y YLD define un operador acotado, Si B we M,



( K&

(PotLY ¢, V RCIIV) = (AT R, 'f(—“iiﬂ* W FE-39) W)

L P PUTye, F-0) RGYY)

11

g&;(wwwz\m\ HEE N AV RATA RS {EE 1T AN T}
“—{\)

Por otro lado, sea K = XRC—_\R"\?U&)G—.\{ , enfonces

[F(—RV\ PoIV g l(xy = (_L>“l;_S éx.k

¥ 4

FIR) §(w) 'y

Por la desigualdad de Schwarz

CFEUI R e Two | G wiytk) LR\ F® \1\ LY\
donde Sy s la medida de Lebesgue de K. K es acotado , ya que P(y) 5 o

cuando |R\-7tewo o

Obtenemos que

CCRaemy g, ey Ve (6 pwaan) oy iy vy

"

x VRN Wy 4 “WZ“CO I F(—'\V\\)o('ﬁ)\'{\\ \\ FQ—'\VS ) PN

1(1“) | Xy F\ Wil & Wzl m QO Ry Tl \zl

LG

Como F es continua s:&p\« \ F(r) \<tae Por lo cual R (LY v P(n es un operador acotado
para cada | JAst H y Ho son mutuamente subordinados,
Ejemplo 1.4
Sea SL una regién compacta de ﬁRv y fomemos J una funcién-
a valores reales con ( 1-J ) en QTKR“) y J:D en una vecindad de  SL ,
Tomemos ‘N, = \%(R‘) , ’}(-:C(g&"\ Q) y sean W - A e W,

y H una extensién autoadjunta de ~A restringido a C(: (\R\)\S?.\)' Obviamente J es un-

operador acotado de ')(o cn I)f .




Sea A= ”A‘;C‘:L\'\‘:\Q\ entonces AC;\ c-‘-\\c./\"\ y
DAY = § we PR ) L -av e @RI}

donde - f\\¥ se entiende en sentido de distribuciones,
Sea | un intervalo acotado y supongamos que Y& R, T (1)
Entonces ¥ es una funcién en Cl(R\g). Usando el mismo argumento del ejemplo |

en el capltulo 0, se demuestre que para tal ‘Y
o> IV -~ en R
A%, - (A) IV en N
donde Y, %= WH)IWy W es la misma funcién en (XVI), Puesto que 9 eCo ()
esto implica que TYe XA) DY , En consecuencia, (& £ 4) IP1) es acotado 5
Ast H es J subordinado a Ho., Més adn, si D Me)entonces
Witz ()Y 5 v en o
AW —> — AV en Mo
donde T = [ow) «Porlotanto I Wa3¥ en R
~A (T¥.) — - A (TY) en 7’(}-
Como antes, se obtiene que (W43141) 5.(\\&'\@‘\ es acotado,
Por otra parte
Maig) 3 =T Qi) = - ()
- - (mm"U—m\wmﬁ\" ¥

- G
1 (M1 g) T Qe i) - J'j

1091) (7 Wait) ]
Usando el lema 1,4 y la proposicién 1.1 se deduce que H y H,
son mutuamente subordinados con J,
Ahora procederemos a demostrar un lema que utilizaremos a lo

largo de todo esie trabajo,




oI

LEMA 1,2 Sea A un ope:ado: compacto de N, en X y supon* |
gamos ¢uc $B ”ﬁ es una sucesién de operadores de
% en W tal es que -\ B.=o cnfonces ===
N-% Yoo
Wi \lB A\\ -0
DEMOSTRACION: A IR

Supongamos que la afirmacién es falsa, Tomemos e»o y sea ==
S=¢ B.Al UBnAl> € ‘{ . Entonces, si S contiene un ndmero infinifo de elementos
(los cuales seguimos denotando por \ B“ ;\\1 ) hacemos lo siguiente:

Como | B, A= \?;\}) N Ba AL , para cada ael , podemos ha--
=\

lar @ e, talque WQu=4Y UBGALW ™ Y/ WBaAY H - Por -

otro lado, como A es compacto, existe una subsucesién ‘1‘52“ 1\,03 tal que Akq“ > Ne 90
w W

Rz
Entonces

e MBa A\ . \\B“R\\&m VAR, -l 2 W8, vy
e \ove 1Ball ] 1AQanll+ 13un

ne W
Por el principio de acotamiento uniforme sup I\ B \l“bmlentros que B >S5 o ¢t Por

henl ALY

las hipétesis.
Ast obtenemos una contradiccién y en consecuencia para cada
£>0 , solo existe un ndmero finito de términos para los cuales || (D, Al > & JEsto ==
nos dice que liw \\B, Al =
V- boo

Cuando [)(;f ‘J(, este lema tiene una reformulacién importan-

te para lo que seguiré en los siguientes capltulos,

COROLARIO Sean A, y XBV\% operadores sobre un cspacto de -~
Wilbert M, tales que A es compacto y 6 con-
verge fucrt'cmcnic a B” , Entonces §{A®m, 4 con--

verge en norma de opercdorcs a AB ,
Mediante este lema, vercmos ahora que la subordinacion er==

tre dos operadores estd fuertemante relacionada con ciertos propiedades de compdcidad,




PROPOSICION 1.1 Sean ﬂ,, y ')( y J como antes, las condiciones si-

guicntes son equivalentes.,

(1) Para algin E,€ G\ \R, Q es compacto,
(A2 T-3 (Hg-2a\
(2) Para algin 2,eC\RY ¥ intervalo acotado 1,
(@) Lem-ay' g ine-ay' 1 » Pg(l) es compacto,

(b) PLIV G tW-2,Y T-3 \He14) 3 es compacto,

(3) () W y\, son mutuamente subordinados con J
b) Paraalgon 2,.e OAR y para todo intervalo acota-

dol, Puxvim-2)'3 -3 ta,-2)™" TPL3) €5 com
pacto,

DEMOSTRACION:

Obviamente \ =y 2

Es suficiente con demostrar que 2 =% 1y que 2 (a) es equi-
valente a que N es J subordinado ama \, y 3(B), ya que simplemente intercambiando~
los papeles de W por W\, yJ por J* se deduce que 2 (h) es equivalente a que W, es
J” subordinado a W y 3 (c), lo cual significa que 2 es equivalente a 3 y por tanto queda
ré demostrada la proposicién,
A Pongamos RI(Z )= (k23" ; K2) =(u°—2)'.‘ par de interva--

los acotados |, , Il

R -THetz) = P (1) (R2)3-3Ral) ) + PCIT) (R®VT - IRt P, (1)
y DL LR@T-I Relad ) P (I3)

Los dos primeros términos del segundo miembro son compactos

por las hi’péfcsisz. Entonces,

URGYT- TRARY- L RCT ) ( R@Y T-T Rl 2)) - PI) R ()75 Ruad) ?ou;?;n

—
-

WRCTE YO R@EY T -7 Rotz)) P, (LY

PN RO LN r WRe Gy faSy g ) g

N

Cormo W pex - { entonces
CU Oy WG ¢ © SRR,
PCOEY) Reey \ e 16 o7
e cuando T -5
WeCL, ) Weeh \ —» o LT

LY

(1.4)




Del mismo modo para Rete) R11) o Ast, R(z)I-JIRd?) es el ITmite en norma de o~-
peradores compactos, En consecuencia compacto‘.
L) =5 Hoes J subordinado a Ho y 3(b)
De 2 (a) obtenemos trivialmente 3 (b), Para probar que H es =
J subordinado a Ho, uno sabe que P (1) tiende fuertemente a cero cuando 1 ve
y que el operador C= (REF-IRWD) Pl1a) (K@) BL) = Riod - TR e D TulT0)
es compacto, por 2 (a). .
Aplicando el lema 1,2 :
WP (ISYCW\=> v Li-r iw (1.5)
Por consiguiente,
NPCESNT Polled W= WPLIE) RIS (e RlTL) - PCTE Y
£ NP0 R 1 WINPT | 4w §) ¢ o
Cuando '_\-_rnw por (1.4) y (1,5). De este modo, vemos que se cumple la condicién=
(1.3)
H es J subordinado a Ho y 3(b) => (2a):
Para toda pareja de intervalos I, , 1p
WIR@Y S -3 Ruw)) TotT,) - PC1) CR@I-3RUD)) PlIH N
= W PIDR@® T Ptfe) =4PGSY T PalTo) Y Rel®)N
£\ PETY Rz | UT PelTE WRES YT PolTe) N AR
El primer término tiende a cero, cuando  \. "7 4 por (1.4) , mientras que el segundo
tiende a ‘cero por (1.3),

3(b) nos dice entonces que ( R(z)3- SQ(,(Z)) YG.) es el —-

ltr‘nil'c en norma de operadores compacios, y esio prucha 2 (a) y la proposicién, A




Nota 1

Con respecto a esta proposicién, observemos que las condicio-
nes siguientes son equivalentes:

a) N intervalo acotado |, P (1) M =s compacto,

b) N feC R, § (WM es compacto

c) Para algén «~v%0  y algdn ze O\ N ~2Yd W\ es --

compacto,

d) Para algon f€ C (K) con f" localmente acotada, =~-=

{(4) M es compacto,

En efecto, ya que claramente  ®)=) <) =? 4) .

Por otro lado, si f € C % WR) y f-\ es localmente acotadq
entonces, para todo intervalo acotado L, PQIM = Slf;\(\r\\ ?(&)73§< WM consecuen
temente, P(I)M es compacto ya que f-‘(m P(I) es acotado. Por lo tanto  d) =) «)

_Finalmente, como toda funcién f en Cw(\@ es el Itmite uni-

forme de funciones del tipo Fuy) = %_ Gy FS( 1. ')l% , donde cada . es acota-
" FK J
o

do, por célculo espectral sabemos que \\ %‘_ “',,‘,\9(132 - L) | =vo nvie
Entonces, §¢ Wy M es compacto \j{e Cw(\R\ si (a) se cumple,

En la proposicién 1.1 , pudimos entonces reemplazar las con-
diciones 2(a) y/o 2(b) por cualesquiera de las condiciones (b), (c) 6 (d).

Nota 2
En esta misma proposicién pusimos en la condicién (a) " paro-

algon 2e C°\R, Rz)J -J Rot2) es compacto”, ﬂ’:w g RI-)R4z) es compacto,

(R =3 Ro@)) 7 Rz T 4 (z-2) RED TRetz!) = IR6(2H)
- ('i"i\ R(?—' )3 ‘zo&?“\ !

R T A ver-2) ey T Wive-2) Re")

r 3 Re L'l\)



S RO T L aler ] R

~LCH-2Y) 4 (av-ey ] R 3 R
= OR@I I WNL-2) Ral2Y - (1-2)R(@ Y T RU2')

> (- RED L REY T (n-2) Ruery - Ry2')]

1

w-2) Rz L ReyT - IR (2)] (Ko 2)Rel2Y)

(] .6)
Entonces, R2')7 -3 Ri*)es compacto, ya que (4-2')R2)  es acotado si ==
2,7'c (AR Se obiiene entonces que R(2) 3 - J Rale) es compacto ==

Mo Re €C\R .

Antes de poder aplicar la proposicién 1.1, daremos un lema ==
que nos caracteriza el espectro esencial de un operador autoadjunto A sobre w® , en ba
se a las funciones de ( (R).

[ > ~]
LEMA 1.3 Sea A un operador autoadjunto sobre 9( . Entonces la
parte del espectro de A en (a,b) es puramente discreta

sty solo st f (A) es compacto para cada funcién conti-
nua f con sopf € (a,b).

DEMOSTRACION

Supongamos que Suepp —Sc(q ,\,)Enfonces si f es continua, cxis=
ten < ,d€ R tales que a<c tdchy 5"\’{’5': 1cd) . Si A tiene espectro puramente
discreto en ( a,b) , entonces existen solamente un ndmero finito de puntos A, see, An
€ (A [¢6,dd  puesto que ningdn punto en el es un punto ITmite de G(A) , ya que
estamos suponicndo que A tiene espectro puramente puntual en (a,b). Més adn, cl rango
de cada proyeccién espectral P( 44) es de dimensién finita. Y por lo tanto
S(A\ a ;T ?(x-.\t"(».\ cs un operador de rango finito y en consecuencia también compacto,
! Inversamente, - supongamos que cada f(A) con sopfc (u)p)  csd

compacto, Tomemos [G41¢ (i) y f una funcién positiva y continua con ¢ § e § -,




si ctxed y 50'\)??6 (v, Entor;ces, si P(1c,a1) es la proycccién espectral del opera
dor A, tenemos que PU?C,‘H\S(A) “ _.P(tt,J‘J.) « Entonces P (C¢,d1 ) es una -
proyeccién ortogonal compacta. De aqul'se sigue que Ran P ( [ ¢, 473 ) es de dimen--
sién finita, Como Ran P ( K,) 2 Ran P( Kx) si K, K&. « Entonces, para cada A€ (¢\d)
y E€osuficientemente pequefia tenemos que Raw P (T c,d1 ) 2 RunPlxe,m). Por
consiguiente  diwm Raw P (x-t,xte) ¢ Yoo

Lo cual nos dice que cualquier je(c¢,d) pertencce a la resolvente de A 6 al espectro -

discreto de A, Esto prueba el lema,

NOTA 3

Lo que nos dice este lema es que el espectro esencial de un ==
operador autoadjunto A es el complemento del abierto més grande O<R tal que f(A) sea
compacto Y f(: CQ}YR) con soporte contenido en U

LEMA 1.4 Sea f una funcién en LL( R*Y N 1®(R”) y RUR)

una funcién positiva que tiende al infinito cuando ===
IRl => teo , entonces el operador de V> OR™) = K
en YW , definido por

[flawm 4o = foofacn s 147§ 1o (1.7)

es compacto, Donde N y V denotan trans--
formada de Fournier y su inversa de la funcién entre -
los paréntesis.

DEMOSTRACION: S
Sea By la bola en YR de radio R, Entonces ¢l operador ~-

{ Ciwy o Y FS&Bn\Rz es de \lilbert Schmidt. Para ver esto, hacemos el siguicnte

clculo: ST Ye 20
- A
! § KQW\H(L\\F L Bar ) @ \ (&)
~ -t _ A
= {§ * e ) TR ) I

.-‘ vy
- { Gy F 1B R UQUeY ) &R
iR’




k

-
Lntonces el operador S( QURIF LY F4R, .\’2\ es unitariamente equivalente al operador -

Inicgrol \*) - S _’&,\ (k- F§ B“|“‘z (Q(R‘) *“4)4 \.\)U{\)‘)y R Cuyo ==

R\\
kernel es {\ R-r') F R R ‘{(QK“\ *'\i).‘

A . -\ 2
y como W eeny FERe e VR GR )AL

.
a 2
L S RER [fr-ey | IF R, w Y
R’

= \\&\\" \ f“qﬁ.ma’x\\z < e

_‘ -
De esta forma se obtiene que I (&lw) 0y F$Ba ,\11 es de Hilbert Scn--
midt y por lo tanto compacto,

Entonces V QY , usando el teorema de Plancherel,
. -\ o\ =
\\&& (@) 1id) - € (@ + W) ¥ ’an.?)\E‘P\I

. C =\
=0 Camwnid) FORL R Y £ gl WQumiit) Ba vk 1)

- “f“m l\(@“"w‘ﬂ)-‘ Fodu. \l)g :(’ | < WS\, 5"?( \ QQ(MM\.\ R\
' Cove RS
Q)&\ cs el conmn \J\emc»\'\'o en \‘?\‘ de P.)n.

< i
donde B cs el com|'>|r_:mc:nio de Bn, Consccuenl'(:rnen!c, -




\\s(QWH"“)-' - § s VY FIR RV e goe
Jut)

ya que QR) -? Yoo cuando |RF>teo , Entonces existe una sucesién de opera=

dores compactos que convergen en norma, Se desprende que el operador definido en —-

A

(1.7) es compacto,

NOTA 4

'

P (1) R (WI-T1H) Re2) £ (3)

Puesto que

P) \2(2-\{&\\-;,\ 7 - S(\\°-2\1 Ro@) Po(N) = - P1) [R@® T -0 R3] Poll )

Y como  (y, -2) P(1) (e ?) P (1) son acotados, obtenemos que

(W-2) PLIY LPeay Rea) Lew-2) 7 - T(Me 2)]) Rotz) T(3) (Me-2) Potl) =
= P(T) CMI-TWed FulT)

Vemos entonces que la condicién 3(c) de la proposicién 1.1 es equivalente a la condi--
cién " 3(3) PO [ uT-3 Ho AR o5 compacto Y intervalo acotado | ",
Generalmente, es facil verificar esta condicién, si se pone la forma cuadrética W3- Yo
como una suma de términos de la forma A¥ B, donde A y B son dos operadores tales que -

¥ intervalo I, AP(1) es acotado y BP(l) compacto. Veamos esto en el siguiente ejem
plo,

Ejempplo 1.4

Consideremos Ho y H como en el ejemplo 1,3, Pero suponga-
mos ahora que V. = (Y W w FCI9) con W20, W0, We), W e® y ademds -

W2 ©s una funcién que tiende a cero al Infinito.

Factoricemos V= A* B con A=B= W'/)'F(-\ 7) . Como W2 -¢ , enfonces ——
ot NFA = N e W 4etv = Wy < . Por consiguicnte AP (1) es acotado
N, Ahora veamos que BR(1) es compacto: Como || Y (W, 4\ ) ) FCrag) Pty

£ R P, A G W EE 2yPee Yy e WY \!-!\‘“t\/‘f:”l\‘t\'r> Vo5 ) b

\

y, ., . ’ .. )
Es suficiente con ver que A\ & FC0 CARHGR! y e

Y- 9) Ve \3)  con compac




tos, Haciendo un célculo andlogo al hecho en la demostracién del lema 1.4, vemos que

" .
WL PR Rt es unitariamente cquivalente a un operador de Hilbert ==

Schmidt y por lo tanto compacto. Lo mismo es cierto para el operador F§ B“\xk EMEAEY
e Y de aqul que  \\ \N:‘ F{Baxt €6 9) L. - w;" A PN

AW BERS kY FEVTY Pl £ hWR® B35 ) W NEeara

o0

~20 n-)4{ce

"
puesto que W1~.> o cuando \X| => 4 , Y ast vemos que W,f ) Pall) es

compacto y por tanto {3, U) es compacto, Entonces se cumplen las condiciones 3(a), (b)

de la proposicién 1,1, De esto y de la proposicién siguiente se desprende que Cead W t¥o)

PROPOSICION 1,2 Sean Ho , H autoadjuntos y J como antes, Tales que -

) Para algon ( 6 para todo) ze GA\R , RG@YI -3 Rotd)
es compacto

2) Para toda f ECC,OUR )) g -3*3’)&(“,\ es compacto,
3) Para todo §€ Cel(i?) £Cw) (4-33%)  es compccto,

Entonces 1 y 2 implican que  (GesstHe) € Gess (W)
1 y 3 implican que Gesa (1) < Gess (He

DEMOSTRACION

Es suficiente con demostrar que la primera asercién es cierta =
pues la segunda se demuestra intercambiando los papeles entre H por Ho y J por i\

Primero veamos que la sola hipétesis 1 implica que §(8Y3-3§(HN
es compacto \dgﬁ CeetR) o En efecto, sca G el conjunto de funciones de  §€ Con (1)
tales que {w)i —3%’(\\,,) y § ) k. 3*-}(\\\ son compactos, Veamos que T es-
una ¥ dlgebra cerrada de funciones complejus. Supongamos que a € G‘TI
Y gn—')s- en Cuti) Entonces,

WA F -3 - (T - TEA )L
‘ J (R, )



€, UT v uTw \\H“\\m ve wRkw

Entonces {(W)3 -3 §(Ho) es compacto, Anél;agcxmonfc para SQ\‘)A - ygt\“’\
@:) es entonces cerrada, Ademés, si f; g GG , +€ Q@ trivialmente deducimos ===
que 5*36 G, ot 4 C*(G) . De la identidad
o) qui) T - THe) gy = S X%&\\\T— K %No\l } X&LMLI%NO\%%N\
-y de una anéloga para J* obtenemos que fg e(® « Ast vemos que & es una Glgebra,

o—

Denotemos por § la funcién compleja conjugada de f . Puesto que F(H) = f"(H)»r

S(Ho\ _g(“b) obtenemos que para % ¢ §
%‘; (W) 7- J -S(H \1- - E-SUAQN 'f(“\l: compacto,
Ast i(H)s -:);( ko) es compacto porque su adjunto es compacto, Similarmente, ===-
-%\\&53"3\' §(\*) es compacto. En consecuencia, G‘J es una-Glgebra compleja = @nleriicn do
las funciones (& &~ ) y polinomios de estas funciones por la hip&tesis 1 y la nota -
2. Por el teorema de Stone~Weirstrass, (6:) = Cq,(\P\)
Sea ahora §eC_(R) con W) compacto, como
Semay = (- 3 T) faue) = 3% (G T-T5we) ) 9 3% .
De la hipétesis 2 se desprende que {Ui;) es compacto. Con esto vemos que si f¢€ CC&\’R\) Y FO)
compacts y f () es compacto, Del lema 1.3 y la nota 3 concluimos que  Gesg(H.) < Geys ()
NOTA 5.
Por la nota 1, las hip6tesis 2 y 3 pueden ser reemplazadas res-
pectivamente por,
" 2% v intervalo acotado |, ( - F¥ 3) B1) es compacto "

! 3\ N intervalo acotado | y Iy ({\33)\ es compacto ",

s

Terminamos esta parte del caphiulo dando una generalizacion

del criterio de Cook,




PROPOSICION 1,3 Sean Ho, H y J como antes,
Supongamos que existe un subespacio 0@ de W, tal -
que

N esdenso en ’),QQ'M Ram Yoo (Ho)

Z)VLKG@ e I, , | intervalos acotados,
‘e

Azt
Sh Lv WPCTY (WI-3 W, € PelII R Mg a0

3) H es J subordinado o Ho,

. \\\O
4y h= (4-3 TR7) o N R..= o

L~> T
Entonces los operadores de onda generalizados, de-
finidos por At
X -\\le
Sy, W, 3) = sV e Je g W
t*7_\u.
existen y son isometrias,
DEMOSTRACION
VRt . . o
Como e Je es acotado uniformemente, es suficiente

con demostrar la convergencia fuerte para un conjunto denso en ’mo,uc. pPor ejemplo,

ﬁ@\"' = \\ (T ﬂouk“o\“? “Qe@% Y para } en @'\Q est ==

en el rango de P (1) , entonces

1\ S ° \\'.“— - t“ -
é}\*i P AL IEAD de‘w DY yRAY e d¢ @Y

K
w:=e J< \&x\‘?"?ﬁl)e

EER R4 .
Y ka \ e L &N _‘) & o ’POC&\\{} = A *\6 ?(1\\32) PQKL\ \?
) - _‘\*\\O
= ‘\ \e“:.“ P(l\) J e “c ?‘\3\\2

kMg -
‘t“\[ B PCIDN] PolIN® -

1}

— —-.k—\\ v\
PLIN Y e > 0, Qi ]

¥ -\‘(\\0 -
- ae‘.k (1LY LWl -3 Nede Qo3 VY

Para 1al S\

’ W~ e
3 \'\\‘ Sty = - WS \ k“ Y&X Ve J< OKX\\‘

.L\‘S é - e .\ e |
) P < l \\S - . \\\(;\J V \-'\) '?
- \ (&\) (& -B C o'’




- o At o - ,
' S S oy TRI-IN) S™ee gAY

\\\ .\\ e — -
Y \(\¢ TRl @M g Mt e ¢ 2 RUIEVT RN

\ - <~ \ex -
0T av R R DRI RGE RR L
S
Como H es J= subordinado a Ho, dado gy0 , fomando I, , suficientemente grande -- '

sabemos que  \| PCIV) T 9.¢3 Y\ ¢ E/q . Y de la hipétesis 2 , podemos tomar To =~

suficientemente grande tal que si \t\ ,{s\» To  entonces

t .
- - - Hc( -
& W RCT) URT-Sw. e ™ Puer) Poae QN «
s “ E“\ * t\" .
Esto pruebaque e« = J &'~ "4  esunasucesién de Cauchy cuando
E HES . SRR J\ PN .
Entonces i 7.:.‘ e ) e Puc‘““ existen., La segunda conclu=
2 T

sién resulta de que

'

. . 2 2
AP JR TR S | IR I TR A

R LIPEN PP RNVE IR CMIRE A ATITY

‘U" SEn
J e T PN, e s e

(e
— ke "t“
(3™ o i) €, TR e Y- (e

1

\ \“0

Vel W) Y, Vullsde %)

11

-\\ o {‘L
= ( e"““ Pt g, 3K &M ica 0) - (T Ry @ ¥y

‘ RN ,
= Le™Mer iy, (3ard)e RURT I PPRIEAEY

cuando +t-> ‘e por 4. Esto prueba que S).:‘ (W, 3) son isometrias, A
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CAPITULO 2

COMPLETES ASINTOTICA MEDIANTE EL METODO DE ENSS

Ahora procedemos a dar la prueba original presentada por Enss {20  para la completud

de los operadores de onda y ausencia del espectro singularmente continuo al caso en que el

Hamiltoniano libre es ke = - v, A sobre A= W (R™)

TEOREMA 1 : Sea Hg & - '7, A

1 en H = 12 (@AY y V un operador

simétrico tales que:

a) V es un opaador Hg = acotado con cota relativaa 4
Es decir, D{V) - D¢ Ho) y ademds H VA
fa Wl s 1wy Y we ALY
b) la funcién h ( R), definida por

ey s WV O edyY ! Y ges vy

1.




satisface la condicién de Enss:

‘@
& \\(R) &?\ < \oo (2.,5)

Entonces: si Hi= H, & V, los operadores de onda

n¥ - s-um

t - 0

.|t- -‘\k
& \\e e

existen y son completos. Ademds, el espectro singularr ente

continuo de H es vacioy Gess (H) = Gess (H,) = Loreo)

Como D(H) = D{H,J}, (Wrid) Wevig) "
es acotodo, ya que su gréfica es cerrada, Asimismo,

XN -
(Kex1d) \\\*'\{\\\ es acotado. Entonces

Hy H, son mutcamente subordinados.,

La condicién ( 2.5) es independiente del punto + 1.

Es decir, si se cumple para uno, entonces ¥ 1 ¢ T p

la funcién W\ y \\-\O*Zf‘ FOR & XL\

satisface la condicién ( 2,5). Para ver esto, tomemos una

funcién & ¢ (R tal que

ls] s \\f\ <
) = W\ = |
h( }3 \ 1 <" \Y\7/ 1 ¢ w




y definamos

:)’ \X) Z é\“/‘x\ .
. 'R
Como

(2. Sa)

“o—_-_ ?(«'.(I)\ con ?(h\: \R\t/'z . Entonces (“0*‘0

.« Sea

CATYAN
Wy ewar 4y 3»,\\ \
o Porotro lado, \\ v k"a.\“\‘z + ﬁ).‘ J a \
>
<

=WVt 4Y dye FEBR, RN T WY et 6) By Ba 0
h (R)

. Entonces
obtenemos que |

bRy =z

-\ .
= AV CRHAY gy

h (R W(R) + Similarmente,

Sea

\\\(RB s\\(R)ﬁ \‘\QQI'L»
LAB-RAY = (A,B]

(2.6)
, poniendo

-\
Q) = Lyt s )
QR 4,

L Yo\ 3 ') Q) = QLY ) \\ 2 - A 2
AL NI % U R 3, e W ) B
%R

L : - :
L] aw ), R, W, L RW = &e) 50, 1, AW atw) |

. [ 3 it - .
QURY o, LR IREE L) 4, g Que) - Q) 3y iy, o QLAY =1 G

X ;‘, R \\1\1 Qlw) .
QLR) (v,,\h\zth\ :\; RQIRY - @W)Y, QW) - QWY Y, (1) Qi)
6 () ], Qlw)

J»,Q\@\\q - 5,,RQ(Q\ =

L3, o, QY1)

Ahora bicn, si

he (RY iz

-—

WV, @ ) = 0V, (a0
L, (k) = b Ry

i

\
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\

\ . 2 -\ . LT \\
L Ve, o Ui ) -y Cadsied) 3, MY

. . °\ . PR
\\ Y (. 07,“, Q(\Q,\J \\ e \\ \ \\VL\“.’\\Z\ 4\ l\),\'l"." ‘/z e\ ;}/,\AQ\\L\ \\




-\
N v ER) Jo g W T 3, 0] Gl

= ho(RL) g Lrawa®) 3,071 aua
/

Si LQJ& C:o (R , entonces
Uiy T ' Vi s 2
2RV r Y 7 T L0, ) - e 2y
NI I

1

) ~

/ 1 rly

R Gt Tel Tl w )
‘l“/‘L 3

(3, )
= Yo, - i o
. ?_ 1&“;.“’ \’—n& ¥l g.‘:\ \"‘;\k.'\hb)uq ’g

L%

Como el conjunto X\Q\ \ ‘/1\\2\2\ﬁ)~ Yecr (R™) —E es derso en
M= 1A (R") obtenemos que

W ChiRl” ) )"‘1_1 QU ) 2 C/R conC =  constante,
Y por lo tanto \\’1(\)\) "\'\\(Y'U\ < C/R\‘\(R/k) (2.7)
Tomemos o suticientemente de tal manera que i ¢4 < %y
Entonces,
too Y oo c X 0O
5 h, v eRr « S R hREGY 4R ¥ S h, (R)SR
o o &
} oo Ao o
= ¢ X hts) o' 45 4 X b, CRYAR Y CS 5 hinds
o 4 0(;1
Vo K \ oo

. % g \\;( R\ A R A g 5" h {5 Aot \\.L(.‘?';‘.-f\ Y
o d

ol dl),




Dz aqul , obtenemos que

S*"o  u o \ A0
. h(R) AR ¢ e Sd’ heyChde 1 gd h L (RYA R (2.8)
2

. yoo o

De ( 2.7 ) obtenemos que S W, (RY AR < roe oy % h,(R) dR< vt
! (o]
Como W\ V (Uet ﬂ)" \| < reo y oy Wenl) , obtenemos
de ( 298‘ que
reo yoo
{ WRYER ¢t S« ha(R) 8R <30
Por lo tanto, de ( 2.6 ) obtenemos que
y© yoo

vwh(m AR < vo 62 S

(] LY

NW(R) AR ¢t &7 S \)I(R)ARQ\»w

Pe la identidad

- -\ -\ \ .
(“0 ’i\)‘- (\'\o”z’x) = kl;’z\\ k\'\$—2\> (“.’ez\"

Ao ko
. <\
&\ \\I(P\\c\\"{ < Xyp %= g W\ N 34 Wo-2) |\ dR <4
A
V2 e P
Ahora fijer .s . ¢ j;(\\() . Utilizando las mismas estimaciones, expuestas atrds, clb-

tenemos que




‘o - Aoo -
S W= Z2 ) F g, x Y 1dR ¢yo = S \\V(\\.—zu\\s,,m\\éwm

o

‘o

-\
= g‘ WV J:,RU\:E'\ WdR ¢ veo « Y ast, se concluye la afirmacién,

Antes de demostrar ¢l teorema necesitaremos de algunos lemas,

LEMA 1,21 ( Teorema de Wiener T\l )Sea M una medida
finita de Baire sobre ([ y sea
Yo
-ix C
Elx = S '™ dpany
Entonces, i
\ v % b2 \ ($x1) \‘
im = S X = L Ly
Yook X3 \F(py) @ R
DEMOSTRACION Primero recordemos que una medida I positiva fi nita

de Baire sobre un espacio localmente compacto X existen solo un conjunto numerable de puntos

x € X para los cuales M (ix})+o . Esto viene del hecho f4cil de demostrar que si

EC IP\*.I con E:E € <\ , entonces E es numerable.
Dz aqut, usando la ¢ =aditividad de m , vemos que I%X p(Exy) ¢
pPIX) <t , de donde obtenemos que Z cu\yz‘ < 4w
%
Puesto que la medida dy @ A'.L ® (z-r)" dt = sobre R x Rx L-T,7)

es finita, y las funciones involucradas son acotadas, po-

demos usar Fobini
\ T T Ao
SRt —L&av\\
a1 a —

..\ ey

-1

-2x% Yo 2y
e d p e S e a\‘u\/) }

- D

-

\ L 4 m ."w\b .-‘- . (l-’\t
R T T G ax
- T

-w -3




. \ —'\(v.-\))“c 5eV\T(x-V) /TU")) X &4 \)
Como i’_‘_ < ax = ’
\ -
2 \ =y
\ Il “(x-y)t
aplicando el Teorema de convergencia dominada, puesto que i3 S“'i QX
estd puntualmente dominada por 1 y converge puntualmente a Opara y # x y @ A
para Yy =<
E ! v v (Voo
ntonces .Tm S dpy) E ,2'% S o Nk 3 z —
1-?te0 - -3
Aeo A 5
. \ ~tx-N N _
= g d piy) e 3% < a\X = kG
L Tore 2V Ly
bt - /]
‘o 1 .
\ ~30ey)h d i
Entonces, si H Uy, ) = & d \‘“V)ii} g _ €
—m -
vemos que |Tm \;.\ (+T) = o ixl) para cada X & I
T2y '
(3°0) \ ~ (eey)s \
y ademés, | \{(T‘x\\ = \g d puty) \g 13 _—\e It
- 0

—

Lo \ TN
) x VA SN by = el

N




Aplicando de nievo el tcorema de convergencia dominada obtenemos que

Itm \ gT ' 1 : Yoo
O B LS T A WP WY 3
: ). Sve Y
o
_ g W) dp iy
= X meixy
e f

donde se utiliza que w (1x}) Fo

para un conjunto numerable de puntos, en la Gltima igualdad,

Ahora demostraremos otro lema utilizando este Gltimo, pero antes daresmos una definicién.

DEFINICION 1,2 Sea A un operador autoadjunto, Foat (A) denota la
proyeccién sobre todos los vectores $  cuya medida es~
pectral no tiene peso en ningdn punto, Es decir, P ix)=o
para cada Xe R . Pontr (A)
es la proyeccién sobre el complemento ortogonal de los eigen
vectores de A,

LEMA 1,2.2 Sea A un operadores autoadjunto y sea C un operadore acolado

-

tal que <€ (A+I(Q) es compacto. Enfonces:

a) ¥ 9 € Ran Peond®)

Al .
i_T% \\Qé\tA\?\\lét—>b sv Ve

-1

—

b) Para algin &(T)  que tiende a cero conforme 7 - yow
tenemos que

- ST W C ot Dion BY R £ €U
AT ) ’

1
AL LA AR L

Qe DU,




c) Se cumple también que
\ oy ' —_
1 ﬁ heet R guat —ve U7
Vo) .

N \n
\ S \ o e Pt A 8 | at & ECY A el
av N

-\

donde e(T) es el mismoqueen(b),

NOTA 8 Enla prueba dada por Enss, se usa este lema en forma crucial,

Més adelante veremos otras demostraciones en las cuales este lema no juega ningdn papel

DEMOSTRACION Como D { A) es denso en H, entonces D { A) es denso sub~
espacio cerrado de Y

Por o que D( A) N Rom © (A) es denso en Ram P cont (A). Supongamos

Con<t

que ( B) es cierta entonces dado Qe RamPcont(A)y €20 , 73

Y. en D(A) 0 Ran P cont ( A) tal que Ng-9%. W\ < ‘ra\(h“r“c\\
T 1

_ \ =\ A . 2 “RA 2
> K ST wes'ttg e 2 \'T Wee™ T g9 it
A\l kA 2 L 2
r % ) Ce' g | e el WS4
v
-y
2\ : v
Ve et P g W e
-3
< c-/1 y & T &
col A 1
Si tomamos T suficientemente grande para que  — g \\Ce PL°“\\QC \ax « %

iy C-t
Esto prucha a).

Para demostrar ( ¢ ) se utiliza la desigualdad de Schwarz,




La otra partees igual > suponiendo (b)
Para probar ( b ), notemos que \\ C %P cont ( A)Q\ Y
R 2
Leamgye M Peont (A) (Axig)y \\

Entonces basta demostrar que

T . % LS
(T e R g dy e e e donde chora
C es compacto, RE H. ( 2.8a)
Y

Eso demostraremos.

Para cualquier Cy T, sea

%
-1 -\ \ RA LY ‘) ‘\Q\\ A-t
-\ = soP Alell 2D \ Ce con
£ ()= 308 e Ve

T A 2 g & 2 %T A% \\(‘,\‘\1~ \\éo‘{ 3
Como 1{‘ S ILC e Pcont (A) ¥\ Y B
o1
t 2 o wew wew
Pcont(A) v Il = |\ \\ Pcont(A) ¥\ ¢
= 7 ﬁc (V) ¢ \\C \\L Y como para 2 elementos a, be H cualesquicra sc

tiene que W atd \\2 ¢« 2 ( \\({\\1 \ \\\o\\")
1

AL 2
AR PPN G S ESE Y \[ “\,\(11{7 34 We 4py €58 Pl MR k

'y P O o
. 1 PR
¢ Sep \\\\91\1 LU zad e @ Poaany W e WDE
g0 5




'

\ |
N A 1
P cont ( A) ¥\ Q l.;v\ \ \N\\.L i‘% SAT \ Ce Pcont(A)\{\\t-} }

- 25y i \\Q\KL A g.\-\\ -3{\\4\ P cont ( A\) \(\\lg\ti
Mto v -y

= 1&.(T)1 2E5CTD

Entonces como los operadores de rango finito son densos en la norma de operadores en los opera-
dores compactos, es suficiente demostrar el resultado para la clase de operadores de rango finito,
Y via induccién, es suficiente demostrarlo para un operador de rango 1

Sea entonces C de rango 1,

C %= (W, 9)% donde WWN=1 1=u2

i

A
y 0 S Pemtml g = (W €T RUAY Y ) Y

Cownk

- LA
B ( Y(‘A\ Y, ) 3 ) \\’L
P cont ( A ) conmuta con € cA =) ‘
S T
\ . 2 A A ét
e = L \
%ﬂ,“ce PeadA U &1 = S‘\(\V,e %)
- -
Donde Y < Ran P cont ( A)
Sea RnQ = 1 %U\‘):P \ 4€ Cho (Y k usando el teorcma 1X,
tenemos que ’)& es unitariamente equivalente a 22 UR YT )
de tal manera que C{) corresponde a la fun:ién e L WRd P 1
A vs moltinlicacién” e spondiente funci6
y o es multiplicacién’por @ . Sea h ( x) la correspondiente funcidn
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Entonces, usando convergencia dominada,
i n
S 3t W F §180,x§ exe Lontery] (waafl) W\

\
2}
% it X W\ LB 2] exp Wb Caey e |

il

! -3 TN
Asimismo, Itm S ay W\ F%B\.B“"\(\ e ¢ \ =0

T9940 ©

T
r [ ] [ ] L —
Por consiguiente, Itm T S W o () ¥ =0
T 9

| 0 v o\ XY
donde W, (T) = \E 51‘3\3“\175 ol \C“\\’ \\*g dt \\\'XE“\Y\CMK W)

-0

v vafiye \

Para n fijo, supongamos que U, () > & N Y72 \p « Entonces

—

—_ \
\ \o \ A\
~ 5 ) £ d¥
LTSQ U‘\\k—t) A\ Y \o U-“k?f)(\.\) ¥ A) \‘(o

\ 4 + - Y

(SN e \o — \ p)

\ “LL-\ Y \\ }i'- vt QUQV\A_o
(Y By

.
\ . Lo que contradice

e
que el IImite debe ser cero., Podemos entonces construir una sucesién S_"( - 1 .
A -

con T, -¥ cuando ™-=7 tew falque YU (T, ) 0O cuando
A- w0
M -5 {e0 « Podemos consecuentemente encontror X’t’“ \
N\
Con Vn-v4eo cyando N -7 Ao tal que U (T,)>0 cuando nh-?hoo

Es decir, ( 2.9) y ( 2.10) se cumplen A




Y} o0
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El primer término tiende a cero por ( 2,10 ), mientras que para ¢! segundo notamos que
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y de la proposicién 1.1.2 obtenemos que Gess(H)= Gess(Ho).

Nota 9
La demostracion de la proposicién nos muestra que si f€ C_ (W) entonces f(H)-€§(Ho) es

compacto . Sea WE D(H)A RanPcont(H) y Ya definido por 2.1)). Entonces
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Por (2.9) y el corloario del lema 1,1.2 obtenemos que
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En consecuencia, de (2.18)
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Definimos finalmente .
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Por trigonometria, vemos que las ((\) pueden ser todhadas de tal forma que
supp %"3(k)c {(R I w. S.‘:)’, 20% para un cierto conjunto de vectores unitarios ,

©
, los cuales hacen un éngulo de 20 con e. . Para ver esto més claro , tomemos el caso de

dos dimensiones, v =2,




Como pedimos a X, , el soporte estd contenido en la regién sombreada de la figura:
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Por otra parte,
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Enconsecuencia, ¥ t»Hvo
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donde P es un polinomio de grado 6 cuyos coeficientes depende de o unicamente De
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derivada parcial de éz‘“ de orden menor o igual a 4, y gim sigue siendo la convolucién
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donde hemos usado ( 2. \} ).

Haciendo una estimacién para cada término, andlogamente, obtenemos la afirmacién del lema,
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donde (EV\(.‘) °-\°\: estén definidos por (2.22 )

y (.23),
dEMOSTRACI|ON : Por ( 4. 14 ) es suficiente con demostrar que
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LEMA 1,2,16
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se hace de manera anéloga,
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ma es simplemente una recopilacién de lo antes hecho.
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El primer término ticne a cero por el lema 1.2,12 mientra que el segundo por ( 2.% ), Para
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un vector en el subespacio de continuidad de H,

. Entonces, existe una sucecién
cuando w->irec
, €s posible descomponer

con

o WL - §) Wa o0t VLR O LA\ B L

N-2 Ao raY 4
— < \y
d) sey \\ \© R Bn&&t \1\ Na .::n
x>0
para algdn « e , el cual depende de c y d solamente,

Sea \® un vector como en los hipétesis, Tomemos U

que cumpla (A\54). Si §n

por (2. \A ‘l poncmos \\)y\‘ w T W~ T’:- Ve \Q\'LY\,'\ ) @v\
L

de tal forma que se cumpla ( 2.\%5 ).

esté definido
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\\)\n\w ¥ \vn.\n X \Dw.ou\ = vv\ “?Fu\(\zn.\\gv\*-‘i F«\Q\un;‘3LX;\Q\*X.‘(-M]
\ [}

:wv\

Para demostrar b ) de este lema, recordemos que en la demostracién del lema 1.2.6 Se vio que

Sop? Fu (Can ) 14y (ERY Gn e §R) N el e 3

/\
Y por( 2.24 ), obtenemos que Sep \'\)vx,o‘\:‘t < \{\1\ W\ ae \RVED ]

Tad

Entonces,

W x4 ) Wa! oue W\ (crvy, )\ Y IR \

AL\ W 4

t .
\J3

¢
2 YN ©

¢ ) y d) son una consecuencia inmediata de los lemas 1,2,15 y 1.2.13, respectivamente, Esto

prueba el lema

Por G1timo, damos la demostracién del teorema 1,




DEMOSTRACION : Ahora demostraremos la compktud de los operadores de onda.
Vemos que Ran SL ~= Rcout W), La demostracion para ST & es similar.
Supongamos que W' € Ran P cont (W) = }’( cont (W)

) . ) .
con P ortogonal al rango de _S% - . Si W' noesel vector cero, necesariamente

existen ©<C <d <y tales que si .= PlLgad Y W)
, entonces W ¥ 0 yademés P(re,ad)¥P =W E RanPcont W)

N (Ruv\ ) t

Entonces, podemos aplicar el lema 1.2.15 Y por lo tanto

vt W e T ey = ww

= Ve (W, W 0 m S e e )

w =" x00

b Nimm (\\:'v\‘ ﬂ* \Pn n ¥ Q— |°“t 3

n-> Yoo

é‘“*\\ \\5./\ \\ \\ \\,n - \Dv\, T \Si- \\)n,g\:t \\

‘om

\ \iw k\\’n , \S\L-‘ iy AN \ * \‘W‘ k ‘\)V\\J\ \%..u.\

Vn-I\le W~7\uo

L \\\v\\ \\ VYu - LS\? \\?“u\ Y ST Yaievr \\

V- ke

Y \' v \K\Vu‘ \Q« “‘\“\ -\&\\,v\\ ﬂ‘*&a,ov\:)]

W= LoD

Py




|
El tercer término es idénticamente igual a cero debido a que X CKQW Jf\

g ’t’“ \“ - " ?V\\\o

y porque e SU =gy e

El primer término estd mayorizado por

W \ Sz LR (SR (I R R IAR T AT IR (RN I & SRR

el cual tiende a cero por a) y ¢ ) del lema 1.2,15,

Para el segundo término, hacemos lo siguiente:

. A
ét\*ﬂlz &-: < T W,

Usando nuevamente que

- ¥,
O e v YV 10 €%y )

".'\)“ 3(0 )
\( e (Y @9, )\

VCalt,
e

=V ( (Y, Worew )\

AUFRBI @y, ™y

¥ s
t \L(\Q*) \9) Fsﬂnsu? X é“‘n“\’\\) . )\

e W o= ¢
TR oV @F e vy
PA@Y e R

L4
> \V\.“Q

muv, Xt e T




Entonces, conforme N —=Yiw el primer término obviamente decrece puesto que “:’:\\) \\\\M‘“\\ 2 \00

Para e! segundo término sélo hay que aplicar el lema 1 2,15 d,

AsT obtenemos que (\V 3 o , lo cual es una contradiccién,

Entonces Ran SU = ‘)QCM% W)= pruwtk\\\ . Por otro lado, por teo~

rfa general sabemos que Ran SU° < W W) . Como ademés, Ran Puc\W) + R Podh)
= Pw) © Poet) = Rl dW) = R VeendW)

se desprende que Ran SU™ = ‘)K“,_(\\\ y Ran P W)= o . Para SoF se

hace de manera andloga. Esto prueba la completud de los operadores de onda y la ausencia de es-

pectros singularmente continuo, Esto, junto con los lemas 1.2.14 y 1.2.5 demuestran todas las o=

firmaciones del Teorema 1,

Aqut termina la demostracién del teorema y del capltulo 2.

En los siguientes capltulos iremos considerando casos en los cuales ya no esi§ méas defi-

nido como un operador simétrico.




CAPITULO NI

COMPLETES  ASINTOTICA
A)Y RESULTADOS DE DAVIES

B) RESULTADOS DE PERRY

En csie capltulo, demostraremos los teoremas ya vistos en el =
capitulo anterior con algunas modificaciones ( Davies £viv) ¢
i) Se elimina el wso del Teoremu de Wiener y del lema 1.2,2
i1) Se da ofra prucha de! Principio de Descomposicion de Enss
ii1) Sc debilitan las hipstesis sobre H-Ho,

Mss adelante daremos otra prucha completamente distinta de -

cste tcorema bajo las mismas hip6étesis,

TEOREMA 2,1 Sca H un operador autoadjunto y Ho == ', A definidos-
de 10 -- k‘(u,,f}‘)j en 94, tales que
a) Hy Ho son mutvamznte subordinados
b) 1o funcion monétona decreciente y acotada b, defi-
nida por

N - {3
N O S T A VA Y & ‘:Sﬁ.f'\'('*s \’f‘\\\




Nota 10

tesis del teoremal.

es tal que cumple{{d), para ciertos %/ GEX

(Por (wwigy “yu.rig)® entendemos
al operador acotado

avt e

(\\*\ﬂ..) Q\\.‘t (\\ -—(l\\-\ﬁ\ (\\ ,*.\'\_\ A 3
Entonces, H no tiene espectro singularmente uontmuo,
S v (W) = Genn (D= Losken) , los operad
rds de onda existen y son completos, El especho pun=-
tual de H se puede acumular solamente en el origen.,

Queremos comparar las hipétesis de este teorema con las hipé=

Por la nota 6, los operadores considerados en este teorema son mutua=

mente subordinados, Tomando &= #=1, vemos que esos operadores cumplen la hipétesis-

b) de este teorema, notando que para esos operadores { W ¥4 ) = (\\ov i W

- -\
= - (g ) v Lok )

y recordando lo dicho en la nota 7, Entonces este teo-~

rema cubre los casos del teorema 1,

Por otro lads, las ideas utilizadas para la demostracién del ==

teorema 2.1 son esencialmente las de Enss,

enh esta seccién:

LEMA 2,11

DEMOSTRACION:

W Ry -

W0 ™ \\1b -

Empezaremos por dar un lema que utilizaremos repetidamente -

Ao
R&?n .. €5 UNa sucesién de vectores en N tal -
que k\u\q\: v g.converge en norma para algn ¥>» O
y si WeeHy9a Il estd uniformemente acotado, -
para alguna funcién F tal que | F {74y y =—=-
\E(x)\ =% po0 cuando  \x\ —> LW , entonces la

sucesién Y8, |  converge en normu.

Pongamos ‘{}“,wx = Ra -S$
- Loy ¥ \
W W= L FORY S Ny , Le eyl Som )

!

,. 3 -
Coeony AP S N PP

./. \l'\ ‘: ( \\\1.\ \“ oy o '\\\ \\ .\ t'\\\ “\ AN \\‘




Puestioc que \ "\.:(.\\\‘\“w W= NEOD M WS ™M Y v, y para cier

ta ™ «roo , es suficiente con ver que WE WY 'Y oo L

2
1 . "'1-9 - l
Sea @@,{)ly tomemos C& tal que Ay « C £ LFOYVT U WY e \FC™)) v

Como VECA V=780 y e\ A siempre es posible encontrar C ¢

Por lo tanto, { e Co y por célculo espectral

[

B i *Y

v

) n _ kw0 -2
W Ry LW S VEol @ 08n ) P S )

koo e
) Ce d (Rarm Vo \Q“\M \ AN tx AK\Q“,N,?’,\\QV\‘M>
e \ann\M -

i
£ Co W Cundy T8 Wy 2EM

Como Q\\*'\'ﬂy q‘q\«,m —? O -7 Yoo obtenemos que -=-
Ra,w = R.-Q. fiende a cero cuando ™ =% ¥ , Por lo que \‘?“ \ -—

converge,

LEMA 2,1.2 G, W) = G Oe)

DZMOSTRACION
Por la proposicién 1.1.2 es suficiente demostrar que \\\\.\q)'\—(\\‘\“\"
es compacto, Para ver esto, notemos que del lema 1.1.4, F § & a8 (Morig)
es compacto para R < L ws . Entonces , F \&3“\1’\ P.(1) es compacto para todo ==
intervalo acotado | o Como (\§ &1 n‘Y‘ NV o(Nex v 4 Y ® es acotado, concluimos —-
que (W aY “v G d) G = X\}R\%z P (Y1) es compacto .
Entonces, por la hipéiesis b) del tcorema 2.1,

- " / "".' "—- ~"'(b,¢(-‘ N
WO Yy 0L ® ey c oy v L) e s vy )

‘.’ . (SN . . (3 - e 0 . ” - - «
=0 Oy ) VOO A vy Ve \/.z \\ -V e - Vo




Se desprende de aqul que  SM O u\l TWav i 4D (> es compacto. Y de la ~--
identidad
POTY QM- W) PolT) = Cdan )% POEY Cennd) 7% -1 ) Wiy ©
Pocm) (Ui 3® o (w4 Py | cav it v sty Praiin
‘“ouéﬂﬁi’ﬁ.&i\ |
Por lo tanto PO (- \\O\ P (1) es compacto M intervalo acotado |, Por-
La nota 4, se deduce que P \k\\ wg) - (Mo tin) ‘l\’eu\ es compacto,
Ademés, por la hipétesis a) del teorema 2.1, H y Ho son mutuamente subordinados, Por
esto y la proposicién 1,1.1 se obtiene que
) = g i) es compacto (3.1}
Antes de enunciar el siguiente lema, recordemos que como H y Ho son mutuamente su~—-
bordinados existen dos parejos de funciones tales que cada una de ellas son mayores o ===

iguales que 1, tienden al infinito cuando \x\ —% +® , son localmente acotadas y ade-

més = - .
WECCW) G W)y L+ Q2P < ‘o
Unicamente por simplificar la notacién, supondremos que ¢ = ¢, = v ,Q7 9,2 qa
LEM.A 2.].3 \ﬂt . b"\.\W\ e’:t\\ é'\k\xo eXiSfenQ
LY Tw

DMOSTRACION
Puesto que \\C—é‘c“c"w\.\" W=\ MkeWR , essuficien-
te con demostrar que el ITmite existe para un conjunto denso de vectores en A . Por --
ejemplo, QD P = X ¥ o\ A\QGC,:O ’ ‘a\,?\;\?c K\\csm{'para algin @<c < ‘\1 1
Solo hacemos el coso cuando & ~7-w , Para el otro caso solo hay que cambiar los sig-

NOoS ,




St Ye O , sean Fy G las funciones que cumplen la hipotesis a) del teorema 2.1,

E - 3 3 DR WAt PN -3 Y .
ntonces, W= W) ¢ - \ R V< (W e v \\ £ WELW (lg) ! \\ \\k\,‘k\\\,\\(:\\

Ch) N e
Por el lema 2.1.1, solo tenemos que demostrar que (Waid) e & S\

c* o
converge cuando ¥ -> =@ , Fijéndonos que € DC\Mo) y que W wy) e

= bW ve W PR A P
s C Q=8 ) e N la derivada en sentido fuerte existe.

=7

FRLIAIL N LeW RN
d (\\.n(\\ et v Q = & e (wrd) e R

ax ax {\\o

W —\\\\o

= Ve Mgy o g - (\H\M K- !

. L -d BN 4 TN
= 3\ e‘\\\ Y_ \\\\¥~'\§Y‘ - k\**‘(\\ Wole X

—
—

A RN . YG— W .ﬂsd\\ O \\4\-)'6:\
e &\\ (arid) - (W g (M 34

X Wiy ® e N e
ak\ - - ~(3
B LawdY  (honid) ®- e ey )

) _'\\\"Kb
* k\\by'\ﬁ\ < k%

. - -@ W G
= jet® (\h\ﬂ'vk\&o Y -ERC PARF A
.\
Para ver que (W4} Q\ " &’ o ? es de Cauchy, solo hay que demostror
RN S SRS Y ~& 50 -isty, ° -
que WL (ang Y @ et (ug Y e e \ L Oene) e 'wugmév
-t

6
con g :;k\ko\‘\\,\\ ¢ |, el cual sigue siendo un elemento de Q@ .

St supe 63 e | m| ecer fmlec Y , enfonces
\\(V\h\M”i\J (MovidY " ‘t '“'«a\\ c \\ (WandY \/ (\\o*\@ \‘\%L\h\u»j’.\é’“\\%\\
VLY e kY T E 3 B«m Xx é.\\\\b?) \
é.“ynM4Y“VU&m\ﬁY@U\\V\%UW“YRtfwm%“

R Ly 0
(S S QLIRS IERVAGIPRRY'. S v \ \_)“U/ X \i AERCAN



—‘\\\\0
= Wlo)\ ¥ \\BL\‘&\/“*&X e o ¥ ARV YN

El segundo término esté en L\, por la hipétesis b) y el primero por lema ¢ % %)

Como en la demostracién del teorema 1, el resultado bésico -
para lograr la prueba del teorema 2.1, es el principio de descomposicién de Enss, Antes
de enuncior y de dar éste, necesitaremos de algunas definiciones,

Tomamos funciones continuas ® a soporte compacto y disjun

to del origen con o+« ¢4« A , de la siguiente forma:

'} 3" \xvyo y IS E \ETI uc)*\
Detn) = \ (3.2)
° ST A4Dd o LA FURN e iR
Para algin NCRNA
LEMA  2,1.4 S Wty , Kete  y &M= 9,

Para alduna funcién & ¢ , entonces existe una subsu-
cesién nwm)->ywo tal que

\ Fsl %zcmx ’x"z.(\{)n(m\ \\ —>o0 (3.3)

i . (3.4)
\ F\ V2V &3¢ d yv2inlac), R\ ?n\wn\\ =20

DEMOSTRACION
-\
Por el lema 1,1,4, para cada m € \N , F\B;,.L,X\Vk\\d

es compacto. Y puesto que F(\\b\""g‘k\\s\ y G OW) Z{\ ) son operadores -

acotados, entonces

FU®ome, % 18 n)

¢s compacto, Por otra parte, Y, 256 . Por lo tanlo, para wn fijo,
NE B b9 LT S, Gt ll 270 ey o

Podemos consecucntemente cncontrar Con  wiwm\- >\ cuondo o2 h®

kgn(m\

lal que \W\ ¥ \LP_) Sy % \ 0 Loy W\ 5o cuando v /) e




Ahora bien, por (3.1)y de la demostracién de la proposicién =

P ) = D) es compacto, Entonces, como \9““\\\ s e

1.1.2, sabemes que

cuando w->ew , obtenemos que

WES IR Eae & Vv ey, Ry Ny

NE L et e ae 4 1R @ R @ ot |

-
-

e
-

-\
Wop 1y e e e \2) >, h\\dL W '@K\\)‘a—l Raceny |\

£ N = &)Y @y W —v o

donde hemos usado que  Svpp Ko C\RVLY) < § w) 1eAWm\x 2 '

Y ast se concluye la demostracién del lema, A
Sea ahora ¥\ una funcién en f(\i\'\ tal que  Wwnw={
A ) oy .
A eCTR)eon  sepp v < § R\ R\ e Yo L
(3.5)
DEFINAMOS
'\\\\\»"'“‘\
(3.6)

Txuly) = € M 4
Sea A ) la medida POV sobre SL = (\]\zﬁ dada por \ * Yo,

A=Y @) \E Mwn > ‘\Mz\é’“\’k (3.7)
(ver Eiemplo VT )
W xC = Y ool k¢ o vwiy e

LEMA  2,1.5 Seq
(3.8)
Y BMLXR“:X v, ) \.n"\\é(_w\’\
(3.9)
Entonces,
\\ Ak“?\q ¥ . ) \{’“L““ \\ -0 Wy ~7 Yw (3.'0)
(3.1

TNCURS GO L R




donde A (- ) es el operador definido por (3.7)
DEMOSTRACION
Para demostrar (3.10), sabemos que por (XXVIIH) .
\. A(\P\ xC)‘Pl (k) = gg\"'; \y\ k\l~23\ W (. ( )
C
Ademés para cada rRe WR°

A 2
\ \'\\\E—-E)\AVE £ \\Y\\\ ::I)

C

y por (3.5) y (3.8) obtenemos que

I\ A . R\ IR\e2e & W\
Sopp \ Y1, Kb,—z)\zc\."g o SVpY N\ k SvePy VS(Q\RQSC \ \

C
. 7\0
Y en consecuencia, para cada Re WA

S M (R 2) U = \l\%\z_.lc Lye\n ac \2} (3.13)
¢

Por (3.12) y (3.4)

A N
L CACR xS Sace L= W LAGR 2 T\ )
Loy e Qs ac sy e R e )

Y ast obtenemos ( 3.10),

Por otra parte, por (XXIX)

VA (B ) \\ﬂ (X) = \ UTORVNPINE {CY

Como N j’(\RV> , entonces, si X v, 2Cwm

(3.14)

A
2 Vx-uy Wekeyy N
S \'\(X-—x_))\ A\'j = S —w_“___,mq__%_“ A \)

I x- 9\
B B




Y por lo tanto, para cada e W
(e Ty 8 TR LY
Bnc
De (3.4) y (3A) obtenemos (3.\\)

<
v

, donde \{ constante.

N A e XRYY Buces W & W E LD e + % & e |+ % WRaims W

&\

=\ F Y Bame x 8 S\ Wof gy 20 T A

Sea
Een =9 @)\ WRmwme y csimi=C o o d (3.15)
e\ ¢
Fen = %. e,y | Weln wme ez AR s S x-Wto } (3.16)
Dara tales conjuntos demostraremos el siguiente lema,
LEMA 2.1.,6 Scan A(E o) y A(Fm ) los operadores definidos por
(3.4), Entonces existe una constanie K tal que
Knec ) e (saan e & (3.17)
THCHETOSCAA RN (3.16)

DZMOSTRACION
Tomemos &< ’DL\\S) , enfonces

\ C &y (4, »p)P AELY W) \ = (e O  ANE) W)

. ~ ‘ . . G
Y] s 4 O e, > 4, 087)
Een

L

\ M v Ng ("
K{O Prdtw LS, ) e ¥ <, 9> |
E

I~

\ ’”1, A ¢ 2,
i) & Prave 14 % a1 >

‘i %

A\




-

Por otra parte, como V.K\\..Hﬁ\o\q,m 7 A Gy = \?2/2 y VA @ eV Y'i \P-RD

==

k‘p) {-(l\.\‘\ﬂ)@q“‘ ]A) - gc\“?a)(?) é\x‘:‘(?z*‘\ﬁxoﬁ(‘\’-ﬁ\ (3.'9)

R

Por (.15}, vemos que Eev © § trry \ @ <1k &< ‘&

Y

Por (3.19, obtenemos que

{H

)\ "
(?:1) 5 < &, [N"‘Hmo"\xn qr > \L d'x 4%
Cw

g d'x A"k\ Q%WB
Em R

&P & e s )P Pwy )

(Por Planchere!)

= S &y g Yo\ Qe \U’Zn\;\m \ 3\&9-&0\2 (3.20)
celplac R

Por (3.5), la regién de integracién en la variable p esté contenida en

R= (2 P lppe &' % ({ « Entonces, (3.1¢)es menor o igual que

SUP 2 T ,1(3
peg VPRI R WG

Entonces, para \C = s\age?a\(?jﬁ HX(:@% se tiene que \ L, U&,H‘\X}P /-\kEv.J“?>\ ¢ Kuv (o

Y esto prueba (3.17) . Notando que solamente utilizamos en la demostracién el hecho que

| A TR A A P '7l obtenemos que para la misma constante se cume .
ple (3.18) . - A
LEMA 2,1.7 o) Vo F Co o yq que
-~ . ~'\ﬁ\l\b 0
WS B‘l\.;:t.g Vo« (Hot14) ACe,n) W
¢

Cn Cmat V0 oy tno y w2t (3.21)

b) N we )‘\)lC\‘ tal que



LEL By x 18 QL A

. ~

1 =]

i

£ C'L (e} N veo, ™A (3.22)
DEMOSTRACION

La prucba la haremos para (3.2))Para demostrar (3.22)as esti-=

macjones se hacen igual.

Tomamos qéFDU\(:\ , we W L Entonces

{

L4 (i) aceayw) = Clu-10Ca | Acewy ¥ )

= NG
SE 4 (Ho"‘«\ \s,r\x\_“><v\“n)\\)7 A'XA'\\

-
—

S <R, (“v*"ﬂ\gﬂ“_ S < Maw URS V% dVw
Ewm Por ofra parte, notemos que

(5 — ‘s 24
‘- G ) Y\xl] () = 2 G4 RY o NP
)

donde N esuna funciénen SRY) ,y s\« 2 > .

qh(‘j"x\

Ahora sea ®¢ K enfonces

4

\SE < o, oo v 1)@ M > €M gy 97 Smdvx \& ”z;_ \C*’\S \\x\‘m
m Eem

PPN LINCESAL L R R ALY
(Usando (3.15) )

-2

iR . v
2 C % \Cs %E Vg, e N (xy D \\(Y‘\y\")\\"\>\t\xé h,

I ’

— “R 2 2 2

L C ¢ 2. \ G\ X S | (&, e ?'\s“’"ﬂ Y\ A"x&‘\zk Slg ,\kqm‘\ﬂ\gq,;.h")l
® € oA EM

( 9\&nch<‘c\\

-3
. o

2V At WLl e 4 Y e Wl

Por lo tanlo, usando densidad, obicnemos que o )N a .




N g, (W, AP ACEw) W) = S&‘;(‘!
Eus

N M(b*lm\ (‘]t‘n )“"\ (3.23)

$ 1 - = Y= ".‘\-No
Ahira bien, fomemos R Ly T Y B&':T\: e,y 1 iy CWoks (\)(‘a

Entonces, por (3.23)

o
WD L) ALem) Y \\1 = (< Bmtﬂ ACean 19, (Merid SOAU;.,\) © )

—
—

\E -]
S < Db /\(CM\ \? (\&(,MQS Mew > QWX\\ 9> d¥xd¥ie
e

- S < Bm k'\"\ ALEM) "?, Bmkﬂ qxn S (f\&“)\? 5 6“\ é'k
Ew

£ NBL L ANt S N Bl N\l &% '
E

(Usando (3.17) )

¢ el S W Bl Mrw W "% &y (3.24)
Ew

Entonces,

(3.25)
W T 6"*\ SR M ) ACEW || K H\ WBwn, \\Ml\

M

2., 'l
S WD W W ddvy = & \ S LR v, Y LYY \
E, =

" = ™\ . W\\‘

‘I?.

TS € .
B T At
\\)\LW\\'\

: 2k, CH
.ﬁ g A (\v \,1 (\'ﬂk\\ ‘)U') \ (C &\\-o\"\ (\\ V‘\ VATY ) k i)
VW) s "“:?Q
{Z A




Ahora queremos aplicar el lema (XXj, Primero vemos que

_\!lx

fol ~— 1 \
L) MNee' 1 W)= ™ L)’ e By NLy-xy |= @ ?_Qa\\ eV gy
donde Mo esunafunciénen J(RD y \S1£2(® | En consecuencia, usando (3.15)
YV ne I\ y ¥ (xw)eE.,

R y-x ™ Ohari Y o\ s 2. \C) RS (R TV S R PR A\

£ Z G\ < ¢ Way-x " e ly-x) \\

< 'y (3.27)
yaque Y], esuna funciénen TR .
N\ . . " Yo
Ademés, Dupp K_(“""" q)p (\kayl = sopp \(PY,* A Baé”’ﬁ \\7_\1\1

= 50?? ":\\\D”R\ = \P\\\"‘\Q\tc/ek

En consecuencia, si e © 0P P Q‘LQ'\Q_\.Y (¥, vY&E B

? p b "’: \
Y -x - kel > Vxerx\ -iyl= L kU E 200, Yk ¥ VRTE TS

[N AT L IR E AR R A
L \
\ Lyt o~ W\
>, Loaxy ¥ E\\x\*r 1
O TN e
- 0
L\
=D W-—X—Pt\ v, Al V% [_\, we ¥ 3« 1 - \y\
l.\ . L\ ®
Entonces, para  Wy( & YY.“.LLS ¢, tro, MY A y (%, R)Y & Ew se cum-

plen las hipétesis del lema (XX) y por lo tanto para cada ne W , (r  RYcCur L% M %4

. RAAL ¢ - Y
\ (= G 9 ) & €% Cixlany)

._‘/

-y
C.‘: L\ 2(4\“\\\-.\\ /




Sustituyendo esta desigualdad-en (3.26) para XY =V¥Hn , y de (3.25) obtenemos ==

(3.21) . A
LEMA - 2.1.8 foo IO T
So N g) Ve AlE o) I\ dt-50 (3.28)

cuando M —34e
‘-Q -~ ‘\ \‘o
S W) v BRI G e (3.29)

(¢}

cuando m —=> {oo

DEMOSTRACION
. \ — o =AW, - - >
L (sl Vv & ACELY Le Liuad) v thad)

kMg
PR By § T Cun ) CALE

LTV G YT RSy 1 i A |

<
£ LR B AR
ARy} @M G 0 Acen) |

B W (ke

donde K es el mismo que en (3.!7) . El primer término tiende a cero en L' s usamos ===

(3.21) para n =2, El segundo término también por la hipétesis b) de este teoremas. Para -

probar (3.29), se hace andlogamente, , A,
Ahora enunciaremos y demostraremos el principio de descompo

sicién de Enss con el cual demosiraremos el Teorema 2.1,




LEMA  2,1.9 (PRINCIPIO DZ DESCOMPOSICION DE EINSS)
Si wy ““:’\ ’ C_ﬁ__g(\\\)\{),\'Z Vn Y \?v\ :’330 7
entonces existe una subsucesion n(m) —> veo y una =
descomposicién

N S ¢
L?Y\(ws\ = \?\'\\ ¥ LQM + \ew\:’ (3.%0)

tal que

@) WGMOQEM L ca W) Qe \4u (3.30)

b) \\\R’:> \\ >0 m>Aee (3.31)

s \'.\\o

S,, \\\\mﬂ”&\fé QIS \\-ve  (3.32)

0O
~

koo _d4 KMo iw
d) S \\&m\md\f o P \\—o (3.33)

]

A‘“v\

Si ‘Q“ = < entonces,
° (3.34)
A\ ‘Qv&\w \ Do m—>Ao00
DEMOSTRACION

Tomemos .., lasubsucesién del lema 2.1.4, Y defina-

mos,
\‘?:’k vz A& w)atey (3.35)
Q= ALEL) Pa e (3.36)

kQ\M, o \QY\(W) - /\(EM) \Q“Qw‘» L ALFW‘) ‘Q“ (v)
Donde &, y F.. ostén definidosen (3.15) y (3.16).

Por ser A () una medida a valores en los operadores positivos

obtencmos que ‘Qv:a — \Q“\u\ - ,\QEM\\Q“L“\ - A (Fa) \{)nkw\\

e AL Fa oy ) Qe = A Lo e B ) e wme, bee b st T,
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W A" U x € Quewmy AU & W ALEwc AN (Ragmr A ) )

< (\en(*‘\ } /‘\‘-%W”*{Rﬂ ?V\(M)X —> 0 w2 e
Por (3.11) . Para obtener (3.30), notemos que por ( 3.12)

- R
AlE.) ¢ A Lisw\ wevece Tle FA SR

y puesto que
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enfonces,

“N\ -
Y como Y\xu Py = S ?Y,i (P-w) ’
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(e (e e el = o
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Esto oltimo sc debe a (¢.%). Por lo tanto, S T?DZC‘ , R 7& ACEL) = 0o
Y- F Y Bae, R LALE) = AlEW)

., Entonces

A\ G QWD) x_g)::"t “ =\ &N, IS C}‘Fbl‘_-\> R\ }\Lew\‘(’.\cm \\

<
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\\ c‘(\’(‘,\ (: \\ "57-L—‘ ) hk \\"° \\ A(Ev‘\ k?\\(*‘\\\

\\(:\(\XO\ v ‘1\32(." ) \lk \\bo

&

‘W
y anglogamente para LQN , entonces se cumple (3.30) para @& % WSO F R, R\

(3.31) y (3.32) son una consecuencia inmediata del lema 2.1.8 y de =-=
(3.35) y (3.36).

SRR LwmY
Finalmente, si  Racwy~ € CON mmm—m——
® g = ¢ ,
- S nw p S \W
AA CEYe Tl 2 WALFLN ©

b (Nivw —‘““Lv—\
BRI\ ALFY Y

S Vg (v -\, ™
- 32 Waey @
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wi
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El primer término decrece por (3.22) . El segundo obviamente
decrece ya que W ACE YA & A ., Mieniras que el tercer término estd do-
minado por
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por el lema 2.1.8 . Para ver esto ¢ltimo, notemos que ® ¢ DY) , entonces,

.‘\\o Vv

-'|“\’\LV~| -\\'{.“(\M\ ] } “on

. “Rowntwmy iV -\\ (v
= AlELy € Nemtmr g Glemem Sloea g LG - AR, vy et

Wovitm -3 _ Nl - _\\\on Loy
XY™ (y-t) e M ‘. (\x,-;i)(b}\Q = ACwW) (W, Y o
\’\Lu\
X g Wos \.\;s{\) C — (W -\(n( \‘Q s =\ ’\k\‘w\\k\"(\ﬁ)(‘ -\ Reniwm)
Ny (3
AN L™ (g P u ] € g as = AR (W)

Nl y

A W witany S IR TN
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Del lema 2.1.6, sabemos que el operador A(\:m\(\\;\\j\(s tiene una extensién a un o=

perador acotado y por lo tanto, podemos introducirlo dentro de la irtegral.
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Y con esto se demucs;ro el lema.

Solo nos resta probar el teorema 2,1, La demostracién se sigue
del lema precedente, A
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2,1

Sean Ps (1) y ?P'\gl\ las proyecciones espectrales att
sociadas a los subespacios singularmente continuo y puramente puntual del intervalo | del
operador H, Por el teorema espectral si Gs:k nw e+ ¢ (vacto), entonces tw =

diw Ron Paclld=, VY ademéds, si existiera un punto de acumulacién de los eigenvalo-

res que no fuera el origen 6 un eigenvalor de multiplicidad infinita, podrfamos encontrar
| disjunto del origen tal que diwm Rom ?\:.? (W) =i, Tomando & = sobre | ,
obtendrfumos que el subespacio  { = i § e ‘}X“( H)‘L \ S § = § 'II
tendrfa dimensién infinita. En consecuencia, es suficiente con demostrar que L esde
dimensién finita para todas las ®c . Y esto lo haremos por contradiccién, Tomemos una

base ortonormal para z . Esta base satisface las hipéiesis del lema precedente. Sea-

14.1 tal base. Como

~ 8, VEW _{c\h, 3 - el
%—t (ang) (e ¢t A = e_t“ (Wi ) VU e

donde lu derivada es en sentido fuerte y para 9 ¢ DU, , Entonces, por ( 3.17) ===
A &Qt e DCW,Y) ¥y en consecuencia

-~ W ut ,‘m O o :‘&\\b e :

RO Y S C o=~y e W S SSN Ty e T gy

(o]

Voo - SO
,S (NEIERTAREYE:

”»

QU AL - Ao por (3.22)
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Analogamente, WL Wi £) (. La- ﬂ\ Q. -0 v =Yteo

Yooy o .
TR TEP L AR G TR TR INAL U CL AN DR PR

! - - oul w
£ 0 O el )Y a4 QUM ALY N (waid) (S -4) R W UYL o0

Pero por otro lado Cuant) ™ L Q1 QN 4 ST \Q;’.,“.'?g e WaclW) y

(dag)y ™ Qacems C 3 L W) + « En consecuencia
0ty § % o0t 4 SR - (A Racemy W\

7 WA AT By 1L = W a8) T e Facen W

ey

= \ g AN TSN \’. A &\anv\g\ ) ?7« k@v\(m\\ &

o nean

1< Vet

Q¢ ).\ Uy

> Xt % _,_..\..—-. é\*nkm\ \ Pv\ %v\gm\s \

-
» \ SIS STAR
-1 \)\'l ,r\\*

Y ast obtenemos una contradiccién. Esto prueba que H no tiene espectro singularmente =~
continuo y que los eigenvalores s& pueden acumular dnicamente en el origen.,

Para probar que los operadores de onda son completes, es su~~

+ , : \ .
ficiente con probar que \,{/b';\ o= :—>\lw\ c—-xt\*o Q\’\“()“NB existen .
-2 il

* . .
Probaremos que W Ky existen para un conjunto denso de --

vectores en Ko™ . Porciemplo  §§ ¢ Pactu) | Seewt =5 3

i\
Sea YWa= < W A con Qo) Y= . Por ¢l lema (XX)) a0 ,
Wy
Entonces, ¥, satisface las condiciones del lema precedente. Ademés para's, t 2 n,

L= nAt, ) 5= wvas '
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Los dos primeros términos tienden a cero por ( 3.34) y (3.31) . Para el tercero, hacemos-
lo siguiente:

De (3030) -\'
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Del'lema 2.1.1 , es suficiente con demastrar que

i Svp gl g o @tthey gty

WM -Y}oo o4t < o

y como

e SR e, co o
SURREY 1 e . Y9 = sy Y& “15“‘ e g gt

-1ty 'g d ¢ s i . <
-l e 1< 1< \d\ AU TS SRR I 4 CoNT _
' s e Swag) e (Haid) &y |H05L{::;t‘

(-

dende hemos usado que 9

-« - S AT t .
= LA )T g Mgt y geet . 3 N Cwyigy “ygttes

. ot llds

- O

cuando m —yeo  por (3.32) . Y con esto se prucba que W:t existe, Para V\/.:’c

también es cierto cambiando los signos, Con ésto terminamos la demostracién del teore=-—

ma 2,1




RESULTADOS DEC PERRY

En esta seccién presentaremos oira demostracién del Teorema =
2.1, bajo las mismas hipétesis. En primer lugar, se introducen las proyecciones especira \es
P_ y P, asociadas con el operador A = ¥, (¥+Ryw:x), En lugar de usar el principio de
descomposicién, se hace uso de algunos argumzntos de compacidad ( Perry o9 , Mou-<
rre <5 )

TEOREMA 2,2 Sean Ho =~ A y H opcradores autoadjuntos tales que:
a) (W) - (uowigy es compacto,

b) Existen ¢, (3% 1 tales que la funcién h definida por
MIRY i = W ARGEIT Vv (anidy P TR g x
satisface (2,5) ( La condicién de Enss). Entonces, -
los operadores de onda 2 (M, W,y  existen y -
son completos, H no tiene espectro singularmente -~

continuo y el 0 es el Gnico punto de acumulacién p o st ble
de eigenvalores,

NOTA |2

Para ver la equivalencia de las hipétesis de este teorema con=
el de la seccién anterior, vemos que la hipétesis b) del teorema 2.2, es la misma que lo~
hipétesis b) del teorema 2.1, Para ver que la hipétesis a) de este te;oremo implica la del-
teorema 2.1 , s&ic hay que recordar la proposicion 1.1.1. Y por (3.1) , obtenemos la =~
equivalencia de las proposicioncs,
NOTA 13

Debido o la equivalencia de las hip6tesis entonces S los
operadores ae onda cvisten, Esto le asuwniremos de antemano.
NOTA  13a

La hipétesis a) nos dice que G ess (W) = Genst ho) = Lojyren)

4 Py

En los teoremas anteriores , ¢l resultado basico para demostrar

[




los es ¢l Principio de Descomposicién de Enss. Ahora, el resultado bésico serd cl siguien-

te lema:
LEMA 2,2, Sean Py y P_ las proyecciones espectrales sobre -
las partes positivas y negativas del operador ————
A=l (xoka \:-x} . Entonces ======
(w3:0) " (Y -4)gM) Pr
son operadores compactos si Yy e (ohe WRYY
Este lema lo demostraremos més adelante.
LEMA  2,2,2 Sean H y Ho dos operadores autoadjuntos tales que ==
es compacto ==

(Raig) ' T -3 ()™
entonces para cada te\R , Qe.b“',')' St -~ 3 ) Rll)

es compacto donde | es un intervalo acotado.

DEMOSTRACION
Primero notemos que

ety ™M 3 ) e el = \E e

St SVERS Yy o GGy

YA * -
5 & M, 3 P es compactoe.

Entonces es suficiente con ver que (

Tomemos %xs"\ una funcién en Cé\R\con “%I \ A y tal que %,\,‘E
\

sobre l‘ D |, Entonces
—3AW - at\ ]
&t f R

N - —-‘\t\'\o ry ~
\\(é’t“‘]‘-.)e, )?o&L\“'XQ 1\ “\\\"J

N

N g g1, (1)) TRy \

\U\

= U”%; Gy ) [Py Py y1 3 u
LY Chmag ) Py TRATIN £ WP 3 Ve

.t\\ — e 5 \\VNp
\ B LRI \ (Me)  es compacto y ade-
2\

Por la proposicion 1,1,2 e 1,

—
—

WP (K\L N Y Po ) \\“‘)9 cuando =~
lx\

més H es J subordinado a Ho, por lo que

Ly deo e Y ast se demvesira ¢l lema,




NOTA 14

La inisma hipétesis del lema implica que Ho es J° subordinado

S R — — - 1kN )
a Ity ademés que < Jliey 9 S GW) evmpate para 9 & Cew |, por lo -

que se obtiene un resultado similar para J A . Ast obtenemos que (& 2% N i) ’“é“\"\& 3YirQ)

es compacto,

LEMA  2.2.3 (TRANSFORMADA DI MELLIN)

Definamos # un mapeo sobre ¢ (R°\e) como:

#: (C —7 7 (Rx Sv\ AndB)  por

'\‘l '\)

2} = enfonces:
@_ (} ,w) - Lz“ 5 (,t‘u)
a) # se extiende a un mapeo unitario de LR, " )

O P (Rx ST, da aBY
b) Para & e DA C A= )Iz{x'kﬁ-\?_-x\)

V—\dz\n = v &, By
DEMOSTRACION

Sea ‘6;»&(:0 (R'\e ) entonces poniendo ¥ = et
oo . Ao
QS ~ \y ~% A - ~ ‘e A 25X
, Ay dv Nlg ) - 1)\ w\|
®7 00y = () S ~ @ O = 5h) S e B,
- @
= (& T (eh Ty 2T (N
donde A  denota la transformada de Fourier con respecto a la variable t
Entonces, para d,w «C” (R\o)
“ ‘o
1Y — ~ - 0 ~
(&% wt) = { an 4B @ty W UA®)
" o -
L URx S, 433 ) 3
Aw . v
— ~ WAL ~ X o~ A . sy, o~ -
= S ot—":“’ g da L e b (e .u:)] (N e 1\\J(€t,\0\3’\\>\\
S -~ o»
X= T T T e e 40
N ok ~ sy N e —
= 4 u (& s W)V (e, w) - > Lol
g > \ It ® () w) ) S dw S it e A Cvu) Hind)
sy os , Y e
_ % ] y 4 o e kam o e
- ™ i & ‘5.'."‘ V Q.) (e, o) ‘\’&“‘;w) = & AP &(&CJ Q)b‘)“"\ ‘3( "
3 o ¢ o et
a3




- S d¥x &y PN = (0«),‘3«’\
—RQ
— o -\
Y entonces ff se extiende a un mapeo unitario de v ((R",A"x) a (W >, dndus)
Esto prueba a).
Como  AsW{ ¥ " ®R¥¥:X) — si & ¢ CE (RN

.Q
Ag=VY, F . =
2 Z- y"“?“&‘\"l‘ 2~ k

( ) >
= Y, Tz (-2 \ -
2 = X (= stcb‘) AV 2z ( s \ ";“9
R J'.:\ 5
X} .
23 N R Al
J-\ J

Y en coordenadas polares, esto Glfimo se escribe como
' Y -~ ~
-1y 2@ ey O v, ©L6H™)
‘

En consecuencia, para de <7 LN ©)

(AT (&Y = 7 \ \ﬂ\ & =T ALTRRR %1’&\‘\6\

Yoo .
-
-, - K y ¢ < =
2(28)" & Y A
o -\ LS N
X o =) N
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-
Por lo tanto, C /\tb\‘ = /\4\“(),3",3 (3.37)
para de € (RV\e) |, Pero ademés A es esencialmente autoadjunto en C2”(\R*\0)

Y como ¥ es un mapeo unitario, oblenemos que (3.37) es cierto para fodo & en -~

D(A). 4

LEMA 2.2.4 Sea 9€ C=WR¥Y)  con soporte contenido en el in-=
tervalo €2%,b% 7Y . Tomemos - ©= /> , Enton-
ces st (x| <S\t\ , para toda N existe < tal =~
que )

a) para tre ,

WP Koo Wla = Cy g (ryren) M (3.38)

b) para  t<¢o,

Y

—~ N5y,
W2 Ka,e o 2 Cug Caxae\d (3.39)
donde

WK, (Y w= &5 22T ey (3.40)

y ‘P, P son las proyecciones espectrales asociadas ~
al operador A sobre las ==
partes positivas y negativas.

DEMOSTRACION
‘oo
Puesto que por el teorema espectral, LRy AR) = & A A Ls, PR
. k<o e ~ 2
Y por el lema anterior (9,AgY = C tQ"‘) any¥ ) = g A da & do V9 N
- - 5\0'\

enfonces vemos de aqul que el mupeo unitario  # diagenaliza al operador A, En conse-

cuencia, tenemos que

Wk, o= W EART, A \’\i,t \

LGRS, Andw)
y donde
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. / \-\.‘)-\N
Ahora aplicaremos ¢! lema (XVI11),. En este caso, K = soporte de Q™ ~
W=A\RNA Y Jas funciones en consideracion son
S-X s t‘q/z -~ Pex = X \Ol %
YRR -
~\
'D__%) (v,wy = (k'* - Ny ~ %{?'X) K AR A \\\\
J¥
Y puesto que p = ¥ (way o)) ,con (e W) un vector unita==
rio en la direccién de p , entonces  F, = Lo Ay ox donde p -

O LAl v
os un vector unitario en la direccién de p. Entonces, para k>0, A < © e\ € % \RY

X ~ ——)\l( - \%'X\

oSl N >

O bRV AR NRTRTR

Lx- A,Y = Q/z-h

- tKY"“/?)":}lY

o S S

DY RLA
(svppacry e Tarrd )

?, w2 b"‘

v
Y para h v, %y \%;‘%} es independiente de $ =w yx  Ppor lo que

'

\t S ™ \\‘ ¢ C“N
\\)\-\'.D'K

Dz esta forma , vemos que se cumplen las hipétesis del lema -

o -\
(XVI) vy por lo tanto pera A <o, %20, todo wWED | cada MNE N

- %
= C (b

W \ WAyt g O
\\(,;’t (y,w )\ e Chy CAx A2\ A \ X Lt Widw ™%
)

timacion en (3. 38)

Integrando esta desigualdad oblenemos la es

Para obtener (3.39) se procede en forma similar, ' A




LEMA  2,2.5 Sea 9€(° como en ¢l lema anterior, Entonces para-
cada wne N Y & (o, ¥ w)
) c N
‘o L4a

nE g 3 o0 \'x\ = QL) ?_,: \\ ¢ C’N,%

DEMOSTRACION
N
Usando que P;_ W = \F‘)—.\'\:) , v (3.40)

2 TN
)LL) e ST g PR O \
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| e 2 e P 9w\

A N, A
= KS\\\\V’R\ka\t\Pi\\) N\ = &il\\\ VO e, W )\

P\ U CE R SR (I

Entonces, por ( 3.38) y ( 3.39) si % k>0

. X Mo
I F K‘L‘%u/l\u y % R = " AN VA ‘\’\\1

WMo 2 <
Ve Tgun Py U 4R

Y\« b\/;\\.\
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cognl ) WP KNS

IECVARA
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C Ay QY ¥
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MEEAR

WY A
§ Q,z\h\\\\ A V)

“ 2
¢l Gy

Tomando N suficientemente grande, obienemos la afirmacién
g '

del lema., :
con esto ya podemos demostrar el lema 2.2.1,




DEMOSTRACION
En sentido fuerte,

- & '\\“ —‘\t’\'\o
3{ (Hyag)  Cet 7 @ g Y gy Pa

. ' - d . ~ o R ‘\\-\\o
SR N ETTEPS TRt T G TR RT S Nt i Y=Y AWy Py
.‘k\-\ ;\t\‘\o

= e ey v et YT T e T i\ Cauny vy

Entonces,

.\&“ —‘\f\“‘(o

(\*QQYJQG € q \ A (W) T

R ‘ \ “ - =\ \'\o
— \S s b [(l&«iﬂ\d\l \\\(;\'\M’G —le-s k\\\**\\{‘\(}a(\'\”\%

Qo

Gomo g es a soporte compacto, del lema 2.2.2 y de la hipétesis (a) del teorema 2.2 se =
desprende que AMNig) ¥ N < Mt e A \%\\03 Ta son operadores -
compactos, Por lo tanto, sélo nos resta ver que

1) T v Ol gy Tt Caana)gon) Pa L€ L ey b
Esta Gltima expresién es menor o igual  «

".\‘S\\o

~A\® > '
LW aay v (Mot 1A ¢ W WE Y Vsu,l\t\)lle UV VA () Uy \\

-0 =< < RN
SR RT S v Cuandy P T30 a0 i) 94Me) Py \\
El sequndo termino estd en L por la hipétesis b) del tcorema,
Mientras que el primero por el lewne 2,2.5.

Con esto podemos demostrar ¢l teorema.

Ahora demostraremos el teorcma 2.2,




DEtOSTRACION
Veamos primero que H no tiene espectro singularmente continuo,

Sea | = Layv) ysea P, (L)  la proyeccién sobre la parte singularmente continua

en | . Entonces, usandoque Py % P = f\

G M.y (W-14) Pectl) = (P4 v Q) (W) Pl

= Pyqui) (A @) T ) (=3 Pactd)
G CHe) (A= @YY (u-v )™ Pac (1)
LR ) (N (- T P 3
LR QNG ()t Cu-ae)y ™ e 1)

Los dos primeros son compactos por el lema 2,2,1 , mientras -

Y - NN\ =
que los otros dos son idénticamente nulos, ya que &9“ Y Vse (N =o

\: [ ] ts . . *
por ser L isometrias parciales con rango contenido en (Rc»\\ \.

==

a W,y CW-a 4y * Padi)=s  compacto (3.41)

Ahora escojamos g de tal manera que

oexy (x-1 Y = A Pers & ->
Sl E) = alw) (U= AYTT e LT
= fa ) - SNy b (W - VAT s (G g () Pa (1)

Por (3.444) y la proposicién 1.1,1, obtenemos que  Pa.c. (1) » 1,

compacto, Porser P o (1Y una proyeccién compacta, obtencmos que A im Hom Po bl a1

Y por lo tanto V2., {7, . (XY= & yaque Grgny, CWD) D God WY
Ahora probamos que (7 m 527 s ()\ ar b \'\3

Sca Q) e ‘),9\"_('(&\3 con ' e \Ropm 27 ) Dz lu proposicidén 1,1.2 -




\
GesalB)™ Geao () = To,4eo) , entoncas podemos encontrar  Ar (S un ST ) 3
Y [ AR EY Q —_— ) " .

‘ . PR AN
tal que g (W) &= b para & ¢ Cr W) . Entonces, los vectores &~ &

convergen débilmente a cero por cl lemc‘XXl}

“Kb\\z'z WH N= Cd yo,\ = (K \%#“\§§«°?t ;(\\\-'\ﬁ)_”‘@k\

= (Cuwi)®a (A8 g (W) o)

Por otro lado,
(\\k\\\‘)”d g @ = CM ny Jl"%k\'\u) eg &\ - (\\\\M‘d‘

» SU QR Ve b = (waia) ® \LQA(\;\%M\.\O{} R &,

- )Y CA -0 g Pae b ur Y {gln)guio
Py & - vy LA - @) 4N,y Py &

Por el lema 2.2.1 y la proposicién 1.1.1, cada término es -

compacto, por consiguiente, como o, = A o 2> o0
.-—:>
- ) < - 1w \L &) * . -~ N
Nel = W&\ e VOwa) ™ Gand) 0%y wy ea )

NN (k\“‘\@\“q)k )(\.\«\{\\“d&"gc\\a)\’w&%\

L Y

TN (& ST P ) b (G ST9M) R )
L V3w

K Ly e(Raw SV ) \

= Vi (P é‘{\\‘(s*z‘)”‘ &
SRV - HENeN - y g )
(3. 40)
N S \\b ‘,,‘\\ \\

o A Y
(_)Z.~\>" \\J/—\) <

donde hemos usado que



-k
- . \ o
Ahora vemos que S - Vi P_. 9 (M) « =D
t ~7 100

=

Como g es a soporte compacto, =G p P < A ,\')’/,13 para cierfos a, b > e .

Por el lema 2.2.5

\l \’,') (WY é'\\;\\o \ . \‘P () ~\'t\'\o..
- Q Ve WL ¢ - Q) = "Sl%u\u,ﬂxzt\’ \

-V,
“‘ \\ \D- (6(\'\()) < \:' \]BCQ \\_\)2\1 'S\“\)\\

y - N
Wil CN N Car b)) 3 0P g )\

\
— < :
%\\\'%%u\t\&3)ﬁ}\)\\ > o
cuando € -7 1o
En consecuencia ( 3.42) es cero y por lo tanto ¢=o .Esto

demuestra que qu\ \Sl—'“-' ()(qém . Para demostrarlo para 52* se hace de mane--
ra anéloga.

Finalmente, demostraremos que H tiende al O como su Gnico
posible punfo de acumulacién, Como Gess, WY = leyi)  solo tenemos que ver
si algon  A>o , es punto de acumulacién de eigenvalores, Tomando €20
suficientemente pequeiio, obtenemos que L = Uh-e xvel < Coytan)
Dznotando por P?‘ \p(:\\ la proyeccién sobre la parte puntual en |, vemos que-

dyvn Rew ¥ - ( T )<tw , Para ver ésto, sélo tenemos que seguir paso por paso
la demostracién hecha anteriormente para ver que Gec (VWY = b .
Esto prucha el enunciado del Teorema 2.2. A

En los capltulos siguicntes se veran ofra clase de operadores ==

para 1os cuales todavia se pueden aplicar estos métodos,






CAPITULO IV

COMPLETES ASINTOTICA

A) RESULTADOS DE SIMON

B) RESULTADOS DE GINIBRE

Ahora consideraremos cosas més generales para los cuales el tcorema sigue siendo cierto., Ante-

riormente solo presentamos el caso cuando Ho = -4 A . En seguida daremos lus propiedades que

deber4 cumplir Ho ( Simon €13)),

DEFINICION 3.1.1

DFRCION 3,1,2

Sea Ho = Pt-ag ) ( ver preliminares ) con P una funcién continua
de R*en & « w, Esllamado un punto singular de P, si P
no es <  cn ninguna vecindad de %, . R, es llamado
un punto crltico si no es un punto singular y (I P)Cxly = o
Los valores de P en los puntos singulares ( punios criticos ) son
Hamados valores singulares ( respectivamente valores cifticos ).
La familia de puntos singulares, puntoscriticos, valores criticos
SerG denotado por Sp, Cp, Sv, Cv respectivamente.

v

’ . A D NTY PR
Una funcion continua Pde 2 en WL es Hamada vagam e




ellptica si

i) DL, s numerab le

i) PO\~ te cuando R-> tw

WP =P

Nota 15 Notar que C‘,‘JS o s cerrado ya que su complemento es

cbierto. Ademés c-);.\) Cy es cerrado., Para ver esto 6ltimo, tomemos L  un intervalo com-

pacto. Entonces, ( S.,0¢,) A T = P [ 5?\)(?)0 \‘7‘(13.\)/ como |P\ — 4w cuando
R —y 4w , se tiene que P (1) es acotado y por consiguiente compacto ya que P

es continua. Entonces, ( SP\) Ce ) A P \( T ) es compacto. Y de aqulse ve que (S,

O C, )OI escompacto para cada intervalo compacto. Por consiguiente S . 0C,

es cerrado,

Nota 16 La condicién (1) nos asegura que Ho =P (- i< ) ro ticne es-

q c
pectro singularmente continuo. Esto se ve del hecho que en 6 ( Ho) N\ (Syve, ), Ho
tiene unicamente espectro absolutumente continuo ( {ewa VWV e Y por ser

numerable, se desprende que Ho no tiene espectro singularmente continuo. Mds adn, como

( Jt — ~ - - c N
Glde) = { Pir) | re IR \ = Q(\\b) 8 (’:\v\)(‘v\ se obtiecne que
Ga( ( Ho ) g G ( "t
\ 0) ( J‘I . { )
Nota 17 Notese que sin embargo, Ho puede tener vectores propios de
A

multiplicidad infinita: Si, por ejcmplo, P (R) = p = constante, para un abierto D,
entonces (D ¢ C‘,, y Hoticne o g como cigen vaidor y a J,," ((ﬂ) como eigen vecto-

res del eigen valor [ sin je necesariamentc se dejen de cumplir las demés hipdtesis,

14




DEFINICION 3,1.3 Un operador siméirico V, y uno autoadjunto H es una pertur-
bacién regular de Ho st .

i) Para alguna N, D(V) D D( (k <“) 4

h(R) vz iy PP gAY 4):2»3%\\11\\ (4.%a )

Satisface la condicion de Lnss (2.5

i) Hes Uno extension autoadjunta ( Ho 4 V) “D ( Ho )N
'a (k\lk)

i) ¥ q, b Q-\!z =} una funcién positiva Q&) que tiende
ol mfnmo s \M-—-N.co ;tal que Q) P wb1)

es acotadb,

Ahora daremos el enunciado del teorema,

TEOREMA 3,1 Sea Ho=P( -1 v ) conP vagamente eliptico Sea H = HoxV
enfonces,
X
a) s~1tm e “e\t“" E&U\o) existen,
L= 1L oo

b) H no hene espectro singularmente continuo
' |
¢) Ran Nt = ﬂ(&(u)

d) Les pesibles pontos limg Ec( finitos ) para el aspectro pun-
tual de H estan en  S,u<y « Cualquier eigen valor que no
estd en S, u¢, tiene multiplicidad finita.

e) Gess (H) = Gess ( Ho ). —-iPQQ) \ Re ‘—2071

Nota 18 Como —-‘/2 A= P(-3< )con P-= \R\Z, -4 A esun

caso particular de un operador vagamente eliptico,

Nota 19 Por i)

-

~\ . VRN > ) \
Cetat ) O i4)Y Oy 2 y{) = (v Fif) Caani ) Q™4

Com Mo ) Wy (i)

Ll segundo 1érmine ¢4 arotade por i), Ln consccuencid,




QLAY BoCT ) = G ) CHer ) ORI w0 W) Ge™™ia) 1)
es acotado si | es acotado,
Esto nos dice que H es subordinado « Ho. Ahora de iii ) obtenemos que Ho es subordinado a H,
Por el lema 1,1.4 = 92 = ,x}_k\\o{-i(\ )h‘ es compacto, y por i), ob-
tenemos que ¥V ( \RYEY 44 )ﬁ\ 9 Rax ) Maxigy \
es compacto. Mientras que por ii) se concluye que W (R*PyA) vy Y\ es compac~
to, Como ( W -1\i,) (\”\’Q”*r\ 5\( Wovg )‘—;\/( VA -)-\ ( Wotrd { ;:es compacto ,
se deduce que  [PCT) (4-4,) P (J) es compacto para cada intervalo | acotado, Por la nota
4, y la proposicién 1,1.1, se obtiene que (M 4 i{ )1 (Mot (L)_\es compacto. {(1.2)

Aunque la afirmacién ( e ) del teorema se sigue de @) - d), (£, 7, ) demuestra que Gess (1) =

Gess ( Ho ), usando la proposicién 1.1.2,

Nota 20 La hipotesis del teorema 1 cumplen i), ii), ii para N = 1,
La misma afirmacién de la nota 7 sigue siendo vélida para N (R) = Wv (R*Vsy 1)

~ FiRg L x 3 Para ver esto se siguen paso a paso los argumentos da-
dos en esa nota,

Para demostrar los incisos b) = d) del teorema, solo necesitamos del siguiente lema,

LEMA 3,1.1 ( Principio de descomposicién de Enss ). Supongamos que
es una perfurbacién regular de o, entonces si ¥, es una
sucesién de vectores unitarios con

a) HFLRw, 2\ Yq\ —o si. n-?+teo (4.2a)

b) Para{a,bldisjunto de D,UC,

") L[“J LY 3 ‘?ﬂ = k?ﬁ

Entonces uno puede descomponen

Lg)v\ = (S) Vi s v | &R n,mw\ * \Q")‘n fOI(,"J (‘l.l’,‘



D W6 WL =00

n-7:\eo

(40 3 )

?) \\ (\g)—*"&) \?n“\n \\ —> 0o N-Y 4 6O
CS = ) Gojont —se morioe (4e4)

3) 5\)\3

“ & Hu\' iﬁ\ 'L?\")‘\\r\‘b “ < teoo
° (4.5 )
4) lfm K_SUP

29 W o
to WA B ,XKG-’* Fa,in \ﬂzo

( 4.6 )

W - o

para algdn %0  que depende de ay b
unicamente

Por ahora supondremos este lema y demostraremos (b) = (d) del teorema.

DEMOSTRACION : Sea ¥ e Ut con R o,
Como 5\, Wl cs cerrado entonces WA\ J,vey

4 0o
l’R\ d3, V< S

i

es abierto. Por lo que

9\ (a;,b,) donde los ( a , b; ) son dijuntos entre st. Como
- ]
J,0C,, es numerable y d (\?,\ s QY es una medida continua, obtenemos
que
o W\|* =

i
’ -P
Mg

VP a1 ) 9 WP (s,uca) @

'

SN

“ %:‘3 (‘:0),\)‘)'])\9) “’2
!

Entonces, para algdn entero m,

WP (Kum‘\,_,w\:\\ \3)“*0

Usando oira ver la continuidad de

¢;§ (: \’)» QQ" \'\)\ )

vVemos que necaciamente

3 La,vw1 < ((A.w, L.h> \3(_‘_ u)\,:J > \f'\ oo

fal que

. Y de aqut po-




demos enconirar o con {g\W= 1 talque Pt WLy =P - Por oiro lado,

-)\' « . Ny . - -\
para cada R< s 9 [~ S BK y X 73 QQ(\(\ v 4) =5 c‘,.w\?o.c\'o

Y por la hipéiesis (i1 ) del teorema  ({ QW 41 ¢ \*\ Pltu,b] ) es acotado, Entonces,

f <\, P')RSX} P(LQ)))_]) <sS Ce.vv\\bc»(.'\‘o ( 4'60)

es compacto, Por ( 2.8a )

0y

R A\ 2
\'\W\ L g 4y W FX%R\X.}PKY‘\)\)‘.\Q "‘?\\: ©
T-okes 0 ¥
Tomando R =M , como lo hicimos anteriormente en el lema 1,2,3 podemos encontrar
una sucesién \C“..;-. joo s M —>dvo |, tal que
WFE fma,xy < M enel
( 4.7 )
tomamos ~3 Vw1 ( 4.8 )
Y Ya == < bt

Para estas  Yu  se cumple el lema 3.1.1, For ( 4.3 ) y( 4.4 )

“QV‘ - \g)"r k?w‘ in \Sl.. L?\n,gu\‘. \\ £ \\\Q\'\'Q_’ “ + “\" S?—‘ )\?\’l\uut \\ *\\ \*'ﬁ)‘{t“n}{(\ 4.9 )
—> 0

"T\_\

Y usando que € es unitarioy la propicdad de entrelazamiento,

N S Y o - T Xw o
“ (’” »ﬂ* ke \-?n ".y\S - 57, (“3 AL LQm,om\.> \\

1
5
H
N,
~
b1
=
-]

S. J?‘+ \e";'\v’\ ¥ \D‘.‘ k?n,ou& } \\

——

= \\ \QV\ ~ kar \{’Y\)‘\V\ - kS): ‘{)“\O\J\, \\ > O

( 4.7 )

\Jot




De aqul obienemos que Y ¢s ellfmite de una sucesion de vectores en Ran SL¥ , Por
teorfa general sabesmo que ‘}" WoRan 31, En consecuencia ¥ es el limite dek una
sucesién de vectores del subespacio cerrado Mol M) | En consceuencia Ye 90 W)
Como  Wac (W) () ()f..q( H)‘-'@ obtenemos una contSradicién. Ast, Koo (W) = ©

Esto prucba (b ) del tearema,

Ahora supongamos que 6 #9' ¢ K wc\W) N (Raw ST \5' . Usando las mismos argumentos llegamos

- Vw H

a que existen N _ . = <© que cumplen el lema 3.1.1. Entonces cumplen también

W, 2000 ) = 1LY €70 Quin ) )

( Propicdad de entrelazamiento )

- \\ —"?v\“o(&«>'\" \Q’ “)..“5\

- C (R
| ( \“3\3%“ \llb’f)w Je? N ?mm}\ ( 4.10)

4\ ¥
| ((Q24) 7y | FoDga,x e M Tryin ) |

L RO I A LRV SAGAN L SR
LN@OR M LR eg ) e MYy
E1 primor término ticnds a cero por (4,5 ) mientros que el segundo por ( 4.6 ). Entonces,
por ( 4.9 ),
e S A BUNNIT VR

.>\;n .
e 260 ) bl 2 G,y

- \; "’ ( “ \ g). \p
n My oo f‘n; vy \ + ‘ ;W| ("iw . )\L \PV) "“\)
] ) '.‘




El primer término {iende a cero por ( 4,10 ) mientras que el 292 es identicamente cero ya que
e (Ransl )\— . Esto prueba que Ran $27 = ’)/(uc_k\ﬂ. Para Ran ¥ ~ se hace 5=
milarmente. Esto prueba ( ¢ ) del teorema.
A continuacién clemos’rrorr;os (d)
Supongamos los contrario. Podemos encontrar una familia ortonormal 4
WY, = EuwM¥a vy B =72 € ¢ (5,9C0) . Quitando un ndmero finito de
ellos, podemos suponer que cada En < Ca, b))y e, N (SevCs) = ¢

Por (H.a), para R 4 teo F S Baax} Plia,sl) )™ es compacto.
— ( 4.11)

WE Y Bl Pall= WFIR g %Y e ) ™ s )7 P naed) Ra |

—_—
—

WS Rayw ) Tieid) Plia, ) (uavd) Q||

-
-

PEar il W ES g axl (Maia) ' Plrakl )

-~ 0 w—? 40
PUC';.*O ‘&\)Q L()nu’f}i (3] 3 ‘?:, < X ©vo Y ( 4']] )
Como antes, pasando a una subsucesion ( ya cual seguimos denotando por  €n ) el lema 3.1.1

se aplica y por tanto de (4.9), WRn - S2Y Ru it~ 2 Kn,o0t \\ =70 V7w
Pero por oiro lado, cada Y.  esté en el subespacio paramenie puntual de H, entonces cada

i cs orfogonal W (W)




>

\( \?\.\" »37-* ‘eﬂ.:-‘\ - \52“ \<u‘ou"’\‘ \\ = H\QV\\(Z‘ 3 \\k_SlY\Qn‘\“\‘ \\1"\{“),‘&,.{.“ 7/ )‘

Y ast obtcriemas una contradiccién. Esto prueba ( d ). La afirmacién ( a) del teorema cs in-

dependiente de la descomposicién de Enss y la demostraremos ahora.

Por el criterio de € woll  es suficiente con probar que para un conjunto denso de vectores

v IR
en  PocMo) , la norma de la derivada en sentido fuerte de € ¢ e it estd en
IN
LR, d %) . Por ejemplo, tomamos § & e CoW IR \ svepd NlCoS=¢ .ZS
Este conjunto cs denso en Ran Pac Wy, yaque Ran Poc (W) = V(RN S PQC ° }"

Entonces, para tales & , ve Dy A PUREYE 4) < DN aDv) < D)

Entonces,
ww kY oy - e kW
e S e& ' g5 derivable en sentido fuerte. 4 ¢ \\e“‘\"(\'z\o - he VN @ &
\X

. . . ~3kMa -
W % e‘b\\é‘t“u \\ = WV e d W\ =LV IkRE¥Y 4 \KRQ“.; ’\\*c\'“&f\\

£ VOR™MeY F Y ﬁ;\u %t ARALESETIWEILI

FLV Ot 3 AY PR e ] 2 MM (wemay

4

-~

Y . = <
W v “\3 \ g‘%&\»‘_\ \')’.K \\ \l (Q""S’\) & \\

( TN, - ¢ N "Kh“o . "
LWL v CwrVaay ) \\F%\B(pw\\x\e (*"44) €\

~1

Wovo* ey on b FER s Xy r:.‘\.\\\h (2 a) 6t

Vv Cgien ) W gy qoyy



El segundo término cstG en 2 (\'i-;’,lt) por ( 4.1a ). Para el primer término aplicaremos el

”n

lema ( XX ), Se tomu 1< = Supy & en elcual (V Y ) no se anula ya que es dis-

’
1 : 5 C ) <L il . - e N L L g ' <
junto de pUSP . Tomando o< § = 7 “:\K\v \’u.,y\lcnfonccs para X\ % §)\t)
se aplica ellema. Y como anteriormente hemos visto, se obtiene que
WFL y ettt ' OR, AY)
gty Xy © (k2% i) @& W\ e L O, 4x

Y ast quedademostrado el teorema enunciado. Solo nos resta verificar el lema 3.1.1

: [\
Para esto necesitamos un poco més de definicioncs;‘ denotaré un vector en 1R cuyas
coordenadas son enteras

Y, := funcién caracteristica del cubo unitario con centroen & (4.12 )

Para una funcién f e JOR™) , sea

L (%) = (g-;exd) Cw) (4.13)
Entonces, si S (4,14)
% dvx = 4 :
wY
(4.15)
26,00 = 7 oty = ey vy =
ol « ~ v &
1) R
LEMA 3.1.2 Sea $e& JORY) ’ 8‘7/0 que satisface (4.4 )
. Para coda o ezx™ ,sea 94 UNC sucesion de funcio-
nes fales que 50p W (A=A ALz <o
Dafinamos parao * We Yy ’ e lgperador
ki“h) LX\ = O

Entonces, v 2200 S atnhe) WThiscihil. Y por lo tonto
este operador se puede extender a un opecrador acotado de




DEMOSTRACION :

Tl = 2 09,0y 5o haxy, %(Bangkﬁtv\ MISOR
(%

-
14

S

—

- 7 (%’Cd»:\ Wiy )y Q. C‘b(b(\z'\ %(‘UL\\“H‘)\ ( 4.16)
“,

- v
! 4 o(m) 9 plry {500 Wy = L B0 Y (m(‘;o RO

(UL aeY # Gaw hod)

1

% C ‘—gd' %(5 (w) 3\/ (x-9) (5 p\\)\\(\kv\ &"\} (4,17 )
R\\

b v v/ "3\ - e
Y (0‘& B("’) {1\ = k:‘;“\ 2 S e R ca a(\QB %p&\z) A\’\l
R

=7

EC RS < T . |
R " oy | ety ST s
Gz L Cae 9, ) @ | = a -

I, Y\ R N N - v\
= () Maf" Coa) Gaqetoen |

N, AV T
()T G-sd gy %oy (4.18 )

Y puesto que

N N
(G- n) = -2 . 27 3 -
W B \ SIS B R 34 g
— D"" — "
B 7 C iy ) 3 - (3 d \ ( - 3:?)(5
‘) J 'a\{ ' W
» 5 onstarties .
cdlonde ( G, on constarnies y | vy P ey - 2o Ny




\k :_b-::. - 9."\\ L2y —
RV de- \kl = \\\“ X:' - X:v‘\ﬂ (a\: \\2

A

& WA vt Gl = Ws- aY 9.\ .
Anélogamente para C:) ,
(

=7
LG8 9, g € C NG aY g, L WA- 2 g0,

z S R .
€T et Wy 9 W (4.19)

Da(4.1g )y(4.73 ) i

entonces,

AWIACR RIS (‘LQM‘\V(%\
-

\\’u@\’”\ ¢ C, (4v1el®)

e

(x-9)§ L9) ey 5\’7 >
Wt W €

=3 << §F,W XS AR g \ \1\.,(1,
o, R

[
= 3 &A"x ( foeahed Ny otm9d § )
o/\(’b W\O Ro

N

;‘ g &V)( A‘*v \ \\ u(5kj"\)3 \\g:dlﬁ)\%(}kvs\\ \“M\ \\\3§ \
) W"“'

-\
C, = & Aty Ly IENTSID AN BACARE FASY \meo L ey
nilv

iIN

o) ( 4.20)



Usando ( 4.1 S*I

2 -
= C\& Mx &y (CfregyT) Voo My

R
L. C ‘ - v x "V \Il
¢, x A% T )T Cieix-gy? Y \
5
° T 2 -~V (/'2.
¥ &( S AxA“\) \\\w)\ (A Vx-v)y ) \

W

13

N K} 2 -V
C g %% d ‘)\\‘(M\ (A% w-917)
R

—

-9
= C, \\(«Hz\‘)‘\\\_\ W\

= W Twi e Ty A

Ahora ya podemos demostrar el principio de Descomposicién de Enss.

Demostracién del lema 3.1.1:

Tomamos (o b)Y N (S,uc,y= o y Te,o2 < (ayor)

Sea B eC&P(R) quevalelen(a, b)ycerofuerade (a',b' ) con 6= ®z 1.
) | i6n definid .5a). Enfonces, 3=~ ‘ =
J,/ R a funcién definida por ( 2.5a ) nfonces, - ::‘D J-v,vw.,_ = O

Sea

Dz ( 4.2) vy la proposicién 1.1.1 sc obtiene que EH ) -~ Bk es compacto,( 4.21)

Y por el corolarrio al lema 1.1.2 obtenemos que

\\ \: .{" (“\ - (’SI (\'\0\ jl c.); W/, RY -t O 14 -2 iuo ( 4./2 )
(4 p N gV\ \\

: H rlc . Y . y e s e . 3 . L ,
Do la hipétesis (a ) delllema 3.1, y del hecho que para cadu e nd I TR VY it )

7



se desprende que

\ < ) e 3
“ K«—Jbv\ll 3 \en \\ é\\\TSL\Tbn\K\\?-\\\ —~¥ O N-YAW (4 2 )
Como &(W)Y,=¢, de ((4.22) y(4.23)
_ (4.24 )
EDEMY - B ey T8y = W LA- BCaN) g, || —20 o
Como & tiene su soporte fuera de los valores singulares de P>/ f’uesto que \p\~?4eo
C'Uo'qdo \‘Q\">O(D ) ewlow con PO e.C:’ \\'\7\‘\ .
Ademés,
D) R = 9,
=
UFLRA, %Y ey 0 ) ¢ WELRL,xY LEWY -Gy @ \
FAUFe., xy i, \
—D o N\ > }eo \30< ("'\-7.“\3 v (H-'z-c*\
Entonces
\\-\:S.Bn,z")k\ &k\'\ox L \\ - N =7 4w
(4.25)
-\ ' :
Sea L= P lu)in0] o L es disjunto de (‘\?\\S? y compacto porque | P\->too
. Podemos por lo tanto enconirar un abierto Ko y E?O ’
e La B, © Mo <k o< (R¥\spec) (4.26 )
Pon,,(?];ijc(;\é §>/D' S’ 1S :f(“'{ ) Con 'bUPP g\ < %& | S,}(x\ 6"‘)( = A
Ry
\?“\‘D v Tas ey Y T 2 g (kbf\ Eﬁ(\‘o) WV\ t ( 4.27 )

Jol\ i-‘/bn




2
S d¥ x \37: SS.)L(Y‘5 ‘1‘_\_’)(\—\03 T \

W{" \‘1\“‘/;.5“
2\ e x
= S dvx \ (Q(\\e\ Q) (%) \ \ R §atny \
w\E Yen
\WLén/o
HONLY Qo \ |\ = a \*)
'\' x \(QQ o\\‘Q )k\/\\ \d\é\/bﬁ
\x\zZ W/,
usando ( M. 15 )
= X L CRGY Hn ) ey | 4 S av x| (&89, Yoy
\Y\‘.‘-Y\/‘l \X\}’“/Z
2

*\SW\\"VY fweyy = 'Xdcxﬂ\

\‘1\6‘/57\
( Wiz, y AL g = g ns \EVA y VX-yl 2 Yne ﬂlz)

X
£ WFiBa,, X} dW 9, |\ ¢ SA“x\ (D&Y 2o\ XX‘»“}**‘»R

X\% ny, TR e BTN

. A
£ WEABe, 0xY ) 94 Wt L aee () \\tQ 38 Fiy)dvy 1

W\ % el

x®

o - - f? “\( \
mientras que el segundo tambitn ya que fe AL

Por ( 4.(2,5 ) el primer t&rmino fiende a cero,

ot estimacion y( (02 4] ) implica que,
Sauiendo, wro
lo cual es la afirmacién ( 4,13) del lewa. Prosiquicndo,

.

\\“Y Wyl \\ o Nt e



v = (TP (w) )

. Pucsto que K., es acotado, disjunio de CP ,
\“'\“\ \w e\ ?( es un conjunfo contenido en um abierto O = SL A
VAL W e } para algin Ao b Tomemos Wiy & Cf&ﬂl*\ con

S ARY = 4 Ve K, oy sopo VY < ('I—RQ\CP\:S?) Y sean G"W\,C-]Nt

H = oo LA NRE -
funcicnes  en  C2(gr)tales que

Gin VY + GV = 4 ge O (4.28 )
Fia ) =0 sy ve O y el Gnguloenire v y (A p,0,... 0} ¢ W*
es menor que 45° ( 4.,29)
G (VY = o si ve O y el éngulo entre v, Vi Q-\’ 0)_“,6\
es menor que 45° | ( 4.30)
Finalmente, para NS Z\j g,euﬁq la rotacién que Hleva o a ( \llyo,...,0,....,,0 )
Pone mos
YL Gy = PR Gy (R S wYyY ( 4.31)
os & ;
Ya (W) = PR g (Rav vy ( 4.32 )
(&) .
S Rd = (a.‘:’ , es facil ver que los derivadas de ‘A:;\ son una sumade
productos de derivadas de \\Jk\z)) Gy de Py por los términos & %;‘ . Pero.
\ C(- 'LJ\ = 3 .
g\ \(‘2«"”% DV e R e e ll ¢ 1R =4
pors or fR‘( una rotacién, En consecuencia, las derivadus de 9" estan acotadas por de=
rivadas de ¥, q. y P independientemente de o, Notar que como ¥, es dis-

junto de C:)l) las derivadas de P estan bien definidas, El misimo argumento es valido para deriva~

das de (3:’& « Y por lo tanto,

Dy f SRR . ) J, BEENEN eo o
WP - ay T e i Al v BT NG )T gt ) e (433

Poncmaos



— (RS Y
Cin = T a0 () (0 Sua g, (4.34)

EAEAA
Wl -
\Q\‘\)out - 2 %Qd \\1\ 'g*q(x\ (_&(\-\o\ \Q“ (4033 )
\"‘\7‘/:3“

Usando ("-!,‘20) , yellema 3.1,2

Wy = W Z % 0B v
\ R I R N B R Y R N T

e Colte ™y 7L

. Y andlogamente para \{’“mut .
Esto prucha (4.5)
De (4.13) y (4.26)
A, /\ A A
- Su 3 —
'EDUPP 'g& - ‘?? %'ﬁ Xd = SU‘D\Q -(,~ ‘y_dc. PD£( 4.36 )

Y de (H.23u)

Supp Liy @ag M. sopp |G, §m“1

C Sepp &, ¥ sope G N, < %a*\- < Kk

(4.37 )
De (4.2%F), (4.3 1)y (u.z2)
W\ oo )
(3 + 44 t) L Sedeu gy to,,l’\: [, ®Uyp, 1" (4.38 )
Y de #.34), (4.35) obtenemos que
(ken.in A L()n‘out \ = 2 ‘gu i\)( \\\0\ ‘Q‘ﬁ
)(i\) ‘)5‘(\

Do ( 4. 27 ) y (415 ) se obtiene que

{ NA& )
py\ - LT & M “ A \?V\)'],‘\\

AN "

Para demostrar o que falta, utilivaremos el Tewa ( XX)



———

Tomamos K = &

Ahora bien, Poavt = x| % ladvel - X

ldbvk \?' = \d\i-‘r Wi\ oy (o)

2T pee\® At vl cesy

donde Y esel nguloentre vy K
Las estimaciones las haremos para Lva, iw  para demostrar (4.4) y ((4.6)

chra @n oot se procede en la misma forma considerando nada mdés el signo. Pongamos

Pongamos  fwiimia = 93N fatxy ) O (4.30)

Entonces, fomamos t<o

I s tV?= 11T 3 AVl Ces 3

Si Cosg £ o y como t<o obtenemos que

{
| & +~vE\ 2, 3 ‘\o\\&\vt\)

Si Ces Y0

Lde »\* = T sk F 4 28 I cos g

\d\\q* \\)t\z-— R \‘\)’c\ \ o\ Qo:s‘t

1

I

\&.\?4 wk\f)- 1‘_\\:&\@05‘(5“’1 Y_\dl (cos*,»y,’]

% 112 4 vkt - WU ces b - W\ (cos s )

= (- CoE»'})(\d\i* \“\Z>

>, (4 - cou ’“/,..\) (1?3 von e \ ( M‘fl’\”>




Estd 6ltima desigualdad es debida a ( 4.29 )

Y por lo tanto, si Ve Jw | we """’?)"33\“ e @_i , t< o

t/
bt~ el U (- con W)™ (e b e )

« En consecuencia, tomando

. t, Y
$LE < minm Yy (V-ces 1/,) L Ay W-cosiy ) ! l( , fenemos que ¥ x
\
con IX( ¢ g(m\—\t\),bu: y ¥ « con \\ > /yxw
Y bt -x\ % fad+vt Loixy > Y (el Ve \ . Entonces podemos

aplicar el lema ( X %) y obtener que por ( 4.39 )

Vome Ny M xocon ikt £ gane) # S<O Y Vol con k) Y VN

AR AN =¥
‘ ( < | D‘QY\).(V\' [+ % X(K\ \ é <:|""\ ("t "J\ \-\1\3 \\k\;r“y\_q\m) ‘Qﬁ\'\“‘)ﬂ \\

Ademés, gl ‘
i M oealgin f L aay g L= upm WD E
donde “(“& ™ X
RY = ¢ - A
) ’ Jo Yy R 0ed=e ™ T Hengy e 1 (ry
omo

D \
) = 2. C VA 3\
AR R ( 10 W > KTD\( Yo >

=7 W s

Y WP B ey
h}\’\(')\’: WA
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<. =

=

\ A "V\ ‘
Chip W DAY N, W ”D\(”Fd\\
) ”“l,'l"‘:w‘

-
g
=

—
o 7

-

' } “wo 0 Ay n
Iy y e oy 3 L DI N N, \ \Y.-&\\\ ey §ha Y, \\

L 2 C‘p,(\» (J‘—’J')‘(ﬂ\\j)nt\

l{A['\(ﬂﬁm

G2 W W e oUW W

Como vimos antes en ( H.33 ),

estd uniformemente acotado en & .

Ay

Mientras que, si es elcubo unitario centradoen A |, de(4.12) y(4.13)

T TSR S|

—

b U gy Yy
A

"

: i
S 1x~atll’ §(x-a- 2y dY%

Ao
l v
= S (12t Ix-a=-2l )¢ o x-a-2) &Yz
AR
Z 0/1(3'/.‘ S 1+ lx~a-z|)lm §<x~d-a)d"&
B :
At ARN
1(31
L “).(b%/x’ |t (1+:z|) [3{1{1

Y como

5?65”

Finalmente obtencinos que para cada waeny) , 2 Clyy

csto Oltimo es finito,

{ul que

|t

\) ( ; - 1Y (404])
iy ) 0 SN TRTTERTRY




Vox ce con

=5

\[F ) By

—
<~

e Slaviay) N teo |V con i ¥y

\&\7'/5n
— 2 “Am-AY '
£z g Clne  LAaHdl saxn) SRS x
I\ 7Yy 1X1& Blniie)
| v/
< z CW\H W, (4) $* (W\\t\) *
PARTA (H\du\t\‘)m*“
_— . — MY
L& 2 Clve Kw Wia )
\d\\ >"3V\
*m X "(Y“ 1’“/2‘
- P — v .
¢ Z = Claeo L1 Y30rs) $1k
STo  Vilmis) £141¢ Vrtnrs 1)
[ —\",'
*00 wm Y 0, ] ™~ <
o - c\
< P 2. fo) : C'm\-o&‘*k“\’)*“’)
S5=o -‘75(«*:,):\ al b Ylmst)
( El ndmero de puntos entecros en la bola de radio r no exede 2°¢¥ )
__‘;OD mA N/ \ ~ { y ) 1\\]
& 2. CM*‘ 2. .3\"”(5«1\1 (v Cavsy e
ST o
{ w0 \ =k S
A C ( A4 wyosh et )

...v»‘..'\l
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- O
L T ct | T MV,
N VAT v v o ey e X2
H= D ‘ / L """’>
Z. 1) ”M}O/“,z K
- C7 (ine ) :é‘:b 3
Dy
\ - M A
= c (4+V\‘r\t\) YVt
Como m es arbitrario, entonces
FS (AT W IR
< . S A
FUB iy N T S

Con esto obtenemos inmediatamente ( 4,6 ) para Q. AN
Por ( 4,31 ), sabemos que Sopp 3;’“ esté contenido en un compacto independientemente, de
w

o « En consecuencia, de ( 4.34) y del lema 3.1.2

I

( \K\j“+ ’\) @h):\’\ = ';3\-7'/ “ (R?'”’r'ﬁ} 93“ gdapu\o\\g“
>

21} "“ . . . * efe
Ahora notemos que (\‘f{\ 1A \j‘ tiene las mismespropiedades de 3% utilizadas en cada
una de las estimaciones precedentes, Por lo tanto, podemos llegar a una estimacién como en

(4.42) para (np2® +4\)“u\)“ - » Es decir,

-+iH,

“ (2 /1 > x ' 2 ) -Wm
Somny * ) < ORI 0) Qi D e & thtnny  (4.43)

Y de aqut obtenemos, usando que L\)w ‘w € DWW N D QRE™) <D W)
» ind

— a que
v = W, Yyaq

-y
ia NS

wopp Vo,

"\\t“()

] o
AT a) @ = s S My @ Qoo 3L

- n



...‘\ \ -
4 g \\ \’ < * \° \QV\ \\’(\ \\ A\'

- - «;‘\k\\o “ \Q A:t,
: Xn J\RAVAN \\'t’-\—”) vA ) \ 9 B Glox e 1‘\ ~ 3%+ A) wyin \
\'\C\‘\o \\_
-\ N ' -\ 2\ ,\\ Q“ s w \L_
¥ %0 WV Lww? ™y A) F\'%b\n \\t\u\\c CR*™ v Y

0 A EII s llal
. _ — , L\z““-\’\ ‘Q\A,\“\
£\~ .k\zz“-&’\\ '\ S WY ‘l % MUUGTRREON >y e \

l S1 -

Yoo

\*35“’1 \xz’““w\\\ - Svy \\\Q“,;“\\I > % W) &R
ke ¥Xo ne N % T

El primer término tiende a cero por ( 4,43 ). Mientras que el segundo por ( 4.1a) Esto prue-

ba (4.4) para  ©n ;n . Y conestose concluye lu demostracién del lema y elteorema 3,1 &
En la siguiente seccion se debilitardn las hipétesis sobre V.,

S

En esta seccién presentamos la demostracién del mismo teorema solo que en lugar de usar cl

principio de descomposicién se usan algunos argumentos de compacidad y ademés se debilitan

las hipétesis sobre V, ( @iniove <29>

TEOREMA 3,2

Sean H y Ho dos operadores autoadjuntos tales que
a) Ho = '\)k"\'\l) con P vagamente cliptico.

B) (W+i Y ™" (Mot34) ' ws  compacte ( W2 )

¢) Existe una funcien 3G ™ , tal que pora todo inter
valo acotado |, la funcién W(R) , definida por

Ny () 4 ey v g ey LB ea Y

¢ LYW dv
At (113)




Entonces, los operadores SE existen y son completoes.,

El especiro singularmente continuo de Il es vaclo y el es-
peciro puramente puntual de I en \TAN D30 Cs

consta de valores propios de multiplicidad finita pudiendose
acunwlar solamente en S 0T, .

Nota 21 Por ( 4.2 ) y toraando %K‘l’b = R*™ x4 vemos que las hi-
péiesis del teorema 3.1 satisfacen las de éste teorema, Asimismo, usando ( 3.1 ) y tomando
?)nz\ T (wr4) > se cumplen las hipétesis del teorema 2.1,

Més adelante demostraremos la existencia de los operadores de onda,

El resultado bésico es el siguiente

LEMA 3,2.1 Sea | un infervalo compacto disjunto de DoV <~ .

Entonces existen 2 operadores acotados ( que dependen de 1) Ruxy Ra  tales que

a) (D5 - Q) Ry son compactos (114)
b) ?\o Pl es compucio (113)
donde Yo = o - R, - \2-)
- P A
c)s - lm R+ R \ Po(W)=o (115 b)
t~-> T -

Este lema lo demostraremos posteriormenlie. Usandolo podemos demostrar el teorema:

Demostracién del teorema 3.2 Sea I N (S 0 V= ¢ , con | compacto. Entoncessi

demostrarmos que d {wn 1w P CTY ()(u( (\*\)3' Z ¥ oo esto nos dirg que
QacM) 0 L=¢ ( vacto ) y que ademds el espectro puramente puntual en | consta

de valores propios de multiplicidad finita pudiendose acunwlar solamente fueca de e

y que ademdés en U\ Seuty , H no tiene especiro singularmenie continvo. Y usan-

doque D,V C, es nuinerable oblenemos que Ga W) > .

Por lo 1enlo, es suficiente con denwosirar que




es de dimensién finita ( 115a ). Supongamos lo contrario . Y sca X\ka una base de este
espacio. [nionces AR
Pongamos War= (A- Y R0, 4 W~ 5 ) ’\)- \9‘\ + '\29\7@)‘()\,\ (16)

De (114) y (115) obtenemos que Yu =?d  en norma, y ademés

Ma = W b i Rpa + S 1R - m7)
Por otra parte, sabernos que K St T ¢ W) | En consecuencia,
. \-
Ru-Yu < W W) . Mientras que por hipstesis  Ru € W LW
=>

6 = (Qh" “’y\ \\Q“\ = .\\\QV\\\Q" (\‘*’V\;\Qv\\ = '\ - k\pﬂa\Qw\

—x lcuando n_syee
ya que W —> D en norma. Esta contradiccién prueba ( 115a )

Para probar que  Row SLE = R W) , supongamos que existe © F Q' & (Ram ST >L

@ Ut . Entonces existe un intervale compacto | disjun-
tode DLUCy talque Q= Py # © . Por lo tanto, de (114 ) y
(115)

ot ez 1 eu?= (&Me, oty dNe) A p @ty

Ay

fetM e i -anvet

W AW
tRe € %)

. \
El primer término es idénticamente nulo para toda 'Qé P8 ya que ¢ 6&\:@,.&:\ SIM) Y

--—\k\\ .—-\\.\\§

Nz e

tras que el tercero también, debidoa (114 ) y (115) yel lema (X X\ \

. El segundo tiende a cero por ( 115b ). Micn=

Esto prucha que RIWL A ‘)}:m‘ i ) . Similarmente se obticne para

ST




Lo unico que nos falta haces es demostrar que los operadores de onda existe y probar el lema

3.2.1

Nota 22 S0 e SV 4 Ram Sz LW 1 W= WA,

Tomemos & Ran v RIPALE , | com~

. , e\ ,. \
pacto, Pongamos Wiy + = (AL~ S2%) R A é&\\Q r W __61"> R. e W Yy Row i Q

'\\‘,\"\ . N “.k_\"a
Usando que < SL* = & < ,

. . kM
9= & " pa) L& R, ot™Me s R-e g 4 W) |

— A\ “ N Wo AN
= wa) | e Ry 2V v SV e R.e @\

RS R IR IS N

.\k\‘\ \u . -\’
Y puesto que < R-> 0© cuando k —> - o°
ot . o ath,
0oy Tt I 6w L@ty Ry SN Y WA= STVRE T
W2 :‘t\\ \
PR, ¢ el —»oe
cuando X > 1L D
i X '\)-J"i s L‘

T - . . i v ' 1)
Entonces ¢ os el Ihmite de una sucesion de vectores en i? O VA

{




Esto nos muestra que suponiendo solamente ( 114 ) y ( 115) oblenemos que

(‘Za,vx \(1* +- ):{o.vx \QN = (ﬂ(x(_(“\

LEMA 3,2,2 Sea | un intervalo compacto. Sean ¥+ 2 operadores

acotados tales que 2, & V. = A\
Sea T e C W) con soporte compac-
fo Lo DT tal que (= A sobre

by o < .g £4 . Deawn Wy = g(\\cﬂ ‘?t 'S(-“o>
Entonces ¥, P (YY) e-

es compacto, donde

Re = {\"' -\?\.\- Q-

DEMOSTRACION : Por ( 112) y la proposicién 1.1,1 3200 - TN

es compacto, En consecuencia,

L, PO = WA= fain Podiney = Sy P g ) Par )
= u"'k\ﬂ - L) Lo a2 Suy ) PO

- X.S'LU\\ - %2\“°)1?(X3 compacto,

Antes de construir los operadores Ry Y R- que cumplen con el lema 3.2.1 pro-

baremos la existencia de los operadores de onda

LEMA 3.2.3 Los opcradores de onda existen
X
. — -\ \ ‘Q 3 - t\\ -
SL7 = vl g th gt Puc W)
t-> 7w
DFFMOSTRACIONIN ¢ ' Por la proposicién oD y como H ¢s subordinads,

dg o ¢ woficiente con denostror que puara coda R \ y para toda \P unsubconjunto




,
i/ .
denso & , la integral

1o

. - A\,
( J J\ N A-
Sea 2 = \_\2 \\{\ Q) e C¥ ?“(13\ , donde | es un intervalo
compacto disjunto de DS,9 0, .

Pongamos  \.= PTCTY . V5= (v §>> (%) K es un compacto disjunto de Sy B no cor~

tienc el origen, Sea c\(o\% ) = inf x|\ =2b 7 0
Xe i3
Es claro que para T,k tales que le bt , enfonces
A0 ) = v I>/ ¢ ~ yi > b . Tomando ‘P& ) tal que
Ye 3
= P W abtenemos que por el lema (X4 x )
T
S NPCLy v Mo o (| Ak
T
v X W,
< % €L P LY v glry TN mg X tawye e\l
ol
Foo bW, @l
. — G4
¥ x T PCL Y Y %(Wﬁ\"&ﬂwu‘xx QLR

T ©0
£ Wty gy L\ \ o Bt

T« l A

Y Mo
vUPCLY Y g(RY | % \ \é“ \ e uz\\fe\

\ \ \Y.\L\)\t\

oGy Poeey il tiel

~/‘_H

Y i Cbaes) 4\




T

.‘
¥ \ql(ﬂ S \ { v."
| d \ S 4V, \-oo\) Ty (\LK,YB)\’ \\(D\“\?ﬂ\ ‘\
A - Ixtéovey 0w -
IPLEIATTY ‘

§ o

< WGRY Poen) 1wl S hp Cbiei)de
T

C i/, } oo L
A 4
Al 0 W (1) \\ cé\m\e\\ S(mq;”zui, s mdpa b
o J R AT
.*.

|
V9]

€ LGR) Pocz) 1 ey by () 4 €

> 1l

g
Y CQ UJ\o\’\\ -“%UO’\V“
\’loo

N 4

lt Gn \E\)

+ 1"y

La primera infegral es convergente por (113 ). Mientras que la segunda es convergente si to-

mamos U >, UV 2 aen <l leyna (X\x). Esto demuestra la proposicién,

LEMA 3,2.4 Sca | un intervalo compacto disjunto de D vV Ty .
Entonces existen dos operadores positivos acotados 7+ y
una funcién §¢< con §=4 enl y y,vo o tale que
Las funciones b*w\ definidas por

W) e vt o b TR (115 )
h.\. Iy EUX\K\\) ]\ < é.‘)i)k\l,) \:FU\_L

Ademés, P_\_ v V. 2\ (117)

-1

‘/1



Y ™ s «-“'\ —> o cuando ! {4 V<o (120)

—— -—

DEMOSTRACION Tomemos o 2 L con Y onlo,0¢)=¢ y una funcion
e dd” (WR) tal que  §= ¢ enl. y seee ¥ © N ( 421)
-\ ~

Sea Wo= PTNT) Y Boz= Yo 13 we Ko conWPmEv (1210)

Ko es compacto y disjunto de .(\Sv\)(' °) y en consecuencia Bo es compacto y no contiene al

origen.

Sea b: = 13 Ao, B.) (122)
ao ! = ) \ ( ]23)

AQKQ,SPUCP\——\:\\E \ R~ R

W e duc
Denataremos por 13 (4 v) la bola cerrada con centro ‘en q y radio r, Para Ge Ko Y

W <A, definimos

D)= W gy a) := \vl3 re ™ gya) (T P) LY l
Por (123) @ esté bien definidoen YW n Blaju) Ademés, D(‘k,‘-\) es COmPGC""
to y contiene a (‘U?)(f{\ . Y

Sep e L P W) WO | sup s T VDR

[LAX ¥ X

Fe kK \w-gqlead e, Vegql s

= ' Y0 5 o .
Rellgy  \En \ (D ) K\‘\ \

(12%a)
donde . i —
K = LU B (a,a) = % RLdk, Kk, )e @ % (124)
Gelq
. Tomamos dhora a sulicientemente pequeiia, de tal mancra que
- ] o I
o\ ARV \) IR, P ULY ' \-_) vy o <ay ( 1745)

We Vg tave 2




Para csta seleccidon de o

D ey ct Df{weyayypara cada g e\, (125)
Sea Y| ¢ JUR ™) tal que  2upy v'f C%_\Q \ \\2\5«.1 (127)
P
Sea AlCY  la medida (P ov) sobre  SL= W dada por
W (G-x) (128)

V‘\Y-\?Z(g‘j: = e v\ €4

AlE = (1—\\\“‘ &C\Y\x\z > L Nxa drdi (129)

Y definimos

\'3* oz ALRECuogy X'LVP\LR\“',c»)4’/lf\k\2&5l)ucP\ (130)

Poto AURE 9puCpn y % @00 2 0)uy p(Rresge,)  (131)
Por ser A()  una medida (Pov) obtenemosqie P-}_ son positivos y sU suma es

la identidad.

Demostraremos la mayorizacién para m\) L e
&

Por (XXVIII)
\ N ) A A
‘( N (RY% k5\>‘->csr'\3 N 1 (Y= \S é\’a\V\L\l-z-)\'z 13 \)\)k\‘i\ (132)
':3‘»,\)(.‘)
\ ~——— {133)
Y $Ne) W= L(eiey) P

En consecuencia

- , | ’¢
\~ S (\\\3\ ’\ ( \\:\7 \JK kSl")\)C ‘-,\ 3 W\ r;\’\ - ’g (i\(\z\ 3 \'S \\i\\( - P 3\ A 7 2‘) \9(\?\

C Y,U % i)




Y por ( ]21 ), Lo pP § (PN, . Mientras que por (123 ), (125) y (127 ) se
obtiene que

F )Y ALY x9,0c,) = o

En consecuencia, de ( 130)

FUNL) P = JH) ALRE Bp0¢, , xlyPleyzgo ) (134)

Pongamos WM = \ \2d dVco ~ \g )y = i (135)

Ly "(,\'\b
L) = FRB o & 9 (¥ L{Mo)

Entonces,

L tey A R = (a%ea Bay Al)g, ALWDY)

m——— e

S L My s ‘?)”-k k) B W ALMYY > My
M

QY &7 w

—
-

v
— \ < ) AL, RGN o S 4“\7\\1\ >} KR

-

(\\yl\\: A \ WA ) ‘\;)Z
\% < P A ANy >\ %A w

1S

Wl
WA

ot XS AR AN T \\ \\P)\\\M\\\\k\\ \
M

1+




S

g0 Sy | ey U\\f“‘\"‘ \ %\fx‘v 3eon,,) w)\] K

' !
£ Nguftad V| 401wty Ooe )™ \ % NECARY K.t’\;\\:;v\u B v, “))l‘] 1

(135a)

En consecuencia, solo tenemos que mayorizar

b, e

Como V\x“(%\

es x de la funcién, ¢ "Vl(‘.ﬂ y como cualquier operador conmuta con traslaciones, (136 )

W
P (S gt \%<\\¢W\m>(\))\ l K (136)

ot (4 =%) N g -x) es una traslacién

es igual a
i [ oop 18 - 1
S ¥R \\j\l\o\’t\ 3t %‘k““\ ‘N ) (y- %) \
(137)
. Yy A
donde (’C’\,_ V\) \\” - e Y\\(}) .Y o~

R

,
oLt @) s serp @) €Al

N
SupyP \ faugy X

- SUP\D S‘]—-K?K'?:)\ ’Y\'\ QE"’R»

(De(121)y(127))

- . 1./ ‘

o \/ o N\ Y,) ( \2. \ (1\\ ( a) ‘
|

|

l




Entonces, de ( 124)

U (We) Yy V\ll&*) = o iR K

Yde(123a) y(125) , laimagende VP sobre R0 \3)“?.’0\\

(138)

esté contenida en

BB (vPw);b Y para Re K (139)
Por otro lado, para W fijo, cuando  \Yls<bitl vy
y'(gp)(\l\ .‘:.o ; ©oe
t""‘/t - lIge)ry = Y/t-W\’ka %, (PR
é y/é_ b UP(R) £
(140)

£ v \(SJ(D\{\z)\

Y para < e K. (\B(Q')Q\’ Re Kg de (12q)

WPy L s W PytEy | - M P (R) - (9 ) Lay )

Usando ( 122)

Poniendo U, = V—x/t = obtenemos

e G0 pY) ey 1T = 1w 2 (ug, I9 G Y (1te ) tey

Usando ( 140 )
2
Y 19 Pl ~ 2h \ TP ey

v HB™

Entonces, para q e vy (<Y ey \)>

Tuy =90 s L - (w ey - VO 0y twy =

_—

(141)




> 2 - g

Dz lo cual obtenemos que

AKU\\. ) B NAB U PR LYY (U& 1 B TPy W) ',b) > h

para todo  Re Ka ’ (%, RYe M y Wiebhitl
Aplicando el lema (1 x) obtenemos una constante C'u indepel;\dieni'e de v,x,Cyk

tal que

vy, &Y sve RS A . 2 "_2
T A e RN A

)2 5

L N v ) Q
CTQ%S Pxdm 4 (y-x, B (corrny ) b)) z'“BW\V“”Q““J\ }
M )

y de (138) y (141 ) vemos que la regién de integracién en la varivle 12 estd contenida en
Ka y en la variable x esté contenida en la regién
U, - P\ 2 &b

Para k fijo, W& Ka , haciendo s = >t (U~“LV(>)\\Z) )

Aly-», L B (W ey o y,) =

| TN R W, by

Lot VU= (gP) ) = b\

S A T Y S\ -4




Por lo que ( 142) es igual que

Ha

o 0 ")"Q {

! X S QY v . A L
L W Gy fadgy X S .
5 % ﬂ\‘l{lm ¥y Ay, B (9 Py

= C' AV ' ~2¢ L
L st T o e o

Y72

Como Ka es compacto la integralan respecto a la variable k es convergente. De ( 135a) obte~

nemos que
WES Dyt 2t quy FLR P16 C G
v R (142a)
Tomando ¢ % ~t2 y nofando que

t e

IR TR A &M h tmdony ™\l £ g it Il v o

Obtenemos ( 118a ) y (120 ) para 20 \),‘\k\ .

P g s de tmi . 3
ara Wil ) se procede similarmente,

Con esto ya podemos demostrar el lemu 3.2.1

DEFADSTRACION




Sea | un intervalo compacto disjunto de DV y

- < . s _ e ) X - i
tomemos o\ con lo fambién disjunto de S,0¢, . Sea ‘Seco con

{24 sobre 1y $9pp §< Te YVscan Px los operadores del lema 3.2.4 .

Pongamos R-}F = % (W) Pe§tl) Por el lema 3.2.2 se concluye que (115) se cumple.

-

Puesto que ‘;—2- A en ). , obtenemos que

4+ e W VEW,
W - ) Ry e ST AL ) Pl R

- \ ESAN AL
S LAY R R- - ETTETTI A0 R Re
S P T §E o) Peld) R - CETF U Y P R

¢ 3 Y\ g &0 N
P POI) L C@F o) PO Re - (ST ) R Ry

SHNP LI P wp Iy $laF oy )= (&, M1
G DR

A oo
Lo P CIf) oy ag 4 F8M VSW
© ) P(l\) < v ;F‘$ Y -~ '
A < P.,\.\\R:]‘d
. ¢ Y TS\,
= MR RO (g parpy &0 T Pty By

t




, e oo
Fomando por ejemplo, una sucesién S} -4 ‘klt , de intervalos acotados tales
=

que (! es subordinado a Ho )

—~ Lvzy C‘ L \ % oo

AP CY, ) Pacxy e Yom i tw}
D N tal que
3 eo '
S WPy JFatMe
- 2. {
N R fane) P14, (143)

Oobtendremos que

itan o
- " tw i, -
“ (&* - ’\\\ R" (e et ) - A > P: \\“?"cuando L=t

Por el lema 2,2.2 se concluye ( 114), Para que se cumpla ( 143 ) es suficiente con que vea~

mos que para cada intervalo I\ a cotado @
\

Yoo - Ty, -

. At \\ \ (I \ V Pg Ll\ -S(\'\b\ ?..\: \\ < XYoo (]430)
oo

- TVt - ‘
So WECL Yy e Po(TVY (00) Py
o

'3( -\ :;' 3'&“@
LATWP LI vateyt F Y B XY €% () 405 1) Py |

a% L P g RS v P

it

P (1) a)f(M,) Py I\
&>

- \~M
NNV |y an

Lo}

SN F o T g Gy Ak




Micntras que la seqgunda por (113). Final-

N 13\,

st e ¥\
.o \\\/)\IL&\”kg\\ )”Q
4t W

: WRE (l-@9)" ) e vl

¥ t‘\k\’\‘b -\ -
PWRD e g Fim, b 1w (@R

* ) ta '\'.\"o -
WR- e o (R) F i,%;m\%\ gy ( &*)’k\{“

, 2 | R ; \ ‘ SIS
\ : < Ay \\ \\ FS\%\J\‘C\ A ELC) (S?,"\KV \

t'\t\‘\g
P WESLR Xy € g RY § o) PT\: WY

URY AN

p Y AN
5 R*.; Ca-3 YY) e«

El primer término obviamente decrece cuando L~ {vo
. . tAEW |,
Mieniras que el tercero por (114) y debidoa que € Wy o

A

1 segundo por ( 120).

Con osto se demuestra el lema 3.2.4

Lo primera integral es finita por el lema 3.2 .
mente, para e P € W)
v ity , G d Aty PR e
\ ) _ +\ , 3 - 5 B \ A ,!\
LR e el e R (N7 Y e @A \\V\‘:\m'k o
I veWy x ")é_ ¥ sy
( Usando que e (2 ) - (&_\: ) ed\\ )

. ¥ w \ ¥
Wt 2 (%) 4
LM 9.\\¥\\?\RC ESER




Con osto termina la demostracién del tcorema,

Nota 22 El lema 3.2.1 implica el principio de descomposicién de
Enss. Pues seca  Rw una sucesién de vectores unitarios con PCI) W= 0
N U:’“uf# o . Poniendo
D

y definiendo

\?“\\ w i \2\- R
\QV\\OOL'.-': R“’ \Qw

\Qv\\w .= Ru \(’“

obtenemos que

\QV\ - \Qw\\p Y \Qv\ w4 \Qh‘«but

a) \\\Q“'w W =%5 nddw
R L R R
so
c) SvR WL (Mexid) ©, .
e i "ot \\ ‘e
d) \ .\M — 7v ‘:‘;- -\ \L \\0
C-Y i we %ibb“\\ } -

y depende unicanente del intervalo 1,

L)

(d es una consecucncia de 120)

(A(‘R\ \pv\,“’,:’v} \\

Pz (A QM) Ry o 4 (-0 ) RoVu ¥ R, 04

donde

o




El siguiente teorema es una consccuencia del teorema 3.2

TEOREMA 3.3 Sea Ho un operador avtoadjunto y V una forma cuadréatica

positiva tales que

a) W,= Pl-1v) con P vagamente elfpticay Pde .
L) WaW, &V es una forma cuadrética cerrada sobre

Q) N RVY cem QUMY ADURY
como un nicleo de forma., QCV) O ()

c) \ = W Es decir, UY W son operado-es de
DR} a U a H, tales que
(%,ve)= (Wi, uv)
d) rwrluwrdl) e es acotado
e) Llafuncién W(RY definida por
hWERY = MUy FLesh o e V)

y es acotada,
Entenices, las concluciones del teorema 3.2 se cumplen,
DEMOSTRACION Solo teremos que ver silas hipétesis del teorema 3.2 se cum-
plen. Primero notemos que por@) (&, yv W)= (W, vy) para &y9 € Dy
Mientras que por b) @\ AP es un ndclto de forma para H, Por la cual dado d:€ Q)

- 2w
existe una sucesibn  Pu & Runy) 0D LRMM) tal que

Ko ~> & en norma. y ‘\'\"2t'»?‘\~? W’ g (144)

Enfonces, de b)

1, T , 2 Y
AV W7 G- antl = (0 W (a-tnll g g G-ba) d-bn ) ~o (144a)




Como Voo ,esto implica que

(- Gn, vV (d= o)y j Yo n -2 ™

En consecuencia, si  We QUMY pop )

)
. N L H 2\\, \
LCdy, v ) - Lo yve) b m LU Gorany w72 ) = (e tarbady 0 )

1y
\\ \\”1 Co-tu) W W TRORVRR W W (-t MWW Wa™ P\
: .

-—

we? O

por ( 144a )

Finalmente, si  We G(\l\(\rﬁ(\’\m\? por &)

W\
(&, vey= \ (Gw,V W) = 1w k\NGD“,\JW\: (W VY
~ 3 - A VA “

Mm=-74 o N=2% o

La Gltima igualdad se debe a (144 ) y d)

Por lo tanto, para e Qlwy | W ¢ e )y QO iy

Lo, v) = Cw G yVy)
(145)

Sean N y Q dos vectores cualesquiera, entornces

<R, \,w(\\ﬁ(\\"‘]* \-_OK\\O\“(\\—\ a** v a V! 1r\ >

-\

=< owwa Ay S (L QTR Cervaa ) 7Y n oo




( Usande ( 145 ))
- 7 -\ "\
SR I SV IR D R S CIPR

{.
- 5 -\ -\ - -
= (W% (o4 TR (R CELIVORNE WL (et \ﬂ\ql

My -\ -
S T RN L

— - -\ - - -\
= W) g, (M ota) (RPPaA) V> o S X W (Werd)

x (\'L"“’MY\V\ >

- - \ -\ -
208 () gy - 40N T (eal )

= M T T a7V T Ly ) Ty

En consecuencia,

SRR - _
f_\u(au&) 1 LuMov4) ‘(b.‘”w\\\]*~ U\\cv\\Y\-&\nu)"\J (146)

¥ ( =< W -\
Ahora bien, k4)

es compacto. Y pord® obtenemos que

FEP)R \K\(\\'ot(\\)n\

-\ . -
V) K\‘\o \*(\) &\QL'J 2y '\\ \ = U(\ZQ".\, A\Y‘\ k\‘\ { ,“ \" €s COI’nPCleO.

Usando , @) y ( 146 ) obienemos que

U\\o\:ﬂf\* k\\-\«\\'\ Ly /\)_‘ ¢s compacto (147 )
Y para cady intervalaacotado 1,

- \ . -
Coder ey = Qo) b Poony = Toggy TRTS IS HCALIRE
. W\ Y. o4 .\\ (\':ul,‘/,\) -‘,"( \)




<o conpacle (148)

Esto damuestra que H es subordinado a Ho, por la proposicién 1.1.1 « Y por otro lado, de o)

sabemos que QLYY = QLW YA @ W) RO, - Entonces
My <\\”2 () 4 es acotado. (149)
Da (146)y ( 149 ) yla proposicitn 1.1.1 obienemos que
(150)

es compacto ‘ Aoy 0y ooew A\ \-\

Si | es un intervalo compacto,

L oo
S W\ PCEY VY \\z'l"v\)"‘ F$ Ba el WA R

O

i

\ oo : . . -~
So WL e PAY Creay ™ v i 7 Fieg i iR

(151)
Aqui existe un pequefio detalle. En ( 145) demostramoscpe para

Qe AW | ¥ e D RN Qw)

St esto mismo fuera cierto para 3@@‘{(\ W) Y &D(\z”"\ , enfonces podrfamos estimaf

(151 ) Como

A o

XMy L - =
WoAad) ZPCEY W a4y /Z\N’y‘ \ S W lR?Yea) \F\%;\x\\\k\;{

©

Y entonces cstarfamos hechos, A pesar degu e estd estimacion en general no es cicria, la hi-

pétesis@) junto con ( 145 ) son suficientes pura quelas estimaciones hechas en la demostracion

del tcorema 3.2 sigan siendo validas en esle caso, Para ver csto solo feremos que hacer rotar

. . (e . [] . . (AN ’ S . N
que leis Gnicas ostimaciones que dificren son para demontrar la existencia de los operacor .. h

onda y la domostracion doel {ema 3,20 . Todo Lo derndis sigue siendo cierto para cote o d o=



bido a ( 150 ). El onico cambio en la demostracion del leina 3.2.1 es para probar ( 143a),
micntras que el del lema 3.2.3 es para probar ( 118b ). Probaremos ( 118 b ) para este caso,
ya que para probar ( 143 a ) se usa el mismo argumenio.

Sean 1, , L intervalos compactos, Y sea ¢ oD con 96\1)\{):\() « Ahora notemos

Qe Raa ¥,cl) ¢ Dg?) ADWR™) = rwyn DR)

Entonces de ( 145 ),

t oo
- -1% %o
X WPy v e TR Ak
P
T o
L WNo
= L WL LHY PeRY © R\
A
A ~ 3 - -'tt“{u
Ty
x oo
-\ Y 4
¢\ W Q(.X,\) A\ \*\At\k\’\\:z?“w\\ \:%%b\u\x.ﬁ,ﬁwu*«\c \}:\
Yuw Ry
ttw .
U ey v M p - : \é\t“o
e ‘ - . 2 oy
. (e 4 4) Flbbmm\\\z YA W Uswy)
,—-.\:) - o (\\)'\ e C,“‘Buc \ \()fb W\'\ W) IO e (L‘(CA\S TﬁC’(\\- 0 C"\‘..)('
A
(&N Y\\ Ll
(1))




SECCION 2

Como aplicacién de estos tearemas, damos unos cjemplos en los que se cumplen las hipétesis
de los teoremas anteriores,

Ejemplo 4.1 ScaMo =-4A , H = ~A v

g

tal que\/ 2,0 ; con au {AY u\) E S \\J\n\éxl““’
ol av

Sea H s Ho ‘Jr V definido como suma de forma cua=

dréticas sobre Q( H) = Q (Ho ) N QL)

Entonces se cumplen las hipétesis del teorema 3.
Como C:’ (x - space ) es ndcleo de forma para Q ( H ), entonces Q (Ho) N DY
es un ndcleo de forma para toda Y& |N . Tomemos AN >V O=w=\V \"2
Ast se cumplenby c. Como QW)= DCw2) = Q)N DY) €« Dlw)
Finalmente, para ver €) se cumple, solo hay que usar las notas 7 y 20 que nos aseguran que la

condicién €) esequivalente a que

ko
\ W03, o CR™eaAY YR 4 voo
\

Por otro lado usando el corolario ! obtenemos que

”L
. =\ L S P ‘v )1
Y T R (s d;’;%x\wm\ 1%
%
‘(L

S0 .
¢ d(—;o \\ RIS I NS A'xk

Ao




‘1"‘)

S G I Ay v ) i} , 2
W=, T T E \ v A% \
LA v et) 7 A«
¢ LY & K
= e Swey \ C4e van) S vy | 8% \
(4t - 9v),) o2Le >
L C\/ - Vv &/,
= (4+ R~ 3/3)
Ast se obtiene que;
fw -\ S
TN B
PALN
t y en consecuencia

@) se cumple. Entonces, todus las concluciones del teorema 3.3 se cumplen para H, Ho,

Ejemplo 4.2 Sea Ho =- 4, lt=- D% VeonV > o tal que
) \ iy e
ST Vv \_ \ \\um\Pé‘x_X < Ao
A n
con
i) p=4 paca V= A
it) p>4  para =7
i) Y -1, ara VY %2 ¢
Y 2*t P

Sea A N>

Como en el ejemplo anterior, se cumple la condicién b ) del teorema 3.3 Pongamos

~\" T
. o ~ 9

| e . Definimos enfonces  \y= 4y | 7 (4 v\

z (avaxy) |

~

vV
o
W oV u\s

vV oy
donde r A 5

: V& & o\
En consecuencia, CA 4 V) voe - A




y como cn el cjemplo anter

ior se cumple la

S
de! teorema 3.3 y un simple calculo muestru que W E L
donde s = para N =4
2 = T
s =~ Para Y77
Z-yp
s = Vit v D
Del corolario Il obtenemos que
. -\
y en consecuencia WLM &+ 4)

W\W (Uotq) W e xe

es un operador acotado.
del teorema 3.3

Podemos resumir estos dos ejemplos en elsiguiente

TEOREMA 3.4 Seq H = — BN

ticas. Supongamos que V =
v v

Ll
@) ser Laban) ) Kg

b)

.’/ o

S

donde

v‘ ‘.(“ V “

\\}\\\() \ &UX
A

condicién ¢ )

Y entonces se cumplen todas las hipétesis

definido como suma de formas cuadré-

con

I(\-oo

e .
«  SirraYyt ( N, P oy

. Entonces H, Ho cumplen las concluciones

del teorema 3.3.

Eiemplo 4.3
te suponemos quec
o (4t \x\\

o

-—

Siguiendo a Davies £y, notemos que @

gue preserva pouhv:dod

De hecho el teorema anterior sigue siendo cicrto si unic

amen-
AV RN
b s un operador
Es decir, si -\t Yy Yy o

puntualmente, entaac:

e t"‘oﬁ{’) (%Y 2

puntualinai. > o Esto sa ve Jol hecho que

.(.é’t“o\o)kx\ — (

donde

»21“).‘/2 S »\(V."j) LQ(\,\AV\/




Ao

N \ oo -~
fl‘ l;,\l\z' ) &\ \—1
- i v S CRR A 2 ~-XWq
° “ e Cos ¥ \ \ , pe Cowox a Wy ‘\\lz

Y/
@wy > N,
(LX) *Qz
-5y
Supongamos que §» o o Entonces, puesto que @  \44 ya que V (%) 20 ,
obtenemos que
~% W -5
e " (y-eV)Yw o
=%
- e - ’
o & (C’ oo 6‘3\/ )\Q 4 o o \?
g <\ J\‘\o
=5 ( ~-9W%, -5y )\{) L ( ~5\%s ~— )e ‘-Q
- -2 5 \o \Q
A o N " - L\
= ~ V\V f',
> o £ € SHmY) w2 e TR
Usando que
9 - liw (G “be“\ = e

W =2\ oo

( Para esto ver ) ( L @)

t\y

Obtencemos por un lado que < preserva positividad y por ofro lado se concluye que

A d - L
6o NG 4 etV "




Ademés, como cn general

oo XA
( Ard) L= S gt ey o
) .
para

-1\ -
Obtenemos que Ched) oy (W oy A \
preservan positividad y
-\ -

o 4 k\.‘.\(\) k(’ L L“o'ﬁ") \(’
Sea ahora A un operador en H = L2 (R”) que preserva positividad y pongamos
L? = "o X % \R ;) © \
\?- e Mmiin X \?‘ ) }

\q-'rs\?-— 7. o

Puntualmeante

\\Q(x’)\: \Qx_kx\ W (x)

‘k(b‘)\ < \P;KX\" \Q-—Ll)

Entonces \ CARQY (x) \ - \ A (\Qd 6y - (ARDY) (xy \
(Y, ) ey AR Y

= (A WL ) ()

(151 a)



Usando csto, ((151a ) y el hecho que VXY 2 O obtenemos que para o3, enferos

WMy A7V e ) c}‘vi % E)‘.CL\XTJ W\

- LW -w)"“\: (\\DH\)*(J FA 5 ax \lWw
Wwi= |

é"?:iﬂ O RIS T PRS- LI RN

Usando las notas 7 y 20 obtenemos que

t oo - _
S (LU d) TV (ot ) pF\B\;\xU\ AR 4 Yo
o
si y solo si

{0 -, ' "G
& W lerda) N 3>,RL\*~~’O WA R
‘

Tomemos (1‘-‘-(3 = W , tal que aN >

Como

HA # Ave W AW

=2\ w‘n(n}'p N j’w( \4\3«-4\*5”6 \

\

v/ .
\ v LL.B :’/(7-3

S

2 (werva) Nl

\ . ' -
£ C Ny (ama)® e aa) N

( Usando ¢l corolario 1)




£ ¢t wup S \\l\x)\é"x
W\ 7 - S5/,
Do,

Y como en el cjemplo 4.1

Obtenemos que esto Gliimo esté en \. K\\'\*, A R

Ademés, H y Ho son mutuamente subordinados. De este modo se cumplen las hipétesis del

teorema 2.1 tomando K== M . Y ust se verifica lo afirmado

Ejemplo 4.4 Sea Ho =-4 H==-4+V
( definido como suma de formas cuadréticas ) donde V = 1
una madida finitaen  fiX , tal que Ssyv S:H (1+ \-x\)”‘&,_u
< 4o , enfonces H y Ho cumplen fas
hipétesis del teorema.

Para ver esto, notemos que &(V )
= }\Q?LZHQ) l S .l\Plzd;ALx) < t+oo %

Usando el Corolario Il se desprende que

Y, z 2 - 2
T v llz = j (Y] dpixy < g €, M UR )

(151b)
¢

/
£E JOR) LR I € pca2) i

Entonces Q(V ) D) Q(Ho)y QlHo) N Q(V) == Q( Ho ) Q (H)




1

Usando que Ho ? es escencialmente autoadjunto en CJ7 Lw) y
( 151 ) se obticne que Cul (- boace ) € @UWLIN DY)

es un niclo de forma para cada W& W, Asise cumple b), Tomamos W=

Entonces,

el

“v, -
de (151b ), (4-A) }&( = A ) /‘:E_ 4  define un operador acotado, ya que

~ ! _
“K«*A\ b".k \‘_ n\‘/z\?“'?_

{co
-1 2
= S VO ) g ) o 3 pt )
PR
Se toma U= W= A''? (4- L)\V:

Entonces

DV =T DG 2 DLw?)

¥ '/, '
WH0 = (a2 A4-a)2 = 4 = v
Como Q(H)=Q(Ho)
W U{'*ﬂ)\‘/‘?‘ es acotado. Ast se cumple c) y d).

Finalmznte, como en el ejemplo 4,1 para que se cumpla e ) es suficiente con verificar que

Yoo

S( V‘U;J“'rr{ LQ?*'J\)k\ “&\244-00 (151c¢)

Y como

. -\ 2 . -\ .
Wy J)’,R QA \p W = ( J'\/iz‘ (‘\/\7%/\\ \0 | 0?3 y p\kyil i"‘)h‘tp)

- K.) S ".)-‘\g Lo . -
oy v N s W) ‘{’)




{00 1
-\ !
= )1 ((h-n) g )e \ V. pea dpuy
oW
Usando el lema ( Va ) y el hecho que
o4\
2rt
QU P S WERTIN dp\t&) < Yo
Qe { se obtiene ( 151¢)
Ejemplo 4.6 ( Operadores de Dirac ). Existen bastantes trabajos acerca
de teorfa de Colisiones para lus ecuaciones de  Klein~ Gordon
Y42|;0>c fﬁgq;) 3 <32 Z ) ST6Y, €620,4BE%,4807 <915
) ’ P 8D, L5335, <19, < S6>
SeaHo = R.xp v \/J) Como en el ejemplo I, 2 <192, s <BH>,LB57)
Tomemos V ‘-‘;V‘:} una matriz 4 x 4 con V:3 operadores de multiplicacién de tal forma

que H = Ho+V  $ea autoadjunto en D { Ho )

Y supongamos ademés que existe N tal que (151d)
W Vi (H—nwy' Fimgint| e SAs aR)
para 4 3 b H
entonces las conclusiones del tcorema 3.1 son cicrtas para Hy Ho,
Como en la demostracién del teorema 3,1 es suficiente con probar el principio de descomposi=
cién de Enss para Hy Ho. Primero veamos que Ho es también un sistema vagamznte clfptico.

Esto viene del hecho que K ( Ver ejemplo 1) es la suma directa de 4 operadores, sicnelo de
e jemg

- ‘ » - . - - -
cllos isomorfos al operador de multiplicacion por (4 (e ) y 2, isomorfos ol operodor de




1
. L LI 4 :: [ e
multiplicacion por-( 4 Vg ) » Para ver esto, se introduce, para cada X fija, una

L

nueva base ortonormal de € que consista de los eigen vectores de la matriz hermitiana

-

3 ’2 » L) - « - - -
Rty m S Do (¥Vlla ), los tnicos eigen vectores de esta mairiz son ¥ (7?1 e®)
y es sabido que existen 2 eigen vectores para cada signo, formando un conjunto

ortonormal para  ( para cada ¥ fija).

Sea w W, (w) ' w_oilr), Vi Lw) Y Vo w) los eigen vectores,
A A
Entonces cualquier vector ) - )
q Wiwy = \w | |, Wy

se puede escribir de lu forma

of o
Q’ () = o, ()W te) * o, () W (w) 3 odalry Wle) & ¥ Ay

Como son ortonormales en Q R se deduce que
A -, AN 5 AN A L
\ wiry |\ = Z | d.twy \ — "2_' \\\’-‘UZ\\ X
v\
AT

Mds atn, se puede demostrar que los eigen vectores son analfticos en R . Entonces, si

o= L Jpy = @, ledugey v le) Vutey )
\.

2
z \ 1d ()| a3k < ¥
A

| Y

Y=y wi TSI CHCAL LA (r2tvd V- Ly

1
Z. \ \ (’J;U’z\\i A3 < Yo
=y

A

. oy’ (\‘\> o ls
cualquicer vector wooo LUV, se pucde eseribir comn

A
\_Q L\)‘ \ \(J_




e

Ree UL, e U,

N
W ™ea Vo, ul son ortonormales en K\\ se de-

duce que M. ,%- son ortogonales en \’_Z(\R’,CW . Usando (XVIlIb)y X se ve que

Como

WV é D{ K)siysolosi '}, ,kQ, estan en D{ K) y ademés

‘ -
(8 o) Tlay = el q o (e 8

Entonces, como en el elam ( IV ), Ho tiene espectro absolutamente continuo, Asimismo como

H y Ho tienen el mismo dominio, son mutuamente subordinados., Ademés,

WV Ol ey Fuwe v 2 ) \\

v NS.\ \:%B(R \Y"\\\

£t Sop \\ "S\H\R

\ Yy

En consecuencia, como antes

-\
-\
\ W e ¢) - (\’u\-'\{\) es ampacto,
Usando # % vy esto Gltimo se puede copiar la demostracion del principio de descomposicién
de Enss, del teorema 3.1

Por el corolario | vemos que (151d ) se cumplird si y solo si

ko

S "o P K\ Wi 0\ é“xl dR < Aw Au
o WAz, AR !




Ejemplo 4,7

[}

L 0 P AV}
Sea W una funcién de 1L en 104 y w2 el operador de multiplicacién en

M = LQ(\pf’\ por la funcién:

N 2
Z W
)= con -
W= (w,, .. We)
Sea o = )% (i, ¢*) como en el ejemplo I, Podemos considerar a W un o~

perador de multiplicacién de H en Ho como

W= (W 8, WIR) (151e)
Supongamos adem@s que
4 w® e ot (Het2b) ¥, = -\ (151F)

( donde la desigualdad es en el sentido usual de operadores ) entonces si defininmios

<]

< QR yeyr= - < v R, v\v>u

©

(M

V es una forma cuadrética sobre Q ( Ho ) con cota relativa a. Para ver esto, estimamos

W\ o W\
W, e ]

£
Ly (Wek2 ) <7y b

Y LW VARV A

~ \1 A‘*(\\s(o\(>

U

o < hgn ) R oty




S a os menor que 1 podemos definic H = Hoy V como suma de formas, utilizando cl
lema 11
- Q s . 2 Z ¢ o
Tomemos Y= 3y supongamos que L4 Wioe by i=1,2,3 .
2.
Usando ¢l lema VI obtenemos que "W {  es relativamente acotado con respecto a Ho = —¢

con cota relativa cero. Es decir, Y €7 o

Wiy, s e WALy G et
Como esto impli~

ca que Yoo

(e \\N%l\ﬂ 2" (9 M%) *rc‘t\w\\‘

se cumple entonces ( 151f ) para a «1

Entonces, definimos H = Ho 4 V como suma de formas cuadréticas,

Para ver que H y Ho cumplen las hipétesis del teorema 3,3 b)se cumple ya que

Q(H) = Q(Ho) y Qo) A\ D(w?) = D{Ho)

es un nocleo de forma para Q (Ho) y en consecuencia para Q ( H) ya queV es relativamente

acotada con cota cero,

Puestoque Q(H) = Q(Ho ) entonces

(6, vw)s - 2Ra (g€, W) (151 h)
y en consecuencia ( 145 ) se cumple .

Usando ¢! lema VI, se desprende que

o
S W Wa o, o Ay L de < e (1511)

t




i o= 1.2.3

ya que (G A A \\'\ € W también esté en 12 (o ( ver ejeniplo 4.1 ).

( Ademés para ty e | intervalos acotados

1P (T v P, iy = WPCTOD Liv-M7 Yol Y R\

= 20 1Ay p@ta- AP e 7\
Wiz

I i ::\:\\P:\ V< y LM Peaye™ <R 0T TR TR\

Z 50 | LPLOY, & PO P - NASHEIR ISeAGR A A

Wb\

~  d>e? \ L PLQ\\‘P\\I\QoLX\\Q>
WAL=

L9 RCTLY UL W RPL(T Y R

Como Q(Ho) = Q(H)

g very L tw '
AU TR

Usando { 151 1) obtenemos ( 151 Y ),

Por consiguiente, la demostracién del teorema 3.3 es vGlida para este caso,

Se pueden fomar potenciales W gue oscilen bastante. Por cjemplo,

|
Je = 2t eenl@™) A

1

3
(44 VL) /2







CAPITULO V

En este capitulo presentaremos el caso cuando Ho ya no es de

la forma Ho = Y(-i9) , pero adn tiene una expansién en autofunciones, Seguiremos la=

demostracién del teorema 3.1 e iremos dando los cambios necesarios para los casos que -

presentaremos ( Simon

TEOREMA 4.1

<ADS ).

Sean W yV funciones a valores reales sobre 1 con-

@) WIxvA) = WX
b) S\\VV\*\\ I < Aco

< n ‘v e 2
nwe 2 )
A
Sean N = - 42 Y VAW Y \)\o — Li AW
(‘X‘ d-‘

., definidos como suma de formas cuadraiicas. Enfonces,
H y Ho obedecen las conclusiones dul tcorema 3.1,




——

DEMOSTRACION

El corolario Il muesira que si e @ (- o4 )
dx*

\\ \'\/\”z \® \\1, < ¢ \\ k—-A)‘/z \{) \\1, + CC \\\Qk\i‘

' Y )
WAWYE W, e Wl (a) Y W, o+ Co Wel, (152
En consecuencia, del lema I, definimos H y Ho como los ==

operadores asociados a las formas cuadréticas definidus sobre ¢ (—§3L> por ————
X

(2, 148) = (%, 2w ¥ (94, ve) ¥ (%, w Q)

(R008) = (9, -4 ¢) + (%, we)

La demostracién estd basada en la expansiéon en autofunciones
de Ho = - jf: VY, . Listamos lus propiedades de exta expcnsién, La demostracién
X
puede ser hallada en {37

Sea Ho =.4" LW cumpliendo a) y b) entonces existen funciones

@w(xwﬂ R R R N R X \y k) con las siguientes propiedudes:

) ENR) Y SO0 Uateg)  pawg S CER)Y con analiiicas en k
para Re Co,) y (-T,0) (§w,, analftica como una funcién en It ); son

confinuas en  L-1 y]

ith) £.(RY ¢ £ (k) ¢ ... & B R) —> e , con desigualdad estricta =-
para = R#£o  £W | e (wy T Elw)
iv) Para q¢ o' N\2 v YL cumple =-
} ’ %“ () = g d}_v\(\*\\"l}%\‘ﬂ A% P
- D

SN 1
P S \ (én k\'() \ (\ 12,
wokw

- LW
= gt

R P L T WA RTTR

v) Para o, q,

\\
Y. )
(L ) (y_') w 'J_ S (bw(y'\‘)-\ (_A \,\(\{3 (& \'{
n -\




cumple 3

) . 2.
W0 = L ’S,ﬁ laaiy ) dw

Y\
2 4
vi) b y t sc extienden a operadores unitarios entre L (IR dxY) y @™ 2 (¢{y)Y
\

son inversos el uno del otro.

vii) Para Ca(—’D(\\Q\

X ¥
(Mo g) w(R) = Ealw) On KD
Sea O N \,{’2 , entonces
Ax®
-\
e AY T\

WV EU®s axd W
o0V (FIBE % a0 W Cnlaag) Ty

— -V
t C\VFELRg,xy (R* ) © A
Entonces, como en el ejemplo 3.1

oo
S WV FiBe,x} (&Z+4) " W dR < oo

0
En consecuencia, si

WCRY:= WV F il 2R)Cher i)™ L (153)

oo

So WRY dR <« Yoo (454)

Notar que h (R ) es una funcién monétona decreciente.
Como QW) = A = (- 3__22 > , obtenemos que H
X
y Ho son mutuamente subordinados (155 )

Dzl corolario Il sabemos que

-1
Vikr?4 1) 2 es acotado (156)
—~ \
En consecuencia, V(Wi ) es un operador acolado, De este modo, —-
AN - ¢ : A )
Cvigy v ¢ 1&5;'\\)15 CWour iy . es un opcerador compucto debido a




Enfonccs

Hwndd ™ v (letig) = (Wb VATV F Oae RY (i g) L 4 W (R)
—2 0 .T‘—)\m‘:' 1o

En consecuencia,
-\ . -\
(W id) - (Hat ) es compacto (\5%)
Usando la proposicién 4.3, para demostrar la existencia de los operadores , es suficien

/\
te con ver que para un conjunto denso o en  Ran Ve W o)

¥ oo
- - Ak
S e W P(TH (-1 Rl e ¥ \\ <y
e\
donde I,, | son intervalos acotados y Y e ) . Més adelante diremos quién es
O,
teo
~ = . — -+t ¥e
dr W PCL) (h-Hey Wi = A\
P
Y oo
- - A P
- x dr NP Y RA) e ?\
T
A o©
£ \ e WP v TR BZ\U C %) TR LSRR TORAC AL
Ly
v o -\t.\'\o _ \\
Y & &t \\ \’_)(-&\\ Y F{l B S\Q_\\X'k < ?O\\‘\ \'?
A
t 9o p

£ WD) Py L &51‘ W Osia) Pty v gét\\Fggw\)q;;‘“k“&m\e !
] t

Entonces, es suficiente con demostrar que

j(‘I.) ’ . » - . -\t‘\'u S r )
. RN \l \ %_ \.'\‘\.\ ‘chz Ve (Y kﬂ)\( < Y ( {8

para algin 4 .




Ahora se definen los valores crlticos de o como los volores -

talo) & ) y el valor €4(Re) para cuqlqui(:er n, ko con N 3—%”;‘{)(\2;\ T o
Puesto que los €4 son analilicos y En =7t cuando W71, los ve-
lores criticos son discretos en = , es decir, su Gnico punto limite es ¥ ©

Fijemos n y un intervalo  Qa, bl en (1) 6 (-1,e)
que no contengo ningdn punto critico pora E£w o Sea WO  yn abierto contenien
do el conjunto de velocidades % 'ai,:{ | Re o, b0) . i M Cf(q,\o‘)
y WO = S NERY s RY dR con X/¢ G O
Usondo vii) , obtenemos que
o e ) _ s Enliy ¢ @ ()
Y usondo vi) y v) , obtenemos que
b . :
(éi‘c \&0\\33 x) = % ék&ﬂk\zwdzv\cx\w\ V\(mé\l
o

( Usando 1) )

b .
-rv et W
= S NR) W\ R) e e e TN
a
b N
— . 'ag -\&“(‘Q)
: MR Wl ) ALE P& —x ) mél
o.

Siguiendo los mismos argumentos que en el lema(XlX) , obtene

muos que

3N
"\\.\\ ~E -0 Y v ® ¥
\ (C > p > (% \ . \g A e‘Ey\U\\‘\ e'\‘lx [ \&Y.-- t ?.\_g“ ‘ \ }K v‘k ql_v.\“.“h‘\“\

Q

o . W b
< (,\_,, 4y iyt ) Ny \ | Y N k) \\ \x,.(rm\

oo w AW




\ - b . \ b
¢ Cy (rinn) 5 ( & aw | ? V\U*)\l ) (L ‘;35;" o di

\):‘: o (4% (\ \1’“~ ¢
- % N .
12 (459)
. Cy (H \x\-\~\'\‘.\\ W (- ‘i;‘\z.‘\ 4] \\2_
/ )
En la 6ltimo desigualdad hemos usado el hecho que ==—==
E_”Q_ W, Oy R) es una funcién periédica en x ,
awt
En consecuencia, para todo ~ 00 < 3 <lteo
b ) b
X 2
\ 2. W (x, o lw <  Sup S \'ELE W z
-1 A4 y R AR = \ n\\j 2 dR < 3yoo
@ D\\ \ \’Q(u,\) a 3\,\\{ ] \

Usando que los vectores de la forma ¢ (vy = gb\f\u\\dp“\x ) d R
{

N
con (o, bl disjurto de los valores criticos, son densos en R‘k“ Yoo W6
de (159 ) obtenemos ( {5@ ) y por lo tanto los operadores de onda existen,
Sea ahora | una funcién sobre (=11 , W ) que es definida ==

positiva en el grupo. Es decir

v «
{7 a0t (neyrcadn > o ( 1eo)
-\
y ademés,
— .“— : wa \=
2 “o 3wy dw (461 )
™ -\
Sea \'Sm\R\;‘ém“:)\\l\’ definimos |
n .
N nlx (R
(B i=dg (1 3m) L dnrtd
donde ¥ es lo forma W = S AR Gk (R) dx para algdn
ne w . Ahora bien,para tales Y tenemos que

o) Awm ) = (WY, (Awe)Y)

\

-——

!

N ) ey A (462)

=5

Como cunple termbicn (V60) obiencmos que cada /Am
m |

e .' .'
¢i posiiivo



.- N\ \"
Tomando M {w) = 2 C e con N < \oO
N=y
y usando ( $6\) y ( ¢ L) sc obticne que
— b3
(e, o AW) = (W, V) ( )
Lo}
En consecuencia, "‘;\ A= W para un conjunto denso de vec~

tores y pav lo tanto pora todo W' ya que los Am son positivos.
Ademés, usando ( 199 ) y los mismos argumentos para ==
trasladar que en el lema XX se concluye que si X W‘/ ¢

Ve,

e 7 tanwy Y ) | & Coxemy i WG 23 b

£ Cliremnu) WL .
e\

s Sopp N rsopyy < Lawlmed2®)  (y45)

Como antes, para probar el teorema, es suficiente con ===
probar el principio de Descomposicién de Enss,

Tomemos La, bl que no contenga valores criticos . Y
sea We R VP, b()\& ) . Usando la propicdad iii) de las propiedades
de la expansién en autofunciones, se deduce que ' es una suma finita de términos

de la forma (®
S¢ Nw (R dn i R)d R
LA}

Tomando  Jw cumpliendo (160) y (46\ )y ade

més y utilizando los Am -

‘$UPP Yln‘h 5U\JPOW - \:“’h,(?’n:]
en lugar de los g.d - 3 { -y vy v (159 ) y (164) se pueden sequir los -
Ao |

misros argumentos que en el feorema 3.1y Hegor a estimaciones como en ( 4,42) y

(4.43) donde en (4,42) aparcce (WaAr]) por (142" {A) .




Como solamente tenemos que (153 ) se cumple en lugar de la con-
dicion (2.5) ( de Enss) no podemos seguir los mismos crgumentos que antes para denos-
trar que

oLt
Para ver esto, hay que proceder de manera un poco dis--=

tinto.
Sea | un intervalo compacto, entonces

o . »"\\.“b
AP CAY-11) Bopa L= LS \u P VETTT R

-

o Ve
< g I\ @ 1) ve R |t

* oo
0 -\
e {acwpoy Fieg 6 end
Ao VAV 9 L
® -1 e\,
v g 6 UPCLY V F § Ry 1% 38 Ran N

- o

~\
RIS LA R \

£
pr L ea A €n i \\ \\
N\
RAUATS
b Y \’(
\ & s \\ © \\‘:D(bk“\\&\\\ e ““\ v \\ d

v WP v\

Usando (153) y la estimacion andloga a (4,47) se obticne




O e !
\.\V\/\ \\Y(&.\ Q \gl - ‘/ LPV\""\ \\
VU= Yy ’
para todo intervalo compacto |
Como H es subordinado a Ho, del lema 1,1 se concluye =
que fPCIe) Yo (Y N —>o I —»+™
Utilizando esto, se puuede entonces demostrar (166), Y ==
ast se concluye la demostracién del Principio de Descomposicion de Enss,
Notar por otra parte que no es necesario usar una estimacion

como en (4.43) . Pero esto fue posible a que

WY vl €A para cada intervalo acotado | A




CAPITULO VI
EXTENSION DEL TRABAJO DE ENSS
EL METODO DE KUPSCH-SANDHAS

Y EL McTODO DE ENSS

En esta seccién se discuten situaciones cuando alguna regién-

acotadu del espacio de configuracién se comporta mal debido a obstéculos o a grandes -

singularidades del potencial ( Simon  <#¥2> ),

TEOREMA VI, A

Sea Ho = P(AY) con P vagamente ellptico . Sco-
H un operador autoadjunto tal gue
a) J es un operador de multiplicacién por una funcion en

> (i) '
b) Para algon Ro < o
T FIRE x Y = Fhvax)  si R» .

C) ¥ S B RSy P ﬁ\-\ Cs COITI[)GCfO pura--
IR RE '

cada e |
d) Para cada 3{{ 6 L) la funcién
o, C ) \
MOR) s WAL Ayt b X A\
satisface la condicion i Lnss ( ?.()), Jonde

Gy G Uh 0 ML)




Entonces las conclusiones del teorema 3.1 se cumplen

para ( 1, Ho )

DEMOSTRACION
- .. -\
Notemos primsro que como (W 3-3\.) (M 2)

- -\
es acofado, entonces -l J (We-2) es acotado,

Ast, T % D) —> Du)

( 467 )
Ast, H es J subordinado a Ho.
Usando d) y la proposicién 1.3, se obtiene que
. \ td -k
Ny, S-liwoe T TR D (16)
\Sl = ‘:,_7 Im Pug ©
existen,
Escribiendo,
-\ — ~ . -\
(A -3 ) (Ueand) = (4-3) FhiReyxy (erid)
. -\
f (4-3 ) FABgrox) (Mesn )
y usando b) y el lema 1.4, obtenemos que
C4-3 ) haxi @)™ es compacto ( 163 )
Puesto que R an \f)ad,\}o\ = LR CouSo) , las funciones =~
‘ A
W os (Kot ) & con & «CT (RN CouSp)
son densas en Qawn Poc LWL
Entonces, . .
e W _ kW i .t\\ _ oy -\
S - Vv SV -3 Y e e N e () i) @

= -2 T oo E'—) _\_UO .
N ‘ 4 k“()“&iyq) et
donde hemos usado (169 ) y el lema XXI,

Usando densidad, se deduce que

.‘ \_ \\ -«.\'\\.\\ O
<. Ca- %) <

<5- Vv

Pu (& ( \‘\ O~) - O




Y de aqul,

v * A - .
Sﬂ)_~ T N é*“‘) c:\\-\k"

Pocllle) = 5’?’- (130 )

-7 oo
Como antes, es suficiente con probar el principio de Dascom=

posicién de Enss,

Usando ¢) y el lema 1.4
-\ .
L) = (n a04) ‘1 F&BE#X es compacto si (2 < too

Entonces,

WL e ) " - esn Y Fiagawt W\
(Usando b) )

S WD W)Y mnand) T 1 ELeE o

S Lo Y 3 o3 ena i IF SRS vx 3N

b -3) (e Y FARI I L

L@ (Mot 4) T FARS
FOWCAE T Oheen A ESRS L

—?! © 12 —2 Ao

B! primer 1érmino tiende a cero por d), mientras que cl segun-

do por ( 169) y el lema 1,2 .

En consecuencia, (W 4 \\‘ (M 4 A y\

es compactio (V1)

Copiandn le orgorentos del principio de descomposicion de-




Enss del tecorema 3,1, Hegamos a estimaciones como on (4.49) y (4,43) donde en ==—-
-4 _‘-;ud
(4.43) aparece ( et () en lugar de ( A,
> u - - - ) QT Ny smp
Para demostrar (4.4) en este caso para ¢, . , proce

demos ast:

WP (SLY ~ ALY Raia |

(Usando ( |40 ) )

WP L) (83 - 1) Saianll
o)
SRR

- 0O

ey,
PLL—) LW3 -3 Wel e L?\n“w\ Lt \\

LPGL) @U8c2y PR x1 Lt

- o0 St

1
—
[0}

S \\ k\‘\ob 2~h) \Pn.\v\ \\

3P (T) Q.- 2oy N

o _ -‘\t\\o
* \ dt \\ \’X Pbék‘ﬂ&\"»\ y X e (Ve 26) \Pn,‘\v\ \\

I ~ 1)

-2 0 Nn=-y teo

Y puesto que
AP (T Pocad -y e 1 e
se deduce que
o . ‘
WQLF -y @, e
Ast el fcorema se sigue.
Siguiendo exactamente los mismos argumentos , se obiicne que

el siguiente teorcma tambidn es cierto.




TEOREMA VI, 2 Sea llo = PCIY) con P vagamante eliptico y J un-
opurador acotado y H un operador autoadjunto, tales =
que

a) H es J subordinado a Ho
- -\
b) (41-3) (M, 14} ) es compacto

e (W {1\-‘.- (Hovif )“\ es compacto

d) Existe una funcién 9 € C™ (W) , tal ==
que para cada intervalo acotado |, la funcién h: (R)

= WP Qqlr) ' FEB &y Y
satisfuce (2.5)

Entonces las conclusiones del teorema 3.1 son cier-~
tas para ( H, Ho ).
Ejemplo 6.1
Sea Ho = —A , h= -tV definido como suma de formase ==
Donde V= V,-V- con V%0, V,¢ L'lac y donde V- es- L) - aco-
tado en sentido de formas, con cota menor que 1, Ademds, supongamos que liadaiataly
Wi F%Béb x\ Vo satisface 11 W (Um2) FiRgax
para algin  Z ¢ G(4,) , entonces tomando como J al operador de multiplicacién-
por una funcién c® que es igual a0 (resp. 1) para | x \ ¢ 3 R, (resp. % LRe)
es fécil de verificar las hipétesis del teorema 6,1 :
Obviamente la conclusién b) se cumple.,
Como Q(H) = &)Y O QLv) entonces ===-
(1 oy \‘ﬂ)‘lz(}\ﬁ’\'y 2 es acotado y por tanto (c) se cumple.
Por la construccién de H, sabemos que D)2 DU NIV )
(Ver lema Il1),
Pucsto que (U, 2) 3,2 y ‘ es acotado, -
iR} \"));M ARV \\(,'7-}.\ es acotado y como  F{Py Y Vv \\\,;"-'\)'l o)

- - . - \ R
OI)“.‘I'\(:IHOS que \< vy ) (\\ o () <\ \\)




N _—4—

Puesto que (Mo ) ' (4-2) W 2) L :

Py o FEBe 2} (W) d ey ' FiB, Yk T= o

ademds,

FSB;Q XY QU.-2) " FY B x}
U A2 SRR VELBS Y
N NARVATUTEI R A TR

-\ ¢
‘:&Vﬁc\’{‘\X\ V(\\'o"%\ FQB{L)X—\

FL RS, v\ (a-2) 8- RS 27NN Fimg et
- a. VF

-\ <
v F&?g(;o NEVIN Vv (M- 2) ‘F\%Rxx\\\

= o + F\ Bexy vy FEmg vt

-

Por lo tanto ( d) se cumple

Ejemplo 6,2

Sea .52 una regién cerruda acotada en N y sea H
alguna extensién autoadjunta. Tomemos cualquier base @y, -y ® en L (S2) .
Ysea H iz N @ 7 (g -y tn  en b () = ZIRNE )

VW

Denotemos por J al operador de multiplicacién con (A9 )gi (:),o y J20  ¢n algu-
na vecindad de S

Todas las hipotesis del tcorema 6.1 son obviamente satisfe—~-
chas con la excepcién de la hipétesis c) . Esta se cumpliré dependiendo de las condicio-

nes a lafrontera sobre Iy .




Para las condiciones de Dirichlet , se¢ cumple ==

la hipdtesis ¢) ( Uiay ) ; para las condiciones de Neumann,se cumplirdn, si por ejenr-

plo, Ll obedece lu condicion del segmento ( L1 ) . Dz cuolquicr forma, si sc -~
! 2 "7“ . .

cumple, entonces H, como operador sobre L=\ S2) , tendrd espectro singulam-

mente vaclo,

Eiemplo 6.3

Consideremos una funcién acotada V periédica en \R y -

sea W igual aV ( respectivamente 0) para  x >0 ( respectivamente < 0 ).

Pongamos
AZ
- - \' W
| .~ 4a*
Wo = = TtV

entonces se demuesira que:

TEOREMA

(¢, ¢

. . (Giwe)
v S AL Pois
a ) ‘Q'(’\v zs-liwa e Jy, we )

v
1T=%7w ’
existen, Donde JQ es el operador de multiplicacién por una funcién C°° (W) tal ==

que cs O (resp. 1) para x 7?1 (resp x <= 1)y 3‘:—'\—39
b ) Los afirmaciones b), d) del teorema 3.1 se siguen cum=-—

pliendo para H.

&) Geos (HY = 6oy (WY ) = Gess (ML)
d) Ruv\ ﬂ*q G) Qw\« S 1:( = )’Z(MA ﬂﬁv (‘T) Qum ‘&hf
= Re (1)

Para ver esto, es suficiente con ver que la siguiente variunte -

del principio d: Doscomposicisn de Lnss ce cunple:



~

LEMA
Sea una sucesion de vectores unitarios que cumplen-
las hip6tesis del principio de Descomposicién da Enss, entonces
Se puede descomponer Bz Qi & Qe ¥ Wa L al gue

(1) \\‘Q\\\u:“ ~2 0

@ WS A G ey W) S e

(3  Sep WRaiaw| A
e W ouT

DEMOSTRACION DEL LEMA
— ‘ AN é’—
DM ¢ DY = NN F (G 3»41\

Puesto que
- o TS oy - D)
y como Ew, 3y son funciones G entonces JQ\\, . (M) =2 >

En consecuencia, Hy Ho son mutuamente subordinados con J » ( De hecho son -

mutuamente subordinados con J; ~ entre st ). Ademés, usando las notas (7) y ( 20) y el
\

corolario | se obtiene que la funcién h (R)
= 3 - -\ -y <
LW 3, - Ty, WO (Rr 4y PR hx
es una funciénen 1°°N\! .
D: la proposicion 1.3, se obtiene a ) del teorema. Mdas -~

adn, como antes, obtenemos que

- Ky (i) - -
¥ (1) 1 Joow 79 0 Ay W, HRATE es compacto .
En consccuencia,,
-1 (Ve -\ _ .
| (Moaig) S oo, Wif) es compacto
Esto procha ¢! ). Y ademds, A&\ '\'\Q« 3 SQ\Y q.)(““( v )

cs cotmpaclo si ACC o O .




Pucsio que Jy A ) v o { , cnionces ==

S @ ul,}'}(s't — O ¥) 3

Jy es compacto.

Usando que J o s 0 para x ¥ 1 ydel hecho que

\\FB P, \‘ V\)\\ I\ -7 o vi~? tuwe
obtenemos que
\ —
WE [xs =vn ) &N TeW,, W=-20 w-71e@

Y como antes { Ver lema 3,1.1 )

\\ 2. 'g.{ @(\*o\ :)u QCn H-y0 wn-? vrwo

°‘>‘/ - "5“

Se define entonces

9w T 7 Sa@we) Ip Sa

d<—‘/3n
urn\'\v\ Y oA P &Za(&(\\."\‘)‘l\en

Puesto que para o y T negativos

AL vils W‘*‘“‘\ , enfonces se pueden aplicar los lemas de fase estacién ariza ==

(lema XX) y obtener estimaciones como en (4%.4! )y (/q.43 ) « Y de aqui s¢ obtiene

I C Yoo (\\ \Qn‘;v\\]-)b =2 4o

Similarmente, para @(\\;‘ )
- & Y
WE(x en) @Y I\ 0 o7 ve
Usando los argumantos anteriores y la expansion en autofunciones (Ver teorema 4.1 )~

¢
para R b M=\ se concluye que

W (S - ’\\\ \?n,..\n | ->0 N =24 o A




CAPITULO VI
EXTENSION DEL TRABAJO DE ENSS

CAMPOS ELECTRICOS

En este capftulo se presenta el caso para N=W i V ,

\‘—\o = — N - \ ( +. 1 )
ey .
con x, la primera componente de x, en K . Hoes la energfa de una parti==

cula de carga 1 en un campo eléctrico £ = (o, .\, o) . Por ciertos métodos, se=

demostré ya la existencia( < 5> , Z YD ) y completud ( <39> ) de~--

'
OOV , ast como la ausencia «¢ especiro singularmente continuo ==
<=%s Y . Madiante el método de Enss se presenta ofra demostracién ( Simon Ei=y ).
P

Antes daremos algunos lemas que nos dicen ciertas propicda=-

des de Ho,

LEMA YT, A Ho o5 esenciulemnie autoadjunto en C : (R y




PERUTIN

<) = {:'.‘.0/3 c.:‘t“ ‘:.‘»‘f*\\ b + V) (7.2)
donde Po= o N
O,
2
R AT
DEMOSTRACION
si g ¢ O (RY)
e 3 (=%, @€ —'\r)—?’ i3 v
ol < S -1 2 =7 A
kK [ (18,57 3 ]
- -1 Py
= [’5- 2 2.:p75 A . ..3
(pe T3 P a4 )17
2-),7 d
= ( 2o VY
P9 ) 4 (=i 2 4 )V
oFP

- )’322 _ F’t, 9

2
Pucsto que P

+ip3d
LR
{ conmuta con < obtenemos que
: o3
c 073 R =X VP2
~ 1Py (N 4 2 ~-\P 7 >
3 ks 3 —_— 2 (- e
< (\L-X‘)e_ a = PL%*e X g
= Pi 6+ Vo
¢ 3 Y

:<" /A-r*xl) 4 (7.3)

)
Si ?1 es la transformada de Fournicr con respecio a las=

coordenadas ( (‘2/"'/3"> = 94,
CFY) N Ty m CRYTAT e g

(7.4)
(:) - Yy ‘5




B\ e o 2
El operador definidoen €, (iIR7) < L (Rd,h“x)

Py =%, , esunilariamente equivalenie al operador de multiplicacién por ‘\-"\_ - %\

definidoen C"(R°Y ¢ (= ” .
. (0 L(\\’\’A:\‘qlq‘l)

Sea B = Lo,gjl )—‘ (%Q‘L-—x‘) onL

De (J.3) y (w.u)

. p3 TP e
HoP ¢ R Y=< 2 & < M ¢S R
‘2. . [ 3 . 2
Puesto que % L X, es una extensién autoadjunta de ‘j( L% k c:o (\R"\
entonces -iP%) B e\?5/5 es una extensién autoadjunta de |}, \ CIlR Y)Y
e
Si A es otra extensién avtoadjunta de \«\6 N o URY) enfonces ===———-
e_.' &F -l e es una extensién autoadjunta de ===
T A(F,) <
¢o .
q"‘l‘ - x, . Como C_~ es un nidcleo para ci'ql’ X, 1€ concluye que ==
P2 e NP, g2 6
€ < on (F) €77 = E RS
- ‘93/ . 3
Az 'V BC‘B/‘B
Por lo cual, Ho M C° tiene una Onica extensién autoad=

o0 ~
junto. Esto es, Ho es esencialmante autoadjunto en Co CR™)

-1t
De ( VII'), tomando Fk (W)= &' >

. K 3 - X 2 . N 3
éq’ck\o _ enF’/s (c%:‘x) \ <" (9% - =) -:;LQP /3

S Q) A kX

_ c--‘\ s k 03;. L\‘\ & o Gij\_ é‘”3/3

1

.3 L 2 _ ‘
c‘\)/b {:\L\)‘\_ ‘&5(\ ‘|—,3/}

N >R o <k
-\ N -~ - x d
< 1 ds‘P /a, o ‘C’.‘Y) /3

'

Por ofro lado, .




-\
- e -

A\ .- o . ] b -
-'l\~ x "lf'ﬂ/b o X g R \.)(\ T.‘P’b/'é (\J“;)\\ . ) A l\J

= § é\ \‘X‘\P-t3*\v\:"¢.*o--‘\xqip’v’l
W .
w7

. - X .)%

Y por lo tanto,

, 2. . 3 . n
é‘\h\k\s - c—.—\t‘j‘\' c‘_ky‘ é\\?('t\/b C\P 3
G - ‘(3/ s 53
- ek L WP 3,V
__‘\'Pd . —\9/3 - < < (=
= < 1 e‘LV‘ < <
. 3 . -~ \ * ‘—' k?zk \‘-\."‘P) o
— &' AR S g &
LEMA  VII,2 Supongamos que ¥V = Vi¥ V2 con V 4, acotado ==
Y V%, - A acotado con cota a. Entonces V es -

Ho=acotado con cota relativa a,

DEMOSTRACION

e’y Le-x, P
< \' Yy

..,?’\,Bc\“g

Por el lema V(. 14 ¥ . \‘\\DY\ 4 e C 2GR \

es denso en ’)f( = 2ORY) . Entonces,

-\ ' -\
Coneiby  x (Movid) L= (2! UG- W) T (aniny '«

= (Eaviny - (uby') g

Por densidad, se obtiene que ésta 6ltima igualdad es vélide paro toda  Ye V(R™)

En consecuencia,

oy - :
VoGl = v e anie ) e v o) S (Y

= Vol arib) e veox, Garby Tt CnLyaygyT

L R A G S S N CIUFER

- . . -\ o
Para ver esta 61vima iguoldod, se hace notar que NV, (= Ayt W) G- ALY \

cs un operador acolardo, ya que \/\ cs A acotado. Y pora ¢l conjunto derso



(&)

blg\ (~'/..\«.1\3)"‘¥ & C""K

L
Sl

2V i) p (At by = v drils) | - VixFaribYT

Es fécil ver que en gencral:

Cota relativa de V con respecto a ( 1\, ) es igual a

Vim v ey )]

b-> tes
Entonces,

S VA (R | P RV b (Wi by

b= 4o * bdres
--\7 — B
SRV l\V\(-——/_\_Hb)‘“ e Al V. x ( o
b=t oo Yo = 4 oo N VA "'A“'\\D\ \\
R T PR
‘ v (- Sy !
b")*vo ‘(. A“"b) ‘O (”A{'(\I)) “}b
Usando que WA -2\ >, WAW- W\
se obtiene que Vo v LU VAR R C RS )"\ AN = a
Y5 —-Y ko
TEOREMA VII.1 Sea Ho = ~ 32, — ¥ en UIRY y Vv

[ 3 % L d [
un operador simétrico y Ho acotado con cota relativa
menor que 1,

NIRY w = WV (O ox 1 A) 7 F (x> RY |

Supongamos que

t 0o

§ 7 mRrm 4R (7.5)
Entonces, YW= W\ A , Ho cumplen las con--
clusiones del teorema 3.1 con d) reemplazado por vacio

Y G,c.s:,(H)"-" Gess (Wo) = R
Nota 1

En el lemal se vio que Ho es unitariamente equivalente a ==




multiplicacién por Ci’jl'- X Entonces, del lema IV se deduce que QW) = ¢ . ¢ Wo)

= Geny (Wo) = R

AST, 63“ U, = Q;{ (\’GCfO)
Por otro lado, notar que ahora se pide
MERY = v U vid)! Fos vy |l yro MIRY. =N Uy ity
—~ c
S8R v b
Ademés,
oo foo
S MR AR < xeo y wno g NIRYAR < v
© o
Nota 2

El lema 1 nos dice que Ho es un operador que no cambia el -

2
soporte de una funcién en un conjunto denso de W= L2LRY)

Se pucden seguir entonces los argumentos de la nota 7 del ca-

plfitulo? y ver que (7.5) es equivalente a

\- oo
S v FOx> R (orig ) || {R <ve (7.9)

\

Los siguientes lemaus nos proveen de los argumentos necesarios

para poder seguir la demostracién del Principio de Descomposicién de Enss,

LEMA  VII, 3 (1- DIMENSION )

A
Supongamos que & L (R)y ?Xg tiene soportc =
en (-1, %00 ), Enfonces v A y £ > o0

. -
INEEARA P YV N Cin Uit Ixmam 2 o 09 \he)) »

4 M
\((«-«33\1\\} (44 (- a) /’gp\\ en la regidn X 4ot

Wt‘\t) = Gt L2 ALY

)

DEMOSTRACION
.\‘\.3/5 N Vi
Suporgamos que  a R Sea D (x,) = < €

WA

@& 5 (',{\



Por ¢l lema VI
y oo

| A
d?“’-,t\ = .\. % . exy L”\§\\2~\>ﬁ,t.)\ & \\1) A \2
L w00 ‘
En la regién

. L
)LXCV.‘,\Q>~&\t)D kvu?.%<x“.‘\‘\u4,& o )

F no se anula ya que
NS
S vz \head) -x 1ok (7.7)

Yoo
o= 3\ e 2y R
GO TR \_ ( 5 DVL\ ex o C \‘3 \\z,x"d\ -Q ) ¥ R

1!

w ¥ oo
-\ ™,
A g exy (-4 tryx 0 ) \‘&\ 2\ & ) dn

(,m\\h )|

Ademés,
e TR P
CANNEE ) ()™ N 4 T;‘—\“

Y puesto que en la region considerada, \§'\»\k\ , se obtiene que

m \ -
| 2= Q?\ NG C\%‘\

Entonces, si

Win k) = C v \x- XUKE‘\J‘\\\) hix &)

Y-00

RO N I G S e S R T %—ﬁ B \(‘?‘ %\1 ENCORIRES

( Usando 7.7 ) |

l‘k L) u

L 3:0 Cy \— AR (ﬂ«\ b x- Xc‘,_’:,\_-t\.}.}_) \(d\ 3?“”\

‘_S \V\

Yo
. . \ u\ ; h, ey | de




W v M
:_“‘. C_. ’: S‘:.’ \ Ko =\
3‘: o \\ \ avy et’ \\ \ Y Cul?“ \ Uiy ®) “ 2
z 0

1 4 \"a A
« W v ) Uy s\, £ C L Lews) Q 5 ) &\
\z:'\.

Usando el mismo argumento que en el lema XX, obtenemos =

el caso cuando a +p , yaque si (U9) (x) = Fx-a) y \'\‘QCSOL\R‘), -

enfonces U, W oV \ W= N YiaV

- . . Cm
Puesto que Ho es esencialmente autoadjunto en o , en

Ye DY), En consecuencia,

C—-'\ Lo+ W) e..;t o e—;t"‘b\P

a 4 o. A

ronces esto Gltimo es cierto para todo

T 3 A -1 -‘\t\"(o -
Ua € UL Y= Vauc Ve 4 =

«

De aqut se sigue el argumento de! lema %X para demostrar el caso

LEMA VII.4 (Y- DIMENSIONES)

con todas sus derivadas en e
so pp 9 < x} X Lo

es un opera=

a) Supongamos que g (7
y supongamos que
Enfonces Py q (Woeit) !
dor acotado.

12\ (hopid)

b) Si g esté definido en a), enfonces
es acotado,

-\
C(x <o) Worial) es
a a . En v=dimensiones, —=
es compacto ==

, ©) En una dimensién,
compacto para cualesquier

Flxi<a) ELixyn<b)
donde > = . \x, 0. 0)
\X\ \(\"«0] ; en—=

d) Si ge C tiene soporte cn
es acolado,

tonces P’l% (“0*.‘“\—\

DENDSTRACION
a) Por ¢! lema Vil 1

Vr s Gaaal) €, e Ty

cs denso

¥

Entonces, ¢s suficiente con ver que puara tales

Wy

o st - L N
(O ) e W el

Puesio que Vv o ]
| J\)\,) “3 « %X\X(LO‘}S




Ast

=" - '-'J‘x\ (a o0

!

et

-\ % - - -1
? WP glhent) ¢l = S iVJ D (Havigl) } \cha(\l,f‘w\\) G >

L SV

— Z. < (W, *,\7\\\ 9y 9 P'ZJ % (W gt > a\) (5\)'
) ) ‘

-\ -\
= < W) &, g L=a)g e asa) &)

-\ -\
44 Uy VAY &) GO QL) & (5 g
Por otro lado,

LW a2 = Wdge)— 9We®

= (Fage) T AT
—elag) - (g, Tu) rglont) b ghH
= Q-ny) -2 Log, ¥<)
. - 2 ¢
= Bgly ~2( vy, 992 E ST 3*3“

:‘Y(D%X - 2T PN IS ?37}

R D%y

Entonces, ( 7. 8) es igual a

- . _ -\ , Q
4 AW 1AL \(p, g LEby 91 (ngrialy ‘4)> <)Y o, g7 0, g
-\ -1
s -2 g (il e 2 g Gl e >
=7

-\ -
¥ U0, oan) ey g Ay O ) \Q‘)>



VW) T g (i) T g >

El primar término estd acolado por
N

1 = R : - - -

q ! S e U gy ey B, NP iR

Ef segundo término estd acotado por
2 -\ -

\\ CA %;1(3\\ \\(\\o\'\“x “"’ \\ \\ (\'\o(\'\u,k"“) “—‘Y \‘
3 0

[
=

J=n
=3 2% 2

2 NS a\ ) vell
El tercero por 3

2
W, g ”
Por lo tanto, ( 7.8 ) es menor & igual que
> -\

Weg cugrid) ol & Congy?

Cnel =
3!
-\

o |t Czl\t‘e\\z

_ ~ Uy '/ "
SE RN TN P g )
j= |
Aot ) 1 4 s b

£ S wq? 4 ey,
-\ 2
Pt 4) g

< (S YQ) ey ec v, 3
J:

et
HN‘ L

(7.9)

¢ C,v-=4 , obtenemos que

\\Pj&\\b%'\(\)'\ﬁ\)\\?-": A (C‘/2&+C2) \\(SP\\2

Tomando
-

Z.

j=1

d‘) como antes

Esto prucha a).
Para probar b), sca

|\ \Y\‘l”" 0 (Woy i 1) \(\» Hz




-\
= e 8 dxgg Ll @) e D

(5\,”) g < 1%\ y“<(,7§\

-
-—

-1 A
"X W) ey 90w GlnaiaY Y ¢

L

L« (\x.:,«l‘b“du, 9 Yo q (Wetn) ' >

( Usando (7.9) ) £ ¢! W\l = v 2 -
{ \Y\l "'Cz 52;‘\\,)30’(“0*\/\\\\¢u?.

2 dwgy®

Esto Gltimo por el inciso a).
c) Por el lema VII,2
(i) = (A fia) 7 E %, e akia) ) (Horiay) !
€ 2T Can®)T e (e e ) (Hetid)
Por el lema 4.4 , e€n una dimensién obtenemos que
F(“Y\4\<\4Q\ (\twwm“\ es compacto,
Para més dimensiones, obtenemos que

FCrm ¢ xi<a) FOix,1¢b) (H.,H'.\Y‘ es compccto,

Entonces, es suficiente con ver que
W E(x, ¢ -n) (Muri ) W\ —Yo0 n-yiw

Ve

It
WE G cmnmy o 4)™ W= 10 FOG oy DU I g

-4 ) ~\
£ F Oy e ) Gl g ont™ Cdevigy

A o ~ -
=\ LESY ?Ca QL e 'M'I) ! “ Y\'/I ~2 56 - \Dd

d) Tomemos & como en’a). Pucsto que

{ .- N — . - .
( VA Y ( W A w/\\) < \ - -4 ) (3 \ Q\)‘ WA ‘/\\ \q) 2! (J W\ o (\\n\ ) I\\B ‘(\)




-\
fogx, (e ) o

K
- . _—; - ‘b_ . - '
A “:_‘ \)‘;' K 1—'):&5 Cﬁ) Kuof\ (\) b

~ 2 (Ag) (Mari6) &

Fogle) (W) e a Gy (i) 4§

El primer férmino ?_—_‘ PA k %k?\ b\o*\(\y\es acotado
ya que :;}"‘j S cumple las propiedades de a). El segundo y el tercer término son -
olviamente acotados y el Gltimo es acotado ya que )X & g .

LEMA  VII.5 Considérese Ho en 1~dimensién. Sea %Q-C:“" oo

c &
had S...o Fiyay =4
g’\l’v) ‘)I = §“LX>
- . [ .o
Sean r\‘t\d dos funciones C con V\)v\\z\\_}‘: VIR) = A

Sea g

ERNI v < -4 p e

Sea € € Cg°(WR) o Para d>e y mun ente-
ro par

W CAeR?) (At ineay™) M, \R) [SRCSEC A \| ¢ Snland)

con Cm independiente de X

DEMOSTRACION

Supongamos que S~V ¢ CCuydY | Pyesto quc -
i n \>
W W 4d 4 ) St e s G g \ ()4.0232 va) (%, VY
[€N

2 A -~ 1
clowewt (ava) = ¢ T(aae)

'~

ntonces es suficiente con probar que




WOee®) Lee Gea™Y m (p) £ ) (ard 1Y |4 (7.10)

A\

Ya vimos que si UJ es ¢l operador de transformacién Q.); \\Q \ (%)= (\\; .))( Ul“Q)

enfonces
-’:.:->
-\
CCrp?) L Ea my™ ) M) a6 Cligrase Y @)
= |V ;‘ (Ae ™) U - )™ ) ey § 00 (ke VoY Yl

— b3 -\ - .
= e ) U G ey ) (e (00 (g vy )

= U Gp) Cornm V) bt G707 o

Dz la definicién de '§<,L vemos que el lado izquierdo de =~
(7.10) es independiente de &4,

Por lo tanto, como f es a soporte a compacto podemos tomar ~

o, suficientemente negativo tal que  Sowpp 'Yd C (oo,0) . Ademés -~
-}
como (M ki v o) (Mo ‘.ﬂy ! es acotado, nos reducimos a mostrar que

W+ ®) (vt XY VAP G (g i fiy T | L

donde Qe (7 con duppP Yl (~oo,0)

(o]

Ahora, usando que en el conjunto denso

Yol o= (Motiady | e )

X Ny (P) = \A ,\,(P) X4 :é‘)\(l \

¢ induccion, podemos poner el operador

VOV vy gy (Mgtig)




como una suma de términos de la forma

Y & ~
\%‘\),,“MNP)) x® ) (Havi 1)

con oz . Y por consiguiente, el opcrador en ( 7.11) es una suma ==

i’,ﬂ'é\M

>
de términos de la forma ( f}* ey ). ~% ., ) : -\
4ok M )).\ X gex) (Hotid)

Por el lema VI, 4 d) obtenemos lo afirmado,
DEMOSTRACION DEL TEOREMA VI .1

Por el lema VI, 4 ¢), es suficiente con probar el Principio de
Dascomposicién de Enss bajo las hipétesis WF(x<n)Q,, M =206 n—>ie
y ©(t u,b—)\\?w =Y,
Sea i’“?ul tal sucesién. Como antes,  &@(U) - b (W) es compucto ,

Sea ©=4{ en(a,b)con buF‘Dq)C (‘*"\)bﬂ)

a * [3 ) (\) . — 1] -
Dafinimos Y mw 2= Pam Q) Ra el cual tiende a cero en
norma cuando N~ tod
Asimismo,

WFE (x N
MRAREL PR TR LTNORA MEGZ-w Y9l (7.12)

-2 0 N> % oo

Tomemos g - (b"o U’R) con 85) ) é\/ =4 g > O

S g PR
. - e« PCQA -
Y o \3\3 g~ < \ \’\\ dﬂx\ S ;U‘*\)V\y
oA
y sean v\, ' como en el lema V. §
Pongamos
(G AR — _ .
(\’“‘m -~ Sé\\\'\ b aG) ,
Vi




o~

Toain o= T T e) § 6o Ay,

Lt
o, v~y
(29 1, \Awo TSI AN 2 .
A I S A N U BT AT TR
- oo of £n-2  d
|\ %
2
- g &\( \ 2. g %\%—\))és \ \‘E{L\\g\)\?\n L\'~3\
deven *
Xan-y
L X | @,y | 87¥
%< -

Y Qn \\2-—-30. n=7Yo>

por (7.12).
U At 3
Por los lemas VI1.3 y VII.5, para Ax & wo ¥ \ , g% -y , ttro
I AL PN C
‘ < LPV\ .‘t’_’\ A ) Lx) \ f —— \’\*‘d)
ot Coreea o )0
Entonces, como antes,
W F( \ 2 M, \0 \ - ™
el n-ve@-ang ) < min L€ Uarivivn)
sot
para T Eyo
- e

Usando (que H es subordinado a Ho C (v -\“\'\\>—‘ (Morit) = compacto) Yy la

fémula (7.6) se puede usar el mismo argumento que ene\ Cap. ¥V para demostrar que

H (Slt"ﬂ) \()w,w\ (\ -2 Nn->{w A

6 ut

Para mayores dimensiones tenemos

- Nl ..~ o

TEOREMA  VII,2 . Seallo = ~ -, en, h= L GRY) y sea
V simdrico 1o acotado con cota relativa menor que 1.
Tomzmos  \yz \) 4wy . Supongomos que Yl

AN (Mg a8 > Y|
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WER = WV i d ) F gy g (7.13)

-2 0 Q ~ \ O
Entonces, todas las conclusiones del teorema 3.1 ===
son clertas con 9.,0¢, reemplaza por & en d)y
Genn (W) = 6eos (We)
DEMOSTRACION
Ponemos %, = ¥ (Xen) FO 2 R, donde-

la sucesién Rn serd tomada convenientemente, més adelante. Puesto que ¥y (\\ oy c«x\;\

es compacto por 4 (c), s6lo necesitamos una versién del principio de descomposicién ba-

jo las hipétesis

(7.130)

WF. 9, | — o nvtee P(L‘\;bl\‘Qn:‘Pn

Sea g (x ) como antes, Dascomponemos
(-8
L \ > > k'?.\
K()“ = \PV\L\:?A Y \QV\E:’\}\ \'\Qw\o\:t v Q“\'\V\ ¥ q“\\’\’t \”\Q“l\’-’

N ,

ol Lo S M) $.00) LR Wy

V\\'\V\ Pl
\Wilewn-1
CA N @
\QK\oUt -t 2— v\_‘k\j\g“u\\ q) © w
\R\ &wn-2

O, o e T M=) § 00 @Ry

®7 ey

b4 . '
\Qﬂ,vuk_ T 2 V\\_\?\%o{\\(\\ B\ \()n

&AL




Para analizar esta descomposicién, necesitamos extender un =

poco el lema &\, D

2. A
LEMA g0\, % Supongamos que ¢ & CUR™ y & tiene so--
porfe cn bxl X, « L—\,w»} gktcgsv_ k-w,u\\
Entonces W™ y o (vesp. ta o)

\S Iy LCe™™ M uy (e inay |3 y

— ™M
< QM Ve Wrmaexe Hh\

\\ - 47
’ o 6313> Cew (x\"“)ﬂth “1.

en la regién

— 2
Yoot Y o B Gtz

DEMOSTRACION

-1t Wy .
U(Q ¢ \(\(\yx.l)“ L-ZL\R\’.‘A"“
)
( usando el lema 1 de este capitulo ) X1 )
p

2

= AV;( ‘\tP_L*-}/ - V¥ e LY
3 Lile Tath g Tty )\ T

(Usando fema VII.3)
¢ Co Uav vy a ety ™

1 Sd“l\\K*"f—Y&‘)K(b(x\-cq""(-.,é\(l \"1
LR ax

= CM Lt IX ~a ~ % ~ M

(\"\t\ \“t\)

2

W e - “L—;ye\ U e Cre-d M"‘«b i\

En consceuencia, usando este lema obtenemos como antes

. BTSN <iq UE2)
WECx e, Cavi=a 00} ) <@ o iw G, i)

I oy




Del lema® GV H Bﬂ

. -\
\Y‘\l)z FOX% <=0 ) AVt g (\ ) es acotado, entonces ===

S N - b\ < (% <=V§2) \x\-—\l,\\
W (x,¢-wmr2 ) @My | 2o WELY

Usinde ¢l v.y .34 Yel lema VILL5

-.\“'\o 2 liy
Eldny LS 0 ) Gy 17

' sut

~M
& CalEvx -y (may [ +1x])

n?y g (3. 4 )
donde \(\ L kt""f)‘h\ kv = Vc(“,t)
En consecuencia, si  \k\>wn y ¥ L <nv Yy, = , el lado izquierdo de
'G‘. \o) esté dominado por
(7.15)

\ ~ ML Y
Ca Cormyacian gy ) 2

Para obtener ( 7.15 ) simplemente se consideran los casos X\ & "\ & k% v\

4 Wl oy, ki A
De (7.15) se obtiene que
Yoo
Stn Lo W Fx, ¢ nvlz ) iimo ‘QW)E%‘“ \|=o(7.16)
Ahora bien, puesto que entonces
PQL <« Py \""1 = (Mo x )

P § e
PRl Y g e 2 P e B,

,\V\
wX VL m-y
A - - P}/g, 2 1
7 Ny W vy @ 2% @ Pl )
Lol 4man
3 - .
\') ‘{)V\"‘“ ::;_ Y\ 'I~ k\)\) g }L\DQ»‘) ( \\03 \()v\
LIUAR WL we
\- 2 L _
YA\ e wey V\\ ()’ ('/' \\ \’,‘ ".‘1.’( W, ) ‘Q\,\
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VL& et
)
\- 1 = v g \ ﬁ) (U,)\\o\
‘r{\{.vv\v1 ) ;y\
L GWo) QO -
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SARALRE AL 2

Para ver esto Gltimo -se usa

p3,
{< P/,x:]»\ge.“D

‘-%d,?l jred .\ ?ai)

Dz (7.17 ) y recordando que §o< tiene su soporte conte=-=

3/$

nidoen ¥, {<w st {d\¢wn-2 , enfonces
(o) (o) \‘5\ \
(\QV\ , i \j_\ \Q LQ’ \ 4(‘@ (“o‘\")\\) \1)‘ A )(7 |8)
sut ) ot
< M\A:-C = Tomemos g una funcnon en CD , en el espccxo -~V

que es 1 si \P_\_\Z’ﬂ y osi 1P \¥2 « Pongamos,

G LP L) LT g CPele)

Qi) in = Gat) Sw (7.19)

oot
out

(2)
R  in .o @ R
YY) S woan LAV
(AN le Ot

Por ( 7.18 ) , tenemos que

(2) 2 =1 2
\ \Q".":\‘)t Voo TP Y.f—ﬁ\“WQJ \\ ‘Q“m\\‘(‘(7?o)
ot n?
Usando csto,
n . , \ 2 ¥ ‘&\v\o (2
Su AL\ fo\ vy Y,y @ Q“\\:\K “ 2 new /';0(7.7] )
o
Ademas
\\ \ ( \\‘-\ | < \/1 P\n \) (\)V\\ \? [ \\ AR (7.?? )

pul




poer ( 7.]3\\ Y ( 7020 )o

(Y

N

’ .\ — s ‘ \0\
Puesto que Cain o= \Q“\‘.\“ — E (- Ixaved, Rn) QW) \St,.\,:“
vu¥ Y ouVy
tiene las mismas propiedades que g Lu , (7.16) sigue siendo vélido parag ===~
~o ", N
Lo wut
\'QY\ ) .\V\
XA
Redifiniendo las partes Ba, w \ ‘Q“) i Y M eaX
ponemos F ( W\« ‘/22“ \ ‘Q\,S‘\' 1 en el peduzo \?V\\\,\D .
~ ov{
Notemos ahora que w“lit‘) cumplen tanto ( para R"'~/“7,“>0 ) ( 7.16) como
Ak
(7.21 ). Las partes Ru, iwn se fratan ahora como en el caso iﬁdimensional -

su

para probar que

\\(Qt” ) Ruyiw I\ —>0 n-21iw

but

Con esto se termina la demostraciéon del teorema. £




CAPITULO VI
EXTERNSION DEL TRABAJO DE ENSS
OPERADORES DE SCHRODINGER CON

ABSORCION

En este captiulo se consideran los operadores
]
b= ot \/, We=-2\, donde V ya no es un operador simétrico, sino que unicamente
- . o . -~ \ t\ .
T Ld\’ y vV "«’) <o . Bajo ciertas circunstancias, Y\'t":o Vel para t20 define
un grupo de contracciones y se analizard el comportamicnto de 3, ¢ . Tales operadores
aparccen al estudiar modelos &ptimos en fisica nuclear, Antes de dar el enunciado del teo-
rema, se empieza con algo de tcoria general.
LEMA 8., | Sea il el generador de un semigrupo de contracciérezS
en un cspacio de Hilbert,
Entonces, -1\ ¥ s también cl gencrador de un semigru-
po. De hecho,» B (respectivamente Cy ) es el semi-
grupo generado por i M (respectivamente —3 W ), -
enlonces C L ,3*t 0

DEMOSTRACION Sca Cy- )ff)u}t . Entonces C-t ¢S un semigrie

po de confraccién, porio que exidde =13 cerrado y a dominio denso tal que




{1 o?

-1
( l.cT + ’{( ) . _J’ o tce t d 1 en sevlida ;ﬁufv t(‘

H

4 0d
_L é—(‘f':').c d ¢

= (q47hrq)

—1 -1
oo, [543 T G5 %Y e
Asc 3 = j4¥
LEMA 8.2 Sea 1t el generador de un semigrupo de contraccién en un
espacio de Hilbert U . Supongamos que Hoé&=E ¢ , ==
e (K Entonces 47 b =E b o« En particy ==
lar:

a)Si k¢ =86 W =2% =4 yal menos alguno -

de £ y A real, entonces (¢,w)=o

b) Si %, = subespacio generado por los eigenvectores de =
con eigenvalores reales entonces b vy UL son ==
subespacios invariantes para |} o
DEMOSTRACION
a) Puesto que 1 ¢ = E ¢ , enfonces
-1 4D A - €O
Costtia)ly o L g [P0 ite J—
SE;‘{(({ € e dt =) e e ¢ dt
Y por lo tanto, para cualquier funcional y obtenemos que
P » Pa alq nei (\p(.):(p’,) ’ q
- o0 { oo ¢
) ‘ e / ) —_— 't—tl: e _;”
(\(;((“"‘ V) @ ~ J, ¢ &' (Y’,d)) d¢ :-j ¢ (ye ¢ )
. . 5] ’ . o
Comu la transfermada de taplace os inycetiva sobre las funciones acotadas, obtencinos=

que AVARTRENS ()(




,‘|tH ,LE ’
(W, e aY = (v, 2T e)

— - = tYy I o % _ ¢ -~ tE .
=Y Py ¢e=e' "y - g ¢ Lo Be Bedy =134 sl =le'e 1% uel
La desigualdad de Schwarz nos asegura que | C D R AT TN A

ademés nos dice que la igualdad se cumple solamente cuando ¥, son paralelos. En-

tonces

2 Byp = ¢ .
= -t E -t & =
= 13*B.d = B% (& Fop)z e T Bb =0

- it E
=2 B¥t¢:ec

. Del lema anterior, B*é es -

té generado por — ¢ H* » Usando lo mismo que antes, se obtiene que N Y= vd

- L
b) Supongamos que Y€ DY A (ub

entonces YV Ve ‘l(’b ) (\.\ "i’p&’) - (\‘,' H%\{)) =e

X A
ya que R Ye %bp por el inciso a). Asi , W¥® € ()Kb . Andlo
gamente se cumple para H ¥ .
LEMA 8.3 Sean 'y %(b como en cl lema 8,2, Supongamos —-

-1
que C  es un operador compacto con C(H#ilf) es
compacto, Entonces,

LT et * dtmsa T-21e

T Jg
para cualquier ¢ € Q(bJ' .
DEMOSTRACION Puesto que Ll es denso en U y puesto ===
-ty
que < 5[) es derivable si y solo si e ), entonces

Deow o X7

o
¢s denso en }[b . Por lo tanio, basta demostrarlo cuando-

o . : - -1 tH .
¢h ¢ D) . Enfonces C,.-j‘"” ¢ xar -3 ‘ s ( (1 )y




C

4
Puesto que (K -4 ) ¢ € }/t .. nos podemos reducir al caso cuando es compac

to. Y por cl mismo argummanto que en el lema boL. 2 » es suficiente con demos
trarlo cuande € es un operador de rango 1 v/ ¢ ¢ 0’{7.> B .
, , p . {1’ A
Sea C@ = (¥, ¢ v y I laproyeccién orfogonal sobre Ay .
- it
i

Entonces, pucsto que < deja invariante C)(b ,

; — th 2
A Qé'b“qb NF = 11 C P < ol

i

' X Uy i
I L(cr, Y Cc 132 < ®

~itd -, tH
<<, @) ey e

LU H > -1
= <N @uvy, @M ) Ry, s = 1R b2 e

donde =l eﬂ(-md ”z '
CCr= (P, )P, v,

Y por lo tanto, nos basta demostrar el teorema suponiendo que C es una proyeccién de-
rango 1 y /Mb = \Dz, . Para este caso definamos un semigrupo de ==
contraccién ®t sobre, ég;; , los operadores de Hilbert Schmidt sobre 9(, por

th (A) = B A B,
Puesto que

L& Y, = ™ A, I, ¢ B0 AS I,

S UAR Ny = 1 R¥ AKX < 14,

-—

= A ”z

Ast, US es efectivamente un semigrupo de contraccién (Continuidad se prucha simi-
larmente) . Ahora queremos demostrar que si 6.) £ (/\\ /\ Vi ¢nton -

ces AN . ST existicra tal A ysesto que
vl q

63 (aty - Loz 1! (#.1)



tendriamos

D, CAxA¥Y = At ¥ (8.2)
Lo cual querrTa decir que existe un operador autoadjunto A = Ao tal que, {3:?_\,((/_',) = A
Por consiguiente solo nccesitamos probar |4 as e v vaci on paxa A= A¥.

Porser A un operador autoadjunto y compacto el especiro de A consiste de --

eigenvalores discretos de multiplicidad finita, Es decir, si A es un eigenvalor, de

A , enfonces g 4l | A V=AY 7} tiene dimensién finita, Ademés, por —-
ser autoadjunto, Sep N =1 At
A€ GI(A)
Comos Q (R es discreto, necesariamente existe <(5c-<2/( tal que
Ad= +il AU o (8.3)
(.5.\ A¢ = - /(IL\N (p) tOMQM‘og }8:_A )
Entonces 3 (A = A

2
WALUD 017 £ Al 1el® = <é, nages= <Bb) ABLDS
= WABeo U B ¢yl = 1 AMBpU?

=> < Bfgf), ABLe > = UAPR Dyl 1] Berall
= A B y”

Por la desigualdad de Schwarz, sabemos que solo hay igualdad cuando los vectores son -
paralelos., En consecuencia,

AByd =HANB oy Wbl = 1D
Lo cual nos dice que si V- ? 1 | Av = Al v 3

cntonces




En primer lugar, por ser Vde dinension finita, Bt [\ ticne especiro puramante pun-
tual, Y por ser B,J‘ V' una isometria obtenemos que el valor absoluto de los eigenva-
lores es ¥ y ademés que el subespacio generado por los eigenvectores es V,

: ; AR A
Entonces, los eigenvalores son de la forma e , ACHS « Ast, N esun-
eigenvalor de H con el mismo eigenvector. Entonces V C w , el cual hemos ===
asumido que es  Jo ¥ . Por lo tanto WAl =o .
Puesto que tv AF 3 =ty AR

X*
Q@t(m, C )PD — tvc @t(m
A

* _y A
= tC e BN A R,) = tr (Bec® 3t a)

~ (/\) BCCBf)

) ¥ 3
=5 G310 = Bk :
. 'y - ’.5 T
Similarmente, obtenemos que C?D}‘i (A) = A YV ote IK we
no tiene soluciones no triviales. Entonces,
Ut Ra.m & @&; - 4” es denso en <¥‘j‘ ya que si
L A -
a oy
c ¢ Y.%R"'“ (@t—«l)] entonces ®'t {(cy =¢ Y ter . Y por-
loantes visto, C =0 , Sea dhorat fijo, vy

A= G%tkc) - C (8.5)

_ _ - | (D
Gon - 6, Bye)- G = @y, (O 03

(8.6)

st 1>t -
' ds
e § Gumds = TR GHES

(

o S (5%, ey ds |l




- Do Y
o \ oo L@ So W) W de

cuando 7Y+

Eoge | o« 2t
=\ ( - e,

I~
™
g

se deduce que

\)_" @(&vw QG.gt - /\\3

Usando la densidad de

O T N NV e A

T2 teo
ea A (my ) 1 Y Q= (&, )¢
y sea }_‘S’“q} una base ortonormal de N tal que ¢ = o @\ ,
Usando que ™Y ¥ Ly
e Let L1 Gamids) = v lak (L B bs)
Y o -+
=2 (£ ® s, |, y-

(%S B W% a4, av ) ¢ Il g (\%b(més\\\\&\\

—?e UT—v t o
1

Por ofro lado,

Q \ g: 6%%(}A\\<kb N, )Qk()\) = TL go

1

4 CQ).:,U\\ 4, Qu,yds

! g SANy B R ERE ) L&) ® > ©

i




T' e e v
= §(‘: So { (“Q,\Q\) (Y\\\?)s\Q\\ Y\ ) \5';(b > AS
- AY \”\ £ ( =3 Y S
2 © WWB3sk) M, D g 2dy
1 ) 1
o —? ° | -2 40
= 3 &., L (g, Bee) 17 ds Poc  (8.6)
LEMA - 8.4 Sean "(, ?’(b como antfes, entonces
1(\\-‘\)’1\%0‘)\ @@D(\\\ (\M\: ’)] es denso
en. %é .
DEMOSTRACION Sea V\E 7(\:’ y ortogonal a todos los vectores de-
| @ forma arriba mencionada. Viendo que (-3 ) (w-n r\\“ = /\\ - W (™ ”")‘\—l
(8.7)
-
' - . “\
y ademdés que W) (w-va) &yl ¢ WCTE #x) WL\ \*Q\\é'\}\ N 1ell
—5>p N ™2 A® Pov o D e DY .
Se deduce que
S-tm A (waany = Al 6.3
A —> oo
_— . . -
Entonces, para d € DY N ()/{\)_ . R
(M, WaY = s-tim (M, G127 Ci - A) W L aag) L)1) =

N~ Yoo -
Yaque (H-i0) (1F-3 2N

9\,

DN se escribe de la forma

deja invariante . Pucsto que ~--

cualquier vector ¢ que csta en

TR ¢ I umn

Al Fa o

Y%

(L&\ ¢ (ub ﬂ'l)(\{) '

U,

,q, 4 C y recordando quc H dejo --

invoriante fanlo como se dosprende que

4

O




(W\HQ) = o \V2 @@X>uﬂ
ek L \(V\ =0 |, e Q"-Zb
- \q - D

Ahora ya es posible demostrar el siguiente teorema

A

TEOREMA 8.1 Sea Ho =-A ysea V un operador en ==
L= (WR™) tales que
o) Wvaoleallbedlitb iy a<l

b) Lo k(\,\/ @) <0 para todo S be D)
c) La condicién de Enss (2, 5) se cumple para

h (R t= WV ue-i Y F§BSv Y

Sea MW=Hitv y Bt’—‘-é—‘*’H . Enton-
ces
-4 bie
a) _S?_S;:-_ 51 twa B-—t < PQ.;U\‘,) existen=
-2~
L
b) Para todo ¢ & (w b ,
. N “t\-\b e \sl‘b.t

W= 1:»‘%2 < B« RIS\

c) Los unicos posibles puntos Hmites de los eigenvalores -

reales de H estén en SvV<y  y cualesquiera de ellos

tiene multiplicidad finita.

Nota 7.1 Bajo las hipéiesis o) y b)  aW¥=38a4v) , es el gend

rador de un semigrupo de contraccién. Ver, por ciemplo, LV27] |

: 4
Nota No se dice nada acerca de Ram S , pzro por la re-

lacién de entrelozamiento:

B( “S.l.‘ - \SnLT (; ]'EJ “ o

: A YW (o e
Lntonces (o ),‘ .t o« Lsah)

-

De aqul se deduee que s




) &'10 W -

¥ . ¥ “ole Y - \: ;
We=ee <@ e Y gzt T e

Por lo tanto, si Ho es un operador absolutemente continuo, del lema XXI se deducird que

——e——— .
- ——

Rom 2t < Uy

Damostracion del teorema

=VRW
Sea Neg = B, <= > (ko) (8.7)
Existencia de [Y se hace como antes. Esto prueba el inciso a).
—~%
Para probar b) sea &HE& Q)”\bl n D) y sea N = Q- V) Na
Probaremos que  \A/ \ existe, y del lema 8.4, se sigue que W existirg
A
para todo b . Usando el lema 8.3 y en la misma forma que antes po~
demos enconfrar T w=7 Y tal que
~w Y
. P
[ F § By Ml =70 i N (8.8)
'-~\ k\’\ \'\ (\?
[ FiBax} @all =20 ;o SwrE @ ] (8.9)

Supongaimos que podemos enconfrar una funcidn & (M) que tiende a 0 cuando

M- v y para cada M unu descomposicion
(\\\ \—2" A
v\ﬂ = N MW v V\ R w,* Y\v\\x«\‘uu\' Y\“)”‘ AN (8°|0)
con
L) (2)
“ y\n)!’\.w \\ -7 O \‘Y\V‘\‘\/\,\,_) \\ & (’.(M\
Yoo -3k v >
. > — o
\\ Y\V\)V\)\h\\.vio ga \\\!ﬁ Y\\\\)y\‘o\,t\\ (\'k
(Todos los ITmites son para M fijo)
Entonces, si ponemos
.-‘ ‘.. “\ o] 3 19 )
SO Y \, oy " C”.\ ) "y \\ (8.1

3 ‘) [

‘.
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oot S \\L\)"t" by
L2 o

Y

WM, =
\ V\ MRS I \\ \' \\“5 x 7 C } r\‘(\)\ﬂu ?\u \\
-~ -VEW v W, > ) \\
\\L\) ¢ C 3 \ W, M, \\ ) \\(\3 - C ‘V\ M oot
Wy My W

E WSl W I Iy

Y osoe W\ IB,- gt "IN eor W

X Vo

El primero y el tercer término 1lenden a cero, El segundo esté acotado por €AY Y

LW, A kv) ~ulty \\
\ — S0 ()’
i \\ kB‘t 3 T\“\N\ sV \\ a ? \\ Y\b\)\>
kYo
©9 \.
z ;s . -7 O
‘ O P S
En consecuencia °
\\'\N‘ 0(“ < “L [ QM>
wn~? koo ] ~
Tomando WA —-7 o , se obtiene Vi A =
=7 o0
Por otro lado, para L n> Bn
‘h\\u ‘5\*0
1L\ ,.\\o—) \ AT
\\ < D%k”\“ ¢ Jv\\\ P”‘c—k“ Y\n < \)')5—‘-:\“\\
e ‘Cv\\ \\o
= \e bt o
B{ LA V\V\~ \b'b-!“ V\V\ \\
\\ tvi) Wo
0 ‘ v \k* e
- | ‘.)u, Lw) Y\V\ B n \\ + \ r ﬁ)';a-t,,‘v‘\“ \,.\“\\‘
- \\ r2 ~ .-‘k . Vvl\ \\, - ...L:'\) W,
.)t \V\Y\ L «© ‘v\ \\ 1Al \5 . \“ ‘\ 'Y\“ /‘h

/- A o "




\ 9 \\‘ °
Por consiguiente la sucesién < 3 .C"\ es de Cauchy. Asl’, la descompo-

sicion (8.10) implica la conclusién b).

Ahora, para probar (8. 10) sea

-1\
- ) 2 .
(PC*3: (v-1) Py = V=) ok (se=V)

(8.12)
\Vka\ una funcién C que es 0 si Wiy m o e A
6 y que es 1 s WMy 2w .
6 W <l ™ y ademés “\YM\‘\N:{;—;)\

En consecuencia,

e\ (M\'.": \\L‘\"‘\‘\Dw\y (9 \\&o—-’?o il M2 r o

(8.13)
ya que ¢ se anula en 0 y en infinito. Sean
~§; (x) %'\ " Cv eut

o) ™ ’ CRREVA a - PRV
funciones como cn el teorema 3.1 para descomponer funciones a soporte en \V\*\c %2
Con ‘Xr)\\z» — \\7‘\1 . Sea

N\ (A N \dp&\-\) ~ M 1 kQ y L i )

V)) b W) © " ) \l\‘ \ %d;“’\(;‘) \{\‘/ﬁ k\\u\ &K\\o\\\"!{v\
L) - z
\2)

v\n) M " - \ Al - "MS k\»\b\ G (M) W

v\v\,M'o,y o ==’ :;. (Sdcx (\3\ % \}) (\ 4.
:\‘,.OL\'\ dad 1A “~ d)\/\ ‘A \0\ (\'k\\o) (()V‘\

(]Q n . N !
don Cx=r iw v eut .

Entonae “,




m R - ey =
V\ "\)“',\'uj \>Vl\\‘,‘(\,yw .\- V\V\)M"\‘{\ \‘ V\Y\)'-A ‘o\,t } w \V\
Como antes, @Y -~ © o) es compacto,
- - . M —\
ya que & es un polinomio  de (x-\Y © |
Entonces, I\ AW ) \\ -7 O - 3O

) AW
De (8.13)

W, W@ W € Emdie= cim)

\

Los mismos argumantos que antes, muestran que
e OO o t\\

Lo unico que falta es ver que

Nyt oot |4t =~ 6 n7 i@

\\V\“)M)'\V\ “———70 N7 heo

Para esto, sea An el operador

——

Z g " BN Wy, CN
CARAZRN 3=*,MQ0,\J§* = )

El hecho que A, ¢,  tienda a cero se deduce bésicamente como en la demostracién de

(3.34), junto con el hecho que

-.It"\b © -‘;\-k\“o
W B )An“ = \\ g—t 'i_\k Bwte An | du
o .
< Pave™ e e B

Esia prucha b) el teovena
Para la prueba de c), supongairos que es falsa, la conclusion. Por el lema 8,2 podemos =
3 - “Arer ve .4 - . ‘} - 1= e _:\, T -

enconirar una sucesién orfonormal con W M= N v\“ =N,y iw Cvo0 .

12

‘onic (: ~ = | . » oblione descomposict ¢ la-
Ponicndo [~ ‘\ iz, th =y , s¢ obfiene una descomposicion de la

form- (8.10) con todas csus propicdades ¢ cepto que on lugar de demostrarse que -



, se prucha que
I "1, MY 1y \->o0

4 -
g . \\ \/ .{’.0 W {{(‘) (80“))
° - V\V\) tA )‘\m “ \\SUL —7 0
Con lo cual se obtiene que
T P L\ L .‘({:H
B, -e 8.16
k<o t )W“'M,;" ll —%o =7too (8.16)

Dada esta descomposicién, escribimos

4\(\‘& . . o
Y= S i 7 T 7

) MW Ay™, W

< N ) \'\ N A >

El primer término fiende a cero, el segundo es menor o igual que € (™) . Mieniras

que para el tercero

¢y (e
\ P\V‘)V\V\,t.\,guk > = \< < v\WJ Y >‘
Wyt outk

(k\\ A = H'Q'y\v\ =Fu LI )

- N
\4 \3 {._v\\'\, \,\\'\)\V\\out > ‘

o

= \<n,, Be Mmoot O |

Usando el lema XXI obiechemos que
| < ! = h"‘% . -k
Y\V\| ’\n,\,\’m,-\ )\ \<Y\V\) k\jt”ﬁ‘ \03»\“ L eut > \
e O R
..‘\'C\\O

£ 5070\ K\"st~c ) Y\n,m\wt \
k2o

' et - VW2 ) D
i \‘b \\\J < Y\“ R LRIV \\d\ —~> 0 AL

Similarmentce, usando que -

) - <t N
\< \w \Y\“ JV A )-".‘\ >\ = \/\ 1S A\Y\") y\n)\\'.\v\ )\‘

obtenemos finalin nte




o iy qa 0 B ()

¥\ -2\ oo

lo cual viola la suposicién de que las n son ortonormales para M suficientemen-

Pl

te grande.,



CAPITULO IX
LA ECUACION L'E KLEIN- GORDON

Y EL MeTO DO DE ENSS

LA ECUACION DE KLEIN-GORDON

La ecuacién de Klein-Gordon es la ecuacién diferencial par—

cial:

(13-b)" ¥ Gt) [3, Orti) v 42007 GO

cm—g 2
x ¢ IR, GelR , Dj=-4 = (9.1)
J
E’J (x) s ocd 4 a) y q s(x) son funciones reales y m es una constante positiva -
Esta ccuacién describe una partteula relativista de spin cero y masa m en la presencia -~
de un potencial eléctrico |, (x) , un potencial magnético Li (x) , leden
Yy 9s (x)  un potencial escalar,

Sigisiendo el procedimiento usual podemos pasar (3.0 o una ==

ccuacion equivalente la cual o5 de primer orden en ¢l tiempos:



Sea £, (e k)= (n ), 6, (x k) iy T Ca k) f (Gﬁ)-
Entonces (1) es equivalente a la ecuacion
Mf =he (9.2)
he[ e a ], Deh)y=Cl'T el @cy
2 )t gl) 9O Eqe ke

i

.

(9.3)
Q=24 (x)

Ahora, se asocia con L una forma sesquilinear definida por
> 2,0) 1,50 HhGP(9.4)
(t,9) = Z <(Dy~bj)# (=g ) g, >+ G rq) R d 2 7R
el !
U,CS) e (%

Haciendo un céleulo directo, se verifica que h es simétrico en esta forma, es decir,

they), = (Fhg)e ¢ qe (° (9.5)

Cuando L,‘. (L\zo , T, o) =6, laforma sesquilinear se reduce a

( 1(3) : <I)Jb 59'>+m2(c;191> t (leﬂa> (9.6)

(o361 Z
Sea pl(o la cerradura de Cq con esta norma. Clara-

Lo

TN~

mente ( *," )_  es equivalente con la norma H, @ L'Z donde M. , S¢ IR

. . ad .
es el espacio de Sobolev de orden s, Es decir, lo cerradura de C,, con la norma  ---

V(L = I (f¢ 2 : ) et A En cste caso, (2) se reduce a

A - N
2o = ok o | A
§ ok / cj’{o’)
"A("mt o J ( 747 )

-—

Ahora veamos que Ho define un operador vagamente elfptico:

’ . 2
Denotemos | “ - = Lz ® L?' e Sca  (Jo el operador de ‘H/ WLt e L

¢ o

. (W.t fee) @ ) /e i
()(5 T _(; ;,L (
) { /r’l‘,”’) ,

~ (k!



Entonces,

~ .!—' k'l\ l'ﬁ, 'L)‘ﬁl P. (“:’) ‘
RN SHCHIN A

Z.

x “ (kzi‘(“ﬂz) ‘ .

e, P S

. 1 . .
En consecuencia, o es unitario. Ademds, s

entonces Us (i' ) ( Y ) donde

f?_ *Y?’
AN ol .?_fi_’.
13,,> A ICATSOAL > (9.7a)
2 ¥, - Ya

2 7
Por lo tanto ( (ﬁl y )( Ma y ast Uo es una jsometria de JJle sobre LL

Definamos el operador aw Lz , ()\D por

NG
a:{ N L(ktm)d o ] ( (9.8)
© ° “‘(I:_zfm‘) le.

Se obtiene facilmente que Ho es autoadjunto en

A 2 ‘/z '\/ ‘ ~
D(JL,)-,{T-(: L k \ (w 1;l(<+aoJ~,l/z,§
=, e H,
A oo Z o s
Més atn, Ho es esencialmente autoadjunto en Co 7 7 Ce - G
(Ver ejemplo il )
Un simple célculo nos muestra que
< /\ [ -‘/L
L tea) T ) >
ey ¢
ypara & Co
1
ol
(,)o (Jlo Uo “{) - r)"[a (f (9.9)
[n consecuencia, o es autoadjunio cdn dominio ‘” o @ U,

y esencialmonte autcaldjunto en €77 Como en ol lema IV, Ho tiene espectro alnolivia-




mente continuo. Ast’, Ho es un operador vagamente eliptico. Ahora bien para la forma =

sesquilinear en (9.4 ) , supondremos que L tiene una extensién autoadjunia , la cual es
- e LN ~ ) t
mayor igual que € 2o . Denotaremos por | - la cerradura de €, ~en la ~--

norma heredada por la forma sesquilinear en ( 9.4 ). Seguiremos denotando por L a esta

extension avtoadjunta, Puesto que L L% & , como vimos unleriorinente, se deduce que

y/
el operador l | ¢ ‘ )
0{-\- X ;:’4/2‘ [ L*—-?_' -] {“ / F e- ()(E
Y 2
es unitarfo de . = D (L a) o L sobre L:
Haciendo una discusién anéloga a la hecha para Ho, se de~=~
muesira que baj» el mapeo U, tenemos que
LA
J-ot U U (9.10)
N A, ’. -
donde MM, ¥YQ esun operador autoadjunto en L,‘_
L ‘/?. 6
i ( o -l '/I-)
N - -\
& -2bo (O )

D2 esta forma la ecuacién de Kicin-Gordon es equivalente a

=,
o

A

la ccuacién o P - vu k()/ si) a L‘i

——

bodk

Micniras que la ecuacién de Klein-Gordon no perturbada ¢s equivalente a la ecuacién
VaN N
] y b 4
) = )2 kl &l = .
g Y= Jls T, ¢ L .
dt
La ventaja de esta nueva presentacién es que ambas ccuacio-
; i . infer i6n (Tuica
nes ostan dadas en el mismo espucio de Hilbert | , Ademés la interpretacion e

. . o . |
es clara en eslas representaciones, en la cual existe un operador de posicion y una coire

sidad de probabilidad definida positiva. Esta representacion ha sido estudiada por priv: =



/ : .
ra vez en \84> y < 85 ,\> , donde también se desarrolla la teorfa espectral y la
teorfa de colisiones tanto en las representaciones originales ( en c}(o y ‘ME ) -
. <
coma en las representaciones en L,
Usando este andlisis, el resultado para la ecuacién de Klein-
Gordon se deduce similarmente como antes, pero hay que hacer algunos cambios,

AA A
TEOREMA 9.1 Sea Hoy H comoen (92.8) y ( 9.10) y J un operador

de L ° en Lz_{ tal que
,\Le !
[("u ¢ "> - J (}J '—“5) .] es compacto,

by [T ‘:‘i,\l es compacto

o

¢) Para todo intervalo acotado | , y alguna né& [N
la condicién de Enss se cumole _para

hy (R):= ] 0P T -T Ay 10+ 8) FE n)

Entonces

a) Los operadores de onda generalizados existen y ade

méSf [O (N;} , é(/?
(e = 5 (m ¢! \ - S
St £ DFeo Te
A
LA
s ~lim it it

Py

t-DFoo
4
.,

A
) Pon L = Mae (A)

c) Los Gnicos posibles puntos ltmites ( finitos ) para H
son t. m . Cualquicr eigenvalor distinto de . m
tiene multiplicidad finita

d) ¢ -‘<34~.¢ (VGC?O>
é) G ()/> @?.153 (/(O> (rs;mXUYm {od




DEMOSTRACION
«~* "

Existencia de U = se sigue de la proposicién 1.3, ==
Usando la hipstesis b) y el lema XXI se obtiene la conclusién a) de! teorema, Para pro-
bar lo demés, sélo tenemos que lograr la descomposicién de Enss, Para esto, seguiremos
la descomposicién hecha para la demostracién del teorema 3.1,

Usando las hipétesis a) y b) se deduce que

~ N\
G) -0 L) v e, (R,

Siguiendo los mismos argumentos dados en la demostracién ~-

del Principio de Descomposicién de Enss del teorema 3.1 , podemos descomponer para =

cada sucesién cumpliendo

A
HFiBn*X?j‘i’n |l <o {\‘._j oo (_a/{.) 1 a "‘kl.)n

(9.11)
T Wa, wt Ta,iat Pa, oot (9.12)

tal que

a) H“\’n/w ((0 o >tceo (9.13)

b) sop (L (ﬁ Ll ﬁ> "i’nlin ([ «+too (9.14)

’ ok P Qv‘/*\{o \{J . \"C

olim [ e xge T RO
para algén § 7O que depende de ay b Gnicamente.

d) Para cadu m , existe una constante Cm que depende Gnicamznte =
de m tal que “ o A

{
OY

: bt a
X G AN \{;; i ¢ ‘ “m
(B Gue) T ) i <G Gt
L (9.16)

Usando ( 9.15 y la hipéicsis ) se demuesira que

(] (.R - i\ > \‘2/ 0,0 H ~0 n -—» teo

/ O'\_)(’




Y por la conclusién a) obtenemos que

I (sz - J\) To w0, [\ 0 0 —Dtee (9.17)

/Od(.

Usando esto ltimo , ( 910 ) y la hipétesis b) , obtenemos que

Il Vo= I Jr Pa " W " Yo /00& I =0 a—tee (9.18)

De esta forma se ve que la descomposicién hecha fiene las ==

mismas propiedades que antes, El teorema se sigue enfonces.

Usando la unitariedad de U 'y Uo y( 9.9 )y (9.10) -

obtenemos que las hipétesis del teorema son equwolen‘kes a las Londlmones

e
a) (I 5—‘ ) U Ul U°< i )-es compacto,

A
b )(1‘ -1 ) es compacto.

¢ ) Para todo intervalo compacto i,y alguna n & )
i ] A5
la condicién de Enss ( 2,5 ) s[e‘ cumpl'e para h{.t Cil)z H Péi) [ Jj U lj‘” UO -0
Mc:j (Jlo'\\“) Us™ {6z * Gl »
-1 @)

, ] A
Y obtenemos completes asintética para J(_t- = Q‘Em;i,a itdd 0J Uo <
Bajo ciertas condiciones, <84> /<85 >ou& Y c)lE

coinciden como conjunto de funciones ( aunque con distinto producto escalar ). Si toma-

mos J el operador de identificacién de (g, sobre J[& .

N Ponemos } = (J TU‘O\ la funcién 1‘\ I-QL)

toma la forma

e o) 0 { e, 188
o (o) [oT Tk JUbs )00 T sr X
‘\"("() sc {ransforma en una expresién mas facil de -

.,\

controlar. De uqut venos la conveniencia de fomas § distintas de la identidad,
= )
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