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INTRODUCCION 

Daremos una breve descripción dal aspecto físico que subyace en los problemas - 

matemáticos que presente-Iremos. Para una descripción detallada ver E 	[93 E/01 

La Mica que corresponde a estos problemas es llamada Teorra de Colisiones, la cual 

puede ser considerada como una de las ramas más importantes de la Mecánica Cuántica. La 

Teorra de Colisiones trata con sistemas en estados especiales: los estados de colisión, éstos - 

ocurren en experimentos de laboratorio o en la misma naturaleza. Existen distintas versiones 

de experimentos en colisiones, aunque todos ellos tienen ciertos elementos en copiún: en la 

naturaleza se da por ejemplo, cuando la luz del sol choca con las partículas de la atmósfe-

ra, de ahí el color azul del cielo. 

T 

FIGURA 1 

La figura I representa las partes esenciales que pueden ser identificadas en casi --

cualquier emerimenio de colisión, éstas son : la fuente S, el mecanismo preparador P, el — 

blanco T y el detector' D. 



La fuente S produce las °articulas que van a entrar ,en colisión con las partículas 

del blanco T. Es importante que la fuente pueda producir partículas bajo condiciones bien - 

definidas y casi idénticas, puesto que todos los experimentos en colisiones envuelven repeti 

das mediciones sobre los mismos sistemas. El mecanismo preparador ( por ejemplo un polariza 

dor) sirve para definir las condiciones iniciales de las parirculas incidentes, usualmente el - 

momento de la °articula. 

El blanco T contiene las partrculas que interactuarán con las parirculas enviadas -- 

por la fuente S. Las condiciones del blanco T pueden tener importantes efectos sobre el expe 

rimento y deben ser conocidas y consideradas con el fin de relacionas las observaciones a ---

las interacciones individuales. Por ejemplo, si el blanco T es grueso, entonces colisiones 1.11•••01.11 

múltiples pueden ocurrir, lo cual afectará la distribución angular de las partículas detectadas 

de manera significativa. Si el blanco T tiene una estructura cristalina, los efectos de intc:rfc- 

rencia serán importantes y conducirán a difracción. Si por ejemplo, las °articulas del blanco 

están en movimiento deben ser tomadas en cuenta. 

El detector D es usualmente puesto de tal forma que solamente detecte partículas 

que entraron en colisión con el blanco, es decir, el detector no debe responder si el blanco 

es quitado. Esto en lo práctico no siempre es posible. Es importante también que el detector 

sea puesto suficientemente lejos del blanco, de tal suerte que la interacción entre el blanco 

y las partículas que entraron en colisión sea despreciable cuando las partículas sean detecta-

das. 

En todo este proceso se pueden distinguir tres estados en la evolución temporal del - 

sistema. En el primero, el estado del sisternu está preparado en el pasado, durante éste, la - 

particulu incidente y el blanco se supone que están lo suficientemente lejos entre si para que 

la interacción entre e llos no  iengn ruáclicomenie (fecto 501)1"C la eVOlUCión de la particeln. 



Esta suposición siempre es hecha en la interpretación de experimentos de colisiones donc1(, —

las condiciones iniciales son los valores de un conjunto de cantidades físicas que son las que 

caracterizan las ParIrculas libres. Por ejemplo, momento, soin, masa, por lo tanto, uno espe 

ra que en el pasado el estado del sistema evolucione de acuerdo a las leyes que obedecen las 

partículas libres. 

Durante el segundo estado, las partículas interactóan entre si y la evolución está 

gobernada por una ecuación de movimiento para el cual el término de interacción juega un — 

Papel esencial. Es realmente cuando se produce la colisión. 

Durante el tercer estado, uno se encuentra en la misma situación que en el primer 

estado. Después de que la colisión se ha efectuado, las partículas se separan y otra vez la in—

teracción entre ellos no tiene prácticamente efecto alguno en la futura evolución de la partr--

cula. En el futuro el detector observa el nuevo estado de la partícula que produce la colisión. 

La condición de que los estados que describen colisiones deben ser caracterizables par a tiem 

pos largos( tanto negativos como positivos) por las cantidades que caracterizan a las partrcu las 

libres, es llamada condición asintótica. Para ser más claros, supongamos que podemos represen 

tar las dinámicas como transformaciones actuando sobre los estados. Sean T
t 	

y Tt(0) las trans-- 

formaciones de interacción y libre respectivamente sobre el "conjunto de estados" Z 	Uno se 

interesa en la existencia de parejas 	 f— )sf>"c2 tales que 

YY\ 

— cr) 

Para alguna cierta noción de convergencia y similarmente caro parejas que se aproximen -- 

entre si conforme -f-->3"2 Uno requiere que bajo esta noción de convergencia, para cada ,r de— 

be existir a lo más un 	. 

evolución en el tiern )0 n la dinámic 0 de un si tema 	o conservativo 



dada por un grupo unitario fuertemente continuo a un parámetro ( ver definición XVI). Si 

el vector unitario f representa el estado al tiempo t z o, el estado ft 	al tiempo t estarcí 

dado por 	 fi 	ukf. 

Por el lema XXII, se sigue que existe un operador autoadjunto H, tal que Uta e tH 

	

Consideremos entonces dos grupos unitarios e 	e~1.14° que corresponden a 

la dinámica libre. El que 	 sea asin1c.ticamente libre cuando t'' -c° quiere decir 

que existe un vector `fi. tal que 

\ c-1"t4 — -C-PaH
L II  = ° 

—> -co 	 ( 3) 

usando la unitariedad de e 	(3) es equivalente a que 

¥1m 	11 c. í± 14 el. 1 -t- 1-10 	1)
a-co 

	z: 
(4) 

la cuestión se reduce al oroblemn de probar la existencia de limites fuertes. 

En muchos casos, Ho tiene espedro absolutamente continuo, pero en los casos que 

no es ast, necesitamos tomar /.4. en el subespacio de continuidad de Ho. Por ejemplo, si 

es un eigen valor de Ho, entonces el Irmite fuerte existirla sr y solo sr `1).1. fuera también un 

eigenvalor. de 1-1 y con el mismo eigenvalor. 

Por consiguiente es preferible definir las operadores de onda anteponiendo la proyec-

ción sobre el espacio de continuidad de l-lo. Por razones de conveniencia técnica, los defi--

nirémos sobre el subespacio de continuidad absoluta. La teoría de operadores de onda defini-

dos sobre el subespbcio de continuidad fue desarrollado por Schechter <7/). 

Definición: 	Sean ti y I lo oneradores auioadjuntos en un espacio de F-li lbert )( y sea 
(tk.) la proyección sobre el subespacio cie continuidad absoluta de 110, De— 

cimos que los operadores de onda generalizados existen si 

( 1.1 ) I c,) 
	

I in 	e 	• 
(.(.1 

existen. 
CUanc lo XL ( 	existen, decimos que hay completes usiniótica (Mbi I 



si 	o 	
1L1 

.,(,,.,,,.\:;:.1 ,Decirnos que los operadores de 
onda son completos si 	 \ 	 11) 
Finalmente, la condición de completes asintótica sigui 
fica que I: 	- , 
Donde \ 	es la proyección sobre 	 el sub 
espacio de eigenvectores de 1-1. 

Y 	,S). (1, 	1.1 1/'1. 

F. I/ a 

En los siguientes capítulos demostraremos completes asintótica 

para ciertos operadores de H. 

Aparte del método de Enss < < 3 > t  < l7 > <9. o) -- <25> 

<2.<35 /  <51->, <lb>, <G35, 

que presentaremos, existen ciertos métodos, siendo los más notables: la Teorra de Kato-- 

Birman (c. -+..1, 	) < 1.555 / <‘-t2.>, <1.85)  < 'Lb> < kb>./  '< 9 >I  <1t 

<go>1 	 <U9>, < 9,6 >, < Lit> / 55 > 

y los métodos estacionarios o independientes del tiempo C  v,1i.‘"1 	>i<81- 	<CP\> 
2.77 < 5 > •-mg,>, <> <I1/  <7-3.›,. <9,  e 	sa> 	 <3 	<'110> 

<zz> / %61> / 	< <325 / 4 24 >, <2, 4> < 	< 5> /<Y> <(.1.5 
1.> ) 	 A pesar de que la Teorra de Colisiones es básicamente un ferió 

meno dependiente del tiempo, hasta antes del trabajo de Enss, muy pocos resultados ha-

bran sido obtenidos con métodos dependientes del tiempo. 

La Teorra de Kato-Birman es un método dependiente del tiem-

po y su hipótesis principal es que f (H) - f (Ho) defina ( en cierto sentido) un operador a 

traza para ciertas funciones f. Es un método dependiente del tiempo, ya que directamen-

te se demuestra la existencia de los operadores de onda y además que 

En cambio, en los métodos estacionarios, la existencia y el -- 

hecho que Row, 	P,,:< 1, se cumplen, son más bien una consecuencia de cierta - 

expansión en outofunciones y del hecho que 	está muy relacionado o 



secuencia que 

en cada uno de ellos, Para ver que de hecho 
	(.9 	está 

En contraste con estos métodos„ que aún como en la icono de 

Kato-Firman es dependiente del tiempo, el método de Enss sigue de cerca el aspecto fr 

sico y geométrico del problema. El principio del método es coma sigue: uno considera - 

la evolución en el curso del tiempo de un estado de difusión, usualmente de un estado 

del espectro absolutamente continuo de H. Sea 	) 	 el vector de estado 

en el tiempo t. Para \ 	grande, por ejemplo, t grande y positivo, el vector se encon- 

trará lejos del centro de difusión ( en el sentido de la norma ) y evolucionará de acuerdo 

a la evolución libre e 	1' 	En estas condiciones, el vector de estado se concen-- 

traró en las trayectorias clásicas engendradas por el Hamiltoniano libre Ho. 

Uno puede descomponer aproximadamente l.Qt,k)-.) 

donde 4),Ik.) y W-lel en las partes saliente y entrante de T(t) . Es decir, las par--

tes para las cuales X• k)kkk) y/b y X• (kz) b , donde vlkz.) es la velocidad cl&--

sica. 
Uno trata de asegurarse que X...0  kN2-) 	(respectivamente ) - 

	

para x en el soporte de 	(resp. quo 	) y k en el- 
^ 	 A 

soporte de su transformada de Fournier 	44. 	( resp. 	et) 	) . En estas •11.1111M 

condiciones fa evolución de 

da por la evolución libre 

en el futuro y de 9.-W 

-\ 51 	
k't,
, 
 ) 	- e"ss\-1, 

-4 	(1) k 

en el pasado está rel 

para 	), o 	y t grande 
	Sk (k

-1 	«z 	<y. u.) 
	 para -- 

Seo 	y t grande. En consecuencia, uno aproximadamente tiene que • 

S/5 1-1) 1 
	 ( 6) 

y de aqui.  se  muestra que para t grande, kk(t) está en 
	

Ro." 	e Sr y en con 

por ejemplo Qn 9 	(.:1 J 2 ; se 1 ecurre al (11'9(m-tenlo sigukille: 

Por definición, 



está lejos del centro difusor, y 

donde 

• t 	 ; t. lk 	 . it 
e 	y“.t\ 	e. T. u:\  

e 	̀P It.) está aproximadamente en 	P.c.,,rn .511- 	Para t grande, 19..tY5 
kko 

se encuentra aún más. En particular es 

casi ortogonal a 	 Por consiguiente, (1'M 	'no puede llegar a ser ortogonal a 

De aquí' se desprende que el complemento ortogonal de.  Ro-v-1 

en 	9.~ ,s2.. + 	j2. 	 se reduce al vector cero. 

Nuestro trabajo está basado en los siguientes artrculos: •~1.1••••••••11 

Enss <10 ; Davies <11.) ; Perry 460> ; Simon < 73> y Ginibre < 29> , en 

los cuales se encuentran las ideas esenciales del método. 

Parte de nuestro trabajo ha sido dar una exposición detallada-

de estos artículos; teoremas que únicamente se mencionan en los artículos, los hemos — 

anexado, Todos los argumentos necesarios para seguir las demostraciones los hemos he--

dio explícitos. El orden en que hen:nos expuesto estos artrculos ha sido en grado de gene 

ralización, también en algunos teoremas hemos dado argumentos distintos y así' hemos --

podido debilitar las hipótesis o simplificar las demostraciones. 

Por otra parte, los ejemplos expuestos nada más aparecen men-

cionados en los artículos y nosotros los hemos desarrollado, 

En el último capitulo de este trabajo, hemos podido demostrar 

completes asintótica para la ecuación de Klein-Gordon utilizando el método de Enss. 

Finalmente, haremos una descripción de los artrculos que pre- 

sentaremos. 

Enss 	20 	basa su demostración en el ahora llamado — 

Principio de Descomposición de Enss, el cual contiene básicamente el aspecto geométri-

co de la demostración. Para ésto, Enss explote la Forran expIrciio del kerne, 

hace USO del teorema de Vienes- 	1 16 `, y la "iguoldod cisintótica de 11 y 110 " , 

decir, prueba que 	k( 	í1„,(4s) -- 	k tliw)Ytn 	•-•.' " 



para un cierto conjunto de 	4 -h y 1.,1  

Davies 	< 17> 	logra debilitar considerablemente la — 

hipótesis y elimina el uso del teorema de Wiener. Da otra versión del Principio de Des— 

composición de Enss mediante la introducción de la noción de una medida ( POV ) 

(Ver preliminares ) en lugar de usar la forma explrcita del kernel 

Perry < 60 > logra el mismo resultado que Davies bajo las 

mismas hipótesis. Para esto introduce las proyecciones espectrales P •%. 	sobre las par- 

tes positivas del operador A 	1i3  (x •s Vt•X) o Asi logra demostrar que 

( 1/41.1 	lkke,) 

son operadores compactos para (3 e (,,°z> ((R) . Aunque para llegar a este resultado -- 

utiliza explrcitamente que Ho 	. Por otra parte, como en la nota 22, es fácil --. 

ver que' este resultado implica el Principio de Descomposición de Enss. 

Simon 	< 73 > 	considera operadores más generales ( Ho - 

vagamente elrptico ) y para esto usa una descomposición distinta a la de Enss y la maqui 

noria de integración por partes sistematizada por Hormander z_34.> 	. También usa el 

teorema de Wiener. Simon considera casos aún más generales, pero cuando Ho es un ope 

rador vagamente elíptico, Ginibre 	l 29> debilita las hipótesis dadas por Simon. 

Corno Davies =, 17> 	hace notar, su demostración se puede 

extender a operadores vagamente elrpticos. Ginibre utiliza también lo que es una medi-

da POV aunado a algunos argumentos de Compacidad. Las hipótesis de Ginibre < 29 1> 

son aún más débiles que las de Davies 1  17 > . 

Como hemos dicho ya, Simon 	z 73`, considera casos que los 

demás autos (..s 110 C0115.14: ron, y aunque en el caso en que 1-lo es vogamenie elrPl icor  G 1- 

11 



nibre da hipótesis más (Mbiles que Simon. Siguiendo la demostración de S.1111011 y dando 

otro fácil argulu3nto se demuestra el teorema dado por Ginibre. Además, la demostración 

de Simon se puede seguir para considerar casos más generales, por otra parte, las ideas 

esenciales son para todos los artrculos las presentadas por Enss < 20 

En el último capitulo de este trabajo hemos obtenido comple-

tes asintótica para la ecuación de Klein -Gordon, la cual ha sido estudiada en < 13,, 

< 72 ?si  „XL16.> j<81> i  < 53> / 	 4-' , b2 >1 5¿a>/  ‹,115  

3S>1  <81> 	En < 84 > y < 85> se demuestra que la ecuación de - 

Klein-Gordon es equivalente a una ecuación enaz 
x 

Mediante este orló- 
tisis y el método de Enss se logra demostrar completes asintótica. 



PRELIMINARES DE ANÁLISIS FUNCIONAL 

En estas páginas duremos las definiciones y los resultados de Análisis 

Funcional a los cuales nos referiremos en posteriores capítulos. 

Empezaremos por enunciar el teorema espectral. La demostración puede 

ser encontrada en r..10 

TEOREMA 1 : 	(Teorema espectral en forma de operador por multiplicación). 

Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de Hilbert 

H con dominio D (A). Entonces existe un espacio medible 

M con medida ik  finita, un operador U : H--> L2  ( 	) 

y una función F a valores realies medible y finita a.e. tal 

que 

(7) 	E. D(' 	5 	F c•)( 	C• 	 ( d\ I  

b) Si 1 (z 	yj -t 	, , O nt onces ( U A U le ) ( m ) F (I i)T (ni) 



Dado este teorema, podemos definir funciones de un operador autoadjunto de la siguien 

te forma: 

Definición 1 	Dado un operador autoadjunto A definido sobre 2( Y 3 una función 

Borel medible finita a.e. , g(A) es el operador en Pe definido por 

9(A)I • ••••11 
• •••••• U«»I  7.3 ( 	 91 

donde-115(F) es el operador de multiplicación en M por la función 

g(F) (m) = (g e, F) (m) con dominio 11)E M 1 9(F) 9)  E Llev1,41)] 

C 	(IR) es el conjunto de funciones continuas sobre IR que tienden 

a cero al infinito. 

TEOREMA (Ha) 	( Teorema espectral en forma de cólculo funcional). 

Sea A un operador autoadjunto en 	. Existe un unico mapeo 

de las funciones de Borel acotadas sobre IR a Is(11) tal que: 

a) l) es un homomorfismo ›Ir algebraico . Es decir, (1) 	es lineal y 

11 (+3) 	 (9) 	ic1( x-i) 	+N) 

/IP )".=. 11  	 ci\) 	 (14'  

b) es continuo, es decir, 

(t) Chn 	11 k 11 03 
z(v) 

c) Sea ht,(x)una sucesión de funciones borelianas acotadas con hn(Y) ------, x. 
r) 	t 

para cada x y íkkl(x)1 5. I% l'A. Entonces, si l'E-D(A), lim 	f 
4 

d) (1 (1/N) ---> (k) 	 fuertemente si kr1 (x)---> k (y) puntualmente 

y si 111\11 11,„„, es uniformemente acotada. 

Demostración: Dacio el teorema I y la definición I es fácil ver que al menos existe uno. 

Para ver que es único supongamos que oh, y 4,_ cumplen (4)— (d). 



Sea rX.st., la función caracterrstica del intervalo 	usando (1), se obtiene que 

y entonces, 
14 	í  

-1-1 

+ s- kb,-. et 1 §:1(')C„) )  _:_,CAi.1)9  

Entonces, chj [sy+3)1 (A-t• i) 9 :: 	
5- urnil.">44° 	

-V• 

1-1-7): 	

71 1.1:".1)-3.11 1 
 

.... 	M--)Itt. 	.".,‘ 4:1 1.(X+.1)-1  .1 1j E61•4.1))1A;] W 

Usando (ct ) 	 —-' S lid 	(1):1 (X.sk ) 9 
1-k --t-ce. 	- f-5 

... 

En consecuencia, th 5-5:IV] -..-... (A+ IV 	para, r-- 1,2 

Similarmente, 4)j (A-.t )  , Por el teorema de Stone Wgiestrass Y b) 

se deduce que Chi 	= (1)zGi) V -1 E  Cu, (IR) y de aquí se desprende que si f 

es una función continua acotada y que tiene limites en 

ya que,  (1) 	ti 	4 

4" CC 

Sean a() (1 E 'R 	fijos. Y tomemos 111 una sucesión de números positivos tales que 

1̂ -p c. si r1.--->+c<> . Pongamos 	f,,.1  (x) 7---.  --. 1  AM1'CW\ el  - (. )4." ""1"C"\ (r̀—• 
IN. 	 Er1 	

n 
 

11 -{2VS I1 	Ccj 	1 	. Y un simple cálculo muestra que 
aiv 	ssii 	---.. < x .. 	(I 

-r--n (X ) = 

o2. 	si 
x 	 zu o< o 1 

X G- ni, II] 

x. :: (:3 

Denotemos por kg 	el intervalo (cl,,(1) . Usando (d) obtenemos 

chi [92. Cxsz.f v.-51)1 1' -z s - 1." 	I), cs,1) 
Y'-->4t;  

5_ t i Ywl 	II (5,5 (xszal) ---- S— I I ‘P'.‘  

Tornemos Ye b CA). Usando (c) 
I-k z 	(1):1  (x X,51,,,) 1' -z... A 	. 

-m 

chj ,(.)(-t .1) x,ky  j 9, .... — 	s•-• IlYn 
11--)tcr, Vi 

-,-" 

S 

S— 1lYn 
bt—>+ec,  

Por un lado tenernos que 

v."», 



(5.7. [u/a (x...z+ x?¿ )1 

Cortoeft 	son arbitrarios obtenemos que 4.0(..") 	k.),,kx,,i) para SI 7:- .1:1 % (3) 	< (3  

y por consiguiente si 	es un subconjunto medible arbitrario eS? 	 Qt  X n.)  

Como las combinaciones lineales finitas de funciones caracterrsticas son densas en ir , 
usando Co ) se obtiene que 	1), 

Definición Ii 	Sea V.ak ...n.. es medible en 	una familia de operadores 

con las siguientes propiedades: 

a) Cada PA 	es una proyección ortogonal. Es decir, P„= PA, y Pst= 

b) = „ 51.  
4- se 1 

-veo 
c) Si SI- 	-n-y, con «D.; n 	-- 	con 1.15 	entonces 

•=. 	 9 
Tt yn, •••.? A• 

) 	pat.  pja. o 	 Decimos que entonces ‘Ps1,..1 es una 

ineciida a valores en los proyectores. 

Sea ahora IL 	un conjunto medible de (VZ 	 y Fin. el operador 9C.A.(A) definido 

por (I), donde Y.J.ty es la función característica de 	Da la definición I se verifica 

directamente que la familia 	P.51, 	 medible 	es una medida a valores en los pro- 

yectores. Entonces, para 'Y fijo, 	en 	, 	Psx.1 /41) 	es una medi- 

da de Borel, la cual denotaremos por 
	

( 	ex 	). Asimismo , la medida compleja - 

se define usando la identidad de polarización. Tomemos g 
4 to 

? . 	 \ -D 	 <.1),  \ \-1 	"'%),R) Borel medible y definamos; 	• 
eo 

Sea 	SW una función simple. 	Es decir, 	5<1t) 	1-s v,") 	donde 

51, 	es la función característica del conjunto medible SL, 	. Adein6s, 	r\ 

con ti 

) 91T una función 



Entonces, 

'a 1, 
LT, 

Para 	 fijo, 

. Para cada `5<= 
	

41 Nal.' Pt v; 	en norma. 

(NI) 

( 111 a) 

IN,10 

do cuya norma 

Supongamos que 

% 
es la función caractertstica de SI. . Entonces, g 

0.) 

zu- . 	P.m.á `V 	1\ lel 	Mja." 

111: c.:1\1.  -11.*4 	\ 

J "11 ji. \*1  lk•w,9>9)\ 
141 

Usando convergencia dominada obtenemos que para 	`Ve. 

4.9 

" 	\y>.) 	(1%v, 9)w) 5 
4.01 -00 define una funcional continua 

(conjugada). Por el lema de Riesz, existe un único elemento VA) '1/41  E. Sk 	tal qüe 

tuo  

Por otro lado, usando (ls. ) se obtiene que 	S- V.." 9.51. 10,1 =11. 	donde 
k co 

k• Q, 	\%()\ 

Usando 	( I d) se obtiene. 
-veo 

kl(>-) 
— se, 

En consecuencia, ine "Z% 	Ast, se obtiene que -D.11 	es denso en gk 

En consecuencia, el mapeo <11 1\> 
	

dlk 
	

define un operador lineal den- 
"„, 

samente definido. Si g es azotada de (II) )  -D = 	y g(A) es un operador acota- 

5 

Pura funciones característicos q(A) coincide con la definición 1. Más aún, si g es única-- 

mente acotada, usando (d) del teorema llo y la densidad de las funciones caractertsticas 

en I. 
a. 



y • 
• 

tM 

<kg, hi(A)ko 
	co.) 

(Convergencia dominada ) 
vsio 

/4-`• et, 

ti,u\N 	t• 

 

`k, \N„lN1 4) 
h 190 

(1<A) kri,) 

donde 51 	es una sucesión de funciones simples y ‘14(A), g(A) son operadores como 

en (I) o Por lo tanto, g (A) = g(A) si g es acotada. 	 (III b ) 

Si g no es acotada, sea 11.." como en (III) y 
(IV) 

X. 

o w, x Y. 

De la definición I, se obtiene que Ran PAN  Z D(g (A) ) 

por lo tanto, de (Ilib) para 9 Ran Pn 	2  \‘› / 

y de (lila) también Ran P c-D .n.v, 

(kv, cl(11.) 1/44) 
(Convergencia dominada) 

 

ta> 

In ( >-) c1,5 ) 9\ u/) 

(Convergencia dominada ) 

(IVa) 

y de agur se deduce que 	(\1 	01(N) ul 
	para 4 L Ran 	 • 

Asimismo, pa•-a 	R.ur, 

\ VI%) 	 \i L n 	kk 

t vo 
( 



(A) f) (9) (k11(PN))* 

„ • emr••• 

Ademós, 	113 (A) 	11 S.. 113 (A) 	II VrN  

MIMO I i Vr‘ (Usando (Id) y (VI ) 

	

Itl 	(15 )  ISNYN12  ( 1 /4) 

	

11 	(1/41 I /\ n1 2  (A) -->+ ola 

1 1 ve% knIz e),) 
IR. 

Tb.,--`1) 	y 9  CA) TY\---> 5 (A) `1' 	en norma. 

1 3  (x) 	() 
52r1 

(1) 	() 	cl (4') P-2‘ 

(3  (isi)) c 1)3 	, Usando el mismo argumento que en 

IVa, se deduce que 	3 (A) = 5  (A)/ Ngt fe D (3 CA)) • 

Pero g(A) es unitariamente equivalente a un operador de multiplicación. Entonces - - - 

g (A)*= 9(A) y 	D( g (A) ) = 3 C•3 (A)) 	r)  (3 (A) 41) • 
Como 	(A)1 	 D (3  (m) 

(A)) c (%Ti\>'1) c D (3CAV1) D (A>) 

En consecuencia ib 	(c,s(M) 	. Y por lo tanto 3TA)":2. 3 10función borel IT1 

dible. 

TEOREMN  II 

Existe una correspondencia uno a uno entre las medidas a valores en - 

En consecuencia, MED *Mi 11.11, 

(Teorema espectral en forma de proyectores espectrales). 

S19(x)r• 	H) PNI) 

Sea ahora 'VE D(g (A) ). Entonces si 

En consecuencia, usando (Id) y (V) hcA) frN 11 2  
11->4-oe, 
I Iw, 

11-1›-i-ao 1 3  (x) d (Lt,)  Px%) •••••• 
d•mb. 



. los proyectores y los operadores autoadjuntos. La correspondencia está - 

dada corno sigue: 

Dada una familia corno en la definición (‘‘) 11E311  \-1. medible \ existe 

un unico operador autoadjunto A, tal que 

a) A cada función medible g, le corresponde un operador g(A) densamon 

te definido,cerrado con dominio Dg2  el cual está caracterizado por —
't» 

Dcb 	WE 	 c15'1 (1(v1‘9x1k) 4 kt").  y además para 	-1)(1, 	(1-k 

k`V‘1,kkklk.e 

VA)* 71(A) 

En particular, para 	1(>.• X 

(W, Al) = 5 	a (1<mci,>,,t) 

b) Si g es acotada, g(A) es precisamente como en el teorema (11a) Si g 

no es acotada, g(A) coincide con la definición I . 

c) Para f, g medibles 	(<b)(A) 	(AA ch(th)  y 	 (11k) %(11%)) 
	

;.1 

E inversamente, dado un operador autoadjunto A, existe una familia - 

SI 	medible 1  que cumple la definición II , y por ende se 

cumple a) , b), c) . 

DEMOSTRACION: 

Arriba hemos visto que dado un operador autoadjunto, existe una fami-

lia de proyectores que cumplen a), b) y c). Ahora veremos que una familia define un ope-

rador autoadjunto. La unicidad de la familia se seguirá entonces de la unicidad del teorema 

lla. 

Sea 	P 	como en la definición II y pongamos 	(1\) = k w y. vl 	)1 	),C44') " 

Puesto que si 	.51', (-1 Srá 	 1.1 

-co 
kmo 

cyt 	<w, s',, 
tgie 

ky>.) d(kto›,,,ki) 



),.Zd(`), pa  

define una funcional conti- 

111 (%z)\'\(1) .  Cj 1,524 9)1 
•=k  11 /4r11 (Ixtsvi12d(klip,,9)) S

IÍZ
. 

 

itt 

IR 
nua ( conjugada). Por lema de Riesz existe un único elemento AVE tf tal que 

S 	(k f) 	----- el A kp ) 	Na< •-f 24 
la. 

Por otro lado, usando (1c) se obtiene que •sr:11 	P„71 	 donde S2v1---- (-n n) 

•IfE 241  l'II r-Pa, 

iszn IR 
En consecuencia, D(A) es denso en 24 	. Obviamente si 19 5(A) 

( f) A 	 ci(r, P›. 1̀)) 	( f̀, 	kp) 	(A1 /41), 1 /4?) . 
uZ 	 IR. 

Usando la identidad de polarización se obtiene que (f , A 	) 	(Aq7f) 	D(A) . 

En consecuencia, el mapeo A = h(A) 	define un operador lineal densa—

mente de.finido. Además A es simétrico. 

Similarmente, 	()):: (X-IY I  define un operador acotado si 2- 11 IR o  Denotemos 

por itt)e(A) 	tal operador. 

Tomemos IN D(A) , entonces si SI es un subconjunto medible, 

(p, 	P`'1) 	( p1 /4, 	1\k-f) ) 

«--: S 	(PskT).P›q) 

(Usando Id) 
	

( 	P›, 

En consecuencia, para toda función f medible 

()) 	(kv)  fp>  A kn 
IfL 

ix 	(x) á (1), 1)7, 
IR 

(Vía) 

Entonces, para "1 b(A) 	y oara toda 	9,17  

1 S 	)‘ (kf, 	'?) 	\u II 1.  
trz 	 1%-k 

Dado `I' D CA) fijo, 1--> S ›. cl (1' P9 ) 

Entonces, para todo 

Usando (Id) se obtiene 

en norma. 

  

   



Entonces, para `h: "D(N) 

di 	cn-v1 
iss 

7.. 5 	<y ac 2%1 á 	) P>  (Ik-z)ke ) 

413kx1 k›-al cl(w11)x 1P1 

4:1.1.(/k) 	-aN 	= 

Haciendo un cólculo similar se obtiene que para todo 	`5 	¿p-a(k) R e. 	}.\) 

y además (tk-IN 41.-a(\\ 	 „ Es fácil ver que A es un operador simétrico 

cerrado. Y como A-Z es invertible para ZE 	se obtiene que A es autoadjunto. 

Finalmente, hagamos notar que la unicidad de la familia 	P.1.1\ SI- medible .1 en el - 

teorema III implica la unicidad del mapeo 	-) 

	

cumpliendo 	a), b) y c). 	 A 

Por ejemplo, usando esta unicidad, supongamos que A es un operador en 	Y U es un 

mapeo unitario de 1,1, , sobre )t y que B es otro operador autoadjunto, tal que 

= v Ny' 
kee 

Puesto que 

de la unicidad se desprende que 	d ( 	?),C  SI) ) = 	) 	4%) L5-1`R 

y en consecuencia obtenemos que 	<zA 	( 	j \'¡/* 	 Borel medible (VII). 

Ahora daremos una variante de este teorema, al cual nos referiremos ex—

pircitamente más adelante. 

TEOREMA IV Sea A un operador autoadjunto sobre un espacio de 	ilbert 1-1  

Y sea 	cualquier vector en 1( , y Q la proyección sobre el 

 

subespacio cerrado 	S. 	r\> k<> v, c_,(kR)-\ 



•-•;k. A 	( 	, 

Si usando densidad obtenemos que 

• 

entonces Ql.Q 	es unitariamente equivalente ct 	,11t1. 

donde 	= a. LT ,S)„,o) 
	

de tal manera que 	corresponde 

a la función 1 en 1..1  (R,ckl,v) y e 
A 	

es multiplicación por la MIS .10. ••• 

función «2- 
V-N at 

DEMOSTRACION: 

Definamos S por S g(A)qzz. g donde g E.00, 1R)  . S es esencialmente 

el mapeo inverso dado en la definición I. S está bien definido ya que 
kat. 

VA1 3̀1) 	 (.,► 	 1l,k›.11.1ck ti.1 

En consecuencia, si frzg 	a.e. con respecto a át4,1, , entonces g(A)`e-=. VA) kv 

S está entonces bien definido sobre \ cl(/NW\ `he C colkR)‘ y preserva normas. Podemos ex- 

e (1")clia,,k5) 

Puesto que Coo(IM es denso en 1_3(11k 111.... y) (ya que átA-,e  es una medida finita) , •••• ea, •••• 

Ro^ 	 , t.1 /4  

Sea 	`ce  Ceo  (a) 	. Entonces, para 	'' -- 101,) Y 

e 	u? -\ták 
	Aigab 	 hl» 	 lb 

	

- 00 	 -... 
'• .'1' 

te, 

•-• ; 	Ck 	.. e 	) VIS 	1  t- 

r¿Ik11 1(›.1 áIV1()1\k5) 	♦S ...\kp, 
\I.J 

donde 11(>,) es la correspondiente función a 

Sea qol. flk 	un vector fijo, A un operador autoadjunto y la familia 	Ps,. V1 medible 

sus proyectores espectrales. Pongamos fk„z 	(kk, 	. 	D3scompandremos la 

medida /,en ice ,,, 	 . Donde /4„ es una medida ,x 	 * 	t 	I, 1.1 

tenderlo a un mapeo unitario de 5.9(1 (̀' `1 E CcePR) 	en 



Sea Ponemos 
S.  • s... 

•••••• 

1

• 

 

tamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, )4sing es una modidd continua - 

y singular con respecto a la medida de Lebesgue y /15? es una medida puramente puntual. 

••• 01•11•11. 

(Villa) 

Entonces ,c.cef 	-11&`? — 	P 
	es una medida continua. 	(IX) 

Usando el teorema de descomposición de Lebesgue, sabemos que existe un conjunto Sz 

tal que si (Ja) : = J.( c„4 (dz n sz  ) entonces OLC. tit(  es una medida 

absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. Es decir, si SO tiene me-- 

dida de Lebesgue cero, entonces ./(o,c.(30)1° 	y la medida .)46,„3  (a) : 1:2y,„4.1 Can 51) 

es singular con respecto a la medida de Lebesgue. Es decir la medida de Lebesgue de SI 

es cero. 

Si definimos ,0.c G11): *-2  Ac. 	n S ) 	n 	 (X) 

Ysbn (kg): = 	(•51  n SI) 5. yce,,,i• (ah n 
	

(XI) 

."%c ylÁsing siguen teniendo las propiedades de Yac yPsing, y además JA-oc,i -sing - 

son mutuamente singulares. Entonces, de ( 	(X) y (XI).At (R)=MAA.(n)4.44,13(51)#-Pep(2). 

Las medidas son mutuamente singulares entre si y Esta descomposición es Jnica. 

Sea 	13 72 ‘ S 

	
Bz 	13, Sz n S 	e 

Entonces 
	

PB, -1 Pesj* P13 LI)  • 

Usando las propiedades de los proyectores espectrales, se deduce que: 

.}411? 	deFine una medida absolutamente continua. 1   

Análogamente para Rf Y Pe) kf 
	Como Bn eje 91s; . 

j 	entonces 

PG 	Pr `1)  P„, kf son ortogonales entre sr. De agur se desprende la unicidad de la des—

composición. 



DEFINICION IV 	Sea A un operador autowijunto en t. 

Sea 

	

	 y es puramente puntual 

'V 11-'9  es absolutamente continua 

sing= W  \py  es singularmente continua «k 

TEOREMA V 	 s, 1 1){  O. I. y 1( sing son subespacios cerrados. Ademds, 

	

51. 	51 vivul  O 	t  

Cada subespacio es invariante bajo A. 

DEMOSTRACION 

De la unicidad de la descomposición y del hecho que Pu '̀ , Pszvl y 

P 	t/ son ortogonales se deduce que 	ac, Ising y lt j  son cerrados y que 

L„ 0 111,„uip I?? • 

Usando (VIa) obtenemos que 	(P41 1,k i 	A.kR) --t 1P..A. A4 \?*=J >,-14 C41  t>,,, 1 /4.0 

En consecuencia, A deja invariante cada subespacio, es decir, A 	c 

y 	Al 51 ce  c. 1( e y, 

Gpp (A) 

Gcs,t( A) : 

ir 
DEFINICION V \I. es un eigenvalor de A -1 

A 	= 45(t.i.90  

€(AV 

431'k 	' VI 	. 4 ( A t aLk 

LEMA 1 

Estos conjuntos son llamados el espectro puramente puntual, 

continuo., absolutamente continuo y singularmente continuo, 

perspectiva mente. 

'? 
) 

	

G (N\ 	11•) v (N 	 ol.  

	

Corno 	ac 	sing(1 	obtenemos ciiie 0E. 

(5 (1-„1:;‘) 	(.5.,(11.) 	(1(PA . Obviam.mte 



(44 

Geetik) c. G(N) 
como G (h) es cerrado, se obtiene que lob« 

G 	0.)u GT?uoc.. G.(0‘1 

Sea ahora \ e G (k) 	cy 	(1+1 , 
f) 

G<L4 1/43 11;». °° ' 	4 1(1‘  • 

Entonces ( 	144 	(A-X) 14  915141 	son operadores 

invertibles. 

Como lkte  tiene un conjunto denso de eigenvectores de A, 

entonces de hecho se obtiene que Ran 	gh,«-: 7*(19 „ 

Además, (A- >.)‘-t -1. o V (-/€1,(1? 	ya que "X no está en 

Gee 	„ Entonces (N ->.) 	41,r  11,„ es una biyección. - 

Y por el teorema del mapeo inverso se obtiene que (A-Mtlet) 

es invertible. En consecuencia 	a t f(A) . 

(^) e C5---e  (,a1 u 

Dado Aun operador autoadjunto. 

DEFIN CION VI 	Decimos que 	Gc 550'0 Si y so\ oNt 	P(X•10411) 

es de dimensión infinita para toda 6.)  O 

LEMA I! 

DEMOSTRACION 

Decimos que )% está en el espectro discreto de Al G. (gk) 
flbk 

Si 	'h q Gtv(A), 

51 /4 6  (1..1%,(il) 	al menos una de las siguientes condi- 

ciones se siguen: 

a) 	>. e C. 	(k) (.00 1 /4.5 (1,..,(A\ 

b ) 	es un punto Irmite de G 	(A) 

c) X es un eigenvalor de multiplicidad infinita. 

Si ">. 	cumple cualesquiera de las condiciones-  a), b) y c) obviamente 	• 



in)) 	Supongamos que ) 1.  %.P ty.> 	„ Como Gt.(N)  C G(i\) ) 	del lema. I, opte-- 

Hemos que X E G ep  u 	 ,De agur se deduce que >. al 

menos cumple alguna de a), b) y c) 

DEFINICION VII 
	

Una forma cuadrática es un mapeo ,rri: Q(q) x  Q(q) -a e 

donde Q(q) es un subconjunto denso en 	g 	llamado el d D— 

minio de forma, tal que q( • ; 	) es lineal conjugado, es -- 

decir, si 	Qtro 	e( 	cst 	, 	4„ 	wt,,k.1,1431(14,,‘ 

es lineal. 

Decirnos que q es simétrica si 	ck. (kt iy)r. IlV) 4) Si (4 	is.t 	o 

q es llamada positiva. Y si (:kkkst ikt) 	-KM?' 	para algjn 

q es semiacotada. 

Notemos que si q es semiacotada, entonces q es simétrica si i" es un espacio de kilbert 

complejo. 

DEFINICION VIII 	Sea q una forma cuadrática semiacotada 	( 4?) - vi 1\ q' \‘?".. 

Notemos que como 1(kk % ky) 	cs. (vikt) 
	podemos definir un 

producto escalar sobre Q(q) : 

(".1  te)45 	(Il1/411 l ‘kg) 	kiAN‘) 1:1Z 14) 

Decimos que q es cerrada si Q(q) es un espacio de 1-kilbert - 

con este producto escalar. 

Nota I: Es fácil ver que q es cerrado sr y solo sr siempre que 	9" E. Qcgt) i  (Rv,-) 'k 	y 

Lul„..- 	tt,- qm. 	cuando n, 	-)kor:› 	entonces qt G90 y 	 C.) • 

DEFINICION IX 	Sea A un operador autoadjunto en 	. Sea 	F„:11\ 1-1 medible 

sus respectivos proyectores espectrales. Pongamos 
N432 

5›,\ 	 d'. htld) 	 y paro 	•••• CPU 1.• • 

't, c 	definirnos 



dice que q es la forma cuadrática asociada con A, - 

Q ( A ): Q ( q ). Y Q (A ) es el dominio de forma A„ 

A veces escribiremos 	q(' 	) T  ( 1 /4{) ,AT ) a pesar de: 

que aplicar A para algunos `e¿. Q ( A ) no tenga sentido. 

7 
Supongamos ahora que A es un operador semiacotedo. Es decir, (te , Ate )3- M 11 (el-. 

Entonces si 111.Q( ) 

cke.1421 	 dist,PA kg) i (m41) uta%  

Mci(A) tl2  Winz  

donde g ( ) r- ( 4 t" ) 1 . Usando la nota 1 vemos que decir que q es una forma cuadrática 

cerrada equivale a decir que g ( A ) es un operador cerrado. Lo cual ya hemos establecido en 

el teorema II. Y por lo tanto q es una forma cuadrática cerrada. 

El siguiente teorema nos dice que en realidad estas son todas las formas cuadráticas cerraras. 

La demostración puede ser hallada en tira • 

TEOREMA VI Si q es una forma cuadi-ótica cerrada, entonces q es 

la forma cuadrática asociada a un único operador auto- 

adjunto. Y además el dominio de este operador es denso 

en la norma de Q ( q ) 

to. —UNO\ III Sea A un operador autoadjunto positivo y supongamos 

que 3  (tk 	) es una forma cuadrática sirn6iricc.3 sobre 

Q ( A ) tal que para algún 	< 	b 117\ 

(14 ) /\ 10 	\I \\,012  V q(z .b(A) . 	(nt1/4) 



Entonces existe un único operador autoadjunto C con 

Q(c)"=-Q(A)Y('(,(`Y)'::N , AY) 	( 	) 

S 	tlq G (;) ( c ). Además c es semiacotado, con cota 

--b. 

Es decir, 

( 	-7( - b 

Demostración : Definamos una forma 	V(Lt,q) (ky AV) y (S (11,V) 

sobre Q ( A ). PorQ$11) 

ln,k ikt5 	lu<lauz_.kkkee• >, 	wee- 

Entonces ,p es semiacotada por -b. Además 

Kke) 4-  V/C' 	)?(Lk s t) •N-Q0 \ 	k\k‘z  

( k pul (4 1 41R 4-(2-14 It*N) KUt2- 

Por consiguiente, lk •
tt k y \.1 	son dos normas equiva- 

4% V 

lentes sobre Q ( A ). Puesto que Q (A) es cerrado bajo 

Il ' ll. 	es cerrado bajo 	& • 
4-13 	/ 	 •k-1 X.  ) 

En consecuencia Y es una forma cuadr6tica cerrada en 

Q ( A ) 	Eliana se sigue ahora de la demostración y el e- 

nunciado del teorema VI. 

DEFINICION X Sea P (V¿.) una función medible de -1R «u" 

. • - 	(y) 
Vt, es el operador que actua en 	lt‹.1 

dela siguiente forma 



A 

donde i‘ , •I denotan la transformada de Fourier y su 

inversa. •He  es un operador lineal con dominio .D ( H. ) 

E 1:.LOY-9 	5)(%;\ 	e C.' <‘1Z'') 
Ejemplo I : Tomemos P 	kkR.52.  = ( 	VCal 	) 

Como P (t es una función real, entonces 	e (vo) es 

autoadjunto. Por otro lado, definamos para Te- C 	) 
/ 
\ 

• 51 	1 /4Y 	vt .1 ; 4...-01 	te 4.1 5-etc," c 	NCI 
es infinitamente diferenciable y a soporte compacto .1 

e, MI.. • `k- 1.1  
›•Z• 	ay.; 

-a. 
• • • 	----- 

1 /41  
by: 

Puesto que si 
	

kke °I t• ICE ) entonces `11 E.  Y ( \3  

Más aún, un c6lculo nos muestra que 

	

4:1- 	
lYk\I 	U) c19  

ca• 	ti‘  )%1'1. 	is 	" 	4̀1 kkIL 19 

r- -4 143  
Entonces D ( H0 ) 	D (-- á) 

\-\cl 	415` 	d `'Z 	(x‘v) 

Ahora queremos ver que Ho  es esencialmente autoadjunto en 

(12:1 ) • Es decir, que \k,5  

Para ver esto, notemos que si 

(Ir .) 	A) E, I( iy<9  ) C. -D (14(,) , 

9 (\z) 	(\ 12.? '1:*%) 

CksAk'-v.'k) 



u") 
Pues en 	tal caso se obtiene que. 	/.) 

...•••••••• ••••• 

que 	(- ¿.5 ) 

Da (XIV) obtenemos que 
e••••••••11 

Y en consecuencia ••• 4/5 

Como-- 
- 	

es una función toclavra en 1(1K), obtenemos 
511ati 

que el operador de multiplicación por \Va
2 	es esencialmente 

autoadjunto en l( TN%1 
 ). Como H. es unitariamente equi-

valente a este operador obtenemos que H. es esencialmente e-

quivalente a este operador obtenemos que Ho  es esencialmente 

autoadjunto en j5 ( tRJ  ). Sea 

11, u Ro  t Ican 

Como antes, si L1¿r(SR1  ) 

Ikg= - al - • • • 

as< 

Puesto que ya vimos que Yk t  = U, es suficiente con mostrar • 

Para mostrar(X\/), construiremos una sucesión de funciones 

It 
I tii% 	lk para cada 111.-E11,) , tales que 	a 	c 

Tal sucesión está dada por ejemplo por 

u.,k ty. 	VJ l X 	tk c  v,) 

donde vi ( x ) e5 una función a valores reales y en 

lyvo 
cf kW)/ 

tal que 	h 	wtxl 5: I 	V xel(.2,‘3  y k.ut›,\ = 	VA\ \ 

1k 
. 



Adem6s, 	uk, 	tu(k.(.%) (- /5.1/4P-1( -0 	ey‘uSui) Vi,)• 

1/44)(.v.) tal C- 	(19.., 	lv.1 
r. u %5 A" 

Ejemplo II 	( Los operadores de Dirac 	 tg'e 

I 	s% Denotemos por X. ( 	(„ ) el espacio de Hilbert de todas las 

k,‘.1.,k1,4 Walx5 1.5(11. l.$4.11: 

X:: (XtIlla  INCIN 	ion 

producto escalar en hi = e kARI)  (VI) 

dado por 

tt )v) 	kkl.%) As (v.) dux 
sskl 

u.:1 kx) \3:1 1%N) 
s ( 
	 ,V11 

a-b  

Sean t1 	 ttt  1 1 II 1) M matrices hermitianas en 

que satisfacen la relación 

funciones 

de la variable 

43 	eki 	tit • J 	 h 	%I: 
41% 

donde 1 es la matriz identidad en 

54•1 T. 	 l'A 	( X Ni ") I 	 • ' J 

4 . 

Tales matrices existen, aunque no daremos expIrcitamente su 

forma. 

Definamos 	 `11. 	co.ID 

como 
$1/41... 	(1 < '-L )  

Claramente es unitario. 

A. A tk A 
\11. 1  kk2  

Definamos el operador K por 	: = 	'g. 	C*1) 	"- 

( IX %  it k 	1Q-a t/2. 	Sn is  tt.t  -y 	)u (s‘qt) V12) V-b) 

1)( k() 	 V.• d. 	 -1 



Puesto que la matriz it•li (3 es hermitiana y usando(XV II ) 

obtenemos que 

‘1 	k2 	( la. • tic. (s)2  ikkcvt) 	11 /4k t'k 	fi \ C4104)12  

donde 	.11 es la matriz identidad en 	a.  4.  (xviia) 

En consecuencia, u,. c Z(10 si y solo si 

11 1C t. \\17-7  S 	\w.\' 	) 1kete) 12.  c131‘. < ktoo 
131  

k 
Sea 	0, 	un vector arbitrario enfl. 

Pongamos 1) 	( 1s oL k e 4- • ) v. / Oktzt 2.) 

Puesto que 	( 	elk * C 	)
2 	

kl‘14- 1  )11 

es fácil ver que A.e -D(V:\  y además 	; 1 )`\j. 

Como u  es arbitra:io, obtenemos que Ran ( y,t et ) 	7A, 

En consecuencia, K es autoadjunto , 

Definimos 

H 0 	V  

Sea 	1. 	o `\i4 ,»y 
donde [(7, L5.1).]1-1/4  consiste en las funciones fñ con compo- 

nenetes 	\ á  .)•( 	) en 

Haciendo un cálculo como antes, vemos que 

donde 
3 9 	 ik 

J 11 
--b kl-  -- k. 2., ( • U. ty.) A  

Siguiendo los mismos argumentos que en c.:1 ejemplo 1 es posible 

demostrar que 	es esencialmente autoadjunto en 

\.c- 1̀05  vIC 

(XVI1b) 



LEMA IV 	Sea 110 --:?(-i ) donde P es una función real continua tal 

que ( 	Ces ) ( 	o 	excepto en un conjunto de. medida 

cero, entonces, 

lIA0) = 	4,k14.) = 	5)  (v.) k Ve 

DEMOSTRACION: Sea 	P\J1. medible 	La familia de proyectores 

asociados o H o  . 

Por (VII) y si 	l  E Vt 	(\R• ) ¿-• x 

9-4\ 
	(`1, P.3.1 L9)= 	I , (No edvN,z  

a P-(11.1)  
á). 	1101)1 	a 6 ..11 	sx  11.)kw.)\-1  

donde d4 es el elemento de brea de la superficie 

S  >4 	L v.G. í-9.4  1 v) 02.) -= 

( Ver, por ejemplo, col ) 

Esto nos dice que WS3ssin..7.0 si la medida de Lebesque 

de J1c51). es cero. En consecuencia 1-41, 	define 

una medida aiosolutamente continua para toda k-1 9,1 . 

Y asr el espectro de Ha 	es absolutamente continuo. 

A 

Los 2 siguientes lemas unicamente los usaremos para dedinir operadores autoadjunios en base a 
formas cuadrdticas 

LEMA V 
	

Sea kt: -A, como en el ejemplo 1. 

Supongamos que 	 \W.4 	estó en D( 

Entonces 

a) Si NI 13 	, 	es una función continua y para cualquier 

*) 

independiente 	, tal que 



taz- 1:1 (1(Z')  o  Por la desigualdad de Scwarz 'J a 
lt\s;n a  it  k 	v•ke )254 klj-) 

XX 

'/a 

Usando(XX)en 	 obtenemos que 
I\ 	; • \\ 1  Ir- 

Skql,„ 1 	° << 1 b \I" 
	 (xVIII) 

b) Si '9 ?, 4 y 2 q < 2  1Y13.. 	entonces 9e L (W) 
y para cualquier a) o, existe b 	o que depende en - 

q, U y a,tal que 

DEMOSTRACION 
	 \\10 s,_ 	110(-1 il \oll Wlk 	 (XIX) 

a) Lo demostraremos para y 	Los mismos argumentos funcionen para 
V 

y r. 1,2. Supongamos que 'N'W(k) entonces ( 	11812  ) 	y ( 	\k\-1 	están en - 

7.. 	c 	 4 ll9k\ ) 

Por otro lado, para cualquier Y 	sea 	t-b1/4? Cok) 

Entonces, 
r/xx\ \ 	U:1 v 	 111  

•<- 	`4 ww.) 

r 4  \\ 4̀11 .. 	'1 

11) 	oo C 	
1.3. 

< 3 ‘,\ 	+ G Y 3jz 	IkW11 

Tomando •<- 	suficientemente grande,(XVII) se cumple ya que 	es continua puesto 
A 

que 	(.1)  esta' en 

b) Por la desigualdad de \.k at.m.lorff-Young 

(.94- 	 .. 4 Go.) 
S) 	91 

• Y 11 1-91., 1.1 11t1 1\ , 



Entonces, es suficiente con demostrar que para 	? 2.  , y A>o existe La tal que — 
NI t'A 

1101, 5  o. 1 W' t  Wa.  t 1a 

41 

	

	 k 41‘‹ ) ‘1  
Y 4  

Como 

(Desigualdad de 1.161der ) 

t. C.1 

	

--11-4 	 ...%/s 

t \. 	0§-5C )." 	 1` 	 19  i \ 	esvW• 5  
IR' 	 SM 

( 5.. 	x. 

	

P ! 	2-1 ) ? 4 „ 
z \t‘  ( 1  y h')" 1  \\ .1 5\  (. 5  I, y3%-ii.1 	A 1.  

	

I\ (.5k-1-C)-1111, 	wkw, + k1 va; 4 \\,)9  ,.. 

Si 
k wl•)" w'r,‹  

P> 

‘‘ (14 vm"""" 
(IV 

< CC 

III e 
Obtenemos que 	

111 k. 4- 	 111 1t 1 U 11. 11:1 
El mismo método que en a) muestra que la constante a > o puede ser tomn— 

da tan pequeña como se quiera. 	 Á 

DEFINICION 	XI 	 Una función medible V en 	es uniformemente localmen 

te en L 	si 	(x) \ 	 un; 	\ o 

LEMA 	VI 	 Sea p -.-. 2 	si v 1:51  p>2 si v. 4 y p 	si 	5. 

Entonces cualquier función V a valores reales en tys' - 

uniformemente localmente en L satisface que 

11 v 	e \\ 	1-5> 	-S- C, E  ‘k 

e puede ser tornada tan pequeña como se quiera. Donde 

DEMOSTRACION: 

Sea cl tal (pie 	- 1 X -.7. 	 .Por el lema anterior, decid F. >0 

exist e Al  ta I que 

o 	\\ 	 11 ( x x 



Sea C cualquier cubo unitario en 	
• • 

• 

Pongamos 	Si tt ln c ... — _ 	\lkx)Iv  ''‘ )1  
c. 

Sea C1  el cubo de lado 3 con el mismo centro que C. Sea I e c r con soporte en C ' y 

que es idénticamente? en C. Usando XXI, y el hecho que 	1.l1/) --:' u? 11.1 -t- 1 11 De? 

— Z 	k5) • ( 

't 	,c 
	`ºIlz 	5 e 11 lla tlul lt L  t A 1. Iklq 12.4  

4.: 	t. 	%.; \\,n kl 	1\1°\1 t z\\ 5  
+. A t.  \sli skal 

3£. (1`kl.bk 1112.  * 111.911* z It (.‘ike • 91) lea.  

1.  k- 	1\ v\\1 00 	\\ 7%,  

c. 	'5 t. 	II ‘k o  tl> 11 	c, 	1\ 	`k11 	 c, 

(XXII) 

NI.Dtar que puesto que \\ vt11i, 11411\ y Ilan 11,,, pueden ser escogidas independiente-
co 

mente de C, (XXII) se satisface con constani-es E , 3, .1) independientes de C. Para 

e( E Z ".  sea Cd  el cubo unitario centrado en ce 	y C 	el correspondiente 0. C; 

Sea \\\v1112  7:- 	e 1\ V 1121  
a 	i)c- ok 

entonces 

\) 	 7-• 1\ kk' ot 

t u ) 

1\ k v \\\1* 	1 (15 	\\ \k0(1 

D 11 't) 1111, ,c,„ 



2. 
k\k  x kk 	( 3 t 	kk alIct 	\111,1, 

4 1)  l R̀ 

t\ k vkke -zs's <3 e. ku-10111e2. 	131\1tz. t-Dutuil 

En el &timo paso hemos utilizado el hecho que 

VsK \ Z11 \kti.  

zlre.  ved 1 ca)il  

( 2 0,13  t.- s(1.2 	1,13  

j1/2. vk„, 

	

Sm 
	W1  1 11/441 1 ‘ )  ‘24 	 14-t‘  

El siguiente corolario se sigue de los argumentos dados en los dos lemas anteriores. 

COROLARIO 	I 
	

Sea Vi 	, es decir 	\ (x) \7.  á')  x 
	donde- 

C es un cubo unitario en VW4 
 

• 

Sea 1J\ 	( 5R-4  (sj  X) y 21\35  ^3 	Ro" (- 	, 

con 
	

? ( \S) 	 2.11 

	
Entonces, para 9 	S--)( 1-L) 

a) es una función continua y para cualquier al o, existe - 

b > o, independiente de 	, tal que 

q1\51, 	(A 11 140 9 1\ 

b) Dado 	1..7 o 	existe C e. tal (pe 

11 Vi 'si 11 2. 	kk Irko 	 II Ll 11 2. 

c) Sea 	U I V.] 1\11„.z. 	sup 

	

kvJ ( 	
;“-° donde C 

	

es el cubo unitario centrado 	 Entonces 

11 	( 11"1 N \-‘ 	C \\\ \li \\\ u 	donde c es independ¡en 

te de \N 



'ti( 	
e \\ rk  \\a,  \\ 	`i? 	Ifl\L 

1.) 
(1 

cc, 

11 	/ 	\t'y, I 5  

K 

COROLARIO II 	 Sea ?/( 	L2- (5-&-v ,x,) 
	y \J\,) una función en eu C011 

a)s para v 

b) s 	para 	ftt < < I. y 
2.- e 

c) para 

Entonces, si 	\.k 	- 

dor acotado. 

es un opera- 

DEMOSTRACION: 

Para 	=1 se usan los argumentos dados para demostrar el in-

ciso a) del lema V y después se siguen los argumentos del lema VI. La única estimación 

que difiere es la hecha en (XXII). 

Para ver esto, sea 	- 	entonces usando la misma 

notación que en el lema anterior y para 	 ) 

\\ `R \c,c 	n ̀V 1 k ,c 

• >"--* 'D X • 

ReZE 	S.,- a A) 

	

.>c• 	z • 

1 ; 

Y entonces, si 	`iE  C.:' (Wy) 

	

1. \,14 ,I \\I 	7- 1\ \/./ 111 	\\ 	\\ t 	, \\\1  ::?,1 ‘\ 1\1  

	

t 	o. 	541CQI 	 ' 	
V./ 

S ic ., tit.u. 5 	`5 lcd, $ 

›, 3 



e •-••• 

( e- NI  01 4 

VC 	s T(1 /4)1 cr'y 

sylV • 

e 	 x) 
donde 

••••••••• 
•••• 

(211)911  

2 1\ \i/V ‘11115 	 \\ .z 	 'R1 1 	1 kett 111 I'd1  1, 

'-' 	\/•/ 11 .s  3m  ( A ü 51  9 M13. 	\\ ez, 

Para v44 se aplican los argumentos dados en el inciso b) - 

del lema V y luego se siguen los argumentos del lema VI utilizando estas estimaciones. 

Strichartz <71 da resultados generales para multiplicadores. 

Más adelante usaremos una fórmula explícita para 	 e IR  

el grupo unitario de 11, -4 . Agur la estableceremos. 

Ejemplo III 

Primero tornemos o(€ 	con Re  ac 	O . 

Entonces, e °I  e e (- R%1 

	 „ En consecuencia, 

Iri 
v 

kx1 	N 	 ... ),1 «, I. x .1 á. x 
CalYill.  1R^'

-:---- --- 	 e e. 

	

. ,,r/a, 	.„ v., q Usando variable compleja se encuentra que 	Nn (v.) = (241) 	a /« 

Entonces, 	( cir>  vkc, " ) (y..) 	/ 1 	\'/L ( 	- \y-y ‘/,41() 1.' 
	

(XXIII) 
-̀q9 

tlk, 	74 	 R. 
Corno e. u? L 

r 4 	¿ 4.,  o 	si c./ e e (my) 	.3ntonces 
i. -1 et -*I t. 	►) 1-4-. . t., 	t. 	", 1-‘k o —> e 	T 	e 4- o 	 . Podernos entonces encon C  

trar una subsucesión que converja ¡puntualmente:. oí?. Ahora suponga-nos que v?‘-z. 1-1  n 1-.1' . 
e n) Sj e es la sucesión que converge puntualmente a 

1.5 
e 	r? obte— 

••• 111•• OS. 

nonos quó 
) 



55;k« SkY1  
'XI« (11.) 	SO. 	lu‘lc...tcly% 

gil e 
\V - Y1 Ait  

' 	(XXIIIA) 4ty) (V y 

c a.v.o.cAe 	t"' «k BR  

(Usando XXIII) ••• 	111M4 
v1.—)A,10  

'kW%  l 	 sot-y)94;v0.;‘) `hyl 11%' ..'..-\51-`n\-1 	c. 

(Usando convergencia dominada ya que dh- t ) 

Si únicamente 	E l..1*  (CR ) 	sea 

X 11(1E nt.1  En consecuencia 

 

thY) 	 e 
t5 	

Á IX-y k fHt  

Definimos ahora una medida sobre un conjunto 	a valores en los operadores positivos. 

DEFINICION XII 	 Sea SI un conjunto con una 4-  - álgebra 	y sea 

g un espacio de 	ilbert. Una medida (POV) sobre 

a valores en los operadores positivos se define co- 

mo el mapeo 
	 13(p/) tal que 

i) A(E) es un operador en /OJO positivo Ni E c. 3: 

ji) si 5. En1 es una colección numerable y disjunta de -- 

conjuntos en 
arco 

, entonces A ( U E  
vt 	 -.-- 

donde la serie converge débilmente en 

iii) A ( SL ) 

Antes de dar un ejemplo de una medida POV necesitaremos dar algunos resultados. 

DEFINICION XIII 	 Un operador CE 1)(2t) es llamado a traza si 
co 

( 	 <it cr) donde 	es una base or- 
Yr-k. 
togonal para 	. A esta familia la denotaremos-- 

por 	o 

Las propiedades de esta familia , las enunciarnos en el siguiente lema. La demostración - 

a esto puede ser hallada en C>111 . 



LEMA 	VII 	 Sea tl•St 	definida en 	por 
	i 0. 

Entonces 

a) es un espacio de Banach con esta norma Y 

kl 	kk 	\\ 

b) Si A E. •cr%  A es compacto. 

c) \\1\\\,-: 	1, donde ';\ son los eigenvalores de \Al 
Jyto 

Wat 

d) Sea 	C ovy‘ 	 AbI5-t) 	cs com? entonces - 

"I 	Es• decir, el mapeo 	t Y (A *) 

tr.-2 
es un isomorfismo isométrico de 5 sobre 	,Com k.ar.t -I* 

e) 'CA) 	e Es decir, el mapeo B ->trl15.) es un iso-- 

morfismo isométrico de Z(90sobre e.o 

Ejemplo IV 

Tomemos 
	

1-1V\l'eicr'x) Y 	en L1 
	

con 11 

Pongamos 	

x " 	e" ((-4-xl 
	

(XXIV) 

< - 

	

Para cada / E `VI  , definimos 1(KI\J) 	 11, 00 	liqx, VA) C14  
Puesto que 1 es un operador de lilbert-Schmidt, 	es un operador integral. De agur 

es posible ver que 1)  (x,9) es de hecho una función continua. 

Si 19  es un operador positivo, 	f ( 	9 ) ›, o 

Definirnos la medida POV sobre SI' \\\ 	de la siguiente forma: Para cada conjunto de 

Borel E e e sea q E el mapeo dacio por: 

._. 	.L..  
Para ver que 	q 1  es una funcional continua ;obre 

r%., 
rs, 	recordemos que cualesquier - 

operador compacto C puede escribirse corno
i e» 

C 	1.-....: E. 	'x n 	`V ,I  ,. ) (5, ,‘  
Y1 e- l  

donde 	k 	\( 
Ir ) 
	son vectores or.onormgles y además 	 VI son los eirjenvolore., 



de Ic(, 

Entonces, usando b) del lema anterior 

qc f 

	

	 19,)
1 

E 

Por otro lado, 

A.„ 

rlY1 	(...,,,„410„ ) icry.1.1, 
E 

(1,10:i t.. (stlx  la  vr 

V,„) 

Por el teorema de Plancherel: 

*eixl 1.1 	vt(V->0 V.1  (c41 41‘)e4 

....• „ 	viz  
k 	e 	Wv,(s) 14, 

CR' 	5-R4 	(k)  

á 	\ Zr\c v.k) \7". 	\24  

ya que ‘krui.= 1\\)a,,r- 1 
Asr, usando c) del lema VII, 

19 z 
	} 00 

1 
	 A ,$) 11 , 
	 (XXV) 

(nk 
es una funcional continua para cada 

Aplicandp e) del mismo lema, sabemos que existe un único operador A(E) C eit) tal — 

que 	V y Ec"4:›
E  ; 	Gs I 	p,()".] • Ahora veamos que el mapeo A( • ) induci 

.4 do por 1z. es  una medida POV sobre 11:="5" . Como 

wtomando 	.) 	pbtenemos que 

° 	qE5 7- k..< 	(U-11 2 (10, 

1 -?v si i  ), 	entonces 

Así' A(E) >, o y se cumple (1) de la definición de una medida (POV). Para pro5ar ( il) 
A fi:. 

tornemos 
	

( 	.) W y sea 	E n 	una colección dis junta de conjuntos /  entonces, 



VV 1  AlL) G„,) 
	

te  A (tIcil 

roo 
--foc.9) k's 

4m 
k.< 

4 ve 
Finalmente, sea CIL* 	A,..<1V.,,•) 4 'A 	en 

Txzt 
Por otro lado, 

(V, A(C..)W) 

. Un cálculo muestra que 
N' (O 

t e 	X.,V,,,A),) 
tv,s 

NI c 
	

<1.41C 4 3  y 
	kop 

\R" 

 

<1**1 )14.'jV 	\\),A)'(\x,))%1.,3 ,1X),N) 
IR" 

ku„, ép,\ =k. C • 
¡CC 

Donde hemos usado qué "' 

á'x ay 9 	nxj) vhL y .1 "r/vi 
A." 

Esto es cierto ya que 

(XXVI) 

S Z'. 
	dvy \LkR v\ v. ,,>ti = Isq? 

Y por la identidad de polarización se obtiene (XXVI). En consecuencia, 

C 	v-- 	t.c • t 	A ,sq.3'9 ) -= 

Más adelante nos referiremos a esta medida POV dada por n 	mediante el símbolo 

(XXVII) 

Supongamos que E 7:- 1KB donde B S-Wj 	entonces tornando 

`111  A (ir x 13) 

"11  
u.v 3  n  

Wr37. 



Z1.... 	'41a  
W341Sb 

A 
A ()j 4.5) 

tz 54 	 I- = 	Fklb4\ /ir 1;1 A,) <1q1‘‘) 

Andlogamente, vemos que si E' -.!-* II 

	

(V I 	`k3 ) 	3̀1, h(5-1•x5W4 )T) 

e 	(5 - ›N `\'('41  cl 	\11  

1.% 

	

:-.. 	tv,‹ 	lc.1-7,)17" 1`'1(IN)1-4 	\\') V  

51-4  
A(E' ) es el operador de multipiicación por la función 

(F15 / 1-V1 	(.1.) 	191  M('-"
1 
-2‘ 
	

(XXIX) 

LEMA VIII 	 Sea K 	Kcompacto,r/una vecindad de K, 

, 	e. C-1"0-(),f real con 	'q5- 	 1- 

Sea u.5›,o y \-5 e C:4  (k.) , entonces 

\ 	1'4 	1 /4411"" klo  t 	C,1 

La constante C1  depende de K pero puede ser tomada 

uniforme en f si 1/5-\ 5;a. o `11 Vte V. 	y 1\5 \\ NA “,53 
h%lv.,on 

para a y Mri'ijos donde \\5\\ \ Utv5 

	

Q‘‘v„itc, 	NOt \ Vixk 

DEMOSTRACION: 

	

Para cada \ke:-1, , existe k .% 11) tal que (?-._ 	) (\,7,) 	y 
ay4A  

	

una vecindad de 	en la cual 	5 no se anula. Por compacidad, k 	se puede - 

cubrir con un número finito S de kilos vecindades. Supongamos que 

a K. Sea 	‘CO,,, 	un conjunto de funciones toles que cada O. 	y 	k>t) \-'15< c‘'Y 

o.thi • • •/ 05 cubren 



Supongamos que 

(,) 

•~1. 
Mea, 

.‘u.sltle) e 

Q ( 	•.u.vklv.) 
U'zu) 	áivt e 

(se 

\k. 
Y 

x 

1 	) 
mos escoger un recubrimiento 

Para mostrar que 

t. Y.1\ 

cb, puede ser tomada uniformamente para las f tales que \\ \,,,1 
(4.1 

, notemos que es suficiente con que poda- 

que nos sirva para todos las f en el conjunto. l'ara ver 

con 	
Y 
	041 	d `2C K, 	 Entonces, 

Y 

Estimamos cada término separadamente , 

en Uy . Integrando por partes 

tv\- 

t'siva 
x — 

Sj 'D4 \-1  \‘1(1)0,1v) 
Vyk ) 

L 71,c;> 

La función 	
)‘1, 	Wth.) 6, tal 

	 tiene una suma de términos 

conteniendo derivadas de G(  hasta orden Q , por derivadas de 
	

) también a lomás 

de orden Q. y por factores de dla forma 
	Ql5-) 	 donde Q as un polinomio de 

derivados de orden « para 	atl a \ 14-‘ 
	

Entonces, 

esto, vfiesto que \\/ 	 , existe poro cada 10 1 (pie 



Z-9 t 
'1, cA  Dx; Sea Sv o 	suficientemente pequeña de tal 

manera que 	4'9  I  — SM 	4. l'Av) 
1, 	

entonces, V kk 

con 	I 11. - 	 obtenemos 

•-• 	 ‘;1•) 
tk*, 

›, 1L(t2)\>/ (1A2 N)) 

En consecuencia, podemos hallar un recubrimiento de 1t 1 ‘°Y 	 en el que cada 

f y en cada 9.1 	 tal que \  
zvc; 1  • 

Y de agur se deduce como antes. 

y 	existe una derivada parcial t> 

DEFIKICIOKI XIV 
	

\-t compacto 	c '1 	y todo t # o 	se denota 

ty I y c 5'1 	y 

el (Y- 	 1 (  
yG.-a 

DEFINICION XV Sea 1-k „ p 	 como en la definiciónX„ con ?('ex) 

una función real, denotamos por S al siguiente conjunto 

V1-1 	p(1,.) no es C..t° 	 en ninguna vecindad de 

< V .9) (vg\ st 	1 

LEMA XIX 	Sea 	\-\,„ 	1----)(—'1) 	y S comoen la definición XV y 	1< C jy:< 

un compacto disjunto de S. Sea 	1 /4-i? E 1f L 	1. (R" 	C.C3 	bue 	C C I
) 

e >, 	K 	 (`:L> 



Entonces , V X t VS 
	

y satisface lo 

mayorización 

- O 
u?) \ Ck c1(x ) tv11) 11 1l 

S¿ depende de K, pero es unifrome en x, t y 	si 	A lx¥t  
)  

DEMOSTRACION: Bes compacto y no contiene al origen porque K es disjunto de S. Como 

(. e 	tOUA) e 1-k 

podemos aplicar el lema anteihr. 

Tomamos w 	 S) 

y, -t 9 xzL1 
, t 

d )(s a)' 	— 	" 

Entonces 	kv -1„ 	V ke 	Y 
),4 t 	• 

Para 	Q. >, 	1-su' Q1-1 	, t° 
• 
	 \S) 	P \I\ 	)(o 

	

.\--3) 	11 ? 	/kkisr—.100 

Aplicando el lema anterior directamente si 	d U`A 1 B «> 
	Co. 

es uniforme en x, t y 



ya que si 

Supongamos que B es un compacto disjunto del origen y que x, t son tales que 

clUt / 4.1 6) ›, (4 	Es f6ci1 ver que entonces 

C% (11(1 	 (1x1 4- 5\) 	 hxx ) 

Esto lo usaremos en el siguiente lema. 

LEMAXX 	Sea K un compacto disjunto de S. Sea LO una vecindad abierta de 

43E—: 51 (w) sz,) 	‘gc,e. ‘•,) Entonces, Y 1 C. co Lv,.) 	existe una 

constante C que depende de K, L9 y n tal que 

C, 	ti + tx-x01 4 \I- 1 )-1  

L'S 	\x -X,,\" 	415) \k z  

o 	y 	Nc/t LDA 	LY- —)10)/.k. 	C0 . 

: Primero notemos que solo hay que demostrarlo cuando 	X 67.: o 

-1r% 

C_ LN'k \) 	) 	Nt ‘Y, 	cld 

covN 5,D1)9 ;c. 	entonces tomando 

c 

ck) ,,t o ) \)) 

C 	VV)1 	k.k,\ 	‘x-x0\" 	z  

Poniendo 
\.‘ 

y usando el hecho que conélii.,10 doy, 



Ahora bien, usando(XXX) y (XXXI) obtenemos que si 

translaciones, se obtine que 

1, 	kk, 
¿p„) 	 1(c- 	) 

U\ 	 \t‘) 	eli-x-x,(")(mx 

Basta entonces demostrarlo para 

- 
Nkx‘ k- kt. \) 	\D«é  •A 	 cs;p \ dv ‘z 

( Desigualdad de Schwar) 
1, 

C 	 \ t S E 	(n.1) ( 
‘,< 

C".( 	1x\4 \ tl Y." Z 	\\ \\A \61  (52W4.,  
1d1t-rk 

L 	‘)''‘ k \t ‘)11 	 '11).\\ 

LEMA XXI Para cualquier 	9,,I \-\01 

La demostración puede ser hallada en 

e 	o cuando 	—>  

 

DEFINICION XVI 	 Un grupo unitario fuertemente continuo a un parámetro se da— 

fine como el rnapeo 	\\ 	J9 r)k) 

que cumple con las siguiente; propiedades 



tal que "DCA) 	st  5- 

do r 	Y 4c 

existe cuan 

a) continuidad fuerte: 

- 1 ; 
-t.,...) o 

- a. 

 

b) unitariedad: 

t  

c) propiedad del grupo: 

.1,05  = 	s Ok. 

 

9 

( identidad). 

LEMA XXII 
	

(Teorema de Stane ) Sea S1 
	

como en la de- 

finición XVI, entonces existe un único operador autó-

adjunto (llamado el generador infinitesimal de U1/4. ) -A 
1 

M6; aún ut  '• DCA) -> -DCA) 
	para cada 	kR 

Y adem6s 	•k 	e 

DEMOSTRAC1ON: 
Ver 



, 	 • 

/ 



CAPITULO 1 

SUBORDINACION Y COMPACIDAD 

En este capitulo damos algunos resultados generales (AS a dos 

espacios de Vkilbert, los cuales utilizaremos una y otra vez a lo largo de los siguientes-

capítulos. 

Unicamente en esta sección, Ho y H son dos operadores auto-

adjuntos en los espacios de tiilbert V. y 1.-/ respectivamente. Posteriormente siempre -- 

consideraremos que 	9„ 	2{ 	k 	• 

I denotará un intervalo acotado de ÍjZ , y si Ir va,. bl dire- 

mos que l tiende al ir-Ignito (1--' -k co) si a ••••›-r» y b-••• 	. 

Finalmente,, 	denotará un operador acotado cle 	en 11 

Con esto podemos empezar propiamente nuestro trabajo, dando un lema. 



Sean Ho, FI y J como arriba, entonces las condiciones 
siguientes son equivalentes: 
Existen dos funciones localmente acotadas fo  y f 
definidas sobre 1-2, , tales que I t'o\ , 	f *), 1 

f (x) 	\. co  cuando 	x k 	y tales que el 
operador de 	en "( 

(hl .) 

sea acotado. 

LEMA 1.1. 
• 

a) 

b) Para todo intervalo I, existe una función f1  localmen- 
te acotada definida enlk tal que 	f1 1  •>, 1, f ihg \->y.0 
cuando I xl.-)te» y el operador de `1/e  en ej( 

-1 	P, 	 (1.2) 
es acotado. 

c)Nif intervalo acotado 1 o,  

up(r) 7 -90(ie.)1 	(1.3) 
cuando 	e-95, k Co 

DEMOSTRACION 	
uk) 

Puesto que 	S 04) -J.  Si) 	skykoc\konisok\ki.)P.Ci)1 
El primer fa:tor del segundo miembro es un operador acotado - 

por la hipótesis (a), mientras que el segundo también si 1 es un intervalo acotado puosto-

que fo  es localmente acotada. Podemos tomar fr  = f (independientemente de 1 ) 

b) 	c) 
	 v par de intervalos acotados I‹,1 -1 

5)(1") 	?.(1,) 	St P(r") 1,, < \\).' 	'1 	5 1,( 1-1 )3 Podo) 
El primer factor tiende a cero si 1 -> Nos mientras que el se- 

gundo es un operador acotado que no depende de 1 . 

Supongamos que lo demostramos para el caso en que H.>, v  , 

H ),o Entonces sise cumple (1.3) para H. y H y si 1.„ Wentonces Po  ( -Les )=. VAI&1-&,‘»és6T. 

donde Pc, 	denota la proyección espectral asociada a 1H.\ . 	agur se obtiene que - 

H „ ( y 11-11 ! cumplen (1.3) y por lo tanto existen funciones f 	, fo)  que satisfacen (1.1) 

Tomando fz f(x) 	 obtenemos-  el resultaJr.) 111,1 	y H 



1A,(1 	 (12' 1 	1-5,5*k)) 	11  f.- 6,-,2* 517 M'o r-sIbk 1 ))`f(t- \1\11;: z  '5.4n 	 4•11"% 

es una sucesión creciente. De este modo,, obtenemos también que Ya que) 0. yt  f•I•1 40.11 

Consideremos H. „ II 	y denotemos por F S,x 	la funciály- 

caractertstica de S evaluada en el punto x. Escogeremos funciones de la forma: 

IN= 'e, 
 

"N 	.= 	
Va> 	

1,fy 	.k.  L ..›.n,).^4‘‘) 
Y: ts 

\b,;lt Y ‘?'"1 
 'Veo 

son sucesiones crecientes de --
vir.0 

números positivos que tienden al infinito cuando n -->ico y a :la. r. o 

2„ serán escogidas convenientemente. 

Por cálculo espectral, 
.vcc. 

cko 	 9(5. x„,, 
V\T- O 

to 

S0 

- 
kk b  ( tS, 54,x) 

Además, 
`(1.-\ - 	 -1 

Yh t) 	'=• 
S=o 

Sk )) Je
Sri ̀n 
92_ cks 	c 5 15 `)) 

Donde las sucesiones 

)) 

Poniendo 
,01-1 

Ay, : = 2-1 	P.Its‘5")) 5-0 
5=0 

bis', ut .É 	(f> o En consecuencia 	 Y 

\'r,1\11 	--I (Cy,'  

\15\\)4 A n 	W) 

•\«.9 

P(1>vid,,k1))---5 9(t-b)n))An 
t 

,T 	rk r17-0 

'r% 	11 1')  ( 	1 	1)..) ( 	0 ) vt)) 	(1;: \\:-1 \\ n •:_ o  

Al A, \\ 

11.1(tAN 	-B ofe u>" 



Entonces 5(4)--15P,,,)-1  será acotada si esta serie converge. Por (1.3) podemos esco-- 

ger 	1:1,11 una sucesión creciente tal que 	P 	X .„ im)) j  Pbk Ce, y%)) 1lt.- 2.-'11  

Para tal sucesión \74vt  

f , 	>, 1, f o(x)1-.) 

DEFINJCION 1.1 

y, por ejemplo, para a,s, 7 y b y 	la serie converge y 

ter,  ,If(x)\ 	lob  cuando I y,1->1-(0  . Esto prueba el lema 4 
Sean Ho , H operadores autoadjuntos en los espacios 

de vkilbert 9.k, y 51 respectivamente. J es un ope-
rador acotado de ‘X, en g Sedice que H es J-subor-- 
dinado a Ho si cualesquiera de las tres condiciones -- 
del lema 1,1 es satisfecha. Si J= 1, simplemente dire 
mos que H es subordinado a Ho. Si H es subordinado a 
Ho y Ho es sibordinado a H diremos que Ho y H son --
mutuamente subordinados. Finalmente, si H es J-su---
bordinado a Ho y Ho es J4  subordinado a H, diremos -
que H y Ho son mutuamente subordinados con J. 

Ahora darnos unos ejemplos de operadores Ho, H que cumplen - 

alguna 6 algunas de las condiciones del lema 1.1 

Ejemplo 1.1 

Sean Ho y H operadores semiacotados, es decir 

Supongamos que Q (H) c Q (Ho) a Entonces co=mo(1).x.‘((Lm\-1):1: 

V„(11,,)-5(\k ‘  1-)(.( 1.ke, i- )Y2.). romando f (x) 	ft 	) 	)‘o'llp)tenem:s(qHue Q( \A%«.)  

es acotado. 

Esto último es debido a que como 5,,kkle,) es cerrado 

Ran 	-Di-S (Mi. ' 	Iltc) 
	

Q(xt„)15(yk 
1 	

acotado. Por consiguiente-5,.110)5(11V 

es un operador definido en todo el espacio de ailbert 1( cuya gráfica es cerrada?, por- 

lo tanto acotado, Entonces Ho está subordinado a 11 por (1.1) 



Ejemplo 1.2 

Sea 	(..)R<,,A t'.11donde la unión se torna sobre todos los - 

intervalos acotados. Supongamos que H y, -- C y que además ( H : yak v ), H está - 

definido como forma cuadrática sobre . Donde V es una forma cuadrática sobre 

62, 	y donde PoCI.) \R"),(.1) define un operador acotado para todo intervalo acota-- 

do I . Tomando f1(>,) 	ke i-"‘)
/1 
	, vernos que 

51 (1-0 Po(I) Te' 	Po 

<5310Coq 	5/1  (1-0 11) ui)  

	

?b 1.1 4 	(‘k•k-¿ 	c> CL) 

l'i',,a)91  v P.(oke) 5  Va \WISMatil 	lt,(1)VILI 
De lo cual vemos que f.LkM?n(11  es acotado en norma y se cumple (1.2). Entonces H 

está subordinado a Hoo 

Ejemplo 1.3 

Ahora damos un caso que cumple las condiciones de los dos -- 

ejemplos anteriores, Sea H,;-:9(-i.;/), con P(1k)= 5)0r.) y continua en 1K . Supongamos - 

además que P(12) -41e° cuando 11M--)tcr". Ho es un operador definido sobre c)J e(11' ) 

Sea V 	E (-\s7) w F (-A , donde F es continua y 

es el operador de multiplicación por la función positiva \4' . Y Wz.  \f`A -t ).VL  con --
. 

V,./ 	. Definamos la forma cuadrática H: = H:v4 sobre W(k-ko)n 	v )-e,(11) 
Obviamente Q(9,1 G Qk\L). Mds aún, como P(K)-)00 cuando 11\-->¡,,D  con P (k )continua 

se deduce que P(rz.)-7,-c r  para algúnc.6_R y \I Re W. Entonces, H es semiacotada ya - 

que 	V 7z O 	Consecuentemente, Ho es subordinado a H 

Para ver que cal dominio de forma de V contiene a 'kil,it?c,0 es- 

suficiente con ver que t jr) y rv .( 1) define un operador acotado. Si 	`-9,W(-7 9"( 



1 

Poli) , 	 ) 	“),C1) ) 	z/>*  \14 	 )1> 

cl.)1(41k1-\142.)(,A1 	 \\Y(:mt(L*1)4t 
1) 

Por otro lado, sea K 	 1Peszy,1/ , entonces 

Por la desigualdad de Schwarz 
éx 1c F ( 1‘) `5) (\N 1:4  

	

V. (-11g Son) le k 	-5  (11-S91  ysl 	 \ (k) 	‘VV\\ 
donde yr% v  K) es la medida de Lebesgue de K. K es acotado , ya que P( kj -> 

cuando II/ > ttro • 

Obtenemos que 

NW11 14 1') 	11)(V\C ,«>( 	4 ) 	?J.-1) 	) 
A.1  

11 1PM 1k911 + 	v4z  ‘100 	 Poci) 

(;.-11)51 	F 11\f\/, 	 Wz,tl .01\1) 

im m51 

Como F es continua sup 	F(K) \<k co. Por lo cual P0(1) es un operador acotado 
t'AY, 

para cada 1 .Asr H y Ho son mutuamente subordinados. 

Ejemplo 1.4 

Sea n- una región compacta de Rg  y tomemos J una función- 

a valores reales con ( 1-J ) en eir),,S1 y 	en una vecindad de 

Tomemos 	o = t2:(g4 ) 	(1' 51) y sean \\ - A  e..n 9( 

y FI una extensión autoadjunta de 	restringido a C: (v\--).\\'\9), Obviamente J es un-

operador acotado de 9(0  en 9-/ • 



Sea A 7- -8 C:(1\ a) entonces A c /7\ 1-‘ c. A*  y 

( A4. 	•V 	( 	\ 	) 	\Y e 14."W' \D..) .1 

donde - ty-V se entiende en sentido de distribuciones. 

Sea 1 un intervalo acotado y supongamos que `k> E, -9\t„,:?,-,0 

Entonces `1)  es una función en Cr(W\a). Usando el mismo argumento del ejemplo 1 

en el capitulo O, se demuestra que para tal y 

en 1-1 

en g/ 

donde 	• kl) Yin) 5 y u es la misma función en (XVI). Puesto que 9<xlCrLIC\51) 

esto implica que 5ke 4 .-D(Á) C.DMI En consecuencia, (1 	5'?•,,u) es acotado, 

H es J subordinado a Ho. Más aún, si "It-OCUo)entonces 

?‹, (1 y, ) 	—) 

— A ut)ti —) /IV 

donde 1 to,-1 	• Por lo tanto 	J W„—> 	en " 

— ( \\)) 	en 

Como antes, se obtiene que (w k -,4) ;5,(1-10k*\á) 	es acotado. 

Por otra parte 

(WN111.) 1  3 —3 (11,,V1 ,0-1 	— 	 \.1.1\11) 	 :¡ 11  

(v3z 	• 	'11) 

Usando el lema 1.4 y la proposición 1.1 se deduce que H y H, 

• 

son mutuamente subordinados con J. 

Ahora procederemos a demostrar un lema que utilizaremos a lo 

largo de todo este trabaja, 

• 
111. ••••• en 

en 9-10 

—L (.1)v, 



LEMA h2 

DEMOSTRACION: 

Sea A un operador compacto de q2..N en ge y supon= 
gamos que .1 B, 	es una sucesión de operadores de 
5/ en 9/ tal es que ss- 	o entonces 

r\-> k ino 

1; " y lb p,,, 7 .- 
11-•>4.0  

Supongamos que la afirmación es falsa. Tomemos 1.>0 y sea -- 

5 	n A \ ti D.n A11 >, E 	, Entonces, si S contiene un número infinito de elementos 

(los cuales seguimos denotando por 3,1 /-q ) hacemos lo siguiente: 

Como 	k( 3.1  A Nk = 5'3? 	Byt  A 	 para cada E 	, podemos ha-- 

llar k/v.L €9. tal que 	11914,i5 y 	kk 	 /7,  .Por - 

otro lado, como A es compacto, existe una subsucesión .ks?A 
k a) tal que Ak< S X 11 

Entonces 

lnyk 	`9"v4 

ybyy,..,-)1,1  1 	n 1\ 	1 A `5) yt t,- 	B y.». 
Por el principio de acotamiento uniforme sup 1115 	mientras que eklb 	/3 	o tlt 114 	4   

las hipótesis. 

por- 

Asr obtenemos una contradicción y en consecuencia para cada 

E>o , solo existe un número finito de términos para los cuales 11 B, Al t 	.Esto 

nos dice que 	 11?)v, A11 	0  

Cuando 91,54, este lema tiene una reformulación importan- 

te para lo que seguiré en los siguientes caprtulos. 

COROLARIO Sean A, y 11 Zr.‘ 	operadores sobre un espacio de 
VI ilbert ilk , tales que4- A es compacto y .6,,,* 

n  
con- 

verge fuertemente a 	, Ent onces k A 1=5,,  71  con- 
verge en norma de operadores a AB . 

Mediante este lema, vereinos ahora que la subordinocVn en-

tre dos operadores esté fuel-tem:111e relacionada con ciertas propiedades de cr,,opdciciiil. 



( 	1{( e) 11 r 111 c, Ca.) 

11 pk:t ) Ikei) 

/). 	\ 	\\ 

1),  - 11 
cuando 

so? 
11 

11 11 ( 	) 	\I. 

entonces 

(1.4) 

PROPOSICION 1.1 	Sean t, y 	y J como antes, las condiciones si- 
guientes son equivalentes. 

	

(1) Para a lgún Zo e CL \ \R, 	es compacto. 
(1-z.)"' J-3 (11.-a„\--̀  

(2) Para algún 2.€ ces  y y intervalo acotado 
(a) k 	j • 	Yke W e)" 	5 	34 Pc,(I) es compacto. 

(b) pul 	-2S1  5- 3 kl.-1.) 	es compacto. 

(3) (a) N y \k,,, son mutuamente subordinados con J 
(b) Para algún 1..4. <1..‘R y para todo intervalo acota- 

do I , Pt 1% kuk 	(10-z>" 	9„( 1) 	es com 
pacto. 

DEMOSTRACION: 

Obviamente 

Es suficiente con demostrar que 2 -) 1 y que 2 (a) es equi-

valente a que 11 es J subordinado azo 1.1. y 3( ta), ya que simplemente intercambiando- 

los papeles de %s por 1-k, y J 	pcir J. se deduce que 2 (h) es equivalente a que ik es 

J
* 

subordinado a K y 3 (c), lo cual significa que 2 es equivalente a 3 y por tanto queda 

rá demostrada la proposición. 

x> 1 	 -1 	 •1 
Pongamos 	R ez: ) (kk- 	; Rjz.) rz(11.-?), par de interva-- 

los acotados 1 x , 1 

R(113 	11*() 	(1%) ( lea) 3-3 Relk) 	P(Ic- ) (Rk/N:i -)V•okzN) 

( Rcza -5 Rol 2) ) 	Cil) 

Los dos primeros términos del segundo miembro son compactos 

por las hip6tesis2. Entonces, 

I( R( z) - 	 ) ( •Ru.) 	 - 9(1;) (1 913 9,Jsz1\ ?c,13 21N 



Del mismo modo para gt,C-e-1V„Cil) . Asís, R(z).3. --.SP) es el límite en norma de o--

peradores compactos. En consecuencia compacto. 

t ((A) 	H es J subordinado a Ho y 3(b) 

De 2 (a) obtenemos trivialmente 3 (b). Para probar que H es - 

J subordinado a Ho, uno sabe que P W-3 tiende fuertemente a cero cuando 4-) 

y que el operador 	C 	( St<z)-1 -:s 	?‹,us.) ( Ikes-  2) 57.11‘) 	(qm.-) - 7 Roen) (15-1.)?0a 

es compacto, por 2 (a). 

Aplicando el lema 1.2 : 

Q 	b 	I - 	tO 	 (1 5) 

Por consiguiente, 

?t,(10) 	\\?W`) Sk(.e)-5 	 Klinc 11 

	

) R(z) 	\t 3 5\ \\ <Nk.--e) 57 (1-0) 11 \\vci. 	c\\ ->0 

Cuando 1  --k-oc) por (1.4) y (1.5). De este modo, vemos que se cumple la condición-- 

(1.3) 

H es J subordinado a Ho y 3(b) z> (2a): 

Para toda pareja de intervalos 1 %  , 1.35  

1k (51(z-) S 'S R.,(-1)) 	(1,) - P( i,) ())  <u)3-3 	P (I,) \\ 

11  P(1` i R(a) 	1.( £.) 	cvz 	0)5 1' 

\ 	es ; 	kz) y \kbel\ ?j10) 

...•••••• 

El primer término tiende a cero, cuando 	1_ \-->tuz> por (1.4) , mientras que el segundo 

tiende a cero por (1.3 ). 

3(b) nos dice entonces que ( 	- J Ro(a)) \)t,(-.5.? es el 41•••••• 

lrrnite en norma de operadores compactos, y esto prueba 2 (a) y la proposición. 



Nota 1 

Con respecto a esta proposición, observemos que las condicio- 

nes siguientes son equivalentes: 

a) d intervalo acotado 1, P ( 1) Mes compacto. 

f 	C-..D51),S(5/11•1 es compacto 

c) Para algún ayo 	y algún e e (E\R , l « •--ti«rear  tl‘ es ••• 

compacto. 

d) Para algún f c  C.„CR) con f 	localmente acotada., .10 1.11. III•11 

Sc N) NI es compacto. 

En efecto, ya que claramente 	la )=> c.) 	a)  • 

Por otro lado, si f EC g) 	y f 	es localmente acotada 

entonces, para todo intervalo acotado 1 )  P (7.11 tvl 	(W v(1 ' S 	V\ 
	

consecuen 

% 	, 
temente, P(1)M es compacto ya que f (v{IrlI) es acotado. Por lo tanto cl) 

Finalmente, como toda función f en Cco(.9.) es el limite uni- 

forme de funciones del tipo FAX) 	a• 	•x3 , donde cada 1,  es acota- 
.) 

do, por cálculo espectral sabemos que 	Y, u. PC1_,) 	SM) ->0 	4 C1:1 
.101 

Entonces, S k V.N.) ts/i es compacto -IQ 	si (a) se cumple. 

En la proposición 1.1 , pudimos entonces reemplazar las con- 

diciones 2(a) y/o 2(b) por cualesquiera de las condiciones (b), (c) 6 (d). 

Nota 2 

En esta misma proposición pusimos en la condición (a) " para- 

algún z( C\IR 	N2):3 	es compacto", fly, cj, yuys.--).\ es compacto. 

- 3 Ro 	) 
	

(Z( -e) 5 4 (z‘-z) Wrio) --).- RJ21 ) -3R0(11 ) 

II 	¿,-.¿)(t.,,<L, )3.- C.(5‘10--¿)1 

o ( 



	

( 2 ' 	 Rbv¿%) 

C.(1-k- 2') 	(2-` 	1 Rea%) j  12.a-a ,\ 

Ck-k -e)?cal) 

01-z) R(21) 1. R(21 3 (s-L—k) 9e-ei) -5" R21 )1 

o}-t) Izczi) C 9.(e)3 W.(2.)7 (w,5-2)R.,(v) 

0.6) 

Entonces, 1Z`):5 -:5 9,121es compacto, ya que 
	

(14 -2 1  )qz) 	es acotado si 

	

,71E C‘CR 	Se obtiene entonces que 	R(2)7) -:sR.,(z) 	es compacto ~11•11.5 

\•1 	et e \ 

Antes de poder aplicar la proposición 1.1, daremos un lema --

que nos caracteriza el espectro esencial de un operador autoadjunto A sobre le , en ba 

se a las funciones de C ex" 

LEMA 1.3 	 Sea A un operador autoadjunto sobre 5{ . Entonces la 
parte del espectro de A en (a,b) es puramente discreta 
si y solo si' f (A) es compacto para cada función conti-
nua f con sopf C (a,b). 

DEMOSTRACION 

Supongamos que su? p -5-c tu tyntonces si f es continua, exls- 

ten C deE IR tales que a < 	b y si) rsc tse . Si A tiene espectro puramente 

discreto en ( a,b) , entonces existen solamente un número finito de puntos A.. / 5  ..•,"?‘, 

E. 11(M n  re,d ] puesto que ningún punto en 11111 es un punto Irmite de G(A) , ya que 

estamos suponiendo que A tiene espectro puramente puntual en (a,b). M6s aún, el rango 

de cada proyección espectral P( )4) es de dimensión finita. Y por lo tanto 

5
(A) z 	 Swpo,;\  es un operador de rango finito y en consecuencia también compacto. 

Inversaniente,<supongc.imos que cada f(A) con sopfc ((kM 	CS 

compacto. Tornemos 	4.1C I 411)) 	y f una función positiva y continua con 	5 1, y 



si 1..1*/ 	y suM1(.04 1 1,5 e  Entonces, si P(Lc.r0) es la proyección espectral del opera 

dor A, tenemos que p(t(,115-(N)- pcuou.) 	Entonces P 	c 141 ) es una - 

proyección ortogonal compacta. De aquí' se sigue que Ran P (► 	 ) es de dimen— 

sión finita. Corno Ran P ( K 1 ) D Ran P ( Kx.) si K 	Entonces, para cada 1€ (( II) 

y E>o suficientemente pequeña tenemos que 	P(t Clcul 	1„1.,?(.).-t,xto. Por 

consiguiente 41% wy Ru.v, 

Lo cual nos dice que cualquier xe Cc "A) perténece a la resolvente de A 6 al espectro - 

discreto de A. Esto prueba el lema. 

NOTA 3 

Lo que nos dice este lema es que el espectro esencial de un --

operador autoadjunto A es el complemento del abierto más grande ('c IR tal que f(A) sea 

compacto 	fC C,b(R) 

LEMA 1 .4  

DEMOSTRACION:  

con soporte contenido en (.9 

Sea f una función en L 	)
go n 

Ut`l.
.41  

) y ( 	k.) 
 

una función positiva que tiende al infinito cuando ---
---> vco , entonces el operador de \Z"'(\9..') .=-- 1> 

en 	, definido por 

f(Qw 	ch t- 	cx) ‘-c1( 'Ik) ;Vi 	0.7) 
es compacto. Donde 1'  y V 	denotan trans— 
formada de Fournier y su inversa de la función entre -
los paréntesis. 

Sea BR  la bola en Ík...)\ 	de radio R. Entonces el operador 

( ku-o 
cálculo: Si 

es de ‘Iilbert Schmidt. Para ver esto, hacemos el. siguiente 

Olckti_\ F 5, 53.„‘;\ kPC -k 	tk) 
—1 

•—i 

1 
5 k uou«oCt41

I  FSb,,k,..ITA \ (y.) 

t. 	--Ikl) ' n N'‘ ) Vg(w)*•101  tr sk' 

ok4  

ti 



1-Pto 	 FS¿  

Cluvv‘ 	vvI \ 	c 	ik o 

4)  

‘, 1-‘s4  ac i3n . 

S •.> ? 	q(1.N.,•,/á)\ 	\VO 

1,)„ 	el 

Entonces el operador 5 ( Q(1)k.;.0 	es unitariamente equivalente al operador - 

integral 	
:\ (‘'s-1/41 ‘ ) 	Inilq (Q(11%) 1.% 4Y I  `Kh`)''tkl cuyo 11.11.11~ 

kerne' es 

y como 
	 \k 	11 )  FI z n 	(n (\v 

crIZ 	1;4  Ot-  ‘2 %  

R4x 

t 
	

Il  F S a, , 	\\' 

, 
De esta forma se obtiene que 	Q(‘-z) k-;11) 	G5Y1 ‘k 	es de Hilbert Sch-- 

midt y por lo tanto compacto. 

Entonces \I TE 7 	, usando el teorema de Plancherel, 

( 	0-1 	 ,nI 	 \\ 	qilt° \RI\Z"t‘1)\ 	 \k TI\ 

donde 13`; 	es el comí) emento de Bit. Consecuenterneniel  



(d-~ 	— ( A('‘a 	0.-%  VS ‘3, 1 x 	o 	\ -) 
3ok) 

ya que cuando 	 . Entonces existe una sucesión de opera- 

dores compactos que convergen en norma. Se desprende que el operador definido en *MI 

(1.7) es compacto. 

NOTA 4 

Puesto que 	1 (I) (2)(‘.1.7-  3 l-1„) 

9(1- 	\-\ - 1) I-- ( l1,- 2 \-,ISZ,,(e) Pe Cs^ — ?(1.) l R<1) 	oez )1 ?0 

Y como 	_ t ) 	 a.(1) son acotados, obtenemos que 

( 1-2-1 ?(I) 	(15 9-(215MA-a) ,1 -  (5.1.-2. Y1 	e„(1) ll.k.-a)P01-1  

Vemos entonces que la condición 3(c) de la proposición 1.1 es equivalente a la condi- 

ción " 3(a) 	p(t) C u-  -3 klon(I) es compacto 'f intervalo acotado 1 ". 

Generalmente, es fácil verificar esta condición, si se pone la forma cuadrática 

como una suma de términos de la forma A B, donde A y B son dos operadores tales que - 

Nt 	intervalo I, AP(I) es acotado y BPe,(I) compacto. Veamos esto en el siguiente ejem 

plo. 

Ejemplo 1.4 

Consideremos Ho y H como en el ejemplo 1,3. Pero suponga- 

mos ahora que V :2. FC-1"q 	\N VVI'l> con 

W z  es una función que tiende a cero al infinito. 

Factoricemos 	B con Az• 	W v-(-*(/) . Como \A0, C 
	entonces 	•••• ••• •••• 

942,/b wt€1-5 I 
,14ler y además 

o 	A4  A .7.- V „ Por consiguiente AP (1) es acotado 

Ni 	. Ahora veamos que BP„(3) es compacto: Corno \\ 12  \JJ:11.1 21a 

n 	'y k\ 	\J\I 2  V:  (- .J)i) 	 9 	 4.1 \ 	 ,-/ ) 5,11 ) 	\\ 

Es suficiente con ver que vj 	; V \ 	 y \MI 	 % ) -11).", V:\ 	SOn Crjrnpa 



•• 

tos. Haciendo un cálculo análogo al hecho en la demostración del lema 1.4, vemos que 

\f4,11 Y(-*1 	l'on 1 	es unitariamente equivalente a un operador de Hilbert 

Schmidt y por lo tanto compacto. Lo mismo es cierto para el operador 	yv,11%,t-\) 

Y de aqut que 	\\ 441111  F 	 - F<-;d¥eo(-1)11  

\ki:1 E 5 13:, 	Cz 	 \k 	1\ Wzrs (z stN3(1.1 1x. \1 \\V• (---%\?„k"i\M 
00 

-› o v‘ 

puesto que W o cuando \ X Í -> -koz) . Y ast vemos que W11 F(.-\ 	5), 	es- 

compacto y por tanto 3Poc1) es compacto. Entonces se cumplen las condiciones 3(a), (b) 

de la proposición 1.1. De esto y de la proposici6n siguiente se desprende que Gc,4‘\)K.v,I.‘k,„) 

PROPOSICION 1.2 
	

Sean Ho , H autoadj untos y J como antes. Tales que - 
I) Para algún ( 6 para todo) ze G.\9, 1Z(t)3 	R OvI) 

es compacto 

2) Para todo,f 	)) (<1. - ZilZYUL)) es compacto. 

3) Para todo 11» C.«,(R) 	(tt) (4- 5.-51) 	es compecto. 

Entonces 1 y 2 implican que 6,55 (.11t) c (5e-b5(1) 
1 y 3 implican que 	cltst kk) o (Seuboke 

DEMOSTRACION 

Es suficiente con demostrar que la primera aserción es cierta - 

pues la segunda se demuestra intercambiando los papeles entre H por Ho y J por Jt 

Primero veamos que la sola hipótesis 1 implica que 5(11)S-31(‘-)h 

es compacto \/ .1(,,o(1)\) . En efecto, sea 	el conjunto de funciones de S.( C„,(19.) 

tales que S w) 	7550.) y 	Ite,) "j- 	5 (y\ \ 	son compactos. Veamos que frj es - 

una 	-1( álgebra cerrada de funciones complejas. Supongamos que 

Y s n-)S en C<„,(IR) 	Entonces,  

kq(111 	-- 	( 
3Y1,,v() 



IHn 	•k'u J  k\ 	lk 	--'"› "-.? k• à)  

Entonces -1(t3 
	 es compacto. Análogamente para 5(.\1):i t. 3 	(\0\ 

	

es entonces cerrada. Además, si f; g E.-T , exE Cl. 	trivialmente deducirnos •1•1•111. 1••• 

que 5 tu( 	, cks e/' . De la identidad 

(11-) 	(\w c1„)  = suo S 	yk(k \ 	S(H):5 - ok blkkol 

-y de una análoga para SI obtenemos que fg 	Ad' vemos que 	es una álgebra. 

Denotemos por . 	la función compleja conjugada de f . Puesto que f (H) = f (H)* , a MEI 

(1t)I obtenemos que para -5 c. 

	

(m5-1.1 71(1101‘:: 	f(N) tz compacto. 

Ast 	1(94)5 -3-5(40) es compacto porque su adjunto es compacto. Similarmente, «11. «IM ••• «MB 

-5(k):-) 1-39 1(t-k) 	es compacto. En consecuencia, 	es una-álgebra compleja - conk<Yz‘cY,áo 

16.5 funciones ( 	)" 	y polinomios de estas funciones por la hipÓttesis 1 y la nota - 

2. Por el teorema de Stone-Weirstrass, 	ti 7-- cc.,\R) 

Sea ahora 7 (--Q„.(R) con 1(1) compacto, como 

*5 (101 	(1- .5 *  I) 5 (k\.) — -3*  (SU> 	) :515M3 

De la hipótesis 2 se desprende que -(11.,,) es compacto. Con esto vemos que si 

coynr.ciD ) f (-) es compacto. Del lema 1.3 y la nota 3 concluimos que 	Get-,(k-k.) c._ CDe (1) 

NOTA 5, 

Por la nota 1, las hipótesis 2 y 3 pueden ser reemplazadas res- 

pectivamente por, 

2\  y intervalo acotado 1 r  ( 	- 	5)1)£,(..1) es compacto 

3 )  \/ intervalo acotado 1 t  12(I) 	es compacto "• 

Terminamos esta parte del capitulo dando U 11C1 generalización 

del criterio de Cook. 



PROPOSICION 1.3 Scan Ho, 11 y J como antes. 
Supongamos que existe un subespacio e de 71,, tal - 
que 

00 	es denso en (a.," 	V.NO ) 410)0. -  

2 ) 	Nf31  e II  , I intervalos acotados, 
,!.. 
5 	¿y 	 L 	-3 k.k.) e 

ti 
31 H es J subordinado a Ho. 

4) '5" e te.C. 
7 co 

Entonces los operadores de onda generalizados, de-
finidos por 

t •LY‘ t-k 	) 
	e 	e 	‘;„) 

existen y son isometrras. 

DEMOSTRACION 
;t1*,‘tyk. 

Como e 	 es acotado uniformemente, es suficiente 

con demostrar la convergencia fuerte para un conjunto denso en 90,m_ ,Por ejemplo, 

o St  9, UN 11.,,M0) 	Ll E  eD Y para 1  en oV 1-1) está 

en el rango de PO CO , entonces 

• ;t\N 	 \k4 	-\ t\A • 	 -\0k 

e 	

`1 -;k11. 	
Sócl 	( -1Z 	‘ 	•ak.5)  1/41 	.?(IN) e Je 	t1 (1) kS 

y á. k 	 • t 
e't 	 -5)(1,)j¿it  

.. ?C1,1 e. 	\L  

b.tk1/4 , 
.1  e 	te  N Pci,)3 e 	?okY.1/ 

? 	k) 	\\t's 	gu)'1] 

t 	
tH 

(.5.,) t k\-.5 	\\e,-1 e 	bk7s\kk 

Para tal 

e eo\ 
..,k 

\-)C1,() el  115 



4" 5 	 Atg 9„k.k áT 

k\\ 	..; t 11" 	.,‘‘s 	v‘ t.  
Y 	 .) 	 e- 	 \ 71 e. U) 1).  

k. 

Como H es .1- subordinado a Ro, dado a> o  2  tomando 11 , suficientemente grande 

17(I\)I\) u-15:1-5 moleC1)?e,..M5 1 

sabemos que 	(1') Ti ?e,(71 \ 	< 1/„.4  Y de la hipótesis 2 , podernos tomar To -- 

suficientemente grande tal que si )11 ,5 s\> To 	entonces 

's 	) \1 9(1,) 	W.5 	\Ne--1 	1. .1: N ?1„, 

• Esto prueba que e. 
ta 

 3 	k_ - 1-k t() 	es una sucesión de Cauchy cuando 

Entonces 	S — s,„„ 

Sión resulta de que 

\ko  existen. La segunda conclu- 

2 
.‘k.kk — -\t\ls 

e 	•1 e- 	° 1)ckt\ 1°)  't 	- 	1),1 	kk.>\ 	
2 

 

(e 	j \ 	
-.kk> 

-\4) 4 1  e. 	4 e 	 1\0) 
- 	‘;,) \I I V,Lkkrt ) 

¿'‘ \\15  ?„, < k\ 	¿:"t 	t(kt)\1) 
•,ok, 

(é 	‘-ki‘P.,00)¿:‘"40.1 

cuando 	•-•*> Ice. 	por 4. Esto prueba que 	(k 1\\ / 5) son isometrtas. 
	 ifk 



f 

1 



CAPITULO 2 

COMPLETES ASINTOTICA MEDIANTE EL METODO DE ENSS 

Ahora procedemos a dar la prueba original presentada por Enss 	zas 	para la completud 

de los operadores de onda y ausencia del espectro singularmente continuo al caso en que el 

Hamiltoniano libre es 	 - 	A 	sobre 
	

j 

TEOREMA 1 : Sea H o  1:4; 	 en H 	<S(V) Ni V un operador 

simétrico tales que: 

a) V es un opcEador H o 	- acotado con cota relativa a 	4  1 

Es decir„ D ( V ) 	 D ( H0 ) y además 	y kV 

01 /4  \\ kts  o  1/4? \I 4. 	
.3,\ 
	\I 1/4.1.1 	vk e.)  

b) la función h ( R ), definida por 

 



s 	 satisface la condición de Enss: 
;•11 

h(R) ah ( \<'°' 	 ( 2.5 ) 
o 

Entonces: si H 	H. j- V, los operadores de onda 

t.vk*, . _ u-1; rex 	e. 
;ce 

existen y son completos. Además, el espectro singularn ente 

continuo de H es vacio y Gess ( ) = Gess 	t..101vc,„) 

NOTA 6 	 Como D( H ) = D(Fi ) , 

es acotodo, ya que su gráfica es cerrada. Asimismo, 

(kktkar \\i•k11‘ 
	

es acotado. Entonces 

H y Ho son mutuamente subordinados. 

NOTA 7 
	

La condición ( 2.5) es independiente del punto 	♦ 1. 

Es decir, si se cumple para uno, entonces \f 	j\\\,,) 

la función 	II V k 140- Z I V St 	.\\ 

satisface la condición ( 2.5 ). Para ver esto, tomemos una 

función 4) e. C-11° ki-R*) 	 tal que 

1.1 • 111 1 

s.I 1y15i ¥.  
kklz.\\(.0--• 



• .... 	1 	41- ‘ 	A • ... 

\k 	<`(3.1111/ + 	ZJI,R 

‘1 	( 	
111‘3» I. 15% :)?,R r 1 a R t x 71 11 	0a' \\ t 10 \ fstZZ'k )cl J,.I\\ 

▪ Entonces 	 \l(fiz.) • Similarmente, 

Ni.‘‘m) 	h cso 	Ni % UZji.) 

Sea 	x.1\1"A 
	 I 537 	poniendo 	Q ( \e) 	t1A 

Q(1/4k) J 	 1. • 
4 11-1\ 	q(uA -a. 	 %( 3, 1 	 Mke Ga.) 

y definamos 	)(.5 
, ft 

Como 

<15 k %'9Ik 

coy. ?(kil 11.1;2. 

• Sea 

(1.5o.) 

. 	Entonces 
	

(1-\ bk 	( 	I¥t2 + i)-1 	• 

.\\ 	'IV 51, a \\ 	. Por otro lado, 

(R) 

obtenemos que 

•••1•• 
••• 

Vz/ 3, \‘11. 	 ksa) 

q<\2%,) ,,1111 U/2. Iklát + 	›, v‘QltL) - 	<v2s) x,,3411), QUiz\ % /2.Q».) 

'I) 	51. \\ZAI  G(.‘2-) . 

CILY4')\‘ 1 	11,) :\ 	Qk \P-) 	 >, 	Q‘) - cmy1.11,yx 	Ny.\24.1) 4c;) 

ot k \;L) 	Ql‘k) 

>, 	(9, \J-• 	>, 	te) 	 (1Z) "i 

Ahora bien, si • 

• = 	LN,k- 1.) % 

( k) - 	(R 11I ‘kk? 1)-1 	- \\ v (94.\\M2  Y 1\ ). \\ 

 

Q(\ 	11 	 \ \\ 

 



si 	LQE. C 	“R") 	 entonces 

921k12 	7, R-) 
2  4•  

- 3 ),R 22  1)1  
•tr" DY• 

111 	1.1(\  1c 
:: 	51. 	 %) 1.9  

r 

Como el conjunto ‘•1? 	vokze\-1)-' 
obtenemos que 

0. 

es denso en 

  

1 

00 

d. 

Entonces, 

k-00 
\'\ 	R 

et. 

lt 

N„..L.9. 
ti. 
( t Oí> 

Is k Sk)clW 	C  

•.1 
\A kt eZ) 

1(5) S.-‘ d.s 

L. 

c 

lk 	 \ 	 \\ 	t '/2. 1‘;\ 	 wve) 
11% (Ri-a,) 	1 V. lia \\"41k )  1>,(/-1 0(‘1)  11 

11 t valk12- 1  1>v23 	 CiR 	con C 
	constante. 

Y por lo tanto 1112.(i) 	\11 (R)11-- ( 2.7) 

Tomemos 	cit 	buficicntemente de tal manera que 	goz  ¿ 	( 092,  



ot 	 4-u) 

d /2 
	

al I 3.M)4 R 	(x.$) 

( 4 cc> 

V‘ % “21)c\k 

Da aqui' , obtenemos que 

De ( 2.7) obtenemos que 
( 

,(P..) a 	< k-or,  ,  

Como 	1k (14 0 t-1)•1 	tco 
	 y 	•‘A‘ko)), NA,(5-2,) 	 obtenemos 

de ( 2.81 que 

f t 

s
(15  

\-‘ . ,R) < co s. ‘N . a) ¿R 	co  

Por lo tanto, de ( 2.6) obtenemos que 

3,00 
h(R1 	k-cc 

v 

I3e la identidad 

(‘k o 	► — 

< 1w 
( kro 

\\ 9 	 C1 	e- 1 ora 

A' 

y 	Su-ko 

Ahora fijen 	b  C ilkk o) 
	. Utilizando las mismas estimaciones, expuestas atrios, 

, tenemos que 



o 
ico 	 -‘ 

F Z,ZI% 	< tc' 41-, 	5 kk 	(‘‘.-z.) á“,..\\áiz  < koes 

IAD 	 -1 
V 	 a.) \\ R z  N-co 	„ Y asr, se concluye la afirmación. 

Antes de demostrar el teorema necesitaremos de algunos lemas. 

LEMA 1 .2.1 ( Teorema de Wiener 	t ‘G] 	) Sea 	t,4_ una medida 
finita de Baire sobre 	a 	y sea 

•Uto . 
(=Ct) 	 e 	til.s.i.v) 

Entonces, 

liwt "1” 	IF(t)eát '1, 	\ 	(hl) \
xEtR T-1§0.5 	y 

DEMOSTRACION 	 Primero recordemos que una medida bk. 	positiva fi nita 

de Baire sobre un espacio localmente compacto X existen solo un conjunto numerable de puntos 

x 	E 	X para los cuales 

52 e A-00 
ee C. 
G —aditividad de 

„ Esto viene del hecho fácil de demostrar que si 

, entonces E es numerable. 

Nt 	, vemos que 
Xt.X 

1Rt 
	

Cc." 

De agur, usando la 

tt ) *w , de donde obtenemos que E 	( cok) z < *be) 
xe.1 

Puesto que la medida d e, op 	(XTr olt 	 sobre 	x (Rx 7) -n 

es finita, y las funciones involucradas son acotadas, 

demos usar Fobini 

	

7 	 1. 	.\ a' 	‘,. 	 k IX> . 
5 	 I 	 *-- 2 >t,  ‘• 

.--- - 	I F.  Ck.) VI  .:1 ki '-:- 	 11 	\ 	
e, 	a ki(>0 	''''i t  tlyui ) 

21- 	 A*1-  

	

-V 	 --V 	-eD 	 - vo 

TX) 	tee 
ák .111.(0 	t*I) 	e 

Po- 



-\(.1t-.1)k 
e 	d'Y 

ey‘kx- Y) 
	 X * 

4 	 xr y  
Como • 

para cada 	'y, 

<x-y) 
e á v. 

aplicando el Teorema de convergencia dominada, puesto que 
(y• ,)t 

11.‘ 

está puntualmente dominada por 1 y converge puntualmente a Opara y 4- x 4 o.  A 

para y 

Entonces 
1"--/igjo  

-%Uk -Y)k el t  e- 

duo 

tk 
-cc 

1 .44 
-›tea 

s
1 

-1 y • - • 9) X• 
e 	 t 

Entonces, si H lys iT1 

vemos que Itm 
-, tes  

y además, 1-1( -- 1 ><) 7:: 1 	d 14( y) 

1- 21 	• -; 

•)) d t \ d v. 	± y 
Ogi 

 



Aplicando de nuevo el teorema de convergencia dominada obtenemos que 

Irm 	
sT 

wo 

F 1)N cvk YIN  
Nro 	

á V. lx k\ -11 )7 
vc• 

CO 

CID 

'̂L 	ck µ ( 

7.1 	hcl>'1) 1.  
V12, 

donde se utiliza que 	st x  1) 

para un conjunto numerable de puntos, en la última igualdad. 

Ahora demostraremos otro lema utilizando este último, pero antes daresmos una definición. 

DEFINICION 1.2 Sea A un operador autoadjunto. 	(i0 	denota la 
proyección sobre todos los vectores 	'Y 	cuya medida es— 
pectral no tiene peso en ningún punto. Es decir, fi ( x) = 0 
para cada "dc e. 	• P. t( A 
es la proyección sobre el complemento ortogonal de los eigen 
vectores de A. 

LEMA 1.2.2 Sea A un operadores autoadj unto y sea C un operadore acotado . 
11.  tal que 	C. (INt-1)

-% 	
es compacto. Entonces: 

a) \,/ 	€ 	Ron Pc..o,k(A) 

T 11 	 z 

	

e 	9 \\ á t 	 --)co 

b) Para algún 1.-(V) 	que tiende a cero conforme 	no 
tenernos que 

	

T \\ C at 	Pcov,t 	`) \I 

kk 	11t 

 



c) Se cumple también que 

-1" 
1\ C. él 
	 t 	 \ 

- 
tr, 

dk 	E.C51 \\k.k...,$)kekk 
2V 

donde 	t.( V1 	es el mismo que en ( b ). 

NOTA 8 	 Enla prueba dada por Enss, se usa este lema en forma crucial. 

Más adelante veremos otras demostraciones en las cuales este lema no juega ningún papel 

DEMOSTRACION 	 Como D ( A) es denso en H, entonces D ( A) es denso sub-

espacio cerrado de 

Por lo que D ( A) 	 cont Ray% 9 	 ( A ) es denso en Raen P cont ( A ). Supongamos 

que ( b) es cierta entonces dado 	e Ran P cont ( A) y 	 1 

kfc.  e , D ( A) 	Ran P cont ( A) tal que 	1\ — 	 z 	( IfirTZelk 
T 

N\ e ¿;--% C-¿-̀ 1fr‘ Us?- 14,1\1z  

\\ e ¿',•9" ?c,c,nt 	kq e.  \k/  a t. f. 

	

1/1 	 E 

	

Si tomarnos T suficientemente grande para que 	1 
-- 3-T 	

\-k 
\C 	 <. N 	 E 

4k 

Esto prueba a). 

Para demostrar ( c ) se utiliza la desigualdad de Schwarz. 



s, 
‘‘c¿a"ts) l it 	1C 2T 

• ti  

11 	
-•,t. A 

C 	 át) 11 > 

T 

La otra partees igual,' suponiendo ( b ) 

Para probar ( b ), notemos que 	 C 	P cont ( A )41\\ 

kt 	 P cont ( A ) (A t''  A 

Entonces basta demostrar que 

1 	(Y li e e:-:` /1` Pc,„nk  c ./k ) T la 	• s.. E.«) 	\kkQUI.  
ri á...1 	" 

	

C es compacto, y 	 ' e H . 

Eso demostraremos. 

donde ahora 

( 2.8a ) 

..\ 	 0 ..• 111 	u5 
s  t  \ lo 1 t  

Nk 4 0 	

k\ C e 	1 <mak  ‘ ^ X 
$ .1? .1'1'1 (11."'  4  (T ) - 	 --v.  

Corno 

P cont ( A ) 	111' 

t C  e h  P cont ( A) \\2' t- 	 dt kke 	‘` 

-1 	
-1- 

1\ 	P cont ( A) `41 #. 	\\ C 	\\ IR? 

7 	Ec 	IlC 1lL 	 Y como para 2 elementos a, be H cualesquiera se 

tiene que 	‘t a  y b 	I.  S A ( 	5, 11b1lL  

St - 2. \kykk 	 u) e 	?c..t A 	l io kr,\\2  
Zi .1 

k ,45 	/ 	 'L 	- * • 

) 	 e .,,,A(Nre kk 	'De 
_S 

Para cualquier C y T, sea 



cont ( A ) 
‘LZ 

P cont ( A ) 

1%k1  
cont ( A ) 4 IIt.1 

2 E. ,(T) 	e v,Cc> 

Entonces como los operadores de rango finito son densos en la norma de operadores en los opera—

dores compactos, es suficiente demostrar el resultado para la clase de operadores de rango finito. 

Y vra inducción, es suficiente demostrarlo para un operador de rango 1 

Sea entonces C de rango 1. 

\k y;  y 	.1 	2. 

C ¿**A  Pct,acio t. r: 

-‘t. A 
c.„t. 

-"t t A 
P cont ( A) conmuta con e_ 	 -,-._-> 

I 
1 lk Ce I\  ? c „,t(10  1? 1 a ----- 

Donde 	kj  €." 	Ran P cont ( A ) 

Sea RaiQ 1il.);15 	cuy 

vkk 

usando e I teorema IX, 

tenemos que a l'r 	es unitariamente equivalente a 	12,. UR I  ci p.:1, ) 

de tal manera que 	-1-) 	corresponde a la fun-lón 	1 e, 12" l.k ) (k p_ 12e  1 
es muliiplicación'por e 	. 	Sea h ( x ) la correspondiente función , Y e. 

--, 	s,t A 
del vector 	Q o.? 1 	-...? 	( \V )  e. 	`k)  ) 

•,t N 	..i 
.'" 	(Q"Z) 1 	¿ 	..0) 7- C15 	1  O 	:) ‘‘ 

1 



Entonces poniendo 
	

A NA 

400 

Puesto que 

4-ce 

Vx(y.) tly (1.1 
rt» 

( 4,00 

-co 

5eYk 
T 	) t‘i) 

g/4  

c,11),(ylyw  co  NA 

(.z - 

-t-00  4(0 

yk (s'IN clyk.)) 
"y(s,..-•)) 

-;k.A 
, Esto óltimo es debido a que 	1)(I-\) e 	1:-.  e 	cá GO • 

ktx 

to 

á 1-kol) 	kk akkpl 4 i\\nt 	vcD 

ti 

de la desigualdad de Schwarz y de que 	t.(  ( IR )  = 119« 

obtenemos que he C. (1 ) cie.) . Usando Fubini 

-5- 	 Y 	-V to 
át -7.-, 1 (¿t.U. 	¿%t-'11(y.\ a r.k.v\ 

-i".   o ) 	 2.\ _ T  1  _«) 

\ 	

4 eD 	k 

e  

   

\A/) 111•4)  



obtenemos que IN 
tct. Tc)(-W 

puesto que 	t'A" 

tm 

v.. t“ 	) 
es continua 
	

4k 

se  y\  (v - Y Como 	 k-k 	) 

T(N -- y) 

seYCS  
T -9) 

$ 4 

Usando exactamente el mismo argumento que en la prueba del Lema 1.2.1 

LEMA 1.2.3 Sea 	V 	Un vector unitario que pertenece a D ( Ft ) (\ 
Ron P cont kyll 	entonces, existe una sucesión kT„I 
con 	T --, .1/4  co 	tal que  

--:1..m.  
t‘ CSI B 	Y. 1 c 	Y 1 ---7 0  • %-brt % 

--> co 	(2.9) 

DEMOSTRACION: 

S 11 F StZ.̂ :1- 	ey,?‘.- -k‘kk -k 4 T...)- (110k)`q ->Yo (2 ,  

Por el lema 1.1.4 	F 	 +5)-‘  

es compacto para cada 	R z 	De la nota 6, ola- 
F‘BI.Y( 91\1212 k <I) 

tenemos que 	Ff,Zyt I xWfil) es compacto para cada 

Además, como 

(i4 .1 1)y.% 	Pc.„,p11 . Poniendo 

nemos que 

(.41i .11) deja invariante Ran P cont l ltl 	obtenemos que 

C = F 	 en el lema 1.2.2 obte- 

v 1Y 	 ).(N,)/•• 



\\vvx  
1- -"Pkt15 

V- 	 k 	‘14` \ s§) 

Entonces, usando convergencia dominada, 

fl 

o 	-c% 

c\k 	st ,1 „is 	 (kb.11) 
T 

O 

V 
Asimismo, Irm 	 ‘3-.3›y, 3 1( \ e 	o 

b 

Por consiguiente, Itm 

T-->koz 

donde 	uvicT) 

 

¥rtik‘t1V'1\ 

Para n fijo, supongamos que 13.1 	 E 	\l/ 1° 	\ 
	

Entonces 

,,v) 1\ -\ 
o 

10 

o Y1 

> 	vo,v-N v 1 —) 4 co 

Lo que contradice 

4-co 
que el lrmite debe ser cero. Podemos entonces construir una sucesión 	

k 

con 	(a, 	cuando rA 	4 	, tal que U. 	 cuando 

to 
A o0 	 Podemos consecuentemente encontrar 

rk..‘ 
Cvys 	

bel 	tO cuando fl 	") 	tal que 	u n ( "Y, )--) u 	cuando n- '‘ tig 

Es decir, ( 2.9) y ( 2.10) se cumplen 

t 



DEFIN1C1ON 1.2.2 
co 

Para la sucesión St'y,,,? 	del lesna 1.2.3 definirnos 
vs,.. 

1),,!‘ 
t2. ( 2.11) 

LEMA 1.2.4 
.,,,, 

Sea 	'Y 	la trasforma la de Fourier de una función 9 
que está en e 111 , á t ) 	, entonces Irm 	\\ \ {n(..\,s1 -i.\\<,\11:\i,,, 1 

.-ies-kor ,  tr e> 	 , donde Ni) 11 	un vector en 
D( H ) () Ran P  cont(tO 	, y la sucesión .,k),‘  
es como en ( 2 0 t k). 

DEMOSTRACION: 	 Sean yl s 	dos elementos de H, entonces por el teorema es— 

pectral, 
-vco 

G  s 
 , 
15 

7  i 	,t y, ,.... 	 .2,-k>. 

- CD 
.CO kW 	 t (30 

% 	)
1;/

' 	á k 1/4bk) (1)  felt  \\ 1) 
151 

,-. 	
) 2- 	k c° 11 	:. ea  'I t 1f' ( . ) 	 = -V 

-00 

....L -.‘ k- ›, á 
e IP I X 11 ) 

k-00 	
" 

tht) 	) 

ID 	` Hemos usado Fubini, ya que 	e e 	á L s 	1  

finita. 

Entonces, en sentido débil, 
koo 	.:( tvk 

l‘{ ) izb = tia)  4 	e  

es una medida 

Ot1 
Andlogamente para 

Por lo tanto, 
-10) 

\ "k (k1)- 	y'„, 1t = 11 	ak w(o 

cit Ik1(4, \ 	¿)"- ¿s"°1 k\',A 	1 Z 	(1‘ Mit\I 



El segundo término de ésta desigualdad tiende a cero porque  
1 

Para demostrar el lema, es suficiente con ver que el primer término tienó a cero. 	Este esta aco- 

	

.ta 	• 	-l-k 
tado por 	S u? 	 . 	Solo falta ver entonces que tado 

	

	.¿` 	..- •Sk 1 Wv‘  1 VRIL!  
tkl. ,ii 
50 y' tiende a cero cuando 	n ----> 4 c° 

	

!t 
/. 1.1k. 	..-k k.13/4... 	t 	 1 \1,5 1  

?I. rx 	 '%'t 11. 	-;k‘-‘ 
Como 	D ( H) 	•=. 	D ( H o ), por el teorema de Stone, sabemos que 	e 

es fuertemente diferenciable. Y 

-\kkk- 	 • ;VA.) e - 	 te kr, _•,t‘k 
e Y," 

\klo 	--Nt 11„), 
- e \i 

Entonces, 

e e - 

t 
41S 

o 
e Ve y„, 

Y 
ke.‘11,3  ¿•,kg 	

;1kos 
s \\ e 	y 

\t\ - 	J  o 
Yy, 

yk -\\\5 
S 15 	\i  e 	`Vv% 	as \. \\\Jukt -k1)-' \\ 	‘59.„-y\ 

-n 

)1/4  ( ‘-‘ 	 \k 	(..1t -‘11.1 	z<,„ 

-\\k5  
e, 	\\N; *1) ‘VvI 

lYX Iv(x-kk-‘110-‘ 5 1k A\ l‘k k 	
\\ 



El primer término tiende a cero por ( 2.10 ), mientras que para el segundo notamos que 

kk v (W4-',dl- 	V 5.53(y, 	xls  \k . 	W. 9 (kk ‘-'\11) -1 - \/(klok;11 	FWJ, -  ,v k 

(sAck.11)"‘ r ItgY: 

	

N/ C‘1'111.- v ( 0 k 	)' 	 ZN1 x 

\\ v U\„\-\1) 	St s.?j(,‘  

	

\IL\k.,\M"-\\\\- 1/4 	\k 	\kok .‘ 1)".‘  V55;1 1)(b 

Hemos usado que 

bk N-AV - (k; •% \-1  
-\ 

- 	1-kk;i) 	(Ak; 1)- (\ko t-‘t)-1(VI,N4-1)‘ 

da•••• 
••••••• %; ,51)- ‘ 	 ,1) 1  . 

El cur...k 5e  deávt e 	de 

D(H) 	D(Ho) C 

Es suficiente para demostrar el lema que demostremos que 

n v 	 to 

Pongamos 	k) 	V Ukok V F 	 • Por la nota 7 

y R.) 	es una función 	que cumple la condición ( 2.5). Más aún, v9-1 

es monótona decreciente. 

Entonces, 



C())(5,1*-2 

'1124 
( clmo  

MIN 	 <1 
o 

Vop 

- -7(1 	
1-111 

Jt 
II- 1\011 % 	 ▪ (ni% — Z') (á U") 	 10 R n 

..- 

Por lo tanto, 
kto 

cl1 W 	1)  118 V I  4- 5 vs\ru. 

y el lema que da demostrado. 

LEMA 1.2.5 	 Gess ( H ) 7.--" Gess ( Ho ) 	‘.0 3toz 

DEMOSTRACDN: 	 Como ( Ho k 	) 	(.1 Y 151) 	V-1 'YA 
1

) V (11„i i 111 

obtenemos que 

—> 

yli.lt)--1 	uoi-'11)--` F 11531,1)(4 

Entonces, 

k- 0-`-( 	v 1)-1 	-- (14 v 1.5v   (11,,,1 

	

(t1,.,1\ v <\(c,\-.,1).. ' 	\s x'; ‘ y.1 	- 

9 (1loCk41̂  	x-11‘ 	 P" 01- 5)  • 

es compacto. 



y de la proposición 1.1.2 obtenemos que Gess(H)=Gess(Ho). 

Nota 9 
La demostracion de la proposición nos muestra que si fe Con ( A) entonces f(I-1)-f(Ho) es 

compacto . Sea ‘ki D(H) RanPcont(H) y 	definido por 2.1)). Entonces 

II 5.«Fo-fo-103 	2111'911F St  %lar 	 Iltf(H)-f(Ho).A 	 x5 II 

Por (2.9) y el corloario del lema 1.1.2 obtenemos que 

II If(H)-f(Ho)Yett II 	o  co . 	Puesto que si le 	entonces 

obtenemos una demostracióima's directa del lema 1.2.4 	 & 

Hasta aqui*, hemos considerado 	elementos `f que pertenecen al domirio de H y también al 

subespacio de continuidad de H. En lo que seguirá, solo consideraremos un subconjunto de 

ckiN 	Pc„„k(A) 
	, el cual sigue siendo denso en Ran P cont ( H ). El conjunto 

que tornoremos es: 

C. 	\ 	Q. 	 "e1-1)‘53) 	= 	oK. C.. 4. á 4+c 

12, ) 

Por el lema 1.2.5 Gess ( H ) 	Gess ( Ho ) 	y como 	G cont C Gess ( ) 

obtenemos que 

H cont 	Ran P cont ( H ) G Ran P (hiit 0D) • Entonces C es un subconjunto de D ( H ) 

Ran P cont ( H ) y denso P cont ( H ). 

Antes de seguir adelante daremos algo de notación que se usará. Notemos primero que el cono 

C ' o X 6  kR ‘I  \ X • e „ 
consta de todos los vectores 

G A.4 
	

que hacen un ángulo menor ó igual a 60°  con 	-e.. 4, 

Olwiamente, podernos cubrir 	con un número finito de conjuntos Co-,, para un cierto 

conjunto de vectores unitarios e. 
	Quitando las apropiadas intersecciones podernos tornar 

conjuntos C c C 	de tal manera que los nuevos conjuntos CA cubran %, y sean disjuntos 



entre si'. Entonces, definiendo C.i„; t = C., • n 5, obtenemos que 

bvt, CA; es una descomposición clisjunta de 	Sx\ 	en la bola 	,41  

de radio n y en un número finito de conos truncados 	Nn 	It xc. Iris 	rick > n II. e., 

›,• 	I X117,. 	 , para un conjunto apropiado de vectores e", 	los cuales son inde- 

pendiendes de n. 

DEFINICION 1.2.3 
	

Si A C W 	se define 5:44 (111/4) comoel operador de mul- 
tiplicación en 	x : 

Vi& (e.) 	 .t"„. < 	•11) ( \ 

kx-.)) Stc icV9 
ISV>  

( 2.13 ) 

awAcke 	c.5 l) vAa. 
e NA I)  CP:4J COV‘ 

(1).., -Yo c‘ 50 .51  C., 	W.,‘) 	̀-ca 

Notemos que para cada n elg y cadax 111 , 

)-I 
J 

 

( 2.1 4 ) 

Sea ahora kl- 	un elemento en C, definido en (1. 11-) 	con 	P (t.c,d-1) i)-:.- ‘) 

para algún O< c < d< teo . Y sean Tyy definidos por 	1••• 11' 	. Entonces 

1 (C c ,,s )) •-‘',,, ::: -;),„, 	\t Nr«,- 0 • 



( 	2.16 ) 

( 2.117) 

•~11 
••••••• 

Tomemos ahora O< a < b tales que 

( 2.15 ) 

Sea 	4) 	una función en ‘Mcuya trasformada de Fourier 	sea 1 para 13c. c4.,  Lo 4, 1 

y O si 	vi A 9-2. c‘ -1.' ó kik.) > (.b -1") /9,, 	 lI. tSc‘) 

Puesto que P (I) P (J) 	o si 	1-- n 3  r:95  , por calculo espectral obtenemos que 

á 

y por lo tanto 

10 	V\ "17' ‘Vki‘ \i^ 

0\ o) 

Pues to que 	 vko) 	 VA) = 	L V1\2/1) `'z) 

Pongamos 	14 

Entonces, el soporte de 	4fP— 	 a y‘tkz.) 	está contenido en el soporte de 	\'"\/2_) 	• • 

Es decir, 	?? 	11) 	 U1/1/1) 7 1 	\ 12 41 	 kb-4)/2. .kr_ \x\Iii4 1‘14\./ 

Vemos por lo tanto, que el soporte de 	v‘ 	está contenido en un disco independientemente 

de n . Más aún, por ( 2.16) y ( 2.17) y el lema 1.2.4 obtenemos que 

%AA 	 \\ ---:-- 
	 ( 2.18 ) 

1-44:› 

Tornemos)
para a cumpliendo ( 2_.15) una función que satisfaga la definición 1.2.3. Entonces 

k 	)u <<3 ‘1,1\ 1\V 1.) k 

11.1151-5A 

\ < (Y,.) 
	

\' 
SY,  \1%./Y\ 
	 III V: SI" 



X 

Y. V/2" 00 1 

L\ e 	\u. 13. \c1/4  

Y1,•(-3) . 
e 
	 e k,áu 

C- •C 

4 
	

I \\, tY,1 
mJ 

Iti 11-1•4 

1  . ,..,(V.) 1 	\ 	á'.4 y 	-•"~".----........4 \\ \ 
5 -i. - •) ) \ \ .1., 	 \ )1/ 4  - y \ 	\ 

Wi.7/1-bt 	 \‘1 \V \ l'A  

\\ '"%t \ 
•••••• 
11.11~. 

k 	 \\ 	
1•1 	1:3 

S'f'k '# 	

\4". 9•Y\ 

t/W. 	ZIA 	

\\ 1  

	

Vf.l?'\ .11 	 41/4\ 
Y.  

	\CO 

\. 	1:1-415'.1 1111  \ 	\1)1%) 

ká 	\ 	
\ 7, \-t,,n 

1 

1.N) 	t 

°f5 	V1 )1:‘ \ /19  VI \1  *1k \\ 



En consecuencia, de (2.18) 

II 	Fcb,(B tul) 	I t. II Fi., (1311„.„ ) .1/4\),- k,;\ II + II F t., (Bnn) 

111 11111Wz 	II F., 	 n --) 

Asimismo, usando (2.14) 

II V„- 	Fc,.(c 	)§. 11 	!Pi), - 	Ft, (c, 	Y,-Fy  (B.,),*Fc,(13,,,,A)LAII 

Sea ahora látttl una función en Cr (SM ) tal que 

supp Xi 	 yk • e 	ch- ) 	k 	\\‘\ 

% 	x 	t 	= 1 	5\ \tal \\\ 	‘1)-(1- 

Puesto que 
,/\ 
9 supp 	n 

V).0. 	\\-1\ 10-0. 

tenemos que 

)(:»nk 	4x- 'X 	1 .] #1. •<-‘ 	L 

(2.19) 

viviN 4 " 1 
I I Vz. 	I i I 1 F,,,(Bii.) tb,11 	._)„, 	ktcy 	 (2.20) 

'q ,(yE \'\1 	,1  \I .1 



Definimos finalmente:. 

by, 	, ook1 ) 	nn  
(2.22) 

(2.23) 

Pon amos (.11)como la suma finita de funciones 1.1. en Co -1) ) . Es decir, X. •1/4  (k) 	1 .1i  (k). 
J 

supp 	rm(k)C 1(111 ‘-'• S.,. / 2als para un cierto conjunto de vectores unitarios , 

los cuales hacen un ángulo de 20con e. . Para ver esto más claro .7  tomemos el caso de 

dos dimensiones, y ----2. 

Por trigonometría, vemos que las 5,i  pueden ser todiadas de tal forma que 



Como pedirnos a 	 el soporte está conteni(!o en lo región sombreada de la figura: 

0. 	1Vd 15- V) 	• 	Y un simple c6lculo nos muestra que la recta `.5..--,:t.ck_ 

intersecta a la recta 	Ik• e ;  7-- A 	en un punto debajo del que donde el circulo de radio 

11a intersecta a la recta 	Vz • e- • 	 . Entonces, para 2 dimensiones es suficiente con 

2 vectores. Para mayoredimensiones solo va cambiando el número de vectores f • • 	necesa- 

rios. 

Entonces sea para cada i, 

1(k2,)-,-, -7-, (t.. w 	 c. 

Ahora supondremos que f ‘5 	coincido con el eje unitario 	xtly demostraremos algunos le- 

mas 

LEMA 1.2.6 Sea j i•• 
entonces 
s irm 

-)4co 

donde  

alguna de las funciones que aparecen en 1.24 ). 

(lok 	 \‘.1)a)v,c,.1.11 1.1 )s.1.17e.t, 

• - 	1,. e %In ; n 	i-n-kra 5- y, <*knkrvli< 

(2.25) 

DEMOSTRACION 	 Si ?Ce Cio,n  ,¡ , como f. % . 	hace un ángulo de 20o con 

e;y C 	,-, , es un conjunto contenido en un cono de abertura 60o alrededor de 

e .1 , entonces x y f.ti 	a lo más hacen un óngulo de 80°. Por lo que 

x•(-.lj• 
	

1)0 \'1'1.51 Coro 	 efoSG >,(CO:)eos  )1>:1,z 	`3eY1 \O(' 

11- n ben \De' > 1-n 
	( 5e vt 	> 6 

Entonces,, si x 	C y, • f • 	 1..Y\ ,1 



, En consecuencia, por ( .t. a-5 ) 
4 12) 

kln A 	V Col 
VAr-o 

F4M- vax‘1\ ) Nrtv:-. 1/45 

••••••. 
•••••• 

trcn 

Meo 
b<--v\ á''‘) 

donde hemos usado que 

gencia 	tát>wt .1/ 4 Y5(1/4 áf.1/4. 

b(-9) TS9  

para aplicar conver- 

Entonces, 

;:u 	sIN‘ 	Ir • 1-2 % ;%( frO "» 
Yw- O e-y" 

á4 J  ; ;1  7§,41) 	11.  t14 ),  

"<y 	) 

	2 	
41, ) ys) \ )- 
	

x 

El integrando de ésta última integral esta dominado puntualmente por 	11.5 	\ lZ .. 	,„ (No  \1  
t,  (kR N 

—7 o 

cuando y —7 t 00 
	para cada 

X G 

Aplicando nuevamente convergencia dominada, obtenemos que 

, Ademós,  
COUYI io 	-) ei0 



•C 
S- 1;.,,," 	(.\kt.,‘ 

-> 1,to 

yv,70 
	\k o kli) cl(ke\ 

Por otra parte, 

S' Y? 	LLIN buil? \Y-u-Ley") * cz.157kva 

d'\ 

Su?? 	k suff cyy‘  

c. SI 	\V\E-c• k 	 V•ck 

‘k 	 (2.2.1) o. 	la 4: 

Tomemos ? en Cu: ( lik) con y 'Q.1 ti 

Entonces, es un operador acotado y 

V (1.1-1) (w) Fu (ewl 	•11 .% . kv, 	x = 	V2.  I 	%  

: 	(11k klve) 	 (5 .1; 	 rix  

U\4,1_0 vtacrwl) 5.1:1 €^51.1 - u(s) 

Mós aún, por (1.1‹. ) y ( 1,14.) 	 U10, 	 Vc ikk\ \\4 4,-N1 -1 

y adenids 



-; 
e /2) 

Y ast obtenemos el resultado 
	 11, 

k raviz  • •• 
LEMA, ( 2.4 
	

Los operadores e 	 Y 
conmutan entre si. Es decir, 

V“- 111  ) 

e. 	1- 
	 ) t F (

1'1 4 	I gL  

9e 1:2  (\R'° ')  

DEMOSTRACION 	 Tomemos un conjunto denso en 	(‘-l t 
	

que además 

pertenezca a con `V., e V. rk‹-a  

Sabemos que 	
oC 

W.< 	 • 	Lsaf• • • 	-.3 o 3  -;. 
• • • 1 	'4  

estas funciones son densas en 
	

4 

	
Como consecuencia de la definici3n, vemos 

que para estas funciones los operadores sr conmutan. 

Entonces, como adem6s los operadores son continuos obtenemos que los operadores conmutan para 

todo 	kk e v"' R4) 	 41, 

Sea a 114 el vector (.2 ,Akvv, ) ) o 1.• • o  Definimos, 

• ( \-‘ o k ) r(x 	 ( 

\ 4 	Eb. c 	) 	; 	( \ ( 	) (2 . 2 	) 

v„ 	( 	11,1' 



x 

Entonces, 

5 1̀ ? 4:v• 

)1- 

	

1 	)C Supp`I‘' 

	

12'1' 	V‘ 

	

5 1/49 	5> -5 vá  

	

e- St 	11/- 	t 	\ 52-- 	= 	>. 

c, 	1.k1 	), 6, 

y de ( 1 	) obtenemos que 

SuPí) 	 c• 	I c. 	tz, < \, 75 V yy,,y,e1J 

Ahora denotemos por 	.cualesquiera de las funciones 	(f?, 	y definamos: 

kcp 
I>, 

( 2.30 ) 

LEMA 1.2.8a 

p - • • ) 

Sea '4  cualesquiera de las funciones definidad por 
entonces 
a) ( Wt_ 	) (x) 7- O si xl  c. 6, 

( 2. -18  ), 

b) 	 (- X 	 (;:1?4  /2.1" 	()() 	\i`it 

kk 	S* t') t.1 	 laVt'l: c.% 	L 1k 



Entonces (W t  4 

Si 

está bien definido. 

) 1  S a g e. 	R.`11 x.1.) ay a  

DEMOSTRACION: 	 Más adelante veremos que 	 E. e (I (11 

Le R.)..1) 44- \(1)  

Si 

. Ad', por Plancherel, 

1)1:-1\ 1(1?, 	1 	 114  .% ‘1 1 	 ) 	\ 12'  

1W-1 D% 	 13  

por ( 2. 2 (3 ) Y por lo tanto, (t. £41 121 

%(b, I X 1)=0 si 	sq, 	( No.] 
	

( 2 . 	) 

Por otra parte, como -)t (  Te. 	, 

tl 
keb 

\Jit_LO 	 ( tit  t 	12. 	?/„. 

00 

    

keY5 	11.k.  

-t-2/ 	 f()) -A X I 

) á y tez  
;1" C 
	Te) 11 11 

	

%t 	

e 

..; xtvii t c31' 

	

	 km 'YA lls)lit ... 
e  	— 	1 	

e 	 .)1 	t454' 	 (-R(V/I)i% 
ID 	 ZY 	 - 03 

Como la derivación no cambia el soporte de una función, por ( 9..b1 ) obtenemos que 

( W t 	) 	0 	si 	% ck t 	. Esto prueba (4 del lema. 

Para demostrar (b) del lema, sabemos que por ( XXIII a ) 
(1))  

V9t  ti 3. 
V 1 - 	1:  

e 	 Yt )  x.).) c1 9 t 

Para 



Por lo que 

í) I .k./2. 
<e  

t ) 

ka> 

S 	
e
\ lx,- Y,1 /2k 

M̀) 1\)  

‘100 	
• 	2 - Ik‘si‘tk. _ 93_  

_lz n',11 e 
-'u 

„*2 g5  
\ %9  t r ;‘31 13 _ en-;h/at4 

% 	9 V% /2k 	--ATk9)el, k.  e % /-L.t 	 e. 

donde A t  denota la transformada de Fourier con respecto a y , de la función 

t!\li Y1\ 

Entonces, 

1 • 1,1 
dv-.1,- 

" - L11-  \"/‘/ 	" U\-iti2t) 	's,(\J, I sz 5. ) 2k. 

\ 
2 b 	)1- 	 e 	

t./ 
2 	) \Y-) - 	\I`Jk LOV)(̀ ) -1 \\I  

t 	v-1 
k it t)) 	x u.k.) 1t- \ (1.t 	x1)1 

- t.4.1 	t x 
1:2‘'` 

et.  

1 1-% 	16- <Y-90)(1)11  

( Poniendo X % 	z 
t 	\ 	1_ t. 5  b  

2, 

Nclt  c, ) I 

• A 
5) 



= kl\  ek)1"  
". 

z, 14.) C l 	„ -ei)-3 	kk 1.(19-411) 

t"  ( 1 f- 11'1, 	.1 	) 	t  
wei -I 1-1» <19. ) tly 

NID 

1 47  

	

tL1  (Att).1. 	 Z9 	 „.k) 11  
"CD 

	

tm  oí-x.)2 	(-• \? \- z(-) 4  c.iN)\ 

i--t) 	 * 2 lk 	I e 	b?/2. r 1/2 	:aflt 	)1 m 

donde hemos usado que 

Esto demuestra el lema • 

LEMA 1 . 2 . 9 Sea 	como antes, entonces 	\I- 	) 

leu-t*Y, ,k -Lo.t).1 	4)00 - 	(Y)-1A 

1?(1V,I) 1\1'1 	\\ donde P es unpolinomio de 
grado 6 y cuyos coeficientes dependen unicamente de a. 

DEMOSTRACION : 	 Del lema 1.2.8 

(- x,y2k1k)L 	 - 	_`/Nfk‘f) ( x ) 	11 
2

/11 ( 
<7-D9 	 k 	 19./ 	(\ )i ,t 11 



Entonces 	e).; 

E 
10;2t.. ) 

t-105  
)1‘ 	;U:14\  1/2  ` ̀):8 1.2 k 

rt‘ 	2t 
Yvz 

evo 	 2

r. 

'#‘ 

Yv--- 

• 

Entonces  5 ‘ 

D'.1 	 -D11 	 P1 N 

`11-2-(x 	 (1‘4' 1,,tk) D.9 
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Ademds, 

 

"3;') k 	1 /a  

t \ijzt— 	 s; •35 	2 
1/2  ,5en 

Por el teorema 	Toylor 



.1 1J
t 

 

1. 
Ib'v t. I k t 9I/ t 	\ 	vl  . 1 t 

1 
2 L 

Por el teorema de Taylor 

	

Asimismo, por el mismo teorema y usando el hecho que 	1 e '51-  /1 \ 	1X 

--z'a 7  
• e %/1 k.  

	

4* "9 /It 	;- - \- ay ;  z  

‘2/2tt 	,1/2 	 9 ‘ / 3 
zt 

Y por lo tanto, para 

donde 11, es un polinomio de 

grado 6 cuyos coeficientes depende a unicamente. 

Ahora, en lugar de usar el teorema de Taylor, usamos que \ él<  - 1 \ 4: \ YA 

entonces 

i -\ 	I 	'1 
t. 	et -L  

3 	.‘ V -a 11 	 &t. 

1 

t 

-51 o ‹. t ( 



Enconse CLIC ncia, 
	t 	t> 

2. 

ltk k-k.) tZ 	\ 	Ity.) 	1 	1 r a, l ti lca) 1 -?-51. 	\ 1 	(‘‘.),$) 
zVi 

donde P es un polinomio de grado 6 cuyos coeficientes depende de a unicamente,Db 
	

(2.3i ) 

y lema 1.2.8 obtenemos el resultado. 	 Á 

LEMA 1.2.10 	 Si P es el polinomio del lema 1.2.9 entonces 9vA 1  v\ 
se tiene que 

Avt 

donde A es una constante independiente de n y m. Y donde 
está definida por (2.2.8). 

DEMOSTRACION : 
	 De 2. .2.Q3 ), y como ( 	) conmuta con traslacio- 

nes, 

(v,) 	(t-kv,\.111.17 u 	cy..) 5;•1 -(5-2,A -1 	xk-or„,%•‘ ) 

u-10\-.0 	0(\ 

Donde 

Pongamos 
	(x)•- 	(x) 	‘$:5 

Corno tanto 	Y3.1 vt.1 como 	lyk son diferenciables, y como para tales funciones,  

flo (íc¿ ) 
	

ay 	1-\o 

entonces, 

1 /4'L 	 ‘'IC)1 11*d 	d3rx 

 



corno son una suma 

es independiente de m y es de hecho cierta 

Y de aquí' notamos que tanto R„,., 	D1/4kyv,  

de funciones del tipo cá,„,,, %yo  donde 'lin  

derivada parcial de 	2..11 	de orden menor o igual a 4, y gim sigue siendo la convolución 

con la función caractertstica de Cm concierta función en j'que es de hecho cierta derivada 

parcial de 	"Ci  de orden menor o igual a 4 ). 

Entonces, basta hacer una estimación para rfunciones del tipo 5 1).4sny,  donde 9 	es una cierta ,.).) 

derivada parcial de 

(Sis  kvil) 	‘vIn1)°  c„„, 
Para ver esto, demostraremos que ?(19 5 \ ) 	 ♦ es una fun- 

ción en 	Lit° 
	

Recordando que P es un polinomio a coeficientes positivos, tenernos que 

11)(1'311) 	1*(=JZI 1 ?D'Ik1) y}
dms- 11V  

P( 1911)5e 	(9t1,:1 -2.)1 cVz; 

Haciendo 	ot 1) 	-= 	 y recordando que 

2 v‘ yvk 4-_ "2-'4 3tIfv‘kN \ 

u.9(\ 	S, 	\--.211.7 \— 2 	9  

Cvyk 

	

) (1910 	 C‘ 	 .121 

a 

	

o 	' - 4./1 

.1  - 	\ 	(1 1 	\.)- 	\ <1* 2 

o e I 

\y,- -,\ 	‘1. `\ 	(/‘ L \j- 	\ 



\y,-z,1 	'4 1 k °1 	(1- z) 

 

?L19,-zi‘ .k-1) 	( 1 t 19-17.‘) \‘(\3 -11 	1%'2  
dr 

  

1-.)-71"") 
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.1 o- 	- • 

C 
11 

A = 	Cc:p.(1U\ u.v.ke 

Como dok
2. 	 t' es a lo más una derivada parcial de orden 4 de t - YA L- • c_3 

by„ 	\‘1)‘‘)%\ i %%,", \ke‹) 

	

\91\)111 	''• 4/4  1.%.1 1P. v.1)" 

Ist, 	y 	k 	1•1/-1. ) -1 	 1,\ 

11".2/ 	\\ 	lt 
1.1 	oo 

donde hemos usado ( 2 . 	) • 

Haciendo una estimación para cada término, análogamente, obtenemos la afirmación del lema. 

LEMA 1.2.11 Si (-QVI^ es como antes entonces 	\-1 t. >o 
i>  1 

9 % 	 •"" 	t 15 e 	11- 
c 	constante independiente de n y m y t. 

e 
Cskkl(n-Nto.t .  

DEMOSTRACION : 	 Usando el lema 1.2.8 (b) obtenemos que 

< 	 .1(_, 
	 Lk„ 



o 

Y ast obtenemos el lema 

LEMA 1.2.12 
1V--) Ato) 

Wh‘ 4) 	(.1 1 41)\\ 

\\V S 1i; x• -1.4-vb" 	
)1" \ 	11.1 	Wsi t.1/41)~ 

j% 4" "'" - '4"' '' -̀k-t 	)1' \ 	c 	Utsítle..Y3 kk 

Zki 
c 

t) 	klb.k.)%  

1‘4-k.1(-%iN2().1/4.) 	\J 	- 	Nrn 
	x  -\ 	

‘4,„.,-Mt s„„)111 

X - 	  
(Stkl (hkwItt)2  

• 	 Donde A es el mismo que en el lema 1.2.10, 

A 

(%1-t)(Msn t 

• usando primero el lema 1.2.9 y elhecho que yg  4r. - vt- wttut implica 	- 	k 1-(kt )› ketkrvi 1.LX 

Entonces, 
4.1D0 

1 

Vitt: 

1 	st  y, 	"-vyx 	- ,%1)-12'1/2  1/4•V vvi  
„v..... O 	(44  el (Y•k""%c a  

A z 
b 	(14 t1 (VOmk4.1.)4 	(111 Tvittat \"8"  

A 

  

os 
Z_ wrabA 

= 

 

I/ 

V14.. t• (V1 -111(4k) <1 k 	SY(xk_) 
( 2:33) 

) 

1) 
t I\ 

-O!/ 



\-‘ 
e. 	( o \ k 

donde 	cV,(;) °•,,.Z ) 
	

están definidos por (1.22. ) 
y (1.:1-5 ). 

dEMOSTRACION1 : 	 Por ( 	1.41 ) es suficiente con demostrar que 

‘.«1› 	\\ 	\ S„1(&t_ ti Y 	e\\„i'(s) 	 S ;:l ‘Z) 1v. o 

\k t, 
4k, \\ 	St 	4,k. t/1. 1 	010“- S \ .1.0.(C12,0 ‘;) /1.1.»I'2 \ (Vx.\\ 

->too 

La demostración la haremos para 

Para demostrar ( 	) Sólo hay que cambiar unos signos en los lemas anteriores. Y notado que 

si en ( 2.16) se sustituye 	I%•\ 	y 

< - u.k y t< o. 

por entonces 

Ahora bien, obviamente la bola de radio bkrát 	está contenida en la región x . 15;_s• 	nAc.t 

Entonces es suficiente con demostrar que 

\ft -) kg)  S

4 ce 
1\ F 1¿ 

o 
`i • 	nta.k. 

t. 1\ o  
(\tAk 

Primero haremos una rotación de los ejes de tal manera que V• sea el ejem . Esto puede puesto 

que, 

-I va 	Y‘kuA 	)( 	c 	(k\tA 4.1 Fo. 	.` 	(1) r \\ 
'2. 

	

e
.Nt‘lo 	

V- 
)'. < <nt4< 

Nr.". 

"-.) 



1 Cm«. 
•••• 

donde R. • 	es la rotación que lleva S-. • k  % y notando que det 

puesto que 	 1:1  

112.1-52. 	
( I11/ 	

Is-`51 

si 1 5 zsx) 	
e 	 e. 

(1'3  

1W la
sw, 

'4  Ce ;  Rvj  11. 

Y además, 

_sitk 
l‘-04) k13 	( R.,..5  

cri lk 

Ia,1 tia  
e 
	( 11111/3  ti 	(1)441; 

( Poniendo 1 	s z 	" 

25‘ 	
e. e 	L ey \-1/2  	‘k3 	91:19 

Entonces, Kra %.2_ IN N.% 

et 	
2 	

/( —k 

5  )41.1 	
¿, 

\\3\ /2 	1"1 11/1) \51  ‘k\S L1)1 

ke- 	 L 	• % .J 



o , 
c ‘,„1 .‘ 	o 

vemos que 

<1.1% 1.‘ 

 

R:1<c,,„,„) 

Y por lo tanto 	 ) 	x 	sigue siendo la convolución de 2 funciones, 

-1 que tienen las mismas propiedades que 	F,  c ,,,,,,., \ . Es decir, Fc, c. ‘,,,,.,  ) , sz .15 

es la convolución de '"
...,k t ,I o trop ...: 1 	con la función caracterrstica del como truncada 

	

‘ bs5 '..1 	 . 	 ,/,........-.r,  

C.,  v2. nada más que cocado. Además, 5•P 9 ? li v • • ,... , ., 	 5•P ,..1 

A 
-::-.. 50r P; b .1;51  C‘ 1 1 ‘112\1-4 

por ser 

R;5  -1 
'una rotación. Y 	1 o •K.. sigue siendo una función en 

finalmente, para 	"C i• • /,'N 	obtenemos que 

x 	 )TZ\ 
1 .5 

haciendo las mismos cambios de Variables. 

Y obviamente, 

Tienen exactamente las propiedades que pedimos para 	«Pu 	 , 	iJ y 411? 

nada más que ahora con respecto a los nuevos ejes. 

ne 	.11vv 	no liemos utilizado en los lemas onteriores más que 



-\tlo 	e 
e. (1\0‘11% 

~El 

c. 	it 1.  1zu=\ It \ 	‘'? " 

no utilizamos más que 1.% 
>,- 2o. 

Y del operador \-(,(C.,,„, 	no utilizamos m6s que fuera la convolución de una función en 

Aki 	con soporte de su trasformada de Fourier contenida en la bola de radio a. 

Lo cual queda invariante bajo una rotación. 

Para simplificar lazotación, seguiremos denotando estas nuevas funciones con los mismo símbolos. 

Y al cono truncado Ru, C,zh; lo seguiresmos denotando por 	C 52.1,;‘ 

Entonces , basta demostrar que 

ce. 
Y," 	I\ F 	 \NN , 

3,00 	o 

Y ahora, usando e! lema 1 .2.6 

w) 

o 	 k J % 	Lkt 	\ 

\-\ 	 c.-x1n 1.1) . ¿S _\r‘ 

e- `cok X  j
( 

114--: 
F  (C..,) SI ., 5  1, 

4 vt•kG.t. , e (5, A 

donde Fm está definido en ( . 29 ) 

Por otro ludo, para cada n y rn c 1\\S 	definamos 	 el vector 	rr-1 VN1 I  rn 

que esta en , entonces 



t le  
tA<, 1.`.3 	

V\blzyNk“.t kx\ 

F 	y < &<\ ktkt 	
\-\•> 	 1<)( N 12W5  

ex 	
u 

"1A - ci.;%)  kt 	 %.,5 01.,)Ulie`W 
,Ve 

	

4-vt-NNAku.k., X 1 \ ( e 	V.., t.,s12 ,")(•04`,"')1 

	

1s)  v•1 ̀.)% 	V`" tt4 t 	\ 	 to„) 	7s) \ ¿'A 

Donde 	T, 	está definido por ( Z. 2.11 ) Para llegar a está ultima igualdad hemos usado 

que 	 conmuta con traslaciones. 

Y ahora, usando el lema 1.2.7 obtenemos que 

ickt ,x 	\ <e 	1/? 0, ) kv-\ 

••••••••• e 
2/ 

kNr- \' 



C dt 
khikk)bl-  kit& 

o 

11 	S 9  4  -NV- 	t 0A. , \ 	
t  

\\ 

p.& 

11 e 
k. 1/2 I:  9 

/1 
FSt  ‘j, L. 	..mk‹,t ivk e 	 y., 

Finalmente, de esto últimoy el lema 1.2.11 obtenemos que 

ke) 
1 	 \át\k 	.)i._y•t to.tY.- 	(\°1  llí• 	h 1\ o 

, 
\co 

Y ast se obtiene el lema 	 411 

LEMA 1.2.13 	 Ltm 	.5‘,? 	n13  e ayo 	 'bk(atI 	 1Y‘ 1"  ; n vx0 

DEMOSTRACION : 

Notemos que 	'1,4‘ 	t °134V ) 

riores. Es decir, podemos sustituir 

(10-;<1\ 	n L'‘ 	k 
I 	) 

Este lema se deducecb los siguientes hechos: 

tienen las mismas propiedades utilizadas en los lemas ante-

(kkot45) por 1 1  Sin que perdamos las propiedades de 

utilizadas en los lemas 1.2.6 - 1.2.12 

Por ( 2.2'1), es suficiente con demostrar que para cada 	1.1 

• 

Irrn 

§-tpn 

F 	•J•5;., (3,1-. y - ) 5u, i 	12)ali 



1 c. 	\I e. 

Por lo tanto 

yok• 	bLI? 	F‘ 51,k(tt t 
ktoo 	4:> o 

\k \‘c,, 
ru; 	IN • • • • • • 

•••• 

Y as!' se concluye la demostración 

LEMA 1.2.14 

DEMOSTRACION :  

Sea 
onda s - Irin 

E-) ytt) 
e AIX .1k.M o e 

, entonces los operadores de 
existen. 

Puesto que e 	e 	es uniformemente acotado para 

es suficiente con demostrar que s IN e e 	 existen 
te) 

en un conjunto denso de 	 C9-N4' 	„ Por ejemplo, 

IkeE 	\ 	c_cr(R4') 
Y. 

Para 	 de está forma, tenemos que, 	e -(.\-‘,:>) 

diferenciable, Y por lo tanto, 

n  
. Entonces, e. 	e- 

;t\ik 
--- e e 
t1.-t 

es fuertemente 

Entonces, para 	jt 1 y `-> 



• I rm 
401 -) «•• 

Y usando el mismo argumento que en el lema 1.2.12 para cambiar de ejes, quedamos reducidos 

a demostrar que 

Y ahora usando el lema 1.2.7 obtenemos que para 
	k.> 

\tqc, 
ntu.klx,1 	 ) 	lz) 	li 

sk 	yst(ktix 
	;t 	<c-,tvt ) 1.1; 	.11,41 

L. 	y_ 	F 31  (- 	 )/' 
o 

Y" O 

12.1 	)›Lk-4),.1.*" 

Donde 

' Y por un lema análogo al lema 1.2.11 para las funciones 	Rn, 

para 	t) o 

obtenemos que 

nt 	I 

k.11 o 
e. 

C' 
k4 	\kk's) 



'&1; 
I‘ e `P- e 	e. 	ly 	k\ .,Prkk 1,41 e 	I, á 

tt -,yx‘ 
\\ e- 	\fi e ikk.t. 	• 

V 411,%e 

\SX 

Entonces, para ver que s- 	 -s% k N o 	 existen es sufi- 

ciente con demostrarque 

te 
kk 	e:-.‘"%5 	 4 kce, 

•-• 00 

Entonces, si c Su? ? tomemos 

\J 	 tt. 	\\ 9 	\ ‘).1. U-1  ‘k 1t F 	13\ 	It1/2. 
.;kkk o  

le- Uke,t41)/ 

w (\;0•‘,A1 F B (  %\k‘, 

\\\J (\\0t 	 IN VS \b‘l 	\tv,,,(1 e 	C‘kott)etl kk 

;- 1(\k.V•É) Ce 	 1\t1/2.) 

donde h es la función que satisface ( 2 . 5 ). Entonces, el primer término está en 

por el lema ( XIX ) Mientras que el segundo está tambidn por ( 2 • 5 ). 

Y esto concluye la demostración. 



LEMA 1.2.15 
	

Irm 	Ur 	(1-Pw l'‘,00t) 	° 
Vt-c«. 

Irm 
top 

DEMOSTRACION : 
	

Como 	v, (;¡out1 ooker:-  (1-0 	entonces 

k e  
áQ 	t.; ,euk.) 

.;t1V. 
e 	V c- 	ZS> yt Ut h okhk) .Y 

k 
 a 
(5°  t d 

• 
'" 	'«'``' 

-\tkk, 
Sk v e 	4.'41 	lok3k 

o 

( kap 
\\\R\k„kt\-\  

o 

k ab 

ktib 

ytk u.x 
o 

.kts 

k 	loU0 	
L,,(% j.k.) 

-.1t\k„ 
€ (‘‘okt1141k*q4  

kW 



El primer término tiene a cero por el lema 1.2.12 mientra que el segundo por ( 2.5 ). Para 

se hace de manera análoga. 

Finalmente damos el ssiguiente lema que nos permitiré demostrar el teorema enunciado. Este le-

ma es simplemente una recopilación de lo antes hecho. 

LEMA 1.2.16 ( El Principio de Descomposición de Enss 
Sea 	V 	un vector en el subespacio de continuidad de H, 
tal que para algún o < c 	a < k sao 

bd) ) 	 . Entonces, existe una suceción 
cuando 	4- so 

tal que si 
11%1 	 con -y, ot, 

, es posible descomponer 
con 

14)vk 	 IV.. 	91,4 	k 

a) -> 	-)%.* 

b) ‘‘.3‘ II) O," 	loo 
yo.A.4 	 • ‘1 

c) - 	•Ik)  ,out 	
\\(,5) - 11) 	% 	_•?t)  

d) 
1-111 	 11 ,11 ti  

47 0  

para algún (.‘ > e 	4, el cual depende de c. y d solamente. 

RACION :s 	 Sea 	un vector como en las hipótesis. Tomemos -V 

la ',.sección de la definición 1.2.2. Tomemos a 	de tal forma que se cumpla ( 2. 15 ) 

Y tomemos 	 una función en)(kW-1 ) 	que cumpla (2.•l56,). Si t 
	está definido 

por ( , v 1, ponemos • 
le FC4. C , *) vt 



Por ( 2.. 2, o ) 

obtenemos la afirmación ( a) del lema. Y definimos 

. 	•••I•1,  

s out 	•••• 2_ 	F4. (C va n,,) 	uz) 

• •••• 
• 

Por ( 2 2 ( ) obtenemos que 

%"& «V V w• 	,n 	Vvb io vk 	1;),, 	 C.x. ;  kyt) x.,(-ti,)] 

W.." 

Para demostrar b ) de este lema, recordemos que en la demostración del lema 1.2.6 Se vio que 

Sur V:  U. 	Al. Ni NI\ 	4 \I“ b 3 

Y por ( 1. 2'4 ), obtenemos que 	s o 	' .„ t 	 \ 	4., 	h 1 
10% 

Entonces, 

\\ S 	 ) \\ " " vt 

‘7 /a, 	\\ 	\\„ \\"21 
• sj3  

c ) y d ) son una consecuencia inmediata de los lemas 1.2.15 y 1.2.13, respectivamente. Esto 

prueba el lema 

Por óltimo, damos la demostración del teorema 1. 



r 	 ", 

	

V't 	k• so 

DEMOSTR.ACION : 	 Ahora demostraremos la compbtud de los operadores de onda. 

Vemos que Ran emm. 
if••• ev,k, (11) t  La demostración para .52 es similar. 

Supongamos que 	 Ran P cont (U) 
	

1,( cont \A) 	1 

con 	T'  ortogonal al rango de .5).. 	. Si 	no es el vector cero, necesariamente 

existen 	c. < a t kc» 	 tales que si 1/4V-.--• 	 `k51  

n 	52- 

, entonces 	# 
1 

y ademós Ron P cont 

Entonces, podemos aplicar el lema 1.2.15 Y por lo tanto 

1, vi" 
— 	k IDO 

kl.„«- 311 4,40 - 317 ) 

4.• 	vvt 	‘‘511, 1 ; 	so u t. 
It•—> k 

•\50 kk I\ WIn 
4w• 

- 3-11  

1 SL •\',,„ 4 \ W1 /4  
y► i t uo k- 	

-*) eh 

1'111 	- 	q," 
-1 t•• 

kv, 	s).:‘ 	\ vt  ) 	\V" , 	sey• , e u 



lz II V- \9zw-‘4ut, 
Iwy),;,,11 

=, -Ze 
e 

" I
.1 

L 
El tercer término es idénticamente igual a cero debido a que 	 J2 
y porque 
	') 	u 	 er"' "° 

El primer término está mayorizado por 

w 1  11‘0, 	 k-11-.51")•\',„1,„t 

el cual tiende a cero por a) y c) del lema 1 .2.15. 

Para el segundo término, hacemos lo siguiente: 

Usando nuevamente que 	 ,n1.. z %.Dt 

). I 

= \( 	\\° (sli)/1 
	

11 

let‘Y„1. 	
) \ 

\ 	tk  
'411ka t 

'111.110 
e Wv, 

I(LII)*  ) V 1Byllt4z.  -; e 

I\ 



Entonces, conforme n-> Neo el primer término obviamente decrece puesto que '5̀ zYAe \V$ %'04‘\ 1t43  

Para el segundo término sólo hay que aplicar el lema 1.2.15 d. 

Asr obtenemos quek\7 7-.-... 	lo cual es una contradicción. 

Entonces 	Ran 	 t s 	10„9„„LO 	. Por otro lado, por tecr- 

rra general sabemos que Ran 52,-  c. cix wc.  kyk) 	Como adem6s, Ran ?„,..\\)(C) 12„,?b,.kki) 

G 	 5ke..., k0k) 	9.~  -?c.,,,,,tLY.\) 

se desprende que Ran 	 clk,,,(0 	y Ran Pbt 	C' 	Para ,W 	se 

hace de manera andloga. Esto prueba la completud de los operadores de onda y la ausencia de es-

pectros singularmente continuo. Esto, junto con los lemas 1 .2.14 y 1.2.5 demuestran todas las a- 

firmaciones del Teorema 1. 

Aqur termina la demostración del teorema y del capitulo 2. 

En los siguientes capítulos iremos considerando casos en los cuales 	 ya no está más defi- 

nido como un operador simétrico. 

• 



CAPITULO III 

COMPLETES ASINTOTICA 

A) RESULTADOS DE D.AVIES 

B) RESULTADOS DE PERRY 

En este capitulo, demostraremos los teoremas ya vistos en el - 

capitulo anterior con algunas modificaciones ( Davies 

¡) Se elimina el uso del Teorema de Wiener y del lema 1.2.2 

ii) SO da otra prueba del Principio de Descomposición de Enss 

iii) Se debilitan Ins hipótesis sobre H-1-lo. 

Mis adelante daremos otra prueba completamente distinta de - 

este teorema bajo los mismas hipótesis. 

TEORETAA 2.1 Sea FI un operador autoadjunto y Ho 	`I2A definidos- 
de 	le   ij(nlen 	, toles que 

a) 11 y llo son muilJumnie subordinados 
b) fulici6n monótona (1..,creciente y acotada h, defi-

nida por 



\\
2. , \\ kk v, 	\kt  

v." 

(3.?, 1 e  

entendemos 
es tal que cumpleU5), para ciertos 
(Por 	( 	) .1 9 (V, .s-; s5) -(4  
al operador acotado 

Ira" c_ \\.í.,1\ --  (3- (b,.‘ -**`<\-k.k. \\S°   
Entonces, H no tiene espectro singularmente continuo, 

c....,- ,bek\> 	(-\11 ."1--«;  \e1))11)) 	
los operado, 

reis de onda existen y son completos. El espectro pun— 
tual de II se puede acumular solamente en el origen. 

I\1,)ta 10 

Queremos comparar las hipótesis de este teorema con las hipó-

tesis del teoremal. Por la nota 6, los operadores considerados en este teorema son mutua- 

mente subordinados. Tomando kr- 	vemos que esos operadores cumplen la hipótesis-

b) de este teorema, notando que para esos operadores ( 

y recordando lo dicho en la nota 7. Entonces este teo— 

rema cubre los casos del teorema 1. 

Por otro lado, las ideas utilizadas para la demostración del 

teorema 2.1 son esencialmente las de Enss. 

Empezaremos por dar un lema que utilizaremos repetidamente - 

en esta sección: 

LEMA 2.1.1 

DEMOSTRACION: 

Si 	Vi)„ 	es una sucesión de vectores en 51( tal - 
que 	k%kk.10- y ,q,,converge en norma para algún 	o 
y si 	1\ c 	L/,„ 51 está uniformemente acotado, 
para alguna función F tal que \ F 1,7, 41 1 	y --- 

k F(v.) 1- 5 400 cuando kv, -› 4,rw 	entonces la 
sucesión y/,,‘  \ 	converge en norma. 

Pongamos T y% vvx 	 M-1 

, 11 ) 	•T V' k- (..\\) 
Y1, v-v---> 

1  k.
) W1 , • t.\\)' 	.„ 



SI» 

Puesto 'que 	\\ 	 1\ 1--- ( 11 ) 	7, M 
	\-4 	w1,1 
	y para cier- 

ta 	Nt  c kat) , es suficiente con ver que 	1t \7- ( 	ni  

Sea QU>,  tomemos C, tal que 	1 w Ci  IV') 	tac 	\57(>4 

Como 	k 	kco y 	1 v 	\ 	siempre es posible encontrar C 

Por lo tanto, 	C 	 Ct 	 y por cálculo espectral 

WINY12  k), t-A.Q  

kco 	 4to 
a ‘̀.1•̀ 11̀1 4 1.1,41 *1) 

- 9 

	

Como 	(.1; 111) 	—) 	Jc. 	 obtenemos que 

	

Lkv, , 	 tiende a cero cuando -"ort,‘ —`› 	Por lo que VS, \ 

converge. 

LEMA 2.1.2 	
G c.b,s‘,\) 

DEMOSTRACION 

Por la proposición 1.1.2 es suficiente demostrar que 	Sk)s-\'Z.) -- (\1.ktj‘ 

es compacto. Para ver esto, notemos que del lema 1.1.4, F 

es compacto para R < 
	

Entonces , F \SS51. ,-/A 
	

es compacto para todo 

intervalo acotado I 
	

Como (kit  it tY‹ 	 (25 
	

es acotado, concluimos -- 

que 	lc% Os I V (\\0 k.% 	\ 	\Y- 	9«, 

Entonces, por la hipótesis 19) del teorema 2.1, 

(tkka1-"  

es compacto . 

 

Im• 



Unicamente por simplificar la notación, supondremos que 

LEMA 2.1 .3 

DEMOSTRACION 

•, 
e. e existen. 4 

JL 

Se desprende de aqui' que 
	

<Iik\ 	cI V 11k4k .44Y 	es compacto. Y de la ••• ONY •••• 

identidad 

N•kl)(‘-luk; t)(5 
	

•••111m. (Wk.-1 	PL1 	\ t.S 4 	(\oh -.15 (3 "S>t,C5 

\koid.) (5  

Por lo tanto 	 A v) 	) 	es compacto 	intervalo acotado 1. Por- 

La nota 4, se deduce que 
	

\_; 1. " 1)-1- 
	 es compacto. 

Además, por la hipótesis a) del teorema 2.1, H y Ho son mutuamente subordinados. Por 

esto y la proposición 1.1.1 se obtiene que 

es compacto 	 ( 3.11 

Antes de enunciar el siguiente lema, recordemos que como H y Ho son mutuamente su---

bordinados existen dos parejas de funciones tales que cada una de ellas son mayores o --- 

iguales que 1, tienden al infinito cuando kx 	j.- 	, son localmente acotadas y ade- 

más 	
Clb 

Puesto que 1 	k.e A es suficien- 

te con demostrar que el Itmite existe para un conjunto denso de vectores en x . Por 

ejemplo, ‘.1  . 	(** O 	 9)1? c 	yk,:epara algún < C 

Solo hacernos el caso cuando 	 . Para el otro caso solo hay que cambiar los sig- 

nos. 



Si 	k.Se. 0/0 

Entonces, 

, sean F y G las funciones que cumplen la hipótesis a) del teorema 2.1. 

\U (\-k) 	 \‘ 	51 ( t11 	\ 	111---(lk1 ciw oj 	‘\k-/ \ko)k\\ --  

Por el lema 2.1.1, solo tenemos que demostrar que 

converge cuando t 	-cr) 	. Fijéndonos que  

(kkkM-ck 	e 
ek 

y que k‘k 	.e.1 

11, 	tk; 	%- 	-*tt. \X o «N  
• e 	15' -: e 	(Ixist) 	e 	‘45' 	la derivada en sentido fuerte existe. 

a (Wkut) e e e  
csoc. 

d, 	...\kkk 0 1)  ... 

; t‘k 	 -A. ...•, t. \\•t, „„ 

\ ék‘l  (Vt\ kt.)- 
or. 	• 
lo 

\.\ko 

V. \\ \I('1 .% 41)- 4  - Uk 4-'10-1 \\Z-er ‘t1' ul 

- 	% e 	\.. \lk 	ic\11.)-st 	k\tsit;•11\*.(1— 	U k;x5_5°` \\..\\ ,“S"'..1 
• ;k.1 

*.k • 	
k 1 

1 e- 	(\" 	\ibk ‘.1)- 	( 	tN".  (‘;‘,\1).-(3"  

	

C 	t \e' 

e‘41-) \J l kk o  • k. e 	-\\.,‘'N'11(-3  9 ks  1111  o 

Para ver que llkk.% 11) 	e 
•,\‘ es de Cauchy, solo hay que demostrar 

que "" 	101  •" kA\ 	 ; Sk\ •:15 11  p I 

\
% 

\ kk 	t‘ki) e e 	 - ukk.‘,1) e c 	4  
1/4 \kc, kkwvolhk- 	 e1 %  

con g 	k %51°T , el cual sigue siendo un elemento de 

Si 	Sup 	c 	1,91.\ (Dz_c az \II\ C. 

• (b 	 ( 	11, 	f 	113- 	 \ .'kk\/t(e)  

•-• d. 	X\ 
4 	l‘A \:‘ 	\.) (.\\ t,  N \ 	F \ 	 "Y:\ 	 k\ 

► 
to, 

) 	 , 	\ Y (5  V. 	\)...):‘ 	) 1 	 \\ 	\\ 

•Ik.\\ 
\ e 

, entonces 

\k(kkM)-19  

\\h 

k- '‘1 	\s, 



X 41 

oca 	o 	ic r, 4-7,7; 	k% 	 1.'"W 

.(le t9s )  (3.2) 

Podernos consecuentemente encontrar 

Vv).%, 	Y 

con 	 k cuando 
	tx) 

CUOIldo 	- 	t...„ tal que 

\ top 	 \ E". 	<I \\'' 	\N 	\"/-1)M\\ 

El segundo término esté en L, por la hipótesis b) y el primero por lema 

Como en la demostración del teorema 1, el resultado b6sico - 

para lograr la prueba del teorema 2.1, es el principio de descomposición de Enss. Antes 

de enuncior y de dar éste, necesitaremos de algunas definiciones. 

Tomemos funciones continuas 4 a soporte compactoy disjun 

to del origen con o t 44 	, de la siguiente forma: 

Para algún 	o c 

LEMA 2.1.4 

DEMOSTRACION 

1-D 	le, 	y 	1.t, t‘h Wys-3. 	v.% Si 	kN 1~11I 
Para aluna función fl2c. , entonces existe una subsu-
cesión <-1~->kup tal que 

1‘ 	51  a acw, 	 (3.3)  

( 3.4) 
yst 	71C ó yak /0.(.5‘, 	\ ‘5),,k.ms1 -?° 

Ror el lema 1.1.4, para cada m k XV\ , F 	 Vl.\\ %  

es compacto. Y puesto que 	,„ ,4t co\) 	Gis e\\) 	\t) 
	son operadores - 

acotados, entonces 

F%\ 	(- (‘N) c , 

es compacto. Por otra parte, 	v?,`"?_.) o 	. Por lo tanto, para i fijo, 

St 1.S vn(-. % c\, -;# -11 (10 



k-bk 	 \ -a. ‘  

\\t\ 	\ 	c \ 
	 a5 c.w k4,(„„,)  

Entonces, 

\k 	SVN y.C- li)vt 	 1) N 11) 

(>0 

Ahora bien, por (3.1)y de la demostración de la proposición - 

1 .1 .2 , sabemos que 	4 ,(\t) 	',k1;) 	es compacto. Entonces, como 	Y. t Ir") v4) 

cuando ‘,..\-co 	obtenemos que 

donde hemos usado que '.c (. 	\-1/2.) c-- 	1 tk. \ 	t.\ yik \ 

Y ast se concluye la demostración del lema. 	 Lb 

Sea ahora `sek una función en f(0,4) tal que 	X\ ro\ -- 

A 	r co, 
rk 	)con 5̀ .11)9 Y1 

\ 	C1 95  

(3.5) 

DEFINAMOS 

x yk(cs-) = C. 
	(c4.-x) 
	

(3.6) 

7.9 
Sea 4(. ) la medida POV sobre 	19\ 	dada por 	x 

(ver E 

Ax\--:>`; 1\1\2\áxlVk 	(3.7) 
E. 

LEMA 2.1.5 Sea 	y  K C 	("1N) 	\t'O t 	\12,\ 	C- 

(3.8) 

yvu 	St 	(11 1  kg.) \ 	\Vsk 	Yvl Y 	efk 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 



donde A (• ) es el operador definido por (3.7) 

DEMOSTRACION 

Para demostrar (3.10), sabemos que por (XXVIII) 

d1/4  (R4 ><C) 1.5.]I\  (yo 	á') -1 1Y1 	 Y(\z. 
c 

(3.12) 

Además para cada 

lIz—a) 1 49Z t \\ e 

y por (3.5) y (3.8) obtenemos que 

1y‘\--1)1 á4E 5•)\- 	k- 	 \ C-'1 \ \ C  \‘\ Va\ 6 2c- C. \'g\;, 

) Y en consecuencia, para cada 	kW, 

(3.13) 

Por (3.12) y (3.4) 

( A L 
	c) 
	

\\ 	 A 	
\-1\ v, w\- , \2:15  ksy.,, vv„ )  

Y as!' obtenemos ( 3.10). 

Por otra parte, por (XXIX) 

5.3.ty\ 	 \YI 	\14 119/ -\)b()  
-kte- 

Como 	-,f( wa) , entonces, si 	x •), 2Crrs 

( 3 . 14) 

\) 

  

V1(5«. :)) (1 9  

 

Cm 
S- 

)rnc, 

 

r. 

VY-k 
111 	1n,',. 

  



Sea 
.").• • 	5,- D 

c. 	k‘k \ < c. y X,  
›, `fin( \ F Nen 

Y por lo tanto, para cada Ay-a 

De (3.19 y (33) obtenemos (3.11) 

, donde \Z,constante. 

1\ AewyNc. 	 1Y1Crell %\\ 	k 	-1‘ylc, -x_ 	 W11.4 L011 	 • 

-) o yvs-'1,1/4C0 

para tales conjuntos demostraremos el siguiente lema. 

LEMA 2 . 1 .6 Sean A(E ,) y A( I:, ) los operadores definidos por 
(3.1). Entonces existe una constante K tal que 

‘‹L• ) 	( /7= 	1*- 
	 (3.17) 

ll 	Vc o  }.; 'O c5 p, < 
	 ( 3 . 18) 

DEMOSTRAC1ON 

Tomemos ck). 7U\ (1 i , entonces 

\("tJn)-' J 114y. á' 

( .1\)‘› 	
1.4 y, á 4 Nk. 

E-„ 

( 	•51>cp, 	'(\ x„ 	<n)(1A)'1) 

1 
	

41 2. 	
á' X c1."1 
	 [lkst.,1kOeflxk--k 



Por otra parte, corno 

/4)i?) 	 Ly›- t.) 	(3.19) 
iy\w 

Por (3.15),vemos que 	 St  (y, ‘z) k c. s ah( 	c-1  

Por (3.11,, obtenemos que 

( 11-  )su  7,1 	tuke,i.10(11,,,,, 	> 	14)1  41- _ 	1̀4.x 1̀9 	-1-7.1T5413-  

V,a Mr3 	tz) 

(Por Plancherel) 

ctim 	12.4  
\ 	\1(3  ';\ h»2- (3.20) 

Por (3.5), la regi6n de integración en la variable p está contenida en 

5 	¿:` 	. Entonces, (3.14es menor o igual que 

Pe  
Sue 	

11 /f\\ 
A. 

Entonces, para 	k ihd ? 	1 ,t)..2(5   se tiene que 
Pe' R 

1 3 	)11 	> 	1(1\511M1 

Y esto prueba (3.17) Notando que solamente utilizamos en la demostración el hecho que 

VI, c. 	\ e 111i-A 	1  obtenemos que para la misma constante se cum- 

ple ( 3. l8) . 

LEMA 2.1.7 a) \I 415̀ 1 	Cn 	tal que 

11 c\ I\ - m} tV_ 1  ..;1 /41k,, 
----- e 1 	5 	(k-I.t141

o
A(IyA) \\ 

C. 	( 
Yr\ N k, ).-- n 	y -1 )., 0  ,.) 	fn >, ' 	(3.21) 

b) •,( 	yx (.- )1,) C' tal que 

(4); tcta.k..11)(51,(1JA 



Na.)( a k pe. 

• 

DEMOSTRACION 

Oko 
(\‘..t\t ) 1\( ier-A 

M5" 	rr''‘" (3.22) 

La prueba la haremos para (-3.21)Para demostrar (3.2alas esti-- 

maciones se hacen igual. 

Tomemos (111-.1(AN 	, 	,Entonces 

(11/2i  .11? 4(u 	L 	(11(' tn 1Lc- 	'1)  
(N„-'`Ó.1 ‘.5 -(%,„ 5 < 

e, 

z 1/45?, Csk.**tdI rl... 	`11(1., )LY 5  clv xcl4  
Por otra parte, notemos que 

(11,4\ t)(5  n yt 	(?) 7. I. 	/‘ 

y 	\ S\ `-  2. p donde 	rks es una función en "SCR') 

Ahora sea ¿PE 
	entonces 

Em 	
0 .c, 	 k ik.,‘ 	51 ict4 N\ 

Er„ 

<o, 	vw9x V7\“%r\, ,,, 	\ 

(Usando (3.15) ) 

n(9-)cs ) 1 \<yk v1,1  •11 	,V4s áv 

1(5 	
¿-: \CIA 
	

1 1 	y-\ 	) \c1-4x(14: 
	

x1/4  IT)\114 )14  1‘ )1 

a., 	 -M 

9UYNC\lelce 

- (2  

 

 

l'or lo tanto, usando clensid(id, obtenemos que "f 	(t) , ( • 	q 



1-5 1  (a.} ‘1.1\ (5  AC 	 L 	) nxvk ) (•laivt)Y 	(3.23) 

Mira bien, tornemos 	t-k) "ff 	4 

Entonces, por (3.23) 

hl. e: v., 	11 e..'"141 	A 	ke 	l %-;„y-‘k)(3 /\C5,,t) 

4 e 	1-r.),,,U) A.(ew.) T I  <,,4.'41 	) 	•‹), ‘,1 	cs-xclvw 

< 	k.k-N ME-1.A) (1)  Y:5,1,1kt) nx yz, 	 \, 

1\ 	•k• 	Acc,.,111 114112 	N\ 51«, t.) 	 ck9  

evy% 

(Usando (3.17) ) 

	

No\ wkkg" 	‘1 	 Y. <14), 	 (3.24) 

Entonces, 

-\k‘kri 
Rbi".11)15 	

3.25) 

	

\\ 	a Y\)41 \ki) 	<14 V .\ 
e, 

C14  á9 
 

(rnkk.) 
\S\ 
	

-•,.k\ 
(.\\..k.k(\)1Y.k‹.) 

'1) 	(3.26) 

1±.  ri\ 



>1  - 111 

\ 

Abora queremos aplicar el lema (XXI/. Primero vemos que 

	

donde 9, 	es una función en l((4Z~) y 	-4.2(1 	4, En consecuencia, usando (3.15) 

	

\A e it\) 	y 	( Y-11/,) 

11 1 y- 	uk.\-‘11 '̀lx „\1 	2., \c,\ k Yke 	\j--xt" Y\,\)--x)1\ 

(b 
k \ 	 \`)- X\" 

(3.27) 

ya que 	es una función en T(lR-4  • 

Adem6s, 5.51) 	Xio;.'i 

C/9  rk 

En consecuencia, si 	›i)? Ym-w» (N(..v.) 

\ --1\) 	‘>;k2  # 2(y., R). -N- 1\Z\.3  •1/4-z 1  — 

4-1 
	1‘11\k-\\ 

•-• 1Y-k .1-

`1 

C 

Lr 

	

19-x- ptl 
	

1x1 
4r VA\  c, "t- 	k 	- 1`i 

Entonces, para 	‘kjk 	m 	c ) 	o 	yv, 	Y ('`) 	c=' e 
	 se cum- 

píen las hip6iesis del lema (XX) y por lo tanto para cada ne \\ , 	ik) YA 
	6,‘ 

í 

0111 ( '<Y\ 	\ 	 1- 
1' 



y de (3.25) obtenemos Sustituyendo esta desigualducl .en (3.26) para Y = 'T `t) 

(3.21) „ 

LEMA 2.1.8 	
•-•K 

11 	kk .$ -51 ) 	9 	A ( 	ik 
o 

cuando m —>4b. 

A(1;") 	(3.29) 
o 

cuando m —> 

DEMOSTRACION 

(kA4‘1\-liv U\0k;t) 11  

x F‘ 131,..skt, 	 (1-Lf\)(3AUT--.") lk 

L‘k*;11r 	( 	 9 1¿-\"‘°(\‘,,\.(1.)'mE.,) \1 

(3.28) 

C 1 
ot- k 

donde K es el mismo que en (3.17) . El primer término tiende a cero en L1  si usamos — 

(3.21 ) para n 2. El segundo término también por la hipótesis b) de este teorema. Para - 

probar (3.29), se hace análogamente. 

Ahora enunciaremos y demostraremos el principio de descompo 

sición de Enss con el cual demostraremos el Teorema 2.1. 



vh 
«hl k M.C= s.") n wt 

k 

(3.35) 

(3.36).  

LEMA 2.1.9 	 (PRINCIPIO DE DESCOMI'OSICION DE LNSS) 
Si 	Itt&' „11,-_#\ 	, 	zt.(1‘)k-?,.= W, 	y '', ---5>0 	, 
entonces existe una subsucesión n(m) —> .y,e. y una — 
descomposición 

_n 
Y•1 -V 4 ••••1 (3.233a) 

tal que 

a) 11 CICAto) 	L.-. o, 	 \VA!, (3.30) 

b) kN y." 	 `fr. 	te<> 	 (3.31) 

	

(*tu' 	 -\1/4• \"\  o 
41) 	\r e 	'4/ " f W-5 o 	(3.32) 

Jo  

	

Yr° 	 4(\k o 	v% 
d) 	kkk-\\S \I 

e. 
	LUr" \\—)o 	(3.33) 

W — entonces, 

DEMOSTRACION 
w - 

(3.34) 

Tomemos \
Ir% tv.) la subsucesión del lema 2.1.4. Y defina— 

mos,  

c)  

k.1) kt, 
• - 

Donde E, Y \ 	están definidos en (3.15) y (3.16). 

Por ser A (-) una medida a valores en los operadores positivos 

obtenemos que 	 — A 	qvtk"N  

c. 	• A 	 , \mtc 	 xq 



r < 	F1-52c.:‘ 
E, 

Y como entonces,  

12 d')c 

A \*_‘,„ x C 

Entonces 

( vs 	IN 	v 	el 	+ 

Por (3.11) 	Para obtener (3.30), notemos que por ( 3.12) 

A 	, kk) 	Niz 	c-- 	*1 -1  *¿2  

y puesto que 

\k/ 	‘k A Cí.)„, 
	

c 	 W14'`.2 	 ‘""•(--1 

i5 	 Al2 41. 	It.£5Nk 	L'11.1./41 > 

(15...w )41  

E yy, 

1 311x > \ 	cuJ 

S 

i2, 
Z11) (1 

X .1 91. 

E , 
`1,Q 	

1, 
c  13 20% ) 

 

z 

 

c 	I 	'kW 

A 
1 'fri) 	v) 1

a 
 1 	ts 	t1) I2  rj) 

k 1)  



151`41 4.v%I.4.4..5 

•,\kbytk,") 	Y e. 

Esto último se debe a (':.5). Por lo tanto, 	k 	
c 	

C> 

	

st  2C. 1 	
A(.151•0%) 	

Entonces 

	

111 ÇA(\\..) 	tV-1 -1) \ 	 W 

11 (“vic.) 	s t2C1 ) \ 11 \\be, \‘ P".4%%2"t/riAS\\ 

‘\ (.(‘N,<,) F 

y an6logamente para to 
	entonces se cumple (3.30) para 

	a 5-, 	c.\(-\k.) 	c% ) ‘Z\ 

(3.31) y (3.32) son una consecuencia inmediata del lema 2.1.8 y de 11.1 ~.• emel 

(3.35) y (3.36). 

Finalmente, si 	If5:11.Nt. 

052, c. k4)R 
	() 

.kk A 

 

-.)1k v (y, ( -11N .n lwl 
‘v"\  \\ \\ 	 11. 

 

¿"1"(%4 	 \ A FY•• 

‘k. YIkrAN 	( r 	y) .ry, 	c 	k 

1̀.  \k A 07 y-, 	\ i3  C.0, 	\ 	\\ 	\\ A LFyix 	.4(v")  C.. 1 

con 

XX 11 F 	 1 

   

de erre ce ya que 

El primer término decrece por (3.22) . El segundo obviamente 

Mientras que el tercer término est( do— \\ 15, <F 	1.\\ I, N 

Mi 11 a (I() I )0r 



y ir> 

c¿ 	4  •,t51„ 
:7. 	( 	

\‘ 	. e \k 	 V 	AJ.Fv.") kSt 

)0 

por el !epa 2.1.8 . Para ver esto último, notemos que L1 E-IDCY0 , entonces,  

w. e, - e A 	e_ '% \\ 0  N" No. 	- V\ 	v.+ \ 
\ e  e 

—) 

( 	) e. 
NiNt P.  0 Vk (wN% 	4.~.1 

e = 	
é:\\"\o•Alw.) 

XI e A‘k.,,nk,...\ 

0 	dzi 
.?.* 	 ok 	o 	1 ‘e á 

t kv„) ( 	g? 

-11\0  vt(•,--) 
Y, e 	 u\.--;15 P?Vk-115)-al- C‘ke,-kZ1(3(l1 	 ás 

Del lema 2.1.6, sabernos que el operador Au-r%,)(\k„-;NS) tiene una extensión a un o-

perador acotado y por lo tanto, podernos introducirlo dentro de la iribgral. 

1\ P. (F,) ..\\\"`"'\- e7"."̀ -̀^ ‘ 

(\A 0k )(5 (V. 
D 

No L'o (.‘"•\ - 	 — t 
I.Lvj\ls) ,k1 <5,\--\4) 

4. 	 \k.4 it? A r. „.s.,) '34  St.(.5.1,„„M11 (.1á-'145. 	(k\z,.‘ -o, 	 h\ 	 (54‘   

„JJ 

 
O 

WW -.11\9111\k 

h(v"\ 

(5 	1k11.«-, 	
} 

<k\ \ \ .101 	NI 	 'Ir', 	,,;(.(, 



< 	fk 

1J ( ;/árv 

Gis+1— 
soVI 	 1"1 	 144:S • 

por ( .152  
riC) 

cx,  

	

U(;k - \OP''9\k 	(k-kil)-1.1 \J 	AlF.e.") (kA 
o 

Y con esto se demuestra el lema. 

Solo nos resta probar el teorema 2.1. La demostración se sigue 

del lema precedente. 

DEMOSTRACION DEL TEOHMA 2.1 

Sean Plsc.(1\ Y P. 1-\ las proyecciones espectrales OIL 

sociadas a los subespacios singularmente continuo y puramente puntual del intervalo I del 

operador H. Por el teorema espectral si 	C)1-k) 	(vacto) entonces 	o:, 

á .0.1  Wc,, 	„ Y ademas, si existiera un punto de acumulación de los eigenvolo- 

res que no fuera el origen ó un eigenvalor de multiplicidad infinita, podríamos encontrar 

1 disjunto del origen tal que 	 ----km, Tomando 	sobre I 

obtendrTamos que el subespacio 	5_ E. 9,k ( 11)1-  \ c c_ 	71  

tendrta dimensión infinita. En consecuencia, es suficiente con demostrar que 
	es de 

dimensión finita para todas las ibc  . Y esto lo haremos por contradicción. Tomemos una 

base ortonorrnal para 	. Esta base satisface las hipótesis del lema precedente. Sea- 

`1,1 .1 tal base. Corno 

	

C\k.M..5 	- t'" e«.""-. '51 
	

e 	(I\ ; )
- w 

\.) 

	

donde la derivada es en sentido fuerte y pura 	D(t-ko) . Entonces, por ( 3.17) 411~ •••• 11.1115 

(S)  "t 	l\,) y en consecuencia 



á 
\ >,m.*tl 

Análogamente, 	s .0- ( .11 	 - o 	5 

Y 	) 

z•-• 	( 	; )- 	(,51; 	klr 41N- 1k 	%;1.1"°'  (SI. 	\ 	Wa 

Pero por otro lado 	\1)-11 52 	 •Q:z1. - 	91c)-() 	Y 

(U;t1N- 	e .c1L,Uk) 	. En consecuencia 

(.‘A 	41)-- '21  

N( Vk \ 11— 	S's11,0•IN 

L. ‘.1  lvv•'\ N ? Lt" erbok 

141  L Yt("N N 	). 'S ylc...% 

Y as?' obtenemos una contradicción. Esto prueba que H no tiene espectro singularmente — 

continuo y que los eigenvalores StD pueden acumular únicamente en el origen. 

Para probar que los operadores de onda son completes, es su-- 

ficiente con probar que 	 (/ t 	
\\v". 	- \-t\-\r t, '1\1<N—, V..m) existen 

Probaremos que 9\i t..1. existen para un conjunto denso de 

vector es en 
	

lao.ckY) 
	

Por ejemplo 	c 1Lckl.k) \ 	 3 

Sea 	Ty, 	e. 	 con 	 . Por el lema (XX)) (9,.;r) o 

Entonces, 	(/'y 	satisface las condiciones del lema precedente. Además para s, t ),n, y 



e. 
	LYN 4  \\I 	e Yt‘• " ." \\S\ V% 

e 

\\ 5,\ .1\‘0•A s\\ , 

'skyk'(D .‘ 4c. 

k\kb 
7. 5 	\\ 

o k, k-eb 

(. 	
\\,,, 

1.3ut 	e. 	vlk.y") 

1"1,rdhN 

t. 	a. 3 	
er k..V0(/1. 	

•":‘ \\U"k1C\ 	.% 510" 	••%%\\ v•N  

lk 	e_ 

	

kYnN 	\\1\ 

o 

5- 4 \\ 	\\ ;.4" 

-\k‘k Aut 
4-1. 5u? 	e• 

o ,4k,...)tco 

\\ `: 	\\\I 

Ro , 
e 

Los dos primeros términos tienden a cero por ( 3.34) y (3.31) . Para el tercero, hacemos-

lo siguiente: 

De (3.30) 

ti " 	.\-11 	"I' 	 wy-- \ro 	k- ‘kszesk) 	`L'u' \\ 

z 	lk V( k\) 	(.‘\b'l  U 1\ (1( k\ 	*1:1 t  k\ 

\-\) 	( 	\\ 



Del lema 2.1.1 , es suficiente con demostrar que 

•"" 
Vi% —> I pe> 

y como 

v p 11 c 1-; I i'S` o 

-Yr" 
• - 	e b 1/41 k 

‘5)  
fi 

;113 	-'1( .111b4 f• 	rte.. (kilz1)e -(14,u) - - e 
o 

( 1-k 4 i )_  acH 	El ..yN,4 = -(1.01) e 	íe 	° 1111 so:ut 

tlut 	- 1.1. 1-1 0t 
e 	(1-(N-id) e. v 14 o 	nut 

donde hemos usado que 	 kko 

> 	lt (1-k 	" -\ \ —t %- 	) 	t ak 	-- 1 Yke, 
V es. yol>"" 	5  

  

o 

o 

cuando m 	co 	por (3.32) . Y con esto se prueba que \kil. existe. Para W:t.. tvt 

también es cierto cambiando los signos. Con ésto terminamos la demostración del teore--

ma 2.1 



RESULTADOS DE PERRY 

En esta sección presentaremos otra demostración del Teorema - 

2.1, bajo las mismas hipótesis. En primer lugar, se introducen las proyecciones espectro ke.5 

P 	y Pi, asociadas con el operador A 	(Y.Ww.x). En lugar de usar el principio de 

descomposición, se hace uso de algunos argumentos de compacidad ( Perry 0;<,.> , Mou-•¿ 

1 

rre 

TEOREMA 2.2 

NOTA 12 

Sean Ho 	b, y H operadores autoadjuntos tales que: 
a) kli;t1)- ' 	15'1 	es compacto. 

b) Existen Jj 	t tales que la función h definida por 
1i(R) : 	%t 1.k 41 6).-" st 044 Nid)- 	í•-• ‘3,.1* 	\\ 

satisface (2,5) ( La condición de Enss). Entonces, - 
los operadores de onda S2.1  (-‘1 1-1.) 	existen y - 
son completos. H no tiene espectro singularmente — 
continuo y el O es el único punto de acumulación -Co stip‘e. 
de eigenvalores. 

Para ver la equivalencia de las hipótesis de este teorema con-

el de la sección anterior, vemos que la hipótesis b) del teorema 2.2, es la misma que Icr-

hipótesis b) del teorema 2.1. Para ver que la hipótesis a) de este teorema implica la del-

teorema 2.1 , sók., hay que recordar la proposición 1.1.1. Y por (3.1) , obtenemos la 

equivalencia de las proposiciones. 

NOTA 13 

Debido a la eiuivalencia de las hipótesis entonces 	 los 

operadores de onda cvisten. Esto le .:Isuirliremos de antemano. 

NOTA 13a 

La hipótesis a) nos dice que 	 (.;‘) 	 MoN = tú, 

En los teoremas anteriores el resultado básico para demostrar 



es compacto. 

MIMO Mi. 41.0•1 

los es el Principio de Descomposición de Enss. Ahora, el resultado básico será el siguien-

te terna: 

LEMA 2.2.1 	 Sean P.%  y 	las proyecciones espectrales sobre - 
las partes positivas y negativas del operador 	•••• ••• ••• ••• 

1,2.(x•hi-k•x) 	 Entonces 	 

'II 	4 	
a; 	11.) 5  Y 1-1 0) P± 

son operadores compactos si cá E- c.: uR#) 

Este lema lo demostraremos más adelante. 

LEMA 2.2.2 Sean H y Ho dos operadores autoadjuntos tales que -- 

(14*¡•11)."‘j 	tvl..ot1)-1 	es compacto -- 
entonces para cada te ih, 	 ) 
es compacto donde I es un intervalo acotado. 

DEMOSTRACION 

Primero notemos que 

5
- -•Itk.itt, 	) 5).(i) kl) 	e \t",- é:1".5 	9«,ck>9\\ 

Entonces es suficiente con ver que 	
3 e....:%kAk o  ) 

Tornemos r3i(x) 	una función en C...1R)con 	111 1114.51: )1 y tal que 

sobre 14 	I . Entonces 

kl(e:1-111 	e--:‘"°5 Co<I) \  
- e vt kke, 	f 1 •,, 

e. 	%I  0.k) 	- 	%.). :-10) 5 \-;(1) 

ZT,<';) 	«,(1) 

-akk 

Ite  L 	- 

M'O) 	P,, \\ \\ 	) \\V,(1) 

Por la proposición 1 .1 .2 	a 	s. VI) S -5 a‘"17:k
-5 
 \\„\ 

`). 	
es compacto y ade- 

más FI es J subordinado a 1-1o, por lo, que 
	

W1-5  C-1 	5)„(.7.0 \L'1) 
	cuando 

Y asr se dr.mnuestra el lema. 	 /1\ 



h 

5" 

NOTA 14 

La misma hipótesis del lema implica que l-lo es J subordinado 

k•VN„ 	 kl\ 	lk) — .3 	- 

que se obtiene un resultado similar para J 	. Asr obtenemos que (\.‘"\''s f •11.e..--\‘:-‘‘ 341  )5>a ) 

es compacto. 

LEMA 2.2.3 	 (TRANSFORMADA Dr.:. MELLIN) 
Definamos 11  un mapeo sobre c: W\b) corno: 

: (47 —7 V-1. 	TR Y- 	á Z.5 	por 

S ca".  ¿-: 	
entonces: 

Y 	<4 )z) 
a) 11 se extiende a un mapeo unitario de 1:1(17,-* ) 	r) 

L'a .1-kz 	*«'`«, 	zz.5 ) a 

b) Para 4, G --Dc)\) 	C. I\ 

DEMOSTRACION 

Sea 	C Có (1\lb 	 entonces poniendo ó e 

k• 	 No* 

2•IN 	

y y112. .3 )1  7.51) dk't12. e•-  Z? <e- )j-)) 
o 

donde A denota la transformada de Fourier con respecto a la variable t . 

a 1-1 y adernós que c...«,5 ,,AG paracb E-. C.... 	, por lo - 

)13  ( n  . Ys  3r ‘e_ • x. 

Entonces, para <hl 	(SR*1 \ b) 

4 ex,  

›¿Zo 

x 	e 	4)(e11 )3^ ')1/2. 
x  \ 	e 	`1‘)(et.)1-5N-Al).) 

( 
	

) 

,s4,1 • 

ci t 

oir 

(et , zi, )z4:C> ) 
4 go 

c$ (Y, (.0) kl 

;::) r\P 
tAt, 

ci r 
,‘• 

(1) 	i4t)(, 

" 



L 

Y Pa. 
ck 

Y o 

tio 
• o 

r• 
.0 1. 
2(1'510 

cr4 x 	ok) ycn\ = 	(1), ,k1) 

Y entonces fi se extiende a un mapeo unitario de 

Esto prueba a). 

a eS'"; ck"Ns-‘,-h->) 

Como 	Az. l -4‹ • lz pt  1x • x) 	si (A) 	 \ e) 

4 
eh .) 

- 	DK:1 

•• 
‘ba, ZIk•J 

N) 
— 	— 1 "2-. 	'A • Z e?  - '1 "N1/ a.  ¿I) - 

á --j)c • 
I 7".  1 	 á 

Y en coordenadas polares, esto último se escribe como 

, 	"z 	'\'' 	 "/.., 	.( ‘ -̀13  - 1 y 	elp **1 , Zio) — ; 
Z 1 

En consecuencia, para 
	 (:' (.9; \ k›) 

t ¿r9) 

wo 
r•5 

11) 
•2() LS  t I

2  
1.<< /  

7,\ O'" Cx:¿;-›) 



para 	d>e- C 	\b) 

Y como 

D (A) „ 

LEMA 2.2.4 

Pero además A es esencialmente autoadjunto en C.,7(‘W‘01 

t-b 	es un mapeo unitario, obtenemos que (3.37) es cierto para todo dA) 	en - 
A 

Sea 	e Cr(x-R4 ) 
terva lo Ca% ,b7/,, 
ces si 
que 
a) para t 

< t% 

con soporte contenido en el in-- 
. Tomemos • 	"1 /2. . Enton- 

, para toda N existe C-14  tal -- 

Por lo tanto, (3.37) 

15P- I( `A ft, kl,. 	 St ) 	
ir si a 	(3.38) 

b) para 	t.<0 , 

1\ el. SKx, t  ti -2. 5. C v.„ 	(it\-\r\ 
3.3's 112 	

(3.39) 

donde 

,,t 	 5 L y%) 	(3.40) 

Y P 	P son las proyecciones espectrales asociadas - 
al operador A 	 sobre las -- 
partes positivas y negativas. 

DEMOSTRACION 	 top 

	

Puesto que por el teorema espectral, <III 	 i)k 	`4, 

Y por el lema anterior = ( k.f? )  (Akt)* ) 

entonces vemos de aquí' que el mapeo unitario 1( diagonaliza al operador A. En conse-

cuencia, tenemos que 

11 k-7,. )„ 1\ 	tk F \ 	, 	15 1  )t  

y donde 

)t 
 

YO 

av vi, —'11)•Y. 	5'1"%.< 
r• 	 1VC-aAt) 



Ahora aplicaremos el lema (XVIII). En este caso, K 	soporte de 	r 

k.0.--1),Mt\.Y las funciones en consideración son 

t Y1/2  — p • x  

   

1m y ‘ts 

(.1" 	( I 	y — 	 \-‘ 1 /4  
Z Y 

Y puesto que p •:-- Y •.0  t ) ...1  %)-).,, ) 	o, con (w N 5  .. . 1 ‘/•-) - \ 	un vector unitcr — 

rio en la dirección de p , entonces 	 .S. „ t Y"  .)`) N'e- 	• )1. - 	• 
......... 2.. 	- 	 donde p 
D-‹ 

	

	

— 
\ >,, 44 \t.\ 

es un vector unitario en la dirección de p. Entonces, para 	o , ">, < t> 	lx k ' '' ‘I-N , 

r-D-1 \ix 	\ 11•X1  

>15 

c 	) 

> son`, k V.‘ 

Y para 
	

9.%  k 
"Iy  
9-1v

4 
 ¡\ es independiente de 	= w 	X , por lo que 

De esta forma , vemos que se cumplen las hipótesis del lema — 
u-t 

(XVIII) y por lo tanto para 	)1 /4  <.t:. 	>0 , todo  v..5 E S 	, cada "c-  I\•)  

I \K 
	

\ 
	

C:1,5 L 	>•\ 
	

x(~11.-\ 	
Nvo 

Integrando esto desigualdad obtenemos la estimación en (3.38) 

	

Para obtener (3.39) se procede en formo similar. 
	 Á 

k\ 1  
c tS 

1N1 t % sebo  1K  



; 5- • g 	 7'Y e- 	các s)7/2.) 

LEMA 2.2.5 Sea 	como en el lema anterior. Entonces para- 
cada yl c- IN) 	Y t_ E lo b  4 t.. -) 

k 	(Aja  "..1 	 cá(W.,1 ?4 W 	C blichk5 ; \1•\ 

DEmosTRAcION 

Usando que 
	

\-)1 kk) 	, y (3.40) 

)c) 

\7n1  
"12 b< eh) 

\' 	L 	\K)1 /41t 	‘") 
2(‘ 

9:, 	\\w\\ 

Entonces, por ( 3.38) y ( 3.39) si t 	> o 

11 	F 	cA. k N 
	 ‘ 	b zu.1»-)4, 	t\ -L  

del lerda. 

Sy\J-. tya 1k.\ 

a— — vs.k 

)1.$.54, 11 

Tornando N suficientemente grande, obtenemos la afirmación 

Con esto ya podemos demostrar el lema 2.2.1, 

?— k 

kX\ L 6./2 1  \ 

'a \\ \\A c \ 	vi 



DEMOSTRACION 

En sentido fuerte, 

dk- 

Y-1 1-‘ — 	§ 	) 	11. :1 	k-k t,) 

Entonces, 

-- \kVxo 
\1.01)-%1  e e - 	k-k.) 

X. 	. 
,b!k 

S 15 	[(1k g\1 	e:%.."" 	 (I'Vk,, o 

Como g es a soporte compacto, del lema 2.2.2 y de la hipótesis (a) del teorema 2.2 se — 

desprende que 	&\\ N- 11) -11 	"e--\ 	)1\‘t1)?t- 	son operadores — 

compactos. Por lo tanto, sólo nos resta ver que 

E e lb, t- cb) 

Esta última expresión es menor o igual 0. 

\ 	01.L\ 	 Ti1 	e < \\Ø..\11%\-\1 /4h) 

\ X1( 	\\ o 	) 	\-10) \-\ \'%:; 	k\b-\\'51 

El segundo t(rminb esté, en L 	por la hipótesis b) del teorema. 

Mientras que el primero por el !eme 2.2.5. 

Con esto podemos demostrar el teorema. 

Ahora demostraremos el teorema 2.2. 



c. 

DE MO 3TRAC1ON 

Veamos primero que 1-1 no tiene espectro singularmente continuo. 

Sea IA.7.--1 y sea P5, U.) 	la proyección sobre la parte singularmente continua 

en I Entonces, usando que 	P 4 	P_ 

 

( 	01.) 	/\\ 	.5):4") 	<1a -;1l  

	

" ° 	L 1\'` 	( \k 

3r 	p " Cjj \\ o) L51‘1)11 	31)--Q1 	bc C-5) 

\ 3) 

Los dos primeros son compactos por el lema 2.2.1 , mientras — 

que los otros dos son idénticamente nulos, ya que <s-it 	 _1 

por ser 	isometaas parciales con rango contenido en 	ch.c. 

compacto 
	

( 3.41) 

Ahora escojamos g de tal manera que 

al- 

	

Por (3.'U ) y la proposición 1.1.1, obtenemos que 	( 

compacto. Por ser P 5  , c (_S. \ 	una proyección comí-)adg„ obtenemos que .,1 ;yr, Vku.,,, x  Pv.,.1:‘,. 

Y por lo tardo 	V.,.,,,.., S -:)., c  l 1,.) 7. t> 	ya que 	(z, v_  r, ...) C k1C) -D (N ._;, c_l 41) 

(-) 
	1  cm_ (..") Moro probamos que 	1*-- (.y 	5- 

con 	
.\ A_ 

Sea 	(vN e. (),9\ii,ik) 	(kW e \ • : i ›. i v-, ..5-2. - ) 	 D'2 la proposición 1.1.2 — , 



(ley.5(1/41.) 
	

o 	(.0) 
	, entonces podemos encontrar 	 sr ) ‘, %j'O 

	

tal que c¿ U) 	..17- 	para %(-: 	(R-\ ) 	Entonces, los vectores 	c-1»  

convergen débilmente a cero por el lernct.><X1) 

	

1144\\2 	 ( 	t. 	 '4"" ) 	t  ICU V\1 	k 

Por otro lado, 

%(\ook - < 	--S1-j/ % (\\0) 	( 	%11)-- 

	

31'CW4O) \'4 Ok. 	L‘A•k .‘1)-- °' \ylo—cw\c,-)1 

(\“‘k1).-ej  L 

	

) cw.k „ 	k_ l \.5,.\..-‘,11- 	\cb \\)-0\,))1 

)15)-} 1 	L 	r 	L '\\ 	Sr) 	«, 	-.) 3t 	t  

Por el lema 2.2.1 y la proposición 1.1.1, cada término es 

compacto, por consiguiente, como 	ck)t. 	e 	«sz, 	o 

k 	\ 	4.5)_ tC1 (INu) 

L 	i;v1.1 
izo  

S2-k  c)(le0) ?-- 	11)k.‘ "51- (J(\°) 	( t 
—) do 

) 

„ 
(c5"(,) 	) (b cb t. 

donch..! hef1105 Wad() ClUe 
ty 	 __ 



Ahora vemos que 

Como g es a soporte 

Por el lema 2.2.5  

_ 	• v." 

compacto, 

tzf: 

(1.21w para ciertos a, b > 

1k 	(6k. \A o e ¥t¥¥ o 1 
	Slc(, kk% N)¿- ST 

t\W1I C 	L k 	1\1 A \vp c¿ \\.) \\ 
1.1 

)1- \k 	ji Lc.,k ‘k,k)a N X 1 Y 	 > 

cuando 	—) 

En consecuencia ( 3.42) es cero y por lo tanto 4 o 	.Esto 

demuestra que 9(kN,‘ 	1(,P) „ Para demostrarlo para se hace de mane-- 

ra análoga. 

Finalmente, demostraremos que H tiende al O como su único 

posible punto de acumulación. Como 	G 	(..= 11.) -ktb) 	solo tenemos que ver 

si algún -X> o 	, es punto de acumulación 	eigenvalores. Tomando 

suficientemente pequeño, obtenemos que 	1,>.-1.>1/4 N-L1 	(1)0- cib) 

Denotando por k-)? 	(1) 	la proyección sobre la parte puntual en I , vemos que- 
• 

Nt•-‘ 	%,.? CiT)‘ 

la demostración hecha anteriormente para ver que 	 ci) 

Esto prueba el enunciado del Teorema 2.2. 	 44 
En los copttulos siguientes se verán otra clase de operadores -- 

paro los cuales todavra se pueden aplicar estos métodos. 

e Para ver ésto, sólo tenemos que seguir paso por paso 





CAPITULO IV 

COMPLETES ASINTOTICA 

A) RESULTADOS DE SIMON 

13) RESULTADOS DE GINIBRE 

Ahora consideraremos cosas más generales para los cuales el teorema sigue siendo cierto. Ante- 

riormente solo presentamos el caso cuando 1-lo 7- -92 	o En seguida daremos las propiedades que 

deberá cumplir Ho ( Simon de1.15). 

DEFIN1CION 3.1.1 Sea Ho 	 ( ver preliminares ) con P una función continua 
de m.•• 	. 	„ Es llamado un punto singular de P, si P 
no es C' 	en ninguna vecindad de 	. ' 	es llamado 
un punto crilico si no es un punto singular y (*1 P) 
Los valores de P en los puntos singulares ( puntos críticos ) son 
I Jamados va lores singulares ( respectivamente va lores ci f i cos ) . 
La familia de puntos singulares, puntoscrilicos, valores crriicos 
Será denotado por Sp, Cp, Sv, Cv respectivamente. 

y 

1)::[1111C10:1 3.1.2 
	

Una función cnntinIM P 	K4  en \R. es llamada vwjrinl 1-11e 



e tpi Tea si 

i) es numerable 

ii) I PLYt.) -) tir cuando 	Vz--> 4- 

P 

Nota 15 	 Notar que C es cerrado ya que su complemento es P 
abierto. Además 	C„ es cerrado. Para ver esto último, tornemos 	un intervalo com- 

pacto. Entonces, ( 	) 	 50)(p)(1Y7'(11y como Ip\ 	cuando 

5 4- tt) 	, se tiene que 	9 kI) es acotado y por consiguiente compacto ya que P 

es continua. Entonces, ( Spv C 	) n? ( T ) es compacto. Y de aquí' se ve que ( 5 

C.„ 	) t1 L es compacto para cada intervalo compacto. Por consiguiente S „ 

es cerrado. 

Nota 16 	 La condición ( i ) nos asegura que Ho v-P (- 
	

) ro tiene es- 

pectro singularmente continuo. Esto se ve del hecho que en G ( Ho ) (-\ (S, ve.: 

tiene unicamente espectro absolutamente continuo ( 	VY1 
	v 	). Y por ser 

numerable, se desprende que Ho no tiene espectro singularmente continuo. M6s aún, como 

C x;;) 1 	 5,,L) C„)
e 

se obtiene que 

G 	 G (11.) 

Nota 17 
	

Notes° que sin embargo, Ho puede tener vectores propios de 

multiplicidad infinita: Si, por ejemplo, P (W 	constante, para 	un abierto c9 ri CR 

entonces O c. 	y 110 tiene 	COMO C:10(;11 vc 40r y a 
	

f„ 	) corno i„!igen vecto- 

res del eigen valor 	P- 	, sin (de necesallanierde se dejen de cumplir las demás biOtesis. 



DEFINICION 3.1.3 	Un operador simiStrico V, y uno autoadjunto H es una pertur- 
bación regular de Ho si 
i) Para alguna N, D ( V ) 	D ( 1 k \ ) y 

. 
h 	R) 	tk 	( 11z12 Pj. 	v.5 	R 	11\ ( 4  • 1  a ) 
Satisface la condición de Enss ( 2.5 ). 

ii) H es una extensión autoadjunta ( Ho 1- V ) C D ( Ho ) 
I 	) 

iii) V a, b 	C1 1 	una función positiva (24(V.) que tiende 
al infinito si 	15,t1—>i-ec, ; tal que 	QL \.›...) P(- 6-)-). ) 
es acotadb. 

Ahora daremos el enunciado del teorema. 

TEOREMA 3.1 Sea Ho 9( - 	) con P vagamente elrptico Sea H z: HoA-V 
entonces, 

a) 5- I trn 	e 	e. 	° 	existen. 
t 	-;010 

b) FI no tiene espectro singularmente continuo 

c) Ran _fi t = 9,1„ H  ) 
d) go5., 2 \ 5 	 finitos ) para el aspectro pun- 
tual de H estan en 	5.„..5c, .5  Cualquier eigen valor que no 
está en 	5, oc.,, llene multiplicidad finita. 

e) Gess ( 1-1 ) 	Gess ( Ho ). = ‘5:)  C 1 1 lz 

Nota 18 	 Como -1 /2  á P ( ; 	) con P Wie /! 2  
t es un 

caso particular de un operador vagamente eltptico. 

Nota 19 	 Por ii) 

(1.11.11) (iLl 	(\r&\'" 

segundo Vrtnino 	acotado por i). 	const!ct.wncki, 



LIk 	l'O Po 	1-k 	( 	taY \ II'z.12t3t- 
	m (>1:1 ,0 Lz"4 

es acotado si I es acotado. 

Esto nos dice que 1-1 es subordinado a Ho. Ahora de iii ) obtenemos que Ho es subordinado a H. 

Por el lema 1.1.4 	t= 41  tia , , x 	<11 o t 	% 	 es compacto, y por i ), ob- 

tenemos que 	V L \ 1"2  " 4 4) 	F S 53,-k  , 	1-\ k 	)". 

k 1 	" es compacto. Mientras que por ii) se concluye que 	\-2,1- 	0- 	es compac- 
- 

top Como ( 	t-k o  ) ( \s2 %. 1 )1( 1L+; )--1\1( e"  I-1 )' \-\„, 	) es compacto , 

se deduce que 
	

P(1) (14-9.) s7t, u ) es compacto para cada intervalo I acotado. Por la nota 

4, y la proposición 1.1.1. se obtiene que 	( \-14 	(NA.,‘-11) es compacto. 

Aunque la afirmación ( e ) del teorema se sigue de 	a) - d), ( 	2. ) demuestra que Gess ( 11 ):. 

Gess ( Ho ), usando la proposición 1.1.2. 

Nota 20 	 La hipotesis del teorema 1 cumplen i ), ii), ii para N 	1. 

La misma afirmación de la nota 7 sigue siendo válida para 	(R) 	1 	(1,2-933, 15) 

P sirlísk 	11 	 Para ver esto se siguen paso a paso los argumentos da- 

dos en esa nota. 

Para demostrar los incisos b) d) del teorema, solo necesitamos del siguiente lema. 

LEMA 3.1.1 	 ( Principio de descomposición do Enss ). Supongamos que H 
es una perturbación regular cle Ho, entonces si 
sucesión de vectores unitarios con 

a) 	i F By, 1  y. \ 	—> o 	si 	n 	t>0 	(4.2a) 

II)) Poraua r b-jdisiunto de 	k5 c 

)r, •11 

11 	Onee 5 Uno puede descompowl 

Ty, es una 

, 1 1.1k %.51,  ta ICS CIIW 



4) irm 
sVk 

1) 	--)0 	n->•14:0 	 . 3 ) 

— Y1 ( 

It (S1` 	 —› 	4 coa 
	 4. 4 

3) lt < 1-Lu 	<1. 	.1-1) Y1 ) 01  

( 4.5 ) 

para algún S>o que depende de a y b 	( 4.6 ) 
unicarnente 

Por ahora supondremos este lema y demostraremos (b) (d) del teorema. 

DEMOSTRACION : 	 Sea `e e 5(b U.V ) 	con 	R1 	o • 

Como 5,, uc. ,, 	es cerrado entonces R \ SuuCN) 	es abierto. Por lo que 

-yee, 
FR \ S, uc ,, :-..- ) («II  v, ‘) 	donde los ( a. , in ) son di juntos entre sr. Como 

5, oc,  
es numerable y cl (`-? ) 97, 1-1

\
) 	es una medida continua, obtenemos 

que 

4-to 
o 4:- tkq'kr 	kt 9 (Cu. ? 

Entonces, para algún entero m, 	It P 	, 	k3) 	o  

usando otra Ve Z la continuidad da 	•'75 	k/` '.\̀.t) 	 vemos que,neceicriarnente 

(4 	c. ( 
	

tal ciu 	 - 	 E, Y de (1(iut vi- 



demos encontrar 	 con 41 ‘1-= 1 	tal quo 	p 	(i) . Por otro lado,  

para cada 	Í..< % ") 	(-• Si. Í1 (Nt 	 e..n C 	? 	b 

Y por la 11101.c-sis ( 	) del teorema 	05(\i,\ t ; 5_ 	(c, 	) 	es acotado. Entonces, 

C c. •."- 5-> 	e 
( 4.6a ) 

es compacto. Por ( 2.80 ) 

  

4 1/4  
2V T—> You 

x.1 e 	 \\.2, 
D 

Tomando 	n 	, como lo hicimos anteriormente en el lema 1.2.3 podernos encontrar 

una sucesión 	-> }(00 	si Y-1 -)4 bo  , tal que 

f5.4 , 	lY" \‘ 	Y\ 

( 4.7 ) 

y tomamos 	 - 	 ( 4.8 ) 

Para estas 	 se cumple el lema 3.1.1. Por ( 4.3 ) y ( 4.4 ) 

gy1,3,3 1/4 	 IR 	)Wy),.ut \l 4.9 ) 

-7u 
Y usando que 	e 	 es unitarioiy la propiedad de entrelazarniento, 

n b tr1 

"‘'11. 	
\'‘ 

L5.11-  I> 

( 4.9 ) 



-; Ty, . 
e.  

; 	1 /4-/ 	= 	-I ..1( 

11 M l 

(.0 Y% 	`L - 

1 1,.-5-2-1. 	 1.' • v‘ (.11,4 	141  „ 
Y1 

(4)  V1, (11  

11, UV 

De aquí* ollenemos que 	 es ellrmite de una sucesión de vectores en Ran 	. Por 

teorra general sabesmo que tuODRon S). 	En consecuencia 	 es el (imite de una 

sucesión de vectores del subespacio cerrado 9.9.„L 	. En consecuencia 	`Ve: ge,,c(“) n 

Como (Je ac cvo n obtenemos una cont5radición. Asr, 

Esto prueba ( b ) del teorema. 

Ahora supongamos que 	0.L1)1 	(}lack\\)0(Yzuvls-2,- ) 
	

Usando las mismos argumentos llegamos 

a que existen lí).1 que cumplen el lema 3.1.1,, Entonces cumplen también 

( 4.9 ) y 

1(qvvi.fLiLev. )¡.1  )1 	i(L5? 141e75-1'''‘ l‘q) L9 ")INvx 

(Propiedad de entrelazamiento ) 

13c. 	 ) 	3  e 	yy, ); ,,)) 	( 4.10) 

;. 	 (L5).1 )1L/  

1)  ( ov'v ) 	\ 	 ? o 55 
v. 	\\ 19.1 i't rv 

`‘ 	\k 	 1 )1. \ 	
7 

°1  ° " 	11 

El primer término tiende a cero por ( 4.5 	mientras que el segundo por ( 4.6 ). Entonces, 

por ( 4.9 
	), 

) 



El primer término tiende a cero por ( 4.10) mientras que el 2°„ es idénticamente cero ya que 

Wvx 	rk•A 	) 	Esto prueba que Ron S2 	9,Lpt). Para Ron 	se hace si— 

milarmente. Esto prueba ( c ) del teorema. 

A continuación demostrarnos ( d ) 

Supongamos los contrario. Podernos encontrar una familia ortonormal y 

17: Nr§ 	1r% 
---) t 	Ef Ls,uc,,) 	Quitando un número finito de 

ellos, podemos suponer que cada En C Ca, bl y ((1/4)67n LS,vc.,\ 

Por (q.c„), para R 	Ir  wo 	1 5 5:>,,x1 ? 	kl+-11)-1 
	es compacto. 

( 4.11 ) 

	

F ti(S 1k Y- 	Yr% 	5 y ‘  x\ C1k4 t).-‘ C iv4 \ 4. )." 	) kivt 

FS 	v»)b-k 	Uc,k 11D-1) (x.k \ 1) t9y, 

\2 Lt.11-014,111 

	

_> o 	11—> 4-0 

1.1 
	< 	co 	 y ( 4.11 ) 

Como antes, pasando a una subsucesión ( la cual seguimos denotando por 	tkv, ) el lema 3.1.1 

se aplica y por tanto de ( 4.9 ), 
	k 	 9v, l 	Sr `k ry#0.3t. \\ —7 b Ni) 	N reo 

Pero por otro lado, cada 	‘," 	está en el subespacio paramento puntual de ti, entonces coda 

C5 Ud 09 ORO I C1 



'2- 

1/411 	S?— ekl„ w1 """ 	 `1„ 1.,yk 	)lLQ„k1 	kkL52.1 1„1 \v,k 

Y ast obtenemos una contradicción. Esto prueba ( ). La afirmación ( a) del teorema es in- 

dependiente de la descomposición de Enss y la demostraremos ahora. 

Por el criterio de C 0.,ok 	es suficiente con probar que para un conjunto denso de vectores 

° 
en 	R,c.C\-10) 	, la norma de la derivada en sentido fuerte de e 	e 	está en 

LR 	t 	 „ Por ejemplo, tomarnos 	c Cc:" 	 ñ 	 Rs 

Este conjunto es denso en Ran 5),(.(.1,-1„\ 	, ya que Ran Pc,,c 	-= 	(, A" 	?oc )^ 

Entonces, para tales 	4) 	 D‘yr,\2'"Ir .1) c. --0(.1\„A a-Dcv 	zq,k) 

Entonces, 

e. e es derivable en sentido fuerte. á 	1 	\\0 
E-  e 

-1 e. 

ll dc 
\\ e 	c. 	\\ 	\\ 	"1--IV Oz"")-V ) .%'¿1,)*I\ 

11 V < \-z2"k 	F Si 	
•

\ e
A kko 

(V.'1)%'‘) 
111V..1  

Ir  1\ V < 1z..9-14 	AV" \ 	\ Z51k,1) ) De..7i 
	t11. 

(\''\) 	\I 

U 	V 	(, 	" 4- 'S 	F Z( 1/4,\ 	" ° ( 'Q11 % 

t‘ 	( -1  
\\ 11  S (•1 	

\ ,..) 
, 1) 

\ 

1,1 	5, 	11 (- 	i 	) (t) 11 



Para una función 

Entonces, si 

( 4.13 ) • 

( 4.14 ) 

sea 

El segundo término está en 
	L' (11.:,11-.) por ( /1.1a ). Para el primer iérmino aplicaremos el 

lema ( XX )„ Se toma 1 en elcual ( 	) no se anula ya que es dis- 

junio de 	e - 
	 Tomando 	u < 	=1/ ‘:1,) si S' 	entonces para l\k‘ 	s 

se aplica ellema. Y corno anteriormente hemos visto, se obtiene que 

ÍI F 	r-5. 1>‘ts 	 "13  L wif4 y 1  o \I c.-- 	, á k.) 

Y ast quedademostrado el teorema enunciado. Solo nos resta verificar el lema 3.1.1 

Para esto necesitamos un poco más de definiciones;/ denotará un vector en 	 cuyas 

coordenadas son enteras 

'Yat 	función característica del cubo unitario con centro en 	cX 	 ( 4.12 ) 

( 4.15 ) 

 

txj —g; 	0-9 aX,m )]4•4 y  -7_ I\  

R9  

LEMA 3.1.2 

 

Sea 	S E J( ¡g v ) 	 , 5-'/  ° 	que satisface (`1 . (Lk ) 

. Para cada 	ot E 2r) I  sea ZrÁ  una sucesión de funcio- 

nes tales que 	1-5,-,  P Il < ix -- 	y 3., \k , z. -t- tx, 
«. ,_ 

n 	
elcperador Definamos para 	 sir Cvlz -4 	I 

_i- sri)M 	 . ti‘ 	N,z)  5 ly\ 11(x) 
Entonces, iz ()á 	al 	 1k -VNA51.-colu. Y por lo tanto 

este operador se puede extender a un operador acotado de 



_, 
d ( (b,4,(!k) 	\\cy  

e . l 	:1 
i) 

5011 colistetil('s y 
.\) 5 5--1 • clon(h. 

KMOSTRACION 

51 	5,z) \\ kv.) 1 5d. 
Gó ¥  \•:. S (1( >1.1 	( 	

( 4.16) 
p 

\2-) 	
Ni' (x5 (tk) (le (N11 

5 ( k)...) 	( 

(-,c)7•1 

 

171- d. 	(/ 9-) 	" 	k`)N \ti"y> 	( 4.17 ) 

Y ( ytL = 251 Iv,z 
%‘..1.-,¿ 

cc) co,(`) 	 t•-• 

( s 12 %) z.) 	\ 	L-1-15 

V I 

) 	( 1"1 \l-)4 •%, 	 Pk3) LY.) 

v,$) 

A') 
	CS-ck cl (»a) C54 Vk \-1.• --e 

( 4.18 ) 

Y puesio que 



It 

Por lo que, si (t\ 

Análogamente para .°3 

( 	N-  1)(12  )‘' 
	

= \\C s—a)'3 4. \\ 

e.) 418 ).4 	\ — \ - 'UI - 11)1b \\ p 

5%"
a? \UY eS'  cl á  \‘2. 	 ( 4.19 ) 

De('4,113 )y( '9.19 ) 	Si 

N oto(z): 
entonces, 

1V olp -1) \ < C ( 	1z1- >  

 

1\  T stri  
cii ) p 

(--\;))\))\(.)) 

crx á \.) 
k\9. 1,()\S- L,))\\ 

t  1 	SI > y 	Ni ‘x - )\ -2  
0/ )  (b- 11 -" 

(x) y \\ \\N(y)\ 
( 4.20 ) 



Usando ( 4.151 

C: 1 	c\"X (\.,\ 	( 	\y—  3\ \ 	\\A(x)\ \Nik.01 

1Z" 

L (5'x A'y1 vi (1( ) )7" ( t- 
rt-<V  

E
I  V. .1%4 
	

\\•.)) \ 	 \-z»  

C á' I( "1\ ( ‘.)12 ) 

1 L 	 •l\ 	\r‘112.  

‘k L C 
	 A 

Ahora ya podernos demostrar el principio de Descomposición de Enss. 

Demostración del lema 3.1.1: 

Tomamos 	( c): 	n 	 y V.a l \D 	<ckl,‘:)% 

Sea 	orb e C: ( 10 	que vale 1 en ( a, b ) y cero fuera de ( a , b 	) con.  6 	 1 . 

Sea R 	la función definida por ( 2.5a ). Entonces, — 
—) k•tri O 

De ( 4.2 ) y la proposición 1.1.1 se obtiene que 	-k.(.\,\_ )  _--oLub) 	es compacto.( 4.21 ) 

Y por el corolarrio al lema 1.1.2 obtenemos que 

( 4.22 ) 
1l t 1), (.‘s-) - c (.1,A,„) 	 . 	tiD 

D2  la1111)61e r:15  ( a) 	3.1.1 y del hecho que para coda 



se desprende que 

11 	 J 	1\ 	\\V 
	 o 	1,‘ 	k 100 

	( 4.23 ) 

Como 	 , de ( 4.22 ) y(4.23 ) 

( 4.24 ) 

Como 	c 	tiene su soporte fuera de los valores singulares de Py ?uesto que 

cuando It:.; -) oz,-) I  e  „k osa 	I(s:)(o 	C: líXa  . 

Además, 

u-‘) L1.1 7- ,1?„, 

j." 11  F Tb.i • 	1) 

-Voz 

Entonces 

17  1.13.41 ,. 	x \ 	‘.1.2') `rs>" 	5 
	co 

( 
 
4.25 ) 

Sea 	P 1 	)\)'.1 
	

L es disiunto de C1315 52) 
	y compacto porque 1Pk-)100 

Podemos por lo tanto encontrar un abierto 
	Y E> b 

tal que 
	 ( 4.26 ) 

ponemos 
f 0 • 	5 e If 0R ) 	e 	 IR' (x1 avX  

( 4.27 ) 



S á' 1r 
10-lt:Visv1 

••••11.• J'y 	 9,1  (541 S 4101.) \ 
bYx 

1 

usando ( )--( • 1 5 ) 

kY.1"1/ v‘12, 

.1  12(\.\,,) 1 /49,,) <x)1 

C. el(140) g b, x 1 (tIckl)9)(\0 11.  

b(I),Yvz  

lb/11 1 /5y, 
1' 

( 	\ X L 7,, Yx12  ) 1 	.4. )/1 	=.> 	kv\ 4 I/j14- 47:"/2. 	 4-"/-¿) 
2 

F 55 4,1,1  x 	(1.k.\ kg x  \\-¿ 	(5"x \ (7 (\k> 	vy i \ 	149\ 
1x515 T93. 	 VW,"/I: 41L 

2  11F55..1•2. 9vk \\a 	kk1 tia (_xk))1k t, 	5-9`) 

(..y13. 

Por ( 4.15 ) e l primer término tiende a cero, mientras que cl segundo también ya que 

Está estimgción y( 	, 1 )1 ), implica que 

'‘111,1 ,„\\- 	00 
	1.0 cual es la ofirmaci6n ( 4.13 ) del tenlo. 

PrOSI 9(1.1111 (  10 • '., 



ru k Puesto que K. es acotado, disiunto de C , 

es un conjunto contenido en ur abierto 

k 
	

A 	1\)1 	 para algún A> D 
	

¿memos. 	L tzL) 	l._ o 	) 	con 

funciones 	en 	C 	tales que 
uPS) 	(W\c„us-_) Y sean 

(11 1 	< 	6 „ t 	•z- 
	 CO 

'b 	 E. 	 y el ángulo entre 	11 y 	. k i bt  0,... ) 0) 

es menor que 45°  

el 	o 	si N.5 “-9  y el ángulo entre v, y 	‘i  01  ..• r)) ( 9   

es menor que 45° , 

Filialmente, para 	C 	 3  5e. tx. 7' 	g 	la rotación que lleva 	oC 	a ( I 

	

3 	; ' • 

Ponernos 

)  

)  

<vt -7- Y 1tz1 Gr,„ < R4 -N) ,rk)) 

las'st 	Lk)(k) 	^\) (‘x 

Si 	( aj" ) ‘vx es fácil ver que los derivadas de %,1. 	son una sumade 

productos de derivadas de 	`\-'l V.))  Gv 	 ( oly de P y por los términos 	a lá 	. Pero. 

I• 	 R K e. J 	 . 1S Ve..5 	II Rgz kk tá  
1,¿ 	una rotación. En consecuencia, las derivados de .Z..rr‘ 	estan acotadas por de- 

rivadas det q't 	y P independientemente de 	Notar que como V.. es dis- 

junto de Se  las derivadas de P están bien definidas. El mismo argumento es válido para deriva- 

das de Y por lo tanto, 

( 	 t 	\ 	 ) 	\\ (. 	6)`' c,):1'1: \I < 
	( 4  3  3  ) 

P011( 'MOS 

( 4.28 ) 

( 4.29 

( 4.30 

(9 ) 

( 4.31 ) 

( 4.32 ) 

por z:r 



(.(1  
Y\ 	o t5 t. 

)d\> 9 YA 

(1-2) 
ic( N> tis.,rx  

P`s)  kj(.\-\ ( 4.34 ) 

01(1*  v11 „ut 	 bx) 
1,4",  

5ez(Y,N (No; ( 4.35 ) 

Usando 	, y el lema 3.1.2 

111.1)`^‘ \v‘ 	 >1)..1) 
 cáig‘I‘ ‘,k) -S•d  (>1) 15.CA,I) 1/49,,‘ 	C, 	U-k \x\n—" klu  k\l,\\A9  

c t  \wH- lx\7 	. Y análogamente para 
	

ILe VI efk.» 

Esto prueba ( 4.5 ) 

De ( 4.13 ) y ( 4.26 ) 

Y de (M:250.) 

‘.5 d  Ic\x„\ 	SupS) k. 	clux,)  

C 	51) ? d. 4-S" .?P 	(kk (,) 	c 3 	L C 

De (4.V1), ( 	) y ( 4.3Z) 

Vithl 	u] -1(1"1  o) («Qq• j A  r- 	-.1k2(U «,) 

Y de (x'.3q), (-V. 35 ) obtenemos que 

A. A 
„ x,\7  

kly:1 

et, .. 01  C. ( 4.36 ) 

( 4.37 ) 

A ( 4.38 ) \A  

Do 	'9. 2 711 ) y ( 	I 	) sc obtiene que 

wk 
PCJIY1 (1 , inostror lo qup folie', 1)1'11'v/oremos (1 	( XX ) 



Tomarnos K = V. 

Ahora bien, 	 1 a 
	 ‘oc-v\Nt.k 	 Y 

c02 	t\1 	t 1 \I I cLk ces  

donde 	es el ángulo entre i) y 0( 	o 

Las estimaciones las haremos para (5),A, ;," 	para demostrar (4.4) 	y 	((4.6 ) 

para qiv-k,out: se procede en la misma forma considerando nada más el signo. Pongamos 

Pongamos 	 5̀1 NA•04; 	 Sc¿(x 	ke,,‘ 
	 ( 4.3a ) 

Entonces, tomamos 	t-< 

t 	1 ,02 	\,) 	al eos 

Si 	co$1 < b 	y corno 	1 < o obtenemos que 

Si 	e05 ) o 

di- ,-.9-t1t  lot 1'2.  4- \ "k••z 	t 	ot\ 

	

I 19 	\ 	— 1. \ t 

	

cs IN 	— 1 k 1 v 	k 	 c 

\ 	 -̀ 3 	Cc, 	— Irz12  lC o :5 .3 

os -  )( tvkkz- 

("_ o t. -NY, ) ( \ 



• \z) 	tet donde 	 • 

Como 

`
‘," 517... 

)""1 \v£ 	 1 	\-1:  
) 

11. 
Y • — 

Esta última desigualdad es debida a ( 4.29 ) 

Y por lo tanto, si LO er 

. En consecuencia, tornando 

<. S < 1/, 	 1/ 2 <4 -ce b 	) A/2  (4 - (°%Iizt) , tenemos que 

con 	
(NA tIt‘),< b 
	 con 	\c(l > 

s 	 ot 	t 	- Ix \ 5, C t  l 1,4 N 	1' 	. Entonces podemos 

aplicar el lema ( x ) 	y obtener que por ( 4.39 ) 

vte- N 	y V )( 
	con 	Ikl 	{,<Yr}yt.\) ' 

	0 	y 
	V (14 	con 	1c<1 5  1)3 

(K1 	I- C ivy%  (". 1"/1 	\t\)  
Y " 

Además, 	
(1)( - -/ rA 4 (X)okoW,,, Il = \VD' 1-‘‘" 

ii '.1)1 `" 11.1: 	) 
t (51 <- 



IN( 	t,vv, 
	rip kk 	11:r 	\\ 'D' (:" 	a 1\ 

11,1k kll\lvi 

4 7. C'ells  
11,(11(sism.. 

5\a'''\\«, \Nti-11\ 
CilA(11 	' 

111 	kIs)  \k .  l‘P'• 	u e (31 	klffi.t)ctzsll 

Como vimos antes en (L 33 ), 	 está uniformemente acotado en oc 

Mientras que, si 
	es elcubo unitario centrado en " , de ( 4.12 ) y ( 4.13 ) 

x 	 (x) 	= 	1 Y, l>c 	) 	`'‘) 

et 

s 
I 

IX • 	 (x- - ct 1) ei 9a 

( f• 	1 ) ((3  1- 

b. 0  

( 1 ± I — 

O 

rx) a 	
(31 	

( 1+ IZ1 / 

esto último es finito. Y corno 

1 (31 	- 2r ) d'' 

"( u, 

Finalinente obtenemos que para cada rtv.:1‘j 	<'m 	tal que 

( 4.41 ) 

''t 10 	111_1 ) 



\I • ,•4- 	con 

F 65(Yisxt‘) 

con 	loz 1 	'93  

‘1 o 
e 

 

  

   

B Hti N 	\ e Na 1\ 
k 	s, 1/51,1  

---21 

kl > 

C2.  -1•5 

Plkir )(110-1t.0 

--2 t- 70) 

114elk 	 á 9y.  

\''.2" 	kt.1)1/492-  

( leJ1 \t,‘ k`' 

 

< 

VI\ IPŜ   

4 vcs 	 -*YA t 96.  

( 1'M •> bvt, 	\.k.\ 
3 

5 -zo 	V lYlks1 fr• 	93("tb 

v"t ut2  r  
21 	 t- 

o 3 /51v,v551.1d1 !Sk.o4511) 

( El número de puntos enteros en la bola de radio r no etede 2.21 -(')  ) 

L. -n^NY:x 
C 	

—1  , 	 - - , , 
\v1 4- 1.i 11 	 leit«;,1.15,-;) 

r 

( 	4 -1 	k 	\ ti 



y ay 

) 

C al - vsi t 'Va 	

--- 

V 2 	4- uo 
3 -4 (1 k Vli- I.k ) - -2.- 

c. 

 
S ..: % 

C 1" 	( 1 1-  VI 1- 	t, 	v11  

Corno mes arbitrario, entonces 

It 	l3  
0(Y-14 \t,x)  

 

( 4,42 ) 

Con esto obtenemos inmediatamente ( 4.6 ) para 

 

Por ( 4.31 ), sabemos que 5..wc\c'' est6 contenido en un compacto independientemente, de 
Qbk 

N 	En consecuencia, de ( 4.34) y del lema 3.1.2 

(1 tu' + 	) 9y, zy, = —2.. 
Vbvx 

sk%"*- ) 	-1„L"\0)`L 

Ahora notemos que (V(k11.13 
)5 tiene las misma3propiedades de Ck 'N VI 

9,1  04. 
utilizadas en cada 

una de las estimaciones precedentes. Por lo tanto, podernos llegar a una estimación corno en 

( 4.4 2 ) para (Yk" 4, )"„,, iH 
	 Es decir, 

(-2  )k 	•-t % 	I 11z.1.2"t- Wls vl ( 4.43 ) 

Y de aquí' obtenemos, usando que 	
'" 5 t 
	 -.D(Sr<?") 	\k) 

k-‘ ya que 
1j  ID 	 ol 	11;)\ 

- 	A k t1-1 
N NN 1 



ár 

kAp Xr) 
1, 4" 	•11. \\ ML  

--'1k.-\\°(...\2:2%-li 4, /-% 	9v11 1 	\\ 
\vf 	L 	\ 71 	k 	 .,tt \ 	SS 	. 	73\ (-3  

S° 

	
\\ v L 

 1` 1 
2  'Y 

.\\ 	./\)""\ ‘I 	1 /4,„Nt-bk tN) 

. _•,\\ ,>..\) e 	(Az21-1.k/sV1,,.., \ d 

V1G O 

koo 

\-~ 
ANA 

El primer término tiende a cero por ( 4.43 ). Mientras que el segundo por ( 4.1aY Esto prue— 

ba ( 4.4) para 
	(?, ) , . vx 	• Y con esto se concluye la demostración del lema y elteorema 3.1 ki 

En la siguiente sección se debilitarún las hipótesis sobre V . 
5 

En esta sección presentarnos la demostración del mismo teorema solo que en lugar de usar el 

principio de descomposición se usan algunos argumentos de compacidad y ademós se debilitan 

las hipótesis sobre V. ( 

TEOREMA 3.2 	 Sean H y Ho dos operadores autoadjuntos tales que 
a) Ho 	.1)k--¡\/) con P vagamente eltptico. 

b) U-1+ 	j 	(1-Int\/,',11.1 
 
IrIr 
	 compacto ( 1I1 ) 

c) Existe una función 	0 , tal que para todo inter—
voto acotado I r  lo función V\-k(V,) , definido por 

( v.) 1, 	\I 1) 	 C11.)-‘ 	\ 	\k 

( 113 



Entonces, los operadores 	existen y son completos. 
espectroEl 	singularriv_Inte continuo de 1- 1 es vacro y el es- 

pectro puramente puntual de 1-1 en 
consta de valores propios de IllUltiplicidad finita pudiendose 
acumular solamente en 	v 

Nota 21 	 Por ( 4.2) y tornando 	%l,12.) 	V2.14  k-'\ 	vemos que las hi- 

pótesis del teorema 3.1 satisfacen las de éste teorema. Asimismo, usando ( 3.1 ) y tomando 

0.j M.) 	( 	) 1 	se cumplen las hipótesis del teorema 2.1. 

Más adelante demostraremos la existencia de los operadores de onda. 

El resultado básico es el siguiente 

LEMA 3.2.1 	 Sea I un intervalo compacto disjunto de 5,, u c 

Entonces existen 2 operadores acotados ( que dependen de I ) 	y 17  y tales que 

a) S/s  - 	son compactos 	 ( 114 ) 

b) P 	 es compacto 	 ( 115 ) 
donde 	 - 	R-) 

4. 	e 	
( 115 b ) c) s 	Irm 	 1.1  

• 

be, 

Este lema lo demostraremos posteriormente. Usandolo podemos demostrar el teorema: 

Demostración del teorema 3.2 Sea 	r 	 con I compacto. Entonces "si 

demostrar.»nos que 	 P CT 1 g(,,( (\ir) 
	 esto nos dirá que 

c\ c.kk) 	----- 	 ( vació ) y que además el espectro puramente puntual en I consta 

de valores ¡Propios de multiplicidad finita pudiendose acumular solamente Smorc,,, 

y que además en Ú,\ 
	 FI no tiene espectro singularmente continuo. Y Usan- 

do que J,4  \) C 	es numerable obtenemos que • 

Por lo tenlo, es sufícienie con demostrar que 



es de dimensión finita ( 115a ). Supongamos lo contrario . Y sea 	1 /4 ,,\ una base de este 

espacio. Entonces 	%^. 

Pongamos y, 	 1-ev. ( 116 ) 

De ( 114 ) y ( 115 ) obtenemos que 	YsA 	b en norma, y además 

% 	.1-)„, 	,5).* tZ y 9, 4 &Y. 	TY,. 	 ( 117) 

Por otra parte, sabernos que ..s.rx ..S1 17 L 	-1,0.«ti) 	En consecuencia, 

Mientras que por hipótesis 	(- QQ (t.( ‘.‘ )1— 

)9,1 	.1\kg„ \
2
- ( 	kl.%) Tz 1\ - L\9.4 

—> 1 cuando 

ya que 	 D 	en norma. Esta contradicción prueba ( 115a ) 

Para probar que \Z(,, Stt 	CL \*\ , supongamos que existe eD 19: `el  é (9.0, S?"' } I- 

n qÁ.L„..1,\‘`) 	 . Entonces existe un intervalo compacto 1 disjun- 

to de J,,V C 9 	tal que 

(115 ) 

o .4: 119U2 	11 e 	kg  

(15 1 9' '17  b 
	. Por lo tanto, de ( 114) y 

•It‘k 	',tu 	;t‘'x• 	‘.‘ 
e, 	‘•/ &N \Z-k  e 	) 	•e_ e 	ke 

El primer término es idénticamente nulo para toda 4E IIZ ya que 	e -Zoivs 	y 

El segundo tiende a cero por ( 115b ). Mien- 

tras que el tercero también, debido a ( 114 ) y ( 115 ) y el lema 

Esto pruelia que sifs Oic (.11 . Similarmente se obliene para 



cuando 
CO 

Lo unico que nos falta haces es demostrar que 103 operadores de onda existe y probar el lema 

3.2.1 

Nota 22 	 Sea SZÓ.f.at 	Rcxvy 	k 	\ ) 

Tomemos 	V,cy,v% C5 ) qic,LW 	, 1 com- 

pacto. Pongamos 

Usando que 
	e 
	 5 

Ak.0 
7-* e 

tk-k 
-N) c-5- 	e S2: 

\-7(1) e. 	a-  e 	1;.-e `Q 

k ?LO ¿'''" `)() 

Y puesto que 
	e 

t tl  
P( Y_) e 	(.‘:) 	sg:\  

Entonces 

'.t 1\ 
\\ \s-T) 	e 	w 	—> o 

cuando 	k > 1cr..) 

es el Itmite 	una sucesión de vectores en 	\-.) 	REA 



Esto nos muestra que suponiendo solamente ( 1111, ) y ( 115) obtenemos que 

cS.. 	 szzi.„ 	910,Ltk;) 

LEMA 3.2.2 Sea 1 un intervalo compacto. Sean 7 T 	2 operadores 
acotados tales que 	 ‘5\ 
Sea -1E CcU-<) 	 con soporte compac- 
to :r 	I tal que 	w.r. 4 	sobre 

1  Y 	o 5:  5 	z 	 c u6) 
Entonces Re, es. e - 

es compacto, donde 

\-7, 4 -  Q_ 

DEMOSTRACION : 	 Por ( 112) y la proposición 1.1.1 	i-zu) - 5.2 ‘.‘11) 

es compacto. En consecuencia, 

? (-1) El 	 t-U P.k.-1.` N\ b) 	( \\,,) 

vi) —(\A 4 -  C 	 ) 

P_ ( 

9.(1) 

- S-1‘»\) 	5-ZUck%).-1?V1) compacto. 

Antes de construir los operadores 	VZ1, y 	9.— 	que cumplen con el lema 3.2.1 pro- 

baremos la existencia de los operadores de onda 

LEMA 3.2.3 	 Los operadores de onda existen 

	

'‘ 	-.M\ 

	

e 	e 	?(,.«.\\.) 
(o 

u. MOSTRACION : 	 Por la proposición 	 y como II es suborclinadr) 

ck:  110 e. ,:!ficienie con (1,1flosiTur que I7c1rel Coda 	 y para toda 	un subcon¡unto 



denso 	\.'jr.-') 	la imegrol 

1  Cc) 

1 " ° 	
( 118b ) 

Sea 
	

fip 	 "" 
	 , donde 1 es un intervalo 

compacto disjunto de 	5„ V c,) 	• 

Pongamos 
	

r) . 	p) 	.K es un compacto disjunto de S y B no con— 

tiene el origen. Sea 	(1 "SVI ) 

Es claro que para 

inf lx 	V.:0 3  

tales que entonces 

(v/t  1 	= 'tv-N4 h9t 	b 
	

Tomando TE.: 	tal que 

9„(1..) 	obtenemos que por el lema (>0 

'95  

1.;o •y li 1...t 

2. 11 	 F \s3 krz) e T\\ 

4-03  

P('S ,) y V\-,--).. ` 
-'skk\o 

F 	zw4,.0 	(\z) e 	.1t1 

11(1.?) \-11:0 \\ \t vm 

	 á k: 

\\?L 	Vizy` ll (5.9  

1XklMt\ 

k e 

\\(-1(\?,) 	(1. 	Ily?ck 	 \k\1 



\r‘ 
i co 

t 	
. 

ivv.:‘„\t‘ 
\x“,\J\k.\ 

(SICK I t5:35-1 	‘tklIk ( 02, 
e i có 

1:» 

Ityrz) ?n<Ii 11 ilklqk 
	

lbstnát 

-y 00 

CQ 1.0,1 1) 11c(M,A) 	 SKIi 
e q) 

) 1), 	) 1 11 TI 1.3,0 11-\) 

C 
1/2  

e 	wN9 	. 	cj (sk)'1 /4  
1 

T-cb 
V  

t (1,3 tz1)4 
V 

 

• 

La primera integral es convergente por (11 3 ). Mientras que la segunda es convergente si to,  

mamos 
	

L'12-11-"z 	-e v 	levita (X.kx). Esto demuestra la proposición. 

LEMA 3.2.4 Sea I un intervalo compacto disjunio de 	5 .,0( 4 	• 
Entonces existen dos operadores positivos acotados ti , 	y 
una función S-c-c:f con S—; i\ 	en I y Yj  --, o 	tale.'. que 
Las funciones YA1.)  l 1 	ck:finidas por .4 

\3/4. " 	i:‘ 	v,i1  w„, 	1,1,i e ( 1 1 	) 

Adems, is\ 



enl 'C 	C tal que 57J. 

Y 	„ 	Si 	\ 3 w.1 

(•#21 ) 

con \77),\?..)::-.., 	( 121 a ) Sea 

Y 5 o 
1.› 	

t 	 cuando 	et, 	( 170 )  

DE:MOSTRACION : 	 Tornemos con T,,,n,(5,Lac.).(1 y una función 

Ko es compacto y disjunto de ,(,51,vei,) 	y en consecuencia Do es compacto y no contiene al 

origen. 

Sea 	b : :-.: 	1 á Co) 1,„ ) 	 ( 122 ) 
S 

00 : =. 	á 	\r< 6  ) 	 \ a ,_ 	 1 	 ( 1 23 ) u c 	'‘,,,,,-1- 	'sz. - kz-% ) -- 
NACc V. w  

ki%  e 5,vc. 4  
Denctoremos por 13 (4, 'r ) la bola cerrada con centro en q y radio r. Para q .  ‘(' Y 

definirnos 

eD ( 	 y)) ( 	.L (4. 1, w) t 	\) 1 	Y:E 	iy) 6.) )(V \-') 

Por ( 123) está bien definido en \„ n ?AA', o,`) Además, 	)t,,) • es compac- 

to y contiene a (VV)() 	• Y 

Sup • `Jf 	íp)le-4) - 
_(-1<„ 	I vz-c4 

  

•.• 	V.71 

 L

VIDelp 

112-A 	0,1  " 
L_'11 ?).)) 4 Ckl 5 u9 

`1\<,) 

 

ck' 
7L, 

donde 	k_ (R1 	U \IS (, (4 ) (t‘) 	Vz\ 
(1k- \<, 

TOMCMIDS ahora a su ri cir:!ntern2nte pequeña, de tal manera que 

(4'  

( 123a ) 

( 12/1) 

y O¿«t)  



Para esta selección de a 

D(`;-10,-) 	C -)(./-))(3,\,)para cada 	eA(- 

E :11( fR'') Sea 	 tal que :sure 	c 	1 	0. 

Sea 	A(') 	la medida 	\i) 	sobre 	 dada por 

y1.1„ 	e 	Y\c -- 

( 1 	) 

( 1 27) 

( 1 28 ) 

( 129  ) 

Y definimos 

hz 	o ) 	Ue 31,vc ?\ 	( 1 30 ) 

A \z1. SPve >>  

una medida U)sbv) 

O ) 

obtenemosqie 

9, t\ (.1-e-b ouc‘,) 

son positivos 

( 1 31 ) 

y su suma es Por ser 
	

A(.) 

la identidad. 

Demostraremos la mayorización para 	IfY‘ 	t) 
U.k  

Por (XXVIII ) 

( 	( iRvs l 5  y u 9) 	(V<1-*-1 	r X12-?Al.  
oc.1)  

Y 

( 1 32 ) 

( 1 33 

En consecuencia 

.sc 	A ( 	 c 
v 	P 	\k•3  ‘Q. 



(.\-‘ 15) 	--E:. 	( k-koN A 	 kkVP).\2.)t!I o 

Pongamos 
	 c e 	 9) k\z) 

so. 

l'1/43 	\'t 

kk\ 	
lON\m2,) \ c\ 4 )( tVi \\ 

111 

i ll  

Y por ( 121 ), 	••5 	I)? S (i)(v1)c....y.,, 	Mieniros quo por ( 1 23 ),( 1 25 ) y (1 27 ) se 

obtiene que 

uk u l A W.2.°  5,uc,? ) 

En consecuencia, de ( 130 ) 

Entonces, 

1C.  = C Zsil Lk\ 6ck.) P•ct-‘)ut, a (1-\>1 

< v\ 5,yz  í-3 	10 1\ (.1-‘) ) < %A-2,1 



rI  

Como 

1121--3, es x de la función, 	e 	vl ( 

‘5, 
•%1/4 ‘.51,,, 

c59)(Ig h 	 Ute. 	cz tzl-is t\k,IN`f‘1(‘I  
1. tsj\ \o\O 

‘,/.. ( (0 = YI(Irx)  

y como cualquier operador conmuta con 

es una traslación 

cA(\z) 
‘1 /4, 

1/2. 

\k(1(1-0 	 Ikk-ft11. 
	(-.•,(&t.. 	try OSR"Ixtk ) <9) 

klcitsz*qeM1 Ik4112-  kj.,,a(0 (l. 	)v/ \. 	.\)).-19 \̀ 
	

‘‘j\I---\%\tk 531t3 	•))1I 

( 135a ) 

En consecuencia, solo tenemos que rnayorizar 

( 1 36 ) 

traslaciones, (136 ) 

es igual a 

( 137 ) 
, 	 ;12,V 

donde 	 \\) -z. e 	vi (3--) 

•J ee C -s (ut,) v\-1"  

 

. Y 

:›0 

SOpp 	 — 12, 

D 	121 ) y ( 1 27) ) 

n \5 (,\?...1 	 ( 1 V ci ) 



Entonces, de ( 124 

	

.0\ o ) Y12. si‘- (1) 	o 	si 	k 
	

( 13B ) 

Y de ( 123a ) y ( 125) , la imagen de V P sobre 	Iz to \D..)w) ,„) 	está contenida en 

3t., n 	hi 9)(R) ;'a) para 
	lzé 
	 ( 139 ) 

Por otro lado, para 	 fijo, cuando 	\9t1.-bm y 

y . 	Cxz.) •`-""() 	 o 

d 9) (kN = 	• 	 "Yt.  

Y 	. 	?( 11) 

\o t()(\z) 
	 ( 140 ) 

Y para 	
*) ) 5  \z,1- Ka.  de (i3c3 

17 P i c1;2) k >f  ‘(V 1») .l1-2 ) 	\\75=') (u) - 	P) 

Usando ( 12.2) 

5 lo — 	.L1 b 

Poniendo u k  — 9 ->!/t 	 obtenemos 

-t. 
14 	 .) k 	k u t 	k.x t  ► dS) 	t-1(m 	Yo-) 

Usando ( 140 ) 
2 

5/ I KV7 ) - Sa,  v (v) 

 

( 141 ) 

Entonces, viro 	ft 
	 (;z) 

v 	( st) -- 	1 



(N (Y- )r. )  

719 -- 1.1) 

De lo cual obtenemos que 

d Lk ) St,(\ 	M(v,) *3  05, 	((v)) 	b 

para todo 	 \?..) 	 y 	1Y(?--  IDItt 

Aplicando el lema (g l X) 	obtenemos una constante el e  independiente de `-i/ N<, t v k 

tal que 

t.. V/ c„ 	 P. 	 -12. 	 .2 
 111  v• 49 	‘. ZZI,se\  t (. e- 	c¿k\q) -1(kL) T4 n  ) (y-sy ] 
M 

cl, 	,Vx<IvN 	y- x , 	cvp) 	; 	
x2

N) IN.,) 	1k 	
02. 

c, co 

y de ( 133) y (141 ) vemos que la región de integración en la varible 	está contenida en 

Ka y en la variable x está contenida en la región 

X ki t. — ('S1 1?)0?-.) 

Para l< fijo, 1“- 	haciendo 	s -;-- \)-1  

rit 

7-- 	I t 	k (V 	I — 

\ 1( 	- 



Por lo que ( 142 ) es igual que 

1 
k  

tIrci (K) 	\-kp 
tc e oc, 

x5.` 	(ay - jt B (.7 'V(0 	
- 2 

I 
• 

c o S Av 	v.‘z.)5(‘-k o ) 
l< 4  

1/2  A 	'Z 
k 	ael  ,$) 

1 tz.  

1 
(Nokk.k)I 

Como Ka es compacto la integral= respecto a la variable k es convergente. De 135a ) obte—

tiernos que 

‘1 	\I. 	t s -x.k 	o c¿  m) 	 ( 142a ) 

Tomando Q 	\-2_ 	 y notando que 

\\ 	16bttP7C\ 

Obtenemos ( 118a ) y ( 1 20 ) para  

tkly. 
e 	1; (.12) 	19  

• 

\\v‘z); u-N.) 	y -k» o 

Para 	"\) lk) 
	se procede similarmente. 

Con esto ya podernos demostrar el lema 3.2.1 

1)i.linSTIV,(.1(E1 



Sea I un intervalo compacto clisjunto d( ..)„‘JC-V 	Y 

tornemos 	con 1. 	también disjunto de 	. Sea S c.«)"' 
	

con 

sobre 1. y su.. 	i. e,„ Y sean 9± 	los operadores del lema 3.2.4 . 

Pongamos 	\.‘0) ?.45(sk..) Por el lema 3.2.2 se concluye que ( 115 ) se cumple. 

Puesto que Ir 	en S. , obtenemos que 

k \-95 	114a )  

kk p (I%) 	 9„ci) R.= - 

¿_-. 2 l\ P L 	1‹, 	1\ 4 \\ 	C£\) k C s-z7-  — ) 	tt "lb 
c›. 

kozy 
1\ 	Y£,Isl ?(,.1.)1 4 	9( zsl Phk05(k‘oN 9— \t 



tal que 

\>-1 c 
11P ("x 	*) 	( 

Tm 	r Tornando po ejemplo, una sucesión 	
lk) 

Y-1 	 , cic.) intervalos acotados tales 

que 	H es subordinado a lelo ) 

L'O 

X;" 	
y e:- ‘k o 

5)t, ) (kk 	\\ riz  ( 143) 

Obtendremos que 

\tvtk\b 
"» 11/41 )  K 	IV'?bcuando 

Por el lema 2.2.2 se concluye 114 ). Para que se cumpla ( 143 ) es suficiente con que vecr- 

mos que para cada intervalo 	y., a, cotado : 

e 
	at t1 ?Cr, 	ve 

\ ti \k 9e  (1 	-5(x10) 5?-k- 	"te° 	 ( 143a ) 

11°1‘ 
1)(1.:

\I 99-  
2:vitmo 

Po (Di n\o) p.t. 

t \k p (3 1 \ 	.(‘)-5 	
\)‘‘ )1- 	e 

74. 	
90 	(k) /N)) 

koo 
k .k. 	f(1,1 \J (b111)1 	‘13:›ItsNm 

o 
71 V. ‘10 	

II V)„(-1) c(lz) -[(\i t ) .r+ 
41» 

\ `' (")- \‘ 
	

vv‘ 

(5.1) 	o) 11, 



( Usando que 

La primera integt.al es finita por el lema 3.2‘1 . Mientras que lo segunda por ( 113 	F i 

mentei, para 	'el: 	1-‘) 
\n \ \\ 

kt  ¿ak1 ) 
‘. 

4 
"\\ 

\k 	(42: -5  ) w  ) j\t; 

t 	v\t. 
4 	 b\t\ 

k"c'etr  ce) F 5“3(1,\tovA láulV 
.3 /44 	+1 1c.kko 

Z R 	 (pt) 	 ,y.\ 

-kt.k-1„ 
\\ 	SI, 	X.\ e 	( 	Ss  1.\10) 	 kQW 

El primer término obviamente decrece cuando 	t 	•‘. 	
t. \U-1 ti, 

El segundo por ( 120 ). Mientras que el tercero por ( 114) y debido a que e 
	

C) 

Con esto se demuestra el lema 3.2.4 



kf? 	kj..5 
	

‘.1.554  :I VI 41  911 It> U t 

o 	In —7 •k co 

Con CIJO termina la demostración del teoremou 

Nota 22 
	

El lema 3.2.1 implica el principio de descomposición de 

Enss. Pues sea 	'I," 	una sucesión de vectores unitarios con 
	

%.‘ 

	

1 q.l f-5  o 
	 . Poniendo 

	

( 	 ny, -y < tlk 	‘I'v%R " v‘ 

y definiendo 

*1 ti fi 	9. IR vs  

l'e%‘ 

'k 	w 	R b 9 

obtenemos que 

sv p 	uke-k\i) 
e.‘bk 144. n\I 

d) 	V:— 	1.1 1.)\.t,\ 4 
y depende unicaniente del intervalo I. 

(cl es uno consecuencia de 120 ) 

tt, u t 
I osvx 

donde \c. 

a)  

b)  

c)  



El siguiente teorema es una consecuencia del teorema 3.2 

TEOREMA 3.3 	 Sea Ho un operador autoadjunto y V una forma cuadrática 
positiva tales que 

a) 	k 	) 	con P vagamente elrptica y p) 	• 

Vs. 	 \n  4 V 
	es una forma cuadrática cerrada sobre 

(\.; 	f\ 	v\ c. 0.N 	n 	‘z.4°1 

como un núcleo de forma. 	G( v) D.-- )(\z") 

c) 	V 	w 11 	Es decir, U Y W son operado-es de 

rD0-1.2'1 a, « 	a H. tales que 

C ) vy).= wi1lu%1) 

es acotado 

e ) La función 	fix(k) 	definida por 

( 	It 	A N«.` F Z%..  ocl. 11(z, l./  

y es acotada. 

Entc.,nces, las concluciones del teorema 3.2 se cumplen. 

DEMOSTRACION : 	 Solo tenemos que ver silos hipótesis del teorema 3.2 se cum 

plen. Primero notemos que por el) 	(d) ) V 'V 	w v 5.3) 	para  0) 9 e D (t2\21 ) .  

Mientras que por b) d,-(‘‘ n-DIV:"N es un noclqo de corma para 1-1. Por la cual dado 	GZ(‘‘) 

existe una sucesión 	(«k‘,) n il C9.2") 	 ta I que 

—> c 	 en norma. 	\-\920 

Entonces, de so) 

\' 	( 4, 	 ‘‘,til( 	- 	v 	- 1,) 4 

> k\ f/' 

- 

( 

( 
—5 o 

144 ) 

1/44a ) 



Corno 	V -2, 	esto implico que 

(t 	\r" ( 	tkvI 

En consecuencia, si 	C.2(‘.\1 	por 13) 

/ •3‘) v 	\ 	\ U-1'11  d))— 	 kk) 	\-\h 11  lt\--¿•01) 90\1' 

\\III  (4)-  ANIN) \\ 	1.\"1 	1\ 
 

•er5--.7 

por ( 144a ) 

Finalmente, si 	TE el(1.k)(1D(C17  por C) 

°1\f9)-z- 	
\lvt, 	\f‘f 	 (kARAN‘JW) 

» "1 •“..o 	 v\-)Nci) 

La última igualdad se debe a ( 144) y ) 

Por lo tanto, para 	15? 	Q - \\ ti\\3(.- 	) 

LéD \  \/k>> 	LW 0)\-) \\/ ) 

( 145) 

Sean dos vectores cualesquiera, entonces 

Lv L\-\ c.) V« 	(,!>:"1  

Vi( 1k .‘ ‘‘'‘ 



( Usando ( 145 ) ) 	, 

 

Liy 
< 	<\1— ' 1/4t , \1/4-`1L- 	(1-4..1%,\ V " 5-14 	c \tu* 5;) (t, 

SA, • <4„-s1) 	
s-‘ 

\ 
°t'O <t I 4'\\ 

/ 	<k t,<X\ o k*A --  

-\ 	 \ 
( 	91 02-1"  1-  

< 	 k 	(.\-k 	<k) 	122  " A) 	7 

En consecuencia, 

.•13( 	k .15) - 

Ahora bien, 

Í-1- 	1-.5 9. 1 	\ 1k O k 1'k 

'11) (YZ."4. 0‘)-1 1.k\\o'rik1)-1" 	 ( 146 ) 

( \-z 2  14  k.  

es compacto. Y por obtenemos que 

- 1/4  
kko k-4) 	L" 	N\ u 	,s1-\  Uck., t 

es compacto• 

Usando , cl) y ( 146) obtenernos que 

es compacto 	( 147 ) 

• 
Y puro cw..10 int(!rvalcac ()luda 1 , 

t. (. ‘k k 	(14 k 	) 	Vi, k 	) • .‘ 	111 	\  1.11 	•1) 



compacto 	 ( 148 ) 

Esto ck- muestra que H es subordinado a 	por la prOposición 1.1.1 	. 

sabemos que 	(zz(.Ak) 	Gv, \\ 1 (.\k 	(w) 	 Entonces 

Y por otro lado, de \o) 

es acotado. ( 149 ) 

De ( 146 ) y ( 149 ) yla proposición 1 .1 .1 obtenemos que 

es compacto 
( 150 ) 

Si 1 es un intervalo compacto. 

\\ Pe5.1) V L \R:" 	) 	F 	N'5(- kk 9.. 
t,  

L\N• k 	 k 	< V.2 	Sz‘./5.;, ‘Y.‘\\ g 
o 

( 151 ) 

Agur existe un pequeño detalle. En ( 145) demostramoscpe para 

ckpc,- 	\,\) 1 	 52 3 	Q(\ ) 

Si esto mismo fuera cierto para (1 .;(1<‘t) ) 	L Due l 0,3 \ 	entonces podrramos estirad( 

(151 ) Como 

11 
- yi  

<1t t- 	‘4V 
4.° 	 - 	( 	 k . 
hi U2:2  + A) 	ktv.  \ \ 

Y entonces esiarromos hechos() A pesar da-lee est6 estimlción en general no es cierta, la hi-

pótesis(?) junto con ( 145 ) son suficientes para (lucias estimaciones hechas en lo dernostracioólatt r  

del teorema 3.2 sigan siendo válidos en este coso. Poto ver esto solo ¡el Ir'11105 (clac, heir(  'r 

r 

 

que kr) únicas CSi tilUC.101in5 ;11_1(' difieren son poro derholiur la existencia clu los ()( .10( /0,r` 	d" 

ondu y  la  d mv,',11(1(.16;) 	 3.7•1 	• lodo lo clnii 	 51(1 i<fr) ci(.1 lo por') 	 d 



t 

bid() a ( 150 ). El único cambio en la demostración del 1(!inc.i 3.2.1 es para probar ( 143a), 

mientras que el del lema 3.2.3 es para probar ( 118b ). Probaremos ( 118 b ) para este caso, 

ya que para probar ( 143 a ) se usa el mismo argumento. 

Sea vt intervalos compactos. Y sea 	Y(.- ID con e„-i)T:": T . Ahora notemos 

\--) c 	) c, 	Cvk (I) /2 	 Qc \.‘) rZ D(‘-z-44)) que R 

Entonces de ( 145 ), 

t. 00 

\ P s) "D kk 

\110 

57- ‘) v Pe. cs_) e 

t. 043 

x.&(,\¿'"N- 	k 
á, 	l'Q.2"-t#k\ 	

t 

lotb¥ 

•t 	kk a 
\'& 
	

1 5 

-)C C\ CX. c • \a Ir.) ¿L.5 e 
•nn 	r1 CJi.) 	(),X. 	y-n <I \-» 

y-N 

( 1 	) 



SECCION 2 

Como aplicación de *estos teoremas, darnos unos ejemplos en los que se cumplen las hipótesis 

de los teoremas anteriores, 

Sea Ho 	, H 	t V Ejemplo 4.1 	 tk F• 
con 	.1,<‘) 	k.  tal que V ›, 

	

tit 	 4%¿. 

Sea H 	Ho 4- V definido como suma de forma cua- 
dráticas sobre Q H ) 	Q Ho  ) 

Entonces se cumplen las hipótesis del teorema 3. 

Como 	C °̀  (11 - space ) es núcleo de forma para Q ( H ), entonces Q ( Ho) n whu 

es un núcleo de forma para toda yl C--. 	Tomemos 
	90,1 > 	 \\J \''2 

Ast se cumplen b y c. Como  Gzck.k) 	D C\1''2 )Q.c.kko) n-D v "1) c "S) Lv./ 

Finalmente, para ver e) se cumple, solo hay que usar las notas 7 y 20 que nos aseguran que la 

condición e) esequivalente a que 

11 v.4,,,, u.kl‘wk-A)-- '\y X 	k oo 
t 

Por otro lado usando el corolario i 	obtenemos que 

I / 2. 

R 	\Z-211  f )." \\ 	c Gue SI  S 	
11%*X cien- 	 ,z 

\ 	\/ k>0 \ 1 	k2  dux 

&O( 

1 



4 
J 

 

k 4 

 

c,- 
ha 

e 	 ? 	 “N) 	 d‘1)1 

(1+ 11,-- 47,/,)  ) 	or 	 tk 

C / 1 	\I";/-d"11  

Ast se obtiene que; 

t bc)  1\ • 	C" ›,. 
< (Do 

y en consecuencia 

e) se cumple. Entonces, todas las conclusiones del teorema 3.3 se cumplen para H, Ho. 

Ejemplo 4.2 
	

Sea Ho 	LSI 	`Icon V 	o 	tal que 

5j. 	14r- \w\ l 	S 	\\/C11.1\P cl'x -. 	lcuo 
con 

1) 	/1 parra 

) p> 	para 	•4 _ 2 

 para 
13' 2  t 

Sea A. 

Como en el ejemplo anterior, se cumple la condición b ) del teorema 3.3 Pongamos 
k - "Z. 

Defininips entonces \ 	1 /4  \.'"-‘) 
9 	1X\) V 

9 \ S  

donde 
, 

En CODSCCUenCiO 



y como en el ejemplo anterior se cumple la condición e ) 

del teorema 3.3 y un simple calculo muestra que 	Cr e v. 

	

donde s 7 2„ 	para .4  

«9, 	Para 
	y "7- 7v 

2,- 

	

S 7-* ^.) 	 3 

Del corolario II obtenemos que 

\/.2. 	 y en consecuencia 	\/.1 	3r 
\JV ( 	j- 	lt L k 

es un operador acotado. Y entonces se cumplen todas las hipótesis 

del teorema 3.3 

Podemos resumir estos dos ejemplos en elsiguiente 

TEOREMA 3.4 Sea H -7,- - 4 kg 	definido como suma de formas cuadró- 
ticas. Supongamos que V = 	V1  !,-- V -2. 	con 

a) z ur,  
ot 	

( í i- \J\ ) 	\ \./ x 	) \ /- 4  x ".. 	1 
,I.'4-1. 

/, ek  

b) 5  e 
a( ' 4  ' i(,)% ue S 	1v2,(v) IP 

donde 	 /10. 
d'x 	< 

e  Entonces H, Ho cumplen las concldciones 

del teorema 3.3. 

Ejemplo 4.3 	 De hecho el teorema anterior sigue siendo cierto si unicamen- 
te suponemos que 

C.) f.: 	1
,
1+ 1x1

)\ \I (.._ e tx.  

Siguiendo a Davies Z1-1.), notemos que 
que preserva positividad. Es decir, si qkz. e 
puntualmente, el: ),1C', ( e' t 'lo (e ) c 5 i ;. o 
puilloal:n..i. . Esto so ve 401 hecho ve 

(e2t1k, 	
( -1\1 	 14kvP\9y 

donde 

es un operador 

Y `{);.y.) o  



(` A 	 e 
	 els 

:1 51 

no 	b, 

• • • 51  

t e 0`,'•,. 	-4  • \2. 

e 
 Supongamos que kR>, o  o Entonces, puesto que k 	v‹, A ya que 

obtenemos que 

tx) -- o 

›, O 

) ‘f? 	d  1.4 n"1-  O 	Cc 

-2. 
( e- 45 t-k o  -- 5 V  ) k 	4.1  --5kke 

( 	e. 
— 	‘k o 

kbe, kk 0 	)" 	" e 

Usando que 

V„v1 t, 	tiviv 

-> N no 

( Para esto ver ) ( C 	) 

0i)tenemos por un lodo que C. preserva positividad y por otra lado se concluye que 

 



Además, como en 1:jeneral 

P-1 t '<t 	a 

V(o 
C.' 	e, 

A 	 (A. '•;•.- 

para 

-1  Obtenemos que 	L1t t <1) 

preservan positiviclad y 

b 	kk-I•t<k)-1 {)  

Sea ahora A un operador en H z L 	que preserva positividad y pongamos 

Fax 1 o 

9 

Puntualmente 

7-* 	 lK1 

Entonces 	( A '4 ) ( 	 ( `-R 4.) 	- L.rk 1̀-.) ") 

-4( 	) 



Usando esto., ( 151a ) y el hecho que V ( 	obtenemos que para 	 enteros 

t-3 p 	\-\ <1)—  N (kN bklk ) 	vz Nos 	\y,  

Q,) tt 	t 

25 u1) 	\-\ ‹, ,t a\ \\ )4 	 F 3 , x\ '91\\ 
tl Xtz-1 

Usando las notas 7 y 20 obtenemos que 

( 40* F 	c 

	

Ulet-4) 	U-10+-1) 	 \\ 	1Z 4 (9z) 

o 

si y solo si 

ll-1,,k4S 4L 	1,,st  L\--\1, 1/4 11)—(-5  

Tomemos 	 tal que 	2.1\1 5 .•-) 

Como 

X1A A- 

> 	 11)-- (3v i›, 13( \ku\-1)-- 

I 	02_ 

	

›, 12 ) 	I \\- b 	A 	il 

( 	Il v 	 \ 2:k. o y  .„:" 

( Usando el corolario I ) 



\\J kn) t_l'x 
\ 	R.- 47‘)/2.  

 

Y corno en el ejemplo 4.1 

Obtenemos que esto último está en 	 A \:.) 

Además, H y Ho son mutuamente subordinados. De este modo se cumplen las hipótesis del 

teorema 2.1 tomando 	 . Y asi" se verifica lo afirmado 

Ejemplo 4.4 Sea Ho 	— 	H 	—/.1{- V  
( definido corno suma de formas cuadráticas ) donde V 

1 
una medida finita en 	R. , tal que s cvt ? S:"  ( 	1:4)' t  41.4,4 

< 	oc, 7 
entonces H y Ho cumplen las 

hipótesis del teorema. 

Para ver esto, notemos que O( V ) 

e 1_2112 ) to 

Usando el Corolario II se desprende que 

1( 	V 'I" to (I: -z (IR ) 

(151b)  

± 	E It ( 	) 1I 14 0 4, ;2+ C t /Á( a) 11T/122  

Entonces Q( V ) 
	

Q ( Ho ) y 
	o ( H o ) 	( 	Q ( V) 	Q( Ho ) 	Q ( FI) 



Usando que 
	

Ho 	es esc:encialmonie autoadjunto en (1:1)  (k¿_) y 

( 1 51b ) se obtiene que 	(.7 	„ 	C 	}n -D(,\; 21, ) 

es un liúdo') de forma para cada 1J 	Ast se cumplo b). Tomamos 	< 

Entonces„ 

de ( 1 51b ), 	- A ) 	( 1-71 ) 
1/2

,A 	define un operador acotado„ ya que 

L 4  - 	)-113 	112  

2  ‘,1 

C 11 

Se toma 	V 	\/../ 	A"' ( 	/2  

Entonces 

Y 

\t4 	C 1- 	)112  A 	
)it 

Como Q ( H ) 'z'•(;) ( Ho ) 

2_  
es acotado. Así' se cumple c ) y d ). 

Finalm?.nte„ como en el ejemplo 4 01 para que se cumpla e ) es suficiente con verificar que 

tm 
)›5.?_? 	) 	 co 	 ( 1 51c ) 

Y como 

k 	2 
k Y-• 	 •-).¿- 	> 	.5 - 4 	) 

I 



4- vo 

J 

Usando el lema ( Va ) y el hecho que 

\') 

c¿. e 2/ 

oc 4 
‘ 

-V \XX ) 4 
	

Fk 13c.) 	co 
se obtiene ( 1 51c ) 

Ejemplo 4.6 	 ( Operadores de Dirac ). Existen bastantes trabajos acerca 
de teorra de Colisiones para las ecuaciones de Kleirr-Gordon 
y Dirac (Z icr) , 13 2 > ) < 5b> ) < ‘»?/>/ z-e, c,>/<.1,7 <91? 
4+2>, < LA 5>, <SO. /  < .53> j < ty> 	zb> < 	

/ 
) 	. r-shi>zra.>) Sea Ho-;-.._ k. 0. 5. rn l..) 	Como en el ejemplo II. 

Tomemos VV• -7.-- 	• --- 	1.1 	una matriz 4 x 4 con 	V•• 

	

‘i 	operadores de multiplicación de tal forma 

que H ::-.. Ho -t- V Sea autoadjunto en D ( Ho ) 

Y supongamos además que existe ti  tal que 	 ( 1 51d ) 

II 	; 	(14-- -1" 

para 	‘) • 7 

entonces las conclusiones del teorema 3.1 son ciertas para Hy Ho. 

Como en la demostración del teorema 3.1 es suficiente con probar el principio de descomposi-

ción de Enss para FI y Ho. Primero veamos que Ho es también un sistema vagamante elrptico. 

Esto viene del hecho que K ( Ver ejemplo II ) es la suma directa de 4 operadores, siendo de 

ellos isomorfos 01 operador (le multiplicación por ( 1 t 	 y 2 , isomorfos al op,,uptor de 



multiplicación por- ( 	\- 	o  Para ver esto;, se introduce„ para cada \k, 	fija, una 

nueva base ortonormal do C 	que consista de los eigen vectores de la matriz hermitianci 

\:), • t 	1.) 	D (XVIlet ), los únicos eigen vectores de esta matriz son 	k 

y es sabido 	 que existen 2 eigen vectores para cada signo, formando un conjunto 

ortonorma I para 	( para cada VI., fija ). 

Sea Us  4«. 	) 	02..)v .1. t., SIN los eigen vectores. 

Entonces cualquier vector 	
• • / 	(-1/4  

se puede escribir de la forma 

‘p,) 	.vc 

Corno son ortonormales en 	."‘ 	se deduce que 

••••....•• 

.1•••••• 

Más aún:, se puede demostrar que los eigen vectores son analTticos en 	k . Entonces, si 

u _vox) Ir al  a ( ) \5 4-‘1) 

7.. 
Z 	d 	12,) 1

2 á3 
k 	bc) 

1 

y 	 = rs,b-t\u....(ta)k. (52_11-x) 

 

  

e á N ot3 

cualquier vector 	
( 

se puede escribir COMD 

(Y i  



,lA 
Como 	U y )**9  j- 	13 	U. 	

son ortonorma les enl (.1 ' se de— 

duce que 	,q_ 	son ortogonales en el.Q:',1:1 o Usando (XVIII) ) y ;V-- 	se ve que 

1/4.k) e 	D( K ) si y solo si 14) y 	estan en D( K) y además 

‹,,T) 	( 	vvtia)
111 

Entonces, como en el elam ( IV ), Ho tiene espectro absolutamente continuo. Asimismo como 

H y Ho tienen el mismo dominio, son mutuamente subordinados. Además, 

lk V C 	0117" t  F 	^x- 

) 

En consecuencia, como antes 

.-‘ t ‘x 	(VkéN-iia) 	 es compacto. 

Usando 	4_ y esto último se puede copiar la demostración del principio de descomposición 

de Enss, del teorema 3.1 

Por el corolario 1 vemos que (151d ) se cumplirá si y solo si 

kkx) 
Sv 

o 	Ih¿U>P, 
\\/.. (4) --1

á1/4* Y. 	AS; t.. 1u:N 



Ejemplo 4.7 

S_Cei 	W una función de 	11.E 	en 	l .,kZsj 
	

y W2  el operador de multiplicación en 

2./ 7  1-2(1R1 	por la función: 

con W 
* • 1 .4\J-1'91  

Sea 	 O 
	(ill.ut  el como en el ejemplo II. Podemos considerar a W un a- 

perador de multiplicación de H en Ho como 

( 151e ) 

Supongamos además que 

( e rzb) 11 — o  ( 151f ) 

( donde la desigualdad es en el sentido usual de operadores ) entonces si 

( 	IR.)  V '-e) 1..7; 	
"C, 	) D 	>210  - 	I ‘7  \ 5  4( 0.  

	

'Re 	ff 	W P> 

V es una forma cuadrática sobre Q ( Ho) con cota relativa a. Para ver esto, estimamos 

<k{1,vke>! 1:7 2\Re ZI"ii \j̀)5.1.\ 

	

‘t 	\\ 	\\ 
1{0 

1 	
11.( \SC o V>. 	 l¿ 1.< ( 

	 k  2 \-,) k.q 



Si a es rTICnOl.  que 1 podemos definir 1-1-7 Ho -N- V 	como sumci de formas, utilizando el 

lema 111 

Tornemos 	 y supongamos que 	IYA W.2  E 112- 	i 	1,2,3 	. 

Usando el terna V I obtenemos que \k/ 	es relativamente acotado con respecto a Ho = —4 

con cota relativa cero. Es decir, 	 k.D 

\J\i't  \.na 	
Como esto impli- 

ca que > 

4•-• I  ( Vk ‘9 	 \ 2  

 

-- t ) -2. 1 1 

se cumple entonces ( 151f ) para 	a 4 1 

Entonces, definimos H = Ho 	V como suma de formas cuadráticas. 

Para ver que H y Ho cumplen las hipótesis del teorema 3.3 b) se cumple ya que 

Q(H) 	Q(Ho) 	y Q (11rio ) A 1") L 	 D Ho) 

es un núcleo de forma para Q (Ho) y en consecuencia para Q ( H ) ya que V es relativamente 

acotada con cota cero. 

Puesto que Q ( H ) 	Q ( Ho) entonces 

) 	 2 R 
	

\ 
	

( 151 h) 

y en consecuencia ( 145 ) se cumple . 

Usando el lema VI, se desprende que 

( ) 	1\ a \<- 
< 	) ( 1 51 



ya que 

1,2;  3 

(, 	 VV(¡•̀\  )1  \ 	, 	también está en 12  ••• 
( ver ejemplo 4.1 ). 

( Además para 	e 1 intervalos acotados 

IP (t 5) \,) 520 	 \) 1. 	‘k 	?„, 	\2  

-z- 	(90? 	< ? c-5.. \)w ) 	5-\.x.‘1 90 <1 	<-5-0`v )  090<-x )\1 > 

\( Spd:\)`\ -' s  

5 	‘t 	( 1. 1 ) I\ \k 	e«. < I 	9 ‘I 

4 	Como Q ( Ho ) 	Q ( ) 

%dux, gm, 

Usando 151 i ) obtenemos ( 151 ) 	). 

Por consiguiente, la demostración del teorema 3.3 es válida para este caso. 

Se puej,:m tomqr potenciales W que oscilen bastante. Por ejemplo, 

1 (  <:7- 

7', 1- 	\)3 /2  





CAPITULO V 

En este capitulo presentaremos el caso cuando 1-lo ya no es de 

la forma 1-lo --- 5)(-'10) , pero aún tiene una expansión en autofunciones. Seguiremos la-

demostración del teorema 3.1 e iremos dando los cambios necesarios para los casos que - 

presentaremos ( Simon 

TEOREMA 4.1 	 Sean W y V funciones a valores reales sobre 'q con- 
a)  

b) \ \A/ •ic \ á 	•r"-• A- cc 

V\,1 V\i1 
c) `:)k_v? 	 5-k yKk 	Iviy0 	«¿- 

V-1 

Sean (12  
- • 	V -\ 9,/ Y 
x.  

\-\ 

definidos como suma de formas cuadr6ticas. Enionces. , 
11 y I10 obedecen las conclusiones del 1corerim 3.1 „ 



DEMOSTRACION 

El corolario 11 muestra que si 	Ll E G. 
d 5( 2  

\\ 	v 	
\\ L 

	
a \\ 	V12.  T\ 	 Ce kk kk i. 

	

v\I 	 /1)92 	c 	\\I„Rkkx. 	( 152) 

En consecuencia, del lema 111, definirnos H y 1-lo como los -- 

operadores asociados a las formas cuadráticas definidas sobre (:,)L-.5e 	por 	•••••• IM• 

h's k- q) *=. 	R, -t.q) N-* <`5) , vq) A-  UR,V,1‘0 

IR , \\ o 	) "--- 	( 	) - d 4 ) 4-- e'9, \V `.1)  ) 

La demostración está basada en la expansión en aulofunciones 

	

de H o ---- - cf: + w 	. Listamos las propiedades de exta expcnsión. La demostración 
•zlyz 4  

puede ser hallada en y. 53"] 

	

Sea 	1-10 7-----  -al -V \,i‘i 	cumpliendo a) y b) entonces existen funciones 
)(1- 

4)%ntyclq) , -to ‹x < .1-co ,--5( 4: 11- -Y- y ¿,4) con las siguientes propiedades: 

	

i) 	(1)vk()k,\z) = e‘t)(  Lkyl'IIR-) 	
con 	U, x 1 /4 5, 1-k) -::: u., Ck , -<=1) 

	

ii ) 	LA  (\z) 	y C <«n(-) Lkyl ,,.3) 	rvck SE-  C-011)") 	son analiTicas en k 

para W.c 0,-1-11 	y (-t o) 	U kÁ analttica como una función en L2  ); son 

continuas en 	1- i1, -111 

	

iii) 	1. \ k-1) ‘,.. E.,_(v) 	• - • < 	1..,,,(10 —> kkx) 	, con desigualdad estricta -- 

para 	1" -1,. o ) t --\-\ . 	E,C5k1 	----- 	.- 1-k) 
1v 

	

iy) Para v.  e m-..2 	, 	1- 	ix, 	
cumple 

cl," (v-1 	 ) ,( v. ,\¿) c.- l v) ..\x 

21 	
ii 

\ 	n  l v.() \ (XI&  
r‘ 	• ;; ::: 1kV.1; 

y) Para a,, 1 P ' 
,- 1. 	 (.1, 

t1 
	 01) 

l.(-- .‘x lc))g (0,k )_\ 



cumple 	 -1‘ 
1k c -) krz  \ 

vi) b y t se extienden a operadores unitarios entre L  (1p,,,k,) Y (D 	.(-1155)Y 

son inversos el uno del otro. 

vil) Poro 	% e 'Dc\\<,) 

= 	e., 	
y 

ua.)  z y, 	\72  

Sea 	— /J z.--- -- t-1—*' 	-- VZ 	, entonces 
<5 Y L.  

_ 2  

	

kt 	(r- 	 1 ')C1 (- L\ 	 \\ L-11k0 (kkg*ikl) 

	

L C 	 ,«>c.1 

Entonces, corno en el ejemplo 3.1 
( c° 

lk y V.1 	 -<2-  1 	t +'‘)-- '1"2  \k á R 
o 	

LID 

En consecuencia, si 

F. ( 	>.R)( Nbk kl)-‘  

CC) 
( ketb 

N1(1.Z.1 

Notar que h (R) es una función monótona decreciente. 

Como 	(,(‘15‘) 7: Q(1-\ 

y 1-lo son mutuamente subordinados 

Del corolario 11 sabemos que 
//2_ 

	

V ( 	k 

	

En consecuencia, 	k k  

k '111- 	(1, s_s v„x." ( \ 

(1 55). 

Az 
	obtenemos que H 

kilkz 

(155 ) 

es acotado 	 ( 1 56) 

es un operador acolado. De este modo, MED 11••• 

es un operador compacto debido o 



kt P(1-1) 	5• 0 	ez.‘t‘\0 `4? 

c t 	 v P,C.0 e 	kf? 

lk PC11) \i  L 

• 

Entonces 

( 	1\ 	_1 	wok 53 k 	(x\ 	,55 	 5).) (‘‘,.%-\1)-‘ 	\-1(9-) 

U .\.•-•.? *co 

En consecuencia, 

( lt .t 	-\ c).‘• 	 es compacto 

Usando la proposición 4.3, para demostrar la existencia de los operadores , es suficien 

te con ver que para un conjunto denso (=-9  en 
co 

a t \\ ?(Ik) 	- \\o ) 
4- t 

donde I i, , I son intervalos acotados y 

...‘kkAkes 

-1/4  CID  

, Más adelante diremos quién es 

	

t qv 	 toa 

\U\UI(‘) 90(1) 1) 	/̀I'• \A  ( 	1\U1-‘) 	F B 

	

k 	
) Pc)(.n ,et1 

Entonces, es suficiente con demostrar que 

	

i 	
á 	\l 	 \.).,(11 krm < nr5 

	 ( S1,es ) 

para (111  jií 	d)1 ,  



<7.1 

V" lx.1 	1k 1•1 

Ahora se definen los valores cínicos de l lo como los valores - 

y el valor 	 para cualquier n, 1(o con ,) = C) 

Puesto que los 	son analíticos y ¿v,-)  t<a) 	cuando n---7 ce, los va- 

lores crrticos son discretos en 	kR 
	es decir, su único punto limite es 

Fijemos n y un intervalo 	la, b3 en 	CebTt) 6 C-11)0) 

que no contenga ningún punto critico para 	E y‘ • Sea 	LO un abierto contenten 

do el conjunto de velocidades _ ,.. 	\ 	Y 0, 1  V> 7-1 
k . e"  \ 

z 	 • 
Si Ifte cj:(415,) 

y 	y(x) = 5 	

si

q 	
con x/ €  41 

c... 
Usando vi i) , obtenemos que 

( •-•sMiú 
1/4V ) 	) 

- 	 wylk oz.) e 

Y usando vi) y v) r  obtenemos que 
13 

it 11o 	 ..; En<kz)k.:. 
c51 v%  ( )( 1  \..? ) vi ( t) á \z, 

0.. 
( Usando i) ) 

vy 	14 • 
trWt) u,„(v.,+2) e.-- e 	va• 

"D 1 
\3 .11W Uv`‘,1 \--L) —Yl

vx.
--  -14  

\ 
e 

Siguiendo los mismos argumentos que en el letna:(XIX), obtene 

mos que 

›.) k: e%." (1 112,_ 
[1<x--t. 	 -YY- 

CS V4. 

15  
:1sn. 	1-Y) 



\ 	á ‘z. 	- • • 

(1i 1Y.tN \\_\ 1 	1k ( 	— 11.2 	Í 
	

'1 \\ 
	5 cs 

 

En la última desigualdad hemos usado el hecho que 

es una función periódica en x . 

• En consecuencia, para todo 	— oo 	< 

 

vt) 
Ww.Q- 

 

1•& 	) 	\--‹ 
`31.--(u) ‘) 

Usando que los vectores de la forma  

k`i 	k 	Vz, 	41, -k eyo  

"I\OM?„,x lc 

Con 	l-Ja 	disjurto de los valores críticos, son densos en 

de 	( 	) obtenemos ((5z ) y por lo tanto los operadores de onda existen. 

Sea ahora j una función sobre (--.C1 	11 ) que es definida -- 

positiva en el grupo. Es decir 

S Ir  • `i(\z-) 	) (14.) 	o 
	( 16o ) 

y además, 

Sea 	 '"1\1-5,51) , definimos 

( 11 	

Yn) hz) 	‘‘-&) 

	

donde 1 	es la forma 
	 1v 

ala) 	INz) 
	 para algún 

0. 

	

n e 1W 	• 
	Ahora bien,para tales q) tenemos que 

(T 	i\ w‘ 	) 	 \k7 I  ) ( A vy, 	) 

v‘M 	4  :) yy. ) 
	

4(,1 ) 

Como j 
	

conple Inmbi(i) ( \1,()) 01 )1( I1(1110; C 	(1 d (1 Am 

e., 00511 iVo 



 

Y \72, 
Tomando c. 

11-,‘ 
con 1\1 < oD 

y usando ( 	) y ( SC 1-) se obtiene que 

 

 

(.`V ) 57  A 	( 
vil 2/ 

En consecuencia, 

toros y par lo tanto para todo 

para un conjunto denso de vec- 

ya que los Am son positivos. 

Además, usando ( 1 59 ) y los mismos argumentos para 

trasladar que en el terna XX se concluye que si 

„ 
( 	 \ 	\ 	\*k.1 ) 	\kv,- 	:Pf Y\ 1\ 2  

wk) 

si 	5`' e 	35- "5 	C- Ca,b Lnitl 	( 65 ) 

Como antes, para probar el teorema, es suficiente con OMI 

probar el principio de Descomposición de Enss. 

Tomemos 	La, 1;1 que no contenga valores críticos . Y 

Usando la propiedad iii) de las propiedades 

de la expansión en autofunciones, se deduce que \-13  es una suma finita de términos 

de la forma r) v, 

n ,•z) a h  
4, vz ) \-z 

Tomando 	yx 	cumpliendo 1GO ) y ( 1 (a‘ 	y ad e— 

más 	:Sup PYin 	 c ni „ I N] 
	 y utilizando los Am 

en lugar de los 	A a5 b( —:.11 (19y 	
y (159 ) y (164) se pueden seguir los - 

mismos argumentos que en el loorema 3.1 y llegar a estimaciones corno en 01.42) y 

1.1•1 •••• 

sea 

( 11.43) donch en 01.43) aparece por 	t\) • 



Como solamente tenernos que ( .153 ) se cumple en lugar de la con-

dición (2.5) ( de Enss) no podernos seguir los mismos argumentos que antes para demos-

trar que 

Wv-t  V\ \\ ;- 
out Y1--)Jrco ( t( ) 

tinta. 

Para ver esto, hay que proceder de manera un poco dis--- 

Sea I un intervalo compacto, entonces 

so 
\\ p cs. 	v 

-00 

Pyi) v 1 51.3c 	X\ ‘k0N-\.§) 
Wakw) 

\k\k 0 "1 \ 	T„,,;, 

\19Uí) V F Sjsc„\t\  'R,A N'w. 

--DO 

y-Yo? 	 \-% 	 V\ 

1 v14-0 

o 

\'53W,v \\ 

Usando ( l53) y la estiirvición clliák)(jc, a 	4.47) se (..)1)1- iene 



1\59( 	t 	1/1) 	" 
{- b% 

para todo intervalo compacto 1 

Corno H es subordinado a No, del lema 1 .1 se concluye — 

que 
	

\ 9 (s t > V)e> L11) \‘ —c) 	 co 

Utilizando esto, se puede entonces demostrar ( 166). Y -- 

ast se concluye la demostración del Principio de Descomposición de Enss. 

Notar por otra parte que no es necesario usar una estimación 

corno en (4.43) . Pero esto fue posible a que 

t¥\:7cil vl< < Nco 
	para cada intervalo acotado 1 • 



CAPITULO VI 

EXTENSION DEL TRABAJO DE ENSS 

EL METODO DE KUPSCI-I-SANDHAS 

Y EL METODO DE ENSS 

En esta sección se discuten situaciones cuando alguna región-

acotada del espacio de configuración se comporta mal debido a obstáculos o a grandes - 

singularidades del potencial ( Simon 
	) . 

TEOREM,N VI , 41 Sea Ho -=- P 	con P vagamente elíptico . Sea- 
H un operador autoadjunto tal que 

a) J es un operador de multiplicación por una función en 

b) Para algún % co 

•y 	13 5;: , 
c) es compacto poro--

(k\ 
cada A 4. 

d) Para cada 	-z 	 la función 

VI(R.) 	7-- 	1\ ( (\\-1' 	 Y.);?. 

Sed 15 f(1C(.! la cnndiciÓn 	Enss ( 	donde 

\kr:A 

/S 	V)cw..‘  )-1 	si 11 	P 



Entonces las conclusiones del teorema 3.1 se cumplen 
para ( 	Ho ) 

DEMO STRAC ION 

Notemos primero que corno 
	k"k 5- 1.1„) ‘1 o-  ?-) 

es acotado, entonces 
	J (11,-- V 	es acotado. 

Así', 	3-  '• 7)(00) —> D (vi) 

AsT, 1-1 es .1 subordinado a Ho. 

Usando d) y la proposición 1.3 , se obtiene que 

e% 	3-  e: '‘Ok  

existen. 

Escribiendo, 

(\-5 )(\k o .‘;,11-\  = 	V:5¿Z ))01  111.-1;1)-\  

4- 	3 ) F 	)X).  

y usando b) y el lema 1.4, obtenemos que 

(1--S )(Yko‘*11)- ' 
	

es compacto 
	

( 51)9) 

Puesto que 	 L-2. ( R.3, c. 	 las funciones 

(1; p if% /11 	con 	(*itc. 	C-Z ( 	\ C ?o S ? 

son densas en 	9‹),(Av;,) 

Entonces, 

> 	qp, 

donde hemos usado (169 ) y el lema XXI. 

C. 
tia 
 

b 	
\'‘`4'" 

lk 

e 	\-71) (11‘,\\) 

.11,.,‘.11)(1)...7 

1., Yv\ 

- 

Usando densidad, se deduce que 

k o 
N - 	) -11 	 \k ti) 	- O 



Y de aqui', 

posición de Enss, 

; v‘-‘ 
-1.to 

Como antes, es suficiente con probar el principio do Dz„,scorn- 

• e 	•N 	1 o.c.<\0) 

Usando c) y el lema 1.4 
-1 

	

k\-; N .14.) 	 ‘1*) --% 	FS.B1-  :\ es compacto si 	Re- 

Entonces, 

11 £(11“(( V-‘ 	(\.\0-k 	 ;ealk,-/C-1 

(Usando b) ) 

	

‘. 	Vr \ <0-1  3- 3 	.1•51-^ 	?) \-1 \ x ‘\ 

P1\ - 3) U-\,-‘.11V\ 	U:51.5--)c.11\ 

k-st v 	F 	\k 

It ( isk— 	(\\,i-.,(( V-̀  F-‘%(  ,x\ 

	

b 	 oci 

El primer término tiende a cero por d), mientras que el segun-

do por ( 169) y el lema 1.2 . 

En consecuencia, tl y i ig 	( 	)-` 

es compacto 

C-opiando 	org,ir..ntcy., del prinGipio de descomposición de- 



e. 

Enss del teorema 3,1 , llegamos a estimaciones como en (4.41). y (4.43) donde en 1.• 11.41, 

(4.43) aparece en lugar de ( 	 ). 

  

  

Para demostrar (4.4) en este caso par t'eh N.1 , proce-- 

demos ast: 

(Usando ( 	) ) 

1k P 	( XI* - 511 `1,11% vx 

11 P(1 	Q \-ka-z,' 	\ 	,L 1 11át 
— 00 

Y, 1\ 	o •-• 	W„ 

	

U? (I) 	a.)-` til 

	

,t 	11 
	 ...,t \10 

• 09 

) o  y—) 

Y puesto que 

Alp 
se deduce que 

 

•‘k (S14i i\  
'11 	vs, 

Ast el teorema se sigue. 

 

Siguiendo exactum2nte los mismos argumentos , se obtiene que 

el siguiente 1eoremu ion-3)1CH es cir..rio. 



'TEOREMA VI .2 Sea Ho = 1)( 	) con Pvagamnte °triplico y J un-
opbra. dor acotado y H un operador auioadjunto, tales -
que 
H es J subordinado a Ho 

b) (IVS ) (kkc, 	11  ) es compacto 

A  
(H 0-1 SI 	es compacto 

d) Existe una función 	C.Pó  (IR") 	 tal -- 
que para cada intervalo acotado I , la función ha (IZ) 

1k P 	 1-2-) 	F 	 \I\ 
satisface (2.5) 
Entonces las conclusiones del teorema 3.1 son cier— 
tas para (H, Ho ). 

Ejemplo 6.1 

Sea Ho 	 -/-51-N1 definido como suma de formas. -- 

Donde Vz: \14  - V- con 	, V E 1.114c 	y donde V_ 	es - 	aco- 

fado en sentido de formas, con cota menor que 1 . Además, supongamos que 

w :--- 	,)("5 V 
	

satisface 	II v,./ (ti,-- -a.)- ` FI B;z 1x-111 

para algún 	2 ( (s(1-L) 	entonces tornando corno J al operador de multiplicación- 

por una función C`') 	que es igual a O ( resp. 1 ) para 	1 x k 322 W,, (resp. 

es fácil de verificar las hipótesis del teorema 6.1 : 

Obviamente la conclusión b) se cumple. 

Como Q ( H) = Q(11.) ( Q< v) 
	entonces ••• 11••• 111••• ••• 

) r12  (?11i 1)~ h  es acotado y por tanto (c) se cumple. 

Por la construcción de FI, sabernos que D(11) D. tu b( , 

( Ver lema l l l). 

Puesto que 	 ) ( 	) 	 es acotado, - 

9.)(Rp 	\ 	( 	7 	 es acolado y como rkM1).‘Y-\ \/.5 	 V.) 

obbliernos que 	1(.4,1, 	 c:-.1->"1) 



- Puesto que 	C-?( 	
5 	

-a ) 	(U0- =1)-1  

V 1)  R ) 
además. 

5_13 	\ X 	 F 13,;/(_ 

F 	13(n o) 

y (k\,,,--.2\-‘ E 5, 1351 o( 	y 

r5155(5.z.NX\ 	
ft134-.)x.\ 

O:\  

Por lo tanto ( d) se cumple 

Ejemplo 6,2 

Sea S2 una región cernada acotada en 	W\\I  y sea 1-1 

alguna extensión autoadjunta. Tomemos cualquier base cb‘  .-• I 	n 	en 1-5 LSI) 

Y sea H en L ( 	 ( 	s-1)G., 	(,51,) 

ovv --.. 
Denotemos por .1 al operador de multiplicación con U1-- S 	Co y J7--:-° en algo- 

na vecindad de .9.. 

Todas las hipótesis del teorema 6.1 son obviamente satisfe—

chas con la excepción de la hipótesis c) . Esta se cumplirá dependiendo de las condicio-

nes a lo frontera sobre 1-11 



Para las Condiciones de Dirichlet 	 se cumple 

la hipótesis c) ( 	); para los condiciones de Neumann,se cumplirán, si por ejem.— 

plo, 	obedece la condición del segmento ( C.511 ) . 	cualquier forma, si se ~me 

cumple, entonces H, como operador sobre L2'(ti2.‘' 	, tendrá espectro singular— 

mente vacro. 

Ejemplo 6.3 

Consideremos una función acolada V periódica en 172, y 

sea W igual a V ( respectivamente O ) para x > o 	( respectivamente < O ). 

Pongamos 

1-‘ W 
4)4'2  

1-5,1 

entonces se demuestra que: 

TEOREMA 

11‘ ) Q v 	 vvt. 

'ty e.) 
existen. Donde J1 es el operador de multiplicación por una función 

que es O ( resp. 1) para 	x 7 1 ( resp x < - 1 ) y 	:5,/ 	- j e  

b ) Las afirmaciones b), d) del teorema 3.1 se siguen cum-- 

pliendo para H. 

c) t'13 	 (11,;( 

d) .Y/*12  () ?-(„... 	ov,,, 	Gr.) 12.131f, 

‘1) 
Para ver esto, es suficiente con ver que la siguiente variante - 

del wincipio 	Descompcy,icVm de Lnss 	curople: 

(Q 
-:s 	 o  (v s y-) 

e 	"31)‹ 

Cc' 
	

tal 1~. 



LE tv\A 

Sea 	una sucesión de vectores unitarios que cumplen-- 

las hipótesis del principio de Descomposición de Enss, entonces 

Se puede descomponer (k\ 

(1) M5 „ % w 

(2) \\ L 	—N\ 

(3)  s 	p 	1\ 	%,‘ 	k ao 
ut 

S(11\5 

DEMOSTRACION DEL LEMA 

Puesto que 	(\-\) 	celó 1 	c,"k 

(' 	1  
y como 	-- s‹ - 	

son funciones 	 entonces 	3 	(‘\„\ 	\L 

En consecuencia, H y Ho 	son mutuamente subordinados con J 
	o ( De hecho son - 

mutuamente subordinados con J Q 1'1. 
	entre si ). Además, usando las notas (7) y ( 20) y el 

corolario 1 se obtiene que la función h ( R ) 

1\ 	V. 1-\ 5 9 v(  

es una función en L," ñ 1. 1  

Da la proposición 1.3, se obtiene a ) del teorema. Más -- 

aún, como antes, obtenemos que 

3. Q1, 	31‘,‘  1\ (tY1  3 5)0 (.4--  \ 	es compacto • 

En consecuencia y 

— s _ 	l. 	,y) 	—1 
1.1 	\ ; 	) 1 /4 \ Q  ,, --,), ,y 	11 k S,1) 	

es compacto 

Esto [rucha c ' ). Y además I 	e \‘) ,1. 1 	 ( ( \\ ( 1 V  ) 

COInivICIO si 
	

A r.  C ,L, \\,),) 	 • 



11 ( 

Simi larmente, para 

Wn, l,u —>t. 

c•-pcm,: 

--2 k-rD 

Puesto que 	j 	 < 	 , entonces ••• 

d? 11 	 t 	c4)  sf os( 	y 	 es compacto. 

Usando que J 	es O para 	x 	1 y del hecho que 

"1 F Pa y, I 	̀ „ 1 -7  ° 	
u() 

obtenemos que 

k 	 X 
7 O Y1 

Y como antes ( Ver lima 3.1.1 

T„ 1( 	y\ —7 co 

Se define entonces 

  

  

zit •
• 	•I cc  &Mb) 	, 

Puesto que para ci 	y t 	negativos 

\ 	 3,1‘) 	entonces se pueden aplicar los lemas de fase estación °riza 1.11.011. 

(lema XX) y obtener estimaciones como en (1.41 ) y (9.43 ) . Y de aqui' se obtiene 

Usando los argurrEmtos anteriores y la expansión en autofunciones ( Ver teorema 4.1 

para se concluye que 

\'1%"1 t) 	 > 
	Nr1 

4 



CAPITULO VII 

EXTENSION DEL TRABAJO DE ENSS 

CAMPOS ELECTRICOS 

\A„ — 

En este caprtulo se presenta el caso para 

con 	x, 	la primera componente de x, en "Wk..  . 1-lo es la energía de una partr— 

cula de carga 1 en un campo eléctrico E 	i, o)  ..•, ) 	. Por ciertos métodos, se— 

demostró ya la existencia ( 	5> , 	ti > 	) y completud ( 4.5'5> ) de 

	

\\, 	 as?' como la ausencia d espectro singularmente continuo 

( 

	

	 Mediante el método de Enss se presenta otra demostración ( Simon (/o ). 

Antes daremos algunos lemas que nos dicen ciertas propieder 

des de I-10. 

1.1:1v5A 
• 

Ilo es esenciuRlunie atnoadjunlo en 
s  



•-• 	I GN 	 • 
( 	+ k 5 	 •-• 

• 

/ 	2 
(d
A 

; 	) V 

P 2,9 

e5   3/3 	d'k 
9 

donde 	p 	; 

P '21. 

DEMOSTRACION 

• v3 
e ► 3 

p 

E é 

Puesto que 	P 1 
±: 1F' 33 

conmuto con e 	obtenemos que 

• p3
3 ( e1 	x1 ) 

2 2  
I 1  O 4_ 

( 7.3 ) 

Si 	es es la transformada de Fournier con respecto a las- 

coordenadas ( 
c4 2 ' • • / 	) 	c4.  

k f.; 

( 7.4 ) 



• A k- • 9 ,313 

3 - 

El operador definido en 
	X.1> 

(\R") 	(W,1-,y) 

, es unitarintnente equivalente al operador de multiplicación por c;:lx..  - xl  

definido en 
	

eh"'  Wti" 	C_ 	1. ( 1-7\ 	tzt c4 
	

) 
Sea 	

cV:i 	( ct-1 xt 	4-5;'L  
De 	-.1-3) 	5 (i. `i) 

3 
14, i C oc.'D  (IR', 	 P 

Puesto que 	149-1. - X x 	es una extensión autoculjunta de 	
i- 	e.t.5  (IR" 

entonces 	• t7-5  ;f1/5 	es una extensión autoadjunta de 	1‘. 	.9 ) 
e 	S e 

Si A es otra extensión autoadjunta de 	1'\ a 1‘ Cv  VR") 	entonces 

3/3 	 - 	3/3 	es una extensión autoadjunta de SON1~ 1.•• 

A (VI 
2. 	 Como Cr es un núcleo para c.' 	se concluye que it -vk 	 -  

? 3/
3 I ?3/3  

- 	p 3/3  
B 

— x , 	6 

Por lo cual, Ho 	tiene una única extensión autoad- 

junto. Esto es, Ho es esencialmente autoadj unto en 
	CD 	 59,') 

De ( VII ), tomando 
	F1 /4  (k)e k> 

3/3 	 c. 	e 	4.SJ:11. e_ f7.15/3  

Por otro lado, 



h • • • h X .4  J -% 
% e 

e?. 
t 

5- 
k v. 

Y por lo tanto, 

• 3 
'sk 	 e2 	• k 	k_13/ 	e‘ S" (3 

2 	? P 	
• 1 /4-5 / 	- 

e 	e. . 2, 

e  

LEMA VII.2 Supongamos que V z•- V 1 V-2. con V .7„ acotado -- 
y 	- b 	acotado con cota a. Entonces V es - 
Ho-acotado con cota relativa a. 

DEMOSTRACION 

	

Por el lema Vlt. 1 	 No)"P  5 c  c 

es denso en gf:= L2  C tR 
	

Entonces, 

	

( — J 	t- 	 1  y 1 ( x-k e y V)) 
	

1-1 	 - 	) 	\-> o k •%1A-' 

Por densidad, se obtiene que ésta última igualdad es válida para toda 
	

(9\ 

En consecuencia, 

	

\/1 	ot -s 	\/‘ ( 	 -1- VI 	\-) 	\-1,5\ 10Y 

V 	 \/, 	--'4 , •‘ .%\D)-1 	1-\,7 -1 \\S-1  V, 
 

9-.‘ 	, (-A 	)-1  

Para  ver esto última íguoldod, se hoce notar que V, 	\ \I)  ) 	k \v.) )- 

es un operndot acolo(lo, yo que 	es ../\- oc(51odo. Y puye 	conjunio cenia 

• 	 P21  

F (-- 



\ v t  

si 
e C o 

`t'y\ 
—> t 

)- I ra A b S- V1 x(-44 

Es fácil ver que en general: 

Cota relativa de V con respecto a ( 	„) 	es igual a 

11v( 	r .10.1  11 
Entonces, 

nvz 11 00 	livv, 

%/N.A. 	
I1v,x1 (- 

it 	</a (-b)  i  

Usando que 
	\\ A .1t.. 	\\ 	\\ is,\\ 	\\ j3  \\ 

se obtiene que 
NrD — tco 

TEOREMA VII.1 

Noma 1 

Sea Ho 	— 	 \4 en 	 y V 
un operador simétrico y Ho acotado con cota relativa 
menor que 1. 

o k- Y\ 	 )( R 	\ 

Supongamos que 

h ( R 2 ) d R 	 (7.5) 
Entonces, 	I\ \J 	Ho cumplen las con-- 1 
clusiones del teorema 3.1 con d) reemplazado por vació 
y 	c.)  e_ 5 ;,) 	 j-  ( 	O 	 M 

En el lema-1 !)e vi6 que I lo es unitariamente equivalente a 



multiplicación por 	k 	Entonces, del lema IV so deduce que 
	

(1(11 4, 	4 CkC_II 

Ast„ 	\) c (va cto ) 

Por otro lado, notar que ahora se pide 

(R) 	V (11.1- 	 > 	) 	 y no \nk 	\\\I y\ 0 .1  k{\ )—‘ 

Adem6s, 
t-co 

1-1(R-1) 	.4  Ir '00 Nr1 
o  

hc 

Nota 2 

El lema 1 nos dice que Ho es un operador que no cambia el - 

soporte de una función en un conjunto denso de 
	

(),( = 1.2 	) 

Se pueden seguir entonces los argumentos de la nota 7 del ca-

pitulo 2 y ver que ( 7.5 ) es equivalente a 

S i-co h v t C x, 	(11 	)‘ 11 	11) 
 

( 7.0 ) 

Los siguientes lemas nos proveen de los argumentos necesarios 

para poder seguir la demostración del Principio de Descomposición de Enss. 

LEMA VII. 3 (1- DIMENSION ) 

Supongamos que cV-: \--2(1M y t-')A 	tiene soporte - 
en ( 	N. (90 ). Entonces 	M y t 	o 

o II 

Vt o 

en la región 

)(,0 	Cyf\ 	\)c—ck— 	\11t.\i'c 

4 ,.•,t 	tg•-• 	k 

DEMOSTRACION 
- k: 

Supongamos que a 	• Sea 	t) (0 



) ) 	1) 	) á \ • 

Por el terna V11.1 
koc. 

e z1)( it  
-4Do 

En la región 

L 
aR ) 

ex 

Además, 

Ir ea 
TvIA  

••••••• 
••••••• (-- L. 	IN1 • 1" 

)1- 

C 
o 

M 

st. • 	(12  

G 
(va 

-t CIL/  7. () 

Á. 

1 ( 	f 	(\z) 	s.-& 

014)(v.I.N.1 

l<ey y • 	4 )(1,.,,x. 	\“.. 

no se anula ya que 

> 	k- <2.-x ltl-x \ 	\•\ C. VS. = 	tzk 
( 7.7 ) 

lz 

Y puesto que en la región considerada, 	;.‘ ) \k\ 	, se obtiene que 

Entonces, si 

\ 

	

••=- < 	\ 	 4)( 

Voo 
c›. it) 	(c 	I 	xcv •it 	)" 

l 

( Usando 7.7 ) 

t-N 



- 1 

C.5.- 	SUit 'l) )\ 
dr.') 

11 (1 i- ;¿2) ) 11 	k  
o , ak ) 	11 

Usando el mismo argumento que en el lema XX, obtenemos 

el caso cuando a 7p_o , ya que si ( 	(y\ = 9Cyc-ck.) 	y `R F CLeflUl, 

- 
entonces 	11.4 A. ckW 5  <1 

Puesto que 1-lo es esencialmente autoadj unto en Co 

tonces esto última es cierto para todo 
	

1.9 G- 	En consecuencia, 

At“. 	`fu -alio 	 1  
U(„ 

it c, 	--%ti-kb 
e 

De aqui' se sigue el argumento del lema XX para demostrar el caso a -4 o  

LEMA VII.4 ( *•) - DIMENSIONES ) 

a) Supongamos que gr,C:con todas sus derivadas en r 
y supongamos que 	p c C x1 -x. 
Entoncesp s ( i‘ 0*; r 	es un opera- 

dor acotado. 
-1 

b) Si gestó definido en a), entonces 	1 x 	\-1.t- ‘10) 
es acotado. 

c) En una dimensión, 	f: 	<0.)<.1-k„} ¡Ak)-1 	es 
compacto para cualesquiera a . En v-dimansiones, - 

es compacto 

donde ->c — .1.- 	y - 11, 10...) o ) 

d) Si g c i ce'o 	tiene soporte cn \*?' \ Xti--0 } , en-- 

tonces 	 es acolado. 
ID' 	c\L-1 .. 1 )- ' 

DZtv 3STRACION 

a) Por el lema VII.1 

1 /2 
	

lk 7, k- 'I 	1 	e e .  1f '  ( 
	 es denso 

Entonces, es suficiente con ver que para tules 

e. 

1•111111.. 

en- 

F(1( < Co. 	( I y.  o z 	) 

; (L 11 	V) 1.1 '•.c11, 

Puesto que 51 /4  k 



Asr, 

á 
< 	1-1 0i 	)-11  

-1  

< 	.0y110 	 PAY‘ 4  ) 

1. 	< L b \ 	 %(\ko)liNbt'st\i-\0( 7.8  ) 

Por otro lado, 

I 	5 "S/ q) 	C¿ 	°•" 

(¿.•b)T 	 --?)')( 3 \  V•3  

1:9( L5 1) 
	

V") *1 	\ 	
D • 

Entonces, ( 7. 8) es igual a 

< 	t'11 	i  (6 el-lb) (-c) 	0 1-i 1\ 5-1  A) > 	< 	 (I)  

o> (»)x 

\\ 0 	\\\) 1 	 (j) I(kt .1 11) 1 (1,) 

((S 



•\ 	<l o 	 ) 	11 	( 	; 51 ) 

El primer término está acolado por 

v 

) -2'  	D5, . cl ik r,) 	11 b1 \ l ID, e  ( 1.1 	. \ ) - 1 
J 	(1 	0 4- 1 5 	(1)  U 	C 15  1 --2- \\ ..1  1( \.‘ oN; 1) 1 J 	

1-11 

El segundo término está acotado por 

?-72-u Zys«2" d k\v) 	 0k *)^' 	\1 	(\-1 ( 1-1-,k 'Ik)--10 

El tercero por 
3 -- \\ 0\12  

it 	1(26,0 \\ (1? \(2.  

Por lo tanto, ( 7.8 ). es menor cS igual que 

	

, 	tt  C.
` d/ \I 51 	1\ ND:t 	rk5 ) 	15 C-2. SS 	\k z  

c, 

¿-. 	ci /2 t.  

2  4 	 -1
q) lkd\ 11 1  £ 	I\ P. (tLi i4( 

1 
	\1 	C It e 

cknl.2 	4 Ect/z. 7_ II P. c'jCl;01-% n)-l ik e A- clI"K‘z  

 

 

\ 

1(2  C /:2 	\\ IPkyk  
Z 

( 7.9 ) 

Tomando L 	 , obtenemos que 

\ 	1\ am i 

Esto prueba a). 

c 1/, + 	-2_ 	1\ It)\k2  

Para probar b), sea 	corno antes 

• 



-' 
<( 	t-1 (.\ )(1 	9>z. (-\,;,t1(1 -1 (1) 

k 	\ y, t ¥o -k 

- 
L\k 0 4,-i 55) 	 -",() cik \k„,-I-;<k) 	> 

65 ( Usando ( 7.9) 	) Ci 	Y\I
2- 	

Cz 	\\p• 9 \--ko-\/\\\ 
•-k 	2- 

" 

Esto último por el inciso a). 

c) Por el lema V11.2 
-1 

. 04-.+ <0 	( «`-. 	t 	 --i_14 -11)) U-Lo/in 

Por el lema 

(- 	"1)-1 	6 t- '1)-1 (140+ 141 ) 

. LA 	 , en una dimensión obtenemos que 

c„ 	 es compacto. 

Para más dimensiones, obtenemos que 

EC ,N1 	xt< G.) \--:. (Ixi‘z.b) (V1,,y; 
	 es compccto. 

Entonces, es suficiente con ver que 

o vx 

Y 

F (y‘. 	 ert 	 F(*): 	 tV /2- 1511 k i(t ( 11, 013)11 

ti 1 „..,x1\ '2 11 	11 5 	 („. 	- 1\ 
- n ,, 

	

1k rK,I'') 	k 0, 	-t ; .17 )  ...11)- ' \\ 	I. 	- o > r> 	n --> -\ on 
d) Tomemos 	'\' COMO en 'a). Pues-to que 

	

-- 	/S (-) ( kl 	\ I /o )* 1 ct) 	------- 	5 --- /S ) (.1,a 	\ \ ci‘. / 	1 -‘1, I < << „ ( llo \ .1 '51)-1 á 



(.3 ) 

\, 
5 7- 	

cp • ) ‹k) -  ' ct) 

--2 	( 	( \ 1 /4  o 	)— 

SI 	\ -V 	 TY'• t 

El primer término 3-- 	?..; 	,t)) 	\ es acotado 
.-rz1 	)1/4.3 

ya que 	--j 	cumple las propiedades de a). El segundo y el tercer término son 
a5z. 

oUiiamente acotados y el último es acotado ya que `) X 1  e 

LEMA VII.5 Considérese Ho en 1-dimensión. Sea 	E Ces`' 5- 	• 
con witk 	

S 	 k 
Sea 	

•Smiy.) 

Sean 	11...1") dos funciones C 	con n 	 A 

5 up Ir\  y 	t~ ,1 
	\ 

Sea 	Zt E.- Cr 	. Para d b 	y m un ente- 
ro par 

( 	) 	4 . 1 onv" %TM)  •/- d(x) 

con Cm independiente de oC 

DE MO STRAC 10 N 

I\ (140 -1 d 

Supongamos que 

(1)..  (Ak 	152 ¿z 

C ..›1› \.) (.1> 	) 	e  Puesto que 

12 
\l C1)1\,.) 	1 	>,.k..2)

2 
y 	\ 	'T 

••• 

rillonces 	!,uliciellic! cm-) prolior que 



I( ( 	1-- 1-,•2- ) n. ( P) L(x)(1‘,1c.1.ki \ lVC,,, (7.10) 

Ya vimos que si V 
• k 	

es el operador de transformación 
	--‘ 

entonces 

-=> 

11 L k 1_ ? 2 ) L I 4. 	(Nc.-hi)".' )q}( )))  'LO( ) < lkoV I 	)."‘ 	1\ 

11 	-t  (A 4-9,721 	9:- ay" ) ni. bN S»() 	Acli) Lt 11  

„ 
(1-V ›‘*""I'L)"4  %.(9) 	 bi 	

‘ 
1\* 

L Ir p.2 ) ( 4+ 	n.1(,) 	(v -k°) 	1/ 45+ \ )-10,; kp)1 

Da la definición de 	vemos que el lado izquierdo de •••••••• 

( 7.10 ) es independiente de 	(5.< 

Por lo tanto, como f es a soporte a compacto podemos tomar — 

01„ 	suficientemente negativo tal que 

COMO 	 ot It o-col)".  

c)()) °) 
	„ Además 1.01.•••• 

es acotado, nos reducimos a mostrar que 

‘k U 4- ? -1 )( tt- 	vt-k(9) C3 (x) ( VA e  \ 	\ 	(ID 
	( 7.11 ) 

donde 	9 (oto 	con 	.btivec)C. C.-- Do s  o 

Ahora, usando que en el conjunto denso 

5 4)1 oz: (1-‘1:,1.111i.e 	Te ( o 
1,0 

N Y1 	= 	.5 	)) r-D(_ 	 < 	Y  

C inducción, podemos poner el operador 

V 	 5 ( sy, 	k 	) • 



Definimos 

Sea 4' 	en ( a, b) con 

coma una suma de términos de la forma 
d  (5  

con 	• pi  (< 
	 Y por consiguiente, el operador en ( 7.11) es una suma -- 

de términos de la forma 
YlkP)).'?2-Xcl (1-9  

• -j 	010+'t1)-1 

Por el lema VII. 4 d) obtenemos lo afirmcido. 

DEMOSTRACION DEL TEOREMA V11.1 

Por el lema VII. 4 c), es suficiente con probar el Principio de 

Descomposición de Enss bajo las hipótesis 	11 F 	z.n) k9,1  11 

Y 	r, lb-D)M),,, 

Sea 	YA 	tal sucesión. Como antes, 	- (1}0) 	es compacto . 

norma cuando 	oeh 

Asimismo, 

el cual tiende a cero en - 

\I 	41\17 (X.¿ 	'eh 	( 7.12  ) 
- ) o 	Nr1-> k roo 

Tomemos 	Cr ( :') (íi', ) con 	5 (v) 4 y -z. 1 

, Sea 	la 	-..-. Y 	5 i-> ip \_) 	--- 	C 	— 5 	5> 
i 

y sean Y\ , „1.. 	corno en el lema VI . 

Pongamos 

'L 
C1)  5"4 .5)  

cts. 
Niq 

>, O 

5,1. 

—5..) S á y 



141 
	

k9) 
	

lf) 
kic 

k 

cZ 	- 	a 

I
Z 

.21 

	r  *kir\ 	 ‘1, 

ir. N11- 2. 
A-1 

X1  Y1-1 

)4 4  " 	O ) 	
o- YN-""ei 

por (7.12). 

Por los lemas VII.3 y VII.5, para 
2,5(< 	\--k2-3\-t1 \ 

t 
t1k 

  

k 4 N- oz 

 

( 1 	%-«4 0)0)M 

Entonces, como antes, 

F(<92tl 	N1- t."2-1ktt 	
bvt. 

para 	> a  

Usando (que 	H 	es subordinado a Ho 	(1\-$11 ,02  (..\.40k101-:-.  compacto) y la 

fónnula (7.6) 	se puede usar el mismo argumento que en e\ C,..1 \-›. V para demostrar que 

( 	 ) 	1.1)  vi 	i 
o ut 

'no 

Para mayores dimensiones tenernos 

TEWEMA VII.2 Sea l bo 	/5^ x 	en, ))1, --L''.(\SZ4) 	y seo 
sim(:iico 1 lo acotado con coto relativa menor que 1 • 

Tom,:mlas 	\\ „h ,„/ 	. Supongamos que n t, 



k- 	••> 	1, 
k 

• — 

• •••• 

\\ -v  l\‘&,45-; ) 	‘'?•1_\ 	(7.i3) 
o 5Z 

Entonces, todas las conclusiones del teorema 3.1 
son ciertas con 	reemplaza por 	en d) y 

DEMOSTRACION 

Ponemos 
	

Ftk 	 ( \y, x\ 	SZyl) 	donde— 

la sucesión Rn será tomada convenientemente, más adelante. Puesto que \7- , Lk.\ 

es compacto por 4 (c), sólo necesitamos una versión del principio de descomposición ba— 

jo las hipótesis 

«= P n  

Sea como antes. Descomponemos 

Y_ 	'1- k'') 	OL\k) gv‘  

5.7 	Y"\-M) 	k)'‘ 	Y \-k '\ (9" 
\cz.\ ." • '2 

• ...... 

111)/4"k 



Para analizar esta descomposición, necesitamos extender un - 

poco el lema 211 1\ o 3 

LEMA "/ . -5 cc Supongamos que 	\, y (k, 	tiene so-- 
porte en 	ly C-1,   .4 ,:c 	5). 	- to 
Entonces \I VI y k.  viebe. t b) 

s 	54., 	( 	k %,5 

(k) ) 	k 1  

X 1k 1 	s1 
	

(.x,-,)"/2 	cl 111. ••(; 

en la región 

G. -k 6,1-t 2-\t\ t t 

DEMOSTRACION 

v - 
x s  ( usando el lema 1 de este capitulo ) 

(Usando lema V11.3 ) 
e 

_ 
h. 	v.4 	4"  	-4111--  	— 	•% 	1t 

- 
CIA Y.L\ 	k 4-2 	L 

•,q• 

k 	, 	k o) 

C t.k 

1A / (4_1- 
  

	

1-4 	' 

En consecuencia, usando este lema obtenemos corno antes 

-;( 	o  ) 	
(1,9  ) 

\ 17( 	¿N. 11), ( ‘‘ \ 	k  • :5 I 1.1 	 (1 	s 	\\ 	Ct.\ 	1.5N \ el) 
0(11 



Del lema < 
	

\)) 

I es acotado, entonces 

1\F (Nz,z-,\k-2.) \x‘C/J‘‘ 
.1 Mi. «1.1 

, < - .15  5- 2 

  

H /)( 

y el lema VII.5 

-‘010 	(DI  
) (>1%3%1) 12  

4 	CM t“ 	 11-Nk.1) -41  

`n2 
	 ) 

donde 	 3 	k" vt 	") t) 

En consecuencia, si 
	

\ Y1 	Y 	X ( v\ 	, el lado izquierdo ele 

\ o) está dominado por 

Ukv1-'-‘ \.‘-1/2 \X ‘N) 

Para obtener ( 7.15 ) simplemente se consideran los casos N‘i.k  

( 7.15 ) 

 

De ( 7.15 ) se obtiene que 
co 

S 	1.V. Yt 
_1k140 

) e  %1 1  s 	\1-7(5( 7.16 ) 

Ahora bien, puesto que 	 entonces 

17 
2 < 	P 

? Vr\ (5))15—ci.  OC s 	§.(\\,5) 

Id1L-vt-k 

1') 	'Yvi • 
	

n 5 	5') 	It,(1)(1k()) 

vy. 

2. 
1.(V. v‘- ‘ ( ) y riy ( kl,, 



3/ 
(.7 	 11?" 	 n•Y‘ •,,o( 7.21 ) 

úuC 

3-  1k. 	0 	u?..\ Usando 
n 	,k1 	U,r, 	v\ 

t 	cA 	(\k())`lt,,, 

-212 	
111) (U 

YI 

Para ver esto último •se usa 

( -a S 	kAo) 
e&  ( 7.17 ) 

“c&)  — C-1  

	

( 7.17) y recordando que fd 
	tiene su soporte conte-- 

nido en 	\V 1  I< v‘ 	si 	1 d.. k 4. ,n-2., 	 , entonces 

( 	,(", i, 	 ) ) 	1. -II IQ,"l? ) 	'4' 	''Q•ik tiI  ) ( Ykoi- Ysk) 11),,,,,).‘)( 7.18  ) 
oot. 	 ,.." 	 but 

. db 4  NAV C. 	 Tomemos g una función en C '''' 	en el espacio - '''.5..  • o   

que es 1 si y o si \ e 1\-2 2 . Pongamos, 

L N 	 ( 7.19 ) 
o t 

i 
e vt 

kr) 	4:i)  
.1,,‘ 	yt  

hl/t. 

Por ( 7.18 ) , tenemos que 

i\ 2  J) 	1\ \l‘lt.1.
. 	\ \ 	 7.20 ) P.L\ 	 1. 1\`: 

	

ut. 	n- 

Además 

\\ 	( 	< 1/1 11 `‘ (1) 1)  
IN 	I yl 

1) i t 



por ( 7.131 /41) y ( 7.20 )0 
"› 

Puesto que 	 \'{' 	-,4)   ( .1w.l. k l- 1 /.2 i. .,-,) (- YN WA \ 	1.°  ,., 	- ,,‘ 	....... ‘ 	• - 	vl . v. — F 	 ,... , .. i 1 %ut. 	•oc 	 oux 
tiene las mismas propiedades que 	,£) 	k,o 	, ( 7.16 ) sigue siendo vellido para .......... 

hit, Zyk N 
uu 

l' 	
".".'—u 	 t. 

YN h  i 14 
out 

Redifinienclo las partes 	k..i 

	

11  i LL3  1 te )  ; vl 	Y 	`-Q,,,  1% u C 

ponemos F ( 1)( 1\ 	1 /2.ÍZ, } `{',%' 	v«, 

	

en el pedazo 	Wv1 ,k).3 	. 
) ...) 	.vt 

Notemos ahora que 	4
‘A Nv't 

I'l 	cumplen tanto ( para 	‘..,/,,,.2.-->o ) ( 7.16) como 
1  tut 

( 7.21 )0 Las partes 	`-Q,,, )  ; vi 	se tratan ahora como en el caso ldimensional 
•.., t 

para probar que 

— 	te.„,z ," 	—>o fx---?#vo 
hut 

Con esto se termina la demostración del teorema. 	Á 

Mi. UN 



CAPITULOVIII 

ETERNSION DEL TRABAJO DE ENSS 

OPERADORES DE SCHRODINGER CON 

ABSORCION 

En este caprtulo se consideran los operadores 

lko l- V, 1.1 j-u, donde V ya no es un operador simétrico:, sino que unicamente 

	

o." 	'4'1 v 1,) 	• 	Bajo ciertas circunstancias, 	17. 	-;k- ‘1  para 	>,/), define ••• 

un grupo de contracciones y se analizará el comportamiento de 5-3,14 . Tales operadores 

aparecen al estudiar modelos ópticas en Mica nuclear. Antes de dar el enunciado del teo- 

rema, se empieza con algo de leona general. 

	

LEMA 	80 1 	 Sea ‘l-1 el generador de un semigrupo de contracción,  :5 
en un espacio de Ifilbert, (1‹ 
Entonces, 	/ es también el generador de un sernigru- 
po. De hecho,-A131:  (respectivamente C t ) es el semi- 
grupo generado por i 	(respectivamente 	kk 4 ), - 
enlonces C 	,3-t

DEMOSTRACION 	 Sea 	C ) 	Entonces C 	es un sernigrfl- 

po 	coniracci(in,, por lo que crí ate 	ecTrado y u d,..)rninio denso 101 que 



; 4 yoey 

[ jato° 	t 
e 	C t  d 	.1" 

e "t  d 

05 
e 1-5.t  d 

( ; 	I  

, 

	

4  <1  y 	; 3 	kl ) = 	1N 11) Por lo tanto„ 

A sc 	J = 

LEMA 	8.2 	Sea ;("( el generador de un semigrupo de contracción en un 
espacio_de Hilbcrt 1( . Supongamos que II <6 =-' E: ci,  , — 
S e- /7-.< 	°Entonces vi 'Y o = ,E lb 	o En particu -- 

lar: 
a) Si 	1(- ,A) -r-: E. 4 1  lid ---- '\ '' j 	*/\ 	y al menos alguno — 

de E y >, real, entonces 	( (1),ke) .7-- o 
b) Si 9, 1  :_- subespacio generado por los eigenvectores de 1-1— 

con eigenvalores reales entonces 	`g b ..) 'U I>-L- son — 
subespacios invariantes para 	14. 	o 

DEMOSTRACION 

	

a) Puesto que 	11 d? 	E qy 	entonces 

o 

/
-1 

t  
-feD 

j 
EH( 	o e 

Y9 	--- ( Ya, .) 

LO 

odt o 

obtenemos que Y por lo tanto„ para cualquier funcional 

,1 kx) 

(Y',«> ) dC 
o 

-f a. - 	ti 
e 	( Vi  e (1) 

Com..) lo 1rcitrioniic 1(k1  de  1 aplocr! es illy(!elIVU 501)re ICIS f 1.111(1011CS C1C010ClaS r  ObterlehlOS" 

(lile 



; t It 
( •1) , 	d 

t 	(4) 	t ti (4)  
J .' t. E  (I) 	(

x
t I3  t(” = 	t  

La desigualdad de Schwarz nos asegura que 	1  ( 4)1 1-1  ) 4 It 1 1f (H-9)( 

,-t 
i)11 	he

i 
 r11 

Y -- 

además nos dice que la igualdad se cumple solamente cuando 	son paralelos. En-

tonces 

lYt at 	--- 
--=> 	)3 	/3 t 	-- /3 	( 	t  E  ct) 	e 	.1 (t) 	4)  

54(t ; t E
sb 	 , Del lema anterior 131E 	es 

tá generado por 	; H 	o Usando lo mismo que antes, se obtiene que 	ti -11  

b) Supongamos que 

entonces 

ya que 	rt 	C- 4(1, 	por el inciso a). Asr i Yk. ke 	 /\ 	o  And lo 

gamente se cumple para 

LEMA 	8.3 	Sean Vi y (1,  ü como en el lema 8.2. Supongamos — 
que C 	es un operador compacto con Celli-.11) ,es 
compacto. Entonces„ 

1 ( T 	 7-- > I 00  U e e-  ; «E  I-  ap 4
z 
 d t —> b 

T Jo  

para cualquier 	(I) e 9< 1  bi 	 • 

DEMOSTRACION 	 Puesto que _9(//) es denso en 	y y puesto --- 

t /-1 /  
que 	(-).. 

i) /1)() (1f 

es derivable si y solo si 	-/...9( 	, entonces 

r 
es denso en 	1 	. Por lo lanio basta demostrarlo cuondcf- 

[ni OnCeS 	1 1  II 	 (-11 

(i) 	(1i - 	 ( 	- iy1,4 



Puesto.que 
, L 

( -.1' ) 	c: 	nos podernos reducir pi caso cuando C 	es compac 

to. Y por el mismo argumento que en el lerna 	1., 2.. 2 	es suficiente con demos 

trono cuando 	es un operador de rango 1 	,j 	4) e 041-- 	 • 

Sea 	C 	( 	(P) 5')z 	 y Pb  la proyección ortogonal sobre 94; o  

Entonces;  puesto que 	 deja invariante 

. 11 e é' lo 1/ 2 

	
¿-; 1."  cP 

C ipb 	c ID 	11
/ /2 

e:- 
& ti

cs,  (i 
2 

PD 

< ê  i 1+ 
) 	PI) 	C 1;> ) 

donde 
	 11 c' 	

C I  (' ) 	( 120 	) • ) Pb ‘i j  

Pb  > i<PL,VjO>i 

Y por lo tanto, nos basta demostrar el teorema suponiendo que C es una proyección de- 

rango 1 
	

Y 
	0.Á 

h r 
 

\b; 	o Para este caso definamos un semigrupo de 

sobre, contracción Q--) t  

Puesto que  

los operadores de Hilbert Schmidt sobre `1f, por 

13 )ir A B t  

t  ( A 
	

II 2 	-= R 	).s t  Ilz 	13 t  11 u A et  1/, 

11 	t  .11, = n J3 t /-k* li t  
)1 A 

Ast, (5 	es efectivamente un semigrupo de contracción (Continuidad se prueba sirni- 
7-7.) 

lamente). Ahora querernos demostrar que si 	-L 1-\ 1 t 	enton 

ces 	A r  () 	 o  Si existiera tal A, puesi o que 



tendribmo3 

t 	A t. /VI = A ± ;4\4 	 (8.2) 

Lo cual querrra decir que existe un operador autoacljunto A = 	:t Ó 	tal que. -6-73( ((ti 

Por consiguiente solo necesitarnos probar 1(.k cib e vci_y o.c.1 ov‘ pcor 	A 	ñ 14. 

Por ser A un operador autoadj unto y compacto el espectro de A 	consiste de 'CM" 01.11 

eigenvalores discretos de multiplicidad finita. Es decir, si ^)k 	es un eigenvalor, de 

A c entonces 
	

5. ntAlpAil 
	tiene dimensión finita. Adornas, por MINI• 10•11 

ser autoadj unto, 	t.1 	 = All 
XEG(A) 

Como 	(I C/4) 	es discreto, necesariamente existe (le 2(' 	tal que 

A cti 	11 14 It 	 (8.3) 

C. 5., A ( 	/( A 	 = A ) 

Entonces 

MI \ 5 t 	kl A1( Él (f)((1 	<171 11A 	> 	13- 4)i i¥¥34-d')  

II A 	t (1) 11 II 13{ q- 	1/ A /111)5tcP 

> 	< f3t 	A13.t. QP> 	1 /APIt49( ti btc15.11 

=:". 11 4/1 /))31-0 2. 

Por la desigualdad de Schwarz2 sabernos que solo hay igualdad cuando los vectores son 

paralelos. En consecuencia, 

	

A 13 L 	V/ a )3 ef) 	y 	I/ 131- (t) 	I 1 01( 

Lo cual nos dice que si V 	Y/ 1 Al 11 11 1 1/ 

entonces 

 



t 

ii-t 

I7 	Cc) 

T7, t 

S o 

En primer lugar, por ser V de dimensión finita, 113t  ib .\/ tiene espectro puramente pun-

tual. Y por seray!' V una isometrra obtenemos que el valor absoluto de los eigenva-

lores es 11 y adem(s que el subespacio generado por los eigenvectores es V. 

.2k 
Entonces, los eigenvalores son de la forma 	e., Nk e IR 	. As¡', 	es un •-• 

eigenvalor de H con el mismo eigenvector . Entonces V C 	el cual hemos lim• !ID «MI 

asumido que es 	5,,•k 	o Por lo tanto 	u A 11 z. o 	• 

Puesto que 	t 	13 	t r 1J /\* 

t (A) ) c 	t Y cy a (A) 

) 	t-r (Be (91  f5s4t.  A 

( A, B e  c 

,*(c)rz 13,c si:, 
Similarmente, obtenemos que 	(A) A V .17. 

	
ho 

no tiene soluciones no triviales. Entonces, 

	

ot  Ra,„, (Q), 	11) 	es denso en 

ceYdR(.„., A-Aln entonces 	C ) -= c 

lo antes visto, C., 	v 	. Sea ahora t fijo, y 

t  ) C 

T.)  ya que si 

. Y por- 

(8.5) 

:DCc 
(8.6) 



G3,(A) 	QIk bk) 91  ás ) q S 0 

_it t 

(1  (S)) 	(-Y.\‘ Ì 	11 ( -3.(c) 11 

"k- 
	‘z- 	11e 11 2. 
	 cuando T-.) 

Usando la densidad de se deduce que 

I 	\I (A) 5 	—) d 	A T 
1- ¢t 

Sea 	A 	(I r  y) vt 
Y 	t5) • 

y sea 	9 	una base ortonormal de 	'')/( 	tal que 	 1•)k  

Usando que 

-t 	
v o 

3i-  00 
2— L1 S v 	5(/5.) 

1 	o 
•1 (V, 

° 	sYr" —"› f co 
Por otro lado, 

(i¿O-15 	) C,U1  

nkk \35 
b 

01'11) '11 



< ( 	( k  12) s 	 5 

T 
►/3 S 14b 	 .5 	> a 5 

1 	

C 	11. 
 
as 
	 > 4 vo 	

pox-  (8.6) 	4 

LEMA 
	 • 8.4 	Sean 

	11 ; 	como antes, entonces 

( 	- ) 	k 	D(NA) (-1 (*)) 
	

es denso 

c/Z 	. 

DEMOSTRACION 	 Sea 	1\E 5\17 1)4-  y ortogonal a todos los vectores de- 

I a forma arriba mencionada. Viendo que 	 x \ -1  = /1\ 	‘..‘ 	\-1  

 

(8.7) 

y además que 	U (14) 

—> PIN- 01/4  

Se deduce que 

(8.8) 

—> too 

Entonces, para 	4 	(vo n 

-‘ .Puesto que -- 
Ya que 	VI) (14- 	 deja invariantc  

cualquier  vector 44) que está en 100 se escribe de la forma 	47' 	 (f)n 

d 	n1)(10 	(-,1> .2.  c. 	(1-1 ¿L O *.i)(1‘) 	y recordando que H de ja — 

invariut 1 ie an lo como g/\  se dr,sprende que 



Ahora ya es posible demostrar el siguiente teorema 

TEOREMA 
	

8.1 	Sea Ho 	 ys,,ea V un operador en — 

L (11-?.') 
	

tales que 

a) 11V 	11 	(4. k1 	(“.), 	+19114 	a41! 

b) 1 ., .'(1) \/ 	 para todo 	 Pcz 

c) La condición de Enss (2, 5) se cumple para 

h CR) e 
	i\v 	 E- S 13, 

Sea 11:---11.+V 	y 53t 	 . Enton- 

ces 

a) .52.1: u. 5.1 ;vv, B..., 
«, *é_ 	 c,I,W,) existen- 

b) Para todo ct)C- 9,1 1., 
¡t1310  - 1i 	110,  *1/4 	er.iSte -? G.ce 

c) Los unicos posibles puntos limites de los eigenvalores - 
reales de H están en 	 y cualesquiera de ellos 
tiene multiplicidad 

Nota 7.1 	 Bajo las hipótesis a) y b) 	,*) 	L\N„-k-v) 	, es el gene' 

rador de un semigrupo de contracción. Ver, por ejemplo, 	E 1'n, 

Nota 	 No se dice nada acerca de Ram 	, p3 ro por la re- 

lación de enirelazarniento: 

W 

-;alto  %Sr 	,s-z2 

Lnionces 
	 ) 1̀  

De oqut se deduce title si 



—> 
e (8.8) 

F St, 5.).) v, 1.31 é d; 	\\ vl '` 	 (8 „9) 

(8.10) 
Y\ h 1.-N 	u1 /4  

1-  Y i-N T1 VA 3 	S 

kl 	kk) 	E ch )sg b 	.%?\kc, 
-"1 ('-• 	

> 	
U„\-,) 

IVS21)k,  

• Por lo tanto, si Ho es un operador absolutamente continuo, del lema XXI se deducirá que 

bt.  

Demostración del teorema 

Sea (8.7) 

Existencia de 	se hace como antes. Esto prueba el inciso a). 

Para probar b) sea 	.rs? . «61" n 	) y sea 

Probaremos que \/,) A 	existe, y del lema 8.4, se sigue que 91 existirá 

para todo 	ID 	. Usando el lema 	8.3 y en la misma forma que antes po— 

demos encontrar 	.1: v1-7  koa 	tal que 

Supongamos que podemos encontrar una función e. (..M) que tiende a O cuando 

1,4—) N- oo 	y para cada M una descomposición 

con 

	

( 	\\ 	„ 	
) 	ok. 

(Todos los limites son para M fi ¡o) 

Entonces, si ponk--, rnos 

k 
	 — cr> 

	
N\ 1 1 

Nee 
r, 



-;k110  
k 	) 

se obtiene „,„ 
N't —_7 rio 

Tornando 

Por otro lado, para 

„ 
75 4, Y\ - 

- -1C•'1) \\O 

n \\ 
\\o 

1J 	t„) 

\ • 1‘ 
Vi 5,1 

v, 
(.5- 1., "\ v, 	\\ 43  

Vv1 

•":" Ir 00 

,\\ 

1, 11 v\ 	( 	4_ ik 	‘1 A 	SI y‘ 

	

) 	LA) 	" 	\•01 	1.12 	 Y1) ti% 

ár  (.5 

)t 5 o  

t-uz 	\\ \ y\ 
• vNIYA out \\ 

oL.5 

	11\ 

El primero y el tercer término iienden a cero. 

	

El segundo está acotado por 	(„YN) y 

t 
 sos) 	US  51 /431) 

t o 

v  o 

En consecuencia 	 o 



< ,„ 

u) 
I n ,t\1uJ 

 

Por consiguiente la sucesión 
	e 	r3 	es de Cauchy. Asr, la descompo- 

sición (8.10) implica la conclusión b). 

Ahora, para probar (8.10) sea 

(,) 

una función Cfp que es O si 	hi \ tvt 

6 	 y que es 	1 	si 	i\A\ z  

kY. II- 1/ 1-4 	y además 

En consecuencia, 

(.1v1 ) 	`-\51,.A 	 D 	*-4 	t4\ 	no 

ya que 	4? se anula en O y en infinito. Sean 

(8.12) 

1(.\ 

(8.13) 

el I vl 
el my 

ibut 

cácit ) 	\-) 

funciones como en el teorema 3.1 para descomponer funciones a soporte en VI\ c 	M 

con 
	

1-7  l \z) 	I \ 
	 . Sea 

-- c\D 	0)-1 	—7 	5- c( YA (>1  \livN, `\u\ 	\'\`‘' 
vt)<vo 

11 	( kl (>1 	key) I)  se\  

ck 	)( 

	

ct 1-A 	( V7--1 
. , 

s \PI.A me,) .(\,\I)) w n  

donde 	-:. 

1:ntenc(.s, 



I 	
k  I 

,1 i 3 

Corno antes, 

y vi 	(-:1 	t y 0(.\\ 
10k) 

es compacto, 

ya que 	 es un polinomio 	 • 

Entonces, 

D (8.13) 

„ 

11 v\ )(1̀gs,? vo 	—> 	Su) 

Los mismos argumentos que antes, muestran que 

''."'"› 15k —̀'? 
O U k.• 

Lo unico que falta es ver que 

Para esto, sea An el operador 

cs '" 	¿,:1 
> '/2" 

 da, v,, 

El hecho que A, 0,, 	tienda a cero se deduce básicamente como en la demostración de 

(3.34)2  junto con el hecho que 

t( 	 )A„11 :7:1\ 	a 5:3 	e 	Avl 
_ k  

.V 	\ (1. 	° A,11 ¿-"tck — >0 	
(8.14 

Esta prueba b)idek .t<tovevv‘u, 
	IX) 

Para la prueba de c), supongamos que es falsa, la conclusión. Por el lesna 8.2 podernos - 

enconiror una sucesión ortonorrnItl con 	\\ 	\‘'i Y\ 	y‘ 	vx 	y 
	'>7 ‘11 -/ o . 

se obtiene una descomposición de la- 

forniu (8.1 )1 con lodos esas p1-4 )piedeid,,5  (/(..(,})t-c) que (..n limar de demosirarse que 	1•IN /d. ••••II 



el%21. 

k\‘ V\ I& 

v\ p ";t•A ‘otst 

ll 	 ) 	1\---> 
	se prueba que 

4 LA 
tt \J 

í 
o vL1) t."‘ )ivk 1 '& —? 

(8.15) 

Con lo cual se obtiene que 

F' 

Lid 
IN I )\-.1 )1vt 11 —) o v1—)i-9po 

(8.16) 

Dada esta descomposición, escribimos 

< \ vt  	
• k2.) 	 IfIv% 	0, 1" ),vt 

mlu., 	

• 	
Y\ 	 ; 

A 
) 	 > 

E 1 primer término tiende a cero, el segundo es menor o igual que E (M) 	.Mientras 

que para el tercero 

\* 	
11.11 Zie n")"113t 

Usando el lema XXI obtenemos que 

; 	hi out 

I 	
n 1i\ oui. )1 = 	1 vv, 	< 	) 	k`=•• 	) I 	UVA t.1 

Z. 'S u e `\¥t-e 
	\\ o \ 	

I vel j 	‘tsuk. 
O 

cx% 	

\\ u ‘c\ 
	 sí\ 

Si ¡ni la une ni e, usando que 

< , r‘ \ V\ IN 

ti e 

• 
) .„ 1 \ 



vvt  
c (t-k 

lo cual viola la suposición de que las 	111, 
	son ortonormales para M suricientonicn- 

te grande. 
	 4.1 



CAPITULO IX 

LA ECUACION C E KLEIN- GORDON 

Y EL METO'DO DE ENSS 

LA ECUACION DE KLEIN-GORDON 

La ecuación de Klein-Gordon es la ecuación diferencial par— 

club 

i 	(X L ) L 
 

al 	 zr 

C- IR"  

6j (x) 	o 	o) y 9.5(r.) son funciones reales y rn es una constante positiva - 

Esta ecuación describe una parircula relativista de spin cero y masa ni en la presencia — 

de un potencial eléctrico L, (x) , un potencial magnético 	(›L 	 5.n 

y 	1.5  (x) 	un potencial escalar. 

Siguiendo el procedimiento usual podernos pasar C3.0 a una -- 

ecum i6n equival<llie la cual (s de priny2r orden en ( 

1€-IR ,D ,r2  ( 9.1 ) 



0(5 Cijl 

Sea 	P i ck,t 	trj 	 2 G\ 
	• 1) 	1 /4 > ( 

Entonces (1) es equivalente a la ecuación 

h E c,3, :b ) 
o 

tylz  

( 9.2) 

( 9.3) 

Ahora, se asocia con L una forma sesqui linear definida por 

U/9) 	(Di  -bj)f i  (zis-lo:5 )g,  

U-ics ) e (c,', 
Haciendo un cálculo directo, se verifica que h es simétrico en esta forma, es decir, 

a.  
1.,11q) 	 (":0` 

Cuando"' 	 7  3 ( ) .2 	la forma sesquilinear se reduce a 

en,„ 7,„ 
Sea dto 	la cerradura de Co  con esta norma. Clara— 

mente ( • ) 1 	es equivalente con la norma 1-1, 	Lz 	donde 	) 	c-.• LIZ 

es el espacio de Sobolev de orden s. Es decir, la cerradura de C:11  con la norma 

11 	tt.:) 	1( (1 	
) 5/2  4 	 12 	En este caso, (2) se reduce a 

Jin 

 

	

L

0 	A 

.

O 

A 	i7 1 z 

 

( 9.7 ) 

   

Ahora veamos que 1-10 define un operador vagamente eirplico: 

Denotemos 	 (1) 
	 Sea 

	
U o 	el operador de j,t / 	12 



•2. 

Entonces, 

v‹, 
kzi-yoz) 

)V 	1( 2  

(1.1 	IIF 	(1 '¿  

 

En consecuencia, 
0.7 _ ) 

Q 	es unitario. Además, si 

 

donde 
entonces 	uo 

 

/ 	"‘i íZ 

.(1.
z (": éltb 

2 " 
Definamos el operador c y, L.2  ) 

k_t 	<r1.1) lí 4 	cl  

v-t 1 	° 	(ijkqn‘  IC  

1I 	- 
F4 

 

Por lo tanto ( 

( 9.7a ) 

uo es una isometría de ,A6 sobre L1 ' 

por 

( 9.8 ) 

y así 

Se obtiene fácilmente que Ho es autoadjunto en 

1' c-(1  if 50  

Más aún, Ho es esencialmente autoadjunto en 	
C. / =. c: 	(-6 

( Ver ejemplo II ) 

Un simple cálculo nos muestra
lz- 

 que 

U o 	' ' 4 
.i 	I / 

	

( (I,,,,  
--] 

c 	1 

y para ki>  e Co 
.., 	1 

(15 	ti.L5 UÓ `r - 
En consf7,cUCI1Cia 

y esene'iolniLnie enii,, ,,ljunto en 
	Com') en el lema IV , 

I10 tiene espectro cil/iolt!',o 

( 9.9 ) 

1lo es auteadjunlo con dominio 	I.j,)  



mente contnuo. Asr, Ho es un operador vagamente críptico. Ahora bien para la forma - 

sesciui linear en ( 9.4 ) supondremos que L tiene una_ extensión autoadjunta 	la cual os 

mayor igual que 	>o.  Denotaremos por ()II .1, 	la cerradura de L o 	en la -- 

norma heredada por la forma sesquilinear en ( 9.4 ). Seguiremos denotando por I a esta 

extensión autoadjunta. Puesto que L L •?:' 	corno vimos anteriormente, se deduce que 

el operador 
op Lt

,  e 

     

es unitario de (21-6 7 	CL '9 m LZ 	sobre 

Haciendo una discusión análoga a la hecha para Ho, se de-- 

muestra que bah e! mine() U, tenemos que 

)1\1 U 
	

( 9.10 ) 

donde r)-( •-•• 	 es un operador autoadjunto en 

De esta forma la ecuación de Kicin-Gordon es equivalente a 

la ecuación 
1 1 /41-) G z 

Mientras que la ecuación de Klein-Gordon no perturbada es equivalente a la ecuación 

(TÉ. 	,),10 
	 `1)  G.- L z  

La ventaja de esta nueva presentación es que ambas ecuacio- 

nes están dadas en el mismo espacio de Hilbert 	
- 
	. Además la interpretación fr,ica 

es dora en estas relwesentaciones, en la cual existe un operador de posición y una d r-

sidud clrt probet,i PI  1ml definida ()sil ivcf. Leca tepreseniaci6n ha sido C:5 I udia del por N if 



a) Los operadores de onda generalizados existen y ade 
más, 

JZ 
o _... s - tí 01 	e  ; (-,101 ,s 	.. i ¿-:),1  to 

.T e ... 
t-- --> t--  C5 o 

- r(r) 	1 t 0C4\ 	-it--(1 _ 	a 	 ° - 
h 

ro vez en <84> y K  85 	, dónde también se desarrolla la teorra espectral y la 

teorra de colisiones tanto en las representaciones originales ( en 	 y „V( 	) 
ti 

Corno en las representaciones en L 

Usando este análisis, el resultado para la ecuación de ¡Mein—

Gordon se deduce similarmente corno antes, pero hay que hacer algunos cambios. 
A A 

TEOREMA 9.1 	 Sea Ho y FI como en ( 9.8) y ( 9.10) y J un operador 
de 	L 	en 	L' 	tal que 

a) 	c m  (. ;;) 	_ 	(c.1 es compacto. 

	

b) 	T 	 es compacto 

c) Para todo intervalo acotado I , y alguna lie I,k.1 
la condición de Enssc

" 	'‘ 
umple para 

T (K): n 	J -J J10 	( 
A
di 4-; o) 7' 

Entonces 

o 

I)) '&41 	 pUo.c (fq 

c) Los únicos posibles puntos limites ( finitos ) para 11 
son 	. Cualquier eigenvolor distinto cle 	rn 
tiene multiplicidad finita 

d) .7- ( M 	(/) 	v a cro 

é) 	(d 



DFMOSTRACION 

Existencia 	de Jt. - se sigue de la proposición 1.3. 	*NO 11••• 

Usando la hipótesis b) y el ¡orna XXI se obtiene la conclusión a) de! teorema. Para pro-

bar lo demás, sólo tenemos que lograr la descomposición de Enss, Para esto, seguiremos 

la descomposición hecha para la demostración del teorema 3.1. 

Usando las hipótesis a) y b) se deduce que 

Siguiendo los mismos argumentos dados en la demostración --

del Principio de Descomposición de Enss del teorema 3.1, podemos descomponer para - 

cada sucesión cumpliendo 

Ii r.¿e(i` X h)(1 
lfJ 
L n ( 9.11 ) 

9'n /  
( 9.12 ) 

tal que 

a) 11 	lo (t ->t)  

b) p 	( J/\JI c, 
fr 

a  00 

que depende de a y b únicamente. 

c)  

para algún 	(r) 

( 9.13 ) 

( 9.14 ) 

el / in 
out 	( 9.15 ) 

n 	4 e., 

A ti 4. +0e) 

d) Para cada m , existe una constante Cm que depende únicamente - 

de ni tal que 

S (1  ( HL() 	ti 

cl 
, k 	1.1) 

(Az,  .19 in 

15  e 11 (.11-atitren 

<O - 
Usando ( 9.15 y la hipóiesis c) se demuesira que 

( 9.16 ) 

    

H (i 
I 	I .- )L.)(: 

- —.5 +T'o 

  



Y por la conclusión a) obtenemos que 
+ in ( 9.17 ) 

Usando esto último , ( 9.10 ) y la hipótesis b) , obtenemos que 

I 1 	l'‘)'-Q 
	

n 
	 —:)-1-cy,o 

	 ( 9.18 ) 

De esta forma se ve que la descomposición hecha tiene las 1.0 

mismas propiedades que antes. El teorema se sigue entonces. 
	 G 

Usando la unitariedad de U y 	U0 y ( 9.9 ) y ( 9.10 ) - 

obtenemos que las hipótesis del teorema son equivalentes a las condiciones: 
A 

a) (My_ 	11.) -1 	-1  !,‘1-  00 	
- 
I Uo es compacto. 

ti 
b 	- 	 es compacto. 

c) Para todo intervalo compacto I 	, y alguna n c PO 

la condición de Enss ( 2.5 ) se cumple para h-c 	1L 1.,) E bu u -1-1- -t. 
	 u 

Ac, 1.1 	)-n  uo  
Y obtenemos completes asint6tica para 1/451.- . 

Bajo ciertas condiciones, 	84> <85 > 0/15 	Y cY1 

coinciden como conjunto de funciones ( aunque con distinto producto escalar ). Si toma- 

mos J el operador de identificación de ,-(2) 	sobre 

Y Ponemos J- TU 01  

toma toma la forma 

T1:1 (4)1. 
d)-(10,5-fiz 

• 

la función h eQ  

312-, 

Asr„ 	 se trunsformu en una expresión mós f(icil de - 

controlar. D (agur venos la conveniencia de ionris distintas de la identidad. 
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