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TESIS CON FALLA DE ORIGEN



PROLOGDO

La idea d. esta tesis surgid en los cursos de Andlisis
Matemdtico I y II impartidos nor el Dr. José& Luis Abreu a partir
del verano de 1978 en la Facultad de Ciencias de la Universidad
Nacional Autdnoma de México. En un curso de tal naturaleza suele
cubrirse el material del libro "Principios de Andlisis Matemédtico"
de Walter Rudin. Cuando nos correspondia estudiar el sexto capi-
tulo, '"La integral de Riemann-Stieltjes'" el Dr. Abreu noté que el
material en el libro de Rudin no era de su agrado. La principal
objecidén era que Rudin trataba el proceso de integracién de Rie-
mann-Stieltjes como lo hizo Darboux, con sumas superiores e infe-
riores y limitado a integradores mondtonos y no como originalmen-
te lo hizo Stieltjes. Dicha presentacién "esconde'" ciertas difi-
cultades y sutilezas de la teoria de integracidn que son necesa-
rias afrontar para comprenderla a fondo. De acuerdo a esto, escri-
bid unas notas para presentar tales dificultades y sutilezas y ex-
poner las diversas presentaciones que se encuentran en la litera-
tura de la integral de Riemann-Stieltjes y sus relaciones entre si.
Esas notas constituyeron el esqueleto de esta tesis. Sin ernbargo,
el objetivo principal de la tesis no fue rearreglar y completar di-
chas notas; en realidad, la motivacidn principal se origindé en una
clase en la que se desecaba probar que la composicién de una funcidn
integrable seguida de una continua es nuevamente una funcidn integra-
ble. Nos parecia que este resultado debia ser vilido para integrado-
res de variacibén acotada, pero en clasc sblo pudimos probarlo para
integraudores monbtonos. El esfuerzo para obtener ecste resultado para

¢l caso de integradores de variacibn acotadua fue lo que llevd a la




realizacidén de esta tesis.

La resolucidn del problema anterior tuvo como guia
principal un libro muy completo de T.H. Hildebrandt, titulado
"Introduction to the Theory of integration", fruto de veinti-
cinco afios de experiencia de dicho autor impartiendo cursos
sobre integraci6n en la Universidad de Michigan. Desafortuna-
damente el libro de Hildebrandt es dificil de leer pues utili-
za una notacidn poco conocida y las demostraciones frecuente-
mente son obscuras. El mismo problema se resuelve en el libro
de Apostol, '""Andlisis Matemitico', pero sélo para uno de los
tres sentidos de integracidn presentados aqui, especificamen-
te para el que usa refinamientos de particiones. Como veremos
estos sentidos de integracidn no son equivalentes en general.

La tesis consta de cinco capitulos. En el primero
se da la herramienta necesaria para hacer posible el estudio
sistemidtico de la integral de Riemann-Stieltjes y se presentan
los primeros dos sentidos de integracidén Riemann-Stieltjes: el
que usa norma de particiones y el que usa refinamientos de par-
ticiones.

En el segundo capitulo se estudian las condiciones
mds comunes bajo las cuales existe la integral de Riemann-Stielt-
jes, ademds de algunos resultados que muestran cdmo afectan
las discontinuidades del integrando y del integrador a la inte-
gral de Riemann-Stieltjes y viceversa.

E1l tercer capitulo trata de las relaciones entre los
dos sentidos de integracidn presentados: las condiciones necesa-

rias y suficientes para que un sentido de integracidn implique




el otro. Se introduce un nuevo sentido de integracidén, el refe-
rente a sumas superiores e inferiores, y se estudian sus rela-
ciones con los dos sentidos de integracién antes presentados. Se
concluye el capitulo resumiendo en un esquema grifico estas re-
laciones.

En el cuarto capitulo se estudian diferentes resulta-
dos con la integral de Riemann-Stieltjes dentro del andlisis ma-
temitico clasico: propiedades, la conexién con la integral de
Riemann, la férmula del cambio de variable. Se concluye el capi-
tulo presentando el problema que motivé el trabajo en esta tesis,
al cual ya nos hemos referido.

El quinto capitulo se dedica principalmente a la reso-
lucién de tal problema y constituye la parte fundamental de este
trabajo. Se concluye el capitulo estudiando las clases de funcio-
nes determinadas por integrales de Riemann-Stieltjes.

El material de este trabajo puede utilizarse para un
primer curso sobre la integral de Riemann-Stieltjes a nivel de
Andlisis Matemdtico II de la Facultad de Ciencias de la UNAM.
Para tal fin recomendariamos omitir la seccidn I1-2 y todo el

Capitulo V.

Deseo expresar el mis sincero agradecimiento para el

Dr. José Luis Abreu, bajo cuya amigable direccién trabajé en es-
ta tesis. Asimismo para los doctores José& Angel Canavati Ayub y
Alberto Alonso y Coria, quienes amablemente tomaron a4 su cargo

la revisién de esta tesis, y a la Dra., Helga Fetter, que me acla-
ré algunas dudas. Finalmente, al Instituto de Investigaciones e¢n

Matemdticas Aplicadas y en Sistemas de la UNAM, por ¢l apoyo brin-

dado durante la realizacién de este trabajo.
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es definir la integral
de Riemann-Stieltjes. Para ello serid necesario utilizar el con-

cepto de convergencia de redes en espacios métricos,

§ 1. CONVERGENCIA DE REDES.

1.1. Definicidn. Un conjunto d<rigido es un conjunto D
con una relacidén binaria < que tiene las siguientes propiedades:
(a) Si a € D, entonces a < a.

(b) Si a,b,c € D son tales que a < b y b < ¢, entonces a <« ¢,

(c) Si a,b € D, entonces existe ¢ ¢ D, tal que a < cy b < ¢,

1.2, Definicién. Sea & un espacio métrico, con métrica
p. Una red en & es una funcién de un conjunto dirigido D en & y

el valor de la funcién en cada v € D, se denota con xT. Decimos

que la red {xv} converge a un punto x € &, y lo escribimos

veD

x, >x 6 x = 1lim x_, si dado € > 0, existe 7o ¢ D, tal que para
v veD L
todo v € D con ¥ 2 7o, Sse tiene que p(xv,x) < €., Anidlogamente,

decimos que la red {XT}TeD es de Cauchy, si dado € > 0, existe
Yo € D, tal que para todos 7,y' € D con vy 27, y 7' = 7., se tie-

nec que p(xv,xv,) < €,




(28]

1.3. Notacidén. Denotaremos a la bola con centro en x y

radio r, por medio de B(x,r), y a su cerradura por B(x,r).
Recordemos que un espacio métrico completo es aquél en
donde toda sucesién de Cauchy converge. La siguiente proposicién

nos dice que en dichos espacios una ned de Cauchy converge.

1.4, Proposici6bn. Si & es un espacio métrico completo

y si {x1}1eD es una red de Cauchy en &, entonces existe x ¢ & tal

=
que x, X.

Demostracién. Por ser {x,'},'ED una red de Cauchy, existe 7, ¢ D,
tal que para todo 7 > 7, p(x,,x, )< 1. Sea A= ETE;TTTT. Ahora,
existe 7, € D con 7;2 7,, tal que para todo ¥y € D con v 2 v, se
tiene que p(xy,xvz)<1/2. Sea A;= BTE;:TTTTT N A;, De esta manera

podemos definir inductivamente 7,» tal que para todo ¥ € D con

Y # v , se tenga que p(x,,X, )<I/n. Definimos también A_= B(x_ ,1/n)
n AR n Tn

N An-l’ Asi, hemos construido una cadena decreciente de conjuntos

cerrados no vacios A, D A; DO ... tales que %ig diam (An) =0, vy

por lo tanto, : An no es vacio y consiste de un solo punto (En
esto Gltimo, hg;;s hecho uso del teorema de Cantor para espacios
métricos completos (Ver (4], pag. 67, teorema 6.52),). Llamemos x

4 ese punto, Entonces, para todo n € N, si ¥ ¢ ) es tal que ¥ & Ths

tenemos

X,X «<p{x,x + X X < 2/n
A ,7) p( ’ 7’1) p('yn: 7) ’

n O

pucsto que X, ¥V X pertenecen a A . Por lo tanto Xy * X,




§ 2. PARTICIONES Y SUMAS DE RIEMANN-STIELTJES.

2.1. Defin cibén. Una particibn P del intervalo [a,b]
es un conjunto finito {Xe,X;....,Xn}, tal que a = X, € Xx; S ...
< x, = b. Dada la particidn P decimos que el conjunto de nGmeros
reales £ = {§, ,¢,,...,q} es una efeccdbn compat{bte con P, y es-
cribimos £ v P, si xo €&, € x, <§; K....<¥j < x,. Al conjunto

de las particiones del intervalo [a,bl, lo denotaremos por P([a,b]).

2.2. Definicién. Sea P = {xo,x,,...,xn} una particién
del intervalo [a,b]. La noama de la particién P, denotada por IiPll
esti dada por

Pl = max {lxi- xXj_ql,» i=1,...,n.}

2.3. Definicién. Sea D el conjunto de todas las parejas
(P,£), donde P € P([a,bl) y £ ~ P. Escribimos (P,§) < (P',£') si
IP'll < |IPll. Es fdcil verificar que D con la relacidén binaria <

es un conjunto dirigido.

2.4. Definicién. Si f y g son funciones reales defini-

das en |a,b), para cada (P,g) ¢ D, definimos

n
£(P,&,f,9) =,51I(Ei)lg(xi) - g(x5.9))
1=

donde P = {xo,xl,...,xn} b4 g = {EI;E2 ;-'-)En}- A Z(P,g,f,g) se

le 1lama una suma de Riemann-Stieltjes.




Notemos que en la definicién anterior, f y g son
funciones reales, cin embargo hacemos la misma definicidén si
f es real y g toma valores en Rd. Mis aGn, la misma defini-
cién es valida si f y g son complejas o si f es compleja y

d d y g es comple-

g toma valores en C o si f toma valores en C
ja. Para evitar complicaciones innecesarias, supohdremos que
f y g son reales, pero deberid notarse que todo lo que vamos

a probar es vdlido en todos los casos mencionados, excepto a-
quellos resultados en los que explicitamente se mencione que
f o g es mon6tona; ese tipo de resultados son tales que las
demostraciones que damos de ellos son validas s6lo para f y

g reales. Por Gltimo, notemos que la funcidn

(P,&) » Z(P,E,f,9)

de D en R, es una red.

§ 3. DEFINICIONES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES,

3.1. Definicién. Decimos que f es Riemann-Stieltjfes
integnrable con nespecto a g en el sentdido de £€a noama y escri-
bimos f ¢ ®(g), si la red

(B(P,6.£,9)} p ) ¢ p

¢s convergente, Al valor limite de Z(P,£,f,9) en caso de exis-
tir, lo llamamos la {ntegnral de f con hrespecto a g en el sen-
tido de £a norma, o simplemente la norma-integral de f con
respecto a ¢, y lo denotamos por

/% fdg ¢ Y x0dg (0.




Notemos pues, que para probar que f = &(g), tenemos
que demostrar que dado € > 0, existe (Po,£0) € D. tal que.si

(P,&) & (Po,E0), entonces
| Z(P,E,0,9) — O fdg | < e,

es decir, dada la definicién de la relacidén binaria <« en el
conjunto D, tenemos que probar que dado € > 0, existe § > O,
(6 = IPg1),tal que si IPF < &6, £ ~ P, entonces
| Z(P,E,f,9) = f° fdg | < e.
Debido a esto, escribiremos
f° rdg ol E(P.1,0)
siempre que f ¢ &(g).

Con esto ya tenemos definido un tipo de integral de
Riemann-Stieltjes, sin embargo, antes de empezar con el estudio
sistemdtico de esta integral, veremos otro tipo de integral de
Riemann-Stieltjes, el que se refiere a '"refinamientos de parti-
ciones', Posteriormente veremos, como ya hemos apuntado en la

introduccién, que en general no son equivalentes estos dos ti-

pos de integrales.

3.2, Definicién.Sean P y P' dos particiones del in-
tervalo [a,b]. Decimos que P' es un xrefinamiento de P si todos
los elementos de P son también elementos de P', y en este caso
escribimos P') P. Sea P, 1a particibdn formada con los elemen-
tos de P y los de P', entonces llamamos a Py, el refinamiento

comin de P y P', y lo denotamos por P, = P VY P'. Si P.,...,Pn




n
son particiones de [a,b]) entonces v Rf denota el refinamiento
i=1
comGn de P,....,Pn, que puede definirse como

(...((Py VP)V Pa)Y ..V Pn.

3.3. Definicién. En el conjunto D de parejas (P,£) donde
P e p(la,b)) y £ v~ P, definimos una nueva relacién binaria <, por
medio de (P,&) < (P',£') si P' ) P. Al conjunto D, equipado con
esta relacién <;, lo denotamos por D,. Es fécil ver que D, es un

conjunto dirigido.

3.4. Nota. Si (P,£) <, (P',&') entonces también se tiene
que (P,g) < (P',£'); pero no es cierto que siempre que (P,g) < (P',&")
también se tenga (P,£) < (P',£'), como puede verse con un ejemplo

sencillo.

I N I T
k| T *l p

——

3.5. Definici6én. Si f y g son funciones reales en [a,b)
tales que
lim Z(P,&,f,q)
(P,&)eD,

existe, entonces decimos que f e4 Riemann-Stieltfes {ntegrable con
hesdpecto a g en el sentido de Los nefinamientos, y escribimos f € 8, (g).
A este limite, en caso de existir, le llamaremos la sigma-integral

de la funcidén f con respecto a la funcidn g. (o-integral, la sigma

es por tradicién histérica, pues en los primeros articulos escritos so-

bre la integral de Ricmann-Sticltjes se acostumbraba denotar con una ¢

4 una particién).




y 1o denotaremos por
of° fdg 6 of® fxde(x).
Notemos que para probar que f e & (9), tenemos que
demostrar que dado € > 0, existe una particién P,, tal que si
P) Po y £ P, entonces

| £(P,£,f,9)—of2 sdg | <,

y en caso de que esto suceda 1o escribiremos asi
of2 fdg = 1in Z(P,£,f,9)
p?

significando que el 1limite de l1a derecha se toma en Dy, es
decir, en el sentido de los refinamientos.

Ahora bien, debido a la completitud de R, la proposi-
cién I-1.4 nos dice que para demostrar que f € &(g9) o que f €

€, (g), basta probar que la red
{Z(P,t,f 'g)}(P.E)ED o) {2(p’€'f'g)}(P,E)eD,

respectivamente, es de Cauchy. Asfi pues, para la norma-integral,
la condicién de Cauchy de convergencia de una red es que dado
€ >0, exista § > 0, tal que para todas P y P' particiones de

(a,bl] , con fPU < & y Ip'¥ < & y €~ P, £' v P', entonces

| Z(P,&,f,9) — Z(P,EYf,9) | < e,
Para 1a sigma-integral, la condicién de Cauchy es que dado € > 0
exista Po ¢ P(la,bl), tal que si P) Py y P' ) P, y& v P, g' P,

entonces

| Z(P,&,f,9) = Z(PY&Y ,9) | < ¢




Antes de concluir este capitulo, enunciaremos un lema
que serd de gran utilidad para probar la existencia de algunas
integrales de Riemann-Stieltjes. Este lema nos dice que en la
condicién de Cauchy de convergencia de una red, basta tomar a

P' como refinamiento de P.

3.6. Lema. Sean f y g funcicnes reales definidas en
[a,bl. Entonces tenemos:
(a) Una condicién necesaria y suficiente para que f e Q(g) es
que para todo € > 0, exista & > 0, tal que si IPl < &, P' ) p,

E~PyE'" " P', entonces
l z(pﬁgiftg) - z(p'lg"f)g) l < €

(b) Una condicién necesaria y suficiente para que f ¢ & (g)
€s que para todo € > 0, exista Po € P(la,bl), tal que si P ) P,

P') P, EVvPy E'nP', entonces

o

I z(plgtjtg) - z(p"g"f’g) I <

Demostracién. (a) Como P' ) P implica que IP'l < IPN , es claro

que si f e 6(g), entonces sc tiene la condicidén dada. Reciproca-
mente, supongamos que dado € > 0, existe § > 0, tal gue si IPH <&
P'"Y P, £ Py g~ P', entonces

L Z(Pye,f,9) — Z(P',6',0,9) | < e/2.

Sean Py P" dos particiones con norma menor que 8, y seca p' =

PV P, Entonces




| £(P,E,f,9) — Z(P",E",f,9) | <

lE(P,&,f )g) - E(p' ’E')I ig) | + |2(P',§' uf lg) - 2(p"’£")f gg) I <
< €/2 + €/2 = €.,

Por lo tanto, f ¢ &(g).

(b) La demostracién es anfloga. O

3.7. Nota. Frecuentemente, en la expresibn

[2fdg 6 of° fdg

suele llamirsele a f {integrando y a g 4integhradon,
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CAPITULO II
EXISTENCIA DE INTEGRALES DE RIEMANN-STIELTJES

En este capftulo estudiaremos condiciones necesarias

y suficientes para que exista 1a integral de Riemann-Stieltjes.

§ 1. TEOREMAS DE EXISTENCIA.

El primer teorema, debido a Stieltjes, nos da ya, un
criterio bajo el cual tiene sentido hablar de la integral de
Riemann-Stieltjes. Concretamente, el teorema nos dice que si el
integrando f es continuo y si el integrador ¢ es de '"variacién

acotada'", entonces f e K(g).

1.1. Definicién, Sea g una funcibn real definida en

[a,bl. Decimos que g es de vaadiacibn acotada en [a,b] si

b n
Vo, (9) = sup T [g(x )= 9(x; )| <o

i=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones P = {x¢9,...,Xx
de {a,bl. La expresién V: (g) se llama la vaadlacdibn de g en el
inteavato [a,b].

1.2, Teorcma. Si f es continua en [a,b] y g es de va-
riaci6én acotada en [a,b], entonces f € €(g).
Demostracidén. Sca € > 0. Como f es uniformemente continua cn
la,b], existe &6 > 0, tal que si s,t ¢ [a,b] y |s-t] < &, entonces

11(s) = S ()] <eND (9)

n

}
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Sean P = {Xo,...,Xp} ¥ P' = {xd,...,xn} dos particiones de
[a,b], tales que IPl < 86 y P') P, Si £~ P y E' ~ P', enton-

ces tenemos

| (P,&,f,q) —E(P'.e: of,9) |
= | ZfED(x;) —g(x;_,)) —EI(E (g (x5) = g(x;1)) |

i=1 J"’

=]

Para j=1,...,m, definimos n; - Ei siempre que [xg_’,xgl c [xi_1,xil
Por lo tanto

| Z(P,£,f,9) TE(PLE,9) | =
f(ﬂ ) (g (x! )“Q(X'1))“EI(E'N9(X )"Q(X']))l

ll 3

|.
)

J_
m
= | z(f(n ) —HEDII(x) —g(x5_4) | <
J=
m
<J__?_3 I!(nJ) —!(tj)llg(x ) —-g(xJ DIl <
< z lg(x!) —g(x} )| < — vPig) = e
Va(g) J= J J'l va(g) a

"Utilizando el Lema I-3.6, concluimos que f ¢ ®(g). O

El mismo resultado es vilido para la o-integral. Sin em-
bargo omitimos la demostraci6n pues posteriormente probaremos
que si f ¢ R(g), entonces f ¢ &, (¢g), con lo que automiticamente
tendremos que si f es continua y g es de variacién acotada, en

tonces f e &, (g).

1.3. Teorema.(Integracién por partes). Si g y f estén

definidas en {a,b} entonces
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(a) f ¢ &(g) si v solo si g € &(f), y en este caso
b _ _ _ ¢b
[q fdg = f(b)g(b) —f(a)g(a) — [, gdf
(b) f € &, (g) si y solo si g € &, (f), y en este caso

of% fdg = (b)g(®) — f(a)g(a) —o[" gdf

Demostracién. (a) Supongamos que g ¢ Q(f). Sea P = {xo,...,xn}
una particién de {a,bl y £ = {¢,,...,En]} una eleccién compatible

con P. Entonces, si definimos &, = a y £n+l = b, podemos escribir
n
.21!(51)(9(Xi) —9(x3.1))
1=

n-1
‘!(ti)'g(xi) - ifo'f (£;,7)9(x;) =

M

1

n
F(b)g(d) ~ f(a)g(a) = Blf (ks q) = f(E)o0x;) =

1=

n+1
f(b)g(b) —f(a)g(a) — Zg(x; DUFCE) —f(&, I,

i=1

Si ahora definimos P' = {E°"'°'En+1} y £' = (& }, donde

y ooy ﬁ+1
Ef = Xj.q» para i=1,.,.,n+1, 1a igualdad anterior puede escri-

birse asfi

£(P,£,f,9) = f(b)g(b)— f(a)g(a) — Z(P',£',9,f) (*)

y comc cbviamente WP'l < 20pPH, tenemos que cuando Pl tiende a

cero, #p'# también tiende a cero, lo cual, pasando al limite, nos

dice que [ ¢ 6(g) y que vale la férmula dada en el inciso (a).
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(b) La demostracidén en este caso no puede seguirse de la f&ér-

mula (*) del inciso (a), puesto que al tomar refinamientos de

P no necesariamente se obtienen refinamientos de P'., Es por
ello que seguiremos otro camino. Supongamos pues, que f ¢ & (g).
Sea € > 0. Entonces existe Py ¢ P([a,b]), tal que si P') Po

Y £' &~ P', se tiene que

| ZPr,e',f,9) —offdg | <e.  (am)

Sean P = {xo,...,xpn} con P ) Po y £ = {k,,...,kq} ~ P. Entonces
n
X (P,g,9,) = % Q(E )(f(x ) "'f(x1 1)] =
1=
n
= § g, )f(x ) — E g(t. )f(x ‘)

i=1

Y ademéas

n n
Fb)9(b) = f(a)ga) = ESx)g0x;) = T f0x; 0905 )
= 1=

1

Restando estas dos filtimas expresiones obtenemos

F (D)9 () = f(a)g(a) = (Paeyg,f) =
-z RECRIEIC R TGV E f(x, LgE) = g(x, )]

i= i=1
Si tomamos P' = {xo,Ei,X1,€2,X2,...,€p, Xpt ¥ £' = {x0,x1, K1,

X2, Xg ,000,X xn}, entonces

n-1’ xn-l,
f(b)g(b) — f(a)g(a) — X(P,E,g9,f/) = Z (P',£',f,9)

y ademds tenemos que P' ) P ) Py. Por lo tanto la igualdad (**)

es vilida, y esto significa que
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| £(b)g(b) — f(a)g(a) — E(P,£,9,0) —of> fdg | < e
siempre que P ) P,. Por lo tanto g € R(f) y

b
of fdg = £ (b)g(b) —f(a)g(a) — of fdg. O

1.4. Corolario. Si f es de variaci6bn acotada en [a,b]

Y 9 es continua en [a,bl, entonces f € R(g) vy f € &, (g).

La integral de Riemann se obtiene de la integral de

Riemann-Stieltjes, tomando g(x) = x.

1.5, Definici6én. Si g(x) = x, entonces en lugar de
escribir f € ®(g), escribimos f ¢ ® y decimos que f es Riemann
integrable en el sentido de la norma. Ademés escribimos [: f(x)dx
en lugar de [2 /(x)dg(x) y £ (P,£,f) en lugar de Z (P,£,f,9).

Para la sigma-integral pueden darse definiciones anflogas.

Mis tarde veremos que para la integral de Riemann, no
es necesario distinguir entre la norma-integral y la sigma-integral.

Como g(x) = x es una funcién continua en [a,b], tenemos:

1.6. Corolario. Si f es de variacién acotada en (a,b],

entonces f es Riemann integrable.

§ 2. OSCILACIONES Y DISCONTINUIDADES EN COIlUN.

En esta seccibn introducinmos los conceptos de "oscilacién
de las sunas de Riemann-Sticltjes" y "oscilaciébn de una funcién" en

un intervalo y los utilizanos para caracterizar la norma integrabi-
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lidad y la sigma integrabilidad en términos de ellos y también

en términos de las discontinuidades del integrador y del integrando.

2.1. Definicién. Sean f y ¢ funciones reales definidas
en [a,bl. La oscilacifn de Las sumas de Riemann-Stieltjes de La

parefja ordenada (f ,g) en el 4intervalo [a,b] denotada con

@ (f,9,la,bl]),

se define como

Q (f.9, la,b}) = sup |
P,P'eP(la,b]
EVP,E AP

? P,t,f,9) — I(P',E'.f .g)-l

2.2. Teorema,

n
(a) f € R(g) si y solo si lim ZaQ (f.g,[xi,xi_Il) =
ipl - 0 i=1

|
[~

(b) f € & (g) si y solo si ;}m ZQ (f,9,[lx

Demostracién. (a) Supongamos primero que f e #(g). Sea € > 0.

Existe 8§ > 0, tal que si IP, 0 < &, IP,0 < 8, £, A~ Py y £2 ~ Py,

tenemos

| Z (Py,Ei,f,9) — 2 (Pa,E2,0,9) | < €/2,
Sea P = {x¢,Xy,...,Xp} una particiébn de {a,b} con IPl < 8. En-
tonces, para i=1,...,n, podemos encontrar P{, Pg € P(lxi,],xil),

] " " ,
Ei ~PL Yy £ ~ Py, tales que

B (F,9,0x; %)) S EL61,0,0) = Z(PYLEY,M,9) ¢ e/2n
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I(P1,EL.M,9) — E(PY,EY,f,9) > 0,

n n n n
Sean P' = U Pi, p" =U P;, £E = U Ei y E" = u Eg. Entonces
i=1 i=1 i=1 i=1

P' y P" son particiones de [a,bl, €' ~ P' y £" ~ P", Ademis
Ip'l <6, Ip'l <8 y
n
0 < if] Q(!'g’[xi'l'xil) <

n
< I (B(PLLELS9) T E(PYLELL,9)) ¢ e/2 -
1=

I(p',e',f,q9) — T(pP",E",f,9) + €/2 <
<e€/2 + €/2 = €.
Por lo- tanto
n
T S
para P= {x¢,...,xn}.
Reciprocamente, supongamos que esto Gltimo sucede. Entonces dado

€ >0, existe § > 0, tal que si IPl <6 y P= {x¢,...,Xn}, se tie-

ne que

n
_2190 9.0x; _1Hx1) < e,
1=

Sean P = {xo,...,xuq}, P'" = {xd,...,xy} eP(la,b}) con P' ) Py

Pl <45, 53 ¢ = {fl,---.En} y ¢ ={€:»---,E$} son elecciones

compatibles con P y p! respectivamente, entonces
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I E(P,E,f ’g) - E(P',E',f pg) I =

n

= |2 FENIgx)) —glx; - z fEDMgx;) = g(x5_ I
i=1 [x' ],xJIClx S10%; 1)

< Ifﬂ:ﬂﬂx)—gullﬂ z f(EHQU)"MX 21N
i=1 [xi_pexilelxg qox;l) )

< EQ(! glx S10%51) <e.
i=1
Por lo tanto utilizando el Lema I-3.6, concluimos que f ¢ &(g).

(b) La demostracién se hace de manera aniloga. O

2.3. Definicién. Sea f una funcidén definida en {a,b]. La
oscilacibn de f en el intervalo [a,b], denotada por w(f,{a,bl). se

define como

w(f,fa,b)) = sup |f(x) —f(y)]

x,yefa,b

Dado que
Q(f ,g,la,bl) > w(f,[a,bl)|g(b) — g(a)]
para todo intervalo ja,b), el teorema anterior nos implica el siguien-

te resultado.

2.4. Corolario. Sean f y g funciones reales definidas en
[a,bl.

(a) Si f ¢ &®(g), entonces lim E w(f.lx TN ])|g(x ) — g(x; 1)I
Ipi—0 i=1

n
(b) Si f ¢ R (g), entonces lim 2 w(f,[x. ],x.])lg(x.) —g(x; ()] = 0;
pp =1 i- i i i-1
donde P= (xo,...,xn}'
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El corolario anterior, nos permitirf probar el siguien-
te teorema, que es bAsico para 1la demostracibn de los resultados
de 1a seccibén V-1, (Dichos resultados son en realidad la parte fun-

damental de este trabajo).

2.5, Teorema. Sean f/ y g funciones reales definidas en
fa,b].
(a) Si f € A(g9), entonces f y g no tienen discontinuidades en co-
mGn.
(b) Si f € K (g9), entonces f y g no tienen discontinuidades en

comfiin del mismo lado.

Demostracién. Probaremos primero la parte (b). Supongamos que

f e R.(gj. Sea € > 0. De acuerdo con el corolario anterior, exis-
te Pg ¢ P([a,b)), tal que si P = {xe,...,xp} es un refinamiento
de Py, entonces
n
Z wlf,Ix; X 1) le(xy) —g(x; )| < e.
Sea x' un punto de discontinuidad de f por la izquierda, y sea
Xy el punto de P inmediatamente a
la izquierda de x'. Existe €' > 0
) ' f
tal que si 0 < & < x' — Xy enton- r~//~J
L]
r-f-‘,
[
[

ces

w(f,[x"-8,x']) > €',

4

Si incluimos x' en P, tenemos que Xy x'
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wlf ,Ix),x"1)[g(x") —g(x )] <€,
y por lo tanto

w(f ,Ix'-86,x"})|g(x') —g(x'-8)| < e,

para todo 8 ¢ (0,x'-xk), lo cual implica que
lg(x') —g(x'-8)| < e€/e",

Por 1o tanto

lim g(x) = g(x')
X*x'-
es decir, g es continua por la izquierda en x'. El1 mismo razona-
miento se aplica al ladgo derecho, de donde concluimos que f y ¢
no tienen discontinuidades en com@Gn del mismo lado en [a,b].
Para probar (a), supongamos que f ¢ Q(g). Sea e > 0.

Existe § > 0, tal que si P = {xo,...,xn} e P(la,b]) tiene norma
leﬁor que 8, entonces
n
if‘w(!,[xi_I.xil)!g(xi) —9(x; )| <e.

Sea x' un punto de discontinuidad de f . Como f ¢ &, (g) siem-
pre que f ¢ ®(g) (Teorema III-1.1j, tenemos que ¢g es continua
por 1la derecha o por la izquierda en x'. Mis aGn, si 0 < 8.,8"<b/2,

entonces
m(!,[x'—ﬁ',x'*G"])lg(x'*b") “Q(X"b')l < €,

Como f es discontinua en x', existe €' > (), tal que




w(f,[x'-8',x"+8§")) > €'
para 0< &',8" <8/2, con lo que tenemos
lg(x'+8") —g(x'-&')| <e/e',
y por lo tanto

lim  [g(x'+6") —g(x'-86')] = 0,
(6',8'")+(0,0)

Como g es continua por la derecha o por la izquierda, se sigue

que

lim g(x) = g(x').
X <> x!

Luego, si g(x) es discontinua en x', f debe ser continua en x', O

§ 3. DISCONTINUIDADES.

Ahora veremos como actian las discontinuidades de f o de

g en la expresién f: f dg

3.1. Definicién. Si x es un ntmero real, definimos la
funci6én real ¥(x), "funcién de Heaviside', por medio de
0, si x<0
H(x) =
1, si x>0
3.2. Tecorema. Sea f una funcidn real definida en (a,b]
y continua en x; ¢ (a,b). Si 9(x) = Mx-xo), entonces [ € €(g) VY

% fdg = £ (x0).
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Demostracidén. Sea € > 0. Existe § > 0, tal que si |x-xo| < &,

entonces lfﬁx) — f(x0)| < €. Sea P una particién de [a,b] con

Pl < 6 y sea £ una eleccién compatible con P. Entonces
IE(P,E,f,g) “f(xo)l <e,

Por 1o tanto f € @(g) y [ fdg = f(xe). O

3.3. Teorema. Sea {cn :=1 una serie absolutamente

oo
convergente y sea {xn}:=1 C (a,b). Sea g(x) = Z cnx(x-xn). En-
n=1
tonces si f es continua en [a,b], f € Q(g) ¥y
b ~ oo
[afdg = = cfx).
. n=1
. o
Demostracién. Sean € > 0 y N € N tal que z |cn| <€, Sea
N n=N+1
gN(x) =2 c R(x-xn). Usando l1a linealidad de 1a integral respec-

n
n=1
to a g, del teorema anterior tenemos que

b N
fa fdog = Z cyf ().

Por otro lado, si M = sup|f(x)|, entonces
xel a,b]

—~

I 12 fd(g—g)) | <M Vg(g~gN) < Me.

Por 1o tanto

fards = 2 cos el <
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SR rde-apl g fdg = T ef x| <
n=
<Me + €= (M+ 1)e,

Lo cual prueba que f ¢ 6(g) y la igualdad que desedbamos demos-

trar, O

3.4, Teorema. Si f es acotada en [a,b] y tiene sélo
un nGmero finito de discontinuidades y si g es monfétona creciente

en [a,b] y continua en 1los puntos de discontinuidad de f, entonces

f € K(g).

Demostracién. Sea (t,,...,tm} el conjunto de discontinuidades de

f. Sea M = sup lf(x)[. Dado ¢ > 0, sea §, > 0, tal que Ig(x)-g(tjM<e
- xef{ a,b
si |x-ti| < 8,: para i = 1,...,m. Sea §, > 0, tal que |f(s)-f(t)|<e

si |s-t|] <&; y s,t ¢ [a,b]\; (ti-6,/2,ti+8,/2). Sean P, y P, par-
ticiones de {a,b] con IP,I,iBJI < min(8,/2,5,). Si definimos P,par-
ticién de [a,b] por P = P, VU P;U_§ (ti-a,/z,ti+5,/z}, y si &, &,

Yy & son elecciones compatibles co;_;,, P, y P respectivamente. En-

tonces puede demostrarse que

(*) Iz(pl vE1of ’g) - Z(pvg f 99)' < q'-mee + Vg(g)’e ’
y también
(**) IE(P1 v 62 »f 99) - E(Ppﬁ »f ,g) ' < 4! mee + vg(Q) ‘€,

(ver la demostraciédn a continuacién), de manera que

T2 06,0 09) — 2Py y600f0g)| < 204H-m + ngg)lc-

Por lo tanto f « 6i(g). DO
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Demostraremos ahora las foérmulas (*) y (*#%) de 1la de-

mostracifén anterior. Si denotamos a P, Py, £ y & por

P=(yo,..-,y£}’ E_: {e:,---,Ez}.

P, = (Xo,...,xk}n Ey = {rl,..-,fk},

entonces

|[E(P,,E,,f,9) — E(P,g,f,9)]| =

k L
= lif1f (rIlg(xy) —g(x; )1 — jf]f (Ej)lg(yj) —g(yj_,)ll
Para j = 1'---,m, definimos ﬂj = ri Si [yj~1,yj] cC [xi-1'xil .

Por 1o tanto
|2(Pligl’f pg) - Z(P,g,f 'g)l =

£
= ljf[lf(nj) —fENIIG;) —elyy <

£
< j.::’lf(nj) —SEDHy) —9lyy Pl

m
Si ahora definimos A = (j:(yj_1,yj] cu (ti-a,/z,ci+5./2)}, enton-
i=1

ces podemos escribir
|)_,"(Pl vEyof »g) - E(P:E;,f ’g)l <

S EZUm)SEDHIGD-90; Il

jeA

1 ba-
,x;] pa

Para j € AC, como n;y tjcstﬁn en un mismo intervalo (1 S

ra algGn i, tenemos

|!(nj) —I(Ej)l <e.
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Por lo tanto

M) —1E)D g0y — gy DI <

JeA J-

< €. IMY)—ngpI<€N(M
JeA

Por otro lado, como f es acotada y g creciente,

ZI) —f@)Ie0y) =90y I <
jeA i-

<M E (9ly;) T9lry.4)),
jeA i-

y dadas las definiciones de A y de P, es claro que

JUIY !Yj] = Ult ‘8 /2t+8 /2].

3-1 i=1
Por lo tanto

m
Za(y;)-90y;_¢) = Z1g(t;+8:/2)-9(r;-8,/2)],
jEA i=1 ‘ 1

y como ti+6./2 —'(ti~6./2) = §,, resulta que
Z90y;) —9(y;_4) <me.
jeA

Luego

Elfm) = e 190y =gy ) I<4mme,
jEA

De donde obtenemos finalmente que

'z(pl ’gl ’! lg) _z(p’€’! ’g)|< 4h1.m'€ + v‘a)(g).el

que es la férmula (*), La f6rmula (**) se obtiene de igual manera.
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CAPITULO 111
RELACIONES ENTRE LOS DIVERSOS SENTIDOS DE INTEGRACION

Ya hemos mencionado anteriormente, que en general, los
dos tipos de integrales vistos no son equivalentes., En este ca-
pitulo veremos porqué sucede esto. Ademds estudiaremos otro tipo

mis de integral y sus relaciones con los anteriores.

§ 1. RELACIONES ENTRE LA NORMA-INTEGRAL Y LA SIGMA-INTEGRAL.

El nrimer resultado en esta seccidn, nos dice que si g
es una funcién definida en [a,b], entonces el conjunto de funcio-
nes f para las que f € #(g), estd contenido en el conjunto de fun-
ciones f para los que f € & (g). Posteriormente veremos que esta

contencidén es propia.

1.1. Teorema. Sean f y g funciones reales definidas en

[a,bl. Si f ¢ Q(g), entonces f ¢ & (g9) vy fg fdg= afg f dg

Demostracién. Sea € > 0. Como f ¢ 6(g), existe &§ > 0, tal que si

PeP(a,b]) con APl < & y si £ ~ P, tenemos que
|Z(P, 6.0 ,9) = [ fdg| <e.

Tomemos una particién arbitraria P0 conllﬂ" < & y una eleccidn ¢

compatible con p, . Entonces para cualquier (P,£) € Dy con (Po,be) <

(P,£), tenemos que kPl < #pP,0 < 6, y por lo tanto
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| E(P,E,f,9) ~ [2 fdg| < e,

lo cual prueba el teorema. [

Veremos ahora, que en general, no es cierto que si
f & & (9), entonces f ¢ €(9). Para esto daremos dos contraejem-

plos.

1.2. Contraejemplos.

(a) Definamos f y g en {-1,1], por medio de

0, si x <0 x+1, si x €0
f(x) = . g(x) =
1/x, si x >0 1, si x>0
45
f

g
' 1
' )
! '
) [
l ]

_;

-1 1 -1 1

Para cualquier particién P que seca refinamicento de {-1,0,1}, te-
nemos que X(P,§,f,g9) = 0, y por tanto f e ® (g). Para ver que

f ¢ &(y), tomemos & > 0, Entonces existe n ¢ N tal que 2/n < §.
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Sea P = {-1=-n/n,-(n-l)/n....,-1/n.l/n,...,(n-l)/n,n/n=l}. Si
£ es cuélquier eleccién compatible con P, tal que el elemento

de 1la eleccibén que estid en el intervalo [-1/n,1/n) es 1/n?, te-

nemos

Z (P,g,f,9) = F(1/n¥)[g(1/n) — g(-1/n)) = n?[1-(1-1/n))= n.

Esto demuestra que las sumas de Riemann-Stieltjes % (P,£,f,9)

no estin acotadas y por lo tanto f ¢ &(g).

(b) Definamos f y g en [-1,1]), de 1la manera siguiente:

0, si x <0 0, si x< 90
f(x) = g(x) =
1, si x =20 1, si x >0
¢
f g
! 1
! t
X '
] '
: []
-1 1 -1 1
Si P es una particién de [ -1,1] que es refinamiento de {-1,0,1},

sc tiene que (P,£,f,9) = 1, independientemente de . Por otra
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parte, sea 8§ > 0. Entonces existe n € N, tal que 2/n <&, Sea
P={(-1,...,-1/n,t/n,...,1} y sean £ = {-1=-n/n,-(n-1)/n,...,
-t/n,¥/n,...,(n-1)/n}t y £'= {-(n-1)/n,...,-1/n,¥/n,...,(n-1)/n,

n/n = 1}. Tenemos entonces que £ ~ P, £' v P, P} <& y
z(Ptgtf vg) =0 Yy E(P’E"! ’g) = ‘.'

Por 1o tanto f ¢ &(g) en [-1,1]).
Puede verse que la dificultad en (a) se debe a que

f no es acotada y la dificultad en (b) a que g no es continua.

Esta observacién sugiere el siguiente resultado.

1.3. Teorema. Si f es acotada en [a,bl, g es continua

en [a,b] .y f ¢® (g), entonces f €&(g).

Demostraci6én. Sea € > 0, Como f ¢ &, (g), existe Py = {Xo0,...,Xp}

particién de [a,b]l, tal que si P' ) Py y £'n P', entonces

‘ 2(?',5',!‘,9) —ojg fdg l <e€/2.

Sea M > 0 una cota de |f] en la,b). Debido a que g es continua
en [a,b), podemos escoger &§ > 0, tal que si s,t € [a,b] con

|s-t] <&, entonces
lg(s) —g(t)| < e€/8Mn

Sea P una particién de [a,b] con 'pPK <&, y definamos P'cP([a,b]),

por medio de
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P' = PV Py

P
P'
Po

La particién P tiene dos tipos de intervalos: los que estdn con-
tenidos en el interior de alguno de los de Po, los cuales son -
también intervalos de P'; y los que contienen algGn punto de Po,
los cuales son a lo mids 2n, y éstos son unidn de varios interva-
los de P'. Dada £ compatible con P, construimos £' compatible con
P' de manera que los valores de §' sean los mismos que los de §
en los intervalos del primer tipo y, en los demids intervalos los

valores de £' se toman arbitrariamente. Entonces
[Z(P',E',f,9) — Z(P,£,f,9)] < 2n-2M-€¢/8Mn = €/2,
y como P' ) Py, tenemos que
Vo — o (P
| (P',&",f,9) —of) fdg] < e/2.
Por lo tanto
b
IE(P,E,f yg)— Ofa fdgl <€,
b rag=o[P fdg. o
lo cual prueba que f ¢ &(g) Yy que faf g=of, fdg.
1.4. Teorema. Scan f y g funciones rcales definidas en

{a,b)l. Si ¢ no es constante en ningin subintervalo de [a,b] y f =«

&, (g), entonces f es acotada en |a,b].
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Demostracidén. Suponsamos que f no es acotada en [a,b]. Entonces
oS

existe una sucesibn {tn} en [a,b], tal que

n=1

1im |f (tn)l = ow,
n —> o

Sea P = {x0,...,Xxpn} una particién de [a,b]. Hay por 1o menos un
intervalo (xk-l’xk] de 1a partici6bn P que contiene una infinidad
de puntos de la suc¢esidn {tn}:;I' Si g(xk_1)'# g(xk), definimos
P' = P, Si g(xk_I) = g(xk), existe z en (xk_1,xk), tal que g(xk_')
¥ g(z) ¥ g(xk) y entonces definimos P' = P U {z}. En cualquiera
de los dos casos tenemos que P' = {yo,...,ym} €s un refinamiento
de P y hay una k tal que(yk_1.yk] contiene una infinidad de pun-

. oo .
tos de la sucesi6n {t } _, v g(yy_4) ¥ 9(y,). Dado M > 0, tomemos
una eleccién &= {&,,...,tm} compatible con P', y definamos &' =
{€/,...,E5} por medio de E} =k; siid Kk, vy €, igual a alguno de
los puntos de la sucesiédn {tn} del intervalo [yk_1.ykl para el

cual

m
1f (el > M s EraDIgly) —9ly; .
7k

Entonces
m

|2(P',6" ,f ,9)| 2 If(Eg)lIg(yk)-g(yk_1)l-Iifl(E;)lg(yi)-g(yi_1)ll >M,
17k

lo cual contradice el que f c 6(g)., Por lo tanto, f tiene que ser

acotada, O

Este resultado también puede obtenerse de los argumentos

que sc¢ dan en la nota V-1.5.




La funcién g(x) = x no es constante en ningGn subin-

tervalo de {a,b]., Luego tenemos el siguiente resultado:

1.5. Corolario. Si f ¢ & en [a,b), entonces f es a-

cotada en {a,b].

Combinando este corolario con el teorema I11-1.,3, te-

nemos:

1.6. Corolario. Sea f una funcidén real definida en

{a,bl. Entonces f ¢ & si y solo si f ¢ &,

De manera que los dos conceptos de integracidén son
equivalentes para el caso de la integral de Riemann. Pero mis

aln:

1.7. Corolario. Si g es continua en [a,b] y no hay
ningGn subintervalo donde la g sea constante, entonces f ¢ &, (g)

si y solo si f € R(g).

Demostracidén. Supongamos que f ¢ &, (g). Por el Teorema III-1.4,

f es acotada, y por el teorema III-1.3, f ¢ Q(g). O

Veremos ahora otra equivalencia entre los sentidos de

integracién hasta ahora vistos; para ello necesitaremos el con-

cepto de''pseudoaditividad" de dos funciones:




1.8, Definicién. Sean f y g funciones reales definidas
en [a,b). Decimos que g es pseudoaditiva respecto a f en el pun-
to x € [a,b), si
(s’gf?é(o’ég(tas.)l9(x+5)-9(x-5')l —f (kg 09(x)-g(x-8")] —

f(Eg)lg(x+8)-g(x))} = 0

para todos 54, € [x-8',x+8], &5, € [x-8',x] y &5 € [x,x+8] .

(Si x=a & x=b, entonces 6'=0 & 8§=0, respectivamente).

1.9, Notas.
(a) Si f o g es continua en x ¢ [a,b] y si g o f , respectiva-
mente, es acotada en una vecindad de x, entonces g es pseudoadi-

tiva resbecto af en x. Para probar esto basta observar que
f(gg )9 (x+8)-g(x-8")]-f (kg ) g(x)-g(x-8")]-f(k5)[g(x+8)-g(x)] =

= (S (kg )-f CEg)IEG(x+8) -g(x)] + [f(kg5,)-f (kg ) 110 (x)-g(x-8)]

y tomar el limite cuando § y 8' tienden a cero.
(b) Reciprocamente, si g es pseudoaditiva respecto a f en x ¢ [a,b]},

entonces f 6 g es continua en ese punto. Para probar esto, supon-

gamos primero que g es discontinua en x por la derecha. Entonces e-
N N [~ -]

Xxiste una sucesidn {xn)n=1 tal que xn\x Yy | g(x) —qﬁxn)l > ¢, para

algGn e > 0. Ahora, como g es pseudoaditiva respecto a g , definien.

do EGG' = 55, = x, obtenemos
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lim (f (x) = f(Eg)Mg(x) —g(x)] = 0,
8-+0

y por tanto f(ts) -+ f(x), si 88 -+ x, por lo que f es continua
en x. E1 mismo razonamiento se aplica si g es discontinua en
X por 1la izquierda, y por lo tanto también puede aplicarse si

f es discontinua.

1.10. Nota. En la demostracidén del siguiente teorema
se usard la siguiente notacién: Si I = [c,d], entonces el "in-
cremento'"de la funcién g en el intervalo I, &9 (I), estda dado por
Ag(I) = g(d) — g(c). Ademas, GI denotari un elemento cualquiera
en el intervalo I, y Z representari la suma sobre los inter-

ICp
valos I de la particién P.

1.11. Teorema. Sean f y g funciones reales definidas
en [a,b]l. Entonces f ¢ ®(g) si y solo si f ¢ & (9) y g es pseu-

doaditiva respecto a f en x, para todo x ¢ (a,b).

Demostracidn. Supongamos primero que f € &(g). Ya hemos visto

que entonces f ¢ &,(g). Sea € > 0. Entonces existe § > 0, tal

que si Pk <6, IP'ki<s, € ~Py £ ~ P', tenemos
| Z(pr,e,f,9) —Z(P',6,f,9) | <e.

Sea x € (a,b), y secan P=(x0,x.,...,xk,x-ﬁ',x+5”,xk+],...,xn}

y b = (xO,x.,....xP,x-8',x.X*ﬁ”,Xk+1:---vxn} dos pdrticiones




A

34

de [a,b]l, donde &6' < x Xy 8" < x — x. Si Irl <&

k+1
'P"(&, E = {t‘"‘"tk"&'&"’tkn’”"zn} ~ P Yy 5' ={‘l'~--:

tk’ss;"a""k+1""'fn} ~ P', entonces
| 2(P,g,f,9) — Z(P',&',f,9) | =

lf(favsu)lg(x+5")-9(x-5')l-!(55.)(9(X)-9(x-5')1-!Ttsn)lg(X*5")-9(x)ll

€,
Por lo tanto
lim {f (tsvsn)lg(x"an) -g(x-&')] —f(fs.)(g(x)~g(x~5')] -
(6',8")~(0,0)
f(Ea,,)(g(x+8")-g(x)]} =0,

para todos Eg,5, € [x-8',x+8"], &, € [x-6",x] y Egn € [x,x+8"],
de donde concluimos que g es pseudoaditiva respecto a f en x,
para todo x ¢ [a,b].

Reciprocamente, supongamos esto Gltimo y que f € & (g).

Entonces, dado € > 0, existe Py = {Xo,x.,...,xn,x } ¢ P(la,b]),

n+1
tal que si P') Po y £' ~ P', tenemos

|Z(P', 6,0 ,9) —of> fdg| <e/2.

Como g es pseudoaditiva respecto a f en XqoeeonXp existe § > 0,

tal que si 0 < 8%,8? <&, para i = 1,..,,n, entonces

f(E&n)(g(xi*a")'g(xl)li <6/4n!
1 1
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) " - "
para todos Esis'i' E [xi 8{,xi"8i]. 58{ E [Xi 8{,xi] )’ EG]'. E
[x;,x;+8Y]. Sea P e P([a,b]), con norma menor que &, y sea

P' = P Vpo = {)’o:)’l‘:‘“'ym}'

p'

T
=
-
P
P
b
-
-
-
-
.

]
| ] 1 1 Po
Entonces, usando la notacidén definida en 1.10, con EI = Ei
cuando I = [xi_‘,xi] y Ei = Ej cuando I = ij-l’yj]’ obtenemos

| Z(P,g,f,9) — E(P',€',f,9) | =

| Z l!(EI)-f(Ei)lAg(I) + Z !(GI)AQ(I) - Z f(Ei)Aa(I)I <
ICPNP! ICP\P! ICP'\P

< | BFGD-fGIAg(I) ] ¢ | Ef(E)AG(I) — Zf(E])Ag(D)]
ICpnp! ICP\P' ICP'\P

y esto filtimo puede escribirse como
. n
|Z(P*yn,f09) = B(P,n,f,0) ] + | BUFCE , W I1g0x;+8Y)-g(x;-81)] =

i=1 8ibi

kg la (x;+81) -9 (x;)] = f (b5, )10 (x;) -0 (x;-8{)))

14

donde (i) n y 1t son dos elecciones compatibles con P' que coin-
ciden en P'\P; (ii) 1los 8{ y 8¥ se determinan de manera tal que

. - = — L. — 1 =
si x; Yo entonces 8; Yk Yk-1° Bi Y1 Yy» bara i 1,

.,n; (iij) Es.'b'.' [ [Xi-si',xj*5'i'] » Ea' [ [Xi-ai,xi] )’ Es'.|€ (xi’
1 1 1 1

xi+8?], son los elementos de las elecciones compatibles ¢ y ¢!

con P y P' respectivamente. Por lo tanto

| 2(P,6,f,9) — 2P 8", f,9) | <€/4 + e/a =¢/2
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Finalmente, como P' ) Po, entonces
b
| Z(P,E.f,9) “ﬂfa fdg | <
< | E(P,E,f,9) — E(P',E",1,0)| + |Z(P',E",1,0) — o> fdg|
<e€e/2 + €/2 = €,

Por 1o tanto f e R(g). O

La importancia de este teorema no se aprecia antes
de combinarlo con la nota III-1.9, para asjobtener el importan-

tisimo resultado:

1.12. Teorema. Sean f y g funciones reales definidas
y acotadas en [a,b). Una condicibn necesaria y suficiente para
que f € ®(g), es que f € & (9) vy f y g no tengan discontinuida-

‘des en com(n.

Demostracifén. Se sigue del teorema anterior y la nota III-1.9, O

§ 2. UN TERCER SENTIDO DE INTEGRACION,

Para el caso en que g es mondtona creciente en [a,b),
hay un sentido de integracién mis que definimos a continuacién
y que es fficil ver que es equivalente al de & (g). (Por cierto,
este es el sentido de integracién que trata W. Rudin en su libro

"Principios de Andlisis Mateméitico').




37

2.1. Definicién. Sean g una funcidn creciente en
fa,b] y f una funcién real acotada en {a,b]. Sea P = {x¢,...,

xn} e P(la,b}). Si m; = inf f(x) y M, = sup f(x), para
xel x; _4,x;] xel x; _q.%5

i=1,...,n, entonces la suma inferior de Riemann-Stieltjes.para
la partici6bn P y las funciones f y g , denotada por L(P,f,g) se
define como
n
L(P.f19) = E mila(xy) — g0x; y)].
Anidlogamente definimos la suma superdor, U(P,f,g), por medio de

n
UCP.f,9) = EM;lo(x;) — g(x;_ 41

2.2. Definici6én. Sean f una funcidén monétona creciente
en [a,b] y g una funcién real acotada en [a,b]. Decimos que f es
Riemann-Stieltjes 4integrable respecto a g en el sentido de Las
sumas supendores e inferiored, y lo escribimos asi: f ¢ & (g), si
y solo si

inf U(P,f,q) = sup L(P,f,q)
PeP(la,b]) PeP ([ a,bl)

En caso de que esto suceda, denotamos este valor por
s;®rdg 6 sf® fx)dgx)

y le llamamos la integral de Riemann-Stieltjes en el sentido de

las sumas superiores e inferiores, o S-integral.
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Notemos que probar que f ¢ &, (¢g) es equivalente a

probar que dado € > 0, existe una particidén P, tal que

U(P,f,9) — L(P,f,g9) <e€

(Para mayores detalles referentes a este sentido de integra-
cién, ver [4]), Capitulo VI).

Este nuevo sentido de integracifn es equivalente al
de los refinamientos, en el caso en que g sea monétona crecien-

te como podemos ver en el siguiente teorema.

2.3. Teorema. Sean g una funcién mon6étona creciente
en {a,b] y f una funcién real acotada en [a,b}. Entonces f ¢ & (g9)

si y solo si f € &,(g).

Demostracién. Supongamos que f € & (g). Entonces dado € > 0, e-

xiste Py, tal que si P = {xo,...,xn} ) Po, ¥y £E ~ P, tenemos
|E(P.£.5,9) — o[} fdg| <e/2.

Luego,

-

lU(Pnf ’g) - L(P’f )g)‘ < |U(P’f ’g)’of: fdg‘ + |L(pr’g)'afg fdg‘ <
<e€e/2 + €/2 = €,

Por lo tanto f eé6,(g).
Reciprocamente, supongamos que f e 8, (¢9). Entonces dado

€ > 0, existe Py ¢ P(la,bl), tal que
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U(Po,f,9) — L(Po,f,9) <e.

Ahora, si P = {xo,...,xn} es un refinamiento de Py, es facil

ver que

L(Po,f,9) < L(P,f,9)

U(pr! )g) < L(po pf )g)9
por lo que
ur,f,9) — L(P,f,9) <U(Po,f,9) — L(Po,f,9) <e€.

Sea £ = {E.,...,En} n P, Las desigualdades

n
1=

L(P,f,9) < S[° fdg < u(p.f,9),
implican que
. b
I,’31!(Ei)lg(xi) g(x;_ )1 S, fdg | <e.

1=

Por 1o tanto f ¢ &, (g). O

La relacién existente entre la norma-integral y la
S-integral no es tan sencilla como la relacidn entre la o-in-

tegral y la S-integral. Si por cjemplo,definimos dos funciones
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f vy g, de 1a manera siguiente:

g(x) =

0, si x <0 0, si x<0
f(x) =
1, si x 20 1, si x>0

tenemos que f ¢ & (g), como ya vimos en la seccibn I111-1.2, Yy
por el teorema anterior, f ¢ & (9). Sin embargo, f ¢ Q(g). El

reciproco de esta situacibén es vdlido. Especificamente:

2.4. Teorema. Sea g mondétona creciente en [a,b] y f

real acotada en [a,b]. Si f € ®(g), entonces f € €; (g).

Demostracién. Si f € ®(g), entonces f ¢ & (g). Como g es monbtona

creciente en [a,b) y f real acotada en [a,b], el teorema anterior

nos asegura que entonces f e &; (g). 0O

Si utilizamos el corolario III-1.7, obtenemos un resul-

tado mis fuerte:

2.5, Corolario. Si g es continua y estrictamente moné-
tona creciente en [a,bl y f es real acotada en [a,b], entonces

f € R(g) si y solo si f e & (g).

Anidlogamente a lo dicho para la norma integral y la
sigma-integral, en el caso en quc g(x) = x, decimos que f es

Riemann integnable en el sentido de Las asumas supeniones e 4in-
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deniones si f & & (g). En tal caso escribimos f € €;; al va-
lor de l1a integral lo denotamos por f: f(x)dx y en lugar de
escribir U(P,f ,9) o L(P,f,9), escribimos U(P,f) o L(P,f), res-
pectivamente.

Para el caso de la integral de Riemann, los tres

sentidos de integracidn definidos son equivalentes,

2.6, Teorema. Sea f una funcidén real definida en
[a,bl. Entonces las siguientes aseveraciones son equivalentes:
(a) / ¢ &
(b) f € & ;
(c) f e &;
b _ b _ ofb
y en este caso Ia f (x)dx = Ofa f (x)dx = Sfa f (x)dx.

De modo que para la integral de Riemann no es necesa-
rio distinguir entre los diversos sentidos de integracién. Asi

cuando decimos que f € 8, sabemos que f es acotada y que

fg f(x)dx = 1im Z(P,E,f) = 1im Z(P,&,f) = inf U(P,f) = sup L(P,f).
fpl-o (P,E)ehy P P

§ 3. ESQUEMAS GRAFICOS DE RELACIONES.

Podemos resumir los resultados de este capitulo en g5

siguientes diagramas.
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(1)
f e 8(g)
si (a) f acotada y g continua
o (b) 9 no es contante en
ningGn subintervalo y
es continua
o (c) f ¥y g acotadas y sin siempre
discontinuidades en
com@n
o (d) g es pseudoaditiva
respecto a f en todo
x ¢ (a,b).
f e (@) <> |t
siempre y cuan-
do f sea real y
g creciente
(11)
f e® = f ¢ & o [ e &
(I11)

& (9)\8(g9) ={j|g no es pseudoaditiva respecto a f en algtn puntfﬂ
de (a,b)

v




CAPITULO IV
DESARROLLO DE LA TEORIA DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES

A 1o largo de este capitulo veremos cdémo se desarrolla
la integral de Riemann-Stieltjes dentro del andlisis matemitico
cldsico: sus propiedades, la conexidn entre integracién y dife-
renciacién; veremos cdmo se evalfian integrales de Riemann-Stielt-
jes con ayuda de la integral de Riemann y el teorema de cambio
de variable. Mencionaremos, ademads, el porqué es posible redu-
cir el estudio de integrales de Riemann-Stieltjes con integrado-
res de variacidén acotada, al estudio de integrales con integra-
dores mondtonos crecientes, punto que serd tratado en el siguien-
te capitulo. En este capitulo nos limitaremos a desarrollar 1la
teoria de 1la norma-integral; las demostraciones para el caso de
la o-infegral son muy similares y pueden consultarse en el libro

de Anidlisis Matemdatico de T. Apdstol.

§ 1. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES.
Las siguientes propiedades de la integral de Riemann-

Stieltjes pueden demostrarse ficilmente a partir de la definicién:

1.1. Teorema.
(a) 2 1.dg(x) = g(b) — g(a).
(b) Si fy, y f, € d(g) en [a,b], entonces f,+f, e ®(y) en [a,b] vy

fg (f1+f2)dg = f: [idg + jg fadg.

(c) Si f € ®&(g) en [a,b] y ¢ es un escalar, cntonces
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cf € #(g) en [a,b) y

b _ b
[q cfdg = c[ fdg.

(d) Si g es mon6tona creciente y f; (x) < f, (x) para todo x
{a,bl, entonces

b b

[o fidg < [ f.dg,

siempre y cuando f,,f. € €(g).

(e) Si f € &(9) enla,b] y a <c <b, entonces f ¢ &(g) en
[a,c] y en {c,b] ¥y

f% rdg = fS sdg + [P fdg.

(f) Si f € &(9,) y f € &€(92) en [a,b], entonces f € &(g,+g;)
en [a,bly

[2 1digi+ga) = 2 fdgy + [P sdg,.
(g) Si f € &(g) y c es un escalar, entonces f e &(cg) y
b ~ b
[ fd(cg) = cf_ fdy.
(h) Si f € &(g) en [a,b]l, entonces

IE fdg < sup lf(X)lvg(g).
! xel a,b]

(a) El reciproco de la propiedad (e) no es valido. s decir, no

cs cierto que si
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jSidg y [P sdg

existen, con a < ¢ < b, entonces
b
fa fdg

exista. Para ver esto , tomemos de nuevo el ejemplo de la seccién
Irr-1.2. (b):
0, si x <0 0, si x <0
f(x) = g(x) = _
1, st x = 0 1, si x>0

Para este par de funciones es ficil ver que

[}
o

[.9 1 (x)dg(x) y

n
-

[ ¢ f(x)dg (x)
Sin embargo, como ya demostramos,
[ 1 f(x)dg (x)

no existe.
(b) Para la o-integral valen todas las propiedades del teorema

anterior, incluso el reciproco del inciso (e). Lo mismo es Vi-

lido para la S-integral.

§ 2. CONEXION ENTRE LA INTEGRAL DL RIEMANN-STIELTJES Y LA INTE-
GRAL DE RIEMANN.

Parz la integral de Riemann, la conexidén entre diferen-

ciacidn e integracién, estd dada por los siguientes dos tcecoremas:
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2.1. Teorema. (fundamental del céidlculo. I) Si f ¢ &

en [a,b] y si definimos F(x) para a € x < b, como

F(x)

[} f(s)ds,

entonces F es continua en [a,b], y si f es continua en X, ¢

[a,b], entonces F'(xo) = f(Xo).

Demostraci6n. Como f ¢ & en [a,b], entonces f es acotada. Luego

existe M >0, tal que |f(x)| <€ M, para todo x ¢ [a,b]). Si
a «x <y <b, entonces por la propiedad (h) de la secciédn IV-1.1,

tenemos

[F(y) — F(x)| < M[x-y],

por 1o que F es continua. Supongamos que f es continua en Xo ¢
[a,b]; entonces dado € > 0, existe § > 0, tal que si t ¢ [a,b]
y-|{t-xo| <&, entonces [f(t) — f(x0)| <e€. Por lo tanto, si

Xo-8 s € xo €t <x0+8 y s < t, usando nuevamente la propiedad

(h), obtenemos

-5

F(t) — F(s - 1 t
(£) —F(s) ~'f(Xo)| - 5]t - o1
Por lo tanto, F'(xe) = f(xo). O
2.2, Teorcma. (fundamental del célculo.Il) Si f e &

en [a,b] y existe una funcién f, tal que F'(x) = f(x), para to-

do x ¢+ [a,b], entonces

ff:!(x)dx F{b} - F(a}).




47

Demostracidén. Como f es Riemann integrable en {a,b}, dado

€ >0, existe § > 0, tal que si P = {x9,X;,...,Xn} € P(la,b])

con IPl <8, y si £ ~ P, entonces
_ ¢b
|Z2(P,&,f) Ia f(x)dx| <e

Escojamos & = {¢,,...,(n} compatible con P (con la ayuda del

teorema del valor medio), tal que
F(xk) - F(xk_1) = f (Ek) (xk-xk'l)

para k = 1,..,n. Entonces obtenemos que

Z(P,E,f) = F(b) — F(a),
y por lo tanto

| Fb) = F(a) = 2 foodx | <e
Dada la arbitrariedad de €, esto prueba que
b
[q f(x)dx = F(b) — F(a). O

Es bien sabido que los teoremas anteriores son los que
nos permiten calcular integrales de Riemann. Los dos siguientes
teoremas conectan la intcgral de Riemann-Stieltjes con la integral

de Riemann, y nos dicen cuiindo y c6émo podemos evaluar una integral

de Riemann-Stieltjes.

2.3, Teorema,

(a) Si f ¢ 8(g) en la,bl y f-g' r &, ecntonces
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b b ,
[ fdg = [] f(x)g'(x)dx.

(b) Si f es acotada en [a,b] y g' ¢ &, entonces f e &(g)

si y solo si f.g' e &,

Demostracién. Para cada particién P = {x,,x;,...,Xxp} de [a,b],

utilicemos el teorema del valor medio en el intervalo [xk_‘.xk]
»
para k = 1,...,n, para definir Ek € (xk_1,xk) por
g'(Ek)(xk-xk'l) = Q(Xk)'g(xk_1).

y definamos £ eleccién compatible con P, por £ = (&,,...,8 .
Entonces, dado ¢ > 0, como f ¢ 6f(g), existe § > 0, tal que si

Pl <6, tenemos
b

|Z(P.€,f»9) - Ia fdg |< 6/2,

pero para esta g,
z(ppg,f)g) = z(p’gvf'g')7
con lo que tenemos
' b
|Z(P,&,fg") ~ [, fdg| <e/2.

Dada la integrabilidad de f.g', tenemos que si € es suficiente-

mente pequefio,
12,6, at) = Y T og (xdx| < e /2,

y por lo tanto




l fg fdg — f: fF(xX)g'(x)dx| <e,

lo cual demuestra (a). Para demostrar (b), sea M = fup }f(x)l.
xel a,b
Como g' ¢ &, dado € > 0, definimos & > 0, tal que si P= {x ,Xx,,
.»xple P(la,b]) con Ipt < 5, entonces para toda pareja de e-

lecciones € = {&,,...,¢q} y &' = ({&',...E0}) compatibles con P,
|Z(P,E,g') — E(P,E',9")| < €/M.

Pero ahora podemos definir otras dos elecciones compatibles con

P, n-= {ﬂ,,...,nn} y n' = {n{,..,nﬂ} por medio de:
oo festerE e, sE et 2t
! 1 osigr(k;) <g'ED) ! Eiy 519 (E;) <g'(§])

para i = 1,...,n. Entonces
IE(P.,n,g') —-X(P,n‘,g‘)l < € /M,
y como
n
E(P,n,g') — E(P,n',9') = T lg'(E;) — g ()] (xgox; )
i=1
hemos demostrado que si 0P} < 8, entonces cudlesquiera dos elec-
ciones £ y &' compatibles con P, son tales que

n
X gt ) — gt ()] (x;x,

} < e/M.
. -1
i=1 b

Ahora escojamos ¢ = {&,,...,Ep} con ayuda decl teorema del valor

:

medio, de tal modo que
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g'(si)(xi'xi_]) = g(xi) —g(xi_])n

para i= 1,...,n. Entonces para toda eleccidn ' = {E{,...,Sa)

compatible con P

[Z(P,&',f,9) — E(P,&",f-g")]| =

FDMgr (k) — 9'(Ei)l(xi-xi_1)| <

5

e
nM3 N3

1

De donde concluimos que f € ®(g) si y solo si f-g' ¢ &, y ade-

mas en este caso

b b '
[, fdg = [ f(x)g'(x)dx. O

Notemos que esta demostracidn no cubre l1os casos en
que ambas, f y g, toman valores en C o una en C y la otra en
Cd. El caso en que ambas f y g son complejas, es importante
para la evaluacién de integrales de linea en la teoria de fun-
ciones de variable compleja. Para este caso, sin embargo, po-

demos enunciar el siguiente corolario del teorema anterior.

2.4. Corolario. Si f y g son funciones complejas en
[a,b}, f es acotada en [a,b] y g' ¢ 6 en [a,b], entonces si
f *fy + if; con fy y f, reales y fy, 'g' ¢ ®®y f+9g' ¢ &, en-

tonces f ¢ 8(g) vy
fg fdyg fg f(x)g'(x)dx.

También si f; « &(g) y f; + 6(g), centonces f-qg' ¢ &1y




]

2 590 (x)dx.

fg fdg

La demostracidon es inmediata de 1la validez del teorema anterior

para "f" real.

3. FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLE EN INTEGRALES DE RIEMANN-
STIELTJES.

3.1. Teorema. (del cambio de variable). Sea
¢: [A,B] - [a,b]l estrictamente creciente, sobre y continua, Si

f ¢ &(@) en [a,bl, entonces foy € 8(goy) en [A,B] ¥y

B b
IA fo¢d(go¢) fa fdg.

Demostracién. Para cada particién P de [a,b], w-](P) es una

particidn de [A,B] y para cada eleccién £ compatible con P,
w-,(g) es una elecciébn compatible con v'1(P) y todas las par-
ticiones de [A,B] y sus elecciones compatibles son de esta
forma. Mds atn, IPl tiende a cero si y solo si ﬂ¢-1(P)ﬂ tien-
de a cero, dado quc tanto ¢ como ¢-1 son uniformemente conti-

nuas. Finalmente, como
. -1 -1
E(P,e,0,9) = Z(p "(P),e (£),fop,00v)
Resulta que f e 8(gy) si y solo si fop ¢ 6(gop) y en tal caso

5 gdg= [N foed(gep). O
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Si en el teorema anterior g(x) = x y ¢' € & en
[A,B}, entonces usando el teorema IV-2,3,(b), concluimos

que

21 dx = 1B s e o)at.

Luego tenemos el siguiente resultado:

3.2, Corolario. Sea p: [A,B] - [a,b] estrictamente
creciente, sobre y continua. 5i f ¢ & en [a,b] Yy ¢' ¢ & en

{A,B), entonces fop ¢ &(¢) en [A,B] y

f‘; f (x)dx = Ii f(e(t))e’ (t)dt.

El teorema que veremos a continuacidn nos dice a
"grosso modo' que la composicidén de una funcidén Riemann-Stielt-
jes integrable respecto a una funcién mon6tona creciente, con
una funcién continua, resulta ser Riemann-Stieltjes integrable
respecto a la funcidén mondtona creciente en cuestidn (este re-
sultado es parecido a uno de Teoria de la Medida que dice que
la composicién de una funcidén medible con una continua es medi-

ble). Especificamente:

3.3. Teorema, Sea ¢ una funcidén mondtona creciente
en {a,b] y supongamos que f ¢ 6(g9) en [a,b]l es tal que
m < f(x) <«M para todo x ¢ la,b). Si ¢:[m,M » R (o Rd o Co Cd)

es continua, entonces

dof o 8(g).
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Demostracidén. Sea € > 0, Como ¢ es uniformemente continua en

[m,M], existe 8§ > 0, tal que si s,t € {m,M] y |s-t|] <&, en-
tonces

l6(s) —#(t)] < ——.
2V, (g)
Dado que f € &(g), si K = sup |¢(t)]|, existe p > 0 tal que

telm,M]

si P = {x0,X1,...,x,} € P(fa,b]) con IP}k <»p, entonces para
toda pareja § = {in,...,in}, g' = (i{,...,Eﬁ} de elecciones

compatibles con P,
5
lz(p’g’f’g) "E(P,E',f,g)l <—;;€.

Ahora definamos otras dos elecciones compatibles con P, n= {n,,

[ ' .
..ﬂn} Yy n {ﬂ{,...,nn}, por medio de

€, sif(E;) > 1)) £, sif(E)) 2]
n. = y n! =

oolEl sif) <fED ook sifE) <SED
para i = 1,..,n. Entonces

Z(P,n,f,0) — X(P,n',f y9) =

n

.E]ff(ni) —fmPg(x) —glx; I o=
1=
n

= ‘E]II(Ei) - f(Ei)llg(xi) - 9(X1_1)|
L:

LI
4K

pucs g es mondtona creciente y ny n' son compatibles con P,

L.ucgo, hemos demostrado que si IP# < p, entonces cualesquiera
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dos elecciones & y &' compatibles con P, son tales que
. p

(*) T FE) —FEDIa(x) —alx ) < & e,
i=1 4K

Sea A el subconjunto de {1,...,n} que consta de las i tales

que lf(Ei) —-f(Ei)| <6, y sea B el subconjunto de {1,...,n}

que consta de las i tales que ]f(Ei) - f(Ei)| 2 8. Entonces

T lg(x) —glx; < €,
ieB 4K

y por lo tanto

|Z(P,E, ¢°f ,g) — Z(P,E",0°f,g) | =

n
A ACR IR TACHIFIER IS T
1=
n
<z |¢(f(E ) -‘¢(f(E'))||g(X ) —g(xy . 1)|
13
<y € laxy) —elx; Dl + = 2klg (x;) —g(x; DI
icA 2v1(g) ich
€
<F——B——— V (g) + 2k ¢ = + = €
22 (g) ax 2 2

Asi pues, hemos probado que dado € > 0, existe p > 0, tal que

si WPl <p y si € ~ P, €' v P, entonces
IZ(P,&, ¢of ,g) — X(P,E",6°f,9)| < e

y el siguiente lema nos asegura que entonces ¢of € &(g). O

3.4, Lema. Sea f una funcion real definida en [a,b].

Si g ¢s monétona creciente en [ a,b] y si suponemos que dado e

>0,
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existe & > 0, tal que si VPl <8 y g~ P, £'~n P con

IZ(P.E :f 9) — E(P,E; YW ’g)l <e,

entonces f ¢ €(g).

Demostracidén. Sean P = (xo,x,,...,xn} e P({a,b)) con 1 <8

y Q= (yo,y‘,...,ym} e P([a,b]) un refinamiento de P. Si

€ = (fl,...,fn} n Pynp = {m ,...,7.} ~ Q, entonces

ls(p,E f ’g) - E(Qon of :g)l =

fEDg(x;) —g(x, )] —Ef(n Mg lyy) —glyy 1|
i1

£ () = f(Iely;) =gty D11,

[ n

nM3 npM=
-a

e
-

donde €3 = fi si [yj_],yj]cixi_l,xi], para j = 1,...,m. Sea

T aquella "j € [xi_1,xi], tal que

1f (&) —f(r)| = max 16 — £ ()] =
Gy _yoyylclxy %51}
max If(f') _'f(" )|
(J|[Y SpeYglelbxg gax;l)
para i=1,...,n. Definamos dos elecciones o = {a,,...,an} y
B = (ﬁ,,...,ﬂn} compatibles con P,por medio de:

i

a - riv si f(el) <f(rl) y g _ El’ si I(El) <!(TI)
Ei’ 51 f(el) >f(7i) i sif (El) >!("i)

para i = 1,,,,,n. Sea € > 0. Entonces
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[E(P,a,f,9) — Z(P,8,f,9)]| =

o
| Elf@) —FBIg0x) —g(x; D1 | =

i=1

fl

n
|i‘;:]|!(ri) —fEDgx) —glx DI =

Tifer) ~ @ 190xg) —90x; )l

1=
Por lo tanto

|Z(P,£,f,9) —Z(Q,n.f,9)] =

m

= | 2[!(5 i) —f(n, )1[9()’ ) —9ly;. DI
J-’-‘.
m

< £1|f(€') —fIlely;) —alyy ) =
J=
n

= X z lf(E')—!(n JIlg(yy) — 9 (y; _,)l
i=1 (3{Lyy_qay; lclng_yoxy M
n

< z o) —fE)Iely;) — 90y 4)]
i=1 {j|[y 1075 lC[x1 1,)(l}

= Elf(r)—f(EH z [9()’)"9()’ 1]
i=1 Glyg.eyyddxg poxi 1}

- E|y(r)“f(€ JEg(xy) —glx; ) =

i=1

n
= T f(r) —fEDIalx)) —alx; ()] e

i=1

Iy

"



Luego, hemos probado que dadoe > 0, si kPl <&, Q P, £ P

y n ~ Q, entonces
|2(P’Elflg) —S(Q’n!f’g)l < e’

siempre que ¢ sea monftona creciente, y utilizando el lema I-3.6(a)

obtenemos que f ¢ ®(g). D

Recordemos que si g es una funcidn de variacidn aco-
tada en [a,b], entonces ¢ se puede escribir como la diferencia
de dos funciones mondtonas crecientes definidas en [a,b). En
particular si Vz(g) denota la variacidén de 9 en el intervalo

{a,x], tenemos
g(x) = V3(9) — (V3(9) ~ 9(x))

donde tanto v (x) = V;(Q), como w(x) = V;(Q)-g(x) son funciones
crecientes en [a,bl . Se suele llamar a estas funciones Yy

la pante creciente deg y la parte decreciente de g, respecti-
vamente, Asi lo haremos il0sotros de aqui en adelante. (Para ma-
yores referencias sobre funciones de variacién acotada, verf[i} ,
capitulo 7.).

Si en el teorema anterior, en lugar de que g sea una
funcién mondtona creciente, 9 es de variacidn acotada, la de-
mostracidn no puede aplicarse, puesto que la fdérmula (*) de 1la
pidgina 54 no nos dice nada en este caso. Sin embargo, cabe pen-
sar que el teorema sigue siendo vidlido para § de variacidén aco-
tada. Lo mds natural es pensar que si 9 cs de variacidén acotada

basta descomponerla en su parte creciente y en su parte decre-




ciente y aplicar el teorema IV-3.3 separadamente a cada una
de estas partes. S5in embargo, para hacer esto es necesario
demostrar que si f ¢ (g) y g es de variacidén acotada, en-
tonces f ¢ 6l(v) donde v es la parte creciente de g. E1l si-
guiente capitulo estd dedicado principalmente a la demostra-
cién de este resultado. (Este resultado para &; (g), puede
verse en el libro de Anidlisis Matemidtico de T. Apostol. La
demostracidén para el caso de 6(g) requiere de algunos resul-
tados especiales, principalmente el teorema III-1.11 y 1la

desigualdad del lema V-1.1).
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CAPITULO V
INTEGRALES DE RIEMANN-STIELTJES
CON INTEGRADORES DE VARTACION ACOTADA

A lo largo de la historia de la integral de Riemann-
Stieltjes las integrales con integradores de variacién acotada
han jugado un papel muy importante y este es el caso que méis
frecuentemente se usa. En este filtimo capitulo, estudiaremos
ciertas propiedades de este tipo de integrales. E1l objetivo
principal de este capftulo es demostrar el resultado que suge-
rimos al final del capitulo anterior: Si g es una funcidn de
variacién acotada en [a,b] ¥y si f € &(g) entonces f e &(v),
donde y(x) = V:(g) es la parte creciente de g. Esto 1o haremos
en la primera seccién. Con esto habremos reducido el estudio
de las integrales de Riemann-Stieltjes con integradores de va-
riacién acotada, al estudio de las integrales de Riemann-Stielt-
jes con integradores monétonos crecientes. En esta misma seccidn
veremos también algunas consecuencias de este hecho.

En 1a segunda seccién de este capitulo veremos algunas
clases de funciones determinadas por integrales de Riemann-Stielt-
jes. La conclusién mis relevante de esta parte serd que la clase
de funciones continuas es adjunta o complementaria a la clase de

funciones de variaci6n acotada con respecto a la integral de Rie-
mann-Stieltjes.
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§ 1. f e &(g) =/ ¢ &().

Comenzamos esta seccidn demostrando una desigualdad

que serid de gran importancia posteriormente.

1.1. Lema. Sea f una funcién real definida en [a,b].

Si g es de variacién acotada en [a,b), entonces

w(f,la,b))]g(b)-g(a)| <a(f,g,la,bl) <ulf,la,b])V0(g).

Demostracién. La desigualdad del lado izquierdo es obvia y vale

aunque g no sea de variacién acotada. Para probar la desigualdad |
del lado derecho, tomemos P = (xo,x,,...,xn} y P' = {xa,...,xﬁ}
dos particiones de [a,b]l. Si £~ Py g' ~ P', y si Po = PV P' =

= {YosY1».--»Y,}, entonces
|E(pi€9f .9‘) - E(P'.E'sf,g)l =

n m
RPN U TICR IR FACHIEIC I R

Ahora, si n, denota el nfimero de intervalos de la particidn P4
i

contenido en U [x, _y,X, ] para i=1,...,n, vy si m, denota el
k=1 J j
ntGmero de intervalos de la particién P, contenidos en U [x5 1,x5]
k=1
para j = 1,..m, de tal manera que n, Tom, = £, tenemos que
|z(pv€vf,_(]) "'X(P'vf;';f .g)| =
n ni m m;
= | * 2oL gy )gly P - 2 E NIy ) gty )

j=‘ k=ni-]+‘ j:‘ k:mj_1+]
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y si definimos n = Ei’ cuando [yk_1,yk] C [xi_],xi] y

Ty =£3, cuando [yk_],yk] C [x3_1,x3], entonces
|=(P,&,f,9) —Z(P',&',f,9)] =

- |kfﬁ(nk)lg(yk)-g(yk_1)l - kflf(rk)(g(yk)-g(yk_1)ll<

< w(!.la.bl)kfilg(yk) gy, i<

< w(f,la,bl)V2(9).

Por lo tanto, tomando el supremo sobre todas las particiones P

y P' de {a,b], concluimos que

a(f,g, la,bl) < w(f,la,bl)V(g). O

Si combinamos el lema anterior con el teorema II-1.8,

obtenemos:

1.2. Teorema.Sean f y g dos funciones reales definidas

en {a,b].

n
(a) S1i f € a(g) entonces lim z m(f,[xi_],xil)Igixi)-ﬂ(xi_])|= 0

ipl-0 i=1

n
y si f ¢ &, (¢) entonces lim X w(f,lx,

lim 2 D) g xg

donde P = {Xo,x1,...xX5} ¢ P(la,bl).

0
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(b) Si g es de variacién acotada en la,bl, y si

n X
lim Zz m(f,[x._1,xi])vxi (g) =0,
i-1

IPE-0 i=1 1 i
0 si
. n X
im i=1w(f,lxi_,,xil)Vx;_1(9)= 0,
en donde P = {xo,x,,...,xn} € P({a,b]), entonces f ¢ &(g) o

f € & (g9), respectivamente,

El siguiente resultado es el resultado inverso del
inciso (b) del teorema anterior; para ello necesitaremos del

siguiente lema.
1.3. Lema. Sea f de variacién acotada en [a,b].
Entonces x ¢ [a,b] es un punto de continuidad de f si y solo

si x es también un punto de continuidad de la funcién v(x) = Vz(f).

Demostracién. Como v(x), es una funcién monétona creciente, para to-

do x ¢ (a,b), existen tanto el limite por la derecha como el 17%-
mite por la izquierda. Denotémoslos por v(x+) y v(x-) respectiva-
mente. Como f es de variacidén acotada entonces puede ser expresa-
da como la diferencia de su parte creciente y su parte decrecien-
te, i.e., f = v —w, y por lo tanto, f(x+) y f(x-) existen para
cada x ¢ (a,b). Si a < x <y < b, entonces por definicidn de Vi(!)

tenemos

0 < [f(y) —f(x)]|< Vﬁ(f) = v(y) —v(x).
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Si hacemos tender y a x, encontramos que

0 < [f(x+) —f(x)]| S v(x+) — v(x),
y de manera similar

0 < Jf(x) = f(x-)] <v(x) = v(x-).

Estas desigualdades implican que un punto de continuidad de v
es también un punto de continuidad de f.

Para probar el reciproco, sea f continua en c ¢ (a,b).
Entonces dado € > 0, existe 8§ > 0, tal que 0 < |x-c|< & implica
que |f(x) — f(c)| <e€/2. Para esta misma €, existe también una

particién P del intervalo [c,b], con P = {xo,x,,...,xn}, tal que
b n
VC(!) —€/2 < kf]lf(xk) —-!(xk_])l

Si agregamos puntos a P, lo Ginico que sucede es que la suma
n

z l!(xk) —'!(xk_1)|, incrementa su valor y por lo tanto pode-
k=1
mos suponer 0 < x;-xo <8, Esto significa que

1f (xy) —f(c)| <e/2,
y por lo tanto

Vg(!) —€/2 <€)7 +

-
"M

g0 f gl < erz e 2,

ya que {xo,x.,...,xn} es una particién de [ x;,b]. Por lo tanto

tenemos

b _yb
Velf) =V, () <e.




Pero

0 S vu(xi) = v(e) = VEI(f) = VS(f) = VR (f) = vR) — VR <.
1

Por lo tanto, hemos demostrado que si 0 < x,-c < 6, entonces

0 <v(xy) —v(c) <e.

Esto prueba que v(c+) = v(c). Un argumento similar prueba que
v(c-) = v(c). Asi pues, el lema estid probado para todo los puntos
interiores de [a,b]. Basta hacer algunas modificaciones triviales

para probarlo en los puntos extremos a y b. O

El siguiente teorema constituye la parte central de esta
seccién. Ademis de contener el resultado que sugerimos al final
del capitulo anterior (f ¢ Q(g) == f ¢ &(v)), el teorema demuestra
que las condiciones suficientes para que f € &(g) 6 f ¢ &, (g)
cuando g es de variacién acotada del inciso (b) del teorema ante-
rior y que estin dadas solamente en términos de la oscilacidén de
la funcién f en cada subintervalo de la particidén y de la varia-

cidén de g ahi mismo, son tambi&n necesarias.

1.4. Teorema. Sea f una funcién real definida en [a,b].
Si g es una funcién de variacién acotada en [a,b] y si v(x) = Vz(g)

entonces:

n
(a) f € ®(g) si y solo si 1lim z w(!,[xi_1,xi])V§i (9) = 0,
Ipi-0 i=1 i-1
donde P = {xo,x,,...,xn} e P({la,b]).

(b) f € /(g) si y solo si f e ot(v).
n .
(c) f € o6, (g) si y solo si lim X m(f,lxi_1,le)V§i (g) = 0,
Pr o i=1 i-1
donde P = {xo,x.,...,xn} e P(la,bl).

(d) f € 64, (g) si y solo si f ¢ 8, (v]).




Demostracién. Probaremos primero (c). E1 hecho de que la condi-

cién dada en (¢) es suficiente est4 contenido en el teorema V-1.2,

Para probar que 1la condicién dada es necesaria, supongamos pues

que f € &,(g9). Entonces, debido al teorema V-1.2,
n
é;m if]m(f’[xi°1’xil)|g(xi) _.g(xi-l)l =0,

donde P = {XO,XI,...,Xn} € P([a,b]). Podemos suponer que f es a-

cotada en [a,bl (Ver nota V-1.5.). Sea € > 0. Entonces existe PJ

particién de [a,b], tal que si P' = {xd,x), ..., xp} ) P!, tenemos
ya
ZowlLix; uxtl)lg(x)) —g(xi_ )| <e/a.

i=1

Ademis, existe P! € P(la,bl), tal que si P" = {xy,xf,...,x;} ) P,

entonces

m
vPg) < Z 6D — et DI mptaEn

Por 1o tanto, si P = {Xo,Xx,...,xn} ) P} v Py, tenemos

X. _
0 < 151 m(f,lxi_],xi])vx;_$g) =

= R el lxg DU g (x| + vEd gg) = lex)-g(x, <

i=1 i-

n n
< z m(f,[Xj_1;xi])Ig(Xj)“y(Xi_])l + w(f,[ﬂ,b]).x (vi(l 1(9)’-

i=1 1=1 i

R |9(xi)"'9(xj_1)|) <

n
Le/2 e wLlabDIVIg) = X fa(x,) ~g(x,
' i1

DI <

e f2 0+ m(f,[.'l,b])z - €

|

C
U)( fo T "“:‘hwl )
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de donde concluimos que

n
lim  Z w(f,[x,. x:1)V¥% (g) = 0,
pr i=1  ATVTITx

donde P = {xo,x.,...,xn} e P([a,b]). Luego, hemos demostrado
(c).

Dado que Vi@ (g) =V

(v). (d) se sigue inmediata-
i-1 1

Xi
X3
mente de (c).

Nos falta probar (a) y (b). Que 1a condicibén dada
en (a) es suficiente, se sigue del teorema V-1.2(b). Veamos
que es necesaria. Sea f ¢ 6(g). Entonces f e 6L (9) Yy f vy ¢
no tienen discontinuidades en comGn (teorema III-1.12.) Por -
lo tanto f y v no tienen discontinuidades en comGn, debido
al lema anterior, y usando la nota III-1.9,(a), concluimos
que v es pseudoaditiva respecto a f y ademids como f ¢ 6, (v),
tenemos que f e &(v).

Ahora, si f ¢ 6(v),dado que

vix;) —vlx; ) = V§1_$9)'

entonces por el teorema V-1.2, (a), tenemos que

n
lim 2 w(f,lx: ,x:1)V5 (9) = 0,
Iphsg i=1 17177107 7xg g

y usando el teorema V-1.2.(b), obtenemos que f ¢ 6(g). Es-

to demuestra (b) y (a). 0O




1.5. Nota. Demostraremos en esta nota lo que afirmamos

sin prueba al principio de 1la demostracifén del teorema anterior:
Si f ¢ &,(g9). "puede suponerse' que f es acotada en [a,b], es de-

cir, existe una funcién h acotada, tal que

f;: fdg = ]:: hdg .

para todos a € x; € xa < b. Para ello, supongamos primero que e-

Xiste una sucesibn {xn} tal que xnfx y 1lim If(xn)l = o es decir,
x_ X
n

X e€s un punto singular de f por la izquierda. Entonces g tiene
que ser constante en un intervalo de la forma [x-§,x}, pues si
no sucediera esto, podrfiamos tomar una sucesidn de nGmeros posi-
tivos {5n} con 6n¥0, tal que g(x~6n) # g(x) para todo n € N. Lue-

go, como 1lim ]f(xn)l = oo, podrfamos tomar una subsucesibn {x, }
X 7x k
n

de la sucesibn {xn} tal que
If(xnk)llg(x-ﬁk ) —9(x)| >k,

lo cual seria una contradiccidén a nuestra suposicidn de que
f € & (g). Anidlogamente, si {xn] es tal que xn¥x y lim |!(xn)|= oo,
Y X
*n
g es constante en un intervalo de la forma [ x,x+8§]. Asi, hemos
probado que si f € & (9) y lim If(xn)|= @ centonces § tiene que
-

X, ~xX

ser constante en un intervalo a4 un lado o alrededor de x, 1o que

implica que existe 6§ > 0, tal que

X x+6
[h.5 /49 =08 [ fdg=0.
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Sea ¢ = {x ¢ [a,b] tal que existe {x } en [a,b] con XX 6 X vx

-

y lim |f(xn)| = e 6 lim |f(xn)| = o, respectivamente.}
X _£X

anX n

E1l conjunto C es cerrado, ya que si x* es un punto de acumulacién

de C, entonces existe una sucesién (y de elementos en ¢, tal que

1
nt
para todo € > 0, existe N ¢ N, tal que si n > N, tenemos que

|yn-x*| < €/2. Ademds, para tcdo n ¢ N, existe una sucesién{y&u}

con Ykﬁufyn 6 yén)&yn cuando k + o=, tal que

lin Lf(Yén))l =e § lim |f(YgU)| = oo,
y(Mry Y VY,
es decir, podemos extraer una subsucesién{y‘fn)}ét1 de la sucesidn
p L=

{an};;1'tal que si |yéf)- yn' < €/2, entonces

|f(y§(“))| > ¢
£
para todo £ € N. Como

ly,((“) = x4 < y® —y | ly, = x*| <e

£ £

para n > N y £ grande, concluimos que x* € C. Por lo tanto C es ce-
rrado y como es acotado, C es compacto. Luego, C es un conjunto com-
pacto que consiste de los puntos x € [a,b] donde limlf(xn)| = oo y
ya vimos que en cada uno de esos puntos existe unxg;tervalo Ix don-
de la ¢ es constante; mis aln si x ¢ C y x es un punto singular s&-
lo por la izquierda podemos tomar a Ix de la forma (x—5x,x]; si xe¢c C
y x es singular solo por la derecha podemos tomar a Ix de la forma
lx,x+6x), y si x € C es singular de ambos lados podemos tomar a I

x
de la forma (x-6x,x+6x). Ahora, si x ¢ C y x es un punto singular de




f s8lo por la izquierda, tomemos €y tal que en (x,x*ex) no haya
puntos de C y definamos Iy T (x-&x,x+ex). Anilogamente si x ¢ C
es un punto singular de f s6lo por la derecha, tomamos €y tal

que en (x-ex,x) no haya puntos de C y definimos Jx = (x-ex,x+5x).
Si xeC es un punto singular de f por ambos lados tomamos Jx = Ix.
Ast, {Jx}xeC constituye una cubierta abierta de C y como C es com-

pacto, existe una subcubierta finita de C:

[[4

{(x.-6_ ,x.+_ )}
1 xi 1 xi

en donde los x; € c, i=1,...,N. Si X; es un punto singular de

s6lo por la izquierda, entonces g es constante en un intervalo de

la forma [xi-ﬂ yX:1, (donde B_ =6_ /2, por ejemplo), y por lo
x; "7 X; X3
tanto

fdg = 0,
i
por lo que en este intervalo nodemos suponer a la funcién f acota-

f i
Xi~ By
da; es mids redefinimos a la funcién f en estos intervalos como 0.
Hacemos lo mismo si x; €s un punto singular de f s6lo por la dere-
cha o si X; es un punto singular de f por ambos lados.

A la nueva funcién resultante le 1lamamos h. Luego h es
acotada, y utilizando las propiedades de la integral de Riemann-
Stieltjes dadas en la secci6n IV-1, es fdcil verificar que si

a S x; <x2 &b, entonces
X2 - [X2
[X2 fdg = [1% hdg,

que es lo que queriamos demostrar.
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Los incisos (b) y (d) del teorema
anterior muestran que es equivalente estudiar integrales de
Riemann-Stieltjes con integradores de variacién acotada a es-
tudiar integrales de Riemann-Stieltjes con integradores mond-
tonos crecientes.
Una vez demostrado este resultado podemos regresar

al teorema que lo motivé y a sus consecuencias.

1.6. Teorema. Sea ¢ una funcién de variacibn acotada
en [a,b]l y supongamos que f € &(g) en [a,bly que m < f(x) <M

d

para todo x € [a,b]. Si: ¢:[m,Ml- R (0o R" o Co Cd) es continua,

entonces ¢of e R(g).

Demostracién. Sabemos que el teorema es v&lido si g es monbtona

creciente. Sea ¢ una funcién de variacién acotada en (a,b]. En-
tonces § = v —w donde v y w son la parte creciente y decreciente
de g respectivamente. Como f € &(g), entonces f € Q(v) y f e &(w)

y por lo tanto ¢°f € Q(v) y ¢of € ®(w), por lo que ¢°f ¢ &(g). O
1.7. Corolario. Si f;, f2 € ®(g) en [a,b] y si f, ¥y
f2 son reales y acotadas y g es de variacidén acotada, entonces

f1:f2a e &().

Demostracién. Por el teorema anterior es claro que (f;+f2)% y

(f1-f2)% ¢ 6(g) y por lo tanto

1
foefa = —{([1#f2)? — (f1-12)%) e &(g). O
4
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1.8. Corolario. Si g es monbtona creciente en [a,b]

y si f:[a,b] ~» Rd es acotada, entonces f ¢ &(g) en [a,b] y
b b
12 151dg = {fP sdg)

Demostracién. Si f = (f,,...,!d) cntonces |f]% = f2 +,..+ f; >

&(g). Por 1o tanto J|,f|2 = |f] ¢ /(g). La desigualdad se cumple

obviamente para cada suma de Riemann-Stieltjes:

|Z(P,E,f ,9)| < Z(P,g,|f],9),

y por 1o tanto también se cumple para el limite, O

§ 2. CLASES DE FUNCIONES DETERMINADAS POR INTEGRALES DE RIEMANN-
STIELTJES.

En la historia de la teorfa de la integral, la clase de
funciones continuas ha jugado un papel muy importante. En realidad
se toma como un hecho que cualquier proceso de integracifn sobre
un intervalo lineal ''debe hacer' integrable a toda funcibn conti-
nua. Esto hace surgir el problema de caracterizar la clase £ de
funciones g tales que [: fdg existe para toda funcibn continua f
en [a,b}]. Para los propbésitos de esta caracterizacién no es nece-
sario distinguir entre la norma-integral y la sigma-integral, de-
bido a que si f € & (9), para toda funcién f  continua, en parti-
cular, f € &, (g) para f(x) = x. Por lo tanto g ¢ & (f) = 6 = &;
luego ¢ es acotada y por lo tunto f e €(g) para toda funcidn f

continua.
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Teorema. Una condicidén necesaria para que

2.1.
b fdg exista para toda funcién f continua en [a,b]l es que
a p

g sea de variaciébn acotada.

Para la demostraciébn de este teorema necesitamos

dos lemas técnicos:

Qo
2.2, Lema. Si a 2 0, para todon € N, y si I a, es
n=1
con limc_ =0
nw

divergente, entonces existen constantes c_ = 0,
o0

y tales que I c_a_ es divergente.
n=1 0

1/Sn es una sucesidn

n
= X a , entonces <,

Demostracidén. Si S
n m=1
positiva con 1lim c¢_ = 0. Ademas
ne 1
g an+p g an+p sn+m - Sn-l n-1
S0 — P o0 5— °© = 1 — _
p=0 Sn+p P=0 Spim Snem Spem

tiende a infinito si n tiende a infinito, existe m € N,

Como S
n
tal que n-1 . ! » Y por lo tanto
n+m 2
a
m n+P 1
z g > ’
p=0 “n+p 2

Qo
Z c.a es divergente. O
n=1 BN

por lo que no se satisface la condici6én de Cauchy de convergen-

Por 1o tanto

cia de una serie,

E1 segundo lema que necesitamos es simplemente una

propiedad local de las funciones de variacién acotada.
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2.3. Lema. Una funci6n g es de variacién acotada en
(a,b}] si y solo si para todo x € [a,b}, existe una vecindad
[x-8, ,x+82], con &,,6;, > 0 (6;=0 si x=a, 6;=0 si x=b) tal que

g es de variacifn acotada en [x-8§,,x+8;].

Demostracién. El '"solo si'" es obvio. E1 '"si" se sigue del teo-

rema de Heine-Borel. 0O

Demostraci6n del teorema. Supongamos que fg fdg existe para to-
da funcién continua f pero que g no es de variaci6n acotada en
{fa,bl. Entonces existe un punto xo de |a,b] tal que g es de va-
riacién infinita sobre todo intervalo |xo-8; ,x0+82] y por 1lo
tanto g es de variacién infinita sobre [x0-8,,x0] para todo &,
positivo o sobre [xo,x0+83] para todo 82 positivo. Supongamos
que sucede lo primero. Podemos entonces encontrar una sucesifn
monbtona creciente {xn}:=1 con x_ aproximdndose a xo por la iz-

quierda tal que

n§1|g(xn#1) —9lxp)l = e

Usando el lema V-2.2, tomemos c,» Para

n=1,2,... tales que cn2> 0, limc_ =0 f
n—+o n
o0
y ¥ c_|g(x ) —g(x_ )| = e. Constru-
n=1 D n+1 n Xy X2 3 Xa
yamos f de la manera siguiente: (a) f (x)

= 0 parn a < X € Xy Yy para x 2 xq; (b)

!(xn) ={) para todo ntimero natural n;

() flOxpax /20 = ¢ esigno (x4 (%))

-




(d) f (x) lineal entre x Yy (xn+xn+1)/2 y entre (xn+xn+1)/2 y

Entonces f(x) es continua en [a,b]. Ahora, si P = {xg,...,xﬁ}

Xn+e
es cualquier particién de [a,b] con xi < Xo = x*+1, para cual-
quier nfimero positivo M, podemos agregar X, y un nGmero finito
de puntos S entre xi y Xo a P, de manera que

x:EP![(xn+xn”)/2][9(xm,) —g(x )] > M.

Por lo tanto, si £ ~ P, tenemos que

%}m Z(P,£,f,9)
no existe, 1o cual contradice la hipétesis de que fg fdg existe.
Luego, hemos demostrado que si fg fdg existe para toda funcién
continua f en [a,b], entonces g es de variacién acotada en [a,b].

El inverso de la demostracién ya lo hemos probado en

el teorema II-1.2. O

Si intercambamos los papeles de f y g tenemos otro teo-

rema.

2.4, Tecorema. Si f: fdg existe para todas las funciones

g de variacién acotada en [a,b], entonces f es continua en |a,b].

-1 s1 x < Xo

Demostracién. Sca xo £ la,b] y sea g(x) = 0 si x Xo

]SiX>Xo

Entonces g es de variacién acotada y es claro que fg fdg existe

si v solo si f es continua en x = x,. Por lo tanto, si fg [ dg
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existe para toda g de variacién acotada en [a,b], entonces f

es continua en [a,b]. O

De estos dos teoremas concluimos que la clase de fun-
ciones continuas es complementaria o adjunta a la clase de fun-

ciones de variacién acotada con respecto a la integral fg fdg.
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