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PROLOGO 

La idea d, esta tesis surgió en los cursos de Análisis 

Matemático I y II impartidos por el Dr. José Luis Abreu a partir 

del verano de 1978 en la Facultad de Ciencias de la Universidad 

Nacional Autónoma de México. En un curso de tal naturaleza suele 

cubrirse el material del libro "Principios de Análisis Matemático" 

de Walter Rudin. Cuando nos correspondía estudiar el sexto capí-

tulo, "La integral de Riemann-Stieltjes" el Dr. Abreu notó que el 

material en el libro de Rudin no era de su agrado. La principal 

objeción era que Rudin trataba el proceso de integración de Rie-

mann-Stieltjes como lo hizo Darboux, con sumas superiores e infe-

riores y limitado a integradores monótonos y no como originalmen-

te lo hizo Stieltjes. Dicha presentación "esconde" ciertas difi-

cultades y'sutilezas de la teoría de integración que son necesa-

rias afrontar para comprenderla a fondo. De acuerdo a esto, escri-

bió unas notas para presentar tales dificultades y sutilezas y ex-

poner las diversas presentaciones que se encuentran en la litera-

tura de la integral de Riemann-Stieltjes y sus relaciones entre sí. 

Esas notas constituyeron el esqueleto de esta tesis. Sin embargo, 

el objetivo principal de la tesis no fue rearreglar y completar di-

chas notas; en realidad, la motivación principal se originó en una 

clase en la que se deseaba probar que la composición de una función 

integrable seguida de una continua es nuevamente una función integra-

ble. Nos parecía que este resultado debía ser válido para integrado-

res de variación acotada, pero en Liase sólo pudimos probarlo para 

integradores monótonos. El esfuerzo para obtener este resultado para 

el caso de integradores de variación acotada fue lo que llevó a la 



realización de esta tesis. 

La resolución del problema anterior tuvo como guía 

principal un libro muy completo de T.H. Hildebrandt, titulado 

"Introduction to the Theory of integration", fruto de veinti-

cinco años de experiencia de dicho autor impartiendo cursos 

sobre integración en la Universidad de Michigan. Desafortuna-

damente el libro de Hildebrandt es difícil de leer pues utili-

za una notación poco conocida y las demostraciones frecuente-

mente son obscuras. El mismo problema se resuelve en el libro 

de Apostol, "Análisis Matemático", pero sólo para uno de los 

tres sentidos de integración presentados aquí, específicamen-

te para el que usa refinamientos de particiones. Como veremos 

estos sentidos de integración no son equivalentes en general. 

La tesis consta de cinco capítulos. En el primero 

se da la herramienta necesaria para hacer posible el estudio 

sistemático de la integral de Riemann-Stieltjes y se presentan 

los primeros dos sentidos de integración Riemann-Stieltjes: el 

que usa norma de particiones y el que usa refinamientos de par-

ticiones. 

En el segundo capítulo se estudian las condiciones 

más comunes bajo las cuales existe la integral de Riemann-Stielt-

jes, además de algunos resultados que muestran cómo afectan 

las discontinuidades del integrando y del integrador a la inte-

gral de Riemann-Stieltjes y viceversa. 

El tercer capítulo trata de las relaciones entre los 

dos sentidos de integración presentados: las condiciones necesa-

rias y suficientes para que un sentido de integración implique 



el otro. Se introduce un nuevo sentido de integración, el refe-

rente a sumas superiores e inferiores, y se estudian sus rela-

ciones con los dos sentidos de integración antes presentados. Se 

concluye el capítulo resumiendo en un esquema gráfico estas re-

laciones. 

En el cuarto capítulo se estudian diferentes resulta-

dos con la integral de Riemann-Stieltjes dentro del análisis ma-

temático clásico: propiedades, la conexión con la integral de 

Riemann, la fórmula del cambio de variable. Se concluye el capí-

tulo presentando el problema que motivó el trabajo en esta tesis, 

al cual ya nos hemos referido. 

El quinto capítulo se dedica principalmente a la reso-

lución de tal problema y constituye la parte fundamental de este 

trabajo. Se concluye el capítulo estudiando las clases de funcio-

nes determinadas por integrales de Riemann-Stieltjes. 

El material de este trabajo puede utilizarse para un 

primer curso sobre la integral de Riemann-Stieltjes a nivel de 

Análisis Matemático II de la Facultad de Ciencias de la UNAM. 

Para tal fin recomendaríamos omitir la sección 11-2 y todo el 

Capitulo V. 

Deseo expresar el más sincero agradecimiento para el 

Dr. José Luis Abreu, bajo cuya amigable dirección trabajé en es-

ta tesis. Asimismo para los doctores José Angel Canavati Ayub y 

Alberto Alonso y Coria, quienes amablemente tomaron a su cargo 

la revisión de esta tesis, y a la Dra. Meiga Fetter, que me acla-

ró algunas dudas. Finalmente, al Instituto de Investigaciones en 

Matemáticas Aplicadas y en Sistemas de la UNAM, por el apoyo brin-

dado durante la realización de este trabajo. 

al . A .C. 
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CAPITULO I 

PRELIMINARES 

El objetivo de este capitulo es definir la integral 

de Riemann-Stieltjes. Para ello será necesario utilizar el con-

cepto de convergencia de redes en espacios métricos. 

• 

§ 1. CONVERGENCIA DE REDES. 

1.1. Definición. Un conjunto dikígído es un conjunto D 

con una relación binaria < que tiene las siguientes propiedades: 

(a) Si a e D, entonces a < a. 

(b) Siab,ceDson tales quea<byb< c, entonces a< c. 

(c) Si a,b e D, entonces existe c e D, tal que a G e y b< c. 

1.2. Definición. Sea & un espacio métrico, con métrica 

p. Una ked en & es una función de un conjunto dirigido D en & y 

el valor de la función en cada 7 e D, se denota con x7. Decimos 

que la red {xy}yeD convekge a un punto x e &, y lo escribimos 

x 	x = lim x 	si dado e > O, existe yo  e D, tal que para 
yeD 

todo 7 e D con y > 70 , se tiene que p(x7,x) < e. Análogamente, 

decimos que la red {xyyeD es de Cauchy, si dado e > O, existe 

70 e D, tal que para todos 7,7' e D con 7 > 70 y Y' > 70 , se tie- 

ne que p(x7,x7,) < e. 



1.3. Notación. Denotaremos a la bola con centro en x y 

radio r, por medio de B(x,r), y a su cerradura por B(x,r). 

Recordemos que un espacio métrico completo es aquél en 

donde toda sucesión de Cauchy converge. La siguiente proposición 

nos dice que en dichos espacios una xed de Cauchy converge. 

1.4. Proposición. Si & es un espacio métrico completo 

y si {x7}7cD es una red de Cauchy en &, entonces existe x c & tal 

que x 	x. 

Demostración. Por ser 
{x7}7cD una red de Cauchy, existe 7:  c D, 

tal que para todo 7 > 71 , p(x,x,y1 )-( 1. Sea A l = B(x,1). Ahora, 

existe 71  c D con 72> 71 , tal que para todo 7 c D con 7 >72  se 

tiene que p(x,x
72

)<1/2. Sea A2= R(X ,T/Z) n Al . De esta manera 
72 

podemos definir inductivamente 7n, tal que para todo 'y e D con 

7 > 7n, se tenga que p(X
7 
 ,x )<1/n. Definimos también A

n= B(x ,1/n) 
7n 	 7n 

n A
n-1* Así, hemos construido una cadena decreciente de conjuntos 

cerrados no vacíos Al  .7) A2 7  ... tales que lim diam (A
n) = O, y n-lco 

por lo tanto, n A no es vacío y consiste de un solo punto (En 
n=1 n  

esto último, hemos hecho uso del teorema de Cantor para espacios 

métricos completos (Ver (4l, pag. 67, teorema 6.52).). Llamemos x 

a ese punto. Entonces, para todo n c N, si 7 c D es tal que y > 7n, 

tenemos 

p(x,x ) ‹p(x,x 	) + p(X 	,x ) f 2/n , 
7 	771 	7 n 7  

puesto que x
/ y x pertenecen a Aje . Por lo tanto x7 	x.  
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§ 2. PARTICIONES Y SUMAS DE RIEMANN-STIELTJES. 

2.1. Defin .ción. Una pahtící6n P del intervalo la,b1 

es un conjunto finito {x0,x1....,xn}. tal que a = xo 6 x t  6 ... 

< xn  = b. Dada la partición P decimos que el conjunto de números 

reales 1 = {t,,E2 ,...,tn} es una eleccíón compatale con P, y es-

cribimos C ti P, si xo <t i  < xi  < t 2  <....<tn  < xn. Al conjunto 

de las particiones del intervalo la,b1, lo denotaremos por P([a,b]). 

2.2. Definición. Sea P = {x0,x1 ,...,x11} una partición 

del intervalo [a,b]. La norma de la partición P, denotada por HM 

está dada por 

11111 = max {ixi- xi_ 1 1, i=1,...,n.} 

2.3. Definición. Sea D el conjunto de todas las parejas 

(P,F), donde P e P([a,b]) y C ti P. Escribimos (P,C) 6 (P',1') si 

HP'11 < HPfl. Es fácil verificar que D con la relación binaria G 

es un conjunto dirigido. 

2.4. Definición. Si f y g son funciones reales defini- 

das en la,b1, para cada (P,1) e D, definimos 
n 

, g ) 	E f (ti)( g (xi) - g (xi_ 
i=1 

donde P = {x0,x 1 ,...,xn } y 	= {ti,t2,...,tn}. A E(P,1,f,9) se 

le llama una burra de Riemann-Stieltje.6. 
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Notemos que en la definición anterior, I y g son 

funciones reales, sin embargo hacemos la misma definición si 

f es real y g toma valores en Rd. Más aún, la misma defini-

ción es válida si f y g son complejas o si f es compleja y 

g toma valores en Cd o si f toma valores en Cd y g es comple-

ja. Para evitar complicaciones innecesarias, supondremos que 

1 y g son reales, pero deberá notarse que todo lo que vamos 

a probar es válido en todos los casos mencionados, excepto a-

quellos resultados en los que explícitamente se mencione que 

1 o g es monótona; ese tipo de resultados son tales que las 

demostraciones que damos de ellos son válidas sólo para f y 

g reales. Por último, notemos que la función 

(P,1) 	Z(P,1,f,g) 

de D en R, es una red. 

§ 3. DEFINICIONES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES. 

3.1. Definición. Decimos que f es Ríemann-Stíe/tjez 

íntegkable con tezpecto a g en el zentído de ea no/una y escri-

bimos f c 11(g), si la red 

{E(p,l,f,g)}( 1),1) e D 

es convergente. Al valor límite de E(P,1,f,g) en caso de exis-

tir, lo llamamos la íntegtal de f con he.specto a g en el ten-

tído de /a nokma, o simplemente la nonma-íntevcal de f con 

Aezpecto a 9, y lo denotamos por 

Já 	 clg 	ó 	111-: f (x)d9 	. 



5 

Notemos pues, que para probar que f e R(g), tenemos 

que demostrar que dado e > O, existe (P0 ,F0) E D. tal que si 

(P, C) > (P0,10, entonces 

1 	ba  idg  E(P,C,f,g) — f 	< e, 

es decir, dada la definición de la relación binaria < en el 

conjunto D, tenemos que probar que dado e > O, existe 8 > O, 

(8  = IP0 11 ),tal que si IPI < 6, 1 ti P, entonces 

1  E(p,1 
	,g ) — f ba  f d g  , < E. 

Debido a esto, escribiremos 

fa fdg = lim 
0
E(P,&,f,g) 

-›  

siempre que f e R(g). 

Con esto ya tenemos definido un tipo de integral de 

Riemann-Stieltjes, sin embargo, antes de empezar con el estudio 

sistemático de esta integral, veremos otro tipo de integral de 

Riemann-Stieltjes, el que se refiere a "refinamientos de parti-

ciones". Posteriormente veremos, como ya hemos apuntado en la 

introducción, que en general no son equivalentes estos dos ti-

pos de integrales. 

3.2. Definición.Sean P y P' dos particiones del in-

tervalo [a,b). Decimos que P' es un teAínamLento de P si todos 

los elementos de P son también elementos de P', y en este caso 

escribimos P' > P. Sea Po  la partición formada con los elemen-

tos de P y los de P', entonces llamamos a Po , el hainamíento 

coman de P y P', y lo denotamos por Po  = P V P'. Si P1,...,Pn 
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n 
son particiones de [a,b) entonces V p. denota el refinamiento 

i=1 
común de P I ,...,Pn, que puede definirse como 

(.•.((P1 V P2)V P3)V ...)V Pn. 

3.3. Definición. En el conjunto D de parejas (P,1) donde 

P E p([a,b)) y C ti P, definimos una nueva relación binaria <1  por 

medio de (P, E) <i  (P',C') si P' > P. Al conjunto D, equipado con 

esta relación <1 , lo denotamos por Di. Es fácil ver que DI  es un 

conjunto dirigido. 

3.4. Nota. Si (P,C) 5, (P',C') entonces también se tiene 

que (P,C) < (P',C'); pero no es cierto que siempre que (P,C) < (P',1') 

	

también se tenga (P,C) 	(P',C'), como puede verse con un ejemplo 

sencillo. 

I 	1 	1 	11 	1 	1 	1 	11 	1 	1i 
P' 

 
1 	p 

3.5. Definición. Si f y g son funciones reales en 1a,b1 

tales que 

him E(P,1,f,g) 
(P,C)cD1  

existe, entonces decimos que f e4 Riemann-Stieltjea íntevtable con 
keapecto a g en e/ zentído de lo.ts 4e6ínamiento4, y escribimos f e 0,(g). 

A este límite, en caso de existir, le llamaremos la sigma-integral 

de la función f con respecto a la función g. (a-integral, la sigma 

es por tradición histórica, pues en los primeros artículos escritos so- 

bre la integral de Riemann-Stieltjes se acostumbraba denotar con una 0 

a una partición). 
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y lo denotaremos por 

ofl fdg 6 oil f(x)dg(x). 

Notemos que para probar que f e fli (g), tenemos que 

demostrar que dado e > O, existe una partición Po , tal que si 

P > Po  y 1 ' 	P, entonces 

E(P,c,f,g)— of ba  fdg 1 < e, 

y en caso de que esto suceda lo escribiremos así 

011 fdg = 14m E(P,Z,f,g) 

significando que el límite de la derecha se toma en DI , es 

decir, en el sentido de los refinamientos. 

Ahora bien, debido a la completitud de R, la proposi-

ción 1-1.4 nos dice que para demostrar que f e 61(g) o que f e 

fil (g), basta probar que la red 

{E(P,Cpf ,g)}  (P,1)ED 6 	(r(P,I•f ,g)}(P,1)eDi 

respectivamente, es de Cauchy. Así pues, para la norma-integral, 

la condición de Cauchy de convergencia de una red es que dado 

e > O, exista 8 > O, tal que para todas P y P' particiones de 

[a,b] , con NPp < 6y1P'l <$5), 1'\,  P, 	' P', entonces 

1 X(P,1,f,g) — E(PI,W,g) 1 < e. 

Para la sigma-integral, la condiclón de Cauchy es que dado e > 

exista Po  c P(fa,b1), tal que si P 	Po  y P' 	Po  y C 	P, C' % P', 

entonces 

E(P,(,f,g) Z(W,W,g) 1 
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Antes de concluir este capítulo, enunciaremos un lema 

que será de gran utilidad para probar la existencia de algunas 

integrales de Riemann-Stieltjes. Este lema nos dice que en la 

condición de Cauchy de convergencia de una red, basta tomar a 

P' como refinamiento de P. 

3.6. Lema. Sean f y g funciones reales definidas en 

[a,191. Entonces tenemos: 

(a) Una condición necesaria y suficiente para que f e M(g) es 

que para todo e > O, exista 8 > O, tal que si IPI < 8, P' 	P, 

ti P y 	P', entonces 

1 i(p,c,f ,g) 	E(p1,1,,f ,g) 	< 

(b) Una condición necesaria y suficiente para que f e éli(g) 

es que para todo e > O, exista Po e P0a,b1), tal que si P > Po, 

P' 	P,C%Py1' ti  P', entonces 

1 E(P,1,f,g) — E(P',1',f,g) 	< e 

Demostración. 	(a) Como P' ) P implica que IIP'11 < IPI , es claro 

que si f e fl(g), entonces se tiene la condición dada, Recíproca-

mente, supongamos que dado e > O, existe 8 > O, tal que si Mil a 
P'  ) 

P, C " P y 	" P', entonces 

1 I(M,f,g) 	£(P',U,f,g) 1 < e/2. 

Sean P y P" dos particiones con norma menor que 6, y sea P' = 

P V P". Entonces 
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Z(P,1,f,g) — E(P",C",f,g) I ‹: 
1E(p,C ,f ,g ) 	E(1"), ,CI ,f ,g) 1 

	
lE(P' 	,g) — E(pfi ,1“,f ,g) 1 < 

< e/2 + e/2 = e. 

Por lo tanto, f e «(g). 

(b) La demostración es análoga. O 

3.7. Nota. Frecuentemente, en la expresión 

f b fdg 6 ufb  fdg a 

suele llamársele a f integhando y a g íntegkadox. 
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CAPITULO II 

EXISTENCIA DE INTEGRALES DE RIEMANN-STIELTJES 

En este capitulo estudiaremos condiciones necesarias 

y suficientes para que exista la integral de Riemann-Stieltjes. 

§ 1. TEOREMAS DE EXISTENCIA. 

El primer teorema, debido a Stieltjes, nos da ya, un 

criterio bajo el cual tiene sentido hablar de la integral de 

Riemann-Stieltjes. Concretamente, el teorema nos dice que si el 

integrando f es continuo y si el integrador g es de "variación 

acotada", entonces 1 e e(g). 

1.1. Definición. Sea g una función real definida en 

la,b1. Decimos que g es de vaitiacan acotada en la,bj si 

VI (g) = sup E ig(x.)— g(x 	)1 < 
i=1 	i-1 

donde el supremo se toma sobre todas las particiones P = {xe ,...,xn} 

de (a,b1. La expresión VI (g) se llama la vaiu.aaL6n de g en e/ 

íntekvalo 

1.2. Teorema. Si 1 es continua en (a,b] y g es de va-

riación acotada en la,b], entonces f e 61(g). 

Demostración. Sea c > 0. Como f es uniformemente continua en 

la,b1, existe 6 > O, tal que si s,t c 1a,b] y Is-ti < 6, entonces 

(s) — 1 (t)I <e /V!,: (g) 
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Sean P = {x0 ,...,xn} y P' = (xd,...,x1} dos particiones de 

Ia,b1, tales que 10 < & y P' ) P. Si E  ti P y C' ft,  P', enton-

ces tenemos 

E(P,1,f,g) 	I(1",U,f,g) I = 

	

n 	 m 

	

I E f(É.)(g(xi) — g(xi_,)) — E f(t!)(9(xj) 	I 
i=1 	1 	j=1 	3  

Para j=1,...,m, definimos 	siempre que lxj_ 1 ,9 C 

Por lo tanto 

I E(13,1,f ,g) 	E(pi,co,f ,g) I = 

m 	 m 
= IE f (q.) (g (x!) — g(x! .)) — E f (t !)(g (x!) — g (x! 	)) I 

	

j=1 	3 	
3 	3-1 	j=1

m  
3 	3 	3-1 

= I E (f (fi) 	(U))(9(x!) 	g(x! 	)) I < 
j=1
m  

	

3 	3 	 3-1 

< 	E if (ti) — I (E j) 	(xj) — g(xj_ i ) I < 
i=1 

	

e 	m e < 	E Ig(xl) — g(xj_01 < 	11,.(g) 

	

Va(g) j=1 	Va(9) 

'Utilizando el Lema 1-3.6, concluimos que f e t(g). O 

= e. 

El mismo resultado es válido para la a-integral. Sin em- 

bargo omitimos la demostración pues posteriormente probaremos 

que si f e a(g), entonces f e 44(g), con lo que automáticamente 

tendremos que si f es continua y g es de variación acotada, en 

tonces f e fil (g). 

1.3. Teorema.(Integración por partes). Si g y f están 

definidas en fa,b1,entonces 
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(a) f E R(g) si y solo si g e 41(f), y en este caso 

fá f dg = f (b)9(b) 	f (a)9 (a) — fba  g df 

(b) f e R, (g) si y solo si g e Ci (1), y en este caso 

fba f d9 
 = f (b)g (b) 	f (a)g (a) 	g df 

Demostración. (a) Supongamos que g e R(f). Sea P = 

una partición de la,b] y 1 = {ti,...,tn} una elección compatible 

con P. Entonces, si definimos to = a y twil  = b, podemos escribir 

n 
E f (t i)( g (xi) — g (xi.. 1 )) = 

i=1 

n 	n-1 
= iE 
111  
f(E-)9(x-) — i E 

 0 
 f(t-+1)9(xi) 

n 
= f (b)g(b) — f (a)g (a) — Ef f (t +1 ) — f dig (x i ) = 

i=0 

n+1 
= f (b)9 (b) — f (a)9 (a) — iE 1 g(x i. .1 )1f (t i ) — f 	i _ 1 )1 

Si ahora definimos P' = {to,...,tn"} y e = {t:  ,...,t111.11 }, donde 

ti = xi_ 1 , para i = 1,...,n+1, la igualdad anterior puede escri-

birse así 

= f(b)g(b)--f(a)g(a) — E(1",e,g,f) 	(*) 

y como obviamente NP'N < 2HPN, tenemos que cuando 1PN tiende a 

cero, HP'0 también tiende a cero, lo cual, pasando al límite, nos 

dice que f f. M(g) y que vale la fórmula dada en e] inciso (a). 
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(b) La demostración en este caso no puede seguirse de la fór- 

mula (*) del inciso (a), puesto que al tomar refinamientos de 

P no necesariamente se obtienen refinamientos de P'. Es por 

ello que seguiremos otro camino. Supongamos pues, que f E ei(g). 

Sea E > O. Entonces existe Po  e P((a,b3), tal que si P' > Po 

Y £' ti P', se tiene que 

i 	E(P' 	,g) — fba  f dg I < e. 
	* * ) 

Sean P = {x0,...,xn} con P ) Po  y C = {ti....,tn} 
 
ti P. Entonces 

n 
E (P,c,g,f) = E g(t.)(f(x.") — f(xi_01 

i=1  
n 	 n 

= 	E g (t .)f (x.) — E g(t .)f (x,
J  _

1 ). 
i=1 	i=1   

Y además 

n 	 n 
f(b)g(b) — f(a)g(a) = E f(x.)g(x.) — E f (x. 	)g(x. 	). 

1-1 	 -1 i=1 	i=1 

Restando estas dos últimas expresiones obtenemos 

f (b)g(b) — f (a)g (a) — E (P ,C,g ,f ) = 

= 	E f ()c.: )(g (x i ) --g(t i)] + 	E f (x,..1 )(g(t i) 
i=1 	 i=1 

- 9 (xi-1 )1  

Si tomamos P' = {xo ,t ,xi a 2 ,X2 • • • ,tn, xn) y 	= {x0 ,x1 , 

X2 , X1 . 	,Xn _ 1 , Xn _ 1,Xn}, entonces 

f (b)g (b) — f (a)g (a) — E(1),1,g ,f ) = E (1' 	,f ,g) 

y además tenemos que P' > P > Po . Por lo tanto la igualdad (**) 

es válida, y esto significa que 
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1 1  (b)g (b) — 1 (a)g (a) — E(P,&,g ,f ) — o f ba  f dg 1 < e 

siempre que P > Po . Por lo tanto g c R(f) y 

b 
ol a  f dg = f (b)g(b) — f (a)g (a) — •f a  jdg. O 

1.4. Corolario. Si 1 es de variación acotada en fa,b1 

y g es continua en (a,b), entonces 1 c R(g) y f e 61 (g). 

La integral de Riemann se obtiene de la integral de 

Riemann-Stieltjes, tomando g(x) = x. 

1.5. Definici6n. Si g(x) = x, entonces en lugar de 

escribirfce(g), escribimos/ce y decimos que f  es Rítmann 

integkdble en el sentido de la norma. Además escribimos ft f(x)dx 

en lugar de f: f(x)dg(x) y Z (P,C,f) en lugar de E (P,1,1,g). 

Para la sigma-integral pueden darse definiciones análogas. 

Más tarde veremos que para la integral de Riemann, no 

es necesario distinguir entre la norma-integral y la sigma-integral. 

Como g(x) = x es una función continua en (a,b1, tenemos: 

1.6. Corolario. Si f es de variación acotada en (a,b1, 

entonces f es Riemann integrable. 

§ 2. OSCILACIONES Y DISCONTINUIDADES EN CO;UN. 

1n esta sección introducimos los conceptos de "oscilación 

de las sumas de Riemann-Stieltjes" y "oscilación de una función" en 

un intervalo y los utilizamos para caracterizar la norma integrabi- 
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lidad y la sigma integrabilidad en términos de ellos y también 

en términos de las discontinuidades del integrador y del integrando. 

2.1, Definición. Sean f y g funciones reales definidas 

en [ a,b) . La ozcílacan de la4 buma4 de Ríemann-Stiellje4 de la 

pareja ordenada (f ,g) en el íntekvalo a, b) denotada con 

(f.g,[a,191). 

se define como 

(f ,g. [ a ,b) ) = 	sup 	I E (P,C,f ,g) — E(P' ,C' 
P,P'cP(1a,13]) 
Csx,P,C'n.13' 

2.2. Teorema.  
n 

(a) f e R(g) si y solo si 
Ipl lim O i= 

E 
1
P (1,g,(xi,xi_ ii) 	

0. = 

n 
(b) f e el  (g) si y solo si 	lim 	E P (f ,g,[x. ,x. 	1) = O. 

P/' 	i=1 	1-1 

Demostración.  (a) Supongamos primero que f e R(g). Sea E > O. 

Existe 6 > O, tal que si 11)1 1 < 8, Ip2 1 < 8, /I  A, pi  y 12  q, pa , 

tenemos 

E (Pa  ,C, ,1 ,g) — E (P2  ,C2  ,1 ,g) I < e /2. 

Sea P = [xe  ,x 1 	,x1-1 ) una partición de [ a ,b) con IPI < 8 . En- 

tonces, para i=1, 	,n , podemos encontrar Pi,   119 E P(1X. 	X.I) 
1 	1- 9  1 9  

q A,  Pi Y q ' P7 , tales que 

P (1 ,g,I x i 	) 6 E(11,r,i 	,g) 	E(P7,E,y,f ,g) 	E/2n 
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Y 

E(PI,q,f,g) — E(P7,C7,f,g) > 0. 

n 	n 	n 	n 
Sean P' = u P!, P" = u P9,C = U C! Y 1" = U 1'4'. Entonces 

i=1 1 	i=1 1 	i=1 1 	i=1 ' 

son particiones de (a,b), c' A, P' y C" % P". Además 

Ipll < 8, Ipui < 6 y 

n 
< E 12(f ,g 	< 

i=1 
n 

< E (E(P!,C!,f,g) — E(PI,C7,f,g)) + e/2 = 
i=1 

= E(P',C',/ ,g) — E(P",1",f ,g) + e/2 < 

< e/2 + e/2 = e. 

Por lo. tanto 

n 
him 	E 2(f ,g,f xi_ i,xi)) = 0, 
IPI-P0 1=1 

para P= {x0,...,xn}. 

Recíprocamente, supongamos que esto último sucede. Entonces dado 

e > 0, existe 6 > 0, tal que si IPM <8 y P= {x0 ,...,x11 }, se tie- 

ne que 
n 
E Sl(f 1 x. -1  ,x1) < e 
i=1 

Sean P = Ixo,...,xn), P' = P' cP(( a,b1) con 	 ) P Y 

IPI 	<8. Si F., = {ti ,...,t n} Y e ={ti,-..it t;1 1 son elecciones 

compatibles con P y P' respectivamente, entonces 

P, 	P" 
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1 E(P,1,f,g) — E(P',/',f ,g) 1 

n 
= IE (f(t.)1g(xi 	

1x 
) — g(x 	)1 — 	E 	f(t!)(g(x!) —g(x! )1}I 

i=1 	1  
i-1 

	

	
1 	

l 	3-1 !
-1'
x.

-1'
x.  

J
'1C1x

1
1 )  

n 
< 	E I f (t i)fg(xi) — g(x_01— 	E 	f(t!)(g(x) —g(x,)11 

i=1 	' 	lx! 	,x31!1c(x.-11 
,x.13 	J 	7_ I 

-1  

n 
n(f ,9,1x.1-1' x.1) <e. 

i=1 

Por lo tanto utilizando el Lema 1-3.6, concluimos que f e e(g). 

(b) La demostración se hace de manera análoga. O 

2.3. Definición. Sea f una función definida en 1a,b1. La 

clecitaeíón de f en el intervalo la,b1, denotada por u0,(a,b1).se 

define como 

	

w(f da,b1) = 	sup 	11(x) — f (y)I 
x,ye( a ,bi 

Dado que 

11(f,g,1a,131) > (1,4f,1a,b1)1g(b) — g(a)I 

para todo intervalo (a,b), el teorema anterior nos implica el siguien- 

te resultado. 

2.4. Corolario. Sean 1 y g funciones reales definidas en 

fa,191. 
n 

(a) Si f c a(g), entonces 

	

	lim 	E w(f,Ixi_ 1 ,x1 1)1g(xi) — g(xi _01 = O ;  
i=1 
n 

	

entonces lim 	E Lo(f,lx i _ i;xillig(x.) — g(x i _ i ) 	= o; 
i=1 

donde P= 	• 

(h) Si f c• 	1 (g), 
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El corolario anterior, nos permitirá probar el siguien-

te teorema, que es básico para la demostración de los resultados 

de la sección V-1.(Dichos resultados son en realidad la parte fun-

damental de este trabajo). 

2.5. Teorema. Sean 1 y g funciones reales definidas en 

(a,b]. 

(a) Si f c fi(g), entonces f y g no tienen discontinuidades en co-

mún. 

(b) Si 1 e 61 (g), entonces 1 y g no tienen discontinuidades en 

común del mismo lado. 

Demostración. Probaremos primero la parte (b). Supongamos que 

1 e 411 (g). Sea e > O. De acuerdo con el corolario anterior, exis-

te Pe  e Paa,b)), tal que si P = {xe,...,xn} es un refinamiento 

de Pe, entonces 

n 
E 	w(f,lxi_ i,xiI)Ig(xi) — g(xi 

-1 
 )1 < e. 

i=1 

Sea x' un punto de discontinuidad de f por la izquierda, Y 

x
k el punto de P inmediatamente a 

la izquierda de x'. Existe e' > O 

sea 

 

   

tal que si O < 8 < x' 	x
k' 
 enton- 

ces 

w(/ 	x '-8 ,x ' 	> e ' 

Si incluimos x' en P, tenemos que 
O 	 

xk x' 
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1.0(fAxk,x1)19(x') — g(xk)1 < e, 

y por lo tanto 

— g(x'-8), < e, 

para todo 6 e (0,x'-xk), lo cual implica que 

Ig(x 1 ) —g(x'-8)1 < ele'. 

Por lo tanto 

lim g(x) = g(x') 

es decir, g es continua por la izquierda en x'. El mismo razona-

miento se aplica al lado derecho, de donde concluimos que f y g 

no tienen discontinuidades en común del mismo lado en la,b1. 

Para probar (a), supongamos que f e 411(0. Sea e > O. 

Existe 6 > 0, tal que si P = {x0 ,...,xn} e P([a,bJ) tiene norma 

menor que 6, entonces 

n 
E w(f J x.1-1' 	' 	1 x.1) 1 g(x.) — g(x.-1  )1 <e. 

i=1 

Sea x' un punto de discontinuidad de f . Como f e 01 (g) siem-

pre que f e e(g) (Teorema III-1.1), tenemos que g es continua 

por la derecha o por la izquierda en x'. Más aún, si Q < 61,6"4/2, 

entonces 

w(f 	x' -6 1  i xt +6 1)1g (x 1 +6") — g (x. -8 	< e . 

Como I es discontinua en x', existe c' > O, tal que 



{.0, si x60 
W(x) = 

1, si x > 0 

20 

w(f,[x'-8',x'+8"]) > e' 

para O< 8' ,8" < 8/2, con lo que tenemos 

I g (x,  +8") — g (x' -8 ' )1 < e /e 

y por lo tanto 

lim 	[g(x144") 	= O. 
(a' ,8")-'(o,0) 

Como g es continua por la derecha o por la izquierda, se sigue 

que 

lim g(x) = g(x 1 ). 
x -+x' 

Luego, si g(x) es discontinua en x', f debe ser continua en x'. O 

3. DISCONTINUIDADES. 

Ahora veremos como actúan las discontinuidades de f o de 

g en la expresión fb fdg a 

3.1. Definición. Si x es un número real, definimos la 

función real K(x), "función de Heaviside", por medio de 

3.2. Teorema. Sea f una función real definida en (a,b) 

y continua en xo  c (a,b). Si g(x) 
	

XX - X 0), entonces f e C(g) Y 

fl fdg = f(x0 ). 
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Demostración. Sea e > O. Existe 8 > O, tal que si lx-xo l < 8, 

entonces I f fx) — f (x0)1 < e. Sea P una partición de fa,191 con 

111 < 8 y sea C una elección compatible con P. Entonces 

1/(P.C,f,g) ` f (x0)1 < e 

Por lo tanto f c R(g) y tba  fdg = f(x0 ). 

3.3. Teorema. Sea {c
nn }'=1 una serie absolutamente 

convergente y sea {x
nn }'=1 C (a,b). Sea g(x) = E c

"
jr(x-x

n
). En- 

n=1 

f baf dg = 	E C I (x n ) • 
. n=1 n 	n  

	

Demostración. Seane>OyNcNtal que 	E Ic I< e. Sea 
N 	 n=N+1 n  

g
N
(x) = E c nx-x

n). Usando la linealidad de la integral respec- n=1 n  
to a g, del teorema anterior tenemos que 

fl idgN  
N 
E c f (x ). 

n=1 n 	n  

Por otro lado, si M = suplf(x)I, entonces 
xcfa,b1 

1 fl fd(g-9N)  1 < M VI(g-gN) G Me. 

Por lo tanto 

00 

Ifa pig — E c f(x 	< 
n=1 n 	n  

tonces si f es continua en ra,b1, f c R(g) y 
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00 

< 11'1 f d(g-g N)I 	I fl f dg — n  E l  cnf (xn)1 

< Me + e = (M + 1)e. 

Lo cual prueba que f E 61(g) y la igualdad que deseábamos demos-

trar. O 

3.4. Teorema. Si f es acotada en [a,19] y tiene sólo 

un número finito de discontinuidades y si g es monótona creciente 

en [a,b] y continua en los puntos de discontinuidad de f, entonces 

f e ét(g). 

Demostración. Sea 	 el conjunto de discontinuidades de 

f. Sea M = sup If(x)1. Dado e > 0, sea 8, > 0, tal que Ig(x)-g(ti )I <e 
• xela,b1 

si 1x-t i l < 8 1 , para i = 1,...,m. Sea 8 2  > O, tal que 1f(s)-f(t)1<e 

si Is-t1 <8 2  y s,t e la,b1\U (t 4 -8 1 /2,t i+6 1 /2). Sean P I  y P2  par-
i=1 

ticiones de la,b1 con IP 1 1,1P2 1 < min(8 1 /2,8 2 ). Si definimos P,par- 
m 

ticiónde[aMporP=P 1 UP2 (Juit.-8 1 /2,t.
1

+8 1  /2} , y si 	2 
i=1 1  

y 	son elecciones compatibles con PI , P2  y P respectivamente. En- 

tonces puede demostrarse que 

IE(P1 	,f ,g) — Z(P, 	 ,g) 1 < 41.m.e + V ba (g) •E , 

y también 

(**) 	Ir (P2 	,g ) — 1(P ,1 ›J.  ,g) 	< 411.npe + V a  (q) •E , 

(ver la demostración a continuación), de manera que 

— X(P2J,2,f,g)I 6 2 (4N m + Va (g)k. 

Por lo tanto f c 61(g). O 
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Demostraremos ahora las fórmulas (A) y (") de la de-

mostración anterior. Si denotamos a P, Pi, 1 y Ci por 

P = (yo,...iY/}, 	' CE1,...,t/li 

PI  = {x0 ,...,xk}, El = (Tii...irk}, 

entonces 

IE(P I ,C 1 ,f,g) — E(P,c,f,g)I = 

k 	 e 

= 	(I '1 )E g (x i.) 	g(x i-1 )) 	("I g (n )  

	

j=1 	3  

	

Para j = 1,...,m, definimos ni  = T i  si 	C (xi_ i,xii. 

Por lo tanto 

IE(P1,1 1 ,f,g) — E(P,C,I,g)I = 

= I Eif(71.) — f(tinig(yi ) 	 l< 
j=1 	3  

< E If(q.) 	f(t
j
)119(Y) 	g(Yj-1 )1 • 

j=1 
m 

Si ahora definimos A = 	Ci(L)1 (ti-S1/2,ti+81/2)}, 
3

ces podemos escribir 

enton- 

IE(PI,Clrfyg) 	E(P,C,f,g)I 

	

111.(17-)-f(t~.~)14.Elf(11j)-1(t)~.)-g (Y 	)1. 
jcA 	3 	3 	

Yj 	j-1 3cAc 	
j -1 

Para j c Ac , como TI: y t están en un mismo intervalo 	pa- 
J ' 

ra algún i, tenemos 

	

1f (77 •) — 	(t • ) I < E • 
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Por lo tanto 

jEcAC 	j 
If01.) 	

3 
f(t.) lig(y.) — g(yi_01 < 

< e. E 	ig(y.) — g( 	)1 < e.1/(g). 
jeAC 	Yj-1 3 

Por otro lado, como f es acotada y g creciente, 

) —g(Yj-1 )1  < jcA 	 3 

< 2M E (g (y ) — g (y _ i) ) , 
jeA 	3  

y dadas las definiciones de A y de P, es claro que 

m 
u ly.,yd.ult.41/21/21. 

jcA 3 -1  3 	i=1 

Por lo tanto 
m 

j
E
cA 
g(y.)-g(y

j-1
) =

iI1
Eg(t

i+81/2)-g(ti-81/2)), 3  

y como ti+8 1 /2 — (ti-8 1 /2) = 81 , resulta que 

E g(y.) — g( 	) <me. jeA 	Yj-1 

Luego 

i
Elf (n i) -- 	

Yj-1 (e .) 1 Ig (Y.) — g( 	) 	4m.m'e • 
cA 	3  

De donde obtenemos finalmente que 

lE(P1 ,1 1 ,f,g) — E(p )1,f,g)1< 4M.m.e + Vba(g)'e, 

que es la fórmula (0 ). La fórmula (") se obtiene de igual manera. 

1 
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CAPITULO III • 

RELACIONES ENTRE LOS DIVERSOS SENTIDOS DE INTEGRACION 

Ya hemos mencionado anteriormente, que en general, los 

dos tipos de integrales vistos no son equivalentes. En este ca-

pítulo veremos porqué sucede esto. Además estudiaremos otro tipo 

más de integral y sus relaciones con los anteriores. 

§ 1. RELACIONES ENTRE LA NORMA-INTEGRAL Y LA SIGMA-INTEGRAL. 

El primer resultado en esta sección, nos dice que si g 

es una función definida en la,b], entonces el conjunto de funcio-

nes f para las que f e e(g), está contenido en el conjunto de fun-

ciones f para los que f e 4 (g). Posteriormente veremos que esta 

contención es propia. 

1.1. Teorema. Sean f y g funciones reales definidas en 

fa,bl. Si f e e(g), entonces f e 	(g) y fl f dg = afba  fdg 

Demostración. Sea e > O. Como f e 61(g), existe 8 > O, tal que si 

P e P([a,b]) con IPI < 6 y si 1 ' P, tenemos que 

II(P,C,f,g) 	fba  fdgl <e. 

Tomemos una partición arbitraria Po  con n'en< 8 y una elección 17,0  

compatible con t ?o. Entonces para cualquier (M) e DI  con (P0,F,0) '1;1 

(P,C), tenemos que n'O 	Bpo i < 6, y por lo tanto 
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1 E(P,C,f,g) 	 f ba  f dg I < e, 

lo cual prueba el teorema. ❑ 

Veremos ahora, que en general, no es cierto que si 

f c 64(g), entonces f e e(g). Para esto daremos dos contraejem- 

plos. 

1.2. Contraejemplos. 

(a) Definamos f y g en (-1,11, por medio de 

O, si x< 0 	x+1, si x< 0 
f(x) = 	 g(x) = 

1/x, si x > 0 	1, si x > O 

#•• 

  

  

1 

    

Para cualquier partición  P que sea refinamiento de {-1,0,1}, te- 

nemos que 2:(P,I,f,g) = O, y por tanto f c 611 (g). Para ver que 

f í e(g), tomemos 8 > O. Entonces existe n c N tal que 2/n < h. 
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Sea P = ( -1 = -n/n,- (n-1 )/n,...,- 1/n,l/n,...,(n-1)/n,n/n=1}. Si 

es cualquier elección compatible 'con P, tal que el elemento 

de la elección que está en el intervalo 1-1/n,1/n1 es 1/n2, te- 

nemos 

E (P,C,f,g) = 1(1/n2)1g(l/n) — g(-1/n)J = n211 -(1-1/n)1= n. 

Esto demuestra que las sumas de Riemann-Stieltjes E (P,C,f,g) 

no están acotadas y por lo tanto f E a(g). 

(b) Definamos f y g en 1-1,11, de la manera siguiente: 

f(x) = 

1 

 O, si x < O 

1, si x > O 
g(x) = 

 

1, si x > O 

o 

1 	 1 	 1 

Si P es una partición de I-1,1J que es refinamiento de {-1,0,1}, 

se tiene que 	(P,F„f,g) = 1, independientemente de F. Por otra 
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parte, sea 45 > 0. Entonces existe n E N, tal que 2/n < 8. Sea 

P = {-1,...,-1/n,1/n,...,1} y sean 	= {-1=-n/n,-(n-1)/n,..., 

-1/n,1/n,...,(n-1)/n} y C'= {-(n-1)/n,...,-1/n,1/n,...,(n-1)/n, 

n/n = 1}. Tenemos entonces que C ti P, C 1  ti P, ipi <8 y 

E(P,1,f ,g) = O 
	

E(P 	,g) = 1. 

Por lo tanto f E R(g) en (-1,1). 

Puede verse que la dificultad en ea) se debe a que 

no es acotada y la dificultad en (b) a que g no es continua. 

Esta observación sugiere el siguiente resultado. 

1.3. Teorema. Si f es acotada en (a,b), g es continua 

en (a,b) 	 y 	f E  61i  (g), entonces f e 61(g) , 

Demostración. Sea e > 0. Como f e Ri(g), existe Po  = {x0 ,...,xn} 

partición de 1a,b], tal que si P' > Po  y l'% P', entonces 

E(P',C',f,g) — 171b1  fdg 1 < e/2. 

Sea M > O una cota de III en (a,b). Debido a que g es continua 

en la,b], podemos escoger 6 > O, tal que si s,t e (a,b] con 

Is-ti < 6, entonces 

1g(s) — g(t) 	< e/8Mn 

Sea P una partición de (a,b] con HPN <6, y definamos P'eP((a,b1), 

por medio de 
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P' = P V Po 

P 
P 

Po  

La partición P tiene dos tipos de intervalos: los que están con-

tenidos en el interior de alguno de los de Po, los cuales son -

también intervalos de P'; y los que contienen algún punto de Po, 

los cuales son a lo más 2n, y éstos son unión de varios interva- 

los de P'. Dada C compatible con P, construimos 	compatible con 

P' de manera que los valores de C' sean los mismos que los de C 

en los intervalos del primer tipo y, en los demás intervalos los 

valores de £' se toman arbitrariamente. Entonces 

IE(P',C',f,g) — E(M,f,g)I < 2r1.2hhe/8Mn = e/2, 

y como P' ) Po , tenemos que 

1 (P',1',f,g) — afl fdgl < e/2. 

Por lo tanto 

lE(13,1,/ 	ofba  fd9I < 1, 

lo cual prueba que f c 61(g) y que f5dg=af ba  fdg.  

1.4. Teorema.  Scan f y g funciones reales definidas en 

la,b1. Si g no es constante en ningún subintervalo de la,b) y f 

'i (g), entonces f es acotada en la,b]. 
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Demostración.  Supongamos que f no es acotada en 1a,b1. Entonces 
o. 

existe una sucesión {tn}n.1  en 1a,b1, tal que 

llm if(t
n
)1 

n -0—pe 
00. 

Sea P = {x0 ,...,xn} una partición de la,b1. Hay por lo menos un 

intervalo {xk _ i,xid de la partición P que contiene una infinidad 

de puntos de la sucesión 
{tn}:=1.  Si g(xk..1 ). 0 g(xk), definimos 

P' = P. Si g(xk..1 ) = g(xk), existe z en (xk _ i,xk), tal que g(xk _ i) 

0 g(z) 0 g(xk) y entonces definimos P' = P u {z}. En cualquiera 

de los dos casos tenemos que P' = {Y0,...,Ym} es un refinamiento 

de P y hay una k tal que1v'1c- 1 'Yki contiene una infinidad de pun- 

tos de la sucesión {t'I}:1 Y g(Yk-1) /4  g(Yk)' Dado M > 0, tomemos  
una elección 1= {tl,,..,tm} compatible con P', y definamos 	= 

{t;,...,t 11} por medio de ti = t i  si i 0 k, y tl igual a alguno de 

los puntos de la sucesión {tn} del intervalo Iv 	para el 

cual 

If(t n)i > 	  I 1 f (ti)Ig(Yi) - g(Yi-1 )1 1. 

	

Ig(Yk) - g (Yk-1 ) 1 	1.-1 i 
Entonces 

› if(t)l iguk)-guk _ 01 - 1 	(Eptg(Yi)-g(yi_ 01 1  >M,  
i=1 
iok 

lo cual contradice el que f c M(g), Por lo tanto, f tiene que ser 

acotada. ❑ 

Este resultado también puede obtenerse de los argumentos 

que se dan en la nota V-1.5. 
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La función g(x) = x no es constante en ningún subin-

tervalo de (a,15]. Luego tenemos el siguiente resultado: 

1.5. Corolario. Si f E fil  en (a,bJ , entonces I es a-

cotada en (a,b]. 

Combinando este corolario con el teorema 111-1.3, te-

nemos: 

1.6. Corolario. Sea I una función real definida en 

(a,b1. Entonces I e Ri  si y solo si f e R. 

De manera que los dos conceptos de integración son 

equivalentes para el caso de la integral de Riemann. Pero más 

aún: 

1.7. Corolario. Si g es continua en la,b] y no hay 

ningún subintervalo donde la g sea constante, entonces f e ag(g) 

si y solo si f e R(g). 

Demostración. Supongamos que f e Ri(g). Por el Teorema 111-1.4, 

f es acotada, y por el teorema 111-1.3, I e 61(g). o 

Veremos ahora otra equivalencia entre los sentidos de 

integración hasta ahora vistos; para ello necesitaremos el con-

cepto de"pseudoaditividad" de dos funciones: 
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1.8. Definición. Sean f y g funciones reales definidas 

en [a,b]. Decimos que g e4 p4eudoaditíva ke4pecta a f en el pun-

to x e (a,M, si 

him 	(f (t xx,)(g(x+8)-g(x-891 - f (t 8 ,)[g (x)-g (x-69] - 
(8 ,6 ')-'(0 , 0 ) "" 

f (t 8 )(g(x+8)-g(x)I) = 

para todos t88, e [x-8',x+8], t v  e [X-81,X] y ts e 1X,X+151. 

(Si x=a 6 x=b, entonces 8'=0 6 8=0, respectivamente). 

1.9. Notas. 

(a) Si f o g es continua en x c  fa,b1 y si g o f , respectiva-

mente, es acotada en una vecindad de x, entonces g es pseudoadi-

tiva respecto a f en x. Para probar esto basta observar que 

f (t 66  ,)( g (x+8 ) -g (x-8 ' )1 -f (t 8  ,)( g(x)-g (x-8  ' )1 -f (t 8 )1g(x+8)-g(x)1 = 

= 	(t 661 )-f (t 6 )][g(x+6)-g(x)] 	if (t 66 ,)-f (t 6 ,)][g (x)-g (x-8)] 

y tomar el límite cuando 8 y 8' tienden a cero. 

(b) Recíprocamente, si g es pseudoaditiva respecto a f en x e (a,b], 

entonces f 6 g es continua en ese punto. Para probar esto, supon-

gamos primero que g es discontinua en x por la derecha. Entonces e- 

xiste una sucesión (xn n )°°=1 	 • 
tal que xnNoc y lg(x) --,1(x n )1 >e, para 

algún e > 0. Ahora, como g es pseudoaditiva respecto a g 	definien_ 

do t68, 	t 6, = x, obtenemos 
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lim (1 (x) — f (t 8 )11g (xn ) — g (x)1 = O, 

y por tanto f(ts ) -0  f(x), si Es  --* x, por lo que f es continua 

en x. El mismo razonamiento se aplica si g es discontinua en 

x por la izquierda, y por lo tanto también puede aplicarse si 

f es discontinua. 

1.10. Nota. En la demostración del siguiente teorema 

se usará la siguiente notación: Si I = lc,d1, entonces el "in-

cremento"de la función g en el intervalo  I,dhg(I), está dado por 

Ag(I) = g(d) — g(c). Además, t i  denotará un elemento cualquiera 

en el intervalo I, y E representará la suma sobre los inter- 
Icp 

valos I de la partición P. 

1.11. Teorema. Sean f y g funciones reales definidas 

en fa,b1. Entonces f e ét(g) si y solo si f c 611 (g) y g es pseu-

doaditiva respecto a f en x, para todo x e (a,b). 

Demostración. Supongamos primero que f e e(g). Ya hemos visto 

que entonces f e ei(g). Sea e > 0. Entonces existe 6 > 0, tal 

que si IPI < 6, 	6, t  A, PyC " P', tenemos 

E(p,,f,g) 	E(P',C,f,11) 1 < 1.  

Sea x e (a,b), y sean P={x 0,x 1 ,...,xk,x-8 1 ,x+6",xk+1,...,xn } 

y P' = 	 dos particiones 
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de la,b1, donde 6' < x — xk  y 6" < xk.4.1  — x. Si IPI < 6, 

/1"1<6 ' 	= "I '• • •'E k'1 8'8"t k+1'""I n }  11. p Y ;' ={ti,..-, 

t k ,t 6 ,t8 „,t k+1 ,...,tn } ti  P', entonces 

1 I(P,C,fpg) 	I(P t pUlofjpg) 1 = 

= If (t 8  , 8 „)I g(x+8")-g(x-6 	—f (t es  ,)I g (x) -g (x-8 ')) —1— (t 8 „)1g(x+8") -g(x)) 1 

< E 

Por lo tanto 

lizo 	u(G,1 „)[g(x+89-g(x-8')] — f(t 8 ,)(g(x)-g(x-8')1 — 
(8',8")--+(0,0)" 

f(t6 „)1g(x+8")-g(x)1} = O, 

para todos t 6 , 6 „ e (x-8',x+6"1, e6 , e 1x-8',x1 y E 6 „ e ix,x+8"1, 

de donde concluimos que g es pseudoaditiva respecto a f en x, 

para todo x e la,b). 

Recíprocamente, supongamos esto último y que f e 6ii  (g). 
Entonces, dado e > 0, existe Po = {XO 'XI 	'xn'xn+1 } e P((a,b)), 

tal que si P' 	Po  y 1 1  ti P', tenemos 

1E(P',/',f,g) — al a  fdgl <e/2. 

Como g es pseudoaditiva respecto a 1 en x l ,...,xn  , existe 6 > 0, 
tal que si 0 < 8!

' 	< 8, para i = 1,...,n, entonces 1 

If (t 6 , 6 .)1g(x i+81')-g(x i -61)] -f 6iJig(x i )-g(x i -451)1 

if (t „)1g(x.+8  ")-g(x.) I < 	/4n, 
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para 	todos tes!" 	e 	(xi-8 1,xi-18 71. 	ta l 	e 	(xi-81,xil 	y Es ti 	e 

Ix. 

P' 	= 

x.+891. 

P 9 Po 

Sea P e P(Ia,b1), con norma menor que 8, 

= 	{Yo,Yi,...,ym}. 

y sea 

P' I 	1 	1 	I 
F' 

1 	1 1 1 	1 1 

Po 

Entonces, usando la notación definida en 1.10, con t, = ti  

cuando I = lxi_ i,xil y ti = ti cuando I = [y 	y 1, obtenemos 

1 E(P,1,f ,g) — E(P',C',f ,g) 1 = 

Icp
z [f I  )-f (U)lág(I) 4- 

IcP\P 
 f (

I 
 )4. g 	

IcP 
(I) - 	E , f (

P
t
I 
lzkg(I)1 

npt 	 , 	\  

l ict\WI )4g(i) —IcI , (111 i)4("1  

y esto último puede escribirse como 

IEW,n,f,g) — E(P',T,f,g)1 + 1 1{f 
 

(t , jfg(x.+89)-g(x.
1
-69)] — 

i=1 	6i6i 

f(t87)1g(xi+87)-g(x i )1 — f(ts !)19(x i ) -g(x i -61)1) I ,  

donde (i) n y T son dos elecciones compatibles con P' que coin-

cidenenl"\P;(ii)losli!y89se determinan de manera tal que 

si xi  = yk, entonces 81 = yk 	,k4.1 	yk, para i = 1, 

...,n; (iii) t 	 tu elx -8'x]yt eix 669 c 	 i 	i 
3. 

x.+691, son los elementos de las elecciones compatibles C y C' 

con P y P' respectivamente. Por lo tanto 

1 	 I < e/4 + c/4 = c/2 



Finalmente, como P' > Po, entonces 

b 
1 E(P,c,f ,g) —oí a f  dg I 

IQ 1 E(p ,Z ,f ,g ) 	EVI ,C ,f ,01 	IE(pl ,C1 ,f ,g) 

<e/2 + e/2 = e. 
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— af ba  fdgl 

Por lo tanto f e R(g). ❑ 

La importancia de este teorema no se aprecia antes 

de combinarlo con la nota 111-1.9, para asjobtener el importan- 

tísimo resultado: 

1.12. Teorema. Sean f y g funciones reales definidas 

y acotadas en 1a,b). Una condición necesaria y suficiente para 

quefee(g), es que f cel(g)yfygno tengan discontinuida-

des en común. 

Demostración. Se sigue del teorema anterior y la nota 111-1.9. O 

§ 2. UN TERCER SENTIDO DE INTEGRACION. 

Para el caso en que g es monótona creciente en la,b1, 

hay un sentido de integración más que definimos a continuación 

y que es fácil ver que es equivalente al de 611 (g). (Por cierto, 

este es el sentido de integración que trata W. Rudin en su libro 

"Principios de Análisis Matemático"). 
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2.1. Definición. Sean g una función creciente en 

[a,b] y f una función real acotada en [a,b]. Sea P = (x0,..., 

xn} E P(ia,b)). Si m. 	inf f(x).y 	= 	sup f(x), para 
xclxi _ pxi1 	xdx.1-1'  x.1 

i=1,...,n, entonces la ¿urna in¿eftío4 de Riemann-Stieltjes.para 

la partición P y las funciones f y g , denotada por L(P,f,g) se 

define como 

n 
L(P,f ,g) = iE 1 m1Ag(x.) — g(xi _01. = 

Análogamente definimos la ¿tima 4apeltioh, U(P,f,g), por medio de 

n 

	

"P'f'g)  = iE1  Milg(xi) 	g(xi-1 )1.  = 

2.2. Definición.  Sean f una función monótona creciente 

en fa,b1 y g una función real acotada en la,191. Decimos que f e4 

Riemann-Stieltje4 íntegkable te4pecto a g en el aentído de ta¿ 

zumats 4upeltíokez e índeníokez, y lo escribimos así: f e 612 (g), si 

y solo si 

inf 	U(P,f ,g) = 	sup 	L(P,f ,g) 
PeP ([ a ,b} ) 	PEP([ a,b]) 

En caso de que esto suceda, denótamos este valor por 

Sil fdg 	6 	Sfl f(x)dg(x) 

y le llamamos la integral de Riemann-Stieltjes en el sentido de 

las sumas superiores e inferiores, o S-integral. 
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Notemos que probar que f e  413 (g) es equivalente a 

probar que dado e > O, existe una partición P. tal que 

U(PJ,g) — L(P,f 	< e 

(Para mayores detalles referentes a este sentido de integra-

ción, ver 141, Capitulo VI). 

Este nuevo sentido de integración es equivalente al 

de los refinamientos, en el caso en que g sea monótona crecien-

te como podemos ver en el siguiente teorema. 

2.3. Teorema. Sean g una función monótona creciente 

en [a,b] y f una función real acotada en fa,b). Entonces f e fil (g) 

si y solo si f e  fla (g).' 

Demostración. Supongamos que f e fii (g). Entonces dado e > O, e-

xiste Po , tal que si P = (x0,...,xn} ) Po, y 1 ti P, tenemos 

,g) — ol a  f dgi <e/2. 

Luego, 

IU(P,f,g) — L(P,f,g)I < IU(P,f,g)- 0,1'1 fdgI + 11,(P,f,g)-ofba  fdgI < 

<e/2 + e/2 = e. 

Por lo tanto f c612(g), 

Recíprocamente, supongamos que f e e2(g). Entonces dado 

e > O, existe Po  e P(fa,b1), tal que 
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u(P0 ,f ,g) — (Po ,f ,g) < e 

Ahora, si P = No,...,xn } es un refinamiento de Pe , es fácil 

ver que 

L(P0 ,f ,g) < L(P,f ,g) 

Y 

U(P,f ,g) < L(Po 	,g), 

por lo que 

U(P,f ,g) — L(P,f ,g) < U(Po ,f ,g) — L(Po ,f ,g) < e 

Sea 1 = {t a ,...,t} rb P. Las desigualdades 

n 
L(P,f ,g) < E f i llg (x i )-g(x i-1  )]< U(P,f ,g) 

i=1 

Y 

L(P,f 	< Sf ba  fdg < U(P,f ,g), 

implican que 

1 E f(t,)(g(xi) g(xi-1 
	

—Sfa  fdg 1 <e 
i=1  

Por lo tanto f c 	(g) . O 

La relación existente entre la norma-integral y la 

S-integral no es tan sencilla como la relación entre la o-in-

tegral y la S-integral. Si por ejemplo,definimos dos funciones 



f y g, de la manera siguiente: 
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10, si x < 0 
f(x) = 

1, si x > O  

10, si x < O 
g(x) = 

1, si x > O 

tenemos que f e Ri (g), como ya vimos en la sección 111-1.2, y 

por el teorema anterior, f e R2 (g). Sin embargo, f E R(g). El 

reciproco de esta situación es válido. Especificamente: 

2.4. Teorema. Sea g monótona creciente en [a,b] y f 

real acotada en [a,b]. Si f e R(g), entonces f e 612 (g). 

Demostración. Si f e 61(g), entonces f e 61,(9). Como g es monótona 

creciente en [a,b] y f real acotada en [a,19], el teorema anterior 

nos asegura que entonces f e e2 (g). O 

Si utilizamos el corolario 111-1.7, obtenemos un resul-

tado más fuerte: 

2.5. Corolario. Si g es continua y estrictamente monó-

tona creciente en fa,b1 y f es real acotada en 1a,b1, entonces 

f e R(g) si y solo si f e C2(g). 

Análogamente a lo dicho para la norma integral y la 

sigma-integral, en el caso en que g(x) = x, decimos que f es 

Riemann íntegkable en c1 aentido de ta,6 auma6 )supekíolte e ín- 
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6ehíokee si f é 412 (g). En tal caso escribimos f e 4112 ; al va-

lor de la integral lo denotamos por fl f(x)dx y en lugar de 

escribir U(P,f ,g) o L(P,f ,g) , escribimos U(P,f) o L(P,f) , res-

pectivamente. 

Para el caso de la integral de Riemann, los tres 

sentidos de integración definidos son equivalentes. 

2.6. Teorema. Sea 1 una función real definida en 

[a,bI. Entonces las siguientes aseveraciones son equivalentes: 

(a) f e fl; 

(b) 1 e éti ; 

(c) f e 412 ; 

y en este caso f
a 
f (x)dx = uf

a 
f(x)dx = Sfl f(x)dx. 

De modo que para la integral de Riemann no es necesa-

rio distinguir entre los diversos sentidos de integración. Así 

cuando decimos que f e «, sabemos que f es acotada y que 

fl f (x)dx = lim E(P,1,f) = lim E(P,C,f) = inf U(P,f) = sup L(P,f). 
(P,C)cD1 

§ 3. ESQUEMAS GRAFICOS DE RELACIONES. 

Podemos resumir los resultados de este capitulo en los 

siguientes diagramas. 



) 
siempre 

(I) 

f c 61(g) I 
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si (a) f acotada y g continua 

o (b) g no es contante en 

ningún subintervalo y 

es continua 

o (c) f y g acotadas y sin 

discontinuidades en 

común 

o (d) g es pseudoaditiva 

respecto a f en todo 

x E (a,b). 

  

1 1 e  412 (9 )1 f E 611  (91 

  

siempre y cuan-

do f sea real y 

g creciente 

1
.  f E d3 'I,  f E el 	*1  I e iSt21  

6 (g)\61(g) =Ifig no es pseudoaditiva respecto a f en algún pura" 
de (a,b) 



43 

CAPITULO IV 

DESARROLLO DE LA TEORIA DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 

A lo largo de este capítulo veremos cómo se desarrolla 

la integral de Riemann-Stieltjes dentro del análisis matemático 

clásico: sus propiedades, la conexión entre integración y dife-

renciación; veremos cómo se evalúan integrales de Riemann-Stielt-

jes con ayuda de la integral de Riemann y el teorema de cambio 

de variable. Mencionaremos, además, el porqué es posible redu-

cir el estudio de integrales de Riemann-Stieltjes con integrado-

res de variación acotada, al estudio de integrales con integra-

dores monótonos crecientes, punto que será tratado en el siguien-

te capítulo. En este capítulo nos limitaremos a desarrollar la 

teoría de la norma-integral; las demostraciones para el caso de 

la a-integral son muy similares y pueden consultarse en el libro 

de Análisis Matemático de T. Apóstol. 

§ 1. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES. 

Las siguientes propiedades de la integral de Riemann-

Stieltjes pueden demostrarse fácilmente a partir de la definición: 

1.1. Teorema. 

1.dg(x) = g(b) — g(a). 

f i  y f 2  e d(g) en la,b], entonces f l +f 2  e 61(g) en (a,b) y 

f ba 	i  .412  dg 
	fá  f dg 	 f b1  fidg. 

(c) Si f e 61(g) en (a,b] y c es un escalar, entonces 



cf e 61(g) en la,b) y 

f a  cfdg = cf a  fdg. 

(d) Si g es monótona creciente y f i  (x) <1 2 (x) para todo x 

(a,b1, entonces 

f: f i dg 6 fa  f2dg, 

siempre y cuando f l ,f 2  e e(g). 

(e) Si f e 61(g) en la,b1 y a < c < b, entonces f e e(g) en 

[a,c] y en (c,b] y 

fa 
fdg  = fca  fdg 	f bc  fdg• 

(f) Si f e 61(g 1 ) y f e 61(g 2 ) en [a,b], entonces f e e(g 1 +g2 ) 

en (a,bly 

fa f d(g 4.g 2  ) = fba  f dgi 

	

fa f d g2  

(g) Si f e 61(g) y c es un escalar, entonces f e ifl(cg) y 

fa fd(cg) = cf ba  fdg. 

(h) Si f e 0(g) en (a,b], entonces 

fa fdg < sup If(x)1171a)(g). 
xc[a,b] 

1.2. Notas. 

(a) El reciproco de la propiedad (e) no es válido. Es decir, no 

es cierto que si 

44 
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fdg 
	y 	f bc  f dg  

existen, con a < c < b, entonces 

f fdg 

exista. Para ver esto , tomemos de nuevo el ejemplo de la sección 

111-1.2. (b): 

0, si x < 0 	O, si x < O 
f(x) = 	 g(x) = 

1, si x 	O 	1, si x > O 

Para este par de funciones es fácil ver que 

L91  f(x)dg(x) = 

0 
	

Y 

f 	f (x ) dg (x )  = 1 

Sin embargo, como ya demostramos, 

L11  f(x )dg (x ) 

no existe. 

(b) Para la a-integral valen todas las propiedades del teorema 

anterior, incluso el recíproco del inciso (e). Lo mismo es vá-

lido para la S-integral. 

5 2. CONEXION ENTRE LA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES Y LA INTE-

GRAL DE RIEMANN. 

Para la integral de Riemann, la conexión entre diferen-

ciación e integración, está dada por los siguientes dos teoremas: 
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2.1. Teorema. (fundamental del cálculo. I) Si f e e 

en (a,b] y si definimos F(x) para a 6 x < b, como 

F(x) = 	f(s)ds, 

entonces F es continua en [a,b], y si f es continua en xo  e 

[a,b], entonces F' (x0) 	= f(x0). 

Demostración. Como f e 61 en la,bl, entonces f es acotada. Luego 

existe M >'0, tal que If(x)1 < M, para todo x e [a,b]. Si 

a < x < y < b, entonces por la propiedad (h) de la sección IV-1.1. 

tenemos 

IF(y) — f(x)1 < Mix-yl, 

por lo que F es continua. Supongamos que f es continua en xo  e 

[a,b]; entonces dado e > 0, existe 8 > 0, tal que si t e [a,b] 

y. I t-xo  I < 6, entonces I f (t) 	f (x0)1 < e . Por lo tanto, si 

x0 -8 < s < xo  < t < x0+8 y s < t, usando nuevamente la propiedad 

(h), obtenemos 

1F(t) — F(s) 	(x0)  
t-s 

Por lo tanto, F' (xo ) = f(x0) O 

2.2. Teorema. (fundamental del cálculo.11) Si f e 61 

en la,b] y existe una función U, tal que F:' (x) = f(x), para to-

do x f la,b1, entonces 

f 1:1  f (x)dx - 1 (h) -- Vial. 

- 
t1-51  f 	( u ) -f xo 1 du 
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Demostración. Como f es Riemann integrable en la,b1 , dado 

e > O, existe 8 > O, tal que si P = {x0 ,x1 ,...,xn} e Paa,191) 

con UP11 < 8, y si C ti  P, entonces 

II(P,1,f) 	fl f(x)dxj <e 

Escojamos C = {ti,...,tn} compatible con P- (con la ayuda del 

teorema del valor medio), tal que 

F(xk) — F(xk _ i) = f(tk)(x.
x 
 - 
xk-1 )  

para k = 1,..,n. Entonces obtenemos que 

E(P,F,f) = F(b) — F(a), 

y por lo tanto 

I F(b) 	F(a) — fl f (x)dx I <e 

Dada la arbitrariedad de e, esto prueba que 

fba  f(x)dx = F(b) — F(a). O 

Es bien sabido que los teoremas anteriores son los que 

nos permiten calcular integrales de Riemann. Los dos siguientes 

teoremas conectan la integral de Riemann-Stieltjes con la integral 

de Riemann, y nos dicen cuándo y cómo podemos evaluar una integral 

de Riemann-Stieltjes. 

2.3. Teorema, 

(a) Si f c a(g) en la,b1 y f.g' V. 4, entonces 
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ja idg = fl f(x)g'(x)dx. 

(b) Si f es acotada en [ a ,b] y g' e a, entonces f e 61(g) 

si y solo si f .g' e R. 

Demostración.  Para cada partición P = (x0  ,x, , 	,xn} de [ a ,b] 

utilicemos el teorema del valor medio en el intervalo [ xk _ ,xk] 

para k = 1, 	,n , para definir tk  c (xk _ ,xk) por 

g' (1 1c )(xk -xk-i)  = g (xk)  -g (xk-1)  ' 

y definamos 1 elección compatible con P, por 	= t, , 	,t n} . 

Entonces, dado e > 0, como f e R(g) , existe 8 > 0, tal que si 

IP' < 8 , tenemos 

IE(P,1,f ,g) — fa fdg 1< e/2, 

pero para esta 1, 

E(P,,f,g) = E(P,I,Pg 1 ), 

con lo que tenemos 

1Z(P,W.ge) — f ba  fdgl < e/2. 

Dada la integrabilidad de f.g 1 , tenemos que si e es suficiente-

mente pequeño, 

f(x)g'(x)dx1 < c/2, 

y por lo tanto 
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1 ja fdg — '1 f (x)g' (x)dx1 <e, 

lo cual demuestra (a). Para demostrar (b), sea M = sup If(x)I. 
xda,b1 

Como g' E fi, dado e > O, definimos 8 > 0, tal que si P= {x0  ,x1  , 

...,xn}e P(1a,b1) con MPI <8, entonces para toda pareja de e- 

lecciones E = {t ,...,tn} y 	= {E ,...E 	compatibles con P, 

IE(P,I,g') — E(P,1',g')I < e/M. 

Pero ahora podemos definir otras dos elecciones compatibles con 

P, n = {ni ,...,nn} y n' = (n;,..,71;1 } por medio de: 

TI • 

i

t i , si g'(t i. ) > g'(ti) 

ti, si g' (t i. ) < g' (ti) 	Y  

t' 	si g'(t
i
) > g' (U) 

n = 
ti, si g' (t i) < g' (ti) 

para i = 1,...,n. Entonces 

IE(P,n,9') — E(P,n',9')I <e/m, 

y como 

E(P,n,g') — E(13,n,,g') = 	E Ig'(t i) — ge(t1)1(xi-xi _ 1 ) 
i=1 

hemos demostrado que si DPI < 8, entonces cualesquiera dos elec-

ciones 1 y 1 1  compatibles con P, son tales que 

E 19' (t I ) — 	a 1)1 (x i -x i  _ 1 ) < e /M. 
i=1 

Ahora escojamos 	= {t i ,...,t n} con ayuda del teorema del valor 

medio, de tal modo que 
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E i)(xi-xi_ i ) 	g(xi) — g(xi_ 1 ), 

para i= 1,...,n. Entonces para toda elección C' = 

compatible con P 

lE(P,U,f,g) — E(P,1, ,f.g , )1 = 

n 

= 1 	f  (EI)Igi  (t i) 	(I! )) (xi -xi.-1 ) 1  i=1 
n 

< 	E If(t!)11g'(t i) — gt(t1)1(xi-xi-1 ). 
i=1 

De donde concluimos que f e a(g) si y solo si f.gt e 61, y ade-

más en este caso 

fl fdg = ba  j f(x)g'(x)dx. ❑ 

Notemos que esta demostración no cubre los casos en 

que ambas, f y g, toman valores en C o una en C y la otra en 

Cd. El caso en que ambas f y g son complejas, es importante 

para la evaluación de integrales de línea en la teoría de fun-

ciones de variable compleja. Para este caso, sin embargo, po-

demos enunciar el siguiente corolario del teorema anterior. 

2.4. Corolario.  Si f y q son funciones complejas en 

la,b], f es acotada en la,b) y g' c  M en la,b], entonces si 

f = f, + if2 con fi Y f2 reales y fi *g.  c e y 1.2  .g' c 61, en-

tonces f e M(g) y 

fa  Idg = j a  f(x)g'(x)dx. 

	

También si h f M(g) y h 	M(q), entonces 
	M y 
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fbal  fdg = j 	f(x)g'(x)dx. 

La demostración es inmediata de la validez del teore,na anterior 

para "f" real. 

3. FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLE EN INTEGRALES DE RIEMANN-

STIELTJES. 

3.1. Teorema. (del cambio de variable). Sea 

p: (A,B1 	(a,b) estrictamente creciente, sobre y continua. Si 

f e R(g) en ta,bi, entonces Jay, c 61(gow) en CA,B1 y 

fl fowd(gow) = fl fdg. 

Demostración. Para cada partición P de [a,b), yo
-1
(P) es una 

partición de [A,B1 y para cada elección 1 compatible con P, 

so
-1
(/) es una elección compatible con

-1
(P) y todas las par-

ticiones de [A,BI y sus elecciones compatibles son de esta 

forma. Más aún, HPH tiende a cero si y solo si hp-i(P)H tien-

de a cero, dado que tanto 'p como lo
-1 
 son uniformemente conti-

nuas. Finalmente, como 

Y-0', ,f ,g) = EW -1 (P) ,90-1 	,f 0(P,90v9 ) 

Resulta que f e M(g) si y solo si fow e 61(1101p) y en tal caso 

	

f!), fdq= 	f.y,d(g.,P). O 
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Si en el teorema anterior g(x) = x y w' E 61 en 

1A,B), entonces usando el teorema IV-2.3.(b), concluimos 

que 

já f (x)dx = JA f (P (t))1Pt (t)dt. 

Luego tenemos el siguiente resultado: 

3.2. Corolario. Sea 	[A,B] 	[a,b] estrictamente 

creciente, sobre y continua. Si f e 6t en [a,b] 

(A,BJ , entonces foq, E 649) en [A,B] y 

Y 'P' e fi en 

f a  f(x)dx = fA  f(11,(t))1,'(t)dt. 

El teorema que veremos a continuación nos dice a 

"grosso modo" que la composición de una función Riemann-Stielt-

jes integrable respecto a una función monótona creciente, con 

una función continua, resulta ser Riemann-Stieltjes integrable 

respecto a la función monótona creciente en cuestión (este re-

sultado es parecido a uno de Teoría de la Medida que dice que 

la composición de una función medible con una continua es medi-

ble). Específicamente: 

3.3. Teorema.  Sea si una función monótona creciente 

en 1a,b1 y supongamos que f c 61(g) en [ad)] es tal que 

m < f(x) < M para todo x E la,b). Si 95:1m,M1 	R (o Rd  o C o Cd) 

es continua, entonces 

(1) ,•1 	1?(g ). 
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Demostración. Sea e > O. Como 0 es uniformemente continua en 

fm,r41, existe 6 > O, tal que si s,t e (m,M] y Is-t1 < 8, en-

tonces 

10(s) — 0(t)1 < e 

 

2Vba (g) .  

Dado que f  e 61(g), si K = sup 10(t)1 , existe P > O tal que 
tel m,MJ 

si P = {xo ,x, ,...,xn} e P(fa,b1) con 11P1 <P, entonces para 

toda pareja 	= {ti ,...,t n}, 	= (ti ,..• ,t t} de elecciones 

compatibles con P, 

1E(P,I,f ,g) — E(P,11 ,1 ,g)I < --8--e. 
4K 

Ahora definamos otras dos elecciones compatibles con P, n= (ni, 

...,i/n} y n' = (ni' ,...,nn'} , por medio de 

t i. , si 1 (t i ) > f (t!) 	 ti , si f a i ) > 1' (t!) 
n • = 	 Y 77! = 1 	ti, si I ( i ) < f (t 1.) 	

1 	t i , si f (t i ) < 1 (t I) 

para i = 1,..,n. Entonces 

E(P,n,f ,g) 	E(P,n 1 ,1 ,g) = 

tf ( 71•
1

) — f eriplIg(x i ) — g(x )J = 
i=i 
Il 

E 1f (t.) — I (t1)11g(x i ) — 

6  
e . 

4K 

pues g es monótona creciente y n y n' son compatibles con P. 

Luego, hemos demostrado que si DPI < p, entonces cualesquiera 
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dos elecciones 	y C' compatibles con P, son tales que 

(*) E if (t i) 	f (t1)1(g(xi) 	g(xi_ 1 )) < 	e :  
i=1 	 4K  

Sea A el subconjunto de (1,...,n} que consta de las i tales 

que If(t i) -- f(t1)1 <8, y sea B el subconjunto de (1,...,n} 

que consta de las i tales que If(t i) — f(t1)1 > 8. Entonces 

, Ig(xi) —g(xi_01 	
e 

icB 	 4K 

y por lo tanto 

I E(p,I,  oof,g) — E(p,u,o ef ,g) 1 . 

n 
=IE I0(f(t i)) --0(f(tI)))(g(xi) — g(xi-1 )11  
i=1 
n 

< E 10(f (t i) -- 0(f (t I))1 Ig (xi) — g(xi-1)I < 
i=1 

< E 	e 	
1g(xi)  — g(xi-1 )1  + 	21(111(xi)  — "xi- 1 )1  

icA 2Va
b 
 (g) 	

icB 
 

e 	 e 	e 

< 	b 	•*va(g) 	2K 6 	- E. 
2Va(g) 	4K 	2 	2 

Así pues, hemos probado que dado e > O, existe P > O, tal que 

si iPg < p y si 1 ti P, 	P, entonces 

1E(P,F,, 00f,g) 	E(P,U,0 0f,g)1 < 

y el siguiente lema nos asegura que entonces Oof E M(g). O 

3.4. Lema. Sea f una función real definida en (a,b] . 

Si g es monótona creciente en 1a,b1 y si suponemos que dado 1 > O, 



Y 13 i  
It i , si f (t i ) < f (r.) 

= 	r i , si f (t i ) > f (.ri) 
a. 

1 
= 

*i, 

t i , 

si 

Si 

f (t.1 ) 

f (E1) 
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existe 8 > O, tal que si I PI < 8 y 	" P, 	' ti P con 

E(P,c ,f ,g) — E(P,E ,f ,g)I <e , 

entonces f e e(g) • 

Demostración. Sean P = { x 0,x 1 , 	, xn} e Pa a ,b] j con 1 PN < 

Y Q = {yo 	...,ym} e Pa a,b] ) un refinamiento de P. Si 

1 . { 	,tn} ex, 13  y n = {n 	nm} ti Q, entonces 

	

I E(P91 	,g) 	E(Qpn,f 	= 

= I E “M 

	

t.g(xi) 	g(x. 	— E f (4.)[g (y.) -- g(Yi _ i )) I = 
i=1 	 1-1 	j=1 

=
j

E 
1
If (t i!) — f (nplIg(r i ) — g(Y i  _ 1 )11 

= 

donde E! = E. si I Yi  _ 1 	Ci x i _ i ,xii , para j = 1,...,m. Sea 3 
i  aquella n i  e xi _ i ,xi j, tal que 

If (ti) — f (r i )i 
	

max 	 If (t i ) - f 	= 

= 	max 	 1"1 1 )  “1" 
" 	

3 

para i=1,... ,n. Definamos dos elecciones a = {a l , „ an } y 

= 	1 , ... n } compatibles con P,por medio de: 

para 1 = 1,...,n. Sea e > O. Entonces 



E(P,a,f ,g) — E(P,8,f ,g) I = 

n 
= I E lua.

1
) — f (P i)l1 g(xi) — g(x i _ 1 )1 1 = 

i=1 

1 	if ey.  o _f(E i)! Ig(xi ) 	 I 
i=1 

n 

i"1 	1 i f 	•) —f 	Ig (xi ) 	g (x i-1 )1 * =  

Por lo tanto 

,g) — E(Q,n,f ,g)I = 

m 
1 E [1 	f i )lig(Y l-) j=1 

m 

j=1 	3 
If 	! 	

) Y  
) —f(n.)I(g( .) 

— g( 	) 
Yj-1

1 < 
 

- g  ( Yj -1 )1  
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n 
E 	 E 	if(U) — f(n i )lig(y i ) 

i=1 	 } 

n 
< 	E 	 E 	If (r.) — (t i )l[g(yi ) 

i=1 {j 	yi  _ 1 ,9c( x j-1 ,x11 } 

n 
E If (f i ) — f (t)I 	 E 	[ g (y.) 

i=1 	 01( Y j _ 

iE13.) 
-- f 	g (x i ) — g(x i _ i )) 

=  

E If (r i ) — 	i ) I Ig(x i ) — g(x i _ i  ) 	< e• 
i=1 
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Luego, hemos probado que dado e > O, si in < 8, Q 	P, C ' P 

y n 	Q, entonces 

II(P,Clf,g) 	r'(Qpn,f,g)1 < e, 

siempre que g sea monótona creciente, y utilizando el lema I-3.6(a) 

obtenemos que f c 61(g). 0 

Recordemos que si g es una función de variación aco-

tada en (a,b], entonces g se puede escribir como la diferencia 

de dos funciones monótonas crecientes definidas en la,b1. En 

particular si Vx(g) denota la variación de g en el intervalo 

Ea,x1, tenemos 

g(x) = 111(g) - (vI(g) - g(x)) 

donde tanto v(x) = Va(g), como w(x) = Va(g)-g(x) 
son funciones 

crecientes en ra,b1. Se suele llamar a estas funciones 
	y , 

la pahte ckecLente de g y la pa/1,U decxecLente de g, respecti-

vamente. Así lo haremos aosotros de aquí en adelante. (Para ma-

yores referencias sobre funciones de variación acotada, ver] 1] , 

capítulo 7. ). 

Si en el teorema anterior, en lugar de que g sea una 

función monótona creciente, g es de variación acotada, la de-

mostración no puede aplicarse, puesto que la fórmula (*) de la 

página 54 no nos dice nada en este caso. Sin embargo, cabe pen-

sar que el teorema sigue siendo válido para g de variación aco-

tada. Lo más natural es pensar que si g es de variación acotada 

basta descomponerla en su parte creciente y en su parte decre 
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ciente y aplicar el teorema IV-3.3 separadamente a cada una 

de estas partes. Sin embargo, para hacer esto es necesario 

demostrar que si f e 4(g) y g es de variación acotada, en-

tonces f E 6(v) donde y es la parte creciente de g. El si-

guiente capítulo está dedicado principalmente a la demostra-

ción de este resultado. (Este resultado para 6 (g), puede 

verse en el libro de Análisis Matemático de T. Apostol. La 

demostración para el caso de 451(g) requiere de algunos resul-

tados especiales, principalmente el teorema III-1.11 y la 

desigualdad del lema V-1.1). 



CAPITULO V 

INTEGRALES DE RIEMANN-STIELTJES 

CON INTEGRADORES DE VARIACION ACOTADA 

A lo largo de la historia de la integral de Riemann-

Stieltjes las integrales con integradores de variación acotada 

han jugado un papel muy importante y este es el caso que más 

frecuentemente se usa. En este último capítulo, estudiaremos 

ciertas propiedades de este tipo de integrales. El objetivo 

principal de este capítulo es demostrar el resultado que suge-

rimos al final del capítulo anterior: Si g es una función de 

variación acotada en [a,b] y si f E R(g) entonces f E 61(v), 

donde v(x) = Va(g) es la parte creciente de g. Esto lo haremos 

en la primera sección. Con esto habremos reducido el estudio 

de las integrales de Riemann-Stieltjes con integradores de va-

riación acotada, al estudio de las integrales de Riemann-Stielt 

jes'con integradores monótonos crecientes. En esta misma sección 

veremos también algunas consecuencias de este hecho. 

En la segunda sección de este capítulo veremos algunas 

clases de funciones determinadas por integrales de Riemann-Stielt-

jes. La conclusión más relevante de esta parte será que la clase 

de funciones continuas es adjunta o complementaria a la clase de 

funciones de variación acotada con respecto a la integral de Rie- 

mann-Stieltjes. 

59 
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§ 1. f e 61(g) '4> f e 61(v). 

Comenzamos esta sección demostrando una desigualdad 

que será de gran importancia posteriormente. 

1.1. Lema. Sea f una función real definida en [a,b1. 

Si g es de variación acotada en [a,b), entonces 

wCf ,[ a,b]) ig (b)-g(a) I 	S1 (f ,g,1 a,b1) < w(f Ja,b1)Vab(g). 

Demostración. La desigualdad del lado izquierdo es obvia y vale 

aunque g no sea de variación acotada. Para probar la desigualdad 

del lado derecho, tomemos P = {x0  ,x, ,...,xn} y P' = 

dos particiones de (a,b]. Si 1 ti P y 	% P', y si Po  = P V P' = 

= {y0 ,y1 ,...,y1}, entonces 

1E(P,I,f ,g) — E(P' 	'1,01 = 

n 	 m 

= 	I 	E f (  "Ig(xi)-g(xi-1 )1  — E  f (t !)"(xj)-g (xj-1 )11 * 

	

i=1 	1 	j=1 	3  

Ahora, si nii  denota el número de intervalos de la partición Po  

contenido en u pzi cklparai=1,..n,ysim.denota el 
k=1 

número de intervalos de la partición Po  contenidos en u (x! 	,x!) 
k=1 	31 	3  

para j = 1,..m, de tal manera que n
n 
= m= t, tenemos que 

1E(P,F,,f,g) — 	= 

n 	ni m. 1 
y, 	

/ f (t i )[ g (Yk ) -g (Yk 	)1 — 	5; 	!)( g

1 	

) - 	n 

	

k=n. 	
k •

q k-1 
-141 
	 j=lk=-11.4-1 J-1 
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y si definimos nk  = t i, cuando (yk _ i,yk] C [xi_ i,xi] y 

rk  =t j, cuando [y 	C 	
-1 j 

[x! 	,x!] ' entonces 
j  

1E(p,l,f,g) — E(131 ,1 t ,f ,g)1 

= 1 If(nk)íg(Yk)-g(Yk-1 )I  — E "Tk)Ig(Yk)-g(Yk-1)11‹ 
k=1 	 k=1 

< E if(nk) —f(rk) lig(Yk) 	g(Yk-1 )1‹  
k=1 

< w(f ja,b])  E Ig(Yk) 	g(Yk-1)I< 
k=1 

< 	ti>ef 	a,b1)Vba (g). 

Por lo tanto, tomando el supremo sobre todas las particiones P 

y P' de (a,b], concluimos que 

n(f ,g, Ea,b1) < w(f ,la,131)Vba(g). 

Si combinamos el lema anterior con el teorema 11-1.8, 

obtenemos: 

1.2. Teorema.Sean f y g dos funcioneS reales definidas 

en [ a ,b] . 
n 

(a) 	Si f c e(g ) entonces 	lim 	E 	w(f
, 
[ x. x. 	x.1 )1g lx.

1
) -9 (x. 

1 )I= 
1111 11-n i=1 	

1-1 1 	1- 

Ysif~entoriceslifil/WJx1  . 1 1 	(J-9(xi-1 )1 - 0  -  
Pt i=1 

donde P = (x0 ,x 1 ,...xn ) E P(1a,b1). 
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(b) Si g es de variación acotada en (a,b], y si 

n 
lim 	E w(f,[x. 	x.])Vx.  (g) = o, 

i=1 	
1-1' 	x 

i-1 
o si 

n 
lim 	I wi(f,[x 	(g)= O, 
PP 	i=1 i ' -1 1 xi_ l  

en donde P = {x0,x,,...,xn} e P([a,b]), entonces f e 61(g) o 

f e 611 (g), respectivamente. 

El siguiente resultado es el resultado inverso del 

inciso (b) del teorema anterior; para ello necesitaremos del 

siguiente lema. 

1.3. Lema. Sea f de variación acotada en [a,b]. 

Entonces x e [a,b] es un punto de continuidad de f si y solo 

si x es también un punto de continuidad de la función v(x) = Vx(f). 

Demostración. Como v(x), es una función monótona creciente, para to-

do x e (a,b), existen tanto el límite por la derecha como el lí-

mite por la izquierda. Denotémoslos por v(x+) y v(x-) respectiva-

mente. Como f es de variación acotada entonces puede ser expresa-

da como la diferencia de su parte creciente y su parte decrecien-

te, i.e., f = v — w, y por lo tanto, f(x+) y f(x-) existen para 

cada x e (a,b). Si a <x <y 	b, entonces por definición de VY(f) 

tenemos 

O < If (y) — f (x)1‹ vYx (f) = 	(y) — v(x) • 
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Si hacemos tender y a x, encontramos que 

O < 1f(x+) — f(x)1 < v(x+) — v(x), 

y de manera similar 

0 < 11(x) — f(x-)1 < v(x) 	v(x-). 

Estas desigualdades implican que un punto de continuidad de v 

es también un punto de continuidad de f. 

Para probar el recíproco, sea f continua en c e (a,b). 

Entonces dado e > O, existe 6 > O, tal que O < lx-cl<8 implica 

que 11(x) —f(c)1 < e/2. Para esta misma e, existe también una 

partición P del intervalo [c,b], con P 

Vc  bCr 	— e /2 < E If (xk) 
k=1 

= {1(011)(1,...,Xn}, 

f (xk- 1) I • 

tal que 

Si agregamos puntos a P, lo único que sucede es que la suma 
n 
I 1f(x

k
) —1(xk-1 

 , )1incrementa su valor y por lo tanto pode-
k=1 
mos suponer O < xi -x0  < 8. Esto significa que 

1f (x l  ) — f (c) 1 < e /2, 

y por lo tanto 

Vc(f) — E/2 < E/2 + E 1f(x ) 	f(xk-1 )1 < e/2 + VW), k=2 

ya que {x0 ,x 1 ,...,xn} es una partición de lxi ,b1. Por lo tanto 

tenemos 

Vc  (f ) — Vx(f ) < e 
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Pero 

O < v(x 1 ) — v(c) = V:1  (f) 	V1 (f) = VI' (f) = 1.71)(f) — Vb(f) Z e. xl  

Por lo tanto, hemos demostrado que si O < xl -c < 8, entonces 

O < v(xl) — v(c) 	E. 

Esto prueba que v(c+) = v(c). Un argumento similar prueba que 

v(c-) = v(c). Así pues, el lema está probado para todo los puntos 

interiores de la,b]. Basta hacer algunas modificaciones triviales 

para probarlo en los puntos extremos a y b. O 

El siguiente teorema constituye la parte central de esta 

sección. Además de contener el resultado que sugerimos al final 

del capítulo anterior (f e el(g) m>f e tq(v)), el teorema demuestra 

que las condiciones suficientes para que f e 61(g) ó f e 64(g) 

cuando g es de variación acotada del inciso (b) del teorema ante-

rior y que están dadas solamente en términos de la oscilación de 

la función f en cada subintervalo de la partición y de la varia-

ción de g ahí mismo, son también necesarias. 

1.4. Teorema. Sea f una función real definida en (a,bi. 

Si g es una función de variación acotada en [a,b) y si v(x) = VI(g) 

entonces: 

(a) f e 61(g) si y solo si lim 	E 	 )Vx i  (g) = O, 
HP11.-10 	i=1 	

1-1 	1 	x
i-1 

donde P = (x0,x 1 ,...,xn) e P(ia,b)). 

(b) f e fl(g) si y solo si f e 61(v). 
n 

(c) f e 01 (g) si y solo si lim E 	 (g) = O, 
PI 	i=1 	i-1 

donde P = (x0 ,x 1 ,...,xn} e P((a,b1). 

(d) f e al  (g) si y solo si f e M1(0. 

n 
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Demostración. Probaremos primero (c). El hecho de que la condi-

ción dada en (c) es suficiente está contenido en el teorema V-1.2. 

Para probar que la condición dada es necesaria, supongamos pues 

que f e 61 1 (g). Entonces, debido al teorema V-1.2, 

n 
lim 	E cul(f,[x.1-1'1 x. )1g(xi) — g(xi-1 )1 	0, 
PP i=1 

donde P = (xo,x1,...,xn} E P([a,b]). Podemos suponer que f es a-

cotada en la,b1(Ver nota V-1.5.). Sea e > 0. Entonces existe P'c  

partición de [a,b], tal que si P' = 	•• PJ, tenemos 

E w(f,[xi_ 1 ,x11)1g(x1) — g(x1_01 <e/2. i=1 

Además, existe Po' e P(Ea,M), tal que si P" = 	) 

entonces • 

m 
Va(g) < E ig(n) — g(x7_ 1 )I+ 2wvE,ta,b1)  

i=1 

Por lo tanto, si P = 	P(')  y PI, tenemos 

n 
O 6 	E 	ta(f ,[x1  . -1 	x 

,x.1)Vxi (g) = 
. i=1 	1-1 

n 
x. 

= 	(1)(1.  'Ix. 	'xl  ) ( I  g  (xi ) -9 Dc  . 	)I  "F /1 1 (1°  --- 1 g(x~c.) )I )i 1-1 	1 	1-1 	x 	1-1• i=1 	 1-1 

• E w(f,lxi.. 1 ,xi 1)ig(x 1 )-g(xi _
1
) 

i=1 

ig(X i)— g(X1-1 ) 

+ w(fda,11) E uxi (g)- 
i=1 	x i-1 

• c/2 	+ 	0)(1,1a,b1)IV!),(g) 	/ 	1Y(xi ) 	11(xi_1)11 <1:1  
i=1 

c/2 + w(f,la,b1) 	= c, 
f,)(1,1a,b1) 
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de donde concluimos que 

n 
lim 	I w(f,[x. 	x.J)V

x. 
 (g) = O, 

1-1' 	xPP 	i=1 	1-1 

donde P = (x0,x1 ,...,xn} e P([a,b1). Luego, hemos demostrado 

(c). 

Dado que Vxi (g) = Vxi (v). (d) se sigue inmediata- 
xi_ i 	xi_ i  

mente de (c). 

Nos falta probar (a) y (b). Que la condición dada 

en (a) es suficiente, se sigue del teorema V-1.2(b). Veamos 

que es necesaria. SeafeR(g). EntoncesfeRt(g)yfyg 

no tienen discontinuidades en común (teorema 111-1.12.) Por • 

lo tanto f y v no tienen discontinuidades en común, debido 

al lema anterior, y usando la nota III-1.9.(a), concluimos 

que v es pseudoaditiva respecto a f y además como f e 611(v), 

tenemos que f e R(v). 

Ahora, si f e R(v),dado que 

v(xi) — v(xi..1 ) 	vIi I_1g), 

entonces por el teorema V-1.2. (a), tenemos que 

lim 	r (,)(f lx. 	xmv
x. 
 (g) = o, 

1-1' 	
x1-1 1=1 	1-1 

y y usando el teorema V-1.2.(b), obtenemos que f c 0(g). Es- 

to demuestra (b) y (a). O 
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1.5. Nota. Demostraremos en esta nota lo que afirmamos 

sin prueba al principio de la demostración del teorema anterior: 

Si f c 61,(g). "puede suponerse" que f es acotada en fa,b1, es de-

cir, existe una función h acotada, tal que 

fI: fdg = (X2 hdg, 

para todos a < xl  < x2  <b. Para ello, supongamos primero que e- 

xiste una sucesión (xn} tal que xn
/x y lim If(xn

)1 = 00, es decir, 
xn/x 

x es un punto singular de f por la izquierda. Entonces g tiene 

que ser constante en un intervalo de la forma [x-6,x), pues si 

no sucediera esto, podríamos tomar una sucesión de números posi-

tivos {6
n
} con 61110, tal que g(x-8n) ¢ g(x) para todo n c N. Lue-

go, como lim If(xn)1 = 00, podríamos tomar una subsucesión {xnk  } 
xn/x 

de la sucesión {xn
} tal que 

It(xnk )11g(x-5k  ) — g(x)1 > k, 

lo cual seria una contradicción a nuestra suposición de que 

f c ei(g). Análogamente, si {xn
} es tal que x N‘x y lim 1f(xn 

n 	

)1= 00 
xNo( 

g es constante en un intervalo de la forma lx,x+61. Así, hemos 

probado que si f c 6Z1  (g)y lim 1f(x )1= 00, entonces g tiene que 
xn-*x 

ser constante en un intervalo a un lado o alrededor de x, lo que 

implica que existe d > O, tal que 

x+6 
f xx _ s 	dg = 0 6 f x 	f dg = 0  • 
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Sea C = (x E la,b1 tal que existe {xn} en [a,b] con xnfx 6 xri x 

y lim If(xn)1 = 	him  Ir (xn) = , respectivamente.) I 00 
xn/ 	xnt x 

El conjunto C es cerrado, ya que si x* es un punto de acumulación 

de C, entonces existe una sucesión {yn} de elementos en C, tal que 

para todo e > O, existe N E N, tal que si n > N, tenemos que 
( lyn-x*I 	e/2. Además, para todo n E N, existe una sucesion{ykn)  } 

( con yk(n)i yn  o ykn)  1. yn  cuando k 	00, tal que 

lin I I (Yk(11)) I = 0.1 	6 	lim IICYMI 
(n), 	_ (n) 
Yk 'Y 	7  n 	1( Yn 

- ( ' 
1 

es decir, podemos extraer una subsucesion{y.
K
n)  }1  de la sucesión = 

tykr01  ik.ptal que si lyjn)  — ynl < e/2, entonces 

f (Y( )  ) 1 > 

para todo £ e N. Como 

lk  

	

jn) 	x*, * 
i rk 
„(.n) 	„ 

r 

	

il 	 i 	ni lYn 	<E 

paran>Ny/ grande, concluimos que xileC. Por lo tanto C es ce-

rrado y corno es acotado, C es compacto. Luego, C es un conjunto com-

pacto que consiste de los puntos x e ia,b] donde limif(xn)I = 00 y 
x +x 
i ya vimos que en cada uno de esos puntos existe un ntervalo Ix  don- 

de la g es constante; más aún si x e C y x es un punto singular só-

lo por la izquierda podemos tomar a I
x de la forma (x-6 x,x) ; si x e C 

y x es singular solo por la derecha podemos tomar a I
x de la forma 

lx,x4x), y si x e C es singular de ambos lados podemos tomar a Ix  

de la forma (x-6 x,x4,6 x). Ahora, si x e C y x es un punto singular de 

= 00 
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f sólo por la izquierda, tomemos e x  tal que en (x,x+e x) no haya 

puntos de C y definamos jx = (x-6x,x+e x). Análogamente si x E C 

es un punto singular de f sólo por la derecha, tomamos e x  tal 

que en (x-e x,x) no haya puntos de C y definimos Jx = (x-e x,x+6 x). 

Si x cC es un punto singular de f por ambos lados tomamos Jx  = Ix. 

constituye una cubierta abierta de C y como C es com- Así, {Jx}xeC 

pacto, existe una subcubierta finita de C: 

{(x.-6 	,x.+e 
x. 
 )}.  

	

x. 	i=1 

	

1 	1 

en donde los xi  e C, i 	1,...,N. Si xi  es un punto singular de 

sólo por la izquierda, entonces g es constante en un intervalo de 

la forma Ix.-0x  ,xi ] , (donde p x  =6 x  /2'  por ejemplo), y por lo . 	.  

tanto 
x. 
1x.- p 

f dg = O, 
x. 

por lo que en este intervalo podemos suponer a la función f acota- 

da; es más redefinimos a la función f en estos intervalos como O. 

ilacemoslomismosix.].  es un punto singular de f sólo por la dere- 

cha osix.es un punto singular de f por ambos lados. 

A la nueva función resultante le llamamos h. Luego h es 

acotada, y utilizando las propiedades de la integral de Riemann- 

Stieltjes dadas en la sección IV-1, es fácil verificar que si 

a < xl < x2 < b, entonces 

	

fx1 

x2  fdg 	f
xi 
x2  hdg,  

,  

que es lo que queríamos demostrar. 
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Los incisos (b) y (d) del teorema 

anterior muestran que es equivalente estudiar integrales de 

Riemann-Stieltjes con integradores de variación acotada a es-

tudiar integrales de Riemann-Stieltjes con integradores monó-

tonos crecientes. 

Una vez demostrado este resultado podemos regresar 

al teorema que lo motivó y a sus consecuencias. 

1.6. Teorema. Sea g una función de variación acotada 

en [a,15] y supongamos que f e a(g) en Ia,bly que m < f(x) < M 

para todo x e [a,b]. Si: 1:[m,M].4. R ( o Rd  o C o Cd) es continua, 

entonces Oof e R(g). 

Demostración. Sabemos que el teorema es válido si g es monótona 

creciente. Sea g una función de variación acotada en la,M. En-

tonces g = v — w donde v y w son la parte creciente y decreciente 

de g respectivamente. Como f e R(g), entonces f e R(v) y f e e(w) 

y por lo tanto Oof e R(v) y Oof e ét(w), por lo que 40°1 e e(g). O 

1.7. Corolario. Si fi, f2 e R(g) en (a,b) y si ft y 

    

f 2  son reales y acotadas y g es de variación acotada, entonces 

f1q2 e 6(g). 

Demostración. Por el teorema anterior es claro que (f1 -112)2  y 

(fi-f2)7  e R(g) y por lo tanto 

1 
fl.fi = 	 (f 1 +f 2 ) 2  — (f 1 - .I'  2 ) 2  } e 61(9) • 0  

4 
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1.8. Corolario. Si g es monótona creciente en [a,b] 

y si f:la,b1 + Rd  es acotada, entonces f e R(g) en la,b) y 

fa 

IfIdg  > Ifba  fdg l 

Demostración. Si f = (f!,...,f d) entonces 1f1 2  = fl +...+ I A. 
d 
2 

E 

R(g). Por lo tanto T U12 = 1f 1 e R(g). La desigualdad se cumple 

obviamente para cada suma de Riemann-Stieltjes: 

< E(p,1,1f1,g), 

y por lo tanto también se cumple para el limite. O 

§ 2. CLASES DE FUNCIONES DETERMINADAS POR INTEGRALES DE RIEMANN-

STIELTJES. 

En la historia de la teoría de la integral, la clase de 

funciones continuas ha jugado un papel muy importante. En realidad 

se. toma como un hecho que cualquier proceso de integración sobre 

un intervalo lineal "debe hacer" integrable a toda función conti-

nua. Esto hace surgir el problema de caracterizar la clase .0 de 

funciones g tales que ja fdg existe para toda función continua 
f 

en (a,b). Para los propósitos de esta caracterización no es nece-

sario distinguir entre la norma-integral y la sigma-integral, de-

bido a que si f e 4 (g), para toda función f .continua, en parti-

cular, f E ei(g) para f(x) = x. Por lo tanto g e 61, (f) = MI  = R; 

luego y es acotada y por lo tanto f e e(g) para toda función f 

continua. 
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2.1. Teorema. Una condición necesaria para que 

f b  fdg exista para toda función f continua en fa,b1 es que 

g sea de variación acotada. 

Para la demostración de este teorema necesitamos 

dos lemas técnicos: 

2.2. Lema. Si an 	O, para todo n e N, y si E a es 
n=1 n  

divergente, entonces existen constantes c
n 	O, con lim cn = O n-+00  

y tales que E c a es divergente. n=1  n n 

n 
Demostración. Si S

n 
= E a

m
, entonces c

n = 1/Sn es una sucesión m=1 
positiva con lim c

n 
= O. Además 

E  
m 	

E 
a
n+p 	

m a
n+p 	

S
n+m — Sn-1 	S

n-1 
>= 1 p=0 S

n+p p=0 n_ 
	Sn+m 	Sn+m 

n- 00, 

Sn+m 	2 

m an+P 
	

1 
E 	

 
> 

p=0 ''n+p 
	

2 

por lo que no se satisface la condición de Cauchy de convergen- 
00 

cia de una serie. Por lo tanto E c a 
n=1  n n 

es divergente. o 

El segundo lema que necesitamos es simplemente una 

propiedad local de las funciones de variación acotada. 
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2.3. Lema. Una función g es de variación acotada en 

(a,b) si y solo si para todo x c la,b), existe una vecindad 

(x-81 ,x+82], con 81 ,82  > O (81 =0 si x=a, 82 =0 si x=b) tal que 

g es de variación acotada en (x-81,x+821. 

Demostración. El "solo si" es obvio. El "si" se sigue del teo-

rema de Heine-Borel. O 

Demostración del teorema. Supongamos que fa  fdg existe para to-

da función continua f pero que g no es de variación acotada en 

(a,131. Entonces existe un punto xo de ia,b] tal que g es de va-

riación infinita sobre todo intervalo lx0-81,x0+821 y por lo 

tanto g es de variación infinita sobre [x0 -81 ,x0) para todo 8 1  

positivo o sobre (xo,x0+82 1 para todo 62  positivo. Supongamos 

que sucede lo primero. Podemos entonces encontrar una sucesión 

monótona creciente (xnn }m=1 con x
n 
aproximándose a xo por la iz-

quierda tal que 

00 

nE 1 Ig(xn+1) — g(xn)I = op.  

= 

Usando el lema V-2.2, tomemos c , para 

n=1,2,... 	tales que cn > O, lim cn =0 

00 
Y 

n=1 c
n ig(xn4.1) — g(xn)I = 	Constru- 

yamos f de la manera siguiente: (a) f(x) 

= O para a < x < x1  y para x > xo ; (b) 

f(yn) =O para todo número natural n; 

(c) fl(x +x 	)/21 =D e Si gno (q(xn4. 1 ) -9 n n+1 	 ; 
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(d) f(x) lineal entre xn  y (xn+xn4. 1)/2 y entre (xn+xn.11)/2 y 

xn+1
. Entonces f(x) es continua en [a,b]. Ahora, si P = 

es cualquier partición de [a,b] con xl < xo  < x1+1 , para cual-

quier número positivo M, podemos agregar xo  y un número finito 

de puntos xn  entre xl y xo  a P, de manera que 

E f[(xn+xn+1 )/2][g(xn4.1 ) — g(xn)) > M. 
xnEP 

Por lo tanto, si 1 ti P, tenemos que 

lim E(P,C,f ,g) 
PP 

no existe, lo cual contradice la hipótesis de que fa fdg existe. 

Luego, hemos demostrado que si fa fdg existe para toda función 

continua f en [a,b1, entonces g es de variación acotada en [a,b]. 

El inverso de la demostración ya lo hemos probado en 

el teorema 11-1.2. 0 

Si intercambamos los papeles de f y g tenemos otro teo-

rema. 

2.4. Teorema.  Si fb  fdg existe para todas las funciones a 

y de variación acotada en la,b1, entonces f es continua en [a,b]. 

-1 si x < xo 

Demostración.  Sea xo  c [a,b] y sea g(x) = 	O si x = xo  

1 si x > xo  

Entonces y es de variación acotada y es claro que fa fdg existe 

si Y solo si f es continua en x = x0 	Por lo tanto, si fa fdg 
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existe para toda g de variación acotada en [a,b1, entonces f 

es continua en (a,b1. ❑ 

De estos dos teoremas concluimos que la clase de fun-

ciones continuas es complementaria o adjunta a la clase de fun- 

ciones de variación acotada con respecto a la integral f
b 
fdg. 

a 
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