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INTRODUCCION

El proposito de este trabajo, es el de obtener resulta--
dos cualitativos y cuantitativos sobre un problema de --

conveccién en fluidos usando elementos'de anilisis fun--

cional, enfocados bidsicamente a la teorfa de Bifurcacién.

En este caso, las caracteristicas propias del problema -.

nos permiten aplicar esta herramienta mencionada en una-
versibn sencilla, pues los resultados generales como - -
existencia de operadores inversos, el operador adjunto,-
construccidn de Espacios de.ﬂilberf, caracteristicas de-

los Kernelses y rangos de los operadores, analiticidad y

otros se pueden obtener en forma explicita. !

i
j
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Se hard un estudio completo de la ecuacibn de bifuréa --
i

cibén y se encontrari el desarrollo para el primer eigen-
j
valor. /

El trabajo se basari en los dos articulos de Eduard Reis

et. ’81.




CAPITULO 1

A) ASPECTO FISTCO DEL PROBLEMA,

Hablarcmos c¢n genceral, del comportamiento de los {luidos
viscosos sometidos a diferencias de tempcraturas, se --
planteardn las hipdtesis y se¢ deducirdn las ecuaciones -
quc caracterizan el fendmeno para que cn la siguiente -
seccidn se aplique todo esto al problema que nos intere-

sa tratar.

De acuerdo a la evidencia experimental (Chandrasekhar -
Pag. 9-10, 60~72j; los fluidos viscosos transportan ca--

lor mediante dos mecanismos:

a) Conduccidén, en la cual la energia se transporta direc
tamente de molécula a molécula y no hay movimiento del -

-
-

fluido a nivel macroscdpico.

b) Conveccidn, en la cual 1la energia se transporta a tra
vés del movimiento de elementos macroscépicos de fluidos.
Este movimiento se debe basicamente a quc una diferencia
de temperatura produce una diferencia en las densidades-
entre partes del fluido (ésto 1lo dafla ecuacidon de esta-
_do) y combinado &sto con el efecto de la esravedad produ-
ce esta tendencia a moverse. Cabe meﬁcionar que este -
efecto debe ser lo suficientemente (grgnde) para vencer-
cl efecto de friccién debido a la viscosidad.

Se ha hablado de comportamiento macroséépico y microsco-

!
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pico, por lo quec habria quc aclarar que sc enticnde por

una y otra cosa.

Desde ¢l punto de vista microscdpico, en un fluido se tie

ne quc¢ las distancias entre moléculas son mucho mayores -

que ¢l tamafio de dichas moléculas, ademds las moléculas

-se mueven de manera aleatoria y su distribucién también
lo ecs. Para estudiar el comportamiento de un fluido des
de el punto de vista microscépico, se requiere del uso de
la mecadnica estadistica,y una buena referencia es el 1li--

bro "Thermodynamics and Statistical Machanics" de Sommer-
i

feld.

El punto de vista microscdpico, el cual vamos a tomar, --
nos dice que lo que vamos a considerar como un punto, se-
ria la regidén mas chica en la que los instrumentos de me-
dicib6n miden el valor de cierta propiedad fisica. Asi -
por ejemplo, un instrumento que mide en una regidn de - -
10"9cm3 (un punto), nos hace ver que lo que mide es un -

10

promedio sobre aproximadamente 3 X 10 moléculas.

En estas condiciones, se supondrd que el fluido es un en-
te perfectamente continuo (llena todo el espacio fisico)
y que sus propiedades como masa, momento y temperatura --
son funciones de la posicifén que al menos son continuas.
Esto se conoce como hipdtesis del continuo y es nuestra -
primerafhipétesis.

.
1

Que 1la hipdtesis sea buena si tomamos el punto de vista -

macroscbpico es intuitivamente claro y como evidencia ex-
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perimental vemos en la figura 1 que en la rwidn que 1la

mamos macroscdpica, la densidad e¢s una funciin continua-
de la posicidn, pucs la difcrencia de su vabr centre - -

"puntos' vecinos cs pecquefa.

! Varl'a.(b'lﬁ‘\«\, debida o ,as

f 4./ {"\«\L-‘uo,¢|a'\f\c$ molccu[a\z‘-\ i

o

valor “local” de lo
dencrdad s .flw\'-d°

dw[dad— modide

voluwmue de .ﬂuido ol emal 4
instrumaente  vespmde

‘ )
'P\. ‘uYO- d- é-(!e.c-l-o ael Joamans de l AR fLive e
k medicide oA ol valer de la dewidade
v edido .

Las leyes de conservacidén en 1la fisica nos llevan a las

ecuaciones que describen un fendmeno. En ate caso son
cuatro leyes las que nos interesan, la de cmservacidn -
de la masa, la de la conservacidn del momeni, la de la-
conservacidn de la energia y la de la consewacidn del -

momento angular,. )

B) CONSERVACION DE LA MASA.

Si consideramos problemas en el que la cantidad de masa-
dentro del recipiente permanece constante psra todo tiem

po, es decir que no hay fuentes ni sumideror, tenemos --
|
!
]




que si tomamos un clemento de fluido cn un volumen V la-

masa que hay cn V estid dada por:

m = Sf(&ﬁj AV
v
por lo que

dm . é,..&'e (et av
dt - db)

Aqui se estd considerando V independiente del tiempo.

Ya que no hay fuentes ni sumideros, la pé&rdida o ganan--
cia de -fluido en V finicamente se puede deber a entradas-
o salidas de &ste a través de la superficie S que encie-

rra a V.

Es decir,

34.; Svr()s ,-{-.)AV‘:.—S fQ,*Y‘A'Q“’lS (1.1)
S ’

En donde ! representa la velocidad del fluido y n es -

la normal exterior a S. De ahi el signo menos por que-

si entra fluido WN<LO0 = d,é"_'.‘. SO.
-~ \W

Por el teorema de la divergencia (I.1) se transforma en

d % A)AV = - L div ([
= Svec ) Svdw (pu)dyv (1.2)

Considéramos f una funcidén diferenciable en Xy T y V un

volumen finito de fluido, entonces derivo bajo el signo-




b

de la integral en (1.2.)

S\:‘ f};* div ccw"j AV = D
\

Esta igualdad es cierta para cualquicr volumcn arbitra--

rio que contenga fluidos, si el integrando es continuo -
. . 8

(es decir pediremos que YW al menos sea C" en las va--

riables de la posicidn) entonces la Gltima igualdad es -

cierta para todo volumen V si y sdlo si

%-»A&v(?'};ﬂ:D ( 1.3 )

A 1la ecuacidén (I.3) se le conoce como ecuacidén de conti-

nuidad.

C) CONSERVACION DEL MOMENTO.

-
v

La conservacidn del momento nos va a dar las ecuaciones-

dindmicas del fluido.

Lo que haremos serd tomar un elemento de fluidos y des--
cribir su movimiento, suponiendo que éste lo rige la sc-

gunda ley de Newton.

Asi, si Y} representa la velocidad del elemento de flu-

ido, entonces

— e k3 v e




De 1a regla de la cadena

b i

‘ = A ooy (2 . >\
dpw) = udf ., pgn = UGl 7P) « p (2 v v )

élf%) DR
at v

Es decir,

'\5(%{-\- '\;L\'IP)-;?(%%“ +U.YUY) = [[EL

Pasaremos ahora a identificar las fuerzas que actuan so-

bre un fluido.

+

Clasificaremos a las fuerzas en dos clases:

a) Fuerzas externas que como su nombre lo indica, se de-
ben a agentes externos a todo el fluido (también se les-
llama fuerzas volumétricas Batchelor Pag.7). El cjem--
plo mas claro que encontramos, e¢s el de la fuerza de la-
gravedad (que sera dé hecho 1la ﬁnica'fuerza externa que-
existiria en nuestro problema). En el movimiento de un-
fluido viscoso entre cilindros coaxiales que giren uno -
con respecto al otro, (problema de Taylor) otra fuerza-
que actia es la fuerza centripcta,. Tambi&én son fuerzas
externas las que resultan de la accidn de tracciones so-
bre la frontera del fluido (aunque estas son fuerzas por
unidad de 5réa).

b) Fuerzas internas o fuerzas superficial. s sobre el ele

mento de fluido que se estid considerando, son las que --

existen dehido a 1la interaccidn del elcemerto de fluido -

O ————  We N e ks T 7a N e e ea e



con clementos vecinos, l.as fuerzas internas mas impor-
tantes son las debidas a la presidn y a las fucrzas cor-
tantes (las fuerzas cortantcs son las fuerzus tangencia-
les por unidad de superficic que ejerce un clemento

fluido sobre la superficie de otro cuando estan cn movi-

miento relativo).

Encontrarcmos ahora la representacidén de la densidad de-
fuerzas internas. Veremos que &stas estén dadas en tér

minos de un tensor.

Recordamos que existen en la Fisica algunas cantidades -

vectoriales cuya relacidén es tal que una no es colineal-
. .. P " .

a la otra como la polarizacidén ~ y el campw eléctrico -

E . . . .
— en donde se tiene la relacion.

3
T = .Eoca‘lEs Le3,2,3
‘g‘
Al conjunto ©li§ se le 1lama tensor de poliarizabilidad

y se dice que es de rango dos porque tiene 2 subindi--

ces.

Los tensores de rango dos se representan pwr matrices y-
asi la Gltima ecuacidén se puede escribir en notacidn ma-

tricial.
;P::AE‘ A:(Oh\‘3

Definiremos ahora un tensor de rango dos quc se l1lamara-
tensor de esfuerzo y mostraremos que diche tensor, me re

lacionari la normal a la superficie que encierra a nues-

- R 5




tro clemento de fluido, con las fuerzas internas que ac-

tfian sobre éste.

Consideremos un clemento de drca en forma de rectingulo-

cuya normal apunte cn la direccidn del eje Y,

I\

besCa—mPos]cié\« de la fuevia sohve  wm
elemm to  reddamgulor.

P‘.n;m’ﬂ.lf
Las fuerzas que ejercen elementos vecinos al rectdngulo-
estardn representadas por AE\ = (AV\,‘ y OFy u R,

Debido a que estamos considerando un rectimgulo muy pe--

quefio, AE\ es constante en todo el rectémgulo.

De esta manera, la fuerza por unidad de &zea esta dada -

por

Ak (A= | ARy fa.*:)

Mo,  \B0y ) Bey Bl
3 AR,
L ¢ AR e LD gl
Definircmos: Su\‘ le 5‘1‘1 AETS 2y AO.Y




cn general S ‘;-Ajl}.. cn donde AYL 1o resenta-
Y & A ]
b‘c*i

la "icésima'" componente de la fuerza A¥ y -&0& represen
ta un clemento de drca AO. cuya normal apunte en la di--

reccidn X,4 o 2 si f=%,2,> respectivamente.

— A o 4 .
Como L corrc también de 1T a 3 tenemos 9 cantidades --

Eﬂﬁ que me definen un tensor de rango 2 y que se llama-
tensor de esfuecrzos.

Suy Sx Y Sxa

S=| S Sy S
Sax Sy St

Quercemos ahora ver que cfectivamente S es un tensor en -

el sentido de que relaciona un vector con otro.

Para hacer é&sto, tomamos un elemento de volumen en forma
de tetraedro (aunque se toma un volumen particular para-

facilitar cédlculos, el resultado serd vdlido en general).

A¥,

2 X

.?"%“.(a‘ 3 Fuevria ‘r\ovw\q,\ o ‘(L tavo. o‘-("l “\‘L-trc;n. dvo

La pregunta es: ¢ Podcmos determinar Agu en términos de

S .

b e e -
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Para contestar cmpezaré por dar una primera hipdtesis de
nuestro modelo, Esta es que las Sﬂé son de orden 1 6-

de acuerdo a l1a definicidn de Sl que Aﬁ':(}@%, las -~ -

fuerzas internas son proporcionales al adren.

De 1a segunda ley de Newton, tenemos que Para cl elemen-

to de volumen que estamos considerando (el tetraedro),

(3&\/@ = ?Fv_‘.ﬁ\" * Z:F'-[;AO*

donde &V es el volumen, A 1la aceleracidn, Fz 1as den
sidades de fuerzas externas y Fs 1las fuerzas superficia

les por unidad de Area.

Reagrupando

(;?é.- E;Ekz) AV - E:FQ&SQ = 0O

Sabemos que ¢ es finita y que la aceleracisn para el -
tipo de problemas que nos interesan también Io es 7 las
densidades de fuerzas externas como f% son también fini

tas, por lo que el término

(p2-Tew )= O(F5s)

Y como estamos considerando elementos de volumen infini-
tesimales se tiene que AV-z D(AQ-B s por leo que la alti

ma ecuacidn se cumple si:
XES:D 1
J -

Se tienc que la componente X de las fuerzas que actGan -




dencia a deformarse cuando sc¢ aplican esfuerzos cortan--
tes (fuerzas tangenciales por unidad de dreca que cjerce-
un clemento de fluido sobre clementos vecinos cuando hay

movimientos reclativos dc éstos), sin cambiar su volumen.

Visto a groso modo, si nosotros presionamos un pedazo de
plastilina con nuestros dedos, éste cambiarid de forma, -
c¢n cambio si nosotros metemos nuestra mano al agua y la-
movemos, se produce un movimicnto en el agua, debido a -

la tendencia al cambio de columen.

Supongamos ahora un fluido en reposo, de acuerdo a 1lo di
cho anteriormente, los esfuerzos cortantes deben de va--
ler cero, es decir S¢=0 si Lt (se puede ver de la de
finicidn de Sf) que si ) , Sty son producidas por fuer

zas tangenciales).

Consideramos un elemento de fluido esférico, entonces si

el fluido estid en reposo.
Sw © ©
S={o Su O
D o 93

Definiendo a T z2hone S = Su A4S Dan entonces
72X o Sw- V2T (o) O
= K o ¥ © ¥ k ) Su- Q
o o W& (o) o) D AT

E1 primer tcensor tiene simetria esférica, pues si llama-

mos W& o O
s‘\: 0O e O

© o AT/ asi que si tenemos una esfera en ca

. e \
se tiene que SDsW=z iy

da punto se tiene que SsY apunta en la direccidn nor--

mal y tiene la misma magnitud AT .




Del scgundo teasor cn S tenemos que su traza vale cero
por lo tanto las tres componcentes principales no pucden-
tener ¢l mismo signo. Supongamos quec tenenos dos nega-
tivos, (que represcentan fuerzas de compresiém) y uno po-

sitivo, (que represcnta una fucrza de tensidm).

Las fuerzas superficiales debidas a este segundo tensor-

son:
]
R L LT

dos negativos y uno positivo,

En la siguiente figura, se representa el corte de la es-
fera por un plano y en donde SwAV y Sw AU ticnen signos

distintos.

£;7u7m4.~ e_ovjce, de wna u-}eva. del -f.%f;(folo

Debido a que por un lado se comprime y por ¢l otro se ex
pande, la esfera tenderia a deformarse y tenaria la for--
ma de una elipsoide, pero el fluido no resistirfa esa ten

dencia a deformarse y se empezaria a mover, en contradic-

cidn a la hipbtesis de que el flufdo estd .mm reposo, por-




1o tando  Su=AG = S -AT 2 Su-'AT = 0

Resumicento csta discusidn se tiene que para un fluido c¢n

reposo la matriz S estd dada por Esﬂ{g“"l don-

1

de T es la matriz identidad lo que nos dice que todas -

las fuerzas son normales y de la misma magnitud. De - -

1

nuestra cxperiencia propia, al estar bajo el agua sabe-

mos que la fuerza c¢s la compresidon y es la debida a la

)

presidén hidrostdtica (recordando que presidn es fuerza
por unidad de area). Entonces, si le damos un signo po
sitivo a la presidn quedara S=-pLl con \D:--‘gfs‘ para un --

fluido en reposo.

Toca ahora determinar 1la forma de S para un fluido en -
movimiento. Aqui haremos una segunda hipdtesis y &ésta-
es que el tensor dec esfuerzos es simétrico Sx\! =S\,y 3
(En realidad es una consecuencia de la ley de conserva--
cién de momento como se puede ver en el apé&ndice). To-

do tensor simétrico con el sistema de referencia adecua-

do se puede representar en un punto del fluido por
‘ e O O
S = O Siy O
\
0 @) Su
en donde esperamos que al menos uno sea distinto de los-

otros para que exista movimiento.

Lo que ahora espcramos es que haya contribucidn de las -
fuerzas tangenciales, de manera que para un fluido en --
movimiento, la fuerza total no apunte en la direccidn de

la normal,. Sin cmhargo, de nuestra expericncia de la -

v




hidrostidtica, vamos a definir ahora la pwsidn para un -
fluido cn movimicento como ¢l promedio de las cowponentes
normalcs de las fuerzas superficiales sdlye un clemento-

de fluido.,

Tomemos como clcemento de fluido una pequeia esfera cen--
trada en un punto X , en donde vamos a syoner que S es

constante.

En general, el vector ©n no apunta en la dfircccidn de 1la

normal a la esfera, su proyeccidn sobre &sta es el pro--
N .. . . .

ducto escalar Sw+01=%3M siguiendo la noteidn matricial.

Sobre esta cantidad, se tiene la siguiente propiedad.

TEOREMA

El promedio de WoSN sobre la esfera es igwml a menos la-

presion sSn =-P . Aqui la presidén es hidrodindmica

)

Prueba -

Sea una esfera de radio r, por definicidn

Won =-L | (ASn) da

»no o '
Sea N2 (o ™ O\ y P = QP&,Q dos matrices
Tales que 'PTSP = N\ con Pr=1 .

La existencia dc la matriz P estd asegurala, pues la --
forma WSV es Hermiteana ya que S €s reil y simétrica

(Courant - Hilbert Vol. 1 Pags. 23-25).
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Asi pucs,
BV T N
SO APATN = (FWY A (F) = Wty o,

o iR

(dondc P = (T\
X
Y por 1lo tanto,

. L
ﬂl"m\ Kl
¢s la rotacién de N dada por Iﬁ )

U o '
] NS = e S,-,__(%{‘L X 117: 4 ’X,,‘S".; yda .
Notamos que, ﬂFﬁhuﬁzkﬁ*K;*ﬁz = 4

T
v Yy VY  son unitarios,

pucs, -

Si ahora rotamos huestro sistema de coordenados poy PV ,

es decir ses

' X
T

b R P b

Ky )

el Jacobiano de nuestra transformacign es

ox! . i
det. (a"‘i) = det.P= |

(la transformacién es-
derecha) Y €s claro que

‘\ (*.r Y‘ul‘) N, Y‘.")

-h(x\'Yv '1\ ) - “‘was.i )

'(; (X‘,\I')ﬂ )

Por 1o que

v (“‘N‘)"‘:)

Ton = g | Oredentiaand Yas

\
Ju ¢s la esferg rotada,

Sabemos que N, = cos - aend
Ne = SN0 sen'?p
ﬂ-;: COosy ¢

Y que dSﬂzrlsenq)dedg{;

w 2

AN \ S SC'x\c;oées;en’(% 4’)\1_&:“195:654”')?qucfxmné\»‘lc&edeb
naSwn = av )

entonces,
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SN = &‘E D«\ S:Z“*%“’)de &:(\-w-‘eb)smé dd 4 N-L( a 3’“’& :"‘”g‘ﬂs““?‘*‘%

v
+2T A Soc.os% wnd d & '1
T s ‘
Fon = 2 ThF Combe s )] 45T oodreadd) " a meadd (]
I\T‘_‘)T\ 2 -‘s(\m At M) = A€ -7

en donde se define en forma general a la presidn como -
pz-4T z -\ A y es ficil ver que esta defini---
cién se reduce al valor de la presidn hidrostitica para-

el caso de un fluido en reposo, pues en este caso,

wens-pAIn:z-p < den=-p

Vamos ahora a descomponer el tensor S como la suma de

dos tensores
' g“ Sa Sw
S=-pla (S\t S Ta
3 Svv %Ra

en donde Pz~ wen = - %s- Caanan p oy |

El segundo tensor se debe finicamente al movi iento, pues

para un flufido en reposo este vale cero.

Buscamos ahora la forma que toman los elementos del se--

gundo tensor.

| Empezaremos por explicar el experimento que aparece en -
el segundo volimen de las lecturas de Fisica de Feynman-
Cap. 41 en el que tenemos dos superficies s&lidas planas

con agua entre ellas. Se mantiene una de ellas en -




reposo Yy se mueve la otra con velocidad Vo como lo -

muestra la figura,

v Vo
[(/////(7/[////7]—&17
|

Fluldo :'—_"

d

2777 77777777

A= Avea de  la super {:;c'w. soli da

-P.’,um s - %ﬁ:&na— de las guevaat de um fluide wn mwi-

Si en este experimento se mide la fuerza necesaria para-
mantener el movimiento de la parte superior a una veloci
dad Vo se tiene que,

Fs'\":}-" = {"'\'?

A la constante \f se le llama coeficiente de wviscosidad.

Considerando ahora un fluido en movimiento y tomamos de
éste una pequefia celda rectidngular en la que hay movi---
miento relativo en la direccién X de la placa superior

respecto a la inferior como lo muestra la siguiente fi--

i

ura.
¢ 4y AY , ussn
T f ' 4
AV
S Y L —
L ‘ T o

Grasea yw ¥,

Area de la superficie superior = AAy




Una tercera hipdtesis a nuestro modelo es que la fuerza-

de corte por unidad de drea que existe debido al movi---
miento relativo, es de la misma forma que la encontrada-

en el experimento discutido anteriormente. Es decir, -

A?u "' A’ﬁx

y por otra parte, de la definicién del tensor de esfuer-

Z20S
. Su\' > At

Tomando el limlte cuando Ay»O vy v, =0

‘5*7"\;1'5‘

Yy en general

S Lst, D %3 X U Vs
e V\ 'x.\ 1s1,2,2 %3 Mas Uy
' "5 1 O“‘g M‘
Por hipébtesis, Si.s =S4l por lo que

S\,;—'\,‘L( %LB "‘:\

y .
QwWsE P Su,. = -y ??W: 1,2,3 .
Definiendo '\' s AN tenemos que
3‘\1\ 3“3 et .
Sty =lsg * 55) vere A

Sit :.-p-\‘l'\ a"%&: iy,

En realida, la expresibn para Sw es incompleta, aunque -
el término que falta se hace cero para flufdo incompresi
ble que son los que mas nos interesan.

t

Para encontrat la expresif6n completa, explicaremos como -
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llegaron a ésta Lamb (pag. 574) y Batchelor (pag. 143).-
Ambos sostienen la hipbtesis de que el temsor S depen-

de linealmente de las derivadas espaciales d® la veloci-

dad.

" Lamb habla de la existencia de fuerzas de interaccién en

tre elementos del fluido con sus vecinos debido a la com
presibén de &ste (se puede pensar que/‘ bara un fluido com-
presible, movimientos relativos de/,"élementos de flufdos-
que producen esfuerzos de corte q't/xe dependen Iinealmente
de las derivadas espaciales de la velocidad yor hipdte--

sis, pueden producir a nivel global compresimes del flu

fdo en unas regiones y expansiones en otras).

El término divyy que es lineal en las derivades espacia--
les de Y esti intimamente relacionado con 1lm compresibi
lidad del flufdo, pues si &ste es incompresible (psde. )
de la ecuacibn de continuidad se deduce que #&vW¥ 2O por
lo que Lamb afiade a S\ el término simétrico Adivy en

donde A es una constante que esti determinmda por el -

hecho de que

.92 S0 tSn+Saa = -BP‘ 2-’1 2- %%: ¥ hdivl =3P

(34 )

Entonces Ll'\* 33“) dw \5 =0

Si el fluido es compresible diwv Y40 en general, por -

|

lo que ‘X-.-%v\ y asft,
WL . \ :
Su=-prn N - iy
Batchelor por su parte, usa la hip6tesis de la dependen-
[

!
'
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cia lineal de S con las derivadas espaciales de la ve-

locidad.

Del cilculo tensorial, tenemos que la dependencia lineal
entre dos tensores de segundo orden se establece a tra--

~vés de un tensor de cuarto orden.

Definamos el tensor de segundo orden, O

come U < (a“‘-) i.,:i,\.,l

A ] \‘1‘3

_ \
entonces S= AU en donde k €s un tensor de cuarto

orden cuyos elementos estin dados por Aije L Y

Q= Sapl.

Los flufdos que consideramos serin siempre isotrbpicos,-

por lo tanto el tensor A es isotrbpico.

Sobre tensores isotrépicos de cuarto orden proponemos el

iguiente resultado (Jeffreys capitulo VII).

Todo tensor isotrb6pico de cuarto orden se puede escribir

de la forma

Aijns = '\Sausﬁp » 0 Sl v Sidun

Asi "
Sij = (‘V\S;g i *'\‘S‘ugih*v\

como - fScs f}sg - - - - . o
i Sia 44 8 Sy + ' St Sun = 8, S ,q«&..&nqa‘,. i

Entonces 1= 19’ por lo que Ajus * ‘](Si\t‘:i’ «Sia I ) 'deidy
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e

De esta forma

‘ u 1 8.8, . U
St = (S o8 5300 T4 T Iyda T

- e A g o e g e

S AR DR RS -~

| ,
Si-s':'\( ::*DLJ y ¢¢{ expresién que ya habiamos encon

-~ trado.

, \
Para Sit de la definicién de & tenemos que,
I' . “ . -
S‘\\*'S!n,* 5'33 =0Q¢= 'z.qclw.‘\é 4 3V\ d“’\l =0

entonces "{‘: in 5:-{:145‘ es el

tensor cuyos elementos estan dados por

VL ’ . !
. - N _ WA -1
QUL = Zrl g\ij %r\dw ¢ -P

Conocida ya S, ahora queremos determinar las fuerzas -
de viscosidad por unidad de volumen. Para &sto toma--
mos como elemento de volumen un pequefio prisma rectingu-

lar con centro en (xafeyia), wedls) como lo muestra la figu

ra. 2 b AY ——ay
T
Ad
i - B
oMo ) v
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Se considerari el rectingulo tan pequefio que S es cons

tante.

La fuerza resultante, serd la suma de las fuerzas sobre-

las caras.

Entre caras paralelas, se tienen fuerzas de accibén y - -
reaccién debido a que estan tan cerca una de otra que se

considera que una desliza sobre la otra.

Llamarémos cara 1 a 1la cara .paralela al plamo YZ mas --
cercana a éste y cara 2 a la mis lejana. Amnilogamente-
cara 3 a la cara paralela al plano XZ m8s cercana a el
Yy cara 4 a 1la mis lejana. Por iltimo cara 5 a la cara-

més cercana al plano XY y cara 6 a 1la mis lejana.

-

Veamos la contribucidén de las seis caras para la fuer:za-

en la direccidén X.

Recordando la definicién deSi y que -p es normal a la su
perficie, tenemos que

En la direccibén X :

Sobre la cara (1) =SulxeNs ) AYAR fuerza de accidn
Sobre la cara (2) 4Suleidsy,R)AVAR fuerza de reaccion
Sobre 1a cara (3) -5Salei3.)AXAR fuerza de accidn.

t

3obre la cara (4) +Sualre4ssy L)AXAR fuerza de reaccibn

Sobre la cara (5) -Sqlteueke) BXDY . fuerza de accibn

¥

Sobre la cara (6) + Sia¥o e ot A2)ANAY fuerza de reacci6n':



e
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De este modo
: FGC\’;u an X = CS“O‘“M' ,So'l.) - S\\("'n‘lo,h\} A\’ AR ¢ [?ubl-.%am‘ q!.) -Sn(}a,'g.,t.ﬂb.g&i

+ DBialxoy, et O) - S 3 (e, ,loﬂA\( AY

wlr -
EF“M ey = [ 20 "“b_) Y 4 S laats)-Salte) s\,gz..z;)-saug} AYAY A%

AY

Por lo tanto el término encerrado en el paréntesis seri-
la densidad volumétrica de la componente X de la fuer-
za, la cual nos interesaba encontrar para la expresifn -
que sale_de la segunda ley de Newton y que hemos denota-

do por Fix.

Para considerar el valor de la densidad de fuerza en un-
punto calculamos el lfmite cuando
del término en el interior del paréntesis y tenemos que,

Sa
1au'='§§? ;¥§? *:%ﬁg

En forma andloga se obtiene

R\s 'a% *?-é}‘ ] L"‘

v

B

N
Sustituyendo los valores del tensor S y considerando -
que la viscosidad ) no depende de la posicién 1llegamos-

a la forma que toman 1as densidades de fuerzas internas.

, 1‘“\ !
B = %? *_?-')%—5 'Iax 1"[&5\5 6361-.] v\ 3
.+' 3}&} &SD v‘ii_3

e bxa\

g onmmann - 8- B
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Del mismo modo

3 (div.y )
Figs -5y R v ST

div.
Fioz -3 v\AM3+~\3-q§:f )

P

Sustituyendo las densidades de fuerzas internas en la 2a

ley de Newton obtengo

ol T (w0 Ul (UTPYY = Lony= TR +MAY + T ()

A estas ecuaciones, se les conoce como ecuaciones de - -

Navier - Stokes.

De ahora en adelante, la Gnica densidad de fuerza exter-
na que nos va a interesar serd la de la gravedad, que de
acuerdo al sistema de referencia que utilizaremos, siem-
pre apunta en la direccibn . ASI, para nuestro --
interés las ecuaciones de Navier - Stokes, toman la si--

guiente forma,

(’(.%%* 0 Y |+ & we(uvpdy =-p L TR B +1, V(8w )

(1.4)

D) ECUACION DE ESTADO

Para describir un fluido en estado de equilibrio, se tie
nen que dar valores de los parfimetros que estin involu--

crados, como son la presibén, el volumen y la temperatura

entre otros. Es bien sabido, que no todos los paréime--

- e

- e

e e




tros de estado son independientes. Por ejemplo, para -

un gas ideal, se tiene la relacidn .

En general, se puede escribir la relacidn entre las va--
riables de estado en forma implicita. Asi, para esta--
-dos de la materia en equilibrio, la relacidn entre las -

variables P, V vy T, estard dada por la ecuacidn.
4(9a\’)1) =0 "/

1lamada ecuacibn de estado. //

/
/

En nuestro caso, tenemos un f1u1d6 que puede estar en mo
vimiento, por lo tanto no es un estado de equilibrio, --
sin embargo, el movimiento no es un factor que altere de
manera considerable los valores de los parimetros de es-
tado si las velocidades son bajas. Se puede pensar que
un fluido en movimiento a velocidades bajas és el resul-
tado de transiciones reversibles de estados de equili---

brio.

Por lo tanto, para nuestro flufdo en movimiento se va a-
cumplir 1la ecuaciﬁn.de estado Q(?)?';"\‘D

en donde se sustituye el volumen por la densidad.

'
!

Aquf va implicito el hecho de que nuestro fluido es de -

un solo material, porque si fuera de varios, otros paréa-

_ metros a considerar serian las concentraciones relativas.

E) ECUACION DE CONDUCCION DE CALOR.




b

4

Hemos visto la forma matemidtica que me describen la con-
servacién de la masa y del momento, toca ahora encontrar

la ecuacidén que me dé la conservacidn de la energia.

_Consideremos un fluido a una temperatura T que se en--

cuentra en movimiento y tomemos un elemento de volumen -
constante. Para este elemento la energia por unidad de

masa seri,

e,.{.(‘\ﬂs‘\ﬁ&ﬂ%}aﬁﬂ' (1.5)

en donde Cys calor especifico a volumen constante por uni

dad de masa.

La pérdida o ganancia de energfa en el tiempo se debe al
trabajo realizado por el sistema, al trabajo cedido so--
bre el y a pérdidas o ganancias de energia a través de -

la frontera S del volumen V que tomamos fijo.

) Q&A\‘ < 3_\!‘,\;\9 & Comares da f-'\lv%.\u
i; | n ekeavay 428,
v

Aquf W es trabajo por unidad de volumen.

Por 1o tanto. hav aue hacer un conteo de los términos a-

la derecha de la iltima ecuacidn.

Recordemos que _cuando se obtuvieran las ecuaciones dini-

micas se decia que habian dos tipos de fuerzas:

a) Fuerzas externas (fuerzas por unidad de volumen)
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b) Fuerzas internas (fuerzas por unidad de superficie)--

que estin definidas por el tensor S.

Sea ¥ igual a la suma de las fuerzas externas por uni--
dad de volumen. Tomando un elemento pequefio de volu--
‘men dV en el interior de V en donde podemos conside-

rar a § como constante, el trabajo realizado por unidad

de volumen seri /

3 /

dw“\. = i?\. ‘df‘ = t S“” 6{ ) w -, E'!
ey L] .3

y para todo el dolumen V, elvtrabajo neto debido a - -

fuerzas externas es '

ngdu‘dh -g'Sf;Y dv

ok N

Por 1o que toca al trabajo realizado por las fuerzas su-
perficiales en el interior de V, vamos a tener fuerzas
de accibn y reaccién entre capas vecinas de flufdo, es -
decir él trabajo que cede una capa 10 recibe su vecina, -

por lo que globalmente no contribuyen.

En donde hay una contribucifn neta distinta de cero es -
en la frontera de V, pués ahf 1la éccién es sobre la ve
cindad en el interior de V y 1la reécCién es sobre el -
exterior, por lo tanto esta GGltima no contribuye a nues-

tro conteo en V.
|

[

Para encontrar cuanto vale este té&rmino, recordemos que-

los SY elementos del tensor S, me dan fuerzas superfi-

!
'




ciales en la direccidén & sobre un elemento de superfi--

. . <« - L
cie cuyo normal apunta en la direccidén j .

‘Tomemos un elemento de superficie 45 de la frontera de
V cuya normal exterior estd dada por nen, :V\x,\f\m\

Entonces 1la ‘.-ésima componente de la fuerza superficial
en la direccidn ® en términos de GQ esf& dada por - -

on =310 y por lo tanto, el trabajo por unidad de
superficie sobre dSsa , tomado tan chico que v es

constante seri

we ~ ~ ~
2 M‘“’:Sv\-’\é='}g A

Integrado a 1o largo de toda la superficie S frontera -

de V tenemos que

AWurro we 1;S'yrf>t}¢¥EKL
at e '

Lo Gnico que falta es encontrar los cambios de energia -

a través de 1la frontera.

Primero, tenemos que si el elemento de volumen V se en
..cuentra a diferentes temperaturas que los elementos veci
nos, la ley cero de la termodinimica me dice que el sis-
tema completo tenderi a un equilibrio tér ico. Para --
que esto suceda, deberi haber conduccién de calor de las

partes calientes a las partes frias y nos interesa medir
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esa conduccidn de calor (que es energia) a través de -
la superficie Sa. frontera de V. Siendo R el coefi---
ciente de conduccidn de calor, la cantidad de calor que-

se transmite a través de Sa seri
{ Rigrn)ase
Sa.

Por Gltimo, se tendrd pérdida & ganancia de energia debi

do a la entrada o salida de fluido y &sta se obtiene por

la integral

Sn
que es an8loga a la que se tiene para calcular la pérdi-

da 6 ganancia de masa.

Con todo esto, tengo que el cambio de energfa en el tiem

po me lo da la siguiente ecuacidn

&~

Sgeav -.-.& AV s S[\_gswwj-g.ge.u.qasu 5.6)
v Sa

Desarrollando los productos escalares y atriciales ten-

driamos

%Se ¢aV = i SF.,\L;&V + t t S'\LS“ 4 N dSg + &th-Q '?E‘%'Q\Asﬂ.
v

'Y v $1) J“

Si nosotros escribimos las ecuaciones de Navier - Stokes
en términos del tensor S tendriamos

eaﬂ +QKM -----

3t

tg\{1‘3 (notemos que se sustituyo el término --

g.f por ~div{ey) que se obtiene de la ecuaci6n de
t

—— o r——— e
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continuidad).

Se multiplica la ecuacidn por W y se suma sobre todas-

(& tenemos

4’_’ e g gl s gt ugp ) - f:t.umtzmég%u

g\ d3 KJ

Integramos sobre todo el volumen y obtenemos

< \z T 2 . .
] £ e Wy Y;‘“s%‘s -dw (U)W + (W)U Jdvs: é&(@zw: ALY

153

Aplicamos teorema de la divergencia en (1.6) a las inte-
grales de superficie y sustituimos el valor de & dado

por (1. 5) para obtener

dfene b agemavs £ R 5 | A0sdav + [y
| i S‘%\%QAQ\&W}\A\J . Li;‘ i;;(gc\ﬂ'ub dv

Sustituimos de las ecuaciones de Navier - Stokes el va--

lor de ?. \ '\L a?;“ 4V en esta Gltima ecuacibn y -
oy

obtenemos

S[ f_ % ﬁ T ;(“;%Bx -\»-?.(QCVT )‘]AV S (‘A_e a*‘ “ Vti—ul%\é‘ )Av
+

V s
S1mp11f1cando y agrupando todo en un solo 1ntegrado ob--

‘tenemos

S[E%%‘S\L;+-a—(fc:"3*“" iu‘ bx‘ \.'*3 g‘(‘\&"al-‘: "?IS“)

———— s e wsonne

{_ g\ \M AVt ‘Y%l % QUL dv -»SL‘“\A ﬁ whav +Saw (R Tdv- S(ﬁ( {&W\N‘i &‘&W}A\




Suponiendo continuidad en el integrado, esta igualdad se
satisface para todo volumen V si y solo si el integran

do es cero, ésto es

F*_uw + ?.Lgcm *-{- E. ﬁ-" Ul 4 A T_ gu%%.\.:i; - %-c“s .x&
=div(R¥I) + }’:\f.’;s«mm (1.7)

Esta es la ecuacidén de calor en su forma mas general. -

Con las aproximaciones de Boussinesq , encontraremos --
,//_

posteriormente una forma mas simplificada de esta ecua--

cibn, que seri la que usaremos nosotros.,

F) SIMPLIFICACION DE LAS ECUACIONES

Para llegar a una forma simplificada de las ecuaciones -
que describen el problema, utilizaremos como hipétesis -
que las aproximaciones de Boussinesq son vflidas para -

nuestro problema.

Empezaremos por mencionar dichas aproximaciones, para --

luego encontrar la forma simplificada de las ecuaciones.

1).- Los cambios en 1a densidad se deben a cambios en 1la

temperatura y no en la presibn. “

2).- Los gradientes de velocidad son IQ suficientemente-
pequefios, de manera que el efecto en la temperatura por-

la conversifn en trabajo puede ser ignerado.

3).- La viscosidad dinémica/f& » 1la conductividad térmi-

|
!
'




ca & y los calores especificos son constantes,

4).- La ecuacibn gﬁ) es lineal en T.

De la segunda hipbtesis, concluimos que la aproximacibén-
de estado de equilibrio sera vdlida para nuestro proble-

ma, de esta manera, existe una ecuacién de estado - - -

/

/

Q (?) ? \-"3 =0 - /
De 1la primera hipbtesis, se deduce/Aue 1 ecuacidn de es
tado se reduce a una funcién del tipo £(p,7T) = o .

: t
Suponiendo que § es C en oY en’V , por el teorema -

de la funcién implfcita, si St:g (@) entonces tenemos-

ey e - (F)

Por Gltimo, de la cuarta hipbtesis, haciendo un desarro-

1lo en Taylor, tenemos que nuestra ecuacifmn estari dada-

por

;m =P, * %‘;LT&T-T‘) |

en donde @, ¥y To son la densidad y temperatura del --

flufdo en reposo. %‘

Se define of el coeficiente de expansifn volumétrica co-

mo

oz -+ of




s,

iy .

&
.del orden 10
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Asi, se tiene finalmente que nuestra ecuacidén de estado-

esti dada como
pery = Py [t-et (1T )

ya que el coeficiente de expansién volumétrica o es --
(Chandrasekhar Pag. 16), tenemos que
para variaciones de temperatura del orden de diez grados,
el término @ (¥-T%) es del orden \0°% , ésto serd -
imporfantq,cuando tﬁmemos los términos de mas alto orden

en nuestras ecuaciones de movimiento.
i

Por 1o que toca al resto de las ecuaciones, al sustitu--

ir 1a ecuacidn de estado en la ecuacién de continuidad - -

obtenemos

-ggf x * 0, Cs- a(('r'\"’)jawu-ag .71t =0

p dwy - 2p, UG +(-10)divu 493 = 0
]

Al orden mas alto, en este caso se obtiene que al orden-
o2 el finico término que contribuye es fod'w W
despreciando los t&rminos al orden &4 a orden mayor se

tiene que

divuz O (I.R)

Al sustituir esta ecuacibn y la ecuacibn de estado en - -

las ecuac1ones de Navier - Stokes se obtiene

AT SRR RRAS

-pet (W VT ) U = -p - *“-ﬂhﬁ
-VP u‘A‘\&
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\
Agrupando los términos de orden «® OKI y menores O

iguales a o’ tenemos

?o 3, ockb' -0 (T-T%)k 4 £AW-V)U A VE - MAY + O(es) =

Estamos suponiendo por hipdtesis, que las velocidades y-
. sus gradientes son pequefios, de tal modo que (,‘5“(."-“"’)
sea del orden de W@ U-vy\ , desperdiciando los -
términos de orden ,c(‘”‘ 0 menores nuestras ecuaciones de
Navier - Stokes en forma aproximada serin

90%% 4 \’dm 4,0'-1”)3& ¢, (- V)'\A + VP - V\A.'U o (I QB

Por Gltimo, al sustituir la tercera hipbétesis, la ecua--
cibn de estado y la ecuacién diwvM =0 en la ecuacién-

general de conduccibn de calor obtenemos
g 1?,*51“; +9.Cy ?i -0« L'\'-T°)C~H y fCy T ‘ﬁ_
t Y okg“ tS& QB‘ RAT 4 7.: sﬁs - e',ozch;_‘ ?33\13

'ull

X qtandny 2' ﬁ)‘us =

Si desarrollamos a primer orden la velocidad en la serie

de Taylor obtendrfamos
Uv ivwld - i

donde d es el tamafio o longitud en la direccibébn L del-

recipiente (distancia entre los lados del rectingulo en
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nuestro caso)

De ahi que \W..it ~ M—'bjg\_x‘

pero LU 8 O (TN ) como acabamos de --
ver, entonces  \WW{~ ‘5-5"'&:@3 y asft

t{ SR ~ A (T
Para comparar con los términos de mayor orden, tomemos -
por ejemplo el término ATV . Del desarrollo en Tay--

E‘ de 1la temi:eratura AT NUD , entonces
(3
3% ~ A'f— y este valor para 1fquidos ordi-

. A
nanos es del orden de \Q "o \Gs cuando d~ lem, .,

(Chandrasekhar Pag. 17 - 18) por lo que es despreciable.

" Por lo que si nos quedamos con los términos del orden --

ol de la ecuacibn de calor y definiendo K= LI

B, Cv

el coeficiente de conductividad termométrica, llegamos a

la ecuacibn de calor simplificada

§+’\5-2’T—KA‘T=O ~(1.10)

&




CAPITULO []

A) EL PROBLEMA A TRATAR

o e Ar i b e a—— A

Consideremos un fluido viscoso contenido en un recipien-
te en forma de prisma rectangular infinito en una direc-
"¢ién y el cual tiene sus caras paralelas a los planos XY
XZ y YZ,ldichas caras son rigidas. Ponemos los ejes -
coordenados de tal mbddHQue la fuerza de gravedad apunte
en la diretéiGﬁy-Z. El prisma tendri r centimetros de-
ancho'y h dentimetros de profundidad y de longitud in-

finita como lo muestra la figura

2

K'Y
Liavyo -~ eavaclﬂ"’“'.“-‘ del reg .tm{t gue
H contitne ol Eluide. ¥ '
El fluido se calentari a través de la cara que esti en -

el plano XY, mientras que las caras que se encuentran en

los plénos definidos por X =0 y X = r son aislantes-

térmicos. SRS

1
'




Este flufdo seri un transmisor de calor y nos interesa -
ver si dicha transmisibén se realiza Gnicamente por con--
duccién o también por conveccifn. Para €sto necesita--
mos encontrar las soluciones a las ecuaciones simplifica
das que se obtuvieron en ei capitulo anterior, con las -

condiciones de frontera apropiadas.

/

_ Estamos interesados en soluciones estacionarias al pro--

blema de modo que el sistema de e;uéciones a resolver es
dvy =0 /
(W)« - TP -Tra T dghavey vy,

ALTY = W AT

e

Por otra parte, de las caracterfsticas particulares del-
problema se tiene que hay una simetrfa respecto al eje Y.
Ayudados de esta simetrfa, buscaremos soluciones que no-

dependan de Y, por lo que las ecuaciones se simplifican-

8 3\h - i&}- 0
'u.glh u.%_; . -+. g}: » VAU,
'“‘Q;-” v . vaue _
M.ét\éh u;bi}_l,x - "é‘ 3P . vau,y - Cr-x(T-1)]q

Uy ﬁo‘\hi{-\&m
En donde ahora ;

Q&
= &
A 3 ‘,
De las condiciones a 1la frontera, el hecho de que las pa
redes son rigidas implica que W N*Oen la frontera (O

es la normal a las paredes rectingulares) y por otro 1la

do la viscosidad impide que el flufdo resbale sobre las-
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paredes, ésto me dice que W:-€i=0 , 1,2, en donde -
Q. , L:A,a., representa dos vectores no colineales so-

bre una cara y esta igualdad seri cierta para cada una -
de las caras. Es claro que de las dos condiciones an--
tes mencionadas se tiene que WU =0 en las paredes -

del rectingulo.

Por 1o que se refiere a la temperatura, el que las caras

en los planos X =0 y X =7r sean aislantes térmicas -

i1len
implica qu al - - S -
mplica que Bn\x.o’ %:‘H”( O en este caso las
normales apuntan en la direccién o X respectivamente,-
es decir la condicioén de frontera es E\ < BI\ =0
‘* RO 3X Re y
Y las paredes a 1lo largo de los planos s O y ®=s 7
se mantiene a temperaturas constantes T y T, respec-- >are-
tivamente.
Es decir, V(%,0) =T | TW=T", al so
§i---

Si vemos la ecuacién
W M U W, VAU
ox at

Uz O en la frontera

notamos que W:O  es solucién y es Gmica porque si -

hubiera otra Va#O se tendria para "\k,\My conocidas -

VAW B TUW 20, = (U,u,) 2 -hau + U3 W= 0

Integrado sobre el rectfingulo definido por O£X &% Y y

Ot t ey y aplicando el teorema de Green obtenemos,

[ - e e
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h,"
\V‘“L\ dxd2 + X &u{@ VU\.ANQ\’\ =0

(- I )
4 ” .
pero U". 9. V“t v (v ‘/\\D"’) dw L‘hgut)'xuﬂdw\z

pero divVv=0 = \1‘;‘\2-V~11¥.=d'\v(-{-§u‘{)

-

" As{ tenemos que |
W (¥ " L 0
V! XW'\A‘\\ dxda ¢ & \dw(g'ﬁ\k)d%d\ a
© Jo v ’0
Por el teorema de la divergencia

Y

S. \‘ﬁ" &9“‘)5\“\2 = S '/-Jf'\'. TN ds5 =0 pues L, vy ¥ valen
) | i |

cero en la frontera oS ..

.
—

\ | \quifiann = 0

Por lo tanto V\‘\'O au"et pero Ui=zO en las pare-

De este modo

des asf We*Q es la Gnica solucifn.

Conocida Uy el problema se reduce a uno bidimensional so
bre un rectingulo de largo r y ancho h con las $§i---

guientes ecuaciones y condiciones a la fromtera.

ilh =

- - al
“%me ° 4+ Yo\,

M.?'-v‘\la%h - %E 4 VAU, - l‘,t-acr-'r DY

‘\hﬁ &\h%;-‘ z KAT

con WrtWU,= O en la frontera del recténgulo
- -‘- - &
Teo)eT™ T =T, 1| .0, ﬁ\m. 0

B) ECUACIONES DEL PROBLEMA DE BENARD

+ e vt e
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En esta secci6fn, empezaremos por resumir lo dicho en la-
seccibn anterior, luego.encontraremos una primera solu--
cibén a nuestro problema y finalmente, reescribiremos las
ecuaciones para llegar al planteamiento con el que vamos
~& trabajar para encontrar posibles soluciomes de pertur-

bacibén respecto a la primera soluciébn.

De acuerdo a lo hecho hasta ahora, resolver nuestro pro-
blema significa encontrar soluciones para W, P T

de las ecuaciones

w Qe wdW o oy 3L Ve, (11.1)
u il U .-y A Vaus-Ci-a O 19 (11,2)
“g% 0‘“3%% e “AT (II.3)

con las condiciones a la frontera
W (%,0) 2 Wi, a) 30 en IS
TCx0)eT", TONTY, §f| = O, ﬁ\-} 0 -
y dvd =0 en 2. |
Cabe hacer hotar, que en la ecuacién (II.2), el término-
(Ve lr-t)\q  y es una densidad de fuerza en -
debido al cambio de peso por calentamiento. Cuando el
? - flutdo se'calienta, se exéknde; por 1lo tanto su densidad
? disminuye y asf, el fluido mas frio tende a caer por -
-gravedad. Este efecto deberi ser 1lo suficieﬁtemente --

grande para vencer a la viscosidad.

e s e b h—— .

—— e e - ——

De la experiencia fisica, esperamos una selucibn que me-
. - represente la conduccifn pura, es decir UWor)= O

‘U,Lx,i) s O » sustituyendo estos 1lores en - -

B e ———— - s -

" ——
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(I1.1) y (I1.2) tenemos que,

220 , - .LixeT]q (I1.4)

De la primera obtenemos que ¥ no depende de X y por lo-

Ttanto” il‘?,, -p, Li-a O°-T¥Y) o en donde P° y-

T° representan la presién y temperatura del estado de --

o

conduccibn. Es decir, T° satisface la ecuaciénAT® = 0

con las condiciones de frontera para T.

Una solucién es T° = (&I)i + T .(9') y tenemos que -
la solucién es Gnica pues si hay dos soluciones -
'l‘o'1 y Toz entonces T°12 - Tc’1 - 'l'°2' satisface
BTo=0 con Talx T (=0
| {.T.u. a'\'?; o
De 1la pr1mera 1dent1dad de Green resulta que

Q= S STnA dxda ”S \\V\' \uh‘&;rn nds e
Pero en los segmentos a 10 largo de a:0 , hh Ta=0 y

en los segmentos a lo largo de x:o x:r 51'“--. m:o

por lo que “T. 3’—\-‘-* =0 en ofL . Sust1tuyendo en (_S)

" 1legamos a que = Sb So VT Vdxdr2Q | pero T tuO)eO.

por lo que Tu®n\z0, 1o que me demues-

tra que ( @ ) es solucibn Gnica a AT:O con las condi -~

ciones de frontera.

" Por Gltimo, sustituyendo "To en (II.4) - tenemos que, -

.°=. R (1o (T37)2\q
de donde .
P) = 0% 4+ 0> t"ié Yo+ %




Asi tenemos que una solucibn al problema de Benard esti-

dada por

AL ) st Wk ) = O

P‘u.;); -€. Q¢ 4 (o L"-:?fa: )QII + Yo '
. Tuae (rﬁl');_.wr’

y esta solucidn nos representa el estado de conduccién -

'

del problema.

Observamos que para el caso de T' = T  (equilibrio té&r--

mico) se tiene T (x3) 2 T" | U MxR):20Q, Waix,3)s0 y
'?°(\t.t\=-;?.3t+& que nos représenta el caso hidrosté-
tico.

Para buscar posibles soluciones distintas a la del esta-

do de conduccibn, sean &30‘.0 una s@lucién distinta de-
cero, PuA)s Poyn) s PG Ty Tz G, 4TU ) que
satisface (II.1,II.2,1I,3) es decir

‘u‘ aé\ 4 ’ﬁ; %ﬁ '.'-: - t '%?x_‘-"ﬂ + V&, ' - (I1.5)
o) TN : . ;
'\Mé’%‘* 3, aan;.‘ .t ‘(ﬁ-ﬂ’)-ﬁ-dﬁn'.'r'“ Q.+ valy (I1.6) i
ﬁ|§§-4’\~&%§ 4.&.‘3%“‘5‘- - (11.7) }
! Ademis la ecuacibn de continuidad
Q‘ﬂi‘ . &algl =0 (11.8)
. sean ahora Xz X x

o ——

TTTTREES — o

Notamos que % '} T  son variables a dimensionales y es-
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tan definidas en osx ¢ T2
0sisT

s L
donde 1\ -

-Asf, si aplicamos la regla de la cadena a (II.S5), - -

(11.6) y (II1.7), sustituyendo ademis 4‘1: y T° en (8.6)

se obtienen las siguientes ecuaciones.
Bt il g BRI,
GRTALAS. SETUEEERL
wr .\ (k) (11.10)
(E)’Tﬁ'%ig‘ (E)?hﬁ + (I'CT")'-\h = WAt (») (II.11)
‘35& “ %%-‘-0 (1r.12).
De 1a Gltima, se tiene en vista de que el dominio es sim

' plemente conexo, que existe una Y (%}) (que 1la defi

niremos adimensional multiplicéndola por un factor cons-

~ tante que nos de las unidades correctas) tal que

Y . 3
\M’;gz %*‘ ' ﬁl.' .y‘.%*
Por Gltimo se definir4 una temperatura adimensional ©

Oz \$_\:\’I(.'.'A"-"’).x ?

~de donde T"-\".~-_~.("£L'_K‘_‘3" e .
"

. ) o)
Al introducir las nuevas expresiones para ?A.,Q, v en

(11.9), (I1.10) y (II.11), obtenemos




o

'R %‘-& &]: taﬁ ) ﬂ\\g [%ﬁ‘ a;’l-]

(11,13)
%gt'%% %*ﬁ uu}“}‘.%{ ‘“..%-—(-—-—):‘“: Ve
3 3 (I11.14)
+i,§} E ax"%?‘ia)'i‘]
) .2 4 a
G"‘)&“BT ’ %il 113‘}" (* x) A3 (%e; '%%) (II.15)

Simplifiéando (I1.15) y definiendo

- ?
Ckqls 2{_, -8

tenemos p6¥'ﬁ1£imo que
‘ \Y - (11.16)
BRI e -0

Por otra parte, si derivamos (II.13) con respecto a 1

y (II.14) con respecto a X y restamos lo que se obtie-

ne es

';‘: 1y

= _dqhﬁ‘\'-’\"\\) 20
‘};‘: Mol av. uw (gg&‘ .a&‘ ' 31‘ T SK

Simplificado t - -
implificado tenemos z\‘) . -dg\\‘@"‘j' 36

(8 B)- B[R G) -2 TR

Aplicanddt&g{} al lado izquierdo de la Gltima ecuacibn -

obtenemos

AV« [’\\J, av] - ﬁ ) a“e'

RN

N
A * (z‘\ M a‘\ & }“6\‘ -3¢

- Y :ﬂl’ ‘Q 6‘*
L L' "}! %x .ﬁl%’ F§3 w& * o a‘i ek -

a‘) )A“ (L 1A L) (B2.43)
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Por 1o que se refiere a las condiciones de frontera, es-

claro que para ® se tiene que

8(%,0) - B(%,wW) =0

T

. 98 -
K \i.. o o% \i-u" O

Para 1la A} se tiene que la condicién M= O () im--
~pli P o

plica q?fa 55 ™ %% + 0 en » por lo que

-Ayz &e. en a. que la podamos tomar como cero, pués-

ésto no altera el valor dé las velocidades que es lo que

" realmente.nos interesa.

]
i

Es decir, tenemos que \b 'satisface en la frontera

B 8 ‘?au'“ 50 s ORL W = normal ex-

terior.

En realidad nosotros utilizaremos como condiciones a la
frontera

Yo Bp8Y.0 an

de donde vemos que se ha cambiado 1a condicién gas o

por otra que no corresponde a la condicifn de paredes -
rigidas de nuestro problema qﬁe sin embargo simplifica-
ré sustancialméhtg el‘problena de éncontrar soluciones-

para ¥, 8 y A .

Resumiendo, tenemos que para encontrar posibles solucio
- nes distintas a la del estado de éonduccién hay que bus

car soluciones distintas de la trivial al problema re--

presentado por

e e mp e g

g e oemt bee e

[ ——
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AG . xTvel-R .o
e ok (11.16)

KV 4[\\’,&\’1-7\§ e 0

(11.17)

——

Con las condiciones de frontera

VYol = Qa_‘:%m\\._._o IsL (11.18)

Ok = B (,%):0 %%\ko' ao'?\v.-.(tf‘"’o
® Aquf hemos denotado a A% ‘L&%";_'QE , que se le conoce-
como nGmero de Rayleigh y que mide la raz@m entre la - -
fuerza de flotacién debido a aq(™=1") y las fuerzas vis
cosas. Mas adelante veremos como €ste es el parémetro
importante para determinar cuando puede r conveccidn

(ffsicamente es cuando las fuerzas de flotscién vencen a

la viscosidad).

El nGmero T% -‘k se le conoce como n de Prandtl.




CAPITULO III

ASPECTO MATEMATICO . DEL PROBLEMA

A) EL PROBLEMA LINEAL

De acuerdo a la seccifn anterior, el problema a resolver

es encontrar ?_k = \t‘) y Na que satisfacen
B TY AV -2g8 '
‘P ‘ . aﬁ‘ = 0 (I11.1)

AS + 2 T¥0]-3 -0

En el rectfngulo £ , Os x¢WY, osesX

y las condiciones de frontera.

'\i):ﬂ So e ASL l'

on | (I11.1)
8(x,0)=0xm) = O - {’
%‘3 \“o X \xsil ' /

Ahora, nos interesa estudiar la parte lineal del pfoble-
ma. Es decir, los valores de )\ para las cuales;el --
problema tiene sqlqci6n no trivial, y co se comﬁorta -

La lejos de esos Qalores. - En este caso,'la 1li-

nearizacibn estd dada por

(= .2)

4

He

L;ZS‘—’- 0 fx X

con las mismas condiciones de frontera.

Es interesante notar que el problema no s auto djunto,

/

[
P O PRV . - N N
il bt e s
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y €sto era de esperarse, pues hay un intercambio de ener

. gfa (energfa calorifica por energfa cinética).

Para empezar, definiremos el siguiente espacio .
%), (%)),

] . Ye C*Q 8ec Q) UO.\HO. WO Ot =0
“ {L‘)‘ s \ ‘ (II11.3)

Pt T Rl B0

con VP ?) y Slx ) funciones reales.

vy o= (e ) |
(91\ )Q E S \0(6‘?\&\5‘*68\66;) dxd

o

En donde ( K%‘\

Teorema

Wy (W \
([9‘\ >(B“') H es un prdducto escalar sobre el abier-
to del que se define (III.3). :

Demostracifn

a) Es claramente bilineal.
% (¥4 | :

b) “(‘g)\\: =S x [(&\k\}. (A&\\l dwxdz 20
o /Ny :

en particular \\(%)\\1:0 implica .At\\>=0 ,&5’:0

PR 1 o An
As{ I SQAS dvdx wQ = - j \Vg\ldv.h &Sega N
o ‘e ‘ o ‘0 M
usando la primera identidad de Green.
De las condiciones de frontera de ©& sel tiene - - -
n
a -’ ¥ \e - 0
S"P s%\o\n- 8] por 1o que L &o \9O* dxd v ,
es decir YO+ 0 entonces O = cte. , pero

O o) sB(x %)= O pﬁr lo que O (x) 13 0 .




Por 1o que a \P se refiere

)' j“m v 2 o-;}‘g?m‘éx&% : Bw e - A%} da

YR
en donde se usb6 la segunda identidad de Green.

De las condiciones de frontera para \¥ , la integral -

sobre la frontera es cero, lo que da por resultado que -

Ab =0

Usando ahora la primera identidad de Green para -~

LEA L
] S N’{ dxda se tiene que
o 2

: ™ \ :
i} B: So 9P\t axde + Sas? Qﬁ da = O
Por lo que r S“\v*\t“&t e entonces Wech.zO .
°/o

Resumiendo tenemos que

LS, 20 \\(‘K)“’:'fo‘ @ xR 200a) = 0

en 5L

Por 1o tanto, el espaciolW definido por III.3 es un espa

cio de Hilbert (Rektorys paginas 7d-73).

g x Wik
Sobre ¥\ se tiene el siguiente resultado “h)c“(n X )

2

\\‘ln)i'\\‘(a')-.{(‘5\\%\\“,&«‘} en donde | (‘g“\mf- Wl \\9\\1“1

Para ver que ésto es cierto, necesitamos probar que -

e 1080 ¢ OB ¢ b, WOEN .
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o WHIL ¢ & (e + geld )

1 (8
Usando las desigualdades (a4b) ¢ Lo & Ll y

(oabs O ¢ dat s 42 § Yt tenemos que

M‘U\\:ﬂ: \:*((&m‘« (a8 Jandr ¢ 4S & ); (824 (5 T
(;3‘)1* (52) D ansn

t W

L L G B (o] st

Entonces la desigualdad (a) es cierta.

" En particular si tomamos los resultados por separado pa-

ra “’ Y e tenemos que
TN L PR 0Ty
Laslts & C oW

Ahora queremos demostrar que
(3
y Tawe + e 1 e OB,

Para ésto definimos los siguientes subespacios de %)

y WI®) respectivamente
(\:(a.\ . 1\\%\-\“\‘0\ \-a%z0 en ml

N TR 19 W O(x,0)t 8(x N 1= 0 l
Wia) - € \W(a) \ R\\-;" gg‘\““.‘o

Ambos subespacios son cerrados, pues de los teoremas de-
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traza para fronteras que sean Lipchitz, como lo es en --

nuestro caso (Rektorys Pag. 325) se tiene que el opera--

dor X | que manda una funcién a su valor en la fron-
tera es acotado de H'IQ) Y Ukl (d) (misma-
referencia).

Por lo tanto si Y es una sucesidn en He () con
Yoz AP z0 en ?SL  entonces

Y e
¥ (%n) -—“ﬂ\—-;o ) (AP j:?'—‘b 0O

Entonces _ .,
Vs L ben e B'@)
" ®
a . .
Para N () se tiene una situaci6n aniloga.
~N ) " Y
Definimos sobre W'(Q) la norma \\‘\’\"@ 1AW cw Y

sobre Wla) la norma \\_9\\\%\“‘2 \aswd y asi °

cLn)
N~ ' . L8 wuhi™

\-\q((\) s 1"5-\\“.“-) \“’-A‘\’:O en ML, \H’“‘.= “A\N Cle) X

T = Oe “IUL) Sv.) +0 (’.“\—-o 9\;‘-'- ‘Ae&t\

T = _ \_a\m"ﬁ\m\u"c’ ) UBlgu = | \.m\
'Buscaremos ahora bases ortogonales para ’\:\“(‘0 Y “‘(.0-3 .

Para empezar tenemos el siguiente teore a

Teorema

Y\__(:' SR oen BX Qe AR es una base ortogonal de-
R U
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Prueba
" ,L0Q LE t

. s Y‘-‘b;‘)\‘ug‘\q dvdy = SI’»‘? lu»\'.i! -b.S AwWlauaviy dw - ﬁ}." S
0 /e ° ° “ }

.S,

W

Es decir las Yiea O,%) son ortogonales, fal
ta ver que es base. Para ésto, sea ‘Q(\‘,l) e B(a)

tal que QL) "'L'l.‘ Vien 3] vwmme

e ®Q
s S PUR) B @uant dvdr O ¥ wmn e N,
o J *

Por el teorema de Fubini (Rudin Pag. 150)

| {
e "t &
{ QW) R Almny dxda e ‘é!. U‘-Q(m) wm)mv%x = O
o ‘o o o
: ]
definiendo ‘.\(ﬂ = L‘%&M i , Se tiene que
.?‘u. \= O pues At ”-"-f es base de U (vm) .

Por el mismo argumento (el sewnx es base de Bleit)

Y= 0 (salvo en un conjunto de medida cero).

Con lo que queda demostrado el teorema (Halmos Pag. 27).
.Lema
Y\_"Lv.,t) en .una base ortogonal en (AN

Prueba

: N ‘17- “1 ‘.""1‘1} \
(Mo, Vo), 2 [t [T (Yoo Vo) 2 L] T B
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entonces son ortogonales en \f‘m) » ¥ si (e \'\"UL} es

ortogonal a Nnye ) vw,n e\ -y es decir

)

T, %
e avsars0n Cotha) | | A% v avds

Como ™eN y neN , la Gltima igualdad es cierta si-

\: S:i&(b \{\wv\d\tdt =0

o . . "-cb-
Por el teorema anterior, €sto implica que AP0 s

decir cb(‘hﬂ-O como se probd anteriormente.
Con lo que el lema queda demostrado (Halmos Pag.27).

: - .
' Demostrado &sto tenemos que Yiww ) = “"G L es

una base ortonormal en - L (&) y ortogonal en Wi () ,

por lo tanto toda funcibn Q(y)i)c.(}(‘q tiene un desa-

rrollo del tipo

Q(V,t)f-' T G Ve 1) com On = (& Vin >

\\@\\1 + L \Qwal™ £ co por ﬁipétesis.
wn

. 1 . :
Veremos ahora que el operador A es 3-4° y sobre de

HUQ) — Oy que Ul ¢ WA, .

_ i« TSRy
Sea ) '\‘) = E m")t*“\l\{\wv\

Es claro que YY) € LR pues
: 1
Qs |
Q:”'\ 11V QO
\U&\‘* W] < Dwn entonces z—;l ((x* o] l s
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Queremos ver ahora, si las derivadas de '\P estén en -

2
L’(ﬂ). Para hacer ésto, tomaremos la suma truncada -

‘Pnn(" i)z i{d“ [l'i'\*ﬂ N\ ba) se tiene que \PM(:),Q) € C(nj

Ml |

M ™
Tomemos la cuarta derivada-bﬂm - Z ﬁ. = Qz‘*—!hhf-%“ﬁ tun

So - ww PO ¥heT
»\Ww.a‘\ L[\%k

Pero se tlene e1 51gu1ente resultado

(‘i“). « [(%) *Y\"l )

Prueba

Sea U= N ‘\,'*

Consideremos q |
3
(At 32Y U= (WD) = ~qutvta BUY4 duE
- s [(0-2us 28]

ya que USO % >0 ) se tiene que

!
(8T -ue's (u-9)'20 » uws @YY

Es decir «

I “e[lL 7 1 10l

M M)
por 1lo tanto

o Ly a' T . 2V ¢ )

Ixdt

MV HS®
para ..d‘_‘l’._ se hace exactamente 1o mismo. En
RITL -
este caso la desigualdad a probar serfa © ( /c)‘ C(‘})W\‘l

.que es 1a misma que la anterior definiemdo para este ca-

SO. '“3 (?)) ‘}:n
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_A_‘_‘ﬁ:_.uw 21 2. Qua¥(3) o WX cot N e ()

ox o TRVE Y™ E-u iv;u Rﬁ [(T]‘“\YH _

q
También se hace lo mismo para ver que 'A—"‘).T ‘
Y ay, I X ’

33 y 3?&1. estén en L[YX) |, Las desigualda-

des que se tienen que cumplir son

(P [()lamd? -~

¢ Coghelt

(e ¢ LORS Y

respectivamente, las cuales claramente son ciertas recor

dando que WM>0 ) Nnso

Concluiremos de todo &sto que las cuartas derivadas de -

“" estan en 4UQ) por 1o que .YPix)e n’(“) .

Ademis : ’

2 2. (Mn_-]m ¥ amne

AV = Z. 0“"‘[ 3 LY e T ) (P
Este resultado me dice que A es sobre pues para todo-

‘?e. 0 existe una ‘\\»e H“(SL) tal que A1P=:¢

-""*v-...<_

Tenemos ahora que i

|43 e v, |52 [{:s LI ,:"

uu,mn\\s B g
ot ¢

Queremos ver que las normas de las primeras, segundas y-

terceras derlvadas de % también estén cotadas por la -

norma de ¢ .

Q
Haciendo 1o mismo que para 5&.‘.‘% . Se tiene que
%
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)p“ M“ 3,‘1“ M*E ) llb,m\\ s “&\\: ‘ Mh‘“e
L] wu::,

son ciertas suponiendo que las siguientes desigualdades-

se cumplen

a) Ws Cuyumt
b) 'u.‘s.‘[\x‘w"l"
c) \N% ¢ T
o W s Lt
o e s LWl

donde U= y V=1 o viceversa.

Verificamos la primera, ya que las demds se checan en --

forma similar.
“
a) V& [vaw)

Si W2l entonces ‘\li\* Y los demids términos son posi

tivos.
Entonces la desigualdad es cierta

'Si’\“%- con ? <\ y V2| entonces ’\K‘Bq y los de--

mds términos son positivos.

B cpalt, | l%—ﬂ GG, VRU I8 TR Ceyen
s M :

‘
1
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Con todo &sto hemos demostrado que

L8 LS
\\"\’\l‘ ¢\ M\LL , es decir
*
PMG ¢ naWl, (111.4)
R .
Ya que '\P = (&F ¢' se tiene que
1 ' .
NaY &4 ¢ cValls  es decir WAL \ , el
operador inverso UQY4 es continuo. La existencia del -
inverso 1la da el hecho que iy 1“‘(@-——4\‘.&) es 1-1 ,

sobre y contfnuo, resultados que salieron en forma direc

ta de las construcciones de ‘\l’ y C} .

Ae
Por 1o que se refiere a ! (ﬂﬁ se tiene una situa---

cidn parecida.

Teorema

V(¥ t)s COMMX qumir  wzO\y,... Nely,
es base de ()

Prueba

Sea  gy) c LMsY) tal que Q(x2) “LL;V"-*“'") ¥wm

es decir
) 83&\‘.\) conv senht dvdt =2 0 = SS‘M“I ( S.s(\,t)m'ﬁf M )AI
o ‘o . °

Aplicando nuevamente el teorema de Fubini.
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Pero como Sewnni es base de ﬂ'(o, ') se tiene que-
<1
gm (u) : Lab,\) cosnydy = 0

Y como Cos¥ con W0, 41, ... es base de

Llome) & § ()«0 ¢ Q)= 0 -

Ademis es claro que \)1_, \1') son ortogonales, por lo que
usando el mismo argumento que para 'Y\“(x,i) se tiene -

que Ya.003) es base de [MA)

Lema
Yz“(:,?-) es base de N ()
Prueba

Por una parte \f-; (40) = Vi, ®) =0 para todo -

MmNy }L,,__.\ --'Asm'% amnt , por lo tanto,

ﬁmh 0 ® B liens™

Esto nos indica que Y., (%) e §*(q) ¥wn,
Se tiene que

] wit 3 '_f_‘!
| (Vz..m ’Y"“"")ﬁ‘ = [(Y)‘« h"l &‘&‘ F ] (Y““,"\"“'"'\e T.-B})o w) [(F)m*] 5 3...'8.,,.

Por lo que Yx.;.\bl.t.) es un conjunto de funciones orto--

onales en “‘(SL) C

Por. G1timo, sea O ¢ N Q)  tal que OX) —LT“Y)‘M AR

es decir
L G {1} T &
LSL@ M A*h "’[(‘ﬂ*“‘ S SAQ“ dudr 20 vwn .
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por lo que

Sy Ll
1 Oeuu“‘ A i“ t\;‘\am‘t
4“3%1.“0“@— i‘ “2_:_‘ mww\l
y asi |
%}?- = &u:w -f;?"” e [{(n) “1 ¢ “B\\

%E Lo g’;‘gw « B y (AR ¢ B
Nae .

Esto me dice que
A
O (¥2) € W'Y
Ademis

\\q‘g‘\} -\\9\\1. pues (Y) S(Y)‘*“L
‘R\e ‘“e“e pues w $ (§)enw

Por lo que \\9\\: < “gﬂ pero  O06x) = _AD como
se puede ver directamente. Por lo tanto -A es sobre
(anflogo al caso anterior)

Ast WY ¢ “w“’s (I11.5)

y de 1la construccién de 0tv3) y 802} se tiene que -
A W) — R ~es un operador contfnuo, i-1 vy
sobre &sto implica que existe el operador (-AT“ y es -

contfnuo, ya que . .
h-aT 8 1 s U

Resumiendo, las desigualdades (I11.4) y (III.S) implican
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qu

e fungsusi ¢ e (‘3)1\7;

y asf ?\‘m x B =R @) < ROe) x W) , ¥ la -

base de  R{f) estari dada por
vm) 0 \“‘WE
tk o /, (Vu...) w3

Ahora buscaremos soluciones a 4, X O para X ¢H() rel
.y ~, ~ ~ ]

Si desarrollamos X en término de la base encontrada an-

teriormente

e (V) L0 )+ Fn (mbva* iy >

WD
agl

con

i \Ern \1 (k&\t"vﬂi b \Fw\\‘ fﬁ\" aw ‘& ¢ £ D
wye

Ut 3}

por hipdtesis

Aplicamos el operador 4. , notando que podemos aplicar- -
lo a cada término de la serie ya que es contfnuo y 1la se
rie k34X es convergente en [V * M)  como se vié-

anteriormente.

U"R)u\n‘?im 1 'X("-E) Fwn ) . (m‘:[* mnz)
| l"?'( i [ ( (%) Ew + TO%Y 4 ) P

Coy WX g N

wd x
wel
a C\ . Jo&cC
en donde (L)'(d)z bd
Entonces L1 X £ - siy solo si 1

-
(C la)‘*\\‘lt Ewn A ) V‘i\ Fran ) thwlt o \(‘i) ) (E\m ). ( 0
Cf) Bt TR ( o) eyt A=/ o

¥w30) w2\
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5 weheY A0 reey’
det ey Al )'- 'f]\."—'r A 40 ¥wm20
- ( (%) Cetaw) 3) w3\

la matriz es invertible y para ese caso Eunc fwwsD

y la Gnica soluci6n es la trivial ‘X =0 .

Por otra parte, si existen parejas (““,“ﬁ) tales que -

LR
N2l E(.(..;)*:\\l tenemos que

CUEh ) Ban 4 2n(F) Frn= O

Notemos que los valores de ‘N para las que hay solucio

.nes no triviales son numeros reales y positivos, cosa -
que va de acuerdo a la Fisica del problqma ya que por --
una parte el nGmero de Rayleigh involucra cantidades fif--
sicas que son reales y por otro lado es intuitivamente -
claro que para que pueda haber conveccién, el flufido cer
cano a la-éara superior debe estar a menor temperatura -
que el cercano a la cara infe;ior, es decir 'T*<TV" lo
que da valores positivos de ‘\ (sﬁ definicibn esti al

final del capftulo II).

c :1 1.!
: 1))
Damos a %ua el valor de | , por 10 que Ewn= ° . :;)

y asf la solucién a £y X =0  sers

N o CURtrant] e G ol
)‘s-.t.( | ).(m!}*mv\g)

“"“"’/ T TN

Deseo ahora ver el comportamiento para l) fuera del es-




pectro.

1
COEYaw) 5
x4 (%) Yoo

2\

En el caso en que |

entonces L\ es invertible ya que acabamos de probar que

Ayos V- y tenemos que para 4> e desa-
rrollindolo en la base de Q) x B

~ i w20 “""‘ %? P~ YA
L
en donde '%o\*‘-*\t*\@nwv L D por hipédtesis.

W\
Si aplicamos a Q el operador i;, » suponiendo por el
momento que podemos aplicarlo t&€rmino a término de la se
rie, es decir suponiendo que 1la serie l;'4> es conver--

gente se tiene que .
; . [nec('il\l\g“‘\‘- 2 (%) )\ \uw.u )}. u»\i\‘ AL
L% v ® "[w e) (Y\'; W Bun |

c::g? Atanl
(XY Y

~

Y r' (
| 8N ‘\’ = ;‘ \_[(‘D{n\‘ ‘-wz\"(

(™) CORReY / \pwe s VX
n3) T
Definamos '
( Avan ‘ | , ' (‘i)‘ W - 'X(\:f) lvan
LA VS e Voo (ﬁ) [T/ | P

Entonces

2g- )l

w0
a2\

mh%! ANy

awt A )(d\&n )] (f-\ln-'g! AN
’

[-TVWY,C §

|
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y'si. L;'i) e W)
VS, = Zawd CootonT's (Bl COnle T

n!\
Sustituyendo Awmw y Bww Y usando la desigualdad-

(t-L\tﬁlc-‘&'Ug' - se tiene que si existe
e, cote o, [t
“L\ ‘ ¢ I{b “(‘ihnp 1(‘%” '

<3 N ARt PR

del‘ hecho que (pI.)“ '("ﬂ"* n y . [(‘ﬂ‘&.\ﬂ"} 3 4 [(‘ﬂl‘\ “‘15-<
¢ L% Y\i]"’ ' se llega a que | |

- (4
K¢ [\ < (cm*.ﬂ’ -2(2H ) (2o s ciilpn, ) Dl 1

‘lt

Ahora, si NsO entonces C(‘i‘ aw] -X(E) 2 ]3 (a)

y si A0 = { ['(w“) LN (m)"-l'at(u)’; 'ﬁ’é\*\ﬂ '7‘-} (b)
. ‘ | g
ya que =-3In‘<D | | /’
Para N<€O no habria problema, ya que la desigualdad -

(a) encontrada tenemos que

. L
“L & <2 [ dlvn b (\"A)Fw-\ Mw(.(‘l,hnl) “@ll'elt

®m30
aN)

(Recordemos que ahf la Ffsica nos dice que la convecc16n

es 1mp051b1e)

Para ‘e 0O tenemos que

IS U.”i\;:“‘ﬂf S (o) i‘ﬂ
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‘x"[H;QY\ijt
B 3

nGmero de (m,n) tales que [('&3‘*\'\"]‘( PED N es finito

En el caso que - » €s claro que el -

De esta forma descompondremos la suma

. ot 1\ oV o446 -
Y‘Iﬂ\mpm \&"z =R [T T (0 Yy Z( )

“l‘)/ ) (\t.n)
"o (e Ra (‘i)l'o w8
De 1a segunda suma, usando la desigualdad

1 .a"\*
[(vﬂi‘“‘tj“_/x > E_(l}i_“_} en (B)

se tiene que

LO ) ¢4 D0 mel) ¢ Mow. (5)000) 2 bl [funnl?
)/ ™/
s Cihw2 6 e 2N

La primera suma, al ser finita esti acotada

LU s@ Lisdalenlt) RO

ICRNY) twn)/

kg AT 208
Uniendo las dos sumas se obtiene final ente que para A0V

WEa Uy ¢ CONIRIG,,

por lo tanto si '),# ‘-m‘ 3 V\MBD" .\s_’\
(%)
S |
L\ es un operador continug de Lixly a H(ﬂ)
Hemos visto hasta ahora que 4y Y tieme soluciones no

triviales si y solo si existen parejas U“i,M) tales-
que »)\-.‘)\m\ - E-(‘!\‘*“‘f C(‘iﬂ"’ . Las pregun--
tas que nos hacemos ahora son: icomo varfa Awn si va
-rfan W™\ . N ? y { cuantas parejas (wi,hi)

podrian darnos un mismo valor de ’\\vm_ ?.
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CAPITULO IV

CONCLUSIONES

Se buscaron posibles estados de conveccidén del flufdo --
dentro de el prisma y en el Capitulo IV se encontrd, por
una parte, que de acuerdo a lo esperado no existe convec
cibén para valores de negativos, por otra parte, el-
hecho de¢ que, para- entre | tampoco hubiera,
nos indica que en esos casos la fuerza de viscosidad ven

ce a la de gravedad hasta llegar al minimo, en donde en-

contramos nuestra primera rama de bifurcacién.

La primera rama de bifurcacién, suponiendo que el valor-
minimo de tiene multiplicidad va hacia la dere--

" cha como se ve al final del capitulo III y es estable.

Aunque se ;ienen aqui las formas explicitas de las ecua-
ciones de bifurcacidn, no hemos podido-encbntrar como se
ven &stas para el caso de multiplicidad del valor -
minimo de y para los siguientes valores de éste. -

Hasta donde sabemos, no se ha hecho nada al‘-respecto.

Por Giltimo, por lo que se refiere a la bifurcacibn secun
daria, Buse ha encontrado que ésta existe y que depende-

del nfimero de Prandtl T., también se tiene evidencia -

experimental de ésto.

Un enfoque variacional a un problema se jante a éste lo




hace Rabinowitz, el cual estudia el problema de convec--

-cibn entre dos planos infinitos.

Otro tipo de casos que se han estudiado sobre este pro--
blema, es el ver como cambia el estado de conveccidn su-
poniendo una perturbacidén en las temperaturas de las ca-
ras del prisma, asi como un estudio dé como pasar suave-
mente la conduccidén a conveccibén usando técnicas de rees
calamiento y empalmando séluéiones de la vecindad de la-
frontera del rectingulo con las del interior de &ste. -

Nos referimos a los dos articulos de Reis, et. al.

—.—

o TP .

T ev——
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