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INTRODUCCION 

El proposito de este trabajo, es el de obtener resulta-- 

dos cualitativos y cuantitativos sobre un problema de -- 

convección en fluidos usando elementos de análisis fun-- 

cional, enfocados básicamente a la teoría de Bifurcación. 

• 

En este caso, las características propias del problema - 

nos permiten aplicar esta herramienta mencionada en una- 

versión sencilla, pues los resultados generales como - - 

existencia de operadores inversos, el operador adjunto,- 

construcción de Espacios de Hilbert, características de- 

los Kernelses y rangos de los operadores, analiticidad y 

otros se pueden obtener en' forma explícita. 

í 

Se hará un estudio completo de la ecuación de bifurca -- 
; 

ción y se encontrará el desarrollo para el primer eigen- 

valor. 

El trabajo se basará en los dos artículos de Eduard Reis 

et. •al. 

'17 
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A) ASPECTO FTSTCO DEL PROBLEMA. 

Hablaremos en general, del comportamiento de los fluidos 

viscosos sometidos a diferencias de temperaturas, se 

plantearán las hipótesis y se deducirán las ecuaciones 

que caracterizan el fenómeno para que en la siguiente 

sección se aplique todo esto al problema que nos intere-

sa tratar. 

De acuerdo a la evidencia experimental (Chandrasekhar 

Pag. 9-10, 60-72), los fluidos viscosos transportan ca--

lor mediante dos mecanismos: 

a) Conducción, en la cual la energía se transporta direc 

tamente de molécula a molécula y no hay movimiento del - 

fluido a nivel macroscópico. 

b) Convección, en la cual la energía se transporta a tra 

vés del movimiento de elementos macroscópicos de fluidos. 

Este movimiento se debe básicamente a que una diferencia 

de temperatura produce una diferencia en las densidades-

entre partes del fluido (ésto lo dala ecuación de esta- 

.do) y combinado ésto con el efecto de la gravedad produ- 

ce esta tendencia a moverse. 	Cabe mencionar que este - 

efecto debe ser lo suficientemente (grande) para vencer- 
! 

el efecto de fricción debi-U a la viscosidad. 

Se ha hablado de comportamiento macrosóptco y microsco- 
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pico, por lo que habría que aclarar que se entiende por 

una y otra cosa. 

Desde el punto de vista microscópico, en un fluido se tic 

ne que las distancias entre moléculas son mucho mayores 

que el tamaño de dichas moléculas, además las moléculas 

-se mueven de manera aleatoria y su distribución también 

lo cs. 	Para estudiar el comportamiento de un fluido des 

de el punto de vista microscópico, se requiere del uso de 

la mecánica estadística,y una buena referencia es el li—

bro "Thermodynamics and Statistical Machanics" de Sommer-

feld. 

El punto de vista microscópico, el cual vamos a tomar, - 

nos dice que lo que vamos a considerar como un punto, se-

ria la región mas chica en la que los instrumentos de me- 

dición miden el valor de cierta propiedad física. 	Así - 

por ejemplo, un instrumento que mide en una región de - 

10-9cm3 (un punto), nos hace ver que lo que mide es un 

promedio sobre aproximadamente 3 X 1010 moléculas. 

En estas condiciones, se supondrá que el fluido es un en-

te perfectamente continuo (llena todo el espacio físico) 

y que sus propiedades como masa, momento y temperatura --

son funciones de la posición que al menos son continuas. 

Esto se conoce como hipótesis del continuo y es nuestra - 

primera:hipótesis. 

Que la hipótesis sea buena si tomamos el punto de vista - 

macrosapico es intuitivamente claro y como evidencia ex- ,: 



perimental vemos en la figura 1 que en la TtPión que lla 

roamos macroscópica, la densidad es una funcin continua-

de la posición, pues la diferencia de su va lar entre - 

"puntos" vecinos es pequeña. 

variaeirtit, debida. a las 
ws ic.t.t4.1o. 

Vallr locji  
emr idacot d., 1 uZd o 

tu.a.1 ,(1 

%.<1 Uva. 	r 

VOItA,W044, de, fluict o  

1 1.t VI Y 11~ Li."-V o rete tyvIciL 

¿pzao o1es1 -1-o.mno.V1 o de. k.,' ' ,Ir..1  I ryl... cLi 

VAQ.Cr‘C.161,  V" el vals de, la, othm.2iacka- 
Vv• Q Ct ion Cu • 

Las leyes de conservación en la física nos llevan a las 

ecuaciones que describen un fenómeno; 	En ente caso son 

cuatro leyes.  las que nos interesan, la de conservación -

de la masa, la de la conservación del momenio, la de la-

conservación de la energía y la de la consera.ción del -

momento angular. 

B) CONSERVACION DE LA MASA. 

Si consideramos problemas en el que la cant,zlad de ;aasa- 

dentro del recipiente permanece constante pira todo tiem 

po, es decir que no hay fuentes ni sumidero:, tenemos ••• 



que si tomamos un elemento (le -Mildo en un volumen V .a-

masa que hay en V está dada por: 

m 	r ik) c\V 

por lo que 

\ e (Nt ' t) ckV 
` 

Aquí se está considerando V independiente del tiempo. 

Ya que no .hay fuentes ni sumideros, la pérdida o ganan--

cia defluido en V -únicamente se puede deber a entradas-

o salidas de éste a través de la superficie S que encie- 

rra a V. 

Es decir, 

3-k) 	els á- pos cit 	pay .1-- 	 (I.1) 

En donde 11 representa la velocidad del fluido y n es 

la normal exterior a S. 	De ahí el signo menos por que- 

si entra fluido 11.VN ,C O 	chr" >o 

Por el teorema de la divergencia (I.1) se transforma en 

4-au v 
(1-1  it) cw — 	11) civ 	 (1.2) 

Consideramos r una función diferenciable en X y T y V un 

volumen;  finito de fluido, entonces derivo bajo el signo- 



de la integral en (T.2.) 

r 
1 

Esta igualdad es cierta para cualquier volumen arbitra-

rio que contenga fluidos, si el integrando es continuo - 
1 

(es decir pediremos que 151 al menos sea C en las va-- 

riables de la posición) entonces la última igualdad es 

cierta para todo volumen V si y sólo si 

?..1) 	4,1;‘, (n) 

A la ecuación (1.3) se le conoce como ecuación de conti-

nuidad. 

C) CONSERVACION DEL MOMENTO. 

La conservación del momento nos va a dar las ecuaciones-

dinámicas del fluido. 

Lo que haremos será tomar un elemento de fluidos y des--

cribir su movimiento, suponiendo que éste lo rige la se-

gunda ley de Newton. 

Así, si 11 representa la velocidad del elemento de flu-

ido, entonces 

dt 	1. 

n son densidades de fuerza. 



De la regla de la cadena 

6 

• • • • #1',1  Dt. 

gAnt. 
c1.1. 

Es decir, 

1»1(1+ v•71))+ r 	41)i.713) 

Pasaremos .ahora a identificar las fuerzas que actuan so-

bre un :fluido. 

Clasificaremos a las fuerzas en dos clases: 

a) Fuerzas externas que como su nombre lo indica, se de-

ben a agentes externos a todo el fluido (también se les- 

llama fuerzas volumétricas Batchelor Pag.7). 	El ejem-- 

plo mas claro que encontramos, es el de la fuerza de la-

gravedad (que será de hecho la única fuerza externa que- 

existirá en nuestro problema). 	En el movimiento de un- 

flu5do viscoso entre cilindros coaxiales que giren uno - 

con respecto al otro, (problema de Taylor) otra fuerza-

que actúa es la" fuerza centrípeta. • también son fuerzas 

externas las que resultan de la acción de tracciones so-

bre la frontera del fluido (aunque estas son fuerzas por 

unidad de área). 

b) Fuerzas internas o fuerzas superficialys sobre el ele 

mento de fluido que se está considerando, son las que - 

existen debido a la interacción del elemento de fluido 

.a 
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1 

1 
1 

1 

1 

1 
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con elementos vecinos. 	Las fuerzas internas mas impor-

tantes son las debidas a la presión y a las fuerzas cor-

tantes (las fuerzas cortantes son las fuerzas tangencia-

les por unidad de superficie que ejerce un elemento 

fluido sobre la superficie de otro cuando eTtlan en movi-

miento relativo). 

Encontraremos ahora la representación de la densidad de- 

fuerzas internas. 	VereMos que éstas estén dadas en tér 

minos de un tensor. 

Recordamos que existen en la Física algunas cantidades -

vectoriales cuya relación es tal que una no es colineal-

a la otra como la polarización .1d)  y el campe eléctrico 

E en donde se tiene la relación. 

ot,s'Es ,10 

Al conjunto ual 	se le llama tensor de pmlarizabilidad 

y se dice que es de rango dos porque tiene P. subíndi-- 

ces. 

Los tensores de rango dos se representan pmr matrices y-

así la última ecuación se puede escribir en notación ma- 

tricial. 

13'n AS 	A= (011) 

Definiremos ahora un tensor de rango dos Tule se llamará-

tensor de esfuerzo y mostraremos que dicho tensor, me re 

lacionará la normal a la superficie que encierra a nuese 
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tro elemento de fluido, con las fuerzas internas que ac-

tnan sobre éste. 

Consideremos un elemento de área en forma de rectángulo-

-Cuya normal apunte en la dirección del eje Y. 

• • ál^. 	JG 	ti.. 	U-Q•Y 01- /¢.1Ge~pos ict 
42,1 em." em o Y Lcilam vA.10. 

Las fuerzas que ejercen elementos vecinos al rectángulo- 

estarán representadas por 	( 111V% 	„h.rx1 ) 

Debido a que estamos considerando un rectámgulo muy pe--- 

quemo, 	es constante en todo el rectImgulo. 

De esta manera, la fuerza por unidad de blea está dada 

por 

Sula r 	1AAA. 

P.V.V5  
J iSon  

Definiremos: Sk E 
I 	hay 

ak 	s t:  á Ft t.  
511 7.1" 

C11 
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s 	1 rección K, u respectivamente. 

1SL:5 que me definen un tensor de rango 2 que se llama- Y 

ta un elemento de área IWY, cuya normal apunte en la di-- 

—Como i. corre también de 1 a 3 tenemos 9 cantidades 

tensor de esfuerzos. 

sys 	V-4. ..›Xy. 

5 .-. siv  
L

e

y 55” S-1,1 

Queremos ahora ver que efectivamente S es un tensor en - 

el sentido de que relaciona un vector con otro. 

Para hacer ésto, tomamos un elemento de volumen en forma 

de tetraedro (aunque se toma un volumen particular para-

facilitar cálculos, el resultado será válido en general). 

'111 ‘A,Y0., 3 r" -P ty o, mor, vnal o.. la co,,yos 	4.4,4rma. Guro 

La pregunta es: ¿ Podemos determinar w. en términos de 

1 

1 

J9 t. 
La! 

la "lesima" componente de la fuerza hE y Ilaq represen 

1 y en general en donde áV.¥ representa- 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
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Para contestar empezaré por dar una primexa hipótesis de 

nuestro modelo. 	Esta es que las Sz.:5  son de orden 1 15- 
de acuerdo a la definición de 	que hYzC)Cli.) las - 

fuerzas internas son proporcionales al. áreo. 

De la segunda ley de Newton, tenemos que para el elemen-

to de volumen que estamos considerando (el tetraedro). 

d\I 	 r. 	F", LN4 E ACL, 

donde AV es el volumen, a la aceleración, Ez las den 

sidades de fuerzas externas y Fs las fuerzas superficia 

les por unidad de área. 

Reagrupando 

( pa • E ) AV • Fs:  

Sabemos que r  es finita y que la aceleración para el -

tipo de problemas que nos interesan también lo es y las 

densidades de fuerzas externas como 'n son también fini 

tas, por lo que el término 

(Pa. - 	( F .55 

Y como estamos considerando elementos de volumen infini- 
. 

Y por lso que la últi 

ma ecuación se cumple si: 

; 7   
i 

Se tiene que la componente X de las fuerzas que actúan 

tesimales se tiene que b\I b (AA 
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dencia a deformarse cuando se aplican esfuerzos cortan--

tos (fuerzas tangenciales por unidad de área que ejerce-

un elemento de fluido sobre elementos vecinos cuando hay 

movimientos relativos do éstos) , sin cambiar su volumen. 

ViSto a groso modo, si nosotros presionamos un pedazo de 

plastilina con nuestros dedos, éste cambiará de forma, 

en cambio si nosotros metemos nuestra mano al agua y la-

movemos, se produce un movimiento en el agua, debido a 

la tendencia al cambio de columen. 

Supongamos ahora un fluido en reposo, de acuerdo a lo di 

cho anteriormente, los esfuerzos cortantes deben de va--

ler cero, es decir STO si L#1 (se puede ver de la de 

finición de Si.5 que si 'Oí , 5(5 son producidas por fuer 

zas tangenciales). 

Consideramos un elemento de fluido esférico, entonces si 

el fluído está en reposo. 
(s n o o 

!S- o Su. 0 
o o 531 

Definiendo a 	0' Etrev,o. S r. S% t 4 51....* Saa 	entonces 
li.br 	o 	o 	Stv- VI,Ir 	o 	O 

5" o wr u ) 4 	5 	5x.r 	o 
0 o W- 	0 	0 51:5-9:blr 

bl primer tensor tiene simetría esférica, pues si llama- 

mos V o O se 	tiene que css Y,3 r.. 1- Cr V,N. j  
g*  u o 1/14-  U 

0 o 140- 	así que si tenemos una esfera en ca 

da punto se tiene que 55n apunta en la direCción nor—

mal y tiene la misma magnitud 1/311- 
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Del segundo tensor en S tenemos que su tra.,:in vale cero 

Icor lo tanto las tres componentes principales no pueden- 

tener el mismo signo. 	Supongamos que tenewas dos nega-

tivos, (que representan fuerzas de compresi6a) y uno po-

sitivo, (que representa una fuerza de tensión)). 

Las fuerzas superficiales debidas a este segm.ndo tensor-

son: 

Sxv, r. (5,1- 	) Y\ 
 

) `1" 
	 (.5ws" /IQ— ) 

dos negativos y uno positivo. 

En la siguiente figura, se representa el corte de la es-

fera por un pland y en donde Sth-ilas-  y 5-s-  tienen signos 

distintos. 

e,r.,V e- cl Q. tAAA 61_ 	t e YO- 	1:70.¿ci O 

Debido a que por un lado se comprime y por el otro se ex 

pande, la esfera tendería a deformarse y toparla la for-

ma de una elipsoide, pero el fluido no resiistiría esa ten 

dencia a deformarse y se empezaría a mover, en contradic-

ción a la hipótesis de que el fluido está xn reposo, por- 



lo tando 	 " /•5 	 .7.•• ° • 

Resumiento esta discusión se tiene que para un fluTdo en 

reposo la matriz S está dada por 	= cr x 	don- 

de 1 es la matriz identidad lo que nos dice que todas 

las fuerzas son normales y de la misma magnitud. De - -

nuestra experiencia propia, al estar bajo el agua sabe--

mos que la fuerza es la compresión y es la debida a la -

presión hidrostática (recordando que presión es fuerza 

por unidad de área). 	Entonces, si le damos un signo po 

sitivo a la presión quedará 5.Sig con •Fn.-1-17 para un - 

fluido en reposo. 

Toca ahora determinar la forma de S para un fluido en ••• 

movimiento. 	Aquí haremos una segunda hipótesis y ésta- 

es que el tensor de esfuerzos es simétrico Sxy =S\sly 

(En realidad es una consecuencia de la ley de conserva-- 

ción de momento como se puede ver en el apéndice). 	To- 

do tensor simétrico con el sistema de referencia adecua-

do se puede representar en un punto del fluido por 

5)1I) 	

o ) 
e . O 

% 
O o 5xx 

en donde esperamos que al menos uno sea distinto de los- 

otros para que exista movimiento. 

Lo que ahora esperamos es que haya contribución de las - 

fuerzas tangenciales, de manera que para un fluido en -- 

movimiento, la fuerza total no apunte en la dirección de 

la normal. 	Sin embargo, de nuestra experiencia de la 



VI 5Y\ --" 4rx%  LYII.SY1) 

Sea 
(›.t o o 
o 	O 	 P 	dos matrices 

b 

Tales que 1:7S-1:' r- 	con 	1)-r  P = I 
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hidrostftica, vamos a definir ahora la.plesión para un - 

fluido en movimiento como el promedio de las componentes 

normales de las fuerzas superficiales sól.ro un elemento-

de fluido. 

«Tornemos como elemento de fluido una pequera esfera cen—

trada en un punto X , en donde vamos a suponer que S es 

constante. 

En general, el vector In no apunta en la (firección de la 

normal a la esfera, su proyección sobre ésta es el pro-

ducto escalar Sn•D="•-.1\1  siguiendo la noteción rnatricial. 

Sobre esta cantidad, se tiene la siguiente propiedad. 

TEOREMA 

El promedio de riTSYN sobre la esfera es 	a menos la- 

presión ) n-r5n 	Aqui la presión es hidrodinámica 

Prueba - 

Sea una esfera de radio r, por definición 

La existencia de la matriz «D está asegurar,, pues la - ••• 

forma liT,SYN es liermiteana ya que S ds rol. ). y simétrica 

(Courant 	Hilbert Vol. 1 Pags. 23-2.5). 



et-5-\\*A.  (Prn 4 -) 

es la rotación de V1 dada por 	) 

Notamos que, 	U151' n 11% 	1  31 4  í 1h".  

Y v.3 	son unitarios. 

er• • i 	

pues, 

Por lo que 

YTIS Y) 	yln. 	( 11A ,t 	LvIt 'XI  ni?" -1 ny 	st  

el Jacobiano de nuestra transformación es 

de t . (
b)a. 

bxs 	= det.V.T. í 	(la transformación es- 
derecha) y es claro que 

1.LOcliy ¡lb  ) 	
ntt.W311‘) 

) 

.11 bt'•V 1 11  ) 	
Y15 Yitit)/1 ) 

Así pues, 

Y- 	y-11.PAI""tYl 
(donde 1‘11 7- 	

) tz 
Y por lo tanto, 

Si ahora rotamos nuestro sistema de coordenados por 1
1  

es decir sea 

es la esfera rotada. 

Sabemos que 	corá. 

hz r. Sean e se" 4 
Ce e, 

y que 	4 sY.. r sean da cy 

rr %ir 
hTS\r\ 	 C 15%  col!.  e 	+ "vzselvnle mn1c5 -t )?c x4 wn 	¿gel+ drIT 

O 0 

entonces, 



1 

1 

1 

1 

1 
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Ior 	« 

5\ .5 .L- t1,1  1 ("Pncie 1 (taccele5Sc:44 d4 4 )•1.1 ( e  t.5/C/1  (1-0.2.6)5e444 

AUT 	JO 	 O 
0 	 0 

‘r  + mriX, cci.11  ti?  sa, 4, a cy si 

	

ir 	#c 
yiNn  ..: J— D„ ci-c£414 925.1_3›.. )1 4. sur kaLeIrten24.)1 - vs •>ia.%14 r 1 

Alr 	s o 	a o a 	O 

en donde se define en forma general a la presión como 

1:11.-. • Vr 	• Pkk'r. 	y es fácil ver que esta defini--- 

1 

	

	ción se reduce al valor de la presión hidrostática para- 

el caso de un fluido en reposo, pues en este caso, 

1 
	

tiTs 	 .5? 	yvaln .1) 

1 	Vamos ahora a descomponer el tensor S como la suma de 

dos tensores 

1 
1 	en donde ip• rIrSA = 	£.4•%4/vii.4 15-1 

El segundo tensor se debe únicamente al movimiento, pues 

para un fluido en reposo este vale cero. 

Buscamos ahora la forma que toman los elementos del se--

gundo tensor. 

i Empezaremos por explicar el experimento que aparece en - 

el segundo volúmen de las lecturas de Fisica de Feynmanr 

Cap. 41 en el que tenemos dos superficies salidas planas 

con agua entre ellas. 	Se mantiene una de ellas en 

11.1. 	ibm 	45«..% 
r
g
ts S*. So, 

S  
141. SI> SI%  

1 

1 

1 



reposo y se mueve la otra con velocidad Vo como lo 

muestra la figura, 

	

1// 	7///  
V = O 

A «r:. Avi& di • la supe.,  f;t.k sélat da, 

'Pirra+ S•-•  /41"/"C‘ de   hl* •ViAtwaat Si. tIM PIAZio 14". wievi-
s4 

Si en este experimento se mide la fuerza necesaria para- 

mantener el movimiento de la parte superior a una veloci 

dad Vo se tiene que, 

F 'atol 11.15 	Isviy 

	

A la constante 	se le llama coeficiente de viscosidad. 

Considerando ahora un fluido en movimiento y tomamos de 

éste una pequeña celda rectángular en la que hay movi--- 

miento relativo en la dirección X de la placa superior 

respecto a la inferior como lo muestra la siguiente fi-- 

gura. 

  

u4Ag• 
	) 

T 

  

  

  

    

    

    

    

GT b.i‘c..1,4 	vz, X., 

Area de la superficie superior = éSély 



sity u 115 
th"/  

Tomando el limite cuando M4,0 

zos 

Y halo -% O 

Una tercera hipótesis a nuestro modelo es que la fuerza-

de corte por unidad de área que existe debido al movi—

miento relativo, es de la misma forma que la encontrada- 

en el experimento discutido anteriormente. 	Es decir, 

hbVii u 	AWLK 

y por otra parte, de la definición del tensor de esfuer- 

SI/ 

y en general 

u Irt 1111  
11(1 

Por hipótesis, SLITISIZ. 

51.j 	(.1eál)(:  VII  

ult, 
5¿.‘ m'T" 

dIkt 

Y et.s. L11.%1 

por lo que 

(.* 

Definiendo 	5  74•II 	tenemos que 

sts u ytt 4:511 } aun  ) ye" I* S. 
I 	 In 

SU. u -15 4  In t la 1 ;*.bb . 

En realida, la expresión para S. es incompleta, aunque 
el término que falta se hace cero para fluido incompresi 

ble que son los que más nos interesan. 

Para encontrat la expresión completa, explicaremos como- 

. 	: • 
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llegaron a ésta Lamb (pag. 574) y Batchelor ((pag. 143).-

Ambos sostienen la hipótesis de que el tensora S depen-

de linealmente de las derivadas espaciales dre la veloci-

dad. 

Lamb habla de la existencia de fuerzas de inleracción en 

tre elementos del fluido con sus vecinos debido a la com 

presión de éste (se puede pensar que para un fluido com-

presible, movimientos relativos de elementos de fluidos-

que producen esfuerzos de corte que dependen linealmente 

de las derivadas espaciales de la velocidad ior hipóte—

sis, pueden producii a nivel global compresirnes del flu 

ido en unas regiones y expansiones en otras). 

El término ¿oh que es lineal en las derivadl5 espacia--

les de 11. está intimamente relacionado con Iscompresibi 

lidad del fluido, pues si éste es incompresitle (esW1. ) 

de la ecuación de continuidad se deduce que aboy7.0 por 

lo que Lamb añade alla el término simétrico labna 	en 

donde 'h es una constante que está determinada por el -

hecho de que 

4r 	s„ 4  51.1. 4 Sz, a'.112)  4  21 
	W4. 4 I). clU v4 r. 

Entonces 
	2)14 31) cCw _O 

Si el fluido es compresible (111%., 1640 en general, por 

lo que 	y asi, 

s  

Batchelor por su parte, usa la hipótesis de ña dependen- 
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cia lineal de S con las derivadas espaciales de la ve- 

locidad. 

Del cálculo tensorial, tenemos que la dependencia lineal 

entre dos tensores de segundo orden se establece a tra-- 

-vés de un tensor de cuarto orden. 

Definamos el tensor de segundo orden, 13 

$ C1)como 

entonces lz M3 en donde 	es un tensor de cuarto 

orden cuyos elementos están dados por AIWIL 	y 

S' = S 4- 	. 

Los fluidos que consideramos serán siempre isotrópicos,- 

por lo tanto el tensor k es isotrópico. 

Sobre tensores isotrépicos de cuarto orden proponemos el 

iguiente resultado (Jeffreys capitulo VII). 

Todo tensor isotrópico de cuarto orden se puede escribir 

de la forma 

4. vil Lási, <&j  S vi  

Así 

stiwCykSuLlit 

como St - 

trixiit 4  vtl 	Slk 	S ZI Sta t 	Sith  4h S, ISUL 4 
1 

Entonces 1 1 i por lo que Atit.& s I (boli* "iiJih.)4`111444,At 



01041.14. 

De esta forma 
ILAIL 4 11  á S;,:) 	(Siát. Sit *So- 	U). 

v.1  PU1. 4, 
t\axi 	) 

Lli expresión que ya habíamos encon 

trado. 

1 
Para Su, de la definición de S tenemos que, 

entonces vt = 1- 1 	W1 	S=- 	4 	 es el 

tensor cuyos elementos estan dados por 

545 	( 41-kiaxL. 4 slit 

211 ej..t: 	.•311 	-'  
Conocida ya S, ahora queremos determinar las fuerzas 

de viscosidad por unidad de volumen. 	Para ésto toma- - 

mos 

lar 

ra. 

como elemento de volumen un pequeño prisma rectángu- 

con centro en (1041.4.441.,‘440) como lo muestra la figu 

111~...m•Alig azzo.n~~~111114 
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Se considerará el rectángulo tan pequeño que S es cons 

tante. 

La fuerza resultante, será la suma de las fuerzas sobre-

las caras. 

Entre caras paralelas, se tienen fuerzas de acción y - 

reacción debido a que estan tan cerca una de otra que se 

considera que una desliza sobre la otra. 

Llamai‘os cara 1 a la cara paralela al plano YZ más -- 

cercana a éste y cara 2 a la más lejana. 	Análogamente- 

cara 3 a la cara paralela al plano XZ más cercana a el 

y cara 4 a la más lejana. 	Por último cara 3 a la cara- 

más cercana al plano XY y cara 6 a la más lejana. 

Veamos la contribución de las seis caras para la fuerza-

en la dirección X. 

Recordando la definición deSt1 y que 4 es normal a la su 

perficie, tenemos que 

En la dirección X : 

Sobre 

Sobre 

Sobre 

Sobre 

Sobre 

Sobre  

la cara 

la cara 

cara 

la cara 

la cara 

la cara 

fuerza de acción 

fuerza de reaccion 

fuerza de acción 

fuerza de. reacción 

fuerza de acción 

fuerza de reacción 
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De este modo 

ruettG4 an x rSm(Mely,u.na.»)"Su(itioil•AjlitSUI 4  Int•voilsowitt.)-Snbtalulejlbtxtu. y.. 
4 r.Smtvoill.,tio 	- S a  (x. bks. egsN ¿IV 

C 
1.1  ov, 

tol 
sus) .% txl 	Svi.  (1494 thla)  •• %%1,1%)  Selle  4  ea) S 1.3.tic>9.V4Vitia,  E focirsoks enx % L 	ay 

Por lo tanto el término encerrado en el paréntesis será-

la densidad volumétrica de la componente X de la fuer-

za, la cual nos interesaba encontrar para la expresión -

que sale de la segunda ley de Newton y que hemos denota-

do por Fix. 

Para considerar el valor de la densidad de fuerza en un-

punto calculamos el limite cuando 

del término en el interior del paréntesis y tenemos que, 

it 	 n 	-at 

En forma análoga se obtiene 

21.W 1113" 152*/  

.,% re 1m» 115:11 *ra t 1S
i
s 

Wat 	11 	'5 

Sustituyendo los valores del tensor S y considerando -

que la viscosidad 1 no depende de la posición llegamos-

a la forma que toman las densidades de fuerzas internas. 

Fax  

r. Ar 

= - 11111,x  +1 41:31zwL tvlbs  '191Eillbaxal 	8--1111°aval] 
htt. 	th 4 all> 
aitb 	11  al-11 	hcait 

	

r tLít takt. 	lis — 	4  nadut 4  /1 I L. 	Ital 	bicha 

bK 
4 11 41 4  t 1 hai.1 (dIV  

- i 412-1-1 
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Del mismo modo 
a_cou v 4, 1A  bu% 	bkj - by 

IP 
a. 	v. alcu -‘1) 

4 biAlitl 4 	14. • t$1. 

Sustituyendo las densidades de fuerzas internas en la 2a 

ley de Newton obtengo 

(124 in) ‘114 Nit 1)).\-4 vol - 	4v4.1 vv,Ived;well) 

A estas ecuaciones, se les conoce como ecuaciones de - «Ea 

Navier - Stokes. 

De ahora en adelante, la única densidad de fuerza exter- 

na que nos va a interesar será la de la gravedad, que de 

acuerdo al sistema de referencia que utilizaremos, siem- 

pre apunta en la dirección 	Así, para nuestro -- 

interés las ecuaciones de Navier - Stokes, toman la si-- 

guiente forma, 

ey, 7) 1-11. 	 , (19401.! 	je 4 1SV. +109w -1) 
(I .4) 

) ECUACION DE ESTADO 

Para describir un fluido en estado de equilibrio. se  tie 

nen que dar valores de los parámetros que están involu-- 

crados, como son la presión, el volumen y la temperatura 

entre otros. 	Es bien sabido, que no todos los paráme-- 
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1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

tros de estado son independientes. 	Por ejemplo, para - 

un gas ideal, se tiene la relación 	• 

En general, se puede escribir la relación entre las va--

riables de estado en forma implícita. 	Así, para esta-- 

-dos de la materia en equilibrio, la relación entre las - 

variables P, V y 	T, estará dada por la ecuación. 

4 (r,vi) o 
llamada ecuación de estado.  

En nuestro caso, tenemos un fluido que puede estar en mo 

vimiento, por lo tanto no es un estado de equilibrio, 

sin embargo, el movimiento no es un factor que altere de 

manera considerable los valores de los parámetros de es-. 

tado si las velocidades son bajás. 	Se puede pensar que 

un fluido en movimiento a velocidades bajas es el resul- 

tado de transiciones reversibles de estados de equili— 

brio. 

Por lo tanto, para nuestro fluido en movimiento se va a- 

cumplir la ecuación de estado 1(V)? 7)145  

en donde se sustituye el volumen por la densidad. 

Aqui va implícito el hecho de que nuestro fluido es de -

un solo material, porque si fuera de varios, otros pará-

metros a considerar serian las concentraciones relativas. 

E) ECUACION DE CONDUCCION DE CALOR. 
1 



Hemos visto la forma matemática que me describen la con-

servación de la masa y del momento, toca ahora encontrar 

la ecuación que me dé la conservación de la energía. 

Consideremos un fluido a una temperatura T que se en--

cuentra en movimiento y tomemos un elemento de volumen - 

constante. 	Para este elemento la energía por unidad de 

masa será, 

en donde Cooi calor específico a volumen constante por uni 

dad de masa. 

La pérdida o ganancia de energía en el tiempo se debe al 

trabajo realizado por el sistema, al trabajo cedido so--

bre el y a pérdidas o ganancias de energía a través de -

la frontera S del volumen V que tomamos fijo. 

a 	te.41,,, 	4 	0,"/41:% Ceb 	Utererh. 
1141. 	abra" áe . 

V 

Aquí 	es trabajo por unidad de volumen. 

Por lo tanto. hav aue hacer un conteo de los términos a- 

la derecha de la última ecuación. 

_I Recordemos aue cuando se obtuvieran las ecuaciones diná- .   

micas se decía que habían dos tipos de fuerzas: 

a) Fuerzas externas (fuerzas por unidad de volumen) 
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b) Fuerzas internas (fuerzas por Lnidad de superficie)-- 

que están definidas por el tensor S. 

Sea 	igual a la suma de las fuerzas externas por uni-- 

dad de volumen. 	Tomando un elemento pequeño de volu-- 

II  men dV en el interior de V en donde podemos conside-

rar a E como constante, el trabajo realizado por unidad 

de volumen será 	/ 

II 'Che  
a 

chljeick.  T. t V. 	s. s: t. rla tit lb IájiSit/ 	n. f . 14.% 
Lig I 	lit" 	' at 

y para todo el dolumen V, el trabajo neto debido a - 

II
fuerzas externas es' 

blext.swao 	f.dm chi 
at 

Por lo que toca al trabajo realizado por las fuerzas su-

perficiales en el interior de V, vamos a tener fuerzas 

de acción y reacción entre capas vecinas de fluido, es 

decir el trabajo que cede una capa lo recibe su vecina,-

por lo que globalmente no contribuyen. 

En donde hay una contribución neta distinta de cero es - 

II
en la frontera de V, pués allí la Ácción es sobre la ve 

cindad en el interior de V y la reacción es sobre el 

exterior, por lo tanto esta última no contribuye a nues-

tro conteo en V. 

Para encontrar cuanto vale este término, recordemos que-

los %elementos del tensor S, me dan fuerzas superfi- 
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• 

ciales en la dirección ti sobre un elemento de superfi--

cie cuyo normal apunta en la dirección 

Tomemos un elemento de superficie ta de la frontera de - 

V 	cuya normal exterior está dada por DT. (..v%% 	• 

Entonces la .X.-ésima componente de la fuerza superficial 

en la dirección t en términos de Gel  está dada por 

514% = S 'n 	y por lo tanto, el trabajo por unidad de 

superficie sobre allst, tomado tan chico que Sn 	es 

constante será 

= 11.1  • clu -4 94• dt 

d> 4111~ sya 	iz eut 
al 

Integrado a lo largo de toda la superficie Si. frontera IM1 

de V tenemos que 

~ohm' Z Verá Y1 asa. 

Lo único que falta es encontrar los cambios de energía - 

a través de la frontera. 

Primero, tenemos que si el elemento de volumen V se en 

cuentra a diferentes temperaturas que los elementos veci 

nos, la ley cero de la termodinámica me dice que el sis- 

tema completo tenderá a un equilibrio térmico. 	Para 

que esto suceda, deberá haber conducción de calor de las 

partes calientes a las partes frias y nos interesa medir 



esa conducción de calor (que es energía) a través de 

la superficie Sst. frontera de V. 	Siendo b. el coefi---

ciente de conducción de calor, la cantidad de calor que-

se transmite a través de Sn. será 

S 
kk,(Tr• XI) 459. 
1 

Por último, se tendrá pérdida ó ganancia de energía debi 

do a la entrada o salida de fluido y ésta se obtiene por 

la integral 

¿SR_ 
Ssy 

que es análoga a la que se tiene para calcular la pérdi-

da 6 ganancia de masa. 

Con todo esto, tengo que el cambio de energía en el tiem 

po me lo da la siguiente ecuación 

SI- S IE. clif tr. .51.1 chi 4 t.11Syz 4 os • 	 (1.1) 
at 

s. 
Desarrollando los productos escalares y matriciales ten-

driamos 

lir 	
Wat 

10.1141, ¿V 	UZSC,5 n‘i dSR. 	(5- *D., —1E:V/11,)4Sit  
i.st o% 

Si nosotros escribimos las ecuaciones de Navier 	Stokes 

en términos del tensor S tendríamos 

    

a 
)kk 	Ultesin 	lis L,5 

   

e at  

) 1.11 	(notemos que se sustituyo el término 

at 
	por .div (,hit) 	que se obtiene de la ecuación de 
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continuidad). 

Se multiplica la ecuación por 	y se suma sobre todas- 
. 

las L 	tenemos 
2 	1 

t tt 	- 	(?Ni)V,4 , * (.11.1V -te 
h-%., 	o t 	

Cr.‘141 E. Z.V41  191"9.5  k% 451 	w1,5 

Integramos sobre todo el volumen y obtenemos 

bt 	ttt klittl1-41v 	* (14  •size) likt, 	It(fIllo 

V 
	 V 

Aplicamos teorema de la divergencia en (1.6) a las inte-

grales de superficie y sustituimos el valor de E. dado 

por (1.5) para obtener 

0144 ht "itc-41) = 	711ki, 	S Ilax  .(411 .0 av 	oT)csv 

	

% I y 	 1 4" 	" 

V 

	

I" 	 Ni si 
V 

Sustituimos de las ecuaciones de Navier - Stokes el va-- 

lor de 	5 11.3hcV4 	en esta última ecuación y - 
Vitt v 

obtenemos 

t14 +becvla  ilekV *:» t ele 1. 4 71P11811)//V  
tst 	 Y*" 

ass, (kv t 	11.(tuDuldV 41 :U Wi-b4V d v (ler» va- 

	

V 	 V 	
94.1 

Vqs% 	4 	'1   
Simplificando y agrupando todo en un solo integrado ob--

tenemos 

E. ± tkl" 4  kitC;T) 4  ± 	 llat 4  .17 t 	Vt ail 1915 11  
a 

	

int% I 
	

thist • 1st 

- aiv oozy) t 1.(ecy7ruDlav = o 
14 , 4 



Suponiendo continuidad en el integrado, esta igualdad se 

satisface para todo volumen V si y solo si el integran 

do es cero, ésto es 

dív Clan . L.  1.Utv-run 

4.44\kt 	 . cecki-r) *-1 1uickslz* k 

.1.1.% 

	
yj= "á L5.5 , 

(1.7) 

Esta es la ecuación de calor en su forma mas general. 

Con las aproximaciones de Boussinesq , encontraremos mio 

posteriormente una forma mas simplificada de esta ecua—

ción, que será la que usaremos nosotros. 

F) SIMPLIFICACIONDE LAS ECUACIONES 

Para llegar a una forma simplificada de las ecuaciones 

que describen el problema, utilizaremos cono hipótesis 

que las aproximaciones de Boussinesq son vílidas para ••• 

nuestro problema. 

Empezaremos por mencionar dichas aproximaciones, para - 

luego encontrar la forma simplificada de las ecuaciones. 

1).- Los cambios en la densidad se deben a cambios en la 

temperatura y no en la presión. 

2).- Los gradientes de velocidad son lo suficientemente-

pequeños, de manera que el efecto en la temperatura por-

la conversión en trabajo puede ser ignorado. 

3).- La viscosidad dinámica .4 , la conductividad térmi- 
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ca 1. y los calores específicos son constantes. 

4).- La ecuación e0) es lineal en T.  

De la segunda hipótesis, concluimos que la aproximación- 

de estado de equilibrio será válida para nuestro proble- 

ma, de esta manera, existe una ecuación de estado 	• 

1 Vri? 	= o • 
	 / 

De la primera hipótesis, se deduce que la ecuación de es 

tado se reduce a una función del tipo 4(t)i-T) 	() 	• 

Suponiendo que 4 es C en t y enar , por el teorema 

de la función implícita, si 41 o 	entonces tenemos- 

que 	

e .4 	11115  (f) 
Por último, de la cuarta hipótesis, haciendo un desarro- 

llo en Taylor, tenemos que nuestra ecuación estará dada- 

por 

en donde ?o  y To son la densidad y temperatura del -- 

fluido en reposo. 

Se define ot el coeficiente de expansión volumétrica co- 

mo 

de 
Po 	1.TIcT  e 



Así, se tiene finalmente que nuestra ecuación de estado- 

está dada como 

L'T 	Po 	ev-7°) 

ya que el coeficiente de expansión volumétrica o( es 

_ de l orden 1O 	(Chandrasekhar Pag. 16) , tenemos que 

para variaciones de temperatura del orden de diez grados, 

el término ro« (1T-1T.) 	es del orden te r%  , ésto será - 

importante cuando tomemos los términos de mas alto orden 

en nuestras ecuaciones de movimiento. 

Por lo que toca al resto de las ecuaciones, al sustitu-- 

ir la ecuación de estado en la ecuación de continuidad - 

obtenemos 

etre  tal et 100  C - 43( (1.:T")1 v '54 ot eo 	O 

crtv  124, 	ateo ti (r..«/D)div 1Jl 41I. • 97.1.5 

Al orden mas alto, en este caso se obtiene que al orden- 

dpo 
	

el único término que contribuye es wirwll 

despreciando los términos al orden cc, a orden mayor se 

tiene que 

cuy 09 o (I 

Al sustituir esta ecuación y la ecuación de estado en 

las ecuaciones de Navier 	Stokes se obtiene - 	• 

e ta allt-T•))(k*C1.'°)\41 -fci• 1,1 -ro( ( •  v-3 )11 = 
-17P 41618- 



o vi  
Agrupando los términos de orden c( ct 

iguales a 04  tenemos 

y menores o 

Po 	4(),(91. -relty‹ er-10)1 4 rc,N.A. -7)11 kvt lámk 4 O (ceeM 

Estamos suponiendo por hipótesis, que las velocidades y-

sus gradientes son pequeños, de tal modo que fe9IKCI.-14)) 

sea del orden de 	'1'711 	, desperdiciando los - 

términos de orden e?" o menores nuestras ecuaciones de 

Navier - Stokes en forma aproximada serán 

e, e ?o % £.1.4. er.-T*5114.  
4  r0C/444.* hk 4  - lha1 o CIA 

Por último, al sustituir la tercera hipótesis, la ecua— 

ción de estado y la ecuación div 1.6 = O en la ecuación- 

general de conducción de calor obtenemos 

-tepok titut eocv 	-1,e(cr--tncyl eftcz- 
3 t ?u.oke - Esti z usr 4 tc.vouil 	tol. u %  

iás 4 	i 	lats 	 ist 	 3  " 

Si desarrollamos a primer orden la velocidad en la serie 

de Taylor obtendríamos 

‘AIN,  Ivu 1 d 
donde d es el tamaño o longitud en la dirección ( del- 

recipiente (distancia entre los lados del rectángulo en 
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nuestro caso) 

De ahí que IvUllt  „, 'LlLálarl 

pero 	Illt • VV4*,, e, O clkL•T :In es ) 	 como acabamos de -- 

ver, entonces 114133*•••• db-ren % 	y así 

c. . 1111. ,,, m...21 tr--t")% 

Para comparar con los términos de mayor orden, tomemos 

por ejemplo el término 1./r . 	Del desarrollo en Tay-- 

1r de la temperatura LIT ^,-Gap 	entonces 

l t 1  i 	^,, 	 OA  b

1 	 dl- , Se 111  y este valor para líquidos ordi- 

narios 	
WL 

es del orden de 101.1  d• tefe  cuando cl ,̂14~. . 

(Chandrasekhar Pag. 17 - 18) por lo que es despreciable. 

Por lo que si nos quedamos con Los términos del orden - 

•
n• 	 K de la ecuación de calor y definiendo 

elb4Iv 
el coeficiente de conductividad termométrica, llegamos a 

la ecuación de calor simplificada 

e 	 'II • 91 	O 
ht " 

••• 

(1.10) 

1 

1 



CAPITULO II  

A) EL PROBLEMA A TRATAR 

Consideremos un fluido viscoso contenido en un recipien- 

te en forma de prisma rectangular infinito en una direc- 

- ción y el cual tiene sus caras paralelas a los planos XY 

XZ y YZ, dichas caras son rígidas. 	Ponemos los ejes 

coordenados de tal modo que la fuerza de gravedad apunte 

en la dirección --Z. 	El prisma tendrá r centímetros de 

ancho * h dentimetros de profundidad y de longitud in- 

finita como lo muestra la figura 

1'1 

«fi cuyo. 	
tob.4i(41 
	del recWie."11 cut 

El fluido se calentará a través de la cara que está en 411.111,  

el plaño XY, mientras que las caras que se encuentran en 

los plános definidos porX=0 y Xlar son aislantes- 

térmicos. 	 • 1 .  
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Este fluido será un transmisor de calor y nos interesa -

ver si dicha transmisión se realiza únicamente por con— 

ducción o también por convección. 	Para ésto necesita--

mos encontrar las soluciones a las ecuaciones simplifica 

das que se obtuvieron en el capitulo anterior, con las - 

condiciones de frontera apropiadas. 

Estamos interesados en soluciones estacionarias al pro--

blema de modo que el sistema de ecuaciones a resolver es 

c£tv NI 	o 
(x.37)1 % to le -1.1- at er-T-v111#1. 

".7 l‘augr 

Por otra parte, de las características particulares del-

problema se tiene que hay una simetría respecto al eje Y. 

Ayudados de esta simetría, buscaremos soluciones que no-

dependan de Y, por lo que las ecuaciones se simplifican- 

a átit 4, Sa e  O 
bX 

	

‘1.3111? 5-4- al 	1M 4 9il 	eC CI•er•11431 
a'k 	ro ha 

ft  • lis = KAT 
En donde ahora 

De las condiciones a la frontera, el hecho de que las pa 

redes son rígidas implica que 11.11T4en la frontera (ft 

es la normal a las paredes rectángulares) y por otro la 

do la viscosidad impide que el fluido resbale sobre las- 
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• 

paredes, ésto me dice que 1.5.elr.o, 	en donde 

,I.:411.) 	representa dos vectores no colineales so- 

bre una cara y esta igualdad será cierta para cada una - 

de las caras. 	Es claro que de las dos condiciones an-- 

tes mencionadas se tiene que 'l= O 	en las paredes - 

del rectángulo. 

Por lo que se refiere a la temperatura, el que las caras 

en los planos X = 0 y X = r sean aislantes térmicas 

implica que ail 	. o 	en este caso las 
Ixao 	1X1( 

normales apuntan en la dirección 

es decir la condicioón de fr6ntera es a 
alc 

Y las paredes a lo largo de los planos te 0 Y 'a az IN 

se mantiene a temperaturas constantes T y 	respec-- 

tivamente. 

Es decir, I.  (x)0) T l  T(xlq 

Si vemos la ecuación 

a% okaalt. vamIL 

#04.= O 	en la frontera 

notamos que %LILO 	es solución y es única porque si CID 

hubiera otra '&00 se tendría para %I. 1A1 conocidas 

aliViask e • 49:titt:: O 	VI (t1 	 =%) vl.cavk Va,1•17-v,r-- o 

Integrado sobre el rectángulo definido por 01 X s, Y ) 
Os. t f.‘" 	y aplicando el teorema de Green obtenemos, 

x respectivamente,- 



- 40 - 

)
o 

pero 

y 	

P 
) link\ cht.clt 4 	u, 2.11 11), eLK ¿N 

o o 

1I..s7Vt 	wit3) = d V L90,4  ) • Yielilt Net 
ti 

pero di v Ny= O 	Va  NI • V Ul  crw 	) 

Así tenemos que 

11 h
tv 	ky 

j o1VIM <IX d%C119(11 \11‘ Cliqhgt 
4.1 O 

Por el teorema de la divergencia 
Ita;v 	IZI)dy 4.1 r. '4‘1"Z "t• n ds g O • s 

sa. 
cero en la frontera aSt• • 

pues 	y a/ valen 

De este modo 
* 

\ o 
ITUI\ chLel‘ 	

Y
0 V 	1 

Por lo tanto Irlitts O 	eu.l.r.C. pero 'XkusO 	en las pare- 

des así V̂ Ig() es la única solución. 

Conocida Ux el problema se reduce a uno bidimensional so 

bre un rectángulo de largo r y ancho h con las si- - - 

guientes ecuaciones y condiciones .a la frontera. 
Mil las ala 	bt 

ut 	"431111. 	• y"' 
uity ub*tt 4 911112  - Cl- (.1.-111 
lis ft  4 etki4 g= kk•T 

con 	Usollts O 	en la frontera del rectángulo 

"r Ocio) 	)1"tx,w) z7"11  

B) ECUACIONES DEL PROBLEMA DE DENARD 
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En esta sección, empezaremos por resumir lo dicho en la- 

sección anterior, luego encontraremos una primera solu— 

ción a nuestro problema y finalmente, reescribiremos las 

ecuaciones para llegar al planteamiento con el que vamos 

-a- trabajar para encontrar posibles soluciones de pertur- 

bación respecto a la primera solución. 

De acuerdo a lo hecho hasta ahora, resolver nuestro pro- 

blema significa encontrar soluciones para ti lUt ilYr 

de las ecuaciones 

'Ut  el% 4.1,1b  414 . * 4 VAN 
X 	b% 

aU 	V.3  411 - ait 	DI' CT'al.)1.1 
SAttle ,NiztielicsaiT 

con las condiciones •a la frontera 

Ocio) VI(V II) a 0 eti test. 

TOt so) s"T" 1  ir Cht.,1, 	
asó C) 3  e t„„7- o 

y dliv 	=O eh PL. 

Cabe hacer notar, que en la ecuación (II 2), el término- 

	

(t. aKlar-TT)el 
	

• y es una densidad de fuerza en 

debido al cambio de peso por calentamiento. 	Cuando el 

fluido se , calienta, se expande, por lo tanto su densidad 

disminuye y asi, el fluido mas frio tendert a caer por - 

gravedad. 	Este efecto deberá ser lo suficientemente -- 

grande para vencer a la viscosidad. 

De la experiencia física, esperamos una solución que me- 

represente la conducción pura, es decir 
	NA‘bilt.) 0 

VII  (M ei) is 0 	, sustituyendo estos valores en 
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(II.1) y (II.2) tenemos que, 

ezo 	5: 	(x:rT1 co& lí 	' at 

De la primera obtenemos quer no depende de X y por lo- 

--tanto tra 	ce-Toyi 	 en donde 120  y- 

T°  representan la presión y temperatura del estado de 

conducción. 	Es decir, T°  satisface la ecuaciónte = O 

con las condiciones de frontera para T. 

Una solución es T°  = (Vb  e: )1  ak ar-  'Cae  ) y tenemos que 

la solución es única pues si hay dos soluciones 

T°1 	y  T°21 
	entonces T°12 la T° 1 	T°2 satisface 

£51:: 
	

con 	/413) S Ti. (IMIT. 
y el. 	acT° . 

3X l e —n 
	s  a

imo clx• icsv 
De la primera. identidad de Green resulta que 01 f:r e  O 

 =3
) Trti. 1114:1. alai% 11  • 11  \I" k115131.11cht a% 4 ‘ TI»  VI CU) "13  

• Q 	 • o 	 11.
,   Pero en los segmentos a lo largo de 420 	sal" 1.1)%z el y 

en los segmentos a lo largo de X.40 , liar aialt e; agu z O 1W 
por lo que °T.2. V-3:1  w O 	en 1A. . 	Sustituyendo en (at) 1% y  
llegamos a que .. So  1. trz r.k..L., = o 

por lo que (11,,,ht.MIO lo que me demues- 

tra que ( 4C ) es solución única a iller0 con las condi-,  

ciones de frontera. 

Wor último"; itiátittiyendó "To en (11.4 	tenemos que, - 

41.4- 1)  Cl •« 	.)1  e1 ¿Ft 	o 
de donde 

Irt0 U% 4  es" (II )11a.  

o 

pero itht,o),C),. 
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* 9111  (II.6) 

(II.7) 
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As! tenemos que una solución al problema de Benard está- 

dada por 
NI, CIL 1.) 1,lbeV 31.) 

11.0< 11).:. 	4 rock. larlinelit ir Po 
	 e 

1.4h 	 artia.  T 
y esta solución nos representa el estado de conducción •=1 

del problema. 

Observamos que para el caso de T.4. 	T-  (equilibrio ter-- 

mico) se tiene 19.(xibi) %T.  UsuLit) = 0 , Ikaht ill. O 	y 

1"1,t).-: 7 coelt,411. 	que nos representa el caso hidrostá- 

tico. 

1 
1 

1 

1 

1 

1 
1 

Para buscar posibles soluciones distintas a la del esta- 

do de conducción, sean 	una solución distinta de- 

Cero Ilbs%)2 IIN.01.) • 4pC.1.j 	y 'T t.vick T. NI  <át " 	que 

satisface (11.1,11.2,11.3) es decir 

11 	1% ié - I; embll  "'al' 
.11; 	k .(11-141) — -ettlkvrt,  -r" 

'ft 4 k‘Itel 	4 a'<is  al.° Ist  
bx 	at 

Además la ecuación de continuidad 
, 	o 

sean ahora 	x t 	x 

1:1 
Notamos que 	y 1 son variables a dimensionales y es- 

1 
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tan definidas en 	0.1 

s t 	Ir 

donde 12 r. 

—Así, si aplicamos la regla de la cadena a (II.5), 

(II.6) y (II.7), sustituyendo además 10: 	y 

se obtienen las siguientes ecuaciones. 

iit11 	"aa (11 ax 1-21/ 

(ir%) bk (Z) 	la  
49C 1%  4 (11 1 (41 

(I)111 1)141  

..14 
a x, 	*14. is  

T.  en (.11.0 

ht 

De la última, se tiene en vista de que el dominio es si* 

plemente conexo, que existe una NYCS114.) 	(que la defi 

niremos adimensional multiplicándola por un factor cons- 

tante que nos de las unidades correctas) tal que 
ail ialeir‘i al, 

Por último se definirá una temperatura adimensional 

8 7. 	Cr' ".)41  
y 

de donde Ifeh--(322151(Y 

Al introducir las nuevas expresiones para ni., 	en 

(II.9), (II.10) y (II.11), obtenemos 

• 

1 

1 
1 
1 
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-11-  ti ts, 
II  Lin 	n lis a) 

 

Latw 	J 

 

 

tet t k af 	LIT T NIJ 

IN% 	
by at 	- 	- 4  (- eb 	ito  

19•1  E-1-1 
Nurcv111-11-11411(+1).31yr (f1411) 	(II. 15) 

Simplificando (II.15) y definiendo 

1419151t -11  

tenemos por último que 

L. Pe+ 11.1• aX  + /c. kt) 	.17 O 

Por otra parte, si derivamos (II.13) con respecto a 

y (II.14) con respecto a R y restamos lo que se obtie- 

ne es 

wilL ‘111' 1.1 	. 	.via,15  4_ 	he aid)1 	Irak 	b9.‘• 351  but uta lo 	t 

›Sal. 	ax aih't 	hic 	4114u 	k.ir• 

Simplificado tenemos 

at(A t  MI- I 	oc ‘ sb:11  11Valt1  ytar 
—01Z115(.4) áb.  ›R 

Aplicandor hcfl al lado izquierdo de la última ecuación -

obtenemos 

Áli+ COI /O:1 -  olcS1r.:T4) #1.2 
v 

( 1419; • itY 	( 4 1 aL  
b lea% be 
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Por lo que se refiere a las condiciones de frontera, es- 

claro que para e se tiene que 

9(110) = e(R )R) o 
ae 

b \ya: 	\u„-¿ o 
Para la NY se tiene que la condición 1150 usa) im-- 

-plica que 	t/ 21) 	en átt... 	, por lo que 

- "kb. de• en mee. que la podamos tomar como cero, pués - 

ésto no altera el valor de las velocidades que es lo que 

realmente nos interesa. 

y 

Es decir, tenemos que 15 satisface en la frontera 

M,(11‘11: 9(itt)  o a... aft. yl is normal ex- 
terior. 

En realidad nosotros utilizaremos como condiciones a la 

frontera 

(SS 1.1 % albait" CO átt. 

de donde vemos que se ha cambiado la condición á 2 O 

por otra que no correspolide a la condición de paredes - 

rígidas de nuestro problema que sin embargo simplifica- 

rá sustancialmente el problena de encontrar soluciones- 

para N, El 	y lk . 

Resumiendo, tenemos que para encontrar posibles solucio 

nes diptintas a la del estado de conducción hay que bus 

car soluciones distintas de la trivial al, problema re-- 

presentado por 

• 
•• 



• 
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á er 4 tes  CM), 	-4 o 

	

211 4 Z.:As)i  WA3.21 g• 	o 

Cón las condiciones de frontera 

Ilet14.1 c. el /111  r. 	el St. 	 (II.18) 
h rb 

e Oti 41) I% e CR)  V ) 0 e kt• 	° 
Aqui hemos denotado a 911. 4111r-T4)1  , que se le conoce- 

%NOM 
como número de Rayleigh y que mide la razia entre la 

fuerza de flotación debido a WIICIvM y las fuerzas vis 

cosas. 	Mas adelante veremos como éste es el parómetro 

importante para determinar cuando puede haber convección 

(físicamente es cuando las fuerzas de flotación vencen a 

la viscosidad). 

El número TS 

 

se le conoce como número de Prandtl. 

 

, 



CAPITULO III 

ASPECTO MATEMÁTICO . DEL PROBLEMA 

A) EL PROBLEMA LINEAL 

De acuerdo a la sección anterior, el 'problema a resolver 

es encontrar 
	
12  V401) 	y )11 4 que satisfacen 

111134 ft. ) 1.1v3 	o  

t‘V, ax  W1 

• 

En el rectángulo SI. ) C5á 	OS e r 

y las condiciones de frontera. 
• 

**a' 	s .0 t'A (151. 
Oh 

'hoy)) s e ()lin) = O 
wID 

bX hito 11151k 

Ahora, nos interesa estudiar 

(III.1) 

í 

la parte lineal del proble- 

ma. 	Es decir, los valores de 	para las cuales; el -- 

problema tiene solución no trivial, y como se comporta - 

L 	lejos de esos valores. 	En este caso, la li- 

nearización está dada por 

1.7,11.:: 

con las mismas condiciones de frontera. 

Es interesante notar que el problema no es autoadjunto, 
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y ésto era de esperarse, pues hay un intercambio de ener 

. gia (energía calorífica por energía cinética). 

Para empezar, definiremos el siguiente espacio 	• 

t (I); *e Cou 3.04 crLq.) 1 40NI: 	 ob, say, ,Nn 	ID1:009T) :O 
)%0 1 

I  hl Ix.  01 	
t 	(III.3) 

con 	élPell tI) 	y 001 11) 

En donde 	et) (.49111. )11  

funciones reales. 

R m 
	• 

0 	0 
t41 kvs14-14 h4e1cIal.) cotek% 

Teorema 

(t)) 
	

es un producto escalar sobre el abier- 
to del que se define (III.3). 

Demostración 

a) Es claramente bilineal. 

1ln o  
b) ( é)111 	 th114 WaI)1  Cht CV4. k. O 

o 

el4  en particular. implica CITI o tse=0 
x XI 	Xt 

1 	
chteli 1.0 1.• 	pigh As! 	 htch, at S 	4 4\

, • 	 0 0 iA 
usando la primera identidad de Green. 

De las condiciones 

es decir ve 1 O 

Env io) sieck,w) ir.,  O 

de frontera de & se tiene 

por lo que 	1  1" • met chut% 
entonces e e de • 

por lo que 	e Cxik) T. O • 

O 

, pero 

1 
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Por lo que a 	se refiere 

xi 	 n Rl 
¿VI% 	 kall) eckx ¿I k. 	 12) 	ay 

aa 

en donde se us6 la segunda identidad de Green. 

De las condiciones de frontera para 	, la integral - 

sobre la frontera es cero, lo que da por resultado que - 

• 

Usando ahora la primera identidad de Green para 

INIzs.‘k cht 	se tiene que 
h 

isrytt. chutt  4 	 do : O 
o o 	 ast. 

1111  1gokítchteti1.% o 
e 

Resumiendo tenemos que 

Por lo que entonces 	¿frt . s O . 

*u, ix) t e 6.,%) 

en óSL .  

• 

Por lo tanto, el espaciolA definido por 111.3 es un espa 

cio de Hilbert (Rektorys paginas 70-73). 

Sobre 1-1 se tiene el siguiente resultado 14@-) G 10(50 X VIItc1) 

Witcl 1 1111(1 = CY>) .NYcle &ce 	en donde 	1‘511„ * 

Para ver que ésto es cierto, necesitamos probar que 

1(t)1 )1 511(t)11 	(1 k0 	 xé 
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a) 	lit \I: 	k OM\ 4  lett 
Usando las desigualdades 	(obik)./  5 "2..0.' 4 1.1,1' 

( 0.4 ic, 4 C.)1 (. Ata. 41e t 	tenemos que 

. 1( IT 1 	L 

t Cu 1: az \II ‘54t.  thtlY)1.4 (d5.1511ellel 	¿4 	[(11)44 ) ( 1)14  
0 6 

Y 

t1., 
4 1 1 £.1) (t"1) 

u 

1(14 	s"t.(11t4 or4 1,) 40)14 (t4.1.1t1tuckl] 251(1;4 ugt,g 

Entonces la desigualdad (a) es cierta..  

En particular si tomamos los resultados por separado pa-

ra 11) y e tenemos que 

1. CM el 

Ithlb 	' Veta 
Ahora queremos demostrar que 

) U.1,1111-1 114:1 s 1(VC 
Para ésto definimos los siguientes subespacios de 111  

y Ith) respectivamente 

kr(o. 	Ixles4111)1*,..5:4),0 «, hit 

9 e 11taj Otx,ch ebyT 
Itx4e.S,1,.,0%0  

Ambos subespacios son cerrados, pues de:los teoremas de- 
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traza para fronteras que sean Lipchitz, como lo es en -- 

nuestro caso (Rektorys Pag. 325) se tiene que el opera-- 

dor Y 	que manda una función a su valor en la fron- 

tera es acotado de 1144 	
 yr -Ya (10 (misma- 

1 
	

referencia). 

Por lo tanto si <ton es una sucesión en 1°(n) 	con 

	

41,1: #1.11'wz O en a SL 	entonces 

/(AM J1L, o 
• 

s 	1k7., 	Illel) 
"me, 

1  Para 1(11) 	se tiene una situación análoga. 

1 

1 Entonces 

la norma WIktl"lb141.tew  Y 

1. e 4%.(.0 	cuy) 	y asi 

Definimos sobre 
	

t a) 

sobre Dila.) 	la norma 

1 

Out) t  S*e.1  ",a) ph.a.tho 	gt. 	Ik1,= tl «ell) 

dlehVt. 	t esa list) le‘„O) se bit)  1.0 

ek leh  lti 7- 0 ) tteltb 5(Lsolteln 

Buscaremos ahora bases ortogonales para S1Uy hA) 

Para empezar tenemos el siguiente teorema 

Teorema 

11%  Irs 11.) e 4v." 121 03J^ 411. 	es una base ortogonal de- 
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Prueba 

X ( u( 

bkri 1„d 	
u c.). 	r, 	au-stii.a eh'. 44411 ca,...141 	Stis  nt  

Es decir las \lb... (vil) 	son ortogonales, fal 

ta ver que es 	base. 	Para ésto, sea 

tal que • qtl iv) 	Ni 	( 1) 

Ir Ittl 
tt WL) 'Uso. y 	ast et-k w 

vAlltt IN 

Por el teorema de Fubini (Rudin Pag. 150) 
tyt Int 	 XII 	a  

1J (01%) 	404;atq ckdorlt o Iclx. Uqult) aman) caoi"vy.= o 
o O o 

definiendo •Lbt) ra ctIM caud- , se tiene que 

lr pues es base de 1.1:(snt) . 

Por el mismo argumento (el SeVklat es base de 1..10 ilT) ) 

c.tOt IV» O 	(salvo en un conjunto de medida cero). 

Con lo que queda demostrado el teorema (Halmos Pag. 27). 

. Lema 

‘1 	„Pi. 1  t 	en .una base ortogonal en 
	

41 (k) 	 • 

Prueba 
tev41,1%-ii(1)L4n 	(Nts.w.,•11.‘") :Q19%4411'114411 

qk  % 1:4 

e 
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111 	 entonces son ortogonales en lela), y si cte. WILL) 	es 

II
'1 L11), es decir ortogonal a 	 i  vw,n • ty) 

1 T nt 

1 

	

14,  1.e.-4 hit'\1,,„,dy..:1 t. z O •:, [CON 141%  1 	csa,.11) x. av a .t 
o o 

« Ti 

Como tul% 	y tu 11 , la última igualdads 	es cierta si- 

II D r alht(1 . \‘‘...-1" cw ¿ 1.  'F' ° 	. 

II Por el teorema anterior, ésto implica que 	bit s4P : O 	es . 

II
decir 	4 O-A.) ii O 	como se probó anteriormente. 

II
Con lo que el lema queda demostrado (Hálmos Pag.27). 

II
Demostrado ésto tenemos que 	 i,.,tx,n\e:lV,.-,0% 	es 
una base ortonormal en C(10) 	y ortogonal en 114 (11.) 	, 

1 	 por lo tanto toda función 	c (...LCIL) tiene un desa- 

rrollo del tipo 
11 

vt, 

I 

I I 	

r. ta. ‹. ces por hipótesis. 

Veremos ahora que el operador bik 	es 	y sobre 
ta..) 	LtLa.) 	y que 	11 c‘111.41.  'S- 	41"11)11 	

de 

111 
Sea 	r. E 111-1-1.4‘ 	‘‘°\i‘ 

x,14 timt4 

Es claro que 	'4) (.`1 ) E el <1.) 	pues 

1" v1=- < Qw.r entonces E I ECI-371 	A C31)  
"IN 



t ) 	a 1.„1 	+htl -1\  t • 7 

- se tiene que I) (›MCC.ra.) 
iu Mt1 01.1 

Queremos ver ahora, si las derivadas de 	están en - 

nfl). Para hacer ésto, tomaremos la suma truncada 

6. 	.4 11. 
Tomemos la cuarta derivada diZiad   L  E _ h 

1T 	1  11... 014  I X 1  
á ),1,1 . . ., ,... 

1:5  Ittao, " 11 Z• F. t. 1 T. lt0.ill 1 1 ..1/   

Pero se tiene el siguiente resultado 

b. Ectat  ‘41.11 
Prueba 

uní UY?, »ID 

Sea gtA: 	, I  

Consideremos 

	

(uti Itjt- 14.11- 	11.j4  1100 

	 i 1.01.>' a+ 3.034 11,(311 

TI .10 p,V-2 10% 4 2101 

ya que 	U5C1 	1 O 	se tiene que 

15-sre 	> 	- 	o 	ire s cut, ‘91)' 
Es decir 

11 
m m 

r 	7 f I aw,"I 
mai In' 

por lo tanto 

• "mm 	111. e Ola.) 
shto ál ›Isat 

para 	se hace exactamente lo mismo. 	En a0 
este caso la desigualdad a probar seria hs  P`/t1 ttn 11-4111-1.̀  

que es la misma que la anterior definiendo para este ca- 

so 	1ñ% c 
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1 
1 

Asl, 

ax á1.1  
E e (51.) 

1.1 E 	y_. 	CV 	ikut coi Al. 
PM Int gin [viril, 

,1111)  
á x" • 

es sobre'pues para 	do- 

31 c4,2elihn4 , 	71.-1  cu.„„E _ v 	 ply ~rit 

Este resultado me dice que hil* 

existe una AV e VVICI) tal que 

se tiene que Haciendo lo mismo que para 

• 

También se hace lo mismo para ver que 
,41,5 

Y °--- kitIát 	estén en 

des que se tienen que cumplir son 

Cfr 	C ( 1!.1.1)14  Atr4  
1, C (V14 hl  11  

(Yr nt 	E (111 )1.4  )112 
respectivamente, las cuales Claramente son ciertas recor 

dando que Wl > O ) Y1 5 O 	. 

Concluiremos de todo ésto que las cuartas derivadas de - 

11  están en £11(L) por lo que 	IPC)c )1) e P(a) 

Además 

• i.1(50 	Las desigualda- 

1 

Tenemos ahora que 

1/4C514 11; 

Itho 
11,14 

Quejemos ver que las normas de las pringas, segundas y- 

terceras derivadas de 1/ también estén acotadas por la - 

norma de 4 

tat 1:1 a41z 

1PLICti4ett 

1 
1 
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tit $. c5e1 	114)4 

1111 utlet  ) t114 111 

) 

u 91%1 htiui; ) a 1(11 
111 ( 141.1 	hat 	10; ) 

son ciertas suponiendo que las siguientes desigualdades-

se cumplen 

te 

donde 	1g ..1 	y 	n 	o viceversa. 

Verificamos la primera, ya que las demás se checan en 

forma similar. 

• 

a) 	[1114 1/111- 

Si nwntt entonces AMO y los demás términos son posi 

tivos. 

Entonces la desigualdad es cierta 

Si Nlql con 11 4 y 1,1vAtl entonces 1.1  1941  y los de--

más términos son positivos. 



Con todo ésto hemos demostrado que 

VIVe 	4G 	, es decir 

	

IM1. 4. 	allkt, 	(III.4) 

Ya que 	1, 	)444) 	se tiene que 

(Ir 41%4 	4111: es decir 	111)1 	IR' 	, el 

operador inverso U1J es continuo. 	La existencia del - 

inverso la da el hecho que 	: VIO --a eta) es 1-1 , 
sobre y continuo, resultados que salieron en forma direc 

ta de las construcciones de 4 	y 4 
A 

Por lo que se refiere a 	se tiene una situa--- 

ción parecida. 

Teorema 

	

\11.».syt I t 	CO' VAX ta*A" nt 
2. 

	

es base de 	)«.t. (St.) 

o, t it 	.V'( N). 

Prueba 

Sea 	9.15t) c eta) 	tal que 'V " vt 

es decir 
R 	 tí  

se",. 6.,tat t. 	SkA.041 	C" 11 Ch. ) C11 
0 0 

Aplicando nuevamente el teórema de Fubini. 
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Pero como zelInt 	es base de 2' (0,1) se tiene que- 

Lui): ipt(ymecaved,, o 

y como tos »ut 	con 'm'oh 10-1  • - • 	es base de 

0(o in t) ih 1„„(1) O <= (569.)..-, O • 

Además es claro que \it,...htiv ) son ortogonales, por lo que 

usando el mismo argumento que para ‘1,„,,p,t) 	se tiene - 
que V1...hin) 	es base de Lita-) 	 • 

Lema 

NI:f j'a.) 	es base de • eta) 	• 

Prueba 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

	

Por lo que ty„,„OLit) 	es un conjunto de funciones orto- - 
II gonales en 	ttt) 

Por una parte \k„„,Pt io) 	 O 	para todo 

V, 	Ybri.„,„,‘  - sevi 	, por lo tanto, 
a 

dibk v4.141x.o  
Esto nos indica que yy,„„y‘ot,t) e. R % Lst) v 	. 
Se tiene que 

91,..y)fit  RnI4htlt.tY t 4y1w1 (yu,„ sitwwI =1:1 4tr• >1%3 Edit. 	<LAitgmbal 

Por. Gitimo, sea 4)(191 C AIL.ct) 	tal que elbtil) 	t~" '4 "% vk 

1 
es decir 

e itt 	 t 	I el 
) the 	 1st-1 	a) lave.,  ei.Ittlt T. o V wt in . 

9 /O 
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tiL 
1-4Dt, " 

al AD 

(-AV y es 

• 

	

tbitte 	pues 1) 5 U1)1  .111- 

	

t ttte s e Ce 	pues VI S (.1) 01  
Por lo que 	91It, t En; 	pero 	VV.) = -.11►8r 

	
como 

se puede ver directamente. 	Por lo tanto -/Sh 	es sobre 

(análogo al caso anterior) 

Así 	1E41 5. q¿blite 	 . (III.5) 

y de la construcción de GN.%) y 11óW se tiene que 

• 11: ILlt) 	La./ 	es un operador continuo, L-I 	y 

sobre ésto implica que existe el operador 

continuo, ya que 

por lo que 
04 

L.19.41j  It 5 	L ICLvNe 
AnD A• b  

1  CIA fl (1~1 
m'u A1.1 abh1J111. 

4  Ithat 10 	t. lcLN vs wat, 041 

1 
Resumiendo, las desigualdades (III.4) y (III.5) implican 

• 

• 11" t41 
14 As 

Esto me dice que 

e Cali  E '1.c.AD 
Además 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

411 Y 

Y u Al. 
it  4 utte% 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
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que 	
IMIZ El: 1 S e 	‘113 )111k 

y así 	Sr C<I) x l'tst) = H la.) c. 111.9.) x W1.11.) 	, y la - 

base de 
	N La) 	estará dada por 

0 \ 	YtO, o 
1 

Ahora buscaremos soluciones a 	: 9 para X E El(tz) , e. lit_ 

Si desarrollamos W 'en término de la base qncontrada an- 
teriormente 

con 	extby114 	c(,1-2.4ve 	OD 	por hipótesis w4b 
Int 

Aplicamos el operador h.), ) notando que podemos aplicar- 

lo a cada término de la serie ya que es continuo y la se 
rie LE k, 	es convergente en it(WO X bit) 	como se vió- 
anteriormente. 

r 	t.01)14 0.51V~ A 1CM 

11-> u 	Ev",, trilt 4Y1)V.... w 
e 

0~, 

0.1~ ar 	a. 

en donde 

	

/ C.\ 	/O.C) 

	

d) 	1) a 

Entonces si y solo si 

(114Nent  t...„ 4 

tvum -r ego Iws vy„ 

*uy), II\  

roft4w11-  Ity) 	Ewm ( o 

CV) revittyn kirbwn ° 
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Si 
‹kk (r.(1

\ el) 	cett414%1 
)t4NA%11 	

xl C
[C111-4v1I-j1  

40 gyvo.o 
yvk i 

la matriz es invertible y para ese caso o 

y la única solución es la trivial .1 =0 

Por otra parte, si existen parejas (1141,") tales que 

„ CetlItnn%  
• ‘‘ 	 )1  

tenemos que 
. 	(1  

	

E ltrAvIn 	'I,„„ (.11) F,„-.. 
Notemos que los valores de 1  para las que hay solucio 

nes no triviales son numeros reales y positivos, cosa 

que va de acuerdo a la Física del problema ya que por -- 

una parte el número de Rayleigh involucra cantidades fí- 

sicas que son reales y por otro lado es intuitivamente - 

claro que para que pueda haber convección, el fluido cer 

cano a la cara superior debe estar a menor temperatura 

que el cercano a la cara inferior, es. decir 141 	lo 

que da valores positivos de lk 	(su definición está al 

finil del capitulo II). 

ClIht414%  Damos a 1" el valor de i , por lo que  
el) 

y así la solución a Z1.1 :C) 	será 
1 01a~ Y ouolll ) . C(14.tr4WV1 \ 

)( % t ( 	1 	) e 	con vill(  Al» AIL 04, 

Deseo ahora ver el comportamiento para 4 fuera del es- 
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pectro. 

En el caso en que 	). 4 	 et)1  
sif YA?. O VI?. 

	

entonces 	es invertible ya que acabamos de probar que 

	

k s  «s - 	y tenemos que para 4e 	desa- 

rrollándolo en la base de L. <<L) 'taca) 

v"," ai,""W111  aad" V.14- • 

»IQ 	Ituo" t•gb 	ikt".. Y14, 

1%/.. I 

en dónde /.X1~1114 
w49 
int 

por hipótesis. 

Si aplicamos a I! el operador L-1 	, suponiendo por el 

momento que podemos aplicarlo término a término de la se 

rie, es decir suponiendo que la serie Zi4, 	es conver-- 

gente se tiene que 
e 004 int  

As b 
5,4,6 

x(dy) 1 (  uy"ok... 
(11%." ) J 6 	Can "4" 4G",  vk -a 

4091) 
= GocAlAttl 	,c111,,„1t kpes., % 

Definamos 

4.b.vta ate► v12 

ces wx 

  

rho- 	\ dwv" 

k 4%.1) tnit4yrl t reeI V%11.  r4/1.11  

Entonces 
i.t 110" \ ( 45" ah" v‘t 

bw.v% 	COI 1U ish" 



y usando la desigualdad- 

se tiene que si existe 
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Y.  si 	La 4)  e NciL) 

a et 	ity„„it Ceptoiv'r 115%.01 C(I)t4 
10-au 

Sustituyendo A...," 

t4-1.?' 1.22'411 

r 	
vit j‘  rs.„„ 

zny4 111.1 cü . 	1. 
10.1 	 f (yu(1)4111] oix...k 4 9)1'4 nij 

• 

del hecho que Mit' (11)% III' y. [(1)%4 \1/ 3  Z C(Itfi "-Ir< 
4 DI) t  4 0-"Y‘: 	• se llega a que ' 	• 

aw ii  . twout.214‘5,11.1eln ( 	
1 2011 	)  1 1:14  th lit  4  E 	....1 	
, . ,.. 	- 

1141 i 

Ahora, si 'X S O 	entonces ' C(1)11 11
3 

Xel511 a111411-12 (a) 

y si 
111  ° 	-2  1 LT51114  vs'I'll -1(1)111  trk.)\ vei al\tyl-11--17, (b) 

ya que —131% 5.0 

Para 11 /4  $. O no habría problema, 	 •ya que la desigualdad .•• 

(a) encontrada tenemos que 

ll1.41 	1 zL 	c21""1" 	04 1113;,...„ < VICL3( • (Ali 11.1.) 	a 
lbs b0 mit 

(Recordemos que ahí la Física nos dice que la convección 
es imposible) 

Para 
	o 	tenemos que 

C(1)14
C  01114  tZtl.  

JJ 	 2 tx 	CCIlá)t4 141--3.1 



P 
En el caso que • 	

W Y'0,111 
t 

, es claro que el Id» 2. 
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1 
	 número de Cm vt) tales que C (.1Y-4 ylt-V• 	es finito 

De esta forma descompondremos la suma 

Er 
Imblj tbir49r 	51-(•2°  

Vtlei  

De la segunda suma, usando la  

Crf 1-1 vil 	( 

de.sigualdad 

) } Z.( 1ohis1/ 	estot 
t/tvot  ) E 

C1\1111 sa: 	C 	 

) 	 dl EU•e-,.." 4 twng-w,) 
DkA, 
otyko 	 001,411 

La primera suma, al ser finita está 

se tiene que 

tio.x (v 19t 4 ») 
N11,4 ÷lax  

acotada 

bnit) 

	 (A L 1(1414 áb.„‘.1) W, ex) 

COMA a 

	 ettiu%< 
Uniendo las dos sumas se obtiene finalmente que para 5.10 

C () I 1)11 x  

• 

por lo tanto si 1.1 1(104111?1  
t) 

es un operador continuo de Ll x L1. a R CsIt) 

Hemos visto hasta ahora que 1-,, y., 	tiene soluciones no 

triviales si y solo si existen parejas VotL I K1.) 	tales- 

que 	'X s 'VA." 	C ctlt 4r►z13 C (1111 P2. 	
. 	Las pregun-- 

tas que nos hacemos ahora son: 	¿como varía lson Y% si va 

rían VIN YN 	 ? y ¿ cuantas parejas 	bol ) hi ) 

podrían darnos un mismo valor de 11% véln ?. 



11 	

CAPITULO  IV 

CONCLUSIONES 

11 

Se buscaron posibles estados de convección del fluido --

II dentro de el prisma y en el Capítulo IV se encontró, por 

1 
	una parte, que de acuerdo a lo espetado no existe convec 

ción para valores de 	negativos, por otra parte, el- 

hecho de que, para 	entre 	tampoco hubiera, 

nos indica que en esos casos la fuerza de viscosidad ven 

ce a la de gravedad hasta llegar al mínimo, en donde en-

contramos nuestra primera rama de bifurcación. 

La primera rama de bifurcación, suponiendo que el valor- 

mínimo de 	tiene multiplicidad va hacia la dere-- 

II cha como se ve al final del capítulo III y es estable. 

Aunque se tienen aquí las formas explícitas de las ecua-

ciones de bifurcación, no hemos podido encontrar como se 

ven éstas para el caso de multiplicidad 	del valor - 

II mínimo de 	y para los siguientes valores de éste. 

Hasta donde sabemos, no se ha hecho nadl al respecto. 

Por último, por lo que se refiere a la bifurcación secun 

daria, Buse ha encontrado que ésta existe y que depende-

del número de Prandtl T., también se tiene evidencia 

experimental de ésto. 

11 	Un enfoque variacional a un problema semejante a éste lo 

1 



hace Rabinowitz, el cual estudia el problema de convec--

.ción entre dos planos infinitos. 

Otro tipo de casos que se han estudiado sobre este pro--

blema, es el ver como cambia el estado de convección su-

poniendo, una perturbación en las temperaturas de las ca-

ras del prisma, así como un estudio de como pasar suave-

mente la conducción a convección usando técnicas de rees 

calamiento y empalmando soluCiones de la vecindad de la-

frontera del rectángulo con las del interior de éste. 

Nos referimos a los dos artículos de Reis, et. al. 
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