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INTRODUCCION

Una técnica fundamontal en analisis armonico es el estu-
dio de objetos topolbégico-algebraicos de una clase dada por -
medio de sus homomorfismos continuos en objetos més elementa-
les de la misma clase. En particular, la teoria de representa-
cién de grupos constituye una de las partes mAs importantes de
dicha técnica. El presente trabajo sobre representaciones de
grupos compactos pretende asi, contribuir a este propésito.

A lo largo de todo este trabajo, al hablar de grupos to-
polégicos supondremos, ain cuando no se mencione que son de -
Hausdorff.

Bs necesario recalcar que todos los resultados que aqui
se presentan son ampliamente conocidos, la idea es hacerlos -
mis accesibles, de manera que si esto no se logra pido las -

mis sinceras disculpas al lector.

Quiero expresar mi agradecimiento al Dr. Félix Recillas
Juarez y a la Prfa. Enriqueta R. Carrington por haberme aseso-
rado en la wiw elaboracién de este trabajo; ademAs a la Prfa.

Radsile Bulajich M. por sus importantes observacionos.



REPRESENTACIONES DE GRUPOS COMPACTOS

s 1 NOCIONBS GENERALES

En este pérrafo se dan una serie de definiciones y al-
gunos resultados de los cuales haremos uso en la mayoria de
los pérrafos posteriores. Entre los resultados que conside-
ramos de mayor importancia estan, la existencia de una biyec-
cién entre las clases de equivalencia de representaciones -
matriciales y las clases de equivalencia de representaciones
abstractas, (Prop. 1.1) y la descomposicién de un S-médule

en suma directa de submbédulos simples, (Prop. 1.2).

Definiciém 1.1 Sea S un conjunto arbitrario. Un § -médulo
sobre un campo K es un espacio vectorial 6 de dimensién fi-
nita, junto con un mmpeo P de ) en los endomorfismos de ‘.
es decir, para cada T € S ' Pco) es un endomorfismo de B .
De 1a definicién, debemos considerar a un S -médulo sobre
un campo K como una pareja (6,9‘ . Podemos concluir ademés
que un S-lédulo es un grupo aditivo con dos dominios de ope-
radores, siendo uno de ellos el campo k v y ol otro el oon-

junto § , es decir, las operaciones
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sxQ— 8§
(o, ) —> X (o, ¥} —— P@IX

\(y,e——dv Q

estan definidas.

Definicién 1.2 Dos S -médulos (“.P\ ' k“‘,w) se dice que son
al
isomorfos si existe un isomorfismo lineal I H 6——-" tal

que ¢l siguiente diagrama es conmutativo para todo G'@& S .

P
—_— )
1 1
. P/ (a) \
Como caso particular consideraremos ¢l caso en que S es
el conjunto de elementos de un grupo G . Denotaremos por £ al

elemento idémtico de G + ¥ en lugar de hablar de un S -médulo,

bablaremos de un (» -médulo.

Definicién 1.3 Un & -médulo (@,P) es llamado un espacio de
representacién de G s1i se satisfacen las siguientes condicio-
nes

1) PO 2 P(0)eP(?) pera 0,36 6 cuslesquiera.

11) PGe) = ﬂ. .

Notese que podemos tener i) sin tener ii), ya que em un @-mb-
dulo, P8Y no tiene porqué ser un tsomorfismo, es decir, P(t)s Moo
no necesariasente tiene inverso, de manera que

SM.'M no es en general el mapeo idéntico.

8¢ concluye inmedistasente que si (“9‘ es un ospacio de

]



representacibén de un grupo 6 + entonces P(G"‘ - [P(u’):\q ,
es decir, P(G\ es un isomorffsmo para todo € G.mn wapeo
14 es llamado una representaciénm de G . La dimensién de 8
se llama el grado de P .

Cuando no haya peligro de confucién denotaremos por &
al espacio de representacidn (6. P\ .

Sea (Q.P\ un espacio de representacién de un grupo 6.

cada oendomorfismo P(g), € por una matriz FW\ = (1\‘-‘\
de grado J . cuyos coeficientes estan dados por las férmulas
d
PV e = 2 Ky €
De este modo, si F(‘\: (1‘-.) , ?(z) = (',‘.‘\ , entonces
- d
P(s) F(ﬂ = (Vl‘\ -.'@ X;.‘J.‘\ .

Por otro lado P(83) =((;)) =0 Plod)e, = ch,e; = P(r)P(R) g; =
d 4
= P(ﬂ(z"l‘ Cn) = ;:551 P(o) €y = Z-,q,‘ Exl' e =
4
- Z z 5.’ Yin € = Cl‘ = .2" X,, i" -y ?(ﬂ’f) L] (cl“ ] (2,‘%,!,)
por 1o que P(s7) = Pl P(2)
51 PLe) = (x;,) =o PUYE = 2‘;".,6" =8y =0 Xiy= §
luego 3“\-_- E (la matriz identidsd). Es decir, cada repre-

sentacibn P de ﬂ-dod tiene al menos uns forma matricial p .

Reciprocamente, cualquier mapeo ? de & en el conjunto de



atrices de grado 3 con coeficiontes en k le llamaremos una
apresentacién (de grado d ) de G siempre y cuando las condi-
Llones 'F(cz\ =$(G\ P(2) . P(6Y e E se satisragan.
samos ahora que cada representacidn matricial ’5 tiene al mo-
s una forma abatracta P .

Su$ una representacioén matricial de grado d, de un -
rupo &6 , es decir ?(ﬂ"\ = (“-.w'\‘ 6s una matriz de grado d
»n coeficientes en algin campo K . Consideremos el espacio

sctorial w y ana base de este, digamos {G.,G.' ...,G‘.} « Defi-

imos el mapeo P: G ———OE-\JK‘ por

PloY e, = Z LALILH
1o extendemos linealmente, os decir, si e€ ¥ , @z Q&%
NE ., de modo que PlO)e = éa,?w\el % gree y PO
(%, 82) = P(e) P3) =0 %, 002) = éh«kﬂ ¥ (3)

» esta mamera se tendré que

é
(MC‘ = z M(ﬂ'ﬂei '-"'Z z. W (0 h.(z\ €, =

iss
J v 8V 2
= 7 Yey(3) L XV €&
= #=

or otro lado

P ( i[_ Yy (Z) er\ = ,i.. Kry(3) P(sY &y =

Pz =
$ i (o)

Y (0) €
Z:u,(z\ £ e

» decir P(ET) = P(T) 9(1\ . Claramente P(€) e‘ - e‘ '
]



““‘ » por lo que P(e) os el isomorfismo identidad, -
luego ol mapeo P es efectivamente una representacién de G .
Si la representacién matricial 5 ae deriva de la ropre-
sontacién abstracta P selccionando una base en el espacio de
representacién, diremos que 3 es una foraa matricial de e "
¥ que P os una forma abstracta de ‘P- . Asi pues, si deseamos
distinguir entre representaciones por endomorfiswos lineales y
representaciones por matrices, hablaremos de representaciones

abstractas y de representaciones matriciales respectivamente.

Definiciém 1.4 Se dice que dos representaciones P. . e_ (abs-
tractas) de un grupo O son equivalentes si sus espacios de re-
presentacién son isomorfos. Se dice que dos representaciones -
msatriciales E N ?. son equivalentes si existe una matris re-

gular § tal que ECC\ = rﬁ(v\ &

para cada G€ &G . (Esto implica que 7. y vﬂ tienen el mismo -

grado) .

Proposicibém 1.1 8i las representaciones matriciales ?- y ?1

son equivalentes tienen una forma abstracta com(n y oada for-
-~

ma abstracta de P es equivalente a cada forma abstracta de

Cd

?l- - 84 Ps y P’. son representaciones abstractas equivalen-

tes de & , de grado positivo, entonoces cualquier forma matri-

cial do P os equivalente a cualquier forma matrioial de Pg D
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~ Lo
Demostracién. - P. y P'I. son mapeos de 6 en el conjunto de
matrices de grado d ,» con coeficientes en algin campo k « Con-
LY
sideremos el espacio vectorial K con base {e.,....,e‘} . 8

P una forma abstracta de ¥ con respecto a esta base, os -
decir, si B(O) = (Xs.(c\\
3 YT I

2re, = ‘z-‘y_.‘u\ e Ral o
Supongamos que existe una matriz regular ¢ tal que f2(6) =
= T P para todo g€© . Sea ' ol automorfismo de K3
correspondiente a la matriz I y sea (€ = y = é‘. L PN
donde U‘\” . (,l"'\“ son los coeficientes de & y &' res-
pectivamente. Entonces {Ui,...., U] es una base de W

Sea P,. la forma abstracta de E, con respecto a esta -

base, es decir, 51 Wald) = (Ygy (o)
RioVuy = i Y @Vu  g=yed
Apors blen, P (eVu, = Pita) ( Z ), en = z (), e
2 (B el L $ (2 -
= ,Z (Ew; (#Y)e: = ‘Zu (fov ), e = ? (r'hwm) e =
5 LAL PR S I WML D

4 '
. .i”.,_‘ w ( zu»-\“ e\ - E Yoy (0 Un = ROV

luego, la representacibn abstracta de ﬁ coincide con la re-

presentacién abstracts de E
7



Sea P‘ una forma abstracta de P\ y Pq. una forma abs-
tracta de ‘?-1. s ambas construidas con respecto a una misma ba-
sele, ..., de k‘. sea ' ol automorfismo de & dado por
la matriz §' con respecto a eata base, luego, si ee k! , M.plnes
- l‘ﬁ (sye = ﬁ(@\ te = R\MNe | 1o que demuestra que
p,g = R‘F » o8 decir | Yy ?1. son equivalentes.

Demostremos ahora la segunda parte de la proposicién. -
Sean (6“?.\ y (0‘1,91.\ representacionos abstractas equi-
valentes de 6 . Sean {e.’,___,'c‘} v g, .o, u.} bases de 3, y
©+ respectivamente, y sean ?. y .P; las formas matriciales
ae P, y P com respecto a las bases dadas. Si r.e— €.
es ol isomorfismo tal que [ R(8Y= R(TY P  para todo T e
'3 6 v S8 "-‘- (‘.1\ la satriz cuyos coeficientes estan da-

dos por la férmula

4

=
Sea (J“\ la matriz cuyos coeficientes estan dados por la -
térmula

4
P Rwe = 244l

Pero "c P. (ﬂC‘ = " 2‘.‘ “\ ef = zl ‘l‘ (‘) pe" = z.x'.t.) (z,m‘“\:
fes

s 4 $

= Z(Z Vie %vy @) w, . opor 1o que dig = 2 iy X (o),
4 [ (1]

e dectr, (44) = ( Z 8% ) 2 0B ()

De maners ankloga podemos demostrar que la matrig asociada al



isomorfismo RN e v‘“’\ ¥ . y debido a quo MRG0 =
=R T concluimos que rﬁ(q) - ﬁ(g') ' . es decir,

que ‘P-\ y 5‘ son equivalentes. /1///

Nota.- Bs fécil ver que la equivalencia ontre representacio-
nes es efectivamente una relacién de equivaloncia, luego la -
proposicidén anterior nos dice que existe una corrospondencia

biunivoca entre las clases de equivalencia de representaciones
abstractas y las clases de equivalencia do reprosentaciones -

matriciales de un grupo & .

Definicién 1.5 Sea (@,P) un S -médulo. Un subespacio D de
@ e dice que es invariante con respecto a © si PEWODYE D
para todo §@& § . Siendo este el caso, la restriccién P (C) =
= PM\D es un endomorfismo lineal de ) . La pareja (D, es
un § -médulo, ol cusl es llamado un submbdulo de (®,P) .
Mis aGn, si @ es un vector arbitrario de & , y si " os 1la -
clase residual de @ mbdulo D y @' esta en €%, es decir €-8'€
e D , entonces P(T) @' esta on la clase residual de P(MV@ mo-
dalo D ys que POV@ - P(o)e = P(a)(e-e') & D.
S1 denotasos a [9(,0'\ & sor NWY €* entonces N(T) es un
endomorfismo 1ineal de ®&/D y 1a pareja (6/o, N) esun-
S -médulo.

81 @ oo un eapacio de representacién de un grupo @ . y
st D oo un subsspacio invariante, (D, P) , (®/p,N) son tem-



bién espacios de representacién de & .

Sea b s un subospacio invariante de un § -médulo (6.9\
de dimensién mayor que cero. Podemos extender una base (e.,¢1,--'
~-~¢v} de D a una base ‘e.,...,e',em,...,e.a} do @ . sea €6 ,
i 4sy, P3N e‘Q D » luego, demotando a P(S) €; ocomo

combingcién lineal de los elementos basicos, P(g‘\ e‘ =

d
:ZMQ' es claro que ag‘= 0 si l>Y . Por otro lado, es -
=0

claro que los elementos e':’,,.lQ: de 6/0 forman una base de
4
éste, y si ’ 2 Y+, Aa) e" = ‘_Z-'.El‘ e‘-. = [P(U\e‘_}“ =
4 . 3 .
=[£,a1‘cj\ = Z,a‘l € =y ﬁa“ = hi} , 8i
‘z‘," v iz rel . De este modo, la matriz que representa a

P("\ con respecto a la base {el,--"e‘} tiene la forma

By= [Bs) N

o (XY

donde 1a matriz B () representa 1a restriccién R{G)® m\\b
con respecto a la base {e.,....,Cv} de D . La matriz K (¢)
representa el endomorfismo A de @/D oon respecto a la

base le"“l_,,,e:l con e," 1s clase residual de €, mbdulo O .

Ahora, sean B ' 0 ' R tres subespacios invariantes de -

algan S -mbdulo. Tenemos entonces los siguientes teoreomas de -
homomorfissos debidos & FPraiilein Noether.
io0



Teorema 1.1 si ReDc B, OIR es un subespacio invariante

de BIR Y B’D es isomorfo a (B'R‘/(DIR\ .

Demostracién.- Es inmediato que DI/R es subespacio do BIR .
sea PLO) 1a restriccién de PLO) a B, y RalS) 1a restric-
cién de PO a D,y (B/R,N) o1 S -médulo correspondiente.
si d€ D , denotaremos por d” a 1a clase de equivalencia de d
médulo R ; 1uego A (61d"= Y_?(ﬂ'\d_.\*e D/R | de este mo-
do D/R s subespacio invariante de B/R .
Consideremos la sucesién de homomor{ismos
g —4 g/r—f. (B/RY/(D/R)
donde & , B son las proyecciones canénicas, es decir, si b €
€8 , A)=b+R . si btR€ BIR entonces & (b+R) =
= b4#R+ DJR . Claramente # , &} son epimorfismos, y
Lo 8B —— (8IRY/ (D/R)
tiene como nicleo a D . Comporobemos osta Gltima afirmacién.
Poesto que K (#(M)) = K (b+R) = b+R+ DIR,
se tione que s1deD , Fyol, (d) = d+R +DIR = DIR
pero DIR s 1a clase det cero en (BIR)/(DIR) .+ luego o1
wicieo do Hioll contiene a D . Por otro 1ado s3 W4R + DIR=
= D/R wet b¥R & DIR wap be D , de donde concluimos que D=
= nicleo de b8 . Para concluir 1s demostracién nos ayudare-

mos de los siguientes lemas:

Lems 1.1 Sean N, M, M'.w S -mbdulos; o1 la sucesién de

11



dimensién positiva menor que dim R + Este mismo rasonamien-
to lo podemos repetir para R\ v y debido a que la dimensién
de R es finita, oxiste R.C R que es simple y dim Rnzt.
Pero cualquier submédulo simple esté contenido en 3| y luego
Re c ®.NR 10 cual contradice la hipétesis de que © on su-

ma directa de &\ y R « Por tanto A\'p\R: O . De donde tenemos

que Rz{o.s I 4 3=6\ .

[} \ J .
Proposicién 1.4 Sean 6 = D Davr:-¥ D\.’- “\"“1""* “\\
dos representaciones de un S -médulo semisimple 8 como suma
1
directa de S--édulo- simples. Entonces tenomos que ‘\5 h I 4
existe una permutaciénm ® de1 conjunto {\, 2,.-- ,\\S tal que -

DL os isomorfo a “ﬂki\ lsiah .

Demostracién.- Constriremos la permutacién (P . Supongamos
que tenemos definida D(i) para i <R (donde W& h) con las
siguientes propiedades: a) W(i) # W(J) para (< < ;
b) dwg\ es tsomorfo a Vi st i<R;c) @ = Zlﬁ'uu\ ¥
x Z‘m .

Consideremos ahora el subespacio invariante D= E.ﬂou\"
&+ ‘an,- . Por la proposicibén 1.2, existe un espacio inva-
riante D' s+ y s tal que e es la suma direcota de D y D' .
Por esto D‘ os isomorfo a QID s o8 decir a Dg . 8e oconclu-

ye que D‘ es simple y por lo tanto que b' es uno de los mb-

18



W " M5 MM tales que ;°s= h y feh= 9 1 de
donde fef'eh=h , ¥ ".‘.3 =§ o Perocomo g y h son epi-
morfismos se tiene que fef'= {4 ¥ fet= dpjw . o8 decir

F es isomorfismo

3

'Mn___—--vo

\

Y 4
- -
-

_1
|

|

171/

Si en el lema 1.2 hacemos M'=D , M=8 , W' =

:(QIR\ I(D’R\ , el diagrama anterior se convierte en el si-

guiente diagrama
p/p—>0

7
\

0o—>9)

\
\
v
BIRY (pIR) —>o0
Queds asi demostrado el teorema 1.1. ////

Teorems 1.2 Los espacios B4 D y BnD son invariantes, y

(B+ D)/ D o tsomorro a B/BND. .

Demostracién.- Que B%—D y ﬁﬁD son invariantes se si-

gue inmediatamente del hecho de que B y D lo son.

13



Consideremos la composicién de homomorfismos
B_‘__. B+ D St e/

en donde 4 es la inclusién y § es el epimorfismo canémico.
Si demostramos que la composicién Jegd es un epimorfismo con
atcleo BOD, tenemos por lema 1.2 que B/BNAD es isomorfo
a (8+D)/D - Demostraremos pues la afirmacién.

Sea Y& (B+DY/D . Por ser § suprayectivo existen
16B . X€D , tales que Y= JUX+X') = JUXVE J(x) =
= gun) = 3§ 5 o8 decir ge) os suprayectiva. si §(4(\)= 0,
entonces J(x)eD . o sea XL €BND . Reciprocamente, si A&
€8N, 4.4(N=0 . y» que J(N€D . 1o que concluye la de-

mostracibén. 177/

Definiciém 1.6 Un S -médulo @ se dice que es simple si es
de dimensiém mayor que cero, y si los iunicos subespacios in-
variantes de ‘ son {0} ye . En particular tenemos un espa-
cio de representacién simple de un grupo G . Uno de tales eos-

pacios de representacién es llamado cominmente irreducible.

Una representaciém matricial de un grupo G se dice que
es simple o irreducible si una forma abstracta de ella es sim-

ple.

Definicidén 1.7 Un S -mbédulo es llamado semisimple si puede -

representaree como una suma de subsbdulos simples.

14



Observaciones.- La suma de una coleccidn {D.O‘ de subespa-

cios de un espacio vectorial ea el conjunto de vectores de la
forma ge‘ con €y € Da y donde sélamente un namero finito
de vectores e son distintos de cero. Es claro que la suma -
de subespacios invariantes de un §-médulo es un subespacio -
invariante.

Un S -médulo de dimensién cero deberé considerarse como
semisimple, puesto que puede considerarse como la suma de una
coleccién vacfia de submédulos simples.

Proposicién 1.2 Un S-médulo semisimple ® puede representar-
se como 1a suma directa & = %.DA' de una coleccién finita -
¢—_ {ﬂ.‘ de submédulos simples. Mis ain, si tenemos una re-
presentacién de este tipo y si D es cualquier subespacio in-
varisnte de © » entonces existe una subcoleccién ¢. de ¢ ,
tal que e es la suma directa de b y los submédulos pertene-

cientes a §, .

Demostraciém.- Por hipbtesis 6 es la suma de alguna colec-
cibn v (finita o infinita) de submbdulos simples. Tomemos una ’
base de ﬁ y representemos cada uno de sus elementos como la
sums de los vectores pertenecientes a los submbdulos de la fa-
ailis Y . Pussto que 6 es de dimensién finita, y cada una -
de las sumss mensionadas es finita, concluimos que G pusde -

ser representado por ls sums de slgune subcoleccibn finita de

15



\v\c “J de sumédulos simples. Bntre todas las subcolecoiones
finitas de ¥ , que tienen la propiedad de que la suma de sus
térainos es B , sea ¢ la subcoleccidén con el menor nimero
posible de elementos. Sean Dy , Dyy ... , Dy los distintos
elementos de ¢ . Bntonces @ = i'm‘ . Aseguramos que ;atn
suma es directa. Para demostrar esto basta probar que si te-
nemos una relacidém de la forma :. > 310-... -&‘5-0 con ‘.'Gbi ,
entonces !, =0 para 1< {< h . Sea pues [ Y Y .
laego £, € DN (Dy+Dyr----4+Dw) ya que b1 = -Fa-fy---by.
Abora bien, D, (Dq+ Da+----+D) es un subespacio inva-
riante de LY ; ¥y por ser D simple se tiene que pasa alguna -
de las siguientes cosas

& DN(D40+--+DRY=Dy

5 DN(Da+Dyd---- +W) =10},
Si pasa a), entonces D, c Dy4-... ¥ Db ¥ D-;A-D;q-»--\-bh de-
beria ser igual a © . oo contradiccién con nuestra eleccién -
de ¢ . Luego BN (D}.&-"i’bh\ ={0} y por lo tanto fi=o0.
De mmnera anfloga podemos demostrar que ;= O para | % i &
&€ h . Por 10 tanto nuestra afirmacién queda probada.

Para terminar, consideresmos D cuslquier subespacio in-
variente de® . 51 D& ¢ no hay nada que probar. 84 no es
asf{, consideremos aquellos subconjuntos ¢' de ¢ los cualas

tienen la propiedad de que 6 es la suma de D y los y los

16



médulos de @' (por ejemplo ¢' = @ ). Entre ostos subconjuntos
considersremos la coleccién ¢ con el menor nimero posible de
elemontos. si Di,,..., Diy son lo olementos de ¢, , supongamos -
aue Feli v v dipz0. con Feb, &‘eh.-. para | £ 4 «f ; luego
;‘,‘ «byN (n,m‘,...+%|,%‘.....4-m'\ . Este Gltimo es un subes-
pacio invariante de D;, . luego por ser 0‘, simple se tiene -
que

a) Dy N ( O+ 0.4 0t Digur--4Di) = Diy, 0 bien

B) Dy N (D Diree- #Dig, + Digyit -+ +Dig) = L0}
Si tenemos a) entonces Dy < DD+ Ry, 4o vy y
D+ Oi+ -t Dby, 4--- #Dip  deberfa ser € en contradic-
cién con la eleccién de @, , do donde concluimos que Dy, N
N(D+Dy, 4 +Dy # Dy, v-+y)= 40}, ¥ por 1o tanto que iy =©
le4<p » luego F=0. Es decir © es 1a suma directa de

Dy Diseor-vDip. 11/

Proposicién 1.3 Sea B un S-médulo tal que si D es cual-

quier subespacio invariante de e , entonces existe un subes-
J {

pacio invariante D tal que e es la suma directa de ] y D .

Bntonces e es semisimple.

Demostracién.- Sea 6- la suma de todos los subespacios sim-
ples de 6 . Por hipbtesis 0 es la suma directa de Q. y al-
gan otro subespacio invariante R . Supongamos que dim Ryo0.

Puesto que R no es simple, contiene alghn submébdulo Rl do -
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dulos D; , digamos U = D;. + Puesto que D-wd\ cD para 4 <
<« R, tenemos quo do+ WG para L<R . Definimos WIRY= Y, .
Es claro que 'D(i\ v definida ahora para A< R¥\ satiaface
las condiciones a), b) y ¢) para R4\ . Puesto que podemos
definir la funcién ® univalentemente sobre el conjunto il,?,.-
cee, h‘ , deberemos tener que ‘; ?_h 3 poro debido a que las
descomposiciones juegan papeles simetricos, de manera a néloga
podemos concluir que h ZH‘ + y de eate modo que h"l' . Esto

demuestra la proposicién. //7//

Sea ahora & el espacio de representacion de una repre-
sentacidn P semisimple, de un grupo 6 . Si descomponemos a
%m una suma directa de subespacios simples, y si A es -

cualquier representacién irreducible de ( , podemos contar el

ra

o de bespacios simples que son equivalentes a la repre-
sentacion dada A . 8¢ concluye de la proposiciém 1.4 que oste
ntmero es independiente de la descomposiciénm particular de (73
que se use. Este némero 10 llamamos la multiplicidad de la re-

pressntacibn A on la representacibn P .

Proposicién 1.5 Sea (‘.ﬂ un S -médulo simple sobre un cam-
po k algebrajcamente cerrado. Supongamos ademés que todos los

ondomorfismos P(o‘)’ Cé¢ S conmuten mutuamente, es decir P(SYe
« P(3) = P(3) - P(a).
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Bntonces la dimensién de 6 o8 1 .

Demostracién.- Sea o'eS . Consideromos la matriz a'(v) a-
sociada a P(Q) con respecto a alguna base de B. Por ser K
algebraicamente cerrado, existen en k las raices del polino-
mio caracteristico de 3(0\ . Sea U una de ellas; luego exis-
te un vector caracteristico ece®, @ # 0 tal que Pl@)e=Ue .
Sea D o1 conjunto de vectores con valor caracteristico & . -
Claramente D os un subespacio de 8 . Mis ain, si T€S ., ee
@) tonemos, debido a la conmutatividad de los endomorfismos
que P(6) P(2)e = P(RYP(gYe = uP@)e . luego P(3)e6D,
es decir |} es invariante. Puesto que 6 es simple, concluimos
que b o e « En otras palabras, para cada T¢€ S existe un e-
lemento U(o) € K tal que P(OVE = ir)e , para todo e € B.
De sanera que si V es un subespacio de § , @€V y TeS .,
P@re= uYe € Y . es decir, V es invariante. Puesto que
B es simple, es igual a cualquier subespacio generado por -
cuslquier vector @€ 4 O en e, luego la dimensién de 6 (Y] i

171/
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§ 2 REPRESENTACION DE GRUPOS COMPACTOS

Bn este parégrafo demostraremos una propiocdad de las re-
presentaciones matriciales de grupos compactos la cual nos -
dice que toda representacién matricial de un grupo compacto
es equivalente a una representacién por matrices ortogonales
o unitarias, y como consecuencia de esto que toda representa-

cién de un grupo compacto es semisimple.

Sea % un grupo topolégico. Por una representacién (ma-
tricial) de (g entenderemos un homomorfismo continuo de % en
el grupo GL(“. c\ (representacién compleja) o en el grupo -

GL(" .R\ (representacién real).

Teorams 1.2 Cuslquier representacibén real de un grupo compac-
to es equivalente a una representacién por matrices ortogonales.
Cualquier representaciém compleja de un grupo compacto es equi-

valente a una representaciém por satrices unitarias.

Demostraciém.- Consideremos el caso de una reprosentacibém -
comple ja 9 sy de un grupo compacto @ .
Sea o, (§) = ‘?«n P(@) 1+ es claro que 'ol.tﬂa
= 04@) . es decir o4, (T) es hermitiana. Ses 4w un valor ca-
racteristico de o4, (G} y sea @€ ol vector caracteristico 0o~
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rrespondionte Ly luego M ‘e.e\ = P(ate . PloYe > 0

ya que P(q\ es rogular, podemos concluir que ol (V\ es her-
mitiana definida positiva. Los cooficientos do ok, Lﬂ'\ son fun-
ciones continuas de § sobre % s luego, por sor Q compacto
son Haar integrables.

Haremos uso del procesc invariante do integracibén sobre

q , normalizado como es usual por la condicién Jgdv = i B
Sea d‘ = !‘;(. (C‘)JT

(Los coeficientes de of, son integrales sobro 6 de los coe-
ficientes do (T ). Puesto que o, (T) es hermitiana para

t
todo ¥ , tenemos que td| = Lol. WWdao = jg*gl, (n) do =

= fqzl—a‘)k = /qd-n (0)dg = ol ; os decir o, es her-
mitiana. Si @ es cualquier vector en € " donde N es el gra-
de de la representacibén, tenemos que Q-+ OO = ga'd'W\ ado
Puesto que Q.ch, (0)YO = P(ﬂa.?w\q 2 O , toncmos que &,
es positiva.(Si A es un valor caracteristico do oy y D os

el correspondiente vector caracteristico, b-olib = M (b-b) 20
luego A = © ). Puesto que ok, (@) es definida, tonemos que
Q- ol (0N\a >0, 5t A0, de este modo O:- kG >0, es
decir of, ®s una matriz harmitiana definida positiva.

s1 & G@ s tenemos que

BB D) = fot Py B U P d o
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= [jPenrends - J, P PEIdT = ot

en virtud del caracter invarianto do la intogral do Haar.

Sabemos que una matriz ol, , hermitiana dofinida positiva
puede ser escrita como Az donde o es tambien una matriz her-
mitiana definida positiva (ver p. 14 de L21). sea P'(3) =
= oLP("l\o':' . Puesto que ta-’- F=oll=ok, .y tPL‘z),n?(!\:
=0k »+ se tiene que Q(o—t ) \.(dP(z)d.“\ =G\
HIPONa PRI = PV PRt PRV & = oot M= E
Boto es T(aaP@)E'Y = (o P(3Vot') |, es decir, la matriz
o Py ' os unitaria, o sea, la representacién ok Pk’ es
unitaria.

Si ahora consideramos el caso en que P es una reprosen-
tacién real, entonces Xy es una matriz real y podemos suponer
que Ol es real. Se concluye quo las matrices ot PRl son -
reales unitarias, es decir, ortogonales, lo cual completa la

demostracién del teorema. /777

Corolario.- Cada representacién de un grupo compacto es semi-

simple.

Demostracién.- Por el teorema anterior podemos limitarnos a
considerar una representacibn P de 64 por matrices ortogona-

les o unitarias.

En el caso complejo podemos conniderar que el espacio de
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representacién es €. Sea § cualquier subespacio invariante
de €", y sea B o1 subospacio de € compuesto por todos -
los vectores f , tales que €. £ = O para todo €3 . si fe€
e® ., tonemos e.P@)f = tP(c)e.b = HaYe.t =0
ya que P(S) s unitaria, es decir P(G) =t P(-') mp thia)=
=Pw@) .y PleNee® . Esto para €cB y T€® . so -
concluye que &' es un subespacio invariante de C”7.

Sabemos ademés que €€ =0 =h €=0 } 86 sigue que
®NBG =40} -

sea }e,,...,€;] una base de . Los vectores f e @& son -
aquellos cuyas componentes satisfacen las d ecuacionos homo-
geneas lineales - €, =0, 14 «d . Se concluye que la -
dimensién de ©' os al memos N-d , ya que podemos suponer -
que {e.,..., € Eu,,...,€n} s una base ortogonal de €"(por e1
proceso de ortogonalizacién de Gram-Schaidt).

Puesto que © N® =403 , 1a dimensién de @ + 6' o4 a1
menos d4N-4d=1N ; porloque B ¥ =C" . La afirmacién

de este corolerio se sigus de la proposicién 1.3. Y7244
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§ 3 OPERACIONES SOBRE REPRESENTACIONES

En la tooria de representacién de grupos existe una re-
presentacidn muy conocida, llamada la represontacidn estrella
de una representacién. Aparte de definirla en este parrafo, -
definimos ademés la suma y el producto de Kronecker de repre-
sentaciones y damos algunas de sus propiedades tales como con-

mutatividad, asociatividad, etc.

LA REPRESENTACION ESTRELLA

sea ¥ un e:domorfismo de un espacio voectorial § sobre
ua campo K , y sea @' el espacio dusl de © , es decir, ol
espacio de funciones lineales do @ on K . st A€® , deori-
nimos t‘f().\ como el elemento de (3 de la siguiente forma

t¢(xe = A(ve) ee@

Paesto que Y (X, 42a) = (oehi# Ae)e@ = (oMol +
el = ot (e 40l = o DN + o)
se tieme que "Q s ol endomorfismo de @' . Més ain, s1 | y
¢, son endomorfismos de @ , tenemos que "N."h\k s
= N (€ = ed\o = *ONY, = (4R para todo M@
«® . ruese t((.q). 4,0 .
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sea €, ....., %] una base do @ . Corresponde a esta una

base en el espacio dual &' 1la cual construimos como sigue
N€=8iy, 1=244s=d

Demostremos que efectivamonte se trata de una baso. Claramento

{M,.. N} son linealmente independientes. si N€®', L=

a ix(e.\),;. ya que A€ = (%‘m‘-m\e, .

Sea O una matriz la cual representa a un endomorfismo ({
con respscto a la base 4@, €,,...,€4} . entonces la matriz que
reprosenta a '@ con respecto a la base \ M, -+, N}es la trans-
puesta Yol de o, puesto que si (&) = ‘%ﬂﬂq €, , ontonces
ot = (Qiy) . Y (On) = ébh M, 4 ten) e =
= M (e, = M i&,ej = Z% e = duy
Por otro lado (é‘h. MYy = ‘E‘hﬂheﬂ = byx | 1uego
Byw= O - oo doctr (b} = (@) .+ o son (biy) = *(a4)

Ahora sea (Q.P\ un espacio de representacidén de un gru-
po G . La férmula TP(TZ) = t?(‘t\*?(w\ muostra que P o
s en general una representacién de G , sin embargo el mapeo
S—» P(@") os una representacién, ys que g% ——> PETM =
=tp (') = PO (T 4 £ —» P = de
51 P oo una forma matricial de P , entonces el mapeo
0—= (P(0) V" os uns forma matricial de la representacién -

¢ — tP(C"). debido a que P(S*Y = POY' , v & que la

matriz que representa s ‘PLO') os ta-(d') . Do esta forma el -
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mapeo C—.*P(ﬂ'"\ tiono como forma matricial a tﬁ“""\ =

= +‘f(€\" = (P(G‘\\* .

Definicién 3.1 Si P os una roprosontacién abstracta do un -
grupo G , o1 mapec C —» eP(U") os llamado la ropresentacién
estrella de la representacién P y Y 8o denota por ?‘ . 841 P

63 una representacidén matricial de 6 y el mapeo § —» (?W’\\*

»
es llamado la representacién estrella de 4 y se denota por P .

Proposicién 3.1 Sea P una representacién matricial unitaria

de un grupo & , es decir, una representacién la cual asigna a
© L

cada 0 € una matriz unitaria. Entonces coincide con la

representacién conjugada imaginaria P de P ( P (g} = (N Y .

Si |4 es una representacién ortogonal de G , entonces P‘.- ? .

Demostracién.- Se sigue inmediatamente de las definiciones.
".
Por otra parte, si | d es una reprosentacidéon matricial de

wm grape 6 . P*(3) = tpoV o PPV tpr gy =
=t (tp)'Y' = PO , luego (9*\¥ = 0,

1.- SUMA DE REPRESENTACIONES
Sean (eh P‘\ y Le'-lv‘l\ espacios de representacién de un

‘rupoG . Definimos para cads ¥ € G el endomorfismo lineal -

PLG) sobre e.%ea como
PlI(e, @) = (hwe, RldC) 440 €@, inl2.
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(En oste caso la suma y ol producto por escalaros en 8% O se
definen como os usual, coordenada a coordenada).

Es facil ver que P os efectivamente una reprosentacién.
Decimos que P os la suma de las ropresentaciones P, y fi y es-
cribimos P = P ¥ Pa |

Soa {€m, €mg .cce.., EMm Y una base de Bm, ma1, 2
sean (0z) y (Big) 1as matrices representantos de Ri8) y R(G)
con respecto a estas bases. Bntonces §1 = (€, 0\, ¢; = (€¢,0), ...
oo B = (84,0), far = (0,80 L Lo, fdivde = (0, €rdi)
forman uza base de @, X ©1. Debido a que PlEIlg = (P ROV =
= :2‘:'4“"-. Si 184, 48d, dig =0Qiy, W l«fjsdy, disis de
diy=o0. S di<i<zde, 18 ad, diy=0, 4 & di<4,4 s dq,
4‘$= biy . la matriz que representa a Peo) = (R3R) @
con respacto a esta base es de la forma

(a4 ©

o (bzy)

Esto da lugsar a la siguiente definicibén: 81 of vy P son ma-
trices cuadradas de grados d\ y dz respectivamente, denota-

remos por ot:\-P a la matriz
ol O
o b
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Anora, si P, y P2 son roprosentaciones matriciales do
un grupo G , denotaromos por supuesto por © * Pa 1a repro-
sentacién matricial que asigna a cada §€ O la matriz
ALY &+ Pa o)
Claramente, 31 @ , %, P, son tres ropresentaciones matri-
ciales (R+ P\ 4P = 04 (P4 Py) - Més ain LA AKC T
LR = (p) R\ =

w
*P.U'\ o \"‘ = [tp@y o = |R\" ©
%
(] Bl o t % oy 0 @

S RETE RO = (R¥E P\ | a1 deor (RF RV -
- P‘?-*?‘b

[}
[1]

Si ?‘ . Pg y P; son representaciones abstractas, los dos
miembros de las férmulas anteriores no son igualos ya que en
el primer caso el espacio de repressntacién del primer miem-
bro es (e.‘ ﬁ‘\‘e, . y el espacio de representacién del segun-
do miembro es 6|$ (Q.“ 6'\ § en el segundo caso el espacio
de representacidén del primer miembro es el espacio dual de
6‘16.', y ol del segundo miembro es el producto carteciano de
los espacios duales de e| y ez s sin embargo, la proposioién
1.1 nos asegura que ambos miembros son equivalentes.

84 P. y P., son representaciones abstractas o matriciales,
entonces P.#?-; os equivalente a P4 . En ofecto, suponga-

s08 que “. y 61 son espacios de representacién de las repre-
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sentaciones dadas. El isomorfiamo lincal (@, €,) _‘L., (ev, @)
de B.X @1 on @4 8,, claramente os isomorfismo de (QJ&;,?&&\
en (@.x 0, WiP) . 05 docir Te(R4RM0) (€, @) = 1 (Rine, Riarey) =

=(RiNe ,RME) = (RiR)(S) (€. &) =Pt P\(T): 1 (&,8),

2.- EL PRODUCTO DE KRONECKER

Sean (ﬁ.'?.\ , (@¢,R) ospacios de ropresentacién de un gru-
po G . Denotemos por B al espacio de funoiones bilineales de
B\*et en K, es decir, si BC} entonces B(ot @ +€&/, €)=
= ot B(e €)1+ B(ee) ; B(e, s rel) = X B(e )+
+ 8 (e, e;).

See Y, i=L,Z un endomorfismo lineal de ®i. si asig-
namos a cada forma B6€ P 1a forma bilineal Y (®) definida

por VW(B) (€, &) = B(w.e u,e,) e;eBi,6 (=12

clar e obt un end fismo lineal de B , ya que
W:B—>B , V(o8 +8;)(€,e0) = (Bt B) (W&, €)=
z ot B (€ &) s B, &) = A Y(B))(6,8)+

+ V(B (e, ) = [nV(B) 4+ 9i8.]] (e, €0), Luogo Y (B +84) =

= X Y(B)+ §(B,) - Decimos que Y es o1 endomorfismo lineal

de B que corresponde a la pareja (qg,“g\ .

Sea 9,4' otro endomorfismo da ﬁx, [.l, 9 .y sea “- el -
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endomorfismo lineal do } que corrosponde a la pareja (Q,&\ .

Sea rl el ondomorfismo de B que corresponde a la pareja --
\Q'B. q“.o‘\ » ontonces P(B\(ehe\\= B(Ql.elel,w\.elel\i
___W(B‘(olq'&q\=“(q;(‘“(e.'eh5[“0\0_‘(3\(956.‘- 1uego M(B\=
=-“-°W(B\ para todo Sel , es decir F-_' “-Ow-

Podemos compensar esta inversién de orden yendo a los co-

'
rrespondientes endomorfismos en el espacio dual 3 de p ya

que t(“oW\ = tlvo*“..

Definicién 3.2 Sean a\ y 61 espacios vectoriales sobre un
campo k . El espaciv dual del espacio de funciones bilinea-
les sobre 8.16., es llamado el producto de Kronecker de el

y 6; s+ ¥ lo denotamos por °| xeg .

Sea 94' un elemento de B" A= |l 492 . A la pareja (8.'21,\
le corresponde una funcidén lineal sobre E , la cual asigna a
cada 563 el valor b(e.lc..\ . Pero una funcién lineal sobre

B os un elemento de ©,¥ ®; . De a que t un ma-

peoc de B:% B; on ©: % ©¢ . Denotaremos por €, €42 al elemen-
to de bl’&t correspondiente a ‘.C.' Ct\ bajo este mapeo.

El mapeo (€,,6;) —o €,£€; noc es un mapeo lineal, sin
embargo es bilineal.

81 @; es un endomorfismo lineal de 64'1 431,2 el ondo-

morfiemo lineal t¥ 4o 6.502 que transforms o € X & de -
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acuerdo a la rérmla T Y (€ RS\ = L& KL
(t9 (e &) (8) = @Xxe (VB = Visr(e, &) =
= Blle, 418 = L& R E (B) ),

lo denotaremos por Y, M ( -

Sean ahora (®,,P) . (@:,P) espacios de representacién
de un grupo O . Se concluye de 1o que hemos visto que el ma-
peo G— REYV T P(T) es de nuevo una repressntacién de
G . ahora el espacio de representacién correspondiente es -
Q. X € . Esta nueva representacién se llama el producto de -
Kronecker de ¥ y Pa y se denota por LR G .

Sea {€m,, Ca, ......, e..4..} , una base de Gm, m=1,2
Entonces los did1 elementos €W €y , I¢isdi, |4 fsde
forman una base de ©, ¥ ©; . En efecto, veamos primero cual es
le dimensién de B . Si definimos &‘ = (€, €4) . v 1as fun-
cionales bilineales k‘ de tal forma que Ayfag = Oin Sp, -
veremos que estas did1 funcionales forman una base de B
st AeB . (e,€)€ BX8;, (e = NE e, gne=
= ZMAP‘ )«(&;,e.,): %oqp‘)fl‘ , luego A solamente depende de -
los valores sobre los cidi elementos 'J, , os decir, si Xﬁ-‘::

=Ny 14i4d, 164 sde, entonces X = X\ . claramente la -
funcional %Afz’ N‘ coincide con A en todos los elemen-

tos frg, larsd, 1456d2 + 90 manera que A = %“‘4 Ay

es decir, los J-J-). elementos N' gonaran a B .
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Por otro lado, si ‘z’d‘a X‘J = O , ontoncos (;‘*‘ )4"\‘469
=°’~i‘ = O , de manera que el conjunto {)\“} es ofootivamente
una base do ,B v o8 docir ,B tione dimensién didy . Puesto -
que e| ,6'_ es el dual de B v Ya vimos que ambos tionen la
misma dimensién, de manera que serd suficiente probar que los
elementos el;lelt son linealmente independientes.

Supongamos que %(h‘ €. XG;‘ =0 ; a.‘ek . Para ca-
da pareja (l, \ vimos que existe una funcional bilineal )1"

tal que kla(e|‘.91.\ = Sin Syt - Do esto modo, si Be B '

%m‘ e-‘!e.‘ (%\ = ;‘alaa(eu'leti\= 0 - Si B= k‘"
obtenemos que d“ =0 , 1o que prueba la afirmacién.
si @; es un endomorfismo lineal de ©i,i=1,2 , tene-
[
wos que Y, €= ‘z:.d@eu , Ur€yg = ‘{m \a‘g €ay ; de don-
de ¢, ll?-,_ (el.’&‘\ = Y, CnB W, €y = L%ﬁ.‘.eu\l (;lh‘le“\f-

= %anb“euleq - S h‘:;:“ ivdilgy =€ Ky
tenemos que (ngqt\ ¢t = z'c’"s

Civatyn, nyata-n = dinbyt L

Esto da lugar a la siguiente definicibn.
Definicién 3.3 Bean of = (01.\ ' P = (b‘l\ dos matrices
de grados Au y J‘l respectivamento. Denotaremos por d-,’

a la matriz (Cu\ de grado dth cuyos coeficientos ostan da-
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dos por 1la ecuacién (1) . A esto producto le llamamos el -

producto de Kronecker de ol y P .
Bjem. Si of = [Qn Q@ p= bu b
Au au\' b b2
odkp = |G Cs Ci Cu =
Ca Cae Cun Cae

Cai Cn Cu G
Cot Car Cus Co

= |Gubu Qdaby Qabt Qizbn
Gube  Qubs Aubis Qgsbi

Gubs  Quabs Gubie Qubse

Osbu  Qubu agbis Qyg bt

81 P. y B:. son representaciones matriciales de un gru-
po 6 s llamamos ¢l producto de Kronecker de Pu y ?1. a la re-
presentacién matricial P. ! PI. que asigna a cada Ce6 la ma-
eriz B (@) M O%(c) . Pars ver que este mapeo os efectivamente.

una representacién tenemos que comprobar que

o PR X B@R2) = (R AW (PGNE nah),

» PR = E.
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La demostracién de b) es inmediata. Domostraremos a) en gono-
ral, es deocir si o . P son dos matrices de grado d\ y ot' N

P‘ son dos matrices de grado dt y probaromos quo
otp aotp = (otmot)(pRp),

Salvp por los indices, usaremos las letras Q, b. ¢. a\. b,
C' » d » € : ’ d'. para denotar loa coeficiontes de las ma-
trices of, P, Oip, o, ', o'p’, ApR NP, o, PEP,
Lo‘,pc\(p‘p'\ , respectivamente.
=<p ‘O‘-’P’: (d",\ donde d;yd.u-\\';“.“..\ = Cin G =

dn ds
= 2alnbl| Za:l,n Hns

nn L1}
Por otro lado (o& 16"\(@‘@'\ = LA'"\ donde d‘f.‘lu..\'.“‘u.,‘r'

dde
= Z ec‘u.u--).t ('e, Redits-) = %fbm--\,nu.(-.q ‘-~M~-\.nﬂ-“-'\°

L LI
) 4
- .Zmaln dm b.. H-, = "z" Q, bng ?a‘h. u-v s =

o b
= dipditory, hoitomy  * 10080 o oCP = (axY(pFP).
8L ok y B eon matrices de grados d: y d1 respectiva-
mente, y o1 ot = (Qa.) P = (bu\, entonces ‘ol = (W), Y=

= Uur\,a(ip = (Cpq) . domde Cuogirny syatt-y =
= Ay, bae, S H8Y= (Cyp) + donde Copgiinon, meditrny =
= Giubge + 10 que demusstra que ‘(o X ) = ‘oL A 1B,
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Puesto que E = oL'A K F‘P = (“"* F‘\ (OL‘ P\,
concluimos que (otlp\-'= o' P-I » luego, si & y P
son matrices regulares, tenemos que (O( b 4 P\‘f- t(el‘ﬂ\-l =
=§°L-|!(-’-|=°‘..‘pp- . Més aun, si A, p.dn
son matrices de grados d\ . &. y J; respectivamente, y si

(salvo por los indices) denotamos con las letras 4, b, €,

d . €, : ' 9. h a los coeficientes de las matrices Ol )

g ' pid A (pip) RAp . M. NP

3 A" respectivamente, tenemos que
KK (B4 = (Cpg) donde Siawipn,mesiry = Uindyt =
0 % dr<lsdiddsglafsdidieladey dp¢fnderds
= Qb « 16hsde, 18] «de
QinCyy & dz 2l = devda, de2fsderdy
Por otro lado se tiene que
KKP + AKY = (hpg) | dende hivdign, Reatty =

[ O % dédr< hedill-t) sdidaddids, 4y i s ivdiig-) ¢ dida, &

bien, & 13 Red(E) Gdide g didr <Addign) € dide 4didy
Crnigr mrduian = Oinbgt & 1oRplINedde g 164 rhitp ¢ dide

y = a"lc“ ~ ddz‘l#‘l“-l\ % did1+dids y
didz < i#dl(‘-l\ < ‘-J‘L‘b‘.d; R

L g""c(‘-l“ i"l‘."
Pero esta Gltima igualdad sucede, on el primer caso si y sblo
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o1 de<l €datdy y 143 ade 6 bten sitalleday
da ¢ § = di+d) : en el segundo caso si y sblo si 1sl « da
y ltgﬁ d1 : y ol torcer caso si y sblo s1 dy «l =detdy,
y dt‘j cdetd; .

De lo anterior se concluye que ol Y (p + “\ -
=*vp:‘, de‘ . De manara que si f N ﬁ. y P, son repre-

»

sentaciones abstractas de un grupo 6 , entonces L?.‘ Pt\ es

equivalente a P"X P‘. .y B R (?«;:\v P,‘ es equivalonte a -

ReP, + R P

Proposicién 3.2 si (@, R), (G4, %) . (65,R) - (0.0,
(glp"\ , son espacios de reprosentacién de un grupo G , ta-
1es que (,,P) es isomorfo a (‘;,ﬂ'\ y (8:,R) es isomorfo o
(6:,2) . entonces

1) (8180, P+R)  os ssomorro a (8! %8¢ ,P'+R')

1) (@M@, PUAR) os sacmorto a (BINB:, PAR)
112) (@, €6+, RER) o5 toomorro a (0¥ 01, RAPR)

1v) ((@X68:\ X é,, (% %?1\1?3‘ os isomorfo a

(X B x (08, RER* PXB)
D (2 XGNA &, (AXRMB ) oo ssomoreo o

(0.£(B:48y), P R(RKRYY,.

Demostracién.- 1) Sabemos que existen isomorfismos I B —

—_— B:- 1, @, — Gl-, tales que I PL0) « P'(oVe], ,

A &M= 91'“.“]4 V'C'GG s de manera que podemos definir
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el isomorfismo J: @,k —> G, %0, tal que J(€, 0,\ =
= (e, L), ¢c@;,i=t2. J(RIR)(0\(a,&) =
= J(R(ne, R(@&) = (L-R(Ne, T R(r)e) =
= (R@-1g, RerL @) = (RR)W0) (16 Le) =
= (R4BLT) > T(€, &), pam todo TG ¥ toda paresa
(e, €) e ek inl, L. Por tanto Prh LA A,
equivalentes.
i1) 51 | Gm, Goun,eeee, e-d-} es base de @i, im\, 2 , sabemos
que los elementos @ W€ty 1&isdi, 14] «de rorman -
una base de B X By . si @M€ € O XBy | of decir € XC =

= za"qi'el‘, definimos J : B\ 0y ——> di‘:d, la si-
<9

guiente forma

)'(2. ‘el)= Z’-a“ I-eixltea‘ , donde 1. B It son los

i fismos d en i). Claramente I es un isomorfismo.

Veamos ahora que es isomorfismo de & -mbdulos.
J-(RERY @I (e ke = J(Rine, RBne,) =

=1L-%(ne X1 R®e, = Binel e f P el =

= (FARY O (Le 21 e) = (RARWT) - T (e nes)
para todo 0€ G y todo elemento de G, X Br , es docir KK Pa
es equivalente a P'g Py .
1)

La demostracién es sencilla y la dejamos como ojercicio.

iv) Al jgual que 111) queda como ejorcicio.



v) Sea {q,"e‘..'..,.,end.:} vaso do Bm, m= V,%,3 , luego
los didy vectores e.iieq fornan una base do ® X By vy por

lo tanto los JudnA; vectores (eu"ﬁ,\iesn forman una base

de (b\iel\xa‘! . Andlogamente los dl Aldl vectores Cu X
‘l(ez;i@n\ forman una base de 6\1(&‘.* el\ , do manera que
81 definimos el isomorfismo 1(&‘&\163’—’ &‘X\’tiﬁl\, I(qe')xqt

- eux(e#e,). entonces

1. (R xR) IR (5 (e k€N KE = 1 [l?.l R (0) (& X&) X (T e;\=

-1l ke 2 e £ e = bme X kot Boa)=

_awed (RERG ena) = (R (RRRIL o &Rleds) =

- [P, L% ¢ %\_X(ﬂ' 1 leva\1e, y lo que demuestra v).

77/

UNA OBSERVACION SOBRE LA REPRESENTACION P ¥ P
Sean ?\ y ?1. representaciones matriciales de un grupo
G . de grados du y dt respectivamente, sea D el conjunto
de todas las matrices rectangulares (J. ld\.\ . D es un es-~
pacio vectorial de dimensibn J.A‘ . Acada v€ G 1le asignamos
el endomorfismo kt de ‘D que mapea a cualquier matriz ol €
¢ D sobre Nect = Pik(l'\d-?‘l.(v-‘\ .

sicA€ D T .2 € © ., entonces hqz“ =
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= ROR @ & REIREY) = Ne (R(2) & B(2)) =

= Ne*Ne (), oo decir Moz = Ae* Ne . adomiia
Aeot = P ) ot (e} = oL . Por tanto ol mapeo G—s
—— Ne o5 una representacién abstracta de G.

Afirmamos que N\ es una forma abstracta de la re-
presentacién R K ™ . Para demostrar nuestra afirmacién, de-
notemos por Airdi(jn) & la matriz en D que tiene 4 en
la interseccién del i-ésimo renglon y la k-ésima columna, y
ceros en cualquier otro lado. Los didt elementos Ol. 4 dilg-1)
con 1\t i%di, 193 < de forman una base de D . La matriz
Py Apedi(g-1) ¢ la matriz que tiene en la f-ésima columna
y en ol A-bsimo renglon a los coeficientes AiqlT),6 1 A%ds
¥ cero en cualquier otra parte, por lo que los coeficiente -
de 1a matriz BT Oy, 4(p.1y R(T) son de 1a forma

a;.tc)b“w-'\,uisé‘,\s‘sd., R, 2 fijos, en
el i-ésimo renglon y en la j-ésima columna; de modo que ex-
presando esta matriz como combinacién lineal de las matrices
bisicas, se tiene que £ (T) Oly 4y q,(y.y) Palo) =
= %m. @ bey (57) oty 004

$1 denotamos por (b:,, ) & 1a matriz P*(0) . tonemos

que b:g(ﬂ'\ = ‘u‘ @ .
R@ X RH0) = (Cpq)  donde Cuvanigen), neatnn =

= Quu(0) b:; (TYa Qun o) b“ (o’"\ . Por otro lado, la matriz
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correspondiente al ondomorfismo N es de la forma

(a.. () b.‘ (o"\\ , donde el coeficiente del 4+ &y (§-1)
rengién y 1a Redi(1-1)  columne es Ginlo) byylo™) .+ 1o
que demuestra que la forma matricial de I\ correspondiente a
nuestra base elegida en D os R ¥ & 1o cual prueba nues-

tra afirmacién.

§ 5 LEMA DE SCHUR

Aqui, aparte de demostrar el lema de Schur, el cual nos
proporciona las condiciones necesarias y suficientes para la
equivalencia de dos representaciones, damos una manera de de-
terminar la multiplicidad de la representacién identidad y de

una representaciém simple en una representacibén semisimple -

cualesquiera.

Proposicibén 4.1 (Lema de Schur) Sean 11 y Pz represonta-

ciones mmtriciales trreducibles de un grupo 6 ., scbre un cam-
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pPo k <« Sean AI y dx los grados de las representaciones ?.
y Pg respoctivamente. Una condicién necesaria y suficiente
para la equivalencia de ?. y 91. es que oxista una matriez
rectangular ol f 0 con coeficientes en ¥ , con d, renglo-
nes y de columnas tal que R (O = oA P () para todo

e 6.

Demostracién.- La necesidad de la condicién, se debe a la de-
finicién de equivalencia entre representaciones matriciales.

Para la suficiencia, supongamos que existe una matriz -
oA$ O de d. renglones y dy columnas tal que R ot =
=“&QV\'¥WGG . Construyendo espacios vectoriales B, , B¢
correspondientes a P\ y P-L s, @ interpretando a of como un
sapec leneal de & en °| s+ consideremos DI = Im°( « Pues-
toque ol 0, D, # iO} .sieeDi,e=zolu para al-
sin 4 € Br | luege Pi01R = ROV = R (VU € Dy,
por tanto Dl es ?I -invariante. Puesto que °| es irreducible,
tenemos que -D|=e| . SM‘D:. , el nGcleo de Ok ; puesto que
b0 Dt By.s5nueD, AU = ATau=0,
luego R loue D‘l ; es decir Pt es subespacio invariante de
0,, s Y por ser este irreducible, concluimos que DQ = U’} ’
s decir el mapeo OS¢ es biyectivo, lo que demuestra que di=
ady y que OL es una matriz regular. De este modo P2 (¥ =
2 ol'fil0Yet 1o que demuestra que Py fa son squivalentes.
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Sea P una representacién matricial irreducible de un
grupo G . Las matrices oX tales que P(T ok = ok PCO)
para todo T €O obviamente forman un dlgebra 0 . Es decir,
si %y o2 son matrices quo cumplen con la propicdad do
que P@ e = o Peoy , entonces OhOh , of, ¥+ Okqa y GO
son matrices que siguen cumpliendo la misma propiedad. De la
demostracién del lema de Schur se concluye que cada matriz ol
+ O en & tiene una inversa ol , y claramente ol''€ o.
BExpresamos oste hecho diciendo que 0 es un Algebra con di-

visibn.

Proposicién 4.2 Sea ? una representacién matricial irreduci-
ble de un grupo (4] » sobre un campo algebraicamente cerrado k B
Las anicas matrices que conmutan simulténeamente con todas las
matrices P(ﬂ'\ ’ ce6 s+ Son los multiplos escalares de la ma-

triz identidad.

Demostraciémn.- Sea “6 © R I‘+ O , y sea Z el conjunto de
elementos en O que pueden expresarse como R(“\ donde R
es uns funciém racional con coeficientes en K . Claramente -
Z o9 un campo, ademés si identificamos A € K con oE € o f
tememos que ka s y debido s que Z esté contenido en el
espacio vectorial de las matrices de grado A ., donde d os ol

grado de la representacién P s 8@ tiene que Z o8 do grado
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finito sobre k « Concluimos que si k es algebraicamonte ce-
rrado, Z = k y luego r: o E para algun oA € K .

177/

Definicién &.1 La representacién identidad de un grupo G es

la representacién que asigna a cada T € G el numerc [} » con-
siderado como una matriz de grado 1 « Una forma abstracta de
esta tieme un eapacio de representacién C de dimensién 4 4

asigna a cada § € 6 a mapeo identico de C en si mismo.

Propociciém 4.3 Sea (m, N\\ un espacio de representacién se-
misimple de un grupo G s sobre um campo k « La multiplicidad
de la representacién identidad en la representacién M es i-
gual al méiximo namero de vectores linealmente independientes

eeYI{ . tales que Mw@le=¢e Naogeb .

Demostracién.- Sea JI{ = W(,®----- QYT(\., una descomposicién
dom en suma directa de subespacios simples. Podemos suponer
quse m.’., -.-,Wn son todos los términos de esta descomposi-
cién, (si los hay) que son isomorfos como & -médulos a ¢ .

[ £ ngh . Entonces cada mA‘ s V4 A BN osté gonerado por
an vector €, # 0 cal que M(TVQ = € para todo T 5 ; es
decir, hemos encontrado N vectores linealmente independientes
tales que M@se. = €., Va s wn .

Por otro lado, st FEML os tal que M= ¢ ¥TeG |
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podemos escribir c: é“j . “:‘ €mj . Por nuestra suposi-
Clbl‘l. tenemos que % FA- = Z:MUT\“' con MW\ @;eYT(; ya -
que m; es invarianto. Puesto que la suma de los espacios 77?4'
es directa, concluimos que ‘4' =Ml ¥YTeb , (i sh
siizn ., mj no puede contener un vector "4' # 0 con esta
propiedad ya que si as{ fuera, el subespacio de ma' genorado
por 4& seria invariante, y por ser mA" simplo, este ospacio
seria ﬂ", , es decir, m.' seria do dimensién 1 y por lo tan-
to isomorfo a C , ya que M (6} (AC.\=)L + X\ € K . Luego £
es combinacién lineal de e., eess,Cn y esto concluye la demostra-

ciém. //7/

Proposicién 4.4 Sean A y P dos representaciones de un gru-
po é sobre un campo k algebraicamente cerrado, y supongamos
que P es irreducible. Si '\ y r\i‘)' son semisimples, la
sultiplicidad de P en k es igual a la multiplicidad de la

representacién identidad en la representacién ANX P' .

Demostraciém.- Si i y '5 son los espacios de represonta-
cién correspondientes a A y P respectivamente, y u., N\,--
cese (3;,“[\ es una descomposicibn de Li,k\ en represen-
taciones simples, (: = ":4' ), afirmamos que la represen-
tacibn )uquﬂlcnﬁa Mioo b M. . En efecto, el isomorfismo

I1:J—» "f}'h definido por TUL\ = (1, 0q,.... 0n), donde
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1= -‘E L, . satistace que INLE) = (NRa ¥ MMaA T,
Noe 6.

Por otro lado, NP es equivalente a (Nuiv-e-- & Nu) X P*,
y esta a su ves es equivalente a MR P™i....& AuMP* |
donde N¥ P* es oquivalente a NKP%i.... & AR P?

Cinsideremos la representacién Ni X P¥, |cisR . EL cs-
pacio de todos los mapeos lineales N:® —J: es el espacto
de representacién a0 NXP™ ; N;XP*(c) A= (A:i(ol) A LP@Y'
si NN PP(@YA = A . so tiene que N;(SYA = AP(a) ,
puesto que N\i y P son irreducibles, el lema de Schur nos ase-
gara que la igualdad anterior suceds con AF O si y sélamen-
te s1 N\ es equivalente a P .

Supongamos que esto pasa; luego dada una base {@,..., €n}
de © .}Ae,..., A} os una base do &i , y co estas bases la
matriz correspondiente a A es la matriz identidad. De modo -
que 53 N, . P eon las representaciones matriciales corres-
pondientes a N, y P respectivaments, bajo estas bases, se
tiene que R;Ld’\ = Plo) ¥ae © |, es decir Ki=¥ . s
K os algin mapeo 1inea) de B on Li tal que N;(TINs

= I P(8) se tendria que la matriz asociada a R bajo las ba-
ses dadas conmuts con la metriz PLT) ¥ Te G . Por la -
proposicibm 4.2 concluimos que la matriz asociada a N es un

sultiplo de la matriz identidad, es decir de la matriz asocia-
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da al mapeo lincal A v luege LN es un multiplo de A .

De este modo, concluimos que la reprosentacién identidad
es de multiplicidad igual a uno on f\‘-xP" si y sblo si '\s‘
y P son equivalentes, lo que demuestra la proposicién.

171/

s 5 RELACIONES DE ORTOGONALIDAD

Nuestro propésito en este parrafo es demostrar el tcorema
de ortogonalidad de I. Schur que nos asegura que si &, 3 son
coeficientes en dos representaciones irreducibles no equivalen-
tes, entonces jq f(o) 3(#'\Jc=o . ysi f, 4 son coefi-
cientes de la misma representacidédn irreducible de grado d , en-
tonces jgfmatc‘l\ d¢ = Aﬂ i F:: y /9 f(n?(c-')dcr-o
sl ‘43 . Toda la discusibn previa esté encaminada a este -

objetivo.

~
Sea % un grupo compacto, y sea M una representacién
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matricial de grado J de % sobre el campo de los complejos.
Mostraremos ahora que os posible calcular la multiplici-~
~

dad de la representacién idontidad E en la ropresentacion M.

Denotaremos por M. Lﬁ“')Jo- a la matriz cuyos -

coeficientes son las integrales de los coeficientes de H(‘)

Podemos considerar a M como la forma matricial de una
representacién abstracta, la cual denotaremos por M « Sea m

su espacio de representacién y sea {C.,...-,CA} 1a base de MU

-~
que da lugar a la forma matricial M « Del mismo modo, podo-

=08 considerar a M. como un endomorfismo de YR al cual de-

notaremos por M. -

si @ € YIT . aseguramos que M(TIM.e = M.e.
En efecto, si €= ?‘;a’-e’-, M@e = ‘iﬂa‘mﬂqg
FATuen - F(Famale = e
(A a (my ().
Do este modo, M, @ = Ty “L"(qu,mh\ e =
= Z2(faymyardn\e, = Z (FLa w(nds) € =
=3 ( ](“za, n,(d7\e = ;4«,m4: € lugo MmIM.e=

=2 (],’u.ma\nur) € aZ (L,ll-'(ti“\%"um e =

=2 (F fwaamyodz) ey =
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= 2 (],,g. " () w, (31 d2) ea

.« Poro tonemos que

S Z mitelen = = WEIM@ e = Mo 2uw@Ie=
'y ‘ [} N ¢ N

= M(n) M(Z)e = Mo)e = gu.-(n)e‘.

Por otro lado tenemos que Z u(T) ‘ZE my. (gl €y =

= Z. (;M.‘-(ﬂ u.’(ﬂ)e. + luego % (%"'u(c\u;(r)\ €x=

T w @rye , ¥ por lo tanto M(cIM, €
4

=3I (j,’;m.‘.mu.-(:uz\e. = ; ]‘.’w(n)Jz e, =

== 40;(1’)4‘: € = H,e, 1o que demuestra la afirmacién.

Reciprocamente, si f es cualquier vector tal que H(C\‘*

= ‘. para todo § € g . veremos que M6 = ‘ .

s F=FGe = Mot = Z ¢ Huley = ?%ZN,“‘“‘“

= g(%%‘k;(ﬂ\e‘i

pero cj = ch“

+ luego

¢ = gg miy (o) ¥,
do = _/"?C,Mq(tndw‘ 'uc,a M,F =

= ;Ig ;c, ":,(ﬂdc‘ e; = JZQ‘ € = £

Se conluye que los vectores ‘.‘ )Tl tales que "(V\' =

= ¢

son exactamente aquellos vectores de la forma H.Q ,

e‘m . En otras palabras, la multiplicidad de la representa-

e d
eién tdentidad en M es igual sl rango de ls matriz M-
3ean ahora A

y P dos represontaciones irreducibles
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de q en ol campo de los numeros complejos. Sean

My = Ala) X P*(a)

Sabemos que la representacién identidad E eos de multi-
plicidad igual a cero en M si k no es equivalente a P »
Y que E es de multiplicidad wuno en M si A es equivalen-
te a ? . De este modo, Mo es la matriz nula en el primer -
caso, y una matriz de rango uno en el segundo caso.

Los coeficientes de M(V\ son productos de los coefi-
cientes do N(TY por 10s coericientes de P(s-') . se con-

cluye que si N y P no son equivalentes, entonces

aw brydo = ©
4

donde A(0) , b(T) son coeficientes arbitrarios de N(¢) y
?(C’\ respectivamente.

Investigaremos ahora el caso en que f\ y P son equi-
valentes. Supongamos gue k: P s Y que h 68 una represen-
tacién por matrices unitarias. (Sabemos que en cualquier caso
XN ee equivalente a uns representacidén por matrices unitarias).
Sea 1 el espacio de representacién de A y y sea le., iy, ed}

la base de i que da lugar a la representacién matricial A o
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Podemos considorar al ospacio m do mapoos linocaleos de I en
si mismo un espacio de representacion de '\‘ P' = NX N' =
= M + Sea 0,4 ol elemento do YR quo mapea a ea en e" y Y
a e‘. en cero si a# a' . Bntonces la matriz quo repreosonta a
84“ tiene 4 en el i-ésimo renglén y la j-ésima columna, y
cero en cualquier otra parte. De este modo la matriz 9.-' I\(d"\
tendré en el i-ésimo renglén coeficientos de la forma a‘; (0"\,
1 =1,2,-- d Y cero en cualquier otra parte, por lo que la -
matriz A(V) 0-"1 A(U’"\ = M(q-) 64‘ tendré como coeficicente
en el k-ésimo renglén y la l-ésima columna a au (o) a‘g (V-')‘
y al expresarla como combinacién lineal de los elementos basi-

cos a.l‘ de )ﬂ s tenemos que
Moy = Ay 64 N(a) = % i (T) a“ (o) Oan

ot Aoy = (a0,

Sea O el mapeo identico de L on st mismo, es decir,
0,= 2 6i; . Sabemos que los multiplos escalares de & son -
los unicos mapeos de I en of mismo que conmutan con (o)

¥oe % . Se concluye que M,8 es un multiplo escalar de
6 para OENTL, ya que M(TYH,0 = AG)H,0 NG = HoO -
luego A(FYMs8 = M,0 N(T) . Do manera que

M8y = Z(]qa.,ma“w--uq\a., c,‘ia..l = 2@, Bun
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luego /;G..- (v)a,‘w"‘\ deo = Sl; cl‘

donde CAJ es una constanto que no dopende do R .
Sabemos que 4?(0’)60‘ = ‘ég (0Yd T para cualquior

funcién continua F sobre G; » por lo tanto que
SA“ c’.l = éa" ) ag‘ (oY) JT = S.‘ C4‘

si R= 2, A,:S-

) C“ para todo R s luego CQ = S,{a ¢ '

por lo tanto

{ [ = Sy ¢

El valor de la constante C puede determinarse puesto que

HLT)O: = ’\(0') DIA(G"\ = A(f\ f\(@'"\ = 9| V‘ Qe(el
y los unicos elementos &€ JTU tales que M(s)9=68 ¥ <|'€Q

son de la forma MY con We YIT , luego M,0 = O,, es docir

o= 3o = M8 = T e = TLZ U dueiislac)s

=Z[Z‘snc9“-x = Z_ (Z..CO”.\ = z Kg c\e..;géthn

B

-1
porl.oquodt:i,ydoaqui.C:d .
De manera que si '\ es una representacién por matricas

unitarias tenemos que a“ () = a—“to') + luego

)L'a., (o) &;’ @')do = Sny Sy 4"
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Definicién 5.1 Sea q, un grupo compacto. Cualquior funcién

sobre Q v la cual aparoce como cooficiento de alguna ropre-
sontacidén irreducibloe de @ por matrices unitarias es llama-

da una funcién representativa simple sobre q . Cualquier com-

binacidén lincal de funciones representativas simples es llama-

da una funcién representativa.

De esta a, h s d trado ¢l siguicnte teorema

Teorema 5.1 (De ortogonalidad de I. Schur) Sean f y 3 dos
funciones representativas simples sobre un grupo compacto Q .
Si F y 3 aparecen como coeficientes en dos representaciones

irreducibles no equivalentes, tonemos que
jg?cv) 9(o\dg =0

138 g y g son coeficientes de la misma reprosentacién irre-

ducible de grado d s la integral

F(\q (o) dr
JALE

es igual a J-' si F=3 » Y & cero si ,ig.
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§ 6 LOS CARACTBRES

En este pérrafo, aparte de las definiciones cor'rOlpondLon-
tes so da una forma de determinar la multiplicidad de una re-
presentacién irreducible de un grupo compacto en una ropresen-
tacién cualesquiera del mismo, haciendo uso de los caracteres -

de ambas representaciones.(Corolario 1 a Porp. 6.3). Para este

fin, se d tran alg resultados previos.

Definiciém 6.1 Sea P una representacién matricial do un gru-
po G . Bl caracter de la representacién P se define como la
funcién x sobre G que asocia a cada § € G ., la traza de

la matriz P(G" .

Proposicién 6.1 Dos representaciones equivalentes tionen el -
mismo caracter. S1 ¥ y z son elementos conjugados, es decir,

0’=f1f" para algan Fe@ s y si x es el caractor de

cuslguier representacion de G s tenemos que X w) = -X(') .

Demostracién.- Sean ot = (Ay) , p= (bry) dos matrices de
grado d . op = (Csp) + domde Cip = "dl.b.; , luego, -
sus elementos dusgonales son de la forma Oy = Z Quy b..' .
pot = (d,.) donde djn = Zlu. Osg . y sus elementos diago-

nsles son de la forms dsi = Zb“ Os, + ¥ debido a que
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'\';-Q(p =‘Z ;aa':bs,' =2‘—zb‘i-a4‘s = ; ;bh'ais =

= ?g bisQsiz=Tr Boy, es decir, las trazas de oAf y Box

coinciden. De moso que si P, y Pz son representaciones equi-
valentes, existe una matriz regular (' tal que P, (0) =

= PR@IP + ege T R(a) = Tr (# ROV ) =

= Tr (RS &'¢) =TrR(G): por 1o tanto £ y & tienen

el mismo caracter.
si T y 2 son conjugados, P(g) = P(PZTP) =
= P(p) PG) PV'\- 1uego X () =Tr P(q) =
= Te (PY P(RYP()) =T (P2IR(P) Pp) = Tr PRY = X Q)

10 que finaliza la demostracién. 177/

Definicién 6.2 Una clase de representaciones de un grupo 6 ’
es el conjunto de todas las representaciones que son equivalen-

tes a una de sllas.

Se sigue, de la proposiciém 6.1 que a una clase de repro-
sentaciones de un grupo G 1. corresponde una funcién defini-
da sobre G s+ @8 decir, el caracter de cualquier representacién
de la clase. Esta funciém es llamads el caracter de la olase.

Sean ﬂ. y ﬁ; dos clases de representaciones de un gru-
po G sobre un caspo k » De lo que hemos visto en § 3 pode-
=08 concluir que

1.- La representacién estrella P‘ de una representacién P‘
a5



€ Rl s pertenece a la claso .R.* y la cual depende solamen-
te de .R\ « Bn efocto, =i P. » P-.. son representaciones en R.

existe una matriz regular ' , tal que R (T) = PPALY) a‘-',

wese R = R = (PRGN -
=S RN = (T R e\ e
luego P¥ s equivalente a B¥ .

2.- La suma P+ Pa de una representacién P, € R, y una
representacion P € R pertencce a 1a clase R, 4+ R, . 1a
cual depende solamente de S y Re . Mis ain R, + Rq =
=R+ Ry - En efecto, vimos que 31 £ s equivalente a R’
y Po a P, entonces P} P, s equivalente a P'} | A
yque P, + P, es oquivalente a R # R .

3.- El producto de Kronecker f, ! f perteneco a la clase

R\i Rq, s+ la cual depende sélamente de R\ y R'l. . AGn mas,

RAR. =R AR -

Las operaciones de suma y multiplicacidédn de Kronecker son
asociativas en el dominio de las clases de representaciones, y
adembs, la multiplicacidén de Kronecker es distributiva con -
respecto a la suma. Sin embargo, las clases deo representacio-
nes no forman un anillo, porque la sustraccibn os generalmon-
te imposible de definir.

Denotaremos por x& al caracter de una clase do repre-

sentaciones R .
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Prozou.cx6n 6.2 Si R| y Rg son dos clases do roprosentacio-

nes, entonces XR.%& = X&# XR-; , XR.IR‘ = Xﬂ. XR‘

Domostraciém.- Si of y p son matrices de grado d, y da
respectivamente, es fheil ver que \¥ (atip) =Trak+ Trp
y por tanto que Xg.; Ry = Xg, + Xg, -

Veamos que TroAXp=Trat Trp -
=xZp = (Cpg) donde Cisdigg-n),meatt) = Qin by2
yoi i+di(4-1) = R4d (L-1) ° forzosamente i=R, 4=
=4, yaque j-kR=di (1—4\ y esta igualdad solo es posi-
ble cuando ambos miembros son cero. De manera que los olemen-
tos diagonales de la matriz oA ¥ p son los elementos

s Y por lo tanto

Ci "‘1"‘, 4 +di(g-1) = Qi b“
Trot g = Z diby = k;q,,-\(;b,,hTr«T} g
es decir, XI.IR,. = xx. XR@- 171/

Si una clase de representaciones contiene a una represen-
tacién irreducible (respectivamente semisimple), cada repre-
sentacién de la clase es irreducible (respectivamente semisim-
ple).

Cada clase semisimple jt puede representarse do la for-

L Zx.' H; . donde los X}i son enteros no negativos, y los
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R‘--s son clases irreducibles. El nimero X, es la multiplicidad
de la clase R" en la clase R y o8 decir, la multiplicidad de
una representacién de la clase ﬂ.{ en una reprosontacién do la -

clase R . Bste numero depende sSlamente de las clases E y -

Ri .

Proposicién 6.3 Si R. y Rt son dos clases irreducibles de ro-
presentaciones de un grupo compacto 9 en el campo de los nii-

meros complejos, entonces la integral

jé Ig,(“'\ YR-(Q-\ do
es igual a cero si R,# .Rq. , © igual a uno si R = R'- .

Demostracién.- Sean P € R , e RS .s1 B =(a"’(°’\\l
R@ = (bal®)  Xgto) = Tau @ . g (o) =

= Zha?) |, 1uego X, (0 Xg (7) = (Fauw) (2 bante))

y por lo tanto

JQX"L‘“ —x&(ﬂ 40 = J(’ (; a; (ﬂ\ ( z.. L._.'Lc\\ =

= ij (;d“'(ﬂ\(%;h(ﬂ\ dv = Jg %MW‘Euw‘“=

= ‘2“ Jga“"ﬂ bl.l. (MJds, y ol teorema 5.1 nos asegura que os-

tas integrales son cero ef P. y P-l no son equivalentes, es

decir, st R.#‘ Rq, . 84 R. = R-._ ' ‘Xﬁ- = xﬁt + luego
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J‘, g (o) i_g‘(ﬂ'\ de = 'JQ Xg, (U\Yg,\ﬂ de =

=/¢,(Zoam\( Z G () \do = /? %a,, (N0, (N o=
- % L&,.w\a:.w)lc y ol mismo teorema nos asegura que

jq&(q)b?.(c)dg-: J‘l si =R yacorosi {4 R , por
lo tanto

- .
2 ]gauw)i..méw = ? L‘au @\, (oVdg =dd =1,
AR

1o que finaliza la demostracién. 12444

Corolario 1 La multiplicidad de una clase irreducible R| de
representaciones de un grupo compacto en una clase R es i-

gual a

j@x.m’i,.m do

Demostracién.- Si escribimos .R = LZX.‘ R,; sy claramente
xﬂ"z‘xﬂ_ , luego ]g Xg(v)iﬂ. w)do =
= Jy T % Xa@) N (91 do = TH [ Xe ) UnlS1 o =

=X i K,.‘-‘- R. , 10 que demuestra el corolario. 177/

Corolario 2. Dos clases de representaciones de un grupo compac-

to coinciden s{ y sélamente si tienen el mismo carvaclhy.
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Demosatracién.- Ya vimos que si dos clases do representacionos
coinciden, tienen ¢l mismo caracter (Proposicién 6.1).
Bl corolario 1 muestra que si dos clases do representacio-
’
nes R y R tienon el mismo caracter, la multiplicidad de
R '
oada clase irreducible en es la misma que en R y teci-

procamente, es decir que R = R’ . /177

§ 7 EL ANILLO REPRESENTATIVO

El anillo representativo juega el papel de principal im-
Mu en la teoria de representaciones. En este pérrafo se
tratan algunos resultados acerca del anillo representativo de
un grupo compacto 9 . Entre los que consideramos de mayor im-
portancia esta el hacho de que si q admite una ropresentacién
fiel P. + entonces los coeficientes de Po y E forman un

sistemn de generadores del anillo representativo de 9 . Bn

perticular, oi (g es de Lie, sin hacer uso de la hipbtesis -



de que @ admite una reprosentacién fiel, se domuestra que
existe una representacién P de % tal quo los cooficientes

de P y P forman un sistema de goneradores del anillo re-

presentativo de 64 .

Definicién 7.1 El anillo representativo de un grupo compacto
@ es ol anillo generado sobre el campo de 10s nimeros com-
plejos por los coeficientes de todas las representaciones de
q . En otras palabras, los elementos del anillo representa-
tivo son las funciones complejas sobre @ que pueden ser ex-
presadas como polinomios en los coeficientes de las represen-
taciones de Q -

Mis generalmente, sea 8 cualquier conjunto de represen-
taciones de q . Denotaremos por [ (E) al anillo generado por
los coeficientes de las representaciones pertenecientes a .

Si e, ’ 8,_ son dos conjuntos de representaciones, en-

contraremos ahora bajo qué condiciones se da la igualdad

o(&) = ’(e‘t‘,

Definicibén 7.2 Decimos que un conjunto de representaciones

es cerrado si satisface las siguientes condiciones
1 s R .P,_ € £ ., entonces Pl‘..’le‘PI*Rtt E.

2) 8% una representacibn irreducible P es do multiplioci-
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dad mayor que cero em una reprosontacién de e + ontonces

Pe € .
3) st P es equivalente a una representacién de € y, enton-
cas Pe € .

Sea el cualquier conjunto de representaciones de 9 .
Consideremos el conjunto F de repreosentaciones irreduciblos
de ultiplicidad mayor que cero en representaciones de la forma
AR Aw » N; € &) con taseh .51 Py B perte-
necen a F s, es decir, P- es de multiplicidad mayor que cero
en una representacién de la forma N, ¥----XNw , y Pa o8 de
multiplicidad mayor que cero en una representacién de la forma
Ng---XA . N N €€, 1aich 1agehw .

De este modo P, x P‘l. es de multiplicidad mayor que coro en
A.‘.Ihhi N.I---l Ku , entonces cada representacion irredu-
cible de multiplicidad mayor que cero en Pn b { Pﬂ- es de multi-
plicidad mayor que cero en N.X... ¥ALX NZ---- X N\\‘ , o8
decir esth en F .

Sea z el conjunto de representaciones que son equiva-

lentes a representaciones a representaciones de la forma
PePr.. 40 ,Pe F L1648 R

Aseguramos que E es o] minimo conjunto de representaciones -

cerrado que contiene a z. . En efecto, si A‘tl ' ,\= A."'"'

o4 AI\ ., donde N, os simple (| 4 / @ W ), do multi-
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plicidad mayor que coro en [\ , do modo que N; € F . Por lo -
tanto N€ € | es docir £, € € .

1) Si '\n . '\-., € € " ,\\ es equivalente a una ropresenta-
cién de la forma P k... & Pl ' ’\1_ es equivalonte a una repre-
sentacién de la forma P4 ¥ P, 0.9 ¢ F1sian,isjak's por
lo que f\\-'\- '\t es aquivalente a la ropresentacién P.;Pp'i"'
$---3 9.'0?."0--4?‘: , es decir Ni*N, € E .

A RAL on cquivatente o (Ri- -3 BN (R 480 =

= z P.'IP" v Y como P. 1?3' es la suma de reprosontaciones
izl—~R
.sg'.ﬁl'
simples de mmltiplicidad mayor que cero en PI' P" , es decir,
de representaciones en F + concluimos que A !’\\ os equiva-
lente & una suma de representaciones en F + por lo que
ANJIMeE.

2) Ssi P es una representacidn irreducible de multiplici-
dad mayor que cero en una representaciénm de l sy Claraments
?éF + laego P('g .

]
3) Claramente si P es una representacién en E y P s
una representacién equivalente a P ' P'(- E .
De manera que e es cerrado.
’
7% Z es un cerrado que contiene a 8’, s+ por las propie-

dades 1) y 2) de cerrados, gIcontlono a F y por las propie-

dades 1) y 3), €' contiens a £ , lo cual confirma nuestra

63



afirmacién.

Progoaieibn 7.1 Sea e. un conjunto de reprosontacioncs de q ’
y sea 8 el winimo conjunto do represontaciones corrado que -
contiene a & . Bl anillo @ (E‘\ coinoide con el conjunto A
de todas las combinaciones lineales con coeficientes comple-
Jos de coeficientes de representaciones irreduciblos perte-

necientes a E .

Demostracién.- Sea P una representacidon irreducible en e .
Entonces existen representaciones N'---, Ay € & tales que P
es de multiplicidad mayor que cero en A.XMI XAy » e

decir, existe una satria regular J" tal que

PINE XN = PEN

donde N es alguna representacién. Cada coeficiente de la re-
presentacién N"‘ Ah es un producto de coeficientes de
las representaciones A.’ ceeoy, '\h y por lo tanto pertenece a -
‘(el\ . 80 concluye que los coeficientes de Pe N y en -
particalar los de P pertenecen a ‘“0) sy luego AC O(GI\.
81 A es cualquier representacién perteneciente a A .

los coeficientes de '\ pertenecen a k ya que '\‘-‘

=$ (P.'k'-+fl\ $™' , donde $ os una matriz regular cu-

yos coeficientes son nameros complejos, y P.'P.",,,,P.. son sim-~
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ples y pertenoccen a & .

Si P y P' son dos representaciones irroducibles por-
tenecientes a e » tenemos que PY P" € . se sigue que ol
producto de cualquier coeficiente de P por cualquior coefi-

'
ciente de 9 pertenece a A y, de lo cual deducimos inmedia-
tamente que k es un anillo. Puesto que AC O(EA\ y cada
coeficiente de una representacién de a pertonece a A , 8@

concluye que A = O(el\ . //7//

Proposiciémn 7.2 Sean g y ‘z dos conjuntos de representa-
ciones de Q . Entonces 0(&) =0 (51.\ si y sdlo si el mi-
nimo cerrado que contiene a gg es igual al minimo cerrado que

contiene a 5‘ .

Demostracién.- Si el minimo cerrado que contiene a &’, es i-
gual al minimo cerrado que contiene a fl, s la proposicién 7.1
nos asegura que O (f,\ = 0(5;\ .

Reciprocamente, sea 0“'\ = O(Et\ . Supongamos por un
somento que existe una representacibén irreducible P on el mi-
nimo cerrado que contiene a ZI y no en el minimo cerrado que
contiene a !‘ . Ses F un coeficiente distinto de cero de P .
S s es cualquier coeficiente de una representacidn irredu-
cible perteneciente al minimo cerrado que contiene a E,_ y las

relaciones de ortogonalidad nos aseguran que
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4 9¢) F(a)de = 0

y esta férmula se cumple para cualquier 36 G(G;\ (Proposi-

cién 7.1). Puesto que

/g#(ﬂ?(v)“‘ >0

la funcién ‘ no pertenece a 0(51.\ y luego 0(‘.) # G(eg‘ .
lo que contradice nuestra hipotesis. Concluimos que si 0(51\=
= 0(8;\. los minimos cerrados que contienen a 8; y Es res-

pectivamente, son iguales. 177/

Definicién 7.3 Decimos que un conjunto £ de representaciones
de 6 contiene suficientes representaciones si el minimo con-
Junto de representaciones cerrado que contiene a 8 es ol con-

junto de todas las representaciones de g .

A partir de la proposicidén 7.2 concluimos que un conjunto
Z de representaciones tiene suficientes representaciones si
a(t\ es todo el anillo representativo. Mis aian, se concluye
de la demostracion a esta proposicidén, que si 8 no contiene -
suficientes representaciones, existe una representacién irre-
ducible P de 6 tal que si ‘ es un coeficienteo de P y
3¢m . entonces

J%qumdw =0
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Definicién 7.4 Una representacién P de Q se dice que es
Liel si es inyectiva, es decir, si mapoa a 6 continua o in-
yectivamente sobre un subgrupo g| del grupo topolégico
GL(J,C\ , donde d es ol grado de P .
En GL(An C\ se considera la topologia que hace del ma-
peo W:eL(J. \—s C‘t definido por W ( (04‘\\ =

=(b|,.....,\)}\‘dondo bi"(‘-l\ = a,-‘ , un homeomorfismo.

Proposicién 7.3 Si 9 admite una representacién fiel £ , el

conjunto {Pc, po} contiene suficientes representaciones.

Denotaremos por de a1 grado de B y R(o)= (xn““‘\

Antes de dar la demostracién veamos el siguiente

Lema.- Sea F una funcién continua sobre g . y sea (G un na-
[ §
mero real mayor que cero. El anillo generado por las ’-do fun-

ciones K"‘ ) . v Tj‘“\ contiene una funcién i tal que

\Rﬂ - ‘IU\\ < Q. para todo WGG’ .

Demostraciém.- Denotaremos por q,,‘_“,.\(ﬁ\ R lj‘-.‘.q.-\ +d} Lg\
a las partes real ¢ imaginaria de los coeficientes do la ma-
triz g de ‘rndoda » o8 decir, st CJ. os ol coeficionte de

on ol 1-ésimo renclén y la j-ésima columna,
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€y = Yivaete) @ + VW Sragneat 8), 1aiyade
La representacién P mapes a G continua y untvocamen-
te sobre un subgrupo Qu de GL(de,€) . Puesto que g os
compacto, P es un homeomorfismo de 9 on % y G os com-
pacto. Que P s homeomorfismo se deduce del hecho de que
V: 6L, ) —s €% derinida por ¥ (L)) = (by..., b;,t\‘
donde b, g,(pa) = @if s homeomorfismo, y la imagen de -
cualquier cerrado en @ y por lo tanto compacto, bajo [ es
compacta en @, : luego al aplicarle ¥ a osta imkgon obtone-
mos un cerrado de C"‘ . es decir, la imigen de cualquier ce-
rrado en (4 bajo P es cerrada, por 1o que P es homeomor-
fismo.
Sea ¢f"‘——’ R“’. definida por by, ..., b‘,\ =
= (c.,....,c,a\, donde C, es la parte real de bi i | < €42 ,
y Ci es 1a patte imaginaria de bi-¢2 i di< i =243 .
s1 -G — ™ o por Qo) =(hia), .. .,MLP.(S)\\,
claramente @ = Qo Yo R, , os decir, @ os homeomorfismo de

24
Q sobre un sub Junto pacto l‘ c R . La funcién

‘1: F"‘-' es una funcién continua definida sobre k . Debi-
do al teorema de extension de Tietze (p. 149 {3) ) concluimos
que e:, puede extenderse a una funcién continua definida sobre
todo R’J . Seguiremos denotando por ’g, a dicha extensién.

Puesto que k es compacto, es acotado. Sea M una cota para



las coordonadas de los puntos de ¥ . Por ol teorema de a-
proximacién do Weierstrass (p. 95 ) sabomos quo oxiste
un polinomio R (4, ..... ,'5“'\= Q(Y) tal que la dosigualdad
(4 — Qual\ ¢ &

se cumple para todos los puntos Y = (q.'...-,‘i:&\ tales que
4l =M, | =kR< 242 . Dofinimos la funcién by por la -
formula

£ (o) = Q4 (R, ...., g3 (RN
Entonces tenemos que |f(g) — f (G)\\ = & ¥ Te
En ofecte, 4. 0y (RUON = & (R4 () + Ky ()

Girdetgineat (B0 = 5 7 (e () =Ky ()

luego la funcidn ‘. de hecho es un polinomio en las funciones

XI‘(" . E‘(") . y asi, el lema probado. /7//
Probaremos ahora la proposicién 7.3.

Supongamos que el conjunto l?o,vc& no contiene sufi-
cientes representaciones. De lo que hemos visto hasta ahora,

podemos concluir que existe una funcibén continua F# O de q

o € s tal que si 36 0(1.9-‘?.}) '
J g Funde = 0
4

Puesto que ‘ es contfinua sobre un compacto, es acotada. Sea

M el que |0\ em ¥GeGy . como /{gfcu)?cc)dq- >0
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podemos oncontrar un nimero & PO tal que

am < Lt(ﬂftﬂdc

Por el lema, existo una funcién continua f, € 0(”’-‘0‘“

tal que | @(T) - L\ 20 Voe q . Se concluye que

\L,uﬂ?w)dr\ = \](,(Fcc\-t.m\?(wwv\ <

- j('lur\-t.cv\\l'f(c\ldv < am

lo cual es contradictorio. De este modo, la proposicidén 7.3

queda probada. /777

Proposicién 7-% Supongamos que un grupo compacto q admite

al menos una representacién fiel. Si ﬂ es un subgrupo cerra-
do de q , entonces cada representacién irreducible de ﬂ es
de multiplicidad mayor que cero en la restriccién a “ de al-

guna representacion de Q .

Demostracién.- Sea P' una representacién fiel de q y sea
N la restriccién de Po a ﬂ . Bntonces '\o es una repre-
sentacién fiel de ﬂ » Yy por lo tanto el conjunto lho,&} con-
tiens suficientes representaciones de ﬂ . 8Se concluye que ca-
da representacidn irreducible de ﬂ es do multiplicidad ma-
yor que cero en alguna representacibn de la forma NeXK--- -
"‘ ‘Nﬂ' ‘N + pero cualquier representacién de este tipo

es la restriccibn a ﬂ de alguna representacib6tn do (g dol

70



tipo P.i...‘?.‘?ox"'xﬁo. Y777;

Progoaleién 7-5 Supongamos quo un grupo compacto % admite

al menos una reprosentacién fiel y que ﬂ es un subrupo ce-
rrado de q « Si ﬂ* Q » entonces existe al menos una re-
presentacién irreducible de % y distinta de la representacién
identidad, cuya restriccién a ﬂ es tal que la representacidn

identidad de ﬂ es de multiplicidad mayor que cero en ella.

Demostracidn.- Seleccionaremos una representacién Pﬂ en ca-

fa
da clase R de representaciones de g . Denotaremos por O(Jr
a los coeficientes de P,g . Cada funcién F del anillo repre-

sentativo ® de @ puede escribirse de la forma
£ = h_, P
Ll

donde R corre sobre todas las clases irreducibles de repre-

Pa

sentaciones, y los 0.-, son constantes de las cuales sblamen-

te un nGmero finito son distintas de cero. Haciendo uso de las

relaciones de ortog 1idad t que
f@VdT = Zal‘ gd'l‘ W dg = au
I‘l

donde E es la representacién identidad, ya que su Unico coe-
[
ficiente es la funcibn constante 1 . es decir, d|| - L .

Supongamos por un momento que la restriccibén a ﬂ de
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las representaciones Pp. * 3 con R irroducible, son ta-
les que la represontacidén identidad de ’f no es de multipli-
cidad mayor que cero on alguna de ellas. Entonces la restric-
cién de cada O‘A‘ a ﬂ serd una combinacién lineal de coe-
ficientes de representaciones irreducibles de ﬂ vy si P’,*
4 E osta expresidén involucrard sélamente coeficientes de re-
presentaciones irreducibles de ﬂ distintas de la roepresen-
tacidon identidad. (Ver demostracién a la proposicion 7.1).
Por el mismo argumento empleado para probar las igualda-

des anteriores, concluimos que

I (‘I ﬂ\ = atf = jq ‘(f)df

donde IL’ ,ﬂ\ es la integral de Haar invariante sobre el -
grupo compacto ﬁ . nornuud-- como es usual, I(i, ﬂ\=1
La igualdad I, “\ = fq‘("\ do |, se cumple para
todas las funciones ﬂ del anillo representativo 0, se cumple
tambien para cada funcion continua sobre q ya que por el le-
@8 usado en la demostracién de la proposicibébn 7.3, cada una de
estas funciones puede ser aproximada tanto como se quiera por
funciones en O , es decir dados €0 y €: q——' € conti-
nua, existe f'e ® a1 que (0(o) - "(V\\‘ % v Q'GQ'

jwege VT8 #) — fqbunar o | (6, ) -T (R, H)*
v [ o de - Jybeorde | < TG, ) -T08, #O\ +
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+\ jqf'(v\dv - &g&c\éw\ < g,

y como € es arbitrario, podemos concluir que

L, #\ = jqudq-.

Puesto que ﬂ es distinto de @ oxiste una funcién con-

tinua F sobre aa la cual satisface las siguientes condiciones:

1) F se anula sobre ﬂ .

2) F no es idénticamente cero sobre g .
Esta afirmacién la podemos hacer debido a que implicitamente
estamos suponiendo que el grupo @ es de Hausdorff, y todo - -
grapo topoldgico Hausdorff y compacto ¢s normal, de modo que si
g€ ﬂ‘ existe una funcidn continua : sobre % tal que g es
cero sobro H y f(TY=2 1 . Entonces tenemos que I(‘I,“\‘o
y por ser ; continua y no identicamente cero, sobre ﬁ‘ exis-
te una vecindad sobre la cual fd:o y como la medida de Haar

de una vecindad es mayor que cero, podemos concluir que

LF(«'\F«H« >0

lo que contradice el resultado obtenido anteriormente. De este
modo concluimos que existe al menos una representacibédn irredu-
cible de GJ distinta de la representacién identidad, ocuya ros-
triceibén a ﬂ es tal que la representacién identidad de # [1]

de multiplicidad mayor que cero en ella. 117/
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Sea ahora Q un grupo de Lio compacto ocualesquiera, os
decir, no supondromos que % admito una representacién fiol.
Sea Yl el conjunto de elemontos T € Q los cuales son re-
presentados por la matriz identidad en todas las representacio-
nes de Q , es decir si T € Yl . P(T) os 1a matriz identi-
dad para cualquier representacién P de % « Claramente Eén
y debido a que si 0, Z Gn , Poz) = P(G\PC{) , conclui-
mos que W‘én . es decir que Yl 08 un subgrupo de @ B
Puesto que acordamos que una representacidn de un grupo topolé-
gico es un mapeo contfnuo, si T €& n‘ , entonces existe una -
representacién P de Q tal que P(c) no os la matriz identi-
dad, y comso GL(‘,C\ es Hausdorff, existe una vecindad a-
bierta de P("\ que no conticne a la matriz identidad, luego
la imégen inversa de esta vecindad bajo P es una vecindad a-
bierta de ¥ , es decir n‘ es abierto y por lo tanto n os
cerrado.

Denotemos por q, al grupo Q/n . Cada representacién de
q sapea a Yl sobre la matriz identidad, de esta manera de-
fine una representacibén de q, . Reciprocamente, cada represen-
tacion de @; corresponde & una represontacibén de % . Conclui-
®0s que los anillos representativos de 9 y QI son isomor-
fos.

Mhs aGn, 83 TE 9 « con T#$ E) . entoncens existe una

74



reprosentacién P ao Q, tal que P@) no os la matriz iden-
tidad. Concluiromos de oste hecho que Q, admite una ropreson-
tacién fioel.

Puesto que Q. es un grupo de Lie, oxiste una vecindad a-
bierta Y del elemento neutro & de Ql la cual no conticne
algan subgrupo de QI (p. 127, Loma 1, § VIII, Cap. IV c2l H,
denotemos por F a complemento de Vi en ql . 84 P es cual-
quier representacién de Ql , denotemos por h(P) al nicleo de
la representacién P . Claramente y’(P\ es un subgrupo cerra-
do de Q. s+ ¥ la interseceién de los grupos W(P) para toda
representacién P de Q: es (‘d . De este modo tenemos

(An@\nF = ¢
Puesto que F es compacto, existe un conjunto finito {'.,...,Fd,
.3

de representaciones de Qo tales que ( an(ﬂ\\ f\F = ¢
En efecto, los conjuntos n (P\‘ son una cubierta abierta
de F . concluimos pues que (j:y‘(?‘\c, Vi + y como {EYI(E\
es un grupo, éste debera ser {t,} s debido a la propicdad de la
vecindad VI . Afirmamos entonces que la reprosentacién P.-’b'"
JFP 3 9., es una representacibédn fiel de q. . Bn efecto, si
C6ly y (P-4 Pu)= RCg) - - % Pulo) o
la matriz identidad, entonces P[ (C‘ es la matriz identidad,

pare 1£i6R , luego T € ANUF) . y por 1o tanto @ s &1,
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yor (R  #RNV = (Be.... 4P0)L2)
(Pa--- ¥R (&) = (Phee ey BN (G2) | luogo S7'E =

=&, . por lo tanto T =¢C .

Propoaicién 7.6 Sea g un grupo de Lie compacto. Existo una
representacion P de @ con las siguiontes propiedades: Ca-
da elemento del niocleo de P tiene como imagen bajo cualquier
otra representacién de % a la matriz identidad. Los coefi-

cientes de las representaciones P y P forman un sitoma -

de generadores del anillo representativo de @ .

Demostracidén.- Sabemos que @/72= @, admite una represen-
tacibn fiel P s+ pero esta da lugar a una representacién de
@ + que seguiremos denotando por P « E1 ndcleo de P es
Yl s es decir, si G'én , @ tiene como imagen a la matriz
identidad bajo cualquier representacidén de % .

Sabemos que existe un isomorfismo w entre los anillos

representativos de @ y @i . es docir 51 € 8(4), V(fle
cO), y V=W (T) , donde T = G'Yl . De este
modo, o1 @ es un coeficiente de P, ¥(8) es o1 coericioen-
te correspondiente de P como representacién de Hi .

Sabemos ademés que 4P, P} contiene suficiontes repro-
sentaciones de (i . es decir el minimo corrado que contle-

ne s LP, P.j o8 el conjunto de represantacionos do q‘ vy 8i
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w(e\ es un elemento dol anillo ropresentativo do q, + eon

fe B(Q\ v W(t) es combinacién lincal de coeficiontes ¥ (k)
de repreasentaciones irroducibles de q. y» con h coeficionto
de la correspondiente reoprescntacién de Q . De este modo w("\
es combinacidén lineal de coeficientes W (H\ de representacio-
nes de multiplicidad mayor que cero on representaciones de la

forma P\!‘! P xv x---- XT’ , de esta forma cada coe-

ficiente w (h) de una de estas representaciones esté en

6 (4P, PY) . es decir cada coeficiente h ests en olaedl).
(En el primer caso se consideran P y P como representacio-
nes do )y , en el segundo como representaciones de G ,.
Pero si Y (F) es combinacién lineal de los coeficientes W(h),
entonces f s combinacisn lineal de los coeficientes h , es
decir, f € 6({ P,b}\ , de modo que los coeficientes de las

representaciones P y p forman un sistema de generadores del

anillo representativo de Q . ////

77



§ 8 LA ESTRUCTURA ALGEBRAICA DEL ANILLO REPRESENTATIVO

Comenzamos este pérrafo mostrando las relaciones alge-
braicas entre los clementos del anillo representativo G(Gﬂ\
donde q es un grupo de Lie compaocto, y entre un conjunto de
generadores de éste. Posteriormente se considera el conjunto
W(GJ\ de homomorfismos G=O(‘J\——’ c el cual se dota
en primer lugar de una estructura de grupo y posteriormente de

una topologia con la cual m(%\ resulta ser un grupo de Lie.

Denotaremos por Q a un grupo de Lie compacto, y por 9
al anillo representativo de @ .

S1 P es una representacién de @ + denotaremos por d(?\
al grado de P + ¥ por O(‘: al {£,4) -coeficiente de P 1 e
éj,ng(ﬂ. e es por lo tanto el anillo generado por las fun-
ciones Ollg .

Sabemos que existe un conjunto finito de representaciones
de Q el cual contiene suficientes representaciones. Si
\P',----, Pa.} es tal conjunto, las funciones d‘:.. 184y < A(Pl\,
lekR= h forman un conjunto de generadores de 6 . Doseamos
encontrar las relaciones algebraicas que se verifican ontre es-

tos generadores.

78



Seré conveniente introducir nuovas variabloes independion-
tes ﬂi: con \%i, §% 4(P). P corriendo sobro todas las
representaciones de q . Sea ‘u el anillo do polinomios con
las variables Uqa con cooficientes on C + (Puodo oxistir un
numero infinito de variables, pero cada polinomio contiene sé-
lamente un numero finito de ellas). Existe un homeomorfismo de

u en 8 sy o1l cual mapea ur‘ sobre el coeficiente d.;
correspondiente. Sea d el nicleo de este homomorfismo. Nos
proponemos determinar a exhibiendo un conjunto de generado-
res de este ideal.

A cada representacién P 1. asignamos la matriz U(P) de
grado J(P\ cuyos coeficientes son los a‘: correspondientes.
Entre 1os polinomios pertenecientes a 6. se encuentran en par-
ticular los siguientes

1) Los coeficientes de las matrices U{(PR 3?1\'(0(9-\40(?&“
v(e !P;\ ETICAY ¢ U(PA;\ para todas las posibles eleccio-
nes de las representaciones P. y Pg .

2) Los coeficientes de las matrices ULrPr"\— rU(P) ¥
donde J' o8 cualquier matriz regular de grado dk?‘ .

3) El1 polinomio u.!-l . donde E es 1a representacioén -

1dentidad de % .

Proposiciéon 8.1 Los polinomios mencionados en 1), 2) y 3) for-

sen un conjunto de generadores del ideal 6. .
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Demostracidén.- Sea d. el monor ideal que contieno a los poli-
nomio enlistados en 1), 2) y 3). Tonemos que probar que (& =
= QG .

Seleccionaremos una representacién de cada clase de re-
presentaciones irreducibles. Sea lP. ‘.tk el conjunto de re-
presentaciones obtenidas de esta forma ( {\ algun conjunto de
indices). Aseguramos que cada polinomio en u es congruonte
modulo a‘ con alguna combinacién lineal finita de las varia-

bles ur:

144,34 gd(?,\' pe A . Es suficiente probar
esto para la constante i , para cada variable u,-: , ¥ para
el producto de cualesquiera dos de estas variables.

Tenemos que 1= uf (m0dG.), y E es una de las repre-
sentaciones ¥ . si P s cualquier representacién, existe
una matriz regular ¥ tal que P= P(Pi - +P NI p. e A,
Se concluye que los coeficientes da U(P) son congruentos modu-
10 Gi con los correspondientes cosficiontes de & (U (P 3.
% OB+ 72 qus 1os coericientes de V(P son con-
sruentes mbdulo (i con los coeficientes ! UU’,_'#--wirPh\ ¢,
y estos a su vez son congruentes médulo (i con los coeficien-

tes do § (U (?’.\ S § U\?ﬁ)\(' y la congruencia es tran-

sitiva,
Como los coeficlientes de "(U(P’. ;4--"§U(P'|.\\v-‘lon -

combinsciones lineales finitas de las variabjes u“. , COm~
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(4
cluimos que las variables ud‘ son congruentes médulo & a

una combinacién lineal finita de las variablos u.i:’ . Final-
mente observamos que ui: ul‘: es un coeficionte deo U(P\ XU(?‘\
y por lo tanto congruente mbédulo a. con un coeficiente de -
U(Pl?'\ s 8 decir, el resultado anterior nos dice que es
tambien congruente médulo (&, a una combinacién lineal finita
de las variables ll:P‘ « Nuestra afirmacién ha sido por lo tan-
to probada.

Sea P cualquier polinomio en el ideal Q . Tonomos

entonces que

P= 7 a,: u‘:: (med G.)
40

donde los &: son constantes. Puesto que Gc G , Pe G Yy

% s B
P- Zasu?ed., p-(P-Zajuf) = T,y e G,

tenemos que Zd.'.‘ulz = O . Multiplicando por;-[:i , tenemos
que Zd;q:’;:‘:o i integrando sobre el grupo % obtene-
®mos por las relaciones de ortogonalidad que d:,, = O para to-
das las dpg que aparecen en la suma, concluimos entonces que

?e Q, . La proposicibén ha sido por lo tanto probada. ////

Si conocemos cualquier sistema de genoradores {z,’,...,!n}
del anillo representativo 6 . podemos obtener las relaciones
slgebrajcas entre estos generadores en la siguiente formai ex-
presssos cads c(‘: como un polinomio en las cantidades Zi y
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substituimos ostas exprosionos on las rolaociones ontre fincio-
nes ¢ las cuales resultan de 1), 2) y 3).

Eatudiaremos ahora los homomorfismos W dol anillo re-
presentativo 8 en el campo deo los niimeros complejos. Si Z,..e.
<.y 2m forman un sistema de goneradores de 6 un homomorfis-

@mo (] queda determinado cuando los niumeros &(R\=Q, ..., D(T)20m

estén dados. Estos nu o8 no pued tomarse arbitrariamente,

deberén satisfacer las relaciones p(dl, veesy d.\\=o , donde
P(z,’,..., Zm) = O son las relaciones que se cumplen entre

Z.,..--, Zm on @ . Concluimos que los homomorfismos de Oen C
pueden identificarse con los puntos de la variedad algebraica

definida por las ecuaciones ¥= O .

Dofinicién 3.1 Sea & el anillo representativo de un grupo de
Lie compacto é . El conjunto 4¢ homomor€ismos de 8 on € os
l1lamado la varielad algebraica asociada a g_ . Esta variedad
deberé denotarse por MCQ).

Si un sistema de generndores k2, ..., Zm} esté dado, e1

coujunto de puntos “l = ‘lc'a“'): T OCI-.\\ € C”‘/n & m(Q)}

es llamado el modelo dg M correspondiento a los generado-

res Z.,..., Z., .

Definicibén 8.2 Sea R el conjunto de todas las represonta-

ciones de un grupo de Lie compacto % . Una ropresentacién de
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R os cualquior mapoo % ol cual asigna a cada Pé R una
matriz regular S(P\ do grado iguel a d(P\ on tal forma que

las rgualdades

¢ (R4P) = S(P) & S(R) §(P.YR) = SR RS(R)
s(epe) = ¥sA e
se satisfacen para reprosentaciones R y P:. cualesquiera y pa-

ra cualquier matriz regular r de grudo d (P\ .

Sea W cualquier homomorfismo de & en C . Asignamos a
cada represeuntacidn P la matriz S“)L?\ cuyos coeficlontus
son los numeros W (Olgf‘\ 184, §e d (P) ; do este modo ob-

tenemos un mapso Sw el cual asigna una matriz a cada clemen-

wa R .

Proposicién 8.2 Si (Dem(Q\ o) mapeo S® es una represen-
tacion de R . El mapso D—> g@ es una biyeccién do 777(@)

sobre el conjunto de representaciones de R .

Dewostracidn.- Puesto que S@ (Pl '\'?!.\ es una matriz do gra-

do A(P. +P-|_\ = A (Pc\'l' A(R\ cuyos coeficientes son los ni-

meros o (ol,?\ s 144,424 ()
4%, o o d(AV<§ < d(RV2d(R), 144 «d@\
o(oq; ’\-— Sbien (P24 2dR\+AR) 16 g cd®)

AN IO PYTPRILT R

83



es decir, los cooficionton do Sp PV ¥ So(R) | conclutmos
aue S (PP = SutRYVE Sp(R) - ta matriz S (ARR)
tiene como coeficiento on sl A +d(R)(§-\) - ronglén y 1a

R+ d(RY(2-1) - columna al nimero @(el?ud&\= @‘P‘PAQ ("‘{}\
es decir al coeficiente (.iq-d(P‘\(‘-nl R+ACRY(E-1N) o 1a
matriz So(R) XS (R) . do donde So (RAR):= Sp(R) A Sa(R).
Por ser ® homomorfismo, claramente tonemos quo S (& P#~')=
= $O@V¥™ . Para probar que S es una reprosentacién deo K,
sera suficicnte probar que la matriz S (P) os regular, con P
una representacién cualquiera de @ . Bn primer lugar tenomos
aue PV P(1=E, % T€l, donde E es la matriz identi-

4dad. Se concluye que

;0413.0(‘& =8ip , 124,r = d(P)

Puesto que D s un homomorf ismo, tencmos
4
‘Zw(a}:"\ O (ohgn \ = Sin

Do este modo S° (?'\'sa (PV\= E 1o quo demuestra que SQ(P)

es regulsr y que

s5(P*) = (So®Y

por lo tanto S‘p es una representacion de R .

Probarcewmos ahora la segunda parto de la proposicién.

s: W, laﬂ. son vlementos distintos de ”z (q» , oxiste
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una funcién reprosentativa dz tal que W (O(r‘\ * wt(eu‘;\,
de donde S@. (P\* 33‘(?\ , es docir S, # S@'_ y por lo

tanto ol mapoo W —0 Sa s inyectivo.
‘ Finalmente, sea s cualquior ropresontacién de R . & ca-
] . ~ P

da variablo au’ lo asignamos ol numero @ UM‘\ que es la -
. Ld
(‘-‘3‘ entrada de § (P) . Puesto que las variables al‘ son al-
geobraicamente independientes ﬁ puode extenderse a un homomor-
fismo (también denotado por 5] ) del anillo do polinomios u
en C . Pucsto que g es una reprosentacién de R y los po-
linomios descritos en 1) y 2) son claramonte mapeados sobro ce-
ro. Mhs ain, sea E 1la representacién identidad. Entonces S(E\
es un namero distinto de cero el cual es igual a su cuadrado en
virtad de la igualdad EXE=FE . Se concluye que S(E)=1,
de este wodo B (uﬁ—i\ =0 .

Por la proposicion 8.1, los polinomios del ideal d tionen

o~

como imféigen al cero bajo el homomorfismo (B . Puesto que 6 -
puede ser identificado con U/a, s Vemos que ¥ defino en for-
®ma patural un bomomorfismo & de 6 on C « Es claro que §=

- SO + ¥ la proposiciébn 8.2 queda asi probada. //7//

Observaciones.- Hesos probudo que st S s una represontacién
-hR_ s entonces

S(P*) = (s

pars cuslguier representacibn P de % .



Sean gl . st dos represontacionos cualesquiera de R .
Afirmamos que ol mapeo P —_— S|(P\S;|(P) os de nuevo una -

-1
reprosentacion de R , donde s os ¢l mapeo que asigna a cada

Pe .R la matriz (s(?\\-‘ . Bn efecto, W \-P-._——Q SI(P-*“-\

-8 (RaR) = SR+ SR\ (85 (p) i S0 (B =
= SURISR) + S (R) 85 (P,

Matricialmente tonemos

SR o \[K(®) o\ =|SST(R) ©
(o S.(&\\( ° g{'(?:\\ k o g, (RISI'®V)

e —— S (RRRY S (RXR) = [spyusi(R)) (SRR
L7 (Y] = SRS (R) XSRS (R).

PP B S (PP ) ST PRI = SV SN
= #sPsy(Pyy

Por tanto el conjunto de las represontaciones do R forman un
grupo, siendo el elemento neutro el mapeo que asocia a cada re-

presentacién P la matriz tdentidad de grado J (P\ .

Definicién 8.3 Haciendo uso de la correspondencia establecida
por la proposicién 8.2 entre los elementos de m(q‘ y las -
representaciones de R . pudemns definir una estructura de gru-
po en W(Q\ . B1 grupo obtenido or. osta forma es llamudo el

grupo algebraico asvciado a Q_ .
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Introduecamos ahora una topologfa en 7”(0/) . A cada con-
junto de generadores {3, .. Zm3J do O le correspondo un mode-
10 Mz ae WCGJ) . y los elemontos de YT (GJ) eutén en co-
rrespondencia biunivoca con los puntos de este modolo, os de-
cir a cada Qem{aﬁ lo corresponde un punto (O (M), ...

e, O(ZeN €Mz €™ . Pucsto quo M2 c €, o Mz 1e con-
sideramos con la topologia inducida por la topologia de €.
La correspondencia biunivoca entre 777(64\ y M2 da 1ugar a -
una topologia en m(q) . es decir, si ¢: WT(G) —> Mz
es tal que ¢ (D) = (0G), ..., D(ld\] , este mapeo es hiyecti-
vo y le damos a 77((@\ la topologia que hace de ¢ un homeomor-
fismo. Veamos que osta topologia no depende de la oleccién del
modelo Mz .

sea Maf otro modelo para el conjunto de generadores }&-..
,2-'.-} - Bntonces cada 2Z; puede expresarse como un polino-
mio en 2/,..., 25, , y cada 2, puede expresarse como un polino-
mic en &, .-s Zes . Sea Z =P, .oy B), .00y Emz Pl .., )
PR, uZa),.... Bae Plall..., 2. 500 (B, ..., OFud) €
€ Mz, oe MT(4). s Fily ——> M7 dofinido por
F(otzy, ..., 0@@.)) = (OC2y,...., ;au;,.\\ . Claramente
F' s biyective y FOOY,q. 0a) = (O(f(2, .., 22, ..., O(ER,- B D)=
= (80, ... 0N, A AOA...0d)), de maners que F ae

continuo.
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FUa@,... 0@ = (0 @),... ®@a) = (Re@), . © @), .-
core, P (@@, ... 0 (Z.‘u\\\ , do modo que ¥ os continuo,
por lo tanto ¥ os homeomorfismo, y la topologia do JTT (%) no
depende del modelo Mz .

sea | B, .K} un conjunto con suficicntos representa-
ciones de Q . Sea Pz RBP4 B, y donotemos por
de e1 grado de Po . sabemos que las 43 tunciones 0(4’?.

I44,j £do forman un conjunto de goneradores de & . Asigne-

mos a cada & G)r((@\ 1a matriz $(P) que donotamos por -
@ () . Afirmamos que este mapeo es una ropresentacién de M(G)
por matrices de grado de . En efocto, debido a que la represen-
tacién §,8; de R asocia a cada P€ R o1 producto de ma-
trices §,(PYS.(P) , tenemos que ol mapeo antes mencionado
asozia al producto D2 la matriz S3,(P)Sy,(P) ; ademis o1
idéntico de m(C’\ que denotaromos por D¢ es tal que Syg(P)=
=E 4onde E es la matriz identidad de grado d (P) , por 1o
tento a O¢ se le asocia la matriz S5 (%)= E donde E es 1a
matriz identidad de grado 9e . Esto demuestra la afirmacién.

Como las funciones d:‘:' dan lugsr a un modelo de m“’\
la representacidén anterior de Yﬂ((g) cs fle]l punesto que

Sw.("-\ 2w(®)= w,(P.\ = Sw‘(P,\ sl y sblo si Dy =W

Sabemos que GL(";C\ tieno la topologia quo hace del ma-

peo W:GL(J-,C\ —— d.'d} definido por ‘P((al‘“'- (h;.--'iba\



a“d ., un homoomorfismuv. Si "30 os la ropre-
sentacién de m(@\ dada por AP;(Q\ ‘=§‘D CAPTYCAN Be
CGLU-,C\ es la imhgen de —ﬁ. y M2, os ol modelo de m(Q)

donde bitd.(a-l\ =

[}
correspondiente al sistema do gensradores {di‘s oxrdenado do -
tal forma que q’la — MI. sea homeomorfismo, entoncos ol -
siguiente diagrama es conmutativo

g —F , Ha

P

?. \v-l
8

es decir, Po es homoomorfismo.
Mis generalmonte, si P es cualquier representactén de
% s el mapeo Q—’S‘)(P\ os una representacién de -

A

m&). Denotaremos a esta representacién por P .

Proposicibén 8.3 Sea P una representacién do q cuyos coefi-
cientes forman un sistema de generadores del anillo representa-
L
tivo e de g . Entonces P mapes a )TZCQ\ sobre el conjun-~
to de todas las matrices (xl’\ las cunles tienen la aiguienteo
4
propiedad: Si P o8 cualquier polinomio tal que P("l‘\=ol

eatonces P(- ‘q---\: 0.

Demostracién.- $1 W ém(ﬁg). los coeficientos de F((D\=@(.P‘
son los nGmeros 0@"1"\ » Puesto que @ es homeomorfismo, la



igualdad P (..-- c(:‘.u\ = O implica que P{(... (0(":\---\ =0
Reciprocamonte, sea (W) una matriz que satisface las con-
diciones mencionadas. Puesto que los elomentos Od; forman un
sistema de generadoros de & , estas condiciones implican la -
existencia de un homomorfismo (D de O en € tal quo ID(°'~:'1\=
=Yy, 1@ 442d(P), va que w1 Od;= ?(---0(:&---\, Rokd
L4 4. entoncos Q0= Plewotfr \-ofy = 0 =0 @ (= Yag- )=
= Pl Xue -+ - Xi = O+ o8 decir Xy = Pl Y-, R 44
Concluimos que la matriz \X-'g\ os igual a ®LP) | 15 cual com-

pleta la demostracién. ////

Corolario.- Bl grupo algebraico asociado a un grupo de Lie q

es un grupo de Lie.

Domostracién.- Sea P una representacién de 9 cuyos coefi-
cientes forman un sistema de generadores de ® . Cloramente $
es un isomorfisso de grupos topolégicos de W(Q\ sobre un -
subgrupo de GL(J, C\ o] cual esté definido por las relacionecs
algebraicas entre los coeficientes de P . De oste modo, si la
iméigen de 3 [ 1] U y r =(xj‘\ € U‘, entonces existe un po-
lincwio () tal quo Q(--.dz‘;---\:.o y Q(---‘J’---\ % 0.
Puesto que a es continuc, existe una vecindad de (‘l‘\ tal -
que Q# O sobre esta vecindad, es decir, U" es abiorto,

luego U os cerrado. Pero todo subgrupo cerrado do un grupo de
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Lie es grupo de Lio, lo cual demuestra ol corolario. ////

§ 9 ESTRUCTURA TOPOLOGICA DEL GRPO ASOCIADO

En este pArrafo se dan algunos resultados acerca de homeo-
morfismo definidos sobre mc@\ y finalmente demostramos la

igualdad de dos subgrupos compactos de m CGO\ obtenidos en

forma distipta.

Sean g an grupo de Lie compacto y \ﬂ'l(G;\ su grupo al-
gobraico asociado. 51 F es cualquier funcidn pertoneciento al
anillo representativo 0 de @ s entonces el conjugado I de
; tambien pertensce a 8 . n mapeo F s 4 I es un auto-
sorfismo de O y» 61 cual asocia a cada constante comploja su -
conjugado. Consideremos el mapeo F—oﬂi,wﬂﬂ(ﬂ‘); puesto que

t9—s 0(F3) = 3(79) = @ (N0(3) = OO BB, 4

q1



at+q —s 0(aT+R) = W (AT+E) = TO () +0F = A O]
+O(Z) con aceC, £.9€ 6. concluimos que e1
mapec mencionado os un vlomonto de JTC(Q) . Denotomos a este
elemento por DF .

Sea P cualquier represontacién de Q « Bntonces

Blot) = 0P = B (P

donde P es ol conjugado imaginario de la reprosentacién © .
Paesto quo (WAWA\I(P) = wiwe(P) = m\mﬂm-
1mos que (W W= WIWT . ademss (WO ($)=w'(F) m\ =
= (€Y . es decir la operacién ¢ aparece como un automor-
fisco 1e orden dos del grupo W(&a) . Veawos que esta opera-
cién es ademis un homeomorfismo.

sea AR, ..., B} un conjunto con suficientes ropresentacio-
nes de &3 .y sea P, = B iWiBi...4 B, . Puesto que 1os coe-
ficientes de f» forman un sistema de generadores, claramente

los cooficientes de Po tambien forman un sistema de genorado-
res 4¢ 0O , de hecho este sistema es una permutacién del ante-
rior. E1 mapeo (u-,(D(o(;a.,.\—-’(---:'D(OL’;\:--'\=

o o_(a,.r\,,,,\ , con D€ YIT(G) os un nomemortismo do Mz,
en W3, , ya que 1o Gnico que estamos haciendo es permutar las

| 3
coordenadas de (...,DHJ‘),--\ . Claramente la composicién

(""l N (O‘I'D’...\__, (-..,gld-f:)‘,.,\_,’ (...lm-;\,.--\ es homeo-

2



morfismo, de donde concluimos que el diagrama

O (- 0ot ), )

\ l

o »lom0tad) )

es conmutativo, lo que demuestra que el mapeo W-——> O¢ o4
un homeomorfismo de m(ad) -

Puesto que si O £ D® , es decir 2 =\---,D(°‘3 \."'\*
+ (;C&?\ \ = Z. v si toda vecindad de # contiene

—_—

un punto (..-, Nd.g‘\,.--\’;("'l B.lu.-ﬂ,.--\ , entonces toda ve-
cindad de 2’ contiene este punto, (por el homeomorfismo de
antes mencionado), de esta manera, existirian redes W:D—>
— M2, 3 w0 —» Mz, , donde D y D son 108 con-
juntos dirigidos de vecindades de > y 2’ respectivamente; ta-
les que Y——»2Z Y—>2' (@P=(’ , de donde 2=2' , 10
que contradice nuestra hipbtesis. De este modo, si 24 2’ , e-
xiste una vecindad V de 2 en Mz tal que ("-,Dl(dl:.\,-"\#

+ (---,(D.(;.'?),..-\ ¥a em((#) + o8 decir, el conjunto de

GGW(Q\ tales que (D O es abierto, de donde se conclu-

ye que el conjunto de 0‘7’2(%’ tales que D =D es un sub-

grupo cerrado Q, de W(Q\
Sea O cumlquier elemento de q . B1 mapeo c———"(ﬂ,

‘6 O clarsmente es homeomorfismo de & en t + es decir, es
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un elemento de m(a‘\ qao donotaremos por cbq- . S84 P
cualquier ropresontacidén de g y tenemos que ?(‘DW\=0°‘(P\=
- P(u‘\. Afirmamos que ol mapeo § ———» WT de % on
m(%\ es un homomorfismo continuo. En efecto, es ficil ver
que es homomorfismo, domostraremos pues que es continuo.

Sea ?o la representacién mencionada con anterioridad.
st BC GL(J.. (\ es la imégen de i , sabemos que
Em(@\ — 5B os homeomorfismo, y si Mz, es ol mo-
delo de m(q‘ correspondiente al sistema de generadores cu-
yos elementos son los coeficientes de ?o , ordenados do tal -
forma que el mapeo ya mencionado Lv.' g — Hf, sea homeo-
morfismo, y si denotamos por ¢@ al mapeo tal que ¢w(¢\ =‘D¢

obtenemos el siguiente dingran conmutativo

¢¢ y \“\“
7’“‘3\ —9 M.

Puesto que Vo os homeomorfismo y P- es continua, concluimos

que Po ee continuo, 1o que demuestra la afirmmoién.

Debido a que q es compacto, este homomorfismo tiene co-
o 1mégen a un subgrpo compacto g,_ de )77(@\ .

como WY = 0al(f) = T(a) = B(a) = D (F),
se concluye que (g, © G, . Probarencs que G, = G .

pero antos veamos ¢l siguiento lems.
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Lema 9.1 El grupo Q\ es compacto.

Domostracibén.- Sea Pc» una roprosentacidédn unitaria cuyos coe-

ficientes forman un sistoma de generadoros de ® . Para cual-

quier mem(@\. tenemos que
(R = w(B) = B = (oW

por lo tanto, si W=Q% , 1a matriz D(V) = ® (®Y s uni-
taria. Por otro lado, E es una representacién fiel de MC(q),
y por 1o tanto mapea a JJi topolégicamente sobre un subgrupo -
cerrado de U (d (P)) € GL(A(R),€) vy U(L(R)) o

compacto (Ver teorema 1, p. & ). Concluimos que Q, es -

compacto. /1777

Proposicién 9.1 Sea weE m(%\ tal que W= , entonces
existe S EQ tal que (D({’\ = fw) + fe 0.

Demostracion.- Puesto que Q. y Qt son grupos de Lie compac-
tos; para probar que q' = qi. aplicaremos ol criterio usado
en la proposicibn 7.5. Sea A cualquier representacién de Ql H
1a restriccibn de A a Qt es una representacién P de Ql .
Supongamos que P contiene a la ropresontacibébnm identidad de
Qt » o8 decir que la representacién idertidad de Q'_ es de
sultiplicidad mayor que coro on P . Queremos entonces probar

que la representacibn identidad de %l es de multiplicidad
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Wayor que cero emn '\

Por suposicién, oxiste una matriz regular J\ tal que

k‘l\(‘bﬂ'\&-\'; \0..--0
(<]

L W)

o)
para todo U€ Ga . Sean :nhb\ los coeficiontes de la repre-
sentacién &' N &' de Q. . con 1=R12d(N). Haciendo uso de
la representacién P. mencionada on la demostracién del loma
9.1, denotemos por XI’ a los coeficientes de la representacién
‘ﬁs de W(Q\ . La restriccion de A?’o a Q| s+ siondo una re-
presentacién fiel de Q. garantiza que las funciones X;’, ' 1‘.
formar un sistema de generadores del anillo ropresentativo de

%l . De squi se concluye que si para D € Gg-

Pug (@) = Fuy Loy (w\i,lo\---\

donde cada Fp,g os un polinomio de coeficientes complejos, teo-

asmos que

F!‘ k..-xl‘(,@q\i‘.(ﬁ)(\...\ = 8-“. s G'C'Q

Por otro lado tenemos que X., (0‘\ = dl? (¢ ¥ g€ GJ-
7l X‘Q(O\ = Dulp;\ NO€ G]l . Puesto que W= DY , tenemos

que x% (w) = j Y=o (d“ \ (;—& \

qe



y como © o homomorfismo, las rolaciones

P (“' ol‘:"d:; \ = S"‘

implican que 'F‘“ (... X.’ {6\7\1‘(0) ---\ = S

de donde

PADVE = [V wew

O %o i

ek
Si {e.,...., Qm‘i es la base de Cd(h\ correspondiente a
la representacion matricial r’\ r-‘ de G‘| y claramente el cs-
pacio generado por €, s invariante bajo r'\ r—| y
&A(ID\F'()Q\: )Q.. es decir, la reopresentaciédn idontidad deo
Ql es de sultiplicidad mayor que cero en h « Esto demuestra

la proposicién 9.1. //7/

En el caso en que &a admito al menos una representacién fiol
P » tomando P. =?'i'-?- en el lema 9.1, vemos que ?o os tam-
bien una representacién fiel. Si denotamos por \(1, a los coe-
ficientes de P afirmamos que el mapeo de Q on Ql defi-
nido por §—— PC o teomorfismo. En efecto, hasta vor -
que este mapeo es inyectivo (La proposicibn 9.1 nos dice que

es suprayectivo y ya se demostré que es homomorfismo). 81 §, T @
€l .54 T . existen 44 tales que Kig (T) # Xy () , a0
woto que Wel%ey) =¥, (Y 4% (2) a DKy ¢ 00 dootr Ve #
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+ Ihtl y esto demuostra la afirmacién.

§ 10 EL TEOREMA PRINCIPAL DE APROXIMACION

Ya bemos visto (en lewa para la demostracién a la proposi-
cibén 7.3) que si Q es un grupo compacto de matrices, entonces
cualguier funcidén continua sobre % es ol limite de una suce-
sién de funciones en el anillo representativo O ae % . Este -
resultado se cumple tambien para grupos de Lie compactos. Proba-
remos este resultado fundamental, el cuasl se debe a H. Peter y

H. Weyl.

Teorsema 10.1 (De Peter-Weyl) Sea @ un grupo do Lie compacto
y sea F una funcién continua sobre % .81 aef , A20, -

existe er ¢l anillo representativo 0 4o % una funclibn s tal

que 18V -9\ ca V¥ Te 64
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fera la desestracidn de este Ctosswsn huremss use de algu-

sas dafimicienes y 1 que & a camti id

_.—a’trnl_,"b‘h-“ can-

ﬂ-e-—l--hmm*-g - Pass-

e.'-q es compacte. cads funciim £€ F es acotatn. Sea
= el
(1IN 5‘1 )
Clacsmeste  fafl, = la\ifla (aeC)

h“br-mm,-ddh&-

tancia das £ 4 ‘a, sea l”slu-

Bafimiciin 151 S subconjute @ de F diremss que os acota-
e ot exiote = mimere ACB' cas om 100 =h HEcd
is escilaciée d¢ ens femcidéa “f.&o—ms

& Q o a2 mp {245 - E2)\
%z&E

Bafimichin -2 bm‘crdr—---eu-
mau—g&,u—.m A>0 existo um
verindes Ua “_o-‘n-gm-u“..“q

b-txlnt‘-b‘n‘mn—'oi—l”‘.

Lemn 183 l-‘cf - conjunts scotads do fumcicuse eqguicon-
ti—.,-.‘)ﬂ.“--*m!’“ e tal g

898> A . poos tetn porey ‘t'-’. » ontonses ‘...
"



finito.

Domostracién.- Seoa A un namero tal que lg“u <A Vte &
Si G € és , el conjunto de numeros ‘(&\,‘Q é estéd conte-

nido en el b Junto pacto del plano complejo definido por

la desigualdad l!‘ < A . Se concluye inmediatamente que exis-
te un subconjunto finito \K..C é con la siguiente propiedad:

A cada fé€ 6 le corresponde una funcién ‘n‘ % tal que 1a
desigualdad \G(G‘.\- ‘ILQ"\\ < % se cumple. (Tomando vecin-
dades abiertas de radio % alrededor de cada complejo F(ﬂ'o\ ob-

tenemos una cubierta abierta del conjunto compacto S=

={Hw) [re ] ).

Sea T cualquier punto de s.Uq‘ ; tenemos entonces que
LEo1- Rt < |2 - S + L fea- Fu(e | rlbusr - Bl < %

Por otro lado, a cada pareja F 19 de funciones de é, le
podemos asociar un punto § = g(t9) ca1 que \@(ﬂ’\-ﬁ(ﬂ\"‘

st (£,9) ¢ Q,l @, oo una pareja tal que g(t9)€ @V
o se puede dar el caso que para fi € ¥, REA NI
y |ﬁ(0’-\ -4\ <% Por otra parte a1 (¢,9), (¢9')e &.lQ.
con tales que G(h9),T(FB)e aUng | Fm)-fico\ 2% ¢
Iﬂﬂ"l@\‘% , entonces F=»Ff' . anilogamente para § vy

Q' , de modo que si -‘{r’ tieno M funcionos, a lo mhs pueden
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m-

existir E-tA pare jas (cu %\ € é-"&\ tales quo W(e.ﬁ\é
€ U% .
Puesto que Q es compacto puede ser cubierto por un ni-
mero finito de conjuntos V\, ee oy Vn y cada uno de los cuales os
de la forma o UC/‘ . Puesto quo existe sélo un nimero finito -

de parejas (3,3\6 é,xé| tales que G (£,9) € V, l&«ian

concluimos que &. es finito. 171/

Lema 10.2 Si una sucesién de funciones pertenece a un conjunto
§ acotado y equicontinuo, es posible oxtraer de clla una sub-

sucesién la cual converge uniformemente sobre % .

Demostracidén.- Sea }‘70 un entero. Podemos construir un sub-
conjunto finito 6‘. [ @ con las siguientes propiedades:

1) Si ’ .se §“. #‘-ﬁ 7 entonces ‘G-ﬂ\uz —‘/I

2) si ; es cualquier funcién en 6 » oxiste una funcién 16
e@‘ tal gque ""e‘u < J(i
sea £1€F . 81 6,.., Fr hon sido dofinidas, y si existe una fun-
cién f tal jue 1E-tl = :—‘ para 1 £ €Y tomamos cvn':“-
Este proceso inductivo no puede continuar indefinidamente, debi-
do al lema 10.1. S4 se finaliza en f’ hacemos §#= i‘n,-~-:‘\}~

Sea le"‘i una sucesibn de funciones en & . Sea Mo el ocon-

junto de enteros mayores que coro. Definiremos por induccién so-
bre JA un subconjunto infinite Mﬂ. < Mo . Supongamos U 2O

y que M} ha sido dafinido. Entonces, puosto que @A es fini-
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to V'/L » existe una funcién a.“, € §AQ| tal que la desigual-

daa  bm=%unu ‘j‘:. se cumple para un conjunto infinito de

enteros Mmé€ ﬂq N)&n deberd ser el conjunto de estos enteros.

En cada Mp. hay un entero "}u)/# . Pussto que Mp C m para -

V> , tenemos que Whm,-L M <K . Womu-fule k  ae
2

este modo “fm,.- ;q.\._ < Z . Se concluye que la sucesién {@.,'S

converge uniformemente sobre Q . 177/

Introduciremos ahora en F una operacién , la cual es una

goeneralizacién del producto escalar. Si g.ﬂ € F , sea
£-9 = /%nv\@(w\clq'

dounde la integral es la de Haar, norsalizada por la conil:iém

L;lv =1

Veamos abora las siguientes propiedades:
1) Para aé F fija F'% es 1lineal en f . es decir
(ah Nh(-..\-% = Gy “0‘%\ +d1(f1'3\ , (O-,Oz € C\.
2) sr'= Fs ya que ]qf'é = jqu = j@sz—
1 ss £40 f.£ >0
Sea |F|‘-’“¥\yz . s1 a,beR , tenemos que (Al 4 b3\
“(afrbg) = ab. (af+bg\+bq.-(ab+bg)= a?(f-$\1ab -9\ +
x ab (9-0)+ B(39) = G (-f)+ 200 Re(t9) + B (9-9)

Puesto que esta expresién es mayor que cero para toda pareja de
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realos & , b, hactondo A =\Q% , b= VEtW\, cutenemos que
(Re U-ﬁ\\t& (3:61(2:9) , es docir | Ra (8-3)| = VAN
Sea U un nimero real tal que 2xp (V% v\ (o) = |89\

Si reemplazamos b por (u‘: VY)Y £ | vomos que la desigual-

dad de Schwarz se verifica

\¢-al = VRN,

Por otro lado tonemos W4 +9 \\t =0t aRu b9\ 4 39

< l“tfﬂu‘ “%“ +‘\%"' lo cual prucba la desigualdad de
Minkowski.
XTI ERUAEAR]
Ahora sea R una funcidn continua con valores complejos,
definida sobre q‘ % + la cual satisface la siguiento condi-

cién

R(g,2) = R(z.9)

S1 ‘ es cualquier funcibén en F y denotaremos por K? la

funciém definida por la férmula
ké(v) = /%kw.z\ﬁ(z\dt

Probaresos que k‘(— F . Sea QA >0, Existo una vecindad U del

elemento identico EE€ Q tal que la desigualdad
| R(sp.2) - R(o, 3V < &

se cumple siempre quolpe Ua . Bn nfecto, de no sor asf, oxis-
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tir{a una sucesién lfm.i de elomontos do % » tal que

Lomfr < &, \RiSPm 3\ - RLTN 20
de un-::: que deberiamos tener que \R\ﬂ't,‘l\- h\f-t\\za , lo

cual es imposible.

51/06 Ua , tonemos
et =\ [Rlop 2 b - jqkmz\ccﬂu\s

\za L,’l tedz = & (4-161\«

wy \wetlepy-
2\ fg (Rep.2) - Risad V2

= Q “c“ : 1o cual demuestra la continuidad de la funcidn ke

mis aén, si A= S“f \k(V.Z\\ tenemos que
(0, 2)e GynGy

(1) |kt@\ = N ]szmz < A\

Estas dos ultimas desigualdades demunstran el siguiente lema:

Lema 10.3 E1 operador k mapea al conjunto de todas las fun-
ciones Fé F , tales que Rel <! sobre an conjunto de fun-

ciones acotado y equicontinuo.

Otra propiedad del operador k esté expresnda en la fér-

(3) ke-9 = F-K9

l1a cual os similer a la fbérmula qur express ol caracter hormi-

tiano 4s ina matriz. Para demostrar esta fOrmuyla observomos que
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Kig = jq( L‘hw-z\ F0)d2\Jiouy < Jq:éc,z\ £(213(0) dadt =

= Jg f(t)([f“ﬂ‘iw)a«\az = kg

Diremos que un numero C es el valor caractoristico de la
funcién R si existe una funcién @ £ O en F tar que K{f = cy.
Cumlquiera de estas funcionos es llamada una funcién caracte-
ristica perteneciente al valor C . Nuestro siguiente paso se-

r& probar la existencia de valores caracteristicos.

Puesto que “‘HG’\\é_ AleL
porr= et = Lt % = [ et} <

< []gx-m‘-l"‘ = ALRL

por lo tanto los nimeros [K{l son acotados cuando £ varia en
el conjunto de funciones tales que || || =1 . Penotemos por -
Lkl & 1a minima cote superior de KKéW, WEh =L , os de-
car 1kV = Sup{ticfl[40=1] . craramente NN = URVNEY

para cualquier féF s+ debido a que K es 1ineal y “‘.F‘ﬂ\= i
Lems 10.6 ARV = Sup h{kb-6) /000 = 1)

Demostraciém.- Si l“ =1 , tenemos que \k“‘é“‘“““*
<1intl . sea C sﬁf{"‘"‘\’n‘“= -‘-} . Se concluye que \k"“\*
< C_‘f"t pars cuslquier f&€ F . Sean £ y 3 dos fun-

ciones en ]'. tales gve fied = Igﬂ = 4 . Entonces
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K(e+a)-(8+9) = kb - + G- + k69 + k3L =
=kbE + K39+ 2R (KE-9) < crergt

K(t-9)- (6-9) = kE-6 + KG9 - 2Re(Ke-g) 2 -ché-g\°

De este modo 4 Re (K€-9) = c (Nergyt +1¢-4W2\ =
=2¢(NER+ 1912 = q¢, (Ne+90t + je-gut = 2(nputeugi®).
si suponemos que K§ F O y tomames 9= KW' KE cocenemos
quel K BN € C . Esta dltima desigualdad se cumple ademis si

K‘-:O . Hemos probado por lo tanto que LR{= C. Y2074

Lema 15.5 Al menos uno de los valores \'l\\ o —\l\ es un va-

lor caracteristico de la funcién k o

Demostracién.- Podemos encontrar una sucesidn lem‘i de fun-

ciones en T tales que \"u\= i y !:’:‘ k‘ﬂ'c-\=\k‘o bien
‘om‘\t‘." ==-IR\ . sea ¢ = Q::.wke‘“m .

L L 4

Reewmplazando, si es necesario la sucesibén {Cm'ﬁ por una -

b 1én, pod p sin pérdida de generalidad que la
sucestén {Kfm) converge uniformemente sobre 4 a una fun-

cion {  (Lemas 10.2, 10.3). Para ver que W& F | considere-
mos G0 . Puesto que Kfm converge uniformemente a W , o-
xtote M tal que WK Em -€ly < %3 o1 m2 M . puesto que

kKbme F . oxiste une vecindad Ua do £ , ta1 que A KEm(TP—
—H.,B\\‘% pora todo p & Ua  de este mado |Q(ap)~ Wi\
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<1Q(0P) = Kbm (0PN | + | KB (0p) = Kb 0| 4 | kb1 - L0\ <@,
luego, efectivamento Qe F .
Observemos ahora que la operacién ’3 os continua con

respecto a la métrica dofinida por la norma uniformo l Ru. BEn

efecto, tenemos que MEW = [ HOVFTMZ < 1EAE | a0 aa-
te modo | (f-€2). (3.-9,)| < N&-FehNa.-9.\ =<
< Wb -Gl N9 -9ella s tueso 1 (£ -¢,) g ) = W8- Bl LS Na
Puesto que Kbm<fu = fur - Kb = Rfe-Cm , Klm K
es real, luego ontonces AKfm — €fm U= Uklm % cthlal-
= 2¢ (Kfar-fm)+ v ol miembro do la derocha tiende a Lent-
-~ C? cuando M crece indefinidamente. Se concluye que H{Y2
2 € , de modo que Y+ O cuando €#0O . Por otro lado te-
nemos que [K{m It< \RIL = @T , y por lo tanto el lado dere-
cho de nusstra férmula es menor o igual que 2C%—2¢C U“n"m\,

y esta sucesion tiende a cero. Concluimos que ﬁ’:‘ “ klf.. -

- ¢fu) = O + de este modo que g"_'.‘ |k“‘¢‘\ —eklul=o0

ya que k es lineal y contfnuo. Puesto que Lim “l.f..,-‘f“=0

L.L L J

tenemos que 5‘:" lk(K‘..\—kQ‘.‘:O s por consiguiente

lkg - e} = Y Lkl - ckbul=e
10 que demusstra que KW = €& ., £) 1oma queda por lo tanto
demostrado o1 C $ O ., 84 ¢ = O , tenomos que HUR{ =2, kfa=

=0 V& . lusgo ¢l lema queda probado trivialmento. /1777
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Diremos que dos funciones ".W € F son ortogonales una
con respecto a la otra si 'f 'P = 0.
Sea é el conjunto de funciones caracteristicas do h N

las cuales pertenecen a valores caracteristicos distintos de -

cero. Pod trar un sub Junto §*< é con las si-
guientes propiedades:
1) s1 @ y¥ ostin en f’y @+ ¥ , entonces {-¥=o0.
2) A€ =41 para toda @ € @-‘
3) é‘ es maximal con las propiedades 1) y 2), es decir no es
posible incluir propiamente a é' en algin otro subconjunto de
é que cumpla con las propiedades 1) y 2).
Bn efecto, si D es la familia de subconjuntos de @ cuyos e-

lementos cumplen con las propiedades 1) y 2), D no es vacia
debido a que si § € Q B {%“}e D . Damos a D el orden

parcial < definido por

$ <P « & Cé‘. $, b, ¢ D.

aplicando el lema de zorn obtenemos é .

Lems 10.6 Sea Q. > O . Bxiste sSlamente un nGmero finito de -
L 4
funciones en @ las cuales pertenecen a valores caracteristi-

cos mayores que Q. en valor absoluto

Desostraecibn.- Sean Q.’n-, Qh funciones de é* tales que
mi = (i“‘ y 16l >a para todo £ . Tenemos que klm "f‘\=
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= e - C3 w’, de manera que “k(“.‘u‘\\\z = C“ +C11 > ad.
Por otro lado “k(u.q ‘qg“\tu 2 IQIK ("'4'"?‘“1: ‘ku“-q‘\\\t
e decir Ik (- q,) W =z b@-g\\ > Via. vy o1 1e-

ma se sigue de los lomas 10.1 y 10.3. //1/

Lema 10.7 Cualquier funcién FG ¢ 08 una combinacién lineal

de un numero finito de funciones en é* .

Demostracién.- Sea ( el valor caracteristico de ‘ v Yy sean

,..., &, 1astunciones de ¢: que tienen a C como valor
caracteristico. Sea §'= £ - Z.“"“i\ e . Puesto que Kké=
=Cf , K& =¥ , tonemos ademis que K&'z= ¢' . Mis ain,
£' e ortogoasr a &,..., W, . sea Y€ @ distinta do 4,
) ‘fl. ; entonces ¥ tiene como valor caracteristico a d# C
Tenemos que £.¥ = L (#'-K¥)= ¥ (k¢'.¥) = & (¢ ¢)
laego F-Y=0 , es decir f' os ortogonal a toda funcién de $*
si §'# 0 , e1 conjunto compuesto de los elementos de Q’y “',“
deberé temer las propiedades 1) y 2) mencionadas antes, lo cual

es imposible. Por lo tanto F':o s lo que demuestra el lema.

1717

L4
Se concluye del lema 10.6 que é es un conjunto numera-
ble. Ordenssmos los elementos de é. en una sucesibn W\ s L
W), 1M
>
L0 9 14-/4 i}‘o en el caso en que é sea finito. 81 denotamos
por c,u.ol valor caracteristico de QA » observamos que si
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‘z“&(ﬂ; es una combinacién lineal finita do funciones de é.,
26l = T

Lema 10.8 (Desigualdad de Bessel). Si f" es una funcién con-
tinoa en F s+ la serie Z}«.\"'gu\‘ es convergentoe y su suma

es menor o igual que “e \t .
Demostracién.- Sea 3" = ¢- E‘“qﬂ\w}l , donde £ es cual-

%
Qquier entero positivo si @ es infinito, y es a lo més igual

al namero de elementos de é. ai é' es finito.
-4, = (£ -3 -0\ = Flu- b= 0 1ol
de 1o cual se concluyes que

T T ALY

8sto demuestra el lema /7//

Lemn 10.9 Si ’GF. la serie Z (kc"!u\q,u converge unifor-

memente sobre % a la funcibn Kg .

Semostraciém. - f (Kt -4\ = %(k:-«,\%— z

M

4 ]
=2 U-k«,\"%: ﬁu-w,\kg‘ = k(;tt-%\%\

“aciendo uso de un resultado obtenido en la demostracibén al lema

t9.3, tenemos que ‘ é‘(lﬂ“ﬁ.\\?‘\ < A\ g“eq,u\q}l. \\ =
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- k(ﬁ \‘-'{“\t\ y del loma 10.8 podomos concluir que ol Gl-
= “

timo término en la expresién anterior tionde a cero cuando A y
1 crecen indefinidamente (en ol caso en que é'eu infinito),
por lo tanto la serie dada converge uniformemente. Resta domos-
T

sea Ru(m,3) = Rig,3) - Z.C,l-l}.w\ uﬂ(z\ . Puesto que
cada gﬂ es real, tonem-nquo Ra (5.2 =_‘_:(Z,T) . Si ‘PGF. te-
nemos que knw = kW -Zf;«(“v"'m‘gu ( \‘"u define para Ra co-
wo K fue definida para R ). Se concluye quo KnW Wy =
=k -4, - Cul(¥-4) = §-kd,- CA(Q.Q}\: O s lausn
Bn particular si § es una funcién caracteristica de Ka pertene-
ciente a un valor caracteristica d =k O tenemos que ¥-4u = ©
p.ral‘—}(‘_-.”.porlot-nto KY = K. ¢ =4 vy Y es
una funcidén caracteristica de K pertensciente a d . Se conclu-
ye que W es combinacibén lineal de las funciones wy para las
cuales cv‘:J . Tenemos que V= E‘bva Y by '-'—"P'Wy .
de este modo bv = 0 i V&N . Sea G>O |, gi N es su-
ficientemente grande de manera que todos los indices A para -
los cuales |¢ﬂ.‘ Z @ sean menores que /1 , podemos concluir que
H‘La- , de modo que por el lema 10.5 “hn“ % Q. . Se con-
cluye que 5‘:’_:‘ ‘kne “ =0 st é.-oo infinito, y i §.-0l

»
fintito k,,‘ =0 si N es ¢l nimero de blementos de é « Pero -
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T A CLUAT A

10 que completa la demostracidn del lema. /777

Lema 10.10 Si la funcién R (@,2) es de 1a forma X(O"'C\
donde X es una funcién continua sobre Q tal que X(Q"\ =
=X(¢'\ , entonces cada funcibén caracteristica de k cuyo va-

lor caracteristico es C ‘# O es una funcién representativa de

Demostracidén.- Si ‘ es cualquier funcidén en F y f& g .
denotamos por £ la funcidén definida por (0\ F(/U'» . Su-
pongamos que F es una funcidén caracteristica de R con valor

caracteristico C £ O . Entonces

chio) = cflpar) = kf(pT) = )éhl,nc, k@) de =

= ]q)((crf"z)ﬁ(ﬂdz = /G‘X(U“Z'\ F(pe)dz’'=
/91(0”':-') £(2)Vd% = ki (T)

en virtud del caracter invariante de la integral de Haar. De es-

te wmodo /f es otra vez una funcién caracteristica con valor -

caracteristico € . Podemos suponer que las funciones del con-

*
Junto & las cusles tienen a & como valor caracteristico son
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Q.‘ ..... ) Qh . Por ol lema 1Q0.7 tonomos quo
[y . w
"&f = ?__‘—, 3;3(/’\ u; 3“ (F\ = q‘f i
Sea PQF\ = ( &3 (P\\ . Entonces debido a quo
h h - L
%ﬁﬂ (o) = ZI. 3‘.’(,0,,9.\%- W) =Z:(w‘mu\'¢.-miz\%m\-
h
=2 ]4;‘94 (PR (7)) =
N
= Z (4 @& (4Fe\de\ i) =
- 2 (fg4 D& ()T @) =
= j,’m(zw.-(r.'z\dzw, (s)
€=
= g (fgw‘,z(p,z\ﬁ (3)dz \ ¢ (@)
=i(jq (ﬁf;\ﬁ (z\_‘l—;(ﬂdt\ €=

= i‘ (Gl -9V o) = (‘q,\, (o) .+ os decir
= 9 e (R, = (ZayANY, =
= 3 Byl = za.. P (B Gan P =

= 2 %1,-.(3\3.‘(&\1- = JZ;‘M (PR 4,

(%;(R\\l‘h, U’t\\ = ( 2‘34\ (RY3y, (ﬂ.\\ = (gi‘(f’-ﬁl\\'
de modo que P(Rfi\ = P(f.\ P(r‘\

Por otro lado, como wA' es continua en % , y este os compucto,
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QA. es ademds uniformemente continua en q . Do eosto se con-
cluye que para cada Q> 9 , oxiste una vocindad UO« del ecle-
mento identico & eg tal que “Q‘P —mi‘t\‘a siompro que
fé UA . De esto podemos concluir que

fom ¢, 4. =
f—ae $ap - % = Sy= Tigley vo e 70 b €=
—_ Lin q d
. ] Jz.;f@_,lf(pz\.(z):
=,‘,‘.'.'g ‘(gq”(z\m(z) A€ )

Jgy @T@ = § & = Sy

El mapeo P—_’ P(f\ de % en ol conjunto de¢ matrices

de grado h es por lo tanto una representacién continua de %
y las funciones 3“ son funciones representativas. Para ver -

que las funciones %“ son continuas basta choecarlo como ya lo

hicimos en el elcunto identico. Pero tenemos queo ‘-f‘ (f‘ =
l&f“\ = Z‘}‘a(ﬂ({,(t\ + lo que domuestra que cada es

en particular una funcidén representativa. El lema 10.10 queda

por lo tanto probado. ////

Lema 10.11 Sea X una funcién continua sobre @ tal que
Xlﬂ"\ - —x-(q\ .y sea >0 , pntonces existe una funcién
representativa 3 de aa tal que H'K."SLL < O

Demostracibn.- Sea k el operador asociado a la funcién qupz\=

- 1(5"Z\ . Determinamos una vecindad V del olomento i-

dentico 5 tal que la desigualdad \_itd"Z\ - ‘-ikc-‘\ \ < q"
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so cumpla para todo Te V . Podomos construir una funcibda con-
tinua fl coa valores reales no negativos tal quo fn' () '-# o

P, (Y= 0 i Te€ V€. (lema do Uryshon). El numero J =
= I(gﬂz)éz es distinto do cero. S‘L $= Y“. ,ha- g"“wz:

Por otra parte

LX) - ko) = | R - ko) = [ (X -Xaa)

p(ade\ <« Y2

Haciendo uso de los lemas 10.9 y 10.10 vemos que existe una -
funcién representativa % tal que “ K" '3\Q‘Wﬂ. . Se con-

cluye que ] x—s ‘K"a , lo zual prueba el lema. /17177

Sea ahora f una funcién continua sobre 6 arbitraria.
sean Y, (g) = £V ¥ (o) Yald) = V(@) -Flomy)
de modo que X; (0) = 7-, (S), 4=1, 2, y debido a que
e = L [0+ By - E (R @ - FeW) =
= 4 DUO -RX )Y ¢ ooe deetr f£= 4 (X - X,)

y debido a que X| y X. 'uodon sor aproximadas por funciones

representativas, lo mismo se cumple para p « Esto demuestra

el teorema 10.1. ””
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§ 11 PRIMBRAS APLICACIONES DEL TEOREMA PRINCIPAL

DE APROXIMACION

Teorema 11.1 Un grupo de Lie compacto admite al menos una ro-

presentacién fiel.

Demostracidn.- Sea @ un grupo de Lio compacto. Haciendo uso
de los comentarios posteriores a la proposicién 7.5, vemos que
para probar que % admite una representacién fiel es suficion-
te probar que si € % , % € , existe una representacién
P de Q tal que P(W\ no es la matriz identidad.

Sea f una funcién continua sobre @ tal que ’(C\ + BG)
Puesto que :' puede ser aproximada por funcionos representati-
vas vemos que existe una funcién representativa la cual toma -
valores distintos en ¥ y £ , y nuestra afirmacién se sigue in-

mediatamente de este hecho. /1/7/

Proposicién 11.1 Sea ﬂ un subgrupo cerrado de un grupo de -
Lie % , entonces cualquier representacién irreducible de #
es de multiplicidad mayor que cero en la restriccién a ﬁ de

de alguna representacién de @ .

Demostracién.- La demostracibn es inmediata haciondo uso del

11¢



toorema 11.1 y do la proposicion 7.4.

Teorema 14{.2 (Teorema de Tannaka) Sea R. ol conjunto do to-
das las represontaciones de¢ un grupo de Lie compacto % . Soa
QI el conjunto de todas las ropresontaciones 3 de .R las -
cuales satisfacen las condiciones suplomentarias S(?\ = ﬁ\‘
donde P es cualquier eleomento de R y .F es el conjugado -
imaginario de P . Si definimos una multiplicacién en ajl por
la formula § S, (P) = §,(P) S.(P). Ql es un grupo. Sea O
cualquier elemento de % y definamos la representacidn Sg- de
R por Sg (P) = P(a) ., entonces el mapeo § —» Bg s

un isomorfismo de Q y Ql .

Demostracién.- Esto se sigue inmediatamente de los comentarios

que siguen a la proposicién 9.1, y del teorema 11.1. /777

Proposicién 134.2 Sea # una funcién continua sobro un grupo de
Lie compacto g tal que f£(S) = ;(1 0'3"\ ¥q,2 E%'

Si O. es cualquier namero mayor que coro, oxiste una funcién
’l y la casl es una combinacibébn lineal de caracteres de repre-
sentaciones irreducibles de q s tal que \"(6'\ —C.Lﬂ'\\ L X

para todo § € a&-

Demostracidén.- Sea ? cuslquier representacién unitaria irre-

ducible de % : denotemos por 31, (0) a los coeficiento do P(o).
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Bntoncos

9, (30 Y\ = g%m (@) Qo) By, ()

y %1‘ ('(“\ =§l‘ (Z\ +« Haciondo uso do las relaciones do or-

togonalidad tenemos

ng“a (zee\d? = % L,‘é.—.l(ﬂﬁ.l o\ e \dz = ©

S it} ]9 4. (¥ea\de = ' X (@)

donde A y X son respectivamente el grado y ol caractor de la
representacidén P .

A partir del teorema general de aproximacién, sabemos que
existe una funciénm g‘& del anillo representativo de @ tal que

l‘(‘n—&(c\\‘_a para todo T € % . Se concluye que

\ j(’(-(zcz-'\dz -Igh(zc z) Az\ < QA

Puesto que P(G\ = F(‘“Z"). tenemos que

tE(zoe\dz = F(U)
Jof @)

Por otro lado gz es una combinacién lineal do coeficientes de re-

presentaciones unitarias irreducibles de % s y por lo tanto la

funcién fl“ﬂ = jg"’-‘-“:"\d? es una combinacién lineal de
caracteres de representaciones irreducibles do Q + La proposi-

cién 12.2 queda por lo tanto demostrada. s
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