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INTRODUCCION 

Una ticnioa t'undamontal en analieie armonice es el estu

dio do objetos topol6sico-algobraiooa de una el••• dada por -

-dio do ou• bo--rriamoe continuos en objetos•• elementa

l•• do la a1- el•••· Bn particular, la toorla de ropraeonta

ción do grupos conatituyo una de las partee•• importantes de 

dicha ticnica. Bl presente trabajo sobre repreaentocionea de 

p,q,oa coapacto• pretende aai, contribuir• eate prop6aito~ 

A lo largo de todo eate trabajo, al hablar de grupo• to

pol6~ooa a,apondreaoa, aún cuando no•• mencione quo aon do -

Ba nocooario recalcar que todoa loe roaultadoe que aqui 

•• pr••-ten aon aapli-ente conocido•, la idea es bocerloa -

... aooeeiblea, do -nora que ai oato no ae logra pido l•• -

•• aiaoeraa disculpe• al lector. 

Qaiero esproaar •i agradecimiento ol Dr. Pilix Reoill•• 

J-r•z y• la Prra. Bnriquota R. Carrington por haber•• ••••o

rado•• lo..._ olaborao16n do ooto trabajo¡ adomAa • la Prra • 

.. daila BulaJlcb N. por •u• importantoa oboorvaciono•. 
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RBPR8SIIITACIOMIS DS GRUPOS COMPACTOS 

11 NOCION&s GBNBRALBS 

ID ea&e pirrato ••dan-• aerie de detinioione• y al

saao• rea'lll&ado• de loa cual•• hareaoa uao en la mayoria de 

loa pirratoa poateriorea. htre loa reaultadoa que oonaide

r-• de -yor importancia eatan, la exJ.a&anci• de .una biyec

oiÓD entra la• el•••• de equivalencia da repraaentaoion•• -

-vioial .. y la• ol•••• de equivalencia de repreaentaoione• 

abatract .. , (Prop. 1.1) y la daacompoaición de UD S-a6dulo 

- - directa de auba6dulo• aiapl••, (Prop, 1,2), 

Dd~oi.óa 1.1 Sea S UD conJUD&o arbitrario. Un S -módulo 

-bre - campo 1( ea - aapacio vectorial I de diaenaión ri

uta, J..Co con - -peo P de S en loe endoaorfi•-e de 6, 

•• üct.r, para oaü "• S , PC.cr\ .. un endoaorti•ao d• a . 
De la de!'iuci6n, debe-• con8lderar a un S -módulo aobre 

un cu,po \(. e- una pareJ• (e I P\ • Podemoa cono luir ad••• 

.... - \ -módulo ee un srupo adiU"o oon dos dominio• de ope

radora•, •iendo uno de allo• el o••po 1( , y •l otro al oon

J-to S , •• decir, l•• oparacion•• 
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s..,.Q_, 
la' 1 .,., - '"·' JC 

eatan def'inidaa. 

Def'inición 1.2 Doa ~ -móduloa l•, ~\ , l6',P') H dice que aon 

i•-to• .1 •u•te un 1aoaort1•- 1inea1 I : a- 6'' ta1 

qa• el aiguiente diagra- •• conmutativo para todo cr•~ . 

\ _ ..... P'_..<cr .... )_0 \ 

e- caao particular conaiderare-• el caao en que S ea 

el coaJ-to de •1-toe de un grupo &, • Denotaremoa por & al 

el-to idiDtico de 6 , y en lugar de babl.ar de un 5-m6duJ.o, 

De1'111icióa t.) UD & -m6du.lo l6, P) ea ll.a-do un eapacio de 

repr .. aatacióa de G •1 •• aatief'acan lae aiguieatee condicio-

-· 
U P(.Cl'a'\ • Pl~•fl'I\ para Clj'I • Gi, cualeequiere. 

U) P<.&\ • ª• . 
.. ,e•e qae ~• t ... r 1) ain tener 11), ya que en un •-•ó

dalo, P(dl\ DO Ueae porqui Hr un iao-rfi•-· ea decir, p,,,. "'91 

s "9'¡.f~ DO e• en 1•nerel el -peo ld6ntico. 

Se concluye 1-diateaent• que al (A.f) •• un aapaalo de 

1 



repreaeataoi6a de 11n grupo G , entonoH P<.cr-1) • (P<.cr}:f 1 , 

.. decir, Pl<r' ea un iao-rra:aao par• todo \TE G • 11 -peo 

p e• llwdo una r•preHataci6a de G • 1.11 dimenai6n de i 

•• llw •l grado d• P. 
C-.lo ao baya paligro de con.fuci6a deaotare•o• por i 

al eapacio de repreaeatación l 6 1 P) • 

Sea l•·'' 1m eapaoio de reprHeataoi6n de 11n grupo G. 

51 eacos-• tma ba•• i e., .... ,e.} de 6 , pode•o• repreaentar -

cada ead-rf'i- P<.cr) • lrE e;, por - -tria Pw) = {v. •• ) 

da Fado d , cuyo• co•~icieat•• •atan dado• por la• fórmula• 
4 

P<.Cl e, • 1, ~, e. 
.._ ••t• aoc1.o, a1 1'w\-= l1..,) • f ci1 = l \.,) . entone•• 

P(I'\ ,(Z\ = l " ... \ = (t. X;.~ •• ' 

Por otro lado ; (n\ ,. le.,1) ,.. P(n\ e, .. t., c,,.1 e.- = PCr\ P<tl e, = 

s ,,.,(t 'J.,~.)= t."', P<.9' e,. = 4 ,it., f Xi,, e ... = . l., ,., 

= '=- Í 11... -.. .. e.. ... e~. = I x.,,. 1., .. 1,., •> .. ("•' • t 1 'Wi;,. , .. , ) 6~, ~ - . 
por lo ... fc.nl e ,, .. , ,,~, 

~ •• 'º' = ,~,\ _. P")e, • { x .. ,e .. ••,.,. >CJ• • ,,, 

1 .. sc i'u\,. E u. -tru tdent1d•d>. •• dac1r, cada rapr•

... t•ct6a P da grado d Uena ol aenoe uno tor• •tricial ' • 

hciproc-nte, cualquier •peo 1' de, en el oonJunto de 



1tr1cee de grado ~ con coeficiontee en \( le llamareaoa una 

1preean1:ao1ón (da grado & ) da G eiempre y cuando lea oondi

' t)(.&, • E .. aauarasan. 

•-• ahora que cada rapraeantaci6n matricial P tiene almo

te - t- abe1:rac1:a f. 

Sea f - rapraean1:ac1ón .. 1:ricial de grado .l , de un -

napo & , aa daci.r Vlo-, ..., l Y.'tlG'\) ae una -1:riz da grado .l 

na coafici-1:aa an algún c-po lt. • Coneidara-• al aepacio 

1ctorial it y - baee de ee1:e, digamoe {e,,es, •.. ,e¡}. DaCi-

1.aoe el -•- P : (:, ---•E11~ 'it por 

lo ~ead-• linNi..-1:e, aa decir, ai ec Jt , e: ca,e,,. ... + 

.... , .. aou ,._ Pl•le ... ta. t>lcr,e.. , e:,. v,·uti,,. 'fc,r'll• 

• l1i.,<-I\\ .... fl.-\ ,,~, ... -..,L•~\.. ~ ,_..,<.cr\ ~,.l~l ::. 

, eeca -· .. taadr6 ,._ 

(nl ~. ,.. Z. v.._ ln\ e.. = f f ~, lG°'t i,1 l~l e,; = , -'••... ... ..... 
= Z. Lt l~\ t X_, lcr\ e;. 

f:I .r.l 

w otro lodo 

U'\ PL'&\ e, = Pl•\ l t Y.,, lZ\ e.,\ • f. y.,,l'I\ ~le, e:., = ,., 
~ ~ 
! "', (l'\ i i,1' l<r\ e; 
rs, ,.., 

• ... ,r P(t'l\ -s ~(9'")9l"r\ . CJar ... nte '"'··· ., , 

• 



, por lo q11e P(.&\ ee el iaoaortiaao ideatidad, • 

luego el -peo P ea eteotivaaante 1111a repreaantaci6a de G • 

Si la rapraaaataci6a -tricial Í5 •• deriva de la ropra

aaatac16a abatracta P aalccionando 1111a baae ea al eapacio da 

rapraaantao.i6n, dir-• c¡ua 15 •• uaa tor- -tricial da f 

y qaa P •• uaa toraa aba trae ta de i5 • Aaf. puaa I ai deae•-• 

diatinp:Lr aatra rapraaantacionaa por ando-rti•-• liaaalea y 

raprea-taoion•• por -trie••, hablar•-• da repreaantacioaea 

abatractaa y da repr••-taoioaoa -tricialea raapectivamenta. 

De~o:i6a 1.o\ Se dice qua doa rapraaentaci-•• P, 1 fi (aba• 

tractaa) de - ampo G, aon aquivalant•• ai aua aapacioa da ra

..-••-taoi6a - ia-rloa. Se dio• que do• rapr••-tacion•• -

-tricial•• f. 1 f. •- aquivalant•• ai eziata una -tria re-

para oacla •• G • (B•to i11plica qua 'J, y '• tienen el •ia- -
p-ado). 

Propp•:ioift t.s 81 la• rapraaentaoione• -trioialea 'P. y'• 
- eqai-1 .. tea ti•-• uaa tor- ab•traot• ooa<an y oada tor-

- abatrecte de ;, ea aquivalente a cada forma abatracta de 

i . S.t. P. y P:a. aon repreaentacionea abatreotaa equivalen

tea de~, de p-ado poaitivo, entono•• cualquier for- -tri• 

c.t.el de P. •• aquivalente • cualquier ror• _,ricial de P, • 

6 



De-•traci6n. - P, y P.. aon -peo• de G en el conjunLo de 

-tricea de grado l, con coeficiente• en algún oempo \4. Con

~ 
aidere-• el eapacio vectorial \,e: con base \e,,,.,.,••) . Sea 

P. una ro~ ebatracta de l con reapecto a eata baae, ea -

deci.r, a1 l (.cr\ ::. l ~ ll'\ \ 
,1 

I Y,¡"' l cr\ e.. 
•-=• 

"'"'······". 
sapcmp-• que ezj,ate una -tria regular t tal que f.,ur, • 
::. f°iC.'1'\ ,-, para todo 11'6 G, • Sea r el automorfiamo de k~ 

• 
correapomliente • la -triz r y sea r·'ce,\ - "' .. t. t r··, ... a e.., 

donde ll\11, , l r\11, •- loa coe:f'icientea de t y 1"1 rea-

pectf.-te. &Dtoncea {11,, .... , "•1 •• una baae de 

S• l. la f'- abatracta de l con reapecto a eata -

... , ea decir, ai lc.cr\ = l 'tit C.~' 
~ 

ac.s\U.a• z_,.1lG\IL¡ ~:1, ... ,d . 
.PI . ~ 

Allora bi-, ,, c.~ lla = ,. c.s, l z ll"'\ ... e ... ' ... .z lfº'\11 Y,la\e-.= 
• ... -, ·1 ... , ' 

=- l lr\11, l ! X.11,lt"\ e .. \ • 4 ( f Y., c.cr\ ti"'\ .. \ e· = *· ... •11 ... • 

= Í, lllW\l.; lt1\e. - ! ll<ñ I'\~ e.• Í l•"'lc..-,),1e¡ • 

e Z ll"')- llw,t e. • ! l f lr'\;11 tt ... ,,,\, C. • ,.. .,. as, .., • 

• % 't111. l•l l _. lr\ ... e.\ • %: 1.,,.,> u..._ .. P&<.cr\ "' ' ••. .... f., ... 
laep, la repraaentacl6n abetracta de 'P. oolnc1d• oon la ra

pr••••t•cJ.611 alllatraota de 'J. , 
1 



Sea P, W1a tor- abatracta de P, y P,. W1a for- aba

tracta de 'i, , -baa conatruidaa con reapacto a W1a 111•- ba-

ae le. •.....• e.i.1 de k" . Sea r e1 automortiamo de 'y..& dado por 

J.a -tria t con reapecto a eata baae, J.uego, •1 ee ~ 1 r.P,llf\e. 

¡ J.o que deaueatra que 

r Q O r I ea decir P, Y P1. aon anuivalentea • • ... , = "'. , 
D-•tr-• abora la •egunda parte de J.a propo•ici6n. -

Se- l 6,, P,) y l .. , f'1.) repreHntacionoa aba trae ta• equi

Yalente• de G. Sean\e,, ..... ,e,}, \11,, •.•• , 14,.J ba•e• de B1 y 

6.. re•pecti ........ te, y •ean f. y \ la• tormaa -triciel.e• 

de P. y p'I. e- respecto a l.a• ba•H --·· Si r I O,__. e .. 
e• e.1 1.-orl'i- tai caue r P. ur)-= P,. tG"\ r para todo G' e 

e & • •• I .a ( li1) la -tria cuyo• coeficiente• e•tan da

cio• por J.a r6raal.a 

~ 

re. = ! t, "--• lcl 

•- (d.;) l.& -tria cuyo• coeticientea aatan dado• por l• -

Pero p. P. (t'\e, e 

" ~ 
= .,,. ( L i, lu lt'\) 11.,. , por lo que el;. = 

f;; .... ' 

H decir, (A,1 \ .., t t. l'1t Y.,, (f\ \ • f•f. l4') 

• 



1 Y debido a que r.,. un a 

=""'· r ooncluiaoa que f' R tll'\ • l lG') (1 , •• decir, 

que l y eon equivalent••· //// 

~-- E• r,cil ver que la equivalencia ontre repreaentacio

nea •• efecti--nte una relación de equivalencia, lue10 la -

propoaición anterior no• dice que exiate una corroapondencia 

b:l.anivoca -tre laa el•••• de equivalencia de repreaantacionee 

abetractaa y laa el•••• de equivalencia do reproaentacion•• -

-trici•l•• de un 1rupo & • 

De:f:'ia:lción 1.5 s- l6, f\ un S -módulo. Un aubeapacio 1) de 

6 ee dice 1111• ea 1n-riante con reapecto a ~ ai PU,'\U)\ C 1) 

para todo I'• S . Siendo eate el ceao, le reatrioción P, C.cr\:. 

.,. ~\D ea an endoaort'i•- lineal de l) • La pareja ll),f,, ea 

un S ...&dalo, el cual ea 11-do un aubmódulo de ll, 9) 

•• ... • al • •• un vector arbl trario de a . y al •• •• la -

ola•• realdual de e a6dalo 1) y e' eata en e•, ea decir e-e'• 

• ' • nt-•• Pwl •' Hta •n la cleH reaidual de ,,.,. mó-

dalo D 711 .- P"'1• - P(.Cr)e• • t>tG"\le-e'l e: D. 

Si deaot-• • Í,(.9'\ ~ por J\lG\ e• entonoea t'\ (.~\ 

•,..._rfi•- lineal de 6/0 y 1• par•J• l6/I) 1 ") 

S •a6dulo. 

ea un 

ea un -

Si a ea un eepacio da repreeentaoi6n de un 1rupo 8 , y 

el ~ .. UD eubaepaclo lnYarlante, U>. P,) , l•lo, ~ \ eon t••· 
t 



bi6n eapaoioa de repreaentaoión da G, • 

Sea l) •• Wl aubaapacio invariante da 1111 S -•6dulo l61?) 

da diaanaión -yor qua o aro. Poda•o• ax tender una b••• {e,, e,, ... 

.... e\"] da b a una baH le,, ... ,e .. ~., ... ,e..l do 6 . s •• ere G , 

• :. ~ a..e:.. ... 
i:i 

claro q11a ª'J = O ai i-:, r • Por otro lado, •• -

claro q11a loa al-toa e,!, ... , ~ da 6/D forman una baao da • .. 
éat:e, y •i j -a,.+,, ~la-, e,"=- t.~"• e,: .,., [P<.11\e,l* = 

=-l!.f¼c.T'= f.~,e: li' 4.a .. ~ii • •i 

s~,.+\ t J~ "+I • Da aata -do, la -tria qua raprHenta a 

Pl.,\ - ra ... cto a la ba•• \e,, ... ,e.\ tiene la roraa 

..... la -tris P. lf"\ reprHata la rHtriooilm fl(Cr,• pCg\\1 

- reapecto a la ba•• {e,, .... ,c,} da O • LII -tria '1. (G'' 

da 6/D oon raapaoto a la 

... te:., ...• et l coa e,;" la ol••e reaidual de e, módulo o . 

Ahora, aean 6 , 1) , R tre• aubeapaeioa in,rariantea da -

•lsa ~-a6dulo, T•n-• entone•• loa alsuiant•• taoraua de• 

a-rfi-• debido• a rraÜlein Noether, 

to 



!!!!!:!!!t.l Si R C:. 1) C 6 , O/R .. un aubHpaoio invariante 

d• 8/R , y &ID .. ieomorto. l&IR)/lo/R) . 

D•-•traci6n. - la inmediato que t) f R H aubHpaoio d• si R 

Sea P, lc:r) l.a rHtrioci6n de Plcr) • B , y R I.Cr) l.a rHtrio

oi6n de Plcr) • l) , y l 8/R 11\) el. S -m6dul.o oorrHpondiente. 

Si dE 1) , danot•r-oa por o"• l.e cl.aae de equival.encia de d 

m6dlll.o R; l.aeao l\lcr)cl*-=- l~ll')cll"'e 0/R , de Hte mo-

do D/R ea aabeapacio invariante de 8/R., • 

Conaidere-• l.a auceaión de bomomorCiamoa 

8 _!_. 8/R._L lllR)/lD/A) 

doade 1: 1 '1, aon laa proyeccionea oanónicaa 1 ea decir, ai li e 

• ~ , I.U11).l,+R , ai l,+Re 8/R entoncea 1,(.1,+R.) • 

= lt + R '\' 1) / "- • Cl.U'-te 1. , I',. aon epimortiamoa, y ,. 

~.r, : 8 - ll/fl.)/ lD/R.) 

•-•'º .- lsU!<I,') = 1'..,l1,+R) • 1'+11.+ DI~ • 

.. ue- qae a1 ll e D , I', • 't, (el\ • ~ + R + 1) 1 R • I> IR 

pn"o D/ft •• l.a olHe clel oero en ll/R)/(DIR\, l.uego el 

a6cleo ele ,,.r, contiene • O • Por otro lacio ai \t+lt. + DI R • 

: D/A. _. .IJ+R • Dlrt. ~ lt• D , de donde oonoluimoa que D• 

: a6cleo de ~I. Pera concluir la de-•traoión no• ayudare-

!:!!!! 1.1 8Hn N, ~, M', lf f. -móduloa I d Le auoHión de 



d.t.aena.t.6n poa.t.t.t.va aenor que ~'"' Q • Bate m1amo raaonaaian-

to lo pode-e repetir para R, , y debido a que la d1aanai6n 

de R. H Cinit:a, exiate R .. c: ~ que H eimple y 4'111\ R"' a:. l. 

Pero CQ&lqu.t.er aubll6dulo aiaple eati contenido en a, . luego 

ª"' C "" Q_ lo CQ&l contradice la lu.p6tHia de que & H au• 

- directa de 6' y Q. • Por tanto &in Q =O. De donde teneaoa 

doa reprea-tac:l.onea de 'ID Si-aód'llo aemiaimple i como a.aaa 

d:l.recta de S-a6dllloa a:1.aplea. Bntoncea tenoaoa que "s l, , y 

e:s:l.ate - p-tac:I.ÓD 11) del conj'IDto \ \ 1 2., •••• ,\.i\ tal que -

D-•tración.- Conatrireaoa la perautaci6n ~ • Supongaaoa 

qao ten-• def':l.n:l.da 1) t¡) para i.: k (donde a. 6 t.. ) con laa 

b> IS.u\ 

+ ¡_1& . 
Coaaidor-a ahora el aubHpacio invariante \)• !!11U\ ~ 

+' l:, I).,¡ • Por la propoaición 1.2, axiate un aapaclo inva-
,7'. 

riente fl , y aa tal qua ft aa la a.aaa dlreota de D y D' • 

Por oato D' •• iao-rro a ., D , ea decir a \)111, , Be oonclu• 

ya qua b' •• aiapla y por lo tanto qua b' ea uno da loa m6-

ti 



-11\" , f; tll"- tll/M' talo• 1111e i.~ = \\ y i1.\,:., , da 

donde r•#'•h: h , y i'•f • 3 • 3 • Pero como 2 y h aon epi

aor1"1•-• ae tiene 1111e r ., ... f MN y r•. f : tl'I/M' , e• deo ir 

~ ea iaoaor1"1•-

u.le,_ o---•r; 

11/1 

:l&IR\/ll>JR\ , el. di•v- -terior H conviart• en el. ai-

//// 

Teor- t .2 Lo• ••pacioa 8 + b y 1, (\ O aon inYAriante•, y 

(I+ D\/ O •• 1a-rto • &/8 n D .. 

1J 



Conaidar-a la oompoaioi6n da hoaomorfiamoa 

g---•-,~~ _,_ ~1+1>) /o 

- dond• ••• l• 1nol.ua16n y a ªª al api-rfiamo oan6nioo. 

Si d-atr-• qua la ooapoaici6n I•• •• un api-rti•- con 

mío1.- In b. tan-• por ia- 1.2 qua 8 / &n D .. 1ao-rro 

• (lt-D'\/0 . o-atrar-• pu•• J.a at~ci6n. 

s- ~ • {8 t 1)) / O • Por Hr 3 auprayacUvo axiatan 

'le B , ..:e b , taiaa qu• ~ = 3 (. 1' • 1l'\ = ,,-..\ ¡. 3 t ,e•\ = 

:. 3( ... \ • 1~' ; aa decir ,., H •llPZ'•yactiva. Si l(t('ll\\ .. 0, 

-toac•• l(Jl\e D , o •- .., e IRD • Raciprocaaanta, ai 'X• 

• ane • 1•IC."l = o • ,.. qua f <1'l • D • 10 qua concluya 1a d•

-atracitm. //// 

Def'iúci6a 1.6 Un S -a6dlll.o a H dice qua aa .!!9!!!. ai H 

.. .U.-.ilm _,._ .... caro, J' ai loa úniooa aubaapacioa in-

,rariaat•• .. • - \o} J' fa • Bn particul.ar tan•-• un ••pe
cio ele repra-tacilm aiapla da un srupo tó, • Uno da tal•• ••

pacioa ele r...-••-tacin •• llaaado coaúnaanta u-reducible. 

u.a reprea-tacin -trioial da un srupo , aa dioa qua 

aa af.aple o irraducibla ai una f'oraa abatraota de alla aa a!a-

., .. 
Def'J.nicin 1.7 Un S -a6dulo H 11•-do Haiainla a1 puada • 

repraaant•r•• e- una•- da auba6duloa a!apl••• 



Obaervao:i.onaa.- La a111111 da una aolaaoi6n \t>.,.) da aubaapa

cioa da un aapaoio vectorial•• al aonJunto da vaatoraa da la 

f'oraa ~ e., OOD e ... 6 bd, y donde a6lamanta WI número t'inito • 
da vector•• e. aon diatintoa da caro. Ba claro qua la auma -

da aüaapacioa invariantaa da WI S -m6dulo •• un aulsaapaoio -

Da S. -a6cluJ.o da d:iaena:i.6n oaro deber, conaidararaa co-

aea:i.alapla, puaato qua puada conaidararaa c- la auaa da una 

Un !) -aódulo aeaialapl• 6 puada rapreaentar

clirecta 6-:. i I).,¡ da una colecci6n f'in:i.ta -..... 
+-=- {l.) de aallaóduloa a:i.aplea. Mla aún, a:i. tan•-• una r•-

pre•eatac:Láa de aate tipo y a:i. 1) H cualquier aubaapac:i.o in

.-:1.aate de ~ , entone•• ex:Lata una aubcolecci6n f. da f , 
tal ... 6 •• la •- d:lrecta de b y loa aubm6duloa partan•

c:i.eatea • 4' •. 

•-vac:i.6a.- Por llip6tea:i.a 6 H la auaa da alpna oolao

c:i.6a '\V (f'ill:i.ta e :i.Df'ill:i.ta) ele auba6cluJ.oa a:i.aplaa, T-e•o• una 

Ita•• ele I y repraaent•-• cada uno da ••• elamantoa como la 

•- ele loa ~ectorea parteaecientaa a loa aubm6duloa da la f'a

ld.U.a f , .,_ato qua 6 H de di-nai6a finita, y oada una -

de laa •-• -IUlioaad•• •• finita, oonolui-• que 6 puada -

aer repraa•tado por la•- da •launa auboolaaai6n finita de 
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"''C. \11 de eua6dl&l.oe eiaplee. Bntre todae lae eubooleooionee 

f:l.nitae de 'I' , que tienen la propiedad de que la euaa de eue 

tirainoe ee e. , eea f la eubcolecc:l.6n con al menor número 

poeible de el-toe. Sean 1)1 , 

•l-ntoe de cf> • Bntoncee 6 -= 

D,, , • • • • , 1) .. loe dietintoe 

~ ll,; • Aeegur•-• que eeta +., 
•-••directa. Para d-etrar eeto baeta probar que ei te-

-• - relaoih el• l• forma f, .. i, ........ e ... o oon ,. fi I).¡ • 

entonce• F,. = O para I fi 4 ~ '- • s- p11H ~. + ~ .. °' · · ·+ '" • O , 

llHISO r. E l),n l1>t.+O.+····+D"' ya que,.= -f,-~-···-'". 
Abora bi-, 1), n ( 1),."" D .. ~ •••• +b..) .. - aubHpacio inva

riaat:• da bti ; y por aar D. a:1.mple H tiene que paaa alguna -

•> b.n l ',.+ o, 1- .••• +1> .. \ = D, 

b) l).Jl l I)" t 1).¡ '° .... t b") =\o}. 

Si .... •> • ---·· 1), C. ~+ .... + I)" y o .... D1 ..... "' I)" d•

"-ia aar igaal a 6 , •• coatrad:l.cc:l.6n con nuaatra elacci6n -

da • • 1-p D,ll ll).+•••+•11\ :{oJ y por lo tanto f,.,.o. 

h -r• an61op ~• d-at;rar qua 14 = O para 1 41 i. • 

~ lt • Por lo t:ant:o DIHl•tra atu-aaoi6n qaeda probada. 

Para tenti-r, co .. :Ldare-• 1) aualqu:l.•r eubeepaoio :Ln

W'&riente .. 1 . 8:1. 1)" cf, no hay necia que probar, 8:1. no H 

••'• con•ldere-• aquello• aubconJuato• 4>' de 4> loa oual•• 

u- la ,rop:L.ad de que 6 H 1• •- de D y lo• y lo• 



a6duloa da tp' (por aJamplo cj)' = 4I ) • Bntra aatoa auboonJuntoa 

oonaideraremoa la colecci6n cf:1. con el menor número posible de 

•l•••nt.oa. Si D .. ,, •.. , D.i, son lo olamentoa de 4>. , aupon1aao• -

que f+f.;,+····tli,:O, con FEb 1 , ... E~ para '•a•P ¡ lua10 

~"a e~ 11 (0+~1+···+~,+~+···tfl;,'. Bate 61Uao H un aubH-

pacio invari-te de 1>.i, , l.uego por ••r [),I aiapl.e •• tiene -

qua 

a) D"a /\ l D+bi,~ ... \~,+l).ie.,t-•••+b.;'¡-: ~ •. o b:ian 

bl l).A¡ f\ ( l)+ D.,+··. i-l>.i,-. + 1>_..,,+ ••• + ~,, = l0 l 
Si ten•-• a) -toncea DJa C:: l)tll,+••·+~,+\t1 +···•°'•, Y 

I)+ Q;.+•••+tw...+lli...+···+b.i, deberla Hr I en contradic

ciÓII con 1• el.acción da •• 1 da donde concl.ui-• qua ar. l'l 
n lb+ !\a.+···+',..+ Qi,.. 'r••+",\-a \o1 1 y por l.o tanto qua '"• = 0 

1 ~ á '!o , , l.nap ~ '" O • .la decir 6 H la auaa directa de 

//// 

Prf110•1ci.im s., Su 6 - 5-a6du.Lo tal. que si [) H cual

qaier aaltaapacio invariante da 6, entono•• exista un aub••

pacio 111Yarianta rJ tal ... 6 ea l.a •- diraota de E) y D' , 

Sat-•• i •• aaaiaiapla. 

0-atracJ.ón. - ••• 1, la •- da todos loa aubaapaaioa sim

ple• da 1 . Por hip6tHia I H la •- diraota da 6, y al• 

gu otro aubaapaclo invariante R • Suponga-• que cl4,,. R ">O, 

... ato q11a R. - H dapla, oonuena ala{an auba6dulo R1 da -



eluloa Do • d:la•-· u = Da. . Puaato que \)".oc.(\ e:. \) para .e: .¿ 

.c. k , ten•-• quo io ,+ C.,(.¿) para J. e lil. • Da1':ln:lmoa ~ Ut' • ~. 

B• claro que 0u,, elefin:lel• ahora par• A, k+I ••tiafaca 

la• c:onelic::lon•• a), b) y e:) para '-"' \ • Puaato que poelamoa 

elet':LJu.r la t'lmo16n G> un:lvalantaaant• aobre el oonJunto \ 1, 1, •• 

• • • 1 "1 , elebu-•-• tener que ~ z. h 4 poro debielo • que l•• 

cleaooapoa:lc:1-aa Ju•aan papal•• aiaatriooa, ele -nara a úloaa 

1/1/ 

s- &llora 6 al aapao:lo ele repraaantac:lón ela una rapra

•-*ac:léna P aaa:l.a:l.apla, ela an grupo G • S:l elHcoaponeaoa • 

~- - •- cl:lracta ela aabeapac:loa aillpl••, y ai I\ •• -

e-lflll:ler repraa-taci6n irraelacibl• el•G, poela-• contar el 

míiaero da aallaapacioa aiaplaa que aon equivalente•• l• repre

a..eacióa ciada t\ . le coaelaye ele la propoaici6n t.lt qua Hta 

nlaero .. ~eadieata da la daacoapoaioi6n particular de 6 

... aa -· Bfta n6aaro lo 11-• 1• aalt:lpl:la:ldad da l• ra

proHDtaoi6a I\ ea la repraaeatacl6a P • 

Pr.,.aiei6a 1., ••• (1, 1') un S-a6dulo aimph aobra un oH

po le •11abra:lc-ta cerrado. laponp-• adaúa quo todoa loa 

..._rf:l•-• PCP'l, G"• S oo-tan autu•ente, H decir fll'• 

• P('I\ • t('I\ • P<~. 



Bntonoe• la diaanaión da e e• ! . 

Sea CJ'E S • Conaidere•o• la -tria ,le) a-

aociada a P(cr) con rHpecto a alguna baH de B • Por Hr k 

al.s•braic-t• cerrado, -i•ten en k la• raicea del pol,:l.no• 

aio caracter:l.atico de 15<.o) . Sea 14 una de ellaa; luego axi•

te un •eotor caraoter:1.at100 ee~. e• o ta1 qu• Pl•\e: ue . 

Sea I> •1 oonjUDto de .,..otor•• con valor oaraoteriatioo & • -

Clar-te 'I) ea un aubeapacio de a . M6a aún, ai ~* S , ee 

el) ten-•, debido a la conmutatividad de loa endo•ort:I.•-• 

que l><cr) P('l)e ... P<'?\ P(cr\ e = 14 P('I) e . 1ue10 P('I\ e6 D. 

•• decir 1) •• iD•ariante. Pueato que ~ ea aimple, concluiaoa 

que t) s G . IDD otr•• palabra•, para cada ere. S -i•te un •· 

1-to klcr\-= 1( ta1 que P<cr\e. = et\.w-\ e , par• todo e• 6. 

De -n•r• ~ a:I. V .. un aubHpacio de @ , e e 'I y IS' E. S , 

p~c,:. l&.US\ e E V , •• decir, V H invariante. PuHto que 

e •• a:1.apl•, •• tsual. cualquier aubeapaoio generado por -

C-lqaier 'l'Htor 8 • 0 en e 1 111810 la di•enaiÓn de & H J • 

1/11 
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§ a RBPRBSBNTACION DB GRUPOS COMPACTOS 

8n ••t• par6grato deaoatraremo• una propiedad de laa re

prea-taoionea -'tricialea de srupoa compactos la cual noa -

dice qa• toda repr•a-taci6n -tricial de un grupo compacto 

•• eqld.Yal-te a una repreaentao:i.6n por -tricea ortogonaliea 

o onitariaa, 7 co- conaecuenoia de eato que toda representa

ción de un grapo coapacto •• aeaiaimple. 

Saa 'j - grapo topológico. Por una representación (ma

tricial) de C, -tender-• - ho•o-rtiamo continuo de 'i en 

el P'1Q10 f; L ln, C:) (repr••-1:ación compleja) o en el grupo -

'=,L(ti, lil) (repraaentación real). 

1"_._ 1.2 c-lquier repreaea:tación real de un grupo compac-

C-lqld.er reprea-tación compleja de ma grupo compacto•• aqui-

8-atr-.u...- Coaaider-• el oaao de una rapraaentaoión -

COllpleJ• P , da an grapo coapaoto (i 

..... ,., : t;,4'\ l>lcr\ 1 H claro que tc,(,~crl • 

s oC1W, , H decir °'1 lG') H hermUlana. ••• )4 un valor aa

racteriatice de oC.1l9'\ y••• e el vector oaraotertatioo oo-
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rrHpondiantea,IA-' luogo )A ,e.el= Pt.cr\e,P(a\e:,.o, 

ya que Plcr\ .. rogular, podoaoa ooncluir que «1 lcr\ H h•r

llitiaaa dotinida poaitiva. Loa cooticientoa do ol.1 lll'\ eon run

cioa•• continua• de Cf aobr• e¡ , luego, por aor C., compacto 

aoa Baar lntograbl••· 

llar-• uao del proceeo invariante de intograci6n eobre 

e:¡ , noraaliado co- H ueual por la condición ~Gfl = i . 

oe., = 1 oC., l cr) d cr 
~ 

Sea 

(Loa cooticiontoo do .C,1 eon integral•• eobro ~ do loa coe-

1:'ici-tea do aC.,lcr\ ) . Pue•to q110 o(1 lcr\ H hermitiana para 
t 

todo Ir , ten-• qH t ..¿1 : ¡o(, lll') chr ::. j'i+ ol1 (.U') ti. V' = 

= .L, ;z;¡-0') h = J't °"' ,cr, Jcr = ;z, ; .. decir oe., .. her

•itiaaa. Si Cl ea Cll&lq11ier vector on C 11 donde " •• el gra

de do la roprHentaci6a, tenemoa que Q • °'-• O. = Ír,ª' al,lcr\ 4dcr 

Paeato que A- ~,e.e,\ A, = Plcr\Q., f\17\Q. 2: 0 , tenomoa que O(, 

•• poaltl-ra. (Si ~ ea un -ralor caracteriet.lco do .C.1 y b ea 

el corroapondleato -rector caract.oriatico, 111 • ol.,b = ~ Ut,lt) aO, 

laogo ~ :, O 1, P11oato qllO °" l... .. dot'lnlda, t.onomoe q11e 

tl. oC.1 (.c,'\Q. >O, e1 O. -1, O , do Hte modo O., ol, Q, '> O , H 

decir oC.1 •• una -triz haraitiana def:'inlda poaitlva, 

Si 1 fi C, , tenomoo que 

•f'cñ °'' "'l') : Ír, t P('r> tp,a-\ t>C.o-\ \lti-) e& o= 



en virtud dal careoter invarianta do la integral do llaar. 

Sab•-• que 11na matriz c,l1 , hermitiana definida poaitiva 

~ 
puede ser escrita oo- ,l.;. donde o( ea taabien \ID& matriz her-

id.U- definida poa1Uva (ver P• 1, de (.7.1 ). Sea f 1 (~, = 

:oe,l>(~\~1 • Puesto que t¡¡.d-=oJ."=f:11.1, Y tpl't,oL1fl't\= 

:c,1.1 , •• u-e qu• t lciL 1'("1') -.-• \-l-.'P(t\d--1\ = -t~·•\· 

· •t.I-ii;\ \ ar. \\('t'ol_, = l t.¡ ~1 •1t'I\ +;¡ a1. 9 t'l\ .&:' = of'o1., ~· = E 

Bato .. t(g1.l)('Z\al:'1,-1= (.., 9(.1\oe.-•) , H decir, la matriz 

111', i>(-s\ ~I ea ,mitaria, o sea, la repreaentaoi6n c,I. PciC1 •• 

aaitaria. 

Si abora COIUlid•r-• el caso - que P ea \ID& reproaen

éación r-1, entonce• o<1 ea UJIII matriz real y podemos suponer 

qaae ol ea r-1. Se concluye que laa matricH ol. P(t)a,l."1 son -

r .. lea aaitariaa, •• decir, ortogonal••, lo oual completa la 

_._atración del t...--. //// 

Cor•~•-- Cada roproaontación do un grupo coapaoto ea •••i-

..... , .. 
0-atración.- Por el toor•- •ntorlor pod•-• limltarnoa a 

conaidorar uaa roproaontación P do C, por -trie•• ortogona

l•• o -itari••· 

Sa •1 caao coapl•J• pod-• conftidorar que al eapaoio da 
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repreaentaci6n ea Cn. Sea e oualquier aubaapaoio invariante 

de e" 1 y ••a ,. el subeapacio d• en oompueeto por todo• • 

loe vector•• f • tal•• que e, I = o para todo e E- e . Si i. 

e~· , tenemoa e, l>Ccr)f -=- *JS(cr) e.~ • \)(G'-1) e,, = o 

ya 411• Pc.cr, H waitaria, H decir P<.cr}.,., + ,ter·•) -t tl\(lf\c 

= p (O"'') • Y Plcs·•)e E ci> • Bato para e E- e Y cr E 6 • s. -

a-1u:re qu• 1' •• wa aub••paaio 1nvariant• d• e". 
Sab-• ad•-'• que e• e • 0 ..... e.: 0 ; •• aigu• que 

~ fl G' =lo} . 
s- \e,, ... ,e.. J _. baae de fl. Loa vectorea f E 6' aon • 

aquello• caya• coaponODtea aatia€aoan laa el acaacion•• homo

g-. li-J.•• r. 4!.. :O 1 1 ~ .i ~ el , Sa concluye que la• 

.U-ióa da e· a• al --· ,, _ el • ye qa• podamoa aaponar -

qae {e,, ... ,e,.,e,,..,, ... ,e,.J •• una baaa ortogonal de ("(por al 

~ocaao da ortogo-11-oióa da Gram-Solmidt), 

Paeato qaa & {l f¡/ - -\o 1 . la dimenai6n de a + i' .. al 

--· el+ n-~ = n ; por lo qua 1 + e·= e" . La atir-oi6n 

da ••t.• corolario•• aigue de J.a proposici6n 1,3, //// 



§) OPBRACIONIS SODRI RKPRBSBNTACIONIS 

In la tooria do roproaontaci6n do grupos existe una ro-

proaoataci6n muy conocida, lla-da la roproaontaoi6n estrella 

do uao roproaontaci6n. Aparto do definirla on oato parrato, -

doCiaiaoa ademia la ouaa y ol producto do ltroneckor do repre

oontacionoo y daaoo a1gunao do ouo propiedad•• ta1oo oo- con-

autatividad, aaociatividad, otc. 

LA RBPRBSBNTACION BSTRBLLA 

s- C, ua o:.cloaorfi•- do w1 oapacio voctorial Q aob~·• 

aa caapo k , y aoa e· el oopacio dwol de i , •• decir, o1 

oapacio do fanoionoa liDoa1oa de Q on \( • Si ).E f,; , dot"i

aiaoa tff ("\ co- e1 elemento de í:J1 de la siguiente Cor-

flf l)\ e = A llfe, e E e 
·-ato qua tc, l - ~. + >.. \ :. l- ,., + x .. ,."' = lot ~,.ce + 
t- >..• lf = ot- l >.,•Cf' + M Cf • °' t't ()1,\ + +'f C >.,.' 
•• u.- ... t 'f •• ol Olldo-rfi•- do j' . M6a aún, ai 'P. 
f1. aoa ...S-rti-• da 6 , ton•-• quo +(Cf,•Cf .. ) X • 

y 

e )\•(it,•lfL' = (~•Cf,\ .. ffa s tff,().\•1/1, = ltlf,•iff1.'" para todo ).e 

& fJ . 1-.. t ( lf,. 'f..' .• ,," .. t(f. . 
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See \ e,, ... , ., e.& l \lllA baae do C> • Correaponda a eata una 

baaa an el aa,-cio dual 6' la cual conatruiaoa oo- aisu• 

Da-str-• qua etectivaaonte •• trata de una baae. Claraaento 

l ~., .. ·, N 1 aon linaalaanta independiantH. Si " E I' , .). • 
• t.~<~\)¡¡, ya que ~ei = l t~~c.;\ ).,¡ \ e1 • 

Saa o<. una u tri a la c-1 rapraaanta a un endomorfi•- (t 

con raapacto a la baaa {e,,e,, ... ,e¿\' entone•• la matriz que 

rapraaaata a tce coa reapecto a 

t paaau o(. da Cll , pa.aato q110 ai 
,& 

la baaa \. ).,, • • • ·, )...1 •• la trana
,¡ 

lf ( eA \ :. ~12t. e,. , ontODCH o ... , 

.t..: l4.i' ~ tce l)."'' '= ¡ b1, }..L , ~ t~ lll.11 \ le,\ = 
d • 

= ).11. (lfe,\ = ),it ¡~e.i = la,, >.11.e.. = a ... , 

¿ \ Y I e\ L 
Por otro lacio l {, i,JIL '>-al ei = r.¡ ~h.,>., J 1 = Dt k , luogo 

hp.= a..,, , •• decir lb, .. , = (a.,1 \ , º ... U,,,\ -= "C Ai4) 

Ahora ... (1, 1>) un oapaoio cla ropreaentaci6n de un gru-

•• - paeral una raproaentaoi6n da E, , ain ••b•r10 el -p•o 

cr-~,eir•\ .. una reproaontaci6n, "ª qua c11:-•ptrrr1\ • 

-= tp l•''_.' .. +pe.o-•\ tp(l""'\ , a --,, tpu) • i1• · 
Si 'P •• una roru utriclal da P , antono•• ol -p•o 

'1- lf<.•l\il' .. wsa for• .. trlc:ial do l• rapraHntac16n -

G'- tpc.a-•), dobtdo a qu• PC.'7·•\ • P1..crr1 , y • 11u• 1a 

-tria qao ........... t. a t P,cn .. • ,,f') . Do o.ta roru ol • 
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mapeo CS"--+ tf'(c:r•\ tiono como forma matricial a t lJ (cr·•, = 

Defin1o16n :,.1 51 P oe una roproaontac16n abatracta do un -

grupo G , al mapeo G' - t P<.v·•) H llamado la roprHantaci6n 

aatrall.a da la rapraaantación ¡> , y ao denota por l"' . Si P 

•• IID8 rapraaentaci6n matricial da 6 , el mapao cr- l9~cr)f 

•• u .... do la rapraaantaci6n aatrall.a da P y •• denota por ~·. 

Propoa1c16n ]. 1 Soa P una raproaantación matricial unitaria 

da an grupo G, , •• decir, una raprasontaci6n la cual aaigna a 

cada ere & UD& matriz unitaria. Entono•• \>• coincida con l.a 

reprHantación conjugada i-ginaria P da P ( l (V"\ = l<.cr) \ . 

Si f •• - rapraaantaci6n ortogonal da G , antoncaa P.,• ~ . 

D-•trac:L6n.- Se aigua :Lnmediat-anto de las datinicionaa. 

Por otra parta, ai 1> •• una reprosantac:Lón matricial da 

.... srapc, " , p•t.cr, = t PlCJf'1 _. lP•\• • + p• (qf1 ... 

= t tt Pl.,\-'r'.., ,<.cr), 'befo l9•\• = ~-

1.- &UNA DB JIBPRBIIIITACtOBII 

/NI. 

•- (6,, ~) y LO.. 1 \>,., Hpacioa da repr•••ntac16n da un 

grapoG. Datini-• para cada fl'E- (:, al endoaorfiamo lineal• 

,,cr) aobr• 1,-,.e,,, co-

P (O'\(.c,, ... , = lt,,~e., fHcrlt1o', dond• e . .-• 6.1. ;.1,1.. 
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(Bn eete caao la euma y el producto por eecalaa•oe en G, ~O.•• 

detinen c- •• uaual, coordenada a coordenada). 

Be tácil ver que Pea eteotivamente una repreaentación. 

Decimo• que P •• la auma de la• repr•••ntacionea P, y P, y ••· 

cribiao• ~ • P, \. Ps. • 

Sea { e.,,, E'•~ •.•... , e111,1 .. 1 una baee de 8''", m • 1, 1 

s- (~,\ y U11.1\ lH -tricH repreeentantos de ~ (.Cf) y \>1. (~) 

con raepec:to a eetae baeee. Entonces f, = ( eu, O\,'" • (. e,,, O),••• 

... , r..,"" (e..&.,o,, l.&1+1 :e lo,e.,,,, -···~ l,l,+.61.:. (o, e,.,&,.) 

toraan ..- baae de e,~ 61. Debido ª que ,\cr) '• • lP. + P1.Hcr\f, .. ...... 
• l, cut eé. ~ • • -', .t * ,., . cla1 = ª•s' •· • • i • d, • .a,•;• "" 
dlt=-0- ~ •'i"'"·· 1•i•d1,d•a=º· ~ a& cl,,;..,,.ch, 

, la -tria que repreeenta a 

con r•apec:to a eeta baee ee de la ror-

Sato da lopr a La eipiente detinici6n: Si o(, y ji aon -

tricea c:-drada• do p-adoe d, y d,z reapectivamente, denota-

de sr•d• el, + el-& • 
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Ahora, al P, y P1, aon ropruaantaoionaa matricial•• do 

un grupo G , danotaromoa por aupuoato por P. + P:i. la rapro

••ntación -tricial c¡ua aaigna a cada G' E G, la matriz 

Clar-nt•, ai P. , P, , Pa aon trea ropreaentacion•• -tri-

cial.ea lP,+P,,+f~-: p,~ lf,,:"f-¡) • MAa aún ~f,+f1.,•(.G')= 

·'-'-•'•+t,l•\·- (\>. ... + t»t'\lO') ... ,.~," l,, .. ,,,._ .. ,. .. ~ ,, .. 
Si V. , Pa y P. aon repreaentacion•• abatractaa, loa doa 

lli-bro• de laa rórlllll•• anterior•• no aon igueloa ya que en 

al primer caao el eapacio de representación del primer miem

bro •• (l.16.,\Ji.1, y el aapecio da repraaentación del aegun

do llieabro ea e, Y. ( i, 'i 6a \ ¡ en el aegundo caao el eapaaio 

de repr••-taci6a del primer lliembro •• el eapacio dual de 

6,Y.I.., y el del ••stmdo mieabro •• al producto oarteciano de 

loo oopacio• dual•• de •• y ea ; •in ambargo, la propoaio16n 

1.1 -• •••sur• que .. boa miembro• aon equivalent••• 

li P. y Pa aon repraaeatacion•• abatraotaa o -trioiale•, 

•atoac•• P.+ f, H equiHlante a f'a4 ft • Bn o roo to, •upon1•

-• que i. y&~ aon eepeoio• de repreaentactón de la• repre-



.L 
aeniac1onea dadaa. 11 1aomorfiamo linoal (e,, e.,) -- (~,•,\ 

de e,-. 01. en 6,.,.,, claramente .. iaomorfiamo de lll,.,. .... , .... ,, 

en (6.,"K61,V.tR\ , ea docir I.•lt,H\\lcrHe,,e,\ = 1 (IU,cr\e,,P.,<.Cl')t'1.)• 

::. ll\ l\f\ e., , ~t•l e,\ = ( P,.+ P.\ l•\ le,, e,) .\f,~ f,\lO') • l (e,, e,\, 

2.- BL PRODUCTO DE KRONBCUR 

Sean (1.11) , (6, ,?,) Hpacioa de roproaentación de llft gru

po G • Denote-• por Y, al. espacio de funciones bil.inealea de 

1,..._.ia ea te., H decir, ai fl•;B entoncH 8lo&e,+e,',e,, .. 

• •&(e,,ea).,. a(e,',e..\ ¡ 9(.e,, .. e,.~~\- oc.a(e,,e.\+ 

+ 1 le,, e,). 
Se• 'f.i, j.:1, 2. an endomorfi•- lineal de ~ ... Si aaig-

-• a cada toraa I•) la Cor- bilineal 1'l8) definida 

por fll)(e,,e.,) = &l~.e,,1t,e") e,e B., i••,• 

lf:J__,...J, ll•B.+h)(e,,e.,) • (aL8,+ e,Hlf,e,,'f,e..) = 
• oc. 8, (lf,e., 11.e..) + hllf,.,, tt,e..\ c. oe. \f C.B,\ l•,,e.,) t 

+ lf' (&..\(e,,e.,\ .. r.., lle\+ lfla..i} {e,,c .. \, luego lf (.c. 8, ... , .. , • 

= oC. ll'(Bt) t 'l'lS..\ . Deo-• que lf H el endomorfiHo lineal 

de ;B que corrHponde • 1• pareja ('f,,lf,\ , 

••• 8.; otro endo-rfi•- de ~, i. • 1, 1, , y aea 1f' el -
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endoaorfiamo l inaal do ~ qua corraaponde a la pareJa (1, ,.\ . 

Saa r al endoaorfiamo de ,B qua oorreapond• a la paraJa •• 

l1C,•8,,lf .. •8t.) , ontoncaa rle.\le,,e ... \ ... a(ff,•8,e,,lf .. •e.e,)-

= ll'la\( IMI, 8a e..) = Tf ('llll\) le.,e.) ... t\t• ~1 l S)l •,, e,), 1u•1° rte\ = 
:. tf • 'f lB) para todo ~ e ) , aa decir r ..., tt' • 'V • 

Podaaoa companaar aata invaraión da ordan yendo a loa co

rraapondJ.ontea andoaorf"i•-• en al eapacto dual J' de J ya 

Dof'i.nición J.a s-n 1, y·~ eapacioa vectorialaa aobro un 

caapo k. . 81 eapacil, dual dal aapaoio da f'uncionea bilin•a

lea aobra 1, Y. 6., aa llwdo al producto .!!!, lronecker da 61 

y 6 1 , y lo denotamoa por 6 1 'I i-a • 

Saa e_¡ un al-anto do l.i , i.: 1, 2, • A la paraJa (e,,e-a) 

lo correapomlo una f'unción lineal aobra ) , la cual aaigna a 

cada B•J al Yalor &(e,,C&) • Paro una f'unción lineal aobra 

J •• un •l-to do 61., 6a . Da -n•r• qua ten•-• un -

peo de 6, Y. 81. en 1, j 61. . Danotaremoa por e, 'I e-a al al•••n· 

to da 6, "I 61. correapondionto a (e,,~ .. ) bajo eata -peo. 

81 -poo (e,,e_) _.,. ., .. ea DO H un -poo linaal, ain 

.. argo•• bilinaal. 

91 lf.i •• un •ndo-rU•- Unaal do 64, Jal,2 el ondo

aorh•- lineal t lf' da 6,J 61 q&a tronafor- a •• te, da -
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acuerdo a la fórmula -t q, (e, 1e,\ = lf, e, .,. .. , e., 

l tq, (e, ,e,\ ll' '::. e,••, l'l't&\\ '::. 'ha)(e,,e,\ = 

= llct,e,, ct,e.,\ = lf,e, -,ce,e'L ll\ \, 
lo denotareaoa por Cf, 'l. "'- . 

s-n ahora (I,,~.\ , lt&,P,, espacios de representación 

de UD grupo G, • Se concluye de lo que heaoa visto que el -

peo <r~ l\111, 'f9..lcr\ H de nuevo UDa reprHantación de 

G, , ahora el espacio de representación correspondiente ea -

l,W6&. Bata nueva representación ae lla- el producto de -

Kroneckar de P. y Pt. y H denota por ~ 'f. f't. • 

Sea {e.,, e .. ,•••••·, e .... ) , una baH de 6 .. , 111•1,2.. 

Ent-cea loa d.ll, ele-ntoa e.,we., . 1 •i. e&,' ,. ~*da 

1'oraan - baae de 6, 'f. 6a . En e1'ecto, veamos primero cual ea 

la diaenaió11 de ) Si definimos f,. : (e,,., f'1) , y laa 1'un-

ci-lea biliDealH )JI de tal for- que ÑI iu = i».i1t ,,t, -
Yer-a que eataa el, d1. fUDcionalea forman una base de ' 

si "") , l~,e..,)t t.'lle.i, }.(e,,~1)-= >.(f,oloiE\,, f,Ptf\a)= 
= ~r.A,, MCJ.",)= {olii'a~f,'I , luego ) aolaaente depende de -

loa ,,.lorea sobra loa el,~ aleaantoa f¿I , oa decir, al X'~~= 
:).f~, 14,,·4,.c&,, f•,6c!c, entoncH }l =),. Claramente la -

funcional ¼ >.f,, "-', coi ne ida con A en todo a loa elemen

tos f,,, 1 ~ r ~A,, 16 56 ch , da -nar• qua ~ • t ~, ... , Ñ1 , 

•• decir, loa d, .. 'I alaaanto• NJ 111no1·an a ) , 



Por otro lado, ei ~ol•a Af,1: 0 , ontoncoa l lll,¡,>,¡,\f,,., 
= c:,1,.,4 .,. O , do -nera que el conjunto \ Ñ,} H orootivomento 

una baeo do ,P, , ee decir ,! tione dimenei6n d,cl'I • Puoato -

que f., J: 6, ea ol dual de J3i , ya vimoa que ambo• tioaen lo 

•i- diae .. i6n, de -nera que aer6 auricionte probar que loa 

elemento• E,¡ 'i e.! aon linealmente indepandientea. 

; tJ., e k • Par• ca

da pr~Ja t,,,, vi-• que exiate una tuncional billnaal ~,, 

tal que Ñ3 ( e, ll I f'ta \ : ¡ ... ,,. . Do eat:o modo, ai g f: ;B 

{fila e,,¡•e., ti'\= ta,,ece .• ,eq\= o. si B= ').., 

obt--• qae 4,, = O , lo que pruaba la atir-ción. 

-· 
Si (#. e• un endo-rti•- lineal de 6,. , i. = 11 2. , tene-

qae ,,~.-= "2:a. .. e... ,'4'1eae = f \a, ... e .. , ; de don-
4:, · 1=• 

de 11,icf-a. le,.~e..\ = 'l,c,.,}l!f'le'&l = lta.-e, .. \ilt,i,,,e-,\~ 

&ato de lapr • la aisut-te det1n1ci6n. 

Ddiaicióa ).) Saan ~= (Cl.11 \ , ~:: l .. ,,' doa metricoa 

de sr•do• el, 1 d'I reepecuva-nte, Denotaremoa por oL S ~ 

• la _,r1z (C,,) de p-ado i:l,~, cuyo• coertciant•• aetan da-



doa por la ecuación ll) . A eato producto le lla•-• el -

producto de Kronacker de o( y p . 

IIJ••• Si ª··) 

= 

ª" 
c. c., ,.. c •• 

C11 Cu Cn C" 

C.1 (11 ,., c .. 

C,1 C., Cc,a C.. 

a. 11. G..1», 0.M CI,, 111d 

..... a.a.. Clull,a Aaa1',1 

O.., 1,,, CL.a llla, A. INt. 0.1& ..... 

::. 

Si P. r P,. aon repr•••ntaciono• utricial•• de un 1ru

po , , 1ia-a o1 producto de llronecker de P. y P-. a la r•

prHantac16n -&ricial P, 'f. Pe. que aoipa • cada (1 e 6 la -

craz P, ~, ll 9~lcr\ • Para vor qua Hto •P•• oa ofocUva••nto. 

ana roproaontaci6n ten•-• qua comprobar qua 

•> ~ l.G'\ P. lr\ lf f.alV\ ~Ul = lP.l4'°l .1a.,~Hf',l&\J fati\\. 

b> P. u.\ i P~lt, = E. 



La damoat1·ac16n da bl •• inmediata. Domoatraramo• a) en gono

ral, •• decir ai O(. , ~ aon doa -trie ea da grado d, y D( 1 , 

fi' aon doa -trie•• da grado cla , probaramoa qua 

Sal•p por loa indices, usaramoa la• letraa Q. , b, C, Q', ~·. 

c.' , d I e 1 ' 1 o' 1 para denotar loa coat"icionte• de laa --

trice• Gl 1 ,., oi,, o/.', f,', O,.' (J', °"' 'l. ol.'fl, d. '6o/t.'1 J .. ,,, 

lo&.lroC)lJip•) , rHpectivamante. 

°"' '#..t:tf.l = {cln\ ~ ... ~. ªº"·lt-,, .... ,,,.-,, = '·• ~. = .. . 
:. l. tJ&.. ba-, L a:, .. l,',u 

11:1 •• , 

= :z:: ~-' ... lt·•\ "•ll•ta·•I f .... ,-,1, a+,,t .. ,I:. .. .,..... ' .. ,_.,. 

= =- Í a,., 1,.11 !, a, .. ~ .. 
"" .... = 

Si el,. '/ , aon -trie•• de grado• el, y dt reapeotiva

-te, 'f si~: ta ... ,,, So, .. ,,, •nlODCH t'a( 1" lQ.·11\, t,: 

= l!i.ar,' o( j ' :. l Cn) , dond• Ca•ll,tMI, h•,U·•\ a. 

S a,A lit.ar, t(.d.i,,: le.,,, , dond8 CAt&lill•I\, )l+.,l.f-1\ :, 

= Q¡., \,,., , lo qua demuHtra qua t l.a. lf J\ = \,i. 'l.+,, 
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- 1 • A" 1 A PuHto qu• E = o<. ~ .. r" r = 

I .. \-1 "'• •I concluimo• qu• ,c,1. a p, • al A p , lu•ao, •1 ~ y , 

•on -tricH r•aul•roa, hn••o• qua (ot-6.fl'*=- t(ollf!if'., 

= *°--• ~ t ,-1 : o1,.• '#. ,,,._ Mb aún, a1 ol, ' , / 

•on -trie•• d• grado• d,, da, y cla r••P•01:ivam•nt•, y •i 

(•al YO por lo• indic••> d•notamo• con la• 1•1:ra• 4, ", e., 

d , e , I , j , h • loa co•f'ici•nt•• d• l•• -trie•• el , 

+ d,.:I. r, r••pectiv .. ent•, t•nemos qu• 

~ • l r, + a', = ( e,1 t Mfl•• ~"'''ª"'', ...... u.,, =- a.. º" = 

-::. ~.~. \¡ ·~• .... , 1 ·~ • .& .. lo !a. ch, l -sdt+. 'J "·i~º' • 1.R11ic&,., "" ,~ •c&,+.ls 

'1,a Cal ~ ch * l • c&,tc&a • el, ~ & ~ c:J, • cl1 

Por otro lacio •e tiene que 

= 

o ~ ci.c&,, 1ucl,U-1\ "d,cl.+.l .. &,, 'S 1 • i+cl,t1·•\ , d,d,. d 

l,,e11 • s. 1 • k+cl,U-•\ ••dt , c&,clt, ,i+clo(tt\ ~ 11,c&, + tl,d1 

f. : 11. L •• 1ó l•k+clt\1•1\•.&1cl, 'J 16.Í +1Ut,1\ .. .&,dt 
....,'t-•l,a•••U-•\ """'.,.. 

Pero e•t• úJti- 11ua1ca., •uc•d•, en •1 primer c••o •1 y a6lo 
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u ll,, l 6 el, + ch y I t. ~ • el, ó b1en si 1 • l • ch y 

el, 1', j '6 cl1. + cb ; en al aogundo coao ai y a6lo ai 16 l t. cit. 

y I t, ~ '!!!: d1. y el torcer cuo 111 y a6lo u d1. "' 1 e el,+ .l1, 

y e& .. ,~ E-d,+.o¡. 

De lo anterior ao concluye quo o(. 'l. ( J + f \ • 

: al..'lfJ ,t GL.lf r • De -n.ra qua ai P. , P., , y P,1 aon repre

aentacioaea abatz:actaa de un grupo 6 , antoncea l f. ., ft. \• •• 
equivalente a P.•ir P,", y P, '1.l~,\.P1) ea equivalente a -

Propoai.cióa ).2 Si (i,,~, (G.,1'1.\ , lla,1) , l6;,P,'), 

~.f~\ , BOJI eapacioa de raproaentación de un grupo G, ta

lea qae (1,,1\\ ea ia-rf'o a lt;,f.'\ y l8',f,) H iaomorf'o e 

(fh, J:\ , -toacea 

U ll.Y.f.k, P,,i,Pa,\ ea i•o-rto a (6: lli I P.'+ P..') 

U) ( 6. i th, lhfl\) ea iaoaorf'o a l &: t ~ , P.' JI &') 

iU) (e,c'1., R • ,n .. iaoaorf'o • lt..16,,,,. P.\ 
iY) ll&.)Cth\~e., l'1+f,\Jf1) H iaoaorfo 8 

{l .. , l,\1-l61"'-" , •• , ~ '")t') 
vi ll1,Jl~"\<jl.,l9,Jlt\\j\) ea ho-rto • 

(i.tlitilh), P. Jl(Pi.ti\). 
D-•tracióa. - i I Sabe-• que existen iao-rti•-• 1 1: 6,___. 

- a:. J.,, Q" - ~ talea que I,•V.Llf'. Wtcr\•I, • 
:r..• l\."1 s 91 W'l•l.a 't (J' • 6, , de -nere que pode-• daflnir 
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e1 lao-rf'ia- l:6,'k~'l-l~Y.~tal qll8 J(e,,e\.\

• tl,e,,I.e,\, ci,¡~& .. ,,.,.,. j•(1t+l\\l0'\(~.-., -

= l (P. lcr\a, l\(1rle.\ = (t•U\f\e.,:t,•f,lcr) e,.\ • 

= l R'(a\•Le:, f~lG'\•I, e..\ = (R'+ ~\lO"\ lI,e.,I,e. \ • 

= tP,'+Pntcr,.:J(e,,e,.\, ,..+ . .lo\T"EG y toda pareja 

( e,, e._\, e,· E I,~ ¡ • 1, '2. , Por tanto f', ~ p'l y f.'-+ f,' eon 

eq,aiYal-tea. 

ii) Si le.,.,, e.,&,, ... , e._) ea base de e.i, A.• 1, ~ 1 sabemoe 

que lo• el•-nto• Q,,. ~ e., 1 1 * j. • el 1 , 1 1'. ~ '6 .L. forman -

- baae de 6, )t i1. • Si GI,«', E e, 'I 81 1 H decir e,,r~ = 

= 2-"1'•e.,' de1'im.-• J 1 6,., e, ---t!•~de la ei-,, 
pi-t• f'oraa 

J l ~ are,.,= ~ a.", l~.,¡ XI. e~ , donde I, , 'I, son 1os 
"'I 

i•-rf'i•-• ueadoe en i). Claramente J es un ieo-rfismo. 

pera todo O' E G, , todo eh-nto de 8, lf i... , .. decir f. f. f'.., 

111) La d-etración •• ••ncllla y la deJ•-• oo- ejercicio, 

1~1 AJ l•ueJ que 1111 queda co- ejorclclo, 
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vi Sea \~111,e, .. , .... ,e .. ,1.,1 bnao do i .. , m: 1,1.,'3 , lue¡o 

ln• duh, vectoru e1¡ j.ell forlWln una baH do e, J{ &1,. y por 

lo tanto loa d.cl,ch voctorl'S le..ie,,\te, .. for-n una baee 

de l 1, ~ i,) 'l.~ . .\nilogamento lnB cl1 cl1. cla voctoru ~ t.. 

j..le1.,1'i~ .. , for-n una base de 6, '1. l6..~ia, . de -nora que 

es def'ini-• el iao-rfis- l:(~f6'.)l0.-1.t\.lt.'1 .. ), ~le.c.4f 

= e ... 'il~~. entonces 

:I• UP.•V.)1\1 lc-He, ie"\ie3 c. 1 [lf,., \>1.)lwHe,,:e.,) ~ t'slG"l ea"\= 

= l l.le,l.nc, f ftlcr\~\ f. \lcrle,1 = f.t.cr)e, t. lt',c..•,e,. i l<.G'le¡\ • 

= f.c..c'\t\ i l\ « \\)lcrHe ... 'I e~) = l.t., l,1'1..,. ta\1 ,.,, e,• le1.~e.\ = 

-:: tP, ~ lf, j l\1C..G\• I lf.'4\'f(s , lo que demuHtra v). 

//// 

UlfA 08SDV'AC101I SOBRB .LA RBPRBSBNTACION P. 'l. Pl' 
Sean Ve y f.., repreaentacion•• -tricial•• de un srupo 

, , da P"•clo• d. y Ck reapectiv .. ante, ••a D el conjunto 

da toda• laa -tricH rectanplarH ltA, JC.clt.\ , 1) •• un H

pacio Yactorial da di-nai6n cl,A. • A cada cr • G, le aaignamoa 

al end-rl'i•- J\., da 1) qua -p•a • cualquier -tria c,I. 4li 

Si -.e 1) , <f , Z: 6 Gi , antoncH J\cr¡c:,4 • 



, H decir "•i :. f\.,• "'a . Adoáa 

t\¡ a&. = P, (f.) al.. P, (t·•\ -: o&. • Por tanto el -p•o Q'

- 1'.r •• llllA repreaentaci6n abatracta de G. 

Af'i ..... oa que " •• una f'or- abatraota de la r•

preaentaci6n P. f.. p't• . Pera d•-•trar nueatra af'ir-ci6n, de-

la interaección dal i-i•i- rengldn y la k-i•i- columna, y 

cero• en caalquier otro lado. Loa el, el, el•••ntoa oJ.., + 4',la·•\ 

l>. la\ ~.&,U-,\ •• la -triz que tiene an la 1-iai- columna 

y - el A-l•iao rensl- a loa coaf'icientH tJ.l1t. l ,, , 1 t. J._, .1, 

y caro - caalquier otra parte, por lo que lo• coef'icianta • 

f'iJo•, en 

el t-6•.iao rnslon y en la J-i•t• oolwma; de aodo que••

preNJldo ••t• -tria co- coabinaci6n lineal de laa -trice• 

M•ica•, •e Une que 9i (.(J'\ o<.11, +i,(.l.,) f1 <.cr-1 \ = 

: ~ Q,,• (.cr\ b,~ (G·•, o(..i •"•'1•1l 

Si denot•-• por lb:, llf\) a la Mtriz f/ (G') , tanemoa .. 
qae l,,, lf') = 1,,., (cr•\ . 

lh~ ~ ~ '* lV) -:. l C,,) donda C º"•l6·•\, ..,.~.u-•\• 
• a..(cr\ A»:, (V'\ .a tl,alf"I b,¡ (cr·•\ . Por otro lado, la .. tri& 
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correspondiente al endomorfiamo l\cr ••dala forma 

( a ... lG') ba,(cr"\' . donde el coeficiente del ...:+"'la-,\ 

columna .. ~. lcr\ \laa l'7"'' • lo 

que demuestra que la ror- .. tricial de 1\ correapondienta a 

a.uaatra baae elegida en l) 

tra af'irmaci6n. 

H R j f,. llt lo cual prueba nue•-

• 41 L8IIA D& SCHUR 

AqlÚ., aparta da d•-•trar al le- de Scbur, el cual no• 

proporcio- la• COlldicioaa• neceaariaa y suficiente• para la 

teraiau" la -1.tiplicidad de la repraaentaci6n identidad y de 

- repreaentaci&n aiaple en IIIUI repreaantaci6n •••i•iapla -

Propodci6a 41. t ( L- de Bobur J Baan ~ y P, raprHanta-

c ion•• -tr1c1ale• irreducible• de un grupo G, aobra un oam-



po \( • S••n el, y el, lo• grado• d• l•• r•pr•••ntacion•• " 

y t>, r•apectiv•••nt•. Una condici6n n•o•••ria y aufioi•nt• 

para 1• •quival•ncia d• P, y P, •• qu• oxieta una -tria 

r•ctansuJ.ar o/.. ::1: O con co•f'ici•ntH en "- , con d1 renglo

DH y el. col-• tal que "lG') Q(. = al,,. \>1, lG"\ para todo 

CT• G. 

8-atraci6n.- La n•c•aidad d• la condici6n, •• d•b• • la de-

Cinición d• •quivalencia entr• r•presentacion•• matricial••• 

Para la auf'ici•ncia, aupongamoa que exiate 111111 -tria -

~ .. O d• el, raql.onH y el" col-• tal qua P. l1r\ O( • 

:GC.\Ul'\,'#f'6' G • Construyendo eapacio• vectorialH 6, , l., 

corr•apoadi-t•• a f. y P,. , e interpr•tando • o&. coao un 

-peo l•n-1 d• ~ - 61 , consider•ao• 1), = I111o<. • PuH

to,... °'=#-o, 't>,:#= lo1. s1 e6D1, e:ole&. par• a1-

sin&1.E 6.., iaeao \),(G1C:: P.lG',oLII.= .. P1.lcr\u. • I>,, 

por t:-to 1>, ea V. -in.,ariante, Pueato que ~' •• irreducible, 

t-• ... 1), = e. . s- l)a ' el núcleo de al.. ; pueato que 

ac.,. o • "Di + 6i . &1 " • ll& , °" 91,(.V"\ u. • P. C.~\ do.C4 = o , 

1 ... p P'1. lfl14 E 'D1 H decir 'Dt. H aubeapaolo invariante de 

e,, , y por •er ••t• irreducible, conclui••• que D'I = lo~ , 

•• decir el -••o 04 ea btyecti.,o, lo qu• deau••tra que el,• 

-scl1, y qua oC. e• una -triz regular. De eete aedo t»s (."' = 

• .t'1P,u,\" lo que de-eetre que f, y Pa eon equ&valentee, 

42. //// 



Sea F' una repreaentac16n -tricial irreduolble de un 

grupo G • La• -tricH ol,. talH que Pc.cr, OI.. -=. ol. ,e.O") 

para todo IJ' E-~ obviamente for-n un Algebra e . Ea decir, 

ai '"4, y ol.., aon -trie•• quo cumplen con la propiedad de 

que l>C.cr\._:c:,1,.?<.1r\ , entonces oL,d--t, ol,~oL'I. y QoC.1 

son -trices que siguen cumpliendo la mi•- propiedad. De la 

d-atraci6n del l•- de Schur •• concluye que cada -triz O,.+ 
':#: O - f; tiene '111111 inversa oe.-• , y claramente aL-'E '9. 

Bxpreaamoa esta hacho diciendo que '9 •• un Algebra con di-

Propoai.cima o\.2 Sea ~ una representación -tricial irreduci

ble da - p,q,o G , •obra an campo algabraica-nt• cerrado k . 

La• áni.ca• -trie•• qna e-tan •imultAaeamente con toda• laa 

-trie•• Pc.r\ , CS'• 6 , son loa muUiploa aacalaraa da la --

tria identidad. 

0-111:raci.lna. - s- l'f 9 , I ,#, O , y Ha Z al con.junto da 

•1-*H - 6 IPIA puad- axprHarH e- R (.1, donde R. 

•• - ~-1• raci.-1 con ooerioientaa en ". Claramente -

Z •• an caapo, adeá• ai identirioe-• O• k con oE e '9 , 

t-• qae k C: 2 , 'J debido • que 2 HtA oonhnido en al 

e•paci.o •ectorial da lae -trices de grado el , donde el •• el 

srado de la repreaentaci6n P , •• ti•n• que Z •• da grado 



tinito aobr• l( . Concluimoa que ai \c. •• alsebraioamonte o•-

rraelo, Z = \(. , lueso I' = oL E para alsún o1.E l<. 

//// 

Dd:l.n.ioi6n .\. l La reprea9taoi6n ielenticlael ele un srupo G •• 

la repreaentaci6n que aaisno a cacla (TE G el núaero J. , oon

aieleraclo e- una -tris ele sraelo i . Una for- abatracta ele 

••ta ti- an eapacio ele repreaentaci6n C: ele elimenai6n l , y 

••isa& a cacla G' E G el -peo ielentico ele e en ai miamo. 

Propocici6n .\.) s- l 7(l., ~\ un aapacio ele repreaentaci6n aa

m.aiapl.• ele an srapo G , aobre an caapo k . La ma1tiplicielacl 

ele la repr••-tación ielenticlael en la repreaentaci6n M ea 1-

saaJ. al aisiao níaero ele •actor•• linealmente inelepenelientea 

eem , tale• que M la, e = e >ti- G' E: '7 

8-atrac.ióa.- su )n :=. m .• ·····• m". una eleaoompodoi6n 

ele lJl - •- d.irecta ele aubeapacioa aimpl••· Poelemoa auponer 

qae )rz.1 ••••• 1 )Tt ,i aon todo• loa térainoa de eata deacompoai

ci6a, '81 loa hay) qae aon ia-rtoe oo- , -a6eluloa a <:: 

,~ lt" h • •toncea cacla m... • ' • ;. .. " .. u s•nerado por 

an Yector e .. ,#, 0 tal que t,I\ (.CJ\ e..¡ • e,. para todo CJ' 6 b I H 

decir, ... _. oncontrado I\ 9ectorea linealaente independiente• 

e.1 .. que H '"'"· = e.. . 1 • ~ • " 

Por otro lado, al fe )Tt ••talque 



pod-• eecribir ~ = i t.: , C.¡ E Yf'l; , Por nueetra eupoei• 
.l" ~ 

c16a, tene•oe que i t = y~lcrH.. con t'lG\ f.«. 'ríl .. ya • 
4&1 T:i 

que 'fl'l¡ •• invarianto. Puesto que lo auma de loe eapacioe '(fl,¡, 

H directa, concluimos que I,.; : ~~G'\ ~.. 'r q' • & , 1 "- 4 • 1, 

Si j. ':a n , lf7,. no puede contener un vector ./4· ,4r O con aeta 

propiedad ya que ai aei ruara, •l aubeapaoio de m. genorado 

por ,.. ••ria invariante, y por ••r m,, .1..,10, eete oepacio 

serla "/fZ.;. , ea decir, }R,¡ seria de dimenai6n i y por lo tan-

•• ooab:l.nación lin-1 da e~ .... ,e" y eato concluye la de•oatra-

ci6a. //// 

Prapoa:1oi6n 41.41 s-n /\ y l) doa repreaentacionea de un gru• 

po G aobre - oaapo k algabraic-anta cerrado, y auponga-• 

ea irreducible. Si f\ y "'l.~· aon aamiaimplae, la 

-uipl.ioidad da P en 1\ ea igual a la multiplicidad da l• 

repr••-taoi6n identidad en la rapraaantaoi6n 1\ ~ l> • 

D-d.l'ao:16n. - Si ;/. y f.> aon loa eapacioa da repraaanta

oiá OnTaapondiantaa a 1\ y 1' reepaotivamante, y U,, ",),. • 
···· (l11,,I\-., •• una daaooapoaioi6n da l~,~\ en represen-

tao:1-• ea.aplaa, ( J :. ~ S .i. ,z, 1, ar1rmamoa que la repreaan• 

taoi6n }. ........... ,.1¡ & f\,.¡. .. ,+ ~IL , In eteoto, al iaomorti•

J; J--,. ft'J..: dertnido por 'Ill\ e ll,,t,, .... 1-\, donde , .. 
45 



-tcreG. 
Por otro lado, "-'l.~" ea equivalente • U,,.···• 4 l'l.11,\ 't P.,, 

y ••t• a au ..,.. •• equivalant• a "'- t>·". ···+ t\11.i p• ; de 

donde ~ "l. \>• H equivalente • ~," t>"+ • • • • 4 ""''l.~~ 
Cillaid•r••o• la rapreaentación I\¡ J ~"' , I • .i. • ll . Bl ea

pac:l.o de todo• J.oa -peo• J.ine•l.•• "; 6 -1.. •• al. aapacio 

da repreH1nación d• ~ ~ t>• i "· ll f»•tcr\ ..... l~lcr\\ "lVlG'\r' 

51 ~ 'i t>•tcr\ f\ :=. ~ , .. tiene que ";. lcr) " c. "V lcr) , 

pae•to que f\. y P aon :l.rred11cibl••, el. l.•- da Sohur no• •••

para .- J.a ts-J.clad antarior auc•d• con 1' =#= O si y aól.•••n

te •:L "6 •• aquYal.ent• • f . 
Sapcmpaoa q1M ••to paaa; 111•10 dada una b••• te,, ... , e .. ~ 

de 6 • \ Ae,, .. . , Ae,.1 •• una ba•• de 't;. , y co eat•• baae• l• 

-triz corr••poadiente • ~ ea l• .. triz idantidad. De modo -

.- ai ~. P •- l•• rapr•••ntacion•• -trioi•l•• oorrea

JIOlldient•• • "Á y V r••pactivaaanta, bajo eataa b••••, •• 

, e• dacir Si 

~ e• alsím -peo liaaal de a en "J.J. tal que "· l.-'t..:. 

= ~ fw) •• tandria que la -tr1z uociada • 11( bajo la• ba

••• dacia• co-ta con 1• .. triz Plcr) 'Y' <1"6 G, , Por la -

propoaici6n 4,2 conclui-• que la .. trlz ••ociada a ~ •• un 

-ltiplo da le -triz identidad, •• decir de la aatrlz aaooia-



da al -p•o lineal fi,.. , luego P.: H un multiplo de ~ 

De ••t• modo, concluimos quo la reproaentaci6n identidad 

•• de -ltiplicidad igual a uno on t\. X p• ai y a6lo •1 /\. 

y f' aon equivalente•, lo que deaueetra la propoeici6n. 

//// 

§ 5 RBLACIOlfBS DB ORl'OGONALIDAD 

•ae•tro propóaito en eate párra€o •• damoatrar el toorema 

ele ortop-lidad da I. Scbur que noa •••gura que ai f, 1 aon 

codici-tee - doa repr•••ntecionea irreducible• no equivalen-

ciente• de la aJ.- repr•••ntación irreducible de sr•do ~, en

t-•• Ít¡IM},•·•\4'C':cf1 .i f:' y / 1 /(t"lj(Cl'·•)dlf'•O 

•1 # =I: 2 . Toda la diacuaión previa eat6 encaminad• a ••t• -

obJeU.Yo. 

••• ', un srupo compacto, y ••• ~ una repr•••ntaaión 
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.. tricial de grado d de ~ sobre el campo de loe oompl•Joa. 

Mostraremos ahora que•• posible calcular la multipliai-

dad d• la repreaeataci6n identidad f en la ropreaenLaci.ón M 
Denotaremos por M. • 4 Rc.11'\.ilr a la .. triz cuyos -

coeficiente• son las integral•• da loa coeficientes de Re.•}. 

Podemos considerar a M como la for- metricial de Wlll 

repreaentaci6n abstracta, la cual denotaremos por ti\ • Sea "rft 

en eapacio de repreaentaci6n y aea {e, ..... , 11.l) la base de lJZ 

que da lugar a la ror .... tricial M . Del mismo modo, podo

moa coaaiderar a M.. como un endomorfiamo de )7't al cual do-

notar-• por M •. 

=f4i fllkf<•>~ "' i ( f~ .... ,<i)\e .. = 

( A C'J\ s l ~, lTl\) . 

DeHtemodo, "e =-Z°",~(f ...,,<'1\4'~\e .. = 
• ' .A Hf 

= f J ( 44, "i "'•'-\ "• = f ( J J.a, •,, ,.,,.,.) eo .. =-

= t ( J,u.. ,.,,Ji\ 11'0'") e .. a~ (J,u.·('J),h\ f ,,..,,,,e .. • 
• f l J 4rc.,tJ""4,cr\Jt) e 11 a 
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= l ( k,; .., .. (cr) u. ('1\ ch\ e 11 • Poro tono•oa c¡ua 

ru.-C~)Zn11.lll')e11: ;.~(tHHcr\e .. : ~\IT\ ;IA,¡(.t\(..= . -
:. ~ lO'\ M(l') e = ~(.a'l\e .. ~ u,¡(crl') e,. . 

Por otro lado tenemos que 

= l:. (;ma¡(l')c.l.-(tl\e..,, luego Z (ZMa.\cr\U¡(l),e•= 
• - 4 

.., 1:_ &c. 6rT\ e .. , y por '10 tanto ~C.crl M. e ::-
" = ¡ Ur,J..,.._lcrl~l')ch)e.., = ; J,,._.<0'1)ch· e,::. 

= ~ J¡u~·(-r) .. 'l e .• = H.e, lo q11e demuestra la af'ir-ción. 

RecJ.procaaente, ai f ea cualquier vector tal. qua t\C.1r\, • 

-: ~ para todo (J' E ~ veremos que ~. e = i . 

pero (_¿ :. J, C..; da- = J, í e, ,,,#, (O'l el V' • ,.,., • M. F .. 

=; Ít f c1 ..,,,,.1dcr e 4 = f C.,· e,. = l. 

.. coal.uye que loa YactorH f E m ta lea que H lcr) J .. 

s f. aon e-ctaaente aqualloa vactorea de la for- "• e. , 
e & m • &n otra• palabras, la multiplicidad de la representa• 

c16n identidad an 

.leen ahora 

ea igual al rango da la -tria M. . 
y P do• repreaentacton•• 1rraduoiblea 



de 'j en el caapo de lo• número• ooapleJoa. Soan 

Sabe•o• que la repreaentaci6n identidad E ea de aulti

plio:i.clad ipal a coro en M ai f\ no ea equivalente a P 

y que E .. de multiplicidad 11110 en M ai 1\ H equivalen

te a P . De eate aodo, M. •• la -triz nula en el priaer -

caso, y una -triz da rango uno en el aagundo caao. 

Loa coof'iciontoa do MlG'' aon producto• de loa coef'i

ci-toa de l\llr\ por loa coa!"icientH de P(G"-1) • Se con

cluyo qaa •i f\ y ? no aon equivalente•, entonce• 

¡ accn b<cr·•) clcr = o , 
donde ia.(.G"\ , 1, (1') aon coef'toientH arbitrartoa de f\lcr\ y 

lnYeatipr•-• ahora el caso en que I\ y P aon equi

"ª1~••· Suponaa-• que 1\-: f> , y que t\ ea una repreaen-

tacióa por -trice• un1tar1••• (Sabe-• que en cualquier oaao 

(\ ea equivalente a una ropraaontoci6n por -trie•• unitariaa). ... i el oapacio de ropr•••ntac1•n da " ' y ... \e,, .... ,e,} 

la baae d• 1- qua do lugar • la repreaentaci6n -tricial /\ , 
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Podemoa conaidorar al oapacio '1f? do -pooa linoalea de t on 

ai aiaao un eapacio de repreaentación de I\ ~ P lt-: 1\ l( (\!* z 

:. M • Sea "·, el elemento do m que -p•a a e, en e.. . ., 
a e,, en cero ai I :¡: J' . Bntoncea la matriz qua ropreaonta a 

&, tiene i en el i-éaimo rengl6n y la j-é•i- colWU111, y 

cero en cualquier otra parte. De eate modo la -triz &, f\ lcr·•\ 

tendr, en el i-éaimo renglón coericientoa de la ror- a,,lcr·~, 

.( = 1, t, ... , ,4 y cero en cualquier otra parte, por lo que la -

-triz l\lv-\ S¿I /1,.((f'·• \ = M lcrl 8--j tondr, como coericionte 

en e1 k-ieimo rengJ.ón ., la l-éa:1.- columna a 0-., lG') a,, l<rº'). 

y al expreaarla como coabinación lineal. do loa oJ.omontoa baai

coa 8 ... 1 do )/7 , ton•-• qua 

Sea A el -p•o idontico da ;f, en ai mismo, •• decir, 

1, '= Z, S • .; • 8ab•-• que loa multiploa oacalaroa do S, son -

loa tmicoa -pooo do 'J. en ai mismo que conmutan con f\lO'\ 

f' f!J' E t; . So concluyo que H.8 .. un multiplo escalar do 

~ para 8E'trZ, ya qua MlO'\ M.e .., f\lO'\ ~.e M\J·\ • t-t.e , 
luego Alt"\M.I = M,I f\llf\ , D• -nara qua 

' = ~ { ft,a~ <.f'\a1, lcr·•\ d", e., = e,, l, s.. .. 

u 



luego 

donde C..¡ ea una conalanto quo no dopando do k. • 

Sabemoa que ~ f (V) d cr -= 4, {0'"1)d IJ' pera cualquior 

tunción continua ~ aobr• ~, por lo tanto qua 

por lo tanto 

&l ,..lor de la ooaatanta C. pueda determinara• pueato que 

., lo• ameos aleaentoa 8 e lT7 tale• que k lir\ e = 8 -V- cr t: <¡ 

aon de 1a ror- M,'( con li'E 'rrZ , luego M.e. = 9,, .. docir 

por lo ... de= i . ., de aqui, e .. c1-• • 

De -nera q- si I\ •• una repreeentaoi6n por -tricoa 

11D1tariae len•-· que a,,l\T"'\ .. a.,la). luego 

~011, (G') a:i, t<r·•) d CJ' : &11L ,,, cr1 
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Derinici6n 5.1 Sea G¡ un srupo compacto. Cualquior funci6n 

sobro (i , la cual aparoco como aooficianto da alsuna rapr•

••ntaci6n irroduciblo da {j por motricoa unitarias•• lla-

da una funci6n representativa simple sobra G., • Cualquier cam• 

binaci6n linoal de runcion•• representativas simples•• 11 ... -

da una~ representativa. 

Taore- 5.1 (Da ortogonalidad da I. Schur) Sean f y ' dos 

tuncion•• representativas simples sobre un grupo compacto (i . 

Si ~ y j aparecen como coericiantea en das representaciones 

i.rraducible• no equivalentes, tonamos qua 

Si i y j son coaticientae de la misma reproeantación irro

dacibl.a da p-ado d , la intesral 

J,rc.,jcr•) dr 

•• ipal a d" 1 si I = 'J , y a cero si / :/: ,, • 
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§ 6 LOS CARACTIRBS 

Bn eate p6rraCo, aparte de laa deCinicionea cor.reapondion

tee •• da - Coraa de determinar la multiplicidad do una re-

preaentación irreducible de ua grupo compacto en una roproaen-

tacióa caal.eequiera del mi•-, haciendo ueo de loa caraoter•• -

de aabll• repree-tacionoa.(Corolario 1 a Porp. 6.)). Para eate 

Cin, ee d-e•traa alsuno• reaultadoa previoa. 

De1'J.mcJ.6a 6.1 s- P una roproeontación matricial do un gru

po G,. 81 caractor do la roproaontación fl ae deCine como la 

"-lóa X eobre G, que aeooia a cada (f E- G , la traza de 

PS°!P!!icJ.ón 6.1 Doa repree-tacionea equivalontoa tienen el -

•i- caracter. SJ. G' ., '2' aon el-ntoa conJugadoa, ea decir, 

'1-= f "Sr' para •lsím ¡,eG, • ., d :X .. el oaractor do 

o•1cpaJ.er repr••-taoión CM fo , ten•-• que 1- (.O''\ : "'Xl'I') 

0-etración. - Sean ot. = ("', \ , 
sr•do .¡ . olf>: (~.,, , donde 

~ = {i,11L\ doa matrioH de 

C,¡a .., t. 4t, IJ.111. , luo10, -

••• el-toe d-pulea aon de la forma c.,, • i Q¡• ba.,; 

,di,. = w .... ) donde e&,. : ~ "'· a... , y .ua eleaentoa dia10-

.. , •• - CM la Cor- d,.i ~ ¡ J,,1 <J.; , y debido • que 
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~ -· R - .2 ~ a.., 1>s.. = Z. I l,a.;. et.is = :r. ¡ 1,..,. a,s = 
'"" .... r - .a "r .e s s .. 

= f f b .. ~ 4s .i. = tr p oC, •• decir, lu trazaa de e,& f!, y fJol.. 

coinciden. De moao que ai P, y P1 aon repreaentacionea equi

-leatea I exj,ate una -tria regular l' tal que P, ( Ir) = 

= r fHO"l r-• . 1uego T1- R (<r\ = 1.- ( t P~ {O") r-1) = 
= Tr ( l\(I) r'r) = l"rl?&llT), por lo tanto P. y ?.t. Uen•n 

el mi.- caracter. 

Si (f y. Z' aon conjugados , P( 1T \ = fl { P ~ p-•) = 

..., P(p) PC:1) Pyr•), luego X (\J"\ = T'" f{<r\ = 

= T .. ( P(p) PCl) P(,r•)\ = Tr (P(-i)\l(f') t(p) = ir P("l) = 1(?), 

1/11 

Ddimci.óa 6.2 u- el••• de repreaentacionea de un grupo G , 

•• el coaJ-to de toda• laa repreaentacion•• que aon equivalen-

Se ai....,, de la propoa1c16a 6.1 que a una el••• de repre

•~l-• de - P'•po " le oorreapond• una f'unoi6n def'ini

da aoltre G , •• decir, •1 caracter de cualquier rapreaantaci6n 

de la ola••· &•t• r-ci6a .. 11 ... da el caracter ~ !!. .!!!!..!.• 

... n Jl, y Re doe el•••• de repreeentacion•• de un gru

po ' aoltre - caapo J(. • De lo que h•-• viato en 1 :, pode-

-• coacluir que 

1. - La repr•••ntec16a ••tralla p• de un• repr•••ntao16n Pe 
H 



E R. , perteneoe a la el••• R,•, la cual depende aol•••n-

te de R, • Bn arocto, •1 P. P, eon repreaentaoion•• en 

existo una -triz regular r • tal que R llf\ ..... P,lG\ ,-·. 

iue10 P. .. (G"\ =- tRtG"·'\ = 4-lrR(v·•)r·•\ 
= + ,-, t~lG""1) *I: ltr,·1 1\*(cr\tl' 

lue10 P.• •• equivalente a P,. • • ' 

= 

1, 

2.- La·- t>, + P, de una repreeentaci6n P. e .R, y una 

repreeentación J\ E R. pertenece a la el••• !,+ it , la 

c-1 depende sol-ente de .R, y .R, • Máe ain R, + R, ... 
= R.,+ R, . In etecto, ri•o• que •i P. •• equivalente • P,' 

y P, . ~· , entone•• P.+ P1. ee equivalente • P.'+ 1t ' 
y epa• P.+ p~ ee aqaivalente a P, + P. 

).- Bl producto de &ronecker P. tP, pertenece a la el••• 

R. j R.. , la cual depende eólamente de R, y R, Aún máa, 

.R.• R~ ~ R~ i .R. · 
Laa operacionaa de•- y multiplicaci6n de &ronecker aon 

e-ciatina ea el dominio de laa ol•••• de repreaentacion••, y 

adealaa, la aaltiplicaci6a de ltroneoker •• diatributiva con -

reapecto a la•-· Sin aabarso, laa el•••• de repraeentaoio-

nea - toraaa un anillo, porqu• la auetracci6n oa saneralmon-

te iapoaible da definir, 

Denotar•••• por °'f.R al oaraoter de una ol••• da rapr•

eeatacionee R 



Propoaici6n 6.2 Si .R., y R, aon doa el•••• de ropraaontacio-

De-atrac.i.6n. - Si o( y (3 eon _,rices de srado d1 y d1. 

rHpactivaaente, H tAcil ver que \f(ol.~,, :\\"ol.-tl'tf 

y por tanto que Xa,+ R'L ':: °XR, + XR .... 
va-• que TY'~lp: iro( ~ ~-

oc.~ f, -= { C n) donde c ...... ,, .. ,. 11.+cl,l.1-•\ = ª"" b1.t 

y ei .i+cii(i-•\:. R.+d,(.t-i) , foraoaamente j.: ~. 4= 
= ..( , ya qua i.-k: el, (L-J\ y Hta ipaldad aolo H poai

ble c-ndo ambo• mioabroa son coro. De -nera que los •l•••n

toa d:Las-1•• de la -tri& oC. ll: , aon loa elemento• 

C L , Y por lo tanto 
.;.,.,,.,,,, ~c1,ta-•\ = a.. DO 

T"" ol i: ,r, = f t.lt¡ ,,, = l; """) ( f ~,,) ~ T, oe. t.- fl 

ea decir, Xa .... - V _.,,. _,.,l. - ¡..ft. ""'l." //// 

Si - clase da rapraaontacionaa contiene a una repreaen-

tacióa irreducible (raapactiv•-nt• aemiaiapla), cada repra-

aaatacióa de la el••••• irraducibla (raapectivamanta aemiaim-

plel. 

Cada el••• •••iaiapla R pueda rapreaanteraa da 1• ror

- ~ l. Jl,. , donde loa X;i aon antaroa no n•s•tivoa, y loa 
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R.,;,'·i aon cl•••• irreducibloa. Bl nwaero ,C,¡ •• la aultiplicidad 

de la el••• Jt, •n la el••• R. , •• decir, la multiplicidad de 

111111 representación de la el••• R,. •n une repreaontación do la -

el••• R . Bate nwaero depende aólamante de l•• cl•••• R. y -

R .. . 

Propoaic.ib 6.) Si R, y 'Rt aon doa el•••• irreducibl.ea de ro

F••-taoion•• de un IP'UPº compacto 'j en el campo de loa nú

-roa coaplejoa, entone•• la integral 

•• isa&l. a cero ai R, :#: R, , • igual a uno ai R, • Rt. . 

O-atraci.lm.- s- P.E R. , Pa.E R... Si P.lcr) :.{Q.-,(G'\), 

1',lcr\ • (J,a1la-\) ; X11,(cr\ = Za, .• C<r\ -J.r.. Ccr\ =-
¿ 

:. f•a-.lcr) , l.uego J,.(a-\X,i..C.O") = ( Ja...·la-l){J li1111lct\), 

y po.r lo unto 

..l.¡ X1.lñ )..aalcr\ clr = l, (; o;, ta-\\ ~ t 1,-..,lcr,) :. 

:: 1, (J"'¡(v\\(,tb1111l.-l\cl'1': 

:. ! ~dciC.O'l &1111 C.O\dl' , y el teor•- 5, l no• aHgura que ea

taa int•sr•l•• aon cero •1 l', y P1 no •on equivalentes, •• 

decir, •1 f, ,Ir ~ • Si .R, = R1. , l11, = XR... , luego 
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Jr, 't-a. lcr, J:R,. lo-\ dQ" =- Je, XR, lll'' XR, lll') ch· = 

= L ( 4 O..:.. (a>) ( I a.., ... (o-)\lq = ( ~ 0..-,. lG")Q.,.._lll\dlJ': 
... 4 " 1 Jr, "" 

= I I a«.tcr,a_csr)~, y .1 m.1 •• º toor•- no• ... gur. qu• 
.,;-. ., 

.t.~(a)Oia.lll')dG"= ,r' ai i = "- y • coro ai J.°# le , por 

lo t-to 

lo qae ti-li- la de•o•traci6n. //// 

Corolario 1 La mal.tiplicidad de una el••• irreducible R., de 

repre•-taci-e• de un grupo compacto en~ el••• R. •• i-

.-1. 

D-•tracilm. - Si ••cribi-• R. = ~ ~ R,. , claramente 
4 

:X..=+J.~, lae•o Ít; 'X.ll(cr)')(ti,lcrlc!G"= 

:. ÍG¡ ~ X; Xc,1.cr) Xa. lG'\ dG" = ~ l.,· 4 X11 ter) ja.l\T) .k" = 

,. ~ ai R. .• = R, , lo que demueatra el corolario, //// 

Corolario a. Do• cl•••• de repreaentacionea de un •rupo ooapao-

to coinciden ai J a6lement• al llenen al miamo oar&~Y. 
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D-•traoi6n.- Ya vi-• que ai dos olaaea do repreaentaoionoa 

coinciden, tienen el mi•- caracter (Propoaioi6n 6.1). 

81 corolario 1 muestra que ai doa el•••• de repreaentaoio-... º' y " tienen el lli•- caraotar, la multiplicidad de 

oada el••• irreducible en /f. ea la lli•- que en R' y eeci-

o -- º' pro-nte, ea decir que 1\ r. 

§ 7 B1. .AIIILLO UPR&SBIITATIVO 

111/. 

81 aaillo repreaatativo Juep el papel de principal im

pori-:1,a a la teorla de repreaentacionaa. Bn eate p,rraro •• 

tra-taa al.-.• reaaltadoa acerca del anillo repreaantativo de 

- ..,... ooapacto '; • lntre loa que conaider•-• da -yor im

portaacia eata al hacho da qua ai e; admita una ropraaentaoi6n 

tlal P. , atone•• lo• coat1e1antaa da P. y P. ror-n un 

•l•t- de saaaradoraa del anillo rapraaantatlvo da <; , 8n 

.. rtiealar, ai ', a• da L1a, a1n haoar uao da la hlp6taaia -



de que (i ad,Dite un• repreeentac:ión fiel, •• domueetra que 

existe una repreeentac:ión P de le¡ tal quo loe ooofic:ientea 

for-n un eiet•- de gonorodorea del anillo ro

preeontativo de e; 

Definición 7.1 &l anillo reproeentativo do un grupo compacto 

6, ea.el anillo generado eobre el oampo de loe núaeroe coa

pleJo• por loe coeficiente• de toda• lae repreeentacionee de 

Gj . Bn otrae palabra•, loe eleaentoe del anillo reproeenta

ti,ro eon la• funcione• compleJa• eobre ~ que pueden eer ex

pre•adaa e- polinono• en loe coeficiente• de lae repreeen

tacioae• de ", 

Ni• g ... ralaente, eea E cualquier c:onJWltO de repreaen

tacioae• de ~ • Denotareaoe por 8 ( t) al anillo generado por 

lo• c:od'ici-tea de laa repreeentacione• perteneciontee a ~. 

Si ~, , e... aon do• conjunto• de repreaentacionea, en

contrar-• abara bajo qu6 condicione• ae da la igualdad 

Definición 7.2 Deoiaoa que un conjunto de reproeentac:ione• 

ea cerrado •1 aatiafac:e la• eiguientoa oondloione• 

11 Si P. • P1, E e ' antoncH P, + 9s • ?, '/. P. 6 f!!. 

21 81 una repreaantac16n irreducible P ea de multiplioi-
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dad -,or que cero ea. UDa repreeontaci6n de t , ea.tono•• 

)) Si P •• equivalente • una repreaentación de !, , enton-

cea 

Sea •• cualquier conjunto de repreeea.taoionee de q, . 
Coneidare-• el conjunto T de representaciones irreducibles 

de ultlpliclclad -yor que cero en representaciones de la ror

t._. ~--· •. ~ 1\1,¡ , 1\,. e 11 con I t, ,4" fo. I,¡ • Si P, y Pa perte

nec- a F , •• decir, P. •• de multiplicidad -yor que cero 

- - repr••-tacióa de la roraa #\,'l.···· X l\'lo. , y Pa. H de 

aaltlpllclded -:ror que cero en una representación de la ror-

1\:. ••••• - K1i1 • 1\,.. • ~ • E,, 1 ..... !, "' • 1 ~ 1 os, ~ 
De Hte aodo P. • Pt ea de multiplicidad -yor que cero en 

/\.1···· )tl\.,'t.~f ... -,.K'i, eatoncH cada reprHenteción irredu

cible de maltiplicidad -yor que cero en P.~ P:a. ea de multi-

, " pliclded _,.or que cero - 1\, ~ ... '111\"J ~.'l.·••· X ni.- , .. 

decir eet6 - f 
Sea ~ el conjunto de repreeentacianee que son equiva-

A••s-•-• que E! •• •1 mini- conjunto de repr•••ntacion•• • 

cerrado qae conU•n• a t, . &n ef'ecto, si f\ C &1 1 f\-.:. I\,+ ••• 

+···+- ~ .. , donde I\,;. .. eUsple ( 1 t. i 4,,, k 1, da multl· 



plicidad -yor que caro an I\ , da modo que f\¡ E F . Por lo -

tanto f\€ e ' .. docir t. e t 
l l Si 1\, , f\'L E e 1\, ea equivalente a una repraaenta-

ción de la f'or- P, ~ ••. i ~", f\, aa aquivalanta a una rapra

.. ntaci6n da 1a tor- P.'+··· i- Pw • ~.Pi• f, 1~-. ... 11,1•a•ll'1 por 

lo qua 1\, + 1\., aa aquivalenh a la roprHentaci6n P. +f,-+··· 
+···+ 911•«•··-~pk, , H decir l\,+I\, E ! . 

J\, '1..1'., •• •qw.-lonta a lP..,···+\\--,,(P.'+··•+f~,, : 

:. ~ P.-lfff , y co- P.· 'll P,' ea la •- da ropraaontacionea 
ass~• ...... ~ .. 

a.t.apl•• da maltiplic:Ldad -yor qua caro an P, 'I P,' , H decir, 

de repr••-tac:Lonea en F , conclaimoa que /\, 'lll\, oa aqui--

1-t.e a - - da repreaentac:Lon•• en f , por lo qua 

2) S:L P •• - repreaentac:Lón :Lrraduc:Lbla da multiplici

dad -yor qae caro an - rapraaent.ac:Lón da ! , clarament.a 

)) Clar-t.a ai P •• una ropraaont.ación an t y P ' H 

- repr••-bc:L6D aqa:t.Yalonta a P , P' • t. 

Da-• que !, •• cerrado. 

11 e' 88 UD cerrado qua contiene a t, , por lea propio

dadeo 1) y 2) d• cerrado•, t' contiona a F y por lea prop:t.a

cladaa 1) y ,, • t' contiene • e . lo ..... confir- nuaatra 
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Propoaici6n 7.1 Sea !, un conjunto de repreaontaoiono• de (i, , 

y aea ! el aini- conjunto de repreaentacionea cerrado que -

oontiaae a & . Bl anillo • (E1 \ ooinoida oon al conjunto ~ 

da todas laa oollbinacionea lineales con ooaticiantaa comple-

joa da coatici-tea da rapraaantacioaaa irreducibles perte

-ciantaa a E 

0-atraciáa..- s- P una representación irreducible en ! 

&atoa.cea exiatea. repraaeatacionH A., ••• , /\i,,. 8 ~, tal•• qua P 

•• da aal tiplioidad -yor que cero ea A, ~ ~ W ... '#. A.,. , H 

decir. eziate - -tria regular r tal que 

donde N •• alguna repraaeatacián. Cada coeficiente de la re

pre-taci6a f\. j · · ·· "l. 1\., H llD producto de coeticientH de 

J.aa repreaestacioaaa I+., •.•• 1 l\ti y por lo tanto pertenece a -

•((.\ • Se concluye qae lo• coeticieatH de P+ N y en -

pu-tical.ar loa de P pertenecen a 1(1.,) , luego ~C: cP(l!,). 

81 f\ •• cualquier repreaentac16n perteneciente a ~ , 

loa coet'icientea de f\ pertenecen a " ya que t\ 111 

= ¡ ( P, +····-~P.,\ 5·1 , donde ¡ ea una -trtz regular cu

yoa coefioetentea aon núaeroa ccapl•Joa, y A, P1,,•••,~• aon ala.• 



plee y pertenecen • e . 

Si p y P1 aon do• repreaantacione• irreducible• por-

tenecientea a !, , tenomoa que P 'l. P' e S • So sigue quo el 

producto de c-lquier coeficiente de P por cuelquior coeti-

ciente de P' pertenece a ~,delo c-1 deducimc• inmadia-

t-te qua flt.. ea un enillo. Pueato que A C: '9 (t,) y cada 

ooeCiciante de una repreaentaoi6n de e°1 pertanece a A , ae 

concluye que A :. S (~, \ 1/11 

Propoa.lo.l6n 7.a Sean e, y t'a doa conJuntoa de repreaenta

c.l-ea de (i . .lnt-cea 8 CL} a tJ (Et.\ d y aólo a.l el mi

n.lao cerrado qae contiene a E, ea igual al mini- cerrado que 

coat.lene a Is, • 

D-atrac.lón.- Si el llinimo cerrado que contiena a &, ea i• 

saal al lliniao cerrado qua contiene a f&, la propoaici.ón 7.1 

-· 
Raciproc-nto, aea i,(l,\ = s(E..,) • Supongamoa por un 

-to qaa -iate - repreaentaci6n irreduoibla P en el ai

niao cerrado qaa e-tiene• E, y no an el aini- cerrado que 

e-tia- • r., . Sea f. un coetlciente di.ati.nto de cero de P • 

51 f •• c-lquior cooticlonto do un• roproaentac16n irradu• 

ciblo porto11ociont• al mini- cerrado que contl•n• a I& , la• 

relaciono• do orto1onalldad no• •••1uran que 
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y HU róraula .. cumple para cualquier a E e(E1o) (Propoai

oióa 7.1). Puesto que 

~ l(G'\llf'}clcr 

la hacilm J DO pertenece. 1P(E1.\ • lueso dl<C,).p sce .. ,. 
lo qae contradice nuestra hipotea:La. Coaclu:1.-• que ai fJ(E,) = 

= C,(E'a,'. loa alniaoa cerrados que contienen • e, y , .. rea-

pacti-ta, aon :Ls-1••· //// 

Da1'1a1ci.lm 7.3 Dec:Laoa qua ua conJuato· !;, de repreaentac:Lonea 

da 'j -ti- ad'icientaa repreaentacioaea ai el mini•o oon

J11Dto de rapr••-tacione• cerrado que contiene• ! ea el con

Jaato de tocia• lea repreaentacionea de (f . 

A partir de la propoaicióa 7.2 ooacllliaoa que ua conjunto 

f de repra-taci-• tiene aut'icientea repreaentacione• ai 

iJ(e\ ea tocio el aaillo repreHntativo. N6a aúa, ae concluye 

da la 4-atracióa a eata proposición, que ai ~ no contiene -

a..Cic10Dtaa repreaeatacionee, eziate 111U1 repreaentaoi6n irre

diu:ible P de ' tal qua ai t ea un coa'1c1ente de P y '6 S{E) , ODtoacee 
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D•Cinición 7.1¡ Una ropr•••ntación P do ~ •• dico qua •• 

!!!! ai •• inyectiva, ea decir, si -p•a a ~ continua a in

yectivamente aobro un aubgrupo 'f1 d•l grupo topológico 

6 L(d, C) , donde el ea 01 grado de P . 

peo 

1n G L {el, C) .. c-a1dera 1a topologia caue 11ace del -

l": &L U, C\- C1 deCinido por 'V ( (Cl.1\) : 

Propoaici6n 7.) Si ~ aclaite una representación Ciel P. , el 

c-janto l &, fe) contiene aaCicientea repreaentacionea. 

Denotu--• por J. el. grado de P. y P.<.cr\: (~,lf\) 

.!:.!!!!. • - s-
, 

- runción continua aobre 'j • y aea o. un nú-

-ro r-1 -yor que cero. El anillo generado por las Id!' tun-

ci-• J.¡, (G"l . ., i.,lt'\ contiene una runci6n ,. tal que 

para todo C' • a, , 

a la• partee real• 1-giaaria de loe coeficiantea de la -

tria tg de grado J. ... decir, e1 e,, .. el coetioienh da 

en el 1-i•i- renclón '/ la J-••1- col111111a, 



~,. lj .... ,,.,\ (C\ + IJ=i 1 .. + .. ti-,h•t lf.\, , .,¡.,.•el. 
La repr•••ntaoi6n P. -p•a • (j continua y univooa••n

ta aobr• un aubsrupo Cf I de G L (de,~} • Pueato qua lj •• 

coapaoto, P,. •• un ho••-orf'ia•o de 'i an C:,1 y 'f, •• co•

paoto. Q,ae P. •• boaao-rf'i•- •• deduoe del. heobo da qua 

., : GLY•, e\- cd~ def'inida por .. (lQ,.\' .. (t.., ... , l,.z.\ 
dollll• 1».: .... ,~, = a.,, •• bo••-rf'ia-, y J.a :laas•• de -

cual.quier cerrado •• ~ y por lo tanto compacto, bajo P. •• 
coapaota •• 'Í• ; lueso al apl.icarle 'f' a eata im6gon obten•· 

-• - cerrado de ,:'-a., •• decir, la iúsen de cual.quier ce

rrado - ~ bajo P. •• cerrada, por J.o que P. ea ho••o•or-

~ ,. .. 
s- • : .,--____.,. ~ def'inida por ci, (.a,,., • • •, l,,.J \ ,: 

= (c,, .•.. ,c..., ), donde C.. .. J.a parte real. de bi ai 1 ~A ~c6.? 

7 t!,. .. la pote 1-&inaria da b-'-•1- ai tJ: , .i • adl . 

Si 'f : 'f -~ daf'inicla por r.f (C"\ = { .. , lkCrl\, ..•. , '5wl(J.'f>\\, 

u: 
aobre - aubconJunto compacto k C: \tt . La f'unoi6n 

f.., ::. ~-lf-• •• - f'unción continna def'inida aobr• k . Debi

do al taor•- da extana1ón da Tiatze (p. tlt9 ( 11 ) ooncluimoa 

que fa puede extender•• a una f'11Dción continua definida aobra 

todo fJ!"" . l•&uir•-• denotando por fs. a dicha aztanaión. 

Paeato qu• k •• co•pacto, •• acotado. Saa fll\ una cota para .. 



laa coordanadaa do loa puntoa de \(. Por ol tooro- de a• 

prox1-c1ón de ~eieratraaa (p. 95 ) aabomoa quo exiate 

un polinomio Q t ~,, . , , .. , 1i,&I'=- (ij(>j) tal que la daaigualdad 

\e"<.~,- cQl1$,\ ~ a. 
ae cumple para todoa loa puntoa ':t :::. ( lj,, .... , ~,¡1) tal ea que 

1 ~IL \ ~ ¡.\ , 1 ~ lil, ~ :t.l! • Dot"inimoa la función t1 por 

fóraala 

f, (o-,= ~t'::1,lft.<.V'\\, •••• , ~1..:lP.lG'\,) 

Entone ea teneaoa que \ ~ (.G'' - ~\ ( q \ \ E. 0. ~ <r E 'f 

la• 

En efecto, 1 ... ..,,.,\ l ~ l"') = -k t 1.,4 <.4'\ + Y..ta <.f\) 

~+41.(a-1\+'1 l9.,,,, = i f.¡ (v.,.,.-)-~., lf\) 
laego la f11110ión &, de hecho•• un polinoaio en laa funcione• 

Yv¡ll'\, "t,<. .. ), y aai, el le- probado. //// 

Probar•-• ahora la propoaición 7.). 

Saponpaoa que el conjunto l 9a, lf. i no contiene aufi-

et-tea repreaentacionea. De lo que hemoa viato haata ahora, 

pod-• conclair qae existe una funci6n continua f # O de 4i 
en e . tal que a1 , ., c,(t. P •• ,.1) . 

l t,11'\ f Url d q- = O 
~ 

Pueato que ~ ea continua aobra un compacto, •• acotada. Saa 

'" tal que 1r<.'IF\\,m .Y.f'E'11 . Como i¡<r\P<tr\dff" >O 



pod•-• oncontrar un nwuro Q. ? O tal quo 

Por el i.-, existe una f'unci6n continua I, e c,(tP.,,.\) 

tal que \ , (G'\ - 1, (G'\ \ 6 O. "t G" • 't . Se concluyo que 

\ ~Jc,lTl~hlr\ = \ J,(Fl•,-t,lG"l\Í(G"\ c&G"\ ~ 

~ "4lht"\-l,<.t'\\ll<.•HdG", ª'" 
lo c-1 ••contradictorio.De oato -do, la propoaición 7.3 

q,lacla probada. //// 

Propoaic:Lóa 7.,\ Sllponpaoa quo un grupo coapacto (j aclaito 

al-• - ropreaentaci6n Ciel. Si "JI •• un aubgrupo corra

do de C:, , -toncoa cada reproaontación irroduciblo do lf •• 

de -1tiplicidad -yor que cero on la reatricción a 1'f de al

S- repreaontac:Lón de e:¡, 

0-strac:Láa. - s- P. aaa roproaentaci6n t'iel de (f y aaa 

1\. la reatricción de P. a #f . Bntoncea "• •• una repre

aoatación Cial de R , y por lo tanto el conjunto l "9,i.1 con-

ti- ald'icioatoa ropreaoatacionea do 'll So concluye que ca-

da roproaentación irroduc1blo de 1'f •• do multiplicidad -

yor que cero en alguaa roproaontaci6n do la forma l\o 'l.''· ·'l. 

~·· 'l.l\.t:'11.'I.· ·lit\., poro cualquier roprHontacl6n do ooto tipo 

•• la roetricc 16n a /f do alguna roprooontac l lm do ':, dol 
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. o ..... i\> • ... ,.i ... ,,. 
tipo f'• .. • //// 

Proposición 7. 5 Supongamos quo un grupo compacto ~ admite 

al aenos una ropresentaci6n fiel y que '1/ os un subrupo ce

rrado de lis . Si '1/ • '1f , entono•• existe al meno• una re

presentación irreducible de':, , distinta de la representación 

identidad, cuya restricción• 1/ ••talque la repreaentaci6n 

identidad de lf •• de awtiplicidad -yor que cero en ella. 

da el••• .R 

Seleccionareaoa una representación Pa en ca

de repreaentacionea de 'j . Denotar•-• por~ 

• loa coef"icient•• de Pa . Cada !"unción f del anillo repre

aentati Yo B de {í puede escribir•• de la f"oraa 

donde ll corre aobre todas laa el•••• irreducibles de repre-

PA 
aentacionea, y loa CJ,t aon conatantaa del•• cual•• aól•••n-

te - n6mero l"inito aon diatint•• de cero. Haciendo uao del•• 

relacio-• da ortogonalidad ton•-• que 

E' a .. 

donde f •• la repreaentación identidad, ya qua au único coe

f"iciente •• la l'unci6n constante i , •• dacir, d.1~ • i . 

Suponga-• por un -••nto que la roatricción • 1/ de 

1t 



laa rapraaantacion•• Pa, ,4, E con R. irraduoibla, aon ta

l•• qua la rapraaantaci6n identidad da# no•• da mult1pl1-

c1dad -yor qua caro on alguna da allaa. Entone•• la roatric

ción da cada ol.&~ a 1'f aar, una combinación linoal da coo-

Ciciantaa da rapraaantacionaa irreducible• da 'lf , y ai P,. r# 

+ E aata axpraaión involucrará a61amanta coaf'iciantaa da re-

praaantacion•• irraducibl•• da diatintaa da la rapreaan-

tación identidad. (Ver de-atraci6n a la propoaición 7.1). 

Por al••- argumento empleado para probar laa igualda-

dea -t•rioraa, conclui-• que 

doada I (•, 1'\ •• la integral da Haar invariante aobra el -

grapo compacto #f , nor-Hzada· como H uaual, I (..1, 1'\-=l. 

... 1..,.1 .. d r< e, ~ \ = f, ,.,.,\ ,., , ae cumple para 

toda• la• f'ancioaaa t, del anillo rapraaentativo fJ , •• cimpl• 

t ... iea para cada f'unción continua aobre C, ya qae por al le

- aaado ea la d-atrac16n da la propoaic16n 7.3, cada Wlll da 

eataa Cancioaaa puede aer aproxi-d• tanto c- ae quiera por 

raacioaea ea 9 , ea decir dadoa l "> o y f: 'f - C: conti

nua, exute f'• (J tal que U,.-, - ''lt"I\, 81& V- CI" e '1, 
1aeiso \IU,lf\-J'f''°"'•'"\• \IU,ln-IU',#C'+ 

~ .k,/'<.G"lcl" - f,; ,,G'\•h· \ ~ \IU, .lf\ -IU', 1()\ + 
11 



y co- E. oa arbitrario, podomoa concluir que 

I (t,#\ = Ír,/'q'a~. 
Puoato que 1f •• distinto do '1, oxiato una funci6n con-

tinua f aobro 't la c-1 aatiafaco laa aiguiontoa condicionoa: 

11 F •• anula aobro 
.,, 

2) ~ DO •• idéntic-onto coro sobro (i 
Bata afir-ci6n la podemos hacer debido a que implicitamonto 

••t-• auponiondo que el grupo (if •• de Hauadorrr, y todo -

P"IPº topo16gico Hauadorrr y compacto ea no~l, do modo que ai 

\J'E 1f' oxiate una r-ción contin- I aobr• , tal que f H 

coro ao11ro "11 y fe~\ .. 1 • Bntoncoa ton•-• qu• I l r f, 1(\ .o 

y por aor I, contin- y no idonticamonto coro, aobro He oxia

to - ,rocinclad aobr• la c-1 f :/= D y co- la medida de Ha•r 

do - Yocindad •• -yor que coro, pod•-• concluir que 

lo qao contradice el roaultado obtenido anteriormente. Do ••t• 

aedo conclaiaoa qua oxiato al -noa una roproaontaoi6n irredu

cible do 'AJ diatinta do la roproaonLación identidad, cuya roo

tricci6n a 1/ •• tal que la roproaantac16n identidad do -H •• 

do -ltipllcidad -yor que coro on alla. //// 
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Sea ahora C1J Wl grupo de Lio compacto oualoaquiera, oa 

decir, no aupondroaoa que tj admito una roproaontaci6n fiol, 

Sea Yl, ol conjunto do olomontoa G' E (Í¡ loa cual•• aon ra

praaantadoa por la -tria identidad on todaa laa rapraaentaoio

naa da 'Í , ea dacir a1 G'E )t , P(cr\ ea la utriz identi

dad para cualquier ropreaontaci6n p do 'i . Claramante EE n 
., dabido a q11e a1 tr, ~ •)? , P(az \ :. p (.cr\ P (:r) , oonc1ui

-• que lf'C E )1_ , ea dacir que "Y?, •• un eubgrupo de 'i 
Paaato 1111• acor--• qua una repreaentaci6n de Wl grupo topoló

gico ea - •pao continuo, si O-E )te, entonce• exiata una -

ropraa-tación P de ~ tal qua P($r) no oa la •tria identi

dad, y c- G L l¿, e) ea 11auadorrr, oxiate Wl• vecindad a

bierta do P(r\ que no contiene a la utriz identidad, luago 

la iaigan inveraa do oata vecindad bajo P ea una vecindad a

bierta da G" , ea decir 'Yl' •• abierto y por lo tanto )t ea 

cerrado. 

Da_t_a por 4,, al grupo ~ In . Cada raproaontaci6n de 

" ...... a )Z aobro la utriz, idantidad, do eata •nara de-

r .... - raproaentaci6n do tj, . Reoiprocamonte, cada raproaon

tación do 'f, correapondo • una roproaantac16n do q,, . Conclul

-• qua loa an111oa reproaantativoa da ~ y ~I aon iaomor

roa. 

M6a aún, et (f. ~ , con G' ,/, itl , entonce• axlaLa una 
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rapraHntac16n P da {i1 tal qua P(cr) no H la -triz iden

tidad. Concluiremos da oata hacho qua tj, admita una represen

tación fiel. 

Puesto qua 'i,1 oa un grupo da L1a, exista una vecindad a

bierta V del elemento neutro E1 do 'i• la cual no contiene 

algian aubgrupo da ',, (p. 127, La- 1, fa VIII, Cap. IV (21 ) , 

denote-• por f al coapleaento ele V, en (i, . Si P ea cual

quier rapreaentaci6n ele ~I , clanotemoa por )1 ( P) al núcleo ele 

la repreaentaci6n P • Claramente )? ( P\ ea un aubgrupo cerra

do de 'i• , y la intersección ele loa grupos )'1 (P) para toda 

repreaaatación P ele (i, ea {c,J • De aate modo taneaoa 

•-•to que f •• compacto, existe un 

da rapraaentacion•• de c:j, tales que 

conjunto f'inito lP,, ••. ,fJ, .. 
{ Q,Y\lP,.\\f\f:. q 
aon una cubierta abierta h af'acto, loa conjuntos )'l ( P\' .. 

da F • Coaclaiaoa ~· que () Yl (P.) e V, ~· 
•• un p,apo, iate deber• aar ll,} , debido a la propiedad da la 

waciadad V, • Af'ir-a antoacea qae la repreaantaci6n P, + • • • 
+••••+ f'11. •• una repreaantac16n f'hl de 'f1 . Bn efecto, ai 

cut; ., lP,+·····+f.,,:. P.lcr\~···· • P.,lcr, .. 

la _,rtz identidad, antonc•• f'4 lcrl .. la matriz identidad, 

para 1 ~ .. " IC. , lue10 cr 6 fllH~l , y por lo tanto cr • &, , 
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y e1 (P.+ .... + f11,) lcr\ = lP.+, ... +t'")lz) 

(p,,. .... +f11.\l&\ ... {P,+····'°P.\l1r1'C.\ , 1uogo cs·•r• 
= E1 , por lo tanto CS" = Z' • 

Propoa.io.i.6n 7.6 S•• q, Wl grupo do U.a coapaoto, Bx.iato wio 

raproaantación P do t¡ con laa aiguiont•• propiedad•• 1 Ca

da •l.-ento dal núol.oo do P tiono c-o 1-s•n baJo cual.quior 

otra roproaontación do ti, a la -triz idontidad. Loa coof'i-

ciento• do l•• roproaontacionos P )' p f'orman wi aitoma -

do e-arador•• dol. anillo roproaontativo do 'j 

0-atración.- Sab•-• qae ', /1/,: 'f1 adaito una repreaon

tac.i.ÓII f'iel P • pero eata da lugar a wia rapraaantación do 

Íf . qua aegu.ir-• donotando por P . Bl núcleo de P •• 
l1, • •• decir, •i <r6 )l , CI" tiene co- imagen a la matriz 

ideat.idad baJo c-J.quiar repraaontación de ~ • 

Sab-• qao -i•t• un .l•o-rf'iaao f' antro loa anillo• 

ropreHntatiYoa do 'j y ~' , .. decir a1 , • 6(t) . •et) E 

E.sl{f.), y ,l.~\:lf(f)<.i'\ , dondo «: <r)t. De Hte 

aodo, ai ' ea - coef'iciente da P , f (t) •• el ooaf'ioion

ta corraapondionta de P co- repreeontoclón de "J1 , 
Sab-e ado•e que { P1 P} contiene auf'iciantaa rapra

aentacionee de ~I , ea decir ei alnlao corrodo qua contie

ne • lP, P } ea el conjunto da repreaontoc ion•• de (i, , )' • i 
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Wl'\ ee un elemento del anillo repreaontativo de 'f, , con 

~E e{f.f', 14' (1 \ H combinaci6n linHl de coeClciontH lf'("\ 
de repreaentacionee irreducible• de q;, , con ~ coeficiente 

de la correapondiente repreaontac16n de 4, De Hto modo f lf\ 

ea comb:Lnaci6n lineal de coeficiente• 11' lh\ de repreaentacio

ne• de multiplicidad -yor que cero on ropreaentacionea de la 

, de eata ro .... cada coe

ficiente lf' (h \ de una de eataa repreaentacionaa eati en 

e(lP, ''\ ... decir cada coeficiente~ HtÁ en ellP.fl). 
(B:n el priaer caao ae conaidaran P y 'f> como repreaentacio

ne• de q,, , en el aeg,mdo co- repreaentecionea de 't ). 
Pero d "'(I\ H collbinación lineal de loa coeficiente• 'I'("\, 

entonces f ea coabi-ci6n lineal de lo• coeficiente• 1, , •• 

decir, f E lJ (l P, f)}) , de -do que loa coeficiente• de laa 

repreaentacione• P y P tor-n un aiate- de generadorea del 

//// 
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\ 8 LA BSTRUCTURA ALGBBRAICA DBL ANILLO RBPRBSBNTATlYO 

Co•en...,oa eate pArrato aoatrando laa relacione• alge

braica• entre loa el .. entoa del anillo repreaentativo t9 ( 4,) 

donde t;, ea - grupo de Lie coapaoto, y entre 1111 conJ-to de 

.. naradorea de 6ate. Poateriormente ae considera el conjunto 

en pri-r lugar de 1111a estructura de grupo y poateriormente de 

- topolosla con la cual )1?(64) reaulta aer un srupo de Lie. 

Denotareaoa por ~ a un grupo de Lie compacto, y por $ 

al IIIÚ.llo repreaeatativo de ~ 

Si P ea aaa repreaentaci6n de lj • denotare•os por el(~) 

al vado de P , '1 por o(,: al (A;,i) -coeticiente de P 1 1 • 

~..i,j~~('). t, ea por lo tanto el anillo generado por laa tun
p 

ci-• oL,1~ 

Sall-• que exiate un conjunto tinito de repreaentacionea 

da 4 el c-1 contiene auticientaa repreaentaciones. Si 

\P., .... ,, .. 1 .. tal conjunto, lH tuncionea ol.,~. 1 6 A,a 4, tllP.), 

1 ~ ll ~ 1, for-n un conjunto de ssneradorea de 19 • Deaaamoa 

encontrar laa ralacionaa algebratcaa qua sa verifican antre ea-

toa 1•nerador••• 
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Ser, conveniente introducir nuovaa variablua indepondlen

P 
tea &l.¡¡ te" 1 ., ,, 6 ._ ,l<,,P). p corriendo aobro todaa laa 

repreaontac1one• de ~ • Sea 1.t el anillo de polinomios con 
p 

laa variables CA,ª con coofic1entea on ( • (Puado oxiatir un 

núaero infinito de variables, pero cada polinoaio contiene a6-

laaente 1111 núaero finito de ellas). Existe un bomoomorfia- do 

U. en B 
p 

aobro el. coeficiente a("• 
correspondiente. Sea (( el. núcl.eo da ••t• homomorfiaao. Noa 

propon•-• determinar lL exhibiendo un conjunto de generado-

A cada reprea-tación P J.e aa.ignaaoa la -triz UlP) de 

srado j.( P) cnyoa coe!'icientea aon loa ~ correapondientoa. 

•tre loa pol.inoa.ioa perteneciente• a (i. ae encuentran en par-

tical.ar loa aigaientea 

u Loa co.r.1c1entea de 1aa -tricea U (.P. ~,.,-lu<.P,\+ O(.P,\) 

u U\ lf P .. \ _ u un -i o<.~\ p•r• toda• 1 •• poaibl.ea e1ecc10-

y Pa.. 

2, Lo• co.ric1-, .. de 1aa _,r1cea UltPt·•\- ru(P) r·• 
....._ I ea c-lqu.ier -tris regular de grado el (. P\ . 

)) El poli-1o U.~ - ! . donde E ea le representación -

ad-tidad da 't . 
Propoaacióa 8.1 Loa polinoaioa aancionadoa en 11, a) y JI ror

-• - conJ-to de a•noradoroa dal ideal (¡, • 



D•-•traci6n.- Sea ti:, el monor ideal qua contieno • loa poli

naaio enliatado• en 11, 2) y)). Tenemo• que probar qua Gt • 

:. <I, • 

Seleccionar-• una reproaentaci6n do cada el••• de r•

pr••-taci-•• irroducibloa. Sea l P, \,.,._ ol conjunto de re

proaentacion•• obtenidaa do oata forma ( ~ algun conjunto do 

111dicea). Aa•sur-• que cada polinomio on 'U ea oongruonto 

con alguna coabinaci6n linool finito de las varia-

Ba euficiento probar 

eato para la conat-to i , para cada variable , y para 

el producto de cualoaquiera doa de oataa variablea. 

T-• quo i : U..~ v,io.&Ci,\ , y E os una de laa ropro

aentaci-ea f, . Si P •• cualquier repreaentaci6n, axiata 

una -tria ragular ft tal que P-: f l P,-.- ·· · ~ f',._' 'f1
, ,., ···, fl1o e ... 

Se e-laye qua loa coeticienua ele U(P) aon congruentoa modu

lo (Í¡ con loa corroapo'lldientoa coeticientoa de f lU lP11, °'"º" · 
... + Ol~\r' ' Y• qua loa cooticiontH do u ( p \ aon con

sra•ntH ...... lo (ji COD 109 cooticiontoa , UO',,+••••~,, ,-•, 
y oatoa a •a "'•• aon congruente• a6dalo 4' con lo• cootioion

tH do 1' lulP,.,\, .... +UlP,.)\f'y 1• congruencia os tren-

coabtnacion•• llne•l•• r1nlt•• del•• vartabJ•• 
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pfl 
oluiaoa que l•• variable• U.,.t aon 

una coab1naoi6n lineal finita de laa 

oonsruent•• 116dulo ft, • 
P, 

variabloa U,, , Final· 
p p• 

mente obaervamoa que l,l.¡a u.,, •• un cooficionta do U (P\ 'l. U<.111\ 

y por lo tanto coqruenta m6dulo G:, con un coeficianta de -

U(Pi ~·, , •• decir, el raaultado anterior noa dice qua •• 

t-bien consruente aódulo O:, a una combinación lineal finita 

ele laa variable• • Nuaatra afir .. ci6n ha aido por lo tan-

to probada. 

dond• 

Sea P c-lquiar polinoaio en el idaal G. • Tonomoa . "• P:. 2, (11, Ut¡ 
.C,a,f 

' loa a;• aon conatantea. Puaato qua Ci, C: ti. , f E t.i. y 

P- ¿_~U,,E'1,, P-tP-2:at,urf) =- L.~~,E (i.1 

~.,. J' tan-• qae /-(Jjf0(,1.I = O • Multiplicando por ""'IO. , tenamoa 

..... Z~oc¡.~=º ¡ 

-• por 1•• ralacion•• da 

intagrando aobra el grupo ~ obtane-

' ortogonalidad qua tlaa • O para to-

' da• laa 4a, qua aparacan •n la auaa, conoluimoa entono•• qua 

f 6 ti, , La propoaici6n ha aido por lo tanto probada, / / / / 

Si conoce-• cualquier aiataM de senaradorea 4 z,, ,. , , , ».,] 

dal aaillo repr•••atativo 8 , pod•-• obtanar laa ralaoion•• 

•ls•braicaa entre eatoa ganerador•• en la aiguiante for .. , ••· 

9 pr••-e cada °'-'• 00- un polino1110 en ••• canho6w•• :r. Y 
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aubatitui-• ••ta• expreaionoa on loa rolaaiono• ontra r,naio

ne• J laa cual•• raaultan de ll, 2) y )) , 

latudiaremoa ahora loa homomorfiamoa ~ dol anillo r•-

pr .. entativo & en el campo de loa número• oompl.eJoa, Si 1,, ... , 

, .. , a.. for-n un aiatema de gonarador•• de ti un homomorfi•

mo e> queda determinado cuando loa número• ID'1,\•Cl,, _,., ~Cla,\aClooi 

eatb dadoa, Bato• númaroa no pu•••n to .. r•• arbitrariamanta, 

deberin aatiafacer la• rel.aciones p lea,, ' .. ,,cs.\,: o • donde 

9 (~,, . , .. , , .. \ :. O aon laa rel.acionea que ae cumpl.en entre 

Z!, ... . , 2• an tJ , Concluimoa qua loa homomorfiamoa da tJ en C 

pueden identificara• con loa punto• de la variedad al.gabraica 

dafbdda por l.aa ecuacionea P -s O , 

Defiaición !.t Sea 9 el anillo representativo de -..n grupo de 

Lia co .. >11:to t . Bl conJ,into -Jo homomor<"iamoa de B eu C es 

l.laaado 1• rariaJad al.¡abraioa ••ociada !. ~ . Bata variedad 

daberi d-tarH por )n ( (f) . 

Si UD ai•t- "1• genarndorea \ ••, .... , 2-, 1 eati dado, el 

coaJunto da puntoa "'• ::. \ (.iD'I,), ... , l.0(1•'\ e C"' / 111 6 ln('lf) J 
ea 11 ... c1o al~ y~ corraapondiento a loa ganarado-

rea il,, ... , z,.. 

Oefiaici6a 8.2 lea R. al conjunto da toda• la• repr•aente• 

cionaa da un crupu da L1e r.o•pacto ~ , !Jna ropr•••ntnalón ria 
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,R. •• c:ualquior 1D4poo ~ ol c:ua l a•i1na a cada P• R. una 

_,r1 & ro111ta1· ~ (.P) do 1raclo igua 1 a ci ( P) on tal ror- quo 

l•• •1ualdadea 

~ l P, + P,.) : i; (.\\ \ + 45(.P,) ~(P.~ P1.)" <;C.P,U( C5LP,) 

~ U'Pfº'' ~ r4j(P) r·1 

ae aatiaCacon para roproaontocionoa P., P1. cualeoquiera y pu

ra c-1,uter matriz regular t de grodo el ( P) 

Seo l.:> c-lquier homomorCiamo de fJ en (: • Aai1namoa o 

cada rapreaentac:ión P la -triz $.)(.~) cuyoa coeCiclontua 

aon loa núaeroa ~ (o(,~\ , \ !ai,J ~ el (9) ; do Hte modo ob

ten- ,m -p•o 5.o el cual aaigna una -triz a cada elemen

to de '1?.. 
Propoalción 8.2 Si lb e Y7l(G¡\ el -peo S',z, ea una repreaen

tacióa da fl . 1:1 -p.o IZI__. ~ H una biyecclón do /1l(C,} 

eobre el -nJunto de repreaentacionea de R. 

o-a~raclóa.- Pueato que 4Sia (.R + \>1. \ .. una matriz do gra

do el ( P. +\'1. \ : '1 un+ el (a.' ouyoa ooaCioientea aon loa nú-
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ea deci.r, loa coafl.ciontea do S11>lt\\+~1D(P.,) , concluimos 

que s~ l ~,~~,: ~li)\.~\ + ~cZI(~) • La matriz ScZI lP, jf'1.\ 

Uene co- coeficionto on d .Á.+dl~1\l&-\\- ronglón) la 

ll ~ cH ~H 1- \ \ - col u-• al nú,aero 11' (ol.\ai,l \::. ~(p(.\ \a~,\ 
u deci.r al coeCicionte ( .i+cl(P.\(4-1\, k ... 6lP.\lt-1,) de la 

.. triz ~( ~\ ic;i;,{1\.) , do donde 5.:a l~ll\\): S.l9.\ ~~lR\. 

Por aer CD h-morfiamo, claramente tonemos qua !o (l Pt·1 \ = 

: l c.,(p\ ¡,-• . Para probar que $'-' ea una roproaentación de R, 
.,er.i aut"icionte probar que la matriz S'.:> (P) oa regular, con P 

1111A representación cualquiera da~ • Bn primar lugar tanomoa 

q1&e t>•(G') tp(~\=- é, 't~E-(i, donde E ea la matriz idonti-

üd. Se concluye que 

Puesto qaa ~ ea UD homoaorflaao, tenomoa 

Z 0 (ex};-\ e:, (ot:11 ) : ¡o. 

' Do eau -do !.al'ª) •;0 lP) : E lo q1&0 domueatra q1&0 !c., l P) 

•• regalar y que 

por lo tanto Sea> •• une rapr•••nteción do 1l . 
Probar•-• ahora la ••gumte parto de le propoatción. 

Si ..,1 , ~ll, 8'>n olaaentoa d I et lntoa de m ('f) , OKiete 



una runclón rep1·eHntativft o(.~ tal quo ID, (oe.fa) :1,. CO, l~: ), 
de donde Si;,, lP\ T- ~ 1 U>) , H olocir S111, =#, SJ»'t. y por lo 

t,1.nto el -poo c.) .,. ~ ea lnyoctivo. 

Pinalaenr.e, aea ~ oualquio1· roproaontación de R. . a ca-

p ~ '\ da var:i.ablo "-it le aaigna-• ol número ID (C&i¡ que ea la -

(..: "i) entrada do ! (P) • Puoato que laa variabloa Utf aon 111-

gobraic-n\o .illdopondiontoa ÍI 

t:1.- (tambi6n denotado por 3i 

puedo oxtonderao a '1111 11-mor

) del anillo do polinom:loa 1( 

•• e . Paeato que s ea una reproaentación de R ' loa po-

1:1.Donoa doacritoa en 1) y~) aon clar-onte mapoadoa aobre co

ro. llla aún, aoa E la rer,roaontaoión identidad. Bntonoea !(E) 

•• - náacro dlati.Dto do coro el cual•• lgnl a au cuadrado on 

Ti.rtad ele la igualdad E ~ E= E • So concluye que ~(E)= f. , 

de eato modo jJ; l U.~ -i\ :. O • 

Por la propoa:lc:lón 8.1, loa polinomio• del ideal~ tionen 
,_ 

e- iápa al cero bajo ol ho--rfiamo lfl • Puoato que fJ -

pa-4e aer 1:1-titicado con U/t;.. . ve-• que Í! doU.no en ror-

:. S• , 7 la propoaic:l.6n 8.2 queda aai probada. 111/ 

Obaer•ac:lonoa. - He-• proba-to q11e al ~ ea una repreaontaci6n 

... 1l, , entonces 

S(I>*\ -=- (~lP))• 

.. ra cualqn:ler repreaentac16n P <le ~ , 
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Sean ~ 1 , S\. d.,• repreaentaclonoa cualoaquiera do :R. , 
o\rir--• que ul -peo P - !,(P)~'U>) oa de nuevo u11a • 

reproaentación de R, donde ~-I ••el-peo que aaigna o cada 

. s;:• l P. ... ~,':, [ ~,('-\ .¡. ~(PS\ ( e;.;,• (P,H '!,~ lP'&U = 

: 4$,UWS~'(P,\ + ~,l\\a) ~;• (P1t\. 
llatr.cialaente ton•-• 

e•P,--s, lP.~V&\~;· lP.i«t>a.) -= ts.u,.,Jt~,lP")\ (~·o.,i 
-t~l, ... ,1: ~. l?.\Si' t,,, lr$.lP1.\;~ un. 
, P ,-,__. ~.c..,v r·•\ ~;· t11>r··\ = cl'~,u,, v·•r ~,l\>) r·'= 

= r~.u,,s~tP\r-1 
i 

Por tanto el conJ11Dto de la• repreaontaciones do .R forman un 

p-apo, s1-clo el •1•-nto neutro el -peo que aaocia a cado ro• 

pre .. atacf.óa P la -tru identidad de grado el (P\ , 

Defi.JúciÓII 8,3 Haciendo uso de la correspondencia establecida 

por l• propoeJ.clón 8,:i entre lo• •l•••nto• d• 'f17 (C,) y las • 

ropreeentacion•• de Jl, pode•~• definir una eetructuro do gru

po en )17(C,,\ , El grupo obtenido ar. aste ror- •• llamado el 

~ al&obraico ••u.,iado .! ~ 



tntroduacamos ahora uno topologla en 1'7l((j}. A oada oon

Junto de generadores li,, ·· ··, 2 .. J do 9 le oora•espondo un mod•· 

lo M2 de m(GJ) , y loa •hmontoa de "fTl (GJ) HtAn •n oo-

rreapondencia biunlvoca con loa puntos de este modelo, os de

cir a cada .., 41! )7l (q, \ lo corrHpODdO un punto ( lo) ( », ), • • • 

... , ,., ta-)) E Ha c. t.* . Puesto quo MJt e C'". a Ha le con

sideramos con la topología inducida por la topologiA de C ... 

La correapondencia biunivoca entre ')17(4, \ y H-, da lqar a -

una topología en 1Tt(ff) , ea decir, ai {i: Yf'l('1)- Hi 
ea t.al que f (C.,) ,. l..,<..a.\, .•• , "'º!•\ , este -peo ea hiyecti

Yo y le daaoa a 'm(C:,) la topol.ogia que hace do + un homeomor

Ci-. Veamos qua oata topología no depande de la olecci6n del 

aodelo ti\.,. 

s- M~ otro modelo para el conjunto de ganeradorea f.a,',••• 

···, ~ 1 . .Bntoncea cada .i, puede expresara• como Wl polino

aio n ~, ..• , 4 , y cada JoJ puede expresara• como un polino

•io n .. , • ••, Lt • Sea :. :. l),t¡,', ,. ,., 2',), ···~ A.• P .. {l.~ •••, 1- l 
~ s. P:la,, ... ,~\, ..• , a:.,-:. P~~., ... , L.).sea lll(il.\, .... ,~,1~\E 

4E Hz 1 0 e m(t; \. Sea f: K2 ----, H,. detinido por 

f(cJ4.2,\, •••• ,Q(3.,\)-. t.:,r..a,'\, •••• , .:,~a.;,.\) • c1aramonte 

J: H biyectivo y fC.\,,,.,IZKI..\),. (ia,<ft<-,, •.• , ... l\, ... ,cJ('4,.,.,.,L.\)}a 

~ ( lt'(CO(.a.,, ..• ,ta~\), ... ,P.,;,l4,C~,. .. ,o(W)}, de unera que f H 

continuo. 
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F'4lmc.an •... o<.a,.\) = {.., <1,), ... ~<z .. ,\ = l \>,l1D<.1i\. ... , li) <2.&.,,\ ••. 

, ... , p.;, {C,(I:), .... ,a., (l~1l\ \ , do modo que 'f·' oe continuo, 

por lo tanto f ºª homaomorfiamo, y 111 topologi11 do mee,) no 

depende del -delo ~2 , 

See { I\, ,. , , \) un conjunto con eufioiontoa repreeenta

cionea de (j , Sea fe: ~+ ... +1'111-P.+·""'" y donotemoe por 

_J d' ~ O. el p-ado de Pe . Sabemoa que la• • tuncion•• o(,¡I 

14. J,4 ~ ~. for-D un conjunto de goneradoree de 6) • Aeign•

-• a cada úJ E )rz(.\ la -triz S.olPe\ que donot11moe por -

IO lPe\ , Af"irmamos que Hte mapeo .. una ropreaontación de ")'RCt¡) 

por -trice• de p-ado d •. BD ot'octo, debido a que 111 reproeon

taciÓII S, ~ .. u l( asocia a cada 1'& .R el producto de -

trie•• ~ (P\ S.,(.~\ , ten•-• que el -peo 1111tes -ncionado 

adeúe ol 

idkUco de m ('9 \ que denotar•-· por i;,, .. tal qua ~ lP\= 

::. E doada E H la -tri.z identidad da grado d l P\ , por lo 

tanto a o, H la asocia la -trJ.z ~cO& lPe):. E' donde E ea la 

-triz identidad da grado el., Bato de1111eatra la at'ir-oi6n, 

e- 1a. runc10 .... oe,'¡ dan 1ug•r • un modelo d• m C<t) 
la rapr•••ateción anterior de m (C.,) •• f1•1 ...... to qua 

5«.,.(.e\ =- w.(. P.\ = &a>, u, .. \ = Sot, l \l.,\ a1 r .,,1o a1 \J), = ll,• 

Sab•-• qua GjL(j,.,(\ l1eno la topologia •1u• hace del --

peo 11': ,LU,.,t'\--. t~ dertn1<10 por Cfl(CA,))-:. (111, •••• ,~411) 

•• 



donde b.i+lle(i••\: a,4 , un homooaorrLaau. Si ¡ aa la repra

HntAci6n de 'r1?('1,) dada por P.lc:1\ '=-~~ (.P.\ ,. ~(.P.) , 8 e 

C 'LC,1.,C:\ ... la imágen de P. y M1. aa 

correspondiente al aiate- do generadores 

ol modelo de )n(<,) 

{ oli~ ~ ordenado da -

tal f'- que !#'la----. M:10 sea h-eomorf'iamo, e11toncos el -

sipu.ente diagra- es conmutativo 

)n('I) fJ M1. 

'--~-J-· 
ea decir, P. 

116a 1-r•laeate, si P es cualqd.er representoc\6n de 

~ , el -peo 0 -S..,lP\ os une representación do -

'lJZ(dJ\. Denotar-• a eata represantación por ¡S 

Propo~J.ÓD 8. 3 Sea P - repreaantac16n de lf ouyos coef'i

ci-tea f'o,...a - aiat•- de 1•a•r•dorea del anillo representa-

• latonc:ea f m '" \ soba·• el oonJun-

to de todas laa -trice• ( ~' l•• cual•• tienen ln ai1uianto 

propiedad: S1 1) H cualquier polinomio tal que P ( .. · -~ ... \: O, 

e,a1:oac•• P( ... ""···'=O. 
D-atracióa.- Si ti) E m(4t\, los coertch11tH de lJ(&O\sdllP) 

.... loe n6aeroa 11"""~ \ , Puesto que &t •• homeomorrtemo, l• 



igualdad ~ l •· • • ~ ... ):. O implica ,¡uo \' l•· • ~ t< \ .. ,) =- O 

Reclprocamonte, ••a l"-'a) una -tria que aatiafaoo laa oon-
p 

dicionea mencionad••• Pueato que loa elomantoa a,t;.'a forman un 

aiat•- de generadoroa de 8 , eataa oondicionoe 1mplioan la -

eziatencia de UD bo--rf'iamo (:> de C, OD e tAl quo ¡:> (p&.~1 ): 

= 'IC.-1, 1 ~ i,~~,l(P\, ya que d oeJa-: Yl··· oe.: ..... \, ,.,..i 
( :1, f, ent-cea Q( ... oi,; ... )= fl ... oe.:, ... \-c&!, = O ,.. Q l••• ~ .•. \: 

= P( ... )(,111 ••• , _ X.¡= O, ea decir Xii, = ~l-·· ~ ..... ,.\, ll+.i,~•1· 

Conclui-• que la -tria: l,c.a \ •• igual • Q t P) . lo cual com-

//// 

Corol.&rio,- Bl grapo algebraico aaociado a un grupo do Lie '1 
•• 1m P'QO de Lie. 

D•-•trac:i.ÓD,- Sea P una repreaentaci6n do <; cuyoa coef'i

c1entea ro .... n un •i•t•- de generadorea de ·B • Claramente ' 

ea UD i.-1'1- de p-upoa topol6gicoa de m ("4f \ sobro UD -

aabgrapo do G Llcl, (\ el cual oat6 dof'inido por laa rolacionoa 

algebraica• entro loa coof'iciantoa da P . Do oata modo, ai la 

1-gen do lJ' H U ., l: l~¡) E Uc., entoncH exiate un po

lin-io Q tal qua Gl , .. otJ;.,.):O y ~l ... i,, ... \ r#:- O, 

Puoato que Q •• contlnu•,, oxiato unn vecindad do (1.J1\ tal -

Q :f: O aabro aata vociadod, •• decir, U c. •• nbiorto, .... 
luegu U ••cerrado.Poro todo aubgrupa cerrada do un grupo de 
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Lle•• grapo de Lle, lo cual demueatra ol corolario, //// 

§ 9 ESTRUCTURA TOPOLOG:ICA DEL GRPO ASOCIADO 

Bn -t• p6rraCo ae daD alguno• reaaltadoa acarea da homao

..-.:1.- dd:l.a:idoa -br• )7'f·(flíil) y tinal-ta damoatramo• la 

, .... J.clad da do• aabsrapoa compacto• da m ( aa' obtanJ.do• en 

e- d:l.atiata, 

s- 'iJ - P'IIPO da L:1.a compacto y 'm ('f' aa grupo al

pbraico -ociado. S:I. f •• oaalq11iar tanc:l.óa partanaolaato al 

S da 'j , aatoaoaa al conJusado f da 

-rcl- 'lle e ' el cual ••ocia • cada coaetant• compleja au -

c_J.....,. Conalder-• el -peo f-,J) ,iot)ff "1,) 1 pueato que 

~---.a(f'1l • i'ifi\ s &all\11>(1\ .. 1.Dtl\ IDVI,, ~ 

4S 



o.h~ - lil(cu +tl-= c., llll +1\ = ac:, lt \ +Qll\ 

+ u, {l \ con cae. # , j 4!' 6 , co'!lcluimoa que el 

-p•o -ncionado •• .an olomonto de °)17('1,) • Donotomoa • oata 

•l•-nto por 1%>1 • 

Sea P c-lq11:l.er rapreaontac:l.án de Cf . Bntonoee 

doade P •• el conjugado :Lmagillar:l.o de la reproeentec:Lán P. 
Paeato qao {r.J,W'L''(\>}=1&.111&h.(J\= W1lf)Wt{P), conclu

iaoa ..... lc.11.11J.I"\'= w.11.J/ • Además lwl\'ltl=W'(ñ ~ i.,(f): 
-:. a,( f.' , •• decir la operac:l.611 r aparece como 1111 o111tomor

f'iao:o ,te ordaa cloa del grupo m (11) . Veamos qaa esta opora

ci.6a ea adeá• an bo--c:1.-. 

Sea \P.,••.·, P.,.1 1111 ro11J1111t.o con e11f'icientae ropreeentacio

aea de ~ , :, ••a P. = ?,~ ... ~f11í,f.+ •··\l. . Puesto que loa coe

f'ici-tea de P. f'o.--n un aiat•- de generador••, claramente 

loa coof'ic~aatea ele P. 
rea '.le 8 , ele bacbo ••t• •i•t•- •• una ¡,ermutaci6n del ante-

rior. f.:l -p•o { ... , lD(~ •• ,) ----9 (•••, .:>(o1.l1\,••• \ 'C 

=~·,C>{d~:'\, ... \ , con ,:,e ')n'(C,) ea an homemorf'i•- de H.._ 

•• t\a. , :,a qua lo único c¡ua aat•-• haciendo •• permutar la• 

coord-daa de (• • • ,~~),..) • Cl,1ramente la com1,oa1c .l.6n 

(•·••,e:)(~';¡, ... \---, ( ... ,a,~\, .. =')~(.,.,«:,~\, ... \ H ho11aa-



aorfi•-, de donde concluimos qua el diagra-

.., -----( .... .;>(o(¡~ \ •.• \ 

l l 
ºª-----\··•,.:,t~\, ... , 

ea conmutativo, lo que demuestra qua el mapeo i:>- .,, ea 

- ..__ria- de '""rfl ( li4) . 
Puesto 1¡11e ai .., :1,. ~1: , H decir ! : l· · •, e:, (oli, "' ··) + 

~ (· • ,G)l~)., .. \ ::. ~·. y .::= vecindad de il contiene 

- punto (, .. ,A(otl¡t ... \=l--·,Gtilac.J'\, .. ,,, entonces toda ve

cilldad de~ contiene eate panto, (por el homeomorf'iamo de 

- t\~ l "': t)' ---• H-. , donde t) y 1) aon loa con

J-toa dirigido• de vecindad•• de 1- y 11 reapectivaaente; ta

l•• qae 'I-~, 'l-'J', tf..:.t./', de donde Z=:2' , lo 

qae coatradioe naeatra bip6teaia. De eate modo, ai J.•2', •

date - YSCiadad V de Z. en ff L tal que ( .. ·, a>,(o<¡~"\,, .. , =# 

=#= {,,.,ca,~l, .•• ) 'l"li\C)n(<,) , H decir, el conjunto de 

c,e')Jl({f\ talea qae CD+ tlJC H abierto, de donde •• oonolu• 

ya qae el coaJanto de ca• ")'Tl(t.¡) tal9a que el) •cb' H un aub-

grupo cerrado ',, M )1l({f } . 

••• CJ c-lqaier •l•-nto de tj . 11 -p•o C ---- ~(G"\ , 



IUl eleMnto de m (lf) q.&0 donotaremoe por ¡:)qo • Si P •• 

mcoa \ •• Wl lao--rf'iemo contin110. Bn efecto 1 •• r&cil ver 

que ea ho--rf'i•-, d•-•trare-• pu•• que ee continuo. 

Sea 9. la repreaontaci6n mencionada con anterioridad. 

S:l s e G L{d., () •• la imigon do, •• aab•-· que 

P.,:)'Tl(C,\ -----,B oe homeomorf'iemo, y ai t\a. •• ol mo

delo de me~\ correepondiente al eiatema de genoradorea cu

yoe el-toe eon loe coef'icientee do fo , ordenado• do tal -

f'ac-aa qao el -peo ya Mncionado 'V: 8 ----• H,. ••• homeo-

obtaa-• el eigúonte diagr•- conmutativo 

'i ~ 6 

q.\ Y\~-· 
1-R~\ 9 ,to\a. 

Puoeto que l, •• boM-rf'i•- y P. ea continua, concluimoe 

•- fc¡, ea continuo, lo q11e da:aueatre le afir-oi.6n. 

Debido• que tj ea coapecLo, eete homo-rf'iemo tiene co

- I.MgOD 8 UD aubgrpo coapaoto (jt, de m(q,) • 
e- C.OJ lf\: \0.-U'\ -= l lcr\ - J<<r\ • ~"' U\, 

ee concluya que G¡z, e q,, • Proberemoe que Cj 1 ::. lt 1 • 



.!:.!!!!. 9 • 1 El grupo (i, oa co•pact.o • 

Do•oatrac16n.- Soa Po una roprooonta~ión unitaria cuyoo coo

f'iciontoa f'or-n un aiatoma do gunoradoroo do 6 . Para cual

quier e:, e m(G.,), tenomoa quo 

0•(P.) ': ~l'-' = ~ltD·\ ":: l~\.\>o\) .. 

por lo t.anto, ai li):l.i:)" , la Mtriz oa uni--taria. Por otro lado, P. oa una ropreaent.acióa fiel de )'J?('f), 

y por lo tanto -poa a (i, topológicament.e oobre un aubgrupo -

aorrado do U {cl(P.\\ e GLl~l\>.),C) Y U(c:H.~.\) .. 
ooapacto (Ver teoro- 1, p. , ). Coaclu.i-• que (i, ea -

coapacto. //// 

Propoa1ci6a 9.1 Soa (Á) E 'rrl ("c,) tal que ,;, = &:,< , oatoncoa 

esiato (t f: G, tal que CZ)(f \ = ~ C.G'\ -'#- , E 8. 

D-atraciéua. - Puoato quo (f, ·y (i, aon grupo• do Lie compac

to•; para probar quo C,1 = (:j1. aplicaromoa ol criterio uaado 

- la propooici6n 7.5. Soa " cualquior roprooontaci6a do Cf1 
la rootrioc16n do I\ • 'jt H una roproaont.aoi6n P do 'it. . 
Saponpaoo qao p cont.iono a la roprooontac16n idontidad do 

ft.., , oo doeir quo la roproaontaci6n idor,t idad do {j, oo do 

-.ltiplicidad -yor quo coro on P Quoroaoa ontonooo probar 

quo 1• roprooontoc16n J.dontirlad do ~I .. do -.ltlplicl.dad 

q5 



-yor q11e cero en 

Por aqpoaici6n, oxiato 1111a -tria rog11lar l' tal que 

(~O··••º\ : \\l"5\ 
o 

para todo ~é Gt . s- f-lc)\ loa coet'iciontH do la ropro

••ntación t I\ r-• d• t¡, . con I s ll,l "cHf\\ . Haciendo uso de 

la ropresonLación P. mencionada on la demoatración del le-

9.1, d-t-• por Xit a los coot'iciantoa de la ropreaentación 

9. de )17(ft \ • La roatricción de l. a {i, , siendo una ro-

pr••-tación tJ.ol da 'Í• prantiaa quo la• tw,cion•• X,1 , ~. 

t'ormac - aiat•- do ganaradoraa del anillo ropreaontativo do 

~' • Da aq-.1i •• concl11yo qua ai para IJ) E ~I 

donde cada fk\ •• 1m polJ.noaio do coat'iciantea complejo•, to-

·-· ... 
Por otro lado tan•-• qua i,, (e:>.-)= CX.,: (q-\ '4- \t' E G,, 
/ X.;alC>\ = <;>lr,l.f¡\ ~a>tct, . Puoato que el):. ,;,r. taneaoa 

..... "i~at..,,; ~\ s ~l~)-=- ~{~) 



de doade ( ....... ~ o., .... .. . . . . . . . . . . . . 
o 1t .... * 

1 1 l\tll,.\ 
Si ,e,, ..•. , e.u.\ l H la base de 1,. correspondiente a 

la .repreaeatación -tricial r' f\ r-1 de a,, , claramente el ··

pecio gellft'lldo po.r e, H i'IYA.riante bajo r I\ r-l y 

f ~(li>\f"'(~\= )-.e,, H daci.r, la rop.reeentación identidad do 

'i, ea de aaltJ.plicidad -yo.r que cero en " • Bato demuestra 

la p.ropoetcióa 9,1, //// 

Ea el caso ea qwt t., admite al meaos una representación Ciol 

P , t-ado P. :. f + P ea el la- 9,1, vemos que P. 08 tam

biea - .rep.ree-tacióa Ciel. 51 denota-• po.r 'IC,. a loa coa

f'icientee de P afi.r-• que el -peo de q, on ft, deCi

nido por \f'- ()e ea 1•o-.rC1•-· En afacto, baeta vor -

qae eete -peo ee inyectivo (La proposición 9.1 no• dios que 

ea eaprayecUYo y ya ae de-•tró qua ea bo-morfiamo). Si G', 1: • 

E 'f , _, • 'a , exhten i, j talH que ~. lq-\ 4- X.. l"t) , de 

modo qae l.i>.,(.'i,,) • ~. lG'\ +"-,,l'I) •0rll¼', 08 decir IJt'(f 'f 
CIT 



g 10 BL TEORDIA PRINCIPAL DE APROXIMACION 

Ya b-• riato (en 1- i,ara la d•-•traci6n a la propoai

cima 7.J) qaae a:i 4 •• un p-upo compacto de -tricea, entonce• 

c-lqllier tuac16n =-tinua aobre '11, •• el llaite de una auce

ai6n de tuncionea en el anillo rapreaentativo t!J de ct . Eate -

reaal.tado •• ciapla t .. bien para grupo• de Lie compactoa. Proba-

r-• eata raaal.tado tandaaental, el cual•• de~e a H. Peter y 

11. Veyl. 

T•or- •· 1 (De Peter-ófeyl) Sea 'f 1111 srupo do Lie co11paoto 

,y •- / una tunci6n cont1aua aobra 'i, . 81 Q e IR , Q 7 0, • 

••i•t• ª" •l aaJ.llo rapreaentativo 8 da lt una tuncJ.6n f tal 

qa• 
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finito. 

De-etración. - Sea I'- un número tal q110 1 e U11. S ~ liif' fe f • 
Si Ir. E 4' , el conjunto de números ,(lle\, Fe 41 aet6 conte

nido en el eubconjUDto compacto del plano complejo definido por 

la deeig11&ldad 12' \ ~ A • Se concluye inmediatamente que exis

te un aubconJunto finito ""· e:. ce con la aiguieate propiedad: 

A cada f 6' cp le correaponde una función f, € ~. tal que la 

daeig1111ldad \ ~ ( cr.\ - i. ( lt'e) \ "'- °'/4 ao cumple. (To-ndo vecin

dede• abierta• de radio~ alrededor de cada complejo FCL\ ob

ten-• una cubierta abierta del conjunto compacto S.• 

Sea Cf cualquier punto de es.U.V., ¡ tenemoa entonces que 

Por otro lado, • cada paraJa ~ , 3 de funcione• de f, le 

pode-• .. ociar UD punto cr = G' lf,, \ tal que U<cr\ - ''"' \, 11. 

Si U,t\ • +..,. i, .. una pareJa ta1 que 0-lJ,1\1 cr.U~ 
no H puede dar el caao que para I, e"'· , \ ~(G'.\ - J,lv.\ \ '°'1, 

Y 11(0'.' -1,la.\\, '% Por otra parte a1 ll,'1), (1~1')~ f.K!, 
eon t•le• que cr(f,f),G"U',I')• cr.U1* ,lFccr.\-f,<.a.\\.L'1/, v 
ln,.H,bJ\\, % . entone.. F .. F' an6logamente para f y 

1' , de -do qu• •1 "-• lleno"' runc&anoa, a lo on6a puedan 

S.00 



,..., 
e:r.1atlr l:.. A pareJH ( e 1 1' E i:t t I ia 1 .. qua <S' u.,, E 

.¡,. 'L 

E lf. UO(c . 
Puoato qu• ~ ea compacto p11edo aer cubierto por un nú

mero finito de conJuntoa \J,, • • •, "" , cada uno de loa cualaa •• 

de la for- C'., U.,,, . Pueato qua exiate a6lo un número finlto • 

de pareJaa (r,,,~ j,xt, talaa que (r(,,\\E \J, l'-A 6 r¡ 

concluiaoa que f, ea fin.ito. 111/ 

~ 10.2 Si una aucesi6n de funciono• pertenece a un conjunto 

f acotado y eqw.continuo, ea poaible extraer de olla una sub

aucaaión la cual conYerge uniformemente aobre ', 

D._traci6n.- s .. J'""O un entero. Pode-• conatruir un sub

c-Jnnto f:Lmto fJ,I, C:: f con la• siguientes propJ.edadeaa 

1) Si I , 'E f., l,-1, ' entoncH I f -j lu. 'Z % 
2) St f. ea cualquier CuncJ.6n en f , oxiate una func16n 2« 

e i.JI- tal que I f-111.1. C::. -h. 
Sea f, e f . Si ,, ••. , Ir han aido d•f'inidaa, y ai exiate una fun

c:L6n l tal ..... 1 1- - f.él '2: -h para I i:. i • Y- to-moa e,., =- ~ • 
Bate proceso illllactiYo no pueda continuar indefinidamente, debi

do al le- U,.t. Sf H tinaliN en e. haOOl908 t...,.= ~e,,,,.,'1.1. 
Saa \ J111 l m,a aucaai6n da funciona• en q, , Sea ~. al oon

J1mto da enteros _,orea qua caro, Definir•••• par induoot6n so

bra ,,µ. un aubconJunto 1nf'in1 to M,14 G Mo , Supon1amaa .)J. 'a O 

, qae Mp. ba aido d•rtnido, &ntoncH, pueata que f;14 H rini• 

"" 



to 1t JL , exiate una t"unci6n ~•• E i .... , tal q1&e la dHip•l· 

dad ll r .. -~., \ll ";. .. cuaple para un conJwito infinito de 

entero• ll'IE ~. ~)1+1 deber, aer el conjunto de •atoa enteroa. 

lila cada ~ hay llD entero ~>ji- • PuHto que M., C ~ para -

Y">.)L • tena-• cau• u .... -i.\\ll "*. U-..,.-~,'L, é. * . de 

Hte -do 1\1111 .. -J-,..\., ,} . Se concluye que la auceaión \l...,~ 

111/ 

Introd11cir-• ahora en f una operación , la cual ea un• 

s-u-•l:L-ción del producto eacalar. Si J,, E 'F •••• 

doade la :Lnt•sr•l ea la de llaar, normalizada por la conii:16n 

V-• abora le• ai&lliente• propi•d•d••r 

1) Para a~ ¡: f'iJa f • , •• 1:Lneal en 1 , H decir 

<41. +Gt.f...,,'J = a,lf,·1\ +ct1.lk1), (o..,Q ... E e). 

2) ,.,= ,., ,.. '11&8 ¡~,-¡ ..,.. J/' : Ít·,/'' 
JI Si 

Sea 

· (ahl:.1' = "*· lal+111\\,1,c¡.l•J+1,¡,. «aU·e\+o.\»U·1\+ 

+ 01, l 1·e\ ~ l1l1·1' = oHM) + 2.0\» R..(I .,, "' ~ l 1 ·,¡\ 
Paaato que ••t• eaprea16n •• uyor qua caro para toda pareja de 
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realo• (l , \:, , hac iondo Q. :. \\ «¡ \ , b = \ ~ \\ , obtenemoa que 

l R., te-1,~\. tt.i\ll\·1) ... docfr \ ~ª lf·\'\ -Jo U\\\\\. 

SH 'lf un número roal tal quo ay..f l V-1 'lf'' U·1' = \~·3\ 
Si roomplaaamoa F, por l•Jf 'f-='1,J' I , vumos que la deaigual

dad de Schwara ae voriCica 

Por otro lado 

E: 1 i 1t + :a.u • ,,u + 1\ ,u• lo cual pruoba la desigualdad de 

N.tnlcowaki. 

U +11 i5: \ti+ 11\\ 

Ahora aoa R UIUI Cunción continua con valoras complojoa, 

dof'iDtda aobro (i i 'A , la cual aotiaf'aco la oiguianto condi

ción 

St ' •• cualquier t'unci6n en f , denotaremoa por \( ~ la 

Probar-• qua "'f, f . Sea Cl >O. &xiato un• Y<,Cindad Ua. dal 

eJ-t.o idontico E E q, tal que la daot1ualdad 

\klG'p,-i,- Rlcr,i,\,a... 

•• cuaplo •i••pre que f • Uo. . &n oree to, de 110 eor aai, exie-
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tir{a wua a11coaió11. \f.,. 1 ele elemontoe do '1f , tal q11e 

J,¡,,,./'.,, ': f; 1 \ttl<rP..,, ~,- la,.l\T,~\\ °Z (1 --- \ de -nera ,111e deberiamoa tener que \ a. l11rt, -¡\- R~V, 'i\ '& Cl , lo 

Si f E: Uo.. 1 ten .. os 

ll\ \\&.UG'p\- "u\T,\:. \ ktklG"p,z\ Hr\d"t - ÍtrklV.l\f(T).ll'\• 

= \ j'1ltUG"p,z\- ll1r,1:\\H-r\~t \ ~ o.. ~lf<~\\.l-i = «. (i·\J'\~ 

~ a. • i 1\ ; lo Cll&l d-estra la contlnuidad de la función ke. 

aú aím, si ~-= S..p \kl.r,1.) \ teneaoa que 

(.4,,l\H,t•{s 

('l.\ \ k.H«l\ ~ ~ Ír,l•ci\\,h: ~ 1' U\ 

Estas dos Últi-• desigualdades deauqstran el eig11iente le-1 

~ :IO.) Bl operador \( -pea al conjunto de todas las r11n

cionea FE- F , talH que lil ~! sobre IÚI conjunto de r11n-

ci-s acotado y aqllicontlnao. 

Otra propiedad del operador ~ est6 expresoda en la rór-

.. 1a 

la CllAl •• aiallar • la tór.,l• qllP expreas el caracter hermi-

t tano :la ma -trli:. Para •leaoetrar eata róraul• ab•erveaaa que 
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1'~·1 = Je., ( ~11.(v-, t)F("1\clz)¡,a\chr = i:icr,i\fc1\jca1 clcrclc • 

= lr, {(T) ( ~11.(z, O') )l~) clq \ el 'I .:. f • \(' 

Dire-• que un número C ea el valor caractoriatico de la 

Cunci6n ll ai existe une Cunción f * O en 'F tal que l<cf: C 'f, 

Cualquiera de eetae funciono• ea llamada una funci6n caracte-

rietica parteneciente al valor C , Nueetro eiguj.ento paeo ae-

r6 probar la exietencia de valorea caracterieticoa. 

Pueeto que \ " Her\ \ ~ ,._ 1 U 

ll'fl..-ll'i-\(t,51t= [Jr.itF l(t1'"- = lÍr•'"''~l~" 
E= [ Ít;, A"'I n~1'" : A UI. 

por lo tanto loe nímeroe l t,c.il eon acotados cuando i varia en 

el coajanto de Cancionee tale• que Q i 11 = Í . Denotomoa por -

IILI a la IWliaa cota euperior de lkJ 1, UI s i. , oa de-

cir lkl-:. S..rl11t-U/Ull=i] . Claramente bil ~ l kUU 

para cualquier (E F , debido a que K ea lineal y \Ir,\ = l. 

!=!!!!. 'º·" '"' = 'M.f \ \I(~.,, /111 = i} 

DemoatracJ.6a.- 51 HI.,., 1, , tene-• que \kf-i \~ \11,UUU• 

4. \IL\ . loa C •Suf{\kJ•i\/lfl: J.J. Se concluye que \\(.J,ni 

~ c. UI"' paro cualquier P E f' IHn I y J doe Cun-

C10DH en F talH ,.,. ni,~.,. s !, • Entoncee 



\(.tH~ \ · U+'4\ = \<.~ • ~ + "1· CJ t \(.'·1 t l<-1· i =

= \d-~ + \'1·1 t,. R, tlC.f·S\ '- e: u +8\'l 

\(.U-1\· l'·S\ = l(f-i t ~1·3 -:,.. R.l\<r-3\ ~ - e U-~\\' 

De Hte -•o 'I L.{!(., ·1' ~ C llht\\'- + \ ,-1\\t' = 

= ~tlunt+ au~, =-~c.. (u+1i~+-U·S\\1. .. 2.lH1\'-+\\I'""'). 

Si aapon•-• que 1(. ~ ~ O y t-•o• ~-=- \ \'(\f1 "' obten•-• 

q1te\ lc.~I~ C • Esta últi- deaig1taldad •• cw,ple ad••• ei 

\C.f=O • H-oe probado por lo tanto q1te lk\= C.. //// 

lor c:aracteriatl.co de La timción "-. • 

0.-atracióa. • Pod-• encontrar una euceeion l f,..} de fllD· 

ciooaa - 'f telea que U,.\=- l. y ~ \t.t..·i .. =ll\ o bien 

,_ "e,.. e .. = -lll \ . s.. e ::. o..., "~ .... f,., . •1• M-~ 
BeaapleZ4ado, et ea neceeario la euceeión { i ... 1 por llfta • 

eüeaceein, pode-• eaponer eia p6rdida de generalidad q1te la 

eaceain {k( .. ~ con•erge llDitor•e•ente eobre ~ a una tun• 

c.i.ÓII (f (Le-• 10.2 1 10.:,). Para ver que "f: F' , coneidere

-• Q. "> 0 • P1teeto qll8 "e"' converge unitormemente a (f , •· 

al.ate M tal que l\'C,n -lfl\4 ""'- 'Y3 al lfl Z. ~ • Pueeto qllB 

ld .... E: f , eaaate una vacindad Uca. da E , tel qua l ld .. lGp

- fc.t .. fa\\¿, pare to-to/ • LJ4 1 de Hh •odo \ l( VJf' - Le lG'' \ 6 
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luego, ef'ectivamento Cf t F . 
Oboervomoa ahora quo la operación I ·' oo conl lnua con 

reapocto a la aétrica dofinida por la norma unif'ormo I a~. En 

ecocto, tenemoa que lU" = Ítft-rlÍl'&)cli- ~ Ha: , do .. -

te modo llf,-, ... \.{CJ,-1-a\\ ~ H,-f ... \\\1,-1 ... \ :!S 

s.lS.-f...l.i\1,-11.IIL• luego \C,,-i1.\·CJ\~ U,-f.t\\~ISIIL 
Puoato quo ~J .... ,.,. = f.,• \c.i.., =- !Lf,..· ~ .. 1 Id,..•\<. 

.. roa1, 1nogo ontoncoa l\c.f .. - cf..,I'"-= tt"f .. d\i+- ctU .. &2-

- 2 C. ( "'"" • r..) , y ol aieabro do la dore cha ti onde a l rf 81 -

- C t cuando m croco indef'iiu.damente. So concluyo quo D '11 Z 

'Z. e. , do modo que 1/=# () cuando e. :I: D • Por otro lado te

•-• qao I "(., lt. :!S \ lll1. -:. e"- , y por lo tanto el lado dore

cbo de nuootra Córmula ea aenor o igual que 0.(1-,C!.l"f..,.t..,). 
twiu y eota ouceoión tiende a coro. Concluimoo que ,.. .. ,. 11 1( C.., -

_ ,r...1 = o . de oate modo quo !t. .. 1 1c ( ", .. \ _ e. 1t r .. \=o 
ya quo k H lin-1 y conl lnuo. PuHto quo l.,;,,, 1 }c.f.., - lf 1 = e, ..... 
tono-• qno L;,,,, 1 k (ki,.\-\c.lflu: O , por conaiguionto ..,..... ~ 

l"-ff - c(f \-= ~ .. l\(.l"-4-\- cl(l1t11= 0 

lo qao do-otra que \( lf -:. I! (( • El loma queda por lo tanto 

:1-otrado o1 C + O • Si C!. :. O , tonomoo que l lf. 11 •O, "' • 
:. O ~ i , luego el 1•- queda probado trhielaonto. //// 
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Dir•-• qua doa Cunoionaa lf, 'I' e f aon ortogoaalaa una 

con reapeoto a la otra ai lf, lfl = O. 

Sea f el conjuúo de funcione• caracteriaticaa de k , 

laa cual.ea pertenecen a -lorea oaraoteriatiooa diatintoa de -

cero. Pod•-• encontrar un a11bconjunto f* C: j con lae ai-

g,ai-t•• propiedad••• 

tJ Si lf y !fl eath - f"' y 'I =p 11 , entoncea 1/ • 11' =- o. 

2) ftlfU-:. J. para to:la ft E cpit: 
)) ¡• •• mazi-1 coa laa propiedadea 1) y 2), ea decir no oa 

poaible incluir propiaaente a f • en algún otro aubconjunto de 

el qae :.-pla con laa propiedad•• l) y 2) • 

811 decto, al D ea la l:'-ilia de aubcoajunto• de f cuyo• •-

1-toa CWllplea coa la• propiedad•• l) y 2) • D no •• ,,.o:f,a 

debido • que d Cf e 4' , \ \\.1 l E- 1) . Damoa a l) el orden 

parcial L del:'iaJ.clo por 

~~E D. ':t'u 't:'1. 

;J.•. 
aplioamlo el 1- de zona obten•-• 't' 

~ 10.6 Sea A '> O • B:11:iate a6lamante un número tinito de -

r-cioa•• ea cp* l•• caaalea pertenecen • valoree oaraotarieti

coe _,orea que O.. ea velor abaoluto 

D-atreci6a. - leen lf ,, ... , (f.,. runcionaa da ~,.. tala• que 

, 1(. \ '> 4 pare todo .Í.. • Ten•-• 11ue k l lf,. -\ \ = 
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::. C..,· C/ - Ca q, I , de mAnera q11e \\ k, ( 'f.- lfa \ \\ t = CJ.1. + c.¡' 7 '-~· 

Por otro ledo ~l((Lt,¡-lft\\\~ 2 ./q,l~lct¡-lfa\\1 = lk.llf..·-lf·\\1. 

ee decir ll \(. l lf,. - ((, \ \\ 1A. 2, lkl"4-lf,\ \? 1/iO., Y el le• 

- ae aig11e de loa le-• 10.1 y 10.). //// 

.!:!!!, 10. 7 Cualq11ier función ' 6 4> oa una combinación lineal 

A,,. • 
de - mimero finito de funcione• en ~ 

o-atración. - Sea (! el valor caracteriatico de I , y aean 

lf,, ••• , "" laafuncioaea de cp• que tienen a C:. como valor 

" caracteriatico. Sea f 1:. 1- ~ le•".¡\ 'f.i . Pueeto que \(.f= 
,:1 

: e i . k ce., ': (. efe • unemoa adeúa que "' '= cf, . "'· aún, 

f' ea ortoso:uil a <I,, ••• , ti,. . See 11' ~ 4• distinta de lf,,••• 

... , lf1t ; entone•• lf' tiene como valor caracterietico a el• C 

laep ~l. IP-:. O , ea decir f' ea ortogonal a toda función de •• 

Si J'* O , el conJuato coapaeato de loa elemento• de 1• y li. 
deber6 t-•r l•• propiedad•• 11 y 21 mencionad•• antea, lo cual 

•• iapoeible. Por lo tanto f' :O , lo que demueatra el leu. 

//// 

Se concluye del 1- 10.6 que 4>• •• un conjunto numere

ble. Ord•-• loe ele-11toe de f'• en una aucee16n l 'f-) , J •)A'

, fP Ó 14.)4 "-)'• en el caao aa qua f"" ••• finito. 81 denotamos 

por <;.. el l'alor ceracterielico de ~ , obaervamoa ,,ue ai 



¿ C:.., ~ •• una combinaci6n lineal finita do funciona• de J~ ,,,. 

~ 10.8 (Deaipaaldad de Baaael). Si ? •• una función con

t:ln- - f: , la aerie ~J' \J•'f..\t H convergente y a11 auma 

•• -•or o igul que \ ~ \~ • 

a-at:rac.i.im. - s- 1.. : i - i. U• !f..,\ 'I,.. , donde ,i. •• cual-

quier entero poaiiivo ai 4'• •• infinito, y •• a lo •• igual 

ü miaoro de •~-toa de i"' ai ¡• •• finito. 

//// 

'-tc1endo IPO de - roaultado obtenido en la d•-•trac16n al lama 

d.), iea-• que 1 !; llc.J,'(.\'f,44 \ '!:. t.. \ !. U· lf,11,\'tt \\ = 
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tiao t•r•ino en la expreai6n anterior tionde a oero cuando A. y 

f crecon indefinidamente (en ol caao en que ~fl'e• infinito), 

por lo t-to la aerie dada converge uniforaemente. Reate domoa

trar qu• •u •- ea \Lf . 
Sea Puesto que 

cada ~ ea real, tenemoa que k., l\T', "' = l,.l~,\T') • Si lf't-f, te

"' 
ne-• que k"'" -::. \c. 11' - ~ c..., l'l'•'fu,) 't., ( ""ae det'ine para ll., co-,..s, 
mo \c. t'ue det'inida para R. ) • Se concluye que \t .. "' • lf)l = 
="'·~-c;-l4'·Cf..\= lf·"-lf.a-<;.llf-'(.\=0 si l~.),C•'I 

8a particlllar ai 11' ee IIDll función caracteriatica de lc11 pertene

ci-te a - val- caracteriaUca •• O tenemoa que 'f'·'f,.a =- e, 

para l-6-p • 1' , por lo ten to lif-CI' = \L., ti' :. el. 11' , y U/ ea 

- función cerecteriatice de k, perteneciente • d Se conclu

ye qae f/ •• coabineci6n lineal de laa funcione• 1#,, pare lee 

caalee (!,..:. d . Te-• que 9': '5" ~ti fl11 , y b., :. '4'•1f¡1 , 
~,l 

de eate modo 1,.., = O ai 11 '6 n • Se• Q 7 O , ai 11 ea au-

~ici-t-te grande da -nere que todo• loe indices p. para -

loe cual•• 1 ~ \ ~ Q. •••n -nor•• q11e l'1 , podeaoe conc 1 uir que 

\el\, O.. , de -do que por el le- 10.5 Ut,.l 4i. a. , Se aon-

claye que Lw, '"""'\\-:.o .. __ el ¡•ee infinito, y d ¡• •• 
finito ""J = O et rl •• el número de Ueaentoe de f•. Pel'o -
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:, l(J - i.. t1c.r,"" '")A, 1 do Hte modo .... , 

//// 

~ 10, 10 Si la función lit lcr, 'I\ H de la Cor- )( l<J"1'S) 

donde X •• unA función contin1111 oobre C, tal que X (CS''\ = 

:. X(CI'\ , ontonceo cado función caracteriotica de k cuyo va

lor caractoriotico •• C-:#= O •• una función reprooentativa de 

D-otraci.ón,- Si /. •• c1111lqui.er función on J: y /' e C, , 
.._t_o por ~ la función definida por J (CT\ :. IC,cr \ Su-

ponpaoa que f •• una f'unción caractoriotloa de '1«. con valor 

caractoriatico C: * O • Entone•• 

e~ (cr\ = e l<,r¡ = l'Hi'.-"\ ::. 41ttp1r, 1)1<~, de = 

= 4 X (O"·;r'rH<-r)dr :. ./4 X ta·•~·,~ (pt;•\ ch'= 

= 4 X (cr-•,--•\? Ct'\ d ~· = #(~ Ccr) 

on virtud del caracter 1nvarianto de lo intogral do Haar, Do••

to -do /, •• otro vez wu, función caroctorlat loa con valor -

caractoriatlco ~ , Pod•-• auponor que leo Cunclon•• del con

Janto f,t loo cual•• tienen a C. como valor caractarlotico oon 
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~,,,,.,,, (1~ • Por ol le- 10,7 tonemos que 

k 

"•f = k "• lf\ ij¡ 3., lf'\ = "·,· "" 

Sea \> tp \ :, ( 1-.a (p\ \ • EntoncOII debido a quo 

~P./{ ter, = #. t, (P.,(, lf,· \.~) = lt~\1,,tlt\~<.t)Ai\it;us\= 

" = fr. ( Ít,4',(f.ftt\ct .. ·<T\o~)ce.,(~) = .. 
= t; ( f" ", li\ ce. llt't,·•,,c1,) ffi (I"\ = 

= !, ( /~ "• C/1& 1'\ ,,,.. e p.-•~) el'?) tf; un = 
= : (-', ,., ll) ((¡ (r,·•i\,h) ~ .. (.'1'\ = 

= t (J,~p~(P,t')itl-i\4'~,tq, (I') = 

=- t. (jff ( 1t..)p, ('i\ ""<~)el r) lf~· lq-): 

: t. { l\fa\o, ,cf,Cf; lC") = llfv,),. l<r) , OII decir 

\f(.-= ( ~~\o. , lueg~ ( lfeA )p, : ( t, 1kt (f~\".,\,, -=. 

= t. \ .. lp .. \ lfaA = i, 'i-. lf .. \ ('¡. 'i.;11. lf.\lf.;) = 

: i i 1;.lJn t.,.li\,, .. = t 1,. Ct,p..\ lf;. ., 
.SI .. , .J.I I 

{i,."lp.,)l'\~lP1.\\ = { 11;a lP.\1JL1lP .. \) s (9,tlf.fa)\ 

de -d• qu• P(P,f .. , ~ fCf,) ~lr&\ 
Por otro lado. co,., lf¡ •• continua en~, y eale oa campucto, 
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(',; •• ad••• uniforaement• continua en 'f . De eato •• con

cluye que para cada 4? O , oxiate una vecindad u~ del •l•

aento identico ¡ e ltf tal que I ll;p - ~ \~ ~ Q. e1 ampro que 

f E- U.. . De eeto pod•-• concluir que l.,;,,. (. ' -,-& 1 ... , f -

J,.;,,,,, f/jD • Cf¡: S,. = f¡,lt' ya que ~f.~,·({;= ,-e. r -a 

("- l't)it(1')ch: -=- k, ~L lf, (pc)'ld-c)cl~ = 
J~ ,,. 

= J" q, ll) "·· {l') = ~ . ti; = i .. , 
Bl -p•o p- P(f) de tj, en el conjunto do -tricee 

da grado h •• por lo tanto una repreaentación continua de 'i, 
y laa fancionea f., aon f'uncion•• repreaontativaa. Para ver -

qae l•• funcione• 1;, ao:a continua• baata chocarlo como ya lo 

bici-• en el ele-nto identico. Pero toneaoa quo <f, (f) = 
h 

:. '\- lt \ = ~ ,,, {p\ '(. lE, \ , lo que domueatra que cada ea 

- particu.lar - función repreaentativa. Bl J.e- t0.10 queda 

por lo tanto probado. //// 

!d!!!!.IO•II Sea "J. una función continua aobre t; tal que 

X lo-t\ -=- Y<.~\ • y ••a 0..">0 Bntoncea existe una función 

repreeeatativa ' de c., tal que 1 'X.-U"" , G.. 

= ~l"'_,.,., . V J.• • 1 Deteraana•o• un• vecindad del elemento i• 

denUco t ,. 1 que la ded1ualdad \ X lcr·1r' - 1: lCJ"'\ \ 4. .,., .. 
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•• cumpla para todo '1 E: \J • Podomoe conetruir una funci6n con• 

tlnua f, con valoro• rooloa no nogativoa tal que 

#!, (.q'\: 0 ai ~ E: ve. , (le- do Ury11honl. El número J = 

Por otra parto 

Haciendo uao de loa lema• 10.9 y lG.10 vomoa que exiata una -

t'unción repreaentativa 1 tal que \ \(.~ -, \14. 4:. o/:a., • Se con-

cluye qo1e ft X-31, "- Cl. , lo :ual prueba el lema. ///// 

Sea ahora t una función continua sobro ', arbitraria. 

sean "'j.1 lG', ~ f lV"\ "T (~• \, ~,. lcr) =- \H le. ((t\ - "f lV-1)) 

de -do que Ñ ta·•, = )(. l~)' ,A"&,, ":l.. y debido a que 

~ lCf\ = \ [..U<.cr\ + 1<.v-·•n -v-i l i=, l 4-<.<r\- l («-'"'1 = 
:. -k, [X.UJ'\-i='\ X,lGU • H decir /-:: ½ l )(, -IH X1,) 

y debido • que X, y X1. tuedan aer aproximad•• por funcione• 

repre•entetivea, lo •i•ao ae cumplo pera f . !ato demueatra 

el teore.. 10. t. 1111 
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§ 11 PRIN&RAS APLICACIONES DEL TEOREMA PRINCIPAL 

DE APROXIMACION 

Teor- 11.1 Un gnapo de Li• compacto admite al meno• wio ro-

D-•tración.- Sea~ un srupo de Lie compacto. Haciendo wio 

de loa comantarioa posteriores a la proposición 7.5, vemos quo 

para probar que 4J admite una representación fiel ea suficien

te probar q;.ae •i . ~ e q. , a" :f. ~ , existe wia repreoentoción 

p de (i tal. qaa PlG") no ea la -tri& identidad. 

Saa f - fanoión continua sobre ~ tal que #(G) + ,(t) 

Puesto qa• f. puedo ser aproxi-da por fwicionoa repreaontoti-

vas•-• que existo WUI función representativa lo cual to- -

-lores distintos an G' y , , y nuestra afir-ción se sigue in-

//// 

Propo•ioión 11.1 Sea 'lf 1m aubgrupo aerrado do un ~upo do -

Lie ~ , entono•• cualquier representación irreducible do "I( 

e• ele aultiplicl.dad _,or que caro en lo raatricción a #f do 

de •lSWIO representación de 66 
De-etración.- La d•-•tración •• inmediato hoclondo uso del 



teore- 11.1 y de la propoalción 7.,. 

(Teoro- da Tannaka) Saa R. ol conjunto do to-

daa 1•• repreaontacionaa do un grupo da Lia compacto~ • Saa 

Ci, el conjunto de todas l•• roproaontacJ.onoa ! da .R. laa -

cualea aatiaracen las condicionoa auplemantariaa ! (.f\ = ~(.P\, 

donde f> •• cualquier olamonto da .R y f •• ol conjugado -

1-ginario do P . 51 dot"ini-• una multiplicación on '11 por 

la fóraula !, ~'l. (.P) .... ~,(.P' 5 ... (.1») , 'i1 ea un grupo. Sea G" 

cualquier el.omento do tÍJ y definamos la representación !1r de 

.R por 5cr lP) = fla) , entonces el. -peo <r __. ,~ ea 

an ia-f'i•- de C, y (v., . 

.,_atraci6n.- Bato•• aiguo 1-odiatamonto do loa comentario• 

qua aiguon a la propoaición 9.1, y del teore- 11.1. 1/1/ 

Propoaic16n tS.2 Sea ~ una función continua aobro un grupo de 

Si O.. •• c-lquior nlÍaoro -yor qua coro, oxiato una función 

I, , la c-1 •• una cOllbinaci6n lineal do caractoroa do ropl'o

aantaci-• irrodadblH do ~ , tal qua \ f.(.G'\ - i,(.cr) \ '-0.. 

par• todo cr ~ ti. 
0-atracióa.- Sea f cualquier roproaontac16n unitaria irro

duc1blo d• ft I d•not•-• par t, (cr\ a 1 .. coortc1anto d• P(cr\. 



Bntoncoa 

y ~J¡ ('¡-, \ :. ,. lt') . Hacionclo uao do laa rolacionH do or

togonalidad tonomoa 

~~,(TCS"r-•\d? = {¡ ~1 .... tr)~Rtla\~i,lt·•\cl&= o 

f a .. ( l"CS"t·•)d r = c:1-• X CIT) Jr, O,, 

donde d y X aon roapoctivamonto ol grado y ol caractor do la 

ropreaoatación P . 

A partir del teore- general do aproximación, aabemoa que 

~ato - Canción f-a del ani.llo representativo do ~ tal que 

1 ~(G",-f,lG"\\-E. O.. para todo <f'E- ', • Se concluyo que 

\ J<,'- {7:q-~·1\dt - J~l-i(tlT i·•\ cb \ ~ O.. 

Paoato qao l(cr\ = tc-r,z-•), tonomoa que 

Jr,f Ct O'i-1\cli .. i(w} 

Por otro lado iz •• - combinación lineal do cooCiciontoa do re

proaontacion•• unitoriaa irreducibles do ~ , y por lo tanto la 

función f, ( O') = J,#1,(;'Sf ,·•\ d 'r H una combina e ión lineal do 

coroctorao do roproeentacionoe irreducible• de ~ • La propooi-

<lón 12.2 queda por lo tanto doaoetrada, //// 
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