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PREFACIO

La confeccibn de La Tesis siempre es motivo de preocupacién, desde que es-
tamos en el (ltimo afo de la carrera. A mf me preocupabd no s6lo el tema,
sino el tipo de la tesis: en principio podfa plantearme desde emprender -
todo un trabajo tedrico para tratar de encontrar resultados originales, pa
sando por la consabida soluctén de trabajar sobre un artfculo y medfo “fu-
silérmelo”, medio completario, hasta buscar hacer un trabajo que de veras

sirviera para algo. Las tres perspectivas tenfan sus ventajas y sus des--
ventajas: la primera podfa lanzarme a un trabajo creativo, pero era muy -
azaroso; la segunda implicaba un trabajo fcil y rfpido, pero poco estimu-
lante; la tercera podfa resultar en un trabajo creativo y estimulante, pe-
rO era azaroso y muy probablemente largo. Debo confesar que pasé un buen

tiempo tratando de decidirme; finalmente elegf la Gltima solucidn. El pro
ceso ha sido en efecto largo (como aho y medio), pero también ha sido muy

estimylante y (al menos ast 10 creo) bastante creativo.

Una vez tomada la decisidn acerca del tipo de tesis que querfa hacer, el -
tesa fue menos problemitico. Yo he cursado, aparte de a carrera de Mate-
ajticas, varias materfas de la carrera de Biologfa (Biologfa General, Bio-
logis Celular, Bioquimica, Biologfa Molecular, Genética, Embriologfa, Inmu
nologia y otras), porque desde 1a preparatoria me ha interesado 1a inter--
disciplina de las BiomatemSticas. De hecho, trabajo desde 1974 en el IMSS
en esa §rea. E1 trabajo me ha permitido adquirir una experiencia bastante
amplia, & través tanto de impartir cursos de BiomatemSticas y Bioestadisti
ca & varios niveles a médicps, quimicos, bi6logos y veterinarios, como de
efectuar trabajos interdisciplinarios para los que he aportado, principal-
mente, el disefio experimental y el andlisis estadfstico de investigaciones
biomédicas (algunas clfinfcas, 1a mayorfa bfsicas). Este trabajo se orfgi-
n3, pues, en una decisién sobre el tipo de tesis que debfa hacer y en mi -
interés y @1 experiencia tnterdisciplinarios, pero su desarrollo no hubie-
rad podido ser sin e) invaluable apoyo que significt 1a direcci6n del Or.
Ignacio %éndez Ramfrez.
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Como sedalo en 1a Introduccifn, el objetivo del trabajo es contribuir a la
desmitificacifn de las Matemfticas para los ctentfficos de las freas biold
gicas y de la salud. Es por esto que he buscado darle una forma de entre
1ibro de texto y trabajo de divulgacién, lo cual obviamente implica que el
nivel matem§tico expuesto es bastante elemental, ya que he tratado, princi
palmente, de sentar las bases de una traduccién del lenguaje diario que ma
nejan estos cientfficos a un lenguaje més formal que les permita tanto tra
bajar interdisciplinariamente como seguir estudiando en textos matemfticos.
Ni idea es incluir este trabajo de tesis dentro de un 1ibro de texto que -
abarque, después de esta primera unidad , una que incluya Algebra, concep-
tos elementales de CSlculo y Probabilidad, y una unidad de Bioestadfstica,
con Conceptos Bisicos, Estadistica Descriptiva, Conceptos de Prueba de Hi-
pbtesis, Pruebas de HipStesis Tfpicas, Regresién y Disefo Experimental. Es
pero poder realizar este proyecto.

He duscado ilustrar amplismente el texto con ejemplos y con ejercicios to-
mados de 1a Biologfa y )a Medicina, para facilitarles a los cient{ficos su
estudio. Sin embargo, he deslizado también, de vez en cuando, algunos --
ejemplos y ejercicios que son puramente matemSticos: espero que los cien-
tificos “caigan en la trampa” y le agarren asf gusto al terrible "fantasma®
que significan frecuentemente para ellos las Matemfticas. Con la misma --
ides, he introducido parte de la teorfa que matemiticamente se considers -
{sportante pero cuys aplicacién biomédica no es inmediata como ejercicios:
tal es el caso del producto csrtesfano y de la composicibn de funciones en
tre otros. Por otra parte, he hecho algunas concesiones para permitirles
und mejor comprensifn, como presentar 13 recta no como y = mx + b sino co-
w0 y = 8 + bx, previendo que alglin dfe estudiar§n Regresién Lineal.

Espero que esta tesis contribuys a la creacibn de trabajos interdisciplina
rios: tanto los matemfiticos como otros cientificos tenemos mucho que apren
der unos de otros.



Conceptos de
LOGICA MATEMATICA

TEORIA DE CONJUNTOS

y FUNCIONES

para cientificos de areas biologicas y de la salud

Silvia Alatorre Frenk



INTRODUCCION

LISTA DE

SINBOLOS

CAPITULO 1: LOGICA

1.1
1.2

IR
h"-‘@m*‘ow.u

g b 4 et et s et bt 4t et

g

NNNNNNNNNNN
"“""Q\‘ﬁlﬁ.u'ﬂb—l
-0

8
§

- w W W W
o oW N e

!‘.'R"

Proposiciones

Negacibn

Conjuncibn

Tablas de verdad y puntuacién simbSlica

Disyuncidn

Condicional

Bicondicional

Implicacién y equivalencia 16gica

Propiedades de 1as operaciones 14gicas
10w Logica y las hipStesis biolégicas
.11 Ejercicios
Bibliograffa

CONJUNTOS
Conjuntos y elementos
Otras definiciones bfsicas
Comp emento
Interseccibn
Onfén
Diferencia
Subconjuntos
Propiedades de las operaciones de conjuntos
Conjuntos de nimeros
Ejercicios
8ibliografia

FUNCIONES Y GRAFICAS

Funciones

Gréficas simples

Grificas cartesianas

Algunes funciones importantes y
sus gréfices cartesianas
Ejercicios

8ibliografis

SOLUCIONES A EJERCICIOS €5C06100S
BIBLIOGRAF[A BIOMEDICA

147



INTRODUCCION

La idea de hacer este trabajo fue surgiendo a 1o largo de cinco afios de ex
periencia interdisciplinaria en el frea de las Biomatemfticas, experiencia
que ha ido mostrando 1a necesidad de desmitificar las Matemfticas para los
clentificos de las &reas bioldgicas y de la salud.

Las Matemfiticas han sido tradicionalmente consideradas por estos cientifi-
cos como una estructura rigida y formal que nada o muy poco les dice acer-
ca de la realidad concreta en 1a que se mueven: muy frecuentemente les ha
parecido diffcil y nasta incongruente relacionar los problemas biolégicos,
hmanos, sociales, etc. que constituyen su campo de trabajo con nimeros, -
ecuaciones, férmulas y demfis artefactos formales que involucran simbolos -
extrafios y abstracciones refinadas. Esta concepcifn de las MatemSticas, -
que esté bastante generalizaca, se debe ro a que las Matemiticas sean en e
fecto tan rigidas e inGtiles, y sucho menos a una estrechez de visi6n por
parte de los cientificos en cuestién, sino 2 que el sistema de enseflanza -
de las Matemfiticas a nivel medio y medio superior no se ha preocupado des-
gracisdamente por hacer de su presentacién algo menos rfgido, ms agradable
y sobre todo algo que surja de la realidad gue nos rodea y que se revierta
sobre ella permitiendo conocerla mejor.

Es pues comprensible que los médicos, bi6logos, veterinarios, agrénomos, -
etc. suelan considerar las MatemSticas como una disciplina engorrosa que -
es un ma} necessrio durante la secundarfa y la preparatoria e innecesario
después. El énfasis que hacen los matemfticos acerca de la necesidad de -
integrar las Matemfticas & sus propias disciplinas suele tomarse como pro-
selitismo, y los argumentos se escuchan con 1a tolerancis impaciente que

se le concede a un publicists que trata de convencer de 13 necesidad de com
prar un articulo innecesario.

Por otra parte, estos cientfficos estdn encontrando actus)mente que cada -
ver con msyor ‘recuencis 1a investigacidn en sus freas utiliza herramientas
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matemiticas en distintas fases del método cient{fico, cuando no se basa di-
rectamente en fundamentos matemfticos. Esto resulta muchas veces en que los
cientificos, al leer los reportes de estas investigaciones, pasan por alto -
toda 1a parte matemftica y no asimilan los artfculos mfs que parcisimente.
Pero la eficacia de la herramienta matemtica es indudable, porque ha permi-
tido avances cientificos de mucho valor: uno de los mejores ejemplos en es-
te sentido es la EStadistica, que ayuda, de una maners clara y bastante se-
gura, a manejar la informacién de una parte de la realidad para resumirla
y para obtener de ella conocimiento acerca de la realidad global. Es asf -
como los cientificos de las &reas biolégicas y de la salud se enfrentan con
1a necesidad, ahora mfs tangible y genuina, de 1lenar sus lagunas en el te-
rreno matem§tico, para poder tanto asimilar criticamente las investigaciones
de otros, como emprender las suyas propias con un equipo matemftico s6lido.

La diferencia entre los estudiantes preparatorfanos y los "biocientfficos”
que emprenden el estudio de las Matemiticas no es s§1o de edad sino, sobre
todo, de motivacin, pero suele suceder que si los cientfficos regresan a -
sus antiguos 11bros de texto vuelven a encontrar el tema engorroso y estéril
y se desaniman mis o menos rfpidamente. Es pues necesaria la creaci6n de -
nuevos sanuales que, hablando el lenguaje de estos cientfficos, contribuyan
8 motivarlos para sequir adelante en su estudio.

Desde luego, no se trats de hacer matemfticos (y mucho menos matemfticos -
tebricos) de los “blocientificos”, pero si es importante que éstos tengan -
las bases matemfticas necesarias para emprender por su cuenta aplicaciones
sencillas y para poder hablar un lenguaje comin que permita un trabajo in-
terdisciplinario con matemfticos en casos mfs complejos; para esto, es ob
vio que también 1os matemfticos deben hacer un esfuerzo para 1a creacién
de ese lenguaje comGn, sdquiriendo a su vez algunas nociones bsicas en las
§reas biolbgicas y de la salud. Es por esto que los manuales de MatemSticas
para “biocientificos™ deben tener una importsncia mfs formativa que informa
tiva: el lenguaje comin es sobre todo una actitud 16gica y ordenada ante los
fenimenos a estudiar. Aqul conviene ta) vez hacer una aclaracifn. Un re-
proche que frecuentements ie les hace a 103 matemfticos que trabajan inter-
disciptinariamente con otros cientfficos es que tienden a interpretar la -
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realidad en base a ciertas “casillas" prefabricadas, porque suelen tener un
modo de pensar demasiado "cuadriculado”. €ste reproche estd justificado en
muchos casos, porque la realidad, y sobre todo la bioldgica, es demasiado -
compleja como para poder encasillarla fécilmente, pero eso no debe llevar a
un rechazo absoluto de este modo de pensar: @) ideal es tener la cepacidad
de pensar de un modo ordenado y claro cuando es conveniente o necesario, -
sin perder la capacidad de considerar otros factores de la realidad (sicold
gfcos, &ticos, soctales, etc.).

Las Matemfticas proveen a los cientificos de las freas biol6gicas y de la -
salud una herramienta que les puede ayudar a comprender y manejar mejor los
fenlmenos que estudian. Por ello, es importante que 1a adquisicién de esta
herramienta se vea 1igada desde el principio con ejemplos de aplicaciones -
pricticas en 1a biomedicina, para que ¢! mito de las Matem§ticas como uma -
disciplina engorrosa, innecesaria y esotérica se convierta para 13s "biocien
tificos” en una visién de una herramienta sencilla, agradable, Gtil y 1iga-
da a la realidad. .

Este trabajo intenta contribuir al proceso de desmitificaci6n de las Matemf-
ticas, buscando sentar las bases 16gicas y conceptuales para un estudio pro-
fundo de otras herramientas matemfticas mfs sofisticadas, como la Estadfsti-
ca. Es decir: este trabajo no pretende habilitar a los cientificos de las -
§ress biolSgicas y de 1a salud para e) manejo de herramfentas matemfticas so
fisticadas, sino facilitarles la adquisicién de éstas, exponiendo conceptos

fundsmentales con mGitiples ejemplos de aplicacién en las Sreas de interés.

E1 trabajo estd dividido en tres cepftulos. E1 primero (“L6gica”) expone las
bases de pensamiento 16gico comin & todo trabajo clentifico. E) segundo -
("Conjuntos®) presenta 1a traduccibn de! lenguaje 16gico a un lenguaje que
es cads vez mfs utfl1zado en aplicaciones précticas y fundamental en el es-
tudio de 1s Probabilidad: el lenguaje conjuntista. E1 G1timo capitulo -
(“Funciones y Gréficas™) introduce un tema fundamenta! en el estudio del -
Célculo y de 1a Estadistica entre otros, que es el anflisis de las relacio-
nes functonales y de sus modos de representacidn gréfica.



Cada capftulo ests§ dividido en secciones que & su vez incluyen cierto nime
ro de incisos; para facilitar las numerosas referencias cruzadas que se ha
cen a 10 largo del trabajo se han numerado decimalmente capftulos, seccio-
nes ¢ incisos (por ejemplo: 1.2.3 es el tercer inciso de la segunda seccién
del primer capftulo, mientras que 3.2.1 es el primer inciso de la segunda-
seccidn del tercer capftulo). Los incisos marcan ciertos puntos que ocu--
rren a 10 largo del texto, como definiciones (que quedan encuadradas), ta-
blas y desostraciones y, sobre todo, ejemplos. Estos Gltimos estén tomados
principalmente de las freas biolSgicas y de la salud, escogidos con la idea
de que los cientificos encuentren desde @) principio 1a relaci6n del tema
con sus campos de interés (tanto generales como con algin grado de especfa-
11zacién), aunque también hay ejemplos tomados de 1a cotidianidad que nos
es comin y algunos que surgen de abstracciones matemfticas sencillas.

La peniiitime seccién de cada capftulo comprende una serie de ejercicios de
aplicacifn; estin ordemados aproximadamente de acuerdo con el orden que si-
gue e) material en el texto, y no de acuerdo 3l gradoe de dificultad que im-
plican. La Gltima seccién de cada capftulo incluye una bibliografia mfnima
del tema, 2 1a que los lectores pueden recurrir para resolver dudas o para
apliar sus conocimientos. Por otra parte, algunas fuentes bib)iogr&ficas
de los ejemplos y ejercicios basados en temas biomédicos se encuentran al -
final del trabajo. ’

Globaslmente, este trabsjo ests enfocado a facilitarles a los "biocientfifi-
cos” la adquisicién de 12 capacidad de formalizar su trabajo cientffico. Es
por esto que se ha buscado partir de 1a base 16gica de 1a Ciencia, y por -
1o que el mico requisito para emprender el estudio del texto es tener al-
gunos conceptos muy elementales de Slgebra de secundaria.

Algunas rec daciones pueden ser (tiles. Por una parte, vale la pena re-
cordar que todo aprendizaje incluye una parte teSrica y una parte préctica
que deben estar muy ligadas entre s1; por ello se aconseja ir resolviendo
los ejercicios 2 medida que se avanzs en el estudio del texto: mientras -
sfs ejercicios se resuelvan y mfs constante ses esta préctica, mejor serd
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el proceso de aprendizaje. Para facilitar esta préctica, se han incluido
después del tercer capftulo las soluciones de algunos de los ejercicios,
con el fin de que el estudiante pueda ir verificando por sf mismo sus pro-
pios resultados.

Por otra parte, se recomienda no pasar por alto ninguna parte del texto:
esto incluye leer siempre los sfmbolos como se indica (1a 1ista de sfsbolos
después de esta Introduccién puede ayudar a tal fin), revisar imisos ante-
riores cuando se hace referencia a ellos, observar cuidadosamente tablas,
gréficas y ejemplos, y seguir de cerca las demostraciones que se hacen en
el capftulo 2 (son ejemplos de demostraciones tfpicas, aparte de que sirven
para familiarizarse con‘la notacién).

Por Gl1timo, este texto habré cumplido sus objetivos si estimula a los cien
tificos de las freas biolégicas y de 1a salud a seguir adelante en el esty
dio de otras ramas de las Matemiticas que les pueden permitir una mayor -
comprensién y un mejor manejo de los fenfmenos que estudian.
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CAPITULO 1
LOGICA

Una de las caracterfsticas de la Ciencia es que maneja informaciSn exacta y
clara. Para 12 transmisidn de esa inforwmacidn, es necesario un lenguaje -
que see también exacto y claro: un lenguaje ctentifico, que elimine las im
precisiones del lenguaje natural. Ejemplos de lenguajes cientfficos son el
de la Quimica, el de las Matemfiticas, el de la Ligica.

Pero qué es la Logica? E1 diccionario 1a define como "la ciencia que estu
dia las leyes y modos del conocimiento cient{fico®. También podemos decir

que la Légica es un conjunto de "reglas de juego" que son aplicadas 2 una
mteria prima (las proposiciones) del que se sirve el método cientifico pa-
ra garantizar su consistencia. Y es por esa utilizacién que hace el uétddo
cientifico de la Légica por 10 que nos interesa estudiar su lenguaje.

1.1  PROPOSICIONES :

Las proposiciones que maneja la Lgica son las oraciones que son de tipo de
clarativo o afirmativo.
Ejemplos:

Las siguientes oraciones son proposiciones:
1.1.1 Los peces son vertebrados

1.1.2 México esté en Europa

1.1.3 Merts es catSlica o protestante

Les siguientes oraciones ng son proposiciones:

1.1.4 Yon para que te consuele
1.1.5 Luisre usted ser af novia?
1.1.6 iCuidado, que 1o atropellan!

Como se puede ver en los ejemplos, 1as proposiciones, por ser afirmaciones,
pusden ser verdaderss o falsss. Entre las proposiciones, distinguimos ade-
wfs dos tipos: 1as proposiciones simples, también 1lamadas elementales o
atémicas y los proposicifones compuestas o moleculares. Las simples se Vla-

.7
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INCISO

1.2.7
1.3.5
1.5.6
1.6.13
1.7.12
1.8.4
1.8.5
2.1.9
2.1.11
2.1.11
2.1.20 - 2.1.2]1
2.1.24 - 2.1.25

2.2.5
2.2.14
2.3.3
2.4.3
2.5.3
2.6.3
2.7.3
2.1.6
2.7.13
2.9.1
2.9.3
2.9.5
2.9.7
2.10.3%
3.1.10
3.1.10
3.1.10
3.6.31



man asf porque no es posible subdividirlas en expresiones que sean, & su vez,
proposiciones, mientras que las compuestas estén formadas por dos o més propo
sictones simples unidas por expresiones como “no es cierto que®, "y", "o*, -
etc., 1lamadas conectivas.

Ejeplos:

Las siguientes proposiciones son simples:
1.1.7 La hamoglobina es roja
1.1.8 E1 cilantro produce céncer

Las siguientes proposiciones son compuestas:

1.1.9 No es cierto que el cilantro produce céncer

1.1.10 En verano llueve y en invierno hace frio

1.1.11 Los pigmeos son gigantes o febrero tiene 30 dfas

1.1.12 Si 1a testosterona es un 1fpido, entances Don Quijote
fue emperador de China

A continuacin vamos a ver algunos elementos de LGgica proposicional. Estu-
diaremos Tas relaciones entre proposiciones, sin ocuparnos de su contenido.
Para simplificar este estudio, representaremos a las proposiciones simples -
con letras minGsculas: p, q, r ..., y a 1as compuestas con esas mismas le-
tras y con algwmos simbolos especiales para las conectivas.

1.2 NEGACION

Consideremos los siguientes ejemplos, tomedos de 1a seccibn anterior:
Ejemplos:
1.2.1 E1 cilantro produce clincer
1.2.2 Mo es cierto que e) cilantro produce céncer

Puede observarse que 1a proposicién compuesta de) ejemplo 1.2.1 es la nega-
cién de 1a proposicién simple del ejemplo 1.2.1. En este caso, usamos COmO
conective de negacibn 18 expresién "no es clerto que”, pero podriamos utili
zar otras conectives pera logrer el mismo efecto de negacifn:
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Ejemplos:
1.2.2 No es cierto que el cilantro produce céncer
1.2.3 No es el caso gue el cilantro produce céncer

1.2.4 No ocurre que el cflantro produce céncer
1.2.5 Es falso que el cilantro produce céncer
1.2.6 El1 cilantro no produce céncer

Las proposiciones de los ejemplos 1.2.2 a 1.2.6 son equivalentes: en todas
ellas estamos negando la proposicibn del ejemplo 1.2.1, estamos indicando -
que ocurre 10 contrario de ella. Asf, en forma general, diremos que si una
proposicidn cualquiera es verdadera, su contrario, o su negacién, es falsa;

y viceversa, si una proposicién cualquiera es falsa, su negacibn es verdahg
ra.

Simplificaremos 1o anterior usando una notacién simbflica especifica: use-
remos el sfmbolo “+° para indicar una negacibn:

E‘p es una proposicidn, su negacidn 51
1.2.7

ribe _~ p y se lee "no p*

1.2.8 Ejemplo:

St 1a proposicibn "El ornitorrinco es mamifero” es re-
presentada por la letra r, entonces ~ r (no r) repre-
senta 1a proposicién “E} ornitorrinco no es mamifero”,
(o cualquiera de sus equivalentes).

De esta manera, diremos que st una proposicién p es verdadera, v p es falsa;
y st pes falsa, ~ p s verdaders, 10 cusl puade ser expuesto en forma de -
tadbla (las tablas de este tipo se 1laman tablas de verdad):

1.2.9 Tabla de verdad de la negacién

A~ P
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Ejamplos:

1.2.10 S1 p representa la proposicién “El DNA es portador de -
la informacidn genética®, entonces p es verdadera y ~p
(“E) DMA no es portador de la informacifn genética®) es
falsa.

1.2.11 Si p representa la proposicidn "1 rifdn es un alsculo”
eatonces p es falsa y ~p ("E) rifdn no es un misculo®)
es verdadera.

1.3 CONMJUNCION
Consideremos las siguientes proposiciones:

Ejesplos:

1.3.1 Carlos consulta un 11bro de bioquimica

1.3.2 Carlos consulta un 1ibro de fisicoquimica

1.3.3 Carlos consulta un 1ibro de bioquimica y Carlos consul-

ta un 1ibro de fisicoquimica

La proposicién compuesta de! ejemplo 1.3.3 es la conjuncidn de las dos pro-
posiciones stmples anterfores, unidas sediante 1a conectiva “y". De hecho,
en el lenguaje ordinerio ussrfamos uma oracién equivalente a 1a del ejemplo
1.3.3:

1.3.4 Carlos consultaun 11bro de bjoquimica y uno de fisico-
inics

En las proposiciones de los ejemplos 1.3.3 y 1.3.4 estamos indicando que -
ocurren 1as dos proposiciones de los ejemplos 1.3.1 y 1.3.2, que son ambas
verdaderas 3] mismo tiempo. En cualquier otro caso (Carlos no consulta un
11bro de bioquimics, o Carlos no consults un 1ibro de fisicoquimica, o Car-
los no consulta ninguno de Tos dos 1ibros), las proposicionss de los ejem--
plos 1.3.3 y 1.3.4 resultan falsas.
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Como para la negacién, una simbologfa especifica nos ayudaré a stmplificar:
usaremos el simbolo " A™ para indicar una conjuncibn:

S p es una proposicién, y q otr-aW
1.3.5 la conjuncién de smbas se escribe
pAq yselee "pyq”

1.3.6 Ejemplo:

S1 1a proposicién “En los pulmones y en las células se
efectiia intercambio de gases” es representada por la le
tra r, y la proposicibn "La hemoglobina transporta oxf-
geno” es representada por la letra q, entonces r A q,
(r y q) representa la proposicidn "En los pulmones y en
Tas células se efectia intercambio de gases y 1a hemo--
globtina transporta .oxigeno' .

Puede observarse que en el ejemplo 1.3.6 1a proposicién r es a su vez una -
proposicibn compuesta: podemos formar 18 conjuncibn de proposiciones com-
puestas, de 1a aisss manera que formamos 1a conjuncibn de proposiciones sim
ples.

Para indicar que. en general, una conjuncién de dos proposiciones p, q es

verdadera si ambas son verdaderas y falss en cualquier otro caso, podemos
usar de nuevo una tabla de verdad, que nos expongd 1o que sucede en cada -

1.3.7 Jabla de verdad de la conjuncién

" n <« «<|vo
"N < M x<|o
o o«<|>




Ejemplos:
1.3.8

1.3.9

1.3.10

1.3.11
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Si p representa 1a proposicién “El1 Gvulo es una célula
haploide™ y q representa la proposicién "E1 espermato-
zoide es una célula haploide”, entonces p es verdadera,
q es verdadera, y p A q ("E) Svulo y el espermatozoide
son células haploides®) es verdadera.

Si p representa la proposicién "La fotosintesis se lle-
va a cabo en los cloroplastos® y q representa la propo-
sicién “Las plantas fotosintetizan en la oscuridad®, en
tonces p es verdadera, q es falsa, y p A q {"La fotosfn
tesis se lleva a cabo en los cloroplastos y las plantas
fotosintetizan en la oscuridad”) es falsa.

Si p representa laproposicidn "Los huesos son misculos”
¥ q representa la proposicién "Los mlisculos estén forma
dos de fibras®, entonces p es falsa, q es verdadera, y
p A qQ (“Los huesos son misculos y los misculos estén -
formados de fibras”) es falsa.

Si p representa l1a proposicién "E1 cerebro es regulado

por el sistema circulatorio”, y q represents la proposi
ci6n "Las neuronas son reguladas por el estimago”, en--
tonces p es falsa, q es falsa, y pa q (“El cerebro -
es regulado por el sistems circulatorio y las neuronas

por el estimsgo”) es falsa.

TABLAS DE VERDAD Y PUNTUACION SIMBOLICA

demos visto ya dos tablas de verdad, y vamos a abrir un pequefo paréntesis
dentro de nuestro estudio de Légica proposicional para hablar un poco mis

Las tablas de verdad sirven para indicar los valores de verdad (verdadera -
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-V-, o falsa -F-) de las proposiciones compuestas en cada una de las posi-
bles combinaciones de valores de verdad de las proposicfones que las compo
nen. Cada renglén de la tabla es una de estas posibles combinaciones, que
podriamos encabezar con la frase "lqué pasarfa si...?". De esta manera la
tabla de verdad completa auestra todas las posibilidades, pero para apli-
carla en un caso concreto, donde s{ conocemos 10s valores de verdad de las
praoposiciones en juego, usamos s§lo un renglén de ella.

1.4.1 Ejemplo:

Si p es la proposiciSn “"Alicia usa falda larga" y q es

la proposicibn "Alicia usa sombrero®, los cuatro renglo
nes numerados del siguiente encabezado de tabla de \m*-
dad representan cada uno de los cuatro casos flustrados

abajo:
[ 9
1]V y
21V F
3|F v
4 |F F
1 2 3 4

o @)

En s tabls de verdsd 1.2.9, en 12 que estaba en juego s810 una proposicién
(p), tenfamos dos posibilidades: dos renglones; en la tabla de verdad --
1.3.7, en 1a que estaban en juego dos proposiciones (p , q), obtuvimos cua-
tro posibles combinsciones. Si tuvieramos tres proposiciones (digamos, p,
Q. r), obtendriamos ocho posibles cambinaciones de sus valores de verdad:
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1.4.2 Tabla de verdad para tres proposiciones (encabezado)

b

- YN M€ €« <« |0
N N €« €« V" M <« « | O

M &€ M K M £ N <

1.4.3 Para un nimero de proposiciones en juego igual
a 8, se tienen 2" renglomes en 1a tabla verdad

1.4.4. Ejemplos:

en la tabla 1.2.9, hay n=1 proposicién y 2'=2 renglones
en la tabla 1.3.7, hay n=2 proposiciones y 22=4 renglones
en la tabla 1.4.2, hay n=3 proposiciones y 2’8 renglones

Desde Juego, para formar uma tabla de verdad, no basta con saber cuéntos ren-
glones tiene, s1n0 que necesitamos saber también cimo 1lenarlos. Un procedi-
miento sistemfitico general es el siguiente:

Former primero 1a tabla con tantas columwas como proposiciones estén en juego
(0), y con e} nimero de renglones ya calculado (2"). Empezar en Vs Gitims co
Tumma escribiendo alternademente V y F, sequir con la penGitima, alternando
shora de dos en dos: V, ¥, F, F, etc., luego 1a antepeniitims, alternando de
cudtro en cuatro, y seguir ast hasta llegar a }s primera, 18 cual tendrf la -
primpra sitsd de sus renglones con solamente ¥V, y la segunda con solamente F.
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Hasta ahora hemos hablado de las primeras columnas de una tabla de verdad,
aquellas que muestran las proposiciones que van a ser combinadas en las si-
guientes columnas, para formar proposiciones mis complejas. A medida que
1as proposiciones formadas se vayan haciendo afs complejas, o sea, a medi-
da que intervengan en ella mfs proposiciones y mfs conectivas, necesitare-
m0s una puntuacién para nuestro lenguaje. Para ilustrar esta necesidad, -
consideremos las siguientes proposiciones:

Ejemplos:

1.4.5 Perdonaron al hermano de Juan

1.4.6 Le cortaron la cabeza a Juan

1.4.7 No es cierto que perdonaron al hermano de Juan, y le -
cortaron la cabeza a Juan

1.4.8 No es cierto que perdonaron al hermano de Juan y le cor

taron 1a cabeza a Juan

Las proposiciones de los ejemplos 1.4.7 y 1.4.8 son ambas composiciones de

las de los ejemplos 1.4.5 y 1.4.6, y 1a dnica diferencia entre ellas es una
come, que por insignificante que parezca hace que Juan quede definitivamen-
te sin cabeza en 1.4.7 y posiblemente con ella en 1.4.8. La funcin de la

coms es indicar sobre qué actia 1a conectiva "no es cierto que®, y esta fun
cién debe ser llenads cuando manejemos proposiciones simbSlicamente: 1la -
“puntuscifn” simbdlica ests dada por paréntesis:

Encerramos entre paréntesis las proposiciones
1.4.9 compuestas que son consideradas como un todo
para operar con otras proposiciones.

Veamos cémo quedan nuestros ejemplos anteriores usando notacién simbSlica:
st p es 1a proposicifn de) ejemplo 1.4.5. y q la del 1.4.6, tenemos:
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Ejemplos:

1.4.5" p

1.4.6' q

1.4.7° (~p)ag
1.4.8' ~{prq)

Podremos ver en qué casos difieren las proposiciones de los ejemplos 1.4.7°
y 1.4.8' si formamos las respectivas tablas de verdad:

1.4.10 Tabla de verdad de 1.4.7'

~ P (~p)Ag

"M« «<|o
mna«< ma<lo
« <M.
mn<mm™m

En Ja tabla 1.4.10, para calcular ( ~ p) A q, calculamos primero ( ~ p), -
que es F sipesVY,y viceversa (ver 1.2.9), y luego 1a conjuncisn de &sta
con q, que es V s6lo si ambas son V (ver 1.3.7).

1.4.11 Tabla de verdad de 1.4.8'

p q pAQ A~ (p Aq)
v v Y F
Y F F y
F v F Yy
F F F v

En 1a tadla 1.4.11, pars calcular ~ (p A q), calculamos primero (p A q),
que es ¥ sblo s1 p y q son asbas V (ver 1.3.7), y luego la negeciOn de ésta,
que es F sy (pagqg)esV, yviceversa (ver 1.2.9).
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Viendo ambas tablas de verdad, es ficil notar que ambas proposiciones coin-
ciden en el primer (F) y en el tercer (V) renglén, y difieren en el segundo
y en el cuarto. Si regresamos a los significados inicfales (1.4.7 y 1.4.8)
veremos que ahf precisamente reside la diferencia de la que depende la cabe
za de Juan: 1.4.8' puede ser V cuando q es F, y 1.4.7's61o es V con q V.

Las tablas 1.4.10 y 1.4.11 son tablas que explicitan con detalle cada paso
seguido. Podemos hacer esas mismas tablas en forma mis comprimida:

1.4.12 Tabla de verdad comprimida de 1.4.7' y 1.4.8°

P |a (~ p) A q ~ (p A q)
V(v FIviiFll Y FRv | vy
vV |F FlvllFll F viv|F]|rf
Flv v Fllvllv viriFriv
FIF L L v]Fllr|le virlrlF
Paso Mo. |1 |1 211131 3121

En 1a tabla 1.4.12, que es 1a forwma comprimids de 1a 1.4.10 y 1a 1.4.11 jun-
tas, hemos hecho lo siguiente: formamos tantas columnas como sfmbolos re-

sultan al escribir una sola vez la(s) proposicién(es) compuesta(s) que inte-
resa(n), excluyendo os paréntesis (y no tantas columnas como proposiciones
como en 10s ejemplos anteriores). A continuacién numeramos los pasos (G1ti-
m0 renglén) de la siguiente manera: el primer paso consiste en poner las -
combinaciones de valores de verdad de p y q (primera y segunda columas) y
copiar estos valores tantas veces como aparecen p y q (cuarta, sexta, octa-
va y décims columfas); en un segundo paso calculamos lo que podemos calcu--
lar a partir de 1o que ya tenemos, que son, pars Ja 1.4.7'; (~ p) (tercera

columna, igual a la tercera de 1s tabla 1.4.10), y para la 1.4.8', (p A q) -
(novena columns, igual & la tercers de la tabla 1.4.11); en un tercer paso

calculamos 1o que podemos calcular con 1os elementos obtenidos de los pasos
snteriores, tanto para la 1.4.7' (quinta columna, igual & 13 cuarta de la -
tabls 1.4.10), comc nara 1a 1.4.2° (séptima columna, faua) a la cuarts de la
tabls 1.4.11). €n general, continuamos as! hasta que el Gltimo paso nos da
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el resultado deseado. En este ejemplo, como 1a tabla est formada en reali
dad por dos, nos detenemos en dos pasos con nimero final 3, y ésos son los
QuUe CORpAramoS.

1.5  DISYUNCION

Para volver a tomar el hilo de nuestro estudio de la LSgica proposicional,
retomemos unos ejemplos anteriores para formar las siguientes proposicio--
nes:

Ejemplos:

1.5.1 Carlos consulta un 1ibro de bloquimica

1.5.2 Carlos consulta un 1ibro de fisicoquimica

1.5.3 Carlos consulta un 1ibro de bioquimica o Carlos consulta

un 1ibro de fisicoquimica

Decimos que 1a proposicién compuesta del ejemplo 1.5.3 es 1a disyuncibn de
las dos proposiciones simples anteriores, unidas mediante la conectiva “o".
De hecho, en el lenguaje ordinario usarfamos una oracibén equivalente a la -
del ejemplo 1.5.3:

1.5.4 Cerlos consulta un Yibro de bioquimica o uno de fisico-
quimica

En las proposiciones de los ejemplos 1.5.3 y 1.5.4 estamos indicando que -
ocurre cuando menos uns de 1as proposiciones de los ejemplos 1.5.1 y 1.5.2
(o bien Carlos consulta un lidbro de dbioquimica, o bien Carlos consulta un -
1ibro de fisicoquimica, o bien Carlos consulta ambos 1ibros). Dicho de otra
manera, las proposiciones de los ejemplos 1.5.3 y 1.5.4 sélo resultarfan -
falsas si ambas proposiciones de los ejemplos 1.5.1 y 1.5.2 fueran simylté-
neamente falsas. Aquf debemos hacer resaltar una ambiguedsd del} lenguaje
ordinario: el significado de 1a conectiva "0° es a veces inclusivo y a ve-
ces exclusivo: en el primer caso se incluye 1a posibilidad de que ocurran
ambas proposiciones 3l mismo tiempo, y en el segundo se excluye (o sucede
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una, 0 1a otra, pero no ambas). Esta ambiguedad no puede ser reflejada en
un lenguaje preciso como el que estamos construyendo:

En e Tenguaje de Ta L3gica, Ta conectiva

1.5.5 “0" se usa siempre en sentido inclusivo.

Necesitaremos también un simbolo para representar a esta conectiva: usare-
mos "v" para indicar una disyuncifn:

S1 p es una proposicién, y q es otra,
1.5.6 1a disyuncién de ambas se escribe p v q
ly se lee p o0 q".

1.5.7 Ejemplo:

S1 1a proposicin “Las plantas fotosintetizan y transpi
ran® es representada por la letra p, y la proposicibn
“Las plantas respiran y transpiran® es representada -
por 1a letra r, entonces pv r (p 0 r) representa la pro
posicidn "Las plantas fotosintetizan y transpiran o las
plantas respfran y transpiran”o, abreviadamente, "Las -
plantas fotosintetizan o respiran, y transpiran®

Como en el caso de 1a conjuncibn, puede formarse una disyuncibn entre propo
siciones compuestas, como en el ejamplo 1.5.7.

Por Gitimo, veamos la tabla de verdad correspondiente a la disyunciébn:
1.5.8 Tabla de verdad de 1s disyuncibn

pvgq

M " < «x|v9O
M < M<|D
N «€ € « | <




Ejemplos:
1.5.9

1.5.10

1.5.11

1.5.12

1.6 COMDICIONAL
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Si p representa 1a proposicién “Se obtiene ATP de la -
glicSlisis®, y q representa la proposicifn "Se obtie
ne ATP del ciclo de Krebs, entonces p es verdadera, q
es verdadera, y p v q (“Se obtiene ATP de la glicHli-
sis o del ciclo de Krebs") es verdadera.

St p representa la proposiciSn "La aspirina puede ali-
viar el dolor de cabeza” y q representa la proposicién
“La aspirina puede aliviar la ceguera®, entonces p es
verdadera, q es falsa, y p v q ("La aspirina puede
aliviar el dolor de cabeza o la ceguera”) es verdadera.

Si p representa la proposicién “La hemoglobina transpor
ta 1fpidos” y q representa la proposicifn “La hemoglo-
bina transporta oxfgeno", entonces p es falsa, q es -
verdadera, y p v ¢ ("La hemoglobina transporta 1fpi--
dos u oxfgeno) es verdadera.

St p representa la proposicifn "E1 HC1 es una base” y
q representa la proposicién "E1 NaOH es un §cido”, en-
tonces p es falsa, q es falsa, y pvgq (“El HC1 es
una base o ¢) NaDH es un Scido”) es falsa.

Consideremos de nuevo unas proposiciones de la seccibn 1.4:

Ejemplos:

1.6.1
1.6.2
1.6.3

Alicia usa falds larga
Alfcia usa sombrero
S4 Alicia use falds largs, entonces Alicia uss sombrero

Decimos que 12 proposicién compuesta del ejemplo 1.6.3 es una proposicibn
condicional, formada por las proposiciones de los ejemplos 1.6.1 y 1.6.2
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unidas mediante la conectiva "si..., entonces”. Decimos también que la pro
posicién simple del ejemplo 1.6.1 es el antecedente y la del 1.6.2 el conse-
cuente de la condiciomal. La proposicién condicional puede ser formada tam
bién mediante el uso de otras conectivas:

Ejemplos:

1.6.4 $i Alicia usa falda larga, entonces usa sombrero
1.6.5 S Alicia usa falda larga, usa sombrero

1.6.6 Alicia usa sombrero si usa falda larga

1.6.7 Alicia usa falda larga sélo si usa sombrero
1.6.8 Si Alicia usa falda larga, también usa sombrero
1.6.9 Cada vez que Alicia usa falda larga, usa sombrero
1.6.10 Cuando Alicia usa falda larga, usa sombrero

Las proposiciones de los ejemplos 1.6.4 a 1.6.10 son todas equivalentes a la
de) 1.6.3. De ellas podemos hacer las siguientes observaciones: la proposi
cidn del ejemplo 1.6.4 no es mas que la forma condensada, y més manejable en
el lenguaje diario, de 1a del 1.6.3; la del 1.6.5 es una forma ain mfs con-
densada, y en cierto modo paralela a 1a del 1.6.6: nétese que en los ejem-
plos 1.6.5 y 1.6.6 1a conective (si) precede y se aplica al antecedente, -
mientras que en el 1.6.7 la conectiva (s6lo si) precede y se aplica al conse
cuente.

En las proposiciones de los ejemplos 1.6.3 a 1.6.10 estamos expresando equi
valentemente que sf sucede que Alicia use falda larga, entonces forzosamente
Alicis vsa sombrero, pero no viceversa: puede suceder que Alicia use sombre
ro sin que Alicia use falds larga. Obsérvese que en estas proposiciones no
estamos af irmendo que Alicia use falds larga, sino solamente que cuando Ali-
cis usa falda largs uss sombrero. Para aclarar esto, observemos nuevamente
las flustraciones:
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1 2 3 4

| o o) o o

- R A

En la primera, Alicia usa falda larga, y usa sombrero, por To queno contra
decimos 1a condicional "Si Alicia usa falda larga, usa sombrero®: &sta re-
sulta verdadera.

En la segunda ilustracidn, Alicia usa falda larga, pero no usa sombrero, lo
que es una contradiccidn: la condicional resulta falsa.

En 1a tercera y la cuarta ilustraciones, Alfcia no usa falda larga, por lo

que no podemos contradecir 1a proposicién "Si Alicfa usa falda larga, usa -
sombrero”: é&sta no nos dice que deba suceder algo en el caso en el que Ali
cia no use falda larga. Asf, independientemente de que Alicia use o no som
brero, la condicional resulta verdadera.

1.6.12 Ejemplo:

Imaginemos que para resolver un complicado csso crimina
1istico, 1lamamos a un detective, y le avisamos que le

pagaremos si dice la verdad, y le dejaremos de pagar si
miente. E1 detective estudia el caso y dice: "Si el -
sayordomo cojes, el ssesinato ocurri en el jardin". Su
pongamos que, aturdido por tan sorprendente declaracidn,
el ssesino (no forzosamente e} mayordomo) confiesa, de
tal maners que conocemos la verdad. S{ nos imaginamos

las cuatro posibilidades de esta historia (el mayordomo
cojes 0 no, y el asesinato fue en el jardin o no), vere
m0s que Ta Gnics en 1a que dejamos de pagarle al detec-
tive es cuando le podemos comprobsr que mintif: cuando
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el mayordomo en efecto cojes, pero el asesinato no fue
en el jardin. En todos los demfs casos, el detective
dijo la verdad, y hay que pagarle.

Formalicemos ahora todo 1o dicho sobre condicionales. Por principio de cuen
tas, necesitamos una notaci6n simbSlica: usaremos el sfmbolo * = * para ex
presar proposiciones condicionales:

St p es una proposicién, y q es otra, la
condicional que tiene a p como anteceden-
te y a q como consecuente, se escribe
p*q y se lee "si p entonces q".

1.6.13

1.6.14 Ejemplo:

Si 1a proposicién "Rodrigo no come bien® es representa-
da por 12 letra r, ylaproposicién "Rodrigo adelgaza o
se enferma” es representads por la letra s, entonces
r-s (Si r entonces s) representa la proposicibn
“St Rodrigo no came bien, entonces Rodrigo adelgaza o se
enferma®, 0, abreviadamente: °Si Rodrigo no come bien,
adelgaza o se enferms”

Obsérvese que, como en el caso de 1a negacibn, la conjuncién y 1a disyuncibn,
se pueden former proposiciones condicionales usando proposiciones compuestas,
como en ¢! ejemplo 1.6.14.

Podemos expresar que p - q implica que st p ocurre, entonces forzosamente
ocurre q, de una de las siguientes maneras:
1.6.15 p»q s8lo es falsa si p es verdaders y q es falsa

1.6.16 p _es condicibn suficiente pera que ocurra g. Por ejem-
plo, en 1.6.3 podemos decir que el que Alicia use falda




1.6.17

1.6.18

1.6.19

1.6.20

1.6.21
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larga es condicién suficiente para que use sombrero: -
basta que use falda larga para que use sombrero.

q_es condicién necesaria para que ocurra p. Por ejem-
plo, en 1.6.3 podemos decir que el que Alicia use som-

brero es condicidn necesaria para que use falda larga:
necesita usar sombrero para usar falda larga.

Tabla de verdad de la condicional

p q P*q
v v v
v F F
F v v
F F v

Ejemplos:

Si p representa la proposicién "Las hembras de los mamf
feros tienen mamas" y q representa la proposicidn “La
vaca tiene mamas”™, entonces p es verdadera, q es verda
dera, y p+*q ("Si las hembras de los mamiferos tie-
nen mamas entonces 1a vaca tiene mamas") es verdadera.

Si p representa la proposicién "En la carne dejada al
aire libre aparecen gusanos”, y q representa la propo-
sicibn "Hay generacibn esponténea”, entonces p es ver-
dadera, q es falsa, y p = q ("S1 en la carne dejada
8l afre 11bre aparecen gusanos, entonces hay generacién
esponténea”) es falsa (contradecible).

Si p representa la proposicién "Hay generacifn esponté-
nea” y q representa la proposicién “En la carne deja-
da 3] aire libre aparecen gusanos”, entonces p es falsa
q es verdadera, y p - q {“S| hay generacién esponté-
nea, entonces en 13 carne dejada al afre 1ibre aparecen
gusanos”) es verdadera (no contradecible).
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Si p representa la proposicién "E1 espermatozoide porta
un hominculo“ y q representa la proposicién "Los hijos
no heredan caracterfisticas de 1a madre”, entonces p es
falsa, q es falsa, y p +q ("Si el espermatozoide por
ta un hominculo, entonces los hijos no heredan caracte--
risticas de la madre*) es verdadera (no contradecidble).

Consideremos de nuevo las proposiciones de la seccibn 1.6:

£jemplos:

1.7.1
1.7.2
1.7.3
1.7.4
1.7.5

Alicia usa falda larga

Alicia usa sambrero

St Alicia usa falda larga, usa sombrero
Si Alicia usa sombrero, usa falda larga

Si Alicia usa falda larga, usa somhrero, y sf Alicia
usa sombrero, usa falda larga

Podemos observar que 1a proposicién del ejemplo 1.7.4 es 1a "viceversa" de
Ta del 1.7.3: es la condicional que usa como antecedente 1a proposicibn -
del ejemplo 1.7.2 y como consecuente 1a del 1.7.1. En cuanto a la del 1.7.5,
es 1a conjuncibn de las dos anteriores y decimos que es una proposicibn bi-
condicional. VYeamos poco a poco cimo se puede transformar esta proposicién
en una safs condensads, usando 1a equivalente condicional del ejemplo 1.6.5:

1.7.%

1.7.6

1.7.7

$§ Alicia usa falda larga, usa sombrero, y si Alicla -
uss sombrero, usa falds larga.

Alicrs usa falda larga 5610 si usa sombrero, y si Alicia
uss sombrero, usa falda largs (ver 1.6.7)

Alfcts usa falda largs s8lo si usa sombrero, y Alicia
uss felds larga si usa sombrero (ver 1.6.6)
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1.7.8 Alicia usa falda larga st usa sombrero, y Alicia usa
falda larga s6lo si usa sombrero (es la misma que la
anterior, s6lo intercambiando las dos proposiciones de
1a conjuncién)

1.7.9 Alicia usa falda larga si usa sombrero, y s81lo si usa
sombrero

1.7.10 Alicia usa falda larga si y s6lo si usa sombrero

Es bajo esta Gl1tima forma, usando 1a conectiva "si y s6lo si" que se mane-
jan generalmente las proposiciones bicondicionales. Las proposiciones de
los ejemplos 1.7.5 a 1.7.10 son todas equivalentes, y en ellas estamos ex-.
presando que si Alicia usa falda larga, usa sombrero forzosamente, y vice-
versa. St mos remitimos a las {lustraciones (1.6.1)),vemos que:

1 2 3 4

oy @) o O

1.7.11 /

En 1a primers, 1a primera condicional (1.7.3) es verdadera, y en la segunda
(1.7.8) tambtén, por lo que la conjuncién de ambas (bicondicional) resulta
verdaders.

En 12 segunda, la primera condicional (1.7.3) es falsa y 1a segunda (1.7.4)
verdadera, por 1o que Ja conjuncién de ambes (bicondicional) resulta fal-
$a.

En 1a tercers, 12 primera condicionsl (1.’.31) es verdaders y la segunda
(1.7.4) falsa, por 1o que la conjuncibn de ambas (btcondicional) resulta
falsa.
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En la cuarta, ambas condicionales (1.7.3 y 1.7.4) son verdaderas, por lo -
que su conjuncin (bicondicional) resulta verdadera.

Como anteriormente, para formalizar necesitamos primero una notacidn simbf
1fca: usaremos el sfmbolo “<=" pare expresar proposiciones bicondiciona-
Tes:

Si p es una proposicién, y q es otra,
1.7.12 1a bicondicional de ambas se escribe
peeq y se lee “p si y s6lo si q"

1.7.13 Ejemplo:

si 1a proposicién “En la capital hay smog y otras conta
sinaciones® es representada por 1a letra s, y la propo-
sicién “los capitalinos son muchos o muy irresponsables”
es representada por la letra p, entonces se»p (s st
y sblo si p) representa la proposicién “En la capital -
hay smog y otras contaminaciones si y sblo si los capita
1inos son muchos o muy irresponsables”

A continuacifn sostramos varias maneras de expresar pes q:

1.7.14 Py g son simultinesmente verdaderas y simultineamente
falsas

1.7.15 p_es condicion necesaria y suficiente para que ocurra q

1.7.16 q es_condicin necesaris y suficiente para que ocurra p
1.7.17 Tabls de verded de 1a bicondicional

p | a P+-9 | q.p | (pea)r(a-p)]| peeq
v ] 1) y v v
v | f f v F 3
F |l v 3 F f
F F Y v v v
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Ejemplos:

1.7.18 S1 p representa la proposicién “La glicina es un amino
fcido” y q representa 1a proposicién "La glicina tiene
un grupo NH, y un grupo COOH", entonces p es verdadera
q es verdadera. y peeq ("La glicina es un aminofici-
do st y s6lo si tiene un grupo NH, y un grupo COOH*),
es verdadera.

1.7.19 Si p representa la proposicidn “La informacién genéti-
ca se transmite por &cidos nucléicos” y q representa -
la proposicibén “La informacién genética se transmite
por protefnas”, entonces p es verdadera, q es falsa y
pesqg ("La informacién genética se transmite por fci-
dos nucléicos si y s6lo si se transmite por protefnas®)
es falsa.

1.7.20 Si p representa laproposicién "La seleccibn natural no
interviene en la evolucidn® y q representa la proposi-
cibn "Los organismos complejos han evolucionado a par-
tir de organismos mfs sencillos®, entonces p es falsa,
q es verdadera, y pesq ("La seleccién natural no in
terviene en 13 evolucién si y sélo si los organismos -
complejos han evolucionado a partir de organismos mis
sencillos”) es falsa.

1.7.21 Si p representa 1s proposicibn “La mosca es un ave" y
q representa la proposicién “E1 gorribn es un insecto”,
entonces p es falsa, q es false, y peeq ("La mosca
es un ave si y s6lo si el gorribn es un insecto”) es
verdadera.

1.8 IMPLICACION Y EQUIYALENCIA LOGICA

Cuando operamos con dos proposiciones (digsmos: p,q) pars formsr una propo-
sicién condicional (p - q) o una bicondicions) (pesq) obtenemos nuevas pro
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posiciones que pueden a su vez ser verdaderas o falsas. Sin embargo, es -
frecuente que tengamos que expresar que dos proposiciones se relacionan de
tal manera que una condicional o una bicondicional entre ellas resulta siem

pre verdadera.

Ejemplos:
1.8.1

1.8.2

1.8.3

La proposicién “Tonche es un gato normal® (r) y la pro-
posicién "Tonche tiene cuatro patas y una cola® (p) es-
thn relacionadas de tal manera que r + p siempre es ver
dadera, porque no puede suceder que Tonche sea un gato
normal y no tenga cuatro patas o no tenga cola.

La proposicidn “Hoy es lunes” (q) y 1a proposicién “Ma-
flana es martes” (r) estén relacionadas de tal manera -
que Gesr siempre es verdaders porque q*r y r-+gq
también lo son.

La proposicién “"Hoy es lunes® y la proposici6n “Este mes
tiene 30 dfas” no estén relacionadas de ninguna de las -
dos maneras mencionadas en los ejemplos anteriores.

Estas posibles relaciones se Tlaman implicacién 16gica (cuando 1a condicio-
fal es verdadera) y equivalencia 16gica (cuando 1a bicondicional es verdade
ra), y usaremos para ellas los sfmbolos "=>" y "<& respectivamente.

1.8.4

1.8.5

S1 p es una proposicibn, y q es otra, la
relacién "p + q siempre es verdadera® -
se escribe p=pq y se lee “p fmplice Q"

S§ p es una proposicién, y q es otra, la
relacién “peeq siempre es verdaders” -
se escribe pgdq y se lee "p es equiva-
lente 3 q”
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Ejemplos:

1.8.6 S1 p representa la proposicién "Un humano X tiene 25 -
afos® y q representa 1a proposicién "E1 humano X ya -
cambid sus dientes de leche“, entonces p=>q (pero -
no g=>p, por 1o que no pExq).

1.8.7 Si p representa la proposicién "Un humano A tiene por -
lo menos un cromosoma Y en su genotipo” y q representa
1a proposicién "E1 humano A tiene fenotipo masculino®,
entonces p=>q, G=pp y pEPq.

Conviene tal vez enfatizar que mientras que la negacién, la conjuncién, la
disyuncién, la condicional y 1a bicondicional son operaciones que forman -
nuevas proposiciones a partir de unasdadas, 1a implicacién y la equivalencia
16gica son relaciones entre proposiciones, que sélo expresan caracteristicas
de ellas y no forman nuevas proposiciongs a partir de ellas.

1.9  PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES LOGICAS

Hasta ahora hemos visto varias maneras de operar con las proposiciones:

~ o A, ¥, * ,o> s0n operaciones entre proposiciones, de 1a misma manera
que 4, x, etc. son operaciones entre nimeros. Y, de la misma maners que -
las operaciones entre nimeros tienen propiedades (por ejemplo: a + b= b + 3,
0 sea "el orden de los sumandos no altera la suma”), las operaciones entre -
proposiciones tienen ciertas propiedades. En esta seccién enunctaremos las
propiedades mfs importantes, ejemplificndolas, y veremos cémo se demuestran
formsimente algunas de ellas, dejando las demfs como ejercicio.

Empecemos con uns propiedad de la negacién, que podrfa enunciarse asf: "dos
negaciones se cancelan”
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Ejemplo:

La proposicién "No es cierto que Lourdes no esté embara
zada", que es negacifn de "Lourdes no estd embarazada®,
es equivalente a "Lourdes est§ embarazada®

Desostracién

Para demostrar que dos proposiciones son equivalentes 1§
gicas hay que demostrar que su bicondicional es siempre
verdadera (ver 1.8.5). Calculemos, entonces, la bicondi
cional ~(~ p)«=p mediante una tabla de verdad que, por
tratarse de sélo una proposici6n (p), tendr§ 2 renglones:

P ~ (v p) - P

V|F v v

F FlvV v F

Paso No. 1 3|21 4 1

Esta tabla de verdad ests hecha de manera anfloga 2 la
1.4.12: en el primer paso copiamos tantas veces como -
es necesario 105 valores de verdad de p, en el segundo
calculamos la negacién de p, de acuerdo con 1.2.9, en
el tercero 1a negacibn de la G1tims proposicibn, también
de acuerdo con 1.2.9, y en el cuarto la bicondicional -
del Gltimo resultado con p. E1 resultado de este (1ti-
m0 paso, sacado de scuerdo con 1.7.17, es el que nos im
porta: como no aparece ninglin F en 1a columna, podomos
asegurer que ~ ( 1 pl&dp, con 1o que queda demostra-
ds nuestra propiedsad.
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veamos ahora dos propiedades de la conjuncién. La primera es conocida como
conmutatividad; y podrfa enunciarse, siguiendo 1a forma aprendida en la es-
cuela primaria, como “el orden de los conjuntandos no altera la conjuncién®:

1.9.4
1.9.5

1.9.6

(pAQ)e>{q*p)

Ejemplo:

La proposicidn compuesta: “El niflo tiene fiebre y mucha
tos" es equivalente a “E1 nifo tiene mucha tos y fiebre”

Demostracién

El método general es igual que para la propiedad ante-
rior, ast es que aquf sélo mostramos la tabla de verdad:

P q (P & Q) «s(a A p)
v 'l viv] viv]iv]iv]v
v F VIF|F|lV]|FIF]V
F v FlF]Vv]|Vv]|V|F|F
F F FIFIF|V]F|FI|F
Paso No. | 1 1 1{2t1]3]1{2]1

La segunds propiedad de 13 conjuncién que veremos se refiere a lo que pasa
cuando queremos formar mfs de una conjuncibn entre afs de dos proposiciones
y se Tlams asocistividad:

1.9.7
1.9.8

[(p2a) arepp 4 (a @l
Ejempio:

La proposicién compuesta "La hip6fisis secreta LH y FSH,
y también PRL" es equivalente a “La hip6fisis secreta LH
y también FSH y PRL".

Ls asociatividad nos dice, entonces, que no imports cémo juntemos o asocie-
=05 las proposiciones de una conjuncibn mGitiple, el resultado siempre serd
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equivalente. Esta propiedad hace que la puntuacién sea innecesaria: no hay
lugar para malos entendidos. Podemos entonces escribir pa q A r , que es
equivalente a cualquiera de las dos formas de 1.9.7, y correspondiente a -
“La hipbfisis secreta LH y FSH y PRL" en el ejemplo 1.9.8.

Las dos propiedades de la conjuncién que hemos visto tienen sus anflogos pa
ra la disyuncibn: veamos primero la conmutatividad:

1.9.9 (Pvq)S(avp)

1.9.10 Ejemplo:

La proposicién compuesta “"Los genetistas trabajan con -
Daosophila melanogaster 0 con Neurospora crassa” es --
equivalente a "Los genetistas trabajan con Neurospora
crassa o con Drosophila melanogaster®

Por su parte, la asociatividad toma esta forma:

1.9.1 (v vr&pviavr)

1.9.12 Ejemplo:
Ls proposicién compuesta "Laura ests gorda porque come
sucho pan o pasteles, o porque come dulces® es equiva-
lente a “Laura esté gorda porque come mucho pan, o por
que come pasteles o dulces”

Como en el caso de la conjuncidn, la asociatividad de 1a disyuncidn nos in-
dica que podemos escribir 1.9.11 y 1.9.12 como pvqvr y "Loura estd -
go0rds porque come mucho pan o pasteles o dulces”, respectivamente.

Las propiedades 1.9.4 y 1.9.9, y 1.9.7 y 1.9.11 muestran que existe un para
lelismp entre las operaciones de conjuncibn y de disyuncién. Vesmos shora
chmo se relacionan ambas operaciones entre sf, medfante las propiedades 1la
madas de distributividad. Por una parte, 1a conjuncibn distribuye a la dis
yuncibn:
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ﬁk(qu)%(pw)V(nAr)J

Ejemplo:

EY flujo de energfa en
1a biSsfera puede ver-
se (de manera muy sim-
plificada) como en el
esquema de junto. La
energfa solar es trans
formada mediante la fo
tosfintesis (p) en ener
gia quimica, y luego -
&sta es utilizada en

Energfa solar
1 P
energfa quimica

7N

energfa para energfa para
trabajo me- biosintesis.
canico.

trabajo mecinico - por ejemplo muscular - (q) o para -

biosintesis (r).
Jo anterior son:

Dos maneras equivalentes de expresar
“La energfa solar se transforma en -

energia quimica y luego en energfa para trabajo meclni-
co o para biosfntesis®-pa (q v r)- y "La energfa solar
se transforma en energfa quimica y luego en energfa pa-
ra trabajo mecinico. o la energfa solar se transforma -
en energfa quimica y luego en energia para biosintesis”
-(paq)vipar)-.

De manera anfloga, 1a disyuncién distribuye a8 la conjuncibn:

1.9.15

1.9.16

[pvianr) @ (pva)aipvr]

Ejemplo:

Lipidos
E1 esquems de junto - q
represents de manera - ]
muy simplificada el - (Acidos grasos)
metabolismo de los 19- r
pidos en el higado. Su Glicerol Colesterol
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poniendo que p, q y r son las enzimas (o Ststemas enzi-
miticos) que intervienen en las reacciones que se marcan,
podemos explicarlas de cualquiera de estas dos maneras
equivalentes: "En la degradacidn de los 1fpidos empie-
za p (para dar glicerol), o empieza q y termina r (pa
ra dar colesterol)® -p v (qA r)- o: "En la degradacién
de los 1ipidos empiezan p 6 q y te_rlinan p (para dar gli-
cerol) & r (para dar colesterol)” -(p v q) A (p v r)-.

Veamos ahora cémo se relacionan los operadores de conjuncién y disyuncién -
con el operador de negacién. La primera ley de De Morgan nos da una forma
de expresar 1a negacién de una conjuncibn:

1.9.17

1.9.18

[v(Pr ) &S p) v (va)]

Ejemplo:

Para que funcione correctamente el mecanismo de defensa
contra cuerpos extrafios del sistema irmune de los verte
brados debe haber un reconocimiento por parte de un an-
ticuerpo y un ataque por parte del sistema del comple-
mento. S un cuerpo extrafio no es rechazado, podemos -
decir "No funciond el sistema de anticuerpo y complemen
to® o, equivalentemente "No funcionb el anticuerpo o no
funcionb el complemento”.

Ls segunda ley de De Morgan nos da una forma de expresar la negacibn de una
disyuncibn (obsérvese que se parece a 1a primera: se dice que una es la -

dua) de T otra):

1.9.19

1.9.20

b iova &) (~a)

Ejemplo:

En 1a noche, losperros se dan cuenta de peligros posi-
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bles porque oyen 0 huelen algo. Si el perro Terri no -
percibe una noche a un ladrén, podemos decir “Terri no
oyb u o116 al ladrén" o, equivalentemente “Terri no oyd
al ladrdn y no 1o oli6"

Vesmos por dltimo un par de propiedades importantes de la condicional. La

primera se refiere a la conjuncién de dos condicionales y se llama transiti-
vidad:

1921 {(p-a) ala~r)=p(p~r)]

1.9.22 Ejemplo:

La conjuncién: “S{ hay liberacidn de acetilcolina, la -
hay de iones de calcio; y si hay liberacién de iones de
calcio, hay contraccién muscular® implica que: “Si hay
1iberacién de acetilcolina, hay contraccifn muscular®,

La Gltima propiedad que veremos se 1lama ley de contraposicién y relaciona
las proposiciones de una condicional con sus negaciones:

1923 [p+a) & (~-a ~~»)

1.9.24 Ejemplo:

La condicional "Si hay vida hay agua” es equivalente a
1a condicional “Si no hay agua, no hay vida®.

Esta ley de contraposicién es muy importante, y por eso conviene hacer notar
que habla de 13 equivalencts de dos condicionales, de tal manera que 1a nega
cién del antecedente de una es el consecuente de !a otra, s viceversa, 18 ne
gactén del consecuente de una es el antecedente de la otrs.
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1.10 LA LOGICA Y LAS HIPOTESIS BIOLOGICAS

La formulacién y, sobre todo, la contrastacién de hipStesis biolégicas mere
cen un libro aparte (hay varios que tratan el tema en la bibliografia de es
te capfculo). Sin embargo, quisieramos aquf sentar unas bases para su estu
dio, haciendo notar la relacifn de las hipStesis biolégicas con 1a Légica.

Todas las hipStesis pueden ser puestas en forma de proposiciones (en el sen
tido de la palabra proposicién que hemos venido sanejando), simples o com--
puestas. Es muy frecuente que una hipbtesis se plantee como una proposicibn
condicional; en particular, es frecuente plantear en forma de proposicifn
condicional las hipStesis que estén sujetas a verificacién experimental.

1.10.1 Ejemplo:

$i la molécula portadorade 1a informacibn genética es -
el DNA, entonces al agregar DMA puro de neumococos viru
lentos a cepas no virulentas se obtendrén cepas virulen
tas. (Experimentos de Avery en 1944)

Es fécil también encontrar aseveracfones cientfficas en forma de proposicién
condicional del siguiente tipo:

1.10.2  Ejemplo:

S§ una persona tiene amibiasis intestinal, entonces se
puede asegurar que ingirié quistes de amibas.

Sobre este (1timo ejemplo quisiéramos hacer dos observaciones importantes.-
La primera es con referencis al tiempo: asunque en las proposiciones condi-
cionales aparece 1a palabra “entonces”, esto no quiere decir que lleven im-
pifcita una 1dea de tiempo: se trats de un “entonces” 16gico, y no de un
“entonces” temporal, y ambos factores, el 18gico y e) temporal, son indepen
dientes entre sf. En 1a proposicién del ejamplo.10.2,e) consecuente 16gi-
co {1a ingestién de quistes) antecede temporalmente al antecedente 16gico -
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(1a amibiasis); en otros casos pueden coincidir ambos antecedentes (y con-
secuentes), como en el siguiente:

1.10.3 Ejemplo:

S1 a un nifo se le cae un diente de leche, entonces en
un futuro (mis 0 menos proximo) le crecer§ el diente a-
dulto.

La segunda observacibn sobre la proposicién del ejemplo 1.10.2 se refiere a
1a unidireccionalidad de las condicionales. Segin 1.10.2, la presencia de
amibiasis nos permite asegurar la ingestifn previa de quistes; sin embargo,
1.10.2 no nos dice nada acerca de la implicacidén recfproca ( si una persona
ingirid quistes de amibas, entonces tiene amibiasis intestinal) que, de he-
cho, es falsa, ya que es posible ingerir quistes de amibas sin por ello s6-
1o tener amibiasis. Como se puede ver, este caso corresponde al segundo -
renglén de la tabla 1.6.18, lo que seglm 1.8.4 hace falsa la implicacibn.

Yeamos ahora otras aplicaciones de la L6gica al planteamiento de hipStesis
biolbgicas. Una de ellas es 1o que en L8gics se conoce con el nombre de mo-

dus ponendo ponens (mpp),que simplemente afirma que si se tiene una condi-
cional, y se presenta el antecedente de ella, entonces sucede el consecuente:

1.10.4 [tp+a) & p)=>4]

E) modus ponendo ponens (mpp) se usa cada vez que se verifica experimental-
mente una hipStesis o que se aplica una hipStesis verificada:

1.10.5 Ejemplo:

S1 sucede que “cads vez que se expone una planta verde
a la luz solar, ésta realizs 1a fotosfntesis” (p * q),
y que exponemos una planta verde a la luz solar (p), en-
tonces la planta resliza 1a fotosintesis (q).
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Un ervor desgraciadamente frecuente sucede cuando se quiere aplicar el mpp
al revés:  (p * q) Aqe>p, lo que es falso (como se puede demostrar con
una tabla de verdad), y puede dar lugar a las mis extravagantes conclusio
nes:

1.10.6 Ejemplo:

E) amaestrador de pulgas Eugenius Aquilarius, que ense-
fia a estos insectos a brincar cuando &1 lo ordena, tie-
ne la hipStesis de que las pulgas tienen el ofdo en las
patas, o, equivalentemente, “pulga sin patas no oye®
(p ). Plantea su experimento asf: “Si es clerto que

pulga sin patas no oye, entonces pulga amaestrada sin -
patas no obecede" (p +q). Aquilarius efectGa su expe
rimento: le corta a una pulga amaestrada las patas y -
encuentra que, por mis que le ordena imperiosamente que
brinque, &sta no obedece (q). Conclusidn: pulga sin -
patas no oye.

El disefio experimental del amaestrador de pulgas del ejemplo 1.106 es obvia-
sente criticable: confynde un fenfmeno (audicién) con su medicién (brinco)
pero es mfis grave el uso incorrecto de las leyes de la Légica, ya que cuan-
do éstas se usan correctamente, se puede descubrir muchas fallas de diseho.
Por 1o pronto, conviene hacer notar que:

1.10.7 (o ~a)a alpr

Otra ley de 1a LSgica suy frecuentemente usada en la contrastacibn de hips-
tesis es 1a que se comoce con el nombre de modus tollendo tollens (mtt) que
no es mfs que otra forms de plantear 1a ley de contraposicién (1.9.23):

1108 [ite-a) 4 (~a)l=>(~ )]

E] modus tollendo tollens (stt) se usa cuando se rechaza experimentalmente
ung hipStests:
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Ejemplo:

Cuando Semmelweis, en 1845, tenia que resolver el pro-
blema de! exceso de muertes por fiebre puerperal en la
Primera Divisién de Maternidad del Hospital General de
Viena (en contraste con un menor nimero de muertes ani
logas en la Segunda Divisién), una de las hipitesis ex
plicativas que se propusieron achacaba el fenSmeno al
hecho de que en la Divisién Primera el sacerdote que -
portaba los Gltimos auxilios a una moribunda pasaba -
con acampafaniento de acdlito y campanilla por las - -
otras salas, produciendo un efecto terrorifico y debi-
litante en las pacientes, y volviéndolas mis suscepti-
bles de contraer el mal fatal (mientras que en 1a Divi
si6n Segunda e] sacerdote tenfa acceso directo a la en
fermerfa). Para contrastar esta hipStesis, Semmelweis
planted su experimefto asf: “Si es cierto que el paso
tervorifico del sacerdote propicia el que las pacien--
tes contraigan la fiebre puerperal, entonces, al evi--
tar que el sacerdote cruce las salas para llegar a 1la
enferseria, se obtendré un descenso en la mortalidad

por fiebre puerperal” (p -~ q). Sesmelweis efectué su
experimento: convencid al sacerdote de que diera un -
rodeo para 1legsr a 1a enfermerfa sin cruzar las salas
y de que suprimiera la campanilla. Pero la mortalidad
siguid 1gusl ( + q). Semmelweis concluyd, correctamen
te, que 1a hipbtesis de que el paso terrorifico de) sa
cerdote propiciars el que las pactentes contrajeran el
mel era falsa ( * p), y 1a rechazé. (Hempel, p. 16)

Por G1timo, quisieramos observar que, en contraste con 1as ciencias forma-
les (como Ya LOgice), que pueder demostrar sus hechos de manera irrebsti--
ble, les ciencias factuales (como 1a Biologfa) s6lo pueden verificar sus -
nechos, o ses confirmarlos o desconfirmarlos, de manera incomplets y por -
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Desde el punto de vista de la Légica, se puede notar que el

mpp nos ayuda a confirmar (no a demostrar) una hipdtesis, o a aplicar una -
hipStesis ya dada por cierta, mientras que el mtt nos ayuda a rechazar una

hipStesis.

1.11  EJERCICIOS

1.11.1 Decir si las siguientes oraciones son proposiciones:

2)
b)
c)
d)
e)

f)

Cuando despert6, el dinosaurio todavfa estaba ahf*

Los occipucios de las mancuspias brillan en el desierto.
iHolal

Cuando calienta el sol aquf en la plays.

La testosterona y 13 progesterona son 1fpidos.

Decir si ésta es una proposicién.

1.11.2 Dar dos ejemplos de oraciones que no son proposiciones, dos de pro
posiciones verdaderas y dos de proposiciones falsas.

1.11.3 Decir si las siguientes proposiciones son simples o compuestas:

a)

b)

c)
d)
e)

f)

Darwin o Lamarck tenfan razén.

Los ribosomss del retfculo endoplésmico son el sitio donde se
sintetizsn las protefnas requeridas por la célula.

Si el corazdn se detiene, el cuerpo muere.
Los slquimistas no pudieron fabricar la piedra filosofal.
Ls vitamina C es una base.

La mefosis y 12 mitosis son formss de divisién celular.

1.11.8 Dar dos ejemplos de cads uno de los siguientes casos de proposicio
nes: stmple verdadera, simple falsa, compuesta verdadera, compuesta falsa.

¢ PMonterroso, A. Obaas completas (y otros cuentos). 5a edicibn, Mortiz,
México, p. 77 (1977)
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1.11.6

1.11.7

1.11.8
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Dar 1a negacién de las siguientes proposiciones:

a) Llos elefantes no vuelan.

b) Las plantas verdes fotosintetizan.
c¢) La mosca es un mamffero.

d) La arginina no es un aminofcido.

Sean las siguientes proposiciones:

p:  Luis estudié francés en un instituto en México.
q:  Luis vivid ctnco aftos en Francia.
r:  Luis vivi6é trece afos en Japdn.

Expresar, en funcifén de p, q, r, 1as siguientes proposiciones com-
puestas:

a) Luis vivié en el extranjero.

b) Luis sabe francés.

c) Luis aprendib francés en !.I!xico pero nunca pudo ir a Francia.
d) Luis utflizé una sola visa.

Enunciar verbalmente las siguientes proposiciones:

e) pag

f) (~q)ar
9) pvigar)
h) (pva)ar

Formar el encabezado de las tablas de verdad de cuatro proposicio-

Rosa, Juan y Patricia estén en una ciudad que desconocen. Salen a
pasear por separado en 1a mafiana y cuando se ven de nuevo para co-
mer cada uno propone un lugar distinto: Rosa, de gusto delicado,
pero de poco spetito, sugiere ir a un restaurante donde ells puede
camer un platillo de caviar y 1os demfs una comida complieta comin
y corriente;, Jusn, glotén por naturaleza, quiere ir a un lugar --
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que proclama servir entrada, dos platos fuertes, verduras, postre
y bebida; Patricta, vegetariana, dice haber encontrado un lugar a
su gusto. Deciden jugarlo al azar y cuando 1legan al lugar elegi-
do por el ganador, los dos perdedores dicen que se trata también -
de su restaurante. El mend en la puerta dice asf: “caviar o ensp
lada y asado y calabazas o berenjenas rellenas de atin o queso y
postre y café o té". Explicar la situacidn: (Por qué cada uno de
ellos entendi$ de manera distinta un mismo menG? ¢De qué manera po
dria evitarse l1a confusifn? ({Hay otras maneras de entender el me-
nG? Si s, indicar algunas.

NOTA: En este ejercicio se usa la conjuncibn “o" en sentido exclu
sivo.

1.11.9 Se ha asociado frecuentemente la Légica con los circuitos eléctri-
cos. En ellos, el valor de verdad de una proposicién corresponde al paso -
de 1a corriente eléctrica entre dos puntos. Por ejemplo, sea p la proposi-
cién “E) interruptor P estd

cerrado” (o sea, 1a corrien A ’ 8 p
te pass) entonces p es ver- P
dadero (1a corriente pasa - "

A S 8 ~p

entre AyB)y ~p (o sea,
el interruptor P estf abier
to) es falso (La corriente no pass entre A y B). Decir cufl de los dos es-
quemss sigufentes corresponde 8 p Aq ycufla pvag:
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1.11.10 Considérense las proposiciones siguientes:

Los espermatozoides son células gerwinales.
242s5
La FSH es un &cido nucléico.

d-1 =0
* 2

w 3 O ©

Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

3a) Pas g) ~r m) svs s) r-4q
b) rwvp h) pvaq n) q-p t) s-r
c) q i) qvr o) ~s u) p

d) p-s i) rer p) sep v) qaAs
e) panrp k) r=+s Q) qaAr W) regq
f) par 1) svp r}) qv~n~qg x) seq

1.11.11 Comsidérense las proposiciones’siguientes:

p: Hay generacibn esponténea.

q: La seleccién natural influye en 1a evolucién.
r:  Los gusanos de 13 carne vienen de las moscas.
s: La evolucioén es una mentira hereje.

Decir si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:

3) qAr c) r-p e} svp 9) ras
b) ~ (qes) d) qvp f) s-q h) p-s

1.11.12 Sean las siguientes proposiciones:

®:  La madre de Netalta tiene los ojos claros
n: Natslis tiene los ojos claros.
p: £l padre de Matalia tiene los ojos claros.
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Expresar, en funcién de m, n, p, las siguientes proposiciones:

a) No es cierto que toda la familia de Natalia tenga los ojos -
claros.

b) E&n la familia de Natalia, las mujeres tienen ojos claros o los
padres tienen ojos oscuros.

c) Si Natalia tiene los ojos claros, alguno de sus padres los tie
ne claros.

d) Si ambos padres de Natalia tienen los ojos claros, Natalia tie
ne los ojos claros.

Enunciar verbalmente las proposiciones sigufentes:

e) ~n+~r(pam) g} (vp) +(rm)
f) (vm)A(xn)A{rp) b) n-+(mvp)

1.11.13 Considérense las proposiciones siguientes:

r: &) es rico
f: &) es feliz
9: &1 es gordo

Expresar, en funcién de r, f, g, las siguientes proposiciones:

a) Los gordos felices son pobres

b) Ser gordo es suficiente para ser feliz
c) Ser rico es necesario para ser gordo
d) E) es pobre s8lo si es flaco

e) Si &) no es pobre, es gordo o feliz

1.11.14 St la siguiente proposicibn es falss: “No es mentira que no es
clerto que no es imposible que los claveles del jardin de Edusrdo no sean -
de un color distinto del blanco”™ (Puede haber un clavel blanco en el jardin
de Eduardo?
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1.11.15 Demostrar con tablas de verdad que:

a) pviaarigbovaar
b) palavr) g (paa)vr

Ilustrar esto cuando p, q, r, son las siguientes proposiciones:

p: 12 insulina es una protefna
q: 1a hemoglobina es una protefna
1a hemoglobina es un 1fpido

1.11.16 Demostrar, mediante el uso de tablas de verdad, las relaciones
1.9.7, 1.9.9., 1.9.11, 1.9.13, 1.9.15, 1.9.17, 1.9.19, 1.921 y 1.9.23.

1.11.17 Demostrar con tablas de verdad e ilustrar con ejemplos biomédicos:

3) paq=p ) p¥ppaag
b) p=dpvgq . 4 pvaxep

1.11.18 Demostrar con tablas de verdad las siguientes relaciones, e ilus-
trarlas con ejemplos biomédicos:

a) (p - (+p)vaq
b} ~(p +q)&Son( ~aq)

1.11.19 ODemostrar con tablas de verdad las sigutentes relaciones, e 1lus-
trarlas con ejemplos biomédicos:

3) (p-(aar))@l(p-qalp~r)]
) [p-(avr)l&l(p-a)v(p+r)
) (pesq) &> [(pAr) s (qAar))
d (=) S {pvr) = (qvr))

1.11.20 Demostrar con tablas de verdad 1.10.4, } . .7, 1.10.8.

1.11.21 tixplicar y analizar 16gicemente las frases que usamos todos los -
dfas de) tipo:



-47-

a)  “S1 mi abuela tuviera ruedas, serfa biciclets (ver 1.6.18)

b) "Si todos los mexicanos comen carne a diario, yo soy el Papa”"
(mtt)
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CAPITULO 2
CONJUNTOS

En los dltimos afos se ha dicho y escrito mucho acerca de las "Matemfticas -
sodernas”, especialmente en cuanto a la insercibn de la "Teorfa de los Con--
juntos® en los programas de estudio de las escuelas elementales. Pero iqué

son y por qué importan tanto los conjuntos? De hecho, 1a "Teoria de Conjun-
tos" no es mks que una manera de decir las cosas: es un lenguaje nuevo, y -
como ta) puede aportar toda una visidn nueva y enriquecedora de la realidad.
Del mismo modo en que la Ligica ofrece un lenguaje cientifico que se puede

utilizar en cualquier rama de la Ciencia (Capftulo 1), 1a “"Teorfa de Conjun-
tos" aporta un lenguaje preciso y claro que puede ayudar a describir y a com
prender muchos fenfmenos cientfficos.

Para el investigador en una Ciencia experimental, el lenguaje de los Conjun-
tos debe entenderse, pues, como una herramienta que puede ser Util en el ma-
nejo conceptual de ciertos objetos o proc'esos. Ademfs, el lengusje de los -
Conjuntos tiene aplicaciones précticas e inmediatas para, por ejemplo, el es
tudio de la Probabilidad.

2.1 CONJUNTOS Y ELEMENTOS

Ast como en el primer capitulo empezamos hablando de la materia prima de la
Légica (las proposiciones), ahora comenzaremos entablando conocimiento con -
los términos sobre 10s que vamos a trabajar. Y, asf como resultd que las --
proposiciones de 1a Légica nos eran familiares, resulta también que los con-
Juntos son términos de uso diario:

Ejemplos:
2.1.1 Los “Beatles” fueron un conjur'~ d« misicos muy famoso.
2.1.2 Ls digestifn se realiza gracias 4 un conjunto de resc--

ciones enzimfticas.

-48.
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2.1.3 Los insectos tienen un conjunto de caracterfsticas que
los distinguen de otras clases.

2.1.4 Un subfilum es un conjunto de clases.

Un conjunto es, entonces, una coleccién de entidades ffsicas (objetos, perso-
nas, etc.) o abstractas (conceptos, procesos, etc.) que 1lamaremos elementos:

Ejemplos:
2.1.5 John Lennon es un elemento del conjunto de los “"Beatles”.

2.1.6 La hidrélisis de cadenas peptfdicas catalizada por la -
pepsina es un elemento del conjunto de reacciones enzims-
ticas que intervienen en la digestién.

2.1.7 “Tener seis patas” es un elemento del conjunto de carac-
teristicas de los insectos.

Antes de sequir adelante, observemos que podemos ahorrarnos muchas palabras
mediante el uso de sfmbolos especificos (por ejemplo, en LSgica: ver el capf-
tulo 1). Por eso, nos convendrf ponernos de acuerdo sobre una simbologfa
sinim: ussremos letras msyisculas para referirmos a conjuntos, y letras mi-
nGsculas para referimos a elementos.

2.1.8 Ejemplo:
Podemos marcar con D al conjunto de los dedos de una ma-
no, y con a al dedo amular. Decimos entonces que "D

es el conjunto cuyos elementos son los dedos de una ma-

no", y que “a as elemento de D", o "a est§ en D", 0 "a
pertenece & D"

También resultarin muy Gtiles sfmbolos que nos ashorren las expresiones "el
conjunto cuyos elamentos son” y "pertenece 8":

2.1.9 Usamos 1laves: ( )para enmarcar a los elementos de un -
conjunto, Mism0sS que SEPATAMOS CON COMAS .
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2.1.10 Ejemplo:

EY conjunto D del ejemplo 2.1.8 se puede expresar asf:
D = {pulgar, fndice, medio, anular, mefique)

2.1.11 Usamos el sfmbolo "« * para {indicar que un elemento per
tenece a un conjunto, y el sTmbolo “ ¢«® para indicar -
que un elemento ND pertenece a un conjunto.

2.1.12 Ejemplo:

En el ejemplo 2.1.8, ae D: 0 sea a pertenece 3 D (o0 a
es un elemento de D, 0 a estd en D). AdemSs, si g es
el dedo gordo del pie, ge D.

Los elamentos de un conjunto tienen en comin ciertas propiedades (por 1o me-
nos, 1a de pertenecer al conjunto) que definen al conjunto. Como queremos -
que el lenguaje de los conjuntos sea un Jenguaje cient{fico, tenemos que te-
ner cuidado de eliminar las ambiglledades: los conjuntos que manejemos debe-
rin estar bien definfdos, de tal manera que quede claro exactamente cufles
son sus elementos. Pars lograr esto podemos dar la 1ista exacta de los ele-
mentos del conjunto, o bien describirlos, diciendo las propiedades que los -
hacen pertenecer distintivemente al conjunto. La primera manera consiste en
pomer (en cualquier orden) los elementos dentro de 1laves separfndolos con -
comas, como hicimos en ) ejemplo 2.1.10:

Ejemplos:
2.1.13 D = {pulgar, Indice, medio, anular, mefique)
2.1.14 A = {mayo, junio, julio, agosto)
2.1.15 8 = {a,b,c,d,e}
2.1.16 S = {brazo, C0,, azul, risa, catflisis, Voltaire)
Esta maners sdmite una variante: cuando los elementos de un conjunto tienen

s propiedad comiin que es obvia a1 dar los primeros elementos, se ponen pun
tos suspensivos pars 1ndicar "y asf en adelante”.
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Ejemplos:
2.1.17 L = {a,b,c.d,e,....}
2.1.18 P = {2,4,6,8,....}

La segunda manera de definir un conjunto, o sea la descripcidn de la(s) pro
piedad(es) que tienen en comin sus elementos, se consigue poniendo entre -
1laves la propledad:

Ejemplos:
2.1.19 N = {(nimeros pares}

2.1.20 E = {enzimas alostéricas)

o bien usando una letra que simboliza a un elemento genérico seguida de una
raya vertical (|) que simboliza la expresin “tal que":

Ejemplos:
2.1.21 F » {d|d es dedo de 1a mano) se lee "F es el conjunto -

cuyos elementos son las d tales que d es dedo de la mano”
(d es un elemento genérico).

2.1.22 R = {1eL{l es una de las primeras cinco} (dode L es el
conjunto del ejemplo 2.1.17) se lee "R es el conjunto -
cuyos elementos son las | elementos de L tales que | es
una de las primeras cinco”.

2.1.23 C = (m|m es mes del afo y m no tiene "r°})
2.1.24 6 = {nin es namero y n es par)

Hasta ahors hemos estado usando un sfmbolo de) que no hemos hablado explfici
tamente: se trata del sfmbolo “=° : "{gual®. Pero lqué es )a igualdad?

Este es un caso en el que 1a palabra adopta un sentido més estricto en un -
lenguaje cientifico que en el lenguaje ordinario. Podemos decir: "Julio
es igualito s su paps® o “todos los hombres son fgusles”, y entonces esta--
=03 usando 1a palabra “igual” como sindnimo de "muy parecido”. Esta ambi--
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guedad {“muy parecido™ no es un concepto preciso) debe ser evitada en un -
lenguaje cientffico: cuando, en el lenguaje de Conjuntos, o en otro lengua-
je cientifico usemos la palabra “igual®, querremos decir que estamos hablan
do de dos representaciones de 1o mismo:

Ejemplos:

2.1.25 St M es el conjunto de todas las moléculas, entonces a-
guae My H0e M, y los dos elementos son iguales:
agua = H;0.

2.1.26 S1 P es el conjunto de los cuatro puntos cardinales, y
C = {MNorte, Sur, Este, Deste}, entonces los dos conjun-
tos son iguales: P = C.

Debemos notar entonces que cuando decimos que dos conjuntos son iguales, que
remos decir que son dos representaciones de un mismo conjunto. En particu-
lar, cuando definimos un conjunto dando.la lista de sus elementos, no impor-
ta el orden en que l0s erumeremos:

Ejemplos:

2.1.27 {boca, es6fago, estémago, intestino delgado) =
(es6fago, fntestino delgado, estémago, boca}

2.1.28 {arroz, frijol, ma1z) * (matz, arroz, frijol}

Ademds, como 1a relacifén existente entre un conjunto y sus elementos es la
de pertenencia, cada elemento est§ o no ests en un conjunto dado; es decir
que no tiene sentido que esté dos veces:
Ejemplos:
2.1.29 {huevo, larva, pupa, insecto adulto. huevo)+
(huevo, larva, pups, insecto adulto

2.1.30 {proteins, fosfolfpido, protefna! = /fosfolfpido,
proteins i
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Por Gl1two, dos conjuntos son representaciones de lo mismo y por ende 1gua
les si al definirlos por medio de 1a descripci6n de las propiedades de sus
respectivos elementos, éstas resultan equivalentes.

Ejemplos:
2.1.31

2.1.32

St A = {x[x cumple 1a propiedad p}, B = {x|x cumple
la propiedad q), y p 4> q. entonces A = B

{seres humanos con fenotipo masculino} = {seres huma-
nos con por 10 menos un cromosoms Y en su genoma}

2.2. OTRAS DEFINICIONES BASICAS

Consideremos los ejemplos siguientes:

Ejemplos:
2.2.1
2.2.2
2.2.3
2.2.4

Un filum es un conjunto de subdbfila

Un subfilum es un conjunto de clases
Una clase es un conjunto de rdenes
Un orden es un conjunto de familias

En estos ejemplos los términos subfilum, clase y orden toman sucesivamente
los papeles de elementoy de conjunto.Asf por ejemplo, al hablar de la clase
de los semiferos, cabe preguntarse si estamos refiriéndonos a un elemento -
del (conjunto) subfilum de los vertebrados, o a un conjunto Cuyos elementos
son una serie de 6rdenes. Estas dudas pueden eliminarse si se define al -
principio un conjunto que sirva de base o de marco de referencia:

2.2.5

Llsmamos conjunto universo al conjunto que consta de
todos los elementos que intervendrin como tales en un
estudio dado; en general lo marcamos con la letra grie-
gs .. (omegs).




Ejemplos:
2.2.6

2.2.7
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St vamos a estar hablando de subfila (como conjuntos) y
sus clases (como elementos), definimos 0 = {todas las

clases), y entonces la clase de los mamiferos es un ele-
mento de 0 y del (conjunto) subfilum de los vertebrados.

Si vamos a estar hablando de clases (como conjuntos) y
sus Srdenes (como elauentos), definimos Q = (todos los
6rdenes}, y entonces la clase de 10s mamfferos es un con-
junto, cuyos elementos (6rdenes) son elementos de Q.

Conviene observar aquf que, independientemente de 1a eleccién que se haga de

conjunto universo, los elementos de un conjunto pueden a su vez ser conjuntos,
como sucede en los ejemplos 2.2.6 y 2.2.7. Sin embargo, cuando un con.luntb es
elemsnto de otro, sus elementos no son elementos del conjunto que lo contiene.

Ejemplos:
2.2.8

2.2.9

2.2.10

En el ejemplo 2.2.6,,.1a clase de los mamiferos es consi-
darada como un elemento del subfilum de los vertebrados,
pero sus propios elementos (o sea, sus Srdenes) no son
elementos del subfilum de los vertebrados. Dicho de otra
manera, un subfilum no es un conjunto de Grdenes.

Anflogamente, y considerando e) ejemplo 2.2.7, resulta
que una clase no es un conjunto de familias.

Si N = (tierra, {H,0, CO,}, sol}, entonces se tiene que
tierra « N, (4,0, CO,) « N, y so! « N, pero H,0 e N y
Co, f M.

Hasts ahora hemos estado hablando de conjuntos que tienen varios elementos;
podemos fmeginar conjuntos que tienen exactamente dos elementos,

2.2.11

Ejemplo:

€]l conjunto de las orejas de un ser Mumano norma) tiene
dos elementos.
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...conjuntos que tienen exactamente un elemento,
2.2.12 Ejemplo:

E) conjunto de los corazones de un ser humano normal -
tiene un elemento.

... y conjuntos que tienen exactamente cero eleamentos:
2.2.13 Ejemplo:

El conjunto de las alas de un ser humano normal no tie
ne ningin elemento.

Estos conjuntos sin elementos son muy especiales; como todos son la represen
tacion de Ic wismo (o0 sea de la nada, del “vacfo"), son iguales:

Llamamos conjunto vacfo al conjunto que no tiene ningln

2.2.4 elemento; 10 marcamos con 1a letra escandinava ¢ .
Ejemplos:
2.2.15 ¢ = (pulgas que se saben de memoria "E1 Quijote"}

2.2.16 ® = (elefantes unicelulares)

Lo Gitimo que veremos en esta seccin es una manera suy fScil de representar
gréficamente los conjuntos de los que hablemos: se trata de los diagramas -
de Yen. En un disgrams de Venn representamos al conjunto universo 2 con -
un rectingulo cuyos puntos pueden corresponder a 10s elementos de . De es-
ta maners, los otros conjuntos en estudio quedan representados por regiones
cerradss mfs pequefas (genersimente cfrculos), inclufdas dentro del rectfngu
To.

2.2.17 Ejemplo:

Tomemos e ejemplo 2.2.6, en &) que i ={todas las cla-
ses). S{ representamos por m a la clase los mam{feros
(elemento), y por ¥ a) subfilum de los vertebrados (con
junto), podemos hacer el diagrame de Venn siguiente (ver
e) prisero de los diagramas de 1a pbgine que sigue):



-56-

Este mismo diagrama puede complicarse tanto como quera
mos: por ejemplo, podemos considerar, siempre dentro
del mismo 2, 1a clase de las aves (a), l1a clase de las
confferas {c), 1a clase de los insectos (i), y el sub
filum de los mandibulados (M): obtenemos asf el segun-
do diagrama de Venn. Obsérvese que: meV, ac V, icM,
ceV, ceN, mg M, ag N, 1¢ V.

De este modo, los diagramas de Venn nos servirén para representar gr&fica-
mente 1os conjuntos y sus relaciones, cuyo estudio fnfciamos de 1leno a con

tinuacibn.

2.3 COMPLEVENTO

Cons fderemos los siguientes conjuntos:

2.3.1

Ejemplo:

2 » {enfermos internados en un hospital un dfa dado}
6 = (enfermos graves del hospitel)

B *» {enfermos no graves del hospital})

Cualquieras de los dos diagramas de Venn de abajo pue-
puede servir para tlustrar los conjuntos 1, G y 8.

g

n
G
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En el ejemplo 2.3.1, los conjuntos G y B estén relacionados de una maners
particular: no comparten elementos (o0 sea: no hay enfermos que estén -
al mismo tiempo graves y no graves), y entre los dos abarcan todo el con-
junto universo (o sea: todos los enfermos del hospital pueden ser clasi-
ficados en graves o en no graves). Cuando esto sucede con dos conjuntos,
decimos que son complementartos: en el ejemplo 2.3.1, el conjunto B es
e) complemento del conjunto G (y viceversa).

2.3.2 Ejemplo:
Si 2 ={enzimas que intervienen en el ciclo de Krebs),
y F = {fumarasa} , entonces el complemento de F es e)
conjunto de todas las enzimas que intervienen en el -
ciclo de Krebs que no son la fumarasa.

E1 complemento de un conjunto A es entonces el conjunto formado por todos
los elementos de O que no pertenecen a A. Esto 1o podemos expresar de ma-
nera simbdlica, e incluso podemos ayudarnos de 1a simbologfa del lenguaje
de 1a Logica, si nos fijamos en que la pertenencia de un elemento x a un
conjunto A puede ser considerada como una proposicién 16gica: "x pertene-
ce 8 A" 0 “xe¢ A". Ademfs, afadiremos a nuestro repertorio de sfmbolos uno
que nos perwmita ahorrarnos la expresifn “complemento de”, y que ser§ el sim
bolo = “ :

" 2.3.3 Si A es un conjunto dentro de un conjunto universo @,
K es el complemento de A, y se tiene que:

Ke (xefl|xeA)
0, equivalentemente:

A= (xa @ ~ (xeA)}

tjemplos:

2.3.4 S§ 2+ {a,b,c,d} , yA» {a,c) , entonces K = {b,d}

2.3.5 Ses 0 » ‘etapas de la mitosis), o sea que 00 = {interfase,
profase, metafase, ansfase, telofase), y sea T = {inter-

fase, profase, metafase!. Entonces ¥+ (xefllxgT) =
‘anafase, telofase).
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Resulta entonces que un conjunto no comparte ningin elemento con su comple

mento, y que cualquier elemento del conjunto universo estf o en un conjun-

to 0 en su complemento. Esto se puede apreciar gréficamente en el siguien

te diagrama de Venn, en el que se halla sombreado el complemento del conjun
to A:

2.3.6 Diagrama de Venn del 1emento

2.4  INTERSECCION
Consideremos los siguientes conjuntos:
2.4.1 Ejemplo:

2 = {especies de vertebrados)
n = (mamfferos)

A = (vertebrados marinos}

8 » (mamfferos marinos)

£) diagrama de Venn de abajo puede servir para {lustrar
los conjuntos 7, M, Ay B.

£

()
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En el ejemplo 2.4.1, el conjunto B es el conjunto de los vertebrados que -
cumplen con las caracterfsticas de My de A: decimos que B es la intersec-
cién de los conjuntos My A.

2.4.2 Ejemplo:
Sea 0= {hortalizas}, y sean F = {hortalizas de las que
se come el fruto} y R = {hortalizas de las que se come
la flor' dos conjuntos en . Entonces la calabaza es
un elemento que pertenece a la intersecci6n de F y R.

Tenemos entonces que la intersecci6n de dos conjuntos es el conjunto forma-
do por los elementos que pertenecen a ambos simulténeamente. Podemos, co-
m0 en el caso del complemento, usar 1a simbologfa de la Légica para expre-
Sar esto y, como ya es nuestra costumbre, necesitaremos un sfmbolo espec§
fico: usaremos "N " para expresar 1a interseccifn:

Si A y B son dos conjuntos dentro de un conjunto univer-
so 2, ANB es la interseccién de A y B, y se tiene que:
2.4.3 ANB = {xeQ|xeA y xeB}
0, equivalentemente:

ANB = {xef|xeA A xq B}

Ejemplos:

2.4.4 St @ = {a,b,c.d}, y A= {a,c} y B = (b,c}, entonces
ANB = {c}

2.4.5 Si @ = (hormonas humanas}, podemos definir, en 2, H =
{hormonas producidas por el hipot§lamo} y M = {(hormonas
que actGan normslmente sobre el Gtero). Consideremos
las siguientes hormonas: 1a oxitocina (o), 1a hormons
11beradora de ACTH (1), la progesterona (p), y la tes-
tosterona (t). Tenemos entonces (ver diagrams de Venn):

oeH oeM OcHNM
TaH  1gM  TgHnM ' 1
pIH paM PpeHAN p

teH teM teHNM p
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10 cual se parece bastante a la tabla de verdad de la
conjuncibn (1.3.7).

Resulta pues que la interseccidn no es mas que la conjuncién traducida a
lenguaje conjuntista. En general, en un diagrama de Venn la interseccién
se ve como en el Sres sombreada de! siguiente:

2.4.6 Diagrama de Venn de la Interseccién
o}

8
—ANB
A

Sin embargo, debemos observar que la interseccifn de dos conjuntos es un
conjunto que no forzosamente tiene elementos: puede ser el conjunto vacfo.

2.4.7 Ejemplo:

[}
En Q = {seres humanos}, los conjuntos
J = {xeQ}x tiene menos de 25 afos) y
¥ = ixe 3]x tiene mfs de 60 afos’,
tienen interseccibn vacfa: JNV =@

Decimos entonces que son conjuntos ajenos entre sf.

2.5 UmION
Cons ideremos los siguientes conjuntos:

2.5.1 Ejemplo:
i » (personas que viven en una comunidad dada)
Y « Ipersonas que explotan los recyr.os vegetales)
A = {(personss que explotan 10s recursos animales)
8 = {personas que explotan los recursos bibticos!}
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E) diagrama de Venn de abajo puede servir para {lustrar
los conjuntos N, V, Ay B.

En el ejemplo 2.5.1, el conjunto B es el conjunto de las personas que cumplen
con las caracter{sticas de V o de A: decimos que B es la unién de los conjun-
tos Vy A,

2.5.2 Ejemplo:
Sea Q= {frutos}, y sean R= {frutos rojos} y V= {frutos
verdes} dos conjuntos en 0. Entonces tanto la sandfa co-
=0 el jitomate y el aguacate pertenecen a l1a unién de R y
v.

Tenemos entonces que 1a unién de dos conjuntos es el conjunto formade por los
elementos que pertenecen a por 10 menos uno de 1os dos: es el conjunto for-
mdo por los elementos de uno 0 de otro. Es fmportante observar que aquf,
como al hablar de disyuncidn 16gica (seccién 1.5) estamos usando 1a conecti-
va "o en sentido inclusivo (ver 1.5.5). Es por cferto la disyuncién 16gica
1a que nos puede ayudar a expresar simbflicamente la unibn de conjuntos; usa-
remos “U" como sfsbolo especifico para 12 unién:

Si A y B son dos conjuntos dentro de un conjunto univer-
s0 2, AUB es 13 uniBn de A y B, y se tiene que:
2.5.3 AB = (xeflxe Ao xaB)
0. equivalentemente:
AB * (xafl|xaA v xeB}

Ejemplos:

2.5.4 St o= (a,b,c,d}), y A» fa,c} y B = {(b,c} , entonces
AUB = (a,b,c)

2.5.% Recordemos que 1a herencia del color de los ojos en los

humanos sique 1as leyes de Mendel; el gen tiene dos ale-
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los: uno dominante (0jos oscuros) y uno recesivo (ojos
claros). AdemSs, cads persona tiene dos copias de! gen,
una heredada del padre y otra de 1a madre. Si [ = {per
sonas}, podemos definir, en 2, P ={personas que hereda-
ron del padre el alelo dominante} y M = {personas que -
heredaron de )a madre el alelo dominante}. Entonces,

si D = {personas que tienen el fenotipo dominante}, D =
PUM.

En general, en un diagrama de Venn la unibn se ve como el &rea sombreada del
siguiente:

2.5.6 Diagrama de Venn de la Unién
N

el ..

Un caso particular ocurre cuando la unibn de dos conjuntos abarca todo el -
conjunto universo:

2.5.7 Ejemplo:
En O=/especies de vertebrados}, Jos conjuntos P ={especies
con respiracién pulmonar) y B = (especies con respira-
ci6n branquial)} son tales que PUB = 0

\
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Consideremos los siguientes conjuntos:

2.6.1

Ejemplo:

2 = {moléculas orgénicas}

P = {protefnas)

E = {enzimas, coenzimas)

D = {protefnas que no son enzimas}

E1 diagrama de Venn de abajo puede servir para ilustrar
los conjuntos Q, P, Ey D.

n

En el ejemplo 2.6.1, el conjunto D es el conjunto de las moléculas orgéni-
cas que amplen con las caracterfsticas de P y no cumplen con las de E: de
cimos que D es la diferencia de P menos E. ’

2.6.2

Ejewplo:

Sea o= {especies vivas), y sean E= {especies del subrei-
no embryophyta) y C * {especies que tienen clorofila}
dos conjuntos en Q. Entonces las algas verdes pertene-
cen 3 1 diferencia de C menos E.

Results entonces que 1a diferencia de un conjunto A menos un conjunto B es

el_conjunto formado por todos los elementos de A que no estén en B. En no-

tacibén simbSlica esto queds ast (hemos afadido el simbolo “-", que usaremos
especificamente para la diferencis):

2.6.3

Si Ay B son dos conjuntos dentro de un conjunto univer-
0 N, A-B es 1a diferencia de A menos B, y se tiene que:

A-B = {xeAlxgB)
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De hecho, podemos observar que otra manerd de expresar la diferencia es
A-B=ANB = (x c Ofx e A ax ¢ B}

Ejemplos:

2.6.4 St o= {a,b,c,d}, y A= {a,c} y B= {b,c}, entonces A-B={a}

2.6.5 Si Q@ = {componentes de la célula), podemos definir, en Q ,
0 = {organelos}, y N = {componentes que contienen &cidos
nucléicos}. Entonces, si m es 1a membrana celular, me0-N
porque es un organelo que no contiene &cidos nucléicos.
Otra manera de expresar 10 mismo es: "me O A m ¢ N°, O Sea
"me0arnelN',0seame ONN. AdemSs, si t es una mito-
condria, r es un RNA mensajero y c es el citoplasma, se tie-
neque: te0, te N, teO-N;reO, re N, rgO0-N; ¢c 90,
caN, ceO-N 0

N

. [

Por Gltimo, veamos gré&ficamente 1a diferencia de un conjunto A menos un conjun-
to B.
2.6.6. Diagrams de Venn de la Diferencia

Jo)
A 8

|-A-B

2.7  SUBCONJUNTOS
Consideremos los siguientes conjuntos:
2.7.1 Ejemplo:
Q2 = (alimentos)
P = {alimentos que tienen protefnas)
C = (carnes)
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E1 diagrama de Venn de abajo puede servir para {lustrar
los conjuntos R, P y C.
0

En el ejemplo 2.7.1, el conjunto C ests relacionado de una manera particu-
lar con el conjunto P: todos los elementos de C pertenecen a2 P (0 sea, to-
das las carnes tienen protefnas); sin embargo, hay elementos de P que no -
pertenecen a C (0 sea, hay alimentos que tienen protefnas y no son carnes,
como la soya y los frijoles). Decimos para expresar esta relacién que C es
un subconjunto de P 0 que P contiene a C.

2.7.2 Ejemplo:

S1 Q = (seres humanos}, y F = {seres humanos de sexo fe-
menino} y 8 = {nifas}, entonces N es subconjunto de F
(F contiene a N)

Resulta entonces que un conjunto A es subconjunto de otro conjunto B si_to-
dos los elementos de A pertenecen a B. Dicho de otra manera, A es subcon-
Jjunto de B cuando sucede que cada vez que un elemento pertenece a A, perte-
nece 3 B: y esto no es mis que una proposicién condicional (ver 1.6.9). Y
es precisamente l1a relacibén de implicacién 16gica 1a que nos va a ayudar a
expresar simbd)icamente 1a relacibén de subconjunto, también 1lamada conten-
cifn; introducimos ademfs el sfmbolo especffico “¢" :

Si A y B son dos conjuntos dentro de un conjunto univer-
so 0, decimos que A es subconjunto de B, o que B contie-
2.7.3 ne a A, 0 que A ests contenido en B y escribimos AcB,
cuando todos los elementos de A pertenecen a B.

0, equivalentemente:

AcB 4@b (xeA mp xqB)
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2.7.4 Ejemplo:

St o = {a,b,c,d}, y A - {a,c} y B = {a,b,c), entonces
Ac B.

De hecho, podemos distinguir entre dos tfpos de contenci6n, uno mis estric-
to que otro:

2.7.5 Ejemplo:

Sea ¢ = {monedas mexicanas en circulacién en 1979}, y
sean [ = {monedas que tienen efigies de héroes de la
guerra de independencia}, J = (monedas que tienen la
efigie de Josefa Ortiz de Domfnguez) y Q = {monedas
que valen cinco centavos}. Entonces J c I, yJdc Q,
pero mientras que en 1 hay elementos que no pertenecen
a J (por ejemplo, 1as monedas de un peso con la efigie
de Morelos), en Q no hay elementos que no pertenezcan
a3 J (o sea: todas las monedas de cinco centavos tienen
1a efigie de la corregidora). La contencibn J c ! es
afs estricta que l1a contencibn J c Q.

0
)

Puede resultar engorroso e! uso de un mismo stmbolo para dos relaciones
distintas: 1a contencién en sentido no estricto (como J c Q en el ejemplo
2.7.5) y 1a contenci6n en sentido estricto (como J c | en el ejemplo 2.7.5).
Dejaremos el sfmbolo " ¢ ° para 1a contencién no estricta, y usaremos uno
11geramente distinto para la contencién estricta: “ § ":
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ST Ay B son dos conjuntos dentro de un conjunto univer-
so 0 tales que Ac B, y ademis existen elementos de B
que no estén en A, decimos que A es subconjunto escricto
2.7.6 (también 1lamado subconjunto propto) de B, o que B contie
ne estrictamente a A, y escribimos A § B.
0, equivalentemente:

A§B & (AcB A B-Az¢ ).

Obsérvese que en 2.7.6 el (1timo renglén es 1a traducci6n a lenguaje simbs-
lico de Yo que ests dicho antes con palabras: “B-A » $ " es la traduccibn
de "existen elementos de B que no estén en A". Cuando no importa aclarar si
se trata de una contencidn estricta o no, usamos simplemente el sfmbolo " ¢ ".
De esta manera resulta, en el ejemplo 2.7.5, que J § 1 y J c Q. AdemSs resul-
taque Q€ J; de hecho J = Q. Esto nos permite llegar a o siguiente:

S1 A y B son dos conjuntos dentro de un conjunto universo
2.7.7 Q, entonces:

A=8 & (AcB A BcA)

o que no es afis que una manera simb8lica de decir que el que dos conjuntos

son iguales quiere decir que todos los elamentos de uno pertenecen al otro,
y viceversa, 0 sea, también: A= B € (x ¢ A & xeB).

Aquf conviene hacer una aclaracién: en Conjuntos (como en L6gica), se tiene
que mientras que el complemento ( negacién) es una operacién con un conjun-
to (proposicibn) y 1a fnterseccién (conjuncién), 1a unibn (disyuncibn) y 1a
diferencia son operaciones con dos conjuntos (proposiciones), obteniéndose
en cads caso un nuevo conjunto (proposicidn), la contenci6n (implicacién) y
1a fgualdad (equivalencis) son relaciones entre conjuntos (proposiciones).

2.7.8 Ejemplo:

Sea 2 = (moléculas orglnicas}, y sean los siguientes con-
juntos en Q: A « (§cidos orgénicos), C = (moléculas que
tienen un grupo -COOH} y N « {aminofcidos}. Entonces se
tienen las sfquientes relactones: A g0, C§ 0, N§ 0;
Ac C,Cc A A=C, NSFA HSC.



-68-

En el ejemplo 2.7.8 vimos que los conjuntos de los que hablamos dentro de
un conjunto universo estén contenidos dentro de 1. Esto sucede siempre:
si A es un conjunto dentro de un conjunto universo 2, A c 0 (obsérvese que
no forzosamente A § Q: podrfa suceder que A = ). Otra contencién que su-
cede siempre es la siguiente: @ c A: el conjunto vacfo es subconjunto de
todos los subconjuntos. Veamos un ejemplo:

2.7.9 Ejemplo:

Consideremos en N1 = (seres vivos)} 1os conjuntos M = (ma-
miferos}, P = {peces} y R = {humanos capaces de fotosinte
tizar).€s obvio que R = @ . Ademfis, R ¢ M, porque todos
los humanos capaces de fotosintetizar son mamfferos. Tam
bién R c P, porque todos los humanos capaces de fotosinte
tizar son peces: la Gnica manera de contradecir esto se-
ria mostrando un ser humano capaz de fotosintetizar que -
no sea pez, 10 que es imposible, porque no hay humanos ca
paces de fotosintetizar. Obsérvese que si x es un caballo,
x « M es verdadero, x'¢ P es falso y x « R es falso; enton
ces xe€R - xaMesverdaderoy xa R + x e P es ver
dadero (ver tabla de verdad de la condicional, 1.6.18); o
sed, que st x R, x e« M, y si{ x « R, x ¢ P,

En el ejemplo 2.7.9, vemos que pc My @ cP. Para demostrar en general
que @cA para cuslquier conjunto A hacemos algo parecido: todos los ele-
mentos de ¢ (o sea ninguno) estén en A, por 1o que @cA. Lo que sucede
es que, 3) aplicar 1a implicacién (o sea, una condiciona) verdadera) s6lo
estamos en 10s casos correspondientes a los dos Gltimos renglones de la ta-
bla de verdsd 1.6.18, (porque nunca puede ser verdadero que xe ¢ ), que
son verdaderos. Entonces:

S§ A es un conjunto dentro de un conjunto universo fi,
2.7.10 c A

De hecho, $ §A, amenos que A = ¢ :
2.7.11 Ejemplos:
Siguiendo el ejemplo 2.7.9, R =@ § My R« @ § P, pe-
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ro si B = {bacterias mfs pesadas que un elefante}, se tie
neque B¢ : RcByBc RporquuR=B8B=¢ .

Finalmente, consideremos un problema que puede 1legar a plantedrsenos: dado
un conjunto, (cufntos subconjuntos puede tener, y cufiles son?

2.7.12

Ejemplo:

Sea Q = {bases nitrogenadas de los nucledtidos} = {adeni-
na, guanina, timina, citosina, uracilo) = (a,g,t,c,u}.
EY conjunto R = {u} tiene los siguientes subconjuntos:

® ¢ Ry RcR. El conjunto de las bases piricas, P =
(a,g} tiene los siguientes subconjuntos: ¢ c P, {a} c P,
{g) ¢ Py P cP. E) conjunto de las bases pirimfdicas,
M= {t,c,u} tiene los siguientes subconjuntos: @c N,
{tlc N, {c}c M, {u) c M, (t,clec M, (t,u)c M, {c,ulcH
yMchH

Podemos cbservar, en el ejemplo 2.7.12, que el conjunto R, de un elemento,

tiene dos subconjuntos; que el conjunto P, de dos elementos, tiene cuatro -
subconjuntos, y que el conjunto M, de tres elementos, tiene ocho subconjun-
tos (dos de esos subconjuntos son sfempre ¢ y el conjunto mismo). En gene-

rel:

2.7.13

2.7.4

S1 un conjunto A dentro de un conjunto universo Q tiene
n elementos, entonces tiene 2" posibles subconjuntos. -
Llamemos la potencia de A y denotamos por P(A) al conjun-
de todos los subconjuntos de A: P (A) tiene 2" elementos.

Ejemplo:

En ol ejemplo 2.7.12, se tiene que:

R tiene un elemento (n=1), y P(R), 2l = 2 elementos:

P(R) = ($.R). P tiene dos elementos (n=2) y P(P), 2 « 4
elementos: P(P) = (@, (a}, (g}, P). M tiene tres elemen-
tos (n=3) y P(M), 23 = 8 elementos.
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E1 hecho de que el nimero de elementos de la potencia de un conjunto con n
elementos sea igual al nimero de renglones de la tabla de verdad de n pro-
posiciones (ver 1.4.3) no es mera coincidencia. Podemos asociar a cada uno
de los n elementos de un conjunto la proposicién de pertenencia al conjunto
(por ejemplo, en el conjunto P de 2.7.12, al elemento a le asociamos la pro-
posicién a ¢ P), y tenemos asf tantas proposiciones como elementos. En la
tabla de verdad resultante, cada uno de los i renglones correspondeh a uno
de los 2" subconjuntos. desde el primero (con solamente V) que corresponde
al conjunto entero, hasta el Gtimo (con solamente F) que corresponde al -
conjunto vacto.

2.7.15 Ejemplo:

Tomemos el conjunto P del ejemplo 2.7.12. P = {a,g)tie-
ne dos elementos, y cada uno le asoc{amos una proposicién:
al elemento 2, a ¢ P, y al elemento g, g« P. En la ta-
bla de verdad resultante, cada rengl6n corresponde & un

subconjunto:
aebf geP
v y al subconjunto P (ver diagrama 1)
v F al subconjunto (a) (ver diagrama 2)
F ] 3l subconjunto (g} (ver diagrama 3)
F F 2l subconjunto @ (ver diagrams 4)
ol o}
P, ' .
c c
"]
Disgrama 1 Oiagrams 2 Nlagrama 3 Diagrama 4

Subconjunto P Subconjunto ‘al Subconjunto (g} Subconjunto @
8eP,geP aqglaj,geial aae igl,9elglasgd ,qged
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Como se puede ver en el ejemplo 2.7.15, 1a traduccidn al lenguaje de la L6-
gica nos permite saber no sélo culintos, sino cufles son los subconjuntos de
un conjunto, al retraducir al lenguage de los Conjuntos cada uno de los ren
glones de 1a tabla de verdad.

2.8 PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES DE CONJUNTOS

Antes de entrar de 1leno a algunas de las muchas propiedades interesantes
que tienen las operaciones de conjuntos, hagamos algunas observaciones que
parecen pertinentes. La primera se refiere a 1a formacién de conjuntos com
plejos: ésta se logra de 1a misma manera que en L6gica se forman proposi--
ciones compuestas: usando adecuadamente varios operadores y marcando prio-
ridades con paréntesis: las reglas de puntuaciSn son las mismas.

2.8.1 Ejemplo:

Sea 0 = {alimentos), y sean V = {alimentos que contienen
vitaminas}, M = {alimentos que contienen minerales) y P =
{alimentos que contienen protefnas} tres conjuntos en Q.
Podemos entonces formar el conjunto VN(MWP), formando pri-
mero 1a unidn MUP e intersecténdola después con V; el con-
junto resultante es el conjunto de los alimentos que con-
tienen vitaminas y algo mfis, ya sea minerales o protefnas
(primer diagrams). Podemos también formar el conjunto
(WB)UP, formando primero la interseccién VM y uniéndo-
1a después con P; el conjunto resultante es el conjunto .
de los 2limentos que contienen protefnas, o minerales y
vitaminas (segundo disgrama). Obsérvese que VN{MUIP) +
(vm)up.

Jo} £l
v ™M v M
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También es necesario recalcar que los diagramas de Venn sirven para ilusfaar
una propiedad, no para demostrarla, porque una propiedad puede ser verdadera
en un diagrama particular y falsa en general. (Cimo se demuestran entonces
las propiedades de las operaciones de conjuntos? Es frecuente que las pro-
piedades adopten una de estas forwmas:

1) Un conjunto es subconjunto de otro. Demostrar esto equivale a
demostrar que todos los elementos del primero pertenecen al se-
gundo (2.7.3): para esto podemos tomar un elemento genérico del
primero y demostrar que estf en el segundo.

2) Dos conjuntos son iguales. Para demostrar esto se puede demos-
trar que cada uno es subconjunto del otro (2.7.7) o bien demos-
trar que las proposiciones 16gicas que las definen son equiva-
lentes (2.1.31).

3) Dos relaciones son equivalentes. Para demostrar esto se demues
tra que cada una de ellas implica a 1a otra (1.7), o sea que
cads vez que se cumple una se cumple 1a otra, y viceversa.

En gemeral, cuslquier demostracifn puede basarse en una propiedad ya demos-
trada de 1a L8gica o de conjuntos.

A continuacibn, enunciaremos una serie de propiedades de las operaciones de
conjustos, demostrando $610 unas cuantas como suestra (1as demfs demostra-
ciomes quedan como ejercicios). Muchas de estras propiedades van “por pa-
res” (es decir: son propiedades duales); cuando es asf, ejemplificamos s@
To un siembro de cads par (el otro ejemplo queda como ejercicio).

La primers propiedsd se refiere al camplemento de un complemento:

2.8.2  [S1 A es un conjunto en un conjunto universo 2, A = A
2.8.3 Ejemplo:

En 0 = {seres humanos), sea M - -mujeres) Entonces N = H =
(hombres}. Ademfs, H = M, 0 ses Ao ¥



-

2.8.4 Demostracién:

S1 A es un conjunto en un conjunto universo £, entonces
K= ({xe Qv (x«A) (2.3.3). Como X es a su vez un con-
junto en 0, podemos formar su complemento:

R=(xeqlr (xe N)). Anora bien, para cualquier xef ,
sucede que x¢ A € (x ¢ A), de donde v(x ¢ R) &
~~(x ¢ A)). Por 1.9.1, que dice que dos negaciones se
cancelan, ~{~(x ¢« A)) €x ¢ A, y de ahf que ~(x ¢ ) &
xcA. Oseaquel=(xafr(xeR)) = {x «Qx « AJuA.
Aquf hemos demostrado que 1 = A demostrando que las pro-
posiciones que los definen (v(x « A) y x « A respectiva-
mente) son equivalentes.

Las siguientes dos propiedades se refieren a las posiciones respectivas de dos
conjuntos con su intersecci6n y su unidn:

S1 A y B son dos comjuntos en un conjunto universo 2,
2.8.5 entonces BB cA y ABcB

2.8.6 Ejemplo:
En Q = {seres vivos) sean I = {insectos) y P = (parfsi-
tos}). Entonces IP = (insectos parfsitos}, y 1P c |
(o ses, todos 1os insectos parfsitos son insectos), y
IP ¢ P (o ses, todos los fnsectos parfsitos son parf-
sitos).

Jol
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Demostracién:

Sean A y B dos conjuntos en un conjunto universo Q, y sea

xe AMB. Como ANB = {xcN|x e« AAaxeB) (2.4.3) y

x ¢« ANB, entonces x « A A x« B. Ademis, x ¢« A A x¢ B
=> x ¢« A (1.11.17). Por lo tanto, x ¢ A. O sea, que si
un elemento x estd en ANB, entonces estf en A: x ¢ ANB=)
xa A. 0 sea, AMB c A. Anflogamente, ANB c B.

Si A y B son dos conjuntos en un conjunto universo 0,

entonces: A c AUB y Bc AUB

El siguiente par de propiedades se refiere a 1a conmutatividad de la inter-
seccién y de 1a unién, misma que estd relacionada con la consutatividad de
13 conjuncifn (1.9.4) y de la disyuncibn (.1.9.9), respectivamente:

2.8.9

2.8.10

2.8.11 ti A y B son dos conjuntos en un conjunto universo Q,
tonc

S1 A y B son dos conjuntos en un conjunto universo Q,
entonces: AMB = BMA

Ejemplo:

En 0 = {animles}, sean M = {mamfferos) y C = {carnfvo-
ros}. Entonces MIC = {mamiferos que son carnfvoros} =
{carnfvoros que son mamiferos} » C/M

Jo}

es: AU3 = BUA

Resulta también que, as! como 1a conjuncién y la disyuncién son asociativas
(1.9.7 y 1.9.11 respectivamente), podemos hablar de 1a asociatividad de la
interseccién y de s unibn:

2.8.12

S1 A,B y C son tres conjuntos en un conjunto universo 1,
entonces: AN(BNC) = (ANB)NC
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Si A, B y C son tres conjuntos en un conjunto universo 2,

entonces: A U (BUC) = (AUB) U C

Ejemplo:

En Q = {personas entrevistadas en un censo sobre su ati-
mentaci6n la semana anterfor)}, sean:

R = {x|x comi§ carne de res}, A = {x|x comié pollo} y

P = {x|x comié pescado}. Entonces R U (AUP) =

R U {(x|x comi6 pollo o pescado} = (x|x comi res, o pollo

o pescado}. Por otra parte, (RUA) U P = (x|x comif res o

pollo} UP = (x|x comi6 res o pollo, o pescado}. Por lo

tanto, R U (AUP) = (RUA) U P. Podemos escribir R U A U P.

La sigutente pareja de proposiciones se refiere a la distributividad: la in-
terseccifn distribuye a 1a unién y viceversa, asf como la conjuncién distri-
buye a Ja disyuncibn (1.9.13) y viceversa (1.9.15):

2.8.15 Ei A, By C son tres conjuntos en un conjunto universo @,

2.8.16

AN (BUC) = (AB) U (ANC)

Ejemplo:

En Q = {personas que tienen gripa}, sean R = {personas
que guardan reposo}, A = {personas que toman aspirinas},
y M = (personss que usan otros medicamentos). Entonces
RN (MM) es el conjunto de las personas que, ademfs de
guardar reposo, usan algin medicamento. Formamos este
conjunto calculando primero (AUM) e intersecténdolo des-
pués con R (primer diagrama). Por otrs parte, (RMA) U
(RMM) es el conjunto de las personas que guardan reposo
y tomsn aspririnas, o que guardsn reposo y usan otros me-
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dicamentos. Lo forwamos calculando primero Wf1A y RIM,
y uniéndolos después (segundo diagrama).

N N
R R
A M A M
R RNAUMIEEE RNAEZZA RNM XY

AUM 2222

En cualquiera de los dos casos, el resultado final es el
que se jlustra en el tercer diagrama: RN(AUM) =

(RAAR) U (ROM).
0
R
A M
2.8.17 i A, B y C son tres conjuntos en un conjunto universo Q,

tonces: AU(BAC) = (AUB)N (AUC)

Vesmos tambiln 13 expresién en e] lenguaje de Conjuntos de las leyes de De
Yorgan: el complemento de 1s interseccién es 1a unién de los complementos
(ver 1.9.17), y el complemento de la unién es la interseccién de los comple-
mentos (ver 1.9.19):

i Ay B son dos conjuntos en un conjunto universo 2,
2.8.18  leonces: A - AUB

2.8.19 1 Ay B son dos confuntos en un conjunto universo 1,
tonces: KB = Anf
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Ejemplo:

En el ejemplo 2.5.5, en el que hablabamos de la herencia
del color de los ojos, tenfamos, en 0 = {personas}, los
conjuntos P = {personas que heredan del padre el alelo -
dominante}, M = {personas que heredan de la madre el ale
lo dominante} y D = {personas que tienen el fenotipo do-
minante}. Tenfamos entonces que D = PUM. E1 primer dia
grama muestra 0 y D. Observemos que los complementos de
los conjuntos D, P y M vienen a ser: D = {(personas que
tienen e! fenotipo recesivol}, P = {personas que heredan
del padre el alelo recesivo}l, y M = (personas que here--
dan de la madre el alelo recesivo}. El segundo diagrama
ilustra P, N y PAN ={personas que heredan de ambos pro-
genitores el alelo recesivo}. Es bien sabido que las -
personas que estin en PNH son precisamente las que estén
en D: son las de ojos claros. Observemos que esto coin-
cide con los diagramas. D en el primero y PAN en el se-
gundo son el mismo conjunto, sombreado en el tercer dia-
grama. Entonces: O« PN« PNN

.

PUM-OEZZ2 DS PSS Aezz Fniem

ap

N\

b

////
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Veamos ahora algunas propiedades de la relacidn de contencibén. La primers
es la transitividad que, como es natural, ests relacionada con 1a de 1a re-
lacién de implicacién 18gica (1.9.21):

2.8.21

2.8.22

Si A, B y C son tres conjuntos en un conjunto universo Q,
entonces: (ARc BaBcC)=pAccC

Ejemplo:

En Q = {animales}, sean A = {aves}, V = (vertebradosly
C = {(cordados). Entonces A c V (todas las aves son ver-
tebrados), V c C (todos los vertebrados son cordados) y
A c C (todas las aves son cordados).

L2 siguiente propiedad es una lista de cinco maneras equivalentes de expre-
sar la contencién. Como muestra, demostraremos 18 primera y ejemplificare-

mos la Gltime.

2.8.23

1 A y 8 son dos conjuntos en un conjunto universo Q ,
tonces son equivalentes 1as siguientes relaciones:
cB ANE«¢

Kus=n
ANB=A
AUB=B

BchA
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Demostracién de A c B &b ANB =g

Como tenemos que demostrar que dos relacfones son equi-

valentes, demostraremos que cada una de ellas implica a

1a otra.

1) demostracibn de Ac B =>ANB =9

Debemos demostrar que A N B = ¢ cuando es cierto que

A c B. Por lo tanto, supongamos que A c B; ahora bien

AN B =¢ es una fgualded de conjuntos, que demostrare-

mos probando que cada uno es subconjunto del otro:

a. demostracibn de AN Bc ¢ . Imaginemos que exis-
te un elemento x ¢ A N B. Entonces x« AA xe B
(2.4.3), o sea x ¢ Aa x ¢ B (2.3.3). Ahora bien,
como estamos suponiendo que Ac B, y como x ¢ A,
entonces x ¢ B (2.7.3). O seaque xe Ba xg B,
1o cual es una contradiccién, ya que no puede ha-
ber un elamento que simulténeamente esté y no esté
en un conjunto: por lo tanto, no hay elementos en
ANEB,oseaque AnBco
b. demostraciOn de ¢ c An B. Esto es unma triviali-

dad: ver 2.7.10

Hemos demostrado entonces que AN B =@ cuando Ac B:

AcB =>ANEs=¢

2) demostracibn de AN B =¢ = Ac B. Oebemos de-

mostrar que A c B cuando es clerto que AN B =9 . Su-

poogamos entonces que AN B = @ : sea un elemento x ¢ A

(debamos demostrar que entonces x ¢ B). Si x ¢ A, enton-

ces x ¢ 8, porque 3§ x s fuera elemento de §, se tendrfa

exehA axeB,0seaxe ANE, 050 ANB g

To cusl contradice nuestra suposicibn. Asf, pues, x ¢ B,

Oses: xe¢ B, ytenemos que x« A = x¢ B => xc B,

Por 1o tanto x ¢« A =D x ¢ B, con 10 que hemos demostra-

doqueAcBeuando ANBE+¢p : ANB-¢ =mp AcB.

Con esto Ultimo finalizemos 1a demostracidn:

AcB & ANBs9
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2.8.25 Ejemplo de Ac B & Bc kA
En 2 = {personas}, sean V » {personas mayores de 60 afos)
y A = {personas mayores de 25 ahos}. Entonces Y c A -
(todas las personas mayores de 60 afos son también mayo-
res de 25 afos). Ademfs, X = (personas menores de 25
ahos) y V = (personas menores de 60 afos}, y A c V (to-
das las personas menores de 25 afos son también menores
de 60 afos) (ver 1.9.23).

Por Gltimo, veamos dos propiedades que relacionan al conjunto universo y al
conjunto vacfo con 1a interseccién y la unibn, respectivamente:

i1 A y B son dos conjuntos en un conjunto universo Q,

2.8.26 es: (ANBsxQ) & (A=na Beq)

2.8.27 Demostracibn
1) Demostraremos que (ANB =0 ) =P (A=sQaB=q)
Tenamos que demostrar que A = 2 y que B » R cuando
AN B =0 ; haremos la prueba para A, y la de B es ané-
loga: demostremos entonces que A = Q1 .

a. demostracibn de A c (1. Esto es trivial, porque
en un conjunto universo todos 1os conjuntos son
sus subconjuntos.

b. demostracién de N c A. Sea x ¢ N: x es un ele-
mento cualquiera del universo, y queramos demos
trar que esté en A. Como AN B * N, que es 1o
que estamos suponiendo en esta primera parte de
la demostracién, x . i @px ANB 4
(x+ A AxeB),pero (x« Aaxc B) mbxeA
(ver 1.11.17).
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Por lo tanto x ¢ 0 =) x « A, 0 sea que 1c A.
Con esto queda demostrado que (ANB = N) =pA=q
Anflogamente (A NB =) =p B=n, 0sea que (ANB=0)
=) (A=0a B=qQ)

2) Demostraremos que (A= A B=Q) =p(ANB=q)
Tenemos que demostrar que ANB=Qcuando A= Qy B~ Q:
a. demostracién de AN Bc 0. Esto es trivial

b. demostracién de 2 c A NB. Sea x e fi:
x es un elemento cualquiera del universo, y que-
remos demostrar que estf en AN B. Como A = @2,
xe & xahA;comB=Q, xe 2 & xebB.
Por 1o tanto, xe 1 => (xc Aaxe B) &
xe ANB. Oseaquexe R =pxeANB, ypor
lo tanto 2 ¢ AN B.
Con esto queda demostrado que (A= Q2 A B=0) =
(ANB=0). Junto con la primera parte de 12 demostra
cién, queda demostrado que (ANB=0) & (A= 1a A=1Q)

i A'y B son dos conjuntos en un conjunto universo Q,
2.8.28  Lntonces: (AUB=@) &> (Ax¢ A B=d )

2.9 CORJUNTOS DE MUMERDS

Unos de los conjuntos que manejamos més frecuentemente son los conjuntos de
numeros. En ls mayorfa de los casos, no los manejamos explfcitamente como -
conjuntos, pero vamos a considerarlos as{ ahora para agruparlos segin sus cua
1idades, que nos permiten contar, ponderar, medir, etc.

A los primeros n(meros que aprendemos de niflos los vamos a 1lamar “nimeros
natursles®, y los representaremos por 1a letrs N:

€1 conjunto de los nGmeros naturales es:
N = {1,2,3,..... R LR [ T )

2.9.2 Ejemplo:
Los nomeros naturales son tipicamente usados para contar

2.9.1
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dientes, casas, vacas, estrellas, elementos de un conjun-
to, etc.

Dados dos nimeros naturales a y b siempre es cierto que su suma (a + b) y
su producto (a x b) es un nimero natural, pero no siempre es cierto que la
resta de uno menos el otro (a - b 6 b - a) sea un nimero natural. Esto sf
se cumple en un conjunto que contenga también los nimeros negativos, y que -
1amaremos el conjunto de los “nimeros enteros”, simbolizado por I :

20 [ﬁ conjunto de 105 NuUmeros enteros es:
.9.3

2.9.4 Ejemplo:
Los nimeros enteros son usados frecuentemente en conta-
bilidad (los pagos o las deudas son nimeros negativos),
en biomedicina cuando se hacen comparaciones con respec-
to a un valor esténdar (y entonces los valores por deba-
Jo de ese valor son nimeros negativos), etc.

1 nos resuvelve el problema de la resta: si a y b son nimeros enteros (o
sea 3¢ X ybe 7 ), a-be 1 yb-ae 1 . Sin embargo, la divisibn de
dos enteros no es siempre un entero: necesitamos entonces un conjunto que -
contenga los resultados de todas las divisiones posibles entre enteros; a los
elamentos de este conjunto, que simbolizemos medfante la letra Q, los lama-
remos “n(meros racionales”.

E1 conjunto de los nimeros racionales es:
2.9.5 ... .16 <16 <16, 1 1 11 2 3

it et commt0p gy ey e —aaene }

3. 2 1 1234 11

2.9.6 Ejemplo:
Los nimeros racionsles son las "fracciones" y son usados
cuando hablamos de-&- pastel, +de hora, la frlccidn-%-
de una separacibn qufmica, etc.

Los nimeros racionales son usados muy amp)ismente; en la mayorfa de los ca-
s0s los usamos en su forms decimal (1/2 - 0.5, etc.). Tienen muchas cuali-
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dades: si ae«Qybe 0, entonces a +ba, 3 xbaqg.a-bag,ya/dayg
salvo cuando b = 0. Sin embargo, no siempre es cierto que si 8 ¢ Q, /3 s Q:
esta propiedad la cumplen los “nimeros reales”, simbolizados por R :

E) conjunto de los nimeros reales R es el conjunto de
todos 10s puntos de una recta e incluye, aparte de Q.
2.9.7 /3 12 s todos los nimeros con
AL L expresifn decimal infini-
ta, como v, vZ , etc.

2.9.8 Ejemplo:
Como los nimeros reales son los que “"1lenan” una recta,
son los que corresponden con exactitud a 1a medici6n de
muchos fendmenos biolégicos, como la estatura, el peso,
etc.

Es pertinente hacer aquf una observaci6n: aunque 1a medici6n de un fenémeno
(por ejemplo, la estatura de un individuo) corresponda en realidad a R , usa-
m0s como instrumento de medicifn mfs manejable Q : decimos que un individuo
aide 1.71 m (0 sea 171/100 m), pero en realidad la estatura del individuo pue-
de ser de 1.7114298645. . ... Este instrumento de medicién ( Q ), puede ser ca-
si tan exacto como queramos: siespre podemos aproximarnos al nimero real con
cuantas cifras decimales queramos con un n(mero racional (podemos hablar de
1.71= 6 1.711 m, 6 1.7114 m, etc).
Por Gitimo, observemos que:

NgZse R

2.10 EJERCICIOS

2.10.1 Describir simb6)icamente los conjuntos de los ejemplos
2.1.1 8 2.1.4.

2.10.2 iEsts bien definido el conjunto A = {calcto, oxfitocina,
8, metamorfosis,...}? (Por qué?

2.10.3 iCubles de los conjuntos de los ejemplos 2.1.13 a 2.1.24
son fguales entre sf?
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2.10.5
2.10.6

2.10.7

2.10.8
2.10.9
2.10.10

2.10.11

2.10.12
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lHay conjuntos de conjuntos? S{ no, decir por qué: si sf,
dar dos ejemplos.

Qué significa el sfmbolo {(r,t}} ?

Sea E = {enzima, producto, (enzima, sustrato)).
¢Es cierto que: a) producto ¢ E ?

b) enzima e E?

€) sustrato « E?

Expresar, en términos de conjuntos y elementos, los nive
les de complejidad en los organismos vivos: organismo,
sistema, 6rgano, tejido, célula, organelo, etc.

Expresar ¢ de tres maneras distintas a 2.2.15 y 2.2.16.
Hacer los diagramas de Venn de los ejemplos 2.2.6 y 2.2.7.

Dar un ejewplo de un elemento que esté en B en el ejemplo
2.4.1.

Calcular 1a unién de 10s conjuntos considerados en los -
ejemplos 2.4.1, 2.4.2, 2.4.4, 2.4.5 y 2.4.7; calcular la
interseccién de los conjuntos considerados en los ejemplos
2.5.1., 2.5.2, 2.5.4, 2.5.5y 2.5.7. En cada caso revisar
el diagrama de Venn y ejemplificar.

Sean los siguientes diagramas de Venn:
o} QD

o}
2 A 8 || a Q"
En cada uno de ellos marcar las dreas correspondientes a:

s) K d) KnB g) KUuB ) K-8
b) B e) KAMB n) KUB «) 6-%
c) ANB f) AUB t) A-B 1) B-A
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Sea * N (ver 2.9.1), y sean los siguientes conjuntos
en Q: A« (n|n es miltiplo de 2 y n < 10}
B= {nj2<n<7)
Ce=(nln<46n=9)
Escribir los siguientes conjuntos, enumerando sus elemen-
tos:
a) A g)ANeS m)B-A s)BUA
b) 8 h)ANC n)C-A t)cua
c)C i)snc A)C-8 u)cus

ch)AusB j)sns o)C-C v)AUBUC
d)AUC kK)A-8 p)BNA w)ANBNC
e)BUC NA-C Q) CcNA x) AU(B nC)
f)AUA n)ys-c rycns y) cn(BUA)

Sea Q = {moléculas orgénicas}, y N = {(DNA, RNA}. Decir
si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas:
a) RMA ¢ N; b) RMA c N; ¢c) (RNA} « N;  d) (RNA}c N

En Q= (*, 8, &) sea E = {*)}. Decir si las siguientes
proposiciones son verdaderas o falsas:

a) *e{*} c)*ci" e)*=(*) g)PcE
b) *=E d) (*) e E fleEc(*y h)dc+
En Q = {fendmenos celulares) ses 8 = (anabolismo, cata-

bolismo, mitosis, sfntesis de DNA}. Decir si las siguien-
tes proposiciones son verdaderas o falsas:

8) sintesis de DMA ¢ B e) metabolismo ¢ B
b) profase « 8 f) anabolismo c B
c) telofase ¢ B g) DNA ¢« B
d) metabolismo ¢ B h) DMA c B

En Q = {cifras) sea T = (0, 1}. ODecir si las sigufentes
proposiciones son verdaderas o falsas:

a) {0)aT c)0cT e)0 a7 g) (0}e T

b) ($'cT d) peT f) (#}a1 h) @ cT

En 0 « (moléculas orgénicas o conjuntos 4e fones) sea N »
{ATP, ADP, (Ma+, K¢}, (C17)}) . Decir st las siguientes
proposiciones son verdaderas o falsas.
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a) {Na+, K¢} c N 1) ADP ¢ N

b) (Na+, k+} ¢ N 1) N
SEANER k) {({ATP}} ¢ N

d) {ATP) ¢ N 1) {C17) ¢ N

e) {{C17))cN m) {{Na+, K¢}, ATP}c N
f) ATP ¢ N n) (ATP, ADP} ¢ N

g) {{Ma+, K+}) c N o) {ATP} ¢ N

R) )" e N p) NA* « N

En Q@ = {elementos quimicos} sean los siguientes conjun-
tos:

A = {x|x interviene en CHy CHZ OH}

B = {x|x interviene en HZO)

C = {x|x interviene en s M1z 06)

D= {C, H, 0, N}

E = {x|x interviene en 1a molécula de hemoglobina}
F={H C, H, O, H, 0, C, H}

iEntre cufiles de estod conjuntos existen las relaciones
de contencifn o de igualdad?

Sea, como en el ejemplo 2.7.12, 2 = {a, g, t, c, u}, ¥y
sean P » {a,9} y M= {t,c,u}. Sean adem§s los sigufen-
tes conjuntos:

bases de puente doble: B = {a, t, u}

bases de puente triple: T = (g, c}

bases de DMA: D= {a,g9,¢t,c]

base exclusiva de RNA: R = (u)

bases pirimidicas de DMA: C = (t, c}

Oecir sf las siguientes proposiciones son verdaderas o
falses:

a)PcD f)TANR=9¢
b)BAT @ g)RcB
c)DH h)BND-@
acne-o TLEA

e)PNRYye® JYRcH



2.10.21

2.10.2
2.10.23

2.10.2¢
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kK)PAM=¢ p)BYP
1)TecD Q) RNDYS®
m)CyB r)Nc8
n)RNCY QP s)PNnCye
o) Tc? t)CcOD

Hacer un diagrama de Venn con tres conjuntos no vacfos
A, By C en un conjunto universo de modo que A, By C
tengan las siguientes caracterfsticas:

a)AcB B CcB B ANC=¢
b)AcB : Ce¢b* : ANCyYe
c)AS§C H BAC=9¢

d)Ac (BnC) ;: BSC ; AYcC,

o sea, C no es subconjunto de B.

Hacer el diagrama de Venn del ejemplo 2.7.12.

Sea, como en el ejemplo 2.7.12, Q = {a, 9, t, Cc, u}, ¥
sea D= fa, g, t,cl. Calcular? (R), P (D), P(@).

Las parejas de la ciudad de Macondo fueron catalogadas

de acuerdo 3 su uso de métodos para control de la nata-
1idad de 1a manera siguiente:

A = conjunto de las parejas que usan métodos de barrera

B = conjunto de las parejas que usan espermicidas locales
C = conjunto de las parejas que usan métodos tradicionales
En base a 10 anterior, describir verbsl y simb6licamente
(usando los sfmbolos ~, N, U, -) las Sreas marcadas en -
los sfiguientes diagrames de Venn:






2.10.25
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En un laboratorio especializado en el anflisis y la iden-

tificacién de hormonas protéicas se manejan varias técni-

cas de bioquimica. Considérense en particular los siguien-

tes conjuntos, en 2 = (hormonas trabajadas en el laborato-

riol.

B * {x!x es sometida a bioensayo)

C = {x|x es sometida a centrifugacién}

D = {x|x es sometida a cromatograffa en columna de DEAE=
celulosa}

E = {x'x es sometida a electroforesis}

Expresar simb§licamente y marcar en diagramas como el de

abajo los conjuntos de hormonas que son sometidas a:

a) exactamente un método

b) todos los métodos

c) por 10 menos dos sétodos

d) cuando mucho tres métodos

e) cuando mucho dos métodos, ninguno de los cuales puede
ser centrifugacién.

f) todos los métodos que consideren carga eléctrica de la
molécula, y iinicamente esos

g) algin método que considere carga eléctrica de 1a molé-
cula

h) cromatograffa en colusna de DEAE-celulosa solamente

1) bioensayo después de cualquier otro método

3) centrifugacibn seguida s6lo de bioensayo

k) cromatografis en DEAE-celulosa o electroforesis segui-
da de centrifugacién

1) cromatograffa en DEAE-celulosa 0 electroforesis segui-
das de centrifugacién

N
B
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2.10.26 En una poblacién de provincia, se cataloga a los derecho-
habientes hospitalizados en una clinica del Seguro Social
de acuerdo con los siguientes conjuntos:

i = {derechohabientes hospitalizados)
A » {x«Q|x tiene menos de 30 afos)
B = {xafllx es de sexo masculino}

C= {xea0fx ests my grave'

D= {x«Q|x es trabajador(a)}

Los cuatro conjuntos A, B, C, D se grafican en un diagra-
ma repetido cuatro veces para ilustrar (sombre&ndolos) ca
da uno de ellos.

Describir verbal y simb6)icamente las Sreas marcadas en
los siguientes diagramss ~e Venn:

0

0)
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2.10.28

2.10.29

2.10.30
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Expresar simbS)icamente los siguientes conjuntos y marcar
las &reas correspondientes en diagramas como los que se
{lustran aquf.

c) E) conjunto de las mujeres hospitalizadas moribundas
mayores de 30 afios.

d) E) conjunto de los hombres jévenes trabajadores hospi-
talizados.

Describir verbal y gréficamente (en diagramas simila-
res) los siguientes conjuntos:

e) (8-A) N{p-C) f)  cnAn(BUD)

Resolver el siguiente problema:

Un obrero (v) de 30 ados, va a 1a clfnica a recoger a su
esposa (w), también obrera y un poco mayor que &1, que -
acaba de dar a luz a una nifa (x). En la clinica se en-
cuentran también el herwmano menor (y) de v, quien tuvo -
un pequeo accidente de trabajo, y el padre de ambos (z),
viejo campesino que estf agonizando. Expresar con preci-
sién a qué conjunto pertenecen v, w, x, ¥, 2, de manera
simbblica y colocando las letras en un diagrama de Venn
similar a los anteriores.

Demostrar las siguientes relaciones, cuando Ac 0:

a) A= g-A b)g=n

Demostrar las sigufentes relaciones, cuando A c Q:
) A - A e) ANg=9

B) AUA = A f) AR * Q

c) Am = A 9) AR =¢

d) M@= A h) AK = g

Demostrar las relaciones 2.8.8, 2.8.9, 2.8.11, 2.8.12,
2.8.13, 2.8.17, 2.8.18, 2.8.19, 2.8.21, 2.8.23 (Yo que
falta) y 2.8.28.

1lustrar con ejemplos biomédicos, las propiedades 2.8.8,
2.8.11, 2.8.12, 2.8.15, 2.8.17, 2.8.18, 2.8.23 (los que
faltan), 2.8.26 y 2.8.28.
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2.10.32

2.10.33
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Demostrar que si A, B y C son conjuntos en un conjunto
universo 2 , entonces:

a)A-B c A d) A-B = B-A
b) (A-B) NB =9 e) A-B ¥ B-A
c) (A-B) N (ANB) = ¢ f) (A-8) - C ¥ A-(B-C)

Los incisos e) y f) se demuestran mostrando un caso (un
ejemplo biomédico, un diagrama de Venn, etc.) en el que
ast suceda: éste es el {nico caso en el que se puede
usar un ejemplo o un diagrama para demostrar algo:
demuestra 1a falsedad de una relacién (A-8 = B-A, y (A-B)
- C= A - (B-C), respectivamente), sirviendo de “contra-
ejewlo”

Demostrar que si A y B son conjuntos en un conjunto uni-
verso Q , entonces:

a)ANB=9® & A-B=A

b)AUB=0 S A-B=¢

(sugerencia: usar las leyes de De Morgan)

Entre los 950asistentes a un congreso de hispanistas, se
sabe que: 620 hablan inglés, 400 hablan francés y 220
hablan alemSn. Ademés, se sabe que 240 de ellos hablan
por 10 menos inglés y francés: 130 inglés y alemén (por
1o menos), y 60 francés y alemdn (por 1o menos). Por G1-
timo, se sabe que s6lo 30 de los asistentes hablan las
tres lenguas. Hacer un diagrame de Venn y describir sim-
b61tcamente cada subconjunto, indicando culntos elementos
tiene.

Dar ejemplos de nimeros a, b tales que:
8)a¢ N ., b N ,8-be N

b) ae N .be N ,a/be N
c)ae N ,/a¢ N

d)as 2 .be¢ T ,a/be 1

e)ar I . /00 1
fleae @ , /3¢ 0
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2.10.35 Dados dos conjuntos A y B en un conjunto universo 1, se
puede hablar del conjunto de parejas de elementos de A
ydeB: AxBe= {(a,b)Jac A a b B}
se 1lama ol producto cartesiano de los conjuntos A y B.
Las parejas de elementos (a, b) asf definidas son pare-
jas ordenadas: el orden en el que se den los dos elemen-
tos de una pareja indica a qué conjunto pertenece cada
uno. Por ejemplo, si (x, z) ¢« N x N, eso quiere decir
quexe Nyze M.

En=(1,2,a,8) sean A= (1, 2} y 8 = {a, B}.
Entonces A x B = {(1, a), (1, B8), (2, a), (2, B)}. Obsér-
vese ue AxByBxA={(a, 1), (a, 2), (B, 1), (B, 2))=
{{a. 1). (8. 1), (a, 2), (8, 2)).

Calcular Ax By B x A cuando A y B son, respectivamente:

a) A = (1} 8= (8} é) A= (1, 2, a} B = {a,8}
b) A= {1} B = {a, 8) e) A= {1, 2, a)B* {a,8,2)
c)A={1,2,a) B~ (8} f)A=qQ B=qQ

Obsérvese que si A tiene n elementos y B tiene m elementos,
entonces A x B tiene n x m elementos.
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CAPITULO 3
FUNCIONES Y GRAFICAS

La palabra “funcién” es una palabra que usamos frecuentemente, en frases co-
mo las siguientes: “la funcibn del médico en la sociedad es ocuparse y pre-
ocuparse de la salud de los seres humanos”,"la primera funcién en este cine

comfenza a las cuatro de la tarde®, “la salud de una persona est§ en funcién
de la calidad de su alimentaci6n®. A lo largo de este capftulo vamos a tra-
bajar con este (1timo sentido de la palabra, un sentido que expresa dependen
cia: de hecho, podrfamos replantear la (ltima frase, sin cambiar para nada

su sentido,como sigue: “1a salud de una persona depende de 1a calidad de su
alimentacibn®.

E1 que una condicién (en este caso, la salud de una persona) dependa de otra
(en este caso, 1a calidad de 1a alimentacién) es un fenSmeno que puede ser -
de gran interés dentro de cualquier rama de la Ciencia, ya que el conocimien
to que se tenga de 1a segunda puede contribuir a {luminar el conocimiento de
la primera.

Estas relaciones de dependencia o funciones son objeto de estudio de las Ma-
temiticas. que se encargan de abstraer, formalizar y obtener conclusiones ge
nerales que pueden ayudsr a comprender y manejar mis féicilmente una gran can
tidad de fenfmenos cient§ficos. Las Matemfticas proveen una herramienta que
permite 1a descripcibn de 1a relacifn de dependencia y la prediccibn de) va-
lor de la condicién (variable) dependiente cuando se conoce el valor de la -
otra. En este capftulo, veremos 1os aspectos elementales del estudio matem§
tico de las funciones, asf como algunas maneras de exponerlas gréficemente.

Desgracisdsmente, las relaciones de dependencia o funciones en fenémenos bio
médicos son en general bastante complicadss, ya que, como involucran muchisi
m0s variables, no se puede afirmar con precisién nada acerca de ellas; por -
ejemplo 18 salud de uns persons depende de 1a calidsd de su alimentacibén, s,
pero también de otras condiciones (variables), como el nimero de horas de sue

.94.
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#0 diario, la ubicacién y el tipo de habitacidn, la estabilidad emocional,
1a ocupacién, la edad, incluso la cantidad de comida, etc., por lo que no
basta conocer la calidad de la alimentacién de una persona para saber si su
salud es buena 0 no. La herramienta matemftica para describir y analizar -
estas relaciones de dependencia es un poco mis complicada de lo que veremos
aquf, pero este capftulo debe ser una ayuda para 1a comprensién de los méto
dos de descripcibn y anflisis de funciones biomédicas complejas.

3.1 FURCIONES
Consideremos los siguientes ejemplos:

Ejemplos:

3.1.1 E1 nimero de anillos de crecimiento de cada pino ests -
en funcin de sus afos de vida.

3.1.2 La etapa en el ciclo de vida de la tenia (Taenia solium)
esth en funcién del tejido en el que se encuentra.

En estos dos ejemplos de funciones vemos cémo se estén asociando elementos -
de un conjunto con elementos de otro conjunto: a cada nimero de afos de vi-
da se le asocia un nimero de anillos de crecimiento; a cada tejido en el que
se puede encontrar la tenfa se le asocia una etapa en su ciclo de vida. Pa-
ra definir una funcifn necesitamos, entonces, un conjunto “de partida* (el -
conjunto de 1os n(meros de afios de vida y el conjunto de los tejidos en los
que se puede encontrar 1a tenia, en los ejemplos 3.1.1 y 3.1.2 respectivamen
te) y un conjunto “de 11egada” (@) conjunto de 105 nimeros de anillos de cre
cimiento de los pinos y el conjunto de las etapas del ciclo de vida de la te
nfs, en los ejemplos 3.1.1 y 3.1.2 respectivamente).

Sin ambargo, no basta con estos dos conjuntos pars definir una funcifn: ne-
cesitamos tambdién 8190 que nos digs como se van a asoclar los elementos de -
uno con los del otro. Pars flustrar esta necesidad, retomemos e) ejemplo -
3.1.2, formando con los mfsmos conjuntos dos funciones distintas (introducti-

205 aqui 1a notacibn de flechas que Indican cufl elemento estd asociado con
cwbl):



Ejemplos:

3.1.3 A los elementos del conjunto {intestino porcino, misculo
porcino, intestino humano} les asociamos los elementos -
del conjunto {tenia adulta, embrién, cisticerco} de la
siguiente manera:

intestino porcino ——— embrién
misculo porcino cisticerco
intestino humano tenia adulta

3.1.4 A los elementos del conjunto {intestino porcino, misculo
porcino, intestino humano} les asociamos los elementos
del conjunto {tenia adulta, embridn, cisticerco) de la
siguiente manera:

intestino porcino ——— cisticerco
misculo porcino ————» tenia adulta
intestino humano —— embrién

De las funciones de 10s ejempos 3.1.3 y 3.1.4 s61o 1a primera refleja el
caso res], pero ambss son funciones en e) sentido matemftico de 1a palabra.
Ambas tienen e] mismo conjunto "de partida” ({intestino porcino, misculo por-
cino, intestino humano})y el wismo conjunto “de llegada" ({tenia adulta, em-
bribn, cisticerco}), pero difieren en el modo de asocfar los elementos. Por
es0, si queramos describir 1a etapa en el ciclo de vida de la tenia en fun-
cién del tejido en el que se encuentra debemos, para reflejar el caso real,
decir qué tejidos quedsn asocfados con qué etapas del ciclo, y cémo quedan
asociados.

Hemos visto,estonces, que para que una funci6n esté totalmente caracteriza-
da, se necesitan dos conjuntos (uno “de partida” y uno "de 1legada®”) y una
regla de asociacién entre los elementos de ambos. Definamos formalmente es-
tos conceptos:



3.1.8

3.1.6
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Una funcién consta de:

- un conjunto “de partida® 1lamado dominio

- un conjunto “de 1legada” 1lamado codominio

- una regla de correspondencia que asocta a
cada elemento del dominfo uno y s6lo uno -
del codominio, que se 1lama imagen del pri
mero bajo la funcién

Ejemplo:

Tomemos como dominio el conjunto de individuos machos de
una especie de mamiferos, como codominio el conjunto de
hembras de la misma especie, y como regla de correspon--
dencia 13 que asocia a cada macho con su madre. Hemos -
asf definido una funcidn. La imagen bajo la funcibn de
cada macho es sy madre.

Hagamos una observacién importante sobre la definicién 3.1.5. En ella apare
ce 1a expresién “uno y s61o uno”: la regla de correspondencia "asocta a ca-
da elemento del dominio uno y 3610 uno del codominfo”. Esto quiere decir -
que todos los elmentos del deminfo tiemen exactamente una imagen, o sea que

singuno se queds sin imegen, y que ninguno tiene dos o mfs imfigenes. Esto es
un requisito para que una funcibn quede bien definida.

Ejemplos:
3.1.7

3.1.8

o se puede asociar en una funcibn al conjunto de indivi
duos mechos con el conjunto de todos los individuos de -
1s mfsms especie de tal manera que se asocie a cade ma--
cho con sus progenitores, ya que a cada macho le corres-
ponderfan dos individuos: su padre y su madre (comparar
con 3.1.6).

Tomando 10s mismos conjuntos del ejemplo anterior, no se
puede definir una funcién que asocie 3 cada macho con sus
hermanos, y2 que hay machos que tienen més de un hermano,
y hay machos que no tienen ninguno (comparar con 3.1.6).



NStese que aqui estamos hablando sélo de los elamentos del dominio, y que es
tas restricciones no operan para los del codominio: en una funcidn, los ele
mentos de! codominio pueden ser imagen de uno, de varios o de ninguno de los
del dominio.

3.1.9 Ejemplo:
En la funcién del ejemplo 3.1.6, hay hembras que son ima-
gen de un elemento del dominio (las que son madres de - -
exactamante un macho), hambras que son imagen de varfos -
(1as que tienen varios hijos machos), y hembras que no -
son imfgen de ninguno (las que no tienen hijos machos).

Como en todo 10 que hemos venido viendo hasta ahora, se ha buscado una manera
de simplificar el uso repetido de las mismas palabras mediante una notacién-
siab8lica. Se comviene en usar las letras mindsculas f, g, h, etc. para sin-
telizar las funciones, los simbolos “:" y " — " para marcar el dominfo y el
codowinio respectivamente, y e) simbolo ° — * pars marcar la regla de corres
pondencia (véanse los ejemplos 3.1.3 y 3.1.4), como sigue:

St f es una funcibn cuyo dominio es A y cuyo codominio
es B, entonces se anota:

f:A —- B
y se lee °f va de A en B".

SixeA,ya B,y yes laimagen de x bajo f,

3.1.10 entonces se anota:

f:A — 8B

X =Y

o bien: f(x) =y
y se lee °f de x es fgual a y", o, afs abreviadamente,
°f de x es y°.

Observemos que sunque ys hemos usado e) sfmbolo ' + *° en Légics (ver 1.6.13),
esto no puade dar lugar a confusiones, ya que en Légica se usa entre dos pro-
posiciones (letras minGsculss) y aquf se usa entre dos conjuntos (letras mayls
cules). Asimismo es importante no confundir 1a notacibn f(x) con s notacién
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usada frecuentemente para marcar 1a multiplicaci6n de dos nimeros: aquf, -
aunque x puede eventualmente ser un nimero (si A es un conjunto de nimeros),
f es una funcién, y nunca un nimero, por 10 que no cabrfa interpretar f (x)
como “f multiplica a «x".

Ejemplos:
3.1 La funcibn que a cada nimero real (ver 2.9.7) le asocia
su cuadrado se simboliza asf:

f:R - R
x — x?

por ejemplo: 3—9
(0, 10 que es 10 mismo, f(3) = 9)
Asimismo, f(2) = 4, f(-5) = 25, etc.
3.1.12 Sea 9:N — R
x— /x +3
Entonces, por ejemplo, g(8) = /2xB + 3 = 7,
y 9(1) = /2x1 + 3 x4.41. 0 sea que 1a imagen de 8 bajo
ges 7, y la imagen de 1 bajo g es (aproximadamente) 4.41.

Podemos visualizar las funciones de 1a siguiente manera: uma funcién puede
ser considerada como una mfquina como 1a que se ilustra en la figura 3.1.13:

3.1.13
REGLA DE CORRESPONDENCIA
W/mmo
on. pomimo >0 7

CODOMINIO ® @
\.
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En la figura 3.1.13 vemos a una funcién como una mfquina cuya parte central
(1a regla de correspondencia) recibe especificamente elementos del dominfo

y los transforma en sus imfgenes. Asf, en esta figura, 1a funcién transfor
ma las bolitas del dominio en cubitos del codominio. De 1a misma manera, -
cada funcién “le hace" algo especificamente a los elementos de su dominfo:
por ejemplo, 1a funcibn f de 3.1.11 eleva al cuadrado cada nimero real, y lo
que le hace la funcibn a de 3.1.12 a cada nimero natural es multiplicarlo por
2, sacar ralz cuadrada del producto y afadir 3 al resultado, obteniendo un -
nimero real.

Por d1timo, hagamos una observacifn. En la introduccién a este capftulo men
cionamos que una funcibn es una relacién entre una variable independiente y
una variable dependiente, y el(la) lector(a) se preguntar§ probablemente qué
conexifn existe entre esta manera de considerar a las funciones y 1o que he-
mos estado viendo en esta seccién. Pues bien:

A los elamentos del dominio se les 11ama también
valores de 1a variable jindependiente.

A los elementos del codominio se les 11ama también
valores de 1a varisble dependiente.

3.1.15 Ejemplo:

Supongamos que estamons observando el efecto de la tempe-
ratura sobre la velocidad de una reaccibn quimica. Deci
20§ entonces que 1a variable independiente es 1a tempera
tura, y 1a variable dependiente es 1a velocidad de reac-
cién. E) dominfo de 1a funcibn es un subconjunto de R
(squellos valores que corresponden a las temperaturas ob
servadas), y el codominio puede ser todo R.

3.1.14

3.2 GRAFICAS SIMPLES

Existen varfas mesnaras de exponer gréficamente una funcién. La mis sencille
utiliza los diagramss de Venn (ver seccibn 2.2) para representar al dominio y
al codominto, y flechas entre los elementos de ambos para representar la re-
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gla de correspondencia. Por convencién, se pone siampre a la fzquterda el
diagrama de Venn del dominio, y a la derecha el del codominio.

Ejemplos:
3.2.1 La funcibn del ejemplo 3.1.3 puede graficarse asf:

ip \
mp
b/
donde:
ip = intestino porcino e = ambrifn
=p = misculo porcino c = cisticerco
ih = intestino humano t = tenta

3.2.2 La funci6n del ejamplo 3.1.4 puede graficarse asf:

| =

“'

(con 1a sisma simbologfa que en 3.2.1)

3.2.3 La funcibn que va del conjunto de n(maros naturales meno
res que 6 ({(na & |n < 6)) en sf mismo, y que le asocia
8 cada elemento del dominio el nGmero 1 si es non.y el -
nimero 3 si es par se puede graficar asf:
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Este tipo de graficacién es muy sencillo y puede servir para {lustrar funcio
nes con dominios y codominios pequefos; sin embargo, va resultando cada vez
as incémodo y poco préctico a medida que 1os conjuntos son nfs’ grandes (ima-
gindmonos, por ejemplo, lo que sucederfa con la gréfica del ejemplo 3.2.3 st
el conjunto fuera {n « N |n < 600}, o si fuera {n « N |n < 6,000,000}). Es-
te tipo de inconvenientes se presenta sobre todo cuando alguno de los conjun-
tos (o ambos) es un conjunto de nimeros.

En esta seccibn presentaremos algunos tipos de gr&ficas sencillas que solucio
nan estos problemas cuando por 10 menos el codominio es un conjunto de nimeros,

y que son muy frecuentemente utilizadas, como las gr&ficas de barras y las de
circulos.

Las grificas de barras son sobre todo utilizadas cuando el codominio es un -
conjunto de némeros naturales (es decir: si B es el codominio, entonces Bc N ).

En una grifica de barras, se ponen los elementos del
dominio sobre una recta.horizontal, cada uno ocupan-
do un pequefio segmento, y se eleva sobre cada uno de

3.2.4 ellos una barra rectangular con altura proporcional
3 su imagen. Adems se coloca, generalmente a Ta iz
quierda, una 1fnea vertical que indica 1a escala de

ionalidad para el codominio*.

Ejemplos:

3.2.5 En un experimento mendeliano de cruce entre una planta -
de flores blancas y una de flores rojas, se obtienen
plantas que, a 1a larga, estarfn distribuidas de 1a si--
guients manera: de cada cudtro, una tendrf flores blan
cas, dos flores rosas y una flores rojes. Este resulta-
do, expresado en forma de funcibn, queda asf (para abre-
visr, decimos "blanco” pars referirnos a las "plantas -
con flores blancas®, etc.):

.

€n algunes discipTinas, como Ta demograffs y 1a economfa,se suele usar
ests convencibn o1 revés, quedando las barrss horizontsles en ver de ver
ticales. Este tipo de gréficas pueden encontrarse en Salud Pdblica.
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f: (blanco, rosa, rojo} - (1,2,3,4)
blanco - 1
rosa ~ 2
rojo ~ 1
Esta funcién se puede graficar de la siguiente manera:

N« »

'l‘lﬂﬂ

Blonco Roso  Rojo

Cotéjese esta gréfica con 1a definicién 3.2.4.

3.2.6 Hace algunos aflos, la distribucién de causas de muerte
mostraba diferencias importantes entve la poblacifn de
México y 1a de los Estados Unidos de Norteamérica. Las
diferencias pueden observarse en 1a siguiente gré&fica -

(doﬂs) de barras: —

SN

NN

N

N\

Ay

NN

Varias observaciones son pertinentes sobre ests gréfics.
En ellas se muestran, en reslidad, dos funciones: la que
corresponde a Mixico y 1a que corresponde a EEW. Po-

drfan haberse mostrado en dos gréficas distintas, pero -
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una sola permite hacer visualmente las comparaciones en-
tre México (barras sombreadas) y los EEUU (barras blan-
cas). Por otra parte, en este caso no se muestra con pre
cisitn la escala (obsérvese que se anota “unidades arbi-
trarias), puesto que s610 interesa hacer las comparacio-
nes entre ambos pafses para cada causa de muerte.

(cf. Xirk, p. 756)

Para un amplio y valioso estudio de somatometrfa pedié-
trica, el Dr. Ramos Galvén estudi6 a 5,533 nifios de la
Ciudad de México. Todos ellos pertenecfan a la clase me-
dia, y en ella el Dr. Ramos G. distinguié cuatro grupos
socioecondmicos, que numerS del 1 al 4 de mayor 2 menor
solvencia. Los niflos estudiados estaban repartidos en
108 cuatro grupos de la siguiente manera (Tabla I):

o] = ng

Del mismo estudio del Dr. Ramos Galvén mencionado en 3.2.7
tomamos (de 1a tabls XXI-1), los datos para la gréfica si
guiente, que muestra, para cads 100 nifas de 4 afios y me-
dio, cémo se distribuyen en relaci6n a sus pesos (en gra-
m0s):
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34 4

24

84

1+ — | e O
2,400 3,900 (5,400 16900 #8400 300 2/,400 22,900

Es decir, que de cada 100 nifias de 4 afos y medio de &
Cludad de México, a 1a larga, uma pesar§ entre 12,400 g
y 13,900 g, 8 pesarfn entre 13,900 g y 15,400 g, etc.
(obsérvese que 1 + 8 + 24 + 34 + 24 + 8 + 1 = 100).

En los ejemplos 3.2.5 a 3.2.8 hemos mostrado cuatro gréficas de barras. Con
viene aqui hacer una observacifn referente a los dominfos de cada una de las
cuatro funciones graficadas: 1los elementos de los dominios de 3.2.5 y de -~
3.2.6 no tiemen entre sf ningGn orden y el que se escogié para la graficacién
es arbitrario en cada caso (blanco, rosa, rojo para 3.2.5, y tuberculosis, -
pneumonia, diarrea y enteritis, afecciones cardiacas, céncer para 3.2.6); por
el contrario, los elementos de los dominfos de 3.2.7 y de 3.2.8 sf tienen un
orden, por 1o que el orden tomado para 1s graficacién no es arbitrario (de -
ssyor 3 ssnor solvencia econfmica en 3.2.7, y de menor & mayor peso en 3.2.8).

Pasemos shora » las gréficas de circulos. Estas se usan cuando interess re-
presentar 1a imsgen de cada elemento del dominio como parte proporcional -
(porcentaje) del tota) del codominio.

las gréficas de circulos se usan dreas radisles

(0 sea fress entre dos radios del circulo) propor-

3.2.9 fonales a cade imagen, marcando cada una (con le-
tras o sombreados) pars indicar & qué elemento de)

fnio corresponden.




Ejemplos:
3.2.10

3.2.11
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E1 modelo de ciclo celular considera cuatro fases prin-
cipales en la vida de cada célula: una primera etapa

de crecimiento (6,) una etapa de sfntesis de DNA (S),
una segunda etapa de crecimfento (G:) y la mitosis o di-
visibn celular (M). Aunque los tiempos especificos in-
vertidos por cada célula en estas cuatro etapas son dis-
tintas segun el tipo de célula y las condiciones en las
que se encuentra, un buen modelo general es el sigufente:

| Mc’o

Esta gr§fica, ademfis de mostrar cufiles son (aproximada-
mente) los tiempos relativos invertidos por cada célula
en las distintas etapas de su ciclo, tiene 1a ventaja -
de que flustra también el hecho de que se trata de un -
ciclo: después de 1a mitosts, cada célula 1o recorre de
nuevo.

S1 consultamos de nuevo las tablas elaboradas por el Dr.
Ramos Galvén, encontramos (en Tas tablas XIV-14 y XX1-14)
los datos referentes o) procentaje (sobre 1a talla total
8 Tos 10 ahos) de crecimiento por edad, que se pueden ex-
presar en las siguientes gréficas:
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15018
1.1%

DE Oa Jaios
280 %

NINOS NINAS

0 ses que, por ejq)lo'. entre los 12 y los 15 afios los
nifos crecen el 11.6% de su talla total (a los 18 afos),
mientras que 1as nifas a esa edad ya s6lo crecen el 5.8%.
Estas gréficas se hicieron calculando los porcentajes co-
rrespondientes de los 360° totales del cfrculo: por ejen
plo, a los nffios de 12 a 15 ahos les corresponde un &ngu-
10 a1 centro de (11.6 x 360°)/100 = 41.8°.

Hasta aquf las gréficas de barras y las de cfrculos. Como dijimos antes, es-
tos dos tipos de gréficas son muy frecuentemente utilizados; sin embargo, pue
de haber cuantos tipos distintos de gréficas se le ocurran al investigador:
su hallazgo y su aplicacién dependerén del ingenio de cada quien.

3.2.12

Ejemplo:

En un estudfo sobre 1a plants de la alegrfa, J. Aguilar
et al. hacen una comparacién de 1as protefnas de varias
plantas: hacen un balance relativo de los aminoficidos
esenciales (10s que el cuerpo humano no puede sintetizar),
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y comparan con la "protefna fdeal” (la que tiene las pro
porciones requeridas por ¢! cuerpo humano). De la figu-
ra 1 de su artfculo tomamos las siguientes gréficas:

Leu Fen
Trp
Met Ileu
val
Lis Treo
PROTEINA IDEAL PROTEINA DE MAIZ

En ellas se ve claramente que la protefna de mafz tiene
un exceso de) aminoficido Teucina (Leu), cantidades cer-
canas & 1o fdeal de los aminoScidos isoleucina (1leu),
valima (Val) y treonina (Treo), y una carencia parcial
de 1isima (Lis), metionina (Met), triptofano (Trp) y fe-
nflalanina (Fen).

Las gréficas que vimos en esta seccidn son muy Gtiles para representar fun-
ciones en 133 que e) dominio no es un conjunto de n(meros o en las que el -
codaminio es un conjunto de nimeros naturales o de porcentajes. Sin embar-
90, cuando smbos conjuntos son ceonjuntos de n(meros, estos tipos de gréficas
resultan mucho menos Gtiles que Tas que veremos en 1a siguiente seccién.

3.3 GRAFICAS CARTESIANAS

Uno de Tos tipos de graficacién mfs utilizados (31 no es ¢l que mis) es el -
sistesa de graficacion 1lamado cartesiano (en honor a sy creador, @) matemf-
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se el parecido con 3.2.4):

3.3.1

En el sistema cartesiano:

- El eje que representa al dominio es horizontal
y se 1lama eje de las abscisas. Los valores
suelen ser representados genéricamente por la
letra x, y su orden (de menor a mayor) es de -
izquierds a derecha.

- El eje que representa el codominio es vertical
y se llama eje de las ordenadas. Los valores
suelen ser representados genéricamente por la
letra y, y su orden (de menor a mayor) es de

abajo a arriba.

Los ejes suelen cruzarse en el “cero” de ambos, 1lamado origen.

3.3.2

ORIGEN —+—

Ejemplo:

El dominio y el codominio de la funci6én del ejemplo 3.2.3
(f: (ne N |n<6) —{nenN |n < 6}), quedan represen-
tados de 1a siguiente maners en un sistema cartesfano:

EJE DE LAS ORDENADAS: CODOMINIO

-Nwaduo

EJE DE LAS ABSCISAS:

T3 3 4 & DOMINIO

Obsérvese que 1a escala no necesita (aunque si puade) -

ser 13 misma en ambos ejes de coordenadas.

El sistema se utiliza para funciones cuyos dominios
y codominios son conjuntos de nameros, que quedan representados por rectas
amadas ejes de coordenadas (o “ejes cartesiamos”).
se colocan perpendicularmente, y siguen las siguientes convenciones {obsérve-

Los ejes de coordenadas
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Hemos des'crno. pues, cémo quedan representados el dominio y el codominio de
una funcidn en una gréfica cartesiana. Pero falta hablar de 1a regla de co-
rrespondencia. Si ambos ejes “definen" una porcién de plano, la reglVa de -
correspondencia queda representada por puntos en ese plano, de la siguiente

manera: tracemos imaginariamente una 1fnea vertical que pase por un elemen-
to del dominio (o sea, por un punto del eje de las abscisas), y tracemos tam
bién imaginariamente una 1inea horizontal que pase por la imagen en el codo-
ninio de ese elemento (o sea, por un punto del eje de las ordenadas); ambas
rectas se cruzan en un punto del plano. Si repetimos esta operacidn para ca
da elemento del dowinio, obtendremos una serie de puntos: el conjunto de to
dos ellos es la representacin de 1a regla de correspondencia.

Ejemplos:

3.3.3 Esta es la gréfica cartesiana de 1a funcién del ejemplo
3.2.3 (en ella hemos trazado las 1ineas imaginarias en -
punteado para los elementos 1 y 4 del dominto):

N W A

| 4 ---é . .

v

5

O .

1 2 3

3.3.4 En el ejemplo 3.1.1 vimos que el nimero de anillos de -
crecimiento de cada pino esté en funcién de sus afos de
vida. Esta funcién se simboliza asf:

f:N "N
X —y=x
(es decir, el nimero de anillos de crecimiento y es fgual
81 nimero de afos de vida x: un anillo por cads afo), y
se grafica asf:
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o] .
94
N°DE g .
ANMLLOS OE 7 4 .
CRECIMIENTO ¢ .
ty) s .
r'e .
3 .
24 .

t4 e

T 7T Ty > -
! 23 4567 8910 N°DE ANOS DE VIDA (x)

3.3.5 Ses 1a siguiente funcibn:

g:N - R
X — 2x -5

La funcién g se grafica asf:

t
otx) 6

54 .
44

-34 .
-8 4
-5J

Aqui es pertinente hacer varias observaciones. El eje

de 1as abscises, como en los dos ejemplos anteriores, s6

lo se prolonga hacia la derechs, puesto que N s8lo com-
prende nimeros positivos; sin embargo, como R comprende
nimeros negativos, en este ejemplo e eje de las ordens-
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das se prolonga hacia abajo. Por otra parte, la gréfi-
ca sélo corresponde a los cinco primeros de los (infini
tos) elementos de N ; la gréfica podrfa prolongarse mfs,
pero nunca abarcar todo N ; sin embargo nos da una buena
idea de cémo sigue la funcién.

Sea R*« (xa R|x20) (los reales positivos), y sea
la siguiente funcifn:
h: R - R
X - 2&x-5

La funcibn h se grafica asf:
n(x) 64
LY

re

34

24

-1
-2
-3
-4

-5J
Obsérvese que, aunque 13 funcidn g del ejemplo anterior
y Ta funcidn h de &ste tienen 1dénticos codominio y re-
gla de correspondencia y sblo difieren en el dominio, -
son funciones distintas y su gréfica es distinta.
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3.3.7 La velocidad con la que una planta fotosintetiza estf en
funci6n de la intensidad de la luz (solar) a la que esté
expuesta, de la siguiente manera: “"la velocidad de foto-
sintesis es proporcional a la intensidad de la luz pero
s610 hasta un punto de saturacién; después de ese punto
1a velocidad es constante, aunque la intensidad luminosa
aumente”. La gréfica de esta funcién es asf:

Velocidad ( soturocién)
de

fotosintesis

—> NTENSIOAD OE U2

Obsérvese que en este ejemplo 1a funcién se ha descrito
y graficado de maners ms cualitativa que cuantitativa.
Esto es porque estamos hablando de un comportamiento ge-
neral que siguen todas las plantas; s6lo si estuviera-
mos hablando especificamente de cierta especie (0 varie-
dad) de plantas, podrfamos dar los valores mméricos de
1a proporcifn, del punto de saturacibm, etc., as{ como
indicar en la gréfica las escalas de los dos ejes.

En los ejemplos 3.3.3 a 3.3.7 hemos visto varfass gréficas cartesianas. La -
wtilidad de &stas pars 1lustrar fenfmenos biol6gicos es enorme; por ejemplo,
en el ejemplo 3.3.7 una sols gréfica abarcable globaimente con ura simple mi-
rads, nos da la sisms informacibn que 32 palabras (entre comillas en el texto
antes de la grifica). Es por esto que las gréficas cartesianas son muy fre-
cuentemente utilizadss, y por 10 que es de enorme tmportancia saber tanto -
ussrlas como interpretarlas, ys que el uso o la interpretaci6n erréneos pue-
den confundir mucho. Este conocimiento 3810 se adquiere verdaderamente con
la préctica: haciendo gréficas por una parte, y observando cuidadosamente -
las que aparecen en los articulos de investigacién, 1ibros, etc., por otra,
pero nosotros daremos aquf, como ayuda, varias indicaciones que pueden ser-
vir pars evitar errores:
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En primer lugar, recordemos que una funciSn constade tres partes, todas -
iguaimente importantes, y que cada una de ellas queda especfficamente repre-
sentada en el sistema cartesiano: el dominfo por el eje de las abscisas, el
codominio por el eje de las ordenadas, y la regla de correspondencia por un
conjunto de puntos que pueden formar 1fneas (rectas o curvas). Si se asimi-
Ta esto, resulta flcil, teniendo claro cubles son las tres partes de una fun
cién, graficarla; y viceversa, resulta también fécil interpretar una gréfi-
ca para entenderla como funcidn.

Ejamplos:

3.3.8 E1 perfmetro cefflico estd en funcién de (entre otros -
factores) la edad. Reproducimos aquf los datos para ni-
fios de 1 a 6 meses, tomados del estudio ya citado del Dr.
famos Galvén (tabla XIV-5):

meses: 1 2 3 4 ) 6

perfmetro

cefflico: 37.0 39.2 40.6 41.8 42.7 3.7 =
Debe ser claro que 1a variable independiente es la varia-
ble “edad”, medida en meses (o sea que el dominio es (1,2,
3,4,5,6) ), y que 1a variable dependiente es 1a variable
“perimetro cef§1ico”, medido en centfmetros (el codominio
puede ser {x« R |30 < x <50}, o sea todos los reales
comprendidos entre 30 y 50). Una vez visto esto, es fé-
cil graficar:

Perimetro

40 ]

30

T ¥ § % §°
EDAD ( meses)
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3.3.9 En 1a figura 37-a del mismo estudio encontramos la si--
guiente gréfica. Observando ¢l eje de las abscisas, po
demos ver que la variable independiente es “talla”, me-
dida en centimetros, y que e) dominio es :

{x « R[S0 < x £120). Asimismo, observando el eje de
las ordenadas, podemos ver que la variable dependiente
es “"perimetro torficico”, medido en centimetros, y que el
cadominio es {x « R |30 S x S 60). Asf pues, en esta
gréfica se estf considerando el perfmetro torfcico de -
las nifias en funcibn de 1a talla (o, como 10 expresa el
Dr. Ramos Galvén, el “perimetro torficico en relaci6n a -
1a talla®). La regla de correspondencia de la funcibn -
queda expresada globalmente por la curva de la gréfica,
y punto por punto podemos ver que, por ejemplo, 12 ima-
gen de 70 es 45, o sea que las nifias con talla de 70 c»
tienen fen promedio) 45 cm de perfmetro tor§cico.
60~
p

(cm) 30

4

40+ 9

0 60 70 80 90 X0 I 20
TALLA (cm)

La segunds indicacién que haremos se refiere al uso de los ejes de coordena-
das. En general, ante un fenfmeno biol6gico en el que interactlan dos varia
bles, no siempre es claro cuf) es el daminio y cufl el codominto, cubl es la
variable independiente y cuf) la dependiente, cuf) variable corresponde al -
eje de las abscisas y cull a1 de las ordenadas. Al intercembiar los ejes (es
decir, los conjuntos dominio y codominio) de la gréfica de una funcién, hay
cas0s en 10s que se obtiene la gréfice de otra funcién (por ejemplo, en los
ejemplos 3.3.4, 3.3.5, 3.3.6, 3.3.8 y 3.3.9), y casos en los que la griéfica -
obtenida no es 18 de una funcibn (por ejemplo, en los ejemplos 3.3.3 y 3.3.7:
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ipor qué?). En el GItimo caso no hay duda: se debe graficar de tal manera
que se obtenga la gr&fica de una funcidn; en el primer caso, la duda puede
persistir: icull de las dos variables va al eje de las abscisas y cuf) al

de las ordenadas?

La siguiente clave suele contestar la pregunta: cuando

1a interaccifn biolSgica de ambas varfables es de causa - efecto (directa o
indirectamente), se usa la variable “causa® como variable independiente, y
la variable "efecto® como variable dependiente. Sin embargo, debe quedar -
claro (y esto es muy importante) que 1o inverso no es forzosamente cierto:
no porque una variable aparezca como independiente se infiere que es “causa”

de la dependiente.

Ejemplos:
3.3.10

3.3.11

En la siguiente gréfica se ha considerado el efecto de
1a longitud de onda sobre la efectividad de fotosfntesis
en dos algas. Para observar esto, se ha manipulado ex-
perimentalmente 1a longitud de onda, y se ha observado -
1a efectividad de fotosfntesis (en cada alga) para cada
longitud de onda. De esta manera, la longitud de onda

es “causa” y 13 efectividad de fotosintesis es "efecto®.
(cf. Baker, p. 192)

HOJA OE UN ALGA VERDE

La gréfica de) ejemplo 3.3.9 tiene en el eje de las abs-
cisas la talla, y en e) de las ordenadas el perimetro to-
récico, iPero eso no quisre decir que 18 talla ses cause
del perimetro torfcico @
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La tercera indicacibn se refiere a la interpretacidn y al anflisis de las 1
neas de las gréficas. Como vimos antes, éstas corresponden a la regla de co-
rrespondencia de 1a funcién. Ahora bien, dadas dos variables biolégicas, nos
puede interesar si estén relacionadas (como por ejemplo el peso y la talla) o
no {como por ejemplo el peso y la inteligencta), pero 1o que nos interesa so-
bre todo es, si si estin relacionadas, clmo es 1a relacién. La regla de co-
rrespondencia de 12 funcidn y su expresién gr&fica, 1a 1fnea, son 1o que nos
da la informaciSn acerca de 1a forma de la relacidn entre las dos variables -
que integran una funcién.

Ejemplos:

3.3.12 En un experimento realizado para observar el efecto de la
sintesis de protefnas en la conversifn de la memoria re-
ciente en memoria lejana, se entrend a un grupo de ratas
para efectuar una accibn sencilla; la mitad del grupo fue
dejada como control, y a la otra se le inyects, un minuto
después del entrenamiento, una droga inhibidora de 1a sfn
tesis protéica (puramicina). Después se observs la reten
cién de memoria a 10 largo de tres dfas. Los resultados
obtenidos se flustran en 1a siguiente gréfica:

14
RETENCION GMPO CONTROL
ovponA O
(UNIDASES
ARG -+
TRATADO
-2
-3 T T U T T
12 24 36 48 60 72
TRANSCURRIDO DESDE EL. ENTRENAMIENTO
{HORAS)

La grifica nos muestra varfas cosas: primero, la 1{nea

del grupo control es una recta paralela al eje de las -
abscises, 10 que indica que 1o retencién de memorfa en -
este grupo no sumentS nf disminuyé 8 1o largo de los tres
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dias de experimento, sino que fue siempre igual. Esto -
nos indica que cualquier cambio observado en el grupo
tratado se debe al tratamiento, y no al tiempo transcurri
do. En el grupo tratado con puromicina se observa que la
retencifn disminuye con el tiempo: a mayor tiempo trans-
currido desde el entrenamiento, menor retencién de memo-
ria. Los investigadores que hicieron este experimento -
concluyeron que la sfntesis de protefnas tiene (probable-
mente) un efecto sobre 1a memoria lejana. (cf. Kirk, p.
617).

De las tablas somatométricas del Dr. Ramos Galvén toma-
wos ahora los datos de circunferencia de la pierna en fun
cibn de la edad, para nifios y nifas de 6 a 18 afos (figu-
ras 8-b y 29-b):

40

CIRCUNFERENCIA OZ LA PURNA (cm)
N

20 I
€6 8 10 12_14 16 18
E0AD (ANOS)
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La gr§fica nos muestra que, mientras que en los nifos la
circunferencia de la pierna crece lentamente al princi-
pio, y luego més répidamente alrededor de los 14 afos pa-
ra estabilizarse a los 17, en las niflas el crecimiento
1leva a un valor miximo entre los 15 y 16 afos, y luego
la circunferencia de 1a pierna decrece. As{, pues, en
esta grifica las dos Yfneas nos indican 1a forma de la -
relacién entre 1a edad y 1a circunferencia de 1a pierna,
para nifios y nifas.

Por (1timo, haremos una observacién sobre las escalas de ambos ejes. Cuando
se desea graficar una funcién, surge frecuentemente una duda acerca de cubl o
cufles escalas deben usarse; aunque aquf, como en casi todo, la prictica es
la mejor maestra, algunas consideraciones pueden ser dtiles: primero, los ejes
no necesitan cruzarse en el "cero” de ambos (véase el ejemplo 3.3.13, en el
que los ejes se cruzan en 6 aflos y 20 om); segundo, las escalas de ambos ejes
no necesitan ser iguales, sobre todo si las 'dos varfables se expresan en uni-
dades de distinto tipo (por ejemplo, en la gréfica de 3.3.13 la longitud que
corresponde a 1 afio en el eje de 1as abscisas corresponde en el de las orde-
nadas 3 1.25 cm, pero véase también el ejemplo 3.3.2); tercero, 10 mfs préc-
tico suele ser dividir aproximadamente el espacio horizontal disponible entre
el intervalo de valores del dominio y el espacio vertical disponible entre el
intervalo de valores del codominio, ajustando el “aproximadamente” de manera
que las unidades de as variables correspondan de modo manejable a miltiplos
o subdivisfones de 1 cm (por ejemplo, para 1a gréfica de 3.3.13 se tomd en el
original 1 os por cada 2 aflos en el eje de las abscisas y 2 cm por cada 5 om
en e} de las ordenadas). Por otra parte, 1a interpretacién de una grifica de
be hacerse tomando muy en cuenta las escalas, y no s6lo la forma de 1a linea.

3.3.14 Ejemplo:
Las dos gréficas que se muestran & continuacién {lustran
exactamente 1a misma funci6n: 1la "talla sentada” de las
nifas en funcifn de la edad, para las nihas de 3 a 6 afos
(datos tomados de 1a tabla XXI-2 del estudio del Dr. Ramos
Galvén). Sin embargo, 81 verlos, es fécil equivocarse e
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interpretarias asf: "el crecimiento en A es mucho mfs -
répido que el crecimiento en B", 10 cual es obviamente
incorrecto, puesto que el crecimiento es el mismo en am-
bas gréficas: 7.35 cm en 3 ahos, dato que se obtiene de
cualquiera de las dos gréficas observando las escalas en
los ejes: la funcién es la misma en ambos casos.

62+
TALLA
SENTADA
lem)
59" A
sad—
3 4 5 6
EDAD( aiios )
TALLA
SENTADA 58 B
{em)
s H 3 H

EDAD {(ohos)
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3.4 ALGUNAS FUNCIONES IMPORTANTES Y SUS GRAFICAS CARTESIANAS

Muy probablemente, el (la) lector(a) habfa encontrado en 1ibros o en artfcy
Yos cientificos gré&ficas con l}fneas rectas o con 1ineas que muestran curvas
tipicas; tal vez inclusive ha tenido que hacer alguna gréfica de estos tipos.
En esta secci6n hablaremos de las funciones cuyas gr&ficas dan 1fneas rectas
y. ofs brevemente, de algunas de las que dan 1fneas curvas tfpicas.

Hablemos primero de proporcionalidad: decimos que dos variables son propor-
cionales cuando al multiplicar cada valor de una de ellas por un nimero 1la-
mado constante de proporcionalidad se encuentra el valor correspondiente de

1a otra. La proporcionalidad entre dos variables puede ser expresada median
te una funcibn.

3.4.1 Ejemplo:
Actualmente, un délar norteamericano vale (aproximadamen
te) 23 pesos mexicanos. O sea que un extranjero que lle
gue a México con (x) dblares sabré cuéntos pesos (y) tie

ne mediante 12 siguiente funcibn:

£ -
X — y= 23x

(donde 0% = ix< @ |x 2 0) es el conjunto de los racio-
nales positivos). La funcién f expresa proporcionalidad:
el extranjero tendr§ unacantidad de pesos proporcional a
Ta cantidad de d6lares que tenga, y la constante de pro-
porcionalidad vale en este caso 23. La funcién se grafi-
ca asf:

fxlwyipescs)
60

40

20

T 2
» (dblores)
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Obsérvese que:

f(l)=23x1=23

f (1.5) = 23 x 1.50 = 34.50

f (2)=23x2=46

f (0)=23x0=0, etc.

0 sea que si el extranjero 1lega con 1 délar, tendr§ 23
pesos; si 1lega con 1.50 délares, tendr§ 34.50 pesos, si
1lega con 2 dflares, tendra 46 pesos, y si 1lega con O -
dblares, tendrd O pesos, etc., todo lo cual est§ flustra
do por la gréfica.

Anora bien, es frecuente que dos variables se comporten proporcionalmente s6-
1o después de afiadir (o restar) un valor constante a alguna de las dos:

3.4.2

Ejemplo:

Un maestro de secundaria califica a sus alumnos de la si
guiente manera: les aplica un examen de 16 preguntas, -
dindole a cada una un valor mfximo de 0.5 punto, y a 1a
calificacién obtenida en el examen afiade un punto si el
alumno asisti6 a todas las clases y otro punto mfs si el
3lumno entregb todas las tareas. De esta manera obtiene
1a calificacién total en funcidn del nimero de respuestas
correctas en el examen, para cada uno de los siguientes
tres casos: alumnos que asistieron a todas las clases y
que entregaron todas las tareas (primera gr&fica de iz-
quierds » derecha), alumnos que asistieron a todss las -
clases o bien que entregaron todas las tareas, pero no am
bas cosas (segunds gréfica), y alumnos que no asistieron a
todas 1as clases ni entregeron todas las taress (tercera
gréfica):
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()32 +0.5x fix)=1+0.9x f(x)s0.8x
[} Ll 104
4 /4 i
§ B £
8
§s 3 s s
Q &
1Y - 2
i 3 °
]
——— ————— o
4 8 12 W 4 8 12 ®B 4 8 12 B

La primera gréfica refleja, pues, el caso de los alumnos
que asistieron a todas las clases y que entregaron todas
las tareas: estos tienen medfo punto (0.5) por respues-
ta correcta mis los dos de "premio” (uno por asistencia

y otro por tareas): su calificaci6n total es entonces:
f(x) = 2 + 0.5x. Anflogamente, en el segundo caso se -
tiene f(x) = 1 + 0.5x, y en el tercero f(x) = 0 + 0.5x.
Nitese que los puntos de "premio” se ven en cada caso en
el eje de las ordenadas: es decir, cuando un alumo fa-
116 en todas las respuestas correctas su calificacién to
tal es igual a los puntos de "premio”. Obsérvese también
que en e] G1timo caso, con 0 puntos de “premio”, se tiene
un ejemplo de proporcionalidad (1a calificacibn total es
proporcional al nimero de respuestas correctas: f(x) = 0.5x).

Tanto en el ejemplo 3.4.1 como en e 3.4.2 las gréficas obtenidas flustran 1a
regla de correspondencia de 1a funcifn mediante 1ineas rectas, que pueden “cor-
tar® el eje de las ordenadas en el origen (3.4.1 y tercera gréfica de 3.4.2)
cuando hay proporcionalidad, o en cualquier otro punto (3.4.2, primera y se-
gunda gr8ficas) cuando no 1s hay. A estas funciones se les 1lama funciones
1ineales y estén caracterizadas de 1a siguiente manera:
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Una funcién 1ineal es una funcién del tipo:

f: 0D - C
X ~ y®wa+bx

donde: DcR , CcR ,ac¢R ybeR

Al valor "a" se le 1lama intercepto y al valor "b" se
le 1lama pendiente. La gréfica de una funcibn 1ineal
es una recta que corta al eje de las ordenadas en un
punto igual al intercepto (a) y cuya inclinacibn esté
dada por la pendiente (b). Viceversa, toda gr&fica -
con una 1fnea recta corresponde a una funcién l{ineal.

As1, por ejemplo, en 3.4.1 el intercepto a = 0, y 1a pendiente b = 23, y en
3.4.2 las tres funciones tienen 1a misma pendiente b= 0.5 e intercepto a = 2,
a=*1lya= 0 respectivamente. Veamos ahora otros casos de funciones line-

3.4.4.

Ejemplos:
La ecuaci6n de Michaelis-Menten describe la velocidad de
una reaccién enzimftica en funcifn de 1a concentracién -

de sustrato de la siguiente manera:
R - R .
s — f(s) = v Vs/(Kes)

donde R*= (xe¢ R [x> 0), s representa la concentracién
de sustrato, v s velocidad de 1a reaccién y V y K son
constantes positivas. La ecuaciSn de Michaelis-Menten -
puede replantearse de cualquiers de las siguientes for-
mes para dsr funciones 1ineales:

Ls transformacin de Lineweaver-Burk es:
f: R ~- R
1/s —~ f(1/8) = /v = IV + (K/V) (1/s)

7%

17y
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Obsérvese que &sta es una funcidn lineal del tipo
f(x) = y = a + bx, donde:

xelfs, y=1/v, a=l/¥, b= KN

Tanto el intercepto como Ja pendiente son positivos.

La transformacién de Wolf es:
f: R - R
s/v — f(s/v) »m s = -K+V¥ (s/v)

> — o/
,.

«F

Obsérvese que &sta es uma funcifn 1ineal del tipo

f(x) = y = a + bx, donde:

x=s/v, y=s, a=:k b=¥

E1 intercepto es negativo y la pendiente es positiva (in-
clinacién “hacia arriba®)

La transformaci6n de Eadie-Hofstee es:
f- R - R
v/x =~ f(v/s) = v =¥ - K (v/s)

< <

> v/

Obsérvese que &sta es una funcién 1ineal del tipo

f(x) = y = a + bx, donde:

x*v/s, y*v, a8V, be -K

EV intercepto es positivo y la pendiente es negativa (in-
clinacidn “hacfe absjo®").
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Ast, pues, si el intercepto es positivo (a> 0) la recta cruza el eje de las
ordenadas arriba del origen, si es negativo (a < 0) lo cruza abajo del ori-
gen, y si es nulo (a = 0) 1o cruza en el origen; si la pendiente es positiva
(b > 0) la recta tiene una inclinacién “hacia arriba®, si es negativa (b < 0)
la inclinacién es "hacia abajo”, y si es nula (b = 0) la recta no se inclina:
es paralela al eje de las abscisas.

Hemos visto que las funciones 1ineales pueden ser expresadas equivalentemente
de una manera formal o gréficamente. Veamos ahora cSmo graficar una funcién
1ineal expresads formalmente. Para graficar la recta correspondiente a una
funcién 1ineal expresada formalmente podriamos sustituir en la férmula

f(x) = a + bx 1a totalidad (o por lo menos muchos) de los valores x del domi
nio para encontrar los correspondientes valores f(x) del codomfaio, pero es-
to, en el caso de la recta, no es necesario: basta con tener dos parefas de
valores (x y su correspondiente f(x)), o sea dos puntos en la gréfica, para -
determinar el resto de la recta (es decir: por dos puntos pasa una y s6lo una
recta).

3.4.7 Ejemplo:
Podemos expresar la temperatura medida en grados Farenheit
en funcién de la medicién en grados centfgrados de 1a si-
guiente manera:
f: R - R
°C —~ °F=32+1.8°
(Obsérvese que ésta es también una funcibn del tipo

f(x) =y =2 +bx, donde x=°C, y=°F, a=32ybs=1.8).

Para graficar la recta correspondiente a8 esta funcién nece-
sitamos dos puntos; uno de ellos es flcil de obtener, ya

que estf dado directamente por el intercepto: cuando °C = 0,

°F»32+41.8x0+32+0s= 32, 0 sea que uno de 1os dos
puntos es el punto con abscisa 0 y con ordenada 32. Para
obtener el otro punto, escogemos cualquier otro valor del
dominio, digamos °C = 100, y entonces °F = 32 + 1.8 x 100 =
32 ¢+ 180 = 212: el otro punto que determina la rects tie-
ne absciss 100 y ordenads 212. Una vez obtenido esto, gra-
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ficamos ambos puntos en un sistema de coordenadas y, co-
locando una regla de tal modo que coincida con ambos, -
trazamos el resto de 1a gréfica:

°F 4

o BB | B e @

Obsérvese que en la gr§fica hemos prolongado ambos ejes
mfs al15 del origen con valores negativos, ya que nos -
plantefbamos que tanto el dominio como el codominio eran R

Las funciones de los ejemplos 3.4.4 a 3.4.7 son todas funciones lineales, pe
ro existe una diferencis entre 1a (1tima y las tres primeras. La funcibn 11-
neal de 3.4.7 expresa una relacibn que es sustancialmente matemStica (abstrac
ta): es la relacibn entre dos sistemas de medici6n, y 18 funcién (es decir
su expresién formal) es en s misma 1a relacién entre las dos variables. En
cambio, las funciones lineales de 3.4.4, 3.4.5y 3.4.6 reflejan una relacibn
que es sustancialmente bioguimica (concrets), la relacién entre 1a concentra
cibn de sustrato y la veloctidad en una reaccién enzim§tica:. en cada caso, 12
funcibn no es m8s que una manera de reflejar 1a relacién real entre las varia
bles: decimos que 12 funcién es un modelo (matemtico) de 1a relacién real.

Los modelos matemSticos proveen uns herramienta sumsmente Util para el estu-
dio y 1a interpretactén de la realided, de 12 misma manera que un modelo a
escals de un barco permite conocer globalmente el barco, ahorréndonos dos di-
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ficyltades: primero, no sfempre es ficil tener enfrente el barco real, y
sequndo, aunque 1o tuviéramos enfrente y subiéramos a bordo, nos confundi-
riamos con detalles y con falta de perspectiva.

E1 estudio de los modelos matemfticos de las relaciones entre variables bio
16gicas merece un 1ibro aparte (véase por ejemplo el de Snedecor y Cochran,
citado en la bibliograffa de este capftulo), pero aquf quisiéramos hacer una
breve indicaci6n al respecto. Cuando estamos observando un fenémeno biold-
gico en el gque intervienen dos variables, y queremos ver cfmo se relacionan
&stas entre sf, 1a primera pregunta que nos formulamos es si al aumentar los
valores de una los de 1a otra aumentan o disminuyen. La respuesta a esta -
primera pregunta puede ser expresada mediante una funci6n 1ineal como mode-
lo (pendiente positiva si 12 respuesta es “aumentan”, negativa si es “dismi
nuyen"), con la ventaja de que ademfs 1a funcién lineal puede reflejar la
respuesta a la siguiente pregunta: Icuénto aumentan o disminuyen? (medfan-
te el valor mumérico de 1a pendiente). Es por esto que las funciones linea
Tes son muy frecuentemente usadas como modelos de las relaciones entre dos
variables blolégicas, y de hecho en muchos casos reflejan la relaci6n real
de una manera bastante precisa y clara (véase por ejemplo el caso reportado
en 3.3.12). Sin embargo, l1as funciones lineales no siempre son el modelo -
6ptimo: hay muchos fenSmenos bioldgicos que se comportan de una manera mis
complejs y que requieren de modelos més finos para su estudio e interpreta-
cibén.

En lo que queda de esta seccién hablaremos muy brevemente de tres funciones
que suelen servir como buenos modelos para fenfmenos biol6gicos. Desde Tue
90, estas funciones, como las 1ineales, pueden también expresar relaciones

de tipo matemitico (comp en 3.4.7).

Las primeras funciones de 1as que hablaremos son las de tipo cuadrético:

Una funcibn cuadr§tica es uns funcién del tipo:
f: D -C

3.4.8 X .. yea+bxtcxt

donde: DcR ,CcR ,8.R ,bR ycR
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Ejemplo:

Cuando se somete a ratas de experimentacién a dietas --
con protefnas de diversas procedencias, su crecimiento
(medido como ganancia de peso) varfa. La gréfica que -
mostramos aquf tlustra 1o que sucede cuando se combinan
distintos porcentajes de protefna de frijol y protefna
de mafz en una dieta. La funcién es:

e - R
X ~ y=19.97 ¢ 1.20x - 0.01 x?

donde x = porcentaje de la protefna de frijol, y y = ga-
nancia de peso promedio en gramos. (Los valores de a, b

y ¢ son aproximados). La gréfica suestra claramente que
la ganancia de peso aumenta cuando el porcentaje de pro-
tefna de frijol aumenta desde cero, 11ega a un valor mixi-
=m0 (dieta 6ptima) cuando los porcentajes de ambas protefnas
son (aproximadamente) iguales, y vuelve a disminuir a me-
dida que el porcentaje de protefna de frijol sigue aumen-
tando. (Datos tomados ‘de Gémez Brenes et al., p. 266).

o]

GANANCIA DE PESO PROMEDIO (¢)
$

i
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Otro tipo de funcifn que resulta frecuentemente ser un buen modelo es el de
la funci6én exponencial:

3.4.10

3411

Una funciSn exponencial es una funcién del tipo:

f: 0 - C
X - adX

de: Dc R ,CcR ,a2e¢R ybeR

Ejemplo:
En condiciones adecuadas, una bacteria se reproduce cada
20 minutos (aproximadamente), dando dos células idénti-
cas, cada una de las cuales se reproducir§ a su vez a los
20 minutos de la misma manera. Una bacteria, pues, ser§
origen de 2 bacterias después de un ciclo, de 2 x 2 = 4
bacterias después de dos ciclos, de 4 x 2 = 8 bacterias
despuds de 3 ciclos, etc. Esto es, para saber cufintas -
bacterias habrd después de x ciclos en las condiciones
adecuadas, multiplicamos 2 por s mismo tantas veces como
x, 10 que se puede ejemplificar en 1a siguiente tabla:
después de{x|ciclos habré|2x....x2 =|2X|bacterias

X..
LLEEY. O

X veces
1 2 =|2!
2 2x2 =f22
3 2x2x2=|2°

Lo que hacemos entonces es usar x (el nimero de ciclos)
como exponente de 2 (e] nGmero de células que resultan de
cads divisidn), obteniendo 2*. Supongamos ahora que pone-
=03 en un cultivo 4 bacterfas, y que observamos el creci-
siento. Cads bacteria se comportar§ de la misms manera, y
se obtendrén:

después de 1 ciclo, 4 x 2! = 4 x 2 = 8 células,

después de 2 ciclos, 4 x 2> = 4 x 4 - 16 células,

despuds de 3 ciclos, 4 x 2° = 4 x 8 = 32 células,

después de x ciclos, 4 x 2% células

La funcibn es entonces: f: R* - R*
X ..y 4x 2%
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donde x = nimero de ciclos (uno cada 20 min: 3 por hora),
y = nimero de célylas. Obsérvese que ésta es una funcién
del tipo y = a-b%, donde a = 4 (nimero inicial de bacte-
rias), y b = 2 (nimero de células que resultan de cada
divisién). La gréfica resultante después de 8 horas se
muestra a continuacidn (se 1lega a 67'108,864 células
al cabo de las 8 horas):

80~ 20
[
04 < ay
2
-
404 w ) A
o
20 s
A
bhemz 4| 6 o ol 2 3 4
dim e 2] 18 24 cicks3 6 9 a2

La primera de las grificas {lustra cémo crece el culti-
vo en las primeras ocho horas; en ella parece que el cre-
cinfento en 1as primeras cuatro es nulo, pero eso se debe
sblo a 1a escala: 1a segunda gréfica (“A") muestra que en
esas primeras cuatro horss el cultivo crece de 4 a 16,384
células.

Por (1timo, hablsremos de unas funciones 1lamadas circulares o senoides. No
daremos su expresién forms] porque involucra conceptos trigonométricos, de
Tos que no hemos hablado. €Estas funciones son particularmente Gtiles para
describir los fenémenos de biorritmo.

3.4.12

Ejemplo:

Se sabe que las hormonas gonadotrdpicas en mujeres tienen
varfaciones circadfanas (o sea, con ciclos de 24 horss).
Medina et al. corroboraron 1» existencia de un subciclo
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de 2 horas. Para ello, estudiaron mujeres postmenopfusi-
cas, tomando muestras de plasma cada minuto, y obtuvieron
gréficas como la siguiente, que describe las variaciones
de 12 hormona LH a 10 largo de cuatro horas (dos ciclos
de dos horas):

LM en ploame{miy/mi }
]

o2 38 4
HORAS

Para terminar, haremos una observaci6n sobre las gr&ficas de las iltimas -
funciones: a menos de contar con instrumentos de dibujo, Estas deben hacer-
se punto por punto: calculando las imfgenes de varios valores del dominio,
y luego uniendo los puntos mediante una 1nea. 0 sea que es un poco mis -
complicado hacer las gréficas de estas funciones que las de funciones linea
les.

3.5 EJERCICIOS

3.5.1 Dar 5 ejemplos de varisbles biomédicas que estén en fun
ci6n de otras. En cada caso, describir el dominio, el
codominfo y 1a regla de correspondencia de 1a funcién.

3.5.2 E) aspecto fisico de los manzanos esté en funcién de las
estaciones del aho. Describir el dominfo y el codominio
de esta funcifn, y desglosar su regla de correspondencia.

3.5.3 Un nifio nace cuando su padre tiene 25 ahos. Expresar for
msimente las tres partes de la funcién que considers 1a
edad del hijo en funcién de 1a del padre (hasta los 75 -
ahos de éste).
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Decir si las siguientes relaciones son funciones. S1 s,

dar el dominio y el codominio de la funcién.

a) la que asocia & cada persona con su abuelo paterno

b) la que asocia a cada persona con sus hijos

c) la que asocia a cada persona con cada uno de sus pro-
genitores

d) la que asocia a cada persona con la pareja formada -
por sus progenitores

e) 1la que asocia a cada persona con su “media naranja"

f) la que asocia a cada persona con su familia

Decir si las siguientes son funciones bien definidas:

a) f:{0,1,2) —(0,1,2} e) f: R -
X = 2-x x ~ & )7

b) f: (0,1,2) —-{0,1,2} f)f: 1—-1
X X =~ 2 x -0

c) f: {0,1,2} - g 9) f: q- @
X - X = X = X

d) f:(0,1,2)~ q - h) f: ¢ - R
x =~ 1/x x ~ 5.3

Fijbndonos en el codominio de Yas funciones, podemos ver
ciertas caracterfsticas. Llamamos sobreyectivas aquellas
funciones en 13s que todos los elementos del codominio son
imagen de por 10 menos un elemento de) dominio; 11amamos
inyectivas aquellas funciones en las que los elementos del
codominio que son fmagen de alguno del dominio 1o son de
s610 uno; )lamamos biyectivas aquellas funciones que son
sobreyectivas e inyectivas. Asf, por ejemplo, la funcibn
de 3.1.3 es sobreyectiva porque cads uno de los elementos
del codominio es imagen de alguno de los del dominio, y
como 10 es de s810 uno, Ta funcibn es inyectiva; por lo -
tanto, es biyective.

a) decir, de las funciones de 1os ejemplos 3.1.4, 3.1.6,
3.1.11 y 3.1.12 cuiles son sobreyectivas, cufles inyec-
tives, cufles biyectivas.

Encontrar un ejemplo de funci6n biomédica para cada uno de

los siguientes casos:
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b) la funcién no es sobreyectiva ni inyectiva

¢) la funcién es sobreyectiva y no es inyectiva

d) la funcién no es sobreyectiva y s es inyectiva

e) la funcidn es biyectiva

La doble caracteristica de ser inyectivas y sobreyectivas

confiere a las funciones biyectivas la siguiente caracte-

ristica: cada elemento del codominio es imagen de uno y

s6lo uno del dominfo. Si se confronta esto con 3.1.5, se

veré que estas funciones permiten la definicibn de otra -

funcién cuyo dominio sea el codominio de 1a anterior, cu-

yo codominio ses el dominio de 12 anterior y cuya regla

de correspondencia sea 1a misma tomada al revés: esta fun

ci6n se 11ama funcibn inversa.

£) Describir 1a funcién inversa de 3.1.3 y 1a de la en-
contrada en e) inciso e) de este ejercicio.

Calcular la imagen de cada uno de los elementos del domi-
nfo bajo las funciones cuyo dominio es {0,1,2}, cuyo codo
winfo es R , y cuya regla de correspondencia es:

a) f(x) =x+8 e)fix)=2 §) f(x) = 10%

b) f(x)=x-1 f)f(x)=x 3) f(x) = x* - x

c) f(x) = 10x g) f(x) = x? k) f(x) = (10x- 2)?
d) f(x) = x/3 h) £(x) = /X 1) f(x) = (x + x?)?/2

Describir las variables independiente y dependiente, y los
conjuntos dominio y codominio en los ejemplos 3.1.1, 3.1.2
y 3.1.6.

Expressr formalamnte 1a funcién del ejemplo 3.2.3.

Graficar con diagramas de Venn todas las posibles fyncio-
nes entre el conjunto (*,#) tomado como dominio y el con-
Junto {4,2,7) tomado como codominio.

Hacer por separado las dos gréficas superpuestss en 3.2.6

Hacer 1as gréficas de 3.2.5 y 3.2.6 poniendo en otro orden
los elamentos del dominio.
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3.5.13 Observar a 20 personas y hacer gréficas de barras que -
{lustren c6mo se distribuyen las personas observadas en
relacién a:
a) el color de ojos
b) el sexo
En cada caso, expresar formalmente 1a funci6n resultante.

3.5.14 Hacer una gréfica de circulo que flustre cémo distribuye
sy tiempo diario entre sus diversas actividades una per-
sona determinada. Expresar formalmente la funcién resul
tante.

3.5.15 De los modos de graficacién expuestas en la seccién 3.2,
escoger el mfs apropiado y graficar cada una de las si-
guientes funciones:

a) f: {a,b,c} — {1,2,3}
a - 2
b o~ 1
c -~ 3
b) f: {M,X,T,A} - @Q°
n - 172
X - 1/6
T —- 1/12
A —~ 1/8
c) f: (1,2,3,4} —~ {a,b,d)
1 - d
2 -~ b
3 —~ 2
4 -~ b

d) f: {a,B} — (&)
a
B ~ &
3.5.16 Hacer 1a gréfica cartesiana del ejemplo 3.2.3.

3.5.17 Cambiar el dominio de 18 funci6n de) ejemplo 3.3.8 de
{x M1 $x<S a {x« R|1< x <5}y hacer 1a gré-
fica cartesians de 12 nueva funcién, interpolando para
los nuevos valores (es decir, uniendo mediante segmentos
de recta los puntos conocidos). Interpretar la grifica
y deducir el perimetro cefflico de 1oy nifos de dos me-
ses y medio.
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3.5.18 Tomando como base la gréfica de 3.3.9, deducir las imé-
genes de los siguientes elementos del dominio: x = 50,
x = 85, x = 120. Interpretar los resultados.

3.5.19  Existe un método muy sencillo para verificar que una gr§
fica cartesiana es 1a de una funci6n bien definida (véa-
se 3.1.5), 1lamado la prueba de la vertical, que consis-
te en imaginar una 1fnea recta vertical que recorrva hori
Tontalmente todo el dominio: en cada lugar la vertical -
debe cruzar 1a 1inea de la gr&fica una y sélo una vez.
Usando 12 prueba de la vertical, decir si las siguientes
gréficas son de funciones (en cada caso, el dominio es
{x e RI0O S x <2} y el codominio es {ye R|0.5< y < 2.5}):

;..‘ . 3
2 2 2 2
—_—
) 1 . ,
o 1 2 °o i 2 o 1 2 o 1 2

AT
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i

N =Ra]

3.5.21

Nota: si se resolvié el ejercicio 3.5.6, dectr también
para las gréficas que sf son de funcién, si &sta es sobre
yectiva o inyectiva.

En cada uno de los siguientes ejemplos: 3.3.4, 3.3.5,
3.3.6, 3.3.8y 3.3.9, intercambiar e) dominfo y el codo
sminfo, y formalizar y graficar la nueva funcibn. (Suge-
rencfa: véase el ejercicio 3.5.6).

Explicar por qué, al intercambiar e) dominio y el codo-
ainio en los ejemplos 3.3.3 y 3.3.7, no se obtiene una
funcién (Sugerencia: véase el ejercicio 3.5.6).

De acuerdo con los datos publicados por el Dr. Ramos Gal

vén (tabla _Xll-S). las nifias tienen en promedio un per{-

metro cefflico de 36.7 om al primer mes de edad, de 38.5

oo 8] segundo, de 39.9 cm al tercero, de 40.9 al cuarto,

de 41.7 a) quinto y de 42.5 al sexto. Formalizar y hacer
la gréfica cartesiana de 1a funcién correspondiente.
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3.5.23 Interpretar las siguientes gréficas, que ilustran algu-
nas de las maneras por las que es regulada la actividad
enzim§tica en la célula (Kirk, p. 258)

a) Efecto dela | VELOCIDAD wAXNA

concentracién
de sustrato ¥
]

|

b) Efecto de un =
cofactor 8
H
3
3 Py
2 CoraCTOR
E p——
TIEMPO *
c) Efecto de un
inhibidor
competitivo
3

CONCEINTRACION Of SUSTRAYO
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d) Efecto de un ¥
inhibidor no § - KMIBDOR
competitivo ¥
3
g + INHIBIDOR
H
CONCENTAAGION DE SUSTRATO ™
e) Efecto de la 5
temperatura 8
S
=
3
g
]
> | 3 4

TEMPERATURA ©

f) Efecto del pH S

VELOCIOAD OE REACCION

3.5.4 En relaci6n al ejemplo 3.4.2:
8) determinar formal y gréficamente cubl es la califi-
cacién mfxima en cada caso.
b) lcémo puede un alumno obtener una calificacién fi-
nsl de 67
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3.5.25 Decir si las siguientes funciones son lineales o no; si
lo son, dar el valor del intercepto y de 1a pendiente.
Todas las funciones son f: R — R, y f(x) = y, donde:

a)y = 3x 10x {)y=5-x
b) y = 3x10% Dy=-5+x
c)y=3+10x k)y=-x+5
d) y =3+ 10 1) y=-5-x
e)y=2(1+x) m)y=x+2
fly=x(1+2) )y x+ /2
9y=(1+x)? o)ye=i+2
Ny=(1+2)* ply=~A+2

3.5.26 Graficar las siguientes funciones. Todas son
f:R—-R, y f(x) =y, donde:

aA)y=0 9)y=-5+x
b)y=5 h) y=5-5x
c) y= 5x {) y=-5-5x
d)y=x Ny=4+3%x
e)ys=S5+x k) y = -10 + 2x
f)ys=5+ 5 )y=-3-x

3.5.27 En un ensayo hipotético para determinar las caracterfs-
ticas de cierta enzims, se obtuvo K = 0.57 aM y
¥ = 0.23 \moles/min. Sustituir estos valores en 3.4.4,
3.4.5y 3.4.6, y hacer las gréficas correspondientes.
(Mota: en cinética enzimftica, K se conoce como Xm, 1a
constante de Michaelis-Menten, y ests dado en las unida-
des de concentracifn de sustrato, mientras que V es Vmax,
1a velocidad mfixime de 1a reaccibn, dada en cantidad de
producto formedo por unidad de tiempo).

3.5.28  Indicar cimp son con respecto a cero (mayores, menores,

fgusles) 1a pendiente y el tntercepto de las dos rectas
graficadas en 3.3.12.



3.5.29

3.5.31
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Toda funcién 1ineal con pendiente distinta de cero es in
vertible; esto es, si x es un elemento del dominfo, y y
es su tmagen (y = a ¢ bx), se puede también expresar a x
en funcién (1ineal) de y (x = a' + b'y). E) nuevo inter-
cepto estl dado por a' = -a/b, y 1a nueva pendiente es

b' = 1/b. Graficar y en funcién de x y x en funcidn de y
en los sigutientes casos:

a) f: R - R c)f:R-R

X —~y=14+2x X ys]-2x
b) f: R* - R* d) f:R =R

X —ys®sx X —y®=-1%2x

(Nota: para resolver este ejercicio se necesita haber -
resuelto el 2.10.33). La regla de correspondencia de una
funcibn puede entenderse como un subconjunto del producto
cartestano del dominio por el codominio (esto es:

f: A - B=>fc AxB), de tal manera que en este sub-
conjunto haya una y sﬂq una pareja ordenada por cada -
elemento del dominfo: cada pareja ordensda ests consti-
tuida por un elemento del dominio y su imagen. Expresar
como subconjunto del producto cartesiano del dominio por
el codominio las reglas de correspondencia de las funcio-
nes de 3.1.3 y 3.1.4.

E1 codominio de una funcién puede servir como dominio de
otra funcién, como se flustra en la siguiente figura:

A B C
@ ' @ )
— e
En 1a figura se tiene f: A ~ By g: B — C. Supongamos

que x ¢« Ay que f(x) = y: entonces y e B, y supongamos -
que g(y) = z. Entonces 2« C, y z * g(y) = g(f(x)), 0 -
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sea que estamos operando sobre x para convertirio en z.
De hecho, podrfamos plantearnos una sola funcién que hi-
ciera esto, digamos h: A — C tal que h(x) = z. A esta
funcibn h se le 11ama composicién de las funciones f y g,
y se escribe h = gof (obsérvese que el orden de f y g en
esta expresién, que corresponde a h(x) = g(f(x)), es dis-
tinto al de la figura). Para poder formar la composici6n
gof se necesita que el codominio de f sea subconjunto del
dominio de g. Sean ahora las siguientes funciones:

f:R - R tal que f(x) = x?

9: R — (-1} tal que g(x) = -1

h: R — R ta) que h{x) = 2x
La composicién foh: R — R* es posible porque Rc R, y la
regla de correspondencia es (feh)(x) » f(h(x)) = f(2x) =
(2x)2 = 4x? .
Decir si las siguientes composiciones de funciones son po-
sibles; si 1o son, describir el dominfo, el codominio y la
regla de correspondencia:

a) fof d) feg g) geh
b) gof e) gog 1) heh
c) het f) heg J) hegef
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SOLUCIONES A EJERCICIOS ESCOGIDOS

Capftulo 1

b) st
b; simple; c) compuesta
a) "no es cierto que los elefantes no vuelan®
"los elefantes vuelan‘;
d) (qvr) ax (qAr); h) Luls sabe francés y japonés
e} F; 9; Vi K}V Q) F; s)v; t)Fy uw)V; x)F
b)V; d)V; g)F
c)n-(mvp): e) "Si Natalia tiene oios oscuros, alguno de sus
padres tambi&n" (porque ~(p A )& (~ p) v (+» m): ver 1.9.17)
a)fag-ar; drr+ag
: ipor qué?
el ejemplo, pes ¥, qes VyresF, por 10 que, en a), (q A T)
F,ypvigar)esV, mientras que (pvq)esVy(pvg)aresF

Gt s 2o

It putt b put el et

I .
[ el —d U ) e
N

o
s b gt
.

ry3n
25

bt b Pt b et gt
. .« . .
bt b G Gt put s P pud s

=
-
—
—
~
[ J
—

-

A

nnm<
"« n<|o

| M €« «}|O
Wl = « « <«
|l N < < |O

Paso Mo. 211

1.11.21 b) Ses p “todos los sexicanos comen carne a dfario" y q "yo soy el
Papa®. Entonces b) es p - q. Como es obvio que (» q), se tiene
{p+q) afrq), 1o que por 1.10.8 (mtt) 1mplica (» p): es una ma-
nera rebuscada de decir que no es cierto que todos los mexicanos
comen carne diario.

Capitulo 2

2.10.1 €n 2.1.4, subfilum = {clases)

2.10.2 o )

2.10.6 a) st

2.10.10 La ballema, icufl otro?

2.10.11 €n 2.4.2, F U R = {hortalizas de 1as que se come el fruto o l1a flor};
en 2.5.2, R AV » {frutos que son rojos y verdes) , y sandfasR NV,
pero aguacate ¢ RNV, y jitomate ¢ RNV,
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a) {2,4,6,8}; b) (3,4,5,6}); c) {1,2,3,4,9}; e) {1,2,3,4,5,6,9]);
9; ;‘.6}; 1) 16,8)}; o)¢ ; y) {2,3,4)

c

a) ¥V; h)F

b) F; d)V

b) ¥; h)F; )r) F

P(P)=1(9¢

c) {U (A nc - 8) = {parejas que no usan métodos de barrera o que
usan métodos de barrera y espermicidas locales sin usar métodos tra
diciou)!es); 1)AUBUC- [(ANB)U(ANC)U(BNC)) ={parejas que usan s6lo0 un

N
.
j

AN
N

d)

N

BUCUDUE-BRACNDNE

BN(CUDUVE)
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2.10.26 d)

[ ANDBND

f)

{mujeres mayores de 30 ados graves
no trabajadoras)

2.10.28 d) Ac A U9 por 2.8.8. Demostracién de AUP c A: Sea
: x «cAU® ; entonces x€ Av xe . Como x6 @ es una
contradiccibn (es decir: x¢ @ ), entonces xe A. Por lo
untoxc AUd=>xe A, 0seaque AU® c A, o sea que

7]

2.10.32 b)l’ ns-;_é
R M

2.10.34 b; a=1, b=2

2.10.35 b) A x B = {(1,8), (1,8))
B x A= {{a,1), (8,1)}

Capitulo 3

3.5.3  f: (xe R|25¢ x g 75)-(]6 RI NS y < 50)

—~ ys®sx-25

3.5.4. c)no; d) si: el dn-1nlo es {personas) y el codominio es {pare-
jas de personss)

3.5.% a) sf; b) no; h) sT: lpor qué?

3.5.6 Ja funcibn de 3.1.4 es biyectiva
f(0 -a, Is ‘-9. {2;-10
1(0 - 324

3.5.9 f: {ne uln < 6) ~{n< Nln< 6}

— |1 s1 n es non

3 51 n es par
5.15 b) hacer una gr&fica de circulo
5.17 €1 perfmetro cef§1ico de los nifos de dos meses y medio es de 39.9 cm
por interpolacién.

5.19 a) es funcibn, y sobreyectiva; c) no; 1) sf; o) no

5.23 c) el inhibidor competitivo hace que se necente mfs concentracidn

de sustrato para slcanzer la velocidad méxima, pero sf se llega & al-

canzar esta (ltima.
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3.5.25 a)sf: a=0,be=30; g)no; 1) sf:ae=-5,b=-1; o) no
3.5.26
ye y
v — .
- 3 x -S (1 x
- -5
o) ™)

3.5.30 En 3.1.3, f = {(ip,e), {mp,c), (ih, z))
{de acuerdo con la simbologfa de 3.2
3.5.31 ¢;f-g R -It’ m que f°9)(x)'f(

o g : ?(x)) = f(-1) = 1;
Lot T h ED
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