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PREFACIO

La idea de este trabajo surgié de la posibilidad de desarrollar
y formalizar los métodos de taxonomia numérica, utilizando la
teorfa de conjuntos borrosos.

En un principio se pensé trabajar sobre el articulo de Yeh y
Bang [ 6 ] para desarrollar, a partir de ahf, lo que fuera posi
ble. Desafortunadamente este material no tuvo el contenido es-
perado, por lo que se decidié sb6lo presentar las contribuciones
de estos autores y partir de otro punto para cumplir con el ob
jetivo inicial.

Para hacer lo anterior se revisaron los trabajos de Jardine y
Sibson [2 ], de Kaufmann [ 3 ] y de Lépez y Egpinosa [4 ].

Con base en este Gltimo se decidif que los métodos BK de clasi
ficacibn, propuestos por Jardine y Sibson, eran buenos candida
tos para ser manejados por medio de conjuntos borrosos y ahf
se centrd la atencién.

El trabajo de Kaufmann se escogi6 por ser de hecho una compila
cién de lo manejado sobre conjuntos borrosos hasta el momento
de su publicacién, por lo que ademis resulta una buena gufa pa
ra evaluar el trabajo de Yeh y Bang en ese aspecto.

El presente material consta de cuatro capftulos, divididos a
su vez en varias secciones, y de un apéndice.

El capftulo I estid basado fundamentalmente en Jardine y Sibson

y presenta los elementos necesarios para comprender los métodos
BK'

El capftulo II se basa en material de Kaufmann y pretende intro
ducir al lector con la teorfa de conjuntos borrosos, de la cual
se presentan aquellos elementos relacionados con la exposicifn
de los capitulos siguientes.

El artfculo de Yeh y Bang se comenta en el capitulo III, pre-
sentindose solamente lo relacionado con los métodos expuestos
en el capftulo I. También se replantean algunos resultados de

Kaufmann, aprovechando elementos introducidos por Yeh y Bang.
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En el capfitulo IV se llega a una expresifn, en términos de re
laciones borrosas, que coincide con los métodos Bk Y se mues-
tran varias propiedades de é&stos.

Para terminar, en el apéndice se presentan una serie de pro-
piedades concernientes a mdximos y minimos que permiten traba
jar mi4s fluidamente en los capitulos II,III vy IV,

Los elementos de teorfa de gr&ficas que se manejan a lo largo

del trabajo pueden consultarse m&s ampliamente en Harary [ 1].
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trabajo; al actuario Manuel Romédn Enrfquez y a las matem&ti-
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CAPITULO I. METODOS Bk

1. Introduccién

La idea de este capftulo es présentar de manera breve, y un
tanto informal, los mé&todos de clasificacién llamados B, pro-
.puestos por Jardine y Sibson.!'

Se pretende dar al lector una visién rdpida de los pormenores
de tales métodos para facilitar asf la lectura del capftulo
IV, en el cual se tratardn los mismos desde el punto de vista
de la teorfa de conjuntos borrosos y se demostrarédn los resul-

tados que aquf se enuncian.

En la seccién 2 se presentan - -los llamados "mé&todos jer&rquicos"
entre los que se encuentran el "conexifn simple" o ‘single-lin
kage' , el "conexifén completa" o ‘'complete-linkage' y otros de
nominados "de promedios". Estos fltimos pueden ser de varios
tipos y su comportamiento es ligeramente distinto a lo que se
expone en este capftulo, aunque la idea general no varfa,

El objeto de presentar los métodos jerd&rquicos es que el cone-
xién.simple, que se detalla en la seccién 3, sirvid de base a
Jardine y Sibson para definir los metodos Bk como una generali
zacién de &1.

La seccién 4 muestra los mé&todos Bk , los cuales incluyen al
de conexién simple y no son en general métodos jerdrquicos.

Las secciones 2,3 y 4 cuentan con un resumen acompanado de un

! Para un desarrollo m&s completo y formal de tales métodos

consulte Jardine y Sibson [2 ] y Martinez [5 ].



diagrama y se pretende que junto con la seccibén 5, donde apare
cen las principales definiciones y convenciones de notacién,

sean una gufa clara y concisa del material expuesto en este ca

pitulo.

2., Mé&todos jer&rquicos

Los métodos jer&rquicos consisten en producir un &rbol o den-

drograma a partir de una tabla o matriz llamada coeficiente de

disimilaridad.

Esta tabla mide la disimilaridad entre cada pareja de los obje

tos que se desean clasificar y formalmente se define asi:

Definici6n I.1 Un coeficiente de disimilaridad 4, en el con-

junto P = {al,ag,...,an} , es una funcién
d: PxP * R tal que, para toda a,b € P

1. d(a,a) = 0

2. d(a,b) =20

3. df(a,b) d(b,a).

Se denotar8 con CD(P) al conjunto de tales coeficientes.
En un primer paso, los mé&todos descomponen la tabla dato d
por niveles, que son los distintos valores que aparecen en d,
asociando a cada nivel h € [0, ) 1la relacién

Rq(h) = {(a,b)| d(a,b) < hl.
Al pensar en esta relacibn como una gré&fica, los vértices son

los elementos de P, es decir los objetos a clasificar, y ;as




aristas unen aquellos vértices para los cuales la disimilari-
dad d no excede el valor h.

Como segundo paso, de la grdfica asociada a un nivel h se for-
man los grupos o 'clusters' para ese nivel. Los diferentes cri
terios para formar estos grupos son los que originan los dis-
tintos métodos jerarquicos.

En general el mecanismo no es tan sencillo como se presenta Yy
algunos de estos mé&todos no se pueden visualizar facilmente
por medio de grdficas o por medio de Rd , sin embargo, para
la finalidad del presente trabajo conviene mostrarlo asfi.

El utilizar grdficas ofrece dos ventajas: permite dar una idea
general de los métodos bastante clara y sencilla, en especial
para los gque tratan con éstos por primera vez, Yy proporciona
una introduccién natural al método de conexifén simple, que es
el @inico que se verd con detalle.

Considere pues las relaciones Rd(h), asociadas a cada nivel h
de la tabla dato d, y sus respectivas gr&ficas. Los métodos je
rédrquicos selasan en un criterio de conexidad, aplicado a cada
grdfica, para determinar si en el nivel correspondiente dos e-
lementos de P pertenecen a un mismo grupo o cluster.

Tales criterios deben formar en cada nivel grupos ajenos dos a
dos, es decir, par iciones de P, A medida que h crece los gru-
pos se van uniendo entre sf, formando grupos mayores, hasta
llegar a un nivel en que todos los puntos forman un solo grupo.
Lo anterior se debe a la construccién de R, , ya que conforme

d

_h aumenta se van afiadiendo parejas a la relacién, es decir, a-



gistas a la gr&fica correspondiente, lo cual ocasiona que los
puntos se presenten mds ligados unos con otros.

El nivel en el que todos los puntos de P forman un solo grupo
depende de cada método pero en todos los casos resulta menor o
igual a la mayor de las entradas de la tabla dato 4.

Como se dijo en un principio, el resultado de aplicar un méto-
do jer&rquico a un coeficiente de disimilaridad es un dendro-
grama el cual resulta, entonces, una forma gr&fica de represen
tar esa evolucibén o anidamiento sucesivo de los grupos a medi-

da que la h crece.

Sea E(P) el conjunto de relaciones de equivalencia en P,

Definicién I.2 Un dendrograma c, en P, es una funcién

c: [0, ) = E(P) tal que
1. 0s<shs<h'" = c¢c(h) Cc(")
2, Existe h < e +tal que c(h) = PxP

3. Dado h, existe 6‘> 0;1tal,que

c(h+8) = c(h).

dbserve que la definicién corresponde a la situacién descrita
en relacién al anidamiento de los grupos. Es posible ademés re
presentar cualquier dendrograma en forma de &rbol y de ahi su
nombre.

Ahora bien, dado un dendrograma c, es posible construir a par-

tir de &1 la matriz T dEfinid?£P°;~

T (a,b) = inf {h | (a,b) ¢

Se puede demostrar que TC es un coeficiente de disimilaridad




en P que satisface la desigualdad ultramétrica.

Sea D(P) el conjunto de dendrogramas definidos en E(P),.

Proposicién I.1 Sea ¢ € D(P) , entonces
TC € CD(P) Y para toda a,b,x € P

Tc(a,b) < max [Tc(a,x), Tc(b,x) .

Esta (Gltima es la desigualdad ultramétrica y a los coeficien-
tes de disimilaridad que la cumplen se les llama coeficientes
de disimilaridad -ultramétricos. En lo sucesivd se denotara

con CDU(P) al conjunto de tales coeficientes.

Hasta ahora se ha dicho que los métodos jer&rquicos producen
un dendrograma a partir de un coeficiente de disimilaridad y
que ese dendrograma, a su vez, da lugar a un coeficiente de di
similaridad ultramétrico. En realidad es posible identificar

los conjuntos D(P) y CDU(P).

Proposici6én I.2 La funcién T: D(P) = CDU(P) , donde
T(c) = T. + es biyectiva vy su

inversa es T (d) = Rd .

Este resultado permite replantear los métodos jer&rquicos de
clasificacién, de tal forma que, cada método asocia a un coefi
ciente de disimilaridad d un coeficiente de disimilaridad ul-
tramétrico d', ésto es, los métodos jerdrquicos modifican la
tabla dato para convertirla en ultramétrica y poder obtener
asf, una representacién grdfica sencilla que facilite el andli

sis de las relaciones entre los objetos a clasificar.




Es claro que la idea implica deformar la disimilaridad origi-
nal entre los objetos. Los distintos métodos producen distin-
tas deformaciones y cada uno resalta diferentes estructuras in
mersas en la informacién original.

Pedir que la tabla resultante sea ultramétrica equivale a modi
ficar las disimilaridades originales de modo que, pensindolas
como distancias, resulte posible representar los elementos de
P como puntos de R""! , donde n = |P|.!

Tal representacién cumple que cualquier terna de puntos siem-
pre forma, en el hiperplano que los une, un tridngulo equildte
ro o uno isésceles con el lado desigual menor que los otros,
es decir, la desigualdad ultramétrica implica que entre cada
tres puntos la mayor de las distancias no debe ser finica.

Al pensar en la restriccién anterior y considerar que dado el
coeficiente de disimilaridad original no es posible, en gene-
ral, representar los elementos de P como puntos de Ri , Obte~-
ner una tabla ultramétrica puede ser una deformacién grande de
la tabla dato; sin embargo, el hecho de poder representar el
resultado en forma de dendrograma y el contar con varios méto-

dos, resulta de gran utilidad en taxonomfa numérica.

Resumen de los mé&todos jerdrquicos:
MJl. Dado 4 € CD(P) , Rd(h) es reflexivé y&simétrica para

toda h,

' ver Lépez y Espinosa [4 ].




MJ2.

MJ3.

MJ4,

MJ5,

MJGI

MJ7 .

Dado 4 € CDU(P) , Rd(h) es de equivalencia para toda h.

Dado d € CD(P) , entonces

1. h<h' = Ry(h) CRy(h")

2. Rd(h) = PxP para alguna h < o

3. Dado h existe & > 0 tal que
| Rd(h) = Rd(h+5).
Observe que las condiciones 1,2 y 3 se desprenden de la
definici6n de coeficiente de disimilaridad y de la cons-
truccién de la relacién Rd . Tales condiciones son equi
valentesa las pedidas en la definicién de dendrograma,
salvo por el hecho de que en ésta, las Rd(h) no son de

equivalencia y en los dendrogramas c(h) sf lo es.

Los métodos jerdrquicos transforman Rd(h) en Rd'(h) '
la cual es de egquivalencia para toda h y satisface los

puntos 1,2 vy 3 de MJ3. Expresado de otro modo:

Los métodos jerdrquicos producen un coeficiente de disi-
milaridad ultramétrico a partir de un coeficiente de di-

similaridad cualquiera, es decir

El resultado de aplicar un método jerdrquico a un coefi-

ciente de disimilaridad es un dendrograma,

Observe por Gltimo que lo expuesto para coeficient i
disimilaridad es fdcil de reinterpretar cuando la infor-
macién original es un coeficiente de similaridadla‘pare_

cido entre los objetos de P.

Los coeficientes de similaridad deben cumplir con:



Definicibén I.3 Un coeficiente de similaridad en P, es

una funcién s: PxP = R tal que para to
da a,b € P se cumple

1. s(a,a) =h, >0

2., 0 s<s(a,b) <hg

3. s(a,b) = s(b,a).

Ahora bien, dado un coeficiente de similaridad existen
dos caminos para aplicar un método jer&rquico de clasifi
cacién, y ambos son equivalentes:
1, Transformar s en un coeficiente de disimilaridad ds
mediante la funcién ds(a,b) =h, - s(a,b) , donde h es
la mdxima similaridad entre los ohjetos de P, El resto
es aplicar el método deseado a dS .
2. El segundo camino no es usual ya que los algoritmos
no lo contemplan, pero es perfectamente vdlido y como
se verd en los sigquientes capftulos, tiene ura relacién
directa con la aplicacién de conjuntos borrosos en este
campo.
La idea consiste en replantear varios conceptos:
La relacién Rd(h) se debe sustitulr por la relacién

R, (h) = {(a,b) | s(a,b) > h}
A continuacién se obtienen las gré&ficas asociadas a Rs Yy
se les aplica el criterio de conexidad del mé&todo selec-
cionado, lo cual produce’un &rbol que no es exactamente
un dendrograma. La diferencia consiste en que los grupos

se van uniendo entre sf al disminuir el valor Ze h, es




decir, habrfa que modificar el punto 1 de la definicién
de dendrograma de la siguiente forma

1'., 0<hs<h'" = ¢(') Cc(h) .
Cambios anflogos habrfa que hacer a la funcién T y rein-
terpretar el concepto de ultrametria.

Desde luego, las dos formas de proceder son egquivalentes

y lo finico importante es saber distinguirlas.

‘Diagrama de los métodos jerdrquicos:

Sean hd = mayor entrada (o nivel) de la tabla dato d Y

SR(P) = conjunto de las relaciones reflexivas y sim&tricas en P
c € D(P)
ey
[ : - 7
Rd(O) T R4, (0)
Rg criterio T,
a - A Rd(h) -—— de - Rd,(h) " 4!
€ conexidad R €
CD (P) . con . CDU (P)
LRd‘hd)"5;;_?

Donde para toda h, Rd(h) € SR(P) vy 'Ré?(h)k?ﬁ?f?),";

Observe que T se pudo haber aplicado a las‘Rd(h) recuperando d.
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3. El método de conexibn simple

El método de conexidn simple es un método jerdrquico y se pre-
senta aquf detalladamente porque los métodos By de mayor in-
terés para este trabajo, resultan una extensién natural de &1.
Como se dijo en la seccién anterior, los métodos jer&rquicos
se basan en la aplicacif6n de un criterio de conexidad para for
mar los grupos a un nivel h.,'

Tales criterios se aplican a la gr&fica determinada por Rd(h)
de manera que los grupos sean los elementos de una particién
de P. Por lo tanto, los dendrogramas asocian a cada nivel h
una relacién de equivalencia.

El criterio dado por el mé&todo de conexibn simple (de ahf su
nombre) para gque dos elementos de P sean de un mismo grupo al
nivel h es que ambos pertenezcan a una misma componente conexa
de la gréfica determinada por Rd(h).2

Al analizar dicho criterio se puede decir lo siguiente:

Sea d € CD(P) vy sea d1 € CDU(P) la tabla asociada a d por
el método de conexifn simple.

Considere la grdfica determinada por Rd(h) para algin nivel h.
El asociar a h una particién de P donde los grupos, ¢ elemen-
tos de la particién, son los vértices de las componentes cone-~
xas de la gr&fica correspondiente, es equivalente a construir

una relacién Rd (h) en la cual se aumentaron el minimo ntmero
1 S

! Recuerde que no todos se pueden visualizar asi facilmente.
® Los conceptos de teoria de graficas aparecen en Harary [1 1.
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3. El método de conexibn simple

El método de conexién simple es un método jerdrquico y se pre-
senta aquif detalladamente porgque los mé&todos By de mayor in-
terés para este trabajo, resultan una extensibén natural de &l.
Como se dijo en la seccibn anterior, los métodos jerérquicos
se basan en la aplicacifn de un criterio de conexidad para for
mar los grupos a un nivel h.'

Tales criterios se aplican a la gr&fica determinada por Rd(h)
de manera que los grupos sean los elementos de una particidn
de P. Por lo tanto, los dendrogramas asocian a cada nivel h
una relacibén de equivalencia.

El criterio dado por el método de conexién simple (de ahf su
nombre) para que dos elementos de P sean de un mismo grupo al
nivel h es que ambos pertenezcan a una misma componente conexa

de la gré&fica determinada por R,(h).?

4!
Al analizar dicho criterio se puede decir lo siguiente:

Sea d € CD(P) y sea d1 € CDU(P) la tabla asociada a 4 por
el método de conexidn simple,

Considere la gré&fica determinada por Rd(h) para algfin nivel h. a
El asociar a h una particién de P donde los grupos, o elemen-
tos de la partici6én, son los vértices de las componentes cone-

xas de la grdfica correspondiente, es equivalente a construir

una relacién R, (h) en la cual se aumentaron el mfnimo ndmero

! Recuerde que no todos se pueden visualizar asi facilmente.

* Los conceptos de teoria de gréficas apareceh en Harary [1 1.
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de parejas (a,b) de PxP necesarias para convertir Rd(h)

en una relacién transitiva. La gr&fica asociada a R, (h) es

d4

aquella donde se convirtieron en subgrédficas maximales comple-
tas las componentes conexas de la grdfica original.
Ya que la idea es bastante sencilla se precisari con mis deta-

lle en el siguiente resumen.
Resumen del mé&todo de conexién simple:

CSl. Los grupos en un nivel h son los vértices de las compo-

nentes conexas de la grd4fica asociada a Rd(h).

CS2. Lo anterior equivale a construir una nueva grdfica, ana-
diendo el minimo nGmero de aristas para convertir en sub

grificas maximales completas las componentes conexas.

CS3. Al pensar en Rd(h) , se esté&n agregando elementos de
PxP para producir una relacién transitiva Rd (h) cuya
1
gr&fica asociada es la producida segfin CS2. Por construc

cién, se tiene que

CS4. Proposicibn I.3 Rd (h) es la minima relacién transiti=~
1

vé que'contiene a Rd(h).

Debido a las definiciones de coeficiente de disimilari-
dad y de R4(h) é&sta resulta reflexiva y simétrica para

toda h, por lo gque se tiene:

CS5. Proposicién I.4 Ry (h) es la mfnima iaéidn‘de'equivg
. :

lencia que contiene a Rd(h).




Csé6.

cs7.

Cs8.

ngI
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Por lo que

Proposicién 1.5 Sea d1 el resultado de aplicar el mé-
todo de conexibén simple a la tabla 4.

d € cpu(pP) = d1 = d.

Note que d1 es generado por el conjunto de relaciones
Rdi(h) , las cuales constituyen, de hecho, un dendrogra-
ma. Este (Gltimo resultado indica que el método de cone-
xién simple no modifica las tabla que ya son ultramétri-

cas, es decir, las que se pueden representar como &rbol.

Dado que Rd(h) c Ry (h) para toda h debido a que la se
1
gunda se forméS afiadiendo elementos de PxP a la primera,

se sigue que:
Proposicién I.6 dl(a,b) < d(a,b) para toda a,b € P.

Lo anterior se denota por 4, <d y se lee "d, estd do-

minado por 4" o "d domina a d1"'

El coeficiente de disimilaridad d1 es ultramétrico, es
decir, para toda a,b,c € P

dl(a,b) < max {dl(a,c), dl(b,c)} .

Lo anterior equivale a decir que la méxima de las disimi

laridades d1 entre cualesquiera tres puntos de P no es

Gnica.
Las consideraciones hechas hasta ahora permiten definir

el método de conexién simple tal como lo hicieron Jardi-




ne y Sibson:

CS10. Definicién I.4

13

El método de conexién simple es una fun-

ci6én F: CD(P) - CDU(P) con F(4) = d1
definido por

dl(a,b) = sup {d' € cpu(P)l 4' <d}(a,b)
donde dado Y C CDU(P) , se define

sup Y (a,b) = sup {d(a,b)| 4 € Y}.

Se puede probar que esta definicifén produce el efecto

esperado del método de conexién simple y de hecho se pue

de entrever de los puntos CS4 y CS7.

En realidad se requieren ciertas condiciones para que la

definicién sea v&lida y se comentardn en la siguiente

seccibn, pues de ellas surge una familia de métodos lla-

mados subdominantes, propuestos por Jardine y Sibson, en

tre los cuales se encuentran los mé&todos Bk'



1y

Diagrama del método de conexién simple:

y————— sup {d' € CDU(P)] 4' < d} —
Ry(0)  ———m————- > Ry (0)
1
v . e AR )
a B R ek mm b
e : . R c
CD (P) ' ) CDU (P)
1 4

Donde para toda h Rd(h) € SR(P) y Ry (h) € E(P).

u

1
El criterio de conexidad implica afhadir el minimo n@mero de
aristas a la gr&fica asociada a Rd(h) , de tal forma que se
conviertan en subgr&ficas maximales completas las componen-
tes conexas. La grdfica obtenida determina la relacién
Rdi(h) . En otras palabras, Rdl(h) es el resultado de agre

gar a la relacibn Rd(h) el minimo n@mero de parejas (a,b)

de PxP para obtener una relaciénwtransitiva.
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4, Métodos Bk

En las secciones anteriores se dijo que los métodos jerlrqui-
cos deforman un coeficiente de disimilaridad en un coeficiente
de disimilaridad ultramétrico con el fin de obtener una repre-
sentacién gré&fica sencilla, acerca de las relaciones entre los
objetos a clasificar.

Jardine y Sibson proponen la familia de métodos Bk que permi
ten controlar, en cierta medida, el grado de deformaciébn a la
tabla dato, a costa de perder sencillez en la representacifn
grdfica de la tabla resultante.

Tales métodos incluyen al de conexién simple y de acuerdo a su
definicién forman parte de otra familia de métodos llamados
subdominantes, los cuales requieren ciertas condiciones:

Un subconjunto A de CD(P) define el método A-subdominante
siempre que para todo subconjunto acotado H de A , la tabla
sup H sea elemento de A , donde sup H es el definido ante-
riormente y H es acotado si existe d € A tal que para todo

d* € H d4d' <d.

Sin entrar en mds detalles sobre esta cuestién) baste comentar

que CDU(P) satisface la condicién anterib‘

do a la definici6én I.4, al método de conex:

ma el método CDU-subdominante.

En cuanto a los métodos Bk , .se d‘jp
la manera en que reducen la déﬁ¢J
de conexifén simple consiste en relajar¥la5éQﬁd cién

metrfa, sustituyéndola por la de k-ultrametrfa:
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Definicién I.5 Un coeficiente de disimilaridad d es k-ul-

tramétrico si para toda a,b € P y para todo
Q CP tal que IQl = k , se cumple que
~ d(a,b) < max [d(a,Q), d(b,Q), a(Q) |
donde
d(a,Q) = max {d(a,q)| g € Q} Y

d(Q) = max {d(g,9")! g,q' € @}

Se denotard con U, (P) al subconjunto de CD(P) de coeficien
tes k-ultramétricos. Note que U1(P) = CDU(P).

La definicién formal de los métodos Bk es la siguiente:

Definicién I.6 El1 método de clasificacién Bk es una funcién
Bk: CD(P) - Uk(P) tal que

By (d) = 4, = sup {a' € Uk(P)l a' <4t .

Ahora bien, se ha dicho que los métodos Bk reducen la deforma-
cién causada por el método B1 , que es el de conexién simple,
al relajar la condicién de ultrametrfa; las proposiciones y
los comentarios siguientes muestran qué implicaciones acarrea
tal cambio.

Pedir que una tabla sea ultramétrica equivale a pedir que la
midxima de las disimilaridades entre cada tres puntos no sea G-
nica. Las tablas k-ultramétricas cumplen que la mixima de las

disimilaridades entre cada k+2 puntos no es fnica.
Proposicién 1.6 Uk(P) C Uk+1(P).

*Por lo tanto, a medida que k aumenta, el contradominio de Bk
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es un subconjuntoc de CD(P) cada vez mayor, hasta el punto de

que para k = | Pl -1 1la k-ultrametria se cumple para todo

d € CD(P) , es decir:
Proposicién I.7 Un—l(P) = CD(P) , donde n = |P|.

Por lo anterior, es claro que esta familia de métodos produce
una deformacifn gradual de la tabla original d, desde

dn_1 = 4@ hasta d1 , segfin sea el valor de k. La idea consis-
te en ir transformando la tabla d de k-ultramétrica en (k-1)
-ultramétrica, hasta llegar a un valor de k en el cual resulte
posible interpretar las gr&ficas resultantes. Conocer este va-
lor da una buena medida del grado de deformacién que hubo que
hacer a d para llegar a un resultado.

Respecto altipo de deformacidén que producen dos valores de k
es interesante el préximo resultado, muy Gtil ademis en la cre

acién de algoritmos.

Proposici6n I.8 d, ; = (dy),_; -

Por lo anterior, no es necesario volver a la tabla original d
cada vez que se quiere reducir %, sino que basta tomar el re-
sultado de la ltima k y aplicarle el método con la nueva k,
ésto evita muchos célculos y significa que de algfin modo, las
deformaciones de todos los métodos van en la misma direccién.
Al analilzar el comportamiento de los mé&todos Bk en términos de
las relaciones ¥y graficas obtenidas para cada nivel la situa-

cibn es la siguiente:
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Se dijo que el mé&todo Bl asocia a cada relacién Rd(h) la re-
lacién Rdi(h) obtenida al aumentar el minimo nGmero de ele-
mentos de PxP necesarios para que ésta sea transitiva, o e-
guivalentemente, las aristas necesarias para convertir en sub-
gréficas maximales completas a las componentes conexas de la
gr&fica asociada a Rd(h).

Como &sta es siempre reflexiva y simétrica, la nueva relacién
es de equivalencia y al variar h se genera un dendrograma.
Considere la gra&fica asociada a Rd(h) . pedir la k-ultrame-
trfa implica formar una nueva gr&fica en la cual dos puntos se
deben unir si existen k puntos conectados todos entre si vy a
los que ambos puntos estdn unidos. Cada vez que se afiada una a
rista el proceso debe repetirse hasta que ya no sea posible a-
gregar aristas en ese nivel h. La grédfica resultante es la aso
ciada a de(h) y los grupos en ese nivel son los vértices de
las subgrédficas maximales completas. Al variar el valor de h
se producen las relaciones que generan el coeficiente de disi-
milaridad k-ultramétrico dk .
Observe que el procedimiento seguido evita gue en dk aparez-
can k+2 puntos entre los cuales la mayor de sus disimilarida
des sea finica, ya que en los casos en que eso ocurrfa en la ta
bla original, se redujeron sus disimilaridades en dk al aumen
tar aristas en las gr&ficas asociadas a ésta. De ahi que dk
<4

esté dominado por d , es decir d

k
Note que los grupos formados en un nivel h no son, en general,

ajenos dos a dos. Lo que se est8 regulando de hecho, con los

A A AR
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diferentes valores de k, es el nGmero de elementos en la inter
seccién de dos grupos en cualquier nivel h, de tal forma que
el mé&todo Bk produce, paré cada nivel, grupos con a lo mis k-1
puntos en com@in. Es justamente el traslape entre los grupos lo
que dificulta la interpretacién de los resultados, a costa de
reducir la deformacidén a la tabla original.

Por otro lado, el hecho de posibles traslapes entre los grupos
implica que las relaciones de(h) » salvo para k =1, no
son de equivalencia, es decir, para k =2 2 1los métodos Bk no
producen particiones de P en cada nivel y por tanto no son mé-;‘ 
todos jerirquicos.

La siguiente definicibn permite precisar y formalizar la situa

cién en cada nivel,

Definicién I.7 Sean a,b,c1,02,...;c € P. Una relacién R

k
en P es k-transitiva si

{(acl 1

1,2,...,}(} CR [

{(c,,b)l 3 =1,2,...,k} CR y

..k} CR

El efecto del mé
cidn k-trahéiti§a;que 1
perspectiva'es'pOSiﬁye

' Algunos autores llaman a esta propiedad k-transitividad

débil, por el hecho de incluir la condicidn dltima, es de-
cir {(ci,cj)l i,j = 1,2,...,k} CR
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ma.

Sea Ek(P) el conjunto de relaciones reflexivas, simétricas y

k-transitivas en P, que en lo sucesivo se llamardn de k-equi-

valencia.

Definicién I.8 Un k-dendrograma es una funcibn

c: {0, ) — E (P) tal que
1. 0sSshs<h' = c¢(h Cc(')
2. Existe h <o tal que c¢c(h) = PxP
3. Dado h, existe 8§ > 0 tal que

c(h+d) = c(h).

Observe que aunque los métodos Bk son una extensién natural
del mé&todo de conexifén simple (Bl), la idea surge de la posibi
lidad de definir a este (ltimo como una funcién de CD(P) a

un subconjunto de €1 mismo. Al hacer cada vez mayor dicho sub-

conjunto, se deforma menos el coeficiente original.

Resumen de los métodos Bk :

Bkl. A partir de la gr&fica determinada por Rd(h) , los gru-
pos en ese nivel h son los vértices de las subgr&ficas
maximales completas obtenidas mediante el siguiente pro-
cedimiento:

Si dos subgrédficas maximales completas tienen k o més
vértices en comdn, anadanse las aristas necesarias para
que formen una sola subgrifica maximal completa. Repita-

se lo anterior con la gré&fica resultante hasta que ya no
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ocurran cambios.

Bk2. Lo anterior equivale a asociar a Rd(h) la relacién
Rd (h) correspondiente a la nueva grédfica. Dado que s6-
k .

lo se anadieron aristas se tiene que Rd(h) Cc Rd (h) .
k

Bk3. Rd (h) es el resultado de convertir Rd(h) en una rela
K _
cibén k~-transitiva y por lo tanto de k-equivalencia, au-
mentando para ello el menor n@Gmero posible de elementos

de PxP .

Bk4. Proposicién I.9 R4 (h) es la minima relaci6n de K-equi
k

valencia que contiene a Rd(h) .

Bk5. Otra manera de decir lo anterior es:

Proposici6n I.10 Ry (h) es la minima relaci6n k-transi
k

va que contiene a Rd(h)

De ahf que el método Bk no modifica a los coeficientes
de disimilaridad k-ultramétricos, para los cuales Rd(h)

es una relacién k-transitiva para toda h.

Bk6é. Proposicién I.1ll1 4 € Uk(P) = 4, = d.

Bk7. Por otro lado, es posible identifica '5”éfkgdendrogramas

de k-equivalencia para:to a

BkS. Rd(h) C Rd (h) para toda h, implica dk(a,b) < d(a,b)
k
para toda a,b € P, es decir, dk estd dominado por d.

B I s P 8 S B B A i e .
S S TP T
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Bk9, dk es k~ultramétrica, es decir, la m&xima de las disimi

laridades entre cada k+2 puntos no es finica.

Bk10. El método de clasificacién Bk es una funcidn

Bk: CD(P) ~ Uk(P) tal que Bk(d) = dk , donde

d, = sup {a' € U (P)l a' < d} .

Bk1ll. Observe que d, <d, < ... < d , =4, donde n = i Pl ,
CDU(P) = U(P) C U,(P) C ... CU_ _ (P) = CD(P) Yy por

Gltimo By_q(d) = By _,(dy).

Todo lo anterior implica que es posible deformar la ta-
bla original d en forma gradual hasta obtener dl Yy ade-
mds, cada deformacién contribuye para el cflculo de la

siguiente,

Diagrama de los métodos Bk:
En el siguiente diagrama se dan estas situaciones:
a, € U (P) para k = 1,2,...,n-1 donde n = |P|.

B (d) = By (dy, ;) = 4 = sup {a' <4 1a eruk(?)?ﬂ_“gm o

de(h) € E, (P)

k

Ry (h) = min {R €E (Pi!e .

k

d €cp(p) = U

n;1 
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5. Notacifn y definiciones principales

El objeto de esta seccifn es complementar los resfimenes y dia
gramas de las secciones anteriores, para proporcionar al lec-
tor una gufa de consulta répida.

Los conceptos se presentan practicamente en orden alfabé&tico.
Aguellos que comienzan con k , por ser generalizacién de o~

tros, se ordenaron sin considerar la k.

CD(P) = conjunto de coeficientes de disimilaridad en P.
Cbu(p) = Ul(P).

d = elemento de CD(P) , es decir,

d: PxP - R y para toda a,b € P
1. d(a,a) =0
2, d{a,b) 20
3. d(a.b) = d(b,a).
d4' <4 =d'(a,b) <d(a,b) para toda a,b € P y se lee " d

domina a 4' *".

d1 & resultado de aplicar el método de conexibn simple, o e~

quivalentemente el método B1 + al coeficiente de disimi

laridad 4.

d, = resultado de aplicar el método B, a la tabla d , es de~

cir, d,_ = sup {a' € u (P)l a' < al.

Ademés dk € Uk(P) , 1.e., Bk: CD(P) — Uk(P).'

o s
LSS
NI L
FU AR A, N
R i e
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5. Notacién y definiciones principales

El objeto de esta seccifn es complementar los resfimenes y dia
gramas de las secciones anteriores, para proporcionar al lec-

tor una gufa de consulta répida.
Los conceptos se presentan practicamente en orden alfabético.
Aquellos que comienzan con k , por ser generalizacifn de o-

tros, se ordenaron sin considerar la k.

CD(P) = conjunto de coeficientes de disimilaridad en P,
CDu(P) =1U, (P).

d = elemento de CD(P) , es decir,

d: PxP * R y para toda a,b € P

"

1. d(a,a) 0

2, d(a,b) =20

3. d(a.b) d(b,a).
d'*'<d =4'(a,b) <d(a,b) para toda a,b € P y se lee " 4

domina a 4' ".

d1 = resultado de aplicar el mé&todo de conexién simple, o e-

quivalentemente el mé&todo B1 » al coeficiente de disimi

laridad 4.

dk = resultado de gplipar[el“méﬁbao B, a la tabla 4 , es de-

i
n
1=
o
~

cir, dk

Adem4s dk:GiU
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k-dendrograma 2= es una funcidén .
c: [0,») *-Ek(P) tal que
1, 0€Kh<h' = c(h) Cc(h")

2., Existe h <= tal que c(h) PxP

3. Dado h , existe § > 0 tal que
c(h+8) = c(h).

Dk(P) = conjunto de k~dendrogramas definidos en Ek(P).

Ek(P) & conjunto de relaciones de k-equivalencia en P, Son

relaciones reflexivas, simétricaé y k-transitivas.
h = un valor de la tabla d. También se le dice un nivel de 4.
hy = méximo de los valores o entradas de la tabla 4.
P = conjunto de objetos a clasificar. Es finito.
Rd(h) > relacién definida por {(a,b)| d(a,b) < h}.
RS(P) = conjunto de relaciones reflexivas y simétricas en P,

sup H = dado un subconjunto H de CD(P), sup B es el coe-
ficiente de disimilaridad definido por
sup H (a,b) = sup {d(a,b)| 4 € H}.

T = es una funcién de D(P) a CD(P)‘ tal que para toda
a,b €EP y c € D(P) :
T(c) =T, = inf {h | (a,b) €c(h)}.

T es biyectiva de Dk(P) a Uk(P) yksu inversa es R,
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k—-transitividad = Una relaci&n R en P es k-transitiva si
dados a,b,ci,cg,...,ck € P , entonces

4

{(a.ci)l i=1,2,...,k} €Rr

1,2,-..']{} CR y
{(cilcj)' ilj = 1'2I"'Ik} - R

= (a,b) ER .

k-ultrametrfa = Un coeficiente de disimilaridad 4 es k-ul
tramétrico si para toda a,b€P y QCP
con (Ql = k , se cumple que
d(a,b) < max [d(a,Q), d(b,Q), d(Q)]
donde
d(a,Q) = max {d(a,q)! gq € qQ} Y

d(Q) = max {d(q,q")! q,q' € Q}

o

Uk(P) = conjunto de coeficientes de disimilaridad k-ultramé-

tricos.
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CAPITULO II. SUBCONJUNTOS BORROSOS

1. Introduccién

En los dltimos afnos se ha venido desarrollando la teorfa de
conjuntos borrosos, como una generalizacién de la teoria de
conjuntos, que permite hacer aplicaciones en campos muy diver
sos incluyendo las ciencias exactas, las biol6gicas, las huma
nisticas, etc.

Como se verd mids adelante, las reglas para operar 0 manipular
conjuntos borrosos resultan a primera vista un tanto extrafas
Yy quiz8 esta sea la causa por la cual dicha teorfa no se ha
difundido en forma m&s amplia, sin embargo, tanto la teoria
como sus aplicaciones continuan desarrolléndose y Arnold Kauf
mann parece haber asumido la tarea de reunir y dar difusién a
estos avances.

En 1973 aparece el primer volumen de su obra [3 ], actualmen-
te se han publicado tres m&s y estén por publicarse otros do-~
ce, lo cual constituye una obra de 16 volGmenes en menos de
diez anos.,

El material que aquf se presenta, con excepcién de algunas
proposiciones y de la mayorfa de las demostraciones, esti to-
mado del primer volumen y aporta una buena base para la lectu
ra de los capftulos III y IV,

Para ambientar al lgqtor-que se encuentra por primera vez con
los conjuntos borrosos;”se presentan demostradas muchas de

las proposiciones. Algunas demostraciones incluyen, ademds,
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al margen izquierdo, una serie de n(imeros entre paréntesis,
mismos que reaparecen al pie de la demostracién con una nota
que justifica el paso de una expresidén a otra.

La intencién de estas notas poco usuales es evitar al lector
releer pé&rrafos anteriores mientras se familiariza con la no-
tacién y las definiciones principales. Algunas de ellas van

precedidas por una A y se refieren a resultados que se demues

tran en el apéndice.

2. Subconjuntos borrosos

Definici6én II.1 Dado un conjunto V, un subconjunto borroso

A de V estd definido por una funcién

#:V"’[opl].

A

A la funcién My se le 1llama funcién caracteristica de perte-

nencia y se dice que uA(v) es el grado de pertenencia del e

~

lemento v de V al subconjunto borroso A .

Al intervalo [0,1 ] de los reales se le llama conjunto de

pertenencia y en realidad se puede sustituir por algGn otro

conjunto M , obteniéndose una definicibén m&s general. Obser

ve que al sustituir el intervalo [0,1 ] por el conjunto
{0,1} , el resultado es un subconjunto de V en el sentido

ordinario o usual.

A lo largo del trabajo se usard el simbolo ~ »pérai@enotar a

los subconijuntos borrosos en la forma A yiaié££ﬁéﬁifioskde

los subconjuntos ordinarios.

IR e R A R AR SRR I GG s e AL
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Definicién II.2 Una relacibén borrosa R de un conjunto V

a un conjunto W es un subconjunto borroso
del producto cartesiano VxW , caracterizado

por Mot VxW ~ [0,1 1.

R

Se dice que uE(v,w) és la intensidad de la relacién R en-
tre v y w.

Note que es posible asociar a R una matriz en la que la en-
trada (i,3j) vale u&(vi,wj).

Andlogamente, R admite una representacién en términos de
teorfa de gr&ficas como una "digr&fica borrosa" en la que, el
conjunto de vértices es el asociado a V UW vy las aristas
van de los vértices de V a los de W con un peso de
MR(V'W)' A esta forma de ver R se volveri en la (ltima sec
cién del capiftulo.

Kaufmann proporciona definiciones mis amplias tanto de conjun
tos como de relaciones borroses; aquf se han restringido por
el interés de la conexién con taxonomfa numérica.

Por la misma razén, el resto del material que se presenta en
esta secci6n se haya enfocado desde el punto de vista de rela
ciones borrosas, sin embargo, todos los conceptos son aplica-
bles a subconjuntos borrosos en general.

En el resto del trabajo se usardn los simbolos AV Yy /\ para
denotar méximo y mfnimo respectivamente y se usarén en forma
indistinta para conjuntos finitos o infinitos. Asimismo, el
mi&ximo entre dos cantidades A y B se denotard AVB , o

\VIAa,B ] , siendo andlogo para el minimo.
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Sean R Yy §& relaciones borrosas de U a V,

Definicién II.3

Definicién II.4

Definicién II.5

Definicién II.6

Definicifn II.7
Proposicién II.O

Proposicién II.1l

R est8 contenida en § , denotado por
RCs si ug(u,v) <§p§(u,v) para todo

(u,v) € UxV

La unién (RY ) de R ¥y § es la rela-

cib6n borrosa definida por

Hp U g (@iV) = uR(u.v)Vu&(u.v) para
todo (u,v) € UxV .

La intersecci6én (RN Q) de R y 8 es la

relacién borrosa caracterizada por

R A g wv) = uR(u.V)/\u&(u.V) para
todo (u,v) € UxV .

El complemento (R) de R es la relaci6n

borrosa caracterizada por

ug(u,v) = 1 - pR(u,v) para todo

Sea « € [0,1 ]. La relacifén ordinaria de ni-

vel a inducida por R , es Ra C UxV , donde

er——

R, = {tu,v)| pE(u,v) = al .

Sean R , 8 Y T relaciones borrosas de U
a V , entonces

RCS$ ¥ $CT = RCT.

Sean R y § relaciones borrosas de U a




Proposicién II.2

Proposicién II.3

Demostracién.

Proposici6n II.4

Proposicién II.5

e ey b e r e - By

(1)

(2)

1
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V, entonces R C (R U §).

Sean R y § relaciones borrosas de U a V, en

tonces (RN §g) C€R.

RUS=A(LIRCT vy §CT}, donde R,

3
S ¥y T son relaciones borrosas de U a V.

Sean (u,v) € UxV vy

E=/A{L!| RCT v §CT)

Por construccién de H y por definicién de con-

~

tencién (II.3)

p&(u,v) g ug(u,v) Yy “i(u'V) < pﬂ}u,v)
= pp(u,v)V g (a,v) < py (u,v)

= Mgy glwv) < py(u,v)

= RUS CH

Por la proposicién II.1

RC(RUS y §£C (RUS
= HC (RUS

RUS = H

~ ~

Por definicidn de uniéh:(IIyﬁ)ﬁ
2. Por construccidn de H.

Sean R, S y T relaciones borrosas de U a V,

entonces RNg=\{T| TCR y TCSg} .

~

Sean R, S y T relaciones borrosas de U a V,
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entonces RV (§N7T) = (RYS N (RYTE.

Demostracifn. Sea (u,v) € UxV. Por definici®dn de unién(II.4)
hrRu (g n o @) = BpIViEg g (u,v)

(1) = uR(u.v)V[ps(u,v)/\uz(u,v)]

('2‘) [uz(u,V)Vus(u.V)] VAN [uR(u,v)Vnm(u.V)}

i

#(E U ﬁ) N (E U I.) (UIV)

1. Por definicién de interseccidn (II.5)
2. Por la proposicién Al0.

Proposicién I1.6 Sean R, § y T relaciones borrosas de U a V,

entonces RN (S UVUT)=(RNS) YV (RNT).

Proposicién II.7 Sea R una relacién borrosa de U a V y sea I
un conjunto de Indices, entonces U R, = R.
ier *
Proposicién II.8 Sea I un conjunto de Indices y sean R, » &
con 1 €1 relaciones borrosas de U a V,

entonces R, c g; para toda i€erx

- UR, C Usg. .
ier . ier t

Demostracifn. Sea (u;vYﬂGkaQ'fPor la definicién de conten-

: cidn‘KI' S& para toda i €I

u;ﬁ) para toda i €1

Ve @l < Vg (4]
i\E/I R, 1€ %4
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S = wyg, @) < Hyg (W)
ier * ier *
- UR, C Ug,
i€1 €1

1. Por definicidn de unidn (II.4).

Proposicién II1.9 Sea R una relacién borrosa de U a V, enton-

= C
ces a1 > a2 Rm1 RO‘2

.

Demostracién. Sea (u,v) € UxV Yy sean ai,az € {0,111 ta-

les que o, > ®, - Por definicién de relacibn

ordinaria de nivel a (II.7)

(u,v) € Ra1 = uR(u,v) > @,
= #&(u.v) > a,
= (u,v) € Ra2

A continuacidn se presenta un importante teorema de descompo-

sicibn.

Teorema II.1 Toda relacién borrosa R puede caracterizarse en

la forma

“R(U'V) = \o{a'”‘R (u,v) , con 0 <a <1

Donde up es la fungngLCQQacteristica de la
o et

relacién ordinaria Raf y por tanto toma sus va
lores en el conjunto {0,1} , es decir

Mg (u,v) =1 si (u,v) 2 «a
o

HR
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Yy Hey (u,v) =0 si o, (u,v) <a
Ra [ 4 R !’
Demostracién., \/ [a-uR (u,v)] = \ o = p_(u,v)
o o o < MR(U:V) R

3. Relaciones borrosas

En esta seccién se verén propiedades de las relaciones borro-
sas que no son aplicables, en general, a cualquier subconjun-

to borroso.

Definicién II.8 La reciproca de una relacién borrosa R de U

—

a V, es la relacibn borrosa R’ de V a U,

caracterizada por u&.(v,u) = “E(u'V) .

Definicién I1I.9 Sean Ry S relaciones borrosas de U aV vy

de V a W respectivamente., La composicién de

R vy 8, denotada por Re§S o simplemente RS,
es una relacién borrosa de U a W caracteriza
da para todo (u,w) € UxW por

1

“Rvi(u'W) = Jg;[u&(u,v)/\ pﬁ}v,w)]“.

Observe que al pensar en matrices, la composicién resulta una
especie de multiplicacién donde las operaciones usuales de su

ma y producto se sustituyen por \/ y /\ respectivamente.

! Kaufmann define varios tipos de composicidn, la que aqui

se presenta se llama composicidén max-min.
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Proposici6n II.10 La composicidn de relaciones borrosas es
asociativa.
Demostracién. Sean R, § y T relaciones borrosas de U a V, de
VaWw y de Wa X respectivamente. Por defini-

ciébn de composicidn (II.9)

“Ro (8°T) (u,x) = V[I-‘ (u,v) A\ IJ (er)]

vev R
= v\E/V[“R'(uIV) AN (w\e/w[ rg (Vo) N\ M (wrx)])]
R = VIV g A ig (0,0 A g w301
' vEV wEW =~
(2) = VIV [ug(u,V) AN #i(v,w)])A uz(W.x)l
. wEW vEV

= V["Bo (a,w) N\ pl(w ,x) 1]

(u,x)

H(Reg) oL

1. Por la proposicidn A9.1 ,
2, Por las proposiciones A4,3 y A9.,1 .

Proposicién II.1l1 Sea R una relacibén borrosa de U a V y sean
S vy T relaciones borrosas de V a W, enton-
ces g8 CL = Re8 CReL .

Demostraciéha Por definicién de contencién (II.3) s CT

=#R(UJV) /\ “Q(VIW) < ug’(u'v) /\ “I‘(V'w)

1y ' Rog C ReT,

~composicisn (I1.9).

Proposicién-11;12,»Sean*g y tvréiaéiOnéS‘bdffosas“de UaV vy

sea R una relacibén borrosa de V a W, enton
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ces §CT = §oRCTR.

Proposici6én II.13 Sea R una relacibn borrosa de U a V y sean
S ¥y T relaciones borrosas de V a W, enton-

ces  Re(gUT) = (Re§) U (ReD) .

Demostracién. Por definicibén de composicidén (II.9)

Hpo(g U ) (W) = \}E/V[ ug (4, V) N\ Hg U T.(V'W)]
(1) = v\e/v[ uli(u,v) N\ [ui(V.w) vV ui(v,w)]l
(2) = VI Lag (@I A pg (v, )1V
[ug(u,V)/\ pp VoWl ]
‘3): | =

[v\e/v[ ug(u,V)/\ “i(v'w)” vV

[V Luga,v) A pgtv,w) 1]
vEv = R

it

(@) BRog (9r¥) V Hg g (W)

rays H(Reg) U (Rop) (7Y

‘Por definicidn de unidén (II.u).
.“Por la proposicidn AS i

. Por la proposicidn AUd.2.
Por definicibén de composi

Fwn e

Vale la pena mencionar que el r terior no se cumple

con la interseccibn (ver,pr_‘c);prc'j'éigc‘:;ib es A4.2 yA92) _‘ ,

Proposicién II.14 Sean Sy gvirwe"l“éciOnes borrosas de U av kyk
sea R una relacibn borrosa de V a‘w;”eﬁtog

ces  (SUTI°R = (8°R) U (I°R) .



37

Proposicién II.13' Sea R una relacién borrosa de U a V y sea
{gi} con i €I (un conjunto de Indi-
ces), una familia de relaciones borrosas
de V a W, entonces

Re(US) = U (RS, .
i€l i€l *

Demostracién. Sean u €U y w €W, por definicién de com-

posicién (II.9)

, €1 ier *
(1) = \/ [#R(U WAV bg (Vo)1
i€T i
(2) = VIV Ilpglu, v)/\u (v,w)]l
vev i€l R
(3) = VIV [ug(u,V)/\ ug (vyw)1]
o i€EI vEV i
Lo : i€l R ~1
: (l) ; 4 = u u (R°§_ ) (u,w) = ..~

i€T1

6n de unidn

Proposicién II.14 una familia de rela-
r ;ciones‘borrosas de U a V y sea R una re-

‘;;lacién borrosa de V a W, entonces

(U§,)°R = U(§i°R) .
i€l i€l
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4. Relaciones borrosas en un conjunto V

A las relaciones borrosas de V a V se les llém@réQs

relaciones borrosas en V.

Si R es una relacibén borrosa en V, se denotar& con R

n-composicién ReRe...°R (n-veces) .

Proposicién II.15 Sea R una relacién borrosa en V, entonces

u n(vo,vm) =
R , e
VAN C leglvvy D11
V1,V2,...,Vn-1 0 g i <n-1
Demostracién. Por induccién sobre n:

Para n=2 se cumple por definicién de composi

cibn (I1.9).

Supfngase cierto para n=k , entonces

k+

”K?ff?w?ﬁwrre

(3

4
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Por definicién de composicién. (II 9)
“Por hipbtesis de induccién. :

. Por la proposicidn A9.1 .

Por la proposicidn A4.3 ,

F wNo

Proposicién II.16 Sean R y § relaciones borrosas en V, enton
ces RCg = R" Cg" opara toda n € N,
Demostracién. Por induccibén sobre n:
Sea R € § , entonces para n=1 la proposicién
se cumple.

Supbngase cierta para n=k ,-entbnces‘

1. Por hipétesis de induccién |
2. Por la proposicién II.,11 , =
3. Por la proposicién II.O .-

Definicién II.10 Una-réladidn borrosa R en V es reflexiva si

vaﬂg(v,v) = 1 para todo v €V .,

Definici6 R enV es simétrica si

érévtodo u,v €V,
Definici es transitiva si
todo u,v,w €V

(v,w) 1.
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Observe que esta (Gltima definicién es congruente con la defi-
nicién de transitividad en relaciones formales: (u,v) €G vy

(v,w) €6 = (u,w) € G.

Definici6n II.13 Una relacib6n borrosa en V es de equivalencia

si es reflexiva, simétrica y transitiva.'

A continuacifn se presenta la versifn del teorema de descompo

sicién para relaciones de-equivalencia.

Teorema II.2 Una relacién borrosa Ren V # ¢ es de equiva-
lencia # para toda u,v €YV

po(u,v) = Vapg, (u,v) , 0<a<1l
R o R, : _

donde las Ra son las relaciones ordinarias de

nivel o« inducidas por R y cumplen con:

1. Ra es de equivalencia, a« € [0,1 ]

Demostraci6

1 En teoria de conj
de similitud a las
ese termlno porque

mérica.

) ,oskes usual 11amar relac1ones
te tlpo, en este trabajo no se usa
otro 51gn1f1cado en taxonomla nu-

En [3 ] p.1u2 este resultado se enuncia con un error de im
presién, dice R, CR, . Ver también p.28 y &6.
2 1
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ordinaria de nivel « (II.?) se tiene:
Sea R de equivalencia, entonces para todo
u,v,w €V

i) R reflexiva (v,v) = 1

y'por transitividad de R

= p_(u,w) 2a =

R

S Ra es de equivalencia.

., « €10,1] de equiva
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para v = a\B se tiene que

(u,v) € R7 y (v,w) € R,Y

= (ulw) € R,

= pplu,w) > = pp(u,v) A pg (v,w)

« R es de equivalencia.

Observe que el teorema anterior se puede descomponer, de he-
cho,’en tres resultados. La reflexividad de las R, se prue-
ba a partir de la reflexividad de R y viceversa, la simetrfa
a partir de la simetrfa y lo mismo ocurre con la transitivi-
dad.

A continuacién se analiza el comportamiento de las relaciones
borrosas al jugar con las propiedades de reflexividad, sime-

trfa y transitividad. Algunos de estos resultados se replan-

tean en el préximo capitulo, aprovechando un concepto que in-

troducen Yeh y Bang.

Proposicién. Una relacidngborbeangen'v‘es simétrica si y

“tgééiQfQCa de R).

Tedreméciig3

Al pensar en gréificas borrosas, el'fééultado aﬁteriorfdice

que si la grdfica (se considera la simetrfa al no decir digrd
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fica) es transitiva, entonces el minimo de los pesos entre

cualesquiera tres aristas no es {inico. Al recordar la desi-
gualdad ultramétrica, tomando en cuenta que aqui se habla de
parecidos y no de disimilitudes, el teorema anterior resulta

interesante por su conexién con taxonomfia numérica.

Proposicién II.17 Sea R una relacién borrosa reflexiva en V,

entonces para toda n € N

Demostracién. Por induccién sobre n:

(1) Hglu,w) = ug(u.u)/\ kg (@yw)
(2) : < Vipgu,IN gy lv,w)] = (u,w)
, v R R . 2
' R
Supbngase cierto para n=k-1 , entonces
(3) ReR = R? C ReR*™! = R C RogF = g
1. Por reflexividad de R.
2. Por definicién de comp031c1on (II g).
3. Por 1la prop051c1on IT.11
4, "Por la proposicidn II.0- =

Propdsicidn?il,lsﬂ}Uﬁa'reigdi

Demostracién:

‘proposici6n II.1l

cR = R®=RRECRR=RCR, etc.
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Teorema IT.4 Sea R una relacibn borrosa reflexiva y transiti

va en V, entonces para toda n €N, R" =R .

Definicién I11.14 La cerradura transitiva de una relaci®én bo-

~
rrosa R en V, es la relacién borrosa R en

VvV, tal que R=RU RQ U 33 u.,..
Los siguientes teoremas justifican el nombre de ﬁ.

Teorema II.5 Sea R una relacién borrosa en V, entonces R es

transitiva.

Demostracién. Ez = ﬁoi
(1) = Re( UR"

2y

1. Por

-2, Por la proposicién II.13' .

-3, Por la proposicidén II.14' -, =
4, Por 1la proposicidn II.77, es

b}
n- i
términos de la forma k913 T

5, Por la proposicién II.1 .
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Teorema II.6 Sean R y T relaciones borrosas en V, entonces
RCT 'y ¢T transitiva = ﬁ cT.
Demostracién. Se har8 en dos partes.
Ssea T 1la cerradura transitiva de T, entonces

i) Por la proposicibn II.16
RCT = Rn C 2? para toda.n E$N~-f¥j.'

W s uRcur Laew

SEféd§ClQYé;,aplicando la pro-

~ posici6n II.0 que RCT.

1. Por la proposicién II.8 .
- Por definicién de cerradura

ransitiva (II.14),

_consecuenc




46

Teorema II.8 Sea R una relacién borrosa en V, Si existe k

tal que 53+1 = gk , entonces
R=RUR?U ... URF,

Demostracién., i) Se demuestra facilmente por induccién que

g* = gﬁ+1 = gk = RN*P para toda n € N

~

i1) Por definicién de cerradura transitiva

R=UR"

o

Vale la pena mencionar g

no se cumple. Kaufmann

OC del teorema anterlor

av un contraejemplo COI’l

una relacién borrosa de. 'ara la cual se consi"ue
la cerradura transitiva despues
sin embargo nunca ocurr

iguéies; 




5.  Relaciones y gr&ficas borrosas finitas en V

Definicién II,.,15 Una relacién borrosa en V es finita si

Teorema II.9 Sea R una relacibén borrosa finita en V, enton-

ces la sucesibn {gi} es eventualmente perildi

ca.
Demostracién. Sea n=|V| ysea A= {x€[0,1 ]| existe

(u,v) € VxV tal que pR(u,v) =x }.

Es claro que |Al <n? = |VxVl . Por otro la-
do, de la definicién de composicién (II.9), es
claro también que todas las potencias de R to-
man sus valores en A, es decir, para todo
ieN yv (u,v) € Vxv , pRi(u,v) € A .

Como existen a lo més (n2)n2 tablas distin-

2

tas, con n elementos, que tomen sus valores

en A , se tiene que

existe 1 <h <k < (ng)n_fljwtal‘que'
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El siguiente resultado es consecuencia del teorema anterior y

de la proposicién II.17 .

Teorema II.10 Sea R una r lac16n borrosa en V, entonces

R reflexiva y flnlta  w%,7‘ex1ste k tal que

Corolario II.1 Sea R una relacxén borrosa en V, entonces

R reflexiva y flnthw k”'t'1k tal que

X SR
R= URP=1R".
n=1

Como se verd m&s adelante (teorema II,14),1¥a k del resultado
anterior resulta menor o igual que |[V| . Para llegar a eso,
es conveniente cambiar el enfoque que se ha dado hasta ahora
Yy pensar en las relaciones borrosas en términos de gré&ficas
borrosas, en el sentido expuesto después de la definicién de
relacién borrosa (p.29).

Por intereses de taxonomfa numérica Y por seguir el desarro-~
1llo de Kaufmann, los conceptos que a cont1nuac16n se presen-

tan se refieren- al,caso finlto, sin embargo, algunos de ellos

se pueden,g*ne: inlto para lo cual se inclu

pado qu , las gréficas de ,q'uef:se

Definiéién II.16 ‘Unvcamlno_'c ,‘entre;dos'eiémenfds1d y‘V de
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de V, en la gré&fica borrosa finita R en V,
es una s-ada ordenada

1,9A? (u=w1,w2,...,ws_1,ws=v) , donde

para 1 <i <s-1 se tiene que

it i%i) } 0 y w, €V.

Observe que los elementos de un camino no son necesariamente

diferentes entre sf, por lo gue se puede tener s > |V|

Definicifn II.17 La longitud de un camino es igual al ndmero

de elementos que lo forman menos uno.

Definididh'II;18 El valor gg_gg camino C = (wl,wg,....ws)

9 = . ' < g-
es (c) /i\[pB,(wi,'wiH)'] ,'t 1 €1 <gs-1,

Este valor se puede intepppepap ¢;" mejor" fuerza de la

relacién R entre los puntos ravés del camino C. Al

pensar en flujos de u {;gSultados son bastan
te interesantes.

Observe ademds que 9 (C) cﬁélquier camino,

independientementelﬂ

;défiﬁicicnesv

II.16 a II.18 no requieren qu rdfica R sea finita,

de todosﬂlgskq_

Definicién I1.19 Un camino mis fuerte de longitud k de u a v
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en la gr&fica borrosa finita R, denotado

%
Ck(u,v) , €8s un camino tal que
dc,wwl = V  ee .
CEPk(u,v)

7 Un camino mids fuerte de u a v en la gréfica

*fborrosa finita R, denotado C*(u,ﬁ) , es un

v:camino tal que s(c¥u,v)] = V 3(C)
: -~ CEMu,Vv)

Observe que los caminos mds fuertes de u a v, sean o no de u-
na longitud dada, no son necesariamente (inicos. Asimismo, no
se puede garantizar su existencia en el caso no finito.
Existen resultados, sin embargo, gque no requieren de la exis-
tencia de un camino mds fuerte entre dos puntos de V., Tal es
el caso de los préximos dos teoremas, los cuales se pueden ge
neralizar al caso no finito hablando del "valor &6ptimo" de

los caminos entre u y v, sin requerir la existencia de un ca-

mino que alcance tal valor,
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Demostracifn. Sean WoTU Y W, SV Por definicién de camino

md&s fuerte de longitud k (II.19)

slciwl = V8@
CEFk(u,v)
(1) =V O (Wo oWy surWy _ow)]
i WioWorueWy 4 s f,k
=Y LA g,

wi'wgtnuwk-l 0. i <€k-1 R ,+1 f

m (w ,w.) = L: (U;Q)
EF 0" "k g#

,_  {§§'ﬁ§

1;'Pof significado de P (u,v) .

2. Por definicidn de valor de un camlno (II 18)
3. Por la proposicién II.15 . '

Teorema II.l2 Sea R una relacién borrosa en V finita, enton-

ces Hgluev) = 8c®(u,v)] .
Demostracifn., Por definicién de camino mds fuerte (iI.ZO)‘

sc*wwml = Ve




R e e

o« e o

Teorema II,1l3

Demostracién.

_por construccibn
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. Por significado de TI'(u,v) vy de Fk(u,v) .

Por definicibn de camino més fuerte de longitud k.
por el teorema II.11

Por definicidén de uniédn.

Por definicidn de cerradura transitiva.

Sea R una relacifén borrosa en V finita, con
Vi = n , entonces dados u,v €EV y m €N

con m >n , existe k €n tal que

e
~

e (u,v)] < 9c) (] .

m>n = |Vl implica que los caminos de longi
tud m de u a v tienen uno o mis elementos que
se repiten, es decir, en tales caminos existen
circuitos (caminos cerrados) o lazos (si para

alguna i w, = wi+1).

Es claro que dado cualquier camino de longitud
m es posible obtener de €l otro camino de lon
gitud menor o igual a n, al retirar uno o mis

de esos circuitos o lazos,

~

%
Sea Cm(u,v) un camino mds fuerte de longitud

‘mde uavy sea Ck(uiv)', con k <n , un ca

mino de longitud k_déyqfégv obtenido al redu-

cir C;(u,v) en la forma arriba mencionada.

Por definicién d n camino (II.18) y
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< \/ 8(C) = a[c:(u,v)l ,p.a. k €n
CEPk(u,v) '

El resultado anterior indica que, en toda gr&fica borrosa fi-
nita, el camino m&s fuerte entre cualquier pareja de puntos
se puede obtener pasando por a lo m&s n-1 puntos, donde

n = |Vl . Al pensar &sto, en relacibn a los teoremas IT.ll 'y
I1.12 , es posible plantear el resultado al cual se hizo alu-

sién después del corolario II.1 .

Teorema II.14 Sea R una relacién borrosa en V finita, enton-

g N k
ces existe k < |V] tal que g = UR?
eI i=1

Demostracién. Sea n = |V| . Por el teorema II.12

ﬂﬁ(ulv) ,=:¥6[C?(U,V)]

\/ 0[Cf(upv)] i
i 1 A

e S

CCpluyv)

r ' el teorema II.13 . Observe que la k que aqui se

propone sirve para todo (u,v) € VxV y para toda

. m >n , mientras que la k del teorema II.13 servia

. para (u,v) y m dados. Lo anterior no representa pro-
“blema puesto que se estd considerando la unidn sobre

las k's.
3. Por el teorema II.11

significado de C (u,v) vy de
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4. Por definicidén de unidn (II.u).

Por Gltimo, se replantea el corolario II.1 considerando el re

sultado anterior.

Corolario IT.2 Sea R una relacién borrosa reflexiva y fini-
~ta en V, entonces existe k < |V| tal que

R = R.
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CAPITULO III. CONTRIBUCIONES DE YEH Y BANG EN LA APLICACION

DE CONJUNTOS BORROSOS A TAXONOMIA NUMERICA

1. Introduccién

En general noresulta sencillo precisar la contribucién de un
trabajo endeterminada &rea., Para evaluar el artfculo de Yeh y
Bang [ 6 ]| se escogieron dos obras: la de Kaufmann [3 ] en lo
reférente a conjuntos borrosos y la de Jardine y Sibson [2 ]
con relacifn a taxonomfa numérica.

Una gran parte del trabajo de Yeh y Bang estd dedicada a pre-
sentar, aunque en forma no muy explfcita, el método de cone-
xién simple en té&rminos de relaciones borrosas. Dicho mate-~
rial se expone en la siquiente seccifn de este capftulo, con
excepcién del manejo algebraico de relaciones borrosas presen
tado en el capftulo anterior, parte del cual aparece en el ar
tfculo de Yeh y Bang pero no se puede considerar contribucién
de é&stos. Por lo dem&s, se procur$ mantener el orden original
de su exposicibn y se insertaron comentarios personales f&cil
mente distinguibles porque aparecen sangrados y precedidos
por una C.

Por otro lado, Yeh y Bang manejan tres métodos de clasifica-
cién basados en propiedades de conexidad de gré&ficas: uno re-
lacionado con el grado de los vértices, otro con los conjun-~

tos de corte (conexidad por lfneas) y el filtimo basado en la

conexida por vértices.'

Para informacién sobre &stos conceptos vea Harary [1 ]
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Este material no se presentari por no tener relacibn con los
métodos Bk , 5in embargo se har4 referencia a &1 en la sec-
cibén tres de este capftulo, en la cual se comenta el artfculo

de Yeh y Bang en general.

2. Desarrollo

Antes de exponer el contenido del artficulo en cuestibn, es
necesario establecer la intencién de los autores.

Yeh y Bang se proponen demostrar que la aplicacién de conjun-
tos borrosos a taxonomfia numérica presenta dos ventajas:

La primera consiste en que es posible manejar una sola gré&fi-
ca, con lo cual los pesos de las aristas reciben un tratamien
to "m&s justo".!

La segunda ventaja es que los mé&todos obtenidos por medio de

conjuntos borrosos resultan "mis poderocsos" que los métodos u

suales.

2.1 Relaciones borrosas debilmente reflexivas y simétricas

Se refieren a que es. posible sustituir las grédficas ordina
rias de los diferentes niveles por una sola gréfica borro-
sa,
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Definicién III.2 Una relacibn borrosa R en V es debilmente
reflexiva si para todo u,v € V

>
ug(u.u) ug(u,V) .

Proposicibén III.1 Sea R una relacién borrosa de V a W , en-

tonces RoeR’™ es debilmente reflexiva y si

métrica.

Demostracién. Por definicifén de relacién reciproca (II.8)

i) MEB,' (ulv) = w\e/w[ #E(ulw)A “&7 (W’V)]

N

\V Leg (a,w)]
wEW =~

= W\E/W[“R(U'W)/\ ﬂBv (wyu)l

“B,&' (u,u)

RR° es debilmente reflexiva,

1i)

. {u,v)

“RrR

Jé;[”g(u'W)/\ pR'(w'V?]f "

)]

w\E/w[ HR (VW N\ Bpe (w,0)] G
uEE.(v,u}

R’ -es simétrica,

Definiﬁi§n5;1 sDadafﬁna relacién bqrxosa@gféhﬂvy‘un subcon-

junto ordinario K CV e a-completo con

ffespecto a R sipa

(w,v) >a .

Hr

Definicién IIT.4 Un subconjunto ordinario K C V es maximal
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a-completo con respecto a R si no existe

ningdn subconjunto ordinario a-completo con

respecto a R que lo contenga propiamente.

En lo sucesivo se llamard a estos subconjuntos de V por a-
completos o maximales a-completos, salvo cuando haya que pre-
cisar V o R. La falta del signo ~ basta para indicar que se

trata de subconjuntos ordinarios.

Definicién III,5 Dada una relacién borrosa R en V, debilmen-

te reflexiva y simétrica, se denotar& con

R
F% ala familia de subconjuntos de V que

son maximales a-completos,

Definicién III.6 Dada una relaci6n borrosa R en V, debilmen-
te reflexiva y simétrica, se define

R
PR= UFY,
(44

C. Observe la cqnexidn”en#ﬁém}é;?émi;§érdé subcchjuntosFRa y
lé relacién ofdinarié”de;ﬁiQei d’KR&f.rLos elémentos de la
primera son los vértices de las subgr&ficas maximales com-
pletas de la gr&afica asociada a Ra , es decir, los maxima-

les a~completos son los vértices de tales subgrificas., Es-

R

to permite pensar en“F»‘VOm‘ lq~fémilia_de subgrdficas ma-
ximales completas dé 1a“sucesi6n”de giéficas asociadas a

la sucesidén de relaciones ordinarias (Ra} , « €[0,1 1.
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Note que al pedir que R sea debilmente reflexiva y simétri
ca todas las gr&ficas estin bien definidas como tales, sin
embargo, por no pedir reflexividad, es posible que para al
gunos valores de a , la gr&fica asociada a Ra no tenga co-
mo vértices a todos los elementos de V.

El siguiente resultado es consecuencia de la proposicién II.9

R
y de la construcci6én de la familia F «,

Proposici6én III.2 Sea R una relacién borrosa debilmente re-

flexiva y simétrica en V, entonces

R
@ €@ = dado K, €F %2 existe
Ry
€ } C .
K1 F tal que K2 Ki

C. Lo que ocurre, al pensar en grédficas, es que la gridfica a-
sociada a Ro‘2 es una subgrédfica de la gr&fica asociada a
R&14, es decir, a medida que los valores de a descienden
desde o, hasta a, se van anadiendo aristas (y quiz8 vérti-
ces) a las gré&ficas correspondientes.

Observe también que se comienza a manejar un modelo pareci
do a los del capfitulo I, en donde se trabajan sucesiones
de grificas que van completdndose hasta formar la grdfica
completa (todos los puntos unidos entre sf). La diferencia
principal con aquellos modelos es que el valor que aqui de

crece (a) alld era creciente (h) puesto que se hablaba de

disimilaridades y no de similaridades, como es el caso de

las relaciones borrosas,
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Proposicién III.3 Sea R una relacidén borrosa debilmente re-~

flexiva y simétrica en V, entonces

R
uE(u,v) >a = existe KEF * tal que

u,v € K .

Demostracién. Sea ug}u,v) 2 o entonces

u&(v,u) (u,v) » @

_p&
= {u,v} es «a-completo

R
= existe un maximal «a-completo K € F «

tal que u,v € K

Definicidn’liI.? Dada una relacién borrosa R debilmente re-

flexiva y simétrica en V, ® es una rela-

cibén ordinaria de V a FR caracterizada por

R
1 s8i vE€EK y KEF «

¥ (v,k) =
ﬂa ¢ de otra manera

‘Definicién III.8 Dada una relacibén borrosa R debilmente re-

flexiva y simétrica en V, la relacién borro

sa § de V a FR estd caracterizada por

#ﬁ(le) =\a/ a'“aa (v,K) .

C. Observe que ﬁﬂ es 1a relacién ordinaria que asocia cada e-
lemento v de V con aquellas subgrd&ficas maximales comple-

tas de la gré&fica inducida por Ra de las cuales v es un
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vértice., También las ﬁa resultan ser las relaciones ordina
rias de nivel « (definicidén II.7) de la relacién borrosa &,
debido a la definicién de é&sta (ltima.
Por otro lado, dado K € PR es posible asociarle dos va-
lores de « .
R R

a, (K) = max {af] K € F Sl y @3 (K) = min {a¢f K€ F oy,
Note que al variar « desde 1 hasta 0, la subgrédfica maxi-
mal completa, K, "se forma" en la grédfica asociada a la re

laci®dn ordinaria Ra1(K) . BEn la gr&fica asociada a R

a; (K)

la subgré&fica completa K deja de ser maximal, para gquedar
contenida en otra subdr&fica maximal completa K' , salvo
cuando K es la gréfica completa (todos los puntos unidos
entre s{), en cuyo caso «a; (K) = 0.

Lo anterior permite ver a la relacidén borrosa # , como la
que asocia a cada elemento v de V con las subgrdficas maxi
males completas a las cuales pertenece, con un valor igual
al de la « en la cual éstas se forman, es decir, si Vv € K
MR(V,K) = o, (K).

Proposiciéh;lirlﬁ Dada una relac16n borrosa R en V, debilmen

A~

’te re‘lex1va y 51métrica, existen un con-

una relac16n borrosa § de V'a W

Demostracién. “entonceS~

frelacxdnfborrosa en V'y para todo  h

‘tiene que
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= N o luy,K)/N sor (R, V)]
oxer® TRTTOTTE

= g, K) N polv,K)]
'K¥FR f g

\lfseéf ﬁE(u,v) = f , Por la proposicibn III.3 ,

Rg

. existe JEF tal que u,v € J

= Hg, (wr0) = kg (v,3) = 1

= Pﬁ(u'J) = \/a'“ﬁ (qu)>
a R

anilogamente uﬁ(v;J)ﬁ
“Qﬁ’(u'v) = ﬂR(u.V) = f
Ahora bien, suponga que paﬂ.(u,V) =8>8
Y sea 2¢ = 6-3 , entonces existe K € FR
tal que f+e < [ﬂa(urx)/\ ﬂa(VrK)] <6

) R
K € Uy F
a=f +¢

24

ﬁexigfen un conjunto
W y una relaci6én borrosa § de V a W, tales que

R =88 .
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C. Observe que los resultados anteriores son,‘de hecho, una
variaciéndel teorema de descomposicidn (II.l), en el cual
se muestra que toda relacién borrosa se puede expresar en
términos de sus relaciones ordinarias de nivel «,

Este dltimo teorema ademds de presentar una caracteriza-
cibn de las relaciones borrosas debilmente reflexivas y si
métricas, lleva implicita, de alguna manera, la construc-
cidén de § , es decir, la idea de sustituir las R, por las
relaciones, también ordinarias, ﬁa . Lo anterior significa
expresar las primeras en funcién de las subgrdficas maxima
les completas de sus grd&ficas asociadas.

La relacién entre el teorema anterior y el teorema II.,l1 se

verd con mis detalle en la seccién 3, pues resulta intere-

sante para evaluar el trabajo de Yeh y Bang.

Definicién III.9 Una relacién borrosa R de V a W es «a-deter
minada , si dado v € V existe a lo m&s un
wE€W tal que #E(v,w) 2o,
Definicién,III.lo Una relacién borrosa R de V'a W es @-pro-
i ductiva , si dado v;éfVﬂTéXiste wEW

tal que #R(v,w) >,

Definibiéhfiil;ll Una relacién borrosa R de V.arw~¢57 défun-
| cién , si es a-determinada y a-productiva.

.81 a=1 s6lo se dird determinada, productiva, etc.
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Proposicifn III.5 Si R es una relacién borrosa debilmente re
flexiva, simétrica y a-reflexiva en V, en-

tonces para toda € < a , & es e-producti-

R
vayF ¢ es una cubierta de V.

Demostracién. Sea 0 < ¢ < a , entonces pR(v,v) Za =€

R

= existe K€ F ¢ tal que Vv € K y como

R
eso ocurre para todo vev, F € es una

cubierta de V.
También, por definicién de Re se tiene que

ke (v,K) =1 y por tanto pa(V,K) 2 €
e P~

= & es e-productiva.

Corolario III.l1 Sea R unavrelécidn borrosa reflexiva y simé&-

trica en V, entonces & es productiva y para

: R
toda « € [0,1] F % es una cubierta de V.

Proposicifn III.6r'Una relacibén borrosa R en V es reflexiva y
. -simétrica g existen un conjunto W y u-
na relacién borrosa productiva §, de V a W,
tales que R = SS7.
Demostfaéiéﬁlf =) Es consecuencia de la p;gpp§;¢i§n”111;4{y =
| | del corolario ante:iQr,ikgi ‘U*. | |
=) Por la proposicidﬁfiif?i? 3iés'debilmente

reflexiva y simétrica. Ahora bien, sea §
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productiva y v € V , entonces

existe w € W tal que MQ(V'W) = 1
= 1= "ﬁ(v,’w) N Hg- (w,v)

< pgi,(v,v) <1

= uE(V.V) =1

Proposicién III.7 Sea R una relacibén borrosa debilmente re-
flexiva, simétrica y transitiva en V, en-
tonces dado « € {0,1] , ﬁa es determinada

R
Y los elementos de F « son ajenos dos a

dos.

R
Demostracién. Sean K,K' € F « y supéngase K N K' # ¢

Sea v €V tal que v € K N K' , entonces pa-
ra toda w € K y para toda w' € K'

“R(V'W) 2a y u, (v,w') > «

R
= uR(w,w') » a (debido a que R es simétri-

ca y transitiva)
N K N K' es a-completo, pero como ambos
28 son maximales, se concluye que K = K' , es de

S R
~ .cir, los elementos de F * gon ajenos entre st.

i

;[?dr lo anterior, si [P (v,K) 1 , entonces
A : (44

Ry

‘t%para,toda K'eF tal que K # K' , se tie-

ne pg (v,K') =0, 1i.e., ﬁa es determinada,
o
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C. Al pensar en grdficas, los resultados anteriores se pueden
interpretar asi:

1., Ssi R es debilmente reflexiva, simétrica y o-reflexiva,
entonces las grédficas asociadas a Re , cone S a, tie-
nen como conjunto de vértices a todo V.

2, Si R es simétrica y transitiva' entonces, en las gr§fi-
cas asociadas a Ra , las sﬁbgraficas maximales comple-
tas son equivalentes a una particién de un subconjunto
(no necesariamente propio) de V, a saber, el subconjun-
to formado por aquellos elementos v € V para los que

pR(v,v) >a .,

Corolario III.2 Sea R una relacibn borrosa de equivalencia

R
en V, entonces F % es una particién de V pa-

ra todo o« € [0,1] .

2.2 Relaciones borrosas reflexivas y finitas

Yeh y Bang presentan el siguilente material pensando en té&rmi-
nos de grdficas, en la forma expuesta después de la defini-
cién II.2 . Al no trabajar la simetrfa, se manejardn, de he-

cho, digr4ficas borrosas.

Definicién III.12 Sea R una relacién borrosa reflexiva'y_fi%i

' En la seccibén 3 se verid que no es necesario pedir que R

sea debilmente reflexiva.
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nita en V. Un elemento v de V es «a-alcan-
zable desde otro elemento u de V, para
a € (0,11 , si existe k € N tal que

u _(u,v) 2a .
Rk

o~

Dada una relacién borrosa R en V, reflexi-

va y finita, la matriz de alcanzabilidad

de R, denotada por A , es la matriz aso-

ciada a BF , donde k es el menor entero

tal que BF = RK+l .

T~

C. El teorema I1.10 garantiza la existencia de dicha k.

Definicién III.14

Dada una relacifén borrosa R en V, reflexi-

va vy finita, la matriz de a-alcanzabilidad

de R, denotada por Au » s la relacién or

dinaria de nivel « de A .

C. Observe la relacién entre los conceptos anteriores y las i

deas sobre caminos de u a v presentadas por Kaufmann. En

realidad, en vista del corolario II.2 , A = ﬁ , €S dedit,'

A es la cerradura transitiva de R.

No se incluy6 esta idea en las definiciones'porrféépétér:*

la exposicién de Yeh y Bang, sin embardgo, cgnviéné‘unifi—

car la notacién de este trabajo por lo quegsé sustituirdn

Apor Ry Aa por ﬁa . Tambié&n es claro que v es a-alcanza-



68

ble desde u si pﬁ(u,v) Z o y esta ldea es la que se usa-
r& en lo sucesivot

Por tratarse aquf de una evaluacién del trabajo de Yeh y
Bang, conviene aclarar que ellos no manejan el concepéo de
relaciones ordinarias de nivel « , sin embargo por las mis
mas razones de uniformidad, siempre que coincida con las

intenciones de Yeh y Bang serd usado.

Algoritmo IITI.1 Determinacién de la entrada (i,j) de la ma-
triz de alcanzabilidad g, de una relacibn bo
rrosa reflexiva y finita en V.

1. Sean R(i) el i-&simo renglén de Ry x=1.

2., Calcule B¥+1(i) , el i-ésimo rengldén de

B§+l , con la f&rmula
qu+1(i.j) = qu (1,3)
=\‘{ [qu(i.V)/\ ﬂg(v..j)] |

3,81 R¥(1) = R¥"1(1) entonces

R = R*(1) . En caso contrario incremen

“te la x en uno y regrese al punto 2.

C. Observe que el algoritmo calcula en realidad todo el ren-
glén 1 de E. Por otro lado, es posible que dicho renglén

deje de variar en potencias de R menores a la potencia pa-

ra la cual gk = gk+l , lo que puede ahorrar muchos c&lcu-
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los innecesarios.

Definicién III.15

Definici&n III.16

Definici®n III.17

C. Observe que C(u,v)

Sea R una relacién borrosa reflexiva y fi-
nita en V. La conexidad entre dos elemen-

tos uy v de V, denotada por C(u,v), es el
minimo de las alcanzabilidades entre u y v,

es decir, C(u,v) = “ﬁ A ﬁ.(u,v)

Sea R una relacién borrosa reflexiva y fi-

nita en V. La matriz de conexidad de R es

c=RNR" .

Sea'E una relacién borrosa reflexiva y fi-

nita en V. La matriz de a-conexidad de R

denotada por Ca . €s la relacibn ordina-

ria de nivel a de (C.

= pg(u,v) es un tipo de simetrizacién

de ﬁ Yy que es f&cil, a partir de é&sta, calcular C vy Cy

cosa gue se requiere para asociar a R una relacién borrosa

de equivalencia lo cual, como se verd mis adelante, es com

parable con los modelos de taxonomfa numérica.

Definic16n~iII;18

O

A R

Sea R una relacién (gr&fica) borroSéfréfig
xiva y finita en V. Una subgrifica K de gT.

es fuertemente a-conexa si para todo

u,v € K se tiene que (u,v) =2 a .

el
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C. En este punto se estd abusando de la notacién, pero se es-
pera que no cause confusién el hecho de hablar de R como
gr&fica y como relacifn indistintamente. Asimismo, vale la
pena aclarar gue por una subgr&fica se esti entendiendo,
fundamentalmente, el conjunto de elementos de V que son
vértices de la subgrdfica, es decir, en la definicién ante
rior K es un subconjunto de V. Estrictamente, se deberian
precisar mis estos conceptos pero eso harfa més pesada la

exposicién y no se ganarfa gran cosa.

Definici6n III.19 Sea R una relacibn borrosa reflexiva y fi-

nita en V. Una subgré&fica maximal fuerte-

mente a-conexa de R es una subgrd&fica fuer

temente a-conexa que no estéd contenida pro

piamente en ninguna otra,

Teorema III.2 Sea R una relacidn borrosa reflexiva y finita.
Una subgré&fica K de R es fuertemente a-conexa
 existe u € K tal que para todo v € K

(u,v) 2 a .

‘e

Demostracidn;jV?TQESfihmEdiéﬁyﬁy

~ para todo

= pg(u,v) > a,; ug(v,u) >a 'y
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A >
u&(u,w) a , uﬁ(w,u) >9t7

como R es transitiva (teorema II.5)

~ wglv,w) 2oy pgwv) 3o

K es fuertemente a-conexa.

Algoritmo III.2 Determinacién de las subgréficas maximales
- fuertemente a~conexas de una relacién borro-
sa R en V, reflexiva y finita.
1. Construya ¢ =R nR".

2. Construya la relacién ordinaria Ca .

3. El1 nfimero de renglones distintos en Ca es
el nGmero de subgr&ficas maximales fuerte
mente a-conexas y para cada uno de estos
renglones, la subgr&fica maximal corres-
pondiente est& dada por los elementos de

V cuya entrada es 1.

C. El ﬁltlmo punto del algoritmo puede resultar confuso. LQ
que ocurre es que al simetrizar R, en el momento de calcu—

‘lar ¢, se obtiene una relacié6n borrosa de equivalencia ya

que tanto R como R son reflexxvas y transitlvas;

equivalenc1a v, para cada" '
fuertemente o- conexas :édn os elementos detla par ic

inducida por C&




72

2.3 Relaciones borrosas y taxonomfa numérica

C. El material correspondiente a esta seccifn, a pesar de*#?tv
muy breve, permite hacer numerosas observaciones, la§ éﬁ;;
les se pospondrén a la siguiente seccién para ser inteéfé4
das a los comentarios generales sobre el articulo qUe-se '
estd analizando. | |
Lo gue a continuacién se presenta, incluyendo las_ébSéfygé
ciones, se ha tomado con apego a dicho artIculb;:ly

Sea V el conjunto de objetos a clasificar y la feléciéﬂfbsffg'

sa R una medida de la similaridad entre cada pareja de‘elemeg

tos de V.

Definicién III.20 Un a-cluster es un subconjunto maximal W
de V, tal que cada pareja de elementos de

W es mutuamente a-alcanzable.

Algoritmo‘Iii{3 fDeterminaci6n de los a-clusters.

ote que §

valencia)

Los a-clusters son iguales a los grupos obtenidos por el méto
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do de conexi6n simple. La diferencia entre ambos métodos radi
ca en que los a-clusters se pueden obtener directamente de §,
después de a lo mds | V| -1 multiplicaiones de matrices (en el

sentido de conjuntos borrosos), mientras que el método de co-]
nexién simple requiere producir tantas gr&ficas como entradas

distintas tenga la relacién original R.

3. - Comentarios generales ...

Antes de hacer lasmdbéjk' ones globales sobre el artfculo,

se hablari con ciefﬁdidetallefde lo presentado en la seccifn
La seccifn 2;i §}§7“ n'tdfﬁb’a la idea de que es posible ex-
presar, o reCupéfér;'Una relaci®6n borrosa R por medio de FR '
es decir, grgenerary puede ser generada por una serie de sub-
conjuntos de V que satisfacen ciertas propiedades.

A lo largo de la seccidén se exhiben algunas de estas propieda

des, se establecen relaciones entre los elementos de V y esos

subconjuntos, se presentan algunas caracterizaciones y se jue

ga, principglmenﬁé don los%concgpﬁds?de a'rgflexividad y

transitividad
subconjﬁnto
La dlferen il'entre*este?materlal y el que presenta

Kaufmann conSLSte en”no trabajar dlrectamente con las rela—7

c1ones,ord1nar1as de nlvelya»s;no con . las subgréflcas max1ma—

les completas de las gr&ficas asociadas a &stas.
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Esta variacifén, aunque permite caracterizar a las relaciones
borrosas debilmente reflexivas y simétricas, introduce elemen-
tos que dificultan el manejo de R y que en realidad, como se
verd m&s adelante, no aportan un avance en lo que a taxonomia
numérica se refiere.

Conectando las relaciones ﬁa propuestas por Yeh y Bang con
las relaciones ordinarias de nivel « (Ra)' es'pdsible demos-

trar las siguientes igualdades:

kglav) = Vg (uv) = Vaug g (a0, V) ’ (wv)
a e o oo R

Lo anterior sigﬁifiéa que R, = Raﬂa*') dénaé a pesar de tra-
tarse de relaciones ordinarias la composicién es en el senti-
do de conjuntos borrosos; dicho de otra manera, se estd des-
componiendo Ra por medio de sus cliques.

Observe que es mids sencillo trabajar directamente con Ra pafa
llegar a los resultados de Yeh y Bang. Por ejemplo, si R es

de equivalencia, por el teorema 1I.2 las Ra también lo son vy,

R
como se comentd en su oportunidad, los elementos de F ¢ son

las clases de~egui#aiéncia—de'la particibn induciaék

plfcito, parecen intentar combinarlo con el concepto de refle
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xividad debil para obtener un sustituto de la reflexividad.
Presentan una definicién de relaciones borrosas de a-equiva-
lencia, que resulta ambigua al no aclarar nada sobre la refle
xividad debil, como relaciones a-reflexivas, simétricas y
transitivas, después de la cual proponen como inmediato un

teorema que es falso:

Teorema (2). Una ;eleeié b'i#'seig,es de a-equiv:

(0 Sa<  existen W y una o-funcién E de

V a W tales que R = FE’.

La falsedad se debe a que F no es a-funcién. Lo que ocurre es
que para cada € <o R, = ﬁeﬁe’ , donde ﬂe es funcién en

los términos que ellos lo definen, es decir, ﬁe es determina-
da y productiva. Sin embargo, E que es igual a la relacién bo
rrosa generada por las ﬁa , i.e., E = R es a-productiva pero
no «-determinada. Lo anterior con base en las demostraciones

hechas por Yeh y Bang, pues aunque el resultado es mds gene-

ral, en el sentido de que no se habla de §, en las demostra-

ciones se utilizé precisamente &, como la relacién de V a W

lex1vas y,¢
Kaufmann atrlbuye a las prlmeras se pueden extender a‘las se-

gundas. En este caso se encuentran la“ prop051c16n II 17 y sus
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conseCuentes o derivados: teoremas II.4 , II,7a:y II.iOf;&asi
como los corolarios II.1 Yy II.2 .

La proposlc16n II.17 se puede replantear asilVfgu

Proposicién II.l7‘aﬁS§g}R;una relacién borrosa en V debilmenF

te reflexiva, entonces para toda kN

se tiene R C gﬁ C Ek+1

- La dembstracidﬁ es exactamente igual a la de'la proposicién
I1.17 , de manera que es posible replantear los teoremas y co
rolarios mencionados en forma andloga.

Otro resultado interesante, al que ya se hiz6 alusién, y que
seguramente Yeh y Bang no advirtieron (ver el enunciado de 1la
proposicién III.7) o al menos nunca lo aclararon, haciendo im
precisa la definicién de relaciones de a -equivalencia, es el

siguiente::.

PrbpdSiéié Sea R una relac;én borrosa en V simétrica y

'es R es debllmente reflexiva.

. j?y

blar por las de sxmetria Y trans1t1v1dad obten1édose~los mls'

mos resultados, los cuales aparentemente dependian en gran me
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dida de la hip6tesis de reflexividad,'siendO‘en realidad 1la
reflexividad debil la cdndicién requerida.

Con respecto,é la‘SecciGn 2.2 , donde se manejan relaciones
reflexivas y’finitas, se puede decir que la idea central es
lo que Kaufmahn llama caminos mds fuertes entre dos puntos.
Lafidéa dé‘déaléanzabilidad, como se menciond anteriormente,
es tan solo otra forma de pensar en la cerradura transitiva y ;'

no se puede considerar una aportacibn.

Por otro lado, en lo que a taxonomfia numérica se refiere, se ' — -

introduce la posibilidad de partir de una relacibn no simétri
ca, proponiéndose a cambio una simetrizqqién de ﬁ en el momen
to de construir la matriz de conexidad.‘%“

Los problemas que se presentan para acepﬁa: 1o'que proponen
Yeh y Bang son varios. En primér lugirjthjés{ﬁsual'que se
presenten problemas que donde no se cohsidere'o se solicite
la simetrfa, pero en caso de que esto ocurrafhay‘éue discutir
el procedimiento a seguir més ampliameﬁte}écosa que‘Yéhfyifﬂ

Bang no hacen. Por ejemplo, es casi inmediato proponer tres

tipos de solucidp:VSimQtrizar';afrgl ¢i6

y deépué5~éb;icér5

no sime-

simétrico y pro-

Sea V = {a,b,c,d} vy 'Rria'rélaciéhwfeflexiVa cuya matriz es
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a;;ﬁp‘ c  da Simétrizar R en un principio
;a  1  ;l‘ .5 .1 eéuivale a calcular una rela-
‘b5 ;1 1 ].1 0.2 cién borrosa § =R NR" vy
c |.1 |.3 11.1 después calcular la cerradura
d|.6 |.1].1]1 transitiva de §, i.e., § .

Haciendo las operaciones correspondientes se ve que

B8 N ﬁ,(a,b) = uc(a,b) = .2 , mientras que trabajando con
'gk'se,l}ega a Apé(a,b)~%,;i,ifféép;{lo'éﬁél indica que es ne-
céSafioréﬁalizar con m&s deteﬁimiéﬁfa‘él caso no simétrico.
Los comentarios sobre la seccién 2.3 se dejaron pendientes,
en parte, porque Yeh y Bang no precisan las caracteristicas
de la relacién R. En las primeras secciones jugaron con los
conceptos de reflexividad y simetria y en ambos casos tu?ie—
ron tropiezos, el de la simetrfa se acaba de comentar y el de
la reflexividad es patente al analizar su intento de caracte-
rizar las relaciones de wa-equivalencia.
En este caso los problemas vuelven a surgi;~po;‘1a,impr§§i+a

sién mencionada:

De acuerdo a la definicién II??ZO
grdficas maximales fuertemente*d—conexas
den calcular con el algorltmo III 2 31n

un nuevo algorltmo para calcular los a-cluste

tratara de conceptos dlstlntos. Ademés, 1a defln i6n parece?7

1mp11car que R no ‘necesita ser 51métrlca y como no se p,ec1sa

esta situacién el algoritmo aparece un tanto confuso. En él
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se relacionan los a-clusters con los elementos de la familia

S ,
F ¢ pero no se d& ninglGn algoritmo para calcular dichos ele-

mentos, ni se menciona la equivalencia con el algoritmo I11.2.
Por otro lado, el punto 1 sugiere que R es reflexiva y finita,
el punto 2 sugiere la simetria (por el comentario de que § es
de equivalencia), sin embargo no es necesario el punto 2 pues
por reflexividad se tiene que la k del punto uno es la poten-
cia de R igual a la cerradura transitiva, es decir, no éé ﬁé?

cesario calcular la unién de las potencias de R sino que bas-

ta considerar § = gk =

P

En otro orden de ideas, la afirmacién de que es mis sencillo

calcular los a-clusters que los grupos producidos por el métg
do de conexibn simple es falsa, ya que los algoritmos usuales
para calcular dicho mé&todo requieren también de a lo md4s n-1
pasos (donde n = |V| ) y no de tantos pasos como valores dis-

tintos tenga R.

Los comentarios que se pueden hacer sobre el trabajo de Yeh Yy

Bang, en general, no son halagadores. El articulo:eété salpl—

cado de errores, lmprEClSlOneS y falta de coherenc1a‘entre un

materlal y otro.

Ejemplos,de‘io prlmero son el teorema(2) comentarlos sobre

utlllzar conjuntos borrosos y una varlada colec

pitulosr(o lelSlones del articulo) h t -om’smén o el cam

bio de simbolos en def1n1c1ones y demostra01ones.

S R PN O A T e T SRR B A YN AT oy
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Ejemplo de imprecisién;Y»felpéﬁdeahiiaCiéh;aneherehciarlade—

a definicién (n

mis de los ya comentados ﬁfésentada en

en lugar de descomponerla en las gr&fi-
cas de cada nlvei; lograndose asi un tratamiento m&s "justo"
para los pesos de las aristas. Es evidente, sin embargo, que
la « que continuamente se utiliza no es otra cosa que un "cor
te" en la relacibén, para estudiar su comportamiento en ese ni

vel, por”IOfcual el tratamiento a las aristas es equivalente,

smtuacxdn que_comprueba el hecho de que los a- clusters y los

grupos;prod ldos'por el método*de conex16n 51mple sor

‘cada método) y las demostrac1ones,de cada teorema con51sten

en presentar un ejemplo donde se calculan los clusters produ—

cidos por el método gue proponen y los producidos por su co-

Ry A NI e O Tl S I e B S S TR (1 DRSO U A g e i SRSV Lo 20 s U it Bt (R UE T8 el
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rrespondiente mé&todo tradicional o usual. Lo mds "poderoso"
consiste en que su método produce clusters que no produce el
método usual (?). Lo interesante del caso es que en sus mis-
mos ejemplos los métodos usuales TAMBIEN producen clusters
que no producen los métodos que ellos proponen(ii).

En resumen, el articulo de Yeh y Bang deja la impresi®n de
ser un trabajo hecho con mucha premura, poca meditacién y
gran descuido, donde se trata de justificar (injustificadamen
te) el uso de relaciones borrosas en taxonomia numérica.

Cabe aguf la pregunta que se hace Guillermo Espinosa: ¢Conjun
tos borrosos sirve como herramienta para trabajar con elemen-
tos de taxonomfa numérica, o afin estamos en una etapa en la
que ésta Gltima sirve como modelo para pensar en conjuntos bo

rrosos?
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CAPITULO IV. METODOS BK Y RELACIONES BORROSAS

1. Introduccién

En el capftulo I se explicaron los métodos B, Y se vi6 c6mo
resultan una generalizacifn del método de conexibn simple; &s
te dltimo se expresd en términos de relaciones borrosas en el
capftulo anterior y ahora se construir8, en la secci6n 3, la
expresién correspondiente para los métodos By

En vista de que la exposici6n del capftulo anterior no fué
muy explfcita con respecto al método de conexibén simple, en
la seccién 2 se presenta un andlisis mds detallado de su rela
cién con conjuntos borrosos, tomando como base el artfculo de
Lépez y Espinosa [4].

Por dltimo, se consideré importante incluir una cuarta sec-
cibn a este capftulo para comentar algunas caracteristicas de

la expresién obtenida para los Bk .

2. Método de conexifn simple y relaciones borrosas

Lépez y Espinosa muestran que el método de conexién simple, a
plicado a un coeficiente de disimilaridad, es equivalente a
la funcién que asocia a una relacién borrosa reflexiva, simé-
trica y finita con su cerradura transitiva.

Para llegar a ese resultado conviene hacer antes varias obser
vaciones aplicables a los métodos jer&rquicos en general.

Sea V el conjunto finito de puntos a clasificar y n = |V|
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Debido a la naturaleza de los métodos de clasificacién, resul
ta equivalente aplicarlos a un coeficiente de disimilaridad 4
que a un mdltiplo 4' de d, es decir, si x > 0 , entonces el
coeficiente definido por d'(u,v) = x.d(u,v) para todo

u,v € V, produce un dendrograma semejante al producido por 4
al aplicar a ambos un método de clasificaci6bn. La finica dife-
rencia es la "escala" ya que los grupos asociados a d en un
nivel h se obtienen con 4' al nivel x.h , por lo cual las
proporciones que interesan se mantienen.

Por lo anterior, para clasificar los objetos de V basta consi
derar los coeficientes de disimilaridad normalizados en V,
gque son aquellos que toman sus valores entre 0 y 1. Por su-
puesto la situacién es an&loga para los coeficientes de simi-
laridad.

Ahora bien, ya que dado un coeficiente de similaridad s en V
se le puede asociar un y s6lo un coeficiente de disimilari-

dad dS en V mediante 1la férmula ds(u,v) =1« s((u,v) ,

si se denota con CDN(V) y CSN(V) al conjunto de coefi-
cientes de disimilaridad normalizados en V y al de coeficien-
tes de similaridad normalizados en V respectivamente, &stos
resultan equivalentes desde el punto de vista de taxonomia nu
mérica, ya que por lo comentado en MJ7 (p.7) s Yy dS producen
los mismos fesultados, dependiendo de que se decida trabajar
con similaridades o con disimilaridades.

Por otro lado, observando las definiciones correspondientes,

_es claro que los coeficientes de similaridad normalizados en

A AR R S DAY
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-V son precisamente las relaciones borrosas reflexivas y simé-

tricas en V.
Tomando en cuenta las observaciones anteriores, el punto MJ7
del resumen de los mé&todos jeratquicos y el resumen del méto-

do de conexién simple (p.ll) se relacionard éste Gltimo con

la teorfa de conjuntos borrosos.

Sea 4 € CD(V) , d, € CDU(V) 1la tabla obtenida al aplicar
a d el método de conexién simple y § la relacién borrosa re-

flexiva y simétrica en V definida por us(u,v) =1 ~d(u,v).

Manejando § conforme a la opcién 2 de MJ7 se verd que

p§(u,v) =1 - d; (u,v) , o sea, que el coeficiente de simila
ridad correspondiente a d; es justamente la cerradura transi-
tiva de §.
Observe que dado « € [0,1] se tiene

d(u,v) <a © ps(u,v) 21 - a , por lo tanto compa-
rando la relacién Rd (p.2) con la relacibén ordinaria de nivel

a de § se tiene que Rd(a) = S1-a .

Por CS4 y CS5 Rd‘(a) es la mfnima relacién transitiva (y de
equivalencia) que contiene a Rd(a) ya que su gré&fica se

construy6 agregando el mfnimo nimero de parejas a la de Rd(a),
para convertir en subgrdficas maximales completas a las compo
nentes conexas (CS1 a CS3).

En vista de que S es de hecho un coeficiente de similaridad,

hay que tener en cuenta que la "escala" esti invertida y para
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seguir el método congruentemente hay que asociar a S la

1«

mfnima relacién transitiva gque la contenga, la cual automdti-

camente resultard de equivalencia. Sea T1-a esa relacién,
entonces es claro que Ti—a = Rd (¢) y por la proposiciébn
1
I1.9 (p.33)
o oy = 5, Cs,

Al considerar la relacién borrosa T generada por las T, + ©

sea que pT(u,v) = \/¢1~uT (u,v) para todo u,v € V , é&sta
ol [44

resulta ser de equivalencia (en términos de conjuntos borro-
sos) debido al teorema II.2 (p.40).
Si se prueba que T = Q , se habrd demostrado que

Rd,(a) = §1-a , es decir, d;(u,v) =1 - ug(U:V) y por

lo tanto, queel método de conexién simple aplicado al coefi-
ciente de disimilaridad 4 es equivalente a encontrar la cerra
dura transitiva de la relacién borrosa S, donde d es normali-

zado v u. (u,v) =1 - d(u,v) .

2

Antes de probarlo, observe que la cerradura'trans;tiva.de S a

socia a cada par de vértices u y v de V el valor del qa@ino

mis fuerte que los une, es decir,'el”maYdr

Por otro lado, 51 S es el complemento de
y Rd se construye a la 1nversa que S
dad), el mayor valor arrlba menc1onad0mes=3ustamente 1 - af)

donde a es el menor valor en d tal que ex1ste un camino de u
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a v en la grifica de Rd(a) , es decir, la menor & tal qué u-y
v estdn en una componente conexa de la gréfica Rd(a); Observe

que estos valores son precisamente pg(u,v) Y d; {u,v).

Por la forma de construir Ta (de acuerdo al m&étodo de cone-

xi6n simple), demostrar que T = S equivale a demostrar el

siguiente resultado:

Proposicién IV.0 Sea § una relacién borrosa finita en V, en-
tonces §a es la mfnima relacibn transitiva

gue contiene a Sa , o € [10,1]

Demostracién. Se sigue de varios resultados del capitulo II:
1. § es transitiva.
2. R transitiva ¢ R, transitiva para toda a.
(Ver demostracibén del teorema II.,2)

3. $ C§ (por definicién de §).

4, SCT y T transitiva = §C¢T,
5. RCH = R, CH, para toda « € fo,1]

(No se ha demostrado pero es inmediato).

Ahora bien, por 3, 5y 2, dado « € [0,1]

| Falta ver que es la minima.

1 relacibn borrosa construida anterior-

e, entonces para toda «,

 se tiene que §CT.

" Por 2‘9'4 8cT y por s §& CfT& '*ééro éomd

las T, eran las minimas se concluye Q& =T,
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Por (ltimo, observe que asociar a 4 el mayor de los coeficieg
tes de disimilaridad ultramétricos menores o iguales que él,
que es el efecto de aplicarle el mé&todo de conexién simple,
es equivalente a encontrar el menor coeficiente de similari-
dad transitivo mayor o igual que el coeficiente de similari-
dad asociado a 4.

L6pez y Espinosa [4] muestran la equivalencia entre los coefi
cientes de disimilaridad ultramétricos y las relaciones borro
sas de equivalencia, apoyados en la idea anterior, misma que
se puede ver en forma directa del teorema II.3

3., Metodos Bk y relaciones borrosas

En la seccién 4 del capftulo I se vid que los métodos B, 'son
una generalizacién del método de conexién simple, los cuales
producen coeficientes de disimilaridad k-ultramétricos, es de
cir, coeficientes que satisfacen la desigualdad k-ultramétri-

ca: d(u,v) < \/ [d(u,d), d(v,J), a(J)1] , Para thO,, u,v GV

y JCV , donde |J|l = k.

d(J)=,V{d (w,w")| w,w' :

Se:QiSAQUe tales cdefi-

puntos.

Se establecié,;adéméé},qué asoc d ‘i—

nima relacién k-transitiva (en el sentido de la definicién I.

7) gue la contiene.
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Expresar el comportamiento anterior por medio de relaciones
borrosas parece equivalente, en vista de 1o ocurrido con el
método de conexifn simple, a definir una nueva composicién
que contemple la k-transitividad y encontrar la cerradura
transitiva en té&rminos de esa composicifn.

Como se ver& a continuacibén, el problema no result$§ tan inme-
diatec y no fué posible encontrar una composicifn que llenara
los requisitos (situacidén que se comenta con mé&s detalle en
la seccibn 4), sin embargo, se llegd a una expresién recursi-

va que acaso facilite la construccién de algoritmos para cal-

cular los m&todos Bk-.

Sea K= {JCv| k=1J1.

DefiniciéneIV,l;;Uha relacién borrosa R en un conjunto V es

es k-transitiva , con 1 <k < IVl', si

para todo u,v € V

> \ 1 (3]
Hp (0,V) J\éK[n&(u,J)/\ “E(J',v)/,\_ NB(J” :
donde

Coaglw,d) = A [uglum)l y S

Observe la corre3§5gd¢
k~ultramétrica, tdméhdb

do simetrfa y que se'manejan‘slm;larldades

Observe ademds que para Kk > vl no tiene sentido la defini-
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cién, o bien, podrfa decirse que la propiedad siempre se cum-

ple.

Definicién IV.2 Una relacién borrosa en V es de k-equivalen-

cia, con 1 <k <1}Vl , si es reflexiva, si-

métrica y k-transitiva.

Con base en el teorema II.2 Yy en la definici6n de relaciones
ordinarias k-transitivas (I.7), se puede enunciar el siguien-

te resultado.

Teorema IV.1 Una relacifn borrosa R en V # ¢ es de k-equiva

lencia, con 1 <k <1|V| , si y s8lo si

pR(u,v) = \/ atpp (u,v) donde las R, son
o a

relaciones ordinarias en V tales que:

1. R, es de k-equivalencia, o € [0,1] .

2. 0y 2ay = RaxAC Raz

Demostracién. En vista de la demostracién del teorema II.2

" 88lo falta checar la k-transitividad en ambos

sentidos.

Sean I = {1,2,..,k} vy u,v,wi € V , con i~€ I

uE(wi,wj)'> o« para todo i,j €1
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= u,Jd v,J J))] 2 «
J\é(["z‘ ' 3) N\ Hp (Vi) N\ pg (3)) (ya
que al menos para J = {wl,w2,ndwk} se
cumple y por simetria “B(V'J) = yE(J,V))
= yR(p,v) 2 a (por ser R k~transitiva)
= (u,v) € Ra

Ra es k-transitiva. | L]

9 Sea a= \V[pg(,d) A av,3) A ke (3)]  enton
R JEK = 2 2
 ¢és ‘dado 8 >0 , existe J € K tal que
(g, ) N\ pp (vi3) N\ #p ()] 2@ - 6 .
Ll‘SUponga que pp(u,v) = B <a vy sean

6 = (¢ = B) /2 y J é»{wi'w2'""wk}ue‘x ’
tales que para todo 1i,j € I ' S -

gl wy) > -8

El hecho de qnefsi,g,eswketransitiﬁa"entonces'las Ra también
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lo son, aunque en el sentido ordinario, permite comparar las
relaciones borrosas de k-equivalencia con los k-dendrogramas
normalizados, o lo que es andlogo, con los coeficientes de di
similaridad k-ultram&tricos normalizados. S6lo recuerde que R
mide similaridades y hay que hacer algunos ajustes de inter-
pretacifn, pero es claro que R admite una representacién en
forma semejante a la de un k-dendrograma.

La revisién de otras afirmaciones relativas a los métodos Bk

sugiere varilos resultados:

Proposicién IV.1l Si una relacifn borrosa en V es k-transiti-
va, 1 <k <|V| , entonces es (k+l)~-transi-
tiva.

Demostracién. Sea K; = {J CV | |J = k+1} , entonces dado

J, = {wl,w

2'."'wk'wk+1} € Kl .' EXiSte J E K ?

a saber J = {wl,w2,""wk} , tal que

pE(J) = uR(J,) y para todo u € V.
pR(u'J) = FR(qul ) .

Por lo tanto, si R es k-transitiva, entonces

) > il A g S A rg @1

g g (3:9) A\ g (3,9) A\ g (9]

S R es (k+1)-transitiva.

Corolario IV.1 Si una relacién borrosa en V es de k-equiva-

lencia, 1 < k < |Vl , entonces es de (k+1)~
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equivalencia.

El problema que se desea resolver es el de encontrar la mfni-
ma relaci6én borrosa k-transitiva gue contenga a una relacifn
borrosa dada, sin embargo y a pesar de gue algunos de los pré
ximos resultados se pueden generalizar mids, la exposicién se

'concretara al caso finito para agilizarla.

Definicién IV.3 Sea R una relacién borrosa en un conjunto V

finito y sea 1 <k <|V| . La k-potencian

de R, denotada por B£ , es la relacién bo-

rrosa en V definida por

poo@v) = (av)

RP R
~k ~k
J) / J; v , J
J\e/K[uRn_i(u, AN #Rn_i(,,’.VV)/\ Hopog )]
~k ~k ~k
donde u 1(w,w') = pR(w,w') y consecuente-
B,k ~ .
mente p 4 (u,J) = uR(u,J) = /\[MB}u,w)] ’

R L wed

W)y e @) =@

Esta es la definici6n recursiva que se mencion6 anteriormente
y las siguientes proposiciones aclararanféuﬂéigﬁificado.
Al evaluar la expresifn anterior para n=2 se obtiene

#Ei(u,v) = uR(u,v)\/ [J!K[ug(u,J)/\uR(J.V)/\MR(J)]']' ;
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esta f6rmula asocia a p 2(u,v) el mayor valor de « para el
Ry

cual, o bien la arista de u a v se encuentra en la digrdfica
de Ra , O bien, sin estar presente, en esa digr4fica existen
k puntos de V unidos todos entre sf (en ambos sentidos), con
aristas de u a todos ellos Yy con aristas de todos ellos a v.

Esto significa que dado « , es posible construir la relacién

ordinaria de nivel « de gi ;, denotada (Ri)a , anadiendo a-
ristas a la gré&fica de R, siempre que para dos vértices no u-

nidos existan esos k puntos. Observe ademls que calcular la

, 2 , .
relacién borrosa R, es equivalente a conocer sus relaciones

ordinarias de nivel a« para toda o« .

Cuando R es simétrica, la grdfica de (Ri)a se forma convir-
tiendo en subgrédfica maximal completa aquellas que en la gréa-
fica de Ra se intersectan en k o mis puntos, que es justamen-

te la idea de los métodos Bk (ver BKl p.20).

Proposicién IV.2 Sea R una relacidn borrosa finita en V y
1 <k < |V] , entonces

no_ n-1,2
R} = (RR )y -

Demostraci®n. - Basta sustituir la R de la expresién que se a-

caba de dar para Ei por (gﬁfl) .

Corolario IV.2 Sea R una relacién bo:rosa‘fini;afgﬁ‘V: y‘,

1 €k < |v| , entonces
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EE = (aas ( &'li')i ...)i (n-1 veces).

Estos resultados permiten darle un sentido a RZ en términos

de sus relaciones ordinarias de nivel « ya que, por lo apunta

do anteriormente, (Ri)a se construye a partir de Ra después

de n-1 pasos. En un primer paso se le anaden los elementos
de VxV , de acuerdo al criterio dado, y se obtiene (Ri)a ; a

esta (ltima se le aplica el mismo criteric y se obtiene ahora

(Ri)a v asi sucesivamente.

Proposici6n IV.3 Sea R una relacién borrosa en un conjunto V

finito y 1 <k < |V| , entonces para todo

n n+il
n €N Ry € Ry .
Demostracién., u n+1(u,v) = u n(u,v)\/
Ry Ry
Vie IHAN\Ae @Ik L (3]
JEK Ry Ry Ry

= u _(u,v)
Ry

ObsérVé §qe;lh_proposicidn anterior se cumple debido a la de-
'finiéi§h deQR£ , a diferencia de lo manejado anteriormente
donde la misma propiedad se cumplfia cuando R era debilemente

reflexiva (ver proposicién II.17' p.76). Esta situacién se

comentard con mds detalle en la seccién 4.
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- Proposicién IV.4 Sea R una relacién borrosa en un conjunto V
finito y sea 1 <k < |V| , entonces para

n

todo n EN Re+1

n

C R, .

Demostracién., Es semejante a la de la proposicién 1IV.l1 , pe-
ro ahora se procederd por induccién sobre n.

Para n=1 se cumple pues por definicibn de 32

se tiene Ri = &i+1 =R .
Si se prueba ahora que por cumplirse la propie
dad para n=1 entonces se cumple para n=2 ,
la demostracién habrd terminado puesto que, en
vista de la proposicién IV.2 , suponer que se
cumple para n=h Yy probarlo para n=h+l es e-
quivalente a lo hecho para n=1 vy 2.
Sea pues n=2 Yy sea

K, = {3 | 3Cv y |Jl =k+1} , entonces
dado J; € K; existe J € K tal que

uR(J) > pR(J,) y para todo u €V

Por &sto y porque

R+t | LRk
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[ Ve ;(uuDMAp (IOA 1 (3] ]
By N TN

= M (U'.,V)
Ry

En lo sucesivo, a demostraciones de este tipo en las que bas-

ta probar la propiedad para n=2 , se les incluird una peque

na aclaracién haciendo referencia a la proposicién IV.2 .,

Proposicién IV.5 Sea R una relacifn borrosa debilmente refle

xiva y finita enV y 1<k < |V|, enton-

ces para todo n € N 32 es debilmente re

flexiva.
Demostracién. Por la proposicién IV.2 basta para n=2

Sean u,veV y J€XK, entonces

"E(u'V) \V/ (ug(u.J)/\ HR (V) A u&(J)]
< ' < '
ug(u.v)\/ Mg (urd) ug (u u)

= u {u,v) S p_(u,u) < u _(u,u)
CR: R R

Los resultados anteriores permiten entrever que la l-potencia

n de R, 52 , no se comporta igual gque la poteﬁéia‘ﬁ'de R, 3“,
obtenida a través de la composicién de relaciones definida en

el capftulo II . Las préximas dos proposiciones establecen la

relacién entre una y otra.

Proposicién IV.6 Sea R una relacién borrosa debilmente refle

2

xiva y finita en V, entonces Ri = R
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Demostracién, Por ser R debilmente reflexiva se tiene que

R C:g2 Y que para todo u,v €V

uR(u,u) > uE(u,v) de ahi que:

u (u,v) = ¢ (ulv)\/ H (u,v)
B‘2 ‘ R 3,2

e LAV \/[uR(u w) A\ kg (wov)] ]
(u,v) V

#R

[ [ g (u,w) (w, V) (w,w)
wgluEuWAuRw /\uRWWI ]

B o (u,v)
R4

Advierta que fué necesario pedir la reflexividad debil.

Proposicién IV.7 Sea R una relacifn borrosa debilmente refle

n-1
xiva y finita en V, entonces g? = Rz

Demostracién. Por la proposicién IV.5 g? es debilmente re-

flexiva, entonces aplicando la proposicién an-

terior se tiene que (Eg)f = (32)2

&2 = (v (g)i*figyg)il.(n-l~veqe§yf; 

Segfin estos resultadbs,rpara relaciones reflexivas y finitas,
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que son las que normalmente interesan en taxonomfa numérica,

las l-potencias de R se pueden calcular por medio de la compo
glcifén de relaciones definida en el capitulo II. Calcule 32 ,

que coincide con gi y después, en lugar de componer RQ con R,

se compone 32 consigo misma obteniéndose g: = g“ . Al repetir

esta idea se obtienen E? = 58 ' gi 516

, etcétera.

Observe que el procedimiento apunta a una forma abreviada de
llegar a R y que, en té&rminos de algoritmos, evita el conser-

var una matriz, Ademds, tampoco se requieren mis cllculos en-
tre un paso y otro pues RP°R requiere los mismos que R"oR".

Una vez establecida la relacién del caso k=1 con el trata-

miento de capftulos anteriores se volver& al caso general.

Proposicifn IV.8 Sea R una relacifn borrosa simétrica y fini

en Vy 1<k<|V| , entonces 3; es simé-
trica para todo n € N .
Demostracién. Por la proposicién IV.,2 basta para n=2 ,

gi = R por definicién de k-potencia, entonces

para todo J € K
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Proposicién IV.9 Sean R y § relaciones borrosas en un conjun

to V finito y 1 <‘k,<~|vl ’ entonces‘f[[

"7RﬁﬂJ':h

para todo n €N .

2.

Demostracidngii:ti .2 basta para n

~entonces. . -

Retomando el concepto de thransitividad se tiene:

Proposicién IV.10 Sea R una relacién borrosa en un conjunto

-V finitoy 1 <k < |v| , entonces
R es k-transitiva < R

Demostracidn;f~g’és:kétransitiva

_(uJQ)‘> [p'(ufj'”'

- _ : m'=‘ m+l m_ _ pm+n
do "m,n€ N R, R, = R, R, .
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Demostracién. Sea m € N , entonces por la proposicién IV.2
basta para n=2,

m m+1

Sea R, = R, » entonces aplicando la proposi

cid6n IV.9 se tiene
_ _ m 2 _ m+l, 2 _ _m+2
R = Ry = By = By )y = By

El siguiente resultado es consecuencia de los dos anteriores.

Corolario IV.3 Sea R una relacién borrosa finita en V.

~

1 <k <|V|, entonces R es k-transitiva

para todo n €N . R =R

Proposicién IV.12 Sea R una relacién borrosa en un conjunto

V finito y 1 <k < |V| , entonces la suce

sién de k-potencias de R , {gi} con i1 € N,
es eventualmente peribdica y su perfodo es
1,
Demq;t;é¢i§n;> La periodicidad se prueba en forma andloga a
o 7 la demostraci6n del teorema II.9 (p.47) y que

el perfodo sea 1 es consecuencia de la proposi

cién IV.3 .

Los resultado ¥ ahore e 4 a situacién pa-
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Definicién IV.4 Sea R una relacifn borrosa en un conjunto V

finitoy 1 <k < |V|] . La cerradura k-tran-

sitiva de R, denotada Ek , es la relacién

borrosa R, = &E , donde n es el menor en

tero tal que RE = 32+1 .

La proposicifén anterior garantiza la existencia de dicha n vy
los pr6ximos dos resultados le dan significado a la defini-

cién.

Proposicién IV.13 Sea R una relacién borrosa en un conjunto
V finitoy 1 <k s IVf , entonces ﬁk es

k-transitiva,

A

Demostracifn. Sea Ry = Rﬁ , entonces

A 1 :
Ry = ®D =Ry = Rp = &,

'~ Sean R y § relaciones borrosas en un con-

junto V finitoy 1 <k S|Vl

Con estos resultados es posible identificar el método Bk de

clasificacién con la funcién que asocia a una relacién borro-
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sa reflexiva y simétrica con su cerradura k-transitiva.

Sea [L: CD(V) » Cs(V) tal que [L(d) = s , definido por
s(u,v) = 1 - d(u,v) . Se dijo anteriormente que L es biyecti-
va, siendo su inversa L7 '(s) =d con d(u,v) =1 - s(u,v) .
También ocurre que L restringida a CDN(V) es biyectiva y su i
m&gen es CSN (V).

Por otro lado se comenté que, para efectos de taxonomfa numé-
rica, es suficiente aplicar los métodos de clasificacién a
los coeficientes de similaridad (o disimilaridad) normaliza-
dos, los cuales son relaciones borrosas reflexivas y simétri-
cas.,

En la seccién anterior se vié que si d; es el resultado de
aplicar el método de conexifén simple al coeficiente normaliza
do d ECDN(V) y £(d) =R, entonces £(d;) = R .

Ahora se probard que si d € CDN(V) , £(d) =R y By (d) =d

entonces £(dk) = gk .

El procedimiento es andlogo al de la seccién anterior:

k

Se sabe que dk € Uk(V) Yy que para toda « € [0,1] , Rq (o)
k

es la mfinima relacién ordinaria k-transitiva que contiene a

Sea [(d) = § , es decir, #S(u,v) = 1 f d(u,v) ; entonces

Ry(1-a) = S

Si se prueba que 1a relaéi6h ‘

#E(U,V) = \Veu, (u,v) , es igual a 'Se habr4 demostra-
o o -

"~

"do que [L(d,) =g,
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Probar lo anterior equivale a probar lo siguiente:

Proposicifn IV.15 Sea § una relacién borrosa finita en V vy
1 €<k <1Vl , entonces (ék)a es la mini
ma relacidn ordinaria k-transitiva que con

tiena a Sd .

Demost;aéiéh; Por la proposicién 1IV.3 s C ék , entonces

(u,v) € Sa = pi(u,v) 2 «
pe uﬁk(u'v)> @

= (u,v) € (§)),

© Sy c (Sk)a

Adémés, por la demostracién del teorema 1IV.1,

. (8,), es k-transitiva.

Ahora bien, dado « € [0,1] sea Ta la mini-

ma relacién k-transitiva gue contiene a S ¥

sea T 1la relacibn borrosa generada por las

',Ta , entonces se tiene

8, CT, C(8), ¥ Tesk-transitiva

'y por tanto L la mf

8

nima relacién k-transitiva que contiene a S¢ *
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Este resultado identifica formalmente al mé&todo Bk con la fun
cién que asocia a una relaci6én borrosa reflexiva y simétrica
con su cerradura k-transitiva. Observe ademds la corresponden
cia entre la definicién formal del mé&todo Bk ({p.16) y la pro-
posicién IV.14, que de hecho establece que la relacibn ﬁ* es
la mfnima relacifn k-transitiva que contiene a R. Esta corres
pondencia indica que la k-ultrametrfa en coeficientes de disi
milaridad equivale a la k-transitividad en coeficientes de si
milaridad, lo cual resulta evidente si se comparan ambas defi
niciones (p.l16 y 88).

Ahora s6lo falta reinterpretar, y de paso demostrar, algunas
afirmaciones hechas en el capftulo I sobre el comportamiento
de los métodos By .

Desde el teorema IV.l1 se apunt§ la identificacién de las re-
laciones borrosas de k-equivalencia con los k-dendrogramas
normalizados o, lo que es andlogo, con los coeficieﬁtes de di
similaridad k-ultramétricos normalizados. E1l pr6ximo resulta-

do, en vista de tal identificacién, podrfa servir para defi-

nir el método Bk aplicado a un coeficiente de similaridad.

Teorema IV,2 Sea R una relacién borrosa reflexiva, simétrica
y finita en Vy 1<k < 1|Vl , entonces ék es
la minima relacién de equivalencia gque contiene
apR. |

Demostracién. Es consecuencia de las proposiciones’IV;S"}

V.8 y 1IV.14 ,
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Del corolario IV.3 se sigue el siguiente.

Corolario IV,4 Sea R una relacién borrosa en un conjunto V
finitoy 1 <k < |V| , entonces

R es k~-transitiva < R = ﬁk

Lo anterior equivale a decir que el método Bk no modifica a
los coeficientes de disimilaridad k-ultramétricos.

También se dijo que si |V|] = n entonces d = d

n-1 , es de-

cir, CD(V) = Un-1‘V) . El1 pr6ximo resultado comprende dicha

afirmacién.

Proposici6n IVQlG Sea R una relacién borrosa debilmente re-
| flexiva y finita en V, con |V| = n , en-
tonces para k = n, n-1 R es k~transiti-~
va.
Demostracién. Sea k = n-1 y sean u y v dos elementos de V
no necesariamente distintos. Dado J € K
1. 8i u € J entonces

R(u v) > po (J,v)

R

> [uR(u J)z/\v uR(J v) /\ “E(J”

= [#R(UIJ) /\ “R(J'V) /\ “R(J)]
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' b)'u = v = uR(u,U) > pR(u:J)

= ug(u.V) > [ug(u,J)/\ SAEALIAN u&(J)]

Dados u,v € V y J € K se tiene

pg}u,v) = ua}u,v)\/
[ug (@) A\ up (3,9v) A pg (3]
=> R = R]Q( = ﬁ 1

R es (n=-1)-transitiva y por la proposicién

IV.1 R es también n-transitiva.!

Observe que fué necesario pedir la reflexividad débil (en el
paso 2.b ). Esta situacibén se presentf anteriormente al com-
parar el caso k=1 con las potencias de R (obtenidas a par-
tir de la composicién definida en el capftulo I) y se comenta
r4 en la préxima seccibén. Con relacidén a este caso, se dijo
que el mé&todo B1 produce los mismos efectos que el método de

conexién simple, es decir:

Proposicién IV.17 Sea R una relacién borrosa debilmente re-

flexiva y finita en V, entonces R, = R .

Demostracién. Sea |V| = n . Por el corolario II.2 (p.54)

existe h <n tal que f =R" y por la refle

xividad débil se tiene Rh = R = R = .
Sea m el menor entero tal que 2m‘1,> hﬁ,,eg

! Se puede probar la n-transitividad sin pedir reflexividad

débil.
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tonces por la proposicién IV.,7

m Qm_i h A
Ri =R =R =R
= R"=p™' - R =18

.otra afirmacién del capftulo I es que al variar k , si

lv| =n se tiene d=d4 ,>d _,>...>d; . El resultado

equivalente con relaciones borrosas es el siguiente:

Proposicién IV.18 Sea R una relacién borrosa debilmente re-

flexiva y finita en V, con lvl = n ) en-
tonces B‘=R,n_1 C&n_zcaon CR,]_"‘R.

Demostracién. Por la proposicién IV.16 y el corolario IV.4

A

R = Rph.1 y por la proposicién anterior

ﬁi = ﬁ . Ahora bien, sea m lo suficientemen
te grande tal que, para 1 Sk €< n se cumpla
que B: = R, , entonces por la proposicién

IV.4 se tiene R _; CR

~n ~n_2 C . e c El

Este resultado permite ver que mientras mayor sea el valor de
k, menor es la deformacibén que sufre R.

Otra idea iﬁtimamente ligada con ésta es que, en algGn senti-
do, las deformaciones que se van haciendo a R al reducir k
tienen una misma direccién, es decir, en términos de disimila

. ridades Bk(dk+1) = By (d) .
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Proposicifn IV.19 Sea R una relacifn borrosa en un conjunto
V finitoy 1 <k < |Vl , entonces

R Rypr T R T Ry

Demostracién. i) § = ﬁk+1 = g5 C ﬁk

"

i) g=R,,, = RCS

Por iltimo se ver& una proposicién muy similar a la anterior
Yy que puede resultar Gtil en la construccibén de algoritmos pa

ra calcular la cerradura k-transitiva de una relacién borrosa.

Proposicib6n IV.20 Sea R una relacién borrosa en un conjunto

V finitoy 1 <k < |Vl , entonces para

todo henNn, g=R8 = § =§ .

Demostracién., Dado h € N , sea § = Rh y sea m tal que

ék = gﬁ » entonces
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4, Ultimos comentarios

En la seccién anterior se dejo bien asentada una forma de ex-
presar los métodos Bk por medio de relaciones borrosas, sin
embargo, vale la pena hacer algunas consideraciones adiciona-
les,

Un problema de orden préctico, que quedd sin resolver, es el
de encontrar una cota razonble para el nGmero de k~potencias

de R que se necesita calcular para obtener ék .

Los resultados obtenidos a este respecto sirven para relacio-
nes debilmente reflexivas, lo cual no es problema ya que en
taxonomfa numérica se trabaja con relaciones reflexivas y si-
métricas; dichos resultados son la proposicién IV.16 y la
proposicién IV.17 que cubren los casos extremos para valores
de k: lv|, vl -1 y 1,

El problema se presenta con los valores de k comprendidos en-
tre 2 y |V|—2 , para los cuales no fué posible dar una buena
cota ya que la proposicién IV.12 , que es la que garantiza
que basta calcular un nfimero finito de k-potencias para obte-

ner la cerradura k-transitiva, ofrece una cota (extrema) del

2 .
orden de (n )n , dode n = IVI . Obviamente. esa cota no es

prédctica pues al construir un algoritmo; arajcalcular &k se
espera dar un nGmero de pasos considerablemente menor.
La situacibn en realidad no es tan grave Yy es muy posible que

exista una cota del orden de ]V] - k , al menos para las re-

" laciones reflexivas y simétricas. Esta sensacién se basa en
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un razonamiento hecho por medio de grd&ficas y que se muestra
a continuacién para motivar, en el mejor de los casos, a al-
gGn lector para que encuentre una cota prdctica con su corres
pondiente demostracién.

El razonamiento es el siguiente:

Dada una relacién borrosa R reflexiva y simétrica en un con-
junto V finito, con n = |V]| y 1 <k<n, se tienen los
siguientes resultados:

1., bado « € [0,1] , (ﬁk)a es la mfnima relacién k-transiti-

va que contiene a Ra .

2. Como se vi6 en el capftulo I (no se demostrs), la grédfica
de (Ri)a se puede construir a partir de la de Ra agre-
gando aristas (parejas de VxV) para convertir en una sola
subgrdfica maximal completa (smc) aquellas smc's que ten-
gan k 6 mds vértices en comdn, y repitiendo este procedi-
miento cada vez que se haya anadido una arista, hasta que
ya no sea posible anadir mds aristas.

3. Al observar la expresién de Bi (p.92), es féacil percatar

se (y se puede demostrar) gque lo que se hace para cada «
es justamente convertir en smc agquellas smc's que tienen

al menos k vértices en comin.

3 Cgog e e SR
Calcular . R, = (R,), es repetir el procesqqconvlaggr&flca

resultante de cada nivel y asf sucesivamente con R, |

y el resto de las k-potencias de g;‘hastavéﬁéGSé:llega a

la cerradura k-transitiva.
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Ahora bien, dado un nivel ¢Cudntas veces se puede repetir
ese procedimiento hasta que ya no existan smc's con al menos
k vértices en comGn, si el total de puntos es n?

Observe que en cada paso (obtener la nueva k-potencia) la mo-
dificacién minima corresponde a aumentar s6lo una arista (en
caso de haber alguna modificacién), lo cual ocurre cuando se
tienen dos puntos u y v no unidos entre si, pero unidos ambos
a k o mds puntos que s{ estén unidos entre sfi. Si G es una

subgréfica de Ra que representa esa situacifén se podrfa ver

as!:

k o mé&s
puntos

En este caso se tendr& que 2(u,v) 2> a es decir, en la gré
By

fica de (Ri)a s{ debe aparecer la arista de u a v.

En general, suponiendo que es posible que siempre haya alg@in

cambio al calcular la nueva k-potencia Yy concentrando la aten

cién en un nivel a determinado, el primer paso implica que al
menos k+2 puntos formen una smc. En el caso minimo restarfan
n-k=-2 puntos para los cuales la situacién es la siguiente:

a) Si no se afnadieron aristas entre ellos al calcular la k-po
tencia 2, entonces tampoco se anadiré&n en el segundo paso,
aunque es posible que se agreguen aristas entre ellos y
los otros k+2 puntos.

b) Si en el primer paso se anadif entre ellos alguna arista
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entonces tambié&n se forma una smc con al menos k+2 puntos.

Observe que en el caso a) el mdximo ndmero de k-potencias dis
tintas es n-k, que serfa la situacifn extrema en la cual, en
la k-potencia 2, se form§ una smc con k+2 puntos y en cada k-
potencia sucesiva se va incorporando un nuevo vértice a esa
‘smc, hasta que se obtiene la gr&fica de VxV.

Por otro lado, en el caso b) el proceso debe terminar antes,
ya que los vértices se irfan uniendo a dos o més smc's y és-

tas a su vez entre si.

El razonamiento anterior no pretende ser una demostracién for
mal ya que habrfa que precisar varias situaciones; sin embar-
go, permite vislumbrar la existencia de una cota razonable.
Por otro lado, al intentar pruebas con manejo exclusivamente
algebraico se 1llegé con facilidad a expresiones muy extensas,
diffcilmente asimilables, gque reflejan lo complejo que pueden
resultar las relaciones entre n objetos.

Vale la pena mencionar uno de estos intentos:

La idea era probar que dado R, si k; < k; entonces le reque-

rfa calcular al menos tantas k,-potencias de R como k;-poten-

cias se necesitaran para obtener ka. Tal idea surgi6 de los

resultados qbtenidos para k = 1,n-1,n y de observar que

R C gkz c gki, es decir, gue mientras mayor sea el valor de k
menos modificaciones o deformaciones hay que hacer a R para
obtener su cerradura k-transitiva. Sin embargo, ni en forma

*directa, ni buscando contradicciones, se pudo demostrar el re
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sultado.

Lo interesante es que de no ser cierto dicho resultado, para
valores grandes de n (es suficiente n = 50), puede ser muy
costoso intentar calcular todas las k-potencias de R con la i
dea de que lo hecho para k=h sirve (o adelanta camino) para
"k = h-1, situacién que las proposiciones vistas en la seccién
anterior indican, pero que no guarda relacién con los pasos

necesarios para obtener R, & R, _,.

Lo anterior serefiere al nGmero de pasos necesarios para obte
A

ner Ry ; ahora, cambiando un poco de tema, se harédn ciertos

comentarios sobre la definicién de k-potencia con los cuales

concluye este trabajo.

Como se dijo al principio de este capitulo, no fué posible en
contrar una composicién de relaciones borrosas que contempla-
ra la k-transitividad, en forma contraria a lo que ocurre pa-
ra el método de conexién simple.

Resulta interesante hablar de esto por dos razones: primero,
porque Jardine y Sibson se han "quejado" de ciertos algorit-
mos que supuestamente calculan los mé&todos Bk Y que ellos di-
cen que calculan otra cosa, siendo muy posible que calculen u
na especie de cerradura k-transitiva basada en una composi-
cién; en segundo lugar, porque vale la pena ver cémo lo gque
en una teorfa se presenta como una extensifn muy natural, en
otra presenta muchas trabas.

Si se comparan, por un lado, las definiciones de ultrametrfa
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(p.5 , proposicién I.1) y de relacidn borrosa transitiva (p.
39) y, por el otro, las de k-ultrametria (p.26) y de relacifn
borrosa k-transitiva (p.88); parece un tanto artificial la de
finicibén de k-potencia (p.92) éor el hecho de incluir la ex-
presibén u

noq (Wv) .

B

En un principio se tratéd de llegar a Ek por medio de una de

finicién de k-composicifn, que era igual a la de k-potencia

salvo por el hecho de que se omitfa u __,(u,v) . Aparentemen
~k

te, esa definicibén es la forma de generalizar B1 a Bk ) pe
ro se presentaron problemas como el que tal composicién no es
asociativa, lo cual impide hablar de R compuesta n veces con-
sigo misma y requiere definir este concepto como compuesto
por la derecha o por la izquierda. Este descubrimiento sirvié
para precisar el comportamiento de los mé&todos Bk por niveles
y se vid que para llegar a una expresibn de Rk era necesa-
ria una férmula mucho muy complicada que inclufa composicio-
nes por la izquierda, por la derecha y mltiples combinacio-
nes de &stas. Adem&s, para valores de k mayores que 2, el he-
cho de R sea debilmente reflexiva no implica que las poten-
cias de R sean crecientes, cosa que se logr6 con la defini-

cibn de k-potencia al incluir u (u,v) que a la vez ade-

n-1

Ry

lanta pasos en el cdlculo de Rk
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APENDICE. PROPIEDADES DE MAXIMOS Y MINIMOS

A continuacidén se presentan varios resultados que tienen apli
cacién a lo largo de este trabajo. Los diez primeros se toma-
ron de la obra de Kaufmann y el resto son dgeneralizaciones de
las propiedades de asociatividad y distributividad.

Las demostraciones se encuentran al final de la lista de pro-
posiciones y s6lo abarcan la mitad de los resultados. La otra
mitad no es necesario probarla ya que para cada proposicibn e
xiste una "dual" obtenida al intercambiar \/ por A e inver

tir las desigualdades.

Sean Xx,Y,Z € R , entonces

Al xAy = yAx
conmutatividad
A2 x\/y = yY\Vx
A3 x A WwAz2 = AYVAz
asociatividad
A ox\/ (yV2) = xVnVz
A5 x A\ x = x
idempotencia
A6 x\/x = X%
A7 x A VY = x
absorcién
A8 x\/ (xA\y) = x
A9 x A (yvVz) = AV A2
. o distributividad
Al0 xV(yAz)==(xVy)A(M/ﬂ _

Sea V un conjunto cualquiera y sean A CV , x €V , y €R

'y f£,9 : V- R , entonces
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a3.1 A £f(x) IANEIATAN £(x))
XEV XEA XEV-A

Ad.1 \/ £(x)

[IVEXIVIYV £fx)]
XEA xeV -

XEV A
A%9.1 YyAIVEX] = VIvAEfX]
X X
A10.1 yN/IAfx)] = AlyyvVEx]
. r x .
A3.2 ATEIA gx)] = [ Afx)] [/\g (x)1
X ® X

a4.2 \/1£(0\ g(x)] [V EOIV IV 9]
X X X

A9.2 [VEXRIAIVIX] = VIE A gx)]
X X X

Aa10.2 [AEfXIVIAgx] < Alfx\V gx)]
X X X

Observe que en los dltimos dos resultados no se cumple la i~

gualdad, por lo cual la siguiente generalizacién hay que divi

rarla en dos grupos.

Sea I un conjunto de indices y sean 1 € I vy  fi t: I >R,

entonces

3.3 ALAE (0]

B3 \/ ‘[' V

b4 1

Ahora bien, suponga que algunas de las fi'son constantes, es
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decir, sea A C I tal que para todo i € A se tiene

fi(x) = c; para todo x € V , entonces

il

29.3 VIA£;(x)]
x i€l

[AGINTD VA £, ]
x iel-A

: i€A

[

a10.3 Al V£, (0]
x i€l : i€A

IV IVE ALY £001 ]
7‘ % iEI-A .

Las demostraciones se basaré&n en los sigquientes 5 enunciados.

Sean a,b,c,d € R, entonces

1. aAb<a Yy al\b <bp

2. aVVb=2a y aVb=2b

3. (a<b y a<ec) » a<bAec

bV c -

5. (a®b y c>d) = aAc>bAd y aVec>bVa

Vv

4, (a=20b y a=2c) ®© a

Demostracién de Al,

H xAY Sy v xAy<x

Demostracis

X f\f?)\rzjr>ﬁ(g/\‘y)/\ i
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ii) a) x/\(y/\z)<y/\z<z
b) (x<x y yAz<y)
= x ANlyAz) <xAvy

x ANYA2) < ADN 2

Demostracién de AS,
i) x=2x/AN\x
i) x<x = x<xAx

Demostracifn de A7.
i) x N (x Vy <x
i) (x=2x y x\/y 2 x)

= x N\ x\Vy > x

Demostracién de A9,
i) a) x=2xAy v x2x/Az)
= x> xAY)V xAz)

b) (yVz=y>xANy y
yVz=>z2>x/Nz) :
= yWVz> ANV xAz)

x Nly\y/2) 2 xAy)V (xA z)

ii) Ahora se procederd un poco distintq

a) si x >y\/z , entonces »




= xN(yVaz) = xAyV xA 2
b) 81 x <y\/z , entonces
X<y 6 X €2
= xAy=x 6 x/N\z=x
= x ANly\V a2

X

< AV xAN\2)
LxAlYVE) < AV (XA 2)

Observe que si A3.3 se cumple, entonces A3.,2, A3.1 vy A3
tambié&n se cumplen, siendo andlogo para el grupo de proposi-
ciones derivadas de A4. En forma similar, si A9.3 se cumple
entonces A9,1 y A9 también se cumplen y lo mismo ocurre con
las proposiciones Al0.3 , Al10.1 y Al0.

En vista de ello, para dejar asentadas todas las proposicio-
nes basta demostrar A3.3 y A9.3 . Con relacin a A9.,2 vy
Al10.2 , basta dar un ejemplo (para A9,3) donde se d& la desi-

gualdad estricta, ya que caso mayor o igual se prueba en la

demostracién de A9.3 .

Caso particular de A9.2 .,

Sea V = [9;1] C_R y considere las funciones

f,g9 :Evféﬁﬂﬁ[;definidas por

" 'fK§ = Y g(x) = 1l-x , entonces

Y S N X si x < 1/2
o ExINgx) = i
TR l1-x si 1/2sx <1

= \VIfx) A g(x)] 12 <1 A1

X

[}

119
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= [VEx)] [ Vax]
_ X X

Demostracién de A3.3

X1 : R
Y = A[ /\fi(x)]
i X

i) a) Dado x € V, se tiene que

« < /N\Nf,.(x) es decir, o es una co-
i

ta inferior de /\fi(x) para toda x
: i

= a <8

'b) AnAlogamente o < /\fi(x) para toda i
: . X

=2 a <y

ii) a) Suponga o < , entonces existen

i€I yv x €V tales que fi(X) <P
lo cual no es posible
a 2> f

~b). En forma andloga se tiene a >'y -

Demostracifn de A9.3 . T

Sean o
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i) DPado x €V se tiene que

NE, (x)</\f x) = Ncy =8 y

iel i€A

NE;x) € N\ £.(x)
i€ iceI-A

= a<f y a<yg

= a<f/N\7
Observe que lo anterior se cumple afin cuando
las f; con i € A no sean constantes, por
tanto la desigualdad de A9.2 gueda probada.
ii) Supéngase a« <8 /\ v , entonces se tiene

a <pB- vy a <y

= /\f (x) < /\c /\f (x) para todo

iel ieA i€A
x €V
VA fi(x) = N £, 3 (%) para todo
iel iel-A
x €V

= a« =% .lo cual no es posible

a =B/ N\vy
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