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PREFACIO 

La idea de este trabajo surgi6 de la posibilidad de desarrollar 

y formalizar los métodos de taxonomía num~rica, utilizando la 

teor!a de conjuntos borrosos. 

En un principio se pens6 trabajar sobre el articulo de Yeh y 

Bang [ 6 ] para desarrollar, a partir de ah!, lo que fuera pos! 

ble. Desafortunadamente este material no tuvo el contenido es­

perado, por lo que se decidi6 s6lo presentar las contribuciones 

de estos autores y partir de otro punto para cumplir con el ob 

jetivo inicial. 

Para hacer lo anterior se revisaron los trabajos de Jardine y 

Sibson [2], de Kaufmann [ 3] y de L6pez y Espinosa [4]. 

Con base en este ültimo se decidi6 que los métodos BK de clas! 

ficaci6n, propuestos por Jardine y Sibson, eran buenos candida 

tos para ser manejados por medio de conjuntos borrosos y ah! 

se centró la atenci6n. 

El trabajo de Kaufmann se escogi6 por ser de hecho una compil! 

ci6n de lo manejado sobre conjuntos borrosos hasta el momento 

de su publicaci6n, por lo que además resulta una buena gu!a P! 

ra evaluar el trabajo de Yeh y Bang en ese aspecto. 

El presente material consta de cuatro capítulos, divididos a 

su vez en varias secciones, y de un apéndice. 

El cap!tulo I está basado fundamentalmente en Jardine y Sibson 

y presenta los elementos necesarios para comprender los m~todos 

BK. 
El cap!tulo II se basa en material de Kaufmann y pretende intr~ 

ducir al lector con la teoria de conjuntos borrosos, de la cual 

se presentan aquellos elementos relacionados con la exposici6n 

de los capítulos siguientes. 

El articulo de Yeh y Bang se comenta en el capítulo III, pre­

sentándose solamente lo relacionado con los métodos expuestos 

en el capitulo I. Tarnbi~n se replantean algunos resultados de 

Kaufmann, aprovechando elementos introducidos por Yeh y Bang. 

ii 



En el capítulo IV se llega a una expresi6n, en términos de re 

laciones borrosas, que coincide con los métodos Bk y se mues­

tran varias propiedades de éstos. 

Para terminar, en el ap~ndice se presentan una serie de pro­

piedades concernientes a máximos y mínimos que permiten traba 

jar más fluidamente en los capítulos II,III y IV. 

Los elementos de teor!a de gráficas que se manejan a lo largo 

del trabajo pueden consultarse más ampliamente en Harary [ 1] • 

Quiero agradecer al doctor Jaime Litvak King, director del 

Instituto de Investigaciones Antropol6gicas de la UNAM, las 

facilidades que se me prestaron para la elaboraci6n de este 

trabajo; al actuario Manuel Román Enr!quez y a las matemáti­

cos Margarita Chávez Cano y Guadalupe Ibargüengoitia González 

por haberlo revisado; al actuario Arturo L6pez Pérez por su 

valiosa cooperaci6n en el desarrollo del mismo; y por último 

y de manera muy especial, al matemático Guillermo Espinosa V~ 

lasco, director de esta tesis, por el inter~s, la paciencia y 

la valiosa ayuda que en todo momento me prest6. 

Agradezco también a mis amigos y a todas aquellas personas 

que de un modo u otro me impulsaron a terminar esta obra, muy 

particularmente quiero referirme a mis padres y a mi esposa, 

a quienes la dedico con cariño. 
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CAPITULO I. METODOS Bk 

1. Introducci6n 

La idea de este capítulo es presentar de manera breve, y un 

tanto informal, los m~todos de clasificaci6n llamados Bk pro­

.puestos por Jardine y Sibson. 1 

Se pretende dar al lector una visi6n rápida de los pormenores 

de tales métodos para facilitar as! la lectura del capítulo 

IV, en el cual se tratarán los mismos desde el punto ·de vista 

1 

de la teor!a de conjuntos borrosos y se demostrarán los resul-

tados que aqu! se enuncian. 

En la secci6n 2 se presentan·los llamados "m~todos jerárquicos" 

entre los que se encuentran el "conexi6n simple" o •sinqle-li~ 

kage' , el "conexi6n completa" o 'complete-linkage' y otros de 

nbminados "de promedios". Estos ~ltimos pueden ser de varios 

tipos y su comportamiento es ligeramente distinto a lo que se 

expone en este capítulo, aunque la idea general no var!a. 

El objeto de presentar los métodos jerárquicos es que el cone­

xi6n simple, que se detalla en la secci6n 3, sirvi6 de base a 

Jardine y Sibson para definir los metodos Bk como una general~ 

zaci6n de ~l. 

La secci6n 4 muestra los métodos Bk , los cuales incluyen al 

de conexi6n simple y no son en general m~todos jerárquicos. 

Las secciones 2,3 y 4 cuentan con un resumen acompañado de un 

1 Para un desarrollo más completo y formal de tales métodos 
consulte Jardine y Sibson [ 2 ] y Martínez [ 5 ] . 



diagrama y se pretende que junto con la secci6n 5, donde apar~ 

cen las principales definiciones y convenciones de notación, 

sean una gu1a clara y concisa del material expuesto en este ca 

p!tulo. 

2. Métodos jerárquicos 

Los métodos jerárquicos consisten en producir un árbol o den­

drograma a partir de una tabla o matriz llamada coeficiente de 

disimilaridad. 

2 

Esta tabla mide la disimilaridad entre cada pareja de los obj~ 

tos que se desean clasificar y formalmente se define as1: 

Definici6n I.1 Un coeficiente de disimilaridad d, en el con­

junto P = {a1 ,a 2 , ••• ,an}, es una función 

d: PxP ~ R tal que, para toda a,b E P 

l. d(a,a) = O 

2. d(a,b) ~O 

3. d(a,b) = d(b,a). 

Se denotará con CD(P) al conjunto de tales coeficientes. 

En un primer paso, los métodos descomponen la tabla dato d 

por niveles, que son los distintos valores que aparecen en d, 

asociando a cada nivel h E [o,~ ) la relaci6n 

Rd(h) = {(a,b)I d(a,b) ~ hl. 

Al pensar en esta relaci6n como una gráfica, los v~rtices son 

los elementos de P, es decir los objetos a clasificar, y las 



aristas unen aquellos vértices para los cuales la disimilari­

dad d no excede el valor h. 

Como segundo paso, de la gráfica asociada a un nivel h se for­

man los grupos o 'clusters' para ese nivel. Los diferentes cri 

terios para formar estos grupos son los que originan los dis­

tintos métodos jerárquicos. 

En general el mecanismo no es tan sencillo como se presenta y 

algunos de estos métodos no se pueden visualizar f acilmente 

por medio de gráficas o por medio de Rd , sin embargo, para 

la finalidad del presente trabajo conviene mostrarlo asi. 

3 

El utilizar gráficas ofrece dos ventajas: permite dar una idea 

general de los métodos bastante clara y ~encilla, en especial 

para los que tratan con éstos por primera vez, y proporciona 

una introducci6n natural al método de conexi6n simple, que es 

el único que se verá con detalle. 

Considere pues las relaciones Rd(h), asociadas a cada nivel h 

de la tabla dato d, y sus respectivas gráficas. Los métodos j~ 

rárquicos sel::asan en un criterio de conexidad, aplicado a cada 

gráfica, para determinar si en el nivel correspondiente dos e­

lementos de P pertenecen a un mismo grupo o cluster. 

Tales criterios deben formar en cada nivel grupos ajenos dos a 

dos, es decir, par lciones de P. A medida que h crece los gru­

pos se van uniendo entre s!, formando grupos mayores, hasta 

llegar a un nivel en que todos los puntos forman un solo grupo. 

Lo anterior se debe a la construcci6n de Rd , ya que conforme 

h aumenta se van añadiendo parejas a la relaci6n, es decir, a-



~istas a la gráfica correspondiente, lo cual ocasiona que los 

puntos se presenten más ligados unos con otros. 

El nivel en el que todos los puntos de F forman un solo grupo 

depende de cada método pero en todos los casos resulta menor o 

igual a la mayor de las entradas de la tabla dato d. 

Como se dijo en un principio, el resultado de aplicar un m~to-

do jerárquico a un coeficiente de disimilaridad es un dendro-

4 

grama el cual resulta, entonces, una forma gráfica de represe~ 

tar esa evoluci6n o anidamiento sucesivo de los grupos a medi-

da que la h crece. 

Sea E(P) el conjunto de relaciones de equivalencia en P. 

Def inici6n I.2 Un dendrograma e, en P, es una función 

c: [ o' 00 ) -+ E(P) tal que 

l. o ~ h ~ h' ~ c (h) e e (h') 

2 • Existe h < 00 tal que e (h) = PxP 

3 • Dado h, existe 6 > o tal . que 

c(h+6) = e (h) • 

Observe que la definici6n corresponde a la situación descrita 

en relación al anidamiento de los grupos. Es posible además re 

presentar cualquier dendrograma en forma de árbol y de ah1 su 

nombre. 

~hora bien, dado un dendrograma e, es posible construir a par-

tir de él la matriz T c definida por 

T (a,b) = inf {h 1 (a,b) E b'(h)h E)ara' fód.a <~,b E P. c 

Se puede demostrar que T c es un coeficiente de disimilaridad 
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en P que satisface la desigualdad ultramétrica. 

Sea D(P) el conjunto de dendrogramas definidos en E(P). 

Proposici6n I.1 Sea c E D(P) , entonces 

Te E CD(P) y para toda a,b,x E P 

T (a , b) ~ max [ T (a , x ) , T ( b , x) ] • e e e 

Esta última es la desigualdad ultramétrica y a los coeficien-

tes de disimilaridad que la cumplen se les llama coeficientes 

de disimilaridad·ultram~tricos. En lo sucesivo se denotará 

con CDU(P) al conjunto de tales coeficientes. 

Hasta ahora se ha dicho que los m~todos jerárquicos producen 

un dendrograma a partir de un coeficiente de disimilaridad y 

que ese dendrograma, a su vez, da lugar a un coeficiente de di 

similaridad ultramétrico. En realidad es posible identificar 

los conjuntos D(P) y CDU(P). 

Proposici6n I.2 La funci6n T: D(P) ~ CDU(P) , donde 

T(c} = Te , es biyectiva y su 

inversa es 

Este resultado permite replantear los m~todos jerárquicos de 

clasificaci6n, de tal forma que, cada m~todo asocia a un coefi 

ciente de disimilaridad d un coeficiente de disimilaridad ul-

tramétrico d', ésto es, los métodos jerárquicos modifican la 

tabla dato para convertirla en ultramétrica y pode= obtener 

as!, una representaci6n gráfica sencilla que facilite el análi 

sis de las relaciones entre los objetos a clasificar. 



Es claro que la idea implica deformar la disimilaridad origi­

nal entre los objetos. Los distintos m~todos producen distin­

tas deformaciones y cada uno resalta diferentes estructuras in 

mersas en la informaci6n original. 

Pedir que la tabla resultante sea ultram~trica equivale a modi 

ficar las disimilaridades originales de modo que, pensándolas 

corno distancias, resulte posible representar los elementos de 

P como puntos de Rn ... 1 
, donde n = 1 PI . 1 

6 

Tal representaci6n cumple que cualquier terna de puntos siem­

pre forma, en el hiperplano que los une, un triángulo equilát~ 

ro o uno is6sceles con el lado desigual menor que los otros, 

es decir, la desigualdad ultramétrica implica que entre cada 

tres puntos la mayor de las distancias no debe ser anica. 

Al pensar en la restricci6n anterior y considerar que dado el 

coeficiente de disimilaridad original no es posible, en gene­

ral, representar los elementos de P corno puntos de Ri , obte­

ner una tabla ultram~trica puede ser una deforrnaci6n grande de 

la tabla dato; sin embargo, el hecho de poder representar el 

resultado en forma de dendrograrna y el contar con varios rn~to­

dos, resulta de gran utilidad en taxonorn!a num~rica. 

Resumen de los m~todos jerárquicos: 

MJl. Dado d E CD(P) , Rd(h) es reflexiva y sim~trica para 

toda h. 

• 
1 Ver López y Espinosa [ 4 ] . 



MJ2. Dado d E CDU(P) , Rd(h) es de equivalencia para toda h. 

MJ3. Dado d E CD(P) , entonces 

l. h < h' => 

2. Rd(h) = PxP para alguna h <~ 

3. Dado h existe o > O tal que 

Rd(h) = Rd(h+o). 

7 

Observe que las condiciones 1,2 y 3 se desprenden de la 

definición de coeficiente de disimilaridad y de la cons­

trucción de la relación Rd . Tales condiciones son equ~ 

valentesa las pedidas en la definición de dendrograma, 

salvo por el hecho de que en ésta, las Rd(h) no son de 

equivalencia y en los dendrogramas c(h) si lo es. 

MJ4. Los métodos jerárquicos transforman Rd(h) en Rd' (h) 

la cual es de equivalencia para toda h y satisface los 

puntos 1,2 y 3 de MJ3. Expresado de otro modo: 

MJS. Los métodos jerárquicos producen un coeficiente de disi­

milaridad ultramétrico a partir de un coeficientP. de di­

similaridad cualquiera, es decir 

MJ6. El resultado de aplicar un método jerárquico a un coefi­

ciente de disimilaridad es un dendrograma. 

MJ7. Observe por ültimo que lo expuesto para coeficientes~de 

disimilaridad es fácil de reinterpretar cuando la infor­

mación original es un coeficiente de similaridad o pare­

cido entre los objetos de P. 

Los coeficientes de similaridad deben cumplir con: 
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Definici6n I.3 Un coeficiente de similaridad en P, es 

una funci6n s: PxP ~ R tal que para to 

da a,b E P se cumple 

l. s(a,a) = h 5 >O 

2. O~ s(a,b) ~ h
5 

3. s (a, b) = s (b, a) • 

Ahora bien, dado un coeficiente de similaridad existen 

dos caminos para aplicar un m~todo jerárquico de clasif i 

caci6n, y ambos son equivalentes: 

l. Transformar s en un coeficiente de disimilaridad d s 

mediante la funci6n ds(a,b) = h 5 - s(a,b) , donde h 5 es 

la máxima similaridad entre los objetos de P. El resto 

es aplicar el rn~todo deseado a ds . 

2. El segundo camino no es usual ya que los algoritmos 

no lo contemplan, pero es perfectamente válido y corno 

se verá en los siguientes capítulos, tiene una relaci6n 

directa con la aplicaci6n de conjuntos borrosos en este 

campo. 

La idea consiste en replantear varios conceptos: 

La relaci6n Rd(h) se debe sustituir por la relaci6n 

Rs (h) = { (a,b) 1 s (a,b) :> h} . 

A continuaci6n se obtienen las gráficas asociadas a R
9 

y 

se les aplica el criterio de conexidad del método selec­

cionado, lo cual produce un árbol que no es exactamente 

un dendrograrna. La diferencia consiste en que los grupos 

se van uniendo entre s! al disminuir el valor de h, es 
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decir, habr!a que modificar el punto 1 de la definici6n 

de dendrograma de la siguiente forma 

1' • O ~ h ~ h' ~ c (h') e c (h) • 

Cambios análogos habr!a que hacer a la funci6n T y rein-

terpretar el concepto de ultrametr!a. 

Desde luego, las dos formas de proceder son equivalentes 

y lo ünico importante es saber distinguirlas. 

Diagrama de los métodos jerárquicos: 

Sean hd =mayor entrada (o nivel) de la tabla dato d y 

SR(P) = conjunto de las relaciones reflexivas y sim~tricas en P 

d 
E 

CD(P) 

R __ g.,.. 
Rd(h) 

-------------+ 

criterio 

de ----+ 
conexidad 

-------------+ 

c E D(P) 

Rd 1 (h) --R 

Donde para toda h, Ra (h) E SR(P) y Rd' (h) E E{P). 

d' 
E 

CDU(P) 

Observe que T se pudo haber aplicado a las Rd(h) recuperando d, 
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3. El método de conexi6n simple 

El método de conexi6n simple es un método jerárquico y se pre­

senta aquí detalladamente porque los métodos Bk , de mayor in­

terés para este trabajo, resultan una extensi6n natural de él. 

Como se dijo en la secci6n anterior, los métodos jerárquicos 

se basan en la aplicaci6n de un criterio de conexidad para for 

mar los grupos a un nivel h. 1 

Tales criterios se aplican a la gráfica determinada por Ra(h) 

de manera que los grupos sean los elementos de una partici6n 

de P. Por lo tanto, los dendrogramas asocian a cada nivel h 

una relaci6n de equivalencia. 

El criterio dado por el método de conexi6n simple (de ahí su 

nombre) para que dos elementos de P sean de un mismo grupo al 

nivel h es que ambos pertenezcan a una misma componente conexa 

de la gráfica determinada por Ra(h) . 2 

Al analizar dicho criterio se puede decir lo siguiente: 

Sea d E CD(P) y sea d 1 E CDU(P) la tabla asociada a d por 

el método de conexi6n simple. 

Considere la gráfica determinada por Ra(h) para algún nivel h. • 

El asociar a h una partici6n de P donde los grupos, o elemen-

tos de la partici6n, son los vértices de las componentes cone-

xas de la gráfica correspondiente, es equivalente a construir 

una relaci6n Rd (h) en la cual se aumentaron el mínimo número 
1 

1 Recuerde que no todos se pueden visualizar así facilmente. 
2 Los conceptos de teoría de gráficas aparecen en Harary [ 1 1, 
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3. El ·método de conexión simple 

El método de conexión simple es un método jerárquico y se pre-

senta aquí detalladamente porque los métodos Bk , de mayor in­

terés para este trabajo, resultan una extensi6n natural de él. 

Como se dijo en la sección anterior, los métodos jerárquicos 

se basan en la aplicaci6n de un criterio de conexidad para for 

mar los grupos a un nivel h. 1 

Tales criterios se aplican a la gráfica determinada por Ra(h) 

de manera que los grupos sean los elementos de una partición 

de P. Por lo tanto, los dendrogramas asocian a cada nivel h 

una relaci6n de equivalencia. 

El criterio dado por el método de conexi6n simple (de ah! su 

nombre) para que dos elementos de P sean de un mismo grupo al 

nivel h es que ambos pertenezcan a una misma componente conexa 

de la gráfica determinada por Rd(h) . 2 

Al analizar dicho criterio se puede decir lo siguiente: 

Sea d E CD(P) y sea d
1 

E CDU(P) la tabla asociada ad por 

el método de conexi6n simple. 

Considere la gráfica determinada por Rd(h) para algún nivel h. · 

El asociar a h una partición de P donde los grupos, o elemen-

tos de la partición, son los vértices de las componentes cone-

xas de la gráfica correspondiente, es equivalente a construir 

una relaci6n Rd (h) en la cual se aumentaron el mínimo n11mero 

1 Recue~de que no todos se pueden visualizar así facilmente. 
2 Los conceptos de teoría de gráficas aparecen en Harary [ 1 ] . 



de parejas (a,b) de PxP necesarias para convertir Rd(h) 

en una relaci6n transitiva. La gráfica asociada a Rd (h) es 
1 

11 

aquella donde se convirtieron en subgráf icas maximales comple-

tas las componentes conexas de la gráfica original. 

Ya que la idea es bastante sencilla se precisará con más deta-

lle en el siguiente resumen. 

Resumen del método de conexi6n simple: 

CSl. Los grupos en un nivel h son los vértices de las campo-

nentes conexas de la gráfica asociada a Rd(h). 

CS2. Lo anterior equivale a construir una nueva gráfica, aña-

diendo el mínimo nümero de aristas para convertir en su~ 

gráficas maximales completas las componentes conexas. 

CS3. Al pensar en Rd(h) , se están agregando elementos de 

PxP para producir una relación transitiva Rd (h) cuya 
1 

gráfica asociada es la producida segün CS2. Por construc 

ci6n, se tiene que 

CS4. Proposici6n I.3 Rd (h) es la mínima relaci6n transiti-
1 

va que contiene a Rd(h). 

Debido a las definiciones de coeficiente de disimilari-

dad y de Rd(h) ésta resulta reflexiva ysim~trica para 

toda h, por lo que se tiene: 

css. Proposici6n I.4 Rd (h) es la m!ni~a relaci6n de equiv! 
1 

lencia que contiene a Rd(h). 
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Por lo que 

CS6. Proposici6n I.5 Sea d
1 

el resultado de aplicar el mé­

todo de conexi6n simple a la tabla d. 

d E CDU(P) 

Note que d
1 

es generado por el conjunto de relaciones 

Rd (h) , las cuales constituyen, de hecho, un dendrogra-
1 

ma. Este último resultado indica que el m~todo de cone-

xi6n simple no modifica las tabla que ya son ultramétri-

cas, es decir, las que se pueden representar como árbol. 

CS7. Dado que Rd(h) e Ra (h) para toda h debido a que las~ 
1 

gunda se form6 añadiendo elementos de PxP a la primera, 

se sigue que: 

Proposici6n I.6 d 1 (a,b) ~ d(a,b) para toda a,b E P. 

Lo anterior se denota por d 1 < d y se lee "d1 está do-

minado por d" o "d domina a d
1
". 

esa. El coeficiente de disimilaridad d
1 

es ultram~trico, es 

decir, para toda a,b,c E P 

d 
1 

(a , b ) < max { d 1 (a , c ) , d 1 ( b , c) } . 

CS9. Lo anterior equivale a decir que la máxima de las disimi 

laridades d
1 

entre cualesquiera tres puntos de P no es 

única. 

Las consideraciones hechas hasta ahora permiten definir 

el m~todo de conexi6n simple tal como lo hicieron Jardi-
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ne y Sibson: 

CSlO. Definici6n I.4 El m~todo de conexi6n simple es una fun-

ci6n F: CD(P) ~ CDU(P) 

definido por 

con F (d) 5 d 
1 

d 1 (a,b) = sup {d' E CDU(P)I d' ~ d}(a,b) 

donde dado Y C CDU(P} , se define 

sup Y (a,b) = sup {d (a,b) 1 d E Y}. 

Se puede probar que esta def inici6n produce el efecto 

esperado del m~todo de conexi6n simple y de hecho se pu~ 

de entrever de los puntos CS4 y CS7. 

En realidad se requieren ciertas condiciones para que la 

definici6n sea válida y se comentarán en la siguiente 

secci6n, pues de ellas surge una familia de m~todos lla­

mados subdominantes, propuestos por Jardine y Sibson, en 

tre los cuales se encuentran los m~todos Bk. 



Diagrama del método de conexi6n simple: 

d 

E 

CD(P) 

sup {d' E CDU(P)I d' ~ d} 

---------~ Rd (O) 
1 

--- ~ ---~ Rd (h) 
1 

---------~ 

--R 

Donde para toda h Ra(h) E SR(P) y Rd (h) E E(P). 
1 

14 

ª1 
E 

CDU(P) 

* El criterio de conexidad implica añadir el mínimo número de 

aristas a la gráfica asociada a Rd(h) , de tal forma que se 

conviertan en subgráf icas maximales completas las componen-

tes conexas. La gráfica obtenida determina la relaci6n 

Ra (h) . En otras palabras, Ra (h) es el resultado de agr~ 
1 1 

gar a la relaci6n Rd(h) el mínimo número de parejas (a,b) 

de PxP para obtener una relación transitiva. 

. 1 
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4. Métodos Bk 

En las secciones anteriores se dijo que los métodos jerárqui-

cos deforman un coeficiente de disimilaridad en un coeficiente 

de disimilaridad ultramétrico con el fin de obtener una repre-

sentaci6n gráfica sencilla, acerca de las relaciones entre los 

objetos a clasificar. 

Jardine y Sibson proponen la familia de métodos Bk que permi 

ten controlar, en cierta medida, el grado de deformaci6n a la 

tabla dato, a costa de perder sencillez en la representaci6n 

gráfica de la tabla resultante. 

Tales métodos incluyen al de conexi6n simple y de acuerdo a su 

def inici6n forman parte de otra familia de métodos llamados 

subdominantes, los cuales requieren ciertas condiciones: 

Un subconjunto A de CD{P) define el método A-subdominante 

siempre que para todo subconjunto acotado H de A , la tabla 

sup H sea elemento de A , donde sup H es el definido ante-

riormente y H es acotado si existe d E A tal que para todo 

d' E H d' ..;; d. 

Sin entrar en más detalles sobre esta cuesti6n, baste comentar 

que CDU (P) satisface la condición anteriórsiY'':por ta:~to, deb!_ 
·'.-~-.:':'.:··;y;: <7~'<·· --::/:-·,· 'i--. ,; \:_:__;.,.. 

do a la def inici6n I. 4 I al método de conex:i.'6I'i\~{slmple s~ le lla 
,",' "'·> ,··; 

:~.·.,:~ {::: .. '· ;: .. : : :·:>): t ·::'.:'· .... ,. 
'.-· .··.·." ·> :·-: >·-«---·::- · ... · .:-r "_ /~~:.r~~ 

·-~~,;:~-~;_/·~ :},~;:;'.s>'.~~~~{~~~~;~~3~i{~é~ :~).(-:; -0 ·'' ~-~·-~·:· · 

En cuanto a los métodos Bk , se diJp ~~~.H;'~e~¡R~·~~d.9~tJiB.h.t'es, · y 

la manera en que reducen la deforIT\~c:'i6~·~.~rn~.~~~·~.:~¿,~m~1 método 
.,-. '~.~.,;J·-,>:¡ .,, '·--~--·:·?.\(~<-~::. 

de conexi6n simple consiste en relajár la.éonc1ic.i6n' 'cie ultra-

CDU-subdominante. ma el método 

·metría, sustituyéndola por la de k-ultrametría: 
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Definici6n I.5 Un coeficiente de disimilaridad d es k-ul­

tramétrico si para toda a,b E P y para todo 

Q e P tal que IQI = k , se cumple que 

d(a,b) os;;; max [d(a,Q), d(b,Q), d(Q) ] 

donde 

d(a,Q) = max {d(a,q)I q E Q} y 

d(Q) = max {d(q,q')I q,q' E Q} 

Se denotará con Uk(P) al subconjunto de CD(P) de coeficien 

tes k-ultramétricos. Note que u1 (P) = CDU(P). 

La definici6n formal de los métodos Bk es la siguiente: 

Definici6n I.6 El método de clasificación Bk es una funci6n 

Bk: CD(P) ~ Uk(P) tal que 

Bk(d) = dk = sup {d' E Uk(P)I d' ,¡;;;; d} • 

Ahora bien, se ha dicho que los métodos Bk reducen la deforma­

ci6n causada por el método B1 , que es el de conexi6n simple, 

al relajar la condici6n de ultrametr!a: las proposiciones y 

los comentarios siguientes muestran qué implicaciones acarrea 

tal cambio. 

Pedir que una tabla sea ultramétrica equivale a pedir que la 

máxima de las disimilaridades entre cada tres puntos no sea ú­

nica. Las tablas k-ultramétricas cumplen que la máxima de las 

disimilaridades entre cada k+2 puntos no es única. 

Proposici6n I.6 Uk(P) C Uk+l(P). 

·Por lo tanto, a medida que k aumenta, el contradominio de Bk 
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es un subconjunto de CD(P) cada vez mayor, hasta el punto de 

que para k = 1 PI -1 la k-ultrametrfa se cumple para todo 

d E CD {P) , es decir: 

Proposici6n I.7 U 
1 

(P) = CD (P) , donde n = 1 PI • n-

Por lo anterior, es claro que esta familia de métodos produce 

una deformaci6n gradual de la tabla original d, desde 

dn-l = d hasta d 1 , según sea el valor de k. La idea consis­

te en ir. transformando la tabla d de k-ultramétrica en (k-1) 

-ultramétrica, hasta llegar a un valor de k en el cual resulte 

posible interpretar las gráficas resultantes. Conocer este va-

lor da una buena medida del grado de deformaci6n que hubo que 

hacer a d para llegar a un resultado. 

Respecto altipo de deformación que producen dos valores de k 

es interesante el pr6ximo resultado, muy útil además en la ere 

aci6n de algoritmos. 

Proposici6n I.8 dk-l = (dk)k-l · 

Por lo anterior, no es necesario volver a la tabla original d 

cada vez que se quiere reducir k, sino que basta tomar el re-

sultado de la última k y aplicarle el método con la nueva k, 

ésto evita muchos cálculos y significa que de algún modo, las 

deformacion~s de todos los métodos van en la misma direcci6n. 

Al analizar el comportamiento de los métodos Bk en términos de 

las relaciones y grá~icas obtenidas para cada nivel la situa-

ci6n es la siguiente: 
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Se dijo que el método B1 asocia a cada relaci6n Ra(h) la re­

laci6n Rd (h) obtenida al aumentar el mínimo número de ele-
1 

mentos de PxP necesarios para que ésta sea transitiva, o e-

quivalentemente, las aristas necesarias para convertir en sub-

gráficas maximales completas a las componentes conexas de la 

gráfica asociada a Rd(h). 

Corno ~sta es siempre reflexiva y simétrica, la nueva relaci6n 

es de equivalencia y al variar h se genera un dendrograma. 

Considere la gráfica asociada a Rd(h) , pedir la k-ultrame­

tría implica formar una nueva gráfica en la cual dos puntos se 

deben unir si existen k puntos conectados todos entre s! y a 

los que ambos puntos están unidos. Cada vez que se añada una a 

rista el proceso debe repetirse hasta que ya no sea posible a-

gregar aristas en ese nivel h. La gráfica resultante es la aso 

ciada a Rd (h) y los grupos en ese nivel son los v~rtices de 
k 

las subgráficas maximales completas. Al variar el valor de h 

se producen las relaciones que generan el coeficiente de disi-

rnilaridad k-ultramétrico dk . 

Observe que el procedimiento seguido evita que en dk aparez­

can k+2 puntos entre los cuales la mayor de sus disimilarida 

des sea 6nica, ya que en los casos en que eso ocurría en la ta 

bla original, se redujeron sus disirnilaridades en dk al aumen 

tar aristas ·en las gráficas asociadas a ~sta. De ahí que dk 

est~ dominado por d , es decir dk < d . 

Note que los grupos formados en un nivel h no son, en general, 

ajenos dos a dos. Lo que se está regulando de hecho, con los 
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diferentes valores de k, es el número de elementos en la ínter 

secci6n de dos grupos en cualquier nivel h, de tal forma que 

el método Bk produce, para cada nivel, grupos con a lo más k-1 

puntos en común. Es justamente el traslape entre los grupos lo 

que dificulta la interpretaci6n de los resultados, a costa de 

reducir la deformaci6n a la tabla original. 

Por otro lado, el hecho de posibles traslapes entre los grupos 

implica que las relaciones Rd (h) 
k 

, salvo para k = 1, no 

son de equivalencia, es decir, para k ~ 2 los métodos Bk no 

producen particiones de P en cada nivel y por tanto no son mé- / 

todos jerárquicos. 

La siguiente definici6n permite precisar y formalizar la situa 

ci6n en cada nivel. 

Definici6n I.7 Sean a,b,c1 ,c 2 , ••. ;ck E P. Una relaci6n R 

en P es k-transitiva si 

{(a,c.)I i = 1,2, ..• ,k} e R 
. 1 

{(c.,b)I j = 1,2, ... ,k} e R y 
1 

{(c.,c.)I i,j = 1,2, ••. ,k} e R 
··~· .. ·. 1·- "] ... 

El efecto del méto~o;_)'~k\~_s'cci,pveí:tir Rd (h) en 'la m!nima rela 

ci6n k-transi ti va qJ~ la cioht~hga, a saber. Rd .· (fiJ. En\esta pe 

perspectiva ·es posibfe;4~~~i~f\e~~i la défin:i.ci~n·de -~~~drogra-

Algunos autores llaman a esta propiedad k-transitividad 
d~bil, por el hecho de incluir la condici6n Gltima, es de­
cir {(c.,c.)I i,j = 1,2, ... ,k} e R. 

1 J 
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ma. 

Sea Ek(P) el conjunto de relaciones reflexivas, simétricas y 

k-transitivas en P, que en lo sucesivo se llamarán de k-equi­

valencia. 

Definici6n I.B Un k-dendrograma es una funci6n 

c: [o,~)-+- Ek(P) tal que 

l. O~ h E;; h' * c(h) e c(h') 

2. Existe h < 00 tal que c(h) = PxP 

3. Dado h, existe 5 >O tal que 

c(h+B) = c(h). 

Observe que aunque los métodos Bk son una extensi6n natural 

del método de conexi6n simple (B 1 ), la idea surge de la posibi 

lidad de definir a este último como una funci6n de CD(P) a 

un subconjunto de él mismo. Al hacer cada vez mayor dicho sub­

conjunto, se deforma menos el coeficiente original. 

Resumen de los métodos Bk : 

Bkl. A partir de la gráfica determinada por Rd(h) , los gru­

pos en ese nivel h son los vértices de las subgráf icas 

maximales completas obtenidas mediante el siguiente pro­

cedimiento: 

Si dos subgráf icas maximales completas tienen k o más 

vértices en común, añádanse las aristas necesarias para 

que formen una sola subgráfica maximal completa. Repíta­

se lo anterior con la gráfica resultante hasta que ya no 
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ocurran cambios. 

Bk2. Lo anterior equivale a asociar a Rd(h) la relaci6n 

Ra (h) correspondiente a la nueva gráfica. Dado que s6-
k 

lo se añadieron aristas se tiene que Rd(h) C Rd (h) • 
k 

Bk3. Rd (h) es el resultado de convertir Rd(h) en una rela 
k 

ci6n k-transitiva y por lo tanto de k-equivalencia, au-

mentando para ello el menor número posible de elementos 

de PxP . 

Bk4. Proposici6n I.9 Rd (h) es la m!nirna relaci6n de K-equ~ 
k 

valencia que contiene a Rd(h) . 

BkS. Otra manera de decir lo anterior es: 

Bk6. 

Proposici6n I.10 Rd (h) es la rn!nima relaci6n k-transi 
k 

va que contiene a Rd(h) 

De ahí que el método Bk no modifica a los coeficientes 

de disimilaridad k-ultram~tricos, para los cuales Rd(h) 

es una relaci6n k-transitiva para toda h. 

Proposici6n I.11 

Bk7. Por otro lado, es posible identificar.los k-dendrogramas 

con uk (P) , ya que si . d E Hktf)) ·~ri~6hd~~ Rd (h) es 

de k-equivalencia para toda ~~~ · 

Bk8. R¿(h) e Ra (h) para toda h, implica dk(a,b) ~ d(a,b) 
k 

para toda a,b E P, es decir, dk está dominado por d. 
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Bk9. dk es k-ultramétrica, es decir, la máxima de las disimi 

laridades entre cada k+2 puntos no es única. 

BklO. El método de clasificaci6n Bk es una funci6n 

Bkll. 

Bk: CD(P) ~ Uk(P) tal que Bk(d) = dk , donde 

dk = sup {d' E Uk(P)I d' ~ d} • 

Observe que d1 ~ ª2 ~ ••• "d = d donde n 
n-1 

CDU(P) = U(P} C U 
2 

(P) e ... e u n-1 (P) = CD(P) 

tiltimo Bk-l(d) = Bk-1 (dk). 

= 1 PI , 

y por 

Todo lo anterior implica que es posible deformar la ta-

bla original d en forma gradual hasta obtener a1 y ade­

más, cada deformaci6n contribuye para el cálculo de la 

siguiente. 

Diagrama de los rn~todos Bk: 

En el siguiente diagrama se dan estas situaciones: 

dk E Uk(P) para k = 1,2, ... ,n-1 

Rd (h) E Ek(P) 
k 

Rd (h) = min {R E Ek (P)I. 
k 

d E CD(P) = U 
n-1 

donde n = 1 PI 
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S. Notaci6n y definiciones principales 

El objeto de esta secci6n es complementar los resúmenes y di~ 

gramas de las secciones anteriores, para proporcionar al lec­

tor una gu!a de consulta rápida. 

Los conceptos se presentan practicamente en orden alfabético. 

Aquellos que comienzan con k , por ser generalizaci6n de o­

tros, se ordenaron sin considerar la k. 

CD(P) ~conjunto de coeficientes de disimilaridad en P. 

CDU(P) ~ u1 (P). 

d a! elemento de CD (P} , es decir, 

d: PxP -+ R y para toda a,b E p 

l. d(a,a) = o 

2 . d(a,b) ;;:ia o 

3. d(a.b) = d(b,a), 

d' < d ~ d'(a,b) < d(a,b) para toda a,b E P y se lee" d 

domina a d' 11 

d 1 ~ resultado de aplicar el método de conexi6n simple, o e­

quivalentemente el método B
1 

, al coeficiente de disimi 

laridad d. 

dk E!! resultado de aplicar el método Bk a la tabla d , es de-

cir, dk = sup {d' E Uk (P) 1 d' < d}. 

Además dk E Uk(P) , i. e. , Bk: CD(P) ~ Uk (P) • 
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· k-dendrograma ~ ea una funci6n 

c: [o ,oo ) _., Ek (P) tal que 

1. o < h < h' ... c(h) e e (h') 

2. Existe h < 00 tal que c(h) = P><P 

3. Dado h , existe c5 > o tal que 

c(h+c5) = c(h). 

Dk(P) ~conjunto de k-dendrogramas definidos en Ek(P). 

Ek(P) ~conjunto de relaciones de k-equivalencia en P. Son 

relaciones reflexivas, sim~tricas y k-transitivas. 
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h ~un valor de la tabla d. Tambi~n se l~ dice un nivel de d. 

hd ~ m4ximo de los valores o entradas de la tabla d. 

P ~ conjunto de objetos a clasificar. Es finito. 

Rd(h) ~ relaci6n definida por {(a,b)I d(a,b) <h}. 

RS(P) ~conjunto de relaciones reflexivas y sim~tricas en P. 

sup H ~dado un subconjunto H de CD(P), sup H es el cae-

f iciente de disimilaridad definido por 

sup H (a,b) = sup {d (a,b) 1 d E H}. 

T ~es una funci6n de D(P) a CD(P) tal que para toda 

a,b E P y e E D(P) 

T(c) ~ T = inf {h e 
( a , b ) E e (h ) } • 

Tes biyectiva de Dk(P) a Uk(P) y su inversa es R. 
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k-transitividad ~ Una relaci6n R en P es k-transitiva si 

{(a,ci)I i = 1,2, .•• ,k} CR 

{(c.,b)I 1 = 1,2, •.• ,k} CR y 
1 

{(c.,c.)I i,j = 1,2, ... ,k} CR 
'1 J 

.,. (a, b} E R • 

k-ultrametría ~ Un coeficiente de disimilaridad d es k-ul 

tramétrico si para toda a,b E P y Q C P 

con IQI = k, se cumple que 

d(a,b) ~ max [d(a,Q}, d(b,Q), d(Q)] 

donde 

d(a,Q) = max {d(a,q)I q E Q} y 

d (Q) = max {d (q, q') 1 q, q 1 E Q} • 

Uk(P) ~conjunto de coeficientes de disimilaridad k-ultramé­

tricos. 



27 

CAPITULO II. SUBCONJUNTOS BORROSOS 

l. Introducci6n 

En los dltimos años se ha venido desarrollando la teoría de 

conjuntos borrosos, corno una generalizaci6n de la teoría de 

conjuntos, que permite hacer aplicaciones en campos muy diveE_ 

sos incluyendo las ciencias exactas, las biol6gicas, las huma 

nísticas, etc. 

Como se verá más adelante, las reglas para operar o manipular 

conjuntos borrosos resultan a primera vista un tanto extrañas 

y quizá esta sea la causa por la cual dicha teoría no se ha 

difundido en forma más amplia, sin embargo, tanto la teoría 

como sus aplicaciones continuan desarrollándose y Arnold Kauf 

mann parece haber asumido la tarea de reunir y dar difusi6n a 

estos avances. 

En 1973 aparece el primer volumen de su obra [ 3 ] , actualmen­

te se han publicado tres más y están por publicarse otros do­

ce, lo cual constituye una obra de 16 volrtrnenes en menos de 

diez años. 

El material que aquí se presenta, con excepci6n de algunas 

proposiciones y de la mayoría de las demostraciones, está to­

mado del primer volumen y aporta una buena base para la lectu 

ra de los cápftulos III y IV. 

Para ambientar al lector que se encuentra por primera vez con 

los conjuntos borrosos, se presentan demostradas muchas de 

las proposiciones. Algunas demostraciones incluyen, además, 



al margen izquierdo, una serie de números entre paréntesis, 

mismos que reaparecen al pie de la dernostraci6n con una nota 

que justifica el paso de una expresi6n a otra. 

La intenci6n de estas notas poco usuales es evitar al lector 
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releer párrafos anteriores mientras se familiariza con la no-

taci6n y las definiciones principales. Algunas de ellas van 

precedidas por una A y se refieren a resultados que se demues 

tran en el apéndice. 

2. Subconjuntos borrosos 

Definici6n II.l Dado un conjunto V, un subconjunto borroso 

A de V está definido por una funci6n 

µA: V -+ [ o' 1 l . 

A la funci6n µ~ se le llama funci6n característica de perte­

nencia y se dice que µ~(v) es el grado de pertenencia del e 

lemento v de V al subconjunto borroso ~ . 

Al intervalo [ 0,1 J de los reales se le llama conjunto de 

pertenencia y en realidad se puede sustituir por algún otro 

conjunto M , obteniéndose una definici6n más general. Obser 

ve que al sustituir el intervalo [ 0,1 ] por el conjunto 

{0,1} , el resultado es un subconjunto de V en el sentido 

ordinario o usual. 

A lo largo del trabajo se usará el símbolo para denotar a 

los subconjuntos borrosos en la forma l y distinguirlos de 

los subconjuntos ordinarios. 
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Definici6n II.2 Una relaci6n borrosa E. de un conjunto V 

a un conjunto W es un subconjunto borroso 

del producto cartesiano VxW , caracterizado 

por µ E.: V x W __. [ O , 1 ] • 

Se dice que µE.(v,w) es la intensidad de la relaci6n E. en­

tre v y w. 

Note que es posible asociar a E. una matriz en la que la en-

trada (i,j) vale µ 0 (v.,w.). 
~ 1 J 

Analogamente, E. admite una representaci6n en t~rminos de 

teorfa de gráficas como una "digráfica borrosa" en la que, el 

conjunto de vértices es el asociado a V U W y las aristas 

van de los vértices de V a los de W con un peso de 

µE.(v,w). A esta forma de ver E. se volverá en la última sec 

ci6n del capítulo. 

Kaufmann proporciona definiciones más amplias tanto de conju~ 

tos como de relaciones borrosé's; aquí se han restringido por 

el inter~s de la conexi6n con taxonomía numérica. 

Por la misma raz6n, el resto del material que se presenta en 

esta secci6n se haya enfocado desde el punto de vista de rela 

ciones borrosas, sin embargo, todos los conceptos son aplica-

bles a subconjuntos borrosos en general. 

En el resto del trabajo se usarán los símbolos \J y /\ para 

denotar máximo y mínimo respectivamente y se usarán en forma 

indistinta para conjuntos finitos o infinitos. Asimismo, el 

máximo entre dos cantidades A y B se denotará A\JB , o 

'J[A,B l , siendo análogo para el mínimo. 



Sean Ii y ~ relaciones borrosas de U a v. 

Definici6n II.3 E está contenida en a, denotado por 

R es si - - para todo 

(u,v) E UxV • 

Definici6n II.4 La uni6n (BU~) de B y a es la rela-

ci6n borrosa definida por 

µBu a<u,v) = µIi(u,v)Vµa(u,v) 

todo (u,v) E UxV • 

para 
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Definición II.5 La intersección (B na) de E y a es la 

relaci6n borrosa caracterizada por 

µIi n a(u,v) = µIi(u,v)¡\µa(u,v) 

todo (u,v) E UxV • 

para 

Definici6n II.6 El complemento (~) de R es la relaci6n 

borrosa caracterizada por 

µ[(u,v) = 1 - µIi(u,v) 

(u,v) E UxV • 

para todo 

Definición II.7 Sea a E [0,1]. La relaci6n ordinaria de ni-

vel a inducida por R , es R e UxV , donde --- - ~ a 

Ra = {(u,v)I µB(u,v) ~a}. 

Proposici6n II.O Sean B , ~y% relaciones borrosas de U 

a V , entonces 

Proposición II.l Sean E y R relaciones borrosas de U a 
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V, entonces ~e (E, U~). 

Proposici6n II.2 Sean E, y ~relaciones borrosas de U a V, en 

tone es (~ n ~) e ~. 

Proposici6n II. 3 E. U ~ = /\. {!., 1 E_ C !., y R, C !.,} , donde E_, 

ª-y! son relaciones borrosas de U a V. 

Demostraci6n. Sean (u,v) E UxV y 

(1) 

(2) 

1 • 
2 • 

[ = /\ {! 1 a e ! y ~ e !} 

~) Por construcci6n de [ y por def inici6n de con-

<=) 

Por 
Por 

tenci6n (II.3) 

y 

µR (u,v)V µ 8 (u,v) 

µ[(u,v) <; µli.(u,v) 

<; µti. (u, v) - -
µR U S(u,v) - -

Por la proposici6n II.1 

E,C (E. u [) y [C (E_ u R_) 

~ H e (R U [) - -
. E. u s = H .. - -

definición de unión (II.4). 
construcción de !:!.· 

Proposici6n II.4 Sean a, ~y! relaciones borrosas de U a V, 

entonces E. n g_ = V{! 1 ! e a y ! e €.l • 

Proposici6n II,5 Sean a, €_y! relaciones borrosas de U a V, 
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entonces E u (fl n '.V = (l~ u ~) n tB u '.V • 

Demostraci6n. Sea (u,v) E UxV. Por definici6n de uni6n(II.4) 

µE u (~ n I) (u,v) = 

(1) = 

(2) :;: 

= 

= 

µE (u ,v>V [ µf¿ (u ,v)/\ µI (u,v)] 

[µR(u,v)Vµf¿(u,v)] /\ (µ~(u,v)VµI(u,v)] 

µB U ~ (u,v)j\µB u I (u,v) 

µ(R uf¿) n CE. u I) (u,v) 

1. Por definición de intersección (II.5) 
2. Por la proposición A10. 

Proposic16n II.6 Sean B1 ~y! relaciones borrosas de u a V, 

entonces R n (fl u 'V = O! n R.> u CR n I> • 

Proposici6n II.7 Sea Runa relaci6n borrosa de u a V y sea I 

Proposici6n II.B 

un conjunto de indices, entonces u E,. = R· 
iEI 1 

Sea I un conjunto de índices y sean E· , f¿. 
l 1 

con i E I relaciones borrosas de U a V, 

entonces B· e~· 1 1 
para toda i E I 

u Ri e u ~ .. 
iEI iEI 1 

Demostraci6n. Sea (u,v) E UxV. Por la definici6n de conten­
, .. _._".':/·),~\\·.:" 

. . . - ·. . 

i~I [ µl!.i (u' v) Í .,; 

para toda i E I 

para toda i E I 

V (µe (u,v)] 
iEI 1o<.i 



(1) µ u }i. (u,v) 

iEI 1 

u B 
iEI i 

e u~· 
iEI 

1 

µ u ~. (u,v) 

iEI 1 
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1. Por definición de unión (II.4). 

Proposici6n II.9 Sea B una relaci6n borrosa de U a V, enton-

ces 

Demostraci6n. Sea (u,v) E UxV y sean a 1 ,a 2 E [0,1 ta-

les que a
1 
~ a

2 
• Por definici6n de relaci6n 

ordinaria de nivel a (II.7) 

(u,v) E Ra ~ µB (u,v) ~a 
1 

1 

~ µE. (u,v) ~a 2 

... (u,v) E Ra 
2 

A continuaci6n se presenta un importante teorema de descampo-

sici6n. 

Teorema II.1 Toda relaci6n borrosa B puede caracterizarse en 

la forma 

µE. (u,v) , con 

Donde es la funci6n caracter1stica de la 

relaci6n ordinaria Ra y por tanto torna sus va 

lores en el conjunto {0,1} , es decir 

µR (u,v) = 1 
a 

si 
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y /JR 
ex 

(u,v) = o si µE. (u,v) <ex 

Demostraci6n. V [ ex•µ (u, v)] = V ex = µE.(u,v) 
ex R ex ~ µE. (u,v) ex 

3, Relaciones borrosas 

En esta secci6n se verán propiedades de las relaciones borro-

sas que no son aplicables, en general, a cualquier subconjun-

to borroso. 

Definici6n II.8 La recíproca de una relaci6n borrosa B de U 

a V, es la relaci6n borrosa E.T de V a U, 

caracterizada por 

Definici6n II.9 Sean R y [relaciones borrosas de U a V y 

de V a W respectivamente. La composici6n de 

R y [, denotada por E.º~ o simplemente ~, 

es una relaci6n borrosa de U a W caracteriza 

da para todo (u,w) E UxW por 

µ~0 [(u,w) = 'i.v[µE.(u,v)/\ µ~(v,w)] 

Observe que al pensar en matrices, la composici6n resulta una 

especie de multiplicaci6n donde las operaciones usuales de su 

ma y producto se sustituyen por \j y /\ respectivamente. 

Kaufmann define varios tipos de composición, la que aquí 
se presenta se llama composición max-min. 
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Proposici6n II.10 La cornposici6n de relaciones borrosas es 

asociativa. 

Demostraci6n. Sean Ri R y ! relaciones borrosas de U a V, de 

V a W y de W a X respectivamente. Por definí-

ci6n de cornposici6n (II.9) 

µRo (C:oT) (u,x) = V [ µR (u,v) /\ µc: 0 .,., (v,x)] 
- ~ ,.., vEV - K. ..t.. 

= V [ µ 0 (u,v) /\ ( V [µe: (v,w) /\ µ.,., (w,x)])] 
vEV ~ wEW ~ ~ 

(1) = ve VlµR{u,v)/\ µC!(v,w)/\ µ.,.,(w,x)]] 
vEV wEW ....., 1<- ~ 

(2) = V [ ( V [ µ'D (u,v) /\ µe: (v,w)]) /\ µ.,., (w,x)] 
wEW vEV ~ !<.. ~ 

= µ ( Ro R,) o 't ( u , X ) 

1. Por la proposición A9.1 . 
2. Por las proposiciones A4,3 y A9.1 • 

Proposici6n II.11 Sea Runa relaci6n borrosa de U a V y sean 

~y ! relaciones borrosas de V a W, enton-

Dernostraci6n. Por definici6n de contenci6n (II.3) 

µE. (u,v) /\.. µR (v,w) ~ µR (u,v) /\ µ't (v,w) 

(1) 

(Il,9) .. 

Proposici6n II.12 Sean R. y ~relaciones borrosas de U a V y 

sea R una relaci6n borrosa de V a W, enton 
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ces 

Proposici6n II.13 Sea Runa relaci6n borrosa de U a V y sean 

~y ! relaciones borrosas de V a W, enton-

ces ~o(~ U!) = (Ro~) U (Rºl) . 

Demostraci6n. Por definici6n de composici6n (II.9) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

. (1) 

1 . Por 
.• 2. ·Por 

3. Por 
· 4. Por 

= 

= 

= 

= 

V ( µ R (u, V) /\. ( µc. {V , w) V J.'rri (V , w)] ] 
vEV ,.., ~ ~ 

[µE. (u,v) /\ µ! (v,w)] 

( V { µR (u,v) /\ lle. (v,w)]] V 
vE.V ,.., ~ 

( V { µR (u,v) /\. µs {v,w) l] 
vE.V ,.., ,.., 

µ~0 ~(u,w) \/ µ~0~{u,w) 

µ (RoS) U (RoT) (u,w) _,,,,,.,.,, ....... ~ 

definición de un1on (II.4). 
la proposición A9 • 
la proposición A4.2 • . . .:., 
definición de composic~§:r)~··9;r •• ,9J .. 

Vale la pena mencionar que el re~Ü{f~~é¿;,;~rit,er:i6r no se cumple 

con la intersección {ver propo~}~;~~k~~·< i\4 .2 y A9. 2) • 

Proposición II.14 Sean s y T re1aciones borrosas de U a V y ,,...,., ~ ·, 

sea ~una relaci6n borrosa de V a W, enton 
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Proposici6n II.13' Sea Runa relaci6n borrosa de U a V y sea 

{S } i E I ,...,. con 
l 

(un conjunto de !ndi-

ces), una familia de relaciones borrosas 

de V a W, entonces 

Ro ( U ª-.) = U (RoS , ) • 
- iEI 1 iEI - -i 

Demostraci6n. Sean u E u y w E W • por definición de com-

(1) 

(2) 

(3) 

( 4) 

(1) 

posici6n (II.9) 

µRo ( u ª-·> (u,w) = V [ µ~ (u,v) /\ µ u a,. (v,w)] 
,,., iEI 1 vEV iEI 1 

= 

= 

= 

= 

= 

VlµR(u,v)/\ [ Vlle (v,w)]] 
vEV - iEI ><-i 

Vl VlµR(u,v) /\ µ~ (v,w)]] 
vEV iEI - i 

Vl Vlµ 0 (u,v)/\ µe: (v,w)]] 
iEI vEV ~ l<.i 

V µRos (u,w) 
iEI - -i 

µ U (Ro~.) (u,w) 
iEI ...., 1 

1. Por definTción de unión (II. 4 )>< 
2. Por :ii.::proposición · A9.-1 ¡i , · .... 

~.-: --~-~~---"~-:fl~~'.{~-t~--~--S.·~-~-n·cá~·~·¿"~;4.¿.¡~~·.±hli.~.--~·)_··¡· · ·· 

. ciones borrosas de U a V y sea R una re-

laci6n borrosa de V a W, entonces 

( u [ . ) o B. = u ( [ . o I!,) • 
iEI 1 iEI 1 
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4. Relaciones borrosas en un conjunto V 

A las relaciones borrosas de V a V se les llamará,sirnplemente 
--,- - - -,-."'-.,_-._--,O" 

relaciones borrosas en V. 

Si E, es una relaci6n borrosa en V, se denotará con B_n a la 

n-composici6n (n-veces) . 

Proposici6n II,15 Sea g una relaci6n borrosa en V, entonces 

Demostraci6n. Por inducci6n sobre n: 

Para n=2 se cumple por def inici6n de compos! 

ci6n (II.9). 

Sup6ngase cierto para n=k , entonces 

(2) 

( 3) 

(4) 
v1,v2, ... ,vk 
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1 . Por definición de composición (II.9). 
2 . Por hipótesis de inducción. 
3 • Por la proposición A 9 .1 . 
4. Por la proposición A4.3 . 

Proposici6n II.16 Sean By ~relaciones borrosas en V, ento~ 

ces para toda n E N. 

Dernostraci6n. Por inducci6n sobre n: 

(1) 

(2) 

(3) 

1-. -Por 
2. Por 
3. Por 

Sea R e ~ , entonces para n=l la proposici6n 

se cumple. 

Sup6ngase cierta para n=k , entonces 

~kºR e ~kº~ = ~k+1 

:. Bk+1 e ~k+1 

hipótesis de inducción y ó·p()~c-ó1él0pt.6~Ó'~~:i_dioll'c•;;LL12. 
la propos1c1on II.11 • 
la proposición II.O . 

Definici6n II.10 Una relaci6n borrosa R en V es reflexiva si 

µE.(v,v) = 1 para todo v E V • 

Definici6l1~ II~~ll• ~Una-relaci6n -borrosa E. en V es sirn~trica si 
---

.- -_( Ti?:: T_~,',_.\::-- --_ ~/:; ·./ -
:r~1adürfij:;BOrr8s'a·.--:R> ~n V es transitiva si 

. ·.~:._- ,-~-~ "-'---~'i'· ~:=~? \~~~;-\ ;-~~-{~~f'·,.:~~}f::·-~:~:~,~~~:~ __ ci?~t:~;:,~::·::::.;~ :: "'.'~-~~:::~·-';:; ~- -·i.; - . - -·- -

. i 2 CJ!:;~:;d~~:))ª'~:a.fr::~·-~;·~'f'::;p~*á- tÓdo U, V, W E V 
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Observe que esta ültima definici6n es congruente con la defi-

nici6n de transitividad en relaciones formales: (u / v) E G y 

(v,w) E G ~ (u,w) E G. 

Definici6n II.13 Una relaci6n borrosa en V es de equivalencia 

si es reflexiva, simétrica y transitiva. 1 

A continuaci6n se presenta la versi6n del teorema de descornp~ 

sici6n para relaciones de·equivalencia. 

Teorema II.2 Una relaci6n borrosa ~en V * ~ es de equiva-

lencia .. 
µ!!-.(u, v) 

para toda u,v E V 

= VO'.•µR (u,v) 
O'. O! 

O <a .;;i 

donde las Ra son las relaciones ordinarias de 

nivel a inducidas por !!-, y cumplen con: 

l. Ra es de equivalencia, a E (0,1 ] 

2. C R a 
2 

2 

de la proposición II.9. y del teorema 

falta checar eL punto .1. 

1 En teoría de co~juntoi;;;~of'roso es usual llamar relaciones 
de similitud a las de.este<tipo, en este trabajo no se usa 
ese término porque :t.iene otro significado en taxonomía nu­
mérica. 

2 En [ 3 ] p.142 este resultado se enuncia con un error de im 
presi6n, dice Ra C Ra : Ver tambiin p.28 y 66. 

2 1 



ordinaria de nivel a (II.7) se tiene: 

~) Sea ~ de equivalencia, entonces para todo 

*=) 

u,v,w E V 

i) E, reflexiva µE_ (V, V) = 1 

=> (v,v) E R 
Q'. 

ii) 'Jµ~v\· '§? R~ => 

··\~'-:·::_·\~-~~~--' -~:. h :;;!!_~i-> 
'~~ y;~B9.~ s imetr !a 

--- :-__ -~~~: '~~;_· --~ -, -~-·- :_, ,f::~~~;~5-· --2 -_ --

'/ :-~''.: ' 

, ,. •. ~ "· 11
0

(v, u.) .. 
~ ,_ :,;~<:--:- -- r-~ 

--·· 

i i Ü Tu , v) E R 
OI 

y por transitividad 

=> µE.(u,w) ;;;:¡, Q'. 

de 

=> 

. .. R 
OI 

es de equivalencia, 

[ o, 1] de 

E. 

41 



• •• 

para 'Y = et/\ ~ se tiene que 

(u, v) E R'Y y (v,w) E R'Y 

(u,w) E R'Y 

= µR (u, v) /\ µR (v ,w) - -
~ es de equivalencia . 
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Observe que el teorema anterior se puede descomponer, de he-

cho, en tres resultados. La reflexividad de las Ra se prue­

ba a partir de la reflexividad de R y viceversa, la simetría 

a partir de la simetría y lo mismo ocurre con la transitivi-

dad. 

A continuaci6n se analiza el comportamiento de las relaciones 

borrosas al jugar con las propiedades de reflexividad, sime-

tría y transitividad. Algunos de estos resultados se replan-

tean en el pr6ximo capítulo, aprovechando un concepto que in-

traducen Yeh y Bang. 

Proposici6n. Una relaci6n borrosa ·R en V es simétrica si y 

"· s61o. si.• Ji:.::.· (~a.· recíproca de R> • 
''>_.~;:____ ·-· :·" ·_:_ ---- ·;_ .. _:·{:~-:-·",:~i:;~;:¡éA;~:~~·~·- 1.~~~~~ ~-.·:~·~:::: .; ·:,.· · 

- '.,- 'L;::" =,. •' ~ ,;_• ~-{~;~~'.:._-:.··~·~ "- '",-·,.·,~;·:¿~~;;;,2;{-•if.'.~}~:_~:1~i- ··-; ·:;~:,;:~~~~~0 .. ~~'.~:~~ ~~-:~~-.'e:' 

trahsiti\;~;··ceñ~8ri·b~s.f··f>~r~}Zt6ao). .u;v ,·we. v 
;!• ,,_ "-,> .·,·;.«:··:'.-e,• , .;.:' _<_ e''.;;;·::'.</"'.';·:'.~":.''·'· ,-,· ,.. 

···~B(\l'!f~r:;;;i.i'/St.i'~"i:,~;qt;;,cf~t.~"~~(~;F~\1;\,··· 

Al pensar en gráficas borrosas, el result~do anterior dice 

que si la gráfica (se considera la simetría al no decir digr! 
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fica) es transitiva, entonces el mínimo de los pesos entre 

cualesquiera tres aristas no es único. Al recordar la desi-

gualdad ultramétrica, tomando en cuenta que aqui se habla de 

parecidos y no de disimilitudes, el teorema anterior resulta 

interesante por su conexi6n con taxonomía numérica. 

Proposici6n II.17 Sea B. una relaci6n borrosa reflexiva en V, 

entonces para toda n E N 

Demostraci6n. Por inducci6n sobre n: 

(1) µB (u,w) = µB. (u,u) (\ µB. (u,w) 

(2) 

(3) 

( 4) 

1. Por 
2. Por 
3. Por 
4. Por 

~ V[µB.(u,v) /\ µB(v,w)] 
V 

= µ 
2

(u,w) 
~ 

Sup6ngase cierto para n=k-1 , entonces 

. .. 
reflexividad de R. 
definición de co;posición (II.9). 
la proposición II.11 . 
la proposición II.O . 

" ' 

·,, ~.:(i-~;;:t=:7·~~~::_ó·:~ .. ~--·_ .->··, '._·._:):~:· .. <·.·~·-··--~·; :·. -

Proposici6n II .18 una relaci6ri: boi·~¿~~g~~~-'~fii \77~~l~.~-'.~~ai{i;if.1va 
" :.:._'" . ' ~:-.•. : -"f.i .. ··'.,'.~,.::-.. ·.;~-7~:.:-: :,· .. ,".\"' .:":'·,::::-.. ,;· -.-.·.·,"-.·:- .~· ·- : '~7· ._-,- --" <'":.·>-,::. ' ,, --. . .- .... 

. ~' ... F.f1+1·_~cS;ilti'.'6 ~ !.·i)~;~~;:•:t€6~{~- Ai'(~\N .. 
.. ··.\·:~c-L} .c>·'o· .. ·.;,;;.~·,.: ··t;< ,,~:.'·:, .·.···'.·;,:_:,_~ ... - ->f:·-':'.· .. '. :· ..,,··:. 

oemostrac i6n; ···~6.~i~t~{~#:~Mt.b'.{~&~b!~tf ~;~*~~~,~~~R~i¡~'.€~ii~'úiJa .. 
.. . ·.Bf ~2~2:[(:/I·.{,¡·i::\5f~i~ii6'.i\:~~+r:~i~~h~i,~'i·~·~i:l:rit~~i·e ··. por in-

. dubt1~~''./~~~;Jf~{~~,~·~;f;pbt_;Úi~proposici6n II .·11·. 
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Teorema II.4 Sea B una relaci6n borrosa reflexiva y transit~ 

va en V, entonces para toda n EN , Bn = E. • 

Definici6n II.14 La cerradura transitiva de una relaci6n bo-

rrosa E. en V, es la relaci6n borrosa " E. en 

V, tal que " u 2 3 u R =E. E. U E •.. 

.... 
Los siguientes teoremas justifican el nombre de E,. 

Teorema II.5 "' Sea E, una relaci6n borrosa en V, entonces E, es 

transitiva. 

"2 .... ,... 
Demostraci6n. a = E_o Ji 

(1) = " E.º ( u a i) , i E N 
i 

(2) = u 
i 

(1) = u 

( 3) . 

- .- '' .. 

t·r··ans·iff~!~)·¿;i,r:·;·.1~•·)-.·· 

5, Por la proposición II.1 . 
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Teorema II.6 Sean E. y I relaciones borrosas en V, entonces 

E. e 't y t transitiva 
A 

E. e I. . 

Demostraci6n. Se hará en dos partes. 

Sea T la cerradura transitiva de L entonces -
i) Por la proposici6n II.16 

ac I. => E.n e '.tn para toda n EN 

(1) , n E N 

ii) Por la proposici6n II.18 

'.t transitiva .·.=> .. ·· ... · . ._tn. C '.r, para toda n E N 
-_, ,·,< 

; ._, ; > - ~'"· 

(1) => · u .•. ~~. •·. e u A. . , n E N 

(3) 

pe i.). ··e aplicando la pro-
,... 

posici6n rr.o . ~·e 1: • 

1. Por la proposición II. 8 ... 
2. Por definición de cerradura.transitiva (II.14). 
3. Por ( 2) y por la proposición/ 

El 

va en V, entonces para toda n E N, 
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Teorema II.8 Sea B una relaci6n borrosa en V. Si existe k 

tal que ~k+l = Rk , entonces 

Demostraci6n. i) Se demuestra facilmente por inducci6n que 

~k = ~k+ 1 ~ ~k = ~k+n para toda n E N 

ii) Por definici6n de cerradura transitiva 

(1) 
' k'."".1 ... = [ · ·U·· R n] · . U . [ ··· Ü R kl .. 

n=1- n;;;¡skj•o 

(2L 

1. Por lo que se dij~ 
2. Por la propós·~~.t~~; ~e;, •• 

; :.<\· ; ~;\(>~ ~;·(.~-.:/:_ 
·. ·.:- -·~;.:.:; .· 

. _: · ;=-~""- --:~=-:_ -s~_'-··~,-~:-;i;:.~~ ~ -~_\:/-'. ~-: 

Vale la pena mencionar q\le e;:i...~Reptprpco del teorema anterior 

una relaci6n borrosa de pefÍ.~cl~:;fd.bs, para la cual .se consigue 
·- -~-:~;,_~~':,~ ~~-'.-~~ ;~:-~;:11-: ~~::;~_:_:¿~' ~~- :· '. ">:»·., 

la cerradura transitiva des'~\j,~5;;d.eúritr. ia t~rpera. PP"t:.~?Cia.'; 
·;,':-,·--;,_; . - .. "-·, .... 

sin embargo nunca ocurre J\l~~adf~Jtencias cdnsecútiv~~ ~~an 
iguales. 



5. Relaciones y gráficas borrosas finitas en V 

Definición II.15 Una relaci6n borrosa en V es finita si 

I VI < 00 • 

Teorema II.9 Sea E una relación borrosa finita en V, enton­

ces la sucesión {B1} es eventualmente peri6di 

ca. 

Demostración, Sea n=IVI y sea A= { x E [0,1 11 existe 

(u,v) E VxV tal que µE.(u,v) = x }. 

Es claro que IAI ~ n 2 = IVxVI Por otro la-

do, de la definición de cornposici6n (II.9), es 

claro también que todas las potencias de E to-

man sus valores en A, es decir, para todo 

i E N y (u,v) E VxV , µ .(u,v) EA, 
E1 

2 
Corno existen a lo más (n 2 )n tablas distin-

tas, con n 2 elementos, que tomen sus valores 

en A , se tiene que 

existe 

k. tal'. que 

es .. Pe;f~~:~~~~i~!~~~}{i~í~1\~~ primera 

Ek = Eh> 6§'.D';. {~·,¿:?~;( 'i~; su· periodo 

es justamente k-h . 
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El siguiente resultado es consecuencia del teorema anterior y 

de la proposici6n II.17 . 

Teorema II.10 Sea Runa ;elaci6n borrosa en V, entonces 

R reflexiva y finita existe k tal que 

Corolario II.1 Sea Runa relaci6n borrosa en V, entonces 

R reflexiva y finita "*·· existe k tal que 
-- _'- ~··-L .,,.-~· 

k 
u ¡n = ¡k . 

:---:.-/~:~: ·'~-~-~:.:-: 

n=1 

Como se verá más adelante {teorema II.14), la k del resultado 

anterior resulta menor o igual que !VI • Para llegar a eso, 

es conveniente cambiar el enfoque que se ha dado hasta ahora 

y pensar en las relaciones borrosas en términos de gráficas 

borrosas, en el sentido expuesto después de la definici6n de 

relaci6n borrosa (p.29). 

Por intereses de taxonom!a numérica y por seguir el desarro-

llo de Kaufmann, los conceptos que a continuaci6n se presen-

tan se refieren aLcaso finito, .. sin embargo, algunos de ellos 
-.--·e·,.,-,---.,_ 

se pueden gener~liz'~~··.3-1.da·~~'~,.l{(:)'.ffiiiito para lo cual se inclu 

yen las co~.~.1:~~']=~cioh~~i¡;:pert:inentes. 

Dado .qu~~~1~~)~~~~$~~*;~;Nt:~~~~~~~;~;.;~:~3~g~~~} las gráficas de que se 

habla· sori ,·f d~;;l'\~dhb;',,' ·a.·1;ª~á';{¿~;~,·iJ?órrosas .~ 
:"·,<"( .. ·~-~';.;,~-~f. ·:":·.';'·/-~.::_;!.: /-:''':_}·:;,:"''" -/' 

... :_::·,:. 

Definici6n II.16 Un camino e , entre dos elementos u y v de 



de V, en la gráfica borrosa finita a en V, 

es una s-ada ordenada 

para 1 < i < s-1 se tiene que 

y w. E V. 
1 

Observe que los elementos de un camino no son necesariamente 

diferentes entres!, por lo que ee puede tener s > IVI 
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Definici6n II.17 La longitud de~ camino es igual al nfunero 

de elementos que lo forman menos uno. 

Definición II.18 El valor de un camino 

es ~(C) =f\[µR(w.,w.+ 1>1 
1 - 1 1' 

1 < i <; s-1 . 

Este valor se puede interpre~ar como '.'lá.mejor" fuerza de la 
·: ''-·~· ~ >' ,'' " 

relación E. entre los purit~S;•.U·Y'.J.i'.f:\~:'{ht~yés ·del camino e. Al 
, ., :;; _,_·; <--».·· '" -·-.. ::: .. _,_/,;._:- .;~··~'-'. ;.'·.':) ' ·: , ' -

pensar en flujos de u ~n~.~./~{-~:~:~;!~r~&gSc,::f~~s resultados son bastan 
, :;···, ·;':.,,--,,>:·;-;;f.-;•:·•'>.'.;, '-1,.:.•c·•. ' 

-":.'.:·-·. '·" :·~~.:;~,-:::,~.~ ~.;;'' ~;~'.-~;. < •\ 
-,r~-::;-'f·_ _,·.-,-~ !·(:::~~-.-·_,:· . .. -

~,-'->--0-~-0--- _.;..¡;; :.;,~ , _ _,_ - -~ - ~ 
te interesantes. 

Definici6n II.19 Un 6~mfri6 más fuette de longitud k de u a v 



en la gráfica borrosa finita R, denotado -
1': 

Ck(u,v) , es un camino tal que 

... 
1'[ e~ (u,v)] = V 1'(C) 

cerk(u,v) 
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Definici6n II~20 Un camino más fuerte de u a v en la gráfica 

' borrosa finita R, denotado - ir e (u,v) es un 

camino tal que 
~'e 

1'[C (u,v)) = V 1'(C) 
cer(u,v) 

Observe que los caminos más fuertes de u a v, sean o no de u-

na longitud dada, no son necesariamente únicos. Asimismo, no 

se puede garantizar su existencia en el caso no finito. 

Existen resultados, sin embargo, que no requieren de la exis-

tencia de un camino más fuerte entre dos puntos de V. Tal es 

el caso de los pr6ximos dos teoremas, los cuales se pueden g~ 

neralizar al caso no finito hablando del "valor 6ptimo'' de 

los caminos entre u y v, sin requerir la existencia de un ca-

mino que alcance tal valor. 

Teorema II.11 

, '.-· · _·:.\:::;~;/:,~.,s-~::,7~<:~ -"'.~,·.-- --·. · · 

Sea a una relacI6n borrosa ~inÍ~a en V, enton-
1'r ~ 

µ k (u,v) = 1'1 ck (u,v)] 
a 

ces 
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Demostraci6n. Sean w =u y o wk=v . Por definici6n de camino 

(1) 

(2) 

(3) 

más fuerte de longitud k (II.19) 

6[C~(u,v)] = V 6(C) 
cerk(u,v) 

= 

= V [ /\ l!n(w.,w.+ 1ll o .,.;;; i <; k-1 ~ 1 1 w 1 , w 2 , ... , w k - 1 

= µ k(u,v) 
~ 

1. Por significado de rk(u,v) . 

2, Por definici6n de valor de un camino (II.18}, 
3~ Por la proposici6n II.15 . 

Teorema II.12 Sea ~una relaci6n borrosa en V finita, enton-

ces µE_(u,v) = ~[c*(u,v)] • 

Demostraci6n. Por definici6n de camino más fuerte (II.20) 

* 6[ e (u,v) 1 = V "(C) 
cer (u, v) 

(1) 

( 5) 
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1. Por significado de r(u,v) y de rk(u,v) . 
2 • Por definici6n de camino más fuerte de longitud k. 
3 • por el teorema II.11 . 
4 • Por definición de unión. 
5 • Por definición de cerradura transitiva. 

Teorema II,13 Sea a una relaci6n borrosa en V finita, con 

1 VI = n , entonces dados u,v E V y m E N 

con m > n , existe k ~ n tal que 

Demostraci6n. m > n = IVI implica que los caminos de long! 

tud m de u a v tienen uno o más elementos que 

se repiten, es decir, en tales caminos existen 

circuitos (caminos cerrados) o lazos (si para 

Es claro que dado cualquier camino de longitud 

m es posible obtener de ~l otro camino de lon 

gitud menor o igual a n, al retirar uno o más 

de esos circuitos o lazos. 

l~ 
Sea e m(u,v) un camino más fuerte de longitud 

m de u a V y sea ck (u,v) , con k ..,;;; n , un ca -
mino de longitud k de u a V obtenido al red u-

·'· en la forma arriba mencionada. cir C~(u,v) 

Por de fin foi6n • d.t~?J~~;L~~ ''.~n' bamino ( I I.18) y 

por construcciónUa'~~ cs~'.(~i';Iy){ 8~. tiene que 
, . :,: ·~' -~:·:;·· .. ·. :;' : 

1'( e: (u,~fl ,~ ;( b~··c~·;~)]' 



... 
~ \j ~(C) = ~[C~(u,v)] ,p.a. k ~ n 

cErk(u,v) 
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El resultado anterior indica que, en toda gráfica borrosa fi-

nita, el camino más fuerte entre cualquier pareja de puntos 

se puede obtener pasando por a lo más n-1 puntos, donde 

n = 1 VI • Al pensar ~sto, en relaci6n a los teoremas II .11 y 

II.12 , es posible plantear el resultado al cual se hizo alu-

si6n despu~s del corolario II.1 . 

Teorema II.14 Sea Runa relaci6n borrosa en V finita, enton-

ces existe k <;; IVI tal que 

Demostraci6n. Sea n = IVI • Por el teorema II.12 

k 
u ~i 

i=1 

. ~ * 
'Porsignificado de C

0

(u,v) y de Ci(u,v) . 

~~-~~; ei teorema II.13 . Observe que la k que aqui se 
~~opone sirve para todo (u,v) E VxV y para toda 
~> n , mientras que la k del teorema II.13 servia 
para (u,v) y m dados. Lo anterior no representa pro-
blema pue~to que se está considerando la unión sobre 
las k's. 

3, Por el teorema II.11 . 
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4. Por definici6n de uni6n (II.4), 

Por último, se replantea el corolario II.1 considerando el re 

sultado anterior. 

Corolario II.2 Sea a una relaci6n borrosa reflexiva y fini-

ta en V, entonces existe k ~ 1 VI tal que 

ª = l!k • 



CAPITULO III. CONTRIBUCIONES DE YEH Y BANG EN LA APLICACION 

DE CONJUNTOS BORROSOS A TAXONOMIA NUMERICA 

l. Introducci6n 
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En general no:resulta sencillo precisar la contribuci6n de un 

traQajo endeterminada área. Para evaluar el art!culo de Yeh y 

Bang [6 1 se escogieron dos obras: la de Kaufmann (3] en lo 

referente a conjuntos borrosos y la de Jardine y Sibson [2] 

con relaci6n a taxonomía num~rica. 

Una gran parte del trabajo de Yeh y Bang está dedicada a pre­

sentar, aunque en forma no muy explícita, el m~todo de cone­

xi6n simple en t~rminos de relaciones borrosas. Dicho mate­

rial se expone en la siguiente secci6n de este capítulo, con 

excepci6n del manejo algebraico de relaciones borrosas prese~ 

tado en el capítulo anterior, parte del cual aparece en el a~ 

t!culo de Yeh y Bang pero no se puede considerar contribuci6n 

de ~stos. Por lo demás, se procur6 mantener el orden original 

de su exposici6n y se insertaron comentarios personales fácil 

mente distinguibles porque aparecen sangrados y precedidos 

por una C. 

Por otro lado, Yeh y Bang manejan tres m~todos de clasifica­

ci6n basados en propiedades de conexidad de gráficas: uno re­

lacionado con el grado de los vértices, otro con los conjun­

tos de corte (conexidad por líneas) y el último basado en la 

conexida por vértices. 1 

Para información sobre éstos conceptos vea Harary [ 1 1 
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Este material no se presentará por no tener relaci6n con los 

métodos Bk , sin embargo se hará referencia a él en la sec­

ci6n tres de este cap!tulo, en la cual se comenta el articulo 

de Yeh y Bang en general. 

2. Desarrollo 

Antes de exponer el contenido del artículo en cuesti6n, es 

necesario establecer la intenci6n de los autores. 

Yeh y Bang se proponen demostrar que la aplicaci6n de conjun-

tos borrosos a taxonomía numérica presenta dos ventajas: 

La primera consiste en que es posible manejar una sola gráfi-

ca, con lo cual los pesos de las aristas reciben un tratamien 

to "más justo". 1 

La segunda ventaja es que los métodos obtenidos por medio de 

conjuntos borrosos resultan ''más poderosos" que los métodos u 

suales. 

2.1 Relaciones borrosas debilmente reflexivas y simétricas 

Definici6n III.1 Una relaci6n borrosa gen V es ~-reflexiva 

· II.10) son 

1 Se refieren a que es posible sustituir las gr&ficas ordina 
rías de los diferentes niveles por una sola gráfica borro~ 
sa, 
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Definici6n III.2 Una relaci6n borrosa E en V es debilmente 

reflexiva si para todo u,v E V 

Proposición III.l Sea B una -relaci6n borrosa de V a W , en­

tonces RoE· es debilmente reflexiva y si 

rn~trica. 

Demostraci6n. Por definici6n de relaci6n rec!proca (II.8) 

i) µrur<u,v) = :;i . .}µB(u,w)/\ µ~ .. (w,v)J 

ii) 

Definic~6n III.4 

. .. 

V [ µR (u, w)] 
wEW -

= V [ µ 0 (u,w) /\ µ'D., (w,u)] 
WEW ~ ~ 

= 

es debilmente reflexiva • 

µE.E..(u,v) = V [ µ 0 (u,w) /\ µ'D .. (w,v)] 
wEW ~ ~ 

= V {µ-o (v,w) /\ µ'D., (w,u)] 
wEW ~ ~ 

= µEE: (v,u) 

lm;'." es sirn~trica. 

una relaci6n borrosa ~ en V, un subcon-

.junto ordinario K C V es 0t..:.completo con 

respecto a Ji si pa~Z fbab· U,v e K 

µE. {u,v) ;;;;:, a • .·· 

Definici6n III.4 Un subconjunto ordinario K C V es rnaxirnal 
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a-completo con respecto a R si no existe 

ningün subconjunto ordinario a-completo con 

respecto a ~que lo contenga propiamente. 

En lo sucesivo se llamará a estos subconjuntos de V por a-

completos o maximales a-completos, salvo cuando haya que pre-

cisar V o ~· La falta del signo - basta para indicar que se 

trata de subconjuntos ordinarios. 

Definici6n III.5 Dada una relaci6n borrosa ~en V, debilmen­

te reflexiva y simétrica, se denotará con 

R 
F ª a la familia de subconjuntos de V que 

son maximales a-completos. 

Definici6n III.6 Dada una relaci6n borrosa R en V, debilmen--
te reflexiva y sim~trica, se define 

Ra 
c. Observe la conexi6n entre la familia de subconjuntos F y 

la relaci6n ordinaria de nivel a (Ra) • Los elementos de la 

primera son los v~rtices de las subgráf icas maximales com-

pletas de la gráfica asociada a Ra , es decir, los maxima­

les a-completos son los v~rtices de tales subgráficas. Es-

to permite pensar en FR .como la familia de subgráficas ma­

ximales completas de la sucesi6n de gráficas asociadas a 

la sucesi6n de relaciones ordinarias {Ra} , a E [ 0,1 1. 
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Note que al pedir que R sea debilmente reflexiva y sim~tr~ 

ca todas las gráficas están bien definidas como tales, sin 

embargo, por no pedir reflexividad, es posible que para a~ 

gunos valores de a , la gráfica asociada a Ra no tenga co­

mo vértices a todos los elementos de v. 

El siguiente resultado es consecuencia de la proposici6n II.9 

y de la construcci6n de la familia 
Ra 

F • 

Proposici6n III.2 Sea Runa relaci6n borrosa debilmente re-

flexiva y simétrica en V, entonces 

R 
dado K

2 
E F ª 2 = , existe 

c. Lo que ocurre, al pensar en gráficas, es que la gráfica a-

saciada a es una subgráf ica de la gráfica asociada a 

R . , es decir, a medida que los valores de a descienden 
ª1 

desde a 2 hasta a 1 se van añadiendo aristas (y quizá vérti-

ces) a las gráficas correspondientes. 

Observe tambi~n que se comienza a manejar un modelo paree~ 

do a los del capítulo I, en donde se trabajan sucesiones 

de gráficas que van completándose hasta formar la gráfica 

completa (todos los puntos unidos entre s!). La diferencia 

principal con aquellos modelos es que el valor que aqu! d~ 

crece (a) allá era creciente (h) puesto que se hablaba de 

disimilaridades y no de similaridades, como es el caso de 

las relaciones borrosas. 



Proposici6n III.3 Sea a una relaci6n borrosa debilmente re-

flexiva y sim~trica en v, entonces 

Ra µa (u,v) ;;;;¡. a • existe K E F tal que 

u,v E K • 

Demostraci6n. Sea µ~{u,v) ~ex entonces 

• {u,v} es ex-completo 

~ existe un maximal ex-completo 

tal que u,v E K . 

so 

Definición III.7 Dada una relaci6n borrosa~ debilmente re-

flexiva y sim~trica en V, IRª es una rela-

ci6n ordinaria de V a FR caracterizada por 

µ61 (v,k) = {1 
a O 

R 
si V E K y K E F a 

de otra manera 

Defin1ci6n III.8 Dada una relaci6n borrosa R debilmente re-

flexiva y simétrica en V, la relaci6n borro 

sa ~ de V a FR est~ caracterizada por -
µ.a{v,K) =Va•µIR (v,K) 
~ ex a 

c. Observe que IRª es la relaci6n ordinaria que asocia cada e­

lemento v de V con aquellas subgráf icas rnaximales comple-

tas de la gráfica inducida por Ra de las cuales v es un 
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vértice. Tambi~n las ~a resultan ser las relaciones ordina 

rias de nivel a (definici6n II.7) de la relaci6n borrosa€, 

debido a la definici6n de ésta última. 

Por otro lado, dado K E FR es posible asociarle dos va-

lores de a : 
R 

ª1 (K) = max {al K E F ª } 
R 

Y a'.2 (K) = min {al K E F ª }. 
Note que al variar a desde 1 hasta O, la subgráfica maxi-

mal completa, K, "se forma" en la gráfica asociada a la r~ 

laci6n ordinaria Ra
1 

(K) • En la gráfica asociada a Ra
2 

(K) 

la subgráfica completa K deja de ser maximal, para quedar 

contenida en otra subgráfica maximal completa K' , salvo 

cuando K es la gráfica completa (todos los puntos unidos 

entre sí), en cuyo caso al (K) = O. 

Lo anterior permite ver a la relaci6n borrosa ~ , como la 

que asocia a cada elemento v de V con las subgráf icas max! 

males completas a las cuales pertenece, con un valor igual 

al de la a en la cual éstas se forman, es decir, si v E K 

µ~(v,K) = a 1 (K). 

Proposici6n III •. 4 Dada una relaci6n borrosa B. en V, debilmen 

Demostración. 

te reflexiya y simétrica, existen un con­

. juií~o w'J:' una relaci6n borrosa R, de V a w 
,"') ·;.':.'" 

·s·~a~.'••· 'W'·.·~.;e~·n.I·.·~~·l)~~i.~.{i~·.·.··;·····entonces 
rel~~{6"~ b·~~r~os~ ~~:V y para todo 

tiene que 

OO.. es una 

u,v E V se 



µ ~§I' Ju, Y) = K4tF R [ µ ~ (u, K} /\ µ ~r { K, V) ] 

= V R [ µ ~ (u , K) /\ µ ~ (V , K} ] 
KEF -- ~ 

Sea µB(u,v) = ~ . Por la proposici6n III.3 , 

R 
existe J E F ~ tal que u,v E J 

µ~ (u,J) = µ~ (v,J) = 1 
(3 (3 

=> µ~(u,J) = "a·µ~a (u,J) ~e·' ~Y· 
', - o-.~ - ' -

análogamente µ~(v,J) ·-;;i.'~·;•. 

. .. 
-

Ahora bien, suponga que 

y sea 2E = o-~ , entonces existe K E FR 

tal que (3 +E ~ [ µ ~ (U , K) /\ µ ~ {V 1 K} ] ~ O - -
o R 

y K E U F a 
a=(3 +e 
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que es una contradicci6n, 

El siguiente r(aSUl.tado e~x.c()nsecuencia de la ptbp()sici6J'l' ant~ 

r ior y. de. 1a}pr()pQsü:'i6n,I(Xt.1, ·~ 
-'"·-;-_--_- ',..,- '·:I· <:; . .:: ),;:¡ :(_\~_:y~;;c. ':,~;-~/; -;~{;:'.:~.~··::~:_[;j~--~)~:-:',·-,-~\-::;'~- .. 

'.:.,'.:.::··-> .. ~~-·,·. - . -,.·~-- . ·_c~·c·.-~-

Teorema Ir;.~:: ;~~~\r;e;f~¿'¡~~i("'!,~~~i~·o:a :;·Q'.~~· v ¿~ debilmente re-
. ··¡' '·· '• ·r ~-·:.-.e·• 

~{~~fJ~ '.~<sE:~fu.étrica ·~· existen un conjunto 

W y una relaci6n borrosa ~ de V a W, tales que 

E. = s.s_y • 



c. Observe que los resultados anteriores son, de hecho, una 

variaci6n<El teorema de descomposici6n (II.1), en el cual 

se muestra que toda relaci6n borrosa se puede expresar en 

términos de sus relaciones ordinarias de nivel ª· 
Este último teorema además de presentar una caracteriza-
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ci6n de las relaciones borrosas debilmente reflexivas y s! 

métricas, lleva impl!cita, de alguna manera, la construc-

ci6n de~, es decir, la idea de sustituir las Ra por las 

relaciones, también ordinarias, ~a • Lo anterior significa 

expresar las primeras en funci6n de las subgráf icas maxima 

les completas de sus gráficas asociadas. 

La relaci6n entre el teorema anterior y el teorema II.1 se 

verá con más detalle en la secci6n 3, pues resulta intere-

sante para evaluar el trabajo de Yeh y Bang. 

Definici6n III.9 Una relaci6n borrosa ~de V a W es a-deter-

minada , si dado v E V existe a lo más un 

w E W tal que 

Definici6n III.10 Una relaci6n borrosa R de V a W es a-pro-

ductiva si dado v EV existe w E W 

tal que µR(v,w) ;;i,.a. -
Definici6n III.11 Una relación borrosa R de V a W es a-fun-

ci6n , si es a-determinada y a-productiva • 

• 

. Si a=l s6lo se dirá determinada, productiva, etc. 
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Proposici6n III.5 Si ~es una relaci6n borrosa debilmente re 

flexiva, simétrica y a-reflexiva en V, en-

tonces para toda e ~ ex , ~ es e -producti-

R 
va y Fe es una cubierta de v. 

Demostraci6n, Sea O ~ e ~ ex , entonces µB (v, v) ~ ex ~ e 

R 
~ existe K E F e tal que v E K y corno 

R 
eso ocurre para todo v E V , F e es una 

cubierta de V. 

Tarnbi~n, por definici6n de ~ se tiene que 
e 

µ~ (v,K) = 1 y por tanto µ~(v,K) ~e 

e -

~ ~ es e-productiva. 

Corolario III.1 Sea B una relaci6n borrosa reflexiva y sirn~-

trica en V, entonces ~es productiva y para 

R 
toda a E [ 0,1] F ª es una cubierta de V. 

Proposici6n III.6 Una relaci6n borrosa gen V es reflexiva y 

sim~trica existen un conjunto W y u-

na relaci6n borrosa productiva g, de V a W, 

tales que B = ~~ • 

Dernostraci6ri. ~) Es consecuencia de la proposici6n III.4•y 

del corolario anterior. 

~> Por la proposición III.1 B es· debilrnente 

reflexiva y sirn~trica. Ahora bien, sea g 



productiva y v E V , entonces 

existe w E W tal que µ~(v,w) = 1 

.. 1 = µg, (v,w) /\ µ~y (w,v) 

< µ[[y(v,v) e;; 1 

µJi (v,v) = 1 
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Proposici6n III.7 Sea R una relaci6n borrosa debilrnente re--

Demostraci6n. Sean 

flexiva, sirn~trica y transitiva en V, en-

tonces dado a E [ 0,1] , ~Q' es determinada 

Ra 
y los elementos de F son ajenos dos a 

dos. 

y sup6ngase K n K' =1:: cp • 

Sea v E V tal que v E K n K' , entonces pa-

ra toda w E K y para toda w' E K' 

µ!!(v,w) ;;;iaa y µJi(v,w') ;;.a 

µR (w ,w') ;;;. a (debido a que !! es sirnétri--
ca y transitiva) 

. .. K n K' es a-completo, pero corno ambos 

son rnaxirnales, se concluye que K = K' , es d~ 

R 
cir, los elementos de F ª son ajenos entre s!. 

Por lo anterior, si µ~ (v,K) = 1 , entonces 
Q' 

R 
para toda K' E F ª tal que K ~ K' , se tie-

ne µ~ (v,K') =O 
Q' 

i.e., ~a es determinada. 
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c. Al pensar en gráficas, los resultados anteriores se pueden 

interpretar as!: 

l. Si ~es debilmente reflexiva, sim~trica y a-reflexiva, 

entonces las gráficas asociadas a R , con e < a , tie­e 

nen como conjuntq de v~rtices a todo V. 

2. Si ~es sim~trica y transitiva1 entonces, en las gráfi­

cas asociadas a Ra , las subgráf icas maximales comple­

tas son equivalentes a una partici6n de un subconjunto 

(no necesariamente propio) de V, a saber, el subconjun-

to formado por aquellos elementos v E V para los que 

Corolario III.2 Sea ~una relaci6n borrosa de equivalencia 

Ra 
en V, entonces F es una partici6n de V pa-

ra todo ~E [ 0,1] 

2.2 Relaciones borrosas reflexivas y finitas 

Yeh y Bang presentan el siguiente material pensando en t~rmi­

nos de gráficas, en la forma expuesta despu~s de la defini-

ci6n II.2 • Al no trabajar la simetría, se manejarán, de he-

cho, digráficas borrosas. 

Definici6n III.12 Sea Runa relaci6n borrosa reflexiva y fi--
1 En la sección 3 se verá que no es necesario pedir que ~ 

sea debilmente reflexiva. 
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nita en V. Un elemento v de V es a-alean-

zable desde otro elemento u de V, para 

a E (0,1] , si existe k EN tal que 

µ k (u ,v) > a • 
R -

Definici6n III.13 Dada una relaci6n borrosa a en V, reflexi-

va y finita, la matriz de alcanzabilidad 

de ~' denotada por ~ , es la matriz aso-

ciada a ~ , donde k es el menor entero 

tal que 

c. El teorema II.10 garantiza la existencia de dicha k. 

Definici6n III.14 Dada una relaci6n borrosa R en V, reflexi-

c. 

va y finita, la matriz de a-alcanzabilidad 

de a, denotada por Aa , es la relaci6n or 

dinaria de nivel a de ~ . 

Observe la relaci6n entre los conceptos anteriores y las i 

de as sobre caminos de u a v presentadas por Kaufmann. En 

realidad, en vista del corolario II.2 ' ~ = ft ' es decir, -
~ es la cerradura transitiva de ~· 

No se incluy6 esta idea en las definiciones por respetar 

la exposici6n de Yeh y Bang, sin embargo, conviene unifi-

car la notaci6n de este trabajo por lo que se sustituirán 

~ por ~ y Aa por fta . También es claro que v es a-alcanza-
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ble desde u si µft(u,v) ~a y esta idea es la que se usa--
rá en lo sucesivo. 

Por tratarse aqu! de una evaluaci6n del trabajo de Yeh y 

Bang, conviene aclarar que ellos no manejan el concepto de 

relaciones ordinarias de nivel a , sin embargo por las mi~ 

mas razones de uniformidad, siempre que coincida con las 

intenciones de Yeh y Bang ser! usado. 

Algoritmo III.1 Determinaci6n de la entrada {i,j) de lama-
,.. 

triz de alcanzabilidad a, de una relaci6n bo 

rrosa reflexiva y finita en v. 

l. Sean aCi) el i-~sirno rengl6n de li y x=l. 

2. Calcule Bx+l(i) , el i-ésimo rengl6n de 

x+l E , con la f 6rrnula 

µBx+1 (i,j} = µRxR(i,j) 

=v [µ c1,v>/\ µR(v,j)J 
V E_X -

3. Si ax(i) = ~x+l(i) entonces 

B(i) = lix(i) • En caso contrario incremen 

te laxen uno y regrese al punto 2. 

c. Observe que el algoritmo calcula en realidad todo el ren­

gl6n i de R· Por otro lado, es posible que dicho rengl6n 

deje de variar en potencias de E menores a la potencia pa-

ra la cual k k+l 
~ = ~ , lo que puede ahorrar muchos cálcu-
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los innecesarios. 

Definici6n III.15 Sea B una relaci6n borrosa reflexiva y fi-

nita en v. La conexidad entre dos elemen-

tos u y v de V, denotada por C(u,v), es el 

m!nimo de las alcanzabilidades entre u y v, 

es decir, C(u,v) = µ~ n ft• (u,v) 

Definici6n III.16 Sea B una relaci6n borrosa reflexiva y fi-

nita en V. La matriz de conexidad de Bes 

Definici6n III.17 Sea E una relaci6n borrosa reflexiva y fi­

nita en V. La matriz de a-conexidad de a 
denotada por Ca , es la relaci6n ordina­

ria de nivel a de C· 

c. Observe que C(u,v) = µ~(u,v) es un tipo de sirnetrizaci6n 

" de ~y que es fácil, a partir de ésta, calcular e y ca , 

cosa que se requiere para asociar a B una relaci6n borrosa 

de equivalencia lo cual, corno se verá más adelante, es com 

parable con los modelos de taxonom!a numérica. 

Definici6n III.18 Sea R una relaci6n (gráfica) borrosa ref le - . 
xiva y finita en v. Una subgráfica K d~"& 

es fuertemente a-conexa si para todo 

u,v E K se tiene que µ~(u,v) ~a . 
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C. En este punto se está abusando de la notaci6n, pero se es-

pera que no cause confusi6n el hecho de hablar de R como 

gráfica y como relaci6n indistintamente. Asimismo, vale la 

pena aclarar que por una subgráfica se está entendiendo, 

fundamentalmente, el conjunto de elementos de V que son 

v~rtices de la subgráfica, es decir, en la definici6n ante 

rior K es un subconjunto de v. Estrictamente, se deberian 

precisar más estos conceptos pero eso harfa más pesada la 

exposici6n y no se ganar1a gran cosa. 

Definici6n III.19 Sea~ una relaci6n borrosa reflexiva y fi-

nita en V. Una subgráfica maximal fuerte-

mente a-conexa de ~ es una subgráf ica fue~ 

temente a-conexa que no está contenida pr~ 

piamente en ninguna otra. 

Teorema III.2 Sea ~una relaci6n borrosa reflexiva y finita. 

Una subgráfica K de ~ es fuertemente a-conexa 

~ existe u E K tal que para todo v E K 

µQ.(u,v) ;;;.a. 

Demostraci6n. =>) Es inmediata .• 

.::• •. /'e',~,,>~ .~'~e . µQ,(u~v) ;;;;. a >para todo 
~' -., -· ;.:_::·~~L ·:';-:: ';.:~ --·;,c--,-.-._-=-'··-=~-·~C"i'-",C-¡--'- - - -.· .. ' 

...... ;~);s~~·~h-;'.·,·,~,,:q;•~.· .. ···~.·-··;~,)\~~t6t1ce·~·. 
µ.Q.(u,~) >·a> i'y\> µ'd{\l·~w>>? a.\<·· 

µi (u,v) >a , µB (v,u) ;;is a y 
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µi(u,w) ;;, a µa(w,u) ;;, a 

como a es transitiva (teorema II.5) 

... µE_(V 1 W) ;;i: a y µt(w,v) ;;;ata 

'* µc(v,w) ;;;;i. a -. K es fuertemente a-conexa • .. 

Algoritmo III.2 Determinaci6n de las subgráficas maximales 

fuertemente a-conexas de una relaci6n borro-

sa a en V, reflexiva y finita. 

1. Construya c. = ft n ft". - -
2. Construya la relaci6n ordinaria Ca • 

3. El número de renglones distintos en Ca es 

el número de subgráf icas maximales fuerte 

mente a-conexas y para cada uno de estos 

renglones, la subgráfica maximal corres-

pendiente está dada por los elementos de 

V cuya entrada es l. 

C. El último punto del algoritmo puede resultar confuso. Lo 

"' que ocurre es que al simetrizar E,, en el momento de calcu-

lar ~' se obtiene una relaci6n borrosa de equivalencia ya 
A ~.. . 

que tanto 11. como E, son reflexivas y transitivas. EL teore 
: . ~··;: ~:,_·'.;: ____ -·· 

.;_::: 
ma II.2 garantiza que las relaciones ordinarias Ca son ~e 

~ " ,- " ~ ,. -; ~ . 

equivalencia y, para cada a, ).é3-s subgráf icas maxi'.inB.l~s 
···..,· 

fuertemente a-conexas so~ 'i~-s ~lementos de la pa~t.i.~i6n 

inducida por ca 
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2.3 Relaciones borrosas y taxonomía numérica 

c. El material correspondiente a esta secci6n, a pesar de ser 

muy breve, permite hacer numerosas observaciones, las cua­

les se pospondrán a la siguiente secci6n para ser integra­

das a los comentarios generales sobre el artículo que se 

está analizando. 

Lo que a continuación se presenta, incluyendo las observa­

ciones, se ha tomado con apego a dicho artículo. 

Sea V el conjunto de objetos a clasificar y la relaci6n borro 

sa ~ una medida de la similaridad entre cada pareja de elemen 

tos de V. 

Definici6n III.20 Un a-cluster es un subconjunto maximal W 

de V, tal que cada pareja de elementos de 

W es mutuamente a-alcanzable. 

Algoritmo III.3 Determinaci6n de los a-clusters. 

Los a-clusters son iguales a los grupos obtenidos por el méto 
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do de conexi6n simple. La diferencia entre ambos métodos radi 

ca en que los a-clusters se pueden obtener directamente de a, 
después de a lo más !VI -1 multiplicaiones de matrices (en el 

sentido de conjuntos borrosos), mientras que el método de co-

nexi6n simple requiere producir tantas gráficas como entradas 

distintas tenga la relaci6n original ~. 

3. Comentarios generales 

Antes de hacer las observa6iori~s globales sobre el artículo, 

se hablará con cierto detalle de lo presentado en la secci6n 
c •••. 'c. 

2 • 

La secci6n 2 .1 gír.a'''eI1 'torno a la idea de que es posible ex­

presar, o recuperar, una relaci6n borrosa R por medio de FR , 

es decir, ~genera y puede ser generada por una serie de sub-

conjuntos de V que satisfacen ciertas propiedades. 

A lo largo de la secci6n se exhiben algunas de estas propied~ 

des, se establecen relaciones entre los elementos de V y esos 

subconjuntos, se presentan algunas caracterizaciones y se ju~ 

ga, principalmente, con. los concept()§ de <A'-reflexividad y 

transitividadz,a_:};~{if,·ae pre~isar el compOrtamiento de tales 
-. ' - . " -¡ }' ' ·- .. -\~,:- -~ ·, -' • 

subconjuntolt§<~~t~ciones. 
La diferencifa~#;~~,¿~ri~ial ent.re.

0 
este material y el que presenta 

¡-.. ;· - -. - - .. -.:". ·-::.· -·-- ---;.-. 

Kaufman~ c6~;~:i..~fé' en no trabajar directamente con ·tas rela-

ciones ordinarias de nivel a.sino con las subgráficas maxima-

les completas de las gráficas asociadas a éstas. 
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Esta variaci6n, aunque permite caracterizar a las relaciones 

borrosasci:!bilmente reflexivas y simétricas, introduce elemen-

tos que dificultan el manejo de R y que en realidad, como se 

verá más adelante, no aportan un avance en lo que a taxonornfa 

numérica se refiere. 

Conectando las relaciones ~ propuestas por Yeh y Bang con 
Ci 

las relaciones ordinarias de nivel a (Ra), es posible demos­

trar las siguientes igualdades: 

Lo anterior significa que R~ = íl ~ • donde a pesar de tra-... Ci Ci , 

tarse de relaciones ordinarias la composición es en el senti-

do de conjuntos borrosos; dicho de otra manera, se está des-

componiendo Ra por medio de sus cliques. 

Observe que es más sencillo trabajar directamente con R para 
Ci 

llegar a los resultados de Yeh y Bang. Por ejemplo, si Res 

de equivalencia, por el teorema II.2 las R también lo son y, 
O'. 

R 
corno se comentó en su oportunidad, los elementos de F ª son 

las clases de equivalencia de la partición inducida por R . 
. ···<·' . '... •. .. . . .•• .. . . :· ;>':·'- ....• Ci . 

Si R no.~:.~ .. :-t:.~~!_f~~iva·;· las R<X_ tampoc<:) :() 7:?~z~-L~~~f.~i4t~~~;\:~7:1os 
... ··········: 'R~'. ... . . ..... ·. .•... . ......... \ ··;-.:·2;:;;.~:"<.·<~ .. :.~:.~- e< .. •.······· 

elementos) de F· .•.... ··. pueden presentar-. traslapes\·•$Ji·B'·es} Ci.:;:refle-
· 'T ; : ·····~ · ... · i · · 'f1 · ·; · < -~t:c:: · ··2:.;H .r .. ··>y 

xi va, ;.~r'! ·· .. ·.E . ..... ~·• .. ·a . ª~)\.:.~·~~~·~5¿;:y~;,V;Ét~ '- •· :f::ii:;;~d;~Íf(~~;~i'0~~¡ ,,;~ i• --··.·e'• •• 

Este último concepto de -a..:.réflexividad no es·'bbJTlú.if?erf~H~~B~ie-
mas de taxonomía numéricá. ,-~~~--Y Bang, aunq~·~.i~~?;'f();;1~.~S~~:;:;ex-
pl!cito, parecen intentar combinarlo con el concepto d~ refle 
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xividad debil para obtener un sustituto de la reflexividad. 

Presentan una definici6n de relaciones borrosas de ~-equiva-

lencia, que resulta ambigua al no aclarar nada sobre la refle 

xividad debil, como relaciones a-reflexivas, simétricas y 

transitivas, después de la cual proponen como inmediato un 

teorema que es falso: 

<·: : . .. ~ ... ·.·.: -- -~- . ·,. ,_" 

existen W y una .&:.;f\J.nbicSri ·~ de 

V a W tales que E, = U," . 

La falsedad se debe a que ~no es a-funci6n. Lo que ocurre es 

que para cada R = ~ ~ .. 
€ € E 

, donde ~e es f unci6n en 

los términos que ellos lo definen, es decir, ~e es determina­

da y productiva. Sin embargo, t que es igual a la relaci6n bo 

rrosa generada por las ~a , i.e., t =~es a-productiva pero 

no a-determinada. Lo anterior con base en las demostraciones 

hechas por Yeh y Bang, pues aunque el resultado es más gene-

ral, en el sentido de que no se habla de ~' en las demostra­

ciones se utiliz6 precisamente A, corno la relaci6n de V a W 
~ . . .., .... - .. 

que satisface los. requisitos· pedidos;_·.s~encJ.C>< ~C= FR • 
-- . --· - , ,,_ -... _,---- ..... :---,.-.,-,--,,-

Quizá el cohc~p~('): 'más interes~·n te quE:i ''ItiÁk~jhri Yeh y Bang es 

el de ··~'~"~fü$.~'.I~~c~á,~~S~~9i1~ Ei ?º2jur,i~g dk r~l~~~.~li_~s~~.borrosas 
_,,;,_,,:,,:, ;.,- -.,:>-.,,,-:_- . '.'-->:,~~~---;'::7 

en v qÜ.~··sá.ti~l~'c~ri 1a. reflexividad e'stá'. bcirit~ki.ad.:eri·'~1····ae 
·.~. ':'.--;.'.',·.' . -

las debf·lmente<réflexi vas y, de hecho, variás; p}Opi.~dag!=.s que 
· - r=_-;).·.~,,'-.::-<~:.-'>··::~-:-~_-_:._! .. ~--:'. · -.-_ .. · · - · ' - -· -._._ ··:·,-:_- -'.::_· --_:'.·.-·',/;:;-.;_-¡;;:-.,_:r:-;;x·,"-~:··:" 

._ ,.___ , .. _,._,··-·· -, ___ ,, 

Kaufmann atribuye a las primeras se pueden exter~aef ~;·i~~ se-

gundas. En este caso se encuentran la·proposici6n II.17 y sus 
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consecuentes o derivados: teoremas II.4 , II.7 y II.10 , as! 

como lo~ corolarios II.1 y II.2 . 

La proposici6n II.17 se puede replantear así: 

Proposici6n II.17' Sea Runa relación borrosa en V debilmen-

te reflexiva, entonces para toda k N 

se tiene 

La demostraci6n es exactamente igual a la de la proposici6n 

II.17 , de manera que es posible replantear los teoremas y co 

rolarios mencionados en forma análoga. 

Otro resultado interesante, al que ya se hiz6 alusión, y que 

seguramente Yeh y Bang no advirtieron (ver el enunciado de la 

proposición III.7) o al menos nunca lo aclararon, haciendo im 

precisa la definici6n de relaciones de a-equivalencia, es el 

siguiente: 

Proposici6n~ Seá !f Una relaci6n borrosa en V sim~trica y 
- ',\:-~\;<~:? ·: ::. ; .~:--/~'.~:\:?:/:'-\/-· 
<;;;;'i·Y~~t~~~itiva/''eritonces R.es debilmente reflexiva. 

--- - -- ~ ~-~~~~\~~:~~.~~-:~.:.-_-:\·'. ~~.;.~f.~~.~!i~.~:r.;_:~~.~-:~;~ -.--:~:~-.:.;~--~-.~~--·_: .- ·.<~- "( ,_._, : - - ' 

La deª2'~fff~B:i~~ji_~:~Ki.68;Íl~é2Ü~h:6Ia in~~diata <.1~1 teorema rr. 3 y 
·j.¡;_L t~Ki·,X /~'..?~:·;-[.. ·'f--,'5 ;~:~;.'-:·'~,-,-,- -_-,-.,- , ·.-~-"-~:e;'--~-~"~=,~ --- """''------=---

1 ~ ;: ~f~'ff~fü~s~~¡~~-:f iii~·ic: .?º··t~Vi;r·\· ·> .· ·· · de 
-~ :·_:·;\'.~::::·~~->/ _..::,;.:~·~ ,,..,;,· :~>,, ~;::·'\:'_¡ -: " . 

Este ~es\.ii.tadO )U.htd con ia proposiC:i6n TI.17' permite tam-

bi~n 1TI~~riicar algu11os ~esult.élc:los 4E?l .9~Pr~u~oc II. Por ej e~m-, 
ple~ ~5;.ihteresante observar que en los t.eorem~s II. 4 .y II. 7 

'.·.·::· .. -_-:'.: ·-:·· " .' ' : -· .' 

las condiciones de r;eflexividad,Y 1:rpnsitividad se püedencam 

biar por las de simetría y transitividad obteniédose los mis 

mos resultados, los cuales aparentemente dependian en gran me 



dida de la hip6tesis de reflexividad, siendo en realidad la 

reflexividad debil la condici6n requerida. 

Con respecto a la secci6n 2.2 , donde se manejan relaciones 

reflexivas y finitas, se puede decir que la idea central es 

lo que Kaufrnann llama caminos más fuertes entre dos puntos. 

La idea de a-alcanzabilidad, corno se mencion6 anteriormente, 
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es tan solo otra forma de pensar en la cerradura transitiva y 

no se puede considerar una aportaci6n. 

Por otro lado, en lo que a taxonomía numérica se refiere, se 

introduce la posibilidad de partir de una relaci6n no simétr! 

" ca, proponiéndose a cambio una simetrizaci6n de a en el momen 

to de construir la matriz de conexidad. 

Los problemas que se presentan para aceptar lo que proponen 

Yeh y Bang son varios. En primer lugar; no es-usual que se 

presenten problemas que donde no se considere o se solicite 

la simetría, pero en caso de que esto ocurra hay que discutir 

el procedimiento a seguir más ampliamente, cosa que Yeh y 

Bang no hacen. Por ejemplo, es casi inmediato proponer tres 

tipos de soluci6n: simetrizar la. relaci6n. original .pr.irnero . 

y después aplicar ·losCmétodos tradicio~ci.·J.:~~h>traba.)ar· ·<Son la 
' ' .• '_,e_··.· _; . ' ·' ·~- ., _-,; ;~::~-

\. ·:' . 

relaci6n original pará sime;!t~i'z§~./éll'-fihal; () bien i no sime-

trizar, es decir / Jlegélr ·a. uz:r ;·~~~Glt~d~ no simétrico y pro-
-· ' ',:·:;c.-~.\,- .. :-~ ~~.': ' -~- <:_. ce< :,~o:-_·,~--'.:( h~'.;,~~:~ -,-::='/;:/·;: ;,;~_~-','.:~~ ;r h,_:_·;:'··-. ' 

poner una·':i.ri~~:i:.prétaci,.~n adeC'lici2fa..;ú:>ara)e1 mismo. 
~-; ..-: .. 1; .'· _.·:~·~:::> -:. ')·, "·:··./ </: 

El sigu:Í.ertfeJ~~ \ln ej~~plo en -~i ;'.'C:tt~F-1~~ dos primeras. -posib! 

liclades .·'no son equivalentes: 

Sea V = {a,b,c,d} y ~ la relaci6n reflexiva cuya matriz es 



a b 

a 1 .1 

b .1 1 

c .1 • 3 

d .6 . 1 

c 

• 5 

• 1 

1 

.1 

d 

.1 

.2 

.1 

1 

Simétrizar a en un principio 

equivale a calcular una rela-

ci6n borrosa Q = ~ n aT y 

después calcular la cerradura 

transitiva de Q, i.e., ~ . 

Haciendo las operaciones correspondientes se ve que 
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µft n ftT {a,b) = µC(a,b) = .2 , mientras que trabajando con 

~ se llega a µ~(a,b) = .1 todo lo cual indica que es ne-

cesario analizar con más detenimiento el caso no simétrico. 

Los comentarios sobre la sección 2.3 se dejaron pendientes, 

en parte, porque Yeh y Bang no precisan las características 

de la relaci6n ~· En las primeras secciones jugaron con los 

conceptos de reflexividad y simetría y en ambos casos tuvie-

ron tropiezos, el de la simetría se acaba de comentar y el de 

la reflexividad es patente al analizar su intento de caracte-

rizar las relaciones de ~-equivalencia. 

En este caso los problemas vuelven a surgir por la impreqi­

si6n mencionada: 

De acuerdo a la definici6n III.20~ Los &;clust~t~·~;~'~}k .. há~ sub 
~.--; . ::, -.,,..=., c:·:-~,,_=f~·:º'.~;-::f..::.'~-·~;-~'-;:,1~-0:,-='-' ~ ~.- .. -_ .. ~ _ --. . __ 

gráficas maximales fuertemente a~conexas~,-··y~·~'.<ót2~t~~}·;~-~·:péJe'"" 
"-_ '.7 ;· ;l' -~·~¡:-- :::- '-~ ·:·. : ·-·' 

den calcular con el algoritmo III. 2 , sin efübargB~)f;':r~~~n~an 

un nuevo algoritmo para calcular los ~~cluste~~.~~c;()~~:,)~L.se · 
·. , . • . , ,,--.' ··:·:' ·-,-,- -• -._: ~- ",_, ·= - .,-;--'. ·_-,, '-::.• ----- e,;·. 

tratara de conceptos distintos. Además, la defin:i.6:i.6n;p~~ece 
implicar que~ no necesita ser simétrica y como.no se precisa 

esta situación el algoritmo aparece un tanto confuso. En ~l 
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se relacionan los a-clusters con los elementos de la familia 

sa 
F pero no se dá ningún algoritmo para calcular dichos ele-

mentes, ni se menciona la equivalencia con el algoritmo III.2. 

Por otro lado, el punto 1 sugiere que ~es reflexiva y finita, 

el punto 2 sugiere la simetría (por el comentario de que ~ es 

de equivalencia) , sin embargo no es necesario el punto 2 pues 

por reflexividad se tiene que la k del punto uno es la poten-

cia de ~igual a la cerradura transitiva, es decir, no es ne-

cesario calcular la uni6n de las potencias de ~ sino que bas-

ta considerar 
A 

~· 

En otro orden de ideas, la afirmaci6n de que es m~s sencillo 

calcular los a-clusters que los grupos producidos por el méto 

do de conexi6n simple es falsa, ya que los algoritmos usuales 

para calcular dicho método requieren también de a lo más n-1 

pasos (donde n = IVI ) y no de tantos pasos como valores dis-

tintos tenga a. 
Los comentarios que se pueden hacer sobre el trabajo de Yeh y 

Bang, en general, no son halagadores. El artícu~~está salpi­

cado de errores, imprecisiones y falta de coherencia entre un 

material y citró. 

Ejemplos de lo primero son el teorema(2) , comentarios sobre 

la ventaja de utilizar conjuntos borrosos y una variada cole~ 
--~·-;~~·---- - _e :;_.:'._o'_".'. 

ci6n de¿rrores tipográficos que van desde numerar mal los' ca 
. . . ' 

p1 tul os (o divisiones del artículo) hasta. la< oll\isi6n o el cam 

bio de símbolos en definiciones y demostraciones. 
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Ejemplo de irnprecisi6n Y.falta-de hilaci6n o coherencia, ade-

más de los ya comentados r>4~S .la aeiinicÍ6n (no presentada en 

este trabajo) de surna;'~:~::~J~~:!f,~~~~y~·~~;; ~::i~~f~,,~~'¿ ~posterior que 
;,·, .. ;~.,;. '(:--~ :·~:.~·'.::. ::¡,·:t:·::« , ''<;~;.::'.: 

_',. . . .. , .' -.- ·: -- .. ·.:;_ •. º" ., _;.: .·;:·~-.~--: ... ~"e:;·,. ··e+." de ella se hace. 

Con relación a los objetivos cfue Yeh·y Bari~ se plantean la si 

tuaci6n nocvarfa. 

Por un lado, ese pretende hacer ver que la utilización de con­

juntos bOrrdsos es conveniente por permitir manejar la rela­
··) .. :-.\.-

ci6n corno úná_';unidad, en lugar de descomponerla en las gráf i-

cas de cada nivel, lográndose asi un tratamiento más "justo" 

para los pesos de las aristas. Es evidente, sin embargo, que 

la CY que continuamente se utiliza no es otra cosa que un "cor 

te" en la relación, para estudiar su comportamiento en ese n~ 

vel, por lo cual el tratamiento a las aristas es equivalente, 

situaci6n qtie comprueba el hecho de que los a-clusters y los 

grupos prod~cidos.por el método de conexi6n simple sqn igua-
.- .-.«; - _'·,;~ ,; ~~;_,:'~:/<<:': ~:::·:_~) '·-· ;. .. .. -~:·<~~-.. -_·; .. ··' ' \' ,':'i:: ... .'::.·;~-<; .. _~ 

i -- ·,: >-.-}i' .,~_., : ·~~_;,_- -~¿ --~- ¡··;~;;~;.:J --\)\_~ __ .. _-'. ·: ! .· -_ -". _, .. ~~ ,.,_ "_ . .,,.~ ·- <:'.~ , ·; >: <:~{-: ·::_ -:~::::::::\::.·~w.~.(;;~. :.::·~.:~·~.·-·::: es . :. ,·:·e . ,.,,,·. •oc::,.;. :,, .•.•.. , •.. <·>.: ... : . : ·. :,·.· .. · >.;.::. ·:.,.J,,:<; .. : . : <:',':.·:.••, .• ··\.::. 
''. :: .. '.~,:; :;~-! \;·~:~~<;-.. -.. ~~.: -~~--:~; ·:·,,»·:--;:-> - i,~;:~';,/?: ' ,_. -r"' ·:. '_;i:r.~~>· ·~ -~;{~\i:{FP~~'.-~i~;f .·:' ::~·: , -; C-,>·· (':<:/.;:(~º,.~ ~·::.:\;~'-:~::·:i<:·:,; \:~:{, .\, .·, 

:::·~ti!lt~itJt~~Ñ!!~¡;~ti~~i~llliiilt~ll~,~E-
tarón),; s6~'. más 11 poderosos" (o poteri¡~~·3 ·:qtlé~ú~Ús ;:;¿¿,·;;·te~pon-

:::: t::.~ ::::::: , t: :: i: i:::: e:~esénfa;:{t~.~E'ZJ~~L~;·· (Uno• ·por 
' ,- . : . .-,: ::;-'>. ~'-' , .'. "'. : ,• ._ ... -.. " 

cada método) y las demostraciones de
1 

cada teorem~ cor~sisteri 

en piesentar un ejemplo donde se calculan los clust~rs produ-

cides por el método que proponen y los producidos por su co-
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rrespondiente método tradicional o usual. Lo más "poderoso" 

consiste en que su método produce clusters que no produce el 

método usual (?). Lo interesante del caso es que en sus mis-

mos ejemplos los métodos usuales TAMBIEN producen clusters 

que no producen los métodos que ellos proponen(tt). 

En resumen, el articulo de Yeh y Bang deja la impresión de 

ser un trabajo hecho con mucha premura, poca meditación y 

gran descuido, donde se trata de justificar (injustificadame~ 

te) el uso de relaciones borrosas en taxonom!a numérica. 

Cabe aquí la pregunta que se hace Guillermo Espinosa: ¿Conju~ 

tos borrosos sirve como herramienta para trabajar con elemen-

tos de taxonomía numérica, o aún estamos en una etapa en la 

que ésta ültima sirve corno modelo para pensar en conjuntos bo 

rrosos? , 
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CAPITULO IV. METODOS BK Y RELACIONES BORROSAS 

l. Introducci6n 

En el capítulo I se explicaron los métodos Bk y se vi6 c6mo 

resultan una generalizaci6n del método de conexi6n simple; és 

te rtltimo se expres6 en términos de relaciones borrosas en el 

capítulo anterior y ahora se construirá, en la secci6n 3, la 

expresi6n correspondiente para los métodos Bk . 

En vista de que la exposici6n del capítulo anterior no fué 

muy explícita con respecto al método de conexi6n simple, en 

la secci6n 2 se presenta un análisis más detallado de su rela 

ci6n con conjuntos borrosos, tomando como base el artículo de 

L6pez y Espinosa [~]. 

Por rtltimo, se consider6 importante incluir una cuarta sec­

ci6n a este capítulo para comentar algunas características de 

la expresi6n obtenida para los Bk . 

2. Método de conexi6n simple y relaciones borrosas 

L6pez y Espinosa muestran que el método de conexi6n simple, a 

plicado a un coeficiente de disimilaridad, es equivalente a 

la funci6n que asocia a una relaci6n borrosa reflexiva, simé­

trica y finita con su cerradura transitiva. 

Para llegar a ese resultado conviene hacer antes varias obser 

vaciones aplicables a los métodos jerárquicos en general. 

Sea V el conjunto finito de puntos a clasificar y n = IVI 
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Debido a la naturaleza de los m~todos de clasificaci6n, resui 

ta equivalente aplicarlos a un coeficiente de disimilaridad d 

que a un mGltiplo d' de d, es decir, si x >O , entonces el 

coeficiente definido por d' (u,v) = x 0 d(u,v) para todo 

u,v E V, produce un de~drograma semejante al producido por d 

al aplicar a ambos un método de clasificaci6n. La Gnica dife-

rencia es la "escala" ya que los grupos asociados a d en un 

nivel h se obtienen con d' al nivel x.h , por lo cual las 

proporciones que interesan se mantienen. 

Por lo anterior, para clasificar los objetos de V basta consi 

derar los coeficientes de disimilaridad normalizados en V, 

que son aquellos que toman sus valores entre O y l. Por su-

puesto la situaci6n es análoga para los coeficientes de simi-

laridad. 

Ahora bien, ya que dado un coeficiente de similaridad s en V 

se le puede asociar un y s6lo un coeficiente de disimilari-

dad ds en V mediante la f6rmula ds(u,v) = 1 - s(u,v) , 

si se denota con CDN(V) y CSN(V) al conjunto de coef i-

cientes de disimilaridad normalizados en V y al de coef icien-

tes de similaridad normalizados en V respectivamente, €stos 

resultan equivalentes desde el punto de vista de taxonomfa nu 

mérica, ya que por lo comentado en MJ7 (p.7) s y d producen s 

los mismos resultados, dependiendo de que se decida trabajar 

con similaridades o con disimilaridades. 

Por otro lado, observando las definiciones correspondientes, 

es claro que los coeficientes de similaridad normalizados en 
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V son precisamente las relaciones borrosas reflexivas y simé-

tricas en v. 

Tornando en cuenta las observaciones anteriores, el punto MJ7 

del resumen de los métodos jerárquicos y el resumen del rn~to-

do de conexi6n simple (p.11) se relacionará ~ste último con 

.la teor!a de conjuntos borrosos. 

Sea d E CD(V) , d 1 E CDU(V) la tabla obtenida al aplicar 

a d el rn~todo de conexión simple y ~ la relación borrosa re­

flexiva y simétrica en V definida por µ8 (u,v) = 1 - d(u,v). 

Manejando ~ conforme a la opci6n 2 de MJ7 se verá que 

µg(u,v) = 1 - d 1 (u,v) , o sea, que el coeficiente de sirnila -
ridad correspondiente a d 1 'es justamente la cerradura transi-

tiva de [. 

Observe que dado a E [ 0,1] se tiene 

d(u,v) ~a µ 8 (u,v) ~ 1 - a , por lo tanto compa--
rando la relaci6n Rd (p.2) con la relación ordinaria de nivel 

a de ~ se tiene que 

Por CS4 y CSS Rd
1 

(a) es la rn!nirna relaci6n transitiva (y de 

equivalencia) que contiene a Rd(a) ya que su gráfica se 

construy6 agregando el rn!nimo número de parejas a la de Rd(a), 

para convertir en subgráf icas rnaximales completas a las comp~ 

nentes conexas (CSl a CS3). 

En vista de que ~ es de hecho un coeficiente de similaridad, 

hay que tener en cuenta que la "escala" está invertida y para 
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seguir el m~todo congruentemente hay que asociar a s
1

_a la 

mfnima relaci6n transitiva que la contenga, la cual automáti-

carnente resultará de equivalencia. Sea T1 _a esa relaci6n, 

entonces es claro que T1 = Rd (a) y por la proposici6n 
-01 1 

II.9 (p.33) 

Al considerar la relaci6n borrosa 1 generada por las Ta , o 

sea que µT (u , v) = V a • µT (u , v) para todo u,v E V , ~sta 
- a a 

resulta ser de equivalencia (en términos de conjuntos borro-

sos) debido al teorema II.2 (p.40). 

Si se prueba que 1 = ~ , se habrá demostrado que 

Rd
1 

(a) = §
1 

_a , es decir, d 1 (u,v) = 1 - µ~ (u,v) y por 

lo tanto, queel m~todo de conexi6n simple aplicado al coefi-

ciente de disimilaridad d es equivalente a encontrar la cerra 

dura transitiva de la relaci6n borrosa ~, donde d es norrnali-

zado y µ~(u,v) = 1 - d(u,v) 

Antes de probarlo, observe que la cerradura transitiva de ! ~ 
' ' 

socia a cada par de vértices U y V de'\\7,el valor·delcamino 
- :\;-·,',,:·;,\~. ¡;~-:;- ,-,.;v,"°'•" ,,-

más fuerte que los une' es decir' el mayor vai8:f'd.e ~ .para el 

cual existe un camino de u a v en la gráf~~"~4¡;$.i*~' . 
Por otro lado, si S es el complemento de aJ,i('i;'°()~,:r~'~pecto a 1) 

"""-' , : ".··· .·. -' - .' ;· ~ ·. : ., 

y Rd se construye a la inversa que Sa l~.~;f:~,~~~~o ia d~s;igua!_ 
dad), el mayor valor arriba mencionado es justamente l - a , 

donde a es el menor valor en d tal que existe un camino de u 
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a ven la gráfica de Rd(a) , es decir, la menor a tal que u y 

v están en una componente conexa de la gráfica Rd(a). Observe 

que estos valores son precisamente µ~(u,v) y d 1 (u,v) • 
..., 

Por la forma de construir Ta (de acuerdo al m~todo de cone­

xi6n simple), demostrar que 1 = ~ equivale a demostrar el 

siguiente resultado: 

Proposici6n IV.O Sea ~una relaci6n borrosa finita en V, en­

tonces §a es la mínima relaci6n transitiva 

que contiene a Sa , a E [ 0,1] 

Demostraci6n. Se sigue de varios resultados del capítulo II: 

l. ~ es transitiva. 

2. E, transitiva Ra transitiva para toda a. 

(Ver demostraci6n del teorema II.2) 

3. ~ e ~ (por def inici6n de ~) . 
4 • ~ C T y T transitiva ~ ~ c1 . ....., -
5. R C H ~ Ra CH para toda a E [ O, l] ..... a 

(No se ha demostrado pero es inmediato), 

Ahora bien, por 3, 5 y 2, dado a E [ 0,1} 

Y §a es transitiva. 

Falta ver que es la mínima. 

Sea.!. la relaci6n borrosa construida anterior-
--_--;-;-; 

Por 2 y 4 ~ e '1 y por 5 § C: T .· , pero corno 
a a 

las Ta eran las mínimas se concluye T a 
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Por último, observe que asociar a d el mayor de los coeficien 

tes de disimilaridad ultramétricos menores o iguales que él, 

que es el efecto de aplicarle el método de conexi6n simple, 

es equivalente a encontrar el menor coeficiente de similari­

dad transitivo mayor o igual que el coeficiente de similari­

dad asociado a d. 

L6pez y Espinosa [4] muestran la equivalencia entre los coefi 

cientes de disimilaridad ultramétricos y las relaciones borro 

sas de equivalencia, apoyados en la idea anterior, misma que 

se puede ver en forma directa del teorema II.3 . 

3. Metodos Bk y relaciones borrosas 

En la secci6n 4 del capitulo I se vi6 que los métodos Bk.son 

una generalizaci6n del método de conexi6n simple, los cuales 

producen coeficientes de disimilaridad k-ultramétricos, es d~ 

cir, coeficientes que satisfacen la desigualdad k-ultramétri-

ca: d(u,v) ~ V [ d(u,J), d(v,J), d(J)] 

y Je V, donde IJI = k 

d(J) =~ V{d(w,w')I w,w' 

Se vi6 que tales coef 

la cual las gráficas 

subgráf icas .maxima 

puntos. 

Se estableci6, 

para todo u,v E V 

nima relaci6n k-transitiva {en el sentido de la definici6n I. 

7) que la contiene. 
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Expresar el comportamiento anterior por medio de relaciones 

borrosas parece equivalente, en vista de lo ocurrido con el 

m~todo de conexi6n simp1e, a definir una nueva composici6n 

que contemple la k-transitividad y encontrar la cerradura 

transitiva en t~rminos de esa composici6n. 

Como se verá a continuaci6n, el problema no result6 tan inme-

diato y no fué posible encontrar una composici6n que llenara 

los requisitos (situaci6n que se comenta con más detalle en 

la secci6n 4), sin embargo, se lleg6 a una expresi6n recursi-

va que acaso facilite la construcci6n de algoritmos para cal-

cular los métodos Bk-. 

Sea K = {Je VI k = IJI} • 

Definici6n IV.l __ Una relaci6n borrosa R en un conjunto V es 

es k-transitiva , con 1 <; k <; 1 VI , si 

para todo u,v E V 

µ'D{u,v) ;;;;¡:V [µ 0 (u,J)/\ µ'D(J,v)/\ ~t 0 {J)] 
~ JEK ~ ~ ·~ . 

donde 

= /\ [ µ. 0 (u,w)] 
wEJ ~ 

y 

Observe la correspond~ftÓf~7g~h:_~~·a,'~\~~~,i~.~fi,~n de' d~E;igll_aJdad 
k-ul trarnétrica, tornando_-~h,'.c\iQ·~:~a.~;\'~ii~i:riqü{.nO se ~-~~-~.;p{di~n-

··,':,_,\;';'.,:c··~3:c'-,< :.;"', ~<·-Z;·:·c.·;"·:~ ·_;::;.:','.',,~ 

do s imetr !a y que se rnan~j arl ~:fri{il'~:iid.~des ~<,, 
,·' .', ;··-~·>:·.·_,<.'(_:~:~:::.~:--{,;:~:~_:_'.º·~<:"> :·~ 

Observe además que para k > LVI no tiene sentido la def ini-
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ci6n, o bien, podría decirse que la propiedad siempre se cum-

ple. 

Definici6n IV.2 Una relaci6n borrosa en V es de k-equivalen-

cia, con 1 ~ k ~ 1 VI 

métrica y k-transitiva. 

si es reflexiva, si-

Con base en el teorema II.2 y en la definici6n de relaciones 

ordinarias k-transitivas (I.7), se puede enunciar el siguien-

te resultado. 

Teorema IV.l Una relaci6n borrosa E en V*~ es de k-equiv~ 

lencia, con 1 ~ k ~ 1 VI , si y s6lo si 

µIi (u ,v) = V a· µR (u,v) 
a a 

donde las Ra son 

relaciones ordinarias en V tales que: 

l. Ra es de k-equivalencia, a E [ 0,1] 

Demostraci6n. En vista de la dernostraci6n del teorema II.2 

s6lo falta checar la k-transitividad en ambos 

sentidos. 

Sean I = {1,2, ... ,k} y u,v,w. E V , con i E I 
1 

•) Dado a E [0,1] , suponga que para todo 

.i ;-j"'E,}í', ,,~;~-c".~iene 
:-·;·:-

µ ~ (w. , w. ) ;:;:;.. a 
~ 1 J 

(W, ,w,J E R,., 
. 1·· ·J ... 

y 

para todo i,j E I 
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V [ µR (u,J) /\ µR (v,J) /\ µ 0 (J)] ;;;i, a 
JEJ( - - ~ 

(ya 

que al menos para J = {w 1,w 2, ,.,,wk} se 

cumple y por simetría µR(v,J) = µR(J,v)) 

µ~ <.u,v) ~ a 

=> (u,v) E R a 

=> 
- -

(por ser R k-transitiva) 

. .. Ra es k-transitiva • 

~> Sea a = V [ µR (u,J) /\ µR (v,J) /\ µR {J)] enton 
JEK - - -

ces dado o > O , existe J E K tal que 

[ µR (u,J) f\ µR (v·,J) /\ µR (J)] ~ a - o • - - -
Suponga que µR(u,v) = ~ <a y sean -

o = (a - ~) / 2 y 

tales que para todo i,j E I 

µR (u, w.) ;;;i, a - o 
- J. 

y 

=> (u,w.) E R r 
J. .' a-u y 

' ' ;. :. -·:~~,__;-. 

(w • , w . -) E Ra ~o par~: ~é:>ª ....... ?,: .. ::.>i ,j .. E I 
. J. .. J; 

=> -Hi{~-~:-y.~ ~j;:~:'-~; ~i>.,~·:·<;ci·fr'.+J:·~~~~áÜcffI:rió'~~s posi 

. ·· bdi,/.e deb~ corici.ái~[f~~~ '.&~·~r~?.;rb~ a 
. . Jté~;,i>??··:fi¡{ µK(u~ ;¡) ¿\¡¡¡~Jlé •. ;l \'.\ .~i~(JJ.L. y 

El hecho de que si ~ es k-transitiva entonces las R tambi~n 
O:'. 

• 
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lo son, aunque en el sentido ordinario, permite comparar las 

relaciones borrosas de k-equivalencia con los k-dendrogramas 

normalizados, o lo que es análogo, con los coeficientes de di 

similaridad k-ultrarn~tricos normalizados. S6lo recuerde que R 
mide similaridades y hay que hacer algunos ajustes de inter-

pretaci6n, pero es claro que R admite una representaci6n en 

forma semejante a'la de un k-dendrograma. 

La revisi6n de otras afirmaciones relativas a los rn~todos Bk 

sugiere varios resultados: 

Proposici6n IV.l Si una relaci6n borrosa en V es k-transiti-

va, 1 ~ k < 1 VI , entonces es (k+l) -transi-

tiva. 

Dernostraci6n. Sea K1 = {Je V 1 IJI = k+l} , entonces dado 

Ji·= {w
1

,w
2

, ... ,wk,wk+l} E K1 , existe JE K, 

a saber J = {w 
1

, w 
2

, ... , w k} , tal que 

µR (J) ;;;... µE. (J 1 ) y para todo u E V 

µR(u,J) ;;;... µE.(u,J 1 ) • 

Por lo tanto, si R es k-transitiva, entonces 

µE. (u,v) ;;;... V [µR(u,J) /\ µ'D(J,v)A µ'D(J)] 
JET< - ~ ·• ~ .· 

V [ µR (u,J) /\ µR (J,v) ¡\ µR (J) l 
JEK1 - ..... -

. .. E. es (k+l)-transitiva • 

Corolario IV.l Si una relaci6n borrosa en V es de k-equiva-

lencia, 1 ~ k < 1 VI , entonces es de (k+l) -
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equivalencia. 

El problema que se desea resolver es el de encontrar la rn!ni-

ma relaci6n borrosa k-transitiva que contenga a una relación 

borrosa dada, sin embargo y a pesar de que algunos de los pr~ 

ximos resultados se pueden generalizar más, la exposición se 

concretará al caso finito para agilizarla. 

Definici6n IV.3 Sea B. una relaci6n borrosa en un conjunto V 

finito y sea 1 <;; k <;; 1 VI • La k-potencia !! 

de ~, denotada por ~ , es la relaci6n bo-

rro?a en V definida por 

donde µ 1 (w,w') = µB.(w,w') 
E.k 

y consecuente-

mente µ 1 (u,J) 

E.k 
= µR(u,J) = -

= ·11RJ~ ,v) 
. ,.....,---_-,, = 

y 

/\ [ .u 0 (u,w)] 
wEJ ~ 

µ 1 (J) 

E.k 

, 

Esta es la definici6n recursiva que se rnencioh6 anteriormente 

y las siguientes proposiciones aclararán su significado. 

Al evaluar la expresi6n anterior para n=2 se obtiene 



esta f6rmula asocia a µ 2 (u,v) el mayor valor de a para el 
ak 

cual, o bien la arista de u a v se encuentra en la digráfica 

de Ra , o bien, sin estar presente, en esa digráfica existen 

k puntos de V unidos todos entre s! (en ambos sentidos) , con 

aristas de u a todos ellos y con aristas de todos ellos a v. 

Esto significa que dado a , es posible construir la relaci6n 

ordinaria de nivel a de 
2 Rk , denotada (R~)a , añadiendo a-
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ristas a la gráfica de R siempre que para dos v~rtices no u­a 

nidos existan esos k puntos. Observe además que calcular la 

relaci6n borrosa R~ es equivalente a conocer sus relaciones 

ordinarias de nivel a para toda a • 

Cuando Res sim~trica, la gráfica de (R
2

) se forma convir-
·- k Ci 

tiendo en subgráf ica maximal completa aquellas que en la grá-

fica de Ra se intersectan en k o más puntos, que es justamen­

te la idea de los m~todos Bk (ver BKl p.20). 

Proposici6n IV.2 Sea Runa relaci6n borrosa finita en V y 

1 ~ k ~ \VI , entonces 

Demostraci6n. Basta sustituir la R de la expresi6n que se a-

caba de dar para R~ n-1 
por (Rk ) 

Corolario IV.2 Sea Runa relación borrosa finita en V . y 

1 ~ k ~ \VI , entonces 
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B.~ = ( ... < < a > ~ > ~ ••• >-~ (n-1 veces) . 

Estos resultados permiten darle un sentido a n 
Rk en términos 

de sus relaciones ordinarias de nivel a ya que, por lo apunt~ 

do anteriormente, n 
(Rk)a se construye a partir de Ra despu~s 

de n-1 pasos. En un primer paso se le añaden los elementos 

de VxV , de acuerdo al criterio dado, y se obtiene 

esta ültima se le aplica el mismo criterio y se obtiene ahora 

3 
(Rk)a y así sucesivamente. 

Proposici6n IV.3 Sea Runa relaci6n borrosa en un conjunto V 

finito y 1 ~ k ~ !VI , entonces para todo 

Demostraci6n. 

n EN 

µ +l(u,v) = 
Rn 
-k 

ºkn C Rn+1 
~ -k • 

µ (u,v) V 
R~ 

Vll' (u,J)/\~ (J,v)/\IL (J)} 
JEK Rn ºn Rn 

-k ~k -k 

;;;;, p. (u,v) 

R~ 

Observe que la proposici6n anterior se cumple debido a la de-

finici6n de.a~ , a diferencia de lo manejado anteriormente 

donde la misma propiedad se cumplía cuando R era debilemente 

reflexiva (ver proposici6n II.17' p.76). Esta situaci6n se 

comentará con más detalle en la secci6n 4. 
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Proposici6n IV.4 Sea E, una relaci6n borrosa en un conjunto V 

finito y sea 1 ~ k <: IV 1 , entonces para 

todo n E N 
n n 

E.k+1 e ak • 

Demostraci6n. Es semejante a la de la proposici6n IV.l , pe-

ro ahora se procederá por inducci6n sobre n. 

Para n=l se cumple pues por def inici6n de ~~ 

se tiene E,~ = E.~+1 = ~ • 

Si se prueba ahora que por cumplirse la propi~ 

dad para n=l entonces se cumple para n=2 , 

la demostraci6n habrá terminado puesto que, en 

vista de la proposici6n IV.2 , suponer que se 

cumple para n=h y probarlo para n=h+l es e-

quivalente a lo hecho para n=l y 2. 

Sea pues n=2 y sea 

K1 = {J 1 Je V y IJI = k+l} , entonces 

dado J 1 E K1 existe J E K tal que 

y para todo u E V 

Por ésto y porque 

µ 2 (u ,v) = 
E-k+1 

t V lµ i (u,J> 
JEK1 E.k+ 1 

y 

Rl - ~1k~ 
-k+1 ~ 

~[µ 
1

(u,v 
E.k 

se tiene 



= µ 2(u,v) 
B.k 
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En lo sucesivo, a demostraciones de este tipo en las que bas-

ta probar la propiedad para n=2 , se les incluirá una pequ~ 

ña aclaraci6n haciendo referencia a la proposic16n IV.2 

Proposici~n IV.5 Sea B una relaci6n borrosa debilmente refle 

xiva y finita en V y 1 ~ k ~ ¡v¡, enton-

ces para todo n E N E.~ es debilmente re 

flexiva. 

Demostraci6n. Por la proposici6n IV.2 basta para n=2 • 

Sean u,v E V y J E K , entonces 

µE. (u,v) V [µE. (u,J) /\ µE. (J ,v) /\ µB. (J) 1 

µR(u,u) -
µB {u,u) 

Los resultados anteriores permiten entrever que la 1-potencia 

n de B, B~ , no se comporta igual que la potencia n de B, E,n, 

obtenida a trav~s de la composici6n de relaciones definida en 

el cap!tu10·11 • Las pr6ximas dos proposiciones establecen la 

relaci6n entre una y otra. 

Proposición IV.6 Sea B una relaci6n borrosa debilmente refle 

xiva y finita en V, entonces B.i = B2 
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oemostraci6n. Por ser B debilmente reflexiva se tiene que 

B e B 2 y que para todo u, V E V 

µ 2 (u,v) 
B. . 

de ah1 que: 

= µR(u,v) Vµ 2 (u,v) 
- B 

,,,. µB. (u,v) V [ w'i.} µB. (u,w) f\ µB. (w,v)] 

= µB. (u,v) V 

[ Vlµ 0 (u,w)¡\ µR(w,v) (\ µ
0

(w,w)] ] 
wEV ~ - ~ 

= µ 2 (U ,v) 
E.1 

Advierta que fu~ necesario pedir la reflexividad debil, 

Proposici6n IV.7 Sea B. una relaci6n borrosa debilmente refl~ 

Demostraci6n. 

xiva y finita en V, entonces 

Por la proposici6n IV.5 Rn es debilmente re­
-1 

flexiva, entonces aplicando la proposici6n an-

terior se tiene que 

B~ = (. •• ( (B) .~···) ~· •• ) ~ (n-1 veces) 

Segan estos resultados, para relaciones reflexivas y finitas, 
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que son las que normalmente interesan en taxonom!a num~rica, 

las 1-potencias de R se pueden calcular por medio de la comp~ 

sici6n de relaciones definida en el capitulo II. Calcule a2 , 

que coincide con Ri y después, en lugar de componer ~2 con ~, 

se compone g2 consigo misma obteniéndose R~ = B4 • Al repetir 

esta idea se obtienen etc~tera. 

Observe que el procedimiento apunta a una forma abreviada de 

llegar a B y que, en t~rminos de algoritmos, evita el conser­

var una matriz. Además, tampoco se requieren más cálculos en-

tre un paso y otro pues RnºR requiere los mismos que BnºRn· 

Una vez establecida la relaci6n del caso k=l con el trata-

miento de capftulos anteriores se volverá al caso general. 

Proposici6n IV.8 Sea Runa relaci6n borrosa sim~trica y finl 

en V y 1 ~ k ~ !VI , entonces ~ es simé­

trica para todo n E N . 

Demostraci6n. Por la proposici6n IV.2 basta para n=2 , 

B~ = B por def inici6n de k-potencia, entonces 

para todo J E K 

µ 1 (u,J) 

Rk 

11 
2 

(u,v) 

~k 
= µ 

2 
(V ,u) 

I!.k 
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Proposición IV.9 Sean ~y~ relaciones borrosas en un conju~ 

to V finito y 1 < k ~ IVI , entonces 

para todo n EN • · 

Demostraci6n. Por la.propof;ici~n IV.2 basta para n=2. 
•,, '-'.::A.~·':,,' 

Sean ·u,~ ·E:~.·~<.;~il~.:~, .• ;/=7 K , entonces 

µE, (u,J) ~ ~~~(;~·iJg~>r:(·?i, >~~~{J,v) < µ~ (J,v) y 

Retomando el concepto de k-transitividad se tiene: 

Proposici6n IV.10 Sea Runa relación borrosa en un conjunto 

V finito y 1 < k ~ IVI , entonces 

E es k-transitiva 

Demostraci6n. R es k-transitiva 

<-> > µR{u ,v) ~ 
.::·'"""""' 

do m,n E N 

(J,.v) /\. µR (J)] 
. . -

i6n borro.sa en un conjunto 

< k < !VI , entbnces para t~ 
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Dernostraci6n. Sea m EN , entonces por la proposici6n IV.2 

basta para n=2. 

Sea entonces aplicando la propos! 

ci6n IV.9 se tiene 

El siguiente resultado es consecuencia de los dos anteriores. 

Corolario IV.3 Sea luna relaci6n borrosa finita-errN 

1 < k < 1 VI , entonces E. es k-transitiva ~ 

para todo n E N 

Proposici6n IV.12 Sea ~una relaci6n borrosa en un conjunto 

V finito y 1 < k < IVI , entonces la suc! 

si6n de k-potencias de R , {Ri} con i EN, 
- -k 

es eventualmente peri6dica y su período es 

1. 

Demostraci6n. La periodicidad se prueba en forma análoga a 

la demostraci6n del teorema II.9 (p.47) y que 

el período sea 1 es consecuencia de la prbpos! 

ci6n IV.3 . 

-~·>" -./·.,..;;: 

Los resuYt~'ac:>~ v'.istds ll~~ta,;,~~ho~a:.i;)ri:!s~i{i:an; Urta' 5ith~hi6~ pa-

r ec iaa.·.· á?.1a~:·a~í~;,';Af~f.~;~á'·::a·~~X8c>ri~~1B~i sirn.~1~-:~:·.'t\,~~~-:iiet>ilfa.:iº. e i 
.· -.··.· ·: .-,:·.·.··;:', .,. .·_ . .:·--;·.':.~--;.;:;;.>· .. ::-::,·:::,·:f. 'i'-.. ·-'.i-::.::- -~, ,· • 

cam1l1c:> pa~~!··1a.<d.fiti.riici6n··:cf~1 con'8~f,fci'q\l~··ke··'btr~~aba<·.· 
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Definici6n IV.4 Sea Runa relaci6n borrosa en un conjunto V 

finito y 1 ~ k <!VI • La cerradura k-tran-

"' sitiva de R, denotada Rk , es la relaci6n 

borrosa 

tero tal que 

donde n es el menor en 

Rn = 0 n+1 
-k ~k . 

La proposici6n anterior garantiza la existencia de dicha n y 

los pr6ximos dos resultados le dan significado a la definí-

ci6n. 

Proposici6n IV.13 Sea Runa relaci6n borrosa en un conjunto 

" V finito y 1 ~ k ~ 1 VI , entonces I!.k es 

k-transitiva, 

Demostraci6n, Sea ~k = R~ , entonces 

Proposici6n IV~.14 Sean ~ y i relaciones borrosas en un con­

junto V finito y 1 ~ k ~ 1 VI , .. entonces 

y ~ k-transitiva 

. ~ = ~ , ent~ric:es· ~C),t:;. ~~· pr~~bsici6n IV. 9 

·y·····e1··. córoiar10: r.t·.·~·······. >lL~t;:S~:~f C:·;;~. ~···,~ 

Con estos resultados es posible identificar el m~todo Bk de 

clasificaci6n con la funci6n que asocia a una relaci6n borro-
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sa reflexiva y sim~trica con su cerradura k-transitiva. 

Sea .C: CD(V) ~ CS(V) tal que .C(d) = s , definido por 

s(u,v) = 1 - d(u,v) • Se dijo anteriormente que! es biyecti­

va, siendo su inversa .c- 1 (s) = d con d(u,v) = 1 - s(u,v) 

También ocurre que .C restringida a CDN(V) es biyectiva y su i 

m4qen es CSN (V). 

Por otro lado se coment6 que, para efectos de taxonomía numé-

rica, es suficiente aplicar los métodos de clasificaci6n a 

los coeficientes de similaridad (o disimilaridad) normaliza-

dos, los cuales son relaciones borrosas reflexivas y simétri-

cas. 

En la secci6n anterior se vi6 que si d 1 es el resultado de 

aplicar el método de conexi6n simple al coeficiente normaliza 

do d E CDN(V) y .e (d) = ~ I entonces .C(di) = " ~· 
Ahora se probará que si d E CDN(V) , .C{d) = ~ y Bk(d) = dk 

" entonces .C(dk) = ~ • 
El procedimiento es análogo al de la secci6n anterior: 

y que para toda a E [ 0,11 , Rd (a) 
k 

es la m!nima relaci6n ordinaria k-transitiva que contiene a 

Sea .C{d) = ~, es decir, µ 5 (u,v) = 1 - d(u,v) entonces -
Rd(l-a) = sª. sea Rdk(l-a) ~r~a::·-i'·~· 

Si se prueba que la relaci6ri bdf~d:s~ .!..~· definida por 

µI (u,v) = '! tx.•µTtx. (u,v) , e~:;!~ªt~'f ·~ •'~ .. , Se habrá demostra-

·do que 
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Probar lo anterior equivale a probar lo siguiente: 

Proposici6n IV.15 Sea [una relaci6n borrosa finita en V y 

1 ~ k ~ IVI , entonces 

ma relaci6n ordinaria k-transitiva que con 

tiena a sa • 

Demostraci6n. Por la proposici6n IV.3 " a C ak / entOnCeS 

µa (u,v) > a 

µ~k (u,v) 

Además, por la demostraci6n del teorema IV.1, 
,.. 

(Sk)a es k-transitiva. 

Ahora bien, dado ~ E [ 0,1] sea Ta la m!ni-

ma relaci6n k-transitiva que contiene a Sa y 

sea t la relaci6n borrosa generada por las 

Ta , entonces se tiene 

sa e Ta e (§k)a y % es k-transitiva 

R,. e I e ~k Y t .k~ti:a.ns~tivci.. 

En .. vista de la proposicf6n.aKi~~i'6i/.~.~ tiene 
,e;_; ': '3~~-:~;~·-:~,~--~·'ó ~-~¡J~/t~_-,:.-.1~_'.·~~~«;;-,- ,~; __ :~ _,:,~::,_· _-__ -_-· 

y por tanto (§k)a es la mi 

nirna relación k-transitiva que contiene a sa . 
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Este resultado identifica formalmente al método Bk con la fun 

ci6n que asocia a una relaci6n borrosa reflexiva y simétrica 

con su cerradura k-transitiva. Observe además la corresponde~ 

cia entre la definici6n formal del método Bk (p.16) y la pro­

posici6n IV.14, que de hecho establece que la relaci6n ft_k es 

la mínima relaci6n k-transitiva que contiene a ~. Esta corres 

pendencia indica que la k-ultrametr!a en coeficientes de disi 

milaridad equivale a la k-transitividad en coeficientes de si 

milaridad, lo cual resulta evidente si se comparan ambas defi 

niciones (p.16 y 88). 

Ahora s6lo falta reinterpretar, y de paso demostrar, algunas 

afirmaciones hechas en el cap!tulo I sobre el comportamiento 

de los métodos Bk • 

Desde el teorema IV.l se apunt6 la identificaci6n de las re-

laciones borrosas de k-equivalencia con los k-dendrogramas 

normalizados o, lo que es análogo, con los coeficientes de di 

similaridad k-ultramétricos normalizados. El pr6ximo resulta-

do, en vista de tal identificaci6n, podrfa servir para defi-

nir el método Bk aplicado a un coeficiente de similaridad. 

Teorema IV.2 Sea ~una relaci6n borrosa reflexiva, simétrica 

""' y finita en V y 1 ~ k ~ 1 VI , entonces ~k es 

la m!nima relación de equivalencia que contiene 

a E. • 

Demostraci6n. Es consecuencia de las proposiciones IV.5 , 

IV . 8 y IV . 14 . 



Del corolario IV.3 se sigue el siguiente. 

Corolario IV.4 Sea a una relación borrosa en un conjunto V 

finito y 1 ~ k < IVI , entonces 

a es k-transitiva 

Lo anterior equivale a decir que el método Bk no modifica a 

los coeficientes de disimilaridad k-ultramétricos. 
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También se dijo que si IVI = n entonces dn-l = d , es de-

cir, CD(V) = Un_ 1 (V) . El pr6ximo resultado comprende dicha 

afirmaci6n. 

Proposici6n IV.16 Sea E. una relaci6n borrosa debilmente re-

flexiva y finita en V, con IVI = n , en-

tonces para k = n, n-1 E. es k-transiti-

va. 

Demostraci6n. Sea k = n-1 y sean u y v dos elementos de V 

no necesariamente distintos. Dado JE K 

l. Si u E J entonces 

µa(u,v) ~ µa(J,v) 

~· [µE. (u, J) /\ µE(J ,v) /\ µB. (J) .] 

2 •. Si .. u:~ J 

a) 

~ [µE. (u,J) /\ µE. (J ,v) /\ µE. (J) 1 
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b) U = V µ~(u,u) ~ µR(u,J) 

µR (u,v) ;;;;, [µa (u,J) /\ µa (J ,v) /\ µ~ (J) J 

Dados u,v E V y J E K se tiene 

µE, (u , V) = µE. (u , V ) V 

[µE.(u,J)/\ µR(J,v) /\µR(J)] 

~ es (n-1)-transitiva y por la proposici6n 

IV.l Res tambi~n n-transitiva. 1 

Observe que fué necesario pedir la reflexividad débil (en el 

paso 2.b ) . Esta situaci6n se present6 anteriormente al com­

parar el caso k=l con las potencias de Ji (obtenidas a par­

tir de la composici6n definida en el cap!tulo I) y se comenta 

rá en la pr6xima secci6n. Con relaci6n a este caso, se dijo 

que el m~todo B1 produce los mismos efectos que el método de 

conexi6n simple, es decir: 

Proposici6n IV.17 Sea Runa relaci6n borrosa debilmente re-

flexiva y finita en V, entonces ~1 = ~ . 

Demostraci6n. Sea ¡v¡ = n . Por el corolario II.2 (p.54) 

existe h ~ n tal que ~ = Rh y por la ref le 

• 1 

xividad débil se tiene 
h ht1 h+2 

R=R =R = .•• 
Sea m el menor entero tal que 2rn- 1 ~ h , en 

Se puede probar la n-transitividad sin pedir reflexividad 
débil. 



107 

tonces por la proposici6n IV.7 

m 2m-1 h " a1 = a = :a = :a 

.. Rm Rm+1 
E-1 " = = = R -1 -1 ,... 

.otra af irmaci6n del cap!tulo I es que al variar k , si 

lvl = n se tiene d = dn-l > dn_ 2 ;;;i.. ••• ~ d 1 . El resultado 

equivalente con relaciones borrosas es el siguiente: 

Proposici6n IV.18 Sea a una relaci6n borrosa debilmente re­

flexiva y finita en V, con lvl = n , en-

tonces a = lin- 1 e Jin - 2 e • • • e a1 = R • 

Demostraci6n. Por la proposici6n IV.16 y el corolario IV.4 
.... 

a = lin-1 y por la proposici6n anterior 

a1 = a . Ahora bien, sea m lo suficientemen 

te grande tal que, para 1 ~ k ~ n se cumpla 

que E~ = ak , entonces por la proposici6n 

IV.4 se tiene Rn-1 e Rn-2 e··· e R1 

Este resultado permite ver que mientras mayor sea el valor de 

k, menor es la deformaci6n que sufre R· 
Otra idea !ntimarnente ligada con ésta es que, en algún sentí-

do, las deformaciones que se van haciendo a R al reducir k 

tienen una misma direcci6n, es decir, en términos de disimila 

ridades 
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Proposici6n IV.19 Sea Runa relaci6n borrosa en un conjunto 

V finito y 1 ~ k ~ IVI , entonces 
,.. 

R = lik+1 

Demostración. i) " ~ = B-k+l 

,.. ~ " ... R.k e (Jik)k = E.k 

ii) 
,.. 

e R, = Rk+1 
... E. R, 

"' "' ... 
E.k e ~k 

Por ültirno se verá una proposici6n muy similar a la anterior 

y que puede resultar útil en la construcci6n de algoritmos p~ 

ra calcular la cerradura k-transitiva de una relaci6n borrosa. 

Proposición IV.20 Sea Runa relación borrosa en un conjunto 

V finito y 1 ~k~ IVI 

todo h E N , ~ = B,~ 

Dernostraci6n. Dado h E N , sea ~ = Rh 
k 

entonces 

Corno 

h+m-1 ,,.. . ,.. 
ak = lik = ~k 

, 

y 

entonces para 

... 
sea 

" 
,.. 

~k = E.k . 
rn tal que 

(rn-1) veces 

h+m 
- ak 
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4. Ultimes comentarios 

En la secci6n anterior se dejo bien asentada una forma de ex-

presar los métodos Bk por medio de relaciones borrosas, sin 

embargo, vale la pena hacer algunas consideraciones adiciona-

les. 

Un problema de orden práctico, que qued6 sin resolver, es el 

de encontrar una cota razonble para el nGmero de k-potencias 
~ 

de E que se necesita calcular para obtener ~k • 

Los resultados obtenidos a este respecto sirven para relacio-

nes debilmente reflexivas, lo cual no es problema ya que en 

taxonomía numérica se trabaja con relaciones reflexivas y si-

métricas; dichos resultados son la proposici6n IV.16 y la 

proposici6n IV.17 que cubren los casos extremos para valores 

de k: 1 V 1 , 1 V 1 - 1 y 1 . 

El problema se presenta con los valores de k comprendidos en­

tre 2 y lv!-2 , para los cuales no fué posible dar una buena 

cota ya que la proposici6n IV.12 , que es la que garantiza 

que basta calcular un número finito de k-potencias para obte-

ner la cerradura k-transitiva, ofrece una cota (extrema) del 

orden de 
2 

(n 2)n d d , o e n = lvl . Obviamente esa cota no es 
~ 

práctica pues al construir un algoritmo para calcular ~ se 

espera dar un número de pasos conside~ablernente menor. 

La situaci6n en realidad no es tan grave y es muy posible que 

exista una cota del orden de lvl - k , al menos para las re-

· laciones reflexivas y sim~tricas. Esta sensaci6n se basa en 
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un razonamiento hecho por medio de gráficas y que se muestra 

a continuaci6n para motivar, en el mejor de los casos, a al-

gGn lector para que encuentre una cota práctica con su corres 

pendiente demostraci6n. 

El razonamiento es el siguiente: 

Dada una relaci6n borrosa E. reflexiva y simétrica en un con-

junto V finito, con n = IVI y 1 ~ k ~ n , se tienen los 

siguientes resultados: 

1. Dado O'. E [ O, 1] , (Rk) ('( es la rn!nima relaci6n k-transi ti­

va que contiene a Ra • 

2. Como se vi6 en el cap!tulo I (no se demostr6), la gráfica 

de se puede construir a partir de la de Ra agre-

gando aristas (parejas de VxV) para convertir en una sola 

subgráfica maximal completa (smc) aquellas smc's que ten-

gan k 6 más vértices en común, y repitiendo este procedi-

miento cada vez que se haya añadido una arista, hasta que 

ya no sea posible añadir más aristas. 

3. Al observar la expresi6n de (p.92), es fácil percata~ 

se (y se puede demostrar) que lo que se hace para cada a 

es justamente convertir en smc aquellas smc's que tienen 

al menos k v~rtices en común. 

3 2 2 
Calcular. !h = (E,k) k . es repetir el proceso con la gráfica 

resultante de cada nivel y as! sucesivamente con E.~ , E.~ 

y el resto de las k-potencias de B_, hasta que se llega a 

la cerradura k-transitiva. 
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Ahora bien, dado un nivel ¿Cuántas veces se puede repetir 

ese procedimiento hasta que ya no existan smc's con al menos 

k v~rtices en comrtn, si el total de puntos es n? 

Observe que en cada paso (obtener la nueva k-potencia) la mo­

dificaci6n m!nima corr~sponde a aumentar s6lo una arista (en 

caso de haber alguna modificaci6n), lo cual ocurre cuando se 

tienen dos puntos u y v no unidos entre s!, pero unidos ambos 

a k o más puntos que s! estén unidos entre sí. Si G es una 

subgráf ica de 

as!: 

G: 

R a que representa esa situaci6n se podr!a ver 

u V 

En este caso se tendrá que µ 2 (u,v) ~a es decir, en la gr~ 
ak 

f ica de 2 
(Rk)a sí debe aparecer la arista de u a v. 

En general, suponiendo que es posible que siempre haya algún 

cambio al calcular la nueva k-potencia y concentrando la ate~ 

ci6n en un nivel ~ determinado, el primer paso implica que al 

menos k+2 puntos formen una smc. En el caso mínimo restarían 

n-k-2 puntos para los cuales la situaci6n es la siguiente: 

a) Si no se añadieron aristas entre ellos al calcular la k-p~ 

tencia 2; entonces tampoco se añadirán en el segundo paso, 

aunque es posible que se agreguen aristas entre ellos y 

los otros k+2 puntos. 

b) Si en el primer paso se añadi6 entre ellos alguna arista 
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entonces tarnbi~n se forma una smc con al menos k+2 puntos. 

Observe que en el caso a) el máximo nrtrnero de k-potencias di~ 

tintas es n-k, que ser!a la situaci6n extrema en la cual, en 

la k-potencia 2, se form6 una smc con k+2 puntos y en cada k­

potencia sucesiva se va incorporando un nuevo v~rtice a esa 

srnc, hasta que se obtiene la gráfica de VxV. 

Por otro lado, en el caso b) el proceso debe terminar antes, 

ya que los v~rtices se ir!an uniendo a dos o más srnc's y és­

tas a su vez entre s!. 

El razonamiento anterior no pretende ser una demostraci6n fo~ 

mal ya que habr!a que precisar varias situaciones¡ sin embar­

go, permite vislumbrar la existencia de una cota razonable. 

Por otro lado, al intentar pruebas con manejo exclusivamente 

algebraico se lleg6 con facilidad a expresiones muy extensas, 

dif!cilrnente asimilables, que reflejan lo complejo que pueden 

resultar las relaciones entre n objetos. 

Vale la pena mencionar uno de estos intentos: 

La idea era probar que dado B, si k1 < k1 entonces ~ki reque-

r!a calcular al menos tantas k 1 ~potencias de B corno k1-poten­

cias se necesitaran para obtener ~k 2 • Tal idea surgi6 de los 

resultados ~btenidos para k = 1,n-1,n y de observar que 

~ C ~k2 C ~kt, es decir, que mientras mayor sea el valor de k 

menos rnodif icaciones o deformaciones hay que hacer a B para 

obtener su cerradura k-transitiva. Sin embargo, ni en forma 

'directa, ni buscando contradicciones, se pudo demostrar el re 
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sultado. 

Lo interesante es que de no ser cierto dicho resultado, para 

valores grandes den (es suficiente n =SO), puede ser muy 

costoso intentar calcular todas las k-potencias de a con la i 

dea de que lo hecho para k=h sirve (o adelanta camino) para 

k = h-1, situaci6n que las proposiciones vistas en la secci6n 

anterior indican, pero que no guarda relaci6n con los pasos 

necesarios para obtener Rh ó !h-lº 

Lo anterior serefiere al namero de pasos necesarios para obt~ 

"' ner ~k ¡ ahora, cambiando un poco de tema, se har~n ciertos 

comentarios sobre la def inici6n de k-potencia con los cuales 

concluye este trabajo. 

Como se dijo al principio de este cap!tulo, no fu~ posible e~ 

centrar una composici6n de relaciones borrosas que contempla-

ra la k-transitividad, en forma contraria a lo que ocurre pa-

ra el m~todo de conexi6n simple. 

Resulta interesante hablar de esto por dos razones: primero, 

porque Jardine y Sibson se han "quejado" de ciertos algorit-

mos que supuestamente calculan los m~todos Bk y que ellos di­

cen que calculan otra cosa, siendo muy posible que calculen u 

na especie de cerradura k-transitiva basada en una composi-. 

ci6n; en segundo lugar, porque vale la pena ver c6mo lo que 

en una teor!a se presenta como una extensión muy natural, en 

otra presenta muchas trabas. 

Si se comparan, por un lado, las definiciones de ultrametr!a 
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(p.5 , proposici6n I.1) y de relaci6n borrosa transitiva (p. 

39) y, por el otro, las de k-ultrametr!a (p.26) y de relaci6n 

borrosa k-transitiva (p.88); parece un tanto artificial la d~ 

finici6n de k-potencia (p.92) por el hecho de incluir la ex-

presi6n µ 
1

(u,v). n-
Ek 

En un principio se trat6 de llegar a ~ por medio de una de 

finici6n de k-composici6n, que era igual a la de k-potencia 

salvo por el hecho de que se omit!a µ n-l (u,v) • Aparenteme~ 
Ek 

te, esa definici6n es la forma de generali~ar B
1 

a Bk , p~ 

ro se presentaron problemas como el que tal cornposici6n no es 

asociativa, lo cual impide hablar de E compuesta n veces con-

sigo misma y requiere definir este concepto corno compuesto 

por la derecha o por la izquierda. Este descubrimiento sirvi6 

para precisar el comportamiento de los métodos Bk por niveles 

y se vi6 que para llegar a una expresi6n de ~k era necesa­

ria una f6rmula mucho muy complicada que incluía composicio-

nes por la izquierda, por la derecha y múltiples combinacio-

nes de éstas. Además, para valores de k mayores que 2, el he-

cho de B sea debilmente reflexiva no implica que las poten-

cías de B sean crecientes, cosa que se logr6 con la defini-

ci6n de k-pótencia al incluir µ n-l(u,v) que a la vez ade­
E,k 

lanta pasos en el cálculo de ~ . 
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APENDICE. PROPIEDADES DE MAXIMOS Y MINIMOS 

A continuaci6n se presentan varios resultados que tienen apl! 

caci6n a lo largo de este trabajo. Los diez primeros se toma­

ron de la obra de Kauf~ann y el resto son generalizaciones de 

las propiedades de asociatividad y distributividad. 

Las demostraciones se encuentran al final de la lista de pro­

posiciones y sólo abarcan la mitad de los resultados. La otra 

mitad no es necesario probarla ya que para cada proposici6n ~ 

xiste una "dual" obtenida al intercambiar V por /\ e inver 

tir las desigualdades. 

Sean x,y,z E R , entonces 

Al x/\ Y = y/\ X 
conmutatividad 

A2 xv y = YVX 
A3 X /\ (y/\ Z) = (x/\y)/\z 

asociatividad 
A4 xv (y V z> = <xVY>V z 

AS xf\ X = X 
idempotencia 

AG xv X = X 

A7 x /\ (x V y) = X 
absorción 

AB x V (x /\y) = X 

A9 X/\ (y V z) = (x /\ y) V (x /\ z) 
distributividad 

Al O X V (y/\ z) = cxvy> /\ <xV z> 

Sea V un conjunto cualquiera y sean A C V , x E V , y E R 

·y f,g : V~ R , entonces 
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A3.1 /\f(x) = [/\f(x)]¡\[¡\ f(x)] 
xEV xEA xEV-A 

A4· .1 V f (x) = [ V f (x)] V [ V f (x)] 
xEV xEA xEV-A 

A9 .1 y/\ [ V f (x)] = V [y/\ f (x)] 
X X 

AlO .1 y V [ ¡\ f (x)] = ¡\ [y V f (x)] 
X X 

A3. 2 ¡\ [ f (x) /\ g (x)] = [ /\ f (x)] /\: [ /\ g (x)] 
X X X 

A4. 2 V [ f (x) V g (x)] = [ V f (x)] V [ V g (x) l 
X X X 

A9.2 [V f(x)] /\ [V g(x)] V [ f (x) /\ g (x)] 
X X X 

Al0.2 ( /\ f (x)] V [ /\ g (x)] /\(f(x)V g(x)] 
X X 

Observe que en los rtltirnos dos resultados no se cumple la i-

gualdad, por lo cual la siguiente generalizaci6n hay que divi 

rarla en dos grupos. 

Sea I un conjunto de índices y sean i E I y f. 
1 

I ~ R , 

entonces 

A3.3 

A4.3 

Ahora bien, suponga que algunas de las f. son constantes, es 
1 



117 

decir, sea A C I tal que para todo i E A se tiene 

f i (x) = ci para todo x E V , entonces 

A9.3 V [ /\ f 1· (x)] = [ /\ ci] /\ [ V [ /\ f 1• (x)] 
X iEI iEA X iEI-A 

Al0.3 /\ [ V f
1
• (x)] = [ V C 1·1 V [ /\ [V f 1• (x)] 

X iEI iEA X iEI-A 

Las demostraciones se basarán en los siguientes 5 enunciados. 

Sean a,b,c,d E R , entonces 

1. a/\b~a y a/\ b ~ b 

2. aVb~a y a V b ~ b 

3 • (a ~ b y a ~e) * a~b/\c 

4. (a ~ b y a ~ e) * a~ bV e 

5. (a ~ b y e ~ d) ~ a/\c ~ b/\d y 

Demostraci6n de Al. 

i) (x /\y ~ y y 

~ xf\y ~y/\x 

. . i i) (x ~ y (\ x y . y ~. y/\. x) . 

~ x/\. y ;o. yf\x 

Demostraci6ri de A3. 
''· •··. 

;;.ve~ bVa 



ii) a} X (\ (y f\ Z} <;; y/\ Z ,¡;;; Z 

b} (X ~ X y y /\ Z ~ y} 

,.. X (\ (y (\ Z) ~ X (\ y 

X f\ (y(\ Z) e¡;; (X(\ y} /\ Z 

Demostraci6n de AS. 

i) X ;;;;,. X/\ X 

ii) X e¡;; X .. X ~ X/\ X 

Demostraci6n de A7. 

i) x /\ (x V y) ~ x 

i i) (x ;;;. x y x V y ;;;i. x) 

,.. x /\ (x V y) ;;;i. x 

De~ostraci6n de A9. 

i) a) (x ~ x/\y y x ;;;i. x/\.z} 

. .. 

..,. x ;;;i. (x /\y) V (x /\ z) 

b) (y V z ;;;i. y ;;;i. X/\ y y 

Y Vz-;;, z ";;;> x/\ z) 

=> y V z ";;;> (x /\ y} V (x /\ z) 

x /\ (y V z} ;;;;. (x /\ y) V (x /\ z) 

ii) Ahora se procederá un poco distinto 

a) Si x > YV z , entonces 
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X/\ (y V z) = y V z , X >y y X > z 

=> x /\ y = y y x /\·z.S;z .. 

=> (X/\ y) V .(J<·/'\ z\~Ll.iv·~····· 



. .. 

.,,. x/\<yVz> = Cx/\y>V<x/\z) 
b) Si x t::;; y V z , entonces 

X~ y 6 X <;;; Z 

~ x/\y=x 6 x/\z=x 

::> X /\ (y V z) = X 

~ (x /\y) V (x /\ z} 

x /\ (y V z} <; (x (\ y} V (x /\ z) 

Observe que si A3.3 se cumple, entonces A3.2, A3.1 y A3 

también se cumplen, siendo an~logo para el grupo de proposi­

ciones derivadas de A4. En forma similar, si A9.3 se cumple 

entonces A9.1 y A9 también se cumplen y lo mismo ocurre con 

las proposiciones Al0.3 , Al0.1 y AlO. 

En vista de ello, para dejar asentadas todas las proposicio-

nes basta demostrar A3.3 y A9.3 • Con relaci6n a A9.2 y 

Al0.2 , basta dar un ejemplo (para A9.3) donde sed~ la desi-

gualdad estricta, ya que caso mayor o igual se prueba en la 

demostración de A9.3 . 

Caso particular de A9.2 • 

Sea V = [ 0,1} e R y considere las funciones 

f ,g . V -+ lt definidas por . 
. f (x)'•"·~ X y g(x) = 1-x , entonces 

C-x 
si X ~ 1/2 

f (x) /\ g(x) = 
si 1/2 ~ X ~ 1 

~ V [ f (x) /\ g (x) J = 1/2 ~ 1 /\ 1 
X 
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= e V f (x> 1 l V g (x> 1 
X 

Demostraci6n de A3.3 • 

Sean a = /\ f. (x} , ~ 
• l x,1 

'Y = /\ [ /\ f. (x) 1 • 
• l 
1 X 

X 

= /\ 1 (o\ f i cx>J 
X l 

i) a) Dado x E V , se tiene que 
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y 

ex ~ /\ f. (x) 
• 1 
l 

es decir, ex es una co-

ta inferior de /\f. (x) para toda x 
• 1 
1 

=> ex ~ (3 

b) An!logamente Ol ~ /\f. (x) 
1 

para toda i 
X 

ii) a) Suponga a < (3 , entonces existen 

i E I y x E V tales que 

lo cual no es posible 

. .. 

f, (X) < ~ 
1 

b) En forma análoga se tiene a ;;;, "Y 

:. O'. = ~ = "Y 

Demostraci6n de A9.3 • 

Sean a ;= V L/\ f. (x) 1 
· ·= ··.···•• ··er 1 

•·=:X=·:>·· 1. 

'Y = V r /\ f. ex> J 
X iEI-A 1. 

(3 =/\c. 
.iEA. 1 

y 
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i) Dado X E V se tiene que 

/\ f i (x) <:/\fi(x) = /\c. = /3 y 
iEI iEA iEA 

1 

/\fi(x) <; /\ fi(x) 
iEI iEI-A 

y 

Observe que lo anterior se cumple aún cuando 

las f . 
1 con i E A no sean constantes, por 

tanto la desigualdad de A9.2 queda probada. 

ii) Sup6ngase a < /3 /\'Y , entonces se tiene 

.. 

:O 

~ 

. .. 

a </3· y a < 'Y 

/\f 1·(X) < /\c. 
iEI iEA 1 

= /\ f 
1
• (x) 

iEA 
para todo 

X E V 

/\ f i (x) = /\ f i (x) para todo 
iEI iEI-A 

x E V 

a = 'Y lo cual no es posible 

ª"'/3/\'Y 
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