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INTRODUCCION 

La idea de este trabajo surge de la gran necesidad que existe 

de aplicar las diferentes ramas matemáticas a ciencias socia

les; pero principalmente de la carencia de una teoría que sea 

accesible a los investigadores sociales, ya que, en general, 

las matemáticas que pueden aplicar se exponen dentro de mar

cos matemáticos exclusivamente. Por esta raz6n en este trabajo 

se procura, hasta donde es posible, poner al alcance de todas 

las personas interesadas, independientemente de su especiali

dad, la ~eor!a de clasificaci6n que se basa en Taxonomía Num~

rica. También se presenta, en capítulos posteriores, la misma 

teor1a formalizada únicamente con conceptos matemáticos; de e2 

ta forma esta exposici6n se dirige a todas aquellas personas 

que precisen de la aplicaci6n de t:Scnicas taxon6micas, ya sea 

como herramienta para manejar su informaci6n, o como material 

de documentaci6n matemática. 

Este trabajo se basa esencialmente en los conceptos pre

sentados por Nicholas Jardine y Robín Sibson en su libro "Ma

thematical Taxonomy", del año 1971. Se expone una idea general 

acerca de los diferentes métodos que utilizan estos autores p~ 

ra construir sistemas de clasificaci6n a partir de Coeficien

tes de Disimilaridad, señalando las ventajas y desventajas de 

su uso. También se pretende formalizar el desarrollo matemá

tico de esta teoría. La presentaci6n está hecha de la siguien

te manera: los capítulos 1, 2 y 5, así como el ap3ndice A, son 

accesibles a todo lector. En el capítulo 1 se exponen algunos 

conceptos elementales de clasificaci6n; 31 de Coeficiente de 

Disimilaridad, que es en el que se basa toda la teoría de Ta

xonomía Numérica; el de Dendrograma, gráfica que se utiliza 

para representar sistemas de clasificaci6n; y por último algu

nos métodos de clasificaci6n Jerárquica: el de Conexi6n Sim

ple (Single Linkage), el de Conexi6n Completa (Complete Lin

kage), y ciertos M2todos Promedio. El capítulo 2 trata de mét9 

dos más generalizados, los llamados Métodos Bk, que son, prin-
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cipalmente, uno de los objetivos de este trabajo. El capitulo 

5 presenta muy brevemente algunas de las ideas básicas que d~ 

ben regir laaplicaci6n de los distintos sistemas de clasifica 

ci6n. El apéndice A muestra las diferentes opciones para eli

gir los Coeficientes de Disimilaridad o Similaridad adecua

dos, asf como algunos Métodos Promedio. Los cap1tulos 3 y 4 

corresponden a la formalizaci6n matemática de los conceptos 

expuestos en los capítulos 1 y 2 respectivamente. El apéndice 

B establece la equivalencia entre las definiciones dadas por 

N. Jardine y R. Sibson en el libro mencionado anteriormente, 

con las utilizadas en este trabajo para los mismos prop6si

tos. A pesar de que para los lectores con intereses meramente 

matemáticos puede resultar repetitivo el leer todos los cap1t~ 

los, se recomienda que así lo hagan, ya que podr1a ser de uti 

lidad para lograr una mejor comprensi6n de la teor!a. 

Por último, esta tesis no pretende obtener una visi6n 

completa de Taxonomía Numérica, ya que existe un gran número 

de trabajos que sugieren múltiples posibilidades en el mismo 

campo. 

Se hace explícito un agradecimiento al Dr. Jaime Litvak 

King, director del Instituto de Investigaciones Antropo16gi

cas de la Universidad Nacional Aut6noma de México, por las fa 

cilidades que se prestaron para la realizaci6n de este traba

jo: a los actuarios Arturo L6pez y Manuel Román, a las matemá 

ticos Guadalupe Ibargüengoitia y Margarita Chávez, por haber 

revisado la tesis; al matemático Alejandro Sierra, por su ay~ 

da y por las discusiones que sirvieron para aclarar muchos 

puntos; y principalmente al matemático Guillermo Espinosa, 

quien dirigió el desarrollo del trabajo, por su interés, pa

ciencia, y por sus valiosas aportaciones. 
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CAPITULO 1 

1.1 Clasificación 

Una de las formas más comunes para asimilar los objetos e i-

deas que nos rodean en la vida diaria, es el ordenamiento de e 

llos en grupos o clases, de tal manera que resulte más senci-

llo su manejo. Así, se entiende por cla-Oi6icaci6n el proceso 

de ordenar objetos en grupos o clases, de acuerdo a las rela-

cienes que presenten con base en sus características. En cuan-

to a las maneras de establecer criterios para relacionar a los 

objetos que se quieren clasificar, existen diferentes enfoques! 

Relaci6n Fen~tica. Se relacionan los objetos de acuerdo al pa-

recido o similaridad que presentan en el momento de su estudio, 

sin tomar en consideración el origen de ese parecido o el desa 

rrollo que ~ste sigui6 en el pasado. Es decir, se relacionan 

los objetos con base en su fenotipo. 

Relaci6n Clad~-0tica. Relación que expresa el parecido de los 

objetos de acuerdo a sus antecedentes o ancestros comunes; es 

decir, de acuerdo a su desarrollo evolutivo. Se ilustra por me 

dio de 5rboles o ramificaciones, y se estudia cu1ntas ramas 

hay, cuál rama proviene de otra y en qu~ secuencia. 

Relaci6n C~onol69ica. ~stá basada en relaciones con respecto a 

una escala evolutiva de tiempo. Sste tipo de relaci6n es, por 

ejemplo, la utilizada en un proceso de seriación en arqueolo-

gía (ordenamiento cronol6gicodeldesarrollo de hechos u obje-

1 Véase "Numerical Taxonomy", de Peter H. A. Sneath y Robert R. 
Sokal, 1973. 
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tos, para la construcci6n de hipótesis). 

Re.la.c.i6n Filé.tic.a o Fi.log e.né:t.lc.a. Re laci6n que incluye a las 

relaciones fenéticas, cladísticas y cronológicas (aunque algu

nos autores sólo consideran a las cladísticas). 

Al estudio de la clasificación es a lo que se le conoce 

con el nombre de Taxonomla, incluyendo a la identificación, o 

sea al proceso de asignar objetos no reconocidos en las clases 

establecidas una vez hecha la clasificaci5n. Ta.xononornla. Numl-

1t.lc.a. es el agrupamiento por métodos numéricos ,(ya sean matem1-

ticos, estadísticos, etc.) de los objetos en consideración. Pa 

ra la utilizaci6n de estos métodos, se requiere transformar la 

información original de los objetos en cantidades numéricas. 

Las relaciones en las que se basa la Taxonomía son princ! 

palmente fenéticas, debido a que es difícil poseer un criterio 

que combine todas las consideraciones. Además, se piensa que 

las relaciones fenéticas son aquellas que dan como consecuen-

cia clasificaciones satisfactorias debido a las siguientes ra-

zones: 2 

l. La clasificación por relaciones fenéticas es accesi-

ble a todos los grupos,· mientras que la clasificaci6n 

filoqenát.ica o simplemente la cladística, requieren 

de ciertos conocimientos o inferencias hist6ric~s so~ 

bre los caminos evolutivos de los objetos. 

2. En la mayoría de'los casqs,,los restos fósiles rela-

2 V é as e "N u me r i e a 1 T ax o no m y" , de P e t e r 11 • /1. ::-: n e a t h y Rob e r t R • 
Sokal, 1973. 
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cionados con los objetos no son disponibles, y aun-

que lo fueran, deben ser interpretados con criterios 

fen~ticos. 

Por otro lado, los grupos formados de acuerdo a cualqui~ 

ra de los criterios anteriores pueden ser de dos tipos, Mono

t~tico~ y Polit~tieo~; Los frupos monotéticos son los forma-

dos por todos aquellos elementos que poseen un único conjun-

to de características en común, y el poseerlas todas es equi-

valente a ser miembro de ese grupo. Los grupos politéticos 

son los constituidos por objetos que poseen "un buen número" 

de las características de un conjunto dado, aunque no necesa-

riamente todas ellas. Ya que los métodos numéricos de clasifi 

caci6n tienden a combinar y a dar mayor peso a aquellas cara~ 

ter1sticas cuyo valor numérico es más grande, los grupos ta-

xon6micos son grupos politéticos. 

En este trabajo se introducen algunos de los métodos más 

usados en Taxonomía Numérica, y también se presentan otros mé 

todos menos usuales, que son, en parte, el objeto de este es-

tudio. Después de exponer los conceptos intuitivos de clasifi 

caci6n y grupo taxon6mico, a .~confinuaci6n se tratan de expli

car estos mismos conceptos,.?a:~tal manera que correspondan 

hasta donde es posibl~, ~on~\l..definici6n matemática. 

Existen di\rersJs :i¿~~~~<~~ ¡~terpretar .. el concepto de 

c 1 as i f icaci.6~t}B~~,~'c:t~~ b~~.l'af2I6i1e.~ No ·.·. Jiic!kqti~~¡¡~~·son a que-
• ' ·-·· '• ...•• -,·" -.·. (:,· ".- .. -: ,· .. C"'_·'.e.-0,_._, 

- :;,\.'.<:·.-~-./,~~>:'>.::<<-' ' '.t '• :-

3 Véase "Numerical Taxonomy", de Pe ter H. A. Sneath y Robert 
R. Sokal, 1973, 
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llas en las que se obtiene una ''partici6n" del conjunto de o~ 

jetos en grupos ajenos (i.e. no existe ningún objeto que per-

tenezca a grupos diferentes), de tal manera que todo objeto 

forma parte de algdn grupo. En las Cla-0i6icacione-0 Je4~4qui-

ca~ tambi~h se obtienen particiones del conjunto de objetos; 

sin embargo, es posible conseguir una sucesi6n de particio-

nes diferentes con base en qu~ tan ''fina" se quiera hacer la 

clasificaci6n. En esta sucesi6n de agrupaciones se puede obt~ 

ner desde una partici6n en la que los grupos est~n formados 

por cada uno de los objetos de manera individual, hasta una 

partici6n formada por un solo conjunto constituido por todos 

los objetos que se van a clasificar. Esto sucede pasando por 

niveles intermedios en los que los grupos se van combinando y 

creciendo hasta llegar a formar uno sólo. Esta idea se puede 

ilustrar con el siguiente ejemplo: sup6ngase que se quiere h~ 

cer una clasificaci6n de un cierto grupo de personas; si lo 

que se desea es obtener grupos de individuos que pertenezcan 

a la misma especie, obviamente se tendrá un solo grupo forma 

do por todas las personas; si además se quiere que los gru-

pos est~n constituidos por individuos de la misma especie Y 

el mismo sexo, se obtendrán dos grupos ajenos. Si se desea to 

mar en consideraci6n la especie, el sexo y la misma estatura, 

el número de grupos resultantes tenderá a aumentar; de esta 

manera, a medida que se imponen nuevas características, las 

restricciones para la formaci6n de grupos son mayores y se 

llega al punto en que se obtienen grupos formados por cada u 
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na de las personas estudiadas, como elementos únicos. Las Cla 

6i6icacione6 Num~~icamente E6t~ati6icada6 son agrupaciones me 

nos restringidas, ya que la sucesi6n de conjuntos, formada 

con la misma idea que en el caso anterior, puede estar const! 

tuída por grupos que se traslapen entre s!; es decir, un obj~ 

to puede pertenecer a dos o más grupos diferentes. Se imponen 

condiciones sobre el número de elementos en el traslape de 

grupos, o sobre el "diámetro" del traslape 4
• Este trabajo se 

concentraE!1 presentar algunos métodos Jerárquicos y otros Nu-

méricamente Estratificados. 

1.2 Coeficientes de Disimilaridad 

A partir de esta secci6n, todas las consideraciones que se h~ 

cen son en relaci6n a lo que la Taxonomía Numérica se refiere, 

ya que todos los métodos que se exponen son solamente numéri-

cos. 

El paso más importante en Taxonomía Numérica es la esti-

maci6n del parecido entre los objetos que se van a clasificar. 

La primera etapa consiste en la extracci6n de la informaci6n 

sobre las características que se tomarán en consideraci6n. La 

elecci6n de estas características está basada en el tipo de 

relaciones 5 entre objetos, que para el caso convenga. Esta i~ 

formaci6n original puede tomarse de textos o directamente de 

4 Véase la nqt~S~'·aeJ. 6~~{-t!'\lio; 2·.; 
5 Véase la seccié5n'1.1.de este capítulo. 
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de los objetos mediante métodos de an§lisis objetivo, y puede 

ser un conocimiento de tipo presencia-ausencia (si se posee o 

no se posee la característica en consideraci6n) , o se puede 

tratar de una tabla de abundancias o porcentajes (en qué grado 

o cantidad se poseen las características; es decir, de tipo 

distribucional). Por ejemplo, si se estuvieran analizando cieE 

tos tiestos u otros objetos arqueol6gicos, se podría contar 

con tablas de información origi.nal como las siguientes: 6 

cgm~ouente K
2

0 MgO Ca O Feü 3 
A1 2o3 

Si0
2 u mico 

tJ.astc 
l 1.70 2. 80 4.60 5.10 15.80 52.90 

Il 0.45 3.50 4. 1+ 5 6.00 16.75 63.55 

III 0.90 2.70 4. ':i o 5.95 14. 7J 59.70 

IV o. 80 3.30 3.85 5.70 l lf. 5 5 58.30 

V :l.. 00 3.10 3. 9 5 6.40 16. 20 64.00 

VI 1. 20 6.10 4. 30 5.90 16.00 60.50 

VII 1.05 5.40 4. 20 6.25 15 . flO 5 5. 30 

VIII 1. 5 5 2.30 4.00 5.40 17.05 59.40 

tabla 1 

car~cte 8afe café café negro rojo naranjc rojo blanco 
Y'l.S 1.Ca alisado pulido ~:::-tace pulido p11::..ido ¡:ulido car é fugitivc 

l-iieza .-t" 

A 1 1 1 o o o o o 
B 1 1 o 1 o o 1 1 

e 1 o o o o o 1 o 
D 1 1 o 1 1 o o J 

E o o o 1 1 o 1 1 

F 1 1 1 1 o o (} 1 

G 1 1 1 1 o 1 o 1 

H 1 1 o 1 1 o o o 
I o 1 1 o 1 o o 1 

6 Tablas obtenidas lle es::udir1s de li1s :::.r1L:eólogas Angela '~inzo

ni y Maria r'·2l Cal'rnen 3ePril. 



7 

En la tabla 1 la informaci6n original consiste en el porcenta-

je por unidad analizada, de los diferentes componentes quími-

cos del material con que están hechos los tiestos. En la tabla 

2 las piezas arqueológicas están analizadas de acuerdo a carac 

terísticas cromáticas; si el objeto posee la característica, 

se anota un 1, si no la posee se asigna un O. 

Para calcular la disimilarid~d (o similaridad) entre las 

parejas de objetos es necesario contar con información numéri-

ca acerca de ellos. En un sistema de clasificaci.6n un Coe6i-

~iente de Vl6lmlla~idad (Slmlla~ldad) podría pensarse como la 

asignación de un valor (generalrrente numérico) que mida en 

cierto sentido, las diferencias (o parecidos) entre cada par 

de objetos. A continuaci6n se habla solamente de coeficientes 

de disimilaridad, aunque todas las afirmaciones que aquí se h~ 

cen también tienen validez para los coeficientes de simi.lari-

dad, es decir, para los casos en los que se trabaja ccn parecf 

dos. ¡\ pesar de que generalmente se cuenta con coeficfentes de 

disimilaridad numéricos, puede suceder que estas disimilitudes 

se expresen por medio de un rango u orden comparativo no numé-

rico; sin embargo, los métodos aquí utilizados no parten de 

coeficientes de este tipo. 

La manera de calcular estos coeficientes es muy diversa y 

depende del tipo de tabla de informaci6n original que se ten-

qa. Algunos de los coeficientes más usados son: 7 

l. Coeficiente de Gower 

7 v~ 1 ~ ¿· ease e apen ice A, sección A .1. 



2. Métrica de Minkowski 

3. Distancia de Manhattan 

4. Distancia Euclidiana 

5. Coeficiente de Jaccard 

6 • Coeficiente de Dice 

7. Poporci6n de Presencias y Ausencias 

Comunes 

8. Presencias y Ausencias Comunes 

9. Presencias Comunes 

Por ejemplo, en el caso de la tabla 1, la Distancia de Manha-

ttan (d) entre los tiestos III y IV se calcula así: 

d(III,IV)=I0.90-1.20i+l2.70-6.lOl+l4.50-4.30I+ 

1s.9s-s.9ol+l14.70-1G.001+ls9.7o-Go.so1 

=0.30+3.40+0.20+0.05+1.30+0.80 

=6.05 

Análogamente se procede con el resto de los objetos, y así se 

8 

obtiene la siguiente tabla (o matriz) de disimilaridades entre 

los tiestos: 

t 
i 
e 
s 
t 
o 
s 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

I 

o 

14. 6 o 
'L 7 5 

9.90 

1 q • t¡ 5 

12.70 

7.20 

9.30 

II 

14.60 

o 
7 .. J 5 

8. lt o 

2.d5 

7.40 

12. :.'o 
7.80 

tiestos 

I I I IV 

9 . 7 5 g • ')o 

7 .25 8. l¡ o 

o 2 • 1) 5 

'") .... G5 o 

7 . 30 8 . :) 5 

f .. o 5 7.00 

8 • J 5 t1. o o 

'· . 7 5 5. '.lo ... 

V VI VII VIII 

1:.+.45 12.70 7. :1 o 9.30 

- .85 7, 1¡ J 12. 2 o 7. so 
-.., 

.30 5.QS 8. '] 5 4 .75 1 

8.05 7. ') ') 8. :)O 'j. ·:.o 

1) 7.75 11 .. ,5 7 '·15 

7.75 o 6.70 7. 1 o 
¡ ..;. .85 fi , 7 rj :) 1 !) . ')O 

7 . g: 7 . : ) 10.00 () 
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En la casilla correspondiente al cuarto reng16n y a la quinta 

columna, se encuentra el coeficiente de disimilaridad entre 

los objetos IV y V, y as! sucesivamente. En la diagonal de la 

matriz está la disimilaridad entre un objeto y ~l mismo; por 

lo que en estos lugares se obtienen ceros. Este tipo de tabla 

es simétrica, es decir, la disimilaridad entre el objeto "X" y 

el "Y" es la misma que la que hay entre el objeto "Y" y el "X". 

Utilizando ahora el coeficiente de Presencias y Ausencias 

Comunes con la inforrnaci6n contenida en la tabla 2, el coefi-

ciente (s) de similaridad entre las piezas D y E se obtiene sg 

mando al número de caracter!sticas presentes en ambos objetos, 

el número de características ausentes en éstos; es decir: 

s (D, E)=S 

La tabla de similaridades completa es la siguiente: 

p 
i 
e 
z 
a 
s 

A 

B 

e 
D 

E 

F 

G 

li 

I 

A B 

8 t+ 

4 8 

5 5 

4 6 

1 5 

fi 6 

5 5 

'J 5 

5 :3 

piezas 

e D E F G H I 

5 l¡ 1 fi 5 5 5 

5 6 r: 6 5 5 3 J 

8 3 l¡ 3 2 l+ 2 

3 8 r: () 5 7 5 J 

t¡ 5 8 3 2 l¡ I¡ 

3 6 1 ,i.j 7 5 5 

2 5 2 7 5 4 t+ 

!¡ 7 i¡ 5 1¡ 8 1+ 

) 5 1¡ 5 l¡ I¡ fJ •~ 

tabla t¡ 

En este caso en la diagonal se encuentra el número máximo de 

coincidencias que puede haber, que es el número total de carac 
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terísticas, ya que un objeto coincide consigo mismo en todas 

ellas. 

La importancia de los coeficientes de disimilaridad radi-

ca en que son el dato básico que requieren los diversos méto-

dos de Taxonomía Numérica. 

l. 3 Dendrogramas 

Algunas clasificaciones de tipo Jerárquico son representadas 

por medio de unas gráficas llamadas Vend~og~ama6. Los dendro-

gramas son un tipo de árboles cuyos vértices terminales se aso 

cian a los objetos del conjunto que se va a clasificar, y en 

cuyas ramificaciones se marcan valores num~ricos que miden la 

disimilaridad entre los objetos. Los dendrogramas ofrecen una 

buena visualización de los agrupamientos de los objetos con b~ 

se en sus disimilaridades. Los métodos Jerárquicos requieren 

de tablas de coeficientes de disimilaridad, como dato de entra 

da, y producen dendrograillas como el de la siguiente figura. 

12 
11 
10 

9 
8 
7 
6 

- - - - - - - -r----'-----

- - - - - __ __...__--..p - -- - - - -

....---'---. - -- - -

5 ----- ----
4 
3 
2 
1 

A B C D E F G H 

figura 1 
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El conjunto de objetos que se quiere clasificar es el fromado 

por A, B, C, D, E, F, G y H. La escala de valores (niveles) de 

la izquierda mide las disimilaridades entre los objetos. Al le 

~~r estas gráficas desde su parte inferior, los grupos de obje-

tos se van constituyendo a medida que las ramas d~l árbol se u 

nen; las ramas correspondientes a los objetos más parecidos 

son las primeras en unirse, y mientras el parecido disminuye 

se unen los demás objetos. La manera de efectuar las lecturas 

de un dendrograma es la siguiente: se recorre una línea hori-

zontal sobre la gráfica, comenzando desde su parte inferior, y 

en sentido ascendente se va moviendo a lo largo de todo el den 

drograma. Para cada movimiento de la línea se tiene una fami-

lia de grupos en la clasificaci6n, grupos que están represent~ 

dos por las uniones de las ramas. Si para una determinada pos~ 

ci6n de la línea todavía no se unen algunas ramas del árbol, 

entonces la familia de grupos está constituida por conjuntos 

cuyos únicos elementos son cada uno de los objetos. A medida 

que la línea se mueve hacia arriba, las uniones de las ramas 

comienzan a aparecer y los grupos anteriormente formados se 

combinsn con otros para formar grupos más grandes. De esta ma-

nera, las familias de grupos en posiciones altas de la línea 

están constituidas por un menor número de grupos de más elemen 

tos. Para el dendrograma de la figura 1 se muestra a continua-

ci6n el procedimiento d~crito para algunas posiciones de la li 

nea. En la figura 2 cada objeto forma un grupo para esa posi-

ci6n de la línea, hay 8 grupos, uno por cada objeto. 



A B C D E F G H 

figura 2 

Figura 3: en este caso hay 5 grupos, el formado por A, B y C; 

el de F y G; y D, E y H en un grupo cada uno. 

2 
1 

- o"!--_.....___._~----....._-.....__...___,___ 

A .R C D E F G H 

figura 3 

12 

Para un nivel un pocq menor a 10, como en la figura 4i ya s6lo 
'··'-" 

existen 2 grupos, ún,q grande formado por todos Íos' objetos sin 
- : ~ .':{ 

incluir a H, y H ~~uh grupo aisladamente. Este()bjeto es el 

más diferente de los r~stantes, ya que es el último en juntar-

se a todos para formar una familia de un solo grupo a partir 



del nivel de asociaci6n 10. 

6 
5 
4 
3 
2 
1 - o _ _.. _______ ,____._ _ _...__..._ __ _ 

A BCD E F G H 

figura 4 

13 

Dado u~ dendrog-rama como el de la figura 1, es posible ob 

tener la tabla de disimilaridades entre objetos o grupos de ob 

jetos, si se define el coeficiente de disimilaridad entre una 

pareja como el nivel más pequeño tal que esa pareja se encuen-

tra unida en un mismo grupo. Por ejemplo, la pareja más paree~ 

da en el dendrograma anterior es la formada por A 'i B, cuya m~ 

dida de di.similaridad es de 2 unidades; la disimilitud entre 

los objetos F y G es 3; entre el grupo formado por A y B, y el 

objeto e, el coeficiente es 4; así como la disimilaridad entre 

los grupos constituídos por A, By C, y por D, E, F y G, es 8. 

La tabla completa para este conjunto de objetos es la número 

5. 

Al efectuar las lecturas del dendrograma en los diferen-

tes niveles de asociación, lo que se obtiene son las familias 

de conjuntos que determinan los grupos de la clasificaci6n. Ca 



o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

A 

B 

e 
D 

E 

F 

G 

H 

A B 

o 2 

2 o 
4 4 

8 8 

8 8 

8 8 

8 8 

10 10 

14 
objetos 

e D E F G H 

4 8 8 8 8 10 

4 8 8 8 8 10 

o 8 8 8 8 10 

8 o 5 7 7 10 

8 5 o 7 7 10 

8 7 7 o 3 10 

8 7 7 3 o 10 

10 10 10 10 10 o 

tabla 5 

da uno de los objetos se encuentra presente sólo en uno de es-

tos conjuntos para cada nivel, es decir, se trata de conjuntos 

ajenos. En niveles mayores, estos conjuntos pueden ser agrupa-

dos a su vez en conjuntos más grandes, de tal manera que final 

mente todos los objetos están clasificados en una forma jerár-

quica. Esto quiere decir que si dos objetos están unidos en un 

determinado nivel, entonces lo siguen estando para niveles ma-

yores. Como se puede observar en el ejemplo anterior, las fami 

lias de grupos para cada nivel se forman por conjuntos de obj~ 

tos que se encuentran unidos en ese nivel o en niveles meno-

res; así se obtiene entonces una sucesi6n de familias de gru-

pos crecientes, que para este caso particular, comienza en el 

nivel O, donde cada uno de los objetos constituye un grupo in-

dividualmente, y termina en el nivel 10, donde todos los obje-

tos forman un único grupo. 

De manera inversa, si lo que se tiene. es una t
1
.abla de coe 

ficientes de disimilaridad, como la tabla 5, es posible regre

sar a su dendrograrna original, ya que cada número en la tabla 
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marca el nivel de asociación de las ramas correspondientes a 

las diferentes parejas de objetos. Se ordenan los números de 

la tabla, de menores a mayores y se selecciona el menor (que 

puede no ser único) para considerarlo como el primer nivel de 

asociaci6n en el dendrograma. Todas las parejas de objetos que 

tengan este mismo coeficiente de disimilaridad se unen para 

formar grupos en este nivel; las ramas que todavía no se unen 

corresponden a objetos que permanecen aislados en un grupo (es 

decir, que sus coeficientes con respecto a los demás objetos 

son mayores que este primer nivel de asociaci6n) . De esta mane 

ra se obtiene la familia de grupos determinada por el nivel c~ 

rrespondiente al primer número escogido, y con ~sto se constru 

ye el segmento inferior del dendrograrna. Este razonamiento se 

repite tantas veces corno números diferentes haya en la tabla 

de coeficientes de disimilaridad, y en cada paso se construye 

un segmento más del dendrograma, sobre el construído en el pa-

so anterior. Supóngase que se tiene la tabla 5; los siguientes 

pasos ilustran con gráficas el proceso de construcción del den 

drograma, los puntos representan a los objetos y las lfneas a 

las uniones de dichos objetos. 

He 

Ge 

Fe 

A • 

• E 

e B 

• e 

e D 

figura 5 



Figura 5: l. Se selecciona el número más pequeño de la tabla, 

el O, que corresponde a los lugares de la diagonal de la ma-

16 

triz, puesto que un objeto se parece más a sí mismo que a cual 

quier otro. En esta figura están representados 8 grupos, uno 

por cada objeto. 

H e 

G e 

F e 

A 

~B 

• e 

e D 

• E 

figura 6 

Figura6: 2. El número más pequeño inmediato es el 2, correspon

diente a la disimilitud entre los objetos A y B, que forman 

así un grupo. A 

H e ~ B 

G 

:\ • e 

e D 

• E 

figura 7 

Figura· 7 :· 3 ~· El. siguiente número es el 3, que mide;. la. d!s:i.rnil~ 
iL;-:_'\~~f', --'';,-,.-O:~--· -- . ,.,.,·.-: ·_·',· • ., .• · 

ridad ent:i::e FyG. Hay 6 grupos: A y B; C; D; E; i.y.Gi Y H. 
A 

H~ . " ~ 

G \ e 
0

c 

.[ 
fi.p,ura El 



Figura 8: 4. Se selecciona el número 4, que es el coeficiente 

entre A y e, y By C. La familia de grupos es de 5 elementos: 

A, B y C; D; E; F y G; y H. 
A 

GH e ~C 
F\ ~D 

E 

figura 9 

Figura 9: 5. La disimilaridad entre E y D es 5; ahora hay 4 

grupos. 
H e 

G 

E 
figura 10 

D 
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Figura 10: 6. La disimilaridad entre D y F, D y G, E y F, y E 

y Ges 7. Los grupos son 3: A, B y C; D, E, F y G; y H. 

G 

A 

E 

figura 11 

e 

Figura 11: 7. El siguiente número es eL'8. s'6lo falta el obje·· 

to H para formar un solo grupo con todos los demás elementos. 



lB 

A 

H 

G e 

F 

E 

figura 12 

Figura 12: B. El número mayor es el 10, que mide la disimili-

tud entre H y el resto de los objetos. Esta es la gráfica com-

pleta, todos los objetos forman un solo grupo. Al ir de esta 

manera construyendo las familias de grupos para cada nivel, se 

obtiene el mismo dendrograma de la figura l. 

El proceso recién descrito no necesariamente puede llevar 

se a cabo. Considérese el siguiente ejemplo: 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

J 

K 

L 

M 

N 

J 

o 
6 

5 

7 

8 

ob1etos 
K L M N 

6 5 7 8 

o 4 9 8 

4 o 8 7 

9 8 o 7 

8 7 7 o 

tabla 6 

Al tratar de construir el dendroqrama ~orresoond~ente a esta 

tabla de disimilaridades, surge un problema cuando se llega al 

nivel de asociaci6n 5 y se trata de buscar la familia de gru-

pos correspondiente. En este nivel el objeto J se une en un 

grupo con el objeto L, y este último ya está en un mismo gru-

po junto con el K; sin embargo la pareja J y K no estA en ese 



.. 

19 

grupo todavía, ya que su coeficiente es 6 y por lo tanto no es 

posible construir esta familia de grupos, y, en consecuencia, 

el dendrograma tampoco. La gráfica correspondiente al nivel 5 

es la siguiente: 

M • 

figura 14 

En este nivel s6lo aparecen las aristas JL y LK, y el grupo no 

está bien constituído como los de las gráficas anteriores, ya 

que la arista JK aparece hasta el nivel 6. Es posible demos

trarª que para evitar casos como ~ste, se requiere de tablas 

que cumplan con la propiedad de que si se toman todas las pos! 

bles ternas de obietos del conjunto que se va a clasificar y 

los coeficientes de disimilaridad correspondientes a los pares 

de objetos que las forman, entonces el coeficiente más grande 

en cada una de las ternas se tiene que repetir por lo menos 

dos veces en cada una de ellas. Si una tabla cumple con esta 

propiedad, se dice que satisface la Condiei6n de Ult~amet~~a, 

y a los coeficientes de disimilaridad se les llama Coe6ieien-

'l'ambién es posible demostrar 9 que dada una tabla ul tramé

trica, se le puede as0 cfélriun.único dendrograma que la repre-

" 8 Véase el capítulo 3, sección 3.3. 
9 Véase el capítulo 3, sección 3.3. 
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nica tabla de disimilaridades ultramétrica. Debido a esta co-

rrespondencia, existe una identificación entre los dendrogra-

mas y las tablas ultramétricas (figura 15). Los diferentes mé-

todos de clasif1.cación son maneras distintas de transformar ta 

blas de coeficientes de disimilaridad dadas en tablas de coef i 

cientes de disimilaridad ultramétricos, que se identifican con 

los dendrogramas; ésto se hace deformando la información origi 

nal de alguna manera. Es, entonces, a partir de las tablas de 

disimilaridad ultramétricas que se construyen las familias de 

grupos para cada uno de los diferentes niveles. 

14 ------------------ A E e D ::: F G H I J K L 
1 13 - - - _____ ....._ _______ _ 

A o ~ 4tl 3 13 113 13 13 13 13 13 13 

12 ------------------- B e 4113 13 13 13 13 13 13 13 13 
11 ---- ________ __. ...... ___ _ 

_____ 1 __ _ 
10 ---- --------

e 013 1::: 13 13 13 l 3 13 13 13 

D o E 8 8 8 811 11 i.1. 3 

9 ----------- ---- - _,_ E o 8 8 8 811 11 13 

8 ---·------+---.->----- F o 3 3 811 11 13 

7 ,..---1---- ---- - -- G o 3 811 11 r.i 3 

6 - - - - - - -- - - - - - - . - - - - H o 811 11 13 

5 --- ------- ---- _,_ __ I 011 11 13 
4 ___ ... _,_, ____ --- _,_ ___ _ J 010 !l.3 
3 --- __ ,_ __ --t--.--- ___ ,_ K 013 

2 ·-- ... ---- --- - - - - - L o 

1 -- ---~------- - - 1- - -

A B C D E F G H I J K L 

figura 15 

1.4 Métodos Jerárquicos 

La Taxonom!a Num6rica parte de una matriz de disimilaridades, 
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con base en la cual, al aplicar los diferentes métodos, los gr~ 

pos se forman, modificándose la estructura de esta matriz ori-

ginal. Uno de los métodos Jerárquicos más conoci~os y tal vez 

el más sencillo es el Mttodo de Conexi6n Simple. La manera en 

que transforma a una tabla de disimilaridades en otra ultramé-

trica es la siguiente: se busca el coeficiente más pequeño de 

la tabla; la pareja de objetos que lo posee se une para formar 

un grupo. La forma de recalcular la disimilaridad entre este 

nuevo grupo y el resto de los objetos, consiste en escoger el 

coeficiente más chico existente entre cada elemento del nuevo 

grupo y el objeto en consideración. Este principio se repite, 

y en cada paso después que dos grupos se han unido para formar 

uno nuevo, la disimilaridad entre éste y algún otro grupo se 

determina de igual manera que en el primer paso. Los grupos 

formados por este proceso son los que se obtienen en el dendro 

grama correspondiente al método de Conexión Simple, y los niv~ 

les donde se unen los diferentes objetos o grupos de objetos 

son los coeficientes de disimilaridad que se seleccionaron en 

cada paso del proceso. En las diferentes etapas o pasos, para 

la formación de grupos en un determinado nivel "X 11
, se requie-

re solamente que exista una cadena entre los objetos cuyo coe-

ficiente sea menor o igual a "X". 

El siguiente es un ejemplo de la aplicación del método de 

Conexión Simple a una matriz de disimilaridades. En él,se:han 
'-;.';>:'::_,__;.:·/' 

''" 

enumerado los pasos en la formación de grupos con el<,~}:>:j~tp de 

observar la manera en que la matriz original va deformando su 
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estructura hasta convertirse en una matriz ultramétrica. Tam-

bién se ilustra con gráficas este mismo proceso; las dos expl! 

caciones son equivalentes. 

Sean A, B, e, D, E, F, G y H los objetos que se van a cla 

sificar. La tabla de coeficientes de disimilaridad dada es la 

siguiente: 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

A 
B 

e 
D 

E 

F 

G 

H 

A B 

o 3 

o 

objetos 

e D E 

4 5 10 

3 2 6 

o 1 5 

o 4 

o 

tabla 7 

F G H 

7 15 10 

8 13 20 

5 6 8 

6 10 12 

3 6 9 

o 5 4 

o 3 

o 

l. Se elige el coeficiente más pequeño, en este caso es el O, 

correspondiente a los lugares en la diagonal de la tabla. Cada 

objeto forma un grupo de manera individual. 

o 
b 
j 
e 
t 

o 
s 

A 

B 

R 

E 

F 

G 

H 

A B 

o 3 

o 

objetos 

R E F 

4 10 7 

2 6 8 

o 4 5 

o 3 

o 

tabla 8 

G H 

15 10 

13 20 

6 8 

6 9 

5 4 

o 3 

o 



2. El siguiente es el correspondiente a e y D, que forman el 

grupo "R'1
¡ se calcula la disimilaridad entre el grupo nuevo y 

los demás objetos, de la manera descrita anteriormente. 

a 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

A 

A o 

s 
E 

F 

G 

H 

objetos 

s E F 

3 10 7 

o 4 5 

o 3 

o 

tabla 9 

G H 

15 10 

6 8 

6 9 

5 4 

o 3 

o 
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3. El coeficiente más pequeño es el 2, que .corresponde a B y R 

que se unen para formar el grupo "S". 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

T 

E 

F 

G 

H 

T 

o 

objetos 

E F G H 

4 5 6 8 

o 3 6 9 

o 5 4 

o 3 

o 

tabla 10 

4. Ahora el número siguiente es el 3, que corresponde a las p~ 

rejas A y S, E y F, y G y H. En este caso se considera primero 

al de A y S, que se agrupan en "T"; E;in embargo, el orden en 

que se tomen en· Cu'e'nt"a las pa·rejas·;\de óbjetos o grupos de obj§ 
, ' ~ .-.~ '": - . 

tos, no altera los grupos resultantes para este m~todo, aunque 

existen otros en los que sucede lo contrario. 



o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

T 

u 

G 

H 

objetos 

T u G H 

o 4 6 8 

o 5 4 

o 3 

o 

tabla 11 

E y F forman en este mismo nivel el grupo 11 U11
• 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

T 

u 
V 

objetos 

T u V 

o 4 6 

o 4 

o 

tabla 12 

Para este coeficiente, por último, G y H forman "V". 

objetos 

~~ 
o 
s 

tabla 13 
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5. Considerando primero al coefibiente de T.y U, se forma el 

grupo "X", quedando as! sol'~~A~~ 2 grupos. 

o 
b 

t: 
o 
,. 
•' 

objetos 

~ 
t .-ib] él l ll 



25 

Por último los grupos "X" y "V" forman "Z", grupo que contiene 

a todos los objetos como sus elementos. 

En el siguiente proceso con gráficas, los grupos están r~ 
presentados por líneas alrededor de los puntos: hay tantas gf~ 
ficas como nfuneros diferentes haya en la tabla original, hasta 

que en un determinado nivel todos los objetos formen parte de 

un solo grupo. 
H@ 

figura 16 

l. A nivel o, cada objeto forma un grupo. 

figura 17 

2~ A nivel 1~ aparece la arista oc. 

H@ 

G@ 

r@ 
E@ 

figura 18 

3. La arista BD surge a nivel 2. 

e 
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GYI 
B 

e 

F~ D 

E 

figura 19 

4. A nivel 3 aparecen AB, EF y GH. Ahora hay 3 grupos. 

G e 

figura 20 

5. A nivel 4 se añaden las aristas AC, DE y FH. 

Este método considera a las componentes de la gráfica 

que se encuentran conectadas, como las familias de grupos for-

madas en cada nivel. El dendrograma y la tabla ultramétrica rg 

sultantes son: 

o 
b 
j 
e 
t 

o 
s 

A 

B 

e 

D 

E 

F 

G 

H 

A B e 
o 3 3 

o 2 

o 

objetos 

D E F 

3 4 4 

2 4 4 

1 4 4 

o l¡ 4 

o 3 

o 

G 

4 

4 

4 

4 

4 

l~ 

o 

H 

4 

4 

l¡ 

4 

l¡ 

l¡ 

3 

o 

6 - - - - - - - - - - - - - - - - - - -- - -

5 ---------------------
4 

z ------------ - - - -X 
~3 ------ - - ................. T U V 

2 -

1 
s 

-o+-_._ __ ...__i __ ....&._ __ ..L_ __ '-----'---'------

A B C D E F G H 

figura 21 
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De esta manera, el método de Conexi6n Simple produce gru

pos grandes en los que los objetos pertenecientes a dos grupos 

diferentes pueden tener un parecido mayor entre ellos que el 

que poseen objetos distintos de un mismo grupo. Este defecto 

llamado "encadenamiento'', hace que este método no sea muy uti

lizado; sin embargo, posee la ventaja de que si en un determi

nado paso del proceso se encuentran dos o más parejas de obje

tos cuyos coeficientes de disimilaridad sean iguales, entonces 

el orden en que se consideran no altera el resultado final en 

la formación de grupos. Puede demostrarse 10 que este método 

tiene la propiedad de ser un método continuo; es decir, si se 

altera con pequeños cambios la información contenida en la ta

bla original, entonces se producen solamente pequeños cambi9s 

en la tabla ultramétrica resultante, y también, por consiguien 

te, en el dendrograma que la representa. En el método de Cone

xión Simple, los grupos se constituyen al considerar "la míni

ma condición necesaria" para unir un objeto de algún grupo, a 

algún otro objeto perteneciente al mismo grupo. 

Otro método Jerárquico parecido al de Conexión Simple en 

cuanto a su sencillez, es el método llamado de Conexi6n Compl~ 

ta. En este método también se busca el coeficiente de disimila 

ridad más pequeño entre las posibles parejas de objetos; estos 

objetos se unen formando un grupo, y al recalcular la disimila 

ridad entre este nuevo grupo y los demás objetos, lo que se 

10 V~ase el capítulo 3, secci6n 3.4. 

.... 
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busca ahora es el coeficiente más grande entre los elementos 

del nuevo grupo y el objeto en consideración de los restantes. 

Es decir, en cada paso después de que dos grupos se han mezcla 

do, la disimilaridad entre este nuevo que han formado y otro, 

está basada en "la máxima condición necesaria" para unir a to-

dos los objetos de un grupo a cualquier otro objeto. Este mé-

todo tiene la desventaja de que el orden de entrada de los da-

tos, por el contrario del método de Conexión Simple, altera el 

resultado final en las familias de grupos { en el caso de exis 

tir coeficientes de disimilaridad iguales), además no posee la 

característica de ser un método continuo. Para ilustrar el e-

f ecto de la aplicación de el método de Conexión Completa a la 

misma tabla (7) de disimilaridades dada para el método expues-

to anteriormente, se procede de la misma manera. 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

A 

B 

e 
D 

E 

F 

G 

H 

A B 

o 3 

o 

objetos 

e D E 

4 5 10 

3 2 6 

o 1 5 

o 4 

o 

tabla 7 

F G H 

7 15 10 

8 13 20 

5 6 8 

6 10 12 

3 6 9 

o 5 4 

o 3 

o 

1. El coeficiente más pequeño es el correspondiente a C Y D, 

que forman el grupo "R". 



o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

A 

B 

R 

E 

F 

G 

H 

A B 

o 3 

o 

objetos 

R E F 

5 10 7 

3 6 8 

o 5 6 

o 3 

o 

tabla 15 
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G H 

15 10 

13 20 

10 12 

6 9 

5 4 

o 3 

o 

2. A y B forman el grupo 11 8 11
• En este caso puede comprobarse 

que si se escogiera en otro orden el coeficiente que se repi-

te, los dendrogramas resultantes serian diferentes. 

objetos 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

s 
R 

E 

F 

G 

H 

s 
o 

3. 11 T 11 se forma con E y F. 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

s 
s o 
R 

T 

G 

H 

R E F G 

5 10 8 15 

o 5 6 10 

o 3 6 

o 5 

o 

tabla 16 

objetos 

R T G H 

5 10 15 20 

o 6 10 12 

o 6 9 

o 3 

o 
tabla 17 

H 

20 

12 

9 

4 

3 

o 



4. G y H forman el grupo "U". 

o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

s 
R 

T 

u 

s 
o 

objetos 

R T u 

5 10 20 

o 6 12 

o 9 

o 

tabla 18 

5. El siguiente grupo, "V", es formado por S y R ~ 

o 
b 
j 
e 
t 

o 
s 

V 

T 

u 

objetos 

V T u 
o 10 20 

o 9 

o 

tabla 19 

6. "X" se forma por T y u. 

objetos 

o 
s 

tabla 20 

7 . ·Por último , V y X .forman 11 z" . 
cQ objetos 

! @=E 
t 
o tabl<1 21 

30 



La secuencia de gr5ficas para este caso es la siguiente: 

G@ @e 

F@ @D 
@ 
E 

l. A nivel O cada objeto forma un grupo. 

G (Í) 

F@ 
(!\ 

2. A nivel 1 aparece la arista DC. 

@A 
H@ 

G@ 

F@ 
@ 

E 

e 

3. En el nivel 2 aparece la arista BD. 

A 

e 

D 

4. A nivel 3 aparecen AB, BC, EF y GH. 

e 

figura 22 

figura 23 

figura 24 

fip;ura 25 

figura 26 

31 
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S. A nivel 4 se agregan AC, DE y FH. 

G e figura 27 

6. AD, CE, CF y FG se añaden a nivel S. 

G e figura 28 

F 

7. BE, CG, DF y EG se agregan a nivel 6, A~ a nivel 7, y BF a 

nivel 8. 

G e figura 29 

8. A nivel 9 aparece EH. A 

G e figura 30 

9. A nivel 10 se añaden AE, AH y DG. OH aparece a nivel 12; 

BG a nivel 13y AG a nive~ 15. 

B 

G e figul'a 31 
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10. POr último, en el nivel 20 aparece BH. 

A diferencia del método de Conexi6n Simple, en este méto-

do los grupos ilustrados en las gráficas, son las componentes 

completas (i.e. no basta que los puntos est~n conectados por 

algunas líneas, sino que tienen que estar presentes todos los 

posibles enlaces entre esos puntos) que no se intersectan en-

tre ellas. El dendrograrna y la tabla ultramétrica resultantes 

son: 

o 
b 
j 
·e 

t 
o 
s 

22 
21 
20 - --- ____ _.... ___ r--- --

objetos 
19 
18 

---- - ___ z ____ .-----

17 
A B e D E F G H 16 

A o 3 5 5 20 20 20 20 15 

B o 5 5 20 20 20 20 
14 
13 

e o 1 2 C) 20 20 20 12 

D o 20 20 20 20 
-e- 11 

10 
E o 3 9 9 

F o 9 9 

9 
8 
7 

---- _______ ......... _~ 
- _x_ _ 

G o 3 6 

H o 5 
4 

----v-..--- ---
3 
2 

s T u 
1 

---0 

A B C D E F G H 

figura 32 

Este método, por el contrario del m.étodo de Cone.xión Sim-
J.,,~;:~-.:\~~;;2_,__ . -,_...~~~:.-:'_.-~ -\ 

ple, no produce grupos ta'!l\g:iaíi~e's; sino grupos ·m~s<compactos 
" • .•'o, '. ';; .i~ ' . -.¡:e• ,· ,· 

que Se Van uniendo entre sfSd~<t:J~k manera más e'~fric'ta en ni V~ 

les de disimilaridad más altos. Este método no produce encade-
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namiento. 

En contraste con los dos métodos expuestos anteriormente, 

que presentan posibilidades extremas en las condiciones para 

la formación de grupos, existe otro tipo de métodos Jer~rqui

cos, los Método~ P~omedio, que determinan a los grupos median

te consideraciones promedio en la recalculaci6n de las disimi

laridades entre los nuevos grupos. Las diversas maneras de ha

cer estas recalculaciones dan lugar a los diferentes métodos 

Promedio. Entre los principales se encuentran los llamados: Mé 

todo P~omedio ent~e g~upo-0, Método P~omedio dent~o de g~upo~, 

P~omedio pe-Oado dent~o de g~upo-0 e Inc~emento al P~omedio pe~~ 

do dent4o de g4upo~. 11 

La manera de recalcular las disimilaridades, en general, 

se hace evaluando un promedio entre las disimilaridades de los 

elementos del nuevo grupo y las de los elementos del grupo en 

consideraci6n; o bien, calculando la disimilaridad promedio en 

tre el nuevo grupo y los anteriormente formados (ésto puede ha 

cerse dando pesos diferentes de acuerdo a la importancia en t~, 

maño, de un grupo determinado). Al igual que el método de Cone 

xi6n Completa, estos métodos poseen la desventaja de que el o~ 

den de entrada de los datos iguales de la matriz de disimilari 

dades original, altera los resultados finales~ .y ademAs son mé 

todos discontinuos; sin embargo poseen la conveniencia de que 

no están sujetos a·válores extremos para el establecimiento de 

los grupos. Los resultados en los dendrogramas generalmente 

11 Véase el apéndice A, sección A.?. 
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son parecidos entre sí al aplicar los diferentes métodos Prome 

dio, y en menor grado a aquellos obtenidos por los métodos de 

Conexión Simple y Conexión Completa. 

1.5 .otros métodos Jerárquicos 

Una idea diferente en el concepto de clasificación Jerárquica 

es la que se conoce con el nombre de r~¡ada~ 12 • Este proceso 

consiste en obtener todas las posibles ternas de objetos del 

conjunto que se quiere clasificar, y para cada una de ellas se 

decide cuáles son los elementos más parecidos entre sí. Este 

procedimiento podría ser numérico, pero no necesariamente, ya 

que el razonamiento que se hace puede basarse en un criterio 

intuitivo del usuario. En este proceso se construyen ''árboles" 

de datos, obtenidos con base en el parecido en las diferentes 

ternas, mediante algoritmos que calculan un promedio de ocu-

rrencias en que un cierto objeto se parece más a otro, que a 

un tercero. Sin embargo, este método tiene un gran inconvenie~ 

te, ya que además de la obtención de una lista de las posibles 

ternas de objetos, se requiere de la comparación y evaluación 

del parecido entre cada una de ellas y entre cada uno de sus e 

lementos. El número de combinaciones de M elementos tomados 

por ternas es: ,·. '·, .,_,, ., 

'',,''' 

~--~-o--,-.o---

número que aumenta conki~~~/~k.f~~~n{~' a medida que crece el nú-

12 Véase "Clusterinr, Algorithm~>", de John A. !!artigan, 1975. 
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mero de objetos. A pesar de lo anterior, la idea de las tria

das es importante ya que las ternas son los conjuntos más pe

queños para basar una comparaci6n de parecidos entre objetos. 

Este trabajo no trata de estos métodos, sino que se concentra 

en los métodos Jerárquicos presentados en este capítulo, y en 

otros Numéricamente Estratificados, presentados en el siguien

te. 
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CAPITULO 2 

2.1 Métodos Numéricamente Estratificados 

En el capítulo anterior se señalaron las ventajas y desventa-

jas en el manejo de los diversos métodos de clasificación Je-

rárquica. El método de Conexi6n Simple tiene el defecto de en-

cadenamiento, defecto que el método de Conexi6n Completa y los 

métodos Promedio solucionan; sin embargo estos últimos también 

poseen la desventaja de ser discontinuos. Lo que se busca es 

tra~ar de evitar estas limitaciones mediante un sistema más g~ 

neral de clasificación. 

La idea principal de los Mltodo6 Numl~ieamente E6t~ati~iea 

do~, como se señala en el capítulo anterior, es permitir que 

los grupos formados en cada nivel se traslapen entre ellos, es 

decir, un objeto puede pertenecer a dos o más grupos al mismo 

tiempo. Esta idea hace que estos métodos trabajen con conside-

raciones más generales que los métodos Jerárquicos, en los que 

un objeto puede pertenecer solamente a un grupo para un deter-

minadp nivel en la clasificación. Esta idea puede ser de mucha 

utilidad en la práctica, ya que en general un objeto puede i-

<lentificarse con varios grupos a la vez y no estrictamente con 

uno sólo. 

Es posible hacer variar e.l grado de traslape permitido e~ 
,"·>·- , " 

tre los grupos al hacer -uná'.~ói'~sificaci6n. A medida que existe 
'. . :·.~ - . ' . ·, ' 

un mayor traslape entr'e /t6~Lgrupos la información original es 

alterada en menor grado; sin embargo la interpretación de los 

resultados es cada vez más diféil a medida que este grado au-
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menta 1
• Las restricciones en el traslape pueden ser de diver

sos tipos 2
• Las restricciones Ab~oluta.~ son, por eje~plo, re§ 

tricciones en el número de elementos en el traslape; las res-

tricciones InteJt.na.~ son, por ejemplo, restricciones en el diá

metro del traslape 3
• Al escoger diferentes grados de traslape 

se dá lugar a una serie de clasificaciones (una por cada grado 

escogido), de las cuales la que permite el traslape mínimo e-

quivale al método de Conexi6n Simple de clasificaci6n Jerárqu~ 

ca; la que permite el traslape máximo equivale a la obtención 

en el resultado final, de la tabla original sin modificación 

alguna. 

La construcci6n de sistemas de clasificación Jerárquica 

está basada en tablas de coeficientes de disimilaridad corno 

datos de información original. Los métodos Numéricamente Estr~ 

tificados también parten de estas tablas para transformarlas 

en otro tipo de tablas 'ultramétricas que se identifican con u-

nas gráficas correspondientes a la generalización del concep-

to de dendrograma. Esta generalización recibe el nombre de ~

Ve.ndJt.o gJt.a.ma. (el significado de la "k" se explica en la secci6n 

siguiente). También se trata de un tipo de árbol cuyos vérti-

ces terminales representan al conjunto de objetos que se va a 

clasificar, y en cuyascramifÍcac'ianes .. ~e. asocian los valores 

que mide la dis:im:i.ii1:.\1d'!'~ritf~ \los.:'objétos. Un k-dendrograma 

Esto pbede obs~rvarse sn el ejempl~ de este capítulo. 
2 

Véase "Mathematical Taxonomy", de N. Jardine y R. Sibson, 
1971. 

3 
El diAmetro de un conjunto de objetos es el valor mayor de 
los coeficientes de disimilaridad entre cualquier pareja de 
elementos de ese conjunto. 



es un 'árbol como el siguiente: 

5 ----------------

L~ ----------------

3 

2 

1 

---0-+---"--a.-......r......__;~__,.____,._ __ 

J K L M N O 

figura 1 
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El conjunto de objetos que se van a clasificar es el constitu! 

do por J, K, L, M, N y O. Los grupos tambi~n se van formando a 

medida que las ramas de árbol se unen; primero se juntan las 

ramas correspondientes a los objetos de mayor parecido. La ma

nera de leer los k-dendrogramas es exactamente igual a la de 

los dendrogramas. El siguiente ejemplo muestra algunas lectu

ras para el k-dendrograma anterior. 

J K L M N O 

figura 2 

Cada objetó constituye un solo grupo.de manera individual, pa-

raiosriiveles de asociación al nivel l. Hay 6 grupos, 

uno por cada objeto. 
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J K L M N O 

figura 3 

En este nivel hay 3 grupos: J, K, L y M; K y N; y N y O. Como 

puede observarse, el objeto K pertenece a dos grupos diferen

tes, lo mismo que el objeto N. Para un nivel un poco mayor a 3 

todos los objetos ya se encuentran unidos formando un solo gr~ 

po. 

Definiendo de igual forma la disimilaridad entre una par~ 

ja de objetos, como el nivel más pequeño tal que esa pareja se 

encuentra ya unida en un mismo grupo, es posible dado un k-den 

drograma corno el anterior, obtener la tabla de disirnilaridades 

entre objetos y grupos de objetos. La tabla completa para el 

k-dendrograma anterior es la siguiente: 

J K L M N o 
J o 1 2 2 3 3 

K o 1 2 2 3 

L o 2 3 3 

M o 3 3 

N o 2 

o o 

tabla 1 

Para cada nivel de asociaci6n se obtienen familias de grupos, 
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que en este caso no son ajenos entre sí. De igual manera que 

para los dendrogramas, estas familias están formadas por los 

conjuntos de objetos ya unidos en un determinado nivel o en nf 

veles menores. De la misma forma en que se ilustró el procedi-

miento inverso de pasar de tablas de disimilaridad a dendrogr~ 

mas, a continuación, también con gráficas, se muestra el proc~ 

so para pasar a k-dendrogramas. En este caso los grupos forma-

dos en cada nivel son las componentes completas para su gráfi-

ca correspondiente, es decir, los subconjuntos más grandes de 

puntos de la gráfica que tienen todos los posibles enlaces en

tre ellos (permitiéndose el traslape). Los grupos están repre-

sentados por líneas delgadas alrededor de los puntos. 

º@ @K 

figura 4 

@L 

@ 
M 

l. A nivel O cada objeto forma un grupo. 

J 

o@ K 

figura 5 
ti@ L 

@ 
M 

2. Se selecciona ahora el coeficiente. cuyo valor es 1; hay 5 .... 

grupos: J yK; K y L; y M, N y O aisladament~ en un grupo cada 

uno. 
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o K 

figura 6 

N L 

M 

3. Aparecen las aristas cuyo nivel es 2. Hay 3 grupos: J, K, L 

y M; K y N; y N y O. J 

K 

figura 7 

L 

M 

4 Todos los objetos forman un grupo a nivel 3. 

La condición de ultrametría también se generaliza en la 

condición de k-Ul.t1ta.me.t.1t1a. , y los coeficientes de disimilari

dad que la satisfacen son los k-Ul.t1tamlt.1tieoA. Es posible de

mostrar4 que dada una tabla de coeficientes de disimilaridad 

k-ultramétricos se le puede asociar un solo k-dendrograma que 

la represente, e inversamente. Esto da lugar a la corresponde~ 

cia e identificación entre tablas k-ultramétricas y los k-den

drogramas. Algunos métodos Numéricamente Estratificados son 

formas diferentes de transformar tablas de coeficientes de di

similaridad dadas en tablas de coeficientes k-ultramétricos. 

4 v¡ase el capitulo 4, secci6n 4.2. 
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2.2 Los métodos Bk 

Entre los métodos Numéricamente Estratificados se encuentran 

los llamados Bk. Estos métodos se basan en una restricci6n ab

soluta en el traslape permitido entre los grupos formados; es 

decir, son restricciones en el número de elementos en el tras-

lape. La letra k puede tomar diferentes valores: desde 1 hasta 

N-1, donde N es el número de objetos del conjunto que se va a 

clasificar, y cada valor distinto dá lugar a un método difere~ 

te. Al utilizar un cierto valor de k, la restricción que se h~ 

ce es que el traslape entre grupos no contiene más de k-1 ele-

mentas. Así, B1 no permite traslape alguno entre sus grupos; 

B2 permite 1 elemento solamente; Bj permite 2 elementos en el 

traslape. 

Al utilizar el método B , donde los grupos resultantes 
1 

son ajenos, lo que se hace es aplicar el método de Conexión 

Simple; al ir aumentando el valor de k se va permitiendo un ma 

yor número de elementos en la intersección, hasta que k toma 

el valor N-1 o más, lo que se obtiene corno resultado final es 

la tabla de disimilaridades original 5 • De esta manera, al ir 

variando los valores de k, desde 1 hasta N-1, cada vez se va 

deformando en menor grado la información original, hasta que 

en el ültimo se obtiene esta misma. Así, el usuario cuenta con 

la ventaja de poder escoger el grado de deformación que desea 

que la tabla original adquiera; también, si .. se ºcalculan prime

ro las tablas córres.pondientes a los valores mayores de k , en-

5 V~ase el capítulo 4, secci6n 4.3. 
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tonces se pueden obtener las tablas para valores menores a pa~ 

tir de las primeras y no de la original; ésto significa ahorro 

del trabajo posterior para el usuario. Además de estas venta

jas, también se trata de métodos continuos, es decir, a peque

ños cambios en los datos de información original, corresponden 

pequeños cambios en los resultados. 

La manera en que trabajan estos métodos, para un determi

nado valor de k, y pensando en gráficas cuyos puntos represen

tan a los objetos, y cuyas aristas unen aquellos puntos cuyos 

coeficientes de disimilaridad son menores o iguales a un deteE 

minado nivel, es la siguiente: se busca el coeficiente más chi 

co de la tabla y se colocan las aristas correspondientes; se 

buscan las componentes completas más grandes (si hay una cont~ 

nida en otra, se escoge la mayor) para esa gráfica; cuando dos 

de estos conjuntos de puntos tienen por lo menos k puntos en 

común (en su traslape), se toman como un solo conjunto, compl~ 

tando las aristas que falten para constituir una componente com 

pleta de la gráfica. Enseguida se vuelven a considerar las nue 

vas componentes completas de la gráfica actual hasta que ya no 

se necesiten agregar nuevas aristas. Las componentes completas 

así formadas, constituyen las familias de grupos para el nivel 

en consideración. Después se pasa a buscar el coeficiente más 

pequeño siguiente y se procede de la misma manera hasta que 

haya un solo grupo en donde todos los puntos de la gráfica for 

men una' sola componente completa. Ejemplo: sea la siguiente 

tabla la matriz de disimilaridades dada. 



o 
b 
j 
e 
t 
o 
s 

J 

J o 
K 

L 

M 

N 

o 

obje<:os 

K L M 

1 3 3 

o 2 4 

o 3 

o 
1 

tabla 2 
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N o 
5 6 

3 5 

4 4 

4 4 

o 2 

o 

El conjunto de objetos que se quiere clasificar es el formado 

por: J, K, L, M, N y O. Los diferentes métodos que se aplican 

son: B1 , B2 , B3 , B4 y B5; desde que no se permite traslape al

guno entre los grupos formados, hasta permitir familias de gr~ 

pos que pueden tener 4 elementos en la intersección. La si-

guiente tabla muestra con gráficas las familias de grupos for-

madas a cada nivel, para los diferentes métodos usados; los 

grupos se señalan igual que anteriormente . 

. ~Oo! B = Con e- .::i 2 B3 B4 B5 1 
~(~ IYiÓn S"imnl<> 

o @J K o @J K o @3 
K Q @J el> o @ J K 

@ @ @ @ @ @ @ • @ @ 
o 

@ @ @ @ @ @ ~ 
@ @ @ 

tI @M 
L N @ T 

N @ :I @ L 11 @M 
L ;, 

M M M 

J J,:. ' 

@,J~I< @J~ 
1 

@ 'y @ 
@.,K 

. 
~ @ ll@ 

@ 
®, N@ 

@ 
@¡, .. ,@ @ @L ~f~ @ <!\ 

@M 
1 .. 

M M M M 
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4 

5 

6 

B = Cone-
1 ~ s. 1 x.ion imp e B 

2 
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B 
3 

B 
l~ 

B 

:abla 3 

Para facilitar las lecturas de las familias de grupos formadas 

a cada 

o (J) (K) (L) (J) 
(M) (N) (O) (M) 

( L ) (.J) 
(o) ( M ) 

tabla: 

B3 

( K ) ( L) J) 
( N ) (o) ( M) 

B4 B 
5 

( K) ( L J) K) ( =., ) 

(H) (O ( M) ( N ) ( ~) ) 
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~ B1 B B3 B B 
'( 2 4 5 

1 
(JK) ( L ) ( M) (JK) ( L) (M (JK) ( L ) ( M) (JK) (L)(M) JK) ( L ) ( M) 

( N) (o) ( N ) (o) ( N) (o) pi) (o) ( N ) (o) 

2 (J KL) ( M) (JK) (KL)(M' ( J K) (KL)(M) JK) ( KL) ( M ( J K) ( K L ) ( !·'. 
(NO) (NO) (NO) (NO) ( llO) 

3 (JKLMNO) 
(JKLM) (KN) ( J KL) (JU~) (JKL) (JLM (JKL) (JLM) 

(NO) (KN) (NO) (KN) (NO) ( KN) (NO) 

4 (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLM)(KLMN (JKLM)(KLM~1) 
(LMNO) (LMNO) 

5 (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMN) 
( KLMNO) 

6 (,JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) 

tabla 4 

Los k-dendrogramas y tablas de disimilaridades resultan-

tes, para los diferentes valores de k, son: 

k=l 

J<::: 2 

6 ---------------

5 ----------------

4 -- - - - - - - - - - - - - - - - -

3 

2 

1 

--0--+------L--"'--~---L---''--

J K L M N O 

figura B 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

-o 
J K L M N O 

fip,Urd f1 

J 

J o 
K 

L 

M 

N 

o 

d 

J o 

K 

L 

M 

tl 

o 

K 

1 

o 

K 

j, 

o 

L M N o 
2 3 3 3 

2 3 3 3 

o 3 3 3 

o 3 3 

o 2 

o 

L M N o 
3 3 1+ 4 

2 3 3 t+ 

o 3 4 4 

o 4 4 

o 2 

o 



k=3 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

~-O-+-~~..._--.__..__~..__..~_._~ 

J K L M N O 

figura 10 

6 --------------

J K L M N O 

figura 11 

6 

5 

4 

3 
k = 5 # 

2 

1 

-O 

J K L M H O 

fir,ura 1? 

J K 

J o 1 

K o 
L 

M 

N 

o 

J K 

J () 1 

K o 

L 

M 

N 

o 

J K 

J o 1 

K 
o 

L 

M 
I•- -- __ ,-·--e_ 

N . 

.• .. -. 
o ;). [> 
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L M N o 
3 3 4 4 

2 4 3 4 

o 3 4 4 

o 4 4 

o 2 

o 

L M N o 
3 3 5 5 

2 4 3 5 

o 3 4 4 

o 4 4 

o 2 

o 

L M N o 

3 3 5 6 

2 4 3 5 

o 3 4 4 

o 4 4 

o 2 

. - o 
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La última tabla, que corresponde al método Bs' coincide con la 

tabla de disimilaridades que se tiene originalmente, y la pri-

mera corresponde a la tabla obtenida por el método de Conexión 

Simple. Estas figuras (8-12) muestran representaciones de los 

objetos, cada vez de una manera más exacta; sin embargo, su i~ 

terpretación en los k -dendrograrnas es al mismo tiempo más corn-

pleja, por lo que es recomendable recurrir en lugar de 'stas a 

las listas de familias de grupos para cada nivel de asociación. 

Algunos autores 6 han definido ciertas medidas para apre-

ciar las deformaciones sufridas por tablas de coeficientes de 

disimilaridad dada~ al aplicárseles métodos como los presenta-

dos en este capítulo, así como algunas medidas de aislamiento 

o cohesión entre grupos para evaluar de acuerdo a criterios es 

tablecidos las uniones entre objetos o grupos de objetos. 

& Véase "A !-lodel for Taxonomy 11 , de N. ,Jardine y R. sibson, 
1958. 



CAPITULO 3 

3.1 Coeficientes de Disimilaridad 

Como se señala en el capítulo 1, el paso básico en los proce

sos de clasificaci6n es la estimaci6n del parecido entre los 

objetos en consideraci6n. 

Ve6inici6n. Un Coeóiciente de Vi~imila~idad en un conjunto P 

de objetos (con IPI < oo), es una función 

d: P xP -1- R, 

que satisface las siguientes propiedades: 

i) d(A,A) = O para todo A E P, 

ii) d(A,B) ~ O para todos A, BE P, 

iii) d(A,B) = d(B,A) para todos A, BE P. 

so 

Los coeficientes de disimilaridad pueden pensarse informalme~ 

te como distancias, aunque no necesariamente constituyen una 

distancia en P, en el sentido usual. 

Ve6inici6n.Sea CD(P) el conjunto de coeficientes de disimilar~ 

dad en P; sean d
1 

y d
2 

E CD(P). Se dice que a1 domina a d 2 si: 

d 1 (A,B) ~ d
2

(A,B) para todos A, BE P. 

La manera de-calcülar estos coeficientes es muy diversa y de

pende del tipo de tabla de informaci6n original con que se 

cuente 1 • 

1 Véase el apéndice A, sección A.1. 
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3.2 Dendrograrnas Generalizados 

Ve6lnlel6n. Un Vend~og~ama Gene~allzado 2 es una funci6n 

c : I --+- RS (P ) , 

donde I =A u {O}, con A~ lf e Ir!< 00 ; RS(P) es el conjun-

to de relaciones reflexivas y simétricas en P; que satisface 

las siguientes condiciones: 

l) Existe h E I tal que c(h) = PxP, 

ll) h < h' ~ c(h) e c(h') con c(h) * c(h'), h y h' E I. 

Al conjunto de dendrogramas generalizados en P se le denota 

por DG (P). 

Lo que se busca es una identificación entre los coeficien 

tes de disimilaridad definidos en el conjunto P y los dendro-

gramas generalizados; de tal manera que dada una tabla cual-

quiera sea posible asociarle un solo dendrograma generalizado 

que la represente, y viceversa. Con este prop6sito se presen-

tan las siguientes definiciones: 

Ve6lnlel6n. Dado d E CD(P), se define la funci6n 

Td: I--+- R(P), 

donde R(P) es el conjunto de relaciones en P¡~er se define co 

rno anteriormente; de tal manera que 

Td(h) = { (A,B) E PxP ¡· d(A,B) ~h}, 

para hE I. 

2 Esta definici6n no la introducen N. Jardine y R. Sibson; si~ 
embargo en el presente trabajo se utiliza para lograr una mg 
jor identificación entre los conceptos que manejan estos au
tores. 
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Veó.ln.lc..l6n. Sea S(P) = {f l f: I -+R(P)}. Se define la función 

T: CD (P) -+ S (P) , 

donde T(d) =Ta ,parad ECD(P). 

PJtopo.6.lc..l6n. Td E DG (P), para todo d E CD (P). 

PJtue.ba.: 

.l) Primero hay que demostrar que Td(h) E RS(P), para todo 

h E I. Para A, B E P, se tiene que: 

,¿,¿) 

;.,.u.> 

.. T (d) = 

a. d (A,A).,;;; h, para todo h ~O => (A,A) E Td (h), para 

todo h ~ O. 

b. Si d(A,B) .,;;; h, entonces d(B,A) ~ h, para todo h ~O 

=> si (A,B) E Td(h), también (B,A) E Td(h), para 

todo h ~ O. 

Para h = max {h' 1 h' E I} se cumple que Td(h) = Px p. 

Dados h, h' E I, si h ~h' entonces Td(h) ~ T d (h' ) • 

Td E DG (P), para todo d E CD (P) . 

Ve.6J..n.lc.J..6n. Dado c E DG(P), se define la función 

U : PxP -+ R, c 

tal que Uc (A,B) = min {h E I 1 (A,B) E c (h)}, para todo (A,B) 

E pxp. 
. ' •' . . :.- :· ~: ·. 

-~:_-~~L ~-~'.'.~::~-~~~~ iº~~~- ·:~~~.,, 

Ve. 6 .i.l't.lc..ló 11 • Sea V (P) = . { f l f : Px p -+ R}. Se a~f:.i.B~~i'i~··',~í:Qrl2ión' 
U:· DG {P) ·-+ V (P) , 

donde u (e) = uc .cg~~~,zs F, OG (P) • 
. '_.,_ ... -. ~-;,;;: --,:·:.;: :::-... :. ·, .·: ... ,· .. , 

P1topo.6J..c..l611. Uc E co(;y, para todf'l c E DG (P). 

P1tu.e..ba.: 
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l) Ya que c(h) es una relación reflexiva, se tiene que 

(A,A) E c(h) para todo h E I y para todo A E P. Por lo 

anterior Uc (A,A) = min {h E I 1 (A,A) E c (h) } = o pa

ra todo A E P. 

-l.l) Uc (A,B) = min { h É I I (A,B) E e (h)} ;:_:;¡: O para todo 

(A, B) E p X p, pues to que I e; R + u {O }. 

l.l.l) Uc(A,B)= min{ h E I (A, B) E e (h) } = min { h E I 

(B,A) E c (h) } = Uc (B,A), ya que c (h) es una relación 

simétrica. 

·· U (e) = Uc E CD (P). 

Pnopo~lci6n. La función T: CD(P) ~ DG(P) es biyectiva. 

Pnue.ba.: 

l) Sean d 1 , a2 E CD(P), tales que d 1 * d
2 

para alguna p~ 

reja de objetos (A,B) E Px P. Sup6ngase que d 1 (A,B) < 

d 2 (A,B). Sea d 1 (A,B) = h, entonces: 

Td l (h) = {(X 1 Y) E P x P 

. Td 2 (h) = {(X, Y) E P x P 

d 1 (X,Y) ~h}, y 

d
2

(X,Y) <h} • 

Por lo que (A,B) E Td1 (h) y {A,B) ~Td2 (h); entonces 

Td1 (h) .·':f. Td2 (h) ~ T (dl) -4= T (d 2 ). 

:. Tes una funci6n inyectiva. 

l.l) Hay que probar ahora.que dado un dendrograma generali

zado e, existe uncoéficf~nte de disimilaridad, tal 

que la función T-~(;l~i.i9a~·a.-c;,~~:,ésteJ resulta el ~~n'?F?gra

ma generalizaRÓ\c;i,~~~:.:.;$~a.;,~~.·~···.coeficiente·· ·uc; •. <~nton
ces hay que proba;que: ;{bc)~=··c, Jsaeci.f que. 

T[Uc(h) l =Tu (h) = {(A,B) E p X p 1 Uc(A,B) ~ h} = 
e 



e (h). 

a. Sea (A,B) E Tu th), ésto implica que Uc(A,B)~ h. 
e 

Sea r = min {h' ¡ tA,B) E c(h') }; entonces r~h. Ya 

que (A,B} E c(r), y debido a la condición ¡¡de la 

definici6n de dendrograma generalizado, se tiene 

que: c(r) <;.c(h) y por lo tanto (A,B) E c(h). 
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b. Sea (A,B) E c(h), entonces se tiene que Uc(A,B)~ h 

y por lo tanto (A,B)E T (h). 
uc 

.. T es suprayectiva y U es su inversa. 

Dada esta biyección es posible identificar a los coeficientes 

de disimilaridad en P, con el conjunto de dendrograr:1-"ls genera-

lizados en P. 

3.3 Dendrogramas y Desigualdad Ultramétrica 

Es posible observar 3 que la relación T¿(h) en la mayoría de 

las tablas de disimilaridad no es una relación de equivalen-

cia, ya que falla la transitividad. La siguiente definición co 

rresponde a la dada en el capítulo 1 para dendrogramas, que 

son los dendrogramas generalizados para los que se obtienen re 

laciones de equivalencia en cada nivel de asociación. También 

se establece la condición de ultrametría sobre los coeficien-

tes de disirnilarida,d;. de manera que, los que la cumplen son 

los que se ideritl-~~,~~:rf 66ri -lós ·. dendrograrrias-. 
(' : . ' 

' .· ·, ··' ~:: :.- ' . 

3 VéasP la tabla 6 del capítulo 1, sección 1.3. 



Ve6inic.ión. Un Vend1tog1t.a..ma 4 es una función 

c: I -+ E (P) , 

donde I =A U {O}, con A S.R +e lrl < 00 ; E(P) es el conjun-

to de relaciones de equivalencia en P; que satisface las si-

quientes condiciones: 

i) Existe h E I tal .que c(h) = PxP, 

ii) h < h' ~ c(h) ~ c(h') con c(h) * c(h'), h y h' E I. 

Al conjunto de dendrograrnas en P se le denota por D(P). 

Se habla de relaciones de equivalencia en P, porque los 

métodos Jer~rquicos clasifican a loa objetos en grupos que 

constituyen particiones en P. Para estos métodos el punto de 
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partida son las tablas de coeficientes de disimilaridad, y el 

punto final son los dendrogramas. 

La siguiente definici6n es la desigualdad ultramétrica, 

que es una fuerte restricción sobre los coeficientes de disimi 

laridad. Los diferentes métodos Jerárquicos de clasificación 

son maneras distintas de transformar coeficientes de disimila-

ridad dados en coeficientes ultramétricos. 

Ve6i11lc.,l611. Sea d E CD(P). Se dice que.d .es u.n ~oe.6ic.ie.n.te. de. 

Vi.6im..lla..1t.,lda..d Ul.t1ta.mé.t1tic.o > si 

para todos .A, a y e E P. 

4 
Esta definición . . ..· .... ·... . . . . . . on.;Ia dada por N. 
Jardine y R. Sibi>on en "Mathematical Taxonomy 11 , 1971; Para ob 
servar su equivalencia con la dada en est~ cap1tuloJ.v¡a~e -
el apéndice B, sección B.1. 
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Las tablas de disimilaridad cuyos coeficientes cumplen con e~ 

ta propiedad poseen la caracterfstica de que si se toman tres 

objetos cualesquiera de P y se representan como puntos en el 

plano, separados a una distancia igual a su coeficiente de di 

similaridad, entonces los triángulos así formados son is6ce-

les cuyos lados iguales son mayores que el lado desigual; o 

bien, triángulos equiláteros. Dada esta representación de los 

objetos, es posible observar que si un coeficiente es ultramé 

trice en P, entonces también es una métrica en P (i.e. d(A,B) 

+ d(B,C) ~ d(A,C) ) . Esta condición no la satisfacen la mayo-

ria de los coeficientes de disimilaridad. 

Ya que un dendrograma se define como una función c: I ~ 

E(P), donde E(P) es el conjunto de relaciones de equivalen-

cia en P, entonces para que Td E D(P), se prueba a continua

ci6n que los coeficientes sobre los que se aplica la función 

T, tienenq.ie cumplir la desigualdad ultramétrica. 

P1topab~cidn. Sea CU(P) el conjunto de coeficientes de disimi

laridad ultramétricos en P. Entonces d E CU(P), si y s6lo si 

Td (h) es una relaci6n de equivalencia para todo h E I. 

P1tueba: 

,l) Sea d E CU (P) , entonces d(A ,B) ~ maxjd-(AIC) ,' d (C, B)} 

para todos A, B y c. E P. Td (h) E RS(P);>~frj~· todo h E 

I,. como se demostró .. ar1t:er.iórrnente~ sé~/f(.ª:i y A, B y 
.· .,-, <'. ·; .. '. '·:"¿ , ' · .. :_ ,·~\~·.:· .-: :. :~'._1.:":" .. :· ,_. :· -~> '· ,,- -·'. ;· •' -·, - .-', 

e .e .. ·~.·;·········~E~8~~s~t~.T:"J~.',·s·f:;y.~~ts'}·~·r~:~'.('r'd·;<:~'>·s ~1~,<·.~··;c·>•'~ ·h 
.'\;;'-·)·' -. e.:·; ,;, -, ;,.·'." º" " ">··· ,-·· • 

y d(C,B)···>~·i:r~c1(f..,'á>~··Il\ai '{a(A,C),}i(é/e)}~ h = 

(A,B) E Td (h), 



¿¿) 

57 

.. Td(h) E E (P) , para todo h E I. 

Sea Td(h) E E (P) , para todo hE: r. Dados A, B y C E P, 

sea h = {max d (A,C), d(C,B)} . Entonces: d (A,C) ~ h y 

d (C,B) ~ h, i. e.. (A,C) E Td (h) y (C,B) E Ta (h). Por 

transitividad (A,B) E Td(h)~ d(A,B)~h ={max d(A,C), 

d (C, B) }. 

:. d E CU (P) . 

Por lo que, dado un coeficiente de disimilaridad ultramétri

co, es posible asociarle un solo dendrograrna qué lo represen

te, y viceversa. 

3.4 Métodos Jerárquicos 

Corno se señala anteriormente los métodos Jerárquicos de clas~ 

f icaci6n se ven corno funciones distintas dx , que transforman 

tablas de coeficientes de disimilaridad dadas en ultramétri-

cas: 

dx: CD(P) ~ CU(P). 

Mltodo de. Cone.xi6n Simple. La idea de este método, en térmi

nos de teoría de gráficas, es que en cada nivel h los grupos 

formados son las componentes conexas de la gráfica "Gh"¡ es 

decir, se busca para cada nivel h, una partici6n del conjun

to P de objetos, donde cada elemento de la parti~i6n está foE 

mado por los vértices de una componente conex~ de la gráfica 

Gh inducida por la relaci6n Td(h) = {(A,B) E P x P 1 d(A,B) 

~ h} en RS(P). El algoritmo con el que opera este método es 



58 

el siguiente: 

Dado d E CD(P) y h E I, 

l. Considérese h = O. 

2. Constrúyase la gráfica Gh' en donde los vértices son 

los elementos de P y las aristas unen aquellos vérti-

ces que tienen un coeficiente igual o menor a h. 

3. Encuéntrense las componentes conexas de Gh. A cada u

na de ellas se les denomina Ch. 

4. Unanse los vértices de cada ch. Los grupos a nivel h 

son los subconjuntos ajenos de P que resultan de esas 

uniones y los vértices de las componentes conexas que 

no fueron modificadas. 

5. Si todavía no hay un solo grupo, pasar al valor inme-

diato superior de h y volver al punto 2. 

Las disimilaridades escogidas en el punto 1 y después de cada 

paso por el 5, son las correspondientes a la tabla resultante 

"d " del método de Conexi6n Simple, que se define de la sis 

guiente manera 

Ve.ninic.i6n .El M~:todo de. Cone.x.l<5n Si'!lple es una funci6n 
=--/ __ :_,~ __ : ··~-~-~-:,~~~;, ~~~~~,·;_2--~'.- . ~-- -----

el~ ,(d) :'. ~&J ~J;-j ,9U(P) ·~· ,. 

tal que d
5 
(~) (A~B) "f~.-~{JI@.{~~~Xf~¡~{*/~)lite";;:t~I:, 

. ". -· ,- ", - : ,,.. -_- ~~ - -.. 

,;~':,i 

·E~;-.~-~B~Í:~1}'.·'.·.···.s.~ .. ·.~ ,'.:pÜ~d~ 'd~bii ;qúe(un método de clasifica-
·-···- ;;i\>/·?,:-:-:ci "-

d : CD (P) ~ Z, 
X 



.. 

59 

donde Z ~CD(P). Para cada subconjunto Z escogido se define 

un método d , tal que 
X -

* dx (d) = sup { d E Z * d ~ d} I con d E CD(P), 

es decir, dx(d) es el elemento más grande de Z que es domina

do por la tabla original dada d. Al método asf definido se le 

llama el Mttodo Z--0ubdom,(nante de d. De esta manera, estos mé 

todos reciben el nombre de M~todo-0 Subdom,(nante-0. 

Ve6-lnic.-l6n ,Sea Y ~CD (P) • Se dice que Y es un subconjunto ac.o 

tado si existe d
0 

E CD (P) tal que d E Y ~ d ~ a0 • 

Ve 6,(nic.-l6n .Sea Y <; CD (P) acotado. Se define el supremo de Y 

como: 

(sup Y) (Á,B) = -sup { d (A,B) 1 dE y }1 

para toda pareja (A,B). 

Ve6inic.i6n .sea z <;CD (P) y d x(d) = { d *E z • d .:;;; d }=-1: <P tal que 

sup dx(d) E z, entonces Z define un método subdominante dx. 

Un conjunto z tal, se llama óup-c.eJt.Jt.ado. 

PJt.opo-0-lc.i6n.El método de Conexi6nSimple (ds(d)) es el método 

CU-subdominante de d, -es deGir_:____ _ 

ds (d) =\ s\lp {cl~~:f·~-('~>:I <l*-~d}, .. pa~~~:>todo a E CD (P). 

Primero hay qu~ p~hB~~;- q\.l~ '.:btfi(~y-: <léíl.rii{únm~t:baé subdominan-
. •· ,- ---;:·, •.;.•··.--;·:,, '.".·.:-..·.·:.:_:~·,.,·· ., , •;--:~-:~·'.-,~···· '<·'~>·:· ,.;_. '.;· ,.···-.: c":"·1·,·,.,.:·· • 

' ." __ ·_:;.:::::-::-;·';'.>:·:~ --·,';:·.~\;'.,,_');'-f'', _.,._; {:):.<- · __ .... ·.,_,--;'/:'.\<" < :·.'. 

d -.. · .. ,_ ·.~,.~_-_, __ ., ... - .. ,.·._ '···'';,,;.- :·,;_.;~::, ... ; -::-:·--··. ;_·_-_; ____ ; :, .. ''· __ '. __ -_X .. ·.:~---,·,_·_,.·_:~--.---,· __ ---.---•.--__ -,_~--·.',.-_-_:_,e•_.-.> .• te, es ecir:\:.;_,;._::-_~. ····~•'•'._::;:::.,~;<•./_~_·;; - ........ , •. ,.- -~ .. '••--''.::•--· ,,..,· __ ·.-' --· ·-·· . -:;:~;-;-~-~:\-~< ... ·-- ....... ' - -

.t) El cori)Ü~~ij'~1 .. #·;.f{~~i'.:E .ch(~). ]<;~±: ~ .d}#;·:~;,·, 
d E CD (P) • 

_{.,{_) Dado X ~CU (P) acotado, entonce sup X E CU (P) . 
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Después se demuestra que: 

lii) ds(d) E CU(P), para todo d E CD(P). 

iv) ds(d) ~ d, para todo d E CD(P). 

v) Dado d' E CU(P) tal que d' ~ d, entonces d'o;;; ds(d). 

* * Y por lo tanto ds(d) = sup {d ECU(P) 1 d ~d}. 

P Jtu. e. b a: 

* l) El conjunto Y = {d E CU(P) * d ~ d} =I= 1J , ya que al 

menos la tabla que tiene solamente ceros en sus entra 

das (d0), es ~no de sus elementos por ser ultramétri

ca y porque d 0 ~ d, para todo d E CD(P) • 

.l.l.) Sean A y BE P, sea X <.;;; CU (P) acotado. Ya que X es aco 

tado, entonces sup X existe. Sea (sup X) (K,L) = 

dr(K,L) para todo (K, L) E P X P; entonces dado C E P: 

dr (A ,B) = sup {d(A,B)}~ sup (max {d (A,C), d(B,C)}] = 
d EX dEX 

= max {sup[ d(A,C)] sup ( d(B,C)]} = , 
dEX dEX 

= max {d r(A,C), dr(B,C)} . 
·· dr E CU (P) • 

Entonces, de i... e Ll , CU (P}/define un m~todo subdominante. 

lLO Para demostrªr _cq~=~~-;~s·t9:L E cu (P} , para todo d E CD(P), 
: \ .. ~~~!L~~~\Y>-~'.:~--~~· . : .. --- --

como se pidi6 en .la. definici6n, basta observar··'que. da 

dos tres elementos cualesquiera de P, el valo'r mayor de 

ds.(d) .entre .. ellOE! 1 .. aparece al menos dos. veces~ Sean 
-_-_. ~~-'~- ·)T·: .· .. 

Á, By<c E.'P. Sea o. = ds (d) (A,B) = ma~_,;fds''(d).(¡\,C), 

ds (d) (C,B), ds (d) (A,B)}. Sea f3 = ma~<{~~(d) (A,C), 

ds(d) (C,B)}. Entonces, por construcci6n de ch' para 



el nivel de asociación ~, existe una componente co-

nexa e~ tal que (A,B) E e~, por lo que: a= 

ds(d) (A,B) ,¡;;;;~,¡;;;;et, .'.a,=~. 

~v) Por construcci6n de Ch' ya que en todo nivel s6lo se 

aumentan aristas, si d(A,B) = a, entonces (A,B) E e 
a 

~ ds(d)(A,B) = min {h 1 (A,B) E Ch},¡;;;; CL = d(A,B). 

v) Sea d' E CU(P), tal que d'.;;;;; d. Sup6ngase que d' > 
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ds(d), entonces existe (A,B) E PxP tal que d' (A,B} > 

ds(d}(A,B). Sea CL = ds(d}(A,B} = min {h 1 (A,B) E Ch}., 

entonces existen A = v 1 , v 2 , v 3 , .•• ,vq = BE P tal'es 

que d(vi,vi+l) .;;;;; a, i = 1, 2, ... ,q-1. Ya que d' E 

CU(P), se tiene que 

d'(A,B) ~max {d'(A,v2 ), d'(v 2 ,v3), .•• ,d'(vq-l'B)} 

.;;;;; max {d(A,v2 ), d(v 2 ,v3 ), ... ,d(vq_1 ,B)} 

~a= ds(d) (A,B), lo que es una contradicci6n. 

:. d' ~ ds (d) . 

ds (d) (A,B) = min {h 

para todo (A,B) E PxP. 

(A,B) E ch }= sup {a* E CU(P) 1 a*.;;;;; d} 

En teoría de gráficas, un A~bot Gene1t.ido~ ~e una gráfi-
-- __ ,_-_ -- 0-CJ-~_.";-'-:-;..e.-,~;-~-<·· •;---~-·--

ca G, es una subgráfica conexa en la que~no_~~e-~~~cir~an ci9los 

y que contiene a todos los puntos de G. si';!~~;~~~1~~,-¿j'~~~¡ se 

le asigna un valor numérico, entonces la .f.o ngl~[<:t'>~:~'"iun árbol 

es la suma de los valores de sus aristas. Se .defiri~rnn A1t.bol 

de Mlnimo Aleanee de una gráfica G, como un ¿rboi generador 

cuya longitud es mínima con respecto a las longitudes de to-
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dos los posibles árboles generadores de G. Existen diversos 

algoritmos para encontrar el árbol de m1nimo alcance de una 

determinada gráfica (que no tiene porqué ser único) . Entre ~s 

tos se encuentra, por ejemplo, el siguiente: 

l. Escoger la arista cuyo valor asociado sea el más p~ 

queño, para formar parte del árbol de mínimo alean-

ce. Esta arista no debe formar ciclos con las ante-

riormente escogidas, de lo contrario no se seleccio 

na. 

2. Repetir el paso anterior N-1 veces, donde N es el 

ndrnero de vértices de G. 

Se ha observado que existe una relaci6n entre el concep-

to de árbol de m1nimo alcance y el método de Conexi6n Simple. 

Es posible demostrar que la familia de grupos determinada por 

un cierto nivel X en el dendrograrna obtenido al aplicar el rné 

todo de Conexión Simple a una tabla de disimilaridades, co-

rresponde a las componentes conexas que resultan al quitar 

del árbol de mínimo alcance todas las aristas cuyo valor es 

mayor que X. Para ilustrar esta idea se presenta el siguiente 

ejemplo, considerando la tabla que se muestra en el capítulo 

1 para aplicar el método de Conexi6n Simple. 

A 
A B e D E ' G H 

A o 3 4 5 o 715 20 
B o 3 2 6 e13 20 
e o 1 5 h 6 8 
D o 4 ~10 12 
E o " G 9 
r r ~ 4 J 

r 
G o 1 
H o J, 

figura 1 
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El anterior es un árbol de mínimo alcance para la gráfica cu-

yos vértices son los objetos A, B, e, ... ,H y cuyas aristas 

tienen como longitud a los valores de los coeficientes de di-

similaridad correspondientes. 

7 -------------

fi -------------

5 

4 

3 

2 

1 
- o -+-.......__.___._-&..._.__..__..__.....__ 

figura 2 

A 

e 

E 

Para el nivel de asociaci5n 3, la figura anterior muestra la 

familia de grupos correspondientea_las-comPonentes conexas 

del árbol de minimo alcance. 

Algunos comentarios y demostraciones de que ~ste es un 

método continuo pueden verse en "Füzzy Relations and Dendro-

grams", de A. L6pez y G. Espinosa,}y.en "Mathematical Taxono
~ o=~};;_'=;.~~"-

my", de N. Jardine y R; Sibsori .... ·· 
-- ---- -~-~;;-;= - <;:.::;t,:-- _·:~:> ,.:~··. . - ~~··---·-

-·~:::~.:~_;_ _ _t ~::~-::;s~.:;..,.,_·:~ ,~..; _ .;. '~--

'-"· 

'cófY,,~i{~. ~i algoritmo con el que trabaja 
- "'' 

,• ;(:.; '~:: ~ -.- ... 

_:;:·.!~·:_:~:<:r~· .. l ;.~' . .'-' -~· - , 

F. -se"':'seTeccioria el coeficiente de disímíláridad más 

pequeño, uniéndose los objetos correspondientes en 

un grupo (si hay varios iguales, entonces el orden 

en que se consideran es determinante para los re-
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sultados que se obtienen, como se señala anterior 

mente) . 

2. Se recalcula el coeficiente entre el nuevo grupo 

y el resto de los objetos de la siguiente manera: 

d(X,Y) = max {d(x,y) 

donde X y Y son objetos o grupos de objetos. 

3. Si todavía no hay un solo grupo, volver al paso l. 

Los coeficientes seleccionados ~D el paso 1 son los resultan-

tes dc(d) en la tabla final. 

En términos de gráficas, los grupos en las familias obt~ 

nidas en cada nivel de asociación diferente, son subgráficas 

maximales completas de la gráfica inducida por Td(h). A pesar 

de que éste es un m~todo Jerárquico, en el que las familias 

resultantes están constituídas por grupos cuya intersecci6n 

es vacía, puede suceder que en un momento dado ocurra un tras 

lape en vértices comunes a las subgráf icas maximales comple-

tas para un determinado nivel de asociación. Considérese el 

siguiente ejemplo: 

J 

J K L M N 

J o 2 fi 3 3 N 

K o 5 8 10 
-

L o 8 1'.2 

M o ! M 9 

N o 

figura 3 

A un nivel de nsociaci6n 3, las subgráficas maximales comple-
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tas de G3 son las determinadas por los siguientes conjuntos: 

{J} ,{K} ,{L} ,{M} ,{N} ,{J,N,M} { J, K }. Estas sub-

gráficas representan a los grupos en la clasificación, y no 

son ajenas. Este problema surge como consecuencia de una ma-

la definici6n del método; sin embargo ésto pasa inadvertido 

ya que dependiendo del orden de entrada de los coeficientes 

de disimilaridad, se considera como grupo en el dendrograma a 

la primera subgráfica maximal completa que aparece. 

M~todo-0 P~omed~o 5 • Como se señala en el capítulo 1, en estos 

métodos los valores de salida no son funciones continuas de 

los datos de entrada; de igual manera sucede con el método 

de Conexi6n Completa. N. Jardine y R. Sibson consideran que 

estos métodos no están bien definidos, y proponen una i1ea, 

que señalan, sigue siendo un método discontinuo; esta idea 

consiste en unir grupos simultáneamente cuando se encuentran 

coeficientes iguales, variando s6lo la manera de recalcular 

las disirnilaridades al utilizar los distintos métodos. Esto 

se ilustra con el siguiente ejemplo: considérese la tabla 1 

de disimilaridades, donde E es una constante pequeña, ya sea 

positiva, igual a cero, o negativa; a esta tabla se le apli-

can diferentes métodos, entre ellos, un método Promedio. 

A B e 
A o 1 +E: 2 
B o 1 -E: tabla 1 
e o 

5 Véase el apéndice A, seccion A .1 para. ~()S diferentes métodos. 
6 Ejemplo tomado de "Mathematical Táxoriomy'" d.e N ... Jardine y P.. 

Sibson, 1971, 
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El siguiente cuadro muestra los den<lrogramas y tablas de disi-

milaridad para los diferentes valores de E· 

E <. o e: = o s ).. Q 

2 
2 1----------- 2 --------· ~-----------· 

1- E: 1 1+ E l 

·===n--
-. -

--r( <1J 1 -. 1 ,..._ - - . 
1- t ,.. -

rl 1+ E ---- -- -· -- .. -. p. 
s 

- (l. -O •rl -o 
(/) 

A B e A B e A B e 
e 
'º •rl 
X 

A B e A B e A B e 
<1J A o 1+( 14: A o 1 1 A o 1 +E: 1+E e 
o 
u B o 1-E B o 1 B o 1-E 

e o e o e o 

2 ~ --- -. 2 1--------- 2 ... - - - - . 
f1l 
.µ 

1- E: 1+ E Q) ~--- -. - - -· .--- - -- ... - . 
1 1 -- -· 1 .... -- - - - - - . rl .... -- - - - -· 1-o 1+ e:~ -Tl- -·- -. E 1- -- ... -r1--s 

o 
u - -o -'.) 

e A B e A B e A B e 
'º •ri A B e A B e A E e 
X 
<l.I l'\ A ¡:: o 1 +E: 2 o 1 1 A o ¿ 2 
o 
u B o 2 p () 1 B () 1-E 

11"' o e o e o 
(/) 

o 
o. 

2 --------- 2 - - - --- - - - 2 

=~~~-~ 
::::! 
H ~-J; :---~- ++E.,-tlll 2 --

1+1E: 
- - 1 -- - 1 -- - - - - --<ll - - - - -· l 1-€ H ;----- -

.µ 
e -o --ú -º ª' A B e A i3 e A B r 
o 

•.-i A B e A 
'"d 

B e A :a e 
Q) 2_ -~ 1 1 A o .l{- '.3 E.. s A o :1+E A o 2+2 o '¡ "..t 2 2 
H B " _l_ .E; B o 1 B D 1 -F: 

p.. u 
2 2 

e o e o e o 

t a 1' 1 n 2 
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Es posible observar que en el caso del método de Conexi6n Com

pleta y en el de los métodos Promedio, que proceden en forma 

similar a la del método Promedio entre grupos, al hacer variar 

de poca manera los datos de la matriz original, se producen 

cambios considerables en las tablas resultantes. Solamente en 

el caso del método de Conexion Simple se trata de una funci6n 

continua en este ejemplo, aunque, como se dijo anteriormente, 

es posible demostrar que ésto nasa para todos los casos. 



68 

CAPITULO 4 

4.1 Conjuntos Maximales Completos y k-transitividad 

En el capítulo anterior se expone la construcción de un siste 

ma Jerárquico de clasificación, en donde los grupos obtenidos 

por los diferentes métcaos corresponnen a las clases de equi-

valencia inducidas por las particiones resultantes en cada ni-

vel de asociaci6n. En la generalización a un sistema Num~rica-

mente Estratificado se extiende el concepto de relación de e-
... 

quivalencia al de ·~-equivalencia", de manera que los conjun-

tos obtenidos de esta relación al aplicar los métodos, dan lu-

gar a grupos que cumplen con la propiedad de ser conjuntos ma-

ximales completos. 

Ve6lniei6n. Sea Re RS(P1. Un Conjunto Maxlmal Completo para 

R, es un subconjunto S ~ P que satisface las siguiente~. po_ndi-

cienes: 

i) SxS <; R, 

.li) A <f. S ~existe B E .. S tal que (A,B) f/. R. 

"'.__-_--•"-º'-

Esta definici6n equivale .alconóepi:'Q~de·subgráfica maximal co~ 
- -·- -·· -', '-~:-:~··.:~~-~~~::,-~-:-;__:::_:: ···,".·>·-- _,,,:.,,.('; ·-

pleta a'~I~~"eC>rí.~;;:~e,griifid~~·n~té's·~ª·~~:L:r-;· a una subgráf ica s de 
.....:_-.-.. -> ,_;,.::e~~--'-",· •. ~/·:.~ ' .: ;_·· . -

la· grá.f.ic'KF; a~s9.6.i~<'.lk·tJ\iéli~e'i~ción R, para la que existen to-

do~< ib'~ i?9~.i~les :~nlac~~ 'p~ra el· conjunto de vértices que la 
- ·=:º-" --º ~;_=/·~--~-~~·/,>:/ <~:-:·.y~~::-~j;~:. ----·;-,-:,--:.~~ '.. -- -- ·~·· ~·°-:..::,::- ._ 

formani y'>qü,e. no está propiamente coriºfe"nida en otra subgráf i-

ca completa. · 
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Ve6iniei6n. Sea R ~ R(PJ. ~e dice que Res una relaci6n k-t~an 

~itiva si satisface la siguiente condición: 

{( {A} >'S) U (SxS} U (Sx{ B }1 }e R zt> (A,B) E R, donde 

A, B E P, s ~ P tal que 1s1 = k. 

Cuando R es una relación reflexiva, esta condición equivale a 

la usual de transitividad cuando k = 1 y se sustituye al sub

conjunto S por un tercer elemento ''C". Fn el caso general, es

te elemento individual se extiende a ~, que es un subconjunto 

completo de P. - -·- - - ~ ..... 

A B 

s 

figura 1 

Ve6lnlcl6n. Sea R E R(P). R es una relaci6n de k-equlvalencla, 

si RE RS(P) y R cumple con la k-transitividad. 

4.2 k-Dendrogramas y Desigualdad k-Ultramétrica 

La relación Td(h) no cumple con la transitividad en la mayoría 

de las tablas. De la misma forma esta relación difícilmente es 

k-transitiva. Para obtener los denCTrogramas generalizados para 

los que se consiguen relaciones de k-equivalencia en cada ni-

vel de asociación, se presenta en esta sección la def inici6n 

de k-dendrograma, que corresponde a la dada en el capítul<? 2. 

De igual manera que se.generaliza el concepto de denn.rograma 

al de k-dendrogramai se extiende la condición de ultratr1etr!a a 
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la de k-ultrametr1a, para as! demostrar que los coeficientes 

k-ultramétricos se identifican bajo la !unci6n T con los k-den 

drogramas. 

Ve.6.ln.lcI6n. Un k-Ve.nd~ogftama 1 es una funcion 

c: I -+Ek(P), 

donde I =A U {O} , con A~~ e III < 00 ; Ek(P) es el conju~ 

to de relaciones de k-equivalencia en P; que satisface las si 

guientes condiciones: 

~) Existe h E I tal que c(h) = PxP, 

II) h < h' ~ c(h) ~ c(h') con c(h) ~ c(h'), h y h' E I. 

Al conjunto de k-dendrograrnas en P se le denota por Dk(P). 

Ve.6~n.lc..l611. Sea s<;;;;P y d ECD(P), entonces el di.áme.t~o de S, 

dado d, se define de la siguiente manera: 

diam(d,S) = max{d(X,Y} j X, Y ES}• 

Los coeficientes de disimilaridad que cumplen con la siguiente 

condición son los coeficientes k-ultramétricos. La aplicación 

de distintos métodos Numéricamente Estratificados, al hacer va 

riar la k, dá lugar a formas diferentes de transformar tablas 

de disimilaridad dadas, en k-ul tramétricas. 

1 Igual que en el capítulo 3, esta definición no coincide con 
la de N. Jardine y R. Sibson en la misma publicación. V~ase 
el apéndice B, sección B.2. 
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e P. Se dice que d es un coeficiente de disimilaridad k.- Ul.tJta

m~tJtieo si cumple con la siguiente condici6n: 

d (A, B) ~ rnax { diam (d, S U {A}) , diam (d, R u {P.))} , 

o bien: 

d (A, B) ~ max { d (X, Y ) 1 X E R U fA, B } , Y E S } . 

De la misma manera que en el capítulo anterior, ya que un k-

dendrograma se define como una función c: I ~ Ek (P), donde 

Ek(P) es el conjunto de relaciones de k-eauivalencia en P, en

tonces para que Td(h) EDk(P), se procede a probar que los coe 

f icientes sobre los que se aplica la funci6n ~ tienen que ser 

k-ul tramétr icos. 

P1topo~iei6n. Sea CUk(P) el conjunto de coeficientes de disimi

laridad k-ultrarnétricos en P. Entonces d E CUk(P), si y s6lo 

si Td (h} E Ek (P), para todo hE I. 

P1tue.ba.: 

il Sea d E cuk (P). Td (h) E RS (P), para todo hE I, como se 

demostró anteriormente. Sea h E I, A y B E P, S e P 

tal que Is 1 = k, entonces: 

{({A}xS) U (SxS) U (Sx{B}) C Td(h) =>d(X,Y)·~h~1-péJ.ra 

todo (X,Y)E {({A}xS) U (SxS) U (Sx{B})} => 

d(A,B} ~rnax {d(X,Y) 1 X ES U {A,B}, Y ES} ~h ~ 

(A,B) ETd(h). 

:. Td (_h) E Ek (P} , para todo hE I. 

ii) Sea Td(h) E Ek(P), para todo hE I. Dados A y B E P, 

se; P tal que \SI = k, sea h = max {d(X,Y) 1 XE su {A,B}, 
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Y ES}. Entonces: d(X,Y) ~ h, para todo (X,Y) E 

{ S U {A,B}xS}, i.e.. {({A} xS) U (SxS) u (Sx {B })} S:: 

Ta(h). Por k-transitivi.drio (A,B) E Td(h) ~ d(A,B) ~h 

= max { d (X , Y) l X E S u { A, B} , Y E S} • 

:. d E CUk(P). 

Por lo que, dado un coeficiente de disimilaridad k-ultramétr! 

co, es posible asociarle un solo k-dendrograma que lo repre-

sente, y viceversa. 

PJtopo~.lc.l6n. Sea d ECD(P). Si d E CUk(P), entonces d E 

cuk+l (P) • 

PJtue.ba.: 

Sea d E CUk(P), s ~ p tal que 1s1 = k+l, y (A,B) E PxP. 

Sea CE S, y R = S-{C}. 

d(A,B) ~ rnax {d(X,Y) 

~ max {d(X,Y) 

cuk+l(P). 

,·,-.-, 

X 

X 

E R 

E s 

"U~{A, B}, y .,e:; R_L 

u {A,B}, y E s}~ d E 

PJtopo~ic.l6n. Sea d E CD(Pj~ -~i ':I'a (h) .E Ek (P), para todo h E I, 

entonces Ta (h) E E-k+r°'_~-lj:I_~;~tg·--~-~~9:h -e- I. 
-"'- - - .:...·;,-~·-' --,-----~.,-~~=-o ·-o==- -~·=;e-•---- :i: ~~·::::·, •; 

.-- . ,;.'c#~~2_ic-\;:¡-;_c_;SJ¿-; )iL ;) L•_•··- --

La figura 2 ilustfii:~t~::-'Iriá;ti~ra:-~f\c-~J~ se contienen los conjun-
---:~::. p:·- ':\'f~};·~~-;_·¡ t;}';~> ;/~~:~} ;> ». :: _._, ~- ' 

C
t

0
om

5 

odes--uf i_nc·o~dr·~ºr;;,es_~-~-_-_.s•_}, __ •-_-p~o'..~n~0d-~G __ •• ej~;:nttc'.'_{1,~_gaC¡°_;_•_.~---.•_-_t_R_,da.•~-e-·J···~o/e ____ ;_.-•. 
9

l_a;es; cf··--·--uapn---ci'. tiuo-n
10

e syTd-y
8

.

1
. -uª.-_•_n ___ jT~~~23 ' . as i 

. -- . - - ' JJ_ ' . ··">.-."~'~::{:·;:~' .. :2:~ .:~: . 

,o~s~r~k~:k:~~;~~-·-:cb-~~'.)· ·~<cuN~l·(P) , donde N = IP l; t~~i~n -
se cumple que RS{P) = EN_ 1 {P), ya que toda relaci6n reflexiva 
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-----------.- --- -- --""P-----------... 
DG(P) 

e: I-+ E (P) 
N---------..·- - - -- --

--------- --- - ---------
CU 2 (P) D

2
(P) 

e: I -+ E
2

(P) 

U
-----

) 

- -----

D(P) 

e: 

- -- - >-----
------- - - --

- - ~-- -
lJ 

figura 2 

y simétrica en un conjunto de IPI puntos, es también (IP-il>-
transitiva. 

4.3 Métodos Numéricamente Estratificados 

En el capítulo anterior se demostr6 que el método de Conexi6n 

Simple es el método CU-subdominante de d, para d E CD(P). Es-

to, en cierto sentido, hace que el resultado obtenido sea el 

mejor posible bajo condiciones impuestas. Sin embargo, debido 

al defecto de encadenamiento que posee, produce demasiada siro 

plificaci6n en los datos originales, con un alto grado de de-

formaci6n. Lo que los métodos Numéricamente Estratificados ha 

cen, es brindar un estado intermedio de simplificación y de-

formaci6n, construyendo sistemas que se basan en la definí-
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ci6n de m~todos subdominantes. Estos m~todos, como en el caso 

Jerárquico, son también maneras diferentes de transformar coe 

ficientes de disimilaridad dados en coeficientes k-ultramétri 

cos 1 para k = 1, 2, .•. , N-1; es decir, son funciones<\: 

CD(P) ~ CUk(P). Los grupos en la clasificaci6n son los conju~ 

tos maximales completos en los datos resultantes para cada ni 

vel de asociaci6n. Si se tomaran en consideraci6n los conjun-

tos maximales completos inducidos por una relaci6n R, tal que 

RE RS(P), entonces éstos podrían formar un conjunto difícil 

de interpretar, por lo que al dar restricciones en el trasla-

pe de ellos, se trata de obtener una mejor descripci6n de 

los grupos en la clasificaci6n. 

En el capítulo 2 se habla de diferentes tipos de restri~ 

cienes en el traslape entre grupos, y se exponen más tarde, 

los métodos Bk que corresponden a restricciones de tipo abso-

1 uto. N. Jardine y R. Sibson en "Mathematical Taxonomy" pre-

sentan también otro tipo de métodos Numéricamente Estratif ic~ 

dos que se basan en restricciones de tipo interno. Estos mé-

todos llamados Cu 1 no hacen la transformaci6n a coeficientes 

k-ultramétricos, sino a otro tipo de coeficientes; sin embar-

go en esta secci6n no se incluyen, ya que el interés básico 

de este trabajo radica en los métodos Bk. 

Lo~ m{.:todo~ Bii·, Ei:;'.t:B;~~,'ffi~~~~§g,9:~•,,~~tán 1',~~ados. en la restricci6n 

absoluta de. q'1~ .~·15~·~~~·~~p~'"¡·~~~~,~}:¡;~:e~.:ci.:Lt~17'.·~.~~.~~~AS~njunfos ma 

ximales completos para un ciertC> ni'1e1,' ri6 co~tieT1é más de 

k-1 elementos de P. La k toma valores 1,2, ..• ,N-1, donde !PI= 
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N. As!, B1 corresponde al método de Conexión Simple, y a medi 

da que k crece se permite un mayor nfunero de elementos en el 

traslape, hasta que k~ N-1, con lo que se obtiene la identi

dad. Para constituir los métodos Bk se construyen conjuntos 

de coeficientes de disimilaridad que definen métodos subdomi-

nantes; es decir, conjuntos sup-cerrados tales que sus eleme~ 

tos corresponden bajo la función T a los dendrogramas genera

lizados que cumplen con la propiedad de que el traslape entre 

los grupos resultantes para cada nivel, tiene a lo más k-1 oe 
jetos deP. Estos conjuntos sup-cerrados son los coeficientes 

de disimilaridad k-ultramétricos, y los dendrogramas general! 

zados con la propiedad mencionada son los k-dendrogramas. 

P~opo~ici6n. Sea RE RS(P). Res X:-transitiva si y sólo si, 

los conjuntos maximales completos para R se intersectan en a 

lo más k -1 objetos de P. 

P 1we.ba.: 

,¿) Sea R ERS (P), tal que R es k -transitiva. Dados s 1 y 

s 2 conjuntos maximales completos para R, sup6ngase 

que !s1 n s 2 ! ~k. Sea A E s 1 y BE s 2 ; debido a la 

k-transitividad, se tiene que: 

{ ({A}x cs
1 

n s
2
)) u ( (s

1 
n s

2
)x (s

1 
n si) u ( cs

1 
n s 2 )x 

{B})} ~ R ~ {A,B} E R. Pero como s1 y s2 son maxima

les completos para R, entonces A E s2 y BE s1 ; es 

decir: s1 = s2 . P r lo tanto s 1 =I= s 2 * 1 s 1 n s 2 I < k . 

ll) Sea RE RS(P), tal que dados dos conjuntos maximales 
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completos para R, s1 y s2 , si son diferentes, enton

ces js 1 n s2 1 <k. Dados A, BE P, y s ~ P tal que 

!si =k, sup6ngase que {({A}xS) U (SxS) U (Sx{B})}~ 

R. Entonces {A}xS y Sx{B} son conjuntos completos p~ 

ra R. Sean SA y SB los conjuntos maximales completos 

que contienen a {A}xS y a Sx{B} respectivamente. Ya 

que s es n SB y 1s1 = k ' entonces 1 SA n SB 1~ k ~ 

- A 

SA = SB. Por lo tanto, (A,B) E S => 
A (A,B} E R. 

:. R es k -transitiva. 

Por lo que, la k-transitividad es la condici6n necesaria y s~ 

ficiente para pedir conjuntos maximales completos que se in-

tersecten en a lo más k-1 elementos. 

La idea de los métodos Bk' en t~rminos de gráficas, con

siste en añadir aristas a la gráfica inducida por la relaci6n 

Ta(h}, de tal forma que se obtienen nuevas gráficas en las 

que cada pareja de subgráf icas maximales completas tiene a lo 

más k~1 vértices en la intersecci6n. Los vértices de estas 

subgráficas son los grupos en el nivel correspondiente. El al 

goritmo con el que proceden estos métodos, es el siguiente: 

Dado d E CD (P) y h E I, para k = 1,2, .•• ,N-1, 

l. Considérese h = O. 

2. Constrtíyase la gráfica Gh, en donde los vé~1"~!9~l3 r~ 

presentan a los objetos ~e P y las ~risbas ünen a~ 

quellos vértices cuyos coeficientes de disimilari-

dad son menores o iguales a h. 
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3. Encuéntrense las subgráficas maximales comple-

tas de Gh. 

4. Si dos subgráficas maximales completas se intersec 

tan en k o más elementos, añádanse las aristas ne-

cesarías para convertirlas en una sola subgráf ica 

maximal completa. 

S. Si se añadieron aristas, vuélvase al punto 3, con-

siderando ahora la nueva gráfica. 

6. Los grupos resultantes para este nivel son los con 

juntos de vértices correspondientes a las subgráf ~ 

cas maxirnales completas de la nueva gráfica, a ca-

da una de las cuales se les llama h 
ck. 

7. Si aún no hay un solo grupo o una subgráf ica rnaxi-

mal completa, increméntese h y vuélvase al punto 2. 

Los coeficientes de la tabla dk' correspondiente a la 

ci6n del método Bk, se pueden obtener a partir de las 

la siguiente manera: 

aplica

h 
ck' de 

Ve6lnlcl6n. Los rn€todos Bk, para k = 1,2, ••• ,N-1, donde N = 

!PI, son funciones 

d • CD (P) . -+ CU (P) - k'--- - -- ---·--_-·:·:kc -•-'-
,:;" 

tales que: 

dk(d) (A,B)-· = h . (A, B) E Ck } , 

. - h 
donde (A,B) E PxP, h E I y~k~s_alguna de las subgráf icas rna 

ximales completas descritas en el punto 6 del algoritmo ante-

rior. 
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PJtopo.6-i.c..<.6n.. Los métodos Bk' con k = 1,2, •.. ,N-1 , donde N = 

IPI, son los métodos cuk-subdominantes de d, es decir: 

* * dk(d) = sup {d E CUk(P) 1 d <d}, 

para todo d E CD(P). 

Primero hay que probar que CUk(P) define un método subdominan 

te, es decir : 

¡) El conjunto Y= {d* E cuk(P) 

d E CD (P) • 

* 1 d < d}* • , para todo 

i.<.) Dado X~ CUk(P) acotado, entonces sup X E CUk(P). 

Después se demuestra que: 

,{_,{_,{_) dk(d) E CUk(P}, para todo d E CD(P). 

iv) dk(d) < d, para todo d E CD(P). 

v) Dado d' E CUk(P) tal que d' < d, entonces d'< dk(d). 

{d* 1 * } Y por lo tanto dk(d) = sup E CUk(P) d < d . 

PJtueba: 

* * 1) El conjunto Y= {d E CUk(P) 1 d < dJ fa., ya que la 

tabla que tiene solamente ceros en sus entradas (d0 ), 

es k-ultramétrica y d
0 

< d, para todo d E CD(P) . 

.<..<.) Sean A y BE P. Sea Z ~ CUk(P) acotado. Ya que Z es a 

cotado, entonces sup Z existe. Sea (sup Z) (K,L) = 

dz(K,L), para todo (K,L) E PxP; entonces dado S ~ P, 

ta 1 que 1 S 1 = k : 

dz(A,B) = {d~Á,B)} < sup [max {d(X,Y) 1 X ES u 
de:Z 

,· .. ,.···,.\ .... :.,·. 

i'fA}B} , . Y .. E .SlJ.... · · ·. 

ts~p ra(x, YJ · 1 x'cg::-8:1'8' ~~~sr;~~~· s}} = max 
de;Z 

= max {dz(X,Y) 1 X Es u {A,B}, y ES}. 

' • 1 • ~ ~ • ~ ' • 

~ • , . ~ s ~ • . ! 
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.. az E cuk (P) • 

Entonces, de~ e,¿,¿, CUk(P) define un método subdominante. 

,¿,¿¡) Para demostrar que dk(d) E CUk(P), para todo d E 

CD(P), basta ver que dados k+2 elementos de P, el 

coeficiente mayor de dk(d) aparece por lo menos dos 

veces. Sean A0 , A1 , A2 , .••. Ak+l E P. Sea a= 

dk(d) (AO,Ak+l) = max {dk(d) (A .,A.)}, -l y j= O, 1, 2, 
~ j 

, •.. ,k+l. Sea B = max {dk(d) (A .,A.)} tal que ,¿ y j 
~ j 

toman los valore anteriores, menos I = O y j= k+l 

simultáneamente. Entonces por construcci6n de e~, 

para el nivel de asociaci6n B, existe una subgráfi

ca maximal completa e~ tal que (A0 ,Ak+l> E e~, por 

lo que: a= dk(d) (A0 ,Ak+l>< B <a , ~a = B· 

lv) Por construcci6n de e~, ya que en todo nivel s6lo 

se aumentan aristas, si d(A,B) = a, entonces 

(A,B) E e~ ~ dk (d) (A,B) = min {h 1 (A,B) E e~ } <a 

= d(A,B). 

v) Antes de demostrar este inciso, se prueba un resul-

tado que es en cierto sentido equivalente, y que 

sirve para hacer la demostraci6n más sencilla. Se 

prueba que: Td (h) = min {RE Ek(P) l Td(h) <;.. R}. 
k 

Ya se demostr6 que d E CUk(P) ~ Td(h) es k-transitf 

va para todo h, o lo que es igual, d E CUk(P) ~ 

Td(h) E Ek(P) para todo h. También se vi6 que dk(d) · 

< d, y que dk(d) E CUk(P), para todo h. Por lo ante 

rior, y por construcci6n de T, se sigue que Td(h) ~ 
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' 
Ta (.h) para todo h, y Td (h) E Ek (P) para todo h. 

k k 

Por lo tanto, probar que T d (h) = { min R E Ek (P) 1 

k 

Td(h) ~ R }, equivale a demostrar que T d (h) se cons 
k 

truy6 añadiendo a Td(h) el mínimo número de elemen

tos de PxP necesarios para obtener una relación de 

k-equivalencia. Se desea probar, entonces, que da-

do (A,B) E{T (h) - T (h)}, entonces R=Td (h) -
dk d k 

{(A,B), (.B,A)} no es una relación de k-equivalencia 

en P. P~ueba: con base en la definición del m~todo 

h 
Bk, y del algoritmo para construir las Ck' (A,B) 

E{ T (h) - Td(h)} => existe h' ~ h tal que en la 
dk 

gráfica asociada a Ta (h') existen SA y SB subgrá
k 

ficas maximales completas, tales que A E {SA - SB} 

y B E {SB - SA }, y ! SA n SB 1 ~ k. Como SA y SB son 

subgráficas maximales completas, entonces (X,Y) E 

Td (h') para todo X, Y ESA' y (X,Y) E Td (h') para 
k k 

todo X, Y E SB. Sea S = { v 1 ,v 2 , ••• ,vk }~ SA n S8 , 

entonces {A }xs 

Td (h); además 
k 

~ T d ( h 1 
) ~ T d ( h) Y { B} x S kT ( h 1 ) ~ 

k~ k ªi.: 

SxS ~ T d (h') <;;; T d (h) . Estas tres 
k k 

últimas afirmaciones implican que R = Td (h) -
k 

{(A,B), (B,A)} no es k-transitiva; :'. ':l'dk(h} .= min 

{R E Ek (P) 

muestra que el resulta<lo de aplicar el m~todo Bk 
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es k-ultramétrico; es decir, que el algoritmo añade 

en cada nivel, aristas suficientes para obtener una 

relaci6n de k-equivalencia. Ahora se acaba de pro-

bar que todas las aristas que añade el algoritmo en 

un nivel, son necesarias para obtener una relación 

de k-equivalencia. Con este resultado es inmediato 

demostrar el inciso v: sea d' E CUk(P) tal que d' ~ 

d, entonces para todo h se tiene que Td(h) ~ Td(h') 

y Td, (h) E Ek (P) =>Ta (h) ~ Td, (h) para todo h 
k 

d' ~ dk (d). 

:. dk(d) = min {h 1 (A,B) E C~} = sup{ d* E CUk(P) 1 d*~d} 

para todo (A,B) E PxP. 

P1topo.&.lc..l6n. dk (d) (A,B) ~ dk+l (d) (A,B), para todo (A,B) E PxP 

y k = 1, 2, •.• , N-1, con !P \ = N. 

P1tue.ba.: 

Anteriormente se demuestra que si d E CUk(P), entonces 

a E cuk+l (P); ya que ak+l(d) = sup fa* E cuk+l (Pl 1 a*~ 

d}, entonces dk(d) (A,B) ~ <lk+l (d) (A,B), para todo (A,B) 

E PxP. 

Dada la forma en que se definieron estos métodos, es posible 

observar que se trata del método de Conexión Simple cuando k = 

l. Así, al ir aumentando el valor de k, se va deformando en me 

nor grado la informaci6n contenida en la tabla de <lisimilarida 

des original, hasta que k ~ N-1 se obtiene esta última; es de

cir Bk = I para k ~ N-1. Esto sucede, ya que como se señala an 
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teriormente, toda relación definida en un conjunto de N obje-

tos es N-1 transitiva, y por lo tanto toda tabla de disimilari 

dades de N objetos es N-1-ultra~étrica •. Debido a esto, se tie

ne que dk(d) (A,B) = min{ hl (A,B} E e~}= d(A,B), para todo 

(A,B) E PxP y k ~ N-1; es decir, la tabla original nunca se al 

tera ya que en ningún momento es oosible agregar aristas para 

completar subgráficas maximales completas. En el cap!tulo 2 se 

menciona que estos métodos poseen la ventaja de que al aplica~ 

los para los valores mayores de k, se puede obtener la tabla 

resultante para valores menores a partir del producto de esta 

aplicación, y no de la tabla de disirnilaridades original. La 

siguiente proposición establece este hecho. 

P1topo~¡~¡6n. Bk º Bk+l = Bk, para k = 1,2, •.. ,N-l. 

P1tueba.: 

En las proposiciones anteriores se establece que dk(d) ~ 

dk+l (d) ~ d, para todo d E CD(P). Al aplicarles el mé

todo Bk a cada uno de los elementos de esta desigual-

dad, se obtiene: dk(dk{d)) ~X 

dk(dk(d}) = SUP {a* E cuk{P) 

~ dk (d) . Ya que 

a* ~ dk } = dk ( d ) t en ton 

Además de esta ventaja y de la posibilidad de escoger el grado 

de deforrnaci6n que el usuario juzgue conveniente aue sufran 

los datos originales 2 , se habla tarnbi~n de la continuir'lad de 

2 V~ase la nota 6 del capitulo 2. 
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teriormente, toda relación definida en un conjunto de N obje-

tos es N-1 transitiva, y por lo tanto toda tabla de disimilari 

dades de N objetos es N-1-ultra.~~trica •. Debido a ésto, se tie

ne que dk(d) (A,B) = min{ h\ (A,B) E e: } = d{A,B}, para todo 

{A,B) E PxP y k ~ N-1; es decir, la tabla original nunca se al 

tera ya que en ningún momento es posible agregar aristas para 

completar subgráficas maxirnales completas. En el capítulo 2 se 

menciona que estos métodos poseen la ventaja de que al aplicar 

los para los valores mayores de k, se puede obtener la tabla 

resultante para valores menores a partir del producto de esta 

aplicación, y no de la tabla de disimilaridades original. La 

siguiente proposición establece este hecho. 

P~opohiei6n. Bk o Bk+l = Bk, para k = 1,2, ... ,N-1. 

P~ueba: 

En las proposiciones anteriores ~e establece que dk(d) ~ 

dk+l (d) ~ d, para todo d E CD{P). Al aplicarles el mé

todo Bk a cada uno de los elementos de esta desigual

dad, se obtiene: dk(dk(d)) <X~ dk(d). Ya que 

dk(dk(d)) = sup {a* E cuk(P) a*~ dk} = dk(d), enton 

ces: dk(d} ~X~ dk(d), por lo que X= dk(d). 

Además de esta ventaja y de la posibilidad de escoger el grado 

de deformaci6n que el usuario juzgue conveniente aue sufran 

los datos originales 2
, se habla también de la .continui~ad de 

2 Véase la nota 6 del capítulo 2. 
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los rn~todos Bk. Como en el caso del m~todo de Conexión Simple, 

los comentarios y demostraciones de esta propiedad no se incl~ 

yen en este trabajo, pero pueden verse en "Fuzzy Relations and 

Dendrograms", de A. L6pez y G. Espinosa, y en "Mathematical Ta 

xonomy", de N. Jardine y R. Sibson. 



CAPITULO 5 

5.1 Algunas consideraciones sobre la aplicaci6n de Clasifica

ción de grupos 
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En este capítulo se pretende señalar algunos aspectos importa~ 

tes para la comprensión y aplicación de la teoría de clasifica 

ci6n. Con este objeto se citan a continuación los puntos que 

marca M. Anderberg en "Cluster Analysis for Applications": 

l. Cualquier conjunto de datos puede ser clasificado 

de muchas y diversas maneras, todas ellas signifi-

cativas. Cada clasificación puede resaltar diferen-

tes aspectos de los datos y no es posible hablar de 

una sola clasificación correcta. Esto es importante 

ya que puede resaltar aspectos nuevos, desconocidos 

en la estructura de los datos. 

2. La clasificación es un recurso para sugerir hip6te-

sis. La importancia de una clasificación particular 

radica en el hecho de observar cierta consistenciá 

entre los resultados obtenidos, así como en su es-

tructura y hechos conocidos acerca del problema del 

que se trata. 

3. Ya que un conjunto de grupos resultantes de un méto 

do de clasificación no es un resultado definitivo 
- ,,, - . 

del proceso,, sinC>,,~\if{;,/aa.to sugestivo que debe ser e§ 
., :···:.:.:.".''.;,\,<··. 

tudiado por e1 \l.'s;~.i~::t9,Cr10 es recomendable la ut111 

zaci6n de algoritmos muy detallados y caros, ya que 
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muchas veces es posible obtener resultados del mis 

mo tipo, utilizando otros algoritmos. 

4. Los m~todos de clasificación imponen en los datos 

una cierta estructura que depende de los criterios 

utilizados, y revelan otra que originalmente ten!-

an. Esto sucede ya que los métodos prácticos de 

clasificación trabajan con operaciones sucesivas 

' que pueden ignorar algunos aspectos de los datos y 

resaltar otros. 

S. En relación a los puntos anteriores, puede ser co-

mún que el resultado de una clasificación arroje 

información razonable sólo para una narte de los 

datos originales. Es posible, entonces, analizar 

separadamente aquel grupo o grupos, y estudiar la 

aplicación de otra técnica al resto de los datos. 

6. Es posible que sucedan cualesquiera de las dos si-

guientes situaciones: 

a. Los datos pueden no contener ningún grupo. Esto 

puede pasar cuando al clasificar variables, és-

tas sean completamente independientes. 

b. Los datos pueden contener un solo grupo. Esto 

sucedería cuando al clasificar variables, estas 

sean completamente dependientes. 

5.2 Necesidad de aplicación de varios metodos en una clasifica 

ción 
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Como se señala anteriormente, cada método de clasif icaci6n ori 

gina deformaciones diferentes en la matriz de datos originales 

y de esta manera hace resaltar aspectos distintos en la estru~ 

tura de los datos. Debido a esta razón es conveniente que el ~ 

suario no se base en los resultados obtenidos al aplicar un s~ 

lo método de clasificaci6n, sino que debe comparar y estudiar 

los grupos resultantes de diversos métodos; as1, se pretende 

buscar similitudes, consistencias, o propiedades relevantes 

considerando los criterios impuestos por los diferentes méto-

dos. 

Se ha señalado que algunos métodos Jerárquicos y otros Nu 

méricarnente Estratificados, reproducen el dendrograma o k-den-

drograma original si se cuenta de antemano con tablas ultramé-

tricas o k-ultramétricas. Si se aplicara solamente un método 

que no cumpliera con esta proniedad, no se sabr1a si se conta-

ba con una tabla ultramétrica o k-ultrarnétrica originalmente. 

La conveniencia de usar diversos métodos al hacer clasif i 

caciones Jerárquicas,_ puede verse en "Introducción a los Méto-

dos Jerárquicos de Análisis de Cúmulos", de G. Espinosa y A. 

López. En cuanto a los métodos Numéricamente Estratificados es 

recomendable comparar las situaciones resultantes al hacer va-

riar el grado de traslape permitido en los grupos obtenidos. 
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APENDICE A 

· A.1 Coeficientes de Disimilaridad (Similaridad) 

Sean X y X dos objetos, o dos grupos de objetos, y N el nüme-

ro de características en consideraci6n. Los siguientes son 

los coeficientes citados en el capítulo 1, secci6n 1.2: 1 

l. Coe6íeíente de Gowe~. Es un coeficiente de similaridad 

que seutiliza para casos de tablas del tipo presencias-

ausencias, y para tablas con informaci6n cuantitativa 

en general: 

donde 

N z 
wixy ixy 

S(X,Y) = 2:------
i=1 wixy 

1 si la característica i es

o 

tá definida para los obje

tos X y Y 

en caso contrario 

y Zixy se puede definir de dos maneras: 

a. Para tablas del tipo presencias-ausencias: 

1 si el estado de la caracte 

z . rística i del objeto X, 
= ixy coincide con el estado de 

la característica i del ob 

jeto Y 

o en caso contrario 

1 Véase "Cluster Analysis for Applications", de M. Anderberg, 
1973. 
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b. Para tablas de valores cuantitativos en gene-

ral: 

, donde 

Kix = valor de la característica i de X, 

Kiy = valor de la característica i de Y, 

R. = 
1 

rango de la característica i = 

max Kix - min K. 
X y iy. 

2. M~tft¿ca de Mínkow~kí. Es un coeficiente de disimilari-

dad para tablas de valores cuantitativos en general: 

N 

d(X,Y) = ( 2: jKix 
i=1 

donde r E R+ y es fijado por 

_ K. Ir ) 1/r 
iy , 

el usuario. Cuando r = 1 

secbtiene la Vi~tancia de Manhattan (3) o Cíty Block, y 

cuando r = 2, se obtiene la Vi~tancía Euclidiana (4). 

Los siguientes coeficientes son todos de similaridad, y son ~ 

plicables para el caso de presencias-ausencias. Para definir-

los se utiliza el siguiente c6digo: 

X y Y son objetos o grupos de objetos, 

p = número de características presentes en ambos obje-

tos, 

a = número de características ausentes en ambos obje-

.. tos,. 
.. . 

X = número de caracterfst.f'd~s p'i~s~ntes; eh el objeto X 

y no en el Y, 
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6 . 

7. 
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y = número de características presentes en el objeto 

Y y no en el X, 

N = número total de características en consideraci6n 

(p+a+x+y) • 

e o e. 6 ic.-l e.nt e. de. Ja.c.c.a.ltd. 

p 
s(X,Y) = 

p + X + y 

e o e. 6ic.ie.nte. de. Vic.e.. 

2p 
s(X,Y) = 

2p + X + y 

P Jto po Jt.c.-i.6 n de. P Jt e..6 e. n c.ia.6 y Au.6 e.nc.i.a..6 e omune.h. 

p + a 
s!X,Y) = 

N 

s(X,Y) = p • 

9. PJt.e..6e.nc.-la.6 y Au.6e.nc.ia..6 Comune..6. 

s(X,Y)=p+a. 

A.2 Métodos Jerárquicos 

Los métodos Promedio citados en el capítulo 1, secci6n 1.4, 

son los siguientes :2 
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M~todo P~omedio ent~e g~upo~. Tambi~n se le conoce corno Mean 

Link, Unweighted Ave~age, o Ave~age Linkage between me~ged 

g~oup~. El algoritmo con el que trabaja este m~todo es el si-

guiente: 

l. Dada una tabla de disimilaridades, se busca en e-

lla la entrada menor. Se agrupan los objetos co-

rrespondientes en un solo grupo. Las disirnilarida-

des menores escogidas de esta forma son las entra-

das correspondientes en la tabla final. 

2. Se recalcula la disimilaridad entre el nuevo grupo 

y los elementos restantes en consideraci6n, de la 

siguiente manera: 

d(X,Y) = __ 1 __ ¿ d(X,Y) 
XE:X 

y E Y 

donde X y Y E P, o son dos grupos de objetos de P; 

NX = número de elementos de X, 

Ny = número de elementos de Y. 

3. Se repiten los dos pasos anteriores hasta que haya 

un solo grupo. 

Lo que hace este rn~todo es calcular el promedio aritmético de 

los valores de los coeficientes de disimilaridad entre un ob-

jeto y los elementos del grupo al que puede pertenecer, o en-

tre los elementos de dos grupos que se pueden fusionar. 

2 Véase "Cluster Analysis for Applications", de M. An<lerberg, 
197 3. 
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Método Ptr..ome.d-lo de.n.ttr..o de. gtr..u.po~. ·También se le llama Me.an. 

with-ln. 066 diagonal, o Ave.tr..age. Lin.kage. within the. ne.w gtr..oup. 

Este. m~todo opera con base en un algoritmo distinto al usado 

por los métodos vistos anteriormente, que es el mismo en to-

dos ellos con excepci6n de la manera de recalcular las disimi 

laridades. El nuevo algoritmo es el siguiente: 

l. Dada una tabla de disimilaridades, se construye a 

partir de ésta, una nueva tabla M de disimilarida-

des cuyas entradas son una "medida" que se asocia 

al grupo que se formaría al unir los objetos corre~ 

pendientes al rengl6n y a la columna de dichas en-

tradas. Esta medida se calcula de la siguiente mane 

ra: 

1 
M(X) = 

¿ 
x,x'e:X 

X =/=xi 

d (X, X 1 
) 

donde X es un grupo de NX objetos; la diagonal de 

la matriz M se mantiene igual; y si en los sumandos 

se incluye a d(x,x'), entonces no se incluye a 

d (X 1 
1 X) • 

2. En esta nueva tabla M se agrupan los objetos o gru-

pos de objetos cuya medida sea la menor. 

3. Se repiten los dos pasos anteriores hasta formar un 

solo grupo .. 

si se colocan en una matriz los 

ces M(X) se calcula considerando aquellas entradas por arriba 
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de la diagonal, por lo que se promedia entre NX(NX - 1)/ 2 e

lementos. En particular, la matriz M que ee obtiene de este 

método al realizar el primer paso del algoritmo, resulta ser 

la misma que la original; sin embargo, este algoritmo se pre-

senta as!, ya que se utiliza para explicar el funcionamiento 

de otros métodos en los que si ocurren cambios. 

Método P~omedlo pehado dent~o de g~upoh. También se le conoce 

como Welghted Mean wlthln. Este método opera con el mismo al-

goritmo que el método expuesto anteriormente, s6lo que en el 

paso 1 la manera de calcular la medida, es la siguiente: 

M(X) = d(x,x.') , 

El "peso" que se le di a cada grupo, es su propio tamafio. 

Método Inc~emento al P~omedlo pehado dent~o de g~upo6. Es lla 

mado también 1 nc.Jtemento al Welghted Mean wl.th,(n. Este m~todo 

funciona con el agoritmo usual (el del m~todo de Conexi6n Sim 

ple, Conexi6n Completa, etc.); pero la manera de recalcular 

las disimilaridades en cada paso es la siguiente: 

d(X,Y) = M(Z) - M(X) - M(Y) 

donde z = X U Y; y M es la medida usada en el método Promedio 

pesado dentro de grupos. 
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APENDICE B 

B.l Definici6n de Dendrograrna de N. Jardine y R. Sibson. E-

quivalencia con la def inici6n del capitulo 3 

El objeto de este apéndice es presentar la definición de den 

drograrna y k-dendrograrna de N. Jardine y R. Sibson 1 , y esta-

blecer una equivalencia con las dadas en este trabajo. Estos 

autores definen un dendrograrna corno una funci6n 

c: [O, oo) -..E(P), 

donde E(P) es el conjunto de relaciones de equivalencia en P, 

y que satisface las siguientes condiciones: 

,U Existe h E [ O, oo ) tal que e (h) = PxP, 

,¿.{} e ( h) ~ c ( h ' ) si h ~ h ' , 

,U . .U Dado h, existe cS > O tal que e (h +o ) = e (h). 

Esta tercera condici6n elimina la posibilidad de que puedan 

darse, por ejemplo, dendrogramas definidos de la siguiente rna 

nera: 

c (h) = ~
,, {(A, A) para todo A E P } , para todo 

hE[O,l], 

PxP, para todo h E (1, oo). 

Este dendrograrna tendría la misma tabla de disimilaridades Uc 

resultante que el siguiente: 

c(h) 

( { (A,A) para todo A E P}, para todo 

~ h E [0,1), 

. PxP, para todo h E [ 1, oo) , 
\., 

1 
Véase "Mathernatical Taxonomy", de estos autores, 1971. 



si se define la funci6n Uc (A,B) = inf {h 1 (A,B) E e (h) }, pa

ra todo (A,B) E PxP. 

La condici6n ¡¡¡ asegura que los niveles de asociaci6n en 
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el dendrograma, son nümeros "bien definidos". Un nivel de aso 

ciaci6n es un elemento del conjunto {h E [O, co ) 1 h' < h = 

e (h) =I= e(h') } . Ya que en la práctica, P es un conjunto fini-

to de objetos, las condiciones i e ii bastan para asegurar 

que también el nümero de niveles de asociaci6n es finito. Pa-

ra la construcci6n de la def inici6n de dendrograma de este 

trabajo, se utilizó esta idea haciendo coincidir al conjunto 

I con el de niveles de asociaci6n en los dendrogramas defini-

dos por Jardine y Sibson. De esta manera, en el capitulo 3 se 

define un dendrograma como una funci6n 

l : I ~ E (P) , 
e 

donde I = A U {O}, con A ~R+ e II 1 < oo; E(P) es el conjunto 

de relaciones de equivalencia en P; que satisface las siguie~ 

tes condiciones: 

¡) Existe h E I tal que 1 (h) = PxP, e 

¡¡) h < h' ~ le (h) ~le (h') con le (h) =I= le (h') , 

h y h' E I. 

Lo que se hace ac 8c:mtinuaci6n es mostrar una funci6n biyecti-

va del conjunto-de dendrogramas definidos por Jardine y Sib

son ( JS(P) ), ál(c::qnjunto de dendrogramas definidos en este 
- . : ..:_~,-· :-·~" 

trabajo ( D(P) )~ 

P~opo~lel6». Sea f: JS(P) ~D(P), tal que f(c) = 1 , con I = e 
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{a} U {h E ¡a, co) 1 h' < h => c(h') =I= c(h)} y lc(h) = c(h) pa

ra todo h EI. Sea g: D(P) ~ JS(P), tal que g(l) = c 1 de man~ 

raque c 1 (h) = l(ha), donde ha= max {h' E I 1 h' ~ h}. Enton 

ces f es una función biyectiva y g es su inversa. 

p !tu.e. b a.: 

¡) Sean e y e' E JS(P), con e =I= e' y sean I e I' tales 

que le: I ~ E(P) y le,: I' ~ E(P). 

a) Si I =I= I' entonces f (c) = le =I= le' = f (c'). 

b) Si I = I' entonces e =I= e' =existe h E [a, co) tal 

que e(h) =I= e' (h). Ahora bien, 

l. Si h E I, entonces lc(h) = c(h) =I= e' (h) = 

le' (h) = f (c) =I= f (e'). 

2. Si h <1- I, sean ha = max {K E I 1 K < h} y h 1 = 

min{ K EI 1 K > h} , entonces por construcción 

de I para todo r E lha,h1> se tiene que 

c(r) = e (ha) y e' (r) - e' (h ) - o = e (h) = e Cha) 

e' (h) = e' (ha) => le (ha) = e (h 0 ) = e (h) y 

le' (ha) =e' (ho) =e' (h) => lc(ha) *le' (ha) 

= f(c) =I= f(c'). 

~e =I= e' = f(c) =I= f(c'), y entonces fes inyectiva. 

y 

¡¿) Ahora se demuestra que f es suprayectiva y su inversa 

es g. 

Dado 1 E D(P), con 1: I ~ E(P), sean g(l) = c 1 Y f(c 1 ) 

= 1 ' : I ' ~ E ( P).. 

l. e 
1 

(O) = 1 (O) ~· 1 ' (a) = e 
1 

(a) = 1 (O) • 

2. Sea h E I con h =I= a, y sea h 0 = max {K E I 1 K < a} 
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entonces por def inici6n de g y por la condici6n 

ii de la def inici6n de dendrograma de este traba

jo, para todo r E [h 0 ,h) se tiene que 

c 1 (r) = c 1 (h 0 ) = l(h0 ) * l(h) = c 1 (h) ~ h E I' y 

además 1 (h) = c 1 (h) = l' (h). 

De lo visto anteriormente se tiene que I ~ I' y que 

para todo h E I, l(h) = l' (h). Si se prueba que I' e 

I se habrá demostrado que 1 = l', es decir, que 

f(g(l)) =l. 

3. Sea h E I' con h *O, entonces l' (h) = c 1 (h) y 

por construcción de I' para todo r E [O,h) se ti~ 

ne que c 1 (r) * c 1 (h). Supóngase que h ~ I, enton 

ces como c 1 = g(l), c 1 (h) = l(h0) con h 0 < h y 

h 0 E I ~ c 1 (h0 ) = l(h0 ) = c 1 (h), que es una con

tradicción . 

.'. h E I. 

~ f es suprayectiva y g es su inversa. 

De esta manera es posible asociarle a cada dendrograma def ini 

do como lo hacen Jardine y Sibson, un solo dendrograma de los 

correspondientes a este trabajo, y viceversa. 

B.2 Definición de k-dendrograma de N. Jardine y R. Sibson. E

quivalencia con la def inici6n del capítulo 4 

Estos autores definen un k-dendrograma como una función 

c : [ O , co) -+- Ek ( P) , 

donde Ek(P) es el conjunto de relaciones de k-equivalencia en 



P, y que satisface las siguientes condiciones: 

i) Existe h E (O, 00 ) tal que c(h) = PxP, 

Ll) c(h) S";.c(h') sih~h', 

iii) Dado h, existe o >o tal que c(h +o) = c(h). 
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Con la misma idea que en el caso enterior se procedi6 a modi

ficar esta definici6n para fines prácticos. Así, en el capit~ 

lo 4 se define un k-dendrograma como una funci6n 

le: I--+> Ek(P), 

donde I =A U {O}, con A f._R + e III < 00 ; Ek(P) es el con

junto de relaciones de k-equivalencia en P; que satisface las 

siguientes condiciones: 

i) Existe h E I tal que lc(h) = PxP, 

ii) h < h' ~ lc(h) ~ lc(h') con lc(h) * lc{h'), 

h y h' E I. 

Es posible hacer una demostración análoga a la del caso de los 

dendrogramas, utilizando las mismas funciones definidas ante-

riormente. 
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