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INTRODUCCION

La idea de este trabajo surge de la gran necesidad que existe

de aplicar las diferentes ramas matemfticas a ciencias socia-

les; pero principalmente de la carencia de una teoria que sea
accesible a los investigadores sociales, ya que, en general, .
las matem8ticas que pueden aplicar se exponen dentro de mar- ~
cos matemidticos exclusivamente. Por esta razfn en este trabajo
se procura, hasta donde es posible, poner al alcance de todas
las personas interesadas, independientemente de su especiali-
dad, la teorfa de clasificacibdn que se basa en Taxonomfa Num&s-
rica. Tambi&n se presenta, en capitulos posteriores, la misma
teorfa formalizada Ginicamente con conceptos matemidticos; de es
ta forma esta exposicibn se dirigé a todas aquellas personas
que precisen de la aplicacibdn de tfcnicas taxonfmicas, ya sea
como herramienta para manejar su informacién, o como material
de documentacién matemdtica.

Este trabajo se basa esencialmente en los conceptos pre-
sentados por Nicholas Jardine y Robin Sibson en su libro "Ma-
thematical Taxonomy", del ano 1971. Se expone una idea general
acerca de los diferentes métodos que utilizan estos autores pa
ra construir sistemas de clasificacién a partir de Coeficien-
tes de Disimilaridad, senalando las ventajas y desventajas de
su uso. También se pretende formalizar el desarrollo matemé-
tico de esta teorfa. La presentacién est& hecha de la siguien-
te manera: los capfitulos 1, 2 y 5, asf como el apSndice A, son
accesibles a todo lector. En el capitulo 1 se exponen algunos
conceptos elementales de clasificacién; 21 de Coeficiente de
Disimilaridad, que es en el que se basa toda la teorfa de Ta-
xonomfa Numérica; el de Dendrograma, gr&fica que se utiliza

para representar sistemas de clasificacibn; y por QGltimo algu-

nos métodos de clasificacifn Jerarquica: el de Conexidn Sim-
ple (Single Linkage), el de Conexién Completa (Complete Lin-
kage), y ciertos M35todos Promedio. El capftulo 2 trata de m&to

dos mis generalizados, los llamados Mé&todos B, s que son, prin-




cipalmente, uno de los objetivos de este trabajo. El capitulo
5 presenta muy brevemente algunas de las ideas bdsicas que de
ben regir laaplicacibn de los distintos sistemas de clasifica
cién. El1 apéndice A muestra las diferentes opciones para eli-
gir 1os Coeficientes de Disimilaridad o Similaridad adecua-
dos; asf como algunos Métodos Promedio. Los capitulos 3 y 4
corresponden a la formalizacifén matemdtica de los conceptos
expuestos en los capftulos 1 y 2 respectivamente. El apé&ndice
B establece la equivalencia entre las definiciones dadas por
N. Jardine y R. Sibson en el libro mencionado anteriormente,
con las utilizadas en este trabajo para los mismos prop6si-
tos. A pesar de que para los lectores con intereses meramente
matemdticos puede resultar repetitivoel leer todos los capitu
los, se recomienda que asf lo hagan, ya que podrfia ser de uti
lidad para lograr una mejor comprensién de la teorfa.

Por fltimo, esta tesis no pretende obtener una visién
completa de Taxonomfa Numé&rica, ya que existe un gran nGmero
de trabajos que sugieren mltiples posibilidades en el mismo
campo.

Se hace explicito un agradecimiento al Dr. Jaime Litvak
King, director del Instituto de Investigaciones Antropolbgi-
cas de la Universidad Nacional Auténoma de Mé&xico, por las fa
cilidades gque se prestaron para la realizacién de este traba-
jo; a los actuarios Arturo L6pez y Manuel Romén, a las matem§
ticos Guadalupe Ibargliengoitia y Margarita Chivez, por haber
revisado la tesis; al matemdtico Alejandro Sierra, por su ayu
da y por las discusiones gue sirvieron para aclarar muchos
puntos; y principalmente al matem&tico Guillermo Espinosa,

quien dirigi6 el desarrollo del trabajo, por su interés, pa-

ciencia, y por sus valiosas aportaciones.




CAPITULO 1

1.1 Clasificacién

Una de las formas mls comunes para asimilar los objetos e i-
deas que nos rodean en la vida diaria, es el ordenamiento de e
llos en grupos o clases, de tal manera gue resulte mds senci-
llo su manejo. Asi, se entiende por clasificacifn el proceso
de ordenar objetos en grupos o clases, de acuerdo a las rela-
ciones que presenten con base en sus caracteristicas. En cuan-
to a las maneras de establecer criterios para relacionar a los
objetos que se quieren clasificar, existen diferentes enfoques!
Relacibn Fenética. Se relacionan los objetos de acuerdo al pa-
recido o similaridad que presentan en el momento de su estudio,
sin tomar en consideracifn el origen de ese parecido o el desa
rrollo que éste siguib en el pasado. ks decir, se relacionan
los objetos con base en su fenotipo.

Relacibn CLadistica. Relacifn que expresa el parecido de los
objetos de acuerdo a sus antecedentes o ancestros comunes; es
decir, de acuerdo a su desarrollo evolutivo. Se ilustra por me
dio de 4drboles o ramificaciones, y se estudia cufntas ramas
hay, cufl rama proviene de otra y en qué secuencia.

Relacidn Cronolbdgilca. ist8 basada en relaciones con respecto a
una escala evolutiva de tiempo. LCste tipo de relacidn es, por

ejemplo, la utilizada en un proceso de seriacidén en arqueolo-

gfa (ordenamiento c:oan6giéoLdeiJdegarrollo de hechos u obje-

1

Véase "Numerical Taxonomy",—de Peter H. A. Sneath y Robert R.
Sokal, 1973,




tos, para la construccién de hipbtesis).
Refacidn Filética o Filogenética. Relacidn que incluye a las

relaciones fenéticas, cladisticas y cronolb6gicas (aunque algu-
nos autores sdlo consideran a las cladisticas).
Al estudio de la clasificacidn es a lo que se le conoce
con el nombre de Taxonom{a, incluyendo a la identificacidn, o
sea al proceso de asignar objetos no reconocidos en las clases
establecidas una vez hecha la clasificaci?n. Taxononomia Numé-
nica es el agrupamiento por métodos numéricos (ya sean matemi-
ticos, estadfsticos, etc.) de los objetos en consideracién. Pa
ra la utilizacidn de estos métodos, se requiere transformar la
informacidn original de los objetos en cantidades numfricas.
Las relaciones en las que se basa la Taxonomfa son princi
palmente fenéticas, debido a que es dificil poseer un criterio
que combine todas las consideraciones. Ademds, se piensa que
las relaciones fenéticas son aquellas que dan como consecuen-—
cia clasificaciones satisfactorias debido a las sigulientes ra-
zones: 2
1. La clasificacién por relaciones fen€fticas es accesi-
ble a todos .los grupos, mientras que la clasificacién
filoqénética -0 simplemente la cladistica, requieren
de ciét£é$ conocimientos o inferencias histéfiéastso;'

bre los caminos evolutivos de los objetos.

*VYéase "Numerical Taxondmy”;‘dejﬁetef H. A, Sneath y Pobert R.
Sokal, 1073,

i
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cionados con los objetos no son disponibles, y aun-
que lo fueran, deben ser interpretados con criterios
fenéticos.

Por otro lado, los grupos formados de acuerdo a cualquie
ra de los criterios anteriores pueden ser de dos tipos, Mono-
téticos y Politéticos?® Los frupos monotéticos son los forma-
dos por todos aquellos elementos gue poseen un (nico conjun-
to de caracterfsticas en com@in, y el poseerlas todas es equi-
valente a ser miembro de ese grupo. Los grupos politéticos
son los constitufdos por objetos que poseen "un buen nGimero"
de las caracteristicas de un conjunto dado, aungque no necesa-
riamente todas ellas. Ya que los mé&todos numéricos de clasifi
cacifén tienden a combinar y a dar mayor peso a aquellas carac
teristicas cuyo valor numérico es mis grande, los grupos ta-
xonémicos son grupos politéticos.

En este trabajo se introducen algunos de los mé&todos mé&s
usados en Taxonomia Numérica, y también se presentan otros mé
todos menos usuales, que son, en parte, el objeto de este es-
tudio. Después de exponer los conceptos intuitivos de clasifi

cacién y grupo taxonémico, a continuacién se tratan de expli-

e tal manera que correspondan

car estos mismos conceptos

hasta donde es posible, con su definicibn matemdtica.

Véase "Numerical Taxonomy", de Peter H.
R. Sokal, 1973,




llas en las que se obtiene una "particifén" del conjunto de ob
jetos en grupos ajenos ({.e. no existe ningfin objeto que per-
tenezca a grupos diferentes), de tal manera que todo objeto
forma parte de algGn grupo. En las CLasificaciones Jerndrqudi-
cas tambié&h se obtienen particiones del conjunto de objetos;
sin embargo, es posible conseguir una sucesifén de particio-
nes diferentes con base en qué tan "fina" se quiera hacer la
clasificacién. En esta sucesifén de agrupaciones se puede obte
ner desde una particién en la que los grupos esté&n formados
por cada uno de los objetos de manera individual, hasta una
particién formada por un solo conjunto constituido por todos
los objetos que se van a clasificar. Esto sucede pasando por
niveles intermedios en los que los grupos se van combinando y
creciendo hasta llegar a formar uno s6lo. Esta idea se puede
ilustrar con el siquiente ejemplo: supéngase que se quiere ha
cer una clasificacién de un cierto grupo de personas; si lo
que se desea es obtener grupos de individuos que pertenezcan
a la misma especie, obviamente se tendrd un solo grupo forma
do por todas las personas; si ademis se quiere que los gru-
pos esté&n constitufdos por individuos de la misma especie y
el mismo sexo, se obtendr&n dos grupos ajenos. Si se desea to
mar en consideracién la especie, el sexo y la misma estatura,
el nGmero de grupos resultantes tenderd a aumentar; de esta
manera, a medida qué'ée iﬁpoﬁen nuevas caracteristicas, las

restricciones para la formacifén de grupos son mayores Yy se

llega al punto en que se obtienen grupos formados por cada u




na de las personas estudiadas, como elementos Gnicos. Las Cla
sifLcaciones Numénricamente Estratificadas son agrupaciones me
nos restringidas, ya que la sucesi6n de conjuntos, formada

con la misma idea que en el caso anterior, puede estar consti
tufda por grupos que se traslapen entre si; es decir, un obje
to puede pertenecer a dos o mis grupos diferentes, Se imponen
condiciones sobre el ntimero de elementos en el traslape de

grupos, o sobre el "dismetro" del traslape’. Este trabajo se

concentraen presentar algunos métodos Jerirquicos y otros Nu-

méricamente Estratificados.

1.2 Coeficientes de Disimilaridad

A partir de esta seccifn, todas las consideraciones que se hg
cen son en relacibén a lo que la Taxonomfa Numérica se refiere,
ya que todos los mé&todos que se exponen son solamente numéri-
cos.,

El paso mds importante en Taxonomia Numérica es la esti-
macién del parecido entre los objetos que se van a clasificar.
La primera etapa consiste en la extraccién de la informacién
sobre las caracteristicas que se tomardn en consideracién. La
eleccibn de estas caracteristicas estd basada en el tipo de
relaciones® entre objetos, que para el caso convenga. Esta in

formacifn original puede tomarse de textos o directamente de

u Vease la nota




de los objetos mediante métodos de andlisis objetivo, y puede
ser un conocimiento de tipo presencia-ausencia (si1 se posee O
no se posee la caracterfstica en consideracifn), o se puede
tratar de una tabla de abundancias o porcentajes (en qué grado
o cantidad se poseen las caracterfsticas; es decir, de tipo
distribucional). Por ejemplo, si se estuvieran analizando cier

tos tiestos u otros objetos arqueolSgicos, se podria contar

con tablas de informacién original como las siguientes:®

Cé?zééégte K,0| ugo| cao | Feo,|Al,0,| sio,

L 1.70] 2.801 u.60] 5.10({15.80(52.90

If 0.u5 3.50 4.451) 6.00]116.75]63.55

I1I 0.90] 2.70) 4.50] 5.95114.70[58.70

Iv 0.80| 3.30} 3.85} 5.70114.55(58.30

\Y 1.00 3.10 3.95} 6.40}16.20]|64.00

VI 1.201 6.10 4,30 5.90{16.00160.50

VII 1.05 5.40 4,20] 6.25115.80155.30

VIII 1.55) 2.30}| 4.00f S.u40}17.05(59.40

tabla 1
%?E%SES cafe caf§ café negro rojg nap@nja roj9 blaqc?
p;eza alisado pulldoes:fc;pulldo pulido|pulido | café |[fugitivg
A 1 1 1 0 0 0 0 0
B 1 1 0 1 0 0 1 1
c 1 0 0 0 0 0 1 0
D 1 1 0 1 1 0 0 1
E 0 0 0 1 1 0 1 1
F 1 1 1 1 0 0 9} 1
G 1 1 1 1 0 1 0 1
H 1 1 0 1 1 0 0 G
1 0’ 1 1 0 1 0 0 1
tabla 2

® Tablas obtenidas ae estudios de las zrquedlogas Aupela Yinzo-
ni y Maria <21 Carmen

Servra,

o




En la tabla 1 la informacibén original consiste en el porcenta-
je por unidad analizada, de los diferentes componentes quimi-
cos del material con que estln hechos los tiestos. En la tabla
2 las piezas arqueolbgicas estén analizadas de acuerdo a carac
terfsticas crom8ticas; si el objeto posee la caracterfstica,
se anota un 1, si no la posee se asigna un 0.

Para calcular la disimilaridad (c similaridad) entre las
parejas de objetos es necesario contar con informacién numéri-
ca acerca de ellos. En un sistema de clasificaci®én un Coef4i-
ciente de Disimilandidad (Simifaridad) podria pensarse como la
asignacién de un valor (geheralmente numérico) que mida en
cierto sentido, las diferencias (o parecidos) entre cada par
de objetos. A continuacidn se habla solamente de coeficientes
de disimilaridad, aunque tocdas las afirmaciones que aquif se ha
cen también tienen validez para locs cceficientes de similari-
dad, es decir, para los Casos en los gque se trabaja ccn pareci
dos. A pesar de que generalmente se cuenta corn coeficientes de
disimilaridad numéricos, puede suceder que estas disimilitudes
se expresen por medic de un rango u orden comparativo no numé-
rico; sin embargo, los métodos aquf utilizados no parten de
coeficientes de este tipo.

La manera de calcular estos coeficientes es muy diversa y
depenrde del tipo de tabla de informacién original que se ten-
ga. Algunos de los coeficientes més usados son:?

1. Coeficighté_dé Géwer 

7 Véase el apéndice A, seccidn A.1.




2; Métrica de Minkowski
3. Distancia de Manhattan
4. Distancia Euclidiana
5. Coeficiente de Jaccard
6. Coeficiente de Dice
7. Poporcibén de Presencias y Ausencias
Comunes
8. Presencias y Ausencias Comunes
9. Presencilas Comunes
Por ejemplo, en el caso de la tabla 1, la Distancia de Manha-
ttan (d) entre los tiestos III y IV se calcula asi:
d(I1I,I1v)=|0.90-1.20|+[2.70-6.10|+|4.50-4.30|+
15.95-5.90|+]14.70-16.00|+{59.70-60.50]
=0.30+3.40+0.20+0.05+1.30+0.80
=6.05
Andlogamente se procede con el resto de los objetos, y asi se

obtiene la siguiente tabla (o matriz) de disimilaridades entre

los tiestos:

tiestos

I 11 ITI | IV v VI VII VIII
L 0 14.60 | 9.75{9.90 {1s.u5 12,70} 7.20| 9.30
i II 14.60 0 7.25{8.40 | z.85| 7.43{12.20| 7.80
Z ITT | 9.75| 7.25( o {2.55( 7.30} 6.05| 8.95] .75
t IV 9.90) 8.40 | 2.65 0 §.051 7.9%] 8.20] 5.720
Z v ty.us{ 2.2351 7.30(8.06 5 7.75 [11.45] 7.35
VI 12.70| 7.40{ €.0517.00} 7.75 0 6.70f 7.10
yII | 7.20(12.20{ 8.35|8.00}12.85) 6.7% g 15.90

YITI| 9.30{ 7.80) s.75{5.30] 7.8¢| 7.15(10.00 5




En la casilla correspondiente al cuarto renglén y a la gquinta
columna, se encuentra el coeficiente de disimilaridad entre
los objetos IV y V, v asi sucesivamente. En la diagonal de la
matriz estd la disimilaridad entre un objeto y &€l mismo; por
lo que en estos lugares se obtienen ceros. Este tipo de tabla
es simétrica, es decir, la disimilaridad entre el objeto "X" vy
el "Y" es la misma que la que hay entre el objeto "Y" y el "X".

Utilizando ahora el coeficiente de Presencias y Ausencias
Comunes con la informacién contenida en la tabla 2, el coefi-
ciente (s) de similaridad entre las piezas D y E se obtiene su
mando al nGmero de caracteristicas presentes en ambos objetos,
el nGmero de caracterIsticas‘ausentes en &stos; es decir:

s (D, E)=5

La tabla de similaridades completa es la siguiente:

piezas

AIBICID |[E|F|GiHIT

A8 (4s(u (1 |6]515]5
Bib|8l5]16 1516151513

P Cls (5183 |u|3|21ul2
Lolnjulslajsfs|s|s|7]s
z Efr(stulsigid{2iuln
@ | Flele|3le|a|al|7]|s]s
. Gisls|2i5)12{7 16 s |u
Hls s a7 s iulaly

Tis 3215 |s|uinis

tabla Uu

En este caso en la diagonal se encuentra el nfimero miximo de

coincidencias que puede haber, que es el ntmero total de carac
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teristicas, ya que un objeto coincide cnnsigo mismo en todas

ellas.

La importancia de los coeficientes de disimilaridad radi-

ca en que son el dato b&sico que requieren los diversos mé&to-

dos de Taxonomia Numérica.

1.3 Dendrogramas

Algunas clasificaciones de tipo Jer8rquico son representadas
por medio de unas gréficas llamadas Dendrognramas. Los dendro-
gramas son un tipo de &rboles cuyos vértices terminales se aso
cian a los objetos del conjunto que se va a clasificar, y en
cuyas ramificaciones se marcan valores numéricos que miden la
disimilaridad entre los objetos. Los dendrogramas ofrecen una
buena visualizacidén de los agrupamientos de los objetos con ba
se en sus disimilaridades. Los métodos Jerdrquicos requieren
de tablas de coeficientes de disimilaridad, como dato de entra

da, y producen dendrogramas comoel de la siguiente figura.

12 be =t e e e e - — -
T T mmeee-
6] N i
[ T S T - -
8le=---- - e -
=) I B ] I,
BpF-=-m=-- [ T e VR [ J N
B poemem—dree - L. L
u.---- [UEREY [N NI - b -
I LIRS AR B S L PO
|- - UGN UGN PRI IO QR PU N S
1-—--<-—-«-—L——.—————--—-ﬂ——d-—

L . A B C D E F G H _

figura 1
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El conjunto de objetos que se quiere clasificar es el fromado
por A, B, C, D, E, F, Gy H. La escala de valores (niveles) de
la izquierda mide las disimilaridades entre los objetos. Al le
eer estas grificas desde su parte inferior, los grupos de obje-
tos se van constituyendo a medida que las ramas del &rbol se u
nen; las ramas correspondientes a los objetos mas parecidos
son las primeras en unirse, y mientras el parecido disminuye
se unen los demids objetos. La manera de efectuar las lecturas
de un dendrograma es la siguiente: se recorre una linea hori-
zontal sobre la gradfica, comenzando desde su parte inferior, y
en sentido ascendente se va moviendo a lo largo de todo el den
drograma. Para cada movimiento de la lfinea se tiene una fami-
lia de grupos en la clasificacién, grupos que est@n representa
dos por las uniones de las ramas. Si para una determinada posi
cidén de la linea todavia no se unen algunas ramas del &rbol,
entonces la familia de grupos est& constituida por conjuntos
cuyos finicos elementos son cada uno de los Objetos. A medida
que la linea se mueve hacia arriba, las uniones de las ramas
comienzan a aparecer y los grupos anteriormente formados se
combinan con otros para formar grupos mds grandes. De esta ma-
nera, las familias de grupos en posiciones altas de la lfnea
est&n constituidas por un menor nfimero de grupos de mas elemen
tos. Para el dendrograma de la figura 1 se muestra a continua-
cidn el procedimiento descrito para algunas posiciones de la 11

nea. En la figura 2 cada objeto forma un grupo para esa posi-

cibébn de la linea, hay 8 grupos, uno por cada objeto.
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1T

figura 2

Figura 3: en este caso hay 5 grupos, el formado por A, By C;

el de Fy G; y D, Ey Hen un grupo cada uno.

figura 3

Para uh nivel un’p§gﬂrméng;;a'10, como en_la;figgréféf ya sélo
existen 2 gfupéé, no é%andé formado por toﬂéé}'OStobigtgngin
incluir a H,’y H;gn_uh grupo aisladamente.vESte;¢bjetd‘es’e1

mas diferente dé iéskrestantes, va que es el'ﬁiﬁimé en juntar-

se a todos para formar una familia de un solo grupo a partir
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del nivel de asociaci6n 10.
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figura U4

Dado ur dendrograma como 21 de la figura 1, es posible ob
tener la tabla de disimilaridades entre objetos o grupos de ob
jetos, si se define el coeficiente de disimilaridad entre una
pareja como el nivel mds pequefic tal que esa pareja se encuen-
tra unida en un mismo grupo. Por ejemplo, la pareja més pareci
da en el dendrograma anterior es la formada por A Yy B, cuya me

dida de disimilaridad es de 2 unidades; la disimilitud entre

los objetos F y G es 3; entre el grupo formado por A y B, y el
objeto C, el coeficiente es 4; asf como la disimilaridad entre
los grupos constituidos por A, By C, y por D, E, Fy G, es 8.
La tabla completa para este conjunto de objetos es la nGmero
5.

Al efectuar las lecturas del dendrograma en los diferen-

tes niveles de asociacidn, lo que se obtiene son las familias

de conjuntos que determinan los grupos de la clasificacibén. Ca
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tabla 5

da uno de los objetos se encuentra presente sdlo en uno de es-
tos conjuntos para cada nivel, es decir, se trata de conjuntos
ajenos. En niveles mayores, estos conjuntos pueden ser agrupa-
dos a su vez en conjuntos mis grandes, de tal manera que fina}
mente todos los objetos est&n clasificados en una forma jerar-
quica. Esto quiefe decir que si dos objetos estadn unidos en un
determinado nivel, entonces lo siguen estando para niveles ma-
yores. Como se puede observar en el ejemplo anterior, las fami
lias de grupos para cada nivel se forman por conjuntos de obje
tos que se encuentran unidos en ese nivel o en niveles meno-
res; asi se obtiene entonces una sucesién de familias de gru-
pos crecientes, que para este caso particular, comienza en el
nivel 0, donde cada uno de los objetos constituye un grupo in-
dividualmente, y termina en el nivel 10, donde todos los obje-
tos forman un Gnico grupo.

De manera inversa, si lo que‘Se tiene es una tabla Qe coe

ficientes de disimilaridad, como la tabla 5, es posible regre-

sar a su dendrograma original, ya que cada n@mero en la tabla
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marca el nivel de asociacidn de las ramas correspondientes a
las diferentes parejas de objetos. Se ordenan los nfimeros de
la tabla, de menores a mayores y se selecciona el menor (que
puede no ser nico) para considerarlo como el primer nivel de
asociacién en el dendrograma. Todas las parejas de objetos que
tengan este mismo coeficiente de disimilaridad se unen para
formar grupos en este nivel; las ramas que todavia no se unen
corresponden a objetos que permanecen aislados en un grupo (es
decir, que sus coeficientes con respecto a los demds objetos
son mayores gque este primer nivel de asociacifn). De esta mane
ra se obtiene la familia de grupos determinada por el nivel co
rrespondiente al primer nfimero escogido, y con &sto se constru
ve el segmento inferior del dendrograma. Este razonamiento se
repite tantas veces como nfimeros diferentes haya en la tabla
de coeficientes de disimilaridad, y en cada paso se construye
un segmento mas del dendrograma, sobre el construido en el pa-
so anterior. Supbngase que se tiene la tabla 5; los siguientes
pasos ilustran con gréficas el proceso de construccidén del den
drograma, los puntos representan a los objetos y las lfneas a

las uniones de dichos objetos.

A
@
He ® B
GC e ® C
Fr @ ® D
]

E

figura 5
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Figura 5: 1. Se selecciona el nGmero mas pequefio de la tabla,
el 0, que corresponde a los lugares de la diagonal de la ma-
triz, puesto que un objeto se parece mids a si mismo que a cua}
quier otro. En esta figura est&n representados 8 grupos, uno

por cada objeto.

A
2
H e ‘\\\O B
G @ ® C
F @ 7D
®
E

figura 6

Figura6: 2. El nGmero mis pequefio inmediato es el 2, correspon=
diente a la digsimilitud entre los objetos Ay B, que forman

asf un grupo.

A
G S C
3
F ® ]
L
E
figura 7
Figurai7””5”*El“s‘guignte;'ﬁmerqxes el,3;;que;m

D;

ridad‘entre-F‘y;G; Hay Gﬁgfupds:

F L I
v
figura 8
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Figura 8: 4. Se selecciona el nfimero 4, que es el coeficiente
entre Ay C, y By C. La familia de grupos es de 5 elementos:

A, By C; D; E; Fy G; y H.

A
H ® B
G C
F D
/
E

figura 9

Figura 9: 5. La disimilaridad entre E y D es 5; ahora hay 4

A
H o B
e c
»

F D

3
E

figura 10

grupos.

Figura 10: 6. La disimilaridad entre D y F, DyG, EyF, yE

y G es 7. Los grupos son 3: A, By C; D, E, F y G; y H.

figura 11

Figuraill:T?Q,Ei'siguiente nimero esf?lLB{g$§lbjféltavel,obje"

to H para formar un solo grupo con todos los demis elementos.
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figura 12

Figura 12: 8. El nfimero mayor es el 10, que mide la disimili-
tud entre H y el resto de los objetos. Esta es la grafica com-

pleta, todos los objetos forman un solo grupo. Al ir de esta

manera construyendo las familias de grupos para cada nivel, se

obtiene el mismo dendrograma de la figura 1.

El proceso reci&n descrito no necesariamente puede llevar

se a cabo. Considérese el siguiente ejemplo:

obijetos

W O & M T O

Zlzlo| X<
olwlo|lo|lo]|Yw
om|{wolF| O | Rkt
SgiomlolFjo o
Qlolw| e
oflwlN|lojo =

tabla ©
Al tratar de construir el dendrograma rorresvondiente a esta
tabla de disimilaridades, surge un problema cuando se

nivel de asociacidn 5 y se trata de buscar la;familia défgru—

pos correspondiente. En este nivel el objeto J §évupé'én un

grupo con el objeto L, y este iltimo ya est& en un mismo gru-—

po junto con el K; sin embargo la pareja J y K no estd en ese
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grupo todavia, ya que su coeficiente es 6 y por lo tanto no es

posible construir esta familia de grupos, y, en consecuencia,

el dendrograma tampoco. La grdfica correspondiente al nivel 5

es la siguiente:

figura 14

En este nivel s6lo aparecen las aristas JL y LK, y el grupo no
estd bien constituido como los de las gr&ficas anteriores, ya
que la arista JK aparece hasta el nivel 6. Es posible demos-
trar® que para evitar casos como é&ste, se requiere de tablas
gue cumplan con la propiedad de que si se toman todas las posi
bles ternas de objetos del conjunto que se va a clasificar vy
los coeficientes de disimilaridad correspondientes a los pares
de objetos que las forman, entonces el coeficiente més grande
en cada una de las ternas se tiene que repetir por lo menos

dos veces en cada una de ellas. Si una tabla cumple con esta

propiedad, se dice que satisface la Conddicdibn de ULtrametria,
y a los coeficientes de disimilaridad se les llama Coeddicien-

tes ULtnamEtnicos.

También es posib{lgdemdétrar9 que dada una tabla ultramé-

trica, se le puede asociar nico dendrograma que la repre-

‘sente. Inversamen iendrograma, éste define a una G-

Véase el capitulo 3, seccidn 3.3.
9 yéase el capitulo 3, seccidn 3.3.
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nica tabla de disimilaridades ultramétrica. Debido a esta co-
rrespondencia, existe una identificacidn entre los dendrogra-
mas y las tablas ultramétricas (figura 15). Los diferentes mé-
todos de clasificacidn son maneras distintas de transformar ta
blas de coeficientes de disimilaridad dadas en tablas de coefi
cientes de disimilaridad ultramétricos, que se identifican con
los dendrogramas; ésto se hace deformando la informacidn origi
nal de alguna manera. Es, entonces, a partir de las tablas de
disimilaridad ultramétricas que se construyen las familias de

grupos para cada uno de los diferentes niveles.

gy bom oo oo NEEREEEEBEEEEEE
13 b- - ] A whali3hapaftapaliaiaies
. PR R B - | Bl | o upajisftalasfiapsjiajishs
11 pmmd e e o -4- |ec oft 3131311301 31 3j1 31313
10 poeodoeao o 4---- 4 [»o of ¢ 8 8f 8 g11jt1f3
Y% P ISR SIPEPE By BRI d g 8| 8f 8j1111j13
I S N S T S of 3| 3| sjt1j11p3
J NPUUREG EN RV [P F D S E of 3| sj11j11j13
6 beoud-- SN SR N SN S R of 8111113
5 boomd--b-b--d--J-d-bd [ 12113
T . Rk ond o = e Iy oj1 o 3
3 k- d-4- N U S S A 7 oi13
N e i e ot et B B ) °
1 -t -F-bF-F4- - -4-1-F -
—0
A BCDETFGHTIUJKL

figura 15

1.4 Métodos Jer&rquicos

La Taxonomfa Numfrica parte de una matriz de disimilaridades,




con base en la cual, al aplicar los diferentes métodos, los gru
pos se forman, modific&ndose la estructura de esta matriz ori-
ginal. Uno de los métodos Jerirquicos mAs conocidos y tal vez
el mis sencillo es el Método de Conexién S.imple. La manera en
que transforma a una tabla de disimilaridades en otra ultramé-

trica es la siguiente: se busca el coeficiente mis pequefio de

la tabla; la pareja de objetos que lo posee se une para formar
un grupo. La forma de recalcular la disimilaridad entre este
nuevo grupo y el resto de los objetos, consiste en escoger el
coeficiente mas chico existente entre cada elemento del nuevo
grupo y el objeto en consideracidén. Este principio se repite,
y en cada paso despué&s que dos grupos se han unido para formar
uno nuevo, la disimilaridad entre &ste y algfin otro grupo se
determina de igual manera que en el primer paso. LOS grupos
formados por este proceso son los que se obtienen en el dendro
grama correspondiente al método de Conexidén Simple, y los nive
les donde se unen los diferentes objetos o grupos de objetos
son los coeficientes de disimilaridad que se seleccionaron en
cada paso del proceso. En las diferentes etapas o pasos, para
la formacidén de grupos en un determinado nivel "X", se requie-
re solamente gque exista una cadena entre los objetos cuyo coe-

ficiente sea menor o igual a "X".

El siguiente es un ejemplo de la aplicacidn del,métqu'de

Conexién Simple a una matriz de disimilaridades. En 81 se han
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estructura hasta convertirse en una matriz ultram&trica. Tam-
bi&n se ilustra con grificas este mismo proceso; las dos expli

caciones son eguivalentes.

Sean A, B, C, D, E, F, Gy H los objetos que se van a cla

sificar. La tabla de coeficientes de disimilaridad dada es la

siguiente:

objetos
a{Blci{plE|lF]lc|H
A y | s {10 | 7 {1510
B olal2]e] 8i13l20
;c ol1ls|s|s]| 8
jlD ol ul 6012
:E 0| 36| 9
of{ F 0} 51 u
o e ol 3
H 0

tabla 7

1. Se elige el coeficiente mas pequeno, en este caso es el 0,
correspondiente a los lugares en la diagonal de la tabla. Cada

objeto forma un grupo de manera individual.

objetos
A{BIR}J}E!ITFT] G| H
A 4 10 [ 711510
o
b B 012161} 8113420
3 L 8
° R 0 + 51 6
t T 01 3|61 9
o
s F 0} 511 4
G 0] 3
H 0

tabla

(s}
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2. El siguiente es el correspondiente a C y D, que forman el

grupo "R"; se calcula la disimilaridad entre el grupo nuevo y

los demds objetos, de la manera descrita anteriormente.

objetos
A} S E}F|] G| H
of A 3{10 | 7{15]10
? 5 0} 4l 5] 6} 8
el E 0 3{ 6} 9
t
ol F O S| 4
S| 6 0} 3
H 0
tabla 9

3. El coeficiente més pequefo es el 2, que .corresponde a B y R

que se unen para formar el grupo "S".

objetos
T E FlG H
o
b T 0 u 5 6 8
1 [T 0ol3|6]o9
e
t F 0 5 y
° la ol3
s
H 0
tabla 10

4. Ahora el nfimero siguiente es el 3, que corresponde a las pa
rejas AyS, E y F, vy Gy H., En este'cdso se considera primero

al de A y S,- que ‘se agrupan en "T": sxn,embargo, el orden en

que se. tomen en cuen%a las pareja bjetos o grupos de obje

tos, no altera los grupos resultantes para este método, aunque

existen otros en los que sucede lo contrario.
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objetos
T |U |G| H
O
b|!T 0|4 6| 8
11U 0] 5| 4
e
t |G 0] 3
(e}
s H 0
tabla 11

E v F forman en este mismo nivel el grupo "U",

objetos
o
b T] Ul V
I T17]o 6
e
t 0] &
° 0
s

tabla 12

Para este coeficiente, por {iltimo, G y H forman "V".

objetos
O
b X1V
I T x 4
e
t 0
(o]
s

5. Considerando primero a

grupo "X“,,quédépdo?asi

tabla 1y

o
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por Gltimo los grupos ng" y "v" forman ng",  grupo que contiene

a todos los objetos como Sus elementos.

En el siguiente proceso con graficas, los grupos estan re

presentados por lineas alrededor de los puntos: hay tantas qu

ficas como n(meros diferentes haya éen la tabla original, hasta

gue en un determinado nivel todos los objetos formen parte de

un solo grupo-
® A

H<:) ()B
C@® @c
F C) C) D
;@
figura 16
1. A nivel O, cada objeto forma un grupo.
C)A
O ®-=
‘@
T @D D
@

figura 17

2;-A-nivelw1,mapa:ece 1a arista DC.

A
H.CD B
c@® C
r® D
E@
figura 18

3. La arista BD surge a nivel 2.
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H B
3
G C
N Y
3
E
figura 19

4., A nivel 3 aparecen AB, BC, EF y GH. Ahora hay 3 grupos.
A
H B

figura 20
5. A nivel 4 se anaden las aristas AC, DE y FH.
Este método considera a las componentes de la grédfica
que se encuentran conectadas, como las familias de grupos for-

madas en cada nivel. El dendrograma y la tabla ultramétrica re

sultantes son:

objetos
A B C D E F G H

AJo 33 |3fjululun Y -

B O {2 12wy juwiluy ST S g G
o 7 | 2

C 0 1 4 i Yy 1 bp - - -
b X
j (D O | w [y {uwqyuy) 3F- T TS e cvan el
ik ot3tu|ul 2pb-t- ~——b-t-d4-1----

T oty 1k A4--F2° s BadCl IR IR SR
o t R
Sl e ol a3l -0

H 0 A B C D E 3 G H

figura 21
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De esta manera, el método de Conexién Simple produce gru-
pos grandes en los que los objetos pertenecientes a dos grupos
diferentes pueden tener un parecido mayor entre ellos que el
que poseen objetoé distintos de un mismo grupo. Este defecto
llamado "encadenamiento", hace que este método no sea muy uti-
lizado; sin embargo, posee la ventaja de que si en un determi-
nado paso del proceso se encuentran dos o mds parejas de obje-
tos cuyos coeficientes de disimilaridad sean iguales, entonces
el orden en que se consideran no altera el resultado final en
la formacidn de grupos. Puede demostrarse!® que este método
tiene la propiedad de ser un método continuo; es decir, si se
altera con peguenos cambios la informacidn contenida en la ta-
bla original, entonces se producen solamente pequenos cambios
en la tabla ultramétrica resultante, y tambié&n, por consiguien
te, en el dendrograma que la representa. En el m&todo de Cone-
xidén Simple, los grupos se constituyen al considerar "la mini-
ma condicidén necesaria" para unir un objeto de algGn grupo, a
algin otro objeto perteneciente al mismo grupo.

Otro método Jerd&rquico parecido al de Conexidn Simple en
cuanto a su sencillez, es el método llamado de Conexidén Comple
ta. En este método tambié&n se busca el coeficiente de disimilgl
ridad mads pequefo entre las posibles parejas de objetos; estos

objetos se unen formando un grupo, y al recalcular la disimila

ridad entre este nuevo grupo y los demds objetos, lo que se

10 ygase el capitulo 3, seccidn 3.u.
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busca ahora es el coeficiente mds grande entre los elementos

del nuevo grupo y el objeto en consideracidén de los restantes.
Es decir, en cada paso después de gque dos grupos se han mezcla
do, la disimilaridad entre este nuevo que han formado y otro,

estd basada en "la mdxima condicidn necesaria" para unir a to-
dos los objetos de un grupo a cualquier otro objeto. Este mé-
todo tiene la desventaja de que el orden de entrada de los da-
tos, por el contrario del método de Conexidén Simple, altera el
resultado final en las familias de grupos ( en el caso de exis
tir coeficientes de disimilaridad iguales), ademls no posee la
caracteristica de ser un método continuo. Para ilustrar el e-

fecto de la aplicacidn de el método de Conexidn Completa a la

misma tabla (7) de disimilaridades dada para el método expues-

to anteriormente, se procede de la misma manera.

objetos
A|B]| C DI E F Gf H
A 0}j 314 5110 71 15| 10
o) B 0t 3] 21 & 8] 13| 20
1? C 0 1 5 5 6 8
33 D 0 L 6{ 10| 12
2 E ol 3| sl o
S F 0 S 4
G 0 3
H 0
tabla 7

1. El coeficiente mis pequefio es el correspondiente a C y D,

que forman el grupo "R".

R Rt s ey
AR
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objetos

AY'B| Rl E} F| G| H
° ALl O 5110 71510
b |B 0] 3| 6| 8113120
i R 0} 5] 6]10 (12
t |E 0| 3} 61 9
o of 5]
G 0 3
0

tabla 15

2. Ay B forman el grupo "S". En este caso puede comprobarse

que si se escogiera en otro orden el coeficiente que se repi-

te, los dendrogramas resultantes serian diferentes.

objetos 4
S RIE|FI G H
o) S 0 10 8115120
? R 0 5 6 {10412
e E 0 3 6 9
t F 0 5 4
o]
s G 0 3
. H 0
tabla 16
3. "' Sé'fbrma'con'E y F.
“f” objetos
S1R G| H
5
b S 0 5110115120
3 IR ol el10]12
e
t T 0 6 9
° g o 3
- H 0
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4. Gy H forman_ellgrupo "u".

objetos
S} Ry Ty U
0y S5]110]20
12

-3 = [9p]
(@]
[)]

0w O ct @O0

[on)
o

tabla 18
5. El siguiente grupo, "V", es formado por S y R.. .

objetos

Vi T|] U
0110 }20
0] 9
U 0

n o H(DU-UO

tabla 19
6. "X" se forma por T y U.

"objetos

Vi X

vV ]oj20t
X| | o

m o 0o

tabla 20
7. Poriﬁitimo,av:Yﬂx-formahfqzn;ﬁﬂ

O er il
t
jal]
o
H
jod]
ny
[EEN

33
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graficas para este caso €S la siguiente:

H @ ©A@B

F@ ® D

E

IL,a secuencia de

1. A nivel 0 cada objeto forma un grupo.
C)A
H@® @ B
c @ C Figura 23 -

qC 5
©

2. A nivel 1 aparece la arista DC.

A e
d ! C figgrabéd N
F @® , Q,;¥ ! j
C) ; T
E

3. En el nivel 2 aparece la arista BD.

A S

' H B : |
3 ) T

: ‘:' G C figura:25
ey Y

4. A nivel 3 aparecen AB, BC, EF y GH.
: i A
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5. A nivel 4 se agregan AC, DE y FH.

figura 27

figura ?8

7. BE, CG, DF.y EG se agregan a nivel 6, AE’élﬁiyéIij; y BF a

nivel 8.

figura 29

figura 30

_se afiaden AE, AH y DG. DH aparece a nivel 12;

BG a nivel 13 y AG a nive? 15.

fighva'Bl
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10. POr Qltimo, en el nivel 20 aparece BH.
A diferencia del método de Conexién Simple, en este méto-

do los grupos ilustrados en las graficas, son las componentes

completas ({.e. no basta que los puntos esté&n conectados por

algunas lineas, sino que tienen que estar presentes todos los

posibles enlaces entre esos puntos) que no se intersectan en-

tre ellas. El1 dendrograma y la tabla ultramétrica resultantes

sSon.
20 bt m m e e e e —o -
21 m e e -~
20~ - == - L -
, 1op--o-d- ooz} -
objetos 18 e e e e oo o
17 f - - - - —— —————-—
CID[E|JF[ G| H S NI R o
A 51 51201202020 iSp-=-—-p~-——=-=—=t-~- -~ -
© o 03 M 8 0 EXCN Y el et B
e 0{ 122120120120 B e ettt EE
J P B S kb X T
el D 0{20 {2020 {20 10l aee I
t

E SN -——-
o N 4 il L o x_}p--
s|F 0{ 9{ 9 S . T T
G ol 3 R il dEE s R -—-
H 0 5% IR o IS DU
3F - _——f—-— - -
L PsT- 3 _Fr)oJoe
i A O T A A A A

__O
A B C D E F G H

, fngra,32

que se van uniendo entrensi de una manera mis estricta en nive

les de disimilaridad mas altos.

Este método no produce encade-
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namiento.

En contraste con los dos métodos expuestos anteriormente,
que presentan posibilidades extremas en las condiciones para
la formacidn de grupos, existe otro tipo de métodos Jer8rqui-
cos, los Métodos Promedio, que determinan a los grupos median-
te consideraciones promedio en la recalculacién de las disimi-
laridades entre los nuevos grupos. Las diversas maneras de ha-
cer estas recalculaciones dan lugar a los diferentes métodos
Promedio. Entre los principales se encuentran los llamados: M¢
todo Promeddio entre grupos, Método Promedi{o dentro de grupos,
Promedio pesado dentrno de grupos e Inchemento al Promedio pesa
do dentho de grupos.'!?

La ﬁanera de recalcular las disimilaridades, en general,
se haée evaluando un promedio entre las disimilaridades de los
elementos del nuevo grupo y las de los elementos del grupo en
consideracidn; o bien, calculando la disimilaridad promedio en
tre el nuevo grupo y los anteriormente formados (é&sto puede ha
cerse dando pesos diferentes de acuerdo a la importancia en ta
mafio, de un grupo determinado). Al igual que el método de Cone
xién Completa, estos métodos poseen la desventaja de que el or

den de entrada de los datos 1guales de la matrlz de disimilari

dades original altera los resultados flnales, y ademés son mé

todos dlscontlnuos"SLn embargo poseen la;convenlenCLa de gue

no estén sujetos a valores extremos para el estable01miento de

los grupos. Los resultados en 1os dendrogramas generalmente

11

Véase el apéndice A, seccidn A.2.
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son parecidos entre sf al aplicar los diferentes métodos Prome

dio, y en menor grado a aguellos obtenidos por los métodos de

Conexibn Simple y Conexidn Completa.

1.5 Otros métodos Jerdrquicos

Una idea diferente en el concepto de clasificacidn Jer&rquica
es la que se conoce con el nombre de Traiadas'?. Este proceso
consiste en obtener todas las posibles ternas de objetos del
conjunto que se quiere clasificar, y para cada una de ellas se

decide cuéles son los elementos més parecidos entre sf. Este

procedimiento podria ser numé@rico, pero no necesariamente, vya

gue el razonamiento que se hace puede basarse en un criterio
intuitivo del usuario. En este proceso se construyen "&rboles"
de datos, obtenidos con base en el parecido en las diferentes
ternas, mediante algoritmos que calculan un promedio de ocu-
rrencias en que un cierto objeto se parece mis a otro, que a
un tercero. Sin embargo, este método tiene un gran inconvenien
te, ya que ademéds de la obtencib6n de una lista de las posibles
ternas de objetos, se requiere de la comparacidn y evaluacidn

del parecido entre cada una de ellas y entre cada uno de sus e

lementos. El ndmero de combinaciones de M elementos tomados.

por ternas es:

nGimero que aumenta considerablemente a medida que crece el nf-

12 ygdase "Clustering Algorithms'", de John A. Hartigan, 1975.
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mero de objetos. A pesar de lo anterior, la idea de las tria-
das es importante ya que las ternas son los conjuntos més pe-
quenos para basar una comparacién de parecidos entre objetos.
Este trabajo no trata de estos mé&todos, sino que se concentra
en los métodos Jerdrquicos presentados en este capfitulo, y en

otros Numéricamente Estratificados, presentados en el sigquien-

te.
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CAPITULO 2

2.1 Métodos Numéricamente Estratificados

En el capftulo anterior se sefialaron las ventajas y desventa-
jas en el manejo de los diversos métodos de clasificacién Je-
rérquica. El método de Conexidn Simple tiene el defecto de en-
cadenamiento, defecto que el método de Conexién Completa y los
métodos Promedio solucionan; sin embargo estos filtimos también
poseen la desventaja de ser discontinuos. Lo que se busca es
traEar de evitar estas limitaciones mediante un siétema mas ge
neral de clasificacién.

La idea principal de los Métodos Numéricamente Esitratifica
dos, como se sefiala en el capftulo anterior, es permitir que
los grupos formados en cada nivel se traslapen entre ellos, es
decir, un objeto puede pertenecer a dos o mds grupos al mismo
tiempo. Esta idea hace que estos métodos trabajen con conside-
raciones mas generales que los métodos Jerarquicos, en los que
un objeto puede pertenecer solamente a un grupo para un deter-
minadp nivel en la clasificacidn. Esta idea puede ser de mucha
utilidad en la prlctica, ya que en general un objeto puede i-

dentificarse con varios grupos a la vez y no estrictamente con

uno sélo.

Es posible hacer varia ado de ﬁraslape permltldo en

tre los grupos al hacer 751f1cac1on. A medlda que exxste

un mayor traslape entre los grupos la informacién orlglnal es_,,

alterada en menor grado,_SLn embargo la interpretacibn de. los

resultados es cada vez mis diféil a medida que este grado au-
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menta'!. Las restricciones en el traslape pueden ser de diver-

sos tipos?. Las restricciones Absofutas son, por ejemplo, res
tricciones en el nQmero de elementos en el traslape; las res-

tricciones Inteanas son, por ejemplo, restricciones en el diéa-

metro del traslape®. Al escoger diferentes grados de traslape

se did lugar a una serie de clasificaciones (una por cada grado

escogido), de las cuales la que permite el traslape minimo e-
quivale al método de Conexién Simple de clasificacidn Jer&rqui

ca; la que permite el traslape miximo equivale a la obtencidn

en el resultado final, de la tabla original sin modificacién
alguna.
La construccidén de sistemas de clasificacidn Jerlrquica

estd basada en tablas de coeficientes de disimilaridad como

datos de informacidn original. Los métodos Numéricamente Estra

tificados también parten de estas tablas para transformarlas
en otro tipo de tablas ultramétricas que se identifican con u-
nas grificas correspondientes a la generalizacidn del concep-
to de dendrograma. Esta generalizacidn recibe el nombre de k-
Dendrograma (el significado de la "k" se explica en la seccibn
siguiente). También se trata de un tipo de &rbol cuyos vérti-

ces terminales representan al con]unto de objetos que se va a

cla51flcar, 'y en cuyas ramlf1cac1one

se: asocxan los valores

quevmlde‘la dIs1m -Un k-dendrograma

EétéVpbede*obserabSe en el éjempiq de este capitulo.
Véase "Mathematlcal Taxonomj",‘de-N. Jardine y. R,
1871.

El didmetro de un conjunto de objetos es
los coeficientes

Sibsorn,

el valor mayor de
de disimilaridad entre cualquier pareja de

>3

elementos de ese conjunto,
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es un ‘8&rbol como el siguiente:

figura 1

El conjunto de objetos que se van a clasificar es el constitul

do por J, K, L, M, Ny O. Los grupos tambi&n se van formando a

medida que las ramas de &rbol se unen; primero se juntan las

ramas correspondientes a los objetos de mayor parecido. La ma-

nera de leer los k-dendrogramas es exactamente igual a la de

los dendrogramas. El siguiente ejemplo muestra algunas lectu-

ras para el k-dendrograma anterior.

figura 2

Cada objeto constituye un solo grupo de manera individual, pa-

ra los niveles de asociacién menores al nivel 1. Hay 6 grupos,

dhofporjcaaa objeto.
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N

%

figura 3

En este nivel hay 3 grupos: J, K, L y M; Ky N; be y O. Como
puede observarse, el objeto K pertenece a dos grupos diferen-
tes, lo mismo que el objeto N. Para un nivel un poco mayor a 3
todos los objetos ya se encuentran unidos formando un solo gru
po.

Definiendo de igual forma la disimilaridad entre una pare
ja de objetos, como el nivel méds pequeno tal que esa pareja se
encuentra ya unida en un mismo grupo, es posible dado un k-den
drograma como el anterior, obtener la tabla de disimilaridades
entre objetos y grupos de objetos. La tabla completa para el

k-dendrograma anterior es la siguiente:

Lo T T T [w To]
J 21213 ]3
K 0 {1 (21213
L o2 1313
M 0|3 1{3
BL 0|2
0 0
tabla 1

Para cada nivel de asociacién se obtienen familias de grupos,
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que en este caso no son ajenos entre si. De igual manera que
para los dendrogramas, estas familias est&n formadas por los
conjuntos de objetos ya unidos en un determinado nivel o en ni
veles menores. De la misma forma en que se ilustrd el procedi-
miento inverso de pasar de tablas de disimilaridad a dendrogra
mas, a continuacién, también con gréficas, se muestra el proce
so para pasar a k-dendrogramas. En este caso los grupos forma-
dos en cada nivel son las componentes completas para su grafi-
ca correspondiente, es decir, los subconjuntos mds grandes de
puntos de la gr&fica que tienen todos los posibles enlaces en-
tre ellos (permitiéndose el traslape). Los grupos estdn repre-

sentados por lineas delgadas alrededor de los puntos.

J

@
0 @ @K
figura 4
N@® @ L |
®

5t

1. A nivel 0 cada objeto forma un grupo.

J
0@ K

Figura 5

N @ L
@

M

2. Se seiecciona,éhora el coefidiente_@hYéjvéiérfesfljyhay 5

grupos: J ny'K y L}fy‘M,VN y'O aisladamente en un grupovcada

uno.
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3. Aparecen las aristas cuyo nivel es 2. Hay 3 grupos: J, K, L

Yy Mi Ky N; v Ny O. J

figura 7

M
4 Todos los objetos forman un grupo a nivel 3.

La condicidn de ultrametria tambié&n se generaliza en la
condicidn de R-Uftrametrnia , y los coeficientes de disimilari-
dad que la satisfacen son los R-ULtramétricos. Es posible de-
mostrar“ que dada una tabla de coeficientes de disimilaridad
k-ultramétricos se le puede asociar un solo k-dendrograma que
la represente, e inversamente. Esto d& lugar a la corresponden
cia e identificacidn entre tablas k-ultramétricas y los k-den-
drogramas. Algunos métodos Numéricamente Estratificados son

formas diferentes de transformar tablas de coeficientes de ai-

similaridad dadas en tablas de coeficientesvk*ultramétricos.

“ Véase el capitulc 4, secciénfu;ﬁ,
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2.2 Los mé&todos Bk

Entre los métodos Numé&ricamente Estratificados se encuentran
los llamados B&. Estos métodos se basan en una restriccién ab-
soluta en el traslape permitido entre los grupos formados; es

decir, son restricciones en el nlmero de elementos en el tras-

lape. La letra K puede tomar diferentes valores: desde 1 hasta

N-1, donde N es el nGmero de objetos del conjunto que se va a
clasificar, y cada valor distinto dad lugar a un método diferen
te. Al utilizar un cierto valor de k, la restriccidn que se ha
ce es que el traslape entre grupos no contiene mas de k-1 ele-

mentos. Asft, B1 no permite traslape alguno entre sus grupos;

B, permite 1 elemento solamente; By permite 2 elementos en el

traslape.

Al utilizar el método B , donde los grupos resultantes

son ajenos, lo que se hace es aplicar el método de Conexidn
Simple; al ir aumentando el valor de K se va permitiendo un ma
yor nfinero de elementos en la interseccidn, hasta gue k toma
el valor N-1 o mads, lo que se obtiene como resultado final es
la tabla de disimilaridades original®. De esta manera, al ir
variando los valores de k, desde 1 hasta N-1, cada vez se va
deformando en menor grado la informacidn origipal, hasta que
en el Gltimo se obtiene esta misma.'Asij él_qu3r;o cuenta con

la ventaja de poder escoger el graéoAdé;defOtﬁa¢ién que desea

que la tabla origihé:hathiera; también, siﬂséd¢alculan prime-

ro las tablas correspondientes a los valores mayores de k, en-

Svéase el capitulo 4, seccidn 4.3,
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tonces se pueden obtener las tablas para valores menores a par
tir de las primeras y no de la original; &sto significa ahorro
del trabajo posterior para el usuario. Ademids de estas venta-

jas, también se trata de métodos continuos, es decir, a peque-
nos cambios en los datos de informacidn original, corresponden
pequenos cambios en los resultados.

La manera en que trabajan estos métodos, para un determi-
nado valor de X, y pensando en gradficas cuyos puntos represen-
tan a los objetos, y cuyas aristas unen aquellos puntos cuyos
coeficientes de disimilaridad son menores o iguales a un deter
minado nivel, es la siguiente: se busca el coeficiente més chi
co de la tabla y se colocan las aristas correspondientes; se
buscan las componentes completas mids grandes (si hay una conte
nida en otra, se escoge la mayor) para esa gr&fica; cuando dos
de estos conjuntos de puntos tienen por lo menos k puntos en
com@in (en su traslape), se toman como un solo conjunto, comple
tando las aristasque falten para constituir una componente com
pleta de la gr&fica. Enseguida se vuelven a considerar las nue
vas componentes completas de la gr&fica actual hasta gue ya no
se necesiten agregar nuevas aristas. Las componentes completas
asi formadas, constituyen las familias de grupos para el nivel
en consideracidn. Después se pasa a buscar él”coeﬁiciente mas
pequeno siguiente y ée procede de la misma manerarhasta que
haya un solo grupo en donde todos los puntos de la grafica for

men una sola componente completa. Ejemplo: sea la siguiente

tabla la matriz de disimilaridades dada.
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objetos
K LI M N 0
o Jd 0 3 3 5 3
b ¥ T 3]5
2T ST T o T
t [ ol ] &
o O
s M 0 2
0 0
tabla 2

El conjunto de objetos que se quiere clasificar es el formado
por: J, K, L, M, Ny 0. Los diferentes métodos que se aplican
son: Blr By, B3, By y Bgi desde que no se permite traslape al-
guno entre los grupos formados, hasta permitir familias de gru
pos gque pueden tener 4 elementos en la interseccidn. La si-
guiente tabla muestra con gréficas las familias de grupos for-
madas a cada nivel, para los diferentes métodos usados; los

grupos se senalan igual que anteriormente.

‘.’ B = C _ T
AN = one 3. B B B
A 1 2 - N

Nxidn Simple ? >

0 Tk o @7, @  x|o @
® ®|® @®
@ ® ® , ®

@y “|v @M LN M 3 @M T @,
J

| @ ) J*‘ @'K @JK @J

® ®
N L
@M

o

i

M M M




a cada nivel, se

zabla 3

uestra la siguiente tabla:

Para facilitar -las legtqtasgde las familias de grupos formadas

o

5

5

e
[

—~~
= Ca
N N’
—~~
—

=

—~ o~
or
NP

(k) (L)
(N)

(M) (W) (o

(J)(k)
(M) (M)
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°q§ B, B, ‘B, BL¥ B5
N (JK) (L) (M) (JIK) (L) (MY(JIK) (L) (MNIKY (LYCH)IKIK) (L)Y (M)
(N) (0) (¥) (0) (N) (0) (%) (0) (N) (0)
2 (JKL) (M) {(JK) (KLY(MY(JIK) (KL)(MNJIK) (KLY(MJ(JIK) (KL)(M
(NO) (NO) (NO) (NO) (10)
(JKLM) (KN){ (JKL) (JL¥)| (JKL) (JLMJ(JKL) (JLM)
3 | (JKLHNO) (NO) (KNY (NO) | (x3) (no) | (KN) (NO)
s | (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO)  |(IKLM) (KLMNJ(IKLM) (KLMN)
(LMNO) (LMNO)
s | (JKLMNO) (JKLMNO) | (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMUN )
(KLMNO)
6 (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO) (JKLMNO)
tabla U4

Los k-dendrogramas y tablas de disimilaridades resultan-

tes, para los diferentes valores de k, son:

JIJKJ]LIMINL]O
J]0 2 1313} 3
4 012 131}13]3
L 0 §31313
M 03] 3
N 0?2
0 0

JJKILIM|INI{O

J o 3 3 TR Tt
K 0121313 1|4
0 3 u 4

M (D20 BT
N 0|2
0 0

fipura 9
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B b = - —— - .
5 JIK|JLIM|N{O
4 0 1 3 3 b 4
Ko 3 0|2 |4] 3] 4
5 - 0 |3} 4 u
1 M O] 4] b4
0 0 2
0




La filtima tabla, que corresponde al mé&todo
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By coincide con la

tabla de disimilaridades que se tiene originalmente, y la pri-

mera corresponde a la tabla obtenida por el método de Conexidn

Simple. Estas figuras (8-12) muestran representaciones de los

objetos, cada vez de una manera mas exacta; sin embargo, su in

terpretacién en los k ~dendrogramas es al mismo tiempo mds com-

pleja, por lo que es recomendable recurrir
las listas de familias de grupos para cada
Algunos autores® han definido ciertas

ciar las deformaciones sufridas por tablas

en lugar de éstas a
nivel de asociacidn.
medidas para apre-

de coeficientes de

disimilaridad dadas, al aplicarseles métodos como los presenta-

dos en este capitulo, asf como algunas medidas de aislamiento

-0 cohesién entre grupos para evaluar de acuerdo a criterios es

tablecidos las uniones entre objetos o grupos de objetos.

Véase "A Model for Taxonomy", de N. Jardine y R. sibson,
1968.
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CAPITULO 3

- 3.1 Coeficientes de Disimilaridad

Como se senfala en el capitulo 1, el paso bdsico en los proce-

sos de clasificacidn es la estimacién del parecido entre los

objetos en consideracién.

Defindcibén. Un Coeficiente de Disimilaridad en un conjunto P

de objetos (con |P| < =), es una funcidn
d: PxP = R,
que satisface las siguientes propiedades:
4) d(A,A) = 0 para todo A € P,
{{) 4(A,B) = 0 para todos A, B € P,

i44) d(A,B)

d(B,A) para todos A, B e P.

Los coeficientes de disimilaridad pueden pensarse informalmen
te como distancias, aunque no necesariamente constituyen una

distancia en P, en el sentido usual.

Definicién.Sea CD(P) el conjunto de coeficientes de disimilari
dad en P; sean dl Y d2 € CD(P). Se dice que dl domina a d2 si:

dl(A,B) > dz(A,B) para todos A, Be P.

La mahera deféa¥éQl§r7estos coeficientes es muy diversa-y de-
pende del‘piﬁbfaéftabla de informacidn original cqn qu;sev

cuentel.r_

1

Véase el apéndice A, seccidn A.1.
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3.2 Dendrogramas Generalizados

Definicibn. Un Pendrograma Generalizado? es una funcidn

c: I - RS(P),
donde I =AU {0}, conA CR e |I|<» ; RS(P) es el conjun-
to de relaciones reflexivas y simétricas en P; gque satisface
las siguientes condiciones:

£L) Existe h € I tal que c(h) = PxP,

i{) h<h'" = c(h) € c(h') con c(th) #c(h'), hy h' € I,

Al conjunto de dendrogramas generalizados en P se le denota
por DG(P).

Lo que se busca es una identificacidén entre los coeficien
tes de disimilaridad definidos en el conjunto P y los dendro-
gramas generalizados; de tal manera que dada una tabla cual-
quiera sea posible asociarle un solo dendrograma generalizado

gue la represente, y viceversa. Con este propdsito se presen-

tan las siguientes definiciones:

Defindicibén. Dado d € CD(P), se define la funcidn

Td: I - R{(P),

donde R(P) es el conjunto de relaciones en P, e I se define co

mo anteriormente; de tal manera que

Tq(h) = {(A,B) € PxP | d(A,’B_)V"gh'}‘,'.:
para heI.

2

Esta definicidn no la introducen N. Jardine y R. Sibson; sir
embargo en el presente trabajo se utiliza para lograr una meg

jor identificacidén entre los conceptos que manejan estos au-
tores.,

S
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Degindicibn. Sea S(P) = {£ | £: I - R(P)}. Se define la funcidn

T: CD(P) - S(P),

donde T(d) = T4 s, para d € CD(P) .

Proposicibn. Td € DG (P), para todo d € CD(P).
Prueba:
4) Primero hay que demostrar que Td(h) € RS(P), para todo
h €I. Para A, B € P, se tiene que:
a. d(A,A)< h, para todo h 20 = (A,A) € Td(h), para
todo h =2 0.
b. si 4d(A,B) < h, entonces d(B,A) < h, para todo h >0
= si (A,B) € Td(h), también (B,A) € Td(h), para
todo h = 0.
{{) Para h = max {h' | h' & I} se cumple que Ty(h) = PxP.
L4{4) Dados h, h' € I, si h <h' entonces Td(h) Q‘Td(h').

LT(d) = Tq € DG(P), para todo d € CD(P).

Definicién. Dado c¢ € DG(P), se define la funcidn

U, PxP > R, |
tal que U (A,B) = min {her1| (a,B) e c(h)}, para todb (A;B)
€ PXP. e '

Pefindcdién, Sea V(P) = ;}ff3 ?i?f5f3}{fS

U ﬁé%éfff'V(P)}

donde U(c) = U,

Proposdicibn.

Prueba:
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{) Ya que c(h) es una relacidn reflexiva, se tiene que
(A,A) € c(h) para todo h € I y para todo A € P. Por lo
anterior U.(A,A) =min th €1 | (A,A) €Ec(h)} =0 pa-
ra todo A € P.

A4) U (A,B) =min{h €I | (A,B) €c(h)} > 0 péra todo
(A,B)E P x P, puesto que I CR* U {0}

44) U (AB)=min{h €1 | (A,B) €c(h)} = min{h €1 |
(B,A) €c(h)} = U,(B,A), ya que c(h) es una relacidn
simétriea. |

L Ue) = U, € CD(P).

Proposdicién. La funcibébn T: CD (P) - DG(P) es biyectiva.
Prueba: |
4) Sean dy , d, €CD(P), tales que d; ¥ d, para alguna pa
reja de objetos (A,B) € Px P. Supbngase que d, (A,B) <
dz(A,B). Sea dl(A,B) = h, entonces:
Tdy(h) = {(X,Y)EP x P | dy(X,Y) <h}, vy
Cma,m) = {xyer xp | d,(X,Y) <h
iqPor’lofque (A;B) € le(h) vy (A,B) ?'sz(h); entonces
Td (h) Frdyh) 2 T(dy) ET,).
© % T es una funcibn inyectiva.

Li)gHayléue*prbbéﬁwéﬁér' ue dado un dendrograma generali-

e de disimilaridad, tal.
que,laifpnciég ste, resulta e;;d drogra-
‘ma generali:

ces hay que probar que: T J. *‘esadecir'que 

T{U,(h)] = Ty (h) = (A,B) €P x P | Uo(A/B)< h}=
C
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c(h). :
a. Sea (A,B) € TUc(h), ésto implica que U (A,B)< h.
Sea r = min {h'| (A,B} € c(h')}; entonces r<h. Ya
que (A,B) € c(r), y debido a la condicidn ({ de la
definicién de dendrograma generalizado, se tiene
que: c(r) S c(h) v por lo tanto (A,B) € c(h).
Sea (A,B) € c(h), entonces se tiene que UC(A,B)S h
y por lo tanto (A,B)E TU (h).

c
... T es suprayectiva v U es su inversa.

Dada esta biyeccidn es posible identificar a los coeficientes

de disimilaridad en P, con el conjunto de dendrogramAas genera-

lizados en P.

3.3 Dendrogramas y Desigualdad Ultramétrica

Es posible observar® que la relacién Téth)-éﬁ la mayoria de
las tablas de disimilaridad no es una relacidn de equivalen-
cia, ya que falla la transitividad. La siguiente definicidn co
rresponde a la dada en el capitulo 1 para dendrogramas, gque
son los dendrogramas generalizados para los que se obtienen re
laciones de equivalencia en cada nivel de asociacién. También
se establece laLCthiC;én'de ultrametria sobre los coeficien-
tes de disimiiariééd;~é fh§ﬁéra qug;:lpé ggé;1a.¢umplen son

los que se’

 Véase la tabla 6 del capitulo 1, seccidn 1.3.
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Defindicién. Un Dendrograma® es una funcién

c: I »E(P},
donde I = A Y {0}, con A CER"' e |1] <o E(P) es el conjun-
to de relaciones de equivalencia en P; gque satisface las si-
guientes condiciones:
{) Existe h € I tal .que c(h) = PxP,

I3

LL) h <h' = ¢c(h) €S c(h') con c(h) ¥ ec(h'), hy h' € 1,

Al conjunto de dendrogramas en P se le denota por D(P).

Se habla de relaciones de equivalencia en P, porque los
métodos JerfArquicos clasifican a loa objetos en grupos que
constituyen particiones en P. Para estos métodos el punto de
partida son las tablas de coeficientes de disimilaridad, y el
punto final son los dendrogramas.

La siguiente definicifn es la desigualdad ultramétrica,
que es una fuerte restriccibén sobre los coeficientes de disimi
laridad. Los diferentes métodos Jer@rquicos de clasificacién
son maneras distintas de transformar coeficientes de disimila-

ridad dados en coeficientes ultramétricos.

Dédinicién. Sea d € CD(P). Se dice que . d es un cge5¢c4ente de

 04¢¢m&£anLdad uttnaméz&&co,SI‘:‘: 

d(a,B) <max {d'B

'~para todos A; B y c e P

e ESta ef1n1c1on no- c01n01 e esencia mentefcon
“Jardine v R, Slb&onen "Mathematlcal Taxoncmy"

gservar. su equlvalencaa con la. dada en este capitula,
el apéndice B, seccidn B.1.
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Las tablas de disimilaridad cuyos coeficientes cumplen con es
ta propiedad poseen la caracteristica de que si se toman tres
objetos cualesquiera de P y se representan como puntos en el
plano, separados a una distancia igual a su coeficiente de di
similaridad, entonces los tridngulos asi formados son isbce-
les cuyos lados iguales son mayores que el lado desigual; o
bien, tridngulos equildteros. Dada esta representacidn de los
objetos, es posible observar que si un coeficiente es ultramé
trico en P, entonces también es una métrica en P ({.e, 4(A,B)
+ d4(B,CY = d4(aA,C) ). Esta condicién no la satisfacen la mayo-
rfa de los coeficientes de disimilaridad,

Ya que un dendrograma se define como una funcif6n c: I -
E(P), donde E(P) es el conjunto de relaciones de equivalen-
cia en P, entonces para que Td € D(P), se prueba a continua-
cibn que los coeficientes sobre los que se aplica la funcién

T, tienenaque cumplir la desigualdad ultramétrica.

Proposicion. Sea CU(P) el conjunto de coeficientes de disimi-

laridad ultramétricos en P, Entonces d € CU(P), si y s6lo si
Td(h) es una relaci6n de equivalencia para todo he 1.

Prueba:

4) Sea d €CU(P), entonces d(A,B) < m

I, como se demostré anteriormente
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Td(h) € E(P), para todo h € I,

i) Sea Td(h) € E(P), para todo he I. Dados A, By C P,
sea h = max d4(A,C), d4(C,B) } . Entonces: 4d(A,C)< h vy
d(c,B)<h, i.e. (A,C) e T4(h) y (C,B) € T4(h). Por
transitividad (A,B) ¢ Td(h)=> d(A,B)<h =fmax d(a,cC),
da(c,B) }.

SLd e Cu(p),

Por lo que, dado un coeficiente de disimilaridad ultramétri-

co, es posible asociarle un solo dendrograma gque lo represen-

te, y viceversa.

3.4 Métodos Jerdrquicos

Como se seriala anteriormente los métodos Jer&rquicos de clasi
ficaci6n se ven como funciones distintas d_ , que transforman
tablas de coeficientes de disimilaridad dadas en ultram&tri-

cas:

dX: CD(P) » CU(P).

Método de Zonexidén Simple. La idea de este m&todo, en t&rmi-
nos de teorfa de grdficas, es que en cada nivel h los grupos
formados son las componentes conexas de la gréflca "Gh ‘es
decir, se busca para cada nivel h, una partic16n del conjun—

to P de objetos, donde cada elemento de la part1c16n esté for

mado por los vértlces de una componente conexa de la graflca

Gy, inducida por la relacién Td(h) = {(A,B) ¢ P x P 1 d(A,B)

< h} en RS(P). El algoritmo con el gue opera este método es
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el siguiente:

Dado d € CD(P) y h € I,

1. Considé&rese h = Q.

2. Constrdyase la grafica Gh’ en donde los vértices son
los elementos de P y las aristas unen aquellos vérti-
ces que tienen un coeficiente igual o menor a h.

3. Encuéntrense las componentes conexas de Gh' A cada u-
na de ellas se les denomina Ch‘

4. Unanse los vértices de cada Ch' Los grupos a nivel h
son los subconjuntos ajenos de P que resultan de esas
uniones y los vé&rtices de las componentes conexas que
no fueron modificadas.

5. Si todavfa no hay un solo grupo, pasar al valor inme-
diato superior de h y volver al punto 2.

Las disimilaridades escogidas en el punto 1 y después‘de-cada

paso por el 5, son las correspondientes a la tabla resultante

"d " del método de Conexién Simple, que se define de la si-

guiente manera
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donde 2 C CD{(P). Para cada subconjunto Z»escogido—se define

un método dx' tal gue

d (@) = sup (a* €2 |a*< a3}, cond €cp(p),

es decir, dx(d) es el elemento mds grande de Z que es domina-
do por la tabla original dada d. Al método asi definido se le
llama el Mé&todo Z-subdominante de d. De esta manera, estos mé

todos reciben el nombre de Métodos Subdominantes.

Dedinicién.Sea ¥ S CD(P). Se dice que Y es un subconjunto aco

tado gi existe 4, CD(P) tal que d €Y =d <d,.

Definicibn.Sea Y C CD(P) acotado. Se define el supremo de Y
como : | |
(sup ¥) (A,B) = sup {d(A,B) |dE Y},

para toda pareja (A,BjJE P

Definicifn.sea 2CCD(P) v d (d) =(a’€z | g

< d}# ¢ tal que
sup dx(d) €1z, entOﬁéeé"Zjdefine;un,método subdominante 4.

Un conjunto 2 ﬁal;1§é 1lamawAuchgn4ado.

Proposicidn.El método de Conexi6n Simple (d_(d)) es el método

) EL.

d e db(P),

{{) Dado X ¢ CU(P) acotado, entonce'sup X & Cu(P).
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Después se demuestra que:
L{44) dg (d) € CUu(P), para todo d € CD(P).
LV) ds(d) £ d, para todo d € CD(P).
v) Dado 4d' € CU(P) tal que 4' < 4, entonces 4d'< ds(d).
Y por lo tanto d_(d) = sup {d*E cu(p) | a¥ < al.
Prueba:
£{) El conjunto Y = @ e cu(p) | a* <a) # ¢, vya que al
menos la tabla que tiene solamente ceros en sus entra
das (do), es uno de sus elementos por ser ultram&tri-
ca y porque do < d, para todo d € CD(P).
i{) Sean Ay BeP, sea X & CU(P) acotado. Ya que X es aco

tado, entonces sup X existe., Sea (sup X) (K,L) =

dr(K,L) para todo (K,L) € P x P; entonces dado C € P:

d_(a,B) = sup {a(a,B)}< sup [max {da(a,c), a(B,C)}] =
deX de¥x
= max {sup[ d(A,C) ], sup{ d(B,C)]} =
deX dex :

= max {dr(A,C), dr(B,C)} .
dr € cu(p).

Entonces, de { e {{ , CU(P

_éﬁine un método subdominante.

a definicién, basta observa

dos tres elementos cualesquierade B el valor

a_ (d) (c,B), (@) (a,c),

a_(d)(A,B)). Sea B = max {d

ds(d)(C,B)}. Entonces, por construccibn de Ch, para
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el nivel de asociacibén f, existe una componente co-
nexa CB tal que (A,B) € Cﬁ, por lo que: g =
dg(d) (A,B) < <a, ~a = 8.

4v) Por construccién de Cyr Ya que en todo nivel s6lo se
aumentan aristas, si d4(A,B) = @, entonces (A,B) € Ca
= d (d)(A,B) = min {(h | (A,B) € C } < o = d(A,B).

v) Sea d4' € CU(P), tal que 4' < 4. Supbngase gque 4' >
ds(d), entonces existe (A,B) € PxP tal que &' (A,B) >
d_(d) (n,B). Sea a = d_(d) (A,B) = min {h | (A,B) € C_},
entonces existen A = Vir Vo v3,...,vq = B € P tales
que d(vi,vi+1) <q, 1=1, 2,...,9-1. Ya que 4' €
CU(P), se tiene que
a'(a,B) <max (d'(A,vy), d'(v,,v3),...,d" (Vo _;,B))

< max {d(A,vz), d(vz,v3),...,d(vq_1,B)}
S o= ds(d)(A,B), lo gque es una contradiccién.
d' < ds(d).

. 4 (d) (A,B) = min {h | (n,B) € Cy, 1= sup (@* € cu(p) | a*< a)

para todo (A,B) € PxP,.

En teorfa de gr&ficas, un AnboLHGenendddif é‘dna g§§fi—

ca G, es una subgrdfica conexafgnglaSQQ °’ ;?los_
Y due contiene a todos’losgpuﬂﬁbé;ééﬁé.;‘ ‘
le asigna un valor numéribb; éntoncessla Zaﬁ a unférbol
es la suma de IOS‘Véléres de sus aristas.,Sé?ééﬁipe gﬁ?Anboﬂ

de Minimo ALcance de una gréfica G, como un éfboIernéfador

cuya longitud es miInima con respecto a las 1ongitudes de to-
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dos los posibles &rboles generadores de G. Existen diversos
algoritmos para encontrar el &rbol de minimo alcance de una
determinada grdfica (que no tiene porqué ser finico). Entre é&s
tos se encuentra, por ejemplo, el siguiente:

1. Escoger la arista cuyo valor asociado sea el mds pe
querio, para formar parte del &rbol de minimo alcan-
ce. Esta arista no debe formar ciclos con las ante-
riormente escogidas, de lo contrario no se seleccio
na.

2. Repetir el paso anterior N-1 veces, donde N es el
nmero de vértices de G.

Se ha observado que existe una relacifn entre el concep-
to de &rbol de minimo alcance y el método de Conexidén Simple.
Es posible demostrar que la familia de grupos determinada por
un cierto nivel X en el dendrograma obtenido al aplicar el mé
todo de Conexi6fn Simple a una tabla de disimilaridades, co-
rresponde a las componentes conexas que resultan al quitar
del A4rbol de miﬁimo alcance todas las aristas cuyo valor es
mayor que X. Para ilustrar esta idea se presenta el siguiente
ejemplo, considerando la tabla que se muestra en el capitulo

1 para aplicar el mé&todo de Conexién Simple.

, A

AlB C] D] E1F] o] H
A0l 3| 4] 5ho] islo H !
Bl [0l 3 2] 6] 2130
C ol 1/ 5] o @ G 0
D O} 4y Al1op 2
T NERE
r S ¥ f
G 3 -
H 0 N

Figura 1
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El anterior es un &4rbol de minimo alcance para la grdfica cu-
yos vértices son los objetos A, B, C,...,H y cuyas aristas

tienen como longitud a los valores de los coeficientes de di-

similaridad correspondientes.

e e e e e .- —— it

1

1

e
]

!
o KB . Now F oD

figura 2.

Para el nivel de asociacibn 3, la flgura anterlor muestra la
familia de grupos correspondlente a 1as .componentes conexas

del &rbol de minimo alcance.

Algunos comentarios y demostragiOnes de gque &Aste es un

método continuo pueden verse en‘"Euizy Relations and Dendro-

grams", de A. L&pez y G. Esplnds; “en "Mathematical Taxono-

my", de N Jardlne y R SleO

éléoritmo con el que7t?§baja'

esteymétodo d:(d) es el=51gu1ente'

elec01o a elrcoeflclente de dlSlmllarldad més

;,pequeno, unléndose los objetos correspondlentes -en

un grupo (si hay varios iguales, entonces el orden

en que se consideran es determinante para los re-
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sultados que se obtienen, como se senala anterior
mente) .
2. Se recalcula el coeficiente entre el nuevo grupo
y el resto de los objetos de la siguiente manera:
d(X,¥Y) = max {d(x,y) | xe X, yeY},
dohde X vy Y son objetos o grupos de objetos.
3. Si todavfa no hay un solo grupo, volver al paso 1.
Los coeficientes seleccionados en el paso 1 son los resultan-

tes dc(d) en la tabla final.

En té&rminos de grédficas, los grupos en las familias obte
nidas en cada nivel de asociacién diferente, son subgréficas

maximales completas de la gr&fica inducida por Td(h). A pesar

de que éste es un método Jer&rquico, en el que las familias

resultantes est&n constituidas por grupos cuya interseccién
es vacfa, puede suceder que en un momento dado ocurra un tras
lape en vértices comunes a las subgrdficas maximales comple-

tas para un determinado nivel de asociacién. Considérese el

siquiente ejemplo:

J
JlkloiM]N

J |0 6] 3 N “’
K ots51{ 810

2] .
L 0] 812 Gy r
M R "o :
N 0

figura 3 ..

A un nivel de asociacién 3, las subgrdficas maximales comple-
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tas de G3 son las determinadas por los siguientes conjuntos:
{toy,{x}y,{}y, (M} {n} {Jg,8m )}, {J,k}) Estas sub-
grdficas representan a los grupos en la clasificacién, y no
sonbajenas. Este problema surge como consecuencia de una ma-
la definicién del método; sin embargo &sto pasa inadvertido
yva que dependiendo del orden de entrada de los coeficientes

de disimilaridad, se considera como grupo en el dendrograma a

la primera subgrdfica maximal completa gque aparece.

Métodos Promed{io®. Como se seflala en el capitulo 1, en estos
métodos los valores de salida no son funciones continuas de
los datos de entrada; de igual manera sucede con el mé&todo
de Conexifén Completa. N. Jardine y R. Sibson consideran que
estos mé&todos no estdn bien definidos, y proponen una idea,
que senalan, sigue siendo un método discontinuo; esta idea
consiste en unir grupos simultineamente cuando se encuentran
coeficientes iguales, variando s6lo la manera de recalcular
las disimilaridades al utilizar los distintos métodos. Esto
se ilustra con el siguiente ejemplo: considérese la tabla 1
de disimilaridades, donde & es una constante pequena, ya sea
positiva, igual a cero, o negativa; a esta tabla se le apli-

can diferentes métodos, entre ellos, un m&todo Promedio.

alB]c

A|O[ite] 2

B 0 [i-e ~ tabla 1
C 0 e

 véase el apéndice A, seccidn A.l1 pard los diferentes métodos.
. ira -los. d ;

Ejemplo tomado de "Mathematical Taxonomy! de N. Jardine y R.
Sibson, 1971, ' '
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El siguiente cuadro muestra los dendrogramas y tablas de disi-

milaridad para los diferentes valores de ¢.

€ <0 g=0 e > 0
2. P P 2 b
1- €
o Ap 20T {"‘L‘ -~ 1° I -
21+ el A
E o —0
@ A B C A B C
o
10
o al B| C AlB]|C Bl C
2 1+ 1-¢ 1 0{1+€|14€
(0]
O 011-¢ ol 1 0{1-€
0 0 0
1
3} b S N 2 L. -
+
PR > TP PP 14 Elema bpec b -
2 1 el ity EEESE A SIE 2 1 - - 1 r-:——v---—m«--—-
o1 1+ e - kg tadieaiid j-"e""?" -=
g
ol —0 —0 )
- B C A B C 3 C
0O -
o B |cC A{B{C 5] C
2 A 1 ol1+¢g| 2 Alol11l1 ol 2] 2
O
o B 0|2 P ni{1 nl1-e
0 C 0 0
w
o
- ) SEE—— N i T S ek
4 . -
m%“-r-f-~- L. o +
‘ S IR D B - L N R D
AR -1 ? 1€ F--1-- -
Fu;
i Y 0 .0
C; A B C B C A 3 C
. Al Bl C AlBlC 3 |C
17} . 3 : ’}e‘é £
% A 0 .‘"?"E—a:'_:‘ A 0 1 1 A O?+2 2+2
b g B 011 B D {1-€
2 3
0 C 0 C 0
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Es posible observar que en el caso del mé&todo de Conexién Com-

pleta y en el de los mé&todos Promedio, que proceden en forma
similar a la del método Promedio entre grupos, al hacer variar
de poca manera los datos de la matriz original, se producen
cambios considerables en las tablas resultantes. Solamente en
el caso del método de Conexifn Simple se trata de una funcibn

continua en este ejemplo, aunque, como se dijo anteriormente,

es posible demostrar que &sto vasa para todos los casos.
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CAPITULO 4

4.1 Conjuntos Maximales Completos y K-transitividad

En ei capitulo anterior se expone la construccidn de un siste

ma Jer&rquico de clasificacibn, en donde los grupos obtenidos

por los diferentes métcdos corresponden a las clases de equi-

valencia inducidas por las particiones resultantes en cada ni-
vel de asociacibn. En la generalizacifn a un sistema Numé&rica-
mente Estratificado se extiende el concepto de relacidn de e-

quivalencia al de "k:équivalencia", de manera que los conjun-
tos obtenidos de esta relacidn al aplicar los métodos, dan lu-

gar a grupos que cumplen con la propiedad de ser conjuntos ma-

ximales completos.

Defindicidn. Sea R &€ RS(P). Un Cdnjunto Maximaﬂ Compteto para

R, es un subconjunto SC P que satisface las 51qu1entes condl—

ciones:

L) 8x8 CR,

i) A €5 = existe B € ! tal que (A,B) € R.

ot déksﬁﬁgréfica maximal com

“para la que exmsten to-

' cohjuhto de vértlces que la



69

Definicifn. Sea R € R(P]. Se dice que R es una relacifn k-ztran
sltiva si satisface la siquiente condicifn:
{({A}rsS) U(sxS} LV (Sx{ B} IC R = (A,B)e R, donde

A, B €P, S CP tal que |s| = k.

Cuando R es una relacién reflexiva, esta condicidn equivale a
la usual de transitividad cuando k = 1 y se sustituye al sub-
conjunto S por un tercer elemento "C", Fn el caso general, es-
te elemento individual se extiende a S, que es un subconjunto

completo de P.

S

figura 1

Definicibn. Sea R € R(P). R es una relacién de k-equivalencia,

si R € RS(P) vy R cumple con la k-transitividad.

4.2 k-Dendrogramas y Desigualdad k-Ultram&trica

La relacidn Td(h) no cumple con la transitividad en la mayorfia
de las tablas. De la misma forma esta relacibén diffcilmente es
k-transitiva. Para obtener los dendrogramas generalizados para
los que se consiquen relaciones de k-equivalencia en cada ni-

vel de asociacibn, se presenta en esta seccién la def1n1016n

de k—dendrograma, que corresponde a’ 1a dada en el capitwlo‘Z

De igual manera que se qenerallza el concepto de dendroarama

al de k—dendrograma,'se‘extiende la condicién de ultrametria a
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la de k-ultrametrfa, para asf demostrar que los coeficientes

k-ultramétricos se identifican bajo la funcién T con los k—deg

drogramas.

Definicibn. Un k-Dendrograma® es una funcién

c: I >F, (P),
donde I = A U {0} , con A CR e |I| <=; E (P) es el conjun
to de relaciones de k-equivalencia en P; que satisface las si

guientes condiciones:
4) Existe h € I tal que c(h) = PxP,

44y h <h' = c(h) Sc(h') con c(h) #c(h'), hy h' € 1,

Al conjunto de k-dendrogramas en P se le denota por Dk(P).

Defindicibn. Sea SCP y d €CD(P), entonces el didmetro de S,

dado d, se define de la siguiente manera:

diam(d,S) = max{ d(X,Y)[ X, Y €5}

Los coeficientes de disimilaridad que cumplen con la siguiente
condicién son los coeficientes k-ultramétricos. La aplicacidn
de distintos métodos Numéricamente Estratificados, al hacer va

riar la k, d& lugar a formas diferentes de transformar tablas

de disimilaridad dadas, en k-ultramétricas.

iguai que en el capituld 3, esta definicidn no coincide con
la de N. Jardine y R. Sibson en la misma publicacidn. Véase
el apéndice B, seccidn B.?2.
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€ P. Se dice que d es un coeficiente de disimilaridad k-ULtra-

métrico si cumple con la siguiente condicién:

d(A,B) <max { diam(d,s U a}), diam(d,s U BN},

o bien:

d(a,B) <max{d(x,¥y) |X €s U {a,R}, ¥ €53,

De la misma manera que en el capitulo anterior, va que un k-

dendrograma se define como una funcibén c: I - E (P), donde

Ek(P) es el conjunto de relaciones de k-equivalencia en P, en-
tonces para que Td(h) EEDk(P), se procede a probar que los coe
ficientes sobre los que se aplica la funcién T tienen aque ser

k-ultramétricos.

ProposLcibn. Sea CUk(P) el conjunto de coeficientes de disimi-
laridad k-ultram&tricos en P. Entonces d € CUk(P), si y sblo

si Tg(h) GEEk(P), para todo he I.

Prueba:
L) sea d € cy, (P). T,(h) € RS(P), para todo h€ I, como se
demostr6 anteriormente. Sea h€ I, Ay B € P, s cp

tal gque Is!| = k, entonces:

(i xs) U (sx8) U (sx{Bh) ¢ T4(h) :d(x'vr).j}:‘é ara
todo (x Y)G {((A}xs) U (8xS) U (Sx{B})} =
a(a, B) <max {d(X Y) | X es u {AB}, ¥ G;.SZ
(a, B) ET (h) | | i
S Ty (h) G E (P),‘Para‘todo he 1; 3;%}A

L4] Sea T (h) € E (P), para todo ‘hE 1I. Dados A y B'EfP}

sS¢gpP tal que \SI = k, sea h = max {d(X,Y) | xe su {a,B},
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Y €S}. Entonces: d(X,Y¥) < h, para todo (X,Y) €
{ s Uu{A,B}xS}, 4.e. {({A}x8) U (8x8 y (sxBM G

Td(h). Por k -transitividad (A,B) € Td(h) = d(A,B) <h

= max {d(X,¥Y) | X € s y{A,B, Y€ S}.

d € CUy (P).
Por lo que, dado un coeficiente de disimilaridad k-ultramétri
co, es posible asociarle un solo k-dendrograma que lo repre-
sente, y viceversa.

Proposicibn. Sea 4 ECD(P). Si d € CUk(P), entonces d ¢

CUp,yq (B

Prueba: _
Sea d € CUy (P), S ¢ P tal que |S| = kt1, y (A,B) € PxP.

Sea C € 8§, y R = §=-{C}.

< max {d(X,Y) | X € s u {A B}, Y € s}” a€

CUr+1(p).

PhopoA¢CL6n. Sea 4 € CD(P) S T’(h);gfgk(P), para todo h € I,

entonces T, (h) e f“‘

La figura Zf@I



/CD(P) = CUy_, (P) -““”/

/ cu,(P) k

pae. - -

y simétrica en un conjunto de |P| puntos, es también (|P-1])-

transitiva.

4.3 Métodos Numéricamente Estratificados

En el capitulo anterior se demostré que el método de Conexidn
‘Simple es el método CU-subdominante de 4, para 4 € CD(P). Es-
to, en cierto sentido, hace que el resultado obtenido sea el

mejor posible bajo condiciones impuestas. Sin embargo, debido

al defecto de encadenamiento que posee, produce demasiada sim
plificacién en los datos originales, con un alto grado de de-
formacién. Lo que los métodos Numéricamente Estratificados ha
cen, es brindar un estado intermedio de simplificacién y de-

formacién, construyendo sistemas que se basan en la defini-
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ci6én de métodos subdominantes. Estos m&todos, como en el caso

Jerdrquico, son tambié&n maneras diferentes de transformar coe
ficientes de disimilaridad dados en coeficientes k-ultramétri
cos ,para k =1, 2, ..., N-1; es decir, son funciones dk:
CDh(P) — CUk(P). Los grupos en la clasificacién son los conjun
tos maximales completos en los datos resultantes para cada ni
vel de asociacifn. Si se tomaran en consideracién los conjun-
tos maximales completos inducidos por una relacidn R, tal que
R € RS(P), entonces &stos podrian formar un conjunto dificil
de interpretar, por lo que al dar restricciones en el trasla-
pe de ellos, se trata de obtener una mejor descripcién de
los grupos en la clasificacibn.

En el capitulo 2 se habla de diferentes tipos de restric
ciones en el traslape entre grupos, y se exponen m&s tarde,
los métodos Bk que corresponden a restricciones de tipo abso-
luto. N. Jardine y R. Sibson en "Mathematical Taxonomy" pre-
sentan también otro tipo de métodos Numéricamente Estratifica
dos due se basan en restricciones de tipo interno. Estos mé-
todos llamados Cu,no hacen la transformacién a coeficientes
k-ultramétricos, sino a otro tipo de coeficientes; sin embar-

go en esta seccién no se incluyen, ya que el interé&s béasico

de este trabajo radiqa,én7ios métodos Bk'

st4n basados en la restriccibn

onjuntos ma

ximales completos para un cierto nivel, '

k-1 elementos de P. La k toma valores 1,2,;..;N~l, donde |P!i=
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N. Asft, B, corresponde al método de Conexibén Simple, y a medi
da que k crece se permite un mayor n@mero de elementos en el
traslape, hasta que k=2 N-1, con lo que se obtiene la identi-
dad. Para constituir los métodos Bk se construyen conjuntos
de coeficientes de disimilaridad que definen métodos subdomi-
nantes; es decir, conjuntos sup-cerrados tales que sus elemen
tos corresponden bajo la funcién T a los dendrogramas dgenera-—
lizados que cumplen con la propiedad de que el traslape entre
los grupos resultantes para cada nivel, tiene a lo mis k-1 ob
jetos deP. Estos conjuntos sup-cerrados son los coeficientes
de disimilaridad k-ultramétricos, y los dendrogramas generali

zados con la propiedad mencionada son los k -dendrogramas.

Proposicifn.

Sea R € RS(P). R es ktransitiva si y sblo si,

los conjuntos maximales completos para R se intersectan en a
lo mds k-1 obijetos de P.

Prueba:

() Sea R €ERS(P), tal que R es k -transitiva. Dados S1 Y
82 conjuntos maximales completos para R, supbngase
que |s; N S,| »k. Sea A€ 5, y B € S,; debido a la
k -transitividad, se tiene que:

{({alx(s; Nsy)) U ((s; N sS,)x(sy N s,;) U ({5, N Sy)x

{B})} ©€R = (A,B) € R. Pero como S, Y S, son maxima-

" les completos para R, entonces A € S, y B € 5,7 es

decir: 8, = S, P r lo tanto S #* S, ”‘lSl N 52| <k .

{{) Sea R € RS(P), tal que dados dos conjuntos maximales
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completos para R, Sl Y Sz, si son diferentes, enton-
ces |5, N S,| <k . bpados A, BE P, y S S P tal que

|s| =k, sup6ngase que {({A}xS) U (Sx8) U (sx{B})lC
R. Entonces {A}xS y Sx{B} son conjuntos completos pa
ra R. Sean SA M SB los conjuntos maximales completos
que contienen a {A}xS y a Sx{B} respectivamente. Ya

que S &S, NS,y |s| =k, entonces |5, N s, |=k =

a " Sgl
SA = SB‘ Por lo tanto, (A,B) € SA = (A,B) € R,

. R esk -transitiva.

Por lo que, la k-transitividad es la condicifn neceaaria y su
ficiente para pedir conjuntos maximales completos que se in-

tersecten en a lo mis k-1 elementos.

La idea de los métodos B, en términos de gr&ficas, con-
siste en ahadir aristas a la gr&fica inducida por la relacién
Td(h), de tal forma que se obtienen nuevas gré&ficas en las
que cada pareja de subgréficaé maximales completas tiene a lo
mds X-1 vértices en la interseccién. Los vértices de estas
subgr&ficas son los grupos en el nivel correspondiente. El al
goritmo con el éue proceden estos métodos, es el siguiente:

Dado 4 € CD(P) vy h € 1, parak = 1,2,...,N-1,
1. Considé&rese h = 0,

2. Constridyase la gréflca Gh’ en d”nde 1’>

presentan a los objetos de P y las arlstas unen a~

quellos vértices cuyos coeflclentes de dlSlmllarl—

dad son menores O iguales a h.
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3. Encuéntrense las subgr&ficas maximales comple-
tas de Gh'

4. Si dos subgrdficas maximales completas se intersec
tan en k o md4s elementos, afddanse las aristas ne-
cesarias para convertirlas en una sola subgréfica
maximal completa.

5. Si se anadieron aristas, vuélvase al punto 3, con-
siderando ahora la nueva grafica.

6. Los grupos resultantes para este nivel son los con
juntos de vértices correspondientes a las subgrifi
cas maximales completas de la nueva 9r&fica, a ca-
da una de las cuales se les llama Ci.

7. 8i afin no hay un solo grupo o una subgr&fica maxi-
mal completa, increméntese h y vuélvase al punto 2

Los coeficientes de la tabla dk’ correspondiente a la aplica-

cién del mé&todo Bk’ se pueden obtener a partir de 1las Ci, de

la siguiente manera:

Definicibn., Los métodos Bh ' para k “1,2,...,N -1, donde N =

}Pl, son funciones

tales que:

donde (A,B) € PxP h E I y Ci es alguna de las subgraflcas ma

ximales completas descrltas en el punto 6 del algoritmo ante-

rior.
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ProposLcidn. Los métodos Bk’ conk =1,2,...,N-1 , donde N =

[P|, son los métodos CU,-subdominantes de d, es decir:
d, (@) = sup {a* ecu (p) | &" <a},
para todo 4 & CD(P),

Primero hay que probar que CUk(P) define un método subdominan

te, es decir :

£{) El conjunto Y = {d* € CUk(P) |.d* <€ dl# ¢ , para todo

d € CD(P).
£4) Dado X g_CUk(P) acotade, entonces sup X € CUk(P).
Después se demuestra que:
LAL) dk(d) € CUk(P), para todo d € CD(P).
Lv) dk(d) < d, para todo d € CD(P).
v) Dado 4' & CUk(P) tal que d' < d, entonces 4d'< dk(d).
Y por lo tanto d, (d) = sup (a* e Cu, (P) | a¥ <a }.
Prueba:
£) El conjunto ¥ = {d* € CUy (P) | a* < d] £¢, vya que la
tabla que tiene solamente ceros en sus entradas (do),
es k-ultramétrica y d0 < d, para todo 4 € CD(P).
{{) Sean A 'y B € P. Sea Z C CUk(P) acotado. Ya que Z es a

cotado, entonces sup 2 existe. Sea (sup 2) (K,L) =

dz(K,L), para todo (X,L) € PxP; entonces dado S C P,

talvque‘ls|,= k:,

51} < sup (max fatk¥) | K e S U

€Z

= max {d_(x,¥) | X € s U {(a,B} , Y € S).




Entonces,

T LLL)

Lv)

v)
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dz € CUk(P).

de [ e ({4, CUK(P) define un método subdominante.

Para demostrar que dk(d) € CUk(P), para todo d €

CD(P), basta ver que dados k+2 elementos de P, el

coeficiente mayor de dk(d) aparece por lo menos dos

veces. Sean A Al' Az,....A

0’ € P. Sea o =

k+1
A () (Bgrdyy) o pax {dk(d)(AL'Aj)}’ Ly j=0, 1, 2,
yeeek+l, Sea B = max {dk(d)(AL,Aj)} tal que £ y f

toman los valore anteriores, menos [ = 0 y = k+1

simult&neamente. Entonces por construccibn de Ci,

para el nivel de asociacibén B, existe una subgrafi-
. B B
ca maximal completa Ck tal que (AO,Ak+l) € Ck' por
lo que: a = dk(d)(Ao,Ak+l)< B <a, ~a = B.
Por construccién de Ci, ya que en todo nivel s8lo
se aumentan aristas, si d(A,B) = o, entonces
h

(A,B) € Cpp =d,(d)(a,B) =min (h | (&,B) €C } <«
= da(a,B).

Antes de demostrar este inciso, se prueba un resul-

tado que es en cierto sentido equivalente, y que

- sirve para hacer la demostracifn mas sencilla. Se

prueba que: T; (h) = min {r € Ek(P) | Td(h) C Rr}.
k

Ya se demostrd que d € CUk(P) o Td(h) es k-transiti

va para todo h, o lo que es igual, d &€ CUk(P) «

Ty(h) € E, (P) para todo h. También se vid que 4, (d) -

<4, y que dk(d) € CUk(P), para todo h. Por lo ante

rior, y por construccifén de T, se sigue que Td(h) @
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7. (h) para todo h, y T, (h) € E_(P) para todo h.

Por lo tanto, probar que Td (h) = {min R EEEk(P) |
k

Td(h) CR } equivale a demostrar que Td (h) se cons
" 2

truydé anadiendo a Td(h) el minimo nGmero de elemen-
tos de PxP necesarios para obtener una relacidn de
k-equivalencia. Se desea probar, entonces, que da-

do (A,B) €{T_ (h) - T_(h)}, entonces R = Ty (h) -
dk d K

{(A,B), (B,A)} no es una relacibén de k-equivalencia
en P. Prueba: con base en la definicidn del mé&todo

Bk’ y del algoritmo para construir las CE, (A,B)

e Td (h) - Td(hﬂ = existe h' < h tal que en 1la
k

gréfica asociada a T3 (h') existen SA y SB subgré-
k

ficas maximales completas, tales que A € {SA - SB}

- S
yBe s, -85 1y [s NS,| >k Como s, y S, son

subgr&ficas maximales completas, entonces (X,Y) €

T. (h') para todo X, ¥ €s_, v (X,¥) €T, (h') para
dy A d,

todo X, Y € SB' Sea S =1 Vl'VZ""'Vk}g' SA N SB'

entonces {A }xS C Ty (h') & Tg (h) v i{Blgs CT, (h")C
K k 1

T. (h); adem8s SxS ¢ T, (h'}) ¢ T. (h). Estas tres
d d d
k k k
Gltimas afirmaciones implican que R = T, (h) -
k
{(A,B), (B,A))} no es k-transitiva; Td (h)ﬁ% min
i  ~:,‘ k —,7;;',,. S

{Rve E, (P) |.Td(hf.g R}. Fn el iﬁéi%é_@;ilse”de—

muestra que el resultado de aplicar el método By
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es k-ultramétrico; es decir, que el algoritmo anade
en cada nivel, aristas suficientes para obtener una
relacién de k~equivalencia. Ahora se acaba de pro-
bar que todas las aristas que anade el algoritmo en
un nivel, son necesarias para obtener una relacidn
de k-equivalencia. Con este resultado es inmediato
demostrar el inciso v: sea d' € CUk(P) tal que 4d'
d, entonces para todo h se tiene que Td(h) g;Td(h‘)

Yy Td.(h) € Ek(P) = Tq (h) Q‘ra,(h) para todo h =

v <3 k
a' < k(d).

dk(d) = min (h | (A,B) Eci}= sup { d*GCUk(P)| d*gd}
para todo (A,B) € PxP.

Proposicibn, dk(d)(A,B) < dk+l(d)(A,B), para todo (A,B) € PxP
vy k=1,2,...,N-1, con P |= N.
Prueba:
Anteriormente se demuestra que si d € CUk(P), entonces
_ * *
d € CUk+l(P), ya que dk+1(d) = gup { 4 € CUk+1(P) | 47°<

d}, entonces dk(d)(A,B) <§dk+l(d)(A,B), para todo (A,B)
€ PxP.

Dada la forma en que se definieron estos métodos, es posible

observar que se trata del método de Conexidn Simple cuando k =
1. Asi, al ir aumentando el valor de k, se va deformando en me
nor grado la informacibn contenida en la tabla de disimilarida

des original, hasta que k » N-1 se obtiene esta fltima; es de-

cir B, = I para k > N-1. Esto sucede, ya que como se sefala an
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teriormente, toda relacién definida en un conjunto de N obje-

tos es N-1 transitiva, y por lo tanto toda tabla de disimilari
dades de N objetos es N-l-ultranmétrica..Debido a ésto, se tie-
ne que dk(d)(A,B) = min{ h| (A,B) € C? } = 4(A,B), para todo
{A,B) € PxP y k 2 N~1; es decir, la tabla original nunca se al
tera ya que en ninglin momento es posible agregar aristas para
completar subgrdficas maximales completas. En el capftulo 2 se
menciona que estos métodos poseen la ventaja de que al aplicar
los para los valores mayores de k, se puede obtener la tabla
resultante para valores menores a partir del producto de esta
aplicacibn, y no de la tabla de disimilaridades original. La
siguiente proposicidn establece este hecho.

Proposiedlbn, Bk o Bk+1 = Bk' para kK = 1,2,...,N-1.

Prueba:
En las proposiciones anteriores se establece que dk(d) <

dk+l(d} < d, para todo d € CD(P). Al aplicarles el mé-
todo B, a cada uno de los elementos de esta desigual-
dad, se obtiene: dk(dk(d)) <X < dk(d). Ya que

* * -
d, (d) (d)) = sup {a" € CUk(P) | aF < dk} = d, (d), enton

cess dk(d} <X dk(d}, por lo que X = dk(d).

Ademis de esta ventaja y de la posibilidad de escoger el grado
de deformacibn que el usuario juzgue conveniente cgue sufran

lns datos originales?, se habla tambi&n de la continuidad de

2 ygase la nota & del capitulo 2.
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teriormente, toda relacibn definida en un conjunto de N obje-

tos es N-1 transitiva, y por lo tanto toda tabla de disimilari
dades de N objetos es N-l-ultram@trica. .Debido a é&sto, se tie-
ne que d, (d)(A,B) = min{ h| (aA,B) € ci } = a@m,B),
(A,B) € PxP y k = N-1; es decir, la tabla original nunca se al

para todo

tera ya que en ningfin momento es posible agregar aristas para
completar subgridficas maximales completas. En el capftulo 2 se
menciona que estos métodos poseen la ventaja de que al aplicar
los para los valores mayores de k, se puede obtener la tabla
resultante para valores menores a partir del producto de esta
aplicacidn, y no de la tabla de disimilaridades original. La

siguiente proposicibén establece este hecho.

Proposdicldn. Bk ° Bk+1 = Bk’ para k = 1,2,...,N-1.

Prueba:

En las proposiciones anteriores se establece que dk(d) <

dk+l(d) < d, para todo 4 € CD(P). Al aplicarles el mé-

todo Bk a cada uno de los elementos de esta desigual-~-

dad, se obtiene: dk(dk(d)) € X < dk(d). Ya que
* * -
d (d @) = sup {d" € cy, (P) | &% <4 } = dy(d), enton

ces: dk(d) <X <4, (d), por lo que X = 4, (d).

Ademis de esta ventaja vy de la posibilidad de escoger el grado
de deformacidn que el usuario juzgue conveniente aue sufran

los datos originales?, se habla también de la .continuidad de

2 yéase la nota 6 del capitulo 2.
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los métodos By . Como en el caso del método de Conexidn Simple,
los comentarios y demostraciones de esta propiedad no se inclu
yen en este trabajo, pero pueden verse en "Fuzzy Relations and

Dendrograms", de A. Lfpez y G. Espinosa, y en "Mathematical Ta

xonomy", de N. Jardine y R. Sibson.
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CAPITULO 5 i

5.1 Algunas consideraciones sobre la aplicacibn de Clasifica-
cién de grupos

En este capftulo se pretende sefialar algunos aspectos importan

tes para la comprensidn y aplicacibén de la teorfia de clasifica

cibdn. Con este objeto se citan a continuacibén los puntos que

marca M. Anderberg en "Cluster Analysis for Applications”:

1. Cualquier conjunto de datos puede ser clasificado
de muchas y diversas maneras, todas ellas signifi-
cativas. Cada clasificacidn puede resaltar diferen-
tes aspectos de los datos y no es posible hablar de
una sola clasificacién correcta. Esto es importante
va que puede resaltar aspectos nuevos, desconocidos
en la estructura de los datos. _

2. La clasificacién es un recurso para sugerir hipbte-
sis. La importancia de una clasificacién particular
radica en el hecho de observar cierta consistencia
entre los resultados obtenidos, asi como en su es-
tructura y hechos conocidos acerca del problema del

que se trata.

3. Ya que un conjunto de grupos resultantes de un méto

do de clasificacibn no es un resultado definitivo
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muchas veces es posible obtener resultados del mis

mo tipo, utilizando otros algoritmos.

4. Los métodos de clasificaciédn imponen en los datos
una cierta estructura que depende de los criterios
utilizados, y revelan otra que originalmente tenfi-
an. Esto sucede va que los métodos préacticos de
clasificacién trabajan con operaciones sucesivas
que.pueden ignorar algunos aépectos de los datos y
resaltar otros.

5. En relacidén a los puntos anteriores, puede ser co-
mfin que el resultado de una clasificacidn arroje
informacibén razonable sb6lo para una mnarte de los
datos originales. Es posible, entonces, analizar
separadamente aquel grupo o grupos, y estudiar la
aplicacidn de otra técnica al resto de los datos.

6. Es posible que sucedan cualesquiera de las dos si-
guientes situaciones:

a. Los datos pueden no contener ningQn grupo. Esto
puede pasar cuando al clasificar variables, és-
tas sean completamente independientes.

b. Los datos pueden contener un solo grupo. Esto
sucederfia cuando al clasificar variables, &stas

sean completamente dependientes.

5.2 Necesidad de aplicacibn de varios métodos en una clasifica

cibn
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Como se senala anteriormente, cada mé&todo de clasificacibén ori

gina deformaciones diferentes en la matriz de datos originales

y de esta manera hace resaltar aspectos distintos en la estruc

tura de los datos. Debido a esta razdn es conveniente que el u

suario no se base en los resultados obtenidos al aplicar un so

lo método de clasificacién, sino que debe comparar y estudiar

los grupos resultantes de diversos métodos; asi, se pretende

buscar similitudes, consistencias, o propiedades relevantes

considerando los criterios impuestos por los diferentes mé&to-
dos.

Se ha sefialado que algunos métodos Jerdrquicos y otros Nu
méricamente Estratificados, reproducen el dendrograma o k-den-
drograma original si se cuenta de antemano con tablas ultramé-
tricas o k-ultramétricas. Si se aplicara solamente un método
que no cumpliera con esta proniedad, no se sabria si se conta-
ba con una tabla ultramétrica o k-ultramétrica originalmente.

La conveniencia de usar diversos métodos al hacer clasifi
caciones Jerirquicas, puede verse en "Introduccidn a los Méto-
dos Jer&rquicos de Andlisis de C@imulos", de G. Espinosa y A.
Lopez. En cuanto a los métodos Numéricamente Estratificados es

recomendable comparar las situaciones resultantes al hacer va-

riar el grado de traslape permitido en los grupos obtenidos.
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APENDICE A

' A.l Coeficientes de Disimilaridad (Similaridad)

Sean X y X dos objetos, o dos grupos de objetos, y N el nfime-
ro de caracterfsticas en consideracién. Los siguientes son

los coeficientes citados en el capftulo 1, seccién 1.2:1}

1, Coefdiciente de Gower. Es un coeficiente de similaridad

que seutiliza para casos de tablas del tipo presencias-
ausencias, y para tablas con informacién cuantitativa

en general:

N W

za b 4% Zixy
14
W

i=1 ixy

8(X,Y)

donde

1 si la caracterfistica i es-
t&4 definida para los obje-
ixy tos Xy Y

0 en caso contrario

' Zixy se puede definir de dos maneras:

a. Para tablas del tipo presencias-ausencias:

si el estadc de la caracte
ristica i del objeto X,
coincide con el estado de
la caracteristica i del ob
jeto Y

en caso contrario

! Véase "Cluster Analysis for Applications", de M. Anderberg,
1973,
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b. Para tablas de valores cuantitativos en gene-

ral:
7 - 1- lKix - Kir‘ , donde

R,
i

Kix = valor de la caracteristica i de X,

Kiy = valor de la caracteristica i de Y,

R; = rango de la caracteristica i =
max K. - min K,
% ix ¥ iy.

2. Métnica de Minkowski. Es un coeficiente de disimilari-

dad para tablas de valores cuantitativos en general:

N
d(x,Y) = (z K. - xiylr y1/E,
i=1
donde r € R+ y es fijado por el usuario. Cuando r = 1

secbtiene la Distancia de Manhattan (3) o City Block, y

cuando r = 2, se obtiene la D{stancia Euclidiana (4).

Los siguientes cceficientes son todos de similaridad, y son a
plicables para el caso de presencias-~ausencias. Para definir-

los se utiliza el siguiente c6digo:
X vy Y son objetos o grupos de objetos,

p = nlimero de caracteristicas presentes en ambos Obje-

tos,

a = n(mero de caracteristicas ausentes en ambos obje-

tos,.

x = nfimero de caracteristicas

Yy no en el Y,
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=
il

nmero de caracterfsticas presentes en el objeto

Y ¥y no en el X,

4
i

nGmero total de caracterfsticas en consideracidén

(p+a+x+y) .

5. Coeficiente de Jaccand.

. P
s(X,Y) = - .
pt+tx +y
6. Coeficiente de Dice.
s(X,Y) = )
2p + x + vy

7. Proporcibn de Presencias y Ausencias Comunes,

p
s({X,¥) = — ——— °

8. Presenciaa Comunes.

A.2 Mé&todos Jerérquicds}? ¢m§M

Los métodos Promedio citados en el'capitulo 1, seccién 1.4,

son los siguientes:’
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Método Promedio entre grupos. También se le conoce como

Mean
Link, Unwedlghted Average, o Average Linkage between menged

groups. El algoritmo con el que trabaja este método es el si-

guiente:

1. Dada una tabla de disimilaridades, se busca en e-

lla la entrada menor. Se agrupan los objetos co-
rrespondientes en un solo grupo. Las disimilarida-
des menores escogidas de esta forma son las entra-
das correspondientes en la tabla final.

2. Se recalcula la disimilaridad entre el nuevo grupo
Yy los elementos restantes en consideracidn, de 1la
siguiente manera:

AKY) = zz d(X,¥)

xeX
Nx By yev

donde X v Y € P, o son dos grupos de objetos de P;

1

NX = nfimero de elementos de X,

NY = nfimero de elementos de Y.

3. Se repiten los dos pasos anteriores hasta que haya

un solo grupo.

Lo que hace este método es calcular el promedio aritmético de
los valores de los coeficientes de disimilaridad entre un ob-
jeto y los elementos del grupo al que puede pertenecer, O en-

tre los elementos de dos grupos que se pueden fusionar,

Véase "Cluster Analysis for Applications", de M.
1973.

Anderberg,
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Método Promedio dentho de grupos. También se le llama Mean

within off diagonal, o Average Linkage within zthe new ghroup.

Este m&todo opera con base en un algoritmo distinto al usado

por los métodos vistos anteriormente, que es el mismo en to-

dos ellos con excepcién de la manera de recalcular las disimi

laridades. El nuevo algoritmo es el siguiente:

1.

si se colocan en una matriz los elemen

ces M(X) se calcula considerando aquellas entradas por arriba

-

Dada una tabla de disimilaridades, se construve a
partir de &sta, una nueva tabla M de disimilarida-
des cuyas entradas son una "medida" que se asocia
al grupo que se formarfa al unir los objetos corres
pondientes al renglén y a la columna de dichas en-

tradas. Esta medida se calcula de la siguiente mane

ra:

1 S e
M(X) - d(xlx ) !

R,x'eX
Ny My = 11/ 2 7 e

donde X es un grupo de NX objetos; la diagonal de
la matriz M se mantiene igual; y si en los sumandos
se incluye a d(x,x'), entonces no se incluye a}
d(x',x).

En esta nueva tabla M se agrupan los objetos o gru-
pos de objetos cuya medida sea_ia,menor;

Se repiten los dos pasos anterib;és?héSta;formar-un

solo grupo.- -
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de la diagonal, por lo que se promedia entre NX(Nx -1)/ 2 e-
lementos. En particular, la matriz M que se obtiene de este

método al realizar el primer paso del algoritmo, resulta ser
la misma que la original; sin embargo, este algoritmo se pre-
senta as{, va que se utiliza para explicar el funcionamiento

de otros métodos en los que si ocurren cambios.

Método Promeddio pesado denino de grupos. También se le conoce

como Wedighted Mean within. Este método opera con el mismo al-
goritmo que el método expuesto anteriormente, sélo que en el

paso 1 la manera de calcular la medida, es la siguiente:

1 '
M(X) - z d(X,x ) .

1
NX X, x'eX

El "peso" que se le di& a cada grupo, es su propio tamaho.

Método Tncremento al Promedio pedado dentro de ghupos. Es lla

mado también Inchremento af Weighted Mean within. Este m&todo
funciona con el agoritmo usual (el del método de Conexidn Sim
ple, Conexién Completa, etc.); pero la manera de recalcular

las disimilaridades en cada paso es la siguiente:

d(X,Y) = M(2) - M(X) - M(Y)

’

donde 2 = X U Y; vy M es la medida usada en el m&todo Promedio

pesado dentro de grupos.
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APENDICE B

B.1l Definicién de Dendrograma de N. Jardine y R. Sibson. E-
quivalencia con la definicién del capitulo 3
El objeto de este apéndice es presentar la definicifn de den
drograma y k-dendrograﬁa de N. Jardine y R. Sibson!, y esta-
blecer una equivalencia con las dadas en este trabajo. Estos
autores definen un dendrograma como una funcién
c: [0, «) = E(P),

donde E(P) es el conjunto de relaciones de equivalencia en P,
Yy que satisface las siguientes condiciones:

) Existe h € [0, «) tal que c(h) = PxP,

id c(h) Cc(h') si h < h',

£i) Dado h, existe §> 0 tal gque c(h +¢)

it

c(h).
Esta tercera condicién elimina la posibilidad de que puedan

darse, por ejemplo, dendrogramas definidos de la siguiente ma

nera:

{(ar,A) para todo A € P}, para todo
c(h) = h e€(0,1],

PxP, para todo h € (1, =).
“

Este dendrograma tendria la misma tabla de disimilaridades Uc

resultante que el siguiente:

{{A,A) para todo A € P}, para todo
hef{o0,1),
PxP, para todo h €[1, «),

1)

c (h)

\

Véase "Mathematical Taxonomy", de estos autores, 1971,
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si se define la funcibn UC(A,B) = inf{h | (A,B) e€c(h)}, pa-
ra todo (A,B) ¢ PxP.

La condicidn {{{ asegura que los niveles de asociacibn en
el dendrograma, son nGmeros "bien definidos". Un nivel de aso
ciacién es un elemento del conjunto {(h € [0,«) | h'< h =
c(h) # ¢(h')} . Ya que en la pré&ctica, P es un conjunto fini-
to de objetos, las condiciones ({ e {{ bastan para asegurar
que también el nfimero de niveles de asociacibén es finito. Pa-
ra la constrﬁccién de la definicibn de dendrograma de este
~trabajo, se utilizd esta idea haciendo coincidir al conjunto
I con el de niveles de asociacidn en los dendrogramas defini-
dos por Jardine y Sibson. De esta manera, en el capitulo 3 se
define un dendrograma como una funcibn

lC: I -E(P), |
donde I = A U {0}, con A CR e |I| < «=; E(P) es el conjunto
de relaciones de equivalencia en P; que satisface las siguien
tes condiciones:
{) Existe h €I tal que lc(h) = PxP,
{{) h <h' = lc(h), ;,lc(h,',), con 1C(h) :f:lc(h'),z
hyh €1. |

Lo‘que'sefhaCef  1t ﬁﬁééiéh es mostrar una funcifn biyecti-
va del;c@ﬂjﬁhfb{de7deﬁdrogramas definidos por Jardine y Sib-

son (,JS(?E: al coﬁidnto de dendrogramaéfdéfinidbsfenfésté 
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{0} U (h €10, ») | h'< h=c(h')# c(h)} y 1 (h) = c(h) pa-
ra todo h €l. Sea g: D(P) - JS(P), tal que g(l) = cq de mane
ra que ¢, (h) = 1(hy), donde hy = max {h' € I | h' < h}. Enton
ces f es una funcibn biyectiva y g es su inversa.
Prueba:
{) Sean c y c' € JS(P), con cF c' y sean I e I' tales
que lc: I+ E(P) vy lc,: I' > E(P).
a) S1i I # I' entonces f(c) = lc *+ lc. = f(c").
b) 8i I = I' entonces c # c¢' = existe h € [0, =) tal
que c(h) # ¢'{(h). Ahora bien,
1. i h € I, entonces 1_(h) = c(h) # c'(h) =
1,0 (h) = f(c) # £(c").

2. Si h ¢ I, sean h, = max {ke1 | K<h}lyh,-=

1
min{ K €I | K> h} , entonces por construccidn
de I para todo r € [ho,hl) se tiene que

Scelr) =clhy) y c'(r) = c'(hy) = c(h) = clhy) ¥y
c'(h) =c¢'(hy) =1 (hy) = clhy) = c(h) y
1c.(h0) = c'(hy) = c'(h) = lc(ho) #* 1C,(h0)
= f(c) # f(c').
;49‘%kcﬂi=f(c) # f(c'), vy entonces f es inyectiva.
 ££) Ahoré se demuestra que f es suprayectiva y su inversa

es g.

Dado 1 € D(P), con 1: I - E(P), sean g(l) = ¢y y f(cy)

=11 sEE.

¢, (0) = 1(0) = 1'(0) |

1.

2. sea h € I con h #0, y sea hy = max fke1 | xk <0}
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entonces por definicibén de g y por la condiciébn
{4 de la definicibn de dendrograma de este traba-
jo, para todo r € [ho,h) se tiene que

cl(r) = ¢y (hy) = l(ho) # 1(h) = cl(h) = he I vy

adem&s 1l (h) = cl(h) 1'(h).

De lo visto anteriormente se tiene que I C I' y que
para todo h € I, 1(h) = 1'(h). Si se prueba que I' C,
I se habra demostrado que 1 = 1', es decir,

f(g()) = 1.

que

3. Sea h € I' con h # 0, entonces 1'(h) = cl(h) y
por construccién de I' para todo r € [0,h) se tie

ne que cl(r) # cl(h). Supéngase que h & I, enton

ces como c; = g(l), cl(h) = l(ho) con ho <h vy
h0 eI = cl(ho) = l(ho) = cl(h), que es una con-
tradiccibn.

.+ h e I,

.. £ es suprayectiva y g es su inversa.

De esta manera es posible asociarle a cada dendrograma defini
do como lo hacen Jardine y Sibson, un solo dendrograma de los

correspondientes a este trabajo, y viceversa.

B.2 Definicidn de k-dendrograma de N. Jardine y R. Sibson. E-
quivalencia con la definicién del capitulo 4
Estos autores definen un k-dendrograma como una funcién

c: [0, =) - E (P),

donde Ek(P) es el conjunto de relaciones de k-equivalencia en
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P, y gque satisface las siguientes condiciones:
{) Existe h € [0, «) tal gue c(h) = PxP,
LL) c(h) € c(h') si h <h',
L{4) Dado h, existe 6§ >0 tal que c(h + §) = c(h).
Con la misma idea que en el caso enterior se procedié a modi-
ficar esta definicién para fines préicticos. Asf, en el capitu
lo 4 se define un k-dendrograma como una funcién
l1.: I~ E (P),
donde I = AU {0}, con ACR" e |I| <=; E (P) es el con-
junto de relaciones de k-equivalencia en P; que satisface las
siguientes condiciones:
£) Existe h € I tal que lc(h) = PxP,
££) h <h' = lc(h) - lc(h') con lc(h) #* lc(h'),
hy h' € 1,
Es posible hacer una demostracién anféloga a la del caso de los

dendrogramas, utilizando las mismas funciones definidas ante-

riormente.
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