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I N T R o D u e e I o N 

En el presente trabajo se hace un estudio sobre -

extensiones de grupos. Se comienza en el capítulo I por 

definir el producto directo de grupos y se demuestran alg~ 

nos resultados preliminares que posteriormente son utiliz~ 

dos. En el capítulo II se generaliza el producto directo­

obtenicndo así el producto semidirecto de grupos, se prue­

ban algunas proposiciones referentes al mismo y se dan - -

ejemplos. El capítulo III trata de lo que esencialmente -

es el objeto de este trabajo: Extensiones de grupos. Se -

demuestran algunos resultados y se dan ejemplos que hacen­

ver que una extensión es una generalización del producto -

semidirecto. Por último en el capítulo IV se hacen notar­

algunas condiciones bajo las cuales una extensión es un -­

producto semidirecto. 

También se obtienen los T~oremas: 

Teorema 4.3. Sea K abeliano de Torsión y Q de ºI 

den n si .Jv/- k e: K (1 kl, n) = 1 entonces toda extensión G -

de K por Q es un prducto semidirccto. 
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Teorema 4.4. Sea G una extensión de K por Q, con 

K abeliano de torsión, Q finito de orden n. 

Si Y. k e: K (1 k 1, n) = 1 entonces cualesquiera dos 

subgrupos de G de orden n son conjugados. Que son genera­

lizaciones de teoremas cuyas hipótesis originales tienen -

a K abeliano finito de orden m y (m, n) = 1. 

Finalmente al examinar el lema de Schur-Zassenhaus 

(Si K y Q son grupos finitos de ordenes mr n respectivame~ 

te y si (m, n) • 1, entonces toda extensión G de K por Q -

es un producto semidirecto) se demuestra que si cambiamos 

las hipótesis a: Se~n K y Q grupos, con K soluble de tor 

sión, Q finito de orden n y si-V- k e K (1 k 1, n) = 1 se -

tiene que la conclusión de lema también es válida. 
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C A P I T U L O I 

PRODUCTO DIRECTO 

Existen procedimientos para construir nuevos gru-

pos a partir de grupos conocidos. Un ejemplo lo damos en-

la siguiente: 

DEFINICION 1. 1 

Sean (H, *) y (K, o) grupos, consideremos el pro-

dueto cartesiano de los conjuntos soporte H y K. H x K 

{ (h, k) 1 he: H, k e: K } definimos una operación en H x K -

de la siguiente manera: (h, k) (h1 , k 1) = (h * h1' k o k 1); 

(Por simplicidad escribiremos (hh 1 , kk 1) en lugar de 

(h * h
1

, K o Ki} claramente esta operaci6n es asociativa,-

(1H, 1K) es el elemento 

de (h, k). 

-1 -1 
idéntico, (h, k ) es el inverso -

El grupo así obtenido se llama producto directo -

de H por K y se denota por H x K. 

EJEMPLO 1. 2 

Seari H 2 {1,a,a} 

{ 1 ' b } 
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entonces HxK = [C1,1), (1,b), (a,1), (a,b) (a 2,1), (a2 ,b)S 
que es el grupo ciclico T6 con generadores 

(a,b) y (a 2 ,b) 

TEOREMA 1. 3 

Sea r. un grupo con subgrupos normales H y K; 

Si HllK = f1) y HK = G, entonces G = H x K 

Demostraci6n 

Sea ae:G puesto que G = HK entonces a = hk expre-

si6n única con he:H y ke:K; ya que si a = hk = h1 k1 entonces 

h- 1h=k k- 1 
1 1 e: Ht\K = l 11 h1 = h y k1 = k 

Definimos f: G ~ H x K por f (a) = (h, k) donde a = hk consi 

deremos el conmutador h-lk- 1hk. Tenemos 

h-lk- 1hk e: H ya que H<l G entonces h-lk- 1hk e HnK \_1\ 

así que h-lk-bk= 1 luego hk = kh 

ahora sean a = hk y b = h1k 1 de aquí se tiene que 

f(ab) f(hkh1k1) 

f(hh,kk1) 

(hh1' kk1) 



(h,k) (111, k,) 

f(a) f(b) 

s 

f es homomorfismo 

Supongamos que f(a) = (1, 1) como f(a) = (h,k) te 

nemos que h=l y k=l luego a=1 de donde el nucleo de 

f = t1) .·. fes uno a uno. 

Para cada (h, k) i:: H x K existe un único a e G tal-

que a hk y f(a) = (h,k) 

f es sobre 

Pasaremos a demostrar algunos resultados que se -

utilizaran en capítulos posteriores. 

PROPOSICION 1. 4 

Si x es un generador de un grupo cíclico de orden 

n, entonces xk es también generador ~ . (k, n) = 1 

Demostraci6n 

·-;:../) Supongamos que < x > = < xk > y I< x > 1 = n enton-­

ces <x> c. <xk> así que x E <xk.> y x = (xk)c .,; 

kc-1 x = 1 -~ n lkc-1 + kc .. -1 = nd para alguna di::Z + 

kc + n(-d) + (lc~n) = 1 ·· 
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Supongamos que (k,n) = 1, es decir ku + nv 1 con 

< xk > u, V e; Z ku+nv entonces x = x 

Luego tenemos que < x > c < :>:k > y como 

< X > implica que C < X > se sigue que -

< X > 

Dado un grupo G denotamos por Aut(G) el grupo 

de automorfismos de G. 

PROPOSICION 1. 5 

Si un grupo G es generado por un subconjunto S 

entonces a (S) (la imágen de S bajo a) también genera G 

+' a e: Aut (G) • 

Demostración 

Sea a e: G como a e: Aut (G) 3 b e: G tal que 

a (b) "' a pero b = s/ 1 Snrn 

ya que <S > = G entonces a = a(b) 

con Si E: S y r. e: Z -
r 1 

1 r 
a(S1 sn n) 
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Podemos ya demostrar la siguiente: 

PROPOSICION 1. 6 

* AuT(Tn) z Zn y por lo tanto tiene orden ~(n) --

* Donde Zn es el grupo multiplicativo de las clases 

de los enteros k m6dulo n con k<n y (k,n) = 1 

DEMOSTRACION 

Sea x tal que <x> = Tn si aE AuT(Tn) entonces a(x) 

k también es generador de Tn (por 1. S) y a(x) = x para k E Z 

con (k,n) = 1 (por 1.4). Inversamente, si (k,n) = 1 enton-

ces la funci6n B (u) = uk (uETn) es un automorfismo de Tn. 

En efecto si (k,n) =1 sea B(~= uk entonces B(uv) = (uv)k = 
ukvk = e (u) B (v) :. B es homomorfismo. Sea f3 (u) = uk 1 -+ 

lul lk y lul In-+ lul = 1 -+ u=1 entonces el nucleo de 

B = {1} .". e es automorfismo. 

Se'l z~ = {1J ... 1 m-1} si f denota la clase res iJua 1 

(m6dulo n) la cual contiene al entero k, entonces podemos -

• definir una funci6n vi: AuT (Tn) -+ Zn por 1jl (a) = 1( 4!:"1 a (x) 

= xk Se tiene que 1jl es un isomorfismo. En efecto. 

B(x) xk 1 (a.aB) (x) k a (x 1
) 
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~· (a. 8) = IT1 

(x) k 
a. 

=x xk) {) 1µ (a) k 
8 (x) - } -) ip(a.) l/! (B) = kk1 

!Ji en k1 

Entonces 1jJ (aoS) = $(a) 1jJ(8) y ~ es homomorfismo 
1 - 1 1 

supongamos que lJ¡(a) = $(8)-)tlJ(aS-) = T~)(a.8) (x) =x ---

x e: Tn ·-J a8 

PROPOSICION 1. 7 

Sea G un gruno y sea X un conjunto con el mismo--

número de elementos de G. si f: G ~ X es una, correspon--

dencia uno a uno, existe una única operaci6n binaria que-

puede ser definida sobre X tal que X es un grupo y f un -

i somorfisrno. 

Dernostraci6n 

Sean x, y E G entonces f(x), f(y) E X. Para la -

operaci6n x.y E G definimos la operaci6n f(x)*f(y) en X, 

además dados x, y E G existe un único ze: G tal que x.y~ 

<-·I p a Ta f (X ) , f (y ) e X e X i S t e ll n Ú 11 i e O f ( Z ) E X ta 1 

que f(x) * f(y) = f(z). 
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La asociatividad en X es obvia 

1.x = x.1 = x ~ f(l)*f(x) = f(x)*f(1) f(x) en X 

f(l) en X 

entonces (X,*) es grupo. 

f es isomorfismo, ya que es uno a uno y 

x.y = z~Jf(x) * f(n) = f(z) nos dice que fes homomorfismo. 

DEFINICION 1 .8 

Si a, b e: G, el conmutador de a, b denotado por -

[a, bJ es el elemento a-lb- 1ah. El subgrupo conmuta-
1 dar de G, denotado por G , es el subgrupo de G generado -

por todos los conmutadores en G. 

PROPOSICION 1. 9 

G 

G1 abeliano 

Demostración 

Gl g-1 (a-1) 
-1 -1 Gl Sean a e ' 

g e: G, ga e: luego 

-1 -1 (a-1) 
-1 -1 G 1 • g a g g ga a e: 
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Ahora sean x,y e: G entonces 

PROPOSICION 1. 1 O 

G Si H 4. G y H abeliano entonces G1 e H 

Demostraci6n 

G 
H Sean x, y e: G puesto que es abeliano, se tie 

ne x • 1y- l xyH = (x - l H) (y- l H) (xH) (yH) 

.. 
= (x - l xH) (y -~H) 

= HH 

H entonces 

-1 -1 x y xy e: H 

DEFINICION 1 • 11 

Un subgrupo H de G es caracteristico en G, en ca­

so de que a(H) e H ·Y-a. e: Aut (G) 
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PROPOSlCION 1 .12 

G1 es subgrupo característico de G 

Demostración 

-1 -1 1 Sea x y xy t: G y sea a E: Aut (G) entonces 

-1 -1 -1 -1 1 1 1 
a(x y xy) = a(x) a;(y) a(x) a(y) t: G ••• a(G )cG. 
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C A P I T U L O II 

PRODUCTO SHI ID !RECTO 

Se ha visto antes (Teorema 1.3), que un grupo C -

es un producto directo de dos grupos K y Q Si: 

i) K-oGyQ<G 

ii) K11Q {1} 

iii) K Q = G 

Si en (i) pedimos solamente que K sea normal en -

G, y mantenemos (ii) y (iii) intactos, obtendremos una ge­

ncral i zaci6n del producto directo de grupos. Como se verá 

en la siguiente: 

DEFINICION 2.1 

Un grupo G es producto semidirecto de K por Q en­

caso. dé que '¡(~y g sean subgrupos de G tales que: 

i) K< U 

ii) KnQ={1} 

iii) l: Q G 
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E.J EM P LO 2 • 2 

s3 yT
6 

son productos semidirectos de r 3 por T 2 -­

En efecto. 

Se tiene que T 3 <i s3 

y Si x e: T3 r¡ T2 entonces !xi 13 y lxl IZ luego x = 1 

IT 3 .T2 1 = IT3 1 IT 2 1 
_;:...___.;.;e_= !T3 \ IT 2 1= 6 entonces T3 T2 = s3 !T3nT 2 1 

Tenemos también que 

T3 !::. T6 

xe:T3 nr2 x = 1 

IT3 .r2 1 = JT3 1 IT2 1 

!T3nT 2 1 

De lo anterior y del ejemplo (1.2) podemos obser-

var que T6 es producto directo y en consecuencia producto­

semidirecto de r 3 por r 2• Mientras que s3 es producto se­

midirecto, pero no producto directo de los mismos. 

LEMA 2. 3 

Sea G un producto semidirecto de K por Q, existe­

un homomorfismo e:Q-¡A1JT(K) definido por 

6X (k) = X k X - l tt- ke:K, X e:.Q 
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Demostraci6n 

Sea e:Q-':JAuT(K) tal que S(x) =ex como KóG, 

entonces ex(k) = xkx- 1c K·fxcQ. Luego excAuT (K) 

-1 -1 -1 -1 y como e (k)= xyk(xy) = xyky x = x6y(k)x =8x(8y(k)) 
X y 

se tiene que Sxy = exey ••• e(xy) = 8(x)O(y) y e1 (k) = k 

Nos proponemos recobrar un producto sernidirecto -

G de K por Q comenzando solamente con K, Q y un homomorfis 

mo e :Q ~ AuT (K) 

DEFINICION 2 .4 

Sean K, Q y e:Q-7 AuT(K), entonces un producto -

semidirecto G de K por Q realiza Sen caso de que ex(k) = 

xkx - l -'f kcK. 

Con esta definici6n notamos que el lema 2.3, dice 

que todo producto semidirecto de K por Q realiza un horno--

fismo e de Q en AuT (K). 
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DEFINICION 2. 5 

Sean K, Q y e:Q .~7 AuT(K) dados; entonces Kx 8Q -

es el conjunto de pares ordenados (k, y) € K x6Q bajo la -

opcraci6n binaria (k,x) (k 1 , y) = (k8x(k 1 ), xy). 

TEOREMA 2.6 

Sean K, Q y e :Q ~AuT(k) dados; entonces G=KX6Q­

es un producto semidirecto de K por Q que realiza e. 

DEMOSTRAC ION. 

G es grupo. En efecto. 

((k, x) (k1' y))Ck2 , z) (kex(k1), xy) (k2 ,z) 

(k, x) ((kpYHk2 ,"z)) 

(ke (k
1

)e ,Ck
2
), xyz) 

X X} 

(k,x)(k
1
ey(k

2
), yz) 

(k6x(k
1

6y(k2 )), xyz) 

(k6x(k1)ex(Sy(k2)), xyz) 

(kOx(k1)exy(k2), xyz) asociativi­
dad 

El elemento ·identidad es (1, 1) ya que 

(k,x) (1,1) = (ke(i),, x) = (k, x) 
. ··.x:_,:· ·· .... · . . 

(1, l)(k,x) - (1ejCk)/x) = (:k, x) 
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-1 -1 El inverso de (k, x) es (6x.:.l (k ) , x ) en efec-

to (k,x)(O -l(k-\x-1)= (k6x(ex-1(k-
1
)), 1) 

X 

(k6 -l(k- 1), 1) 
XX 

-1 
(k31(k ), 1) 

( 1 , 1) 

cex-l(k- 1), x- 1)(k, x) = (ex-1 (k- 1)ex-1(k), 1) 

= (ex-1(k- 1k), 1) 

= (1,1) 

Identificamos ahora K con el subconjunto de G que 

consiste de todos los pares de la forma (k,1) y definimos­

ir: G -·~ Q tal que ír' (k,x) = x entonces íP es homomorfismo, -

ya que TP ( (k,x) (k1 ,y)) 

ft> (k,x) I? (k,,y). 

Ahora si T? (1¿, x) = X entonces (k,x)=(k,1) e K el nu 

cleo de ir = K . K <J G . . 

Identificando Q con todos los pares de la forma -

(1,x). Entonces Q es subgrupo de G con KQ=G y KnQ = {(1,1)} 

por lo tanto G es un producto semidirecto de K por Q. 

para ver que G realiza e comprobamos: 



. -1 
ll,x)(k,1)(1,x) 

TEOREMA 2.7 

1 7 

-1 
(lex(k),x) (1,x) 

ce (k),x)(e -1(1- 1),x-l) 
X X 

(Sx(k)Sx(Sx-1(1-
1
)), 1) 

(S (k)S -1(1- 1), 1) 
X XX 

Si G es un producto semidirecto de K por Q, enton 

ces G: kx 8Q para alguna S:Q -7'AuT (K) 

Demostraci6n. 

Definimos S (k) = xkx- 1 puesto que G = KQ y KnQ = {1} 
X 

Cada g E G tiene una expresi6n única g = kx, ksK y xsQ. 

la multiplicaci6n en G satisface kxk 1x1 

sea y:Kx6Q.-.yG tal que y; ((k,x)) = kx 

y es uno a uno y está bien definida ya que 

( k , X) = ( k l , X l ) ~~ k = k l y X= X l~..> kx = k l X l <.::--?' 

\.-"es homomorfismo. En efecto: 
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'f' ((k,x)(k1 ,x 1)) = \fCk8x(k1), xx 1 ) = k8x(k1)xx1 

-1 
= kxk 1x xx 1 

'f es sobre ya que ~ g = kx E G 3 (k,x)Ekx 8Q 

tal que 'f (k,x) = kx • '. 'r es isomorfismo. 

En base a los resultados que se acaban de probar­

harernos ver con un ejemplo, que partiendo de K, Q y e:Q -­

AuT(K) podernos rescatar un producto sernidirecto que e rea­

liza. 

EJEMPLO 2.8 

Consideremos K = z3, Q=Tz y 8:T2 -:¡AuT ·~( Z3) 

se tiene por (1.6) que hay solamente dos automorfismos de-

Es decir Si z 
3 = {o, T, 2} 

T = 2 
{ 1 ,x} y e es tal que 

e,: o o e x· o o 
T T T T 
2 2 2 2 para este homomorfismo e 
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{(O, 1), (O,x), (f,1), (f,x); 

(2,1), (2,x)} 

La operaci6n aquí es la del producto directo ya que ea= lz 3 

En este caso 

Ahora consideremos e tal que. 

e 1 : o o e • x· o o 
T T T 2 

2 2 2 T 

Z3xe Tz = l (o, 1) , (O,x), (T, 1) , (f ,x), (2, 1) , (2,x)} 

Construyendo la tabla de multiplicar tenemos. 

Z3xe T 2 (o, 1) (O,x) (T, 1) CT,x) (2, 1) (2 ,x) 

(O, 1) (O, 1) co ,x) (T, 1) (T,x) (2, 1) (2,x) 

(O,x) (O ,x) (O, 1) (2,x) (2, 1) (T,x) (T, 1) 

(T, 1) (T, 1) (T,x) (2' 1) (2,x) (O, 1) (O,x) 

(T,x) (l,x) (T, 1) (O,x) (O, 1) (2,x) (2' 1) 

(2, 1) (2' 1) (2,x) (O, 1) (O,x) cr, 1) (T,x) 

(2, x) (2 ,x) (2' 1) (T,x) (T, 1) (O,x) (O, 1) 

que como puede verse es un grupo isomorfo a s3 • 
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C A P I T U L O III 

EXTENSIONES 

DEFINICION 3. 1 

Una sucesi6n de grupos Gi y homomorfismcs fi dada-

por 

fn 

es exacta si Imágen de fn es igual al nucleo de fn+1. 

En la discusi6n de extensiones G de K por Q, usa­

remos la notaci6n multiplicativa para Q y la notaci6n aditi 

va para G y su subgrupo normal K. 

DEFINICION 3.2 

Si O -) K--_., G ·--i> Q-? I es una sucesi6n exacta, 

entonces se dice que G es una extensi6n de K por Q. 

EJEMPLO 3.3 

r6 y s3 son extensiones no isomorfas de Z 3 por -

T 2 ya que o ---7Z3---? T6-;:>Tz ~I·· y o ~z3--)S3 ->Tz--?l 
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son sucesiones exactas y T 6 :j:: s3• 

Existe una dnica entensi6n G de Z2 por T3 • En -

efecto tenemos que \G\=6 y z 2 4 G, como los dnicos 

pos de orden 6 son S3 y T 6 entonces G es o s3 6 r 6 pero 

z 2 -f s3 entonces G = T6. 

EJEMPLO 3 .4 

T 4 es una extensi6n de Z 2 por T 2 ya que 

O -~Z 2-)T4--;,T2 -~1 es exacta. 

gru 

Pero T
4 

no 

ya que si T 4 = Z 2 

es producto semidirecto de Z' 2 por T 2-

x6T2 entonces como a:T 2~'lAuT(2' 2 )= \Z 
2 

debe ser trivial entonces T 4 = Z 2xT 2 lo cual es falso. 

De los ejemplos anteriores se observa que una ex­

tensión es una generalizaci6n del producto semidirecto. 

DEFINICION 3. 5 

Si · i?:G ·7 Q es sobre y XEQ, entonL:es un levanta 

miento de x es un elemento gEG tal que T? (g) = x. 
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LEMA 3 .6 

Sea G una extcnsi6n de K por Q, donde K es abelia 

no. Existe un homomorfismo e:Q __,AuT(K) tal que: 

a (k) = R.(x) + k - R.(x) ~ k t. K y todo levantamiento R.(x) -
X 

de x. 

Demostración. 

Si a e: G sea fa la conjugación por a, puesto que­

K.., G, fa 1 K es un automorfismo de K y la función 

r': G ·-7 AuT (k) definida por JV'(a) = fa 1 K es un homomorfismo. 

En efecto. 

Si ad entonces f" (a) (k) = a+k-a=k + k ya que K es abelia­

no y ¡ti(a) = IK· Existe por lo tanto un homomorfismo. 

¡M #: * -) AuT(k) definido por /1 # (K+a) = f1 (a). 

En efecto./"# (K+a+K+b)=/! (K:a+b) =11 (a+b) ¡MCa)jY1 (b) 

=t1F- (K+a) !" # (K+b) 

El primer teorema de isomorfismo nos dice que - -

G ~ Q y dice también que para cualquier elección de levan 
K 

. - ' G tam1entos t(x), xe:Q, el mapeo ":Q-?K Jefi11i<lo por 

A(x) = K+t(x) es un isomorfismo. Sea 8:Q-7'AuT (K) 
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la composici6n f ff ).. si XEQy J!.(x) es un levantamiento, -

entonces. ex = ¡i1 ff).. (x) = ¡tl1 # (K+ .l (x) )= f1 (2. (x)) E AvT(K); 

por lo tanto si kEK entonces. 

ex(k) = f1 (t(x)) (k) e: J!.(x) + k - i(x) 

En lo sucesivo se escribirá e (k) como xk. Se -­x 

tienen las siguientes f6rmulas: 

(xy)k x(yk) 

1k = k 

DEFINICION 3. 7 

Sean K y Q grupos, K abeliano y 8: Q-"}AUT (k). 

una extensi6n G de K por Q realiza e en caso de que 

xk=R..(x) + k - t (x) "'r kEK y todo levantamiento i(x) de x. 

DEFINICION 3. 8 

Sea G una extensi6n de K por Q y sea ít':G~Q -

un homomorfismo de G sobre Q tal que nuc1eo n= K escogiendo­

un levantamiento l(x) de cada xcQ definimos la funci6n --

i:Q ·~G, que satisface fPo ~ = 1 Q. El rango de tal funci6n 
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1 es llamado un Transversal de K sobre G, supongamos que­

K es abeliano y G una extensi6n de K por Q que realiza e.-
G Identificamos Q con K' y para cada XEQ, escogemos un levan 

tarniento t(x) EG, por comodidad hacernos t(1)=o. Una vez -

elegido el transversal, cada elemento gEG tiene una expre-

si6n única de la forma g=k+t(x) xeQ, keK (ya que i(x) es -

representante de una clase de K en G y G es la uni6n ajena 

de estas clases). 

Se tiene~las siguientes f6rmulas. 

i) t (x) + k = xk + .t(x) xeQ y keK 

ii) t(x)+~(y) = f(x,y)+t(xy) para alguna f(x,y) e K 

{t(x)+.t(y) y t(xy) son representantes de la misma 

clase de K). 

DEFINICION 3. 9 

La funci6n f: QxQ ~ K definida por la f~rmula 

ii) Se llama 2-cociclo de G. 

PROPOSICION 3.10 

Sea G una extensi6n de K por Q y Sea f?:G·-7Q un­

hornomorfisrno sobre, con núcleo de TP =K. Entonces G es -­

producto semidirccto de K por Q <-7 existe un homomorfismo-

t:Q ~G con t?o.Q. = 1Q 
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Demostraci6n. 

~) supongamos que G = Kx 8Q. Sea t:Q·-~G tal que 

i(x)=(o,x) entonces i(xy)=(O,xy) es decir tenemos i(x)=(o,x), 

i(y)=(o,y) entonces 1(x)+1(y)=(o,x)+(o,y) 

=(o,xy) 

(con la operaci6n producto -

semidirecto). 

Luego 1(xy)=1(x)+1(y) 

Ahora Sea W (k,x)=x entonces nucleoil=K así que 

e I? 1)(x) = 1? (i(x)) = 1?co ,x) =x • • • íi'.e. = 1 Q 

~ )supongamos que i:Q.~7G es homomorfismo, Con (r'ot=lq 

tenemos que G tiene una copia QI de Q. Sea yE:KnQI ~] 
y=i (x) con xE:Q y 1'?(y) =1 ...,, 1 = f? (y)= 1? (..e, (x) = (Ro.e.) (x) 

1Q(x) = x -7 x=l y i(x)=o=y ••• KnQI ={o}. 

51.>1 gE:G·7fí~) = xE:Q y i(x) E:QI ahora 

g=(g-i(x)) + i(x). Consideramos j((g-i(x))= ¡Í'(g) i?(t(x)) 1 

-1 
XX 

entonces g-1(x)E:K G=K.QI 

Es ta pro posición nos dice 4ue el 2-cociclo f: QxQ -) K 

antes definido, depende del transversal dado y adem&s nos 



26 

dice que tanto se "desvía" G de ser un producto semidirec­

to (G es producto scmidirccto cuando existe 9..:Q.-;;-G tal -

que f(x,y) =o -V- x,y E Q). 

TEORS!A 3 • 1 1 

Sea K abeliano y sea e:Q-7AuT(k). Una funci6n -

f:QxQ---7 K es un 2-ciclo é-'I satisface las siguientes f6rmu­

las. 

i) f(1,y) =o = f(x,1) -\f x,ye:Q 

ii) xf(y,z)-f(xy,z)+f(x,yz)-f(x,y)=o t'"x,y,z e: Q 

Demostraci6n. 

~) Supongamos que f es un 2-cociclo. Esto significa que-

existe una extcnsi6n G de K por Q que realiza e un trans-­

versal ha sido hallado y f satisface . 

.t(x)+R..(y)=f(x,y)+R.(xy). Puesto que hemos dicho que t(1)=o­

entonces 

i) R. ( 1 ) + i (y) = f ( 1 , y)+ 9.. (y) ·-Y R. (y)= f ( 1 , y)+ 9.. (y) -> f ( 1 • y) =o 

y 

R..(x)+t(1)=f(x, 1)+qx) .. 79..(x)=f(x,1)+9..(x) ·-'t f(x, 1)=o 
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ii) Tenemos f(x,y)=t(x)+i(y)-i(xy) entonces 

x f(y,z)=t(x)+i(y)+t(z)-t(yz)-t(x) 

f(xy,z)=i(xy)+!(z)-t(xyz) 

f(x,yz)=t(x)+t(yz)-t(xyz) 

f(x,y) =i(x)+t(y)~t(xy) 

xf(y,z)-f(xy,z)+f(x,yz)-f(x,y)=xf(y,z)+f(x,yz)-f(xy,z)­

f(x,y) (K. abeliano). 

=t(x)+t(y)+t(z)-t(yz)-t(x)+ 

t(x)+t(yz)-t(xyz). 

-(i(xy)+t(z)-t(xyz»-(t(x)+ 

t(y)-t(xy)). 

=t(x)+t(y)+t(z)-t(xyz)+ 

t(xyz)-t(z)-t(xy)+t(xy)­

t(y)-t(x) 

=o 

~) Supongamos inversamente que tenemos una funci6n 

f:QxQ--¿ K que satisface 

i) f(l,y) = f(x,l)=o -V- x,yEQ 

ii) xf(y,z)-f(xy,z)+f(x,yz)-f(x,y)=o ~x,y,zEQ 

Construiremos una extensi6n G de K por Q que rea­

liza e y hallaremos un transversal i tal que f es el 2-co­

ciclo determinado por este dato. 
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Sea G el conjunto de todos los pares (k,x)~KxQ 

con la operaci6n binaria (k,x)+(k1 ,y)=(k+xk1+f(x,y),xy) 

Demostraremos que G es grupo. En efecto. 

(Ck,x)+(k1 ,y)) +(k 11 ,Z)=(k+xk1+f(x,y) ,xy)+(k11 , z) 

=(k+xk1+f(x,y)+xyk11 +f(xy,z),xyz) 

=(k+xk1+xf(y,z)+xyk11 +f(x,yz),xyz) 

(k,x)+ ((k1 ,y)+(k11 ,Z)) =(k,x)+(k1+yk11 +f(y,z),yz) 
1 11 =(k+x(k +yk +f(y,z)):f(x,yz).xyz) 

=(k+xk1+xyk 11 +xf(y,z)+f(x,yz),xyz) 

Asociatividad 

Consideremos. 

(k,x)+(o,l)=(k+xo+f(x,1),x)=(k,x) 

(o, 1) + (k,x)= (o+1 k+f ( 1 ,x) ,x) = (k ,x) 

(o,1) es el id~ntico. 

Ahora 

(k,x)+(:x- 1k-x- 1f(x,x- 1),x- 1)=(k+x(-x- 1k-x- 1f(x,x- 1))+ 
-1 f(x,x ), 1). 

={k-k-f(x,x- 1)+f(x,x- 1 ),1) 

=(o, 1) 

(-x- 1 k-x- 1 f(x,x- 1 ),x- 1 )+(k,x)={-x- 1 k-x- 1 f(x,~-l)+x~ 1 k+ 
-1 f (x ,x) , 1) 

-1 .. •. -1 .. •· -1 =-x f(x;xo)+f(x ,x), 1) 

=(o, 1) 
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ya que por la formula (ii) 

x- 1f(x,x- 1)-f(x- 1x,x- 1)+f(x- 1 ,xx- 1)-f(x- 1 ,x)=o -7 

x- 1f(x,x- 1)-f(x- 1,x)=o -) -x- 1f(x,x- 1)+f(x- 1 ,x)=o 

entonces (-x- 1k-x- 1f(x,x- 1),x- 1) es el inverso de (k, x) 

.·.Ges grupo. 

Mostraremos que G es una extensión de k por Q - -

identificando k con todos los pares de la forma (k,1) y d~ 

finiendo (k,x)=x. es homomorfismo con nGcleo k y por -
G lo tanto K <1 G y K "' Q por el 1 er. teorema de isomorfismo. 

Para ver que G realiza e identificamos xkeK con (xk,1) y -

como la definici6n de I? produce t(x)=(k1 ,x) para alguna -­

k1eK. Comprobando tenemos: 

(k1 ,x)+(k,1)-(k1,x)=(k1+xk+f(x,1),x)+(-x- 1k1-x- 1f(x,x- 1),x- 1) 

=(k 1+xk+x(-x- 1k1-x- 1f(x,x- 1))+f (x,x- 1),1) 

=(k1+xk-k1-f(x,x- 1)+f(x,x- 1), 1) 

=(xk,1) ya que K es abeliano. 

finalmente definimos un transversal i por i(x)=(o,x) se --

tiene que: 
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llx)+2(y)-1(xy)=(o,x)+(o,y)-(o,xy) 

Ejemplo 3.12 

-1 -1 =(o+xo+f(x,y),xy)+(xy) (o)-(xy) f(xy, 

(xy -1), (xy-1 J). 

=(f(x,y),xy)+(-(xy)- 1f(xy,(xy)- 1),(xy)- 1 ) 

=(f( x,y)+xy(-(xy)- 1f(xy,(xy}- 1)+f(xy,(xyJ!J) 

=(f(x,y)-f(xy,(xy)- 1)+f(xy,(xy)- 1), 1) 

=(f(x,y), 1) 

Consideremos la siguiente extensi6n G de z. 7 por-

T3 

T
3

= {1,a,a 2} 

z 
7 

= {o, T, . • • , 6} 

tenemos: 

o (O, 1) 

. 
T (6, 1) 

2 
3 (O! a) 
4 . a . 
"5" ·(6,a) 



' 
- 2 

(O,a ) 

_: 2 
(6,a ) 
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Consideremos el transversal 

1 ._.. C[, 1) 
.e.: a -co,a) 

a~~(T,a2 ) 

para este transversal elegido existe. 

f:T 3xT3 ~z7 tal que f(x,y)=t(x)+R.(y)-.e.(xy) 

f(l ,y)=f(x, 1)=o 

2 2 2 se tiene T 3xT3 ={(]...l_!J,Cl.Le)ClL~-_),(!!.Ll),(a,a),(a,a ),(!__z.]J 
2 2 2 (a ,a),(a ,a)} 

como R.(l)=o tenemos que f aplicada a los elementos subray!_ 

dos es cero. Calcularemos f en los otros elementos de - -

f(a,a)=R.(a)+i(a)-i(a 2) 

=(O,a)+(O,a)-(f,a 2) 

=(O+aO,a 2)+(a- 2(1-1),a-2) 

= co+ cr 1 L 1) 

= (6' 1) 



f(a,a 2)=i(a)+i(a2)-i(a3) 

=(O, a)+ (f, a 2 ) 

=(O+aT,1) 

= cz, 1 ) 

f(a 2,a)=i(a 2)+t(a)-i(a3) 

~(f,a2 )+(0,a) 
- 2 =(1+a O, 1) 

=(f,1) 
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f(a 2~ 2 )=i(a2 )+i(a 2 )-i(a4 ) 

=(T,a 2)+(T,a2)-(0,a) 

=(T+a2 (f), a)+(O,a 2) 

= (T +4, a)+ (O, a 2) 

= (S, a)+ (O, a 2 ) 

=CS +ao, 1) 

=es, 1) 

f(a 2 ,a 2)=S 

f(a,a) = 6 

f(a 2 ,a)= T 

f(a,a 2)= 2 

Las operaciones se realizan 

bajo el producto semidirec-

to. 

comprobamos en algunos casos las formulas. 

f(1,y)=f(x, 1)=0 y xf(y,z)-f(xy,z)+f(x,yz)-f(x,y)=O 

f(l,a)=i(t)+i(a)-i(a) =O= f(a,t) 
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Si x=y=z=a 

af(a,a)-f(a 2 ,a)+f(a,a 2)-f(a,a)=a.6-T+!-6 

=5-T+2-6 

=O 

Y 
. 2 

s1 x= a y y=z=a 

a 2 f(a,a)-f(a 2 a,a)+f(a2 ,a.a)-f(a 2 ,a)=a 2 f(a,a)-f(1,a)+f(a 2 ~a 2 )-

DEFINICION 3.13 

2 f(a ,a). 

=a 2 (6)+5-T 

=3+5-T 

=O 

z .2""8 (Q,K) es el conjunto de todos los 2-cociclos 

f:QxQ-7 K 

PROPOSICION 3.14 

z :.;?8 (Q,K) es un grupo abeliano bajo la operaci6n 

(f+f 1 )(x,y)=f(x,y)+f1 (x,y). 

Demostraci6n. 

Sean f y f 1 
i:. Z 0

2(Q,K) 

(f+f1) (1,x)=f(1,x)+f1 (1,x)=O 

1 . .. 1 
(f+f )(x,1)=f(x,1')+f (x,1)=0 



34 

x ( f +f 1') (y, z) - (f +f 1) (xy, z) + ( f + f 1 ) (x, yz) - ( f +f 1 ) (x, y)= O 

x(f(y,z)+f1 (y,z))- (f(xy,z)+f 1 (xy,z)) +f(x,yz)+f 1 (x,yz)­

l.f(x,y)+f1 (x,y)). 

=xf (y, z) +x f 1 (y, z) - f (xy, z) - f 1 (xy, z) +f (x, y z) + f 1 (x, y z) -

1 f(x,y)-f (x,y). 

=xf (y, z) - f (xy, z) +f (x, yz) -f (x,y)+xf 1 (y, z) - f 1 (xy, z) +f 1 (x, y z) -

f 1.(x,.y) =O 

cerradura. 

(f(x,y)+f1 (x,y)) +f11 (x,y)=f(x,y)+ (f1 (x,y)+f 11 (x,y)) 

asociatividad. 

-f(x,y) € 2'8
2 (Q,K) es el inverso de f(x,y) 

y 

f(x,y)=O ..Y. x,ycQ es el idéntico. 

LEMA 3.15 

Sea G una extensi6n de K por Q que realiza 8; - -

sean i y i 
1 transversales que dan origen a 2-cociclos fyf 1 • 

Ex is te una funci6n a: Q __,, K con. 

a(1)=0 

f 1 (x,y)-f(x,y)=xa(y)-a(xy)+a(x) .Y x,yc (ll 



35 

Demostraci6n: 

para cada xcQ, !(x) y 11 (x) son'diferentes representantes-

de la misma clase de K en G. 

Se tiene que existe un elemento a(x) eK tal que -

t 1(x)=a(x)+1(x) corno hemos supuesto que 1(1)=0 y 11 (1)=0 -

entonces 11(1)=a(1)+1(1) -~ a(1) =O, por otro lado. 

11(x)+t1(y)=a(x)+t(x)+a(y)+1(y) 

=a(x)+t(x)+a(y)-1(x)+1(x)+1(y) 

=a(x)+xa(y)+1(x)+1(y) 

=a(x)+xa(y)+f(x,y)+1(xy) 

=a(x)+xa(y)+f(x,y)-a(xy)+t1(xy) 

11(x)+t1(y)-t1 (xy)=a(x)+xa(y)+f(x,y)-a(xy) 

f 1 (x,y)= xa(y)-a(xy)+a(x)+f(x,y) (Kabeliano) 

f 1(x,y)-f(x,y)=xa(y)-a(xy)+a(x) 

DEF INICION 3. 16 

_.., 

Una cofrontcra es una funci6n g:QxQ7K tal que -

g(x,y)=xa(y)-a(xy)+a(x) para alguna a:Q~7 K con a(1)=0. 

B~(Q,K) es el conjunto de todas las cofronteras. 
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PROPOSICION 3. 17 

2 B6 (Q,K) es un subgrupo de 

Demostración 

sea gE B~(Q,K) entonces 

g(x,y)=xa(y)-a(xy)+a(x) 

g(x,1)=xa(1)-a(x)+a(x) =O 

g(l,x)=a(y) -a(y) +a(1) =O 

además 

xg(y,z)-g(xy,z)+g(x,yz)-g(x,y)= 

Zz e(Q,K). 

cona(l)=O 

x(ya(z)-a(yz)+a(y))-(xya(z)-a(xyz)+a(xy)) 

+xa(yz)-a(xyz)+a(x) - (xa(y)-a(xy)+a(x)) = 

xya (z) -xa(yz) +xa (y) - xya(z)+a (xyz) -a (xy) +xa (y z) -a (xyz). 

+a(x)-xa(y)+a(xy)-a(x) =O ya que K abeliano • 

• . • B~ (Q,K) c Z ~ (Q,K) 

1 2 ahora sean g yg E B9 (Q,K) se tiene que 

(g-g1)(x,y) = g(x,y)-g1 (x,y) 

g(x,y)=xa(y)-a(xy)+a(x) 

1 1 1 1 1 g (x,y)= xa (y)-a (xy)+a (x) con a(1)= a (1) = O 
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(g-g1) (x,y)=g(x,y)-g1 (x,y) 

=xa(y)-a(xy)+a(x)- lxa 1 (y)-a 1 (xy)+a1 (x)) 

=xa(y)-a(xy)+a(x)-xa1 (y)+a1 (xy)-a 1 (x) 

=xa(y)-xa1 (y)-a(xy)+a1 (xy)+a(x)-a 1 (x) 

=x(a(y)-a1 (yj) - (a-a1 )(xy)+(a-a1)(x) 

=x(a-a1 )(y)-(a-a1)(xy)+(a-a1) (x) 

1 con a 1=ci-a 

1 2 
(g-g )(x,y)EBe (Q,K) 

DEFINICION 3. 18 

H~(Q,K) definido como Z~(Q,K) es llamado el 2do. 
2 

B
6 

(Q,K) 

grupo de cohomología. 

DEFINICION 3.19 

Sean G y G1 Jos extensiones de K por Q que reali­

zan e entonces G ,....G 1 si .::Y. f asociado a G y Y-r 1 asociado a 

G
1 

f-f 1
E B~ (Q,K). 
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LEMA 3. 20 

La relaci6n,....., definida en 3 .19 es de equivalencia. 

Demostración. 

i) G ~ G En efecto sea f asociado a G y f 1 asociado a --

1 2 G .entonces f-f e:B6(Q,K) por el lema 3.15. 

ii) G,....... G1 entonces lff asociado a G y~ f 1 asociado a G1 

1 2 1 1 2 1 f-f e:Be(Q,K) ..!t -(f-f )=f -f e:Be(Q,K) -7 G ,_ G 

iii) Supongamos G -- G 1 y G 1.-- G 11
-1 -V- f asociado a G, -'f f 1 

asociado a G 1 y + f 11 asociado a G 11 • 

f-f 1 e:B~(Q,K) y f 1
-f

11 e:B~(Q,K) -7 f-f 11 =(f-f1
)+(f1-f11 ) 

2 
e:B

6
(Q,K) 

~ G-- Gll 

LEMA 3. 21 

G '"'""'G 
1-d':l f asociado a G y f 1 asociado a G 1 tal que 

Demostración. 

=il>) obvio 
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<:'."') Supongamos que existe f 1 asociado a G y f 2 asociado a -

G1 tal que f 1-f2 cB~(Q,K) 

Sea f asociado a G y f
1 asociado a G

1 entonces. 

2 1 2 f-f 1cB0(Q,K) y f 2-f cB0 (Q,K) ~? 

1 1 2 f-f 1+f2-f =(f-f )+(f2-f1)cB0(Q,K) pero 

f 2 -f 1 cB~ (Q,K) .·.f-f 1 cB~(Q,K) 

Sea E el conjunto de las clases de equivalencia -

de extensiones que realizan e. 

TEOREMA 3.22 

Sea K un grupo abeliano y sea e :Q -'>AvT(K). El-

conjunto E de todas las clases de equivalencia de ex~ensi~ 

nes de K por Q que realizan e forman un grupo abeliano 
z isomorfo a H0(Q,K) cuyo elemento identidad es la clase del 

producto semidirecto. 

Demostraci6n. 

Si G es una extensi6n de K por Q que realiza e, -

denotamos por [.G) su clase de equivalencia, asf que E es 

el conjunto de todas las Z:.G.J. Definimos ahora una co- -

rrespondcncia uno a uno A : H~ (Q, K) -:; E como A (f+B~) = -

{Gr] , donde Gf es la extensi6n determinada por f que fue-
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construida en el teorema (3,11). 1\ está bien definida, -­

por que si f y f 1 están en la misma clase de B~(Q,K), la -

definici6n de equivalencia dice que Gf y Gf1 son equivale~ 

tes. Inver·samente, A es uno a uno, ya que si A (f+B~) 
)(f 1 +B~)-) (Gf] = [Gr1J-}Gf y Gf1 son equivalentes, 

entonces f-f 1 eB~ (Q, K) -'"I f+B~= f 1 +B~, además A :H~-) E es -

suprayectiva. En efecto. 

La GeE~ 3 f asociada a G para algún levantamiento 1 y en-­

tonces ~ Gf' como f asociada a G y f asociada a Gf y 

f-f=OeB~ entonces G,....Gf de donde.[G) = [Gf} y f+B~-)[_Gf~ 

Por proposici6n (1.7) existe una única adición de 

finida sobre E que hace de E un grupo y de .A un isomorfis­

mo. La última parte de teorema se sigue del hecho de que­

una extensión es un producto semidirecto si y s6lo si tie­

ne un 2-cociclo en B~ (Q,K). 

COROLARIO 3. 23 

Sea K abeliano y sea e:Q-1AuT(K). Toda extensi6n 

de K por Q que realiza 0 es un producto semidirecto si y -

sólo si H~(Q,K) = {O} 
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Demostraci6n 

·.-=)) Supongamos que G y G 1 son producto semidirecto de 

K por Q que realiza e, entonces dadas las sucesiones. 

i j 
O -7 K ·-:>G -::>Q_., i 

. 1 1 -1 
O --7 K ~; G _J_)Q -::> 1 exactas, por proposici6n (3. 1 O) 

existen 

.e.: Q -) G y .e. I : Q -J G 1 homomomorfismos tal es que 

joi=lQ=j~i 1 

f(x,y)=R.(x)+i(y)-!(xy) = o .y- x,y e: Q 

f 1 (x,y)=.e. 1 (x)+.e. 1 (y)-.e. 1 (x y)= o ·rx,y e: Q -") 

f-f 1 e:B~(Q,K)·-)l9J = [c1J-::> E= {(Kx6Q]} 

H2 = {O} e 

~)inversamente H~= {O}-t E= {lKx6Q1l sea 

G e:LKx 8QJ, 9, un levantamiento de Q en G y sea 

f(x,y)=i(x)+i(y)-i(xy) entonces f es un 2-cociclo 

asociado a G -~/e: B~. Ahora fE 
_ '·~·',e~' ": <--- ·-,~~",-O 

a:Q . ..:¡K tal\q~~::ffx~y):,xa(y)-u(xy)+a(x) seal.P :Q-)G 

tal que lf(Jc:)~;~(xfi~ (x) • Se tiene 
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(J (xy)=-a(xy)+i(xy) 

=-a(x) - xa(y)+ f(x,y)+i(xy) 

=-a(x) +i(x)-a(y)-i(x)+i(x)+i(y)-i(xy)+i(xy) 

=-a(x)+i(x)-a(y)+i(y) 

=a (x) +~(y) . 

• •• {i es homomorfismo 

¿Q (x) =O~ -a (x) H (x) =00i (x) = a (x) <':;-"> 

(1i) (x)=ja(x)=1~)X = 1 (ya que (ji) (x)=1Q(x)) 

. · . ti es uno a uno 

Sea Q1 = te(Q) 

entonces i) K <J G 

ii) ae: lX(Q)n K~ {R(x)=a-7-a(x)+i(x) =a -) 

i(x)= a+a(x)e:K-7(1i)(x)=1-)x=1 _,a(x) =O= a 

iii) Sea ge:G y l((1(g)) 

j( i-(j ( g ) ) - g) = j i (1 ( g) ) • C1 ( g) ) - 1 = j( g) • (j ( g ) ) - I = 1 -) 

i(j(g)-gEK {R(j(g))-g = -a(j(g)) +i(j(g)) - g 

= k e: K 

• • .g=-k+ CP(j (g)) 
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El isomorfismo ljl:Kx9Q-?G está dado por 

ljl(k,x)=k~~(x) ya que. 

(k,x)+(k 1 ,y)=(k~xk 1 , xy) 

(k+~(x))+(k 1 +~(y)=k-a(x)+1(x)+k 1 -a(y)+1(y) 

=k-a(x)+t(x)+ k
1
-i(x)+1(x)-a(y)-1(x)+i(y)+ 

R. (y) • 

=x+xk
1
-a(x)-xa(y)+i(x)+R.(y) 

=k+xk
1
-a(xy)- f(x,y)+i(x)+i(y) 

=k+xk 1-a(xy)+i(xy) que es 

precisamente 1jJ aplicado a (k+xk
1

, xy). 
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C A P I T U L O IV 

DEFINICION 4. 1 

Un grupo G es de torsión si -V' x e G j n e Z 

tal que nx = O 

PROPOSICION 4. 2 

Si G es una extensión de K por Q con K de Torsión 

y Q de Torsión entonces G es de Torsión. 

Demostración 

Se tiene O -~ K + G + Q + 1 exacta es decir-

G 
K '°' Q. Sea Y el isomorfismo de G K en Q. Entonces 

dado g e G se tiene que Y (g+K) = x e Q como Q es de tor­

sión existe n E Z tal que Y (g+K)n = 1 entonces 

Y(ng+K) = 1 -/ ng + K = K ya que Y es isomorfismo enton-­

ces ng E K como K es de torsión 3 m e Z tal que 

m(ng) = O o sea (mn)g O -'j O(g) <- oo 
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TEOREMA 4.3 

Sea K abeliano de Torsi6n y Q de orden n. s; 
Y k E. K (1k1;, n) = 1 entonces toda extensión de K por Q es-

un producto semidirecto. 

Por corolario 3.21 es suficiente demostrar que 

f Q x Q -+ K 2 - cociclo es una cofrontera. 

Sea T Q -+ K tal que T(x) = E f (x, y) 
ye:Q 

consideramos xf(y, z) - f(xy, z) + f(x, y z) = f(x, y) 

E (xf(y,z 1- f(xy, z) + f(x, y z)) 
ze:Q 

= E 
ZEQ 

f(x, y) 

X E f (y, z) - E f (xy, z) + 
Z.EQ 

E f (X , y z) = n f (X, y) 
ZE:Q z. E:Q 

x T (y) - T(xy) + T(x) n f(x, y) 

Sea mx = IT(x) 1 entonces CIT(x)I, n) = 1 luego -

Sea a (x) = bx T (x) para algun bx fijo, se tiene -

a(l) · h1 T(1) = O y por otro lado.· 
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n ( xa.(y) - u(xy) + a(x)) "' n ( xby T(y) - bxy T(xy) + bx 1~x)) 

= xnby T(y) - nbxy T(xy) + nbx T (x) 

= x ( 1 - a m ) T (y) - ( 1 - a m ) T ( xy) + y y xy xy 

xT(y) - T(xy) + T(x) 

nf(x, y) 

n (xa(y) - a(xy) + ci. (x) - f(x, y))= O 

lxa(y) - a(xy) + a(x) - f(x, y) 1 In pero como 

xa (y) - u (xy) + a (x) - f (x, y) e: K se tiene que 

x a(y)-a(xy) + a(x) - f(x, y)= O 

• •. f(x, y) = x o.(y) - o.(xy) + a(x) 

TEOREMA 4.4 

Sea G una extensi6n de K por Q, con K abeliano de 

Torsión, Q finito de orden n. 

Si 'Y' k e: K ( 1k1, n) = 1 entonces cualesquiera dos 

subgrupos de G de orden n son conjugados. 
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Demostración 

Sea Q1 subgrupo de G de orden n, se tiene 

KnQ 1 = {O} ya que si x E KnQ 1 entonces x E K Yx e: Q1 

lxl\n x=O 

Sean x, y e: Q1 si x + K 

x - y E KOQ. 

Luego X - y = o de donde 

hay exactamente n clases distintas 

V- g E G "3 x, e: Q 1 tal que g + 

y+K~x-y e:K+ 

X = y y como G 
K = Q 

de K, esto significa 

K = xl + K es decir 

g - x1 e: K entonces g - x1 k de donde g 

G = K Q1• 

Lo mismo si Q2 es un subgrupo de orden n de G. 

Por proposici6n 3.10 existen levantamientos 

-
que 

91 : Q + Q1 c G y .V 2 : Q + Q2 c G que son homomorfismos. Es-

decir f 1 f 2 =O, 91 (x) = a(x) + .9 2 (x) y O= f 1 (x,y) 

f 2 (x,y) J1
1

(x) + 9
1

(y) R 
1 

(xy) 
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a(x) +_ .t 2 (x) + a(y) + .t
2

(y) - (a(xy) + .t 2 (xy)) 

a (X) + t z (X) + a (y) + .t z (y) - .t z ( XY) - a ( XY) 

+ i
2 

(xy) - t 2 (y) - t
2 

(x) 

- a (xy) + tz (xy) - tz (y) - tz (x) 

a(x) + x~(y) - a(xy) 

xa{y) - a(xy) + a{x) 

Seam mcm [la(x)I lx e:Q3·7 3 a,b e: Z con 

am + bn = 1 

consideramos < 
<- Q(xa{y)-a(xy)+a(x))=O entonces 
ye: 

E a(y) - E a(y) + na(x) O 
ye:Q ye:Q 

haciendo k = E a(y) 
yt-Q 

tenemos xk - k + n a(x) = O de donde - na(x) = xk - k 

multiplicando por b tenemos - bna(x) = xbk - bk 
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ahora - bk + i 1 (x) + bk = -bk + .e. 1 (x) + bk - .e. 1 (x) + .e. 1 (x) 

-bk + xbk + .e. 1 (x) 

-bncx(x) + i 1 (x) 

-(1 - am) cx(x) + i 1 (x) 

- a (x) + i 1 (x) 

TEOREMA 4. S (Lema de Schur - Zassenhaus) 

Si K y Q son grupos finitos de 6rdenes m y n res-

pectivamente, y si (m, n) = 1, entonces toda extensión G -

de K por Q es un producto semidirecto. 

Demostraci6n 

Es suficiente probar que G contiene un subgrupo -

de orden n. 

Se probará por inducción sobre m. 

Si m = 1 obvio por teorema 4.3 

Supongamos que K contiene un subgrupo propio 

que también es normal en G. Entonces ! 4 G 
K1 K1 
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so 

G 
K1 G 

"' Q entonces o + 
K .... G .... Q + 1 es y -K- "" K K1 K1 

K1 

exacta. 

Si ¡! 1 = 1 entonces 1 < m y ¡L¡ = m'n. Por in m, m 
K1 K1 

ducci6n G contiene un subgrupo N de orden n. Es de-
K1 r, 

cir N 
"' Q luego o + Kl + N .... Q + 1 es exacta ahora co-K1 

m. pues-

to que K1 4 N y 1K1 1 < m, la hipótesis inductiva da un sub 

grupo de N y por lo tanto de G de orden n. 

Podemos ahora suponer que K no contiene subgrupos 

propios ~ {O} que sean normales en G. 

Si p es un primo que divide a m, E p-subgrupo de 

Sylow de K, entonces P también es un p-subgrupo de Sylow-

d G E f 
. a e . n e ecto ya que s1 p l lG I, a ~· entoncespc;t lm 6 

Pa 1 n b ( ) pero no a am os ya que m, n 1. Además como 

K 4 G si g i:: G entonces g-l f. g c g-l Kg = K y lgfg- 1 ¡ = 

1~1~ g -1 p g es p-subrupo de Sylow de K entonces3k E: K tal 

que k-1 p k g - 1 r. g. Así que [G:NG(~)J = [K:Nk(P) J y 

por el teorema de lagrange. 
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l~I 

= 

ING ~I!J 
TNK®l 

se tiene que 

g -1 h g e: K y g -1 hg ~ g -1 h -1 g ~ 7 g -1 h g e: NG (~) -) -

-1 
g h g e: NK (f) ) • 

De donde 

1 K NG (f) 1 = n lkl = IGI como K NG (P) es subgrupo de-

G se sigue que K NG (~) = G. y en consecuencia 

G 
K = Q. 

Si NG CE) es un subgrupo propio de G, entonces 

INK (~) 1 < m y así NG (~) contiene un subgrupo de orden-

n por la hipótesis de inducción. Por lo tanto podemos sup~ 
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ner que NG (~) = G i.e. P4 G puesto que f c K y K no 

tiene subgrupos propios normales en G distintos de {O}, 

K = P. 

ahora Z CE) es un subgrupo característico de P así que 

P 4 G implica que Z (f) <l G entonces Z (E_) = P. 

Pero ahora P es abeliano y la demostración se 

completa por teorema 4.3. 

Si en las hipótesis del teorema (4.5) pedimos que 

el grupo K sea soluble de torsión y Clkl, n) = 1 ·/ k E K -

entonces la conclusión del mismo es válida. Antes de pro-

bar ésto, daremos unas definiciones y probaremos algunos -

enunciados. 

DEFINICION 4.6 

Una serie normal de G es una cadena de subgrupos-

JGn = {O} en la cual Gi+l <1 Gi tt\­
G. 

los grupos factores de la serie son 1 

Gi+1 

DEFINICION 4. 7 

Un grupo G es soluble si tiene una serie normal -

con grupos factores abelianos. Tal serie es llamada serie-
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soluble de G, 

LEMA 4,8 

{O} es una serie -

soluble entonces Gi ::> G (i) J/- i (G (i) es el conmutador de 

G(i-l)) demostraci6n por inducci6n sobre i 

supongamos ahora que Gi :::::» G (i); entonces 

= G(i+1) 
G. 

puesto que ~1-- es abeliano se tie 
Gi+1 

ne Gi+l"=' Gi por proposici6n (1.10) esto implica que 

G !:> G(i+1) d 
i+1 q.e. • 

TEOREMA 4.9 

Un grupo G es soluble e--7 G (n) = {O} para algun 

entero n 

Demostracion 

--~) Sea G = G0 :::> G1::J ••• :::.>Gn = {O} una serie solu­

ble. Por el lema anterior G(n~ G = {O}=) G(n)= {O} 
n 



54 

~) Si Gn = {O} para algun entero n, entonces la se--

rie G ::> G(o) ~ G 
( 1 ) 

':::;? 
'n) 

7G' {O} es una se--

ric soluble para G. 

Estamos ya listos para demostrar el siguiente. 

TEOREMA 4.10 

Sean K y Q grupos con K soluble de torsi6n y Q 

finito de orden n. Si ~ k s K Clkl, n) = 1 entonces toda -

extensi6n G de K por Q es un producto semidirecto demostra 

ci6n supóngase que K(n) = {O} sea K1 el conmutador de K­

entonces K1 
..::1 G y L<1 G 

K1 Kt 

con 

o -+-

ne 

G 
K 

1 

G 
K1 G 

Q entonces K "' K "' 
K1 

K G Q + 1 es exacta. Como K 

K1 
-+ - + 

K1 K1 

por teoremas (4. 3 y 4.4) que 

N1 
tal que - = Q pero entonces 

Kl 

existe 

abeliano se tie-

Nl 
subgrupo de K," -

O -+ K -+ N
1 

-+ Q + 1 es exacta. Repetimos el proceso-

tomando ahora K(Z) 4 K1 entonces. 
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K 
1 

= Q entonces O + K(Z) + Q -+ 1 

es exacta. Como K1 es abeliano se tiene por teoremas 4.3 
K(Z) 

y 4.4 que existe Nz 
K(Z) 

subgrupo de N1 
;rn 

tal que NZ = Q en-

~ 
tonces O 4 K(Z) -+ N

2 
4 Q -+ 1 es exacta y continuando de la 

misma forma tenemos 

Son sucesiones exactas y aquí se termina el proc~ 

so ya que K (n) = {O} y K(n-l) es abeliano. Por Teoremas 

(4.3) y (4.4) Nn-l contiene un subgrupo de orden n y como-

e N
2 

e N
1 

e G se tiene que G contie-

ne un subgrupo de orden n. 

sea éste Q 
1 , entonces K f'l Q1 

--? kEK y lxl I>'\. -'1 x=O 

{O}. ya que 1 si xe:KnQ 

Por otro lado sean x,y e: Q1 si x + K = y + K 
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X - ye: K -+ X - y 
1 G 

K n Q = {O} -+ x = y y como K "' Q hay-

exactamente n clases distintas de K, esto significa que -

r ge: G -;¡ X e: Q 1 tal que g+K = x+K es decir g - xe:K en--

entonces g - x 1 = k de donde g = k + X¡ • •• G = K Q1 
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