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INTRODUCCTION

FEn el presente trabajo se hace un estudio sobre -
extensiones de grupos. Se comienza en el capitulo I por -
definir el producto directo de grupos y se demuestran algu
nos resultados preliminares que posteriormente son utiliza
dos. En el capitulo II se generaliza el producto directo-
obteniendo asi el producto semidirecto de grupos, se prue-
ban algunas proposiciones referentes al mismo y se dan - -
ejemplos. El capitulo II] trata de lo que esencialmente -
es el objeto de este trabajo: Extensiones de grupos. Se -
demuestran algunos resultados y se dan ejempnlos que hacen-
ver que una eXtensibn es una generalizacién del producto -
semidirecto. Por dGltimo en el capitulo IV se hacen notar-

algunas condiciones bajo las cuales una extensibn es un --

producto semidirecto.

También sc obtienen los Teoremas:

Teorema 4.3. Sea K abeliano de Torsién y Q de or
den n si ¥k € X (1kl, n) = 1 oentonces toda extensién G -

de K por Q es un prducto semidirecto.



Teorema 4.4. Sea G una extensidn de K por Q, con

K abeliano de torsidn, Q finito de orden n.

Si ke K (1 k1, n) = 1 entonces cualesquiera dos
subgrupos de G de orden n son conjugados. Que son genera-
lizaciones de teoremas cuyas hipdtesis originales tienen -

a K abeliano finito de orden m y (m, n) = 1.

Finalmente al examinar el lema de Schur-Zassenhaus
(Si K y Q son grupos finitos de ordenes my n respectivamen
te y si (m, n) = 1, entonces toda extension G de K por Q -
es un producto semidirecto) se demuestra que si cambiamos
las hipdtesis a: Sean K y Q grupos, con K soluble de tor
sién, Q finito de orden ny si¥*k e X (1 k1, n) = 1 se -

tiene que la conclusidn de lema también es valida.



CAPITULO I

PRODUCTO DIRECTO

Existen procedimientos para construir nuevos gru-

pos a partir de grupos conocidos.

la siguiente:

DEFINICION 1.

1

Un ejemplo lo damos en-

Sean (H, *) y (X, o) grupos, consideremos el pro-

ducto cartesiano de los conjuntos soporte H y K.

Hx K

{ (h, k) } heH, keK } definimos una operacién en H x K

de la siguiente manera:

(1H, 1K) es el elemento

de (h, k).

(h,

idéntico,

k) (hy,

k1) = (h * h1,k o k1)
(Por simplicidad escribiremos (hh1, kk1) en lugar de

(h*hl,Ko Ky)

-1 -1

claramente esta operacidén es asociativa,-

(h, k ) es el inverso -

El grupo asi obtenido se llama producto directo -

de H por K y se denota por H x K.

EJEMPLO 1.2

Sean H

K

f

1]

]

{1,3,32}

{1, b}
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entonces HxX = i(l,l), (1,b), (a,1), (a,b) (82,1), (32,1))’{
que es el grupo ciclico ’I‘6 con generadores

(a,b) y (a%,b)

TEOREMA 1.3

Sea G un grupo con subgrupos normales Hy K; -

Si HAK = {1} y HK = G, entonces G = HxK

Demostracién

Sea aeG puesto que G = HK entonces a = hk expre-
sifn Gnica con heH y keK; ya que si a = hk = }11k1 entonces

“Thep 1o 1 - , -
hy'h=k,k" " € HAK = {13 hy = hy k, =k

Definimos f: G ~ Hx K por f(a) = (h, k) donde a = hk consi

deremos el conmutador h™'k” 'hk. Tenemos

' 'h ke X ya que K4 G
h'k"Thk e H ya que H4G entonces h" k" Thk & HAK = PRES
asi que n 'k k= luego hk = kh
ahora sean a = hk vy b = h‘k1 de aqui se tiene que
f(ab) = f(hkh‘k1)
= f(hh kk,)

= (hh] » kky)



(hyk) (h1, k‘l)

0

f(a) f(b) e f es homomorfismo

Supongamos que f(a) = (1, 1) como f(a) = (h,k) te
nemos que h=1 y k=1 1luego a=1 de donde el nucleo de - -

f = 115 .. f es uno a uno.

Para cada (h,k) & Hx K existe un finico a € G tal-

que a = hk y f(a) = (h,k)

AN f es sobre

Pasaremos a demostrar algunos resultados que se -

utilizaran en capitulos posteriores.

PROPOSICION 1.4

Si x es un generador de un grupo ciclico de orden

n, entonces xk es también generador < .(k, n) = 1

Demostracién

~=» ) Supongamos que < X > = <x¥> y l¢<x>| = n_ enton--

ces <x> & <xf> _asirque” x ¢f§'gk;>‘y1fx~5

ket oL nlkc-1_*pkt;;?1,=ﬁ;ﬁﬁiﬁété”aiéqné;dgz' b



&L ) Supongamos que (k,n) = 1, es decir ku + nv = 1 con

u, v £ Z entonces x = xku+nv = xku = (xk)u € k

< X b4

k
Luego tenemos que <Xx> C < X > Yy como - -

k R . k . *
X g < x > implicaque < x > ¢ < Xx > se sigue que -

<X > "._:<xk>

Dado - un grupe G denotamos por Aut{G) el grupo

de automorfismos de G.

PROPOSICION 1.5

Si un grupo G es generado por un subconjunto S

entonces a{S) (la imigen de S bajo a) también genera G

¥ o e Aut(Q).

Demostracién

Sea a ¢ G como « € Aut {G) T b € G tal que -

a (b) = a perobd = S1T1 N Snrn con Si € Sy T, € Z -
T T
1

ya que <S> = G entonces a = a(b) = a(S, A T I

Ty T

a(sy) .. o.oa(s) n



Podemos ya demostrar la siguiente:

PROPOSICION 1.6

®
AvT(Tn) = Zn- y por lo tanto tiene orden ¢(n) --

%
Donde In es el grupo multiplicativo de las clases

de los enteros k m6dulo n cén k<n y (k,n) = 1

DEMOSTRACION

Sea x tal que <x> = Tn si ae AuT(Tn) entonces a(x)

también es generador de Tn (por 1.5} y a(x) = xk prara keZ
con (k,n) = 1 (por 1.4). Inversamente, si (k,n) = 1 enton-
ces la funcién 8 (u) = uk (ueTn) es un automorfismo de Tn.
En efecto si (k,n) =1 sea B(¥)= uk entonces B(uv) = (uv)k =
ukvk = B(u)B(v)..B es homomorfismo. Sea B8(u) = uk =1 =

lul{x y ful |n » Ju] = 1 » u=1 entonces el nucleo de -

g = {1} .. 8 es automorfismo.

* — —
Sea zn = {1,...;m-1} si K denota la clase residual
(m6dulo n) 1a cual contiene al entero k, entonces podemos -

®
definir una funcién : AuT (Tn) - Zn por ¢ (a) = K &y a(x)
k

= X . Se tiene que P es un isomorfismo. En efecto.
a(x) = xk
k1

g{x)

KU (@eB) (x) = a(x¥!) = (K o Kk 5



¢ (aB) = KE,
_.k
R R O RN L
g () = x| _ VY =u(a) ¥ (e) = Kka = KKy

v (B) = Kk

Entonces ¢ (aoR) = w(a) v(8) vy ¥ es homomorfismo
21 1 1
supongamos que Y(a) = ¥(B) - ¥v(eB ) = T&>(aB) (x) =x ---

1
x € Tn 5aB = |Tn-—7ﬁ =B

PROPOSICION 1.7

Sea G un grumo y sea X un conjunto con el mismo--
nimero de elementos de G. si f: G - X es una, correspon--
dencia uno a uno, existe una {nica operacidén binaria que-

puede ser definida sobre X tal que X es un grupo y f un -

isomorfismo.
Demostracién

Sean x, y &£ G'entonces f(x), f(y) ¢ X.. Para la -
operacidén x.y € G definimos la operacién f(x}#* f(y) en X,
ademids dados x, ¥y efC'existe un Ginico 2ze¢ G tal que Xx.y=z

7 para f(x), f(y) € X existe un dnico f(z) ¢ X tal -

que f(x) * f(y) = f(z).



La asociatividad en X es obvia
1.x = X.1 = X & F(1)*f(x) = £(x)*E£(1) = f(x) en X
xx7 = 1enG «> £(x) * £(x”1) = £(1) en X
entonces (X,*) es grupo.

f es isomorfismo, ya que es uno a uno y

X.y = z«2f(x) * £f(n) = £(z) nos dice que f es homomorfismo.
DEFINICION 1.8

Si a, b € G, el conmutador de a, b denotado pecr -
Lg,‘bj , €s el elemento a-1b-1ab. El subgrupo conmuta-

dor de G, denotado por G‘, es el subgrupo de G generado -

por todos los conmutadores en G.
PROPOSICION 1.9

1

G4 G y,‘—%— ~ abeliano
G

Demostracitn

v(a'j) ‘ ga‘1 e G luego
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Ahora sean x,Y ¢ G entonces

x G1y'G1 = xy ! = xy(y—1x-1ny1) = ny1 = yG1xG1

PROPOSICION 1.10

Si Ha G y abeliano entonces c!

jo s k3]
Hel
oo}

Demostracifn

Sean x, y € G puesto que % es abeliano, se tie

ne x'1y'1xyH

7y 7 TR (xH) ()
= e o e om
= v

= HH

H entonces

DEFINICION 1,11

Un subgrupo H de G es caracteristico en G, en ca-

so de que a(H) ¢ H ¥ o € Aut (G)
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- PROPOSICION 1,12
G! es subgrupo caracteristico de G

Demostracidn

Sea x'l)"1xy e G y sea ae Aut {G) entonces

1

a(xty” ) = a@) " am) ! ax) aly) € 6' Lo, w6y e

1



CAPITULO II
PRODUCTO SEMIDIRECTO

Se ha visto antes (Teorema 1.3), que un grupo G -

es un producto directo de dos grupos K y Q Si:
i) Ke Gy Q<G

ii) Kn Q= {1}
iii) K Q = G

Si en (i) pedimos solamente que K sea normal en -

G, y mantenemos (ii) y (iii) intactos, obtendremos una ge-

neralizacién del producto directo de grupos. Como se verd

en la siguiente:

DEFINICION 2.1

N :tUﬁfgrupo,G es producto semidirecto de K por Q en-

caso d __;y,QfééénzéubgrQ§6§ dé~C:taiésﬁqueéji

i) K=G
i) KnQ={1
1) £ Q=G
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EJEMPLO 2.2
S‘.,’y'l'6 son productos semidirectos de T3 por 'I“2 --
En efecto.

- .
5¢ tiene que T3<d S3

y 8i x € T; n T, entonces {x] [3yix] |2 1luego x = 1

|To. Tyl = [T |{T,]|
372 32 iT3|szl= 6 entonces Ty T2 = S,
| T,nT, |
372
Tenemos tambié&n que
T3 A T6
xe'T3r1T2 x =1
IT5-T2 - lz_llf_l iT |1T,] = 6 entonces T,.T, = T
| T4nT,|

De lo anterior y del ejemplo (1.2) podemos obser-

var que T6 es producto directo y en consecuencia producto-

semidirecto de T3 por TZ' Mientras que SS es producto se-

midirecto, pero no producto directo de los mismos.

LEMA 2.3

Sea G un producto semldlrecto de K por Q, ex1ste-

un homomorfismo 6:Q ‘7AUT(K‘ d“f"'

ex k) = x k x -1 # kER,_xﬁ
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Demostracién

Sea 6:Q— AuT(K) tal que 6(x) = 6x como KAG,

entonces ex(k) = xkx-1e K¢¥xeQ. Luego OxeAuT (K)

y como 0, (k)= xyk(xy) ™ = xyky 'x7'= xoy (K)x" =0 (8y (X))

se tiene que 9xy = exey e 8(xy) =ex)o(y) v 61(k) = k
Nos proponemos recobrar un producto semidirecto -

G de K por Q comenzando solamente con K, Q y un homomorfis

mo 6:Q —> AuT (X)

DEFINICION 2.4

Sean K, Q y 8:Q— AuT(X), entonces un producto -

semidirecto G de K por Q realiza 8 en caso de que ex(k) =

xkx'1~¥ keK.

Con esta definicién notamos que el lema 2.3, dice
que todo producto semidirecto de K por Q realiza un homo--

fismo 6 de Q en AuT (K).
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DEFINICION 2.5
i‘Seén'K, Q y 6:Q —7 AuT(X) dados; entonces KxBQ -
es el conjunto de pares ordenados (k, y) € K xgQ bajo la -

operaci6n binaria (k,x) (k1, y) = (kex(k,), Xy).

TEOREMA 2.6

Sean K, Q y 0:Q—3>AuT(k) dados; entonces G=KX9Q-

es un producto semidirecto de K por Q que realiza 6,

DEMOSTRACION,

G es grupo,  En efecto.

ks ¥) (kps YDy, 2) = (Ko (K), xy) (Ky,2)

= (ke_(k;)e, (k,), xyz)
(k, (kY (kyu2)) = (K,x) (K 8y (K,), yz)

= (k8, (k,8y(k;)), xyaz)

= (K8, (k)0 (8, (Kp)), xy2)

= (kex(k1)9xy(k2), Xy z) 323c1at1v1-

El‘elemen;dﬁideﬁtidéd-esf{l,,J)'ya que
(k,x) (151)

X) = (k x)
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El inverso de (k, x) es (ex;1(k'1), x-1) en cfec-

. - -1
to (k,x) (0 -1 (k™yx™)= (k8 (8,-1(K" D)), 1)

-1
(k6 -1(x ), 1)

k3, ("), 1)

1

a,1)

-1 -1 -1
(8, -1k, x™ )k, x) = (8,-1 (K)o, -1(k), 1)
1

(ex-1(k'
(1,1)

k), 1)

Identificamos ahora K con él subconjunto de G que
consiste de todos los pares de la forma (k,1) y definimos-
n:G— Q tal que T7(k,x) = x entonces 7 es homomorfismo, -
ya que P ((k,x) (ky5y)) = TP ((k8, (k;),xy)) = xy =

P (k,x) P (k1,y).

Ahora si ™™ (¥,x) = x = 1 entonces (k,x)=(k,1) € K el nu

cleo de mn = K ., Ka G

Identificando Q con todos los pares de la forma -
(1,x). Entonces Q es subgrupo de G con KQ=G y KnQ = {(1,1)]}
por lo tanto G es un producto semidirecto de K por Q.

para ver que G realiza 8 comprobamos:
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(1,x)(};,1)(1,x)'1 (e, (k),x) (1,7

It

(0 (x),x) (6,-1(17") x71)

-1
(6, (x)e, (6,-1(1 1)), 1)

-1
(6, (K)o _-1(171), 1)

X

(6,(k), 1)

TEOREMA 2.7

Si G es un producto semidirecto de K por Q, enton

ces G = ker para alguna 8:Q —» AuvT (K)

Demostracibn.

Definimos 8 _(k) = xkx™!  puesto que G = KQ y KnQ = {1}

Cada g € G tiene una expresidn {inica g = kx, keK y xeQ.

la multiplicacién en G satisface kxk1x1 kxk1x'1xx1

kex(k1)xx1
sea YM:Ker.—ﬁ;G tal que y/((k,x)) = kx

Y/ es uno a uno y estd bien definida ya que
(k,x)=(k;,xq) «? k = ki ¥y x=xpaokx = kyx, <

¥ (k,x) = Y (kLX)

% es homomorfismo. En cfecto:
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\V ((k,x) (1\1,3(1)) W(kex(k-'): XX1) = kex(k.])XK1

[

i -1
kxk1x XX,

kxk1x1

i

Y (k,x) y (kg xq)
yy es sobre ya que 4~ g =kx e G J (k,x)ekxyQ

tal que y/(k,x) = kx Ly oes isomorfismo.

En base a los resultados que se acaban de probar-
haremos ver con un ejemplo, que partiendo de K, Q y 8:Q --

AuT(K) podemos rescatar un producto semidirecto que 6 rea-

liza.

EJEMPLO 2.8

3 - = - ——— . ! Z
Consideremos K ZS’ Q=T, y 6:T, —y AuT _( 3)

se tiene por (1.6) que hay solamente dos automorfismos de-

t

Es decir Si Z 5= {0, 7, 7}

T,= {1,x} y 6 es tal que
6: 0 0 6,: 0 0
T T T T
2 2 Z Z  para este homomorfismo ©
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s¢c tiene ZSXGTZ = ZSXTZ = {(6, 1, (0—9)()’ (T:1)9 (T,X),‘

(Z,1), (2,x)}

La operacién aqui es la del producto directo ya que 8 _= )Z

-V-aeTz.

En este caso ZSXGTZ = T6'

Ahora consideremos 6 tal que.

91: 0 0 ex: 0 0
77 T 2
7 7 2 T

Z—SXGTZ = {(6,1)9 (6,)(), (1_,1)’ (T,X), (-2_,1)’ (—2-,)()}
Construyendo la tabla de multiplicar tenemos,

Z.x,T, (0,1 (0,x) (T,1) (T,x) (Z,1) (Z,x)
@)@, @x) (1,1 (11 (3,1 (2%
(@,x) (0,x) (0,1) (Z,x) (Z,") (T,x) (T,1)
(T, (T, O,x) (Z,M) (Z,x) (0,1) (0,x)
T,x) @,x)y (T, ((@,x) (0,1 (Z,x) (Z,1N)
(Z,1) (Z,1 (Z,x) (@, (@,x) (1,1 (T,x)
(2,x) (Z,x) (Z,1) (7, x) (T,1) (0,x) (0,1)

que como puede verse es un grupo isomorfo a SS'
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CAPITULO III
EXTENSIONES

DEFINICION 3.1

~Una sucesién de grupos Gi y homomorfismes fi dada-

por

f
n-1 fn S Gn n+1l > G

7

-loG

n+l ...
es exacta si Imdgen de fn es igual al nucleo de fn+i.
En la discusifn de extensiones G de K por Q, usa-

remos la notacién multiplicativa paraQy la notacifn aditi

va para G y su subgrupo normal K.

DEFINICION 3.2

81 0 = K——>G—>Q—1 es una sucesibn exacta,

entonces se dice que G es una extensién de K por Q.

EJEMPLO 3.3

'I‘6 y S3'son extensionesgnqiisqmorfas'de .23 por -
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son sucesiones exactas y T6 o 83.

Existe una Ginica entensién G de Zz por T,. En -
efecto tenemos que {G{=6 y Z, <2 G, como los fnicos gru
pos de orden 6 son S3 y Tﬁ entonces G es o SS 6 T6 pero -

Z 2 76 83 entonces G = T.

EJEMPLO 3.4

T, es una extensi6n de Z, por T, ya que

0——?22-—->T4——-')T2——-—71 es exacta.

Pero T4 no es producto semidirecto de Zz por Tz-
ya que si Ty = ZZ x,T, entonces como e:TZ—-—7AuT(Zz)= ‘Z
debe ser trivial entonces T4= szTz lo cual es falso.

De los ejemplos anteriores se observa que una ex-

tensifén es una generalizacién del producto semidirecto.

DEFINICION 3.5

Si  TP:G —> Q es sobre y xeQ, entunces un levanta

miento de x es un elemento geG tal que 7’ (g) = x.
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LEMA 3.6

Sea G una extensién de K por Q, donde K es abelia

no., Existe un homomorfismo 6:Q —»AuT(K) tal que:
8, (k) = 2(x) *+ Kk - 2(x) PkeK y todo levantamiento £(x) -

de x.

Demostracién.

Si a € G sea fa la conjugacién por a, puesto que-

K< G, falK es un automorfismo de K y la funcién

,u:G"——?AUT(k) definida por m(a) = fa|K es un homomorfismo.

En efecto,

Mab)=f 1K = (fa]K) (£,]K) = /wd(a)/wd (b)

Si aek entonces/W1(a)(k) = a+k-a=k ¥+ K ya que K es abelia-

no y /M(a) = IK. Existe por lo tanto un homomorfismo.

Mt § —2 AT(K) definido por My (K, ) = M (a).

En efecto./m4# (K+a+K+b)=/ﬁL(Kfa+b) =/n (a+b) iﬁ4(a%ﬁﬂ (b)
=M (K, /;4 ¢y (Ky)

El primer teorema de isomorfismo nos dice que - -

% * Q y dice también que para cualquier elecci6n de levan

tamientos %(x), xeQ, el mapeo A:Q-7% definido por

A(x) = K+2(xX) es un isomorfismo. Sca 9:Q~—7AvT (K)



(48]
(7

la composicidn /M p A si xeQy Z(x) es un levantamiento, -

entonces. ex =/‘4H,((x) =/M #(K+ i(x))=/M (L(x)) € AuT(K);

por lo tanto si keK entonces,
0, (k) = M(L(x))(K) = 2{x) + k - % (x)

En lo sucesivo se escribiri ex(k) como xk. Se --

tienen las siguientes f6érmulas:

x(k + X'y = xk + xk'
(xy)k = x(yk)

1% = k
DEFINICION 3.7

Sean XK y Q grupos, K abeliano y 6:Q~—3AuT(k). --
una extensién G de K por Q realiza 8 en caso de que

xk=L(x) + k - & (x) ¥ keK y todo levantamiento R(x) de x.

DEFINICION 3.8

Sea G una extensién de K por Q y sea T :G—¥Q -
un homomorfismo de G sobre Q tal que nucleo n=K escogiendo-

un levantamiento 2(x) de cada xeQ definimos 1la funcién --

2£:Q —» G, que satisface T[Pot= lQ' El rango de tal funcifn
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£ es 1llamado un Transversal de K sobre G, supongamos que-
K es abeliano y G una extensi6n de K por § que realiza 9.-
Identificamos Q con %, y para cada xeQ, escogemos un levan
tamiento &(x) €G, por comodidad hacemos &(1)=o. Una vez -
elegido el transversal, cada elemento geG tiene una expre-
si6n Gnica de la forma g=k+2(x) xeQ, keK (ya que 2(x) es -
representante de una clase de K en G y G es la unitn ajena

de estas clases).

Se tienewlas siguientes f6rmulas.

i) 2(x) + k = xk + L(x) xeQ y kek

ii) L(x)*+o(y) = f(x,y)+L(xy) para alguna f(x,y) € K
(4 (x)+2(y) y 2(xy) son representantes de la misma --

clase de X).

DEFINICION 3.9

La funci6n f:QxQ—y K definida por 1a formula

ii) 8Se 1llama 2-cociclo de G.

PROPOSICION 3.10

Sea G una extensién de K por Q y Sea F:G-~Q un-

homomorfismo sobre, con nficleo de /P =K. Entonces G es --

producto semidirecto de K por Q <« existe un homomorfismo-

£:Q—>G con ol = 1

Q
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Demostracifn.

=») supongamos que G = Kx Q. Sea £:Q—>G tal que
2(x)=(0o,x) entonces 2(xy)=(0,xy) es decir tenemos L(x)=(o,x),

2(y)=(o,y) entonces L(x)+2(y)=(0,x)+(0,y)
=(o,xy)
(con la operacidén producto -

semidirecto).
Luego L(xy)=2(x)+2(y)

Ahora Sea W (k,x)=x entonces nucleo/”=K asi que
(P2)(x) = P(e(x)) = Plo,x)=x .". fPJL=|Q

< )supongamos que 2:Q.—>G es homomorfismo, Con Fb£=|Q

tenemos que G tiene una copia Ql de Q. Sea yeKnQ| —7
y=2(x) con xeQ y IM(y)=1-+1= P (y)= P(2(x) = (RPoL)(x) =
TQ(x) = x = x=1vy 8(x)=0=y .", Kan = {o}.

Sed geG-9ﬂ1’) = xeQ y 2(x) an ahora

g=(g-2(x)) + &(x). Consideramos {?(g-z(x))=lP(g)lP(l(x)51

= X)(-‘l

- |

entonces g-2%(x)ek . G=K.Q‘

Esta proposicién nos dice que el Z-cociclo f:QxQ -2 K

antes definido, depende del transversal dado y ademfis nos
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dice que tanto se "desvia'" G de ser un producto semidirec-
to (G es producto semidirecto cuando existe 2:(¢-—> G tal -

que f(x,y) = o 4 x,y € Q).

TEORIMA 3. 11

Sea K abeliano y sea 8:Q—?AuT (k). Una funcién -

f:QxQ—7K es un 2-ciclo <« satisface las siguientes f6rmu-

las. .

i) f(1,y) =0 = £(x,1) ¥ x,yeQ

ii)  xf(y,z)-f(xy,z)+f(x,yz)-f(x,y)=0 ¥ x,y,z € Q

Demostracidn,

'-‘7) Supongamos que f es un 2-cociclo. Esto significa que-
existe una extensién G de K por Q que realiza 6 un trans--

versal ha sido hallado y f satisface.

L(x)+2(y)=f(x,y)+2(xy). Puesto que hemos dicho que £(i)=o-

entonces

1) 2 ()*+2)=£0,y)+e(y) = 2(y)=£(1,y)*2(y) - £(1,y)=0
y

L(x)+8(1)=£{x,1)+L(x) . 2(x)=f(x,1)+2(x) —» £(x,1)=0
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ii)

Tenemos f(x,y)=2(x)+2(y)-

2 (xy) entonces

x £(y,z)=2(x)+L(y)+8(z)~2(yz)-2(x)

flxy,z)=8(xy)+4(z)-2(xyz)
£(x,yz)=2(x)+2(yz) -2 (xyz)

f(x,y) =2(x)+2(y)=-2(xy)

xf(y,z)-f(xy,z)+£(x,yz)-f(x,y)=xf(y,z)+f(x,yz)-f(xy,z)-

=) Supongamos inversamente

f:QxQ — K que satisface

i)

f(l,y) = f(x,1)=0 ¥ x,yeQ

f(x,y) (X, abeliano).
=L(x)+2(y)+2(z)-2(yz)-2(x)+
L(x)+2(yz)-2(xyz).

- (2 (xy)+2(z) -2 (xyz))- (R(x)+
2(y) -2 (xy))

=L (x)+L(y)+2(z)-R(xyz)+ - -
L(xyz)-2(z)-2(xy)+2(xy)- -~
£(y)-2(x)

=0

que tenemos una funcidn

ii) xf(y,z)-f(xy,z)+f(x,yz)-f(x,y)=0 ¥ x,y,zeQ

Construiremos una extensién G de K por Q que rea-

liza 6 y hallaremos un transversal & tal que f es el 2-co-

ciclo determinado por este dato.



Sea G el conjunto de todos los pares (k,x)eKxQ -
con la operacidn binaria (k,x)+(k],y)=(k+xk1+f(x,y),xy) --

Demostraremos que (G es grupo. En efecto.

(00 k) e 2y Gok £ 0y xy) s (kL 2)
= (k+xk'+£ (x,y) +xyk' |+ (xy, 2) ,xy2)
=(k+xk‘+xf(y,Z)+xyk11+f(x,y2),xyz)

(,x)+ (L) (1, 2)) = (k,x)+ (K oyk! Ty, 2) ,y2)
= (kex (k' +yk £ (y,2)) £ (x,¥2) ,xy2)
=(k+xk1+xyk11+xf(y,2)+f(x,y1),xy2)

Asociatividad

Consideremos.

(k,x)+(o,1)=(k+xo+f(x,1),x)=(k,x)
(o, 1)+(k,x)=(o+1k+£(1,x),x)=(k,x)

{o,1) es el idéntico.
Ahora

(k,x)+(:x'1k-x']f(x,x-1),x-1)=(k+x(-x'1k~x'1f(x,x_]))+
£0,x7 1), 1.
= (k-k-£(x,x” )+E(x,x 1), 1)
wa o= (0,1) Ok

e e, x Ty xR )= x T Tkex T

i x : Lo :

(-x
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ya que por la formula (ii)

xTee,x -t DY, x DY - s ,x) =0 =
x-1f(x,x-1)-f(x-1,x)=o - -x-lf(x,x-1)+f(x-1,x)=o

entonces (-x-1k-x-1f(x,x'1),x—1) es el inverso de (k, x)

.. G es grupo.

Mostraremos que G es una extensién de k por Q - -
identificando k con todos los pares de la forma (k,1) y de
finiendo (k,x)=x. és homomorfismo con n@icleo k y por -
lo tanto K< G y % = Q por el ler, teorema de isomorfismo,
Para ver que G realiza 0 identificamos xkeK con (xk,1) y -

como la definicifn de [P produce 2(x)=(k1,x) para alguna --

k1eK. Comprobando tenemos:

k1, x)+(k, 1) - (k' ,x)= (kK +xke£(x, 1),x)+ (-x Tk -x"Tex,x™ 1y ,x7
=k axkex -x 7T x T TG xT ) (x,xTH) L)
=k exk-k - £ (x,x Dk, x7 Ty, 1)

=(xk,1) ya que K es abeliano.

finalmente definimos un transversal £ por L(x)=(0,x) se -~

tiene que:
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LIx)Y+R(y)-L(xy)=(o,x)+(0,y)-(0,xy)
=(o+xo+f(x,y).XY)+(xy)'1(0)-(xy)'1f(xy, - -
(xy™ 1), (xy™ 1Y)
S (£ (X, y)xy)+ (- (xy) TECxy, )T, )T )

=(£( x,y)*+xy (- (xy)

£(xy, (xy)” )+f (xy, (xyI )
=(£(x,y)-f(xy, (xy) D +E(xy, (xy) 1), 1)

=(£(x,y), 1)

Ejemplo 3,12

Consideremos la siguiente extensién G de Z7 por-
T

3
T3= {1,a,az}
Z,= (0,7,...,6}

Se tiene que 77= <T> y Z7= <Z>

Sea 6:T3"—7AUT( Z 7) tal que ea(T‘)=’z‘ 6,¢ AUT(Z7)

tenemos:

(0,1)
. 1
T (6,1)
7
% ‘F?fé?  a
5 ',(E;a)
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|
~
|
-
=]
St

al

Consideremos el transversal

2: a—>(0,a)

2 2
a“')(Tra )
para este transversal elegido existe.

f:TsxT3 ——a>27 tal que f(x,y)=2(x)+2(y)-2(xy)
£(1,y)=f(x,1)=0

se tiene T,xT,={(1,1),(1,a) (1,a%),(a,1), (a,a),(a,a%),(a’,1)
(a%,2), (a%,2%)) |

como L(1)=o0 tenemos que f aplicada a los elementos subraya
dos es cero. Calcularemos f en los otros elementos de - -
T3xT3.
£(a,a)=2(a)+2(a)-2(a%)
=(6:a)+(6:a)"(1_’32)
= (0+al,a%)+ (a"2(T 7 ",a"%)
=0+(T 1y, 1)
=(6,1)



f(a,a>)=2(a)+%(a?)-2(a)
= (0,a)+(T,a2%)
=(0+at,1)

=(7’1)

£(a%,a)=2(a’)+2(a)-2(a°)
=(T,a%)+(0,a)
=(T+a%0, 1)

=(T,1)

£(aa®)=2(a)+1(a?)-2(a")

32

=(T,a%)+(T,2%)-(7,a)
=(T+a? (1), a)+(7,2%)

=(T+%,2)+(0,a%)
=(3,a)+(0,a%)
=(5 +a0, 1)

=5,

.*. £(at,a)=%

f(a,a) = 6
f(az,a)= T
£(a,a%)= 3

Las operaciones se realizan
bajo el producto semidirec-

to.

comprobamos en algunos casos las formulas.

£(1,y)=1(x,1)=0 y xf(y,z)-f(xy,z)+£(x,yz)-£(x,y)=0

f(1,a)=a(1)+2(a)-2(a) = 0

f(a,1)
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Si x=y=z=a

af(a,a)-£(a%,a)+f(a,a%)-£(a,a)=a2.5-T+7-§

5-T+Z-6
=0

Y si x=a2 y y=z=a
azf(a,a)-f(aza,a)+£(az,a.a)-f(az,a)=a2f(a,a)-f(1,a)+f(a2,az)—
£(a%,a).

a?(6)+5-T

+5-7

1

]
A

0

DEFINICION 3.13

ZQZ(Q,K) es el conjunto de todos los 2-cociclos
f:QxQ —5 K

PROPOSICION 3,14
2(Q,K) es un grupo abeliano bajo la operacién
0

(E+£1) (x,y) =£(x,y) +£ ' (x,¥).

Demostracifn,

Sean £y £' ¢ Z,%(Q,K)

(E+£1) (1,%)=6(1,x) +£ (1,x)=0
(F+£1) (0, 1) =E(x, 1) +£' (x, 1) =0
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x(E+£Y) (7, 2) - (E+£1) (xy, 2)+ (F+E') (x,y2) - (E+E') (x,y)=0

x (£(y,2)+€) (y,2)) - (E(xy,2)+£ (xy,2)) +£(x,yz) +£ (x,y2)-
(€ (x,y)+£! x,y))

=x£(y,2z)+xE ' (y,2)-£(xy,z) -  (xy,z)+£(x,y2)+£ (x,yz)~
£(x,y)-£' (x,y).

=x£(y,z)~£(xy,2) +E(x,yz) - £, y)+xE ' (y,2) - £ (xy,2)+£ (x,y2) -
fi. (X Q.Y) =0

cerradura.
1 1
(Ex,y)+E (7)) +£ MLy =E0G )+ (B GLy)+£ T (L m)
asociatividad.

-f{x,y) € :ZGZ(Q,K) es el inverso de f(x,y)
Y

f(x,y)=0 ¥ x,yeQ es el idéntico.

LEMA 3.15

Sea G una extensién de K por Q que realiza 6; - -
sean zy'£1 transversales que dan origen a 2-cociclos fyf1.

Existe una funcidén a:Q — K con.

a(1)=0

£l (x,y) -f(x,y)=xa(y)-a(xy)+a{x) + x,ye QQ
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Demostracién:

para cada xeQ, &(x) y 21(x) son'diferentes representantes-

de 1a misma clase de K en G.

Se tiene que existe un elemento «(x) eK tal que -
Zl(x)=a(x)+£(x) como hemos supuesto que 2(1)=0 y 21(1)=0 -
entonces 21(1)=a(1)+x(1) -~ a{1) = 0, por otro lado,

21 ) +2 ] () =a () +2 (x) +a (y) +2(y)
=a(x)+2(x)+a(y)-2(x)+2(x)+2(y)

=a(x)+xa(y)+L(x)+2(y)
=a (x)+xa(y)+f(x,y)+L(xy)
=a(X)+xu(y)+f(x,y)-u(xy)+£1(xy) -

2l )+ () -2 (xy) =a (x) #xa (y) +£ (x,¥) ~a (xy)
£V (x,y)= xa(y)-a(xy)+a(x)+£(x,y) (Kabeliano)

£1(x,y)-£(x,y) =xa (y) -a(xy) +a (x)

DEFINICION 3.16

Una cofrontera es una funcién g:QxQ $K tal que -

g(x,y)=xa(y)~-a(xy)+a(x) para alguna «:Q —y K con a(1)=0.

2 .
Be(Q,K) es el conjunto de todas las cofronteras.
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PROPOSICION 3.17

Bg(Q,K) es un subgrupo de ;ZS(Q,K),

Demostracitn
2
sea ge Be(Q,K) entonces

- g(x,y)=xa(y)-a(xy)+a(x) cona(1)=0
g(x,1)=xa(1)-a(x)+a(x) = 0

g(1,x)=a(y) -a(y) +a(1) =0

ademis

xg(y,z)-g(xy,z)+g(x,yz)-g(x,y)=
x(ya(z)-alyz)+a(y))- (xya(z)-a(xyz) +a(xy))
+xa(yz)-alxyz)+a(x) - (xa(y)-a(xy)+a(x)) =
xyu(;)-xniyz)+xu(y)-Xya(iﬁu(xyz)-a(xy)+xu(yz)—u(xyz).

+a(x)-xa(y)+a(xy)-a(x) = 0 ya que K abeliano.

"L BEQ,K) ¢ Z2(Q,K)

ahora sean g yg1

€ BS(Q,K) se tiene que
(g-g1)(x,y) = g(X.y)-gj(x,y)
g(x,y)=xa(y)-a(xy)+a(x)

g (x,y)= xa'(y)-a'(xy)+a'(x) con a(i)= a'(1) = 0
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(z—z.-g1)(x,>')=g(x,y)~g1 (x,y)

=xa(y) -a(xy) +a(x)- (xa’(y)-a' (xy)+a'(x))
=xa(y) -a(xy) *a(x)-xa' (y)+a' (xy)-a' (x)
=xa(y) -xa' (y)-a(xy)+a' (xy) +a(x)-a' (x)
=x(a(y)-a' (y)) - (a-a')(xy)+(a-a') (x)
=x(a-a") ()~ (a-a") (xy)+ (a-a) ()
=xaq(y)-ay(xy)+a,(x)

con 0.1=(!"(11

S (g ) (x,y)eB (Q,K)

DEFINICION 3,18

HZ(Q,K) definido como Z2(Q,K) es llamado el 2do.

B2(Q,K)

grupo de cohomologia.

DEFINICION 3.19

Sean G y G1 dos extensiones de K por Q que reali-

zan 6 entonces GNG1 si ¥ f asociado a G y ’0“1’1 asociado a

¢' £-fle B (Q,K).
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LEMA 3.20

La relacidén ~ definida en 3.19 es de equivalencia

Demostracifn.

i)

ii)

1ii)

-

G~ G En efecto sea f asociado a G y f1 asociado a --

G entonces f-f‘eBg(Q,K) por el lema 3.15.

G~ G!

1

entonces ¥f asociado a G y ¥ £! asociado a G
£-£1cB2(Q,K) ¥ -(£-£1)=£'-f eB2(Q,K) 7 6~

Supongamos G’\-'G1 y G1~G”——-7‘V'f asociado a G, ¥ f1

asociado a G1 y ¥ fn asociado a G”.
£-£'e82(Q,K) y £'-£"" eB2(Q,K) 2 £-£" Te(e-gT) 4 (£1 €1y

eBZ(Q,K)

GG

LEMA 3.21

G"*-'G“‘:?'if asociado a G y £! asociado a ¢’ tal que

f-f‘eng(q,x)

Demostracidn.

#) obvio
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<) Supongamos que existe f1 asociado a G yfz asociado a -

2
C] tal que f1~f2 EBS(Q,K)

Sea f asociado a G ¥y f1 asociado a 61 entonces,

4 |
f”ftEBQ(Q:K) Y fz"f SBQ (Q!K) -7

| 2
£-£, 46, £ =(£-£1)+(£,-£,)eBE(Q,K) pero

. 1
fz-f1eB§ (Q,K) .".f-f eBg(Q,K)

Sea E el conjunto de las clases de equivalencia -

de extensiones que realizan 8,

TEOREMA 3.22

Sea K un grupo abeliano y sea 8:Q —»AuT(K). El-
conjunto E de todas las clases de equivalencia de extensio
nes de K por Q que realizan 8 forman un grupo abeliano - -

isomorfo a Hg(Q,K) cuyo elemento identidad es la clase del

producto semidirecto.

Pemostracibn,

51 G es una extensién de XK por ¢ que realiza 6, -
denotamos por [ G _\ su clase de equivalencia, asi que E es
el conjunto de todas las [ G _]. Definimos ahora una co- -
rrespondencia uno a uno A : Hé(Q,K)wm? E como A (f+B§3 = -

chj , donde Gp es la extensidén determinada por f que fue-
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construida en el teorema (3.11). /( estd bien definida, --
por que si f y f1 estin en la misma clase de Bg(Q,K), la -
definicifn de equivalehcia dice que Ge ¥ Gf1 son equivalen
tes. Invefsamente,‘A €S uno a uno, ya que si/‘(f+B§) = -=
/‘(f”Bé)-—) CGf] = ZGf1J—76f y G¢1 son equivalentes, - -
entonces f~f1eBg(Q,K) -7 f+B§= f1+Bg, ademis A:Hé———)E es -

suprayectiva. En efecto.

La GeE~» 3 f asociada a G para algln levantamiento £ y en--

tonces 1 Gg, como f asociada a G y f asociada a G,y

f-f=0eB§ entonces G~Gg de donde £ G] = {'_Gfl y f#Bé-—)LGf.]

Por proposicién (1.7) existe una Gnica adici6én de
finida sobre E que hace de E un grupo y de A un isomorfis-
mo. La Gltima parte de teorema se sigue del hecho de que-
una extensifn es un producto semidirecto si y s6lo si tie-

ne un 2-cociclo en Bg (Q,K).

COROLARIO 3.23

Sea K abeliano y sea 6:Q-7AuT(K). Toda extensibn
de K por Q que realiza 0 es un producto semidirecto si y -

s6lo si Hg(Q,K) = {0}
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Demostracidén

“$) Supongamos que G y G] son producto semidirecto de
K por Q que realiza 8, entonces dadas las sucesiones.
i i
0 —K —C —Q—> 1
il
0~ K —>»G6 —<5Q —1 exactas, por proposicién (3.10)

existen

2:Q -Gy 2.‘:Q----7G1 homomomorfismos tales que

joz=1Q=sz1

fO,Y)=(x)+2(y)-2({xy) = o F X,y € Q
=ttt xy) =0 ¥x,yeQ -

£-£'eB2(Q,K)216 7 = 161 B= {[KxeQD)

H = {0)
<) inversamente H§= {0} > E = {{Kx4Q)} sea

Gs[Ker], % un levantamiento de Q en G y sea

f(x,y)=£(x)+£(y)-£(xy) entonces f es un 2-cociclo

. Ahora fe B — 3

gd(y)-u(xy)+u(x) seal® :Q—G

“'Se tiene
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(@ (xy)=-a(xy)+2(xy)
=-a(x) - xa(y)+ £(x,y)+2(xy)
=-a(x) +2(x)-a(y)-2(x)+R(x)+L(y)-R(xy) +2(xY)
=-a(x)+2(x) -aly)+2(y)
=@ ()+@ly) .

.°. {(§ es homomorfismo

(0 (x) =09 -a(x)+L(x) =002 (x) = a(x) &>

(Ar) (xX)=ja(x)=1e>x = 1 (ya que (34) (x)=1Q(x))
.. (¢ es uno a uno

Sea Q= 0

entonces i) K9 G

ii) ae (((Qn K= @(x)=ap-a(x)*+2(x) = a —

2(x)= a+ta(x)eK2 (1) (x)=19x=1 9 €&(x) = 0 = a

iii) Sea geG y {£(9(g))

J'(ﬂ;(j (g))-g)=j2(y(g)). (1)) =5(2). (5 () =1 -

2(j(g)-geX  (j(g))-g

1

-a(j(g)) +2(i(g)) - g

= kekXK

eg=-k+ F(3(g))
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El isomorfismo y:Kx Q-G estd dado por
v(k,x)=k+@(x) ya que.

(k,x)+(ky,y)=(k+xky, xy)

(k+@(x) ) + (k +@&(y)=k-a(x) +2(x) +ky-a(y) +2(¥)

=k-a(x)+2(x)+ k-2 (x)+2 (x)-a(y)-2(x) +L(y)+*
2(y).

=x+xk,-a (x) -xa (y)+A(x)+2(y)
=k+xk, -a(xy)- f(x,y)+a(x)+2(y)

=k+xk1-a(xy)+2(xy) que es

precisamente P aplicado a (k+xk1, Xy).
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CAPITULO IV

DEFINICION 4.1

Un grupo G es de torsifn si # xeGdnel -

tal que nx = 0

PROPOSICION 4.2

Si G es una extensidén de K por Q con K de Torsién

y Q de Torsidn entonces G es de Torsibn.

Domostracifén

Se tiene 0 > XK + G -+ Q>+ 1 exacta es decir-

~

= Q, Sea Y el isomorfismo de % en Q. Entonces -

=i

dado g € G se tiene que Y (g+K) = x e Q@ como Q es de tor-
sibn existe n e z tal que Y (g+x)" = 1 entonces - -
Y(ng+X) = 1 — ng + K = K ya que Y es isomorfismo enton--
ces ng € K como K es de torsién F me 2 tal que -

m(ng) = 0 o sea (mn)g =0 - 0(g)< =
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TEOREMA 4.3

Sea K abeliano de Torsitn y Q de orden n. Sy -
¥ keK (1k1, n) = 1 entonces toda extensién de K por Q es-

un producto semidirecto.

Por corolario 3.21 es suficiente demostrar que -

f :QxQ~+>K 2 -cociclo es una cofrontera.

Sea T : @ + K tal que T(x) = £ £(x, y)
yeQ

consideramos xf(y, z) -~ f(xy, z) + f(x, v 2= £(x, ¥)

Io(xfly,z)- flxy, 9+ £(x,¥y3) = I f(x,Y)
zeQ zeQ

x I f(y,2- & f(xy,2)+ ¢ f(x,yzd=n f(x,y)
zeQ zeQ zeQ

X T (y) - T(xy) + T(x) = n f(x,vy)

Sea my = |T(x)| entonces (|T(x)], n) = 1 1luego -

existen Ay bx £, 72 tal que am + bx n=1,

Sea a(x) = bx T(x) para algun=bx‘fif0,‘sé~tiene -

a(l) = bi T(1) =10 Y'por?ptrb'lado;?fsﬂ ~—
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n (xa(y) - a(xy) +a(x))

1

n (xby T(y) = b, T(xy) + bx (x))

= xnbyT(y) - nbxy T(xy) + nb, T (x)

= x(1-aym ) T(y) - (1-ay, M) T(xy) +
(1-axmx)T(x)

= xT(y) - T(xy) + T(x)

= nf(x, y)

n (xaly) - a(xy) +a (X) - £(x, y))= 0

[ xa(y) - a(xy) +a(x) - f(x, y)| |n pero como
xo{y) ~af{xy) + a{x) - £(x, ¥) ¢ X se tiene que -
x afy) -alxy) + a(x) - f(x, y) = 0

T f(x, v) = x a(y) - a(xy) + afx)

TEOREMA 4.4

Sea G una extensidn de K por Q, con K abeliano de

Torsidén, Q finito de orden n.

Si ¥ keK (1ki, n) = 1 entonces cualesquiera dos

subgrupos de G de orden n son conjugados.
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Demostracidn

Sea Q1 subgrupo de G de orden n, se tiene ) -
KnQ, = {0} ya que si x € KnQ, entonces x € K yX € Q,

[x|]n x=0

Sean x, y € Q1 six+K=y+ K-+ x-y €K~

X -y &XKnQ.

Luego x -~y = 0 de donde x = y y como % = Q -

hay exactamente n clases distintas de K, esto significa que

vgeG 3 Xy € Q1 tal que g + K = Xy * K es decir -
g - x; € K entonces g - x; ~ k de donde g = k + X4 - -

. 6 =K Q1.

Lo mismo si Q2 es un subgrupo de orden n de G. -

Por proposicifn 3.10 existen levantamientos

91: Q - Q‘t:G y 92 : Q » Qz(:G que son homomorfismos. Es-

decir f1 fz = 0, 91 (x) = a(x) + 92(x) y 0= f1(x,y) -

£,06,y) = 20+ 0,(y) - 2 xy) - (2,(x) + 8,(9) - 2,(xy))

i

91(7() * ?1()’) - 21(’()') + Qz(x)') - 92()') -5
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= a(x) * L,(x) raly) v 4,(y) - (alxy) + 2,(xy))
+ gz(x}') "2'2()') - 9-2(3()

= a(x) +2,(x) *a(y) 4 2,(y) - 4, (xy) - alxy)
+ 2, (xy) - 2, () - 2,(x) |

= a(x) +2,(x) *aly) -lZ(X)*-22(X)?-22(y)7?22(xy)
A L) - L) - e

= a(x) *+ xa(y) - a(xy)

= xa(y) - a(xy) + a(x)

Sea m = mcm {Ia(x)l |x € ngi 3 a,b €Z con
am + bn = 1

consideramos %iq(xa(y)-u(xy)+u(x))=0 entonces

I a(y) - T a(y) + na(x) =0
yeQ yeQ

haciendo k = I a(y)
y€Q

tenemos xk -~ k+na(x)= 0 de donde - q&(x)‘é:xkf?tk

multiplicando por b tenemos - bna(x) = xbk - bk
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ahora - bk + Ql(x) + bk

-bk+ 2, (x) *+ bk-2,(x) + 2 (x)
.= -bk + xbk + £ (x)
= -bna(x) *+ 2,(x)

= -(1-am) a(x) + &,(x)

= - a(x) * 4, (x)

= Ez(x)

TEOREMA 4.5 (Lema de Schur - Zassenhaus)

Si Ky Q son grupos finitos de 6rdenes m y n res-

pectivamente, y si (m, n) = 1, entonces toda extensidén G -

de XK por Q es un producto semidirecto.

Demostracibn

Es suficiente probar que G contiene un subgrupo -

de orden n.

Se probari por induccién sobre m.

Sim= 1 obvio por teorema 4.3

Supongamos que K contiene un subgrupo propio -

L # {0} que también es normal en G. Entonces % 4 g .

1 K
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G
K1 « G Q entonces 0 -+ LR Q+1 es -
Y ™ x — T x * K, K, ‘
5
exacta.
Si |-]S | = m1, entonces m' <m y Ig—} = m'n. Por in
K1 K1 -

duccisdn % contiene un subgrupo %— de orden n. Es de-
1 : 1

cir %— = Q luego 0 -+ K1 + N+ Q + 1 es exacta ahora co-
1

mo {N| = n |K;| y (n, |XK{]) = 1, ya que |K;] m.  pues-
to que K, <4 Ny |K1| < m, la hipbtesis inductiva da un sub

grupo de N y por lo tanto de G de orden n,

Podemos ahora suponer que K no contiene subgrupos

propios # {0} que sean normales en G.

Si p es un primo que divide a m, P p-subgrupo de
Sylow de K, entonces P tambi&n es un p-subgrupo de Sylow-

de G. En efecto ya que si pa [16], « a!entoncequ Im & -

paln pero no a ambos ya que {(m, n)

1. Ademias como - -
K< G sigeG entonces g"1 Pgec g"1 Kg = Ky |g Rg'1| =
IP| - g-1 P g es p-subrupo de Sylow de X entoncesik e K tal

-1 _ 1 ‘G. = . ;
que k' P k = g" P g. Asi quel_G.NG(R)] —Z:K-Nk(P)’& y -

por el teorema de lagrange.
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6] . _ k| ol . |No®
TN (YT TN, (P)] "JFKJF HNKﬁ"

1§ - e e ] -

n
Puesto que Ny (P) = KW, (P)
Ng (P K Ng () '
nore) e X se tiene que -

Nk(EJ~4 NG(E). En efecto, sea h ¢ NK(R) y g ¢ NG(B) - -

-1

g hgexy g

1

hgPg ' hTl g =P g 'hgeNg (B) -

g hogeN, (B ):
De donde

[V;TP) :K]= [NG(P):N, (P)] = U asf que
{KNg(P) 1 =n |kl = |G] como K Ny (P) es subgrupo de-
G se sigue que K NG (P) = G. y en consecuencia

P ® g
K K ~

Si NG (P} es un subgrupo propio de G, entonces -
INK (P)| < my as{ NG (P} contiene un subgrupo de orden-

n por la hip6tesis de induccidén. Por lo tanto podemos supo
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ner que NG (P) =G i.e. PaG puesto que Pc Ky Kno -

tiene subgrupos propios normales en G distintos de {0}, -

K = P.

ahora Z (P) es un subgrupo caracteristico de P asi que -

P4 G implica que Z(P)< G entonces Z(P) = P.

Pero ahora P es abeliano y la demostracibn se -

completa por teorema 4.3,

Si en las hipbtesis del teorema (4.5) pedimos que
el grupo K sea soluble de torsién y (lk|, n) = 1# ¥ ¢ K -

entonces la conclusifn del mismo es vAlida. Antes de pro-

bar ésto, daremos unas definiciones y probaremos algunos -

enunciados.

DEFINICION 4.6

Una serie normal de G es una cadena de subgrupos-
G=G26,> ... =G = {0} en la cual G;, 4 a G ¥
G.

los grupos factores de la serie son Gl
i+l

DEFINICION 4.7

Un grupo G es soluble si tiene una serie normal -

con grupos factores abelianos. Tal serie es llamada serie-



soluble de G,

LEMA 4.8

$1 6 = 6,26, . . . D26 = {0} es una serie -
soluble entonces Gj = G(i) 4# i (G(l) es el conmutador de

G(i'1)) demostracibn por induccibn sobre 1

i=0,6;=61))=¢

supongamos ahora que Gi:= G(l); entonces

\ 1 . .
Gi = G(i) = G(1+1) puesto que Gl es abeliano se tie
. i+

ne Gi+f9 Gi por proposicidn (1.10) esto implica que - -

6;,,;> ¢*1) qle.a.
TEOREMA 4.9
Un grupo G es soluble & ¢(m) - {0} para algun -
entero n
Demostracifn
’"z)) Sea G = Gy 613 e oo 26 o= {0} una serie solu-

ble. Por el lema anterior G(né Gn= {0}=) G(n)= {0}
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¢E7) si 6" = {0} para algun entero n, entonces la se--
r
rie 6= ¢ > ¢ (1)9 PR R0 R {0} es una se--

rie soluble para G.

Estamos ya listos para demostrar el siguiente.

TEOREMA 4.10

Sean K y 0 grupos con X soluble de torsidén y Q -

finito de orden n. Si ¥ k € K (|{k|{, n) = 1 entonces toda -

extensi6én G de K por Q es un producto semidirecto demostra

ciBn supbngase que K(n) = {0} sea l(1 el conmutador de X-
entonces K1<\ G vy K—d G_
ST
G
K
con El = % =~  entonces
%
K G X - .
0+ + %+ Q1 es exacta. Como = abeliano se tie-
K1 l(1 l(1
Ny
ne por teoremas (4.3 y 4.4) que existe — subgrupo de -
1
G N
X tal que roul Q pero entonces
i 1
60 » K - N1 - Q -1 es exacta. Repetimos el proceso-

tomando ahora K('Z)A k! entonces.
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£
k(2 ML ent 0 o Ny Q-+ 1
= — = entonces -+ -+ > -+
K k! k() k(2)
KiZi
es exacta. Como K] es abeliano se tiene por teoremas 4.3
k(2]
. N N N .
y 4.4 que existe 2 subgrupo de 1 tal que "2 = Q en-
k(%) n(2 k(2

tonces 0 - K(Z) > Ny > Q - 1 es exacta y continuando de la

misma forma tenemos

0+ k) o N

s & »

> ]((n-l) > Nn“1 -+ Q + 1

Son sucesiones exactas y aqui se termina el proce
S0 ya que k(™ . {0} y K(®"1) o5 abeliano. Por Teoremas

(4.3) vy (4.4) No-q conticne un subgrupo de orden n y como-

Np-1 <€ Njoge - =« €N,e N, © G se tiene que G contie-

ne un subgrupo de orden n.

sea éste Q1, entonces KﬂQ1 = {0}. ya que si xeKnQ1

- keK y |x||n -» x=0

Por otro lado sean x,y,,e‘Q1 six +K=y+K --
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t
x-yeK+x-y KAQ = {0} »x =1y ¥y como % =« Q hay-
exactamente n clases distintas de K, esto significa que -
v ge GF x ¢ Q1 tal que g+K = x+K es decir g - xeK en--

entonces g - xq = k de donde g = k + X .. 6 =K Q1
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