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INTRODUCCION

El pbjetivo del presente trabajo es cubrir el primer paso para
el tratamiento de modelos matemdticos de crecimiento de poblaciones,

basados en principios Ecoldgicos de validez general.

Este primer intento, discute la aplicacidon de las ideas de --

Liebig-Polyetaev, al desarrollo de un modelo constituido en base al -
planteado por Lotka-Volterra, para interpretar la interaccidén tipo de

predador-presa.

En el Capitulo 1 intentamos ilustrar de una manera simple, la

idea central, tomando para ello el caso de una finica poblacién. En el

Capitulo 2 aparece la discusidén del modelo cldsico.de Lotka-Volterra
arriba citado, y se dan los primeros elementos de su modificacidén u-
sando el principio de los Factores Limitantes de Liebig, preparando

asi el estudio general del modelo transformado, el cual aparece en el

Capitulo 3.

No realizamos aqui el estudio de la estabilidad estructural -
del modelo desarrollado. Dicho estudio se hace necesario por lo que

forma parte de nuestro ulterior plan de trabajo.

Por otra parte en un contexto puramente ecol6gico, es menester
también, interpiétar‘Y’énél'za;”t 

sul tados obten

en e epartamento d Biématemg
ticas de 1a Escuela Superidffdé‘Ecologia Marina de la Universidad Au-

ténoma de Guerrero. Es nuestra intencidén, aspirar a que este trabajo

sirva como ma

terial de estud
3 sk
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cuela que estén interesados en el desarrollo de tdépicos de la matemid

tica aplicada a la Ecologia.

Por dltimo quisiera agradecer al Departamento de Matematicas
el haberme comisionado a la E.S.E.M., y muy especialmente a todos --
sus miembros que han apoyado las diversas actividades desarrolladas

bajo el auspicio del Convenio de Colaboracidén E.S.E.M.-Fac. de Ciencias,

UNAM.

México D.F.

Primavera de 1979,

Héctor E. Heras.




CAPITULO I,

1.1 UN MODELO PARA UNA UNICA POBLACION,

Trataremos de introducir en este trabajo una modalidad que toma
en cuenta la existencia de factores limitantes que gobiernan el desa
rrollo de un proceso bioldgico. Tomaremos como objeto de estudio el
proceso de crecimiento de poblaciones. En este primer capitulo consi
deraremos el caso de una UGnica poblacidén. En los capitulos dos y tres
extenderemos la metodologia usada aqui, y consideraremos el caso de

dos poblaciones que coexisten en una interaccidén del tipo depreda--

dor-presa.

Analicemos primeramente, los modelos mds sencillos de crecimien
to de poblaciones. Denotemos mediante x(t) la medida cuantitativa de
una poblacién al tiempo t. Por x(t) podria entenderse, por ejémplo,
la biomasa de todos los animales en una regidén, o bien, su numero Si

este es adecuadamente grande y cambia en forma continual.

Si la medida cuantitativa de la poblacidén se toma como la biomasa, esta biomasa
se referird al peso de todos los elementos de la poblacidn. Este niimero se expre
sa en gramos/hectérea 6 Kcal/Ha & g em?. Una pregunta que surge inmediatamente -
después de esta acliazracidn, es si en realidad, esa biomasa o equivalentemente el
nimero ée animales,varfia continuamente. La respuesta es que no es asi. Sin embar
go cuando queremos constiruir un modelo matemdtico usando ecuaciones diferencia--
les tenemos que tomar en cuenia la continuidad y derivabilidad de sus soluciones.
Estas scluciones ccntinuas que emanan de la formulacidn matemdtica, en el mejor
de los casos, coinciden puntualmente con el proceso real (dentro de un margen d
error aceptabvle), en el cual el nGmero de pobladores o la biomasa son cantidade
discretas,

<
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Estudiemos pues, una poblacifn que para su accién vital utili-
za una fuente exterior deenergfia E(t), por ejemplo, bacterias en -
una solucién alimenticia o en un ecosistema, los productores prima

rios? utilizan la energia solar para elaborar fotosintéticamente -
carbohidratos. Los herbivoros, utilizan a los aut6trofos como fuen

te de energia y los carnivoros utilizan a los herbivoros o a otros

carnivoros como fuente energética o de alimentaciBn.

Supongamos ahora que en un intervalo de longitud h, ocurre un

cambio en 1la poblaéién de magnitud
x(t+h) - x(t)

y supongamos ademds que dicho cambio ocurre bajo la accién de dos

procesos opuestos: uno de nacimiento de los individuos y otro de -

muerte natural.

Bajo estas hip6tesis, podriamos representar'la rapidez de cam
bio de la biomasa, o del nfimero de pobladores, seglin sea el caso,

utilizando la ecuacién

x(t) = kiPi(t) - k2P, (t) - (1.1)

donde '"-'" significa ?%?, P, es la intensidad del proceso de naci-

miento, y P, la intensidad del proceso de muerte natural, con k; y

k., constantes positivas.

Supongamos que la fuente externa de energia para la poblacién,
es decir, E(t) factor limitante, es tal que al tiempo t satisface

las necesidades vitales de todos los individuos de la poblacidén, -

2

También llamados autdtrofos o simplemente productores. Son todos aquellos orga
nismos capaces de convertir la energia radiante procedente del Sol en energia
quimica (elaboracién de compuestos de carbono como la glucosa).




por ejemplo, si cada individuo de una poblaci6n de herbivoros consu
me un promedio de w kg de alimento y si dicha poblacibn tuviese N -
individuos al tiempo t, entonces una fuente energética de valor Nw
podria satisfacer las necesidades vitales de la poblacibén. Para fa-
cilitar los razonamientos supondremos que E(t) y x(t) ias podemos - .
medir con las mismas unidades y por tanto Comparérlas directamente.
En el caso en que el nGmero de individuo; fuera menor que la magri-
tud de la fuente de énergia E(t), entonces no faltar4 alimento para
los individuos de la poblacién y se podri considerar que la intensi
déd del proceso de nacimientos dependerid del nGmero de individuos --
x(t), en cada instante t del tiembo. Si por el contrario, x(t) es -
mayor que E(t), entonces, s6lo un ndmero de individuos igual a E(t)
podrid alimentarse normalmente y la intensidad del proceso de naci--

miento P, seri regida por E(t), en resumen

Pi(t) = min{x(t),E(t)} .

La operaci6n de minimo se extiende a todos los valores de t .-
considerados en un cierto intervalo, digamos del tipo [0,T], donde

T puede ser finito o infinito y el intervalo en T puede ser cerrado

o abierto.

\

Por lo que respecta a la intensidad del proceso de muerte natu
ral P2, supondremos que ésta es proporcional al nGmero de indivi--

duos x(t) de la poblacidn. Es decir

P2(t) = x(t) .

(Aqui congideramos que la constante de proporcionalidad es igual a ’

uno por simplicidad).




Con esas consideraciones en mente, podrfiamos ahora escribir 1la

ecuacién (1.1) como

i
-

kix(t) - kax(t), si x(t)<E(t) ,
. k;E(t)- kzX(t). si X(t)>E(t)-

Obsérvese que las expresiones del segundo miembro de (1.2) son fun-

ciones continuas, en virtud de que tanto x(t) como E(t) podemos su-

ponerlas como funciones continuas del tiempo.

Al resolver la ecuacién (1.2) (véase el apéndice 1) tomando la
hipStesis de que para t=0 conocemos el nidmero inicial de individuos

de la poblacién X,, obtendremos:

xoe(k"kZ)t, si x(t)<E :
x(t)= . (1.3)

t
xoe"kzt + k; I E(T)e'kZ(t"T)dT, si x(t)>E
\ (o]

(véase el aﬁéndice 1). .

Lo que realmente deberia interesarnos al estudiar estos proble
mas, cuyos modelos matemiticos quedan dados a través dé ecuaciones
diferencialps, es el comportamiento de las trayectorias (curvas so-
~lucién) de dichas ecuaciones, al variar los valores de los paréme; ‘
tros y funciones que entran en la ecuacibn. Las ecuaciones como --
(1.2) que pueden resolverse analitiqamenté son realmente excepciona
les. La mayoria de las ecuaciones diferenciales no se pueden inte--

grar. En consecuencia, de esto, se han establecido métodos cualita-

tivos que permiten sin conocer las soluciones, estudiar como se -

comportan.




"Considerémos de nuevo la ecuaci6én (1.2). El caso particular -

mis simple de esta ecuacién ocurre cuando E(t) es constante, o sea
E(t) = E(constante)

En este caso la solucién (1.3) toma la forma:

xoe(k"kZ)t, si x(t)<E . .
1.4)
x(t)= 1 K -
xoe"kzt + —éE( 1- e”kzt) si x(t)>E
\

(véase el apéndice 1)

Una vez establecida la solucidén (1.4) para el caso de (1.2) en
el cual E(t)=E con E constante, hagamos algunas consideraciones so
bre la misma:

Es fdcil concluir, primeramente, del significado del segundo -
miembro de (1.4), que los coeficientes k, y k2 son positivos puesto
que x(t) >0 ¥t . Sin embargo, lo que realmente nos. interesa es el -

valor de su diferencia. Analicemos pues, los siguientes casos:

CASO A) Supongamos que'k1<:k2} Entonces se tendrd que el exponente

ki - k2 es negativo,_es decir, k; -~ k2 <0, y ademis

k
—FLE<E
2
Bajo estas hip6tesis, en relacibén con X, puede ocurrir lo si-
guiénte:

'y

Subcaso i) Supongamos que la poblacién inicial x(0) = x5 es menor o

jgual que E. Entonces, de la primera ecuacifn que aparece en (1.4)




tendremos que al principio del proceso,
x(t) = xoe(k"kZ)t

y en virtud de que ki-k2< 0, tendremos que x(t)<xq, por lo tanto,
el tamafio de la poblacién x(t) no sobrepasard el valor E, es decir,

x(t)<E. Esto significa que x(t) obedecerd siempre la ecuacién

x(t) = xgelkr1-k2)t (1.5)

por otra parte

1im x(t) = 0

+t >

(véase apéndice 2);

en vista de esto, podemos concluir que la poblacidén se aniquila y
su desaparicifn ocurre de acuerdo a una ley exponencial. Véase la

Figura 1.

>
t

Fig.1.1 Para X,<E, la poblaci6én se extingue siguiendo una ley ex
ponencial, siempre que k; <Kka.

Subcaso ii) Supongamos ahora que Xo>E. En este caso, al principio

del proceso, la magnitud de la poblacibén serd descrita por la se-




gunda ecuacién en (1.4), esto €s, por

K
x(t) = xge~k2t & E(1- e7kat) (1.6)

Para empezar el estudio del} comportamiento de esta solucién,

verifiquemos el cardcter creciente o decreciente de 1a misma. Obten

gamos pues, la derivada de ]a magnitud de 1la poblacion:

x(t) = (-kzxo + kyE)e-k2t
como e~¥2ts g para todo t € R*, o3 signo de x(t) quedars fijado por
el factor,

- kaxo + k;E 3
obsérvese que
Xo>E ;

esto implica que

- kaxg < - k;E
Y consecuentemente

- kzXo + k1E<(k1 - kz)E

como E>0 y k; <k, se concluye que
- kzXo + k1E<0 ,
por lo tanto,

x(t)<o .

Luego entonces, 1a magnitud de 1a poblacién es una funcién de

o+ .
Con IR denotaremos al conjunto de los reales positivos.




creciente (véase el apéndice A3). Por otro lado, es muy fidcil com--

probar de la ecuacién (1.6) que:

. k
Tim x(t) = 21
t+o ( ) k 2 E

Esto significa, que las trayectorias de (1.6) tienen una asintota
horizontal (k;/k.)E, pero, recordemos que x(t), se rige por (1.6)
solamente cuando x(t)>E y observemos que debido a que ki <k, en-
tonces k;E<ko.E, o sea que (ki/k)E<E, por lo tanto, el valor 1limi
te de x(t) cuando t+~ es menor que E. Luego entonces, x(t) decrece-
ri de acuerdo con (1.6) hasta alcanzar el valor E, y a partir de -

ese momento, la dindmica de x(t) se regird segdin (1.5) y por lo tan

to, disminuird asintdticamente hacia el valor cero de acuerdo a una

ley exponencial (véase la Figura 2).

) { e e

x(t)

Fig.1.2Al1 cruzar la linea horizontal x=E, la trayectoria x(t) de-
ja de regirse por la ecuacidn (1.6)(linea punteada) que la
llevaria al valor limite ki/kE al tender t a infinito, y -

se rige por (1.5) tendiendo asint6éticamente a cero a medida




En resumen, el caso A): ky <k implica la desaparicién de la
poblacién, independientemente del valor inicial de la poblacién x,

(independientemente de que Xo sea mayor, igual o menor que E).
CASO B) Investiguemos ahora, el caso en el cual ki >Kkz2. En este ca
so tendremos:

k1E>k2E Yy k1 - k2>0 ’

o sea que

>E .
Si comparamos E con X, podriamos hacer los andlisis siguientes:

Subcaso i) Xo> E. En estas condiciones, el proceso se regird duran
te un cierto tiempo inicial por la ecuacién (1.6). Tomando el 1imi-

te cuando t tiende a infinito, obtenemos

1im x(t) =

k.. - k
xoe K2t 4 —E(1 - e~k2ty = L E,
£t 2.

ka

Para completar nuestro andlisis investiguemos el cardcter crecien
te o decreciente de la solucién. Para esto, debemos analizar el com

portamiento de su derivada. Obtengamos pues x(t):

1

k -
e~k2t 4 21 p(1. e7k2Y)

I x(t) K

]
—
1
P

N
>
(o]
+
Fay
—
m
~—
1]




Analicemos primero donde la solucidn es creciente. Para esto

se requiere que x(t)>0 , se satisfaga (véase apéndice 3). En vista

de que e ¥2*>0 para cualquier valor de t, la desigualdad

(k1E- kaxg) >0 . o (1.7)

implica necesariamente que x(t)>0. 'La desigualdad (1.7) se cumple

para
k1E> kzXo
o sea, para
k,E
Tk T X s

pero por hipbtesis X,>E. Entonces x(t) seri creciente en el dominio

k
E<XO<T:' E .

Este resultado lo ilustramos en la siguiente grdfica:

gt S e a4 e

, ) : ' Tk
Fig.1.3 x(t) es creciente para E<<x°<<;?t E




Analicemos ahora donde la solucién x(t) es decreciente. De mo-

do similar, x(t) serd decreciente cuando se satisfaga la desigualdad

Resolviendo la inecuacién, obtenemos

k
—1
Xo > K, E

es decir x(t) serd decreciente siempre que

k
E<-—|-<—12- E<x, .

Este resultado puede ilustrarse mediante la siguiente grifica.

¢ , .

x(t)

k
Fig. 1.4 x(t) es decreciente para E<—?t-E<xo,siamnecme ki-k2>0 .

Subcaso ii) Supongamos ahora que x_ <E. En estas condiciones, el --

proceso se regird por (1.5) x(t) = xoe(kl'k2)t

. En esta solucién apa -
rece el exponente (k;-kz2) que como sabemos desde el inicio de esta

parte de nuestra discusibén es positivo, es decir k;-k,>0.




Analicemos ahora el comportamiento de la solucién. Como Xo<E

y —%LE>-E,-13 solucién x(t) crecerd exponencialmente hasta alcanzar
2

el valor E. Pero, a partir de ese valor x(t) se rige de acuerdo con

(1.6) x(t)= xoe'kzt-h t; E(l-e‘}?t) _y tendrd asintfticamente a --

—%l—E . Esto resulta del subcaso i) arriba analizado.
2

. -
) .
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El - =« - = f = = = = = e

Fig. 1.5 Comportamiento de 1la solucién para X, <E.

Resumiendo el caso B): Si ki>kz ¥y Xo 7 0, entonces -el tamafio -

k k
de la poblacién x(t) tiende a —FiE. Si se tiene que x°<<~FtE, x(t)

: k
seri mondtona creciente tendiendo a —EtE. Si en cambio x°>>—EtE, -

x(t) serd mondtona decreciente con ~E§E como-asintota. Como conse-

k .
cuencia de esto, x(t)f‘—EiE representa un cierto estado de equili-

brio del sistema, determinado por los procesos internos de desarro-:

110 (k; y k2) asi como por el factor exterior E..




CASO C) Analicemos ahora el comportamiento de x(t) para ki =kz .
De nuevo, al comparar Xo respecto de E, obtenemos:
i) Supongamos que Xo < E. Como ya sabemos para este caso el com

portamiento de x(t) se regird por (1.5). Entonces

x(t) = xoe(k“kZ)t = xoe°’t = Xo

es decir, la soluci6n x(t) permanece constante, esto es

ﬂ x(ty

x(t) = x4

Xo

o -t

Fig. 1.6 para Xo<E y ki =ka,s x(t) es una funcién constante. -

ii) Estudiemos ahora el caso cuando X, >E. La forma explicita

de x(t) seré:
(}.8) x(t) = xoe'kzt,+ E(1 - e~ k2t
y su 1limite cuando t tiende a infinito

Tim x(t) =1im xoe“két + 1im E(1 - e-kzt) = E ,

to t->oo0 tro

es decir, como X, >E y el 1im x(t) = E, entonces x(t) es decrecien-
{0 .
te y decrece siguiendo una ley exponencial en virtud de‘(1.8). Para

T

aclarar esto obtengamos la derivada de x(t),




X(£) = [-kaXo+ (=E)(=ka) 1 e™®2% = [ ko - kpx ) e~k2t '

pero, por hip6tesis, k>0 vy E<Xx,, ambas condiciones implican -

que:

k2E - kaxgo <0

y consecuentemente

x(t)<o0 . | | -

Con esto, hemos demostrado que las soluciones para el caso

ki =kz2 y Xo>E tienen la forma que aparece en la grifica de la Fi-

gura 1.7

x{t) - TN

R

Fig. 1.7 E1 combortamiento de la solucién x(t) para ki =k, y x°:>E.

Resumiendo, el caso k; = k, tiene un comportamlento extrafio pues
si la magnitud de la poblac16n inicial x, <E§ entonces el nGmero de

pobladores no cambia y si x,>E, entonces x(t) decrece exponencial-

mente hasta E.

’

Desde el punto de V1sta f151co este caso es de poco 1nterés y

usualmente no se anallza. Corresponde a un estado del 51stema que




es marcadamente inestable. La estabilidad a la cual nos referimos -

en este contexto (estabilidad respecto de los coeficientes), signi-
fica que el comportamiento del sistema no deberfa cambiar cualitati

vamente si alguno de los coeficientes son alterados afin con magnitu

des pequefias. Resulta evidente después de analizar las grificas de
las Figuras 1.6 y 1.7 que .al variar X, en el intervalo [E-€e, E + €]

con e>0 y arbitrario, se obtendrin soluciones cualitativamente di-

ferentes.

Si un sistema es inestable, respecto de la variacién de sus --
coeficientes puede inferirse que el caso préctico estid descrito en

forma poco afortunada (sistema estructuralmente inestable).

1.2 SOBRE EL SIGNIFICADO ECOLOGICO DEL FACTOR EXTERIOR E(t).

Antes de concluir el primer capitulo hagamos algunas considera

ciones tebricas sobre el factor energia E(t).

Dicho factor podemos identificarlo en primera instancia con el
Sol que es 1a.fuente de energia mis importante, o con la biomasa de.
los autdtrofos (plantasjcon.clorofila o sin ella), o con la biomasa
de los consumidores primarios (herbiyoros) o secundarios (carnivo-

ros), etc., dependiendo de cual sea la poblacidn que estemos anali-

zando.

Las plantas verdes, por ejemplo, captan la energia luminosa y
la almacenan como energia quimica. Esta nueva forma de energia se -

difunde a través de los diferentes niveles tr6ficos! del ecosistema.

«wiveles de alimentacidn, autdtrofos, herbivoros, carnivoros y reductores.
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Las transformaciones de energia en el'ecpsistema'nofson eficientes’
al 100%, es de esperarse que de labenergia qriginalldue proviene --
del Sol s6lo se asimila una parte por las piantas. Consecuentemente
la energia que pueden obtener los carnivoros se reduce porque los -
herbivoros pueden almacenar solamente un porcentaje de la energia -
que obtienen al alimentarse con las plantas, y asi sucesivamente a
través de cada nivel tr6fico. Esto implica la existencia de un flu-
jo energético decreciente en relacidén con los niveles tré6ficos su-
cesivos. Cabe ademds agregar que ese flujo de energia es siempre -
unidireccional. Es decir, la energia que ha utilizado algin elemen-

to de un nivel tréfico no puede ser utilizada por otro individuo de

un nivel trdéfico superior. [12]

Los ecosistemas naturales se hayan normalmente en equilibrio.
Ello significa que cada nivel tr&fico explota al inmediatamente in-
ferior, es decir, se alimenta de €1, pero lo hace de modo tal que -
los individuos de este no disminuyen progresivamente hasta extin--
guirse sino que sSe mantienen aproximadamente constantes. Esta pro-

piedad es explicable en base a los mecanismos de autorregulacidén -

que los ecosistemas poseen. La explotacidn a la que hemos hecho re-

se encuentré'que el promedio de la cantidad -de animalés"de cualquier

Una justificacidén a esta afirmacidn puede encontrarse en el segundo princirpio
de la termodindmica gue establece que no se produciré ningin proceso gque imrl
que una transformacidn de energia, & mencs que nava una degradacidn de energl:
desde una formz concenirade a una {orma dispersa.

L1 EF

ok




especie ~particular o en cualquier regidn particular”es aproximada'
mente constante; podemos por lo tanto suponer que el mundo ecolégl—
co se haya en estado de equ111br10.

Sin embargo, si consideramos una escalé'deitiempo del orden de
los 500 millones de afios, podria esperarse‘qte”los lentos cambios -

quimicos en la corteza terrestre habian de tener suf1c1ente magni-

tud como para desbaratar las cond1c1ones evolutlvas del .estado de

equilibrio.[14] [13]

Si establecemos un estudio local, es decir, en periodos de --
tiempo excesivamente cortos, nuestras observaciones pueden conducir
nos a estimaciones engafiosas de las condiciones para el estado de -
equilibrio, sobre la base de perturbaciones menores en los animales
o en su medio. Este tipo de observaciones normalmente se denominan
""observaciones en tiempo fisioldgico'. Las observaciones realizadas
durante periodos de tiempo del orden de diez veces lo que dura una
generacién se denominan ''observaciones en tiempo ecolbgico'. Son es
tas Gltimas observaciones las que nos permiten esperar que las po-

blaciones se mantengan en un estado de equilibrio.[14]

Las fluctuaciones estacionales y cambios anuales en el medio -

pesar de ello :avcontlnuaTAenSequll bri

(consumo de 1la producc1on autotroflca por los dnlmales, por ejemplo)

no son iguales, la materia orginica fluctuaria, es decir, se acumu-




lard o se ag0iar§?"C6mpfréSUltgdo'de'est05*podemos esperar que la -
comunidad Cambierﬁof el procééo de"éucesiéh ecolégica‘.vEstabsuce——
sién puede haréhar deﬁde una situacién extremadamente autotréfica o
extremadamente heterotré§fica, y a través de cambios o fluctuaciones

llegar al establecimiento de un estado de equilibrio. [12]

En base a todo lo anterior, podemos suponer que nuestro factor
exterior E(t), permanece en primera instancia como una magnitud aco
tada. En segundo lugar, debido a que los cambios de la sucesién eco
16gica ocurren lentamente hasta constituirse en estados de equili--
brio, podemos suponer que la funcién E(t) cambia suavemente y que -
al tender el tiempo hacia infinito esta permanece suficientemente -

cercana a un valor constante. Estas hip6étesis sobre E(t) pueden ex-

presarse como

(1.9) 0<E(t)<Kg
dE
(1.10) 9T <C

(1.11)

Resulta
(1.11) que im

zar;él”slgnif cad

un analisis puramente matemdtico del

1

Proceso de cambios ordenados de la comunidad, que es motivado por la modifica
cidn del ambiente fisico gque la misma comunidad genera y gque culmina en el es
tablecimiento de un ecosistema tan estable como sea bioldgicamente posible so
bre el lugar en cuesiibn.
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punto de vista dichas restricciones surgen de un modo natural al --

tratar de aplicar el modelo a una situacidén concreta.

Para concluir, hagamos el siguiente andlisis:

En primer lugar, una conclusién que puede ser motivada de los
casos anteriores es que para valores de t suficientemente grandes -

la magnitud de la poblacién x(t) difiere de su estado de equilibrio

(—Il E) en una magnitud acotada, siempre que E(t) cambie suavemente
2

con el tiempo. Es decir, siempre que su derivada sea acotada.

Adémés, otra conclusién importante que'podemos obtener es que
independientemente della‘forma que tenga E(t) en su definicién eco-
16gica, siempre que k,<fk2, la poblacién se extinguird. Esta afirma
cién implica que la supervivencia de una poblacién no queda determi
nada por factores exteriores (E(t)), sino por caracteristicas inte-
riores como la correlacién entre los procesos de nacimiento y muer-

te. La demostracién de estas dos importantes conclusiones aparece -

en el apéndice 4. ‘ .




CAPITULO 2 .

2.1 UN MODELO GENERALIZADO DE UNA INTERACCION DEPREDADOR-PRESA,

En.el Capifulo 1, examinamos el comportamiento del némero de -
individuos x(t) de una poblacién dada al tiempo t suponiéndo_que --
los procesos que determinan tal comportamiento ﬁependian de un Gni-
co factor exterior g(t). Por ejemplo, la intensidad del -proceso de

nacimientos P; quedd6 determinada por la expresibn:

Py(t) = min {x(t),E(t)} ,

es decir, la intensidad del proceso de nacimientos se limita en ese
caso por un Gnico factor exterior E(t)..A ese factor.exterior po--

driamos llamarle factor Limitante.

Puede parecer muy natural que el nGmero de los factores exte-
riores que determinan la intensidad de algdn proceso, sea en gene--

ral grande. Pero resulta también bastante natural suponer que de to

dos los factores-que determinan la intensidad de algln pfoceso par-

ticular, solo uno de ellos -sea limitante para un tiempo t dado. Es

decir, un aumento en ese factor aumenta la intensidad del proceso -

mientras que un aumento en los factores restantes no implica aumen-

to en la intensidad del proceso.

La idea de la limitacién de la intensidad de un proceso por al

- gGn factor fue formuléda en 1840 por el alemin Justus Von Liebig, -

en lo que se conoce como ley del minimo o principio de Liebig'.

! Esta ley establece que el crecimiento de un vegetal depende del nutriente que

tiene en menor cantidad. Es decir, un organismo requiere diversos nutrientes y

si recibe muy poco de alguno de ellos, se limitarf el desarrollo del organismo;-'

‘sin importar la abundancia de

los otros nutrientes necesarios. Esta ley es de ' -



A los sistemas cuyo comportamiento se rige por el principio de

Liebig se les llama L-sistemas. El sistema considerado en (1.1) es

un L-sistema muy sencillo.

Consideremos ahora un L-sistema mis complicado. Supongamos que
ahora tenemos dos poblaciones. Una de presas y otra de depredadores.

En lo sucesivo nos referiremos a ellas como presas y depredadores,

respectivamente.

-Las dos poblaciones en el transcurso del tiempo manifestardn -

una abundancia de individuos que dependerid de'la intensidad de 1los

siguientes procesos:

i) nacimiento de presas (P,)

ii) muente natural de presas (Pz)

iii) nacdimiento de depredadores (Ps)
iv) muente nitunaz de depredadores (Py)

v) consumo de presas pon el depredador (Ps)

Podemos suponer que la intensidad de los procesos considerados
depende de los mis variados factofes.'Por ejemplo, para el proceso
de devoracién de presas por 1los depredadores- los factores a conside
rar podrian ser, la cantidad de presas por cada depredador, las con
diciones climdticas que influyen en la capacidad de las presas para

no tener contacto con los depredddores, etc.

Consideremos por otra parte que la intensidad del proceso de -
I reproduccién de las presas P, estid limitada por el nlGmero de presas

x, o bien, por cierto factor exterior E (igual que el caso mis sen-

I cillo ya analizado en el capitulo 1). La intensidad del proceso de




reproduccién de los depredadores Py estari limitado en nuestro mqde
lo por el n@imero de individuos de 1la poblaci6n Yy (de depredadores) , o
bien, por el alimento logrado, esto es, bor el nlimero de ﬁresas de-
voradas, lo cual puede expresarse mediante Axy que corresponde en
cierta propofcién (A) a1 nﬁhero de posibies encuentros entre presas
y depredadores, o bien, finalmente, por cierto factor externo F (ani

logo del factor exterior E para las presas).

La intensidad del proceso de consumo o disminucién de las pre-
sas debido a que el depredador las utiliza para su alimentacién, lo
l consideramos también dependiente de los mismos factores que el pro-

ceso de reproduccién de los depredadores.

Finalmente, la intensidad de los procesos de muerte natural de
las éresas P, y de los deﬁredadores Py, supondremos que quedan deter
minados Gnicamente por 1la poblacién de ﬁresas X y la de depredado-

Tres Y.

Habiendo hecho todas estas consideraciones la raﬁidez de cam--
bio del nimero de pobladores x(t) y y(t) al tiempo t, podria quedar

expresada por cada una de las ecuaciones del sistema

X = kiPy - kaP2 - ksPy
(zfl) 5/- T3P3 - 14Py
donde - = ?%? (derivada respecto al tiempo)

Ki,k2,ks, 13, Iy ciertas constantes de proporcionalidad.

P, = min{'x,E} (intensidad del proceso que da original nﬁméf{
ro de nacimientos de presas). e
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P, = x (intensidad del proceso que genera el ntGmero de muer
tes de presas).

Ps = min{y,Axy,F} (intensidad del proceso que da el nfimero
. de nacimiento de depredadores).
Py, = y (intensidad del proceso que establece el ntGmero de -

muertes de -depredadores).
donde E y F son factores .exteriores, A una constante positiva.

Dependiendo de 1las relaciones entre los coeficientes kKiskaskia,
13,74,A,de E y F, el comportamiento del sistema (2.1), es decir, sus

trayectorias pueden diferir sustancialmente, al igual que en el mo-

delo elemental del capitulo 1. . '

2.2 UN CASO PARTICULAR MUY IMPORTANTE;

Antes de hacer el estudio detallado y completo (capfitulo 3) -
del sistema (2.1), a manera de ejemplo, consideremos el caso que -
nos genera como caso particular el sistema de ecuaciones diferencia
les que estudi6 Volterra (1925), o sea.el caso que descfibe la in-
teraccién de dos poblaciones, una presa y otra depredadora,siﬁ con-

siderar ningGn factor exterior. Dicho sistema es el siguiente:

e
[}]

ax = nxy
(2.1a)

l< -
0

Identificando las constantes: o como k;.- ko, 1 como kzA, pu como Als,

y B como 1, obtenemos substituyendo:

o
1]

(k1 - ka)x - kadxy }
(2.2) , :

AMaxy = Tuy . B '

(X3
I

ﬂxy - By (donde o,n,u,B, son constantes positivas)




que también se puede escribir como:

X ki(x) - ka(x) - ks (Axy)

13(Axy) - 14y ,

y
Si ky>kz, 13> 14, E>~%—, Py =x, Py= A&y obtenemos (2.2) como caso

particular de (2.1). El suponer P, =x y P2 =2Axy nos lleva a estable

cer las desigualdades

x<E, Axy<y, Axy<F

- que pueden escribirse también como.

1

considerando la condici6én adicional E>1/A ﬁodemos"rebresentar gra
ficamente el conjunto de puntos (x,y) que satisfacen las desigualda
des anteriores. Dicha representacién grifica abarece'en la siguien-

te figura:




- 25 -

da’por los ejes x y ¥y, la recta x=1/X y la hipérbola
y=F/Ax son los puntos para los cua}es es vilido el siste
ma (2.2) . ’

Podemos decir, en otros términoé, qﬁé la fegiéﬁ I quedari de--
terminada por aquella situacifén o estado de la interacci6én entre el
depredador y su presa para la cual el nGmero de presas es menor que
la fuente exterior de energia, y que la intensidad del p}oceso de -
nacimiento para el depredador queda limitada por una proporcién del

nGmero de encuentros entre el depredador y la presa, o sea AXYy .

Resumiendo; para la regifn I se tiene:

Py =min { x,E} = x

b = x

Ps = min {y,Axy,F} = Axy
Py =y .

Resulta evidente que al escoger P, y P; de manera distinta ob-
tendremos otras regiones diferentes a la que aparece en la figura
2.1. Por ejemplo el caso en el cual P, =x y P; =y implica que deben

- cumplirse las desigualdades ' | i :
x<E, y<F, y<Axy

Anidlogamente las desigualdades anteriores nos permiten obtener.

una regién de puntos (xy) que las satisfacen. Ilustramos gréfica-'

mente dicha regién en la siguiente figura: - ' L

- . - - . R . . o B
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Fig. 2.2 Regi6n determinada portlas relaciones x<E, y<F, y<AaAxy.

En general, como x>0 y y>0, nos réstringifemos a trabé}ar en
el primer cuadrante. Recordemos due en el capitulo 1, el primer cua
drante quedaba div—idi_do en dos regiones, o sea x(t)<E y x(t)>E_);

que en cada regifén se tenia un comportamiento diferente para las so.
luciones de la ecuaciéﬁ diferencial. Aqui, el primer cuadrante que-

dard dividido en cinco regiones las cuales aparecen en la siguiente

figura: - ‘ R
. e e y Af-.m_ TR T PO
III IV
FJ
I I v \
4_,.x
15 E .

USSR PO S S

- - v e — o PR
poe : RPN . Lo o . ST . R L
~

Fig. 2.3 Las cinco poéibles regiones en las que queda diVidido;é1;€~~
' primer cuadrante, en el caso en el cual E»1/A.
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Analizaremos ahora el sistema (2.2) que como dijimos al inicio
de esta seccibn, corresponde al sistema estudiado por Volterra en el
espacio fase (x,y). En el modelo que estamos analizando &éste filtimo
zclo tiene validez en la regién I del primer cuadrante; parailas regio
nes II, 111, IV y V, deberemos de establecer los éistemas correspon-
dienfes. Para facilitar el trabajo de analizar iaﬁ trayectorias de -
(2.2), consideremos que dicho sistema tiene validez en el espacio fa

se (x,y) y después, restrinjamonos a la regi6én I del mismo.

Para iniciar el andlisis de las trayectorias de (2.2) en el es-
pacio fase (xy) investiguemos primeramente la existencia de puntos

criticos. Como sabemos, los puntos criticos se obtienen haciendo x=0,

y=0 en el sistema (2.2) asfi,

b
L}

(k;-kz)x-kkgxy=0 *
(2.3) b4

<
I

Alaxy - 1,y=0

implican que

’ (k1 - kz)x = lkaxx )
A]axy = 1uy

de donde obtenemos que las coordenadas del punto de equilibrio son

(k, - k,)
Yo 1 2
Aks
(2.4)
R N
Al

Una vez que hemos localizado el punto de equilibrio (x,y,), in

vestiguemos el comportamiento de las soluciones alrededor del mismo.

»




Para ello, podriamos utilizar el resultado debido a Lyapunov (ver --

apéndice 5).

Obtengamos pues la parte lineal de 1las expaﬁsiones en serie de
Taylor para las ecuaciones del sistema (2.2) alrededor del punto de
equilibrio.

Para facilitar el procedimiénto, introduzcamos las siguientes -

notaciones:

Sean

CF(x,y) = (ki -kz2)x = AksXy

G(x,y) Alaxy - 1uy.,

Asi, se puedé-abreviar la escritura del sistema (2.2) y repre-

sentarlo simplemente como:

F(x,y)
G(x,y)

(2.3) X

y
Utilizando la notacién que aparece en (2..3) las partes lineales

de la expansién en serie de Taylor del sistema (2.2) (véase apéndice

5) alrededor del punto de equilibrio (XosYo) Se expresardn como:

R Floy) | (x xo)—gE-(X>¥) by - yo)gi-t0Y) -
. . . . ) (xoyo) (xo.yo)
N )
- 1 26 | 2G
y =Glx,y) +5| (y-vyo)l3,- \ . + (X - Xo) 5>y + ...
. 1]: y (XO’yd) ° ox (XOsYo)




Desarrollando obtenemos

>
]

o e o
v

0+ (x-xo) [(ki-ka)-2ksyo ] + (y-y,) [-Xksxo 1° +

.

<
]

0+ (¥-yo) [ATsxo = Tul+ (x-x5) [Algyg] +

que son:

y simplificando, tomando en cuenta los valores de Xo Y y§
: 1 (ky, - k,)
= 4 - 1 2
Xo A]S ’ y°4 . Aka

obtenemos finalmente que el sistema linearizado resulta ser

X = -AksXo(y - yo) + ...
(2.4) ' oo

Y = Alayo(x-xg) + ©..
De acuerdo con Lyapunov (ver apéndice 5) necesitamos ahora obte
ner los valores propios del sistema linearizado (2.4) y una vez que

los conozcamos podremos investigar la naturaleza del punto de equi-

librio (xg5yo) -
Como sabemos, los valores propios del sistenma (2.4) son 1las réiv,

ces de la ecuacién

- w - Aksx
(2.5) det o

]
o

AMiyYo -~ w

La ecuacibén (2.5) puede expresarse equivalentemente como

-

w?+ x2T13ksXoyo= 0 ,
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y asi, los valores propios buscados serén

(2.6) w o= AN TKTaNgyg .

la expresibn que aparece en (2.6) puede simplificarse recordando los

valores de x, Y Yy, a saber:

Xg = __1_:__
IR :
o k3

después de substituir esos valores en (2.6) obtenemos

1 -
w = =% i)\/kg]g )\fis * (kikl:z)

y simplificando esta Gltima expresién finalmente tendremos

(2.7) w =t i/ Ta(Ki-K2)

Como puede verse en el resultado en (2.7) los valores propios -

wy = iY Tu (ki - k2) y we = -1 VTa (K K2J son magnitudes puramente
imaginarias. Consecuentémente, de acuerdo con el resultado de Lyapu-
nov (véase el apéndice 5) el punto de equilibrio (xg,yo,) es un "cen-
tro" para el sistema linearizado (2.4). Esto implica que el punto de
equilibrio (x,,Y¥o) sea un "centro" o un "foco" para el sistema origi

nal, es decir para el sistema:

e
fl

(k1- kz)X- Akaxy

13X¥ - 1uy

.3,=

El resultado expresado en (2.7) no nos da la informacién completa —;
respecto a la estabilidad del sistema. Trabajaremos con este sistema
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construyamos .en.seguida, las - griaficas-de las-relaciones

(2 "_71 0)

}7

Construyamos primero 1a gréfica dé:fZ;jQ)g Analiﬁemds‘parakello

el comportamiento de la dérivada:,

(2.10") c.ififry)”: s e

Tendremos un punto critico cuando

)

es decir en

r corresponde a la coordenada y» del punto

de equilibrio del

ciente o decrecien

es decir, 'si

l Recordemos que este valc




Luego entonces la funcifn serd creciente para (- , —Elfkﬁl) .
 AK3

es decir, si

. . ‘ ky -
por lo tanto la funcién serd cecreciente para -%?;~3-< y <o,

Por Gltimo, investiguemos la existencia de puntos de inflexidn.

Para ello, es necesario que obtengamos la segunda derivada de z(y) -

respecto de y, asfi, .
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-

y > Ktk

Aks

Ky -

ko

Ko

de este resultado concluimos que el punto critico obtenido anterior:?
mente es un miéximo paré la funci6n. Ademds, dado que la segunda deri
vada es diferente de cé;o ﬁara todo valor de y,. concluimos qué la --
grifica de la funcién z= (k; - k2)iny - Aksy, no presenta ﬁuntos de in
flexidn. Con la informaci6én obtenida en los andlisis anteriores pode

mos ver que la grdfica de la funcién es una curva suave, la cual apa

rece en ;g'fgg,wz.l

y

' K, - k
-Ak3)=_~_}(}.).f_2‘<0,

G _ . k

. : Ak 3
Fig. 2.4 Grafica de l1la func

i6én z

L y>,wiw$,.

(y) = (ki - k2)Iny - Aksy .




en la fig. 2.2,

'Fig. 2.5 La gréfica de la funcién z(x) = -141nx + A13x + ¢ para
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De un modo anflogo podemos hacer el andlisis del comportamiento

de la derivada de la funcién

L]

z(x) = -T4Inx + Alyx+c. La derivada es:

N

dz _ 1&
ax X

+ A1,

y la derivada se anulari para

1 E
- L .
Al = x . _ ,
es decir, para .
1
- 4
x-‘l'lg

que es el mismo valor obtenido para 1a coordenada x1 del punto de -

equilibrio del sistema (2.2).

. ' . 1
La funcibén z(x) =-1,1nx+X13x+ ¢ serd creciente para x>>~xf~
) |

_ A .
y decreciente para x< x:3 . La segunda derivada de esta funcién re-

sulta ser:

d dz
dx ( dx )

por lo tanto, el punto critico obtenido representa un minimo y la - .

grdfica de la funcién no tiene puntos de inflexién, como puede verse

e e e - [P —— e —

Ay S0 L T T T

1 -
[ .
)z =0 o ,




Ahora, usando el método de los cuatro cuadrantes podemos encon-
trar grdficamente la familia de curvas dadas por la relacién (2.9).

Coloquemos en el segundo cuadrante la grifica de la funcién

z(y)
z(x)

(ki - k2)Inx - Aksy, y en el cuarto cuadrante la grifica de

-T4Inx+ Al3x + ci como se muestra en la fig. 2.3

.

z(x)=-=1,1nx+A13x+c

- e s o o v e P o e o e oo )

Fig. 2.6 Las gridficas de z= (ki - k2)Iny«2ksy y z= (-1nx)1g+xj3x+c
aparecen en el segundo y cuarto cuadrante respectivamente.

A continuacién, localicemos grificamente todos los puntos (x,y)

que satisfacen la relacidn
2= (ks - ka)Iny - Akgy==T,Inx +AT3x+ 0 ,
de la siguiente manera:

Valiéndonos de la recta de pendiente 1 que aparece en el tercer

cuadrante localicemos el punto (X,y) en el primer cuadrante. A par-

tir de la recta que aparece en el tercer cuadrante tracemos lineas
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paralelas a los éjes zx y zy hasta intersectar las gréficas de
z(y) = (ki - k2)Iny - Aksy y z(x)=-14Inx+Alsx+c, para algln ¢, co-

mo se muestra en la fig. 2.4 -
T y ‘ ‘ mr i v bt o

e —_—
|

N I 2 I

Fig. 2.7 A partir de la recta a 45° que aparece en el tercer cua--
drante se traian.reqtas paralelas a los ejes hasta inter-
sectar en el segundo cuadrante la grifica de z(y)=(k;-k2)Iny

_=Aksy y en el cuarto cuadrante la de z=-1u1nx+k13x+c'_para
un ¢ fijo. " o ‘

"A continuacibén desde los buntos de interseccién, tracemos rec-
tas baralelas a los ejes zx y zy y localicemos el punto en el cual
estas nuevas rectas se intersectan. Este punto apareceri en el primer
cuadrante (ver figura 2.5) y sus coordenadas (x,y), satisfacen la re

iacibn

z=-14Inx+A13 +c=(ky-kz)Iny-2ksy para un c fijo.

Por lo tanto, este punto se localizard sobre una curva solucién del

sistema (2.2). Esta curva solucifn corresponde a una de todas las -

curvas que podemos obtener al variar la constante ¢ de la familia - |
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de curvas dada por la relacién (2.9).

Si repetimos este procedimiento se bueden localizar cuantos pug
tos queramos y, para cada ¢ fija, podemos construir una curva cerra=-
da (ver figura (2.6)). De esta manera, geométricamenfe se muestra --
que las trayectorias del sistema (2.2) son 6rbitas cerradas (fig.2.7).

Y

s e ———— e — — —— f———" So— — . S— —_ At itert o

Fig. 2.8 desde los puntos de interseccidén de las rectas ﬁaralelas a

los ejes yz y xz que parten de la recta a 45° localizada -
en el tercer cuadrante con las gridficas de z(x)=-]u1nxfilg+c
y z{(y) = (ki1 - k2)}Iny - Ak3;y, se trazan nuevas rectas barale;
las a los ejes xz y yz. La interseccib6n de estas nuevas rec
tas marca un punto de coordenadas (x,y) que satisface la re
lacibén z=-14Inx+Als+ ¢ = (ki - k2)Iny - Aksy para un ¢ fijo,

y por ende se encuentra sobre una trayectoria del sistema -
(2.2).




= (k;-kz)Lny - sty

punto de equilibrio

e i

Fig. 2.9 Al repetir varias veces el procedimiento

|

z=-T4Inx+Al3x+¢

que aparece en la

fig. 2.5 obtenemos para un ¢ fijo una curva cerrada que re

presenta una trayectorid del sistema 2.2

7 B Y

R - ——

Fig. 2. IO Las trayectorias del sistema 2.2 son 6rbitas cerradas. A -
menudo se les llama ellpses de Volterra.




El método grifico usado bara determinar la forma de las trayec-

"torias nos permite concluir ademis que el sentido de las mismas es -

contrario a las manecillas del reloj. Es f&cil ver que al aumentar -
el valor de z los puntos sobre las trayectorias se mover4n en un seh
tido inverso al del movimiento de las manecillas de un reloj. Una ma
nera anilitica de concluir este resultado se logra estudiando el com
portamiento de las derivadas que éparecen en el sistema (2.2). Inves

tiguemos pues en qué regiones se cumplen las siguientes desigualdades:

Investiguemos primero,donde
x>0 vy x <0
como sabemos

x>0« (ki - k2)x - Akaxy>0-
e (ky - k2)>2ksy (dado que x>10).

ok, -k,
¢y< 1)\‘(32
y -
x <0< (k; - k2)x = Akaxy <0’
= (ki k2) <Aksy
@y> kigskz ’ o
Anélogameﬁte§ ‘ : . '

.5/>o = ATsxy-1yy >0
= Al3x>1,y (dado que y>0)




b4
y<0 = Al,xy - 1,y<0
"’)\'I,x<1..
- —_—

Con esa informacidén podemos construir la tabla siguiente:

subregidn X Ly
L e kit K : .
XSTXT1, Y Aks x>0 - y<0
L P T .. :
X>5To 8 Y<T3x, x>0 y>0
L P g : .
X - l]a ’ Yy K3 x<0 y>0
S P . : :
X A]B ) y Aka . x <0 y>0

Tabla 2.1 El comportamiento de las derivadas de x y ¥y

Para finalizar nuestro andlisis, construyamos la grifica que aparece

en la fig. 241 . Las flechas que aparecen en cada-subregiﬁn indican

el sentido de las trayectorias de (2.2).




0 | x <0
y <0 l y >0
1 .
|
|
|
|
(d) ' (c)
"'-"-_--_---l-—----—--_
1
' .
i x>0 .
)-( i &>0
] I
I
|
(a) | (b) o

Fig. 2.44 E1l sentido de las trayectorias es opuesto al de las mane-
cillas del reloj.

Es ficil ver que los ejes x,y son también trayectorias para el
sistema (2.1). Resulta claro ademds, que no existen cicloé limites y
que el puhto de eqﬁilibrio (xo,Yo) TESUlta ser un ﬁunto de equilibrio

estable.

En vista de esto, el sistema Lotka-Volterra no es estructural-
mente estable. Por lo tanto, resulta ser inadecuado para la descriﬁ-

cién matemitica de los sistemas depredador bresa.

Pero con el enfoque que introducimos en la pfimera seccién de -
este capitulo, el sistema Lotka-Volterra queda descrito como el com
portamiento parcial del sistema original (2.1). Como dijimos, de un

modo anidlogo podemos hacer el andlisis del combortamiento de las tra:

yectorias del sistema (2.1) en las demds regiones II, 111, IV y V.
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yectorias del sistema (2.1) en las demis regiones II, III, IV y V,

Este anilisis lo haremos de un modo global en el capitulo sigﬁiente.

Podemos adelantar que como resultado del andlisis de todas las

regiones obtenemos el siguiente comportamiento

x ¥




’

CAPITULO 3

3.1 JUSTIFICANDO LA NECESIDAD DE UNA GENERALIZACION,

El modelo Volterra (Lotka y d'Ancona)(1935) y los mbdelos poste
riores de biocenosis! se basan en hipStesis suficientemente estrechas

.

de modo tal que en la préictica se dificulta su aplicacién.

El intento que introducimos en la primera seccién del Capitulo
2 y que aqui estud%arémds con mis detalle, estd basado en el trabajo
de clasificacifn de estos modelos ﬁropuesto en [4] . Esta modalidad
pretende }uxtaponer en un solo modelo, mejor dicho en un sistema de
modelos, una serie de diferentes hipétesis con la fiﬁalidad de dar a

dicho modelo una flexibilidad y una diversidad funcional tales que

la posible aplicabilidad del modelo aumenta,

En el trabajo de Volterra se estudian las variaciones del nime-

ro de ﬁresas Xy deﬁredadores y bajo las siguientes hipStesis:

»

1) La natalldad de las presas es proporc1ona1 a su magnltud pre

-

sente, por lo tanto, podriamos representarla como el nﬁmerof
ax, con & un real positivo. '

2) Por lo que toca al indice de mortalidad de las presas, éste
se debe parcialmente a muerte natural siendo esta componente
proporcional al nfimero de presas y por lo tanto podria repre
sentarse como bx, con b una constante positiva. También se -

debe parcialmente a la destruccién del ntmero de presas a --.

1

Conjunto de organismos, animales y vegetales de diferente especie que viven en
comunidad, condicionéindose mutuamente y ocupando un territorio definido o bio-"

topo. Estas comunidades comprenden organismos productores, consumidores, reduc
ador

1




causa de la accibén del depredador. Esta destruccién puede su
ponerse proporcional al nGmero.de encuentros entre las pre--
sas y los depredadorés. Por consiguiente, esta segunda compo
nente para el indice de mortalidad la podemos expresar como

el nGmero nXxy con n constante positiva.

3) La natalidad del depredador es proporcional a la cantidad del
alimento disponible que iogra conseguir, por lo tanto, podria

representarse como MXy con M un real positivo.

4) Por Gltimo, 1la mortalidad del depredador ‘es proporcional a -

su nmero y bodriamos estimarlo come By.'

Tomando en consideracién las hip6tesis anteriores se puede escri

bir el modelo de Volterra como el sistema

X = ax - nXxy
(3.1) -

EXy - By (donde a=a - b)

<
1]

Para dar sentido al planteamiento del sistema 3.1 se requiere -
que X y‘y, cbmo ya hemos dicho, -sean elemeéntos del conjunto de 16;%;?
nfimeros reales. SinAembargo (véase nota al pie de la pdg:43) elfnﬁﬁéf’i
ro de miembros de una ﬁoblacién se expresa en nimeros enteros. Lue-.
go entonces X y y podrian interpretarse como la biomasa de la pobla
cibn, o de otro modo, como magnitudes ideales que debido al sistema
(3.1) forman trayectorias contihuas que pasan a través de los puntos

discretos que corresponden al proceso real.

Sin embargo, la valide:z del modelo no puede aceptarse de modo -

general. Para valores de x suficientemente grandes, es decir, cuando




el nfimero de presas es muy grande y el nfimero de depredadores y, ade-
cuédamente pequefio, las predicciones del sistema (3.1) no correspon--
den a la cantidad de presas devoradas por el depredador, dado que el
apetito del depredador es limitado. De ahi la necesidad de modificar

las hip6tesis que sustentan al modelo, a fin de establecer una genera

lizacién del mismo.

Como hemos visto en el capitulo anterior, las soluciones del sis

tema (3.1) forman ciclos cerrados, acotados en el primer cuadrante.
Ciclos estables, pero no asintSticamente estables como vimos anterior

mente el punto de coordenadas (Xo,Yo) donde

Xo = —%—, yo = 45— ~ (véase ﬁégina27 ).

es un punto de equilibrio que corresponde al ciclo '"cero" del sistema

(3.1).

En este contexto resulta mids natural la introduccién del modelo

.
Y ol

x=kyPy - kaPa - k3P3 .
y=£3Ps - £,P, | - .' . e

donde P, representa la intensidad del proceso
) V : de nacimiento de presas, P2 la intensidad del

: proceso de muerte de presas, P; la intensidad
del proceso de nacimiento de depredadores y -

(3.2) ) 1 P, la intensidad del proceso de muerte de los
depredadores
, Py =min { x,E} ’ B
. o P, =x
Ps=min{y, Axy, Fj
Py =y

ki,k2,ka,£3,£4,A constantes,Ey F factores exteno
res v



.

Observemos que en el modelo representado por (3.2) podemos esco-
ger a P, de dos maneras diferentes, mis exactamente la intensjdad del
proceso de nacimiento de ﬁresas Py queda limitado o bien por el nfime-
ro de presas, o bien por cierto factor exterior E y Py queda limitado
o bien por el nlmero de depredadores y, o bien por la cantidad de ali

mento (Axy), o bien por algfin factor exterior F sehejante a E.

Esto nos permite localizar seis regiones diferentes y en cada -..
una de ellas tendrd valide:z un caso particular del modelo determina-
do por una Gnica combinacién de los dos procesos P; y P;. Denotemos
mediante h, ¥, Hy, ¥, Hs, Hg, a las seis regiones posibles; enton .
ces para cada regibén ¥; con i= 1,2,...6 quedard determinado un siste

ma particular de ecuaciones diferenciales, a saber:

r ( . 4
x1= (ki - kz2)x - kay |
- Xi:P1=x, Pa=y ; 1 .
y1 = (23 ‘f-.lo).y
. , X2 = (ki - k2)x - k3AXxy
Ha: P1=X, Pa=2xy ; .
. 1 Y2 = L3AXYy - L4y
X3 = (ky - k2)x - ksF
Hs:Pr=x, P3=F 3 .
Ya=4L3F - Lyy ' )
(3.3) |
J Xy = K1 E = kaXx . k3y
3{'.. P1=E’ P3=_Y ; .
Yo = (L3 - £4)y
).(5=k1E-k2x-k3)\X.y
is: P1=E, P3=)\X.V H . 5
W Ys =‘£3Ax‘y - Z[,y
).(6=k1E-k2X—k3F
He: P1=E, Ps =F 3 A
L Yo =LsF-Lyy .




3.2 ESTUDIO DETALLADO DEL MODELO GENERALIZADO,

Como ya dijimos en el Capitulo 2, nos restringiremos a conside-
rar Gnicamente x=20 y y=0. Entohces el primer'cuadrante del plano
(x,y) quedard dividido en regiones, y cada una de ellas édmitiré so-
lo determinados pares ordenados (x,y). En lo sucesivo nos.referire-—

mos a cada par ordenado (x,y) como a un estado del sistema.

La pertenencia o no de un estado del sistema, o sea (x,y) a una
regién ¥;, i=1,2,...6 se infiere de la veracidad o no de la conjun

cién de cuatro predicados Ai;,A2,As ¥y Ay (o de su negacién):

A, = (x<E)
: : . | A2 = (y<F)
(3.4) ) 1
. | As = (y<dxy) = (5-<x)
A, = (Axy<F) .

- Para las regiones ¥, {2, ...,Hs se cumplen las siguientes conjun-
,cioﬁés de los predicados sefialados en (3.4)

(

AfLAAAA =T
M AR AR, =1
AMMAA AR, =1

(3.5) .
. ALAR AR =1 ‘
Ry AAsAA, =1 | _
;\—1 -AI\-zAI\.qEI . L ,‘ '

\

.Donde el valor 1 corresponde a la veracidad de la proposicidn &3

0 a su falsedad.
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La conjuncién AjA Ay para X; conlleva a que
(3.5a) L <x<E=AE>1=E> SR

La conjuncién Ay Ka para ¥ s significa que:

(3.5b) L >y>e=ae<= E<—%—

Dado que A y E son constantes, entonces es evidente ‘de (3.5a)

que las regiones ¥,y ¥s en el modelo (3.2) no pueden aparecer si-

multaneamente. Esto significa que una vez especificados los valores
numéricos de los paridmetros el modelo puede ser de uno de los dos ti

pos siguientes:

TIPO Mx,‘donde'se'cumple la relacién (3.5a). Aqui apareceri 1la
Tegién ¥, pero estari ausente la regién ¥s.

TIPO M., donde se cumple la relacidén (3.5b). En este caso se

.tendréd la regién ¥ s pero no aparecerd la regién ;.

Ambos tipos de modelos poseen 5 de las 6 regiones posibles.

El caso AE=1 de hecho no aparece en los modelos (forma por asi
decirlo un COHJUHtO de medida cero) pues ambas reglones H y ¥Hs degene--
ran en una sola linea, frontera entre las regiones H2o y Hy. Por lo
tanto aqui y en lo sucesivo las desigualdades AE>1 y AE<<1.ser5n.e§L
trictas . Esto puede ilustrarse en las siguientes figuras:

y




E 1/ X

Observemos que la regibén i corresponde al modelo de Volterra

de acuerdo con la descripcién :

>
N
I

) . = (k1 - kz)x - kalxy
H2: Pr=x, P3y=2Axy ;

= Lyaxy - L.y

<
»
I

Ly

que junto con las demis fegi_ones, aparecen en (3.3).
Es por esto que se afirmaba que el modelo (3.2):

X = kKiPy1- kaP, - k3Py

y Lgpg-qug-

P, =x
Py=min{y, Axy,F}
. ) Pl. =y ' ' . »

kiskz,ks,€3,4,0 constantes y E y Ffactores exteriores
\

es una ampliacidén o generalizacién del modelo (3.1) de Volterra:




% -
i

axX - NXYy
(3.1)

[P"
"

pXy - BY (a=a-b)

parte de cuyo estudio 1o realizamos en detalle (lo que ocurria en I)

del Capftulo 2. | - | R

PUNTOS DE EQUILIBRIQ*'

Las regiones ma,xz,xugns tienen por una de sus fronteras a seg
mentos de los ejes de coordenadas. De los 51stemas de ecuac1ones pa-
ra las distintas regiones que aparecen en (3.3) obtenemos directamen
te que pafa x=0 en la regidén #& y para y=0 en las ;egiones 3,2,
¥, ,Hs se tiehe que la derivada de la coordenada respectiva es igual

-~

a cero. Por lo tanto las trayectorias del sistema

i

X kiPy - k2P2 - kaPs

L3P3 - L4Py

y
(donde P;,P2,P3,Py estin dados como ya sabemos por (3.25) con puntos

en el primer cuadrante (x;=0; y=0) y solo tales trayectorias nos in

teresan, nunca abandonan el primer cuadrante.’

Las reglones J&,J&,J&,Mk, tienen puntos de equilibrio que no e5ﬁ7
tén en los ejes coordenados. Las coordenadas de tales puntos pueden
obtenerse para cada regién haciendo xi=0, yi=0, para i-= 2,3,5,6 R

(el indice sefiala la regibn) es deéir

(kl - kz)x_- k3XX2y2»= 0 ! ' . i

*2=
He i 4.
Y2 = 5370(2.)’2 - Lp)’z =0
x3 = (k; - k2 )X3- kaF-= 0
Hs © 4.
ys3 = £3F - Zuy3= 0
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s Ji = k;E - kzxs - kg)x‘)(sys

]
L

Ys =L Axsys - Lyys

)'(5 = klE- kng—ng = 0
KG:'J.

Yo = L3F - L,yg= 0

resolviendo obtenemos para cada regidén los siguientes puntos de equi-
librio:

{
k.- k

3C21Xzo=%;‘, yzo——-fT(T-L

k.F k, F
¥ 3 !Xso"jzljja‘, Y30 ='—€%—-

(3.6) < ! 4

4 k, EAk k.2
“S:XSO =_ﬁ;' [ Yso lks " 2%

k,E-k,F F
JCG:X50=+R‘Z—L'—a yGo=‘£z:“

Cada uno de estos puntos puede pertenecer o no a su regién. Esto

depende de los valores de los parémetros del sistema (3.2)..

CLASIFICACION DE TRAYECTORIAS

En el modelo (3.2) se tienen 8 parimetros numéricos que represen
taremos a través del vector A= {kl,kz,k;,gg,tu,l, E, F}. En el espa
cio de tales pardmetros se tendrd que A es un vector de componentes -
positivas y esto lo podemos denotar como A=0. En términos de las com

ponentes de A, las trayectorias toman diversas formas.

Queda afin sin resolver, el problema de la clasificacién de los
tipos de trayectorias de los modelos lo cual resulta fundamental des

de el punto de vista de las posibles aplicaciones.

Aqui serd dada una clasificacién [4] que al parecer del autor -

Polyetayev es la mis natural. Es evidente que la clasificaci6én mencio

nada puede realizarse de maneras distintas segln diferentes criterios.




Como base de la clasificacifn dada en [4] se postulan los crite

rios o predicados siguientes:

1) La presencia de trayectorias que intersecten la frontera en-
tre las regiones vecinas se denotard mediante el predicado Bg. En ca
so de que By =1 se tendri presencia y si Ehiil, entonces habr4d ausen
cia de trayectoria que intersecte la frontera entre las regiones ve-
cinas X¢ y¥j donde t,j=1,2,...,6. Entonces B;zEEB:K‘t:H:J indicari la
existencia o no, de una trayectoria que intersecte las régiones veci
nas ¥ y ¥; en la direccidén de la primera a la segunda. Es evidente

que ante la existencia de seis fronteras tendremos un-total de 12 --

predicados Bg, es decir, £=1,2,3,...,12,

2) Mediante los valores del ﬁredicado Q, investigaremos la per
tenencia de los puntos (xko ,yko) a las regiones ¥z, 3, Hsy He. Si el
punto (XxosY¥Yxo) Pertenece a una regidn entonces Q, =1, si ﬁertenece
en cambio a una regidn vecina entonces Ek =1; de este modo, habrid -
tres criterios para los modelos del tipo M, pues estos s6lo pueden -
tener a las regiones ¥, K2z, #3, 3y, s de las cuales solo ¥;,¥;,H gene
ran puntos de equilibrio que pueden ﬁertenecer o no, a las mismas.
Ademds tendremos cuatro criterios para los modelos del tipo M, que - .
involucran a las regiones ¥(;, #;,¥s,¥H que generan puntos de equili--

brio que pueden pertenecer o no a las mismas.

Cada uno de los predicados By y Q) se escriben en forma de desi

gualdad, respecto de los paridmetros del modelo.

Construyamos las clases de modelos:

Mg = (Mgl k,s€{1,2,...,N}
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de modo tal que para todos los modelos pertenecientes a una clase se
cumplan invariablemente unos mismos predicados {Bg,Ry}. Los modelos
Mys que pertenecen a una misma clase Mg se difefencian unos de otros
en los valores de las componentes del Vector A, no obstante que los

modelos de una misma clase tienen por vectores A, a aquellos cuyos -

valores pertenecen a cierta regib6n comGn del espacio de parédmetros

{A}se RE .

Finalmente, si los predicados Bgp y Qy fueran mutuamente indepen
dientes, entonces el nfimero N de clases de modelos se pueden calcu--
lar fdcilmente y serfan N= 2", donde v es el nfimero de predicados.

En particular v;=15 para los modelos del tipo M; y v, =16 para los
del tipo M,. Pero como realmente los predicados no son independientes,

entonces el cidlculo del nimero de clases de modelos se complica.

Las desigualdades corresbondientes a los predicados Bp quedan -
determinadas por el signo del producto escalar N, de la normal a la
frontera entre las regiones ¥; y ¥, (tomando en cuenta la direccién -
de la normal de ¥, a xé) y el vector tangente T a la trayectoria en -

el punto de interseccidn de las fronteras: BJCIJCZE (T . Nu>

Los predicados Qk:corresponden a grupos de desigualdades, que se-
obtienen de las condiciones de ubicacién del punto de equilibrio

(XkosYxo) €n las fronteras de las regiones (.

Al escribir todos los predicados en forma explicita (en forma de
desigualdades respecto de las componentes del vector A) muchas de las
desigualdades se repiten en las expresiones de los diferentes predica

dos. Debido a esto introduciremos el conjunto auxiliar de predicados

[C.} para los tipo M;, y {D,} para los M,, a través de los cuales se




puede expresar 1o que nos interesa de las ﬁropiedades de las clases

de modelos, O sea, de los ﬁredicados By ¥y Qx. A continuacién enumera

remos 1os Cy ¥y Dr:

Modelos tipo Mi; bloque auxiliar {Cr}:

[ CQE()\E>1);
C1= (ks >ka) s
CzE(k1>k2+ks F/E) 3
(3.7) A Cs= (ki >ka+ ks AF)

Cu = (.k1'>'kz + ks AFba/by ) s
cs= (ki + L3> ko + Ly + Ak3F) 3

Ce= (£s> )

Modelos tipo Mi; predicados baisicos (Bg,f):

n

B2s Cs: Biz

If
—

il

Bis Ce Ba

It
a
o

—

Ca 821

M

B2

I
o
—

n

Biu G o Bui

l
o
N

N BSG ‘C2 Bsa

]
o

i

Bus Ce Beu

I
o

l QzEC1AEu1\Ee, QaECIACSAC“ > Qs = C2ACs .




Modelos tipo M:;

(3.8)

Modelos tipo M:;

(3.9)

.

r

Do

O U U U U U O O O O o
: s w © ~3 o [2,] + w n [
moonoowoomoomoomoowoomwmoomo

o
Y}
M

- 5§ -

.

(AE<1)

(ky > k2)

(ki > ko + ksF/E)

(ki >k, /AE)

(ki> ko + ksAF + £5/24)
(ki > ka /AE + k3F/E)
(ky> ko &4 /AE®s)

= (ky->ks F(1+AL;3)/E)

(ki + \E£3 >k, + 2, +k3F/E)
(KidE+ &3>k, + £y + k3AF)
(L3>124)

(£3>24/AE)

= (ki >kaly/AEL3 + k3F/E)

predicados bdsicos (Bg,fy)

Bx = Ds, Biz =1
Bs = Do V Do, Bes= Do V Do
Bss= D, , Bss = D,
Bus= Do Bew = Dy
Bas= D , Bsz = D,
Bus = Ds , Bs, = Dj

Q,=D, A-ﬁuADu , Qs=DsAD;ADy A Bn

Q3 =D; AD, AD, , ¢=D2ADy

bloque auxiliar de predicados {D.}:

(siempre se cumple)



Los modelos tipo M. resultan ser més polifacéticos resbecto --
del nfimero de criterios auxiliares (12 criterios Dy) que 1los modelos

tipo My (6 criterios Cy). M4ds adelante, comprobaremos que M, es tam-

bién m4s numeroso en cuanto a la cantidad de clases de modelos

Mostraremos en un ejemplo el método para la definicibn de las -
desigualdades (3.7) ¥ (3.8), que corresponden a los predicados C,, -
Dy, (Bp,fy)- Establezcamos las condiciones de existencia de la tra--

yectoria que pasa 1a frontera de la regibn ¥, rumbo a la regibn ¥,.

Para M, : Bz2s =Ds ;3 (3.9), (3.8).

Para la regi6én ¥ se cumplen los'bredicados que aparecen en --
(3.5) Ay ARs AA, y para #; : Ay AR, AR, . Para la frontera de las re
giones (los ﬁredicados-A.,Ku) resulta ser la curva dada por Axys= F:-
La normal a esta frontera (dirigida de ¥ a ) queda dada por el --

vector no normalizado
N.s= (F, ax?) .

La téngente a la trayectoria del modelo en H, queda dada por el vec-
tor Ty= (x5 » ¥3), €1 cual debido a la condicién }xy=bF (en el punto
de interseccién dé 1a frontera) es igual al vector téngente en ¥, -
esto es, T3 = (i;, 93)='Tz= T . Entonces la condicibn impuesta‘a la -

trayectoria de ¥; a ¥; se escribe como (Na ,T>:>0 . Transcribien-

do las expresiones correspondientes obtenemos:

(a) (Nza > T) = (ay-az2-by)x+Absx?-asF>0
que deberd cumplirse bajo la hipétesis de que

o<x<min {— , E

-

e VO LS
S S

i G




- 57 -

esta es la condicibn para que X pertenezca a las regiones ¥, y ¥, -

precisamente en su frontera.

De la forma en que estd dada la condicién (a):(Nza.T>'> 0, pode-
mos concluir que la parte izquierda de 1la dgsigualdéd es monbtona cre
ciente al crecer x. Por lo tanto para que exista al menos una trafec-
toria de ¥, a ¥3, se necesita tomar en (a) el valor midximo de x, que

para M; es igual a 1/X y para M, es E.

Haciendo en (a) x=-—%— obtenemos para los modelos tipo M,:

k, -k, - &
Ba2s =(N23, T) = ( 1 i zk) + L;\ - azsF>o0
o sea
(3.7)
Bas = (ky + 23>k, + £y + Ak3F) = Cg

y haciendo en (a) x=E obtenemos B3 para los modelos tipo M; en la -
forma
» (3.8)
B,y = (k1 + AEL3 >k, +£u;+ kaF/E) =. Dg
Estas serian pueS las condiciones que se impondrian a las trayec

torias que van de la regi6n ¥, a la ¥j.

La ‘condicidén Q., por ejemplo se obtiene para los modelos tipo M,,
si consideramos que el punto de equilibrio (xzw,yzo) de (3.6) se en-

cuentra a la izquierda de la frontera derecha de la regidn #,, o sea:

(x20 <‘}\—)E (L3> 24)=Cs

arriba del eje horizontal, es decir:

(y20 >0)=(k;>k,)=0C,

y abajo de la frontera Axy=F:




i
o

(y20 <F/Ax) = (ky <k, + k3AFLa/8,) =
finalmente tendremos que R =C; ACy A Cs.

Los predicados restantes se obtienen en forma andloga.

EJEMPLOS ESPECI FICOYS‘

\

NN\

: —_—

Gt

e

[

/

(-

X

Fig. 3.4 Ejemplo 1. Trayectoria del modelo tipo M; para k; = 3,
k2= 1, ks = 1, £3=1, .eu: 1.5’ A= 0_1’ E:ZO’ F=10
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Fig. 3.5 Ejemplo 2. Trayectorias de-modelos tipo M), para k; =3,
’ k=1, ks=0.5, £3=2: £,=1, A=0-1:E=209 F=10 .
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Fig. 3.6 Ejemplo 3. Trayectorias de modelos tipo M, para k; =2,
k2=1! k3=1‘2! ‘a‘o=04"89 )\=29 E":ls F=10 .

(

Jr

Fig. 3.7 Ejemplo 4. Trayectorias de modelos tipo M; para k;é 2,
kp=1, ka=0:8, £3=2, £&,=1, x1=0.1, E=20, F=10 .
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Fig. 3.8 Ejemplo 5. Trayectorias de modelos tipo M,, para k; = 3,
k=1, kg=2, £3=2, £,=1, A=0.1, E=20, F=10 .
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Fig. 3.9 Ejemplo.ﬁ. Trayectorias de modelos tipo M2, ki =1.5, ka2
Ke=2.5, £5=2, £y =3, A=0.05, E=10, F=10.. .
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Fig. 3.10 Ejemplo 7. Trayectorias de modelos tipo M, para k; = 2,
kz=1, ks=0.3, £3=3, £4,=1, A=0.05, E=10, F=10 .
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Fig. 3.11 Ejemplo 8. Trayectorias de modelo tipo M, para k; = 3,
ko=1, ks=1.5, £3=3, E=10, F=10 .
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Fig. 3.12 Ejemplo 9. Trayectorias de modelos tipo M, para k; = 1.5,
k2=0.5, k3=4, £3=2; £u=1.5, A=0.05, E'-'-].O, F=10

DESCRIPCION DE LAS TRAYECTORIAS DE LOS EJEMPLOS ESPECIFICOS,
En las figuras 3.4-3.12 se ilustran trayectorias para ciertos

modelos. Los valores de los pardmetros se sefialan en los encabeza-

.

dos de cada figura.

Los modelos cuyas trayectorias aparecen en las figuras 3.4-3.8
pertenecen al tipo M;. La biocenosis répresentada por el modelo de.
la figura 3.4 es de "éxtincién" el nimero de depredadores disminu-
ye con el tiempo. No existen puntos estables que no pertenezcan a

los ejes coordenados (diétribuidos fuera de''sus''regiones).

Las figuras 3.5-3.9 representan modelos de biocenosis de "no
extincidn'". En la figura 3.5 se tiene un punto (solucidén) estable

en la regidn ¥, al cual se aproximan asint6ticamente todas las -

trayectorias; en este modelo los ciclos no aparecen. Por el contra




rio, en la figura 3.6 todas las trayectorias son ciclicas, en la re-
gién ¥, se tiene un punto de equilibrio y ciclos tipo Volterra, una
parte de los gualgs son interrumpidos por las fronteras de ¥z, no obs
tante que se cierran dichos ciclos fuera de esta regifn, de nuevo en

tran a la misma regidn ¥, (no forzosamente conectando con la misma --

curva!').

En las figuras 3.7, 3.8 se presentan las trayectorias de dos di-
ferentes modelos de una misma clase. En ambas se tienen tres puntos -
de equilibrio y coinciden las direcciones de las trayectorias al inter
sectar las fronteras. Sin embargo, las formas de las trayectorias y la
disposicién de los puntos de equlibrio son.diferentes. En particula?,
se cierran diferente los ciclos de Volterra fuera de la regién .¥,;
mientras que en la figura 3.7 las trayectorias de ciclos de Volterra,
interrumpidas por las fronteras y continuadas por trayectorias de ¥,
llegan de nuevo a ¥, a conectarse con la misma trayectoria, en la fi-
gura 3.8 esto no ocurre y dichas trayectorias llegan a conectarse-con
otro ciclo exterior fespecto del ofiginal. De este modelo las trayec-
torias de la figura 3.8 forman espirales que se desenvuelven con un -

nimero finito de vueltas y terminan con una rama que tiende al punto

de equilibrio estable en la regién ¥s.

I . PR e — - B -

Son posibles algunos modelos con trayectorias que forman espiré
les envolventes con infinitas vueltas; que tienden al ciclo de Volte
rra desde el exterior y son tangentes a las fronteras de la regidn -
3, y ¥;. Este ciclo resulta ser estable dentro de la regidn i, y asin
téticamente estables para las trayectorias que salen de los limites

de 1la regién H,. Bajo estas condiciones los ciclos que pertenecen to

1
talmente a ¥, permanecen como ciclos de Volterra.




Los modelos cuyas trayectorias aparecen en las figuras 3.9-3.12
pertenecen al tipo M;. La biocenosis representada por el modelo de la
figura 3.9 es de "extincidén' para las dos poblaciones. Las figurés -
3.10-3.12, representan biocenosis de '"nmo extincién". En la figura --
3.11 aparecen tres puntos de equilibrio en ¥, i3, ¥g. En la figura -
3.10 aparece uno solo en la regidén ¥;. Ademds, en esta misma figura

3.10 todos los '"ciclos de Volterra'" son no cerrados y todas las tra-

yectorias salen a un punto estable. En la figura 3.11 parte de los ci

clos se cierran en el interior de ¥;, o bien en ¥, y #;. El1 modelo TE
presentado en la figura 3.12, tiene un Gnico punto estable en ¥s. Ob-
servemos como la existencia de puntos de equilibrio eﬁ H, y s en los
modelos tipo M, es alternativa. En otras palabras, la existencia de -
puntos de eﬁuilibrio en ambas regiones a la vez es imposible, 1lo éual
es consecuencia del tipo de condiciones de existencia para este tipo

de puntos: Q2 y s de (3.9).

Las trayectorias de la figura 3.12 tienden a un punto de equili

brio con espirales envolventes (oscilaciones amortiguadas).

Las ilustraciones de las figufas 3.4-3.12, no agotan todas las
posibles clases de modelos. El conjunto de clases de modelos como se-
desprende de las estimaciones de su niimero hechas arriba es muy gran-

de, incluso para el modelo primitivo que se analizé.

3.3 ALGUNAS CONSIDERACIONES ADICIONALES.

La generalizacidén del modelo de Volterra dada en (3.2) puede ser

modificada de tal modo que podamos escribirla como:




> .

= BxyP1- Bx2P2- BxiPy
(3.10)
= BysP3- ByuPu

L -3

donde las "betas'" Bx; son coeficientes positivos y cada Py, como ya
hemos dicho desde el capfitulo 2, son variables que caracterizan la -
intensidad de los distintos procesos que intervienen generando cam--

bios en el nfimero de pobladores y que las hemos definido como:

P, : Representa la intensidad del proceso que genera el nGmero
de nacimientos en la poblacién de presas.

P, : Denota la intensidad del proceso que causa el nfimero de --
muertes naturales en la poblacién de presas.

P; : Simboliza la intensidad del proceso que determina el ntme-
ro de presas devoradas por el depredador.

P, : Sefiala la intensidad del proceso que provoca el nfimero de

- muertes naturales en la poblacién depredadora.

yo nlmero podrfamos aumentar, transcurren en promedio, respecto del

tiempo, como ocurre el ﬁroceso de una reaccién quimica. Cada proceso
utiliza ciertas componentes de en%rada y ﬁroduce otras de salida. Ba
jo estas condiciones, si la intensidad:del j-€simo proceso, es decir,
Pj, es constante, entonces en promedio y ﬁor unidad de tiem?o, dicho
proceso utiliza y produce estrictamente determinada cantidad de cada
componente. Ademids, en el transcurso del ﬁroceso intervienen pero ho
son consumidas (utilizadas) 1las componentes bdsicas (por ejemplo, 1la

biomasa, el territorio, etc.) con un papel parecido al de los catali

zadores en una reaccién quimica. Las unidades de medida de las inten-

sidades de los procesos dados por Pj pueden éscogerse arbitrariamen-

~ Consideraremos adicionalmente que los procesos mencionados, cu- ~ -




te. Una vez escogidas las unidades de los Py se fijan las constantes
aj; (i€ {1,2,....n} el ntimero de las componentes y j€ {1,2,...,m} el
nlmero del proceso) que eipresan la cantidad de la componente i utili
zada por el proceso j en una unidad de tiempo y correspondientemente
también se fijan las constantes Bij que entran en el sistema (3.10).
Entonces ante la existencia al tiempo t de fiujos de las componentes

de entrada (o de las componentes bdsicas) en cantidades Wi cada una

- . . . . ws . .
de las cuales aseguraria una intensidad Pj de dimensién —11 wunidades.

ij
Bajo la condicién adicional de que el resto de las componentes de en-

trada y basicas aseguran una intensidad no menor, entonces, segln el

principio de Liebig* la intensidad real Pj al tiempo t es igual a

(3.11) . Py = MM Y7oy,

Las magnitudes de los flujos y de las componentes bésicas wj g
son funciones del estado del sistema (x(t),y(t)). También las inten-
sidades Pj son funciones del estado del sistema. Las exﬁresiones -

%13 Lo .
cierto estado del sistema (x(t),y(t)) alcanzan dicho minimo, se 1lla-

que entran bajo el signo de minimo en. (3.3) y que para un ---.

man''factores limitantes"de los procesos de indice j en el momento t.

La ecuacién (3.11) es la representacién formal del principio de -

los factores limitantes de Liebig. Los sistemas cuyo comportamiento
se rige por el principio de Liebig son conocidos como "L-sistemas"

como habfiamos mencionado ya en el capitulo anterior.

Es natural que a lo largo del tiempo y al variar x y y, es decir,

al variar el estado del sistema (3.10) los factores limitantes pue--

* yéase nota al pie de la pagina 20.




den variar. El conjunté de estados del sistema {(X.i)}.tales que para
todos los Pj no varian los factores limitantes (o sea que, para cada

j el minimo se alcanza para un mismo i=13) se llama negi6n‘de£ éibig
ma*. A cada regibén e asociaremos los indices ¥i. En la frontera de dos
regiones, al menos para uno de los procesos.J se cambia uh factor 1li-
mitante. Esto significa en particular que en todo punto de la fréntera

de las regiones ¥; y #; los valores de las expresiones (—(—u-ii?-):n.1 y ===

o3
W, . ) . o s
(~Ef?)ﬂk bajo el signo de minimo en (3.11) que a su vez son factores
J
limitantes para j en las regiones #; y ¥, resultan ser iguales. De -
esto se sigue que X y y en (3.10) no admiten discontinuidades en las
fronteras entre regiones y las trayectorias del sistema, por lo tanto,

no tienen discontinuidades. Las curvas integrales del sistema (3.10)

al intersectar algunas de las fronteras de las regiones permanecen 1li

N

sas.

Teniendo en cuenta todas las observaciones anteriores, reconsi-

deremos el sistema

-
1

BxiP,- Bngz; Bx3Ps
BysP3- ByuPy

(3.10)

e
Ll

y hagamos las Py iguales a:

* Fn las paginas 24 y 26 caracterizamos a las regiones desde el punto de vista - -
geometrico. B




P, = min {2 " E
axi QE
P2 = __x._....
(3.12) 4 ax2
Py = mi b AXy F
ayy " ay ' ap
Pio = ..Y/ay ’

donde E y F son constantes positivas y axi, ag, Oxz, @y1, @), Qp ¥ -

ay, constantes que permiten obtener las unidades de cada Py .

Las igualdades expresadas en (3.12) como ya se ha visto signifi

can lo siguiente:

1) La intensidad del proceso de nacimiento de presas P,, queda
1imitadg por la biomasa x de los individuos de la especie, o bien me
diante cierta magnitud E que puede darse como funcibn del tiempo y.j
la posici6én (estado) del sistema (en (3.12) se ha considerado cons--
tante). E es un factor externo respecto de 1la poblaciéh Y es necesa-
rio para el desarrollo de la misma (por ejemplo, la cantidad de ali-

mento por upidad de'tiempo, el flujo de 1luz bara las plantas, etc.)

E1 factor exterior también, no necesariamente es finico. Pueden aparé'
cer bajo el signo de minimo varios factores. En (3.12) para P, solo
hemos incluido un solo factor constante como el minimun minimorum -

del medio ecolbgico.

2) A la intensidad del proceso de nacimientos del depredador Ps,
buede asocidrsele como factor limitante el ntmero de depredadores --
y(t) de dicha poblacién, o bien el alimento debido a las presas devo

radas ﬁor los depredadores (cuya mégnitud es

proporcional al ''nGmero




de contactos" entre el depredador y la presa A'Xy, como en el caso -

de Volterra), o bien queda limitado mediante algln otro factor exte-

rior F (semejante a E de P,).

3) Los procesos de muerte natural de las presas y de los depre-
dadores que poseen intensidades P, y Py respectivamente, quedan de--
terminados mediante el nimero de miembros de la poblacién y por lo -

tanto el signo de minimo puede omitirse.

. Son posibles otras variantes para las expresiones de Py, dife--
rentes de las planteadas en (3.12). Tales expresiones deben quedar -
definidas ﬁor las hip6tesis fundamentales que se piden al modelo. --
Por ejemplo, si consideramos a-una cierta planta como la presa, y co
mo factor limitante exterior aparece el flujo luminoso, entonces en
P, el factor limitante E deberia aparecer como Ey - S donde E, es 1la
luminosidad promedio y S la suma de 1la sﬁperficie de las plantas que
absorven luz. En una primera aproximacidn puede ﬁroponerse S= omzl3

donde x es la biomasa y ¢ una cierta constante.

Como complemento de (3.12) hay que dar ademds las constantes --
que definen lds magnitudes de los flujos de salida de cada proceso -
por unidad de intensidad.-Para Py, es el incremento de X por unidad
de tiempo y por unidad de intensidad en una magnitud ﬁositiva Bg,;
para P, serd el decremento de x (mortalidad) -Bxaz <0 » para Py lo --
mismo respecto de y, esto es (—Byw)<10, y finalmente para P; tendre-
mos dos flujos de salida: el incremento negativo de x, (-Bx;) <0 y -

el incremento positivo de y, By$>>0. El valor de los flujos de sali-

da es proporcional a la intensidad del proceso BisPy .
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Se puede resumir en el siguiente diagrama el funcionamiento del

modelo.

Aky

Donde los circulos denotan las componentes reales ("recursos'), las
flechas representan los flujos, los tridngulos es donde se forman -
las funciones del estado del sistema, que potencialmente ﬁueden 1lle-

gar a ser factores limitantes.

El sistema de ecuaciones diferenciales (3.2) con la condicién -
inicial (xg,¥o) en el tiempo t=0, tiene una Gnica solucin (x(t),y(t)).

Para obtener una tal solucién particular hay que substituir la condi

ci6én inicial en las expresiones: | :

R ~

_ e (X E S
Py = min { o x1 ’ og }

r

= X
. P2 o x2
3.12 ]
( ) b, = mi y A'XY F }
3 = mMin ay1 ’ oy s GF
= _.x__
t Py oy .




Después, los resultados de los P; se sustituyen en el sistema origi-

nal.

e

BxiPi1= By, P2 B P
(3.10) x1 X2 xgb 3

-

B'IygpS" Byg P‘o ’

De este modo, el sistema anterior se transforma en un sistema normal
y autbnomo de ecuaciones diferenciales, es decir en un sistema de --
ecuaciones diferenciales que no contiene explicitamente ai tiempo en
su parte derecha. La forma particular de dicho sistema dependeri de
la regién ¥y donde esté localizado el valor inicial (xo,yo). El sis-
tema normal de ecuaciones que se obtenga de esa manera, deberi ser -
integrado obteniéndose de ello que las trayectorias terminan (si la
trayectorié intersecta la frontera de la regiéﬁ) en el punto de in-
terseccidén (x(t;), y(t:)) con 1la frontera el cual lo sefialamos me-
diante el instante t;. En t;, el punto (x;,y:) al menos para alguno
de los procesos Py cambia de factor limitante. Este nuevo factor 1i-

mitante puede determinarse al substituir los valores x(t, +¢),y(t,+e),

¥

s e 1

con ¢<0 en las expresiones: .

S USRIV R USRS A VU0 PSSR FRES e —

I E_} - .
Py min { G Tog } o | | :

Pz i aXZ
(3.12) :
‘ Ps = min { Y xy o _F }
ay1 oy > ap
Plo = ._L

- - e e e e




Los nuevos valores de los Py se substituyen de nuevo en el sis-

tema original es decir en:

M
i

Bxi1P1- Bx2P2- BxsPs
(3.10)

= BysPS" Byupu .

k L]
1

Asi se obtendrd un nuevo sistema particular de ecuaciones dife-
renciales en la nueva regién a la cual pasa ahora la trayectoria. --
Los valores (x;,y1) en t=1t,, sirven ahora de condiciones iniciales

para la solucién del nuevo sistema de ecuaciones diferenciales.

El mé&todo descrito para integrar el sistema de ecuaciones dife-
renciales dentro de una regidn con la repeticién de cambio de valo-
res de PJ en las fronteras de las regiones se continua hasta la ob--

tencifén de la solucién en cierto intervalo dado de tiempo [O0,T]

0T <o |

con

En virtud de que las unidades de medicidén de las magnitudes que
entran en el sistema (3.10) y en las expresiones (3.12) se establecen
a nuestro arbitrio, entonces las podemos escoger de modo que se sim-

plifique la notacidén de nuestro modelo.

Las magnitudes x,y,E y F, en un caso particular podrian medirse

1
en unidades oyx,, Gy3, O Y aF . Igualemos ahora, A Xy

) a Axy don-
Atagq 0
de A = a;l ¥l y Y denotemos'8x1= ki, Bx3s=ks, Byq= L,, Bxézfl = ko,
Y, -—gll(}-ﬂ-

o T ks. Entonces resulta claro que?dﬁténemos el sistema --
y L

(3.2) como un caso particular de (3.10).
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Vale la pena a manera de conclusibn el hacer algunas aclaracio-
nes pertinentes respecto de la posible aplicacién de los modelos ma-
temdticos de la biocenosis del tipo analizado arriba, pero antes es

pertinente hacer las siguientes aclaraciones respecto al surgimiento

de los mismos.

En lo general, las descripciones de la biocenosis consisten nor
malmente en un listado de especies a menudo incompleta que sustenta
una apreciacidn cuatitativa mis o menos exacta de la importancia re-
lativa de tales especies. De éstas descripciones no podemos obtener
informacién respecto de las relaciones que unen a las distintas espe
cies o de la dinidmica de las poblaciones que forman el ecosistema --

'

(biocenosis).

Desde otro punto de vista, es posible identificar una serie de
propiedades y caracteristicas comunes a todos los ecosistemas de modo
tal que podamos interpretarlos de una manera mis cuantitativa. Podria
suponerse por ejemplo, que los individuos que constituyen una determi.
nada poblacién pueden ser considerados como elementos equivalentes -
indiferenciables entre si del mismo modo que la Mecidnica Estadistica
trata con los electrones, d4tomos y moléculas. De este modo, nos.intg
resarian algunas propiedades promedio del conjunto de poblacioneswr;
que constituyen una comunidad, del mismo modo que cuando se estudia
una mezcla de gases no nos preocupamos de localizar cada una de las
moléculas presentes en un instante sino calcular 1las ﬁresiones par—-
ciales de cada gas en la mezcla. Fue &€sta concepcién sintética de --
los ecosistemas que se basa en analogias con la Fisica lo que permi-

ti6é que 'se usaran los métodos matemdticos adecuados dentro de la teo

ria ecolb6gica. Asi, se han llegado a elaborar modelos como el que se
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analiza en este trabajo, que estdn basados en el establecimiento de

sistemas de ecuaciones diferenciales,

El establecimiento de tales analogias se fuﬁdamenta en un apara
to tebrico bastante comﬁlejo que se conoce como '""Teorfa General de -
Sistemas" (Bertalanffy, 1968). Seglin el autor de esta téoria, en el
conjunto de fenémenos observables existen uniformidades estructura-
les que se manifiestan por rasgos isomdrficos de orden en los dife--
rentes niveles o reinos. Esto hace que existan; seglin dice el mismo
autor, ﬁrincipios y leyes que se ablican a sistemas generalizados --
con independencia de su naturaleza particular, del tipo de elementos
cue los forman y de las relaciones o fuerzas existentes, entre dichos
élementos. Un sistema segln Bertalanffy, es un conjunto de partes que
interactuan y que puede ser'siemprg descrito por un sistema de ecua-
ciones diferenciales, en las que la variacién en una de las componeg
tes del sistema es funcidén de todas las demds componentes. Lo§ ecosis
temas segln se ha estudiado ﬁueden ser considerados como casos parti
culares de esta definicidén de sistemas y se les pueden aplicar en coﬁ,

secuencia las hipbtesis de la mencionada "Teoria General de Sistemas.

Un modelo matemdtico es -entonces, una interpretacidn rigurosa de
la imagen o representacidén que tenemos acerca del ente estudiado (bio
cenosis) expuesto tedricamente, mediante hipdtesis y concepciones --

cientificas relativas a dicho ente.

E1l modelo permite sacar conclusiones de largo alcance de las hi
pétesis, que tienen el rango de demostraciones. Si la "fenomenologia"

del modelo (por ejemplo la cinética del nfimero de elementos de una -

poblacién que entra en la biocenosis) diverge de lo observado experi
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mentalmente entonces las hipftesis son evidentemente incorrectas y -

deberin ser modificadas.

Un Gltimo comentario: resulta relevante el plantearse el "proble
ma inverso' consistente en especificar hip6tesis correctas y elemen-
tales acerca de la estructura de la biocenosis,‘basados en los datos

de su funcionamiento (por ejemplo en base a la cinética del crecimien

to de una poblacidn).

La solucién de este problema también puede resolverse a través
del modelo considerado, ya que el principio ecoldgico de los factores
limitantes permite aglutinar en un solo modelo diferentes hipb6tesis

particulares acerca de las condiciones que definen el desarrollo de

la biocenosis.

De hecho, en el modelo construido, cada regidn -representa un mo
delo, asi por ejemplo el modelo tradicional de Volterra‘resulta que-
dar descrito por la regibén H; del modelo generalizado, méds aGn el mo
delo de cada regién queda entrelazado con los modelos de las regiones
vecinas formando con ellas un todo que es el.modelo.generalizado. Egi

ta particularidad del sistema generalizado es precisamente lo que per o

mite tener mayor flexibilidad y diversidad y béfﬁifgqféhéf unéneéfgf-“f'
cie de "catdlogo'" de los casos particulares posibles. |

Este "catilogo'" puede ser utilizado como guia en el andlisis de

observaciones y experimentos para hallar un sistema adecuado de hipd

tesis.




APENDICE I

Obtendremos aqui la solucifén de la ecuacién diferencial lineal

ordinaria de primer orden:
(1) x(t) + kax(t) = kiE(t)
Pero para el caso general, o sea para
(2) x + p(t)x = q(t) .

Para empezar, consideremos el teorema siguiente:

Si en la ecuacidn,

(3) X = f(t,x),

la funcién f(t,x) es continua en elbrecténgulo D del plano (t,x) de-

finido por las desigualdades

to-ast<tot+a, : Xo-b<x<xo+b

y ademfs se cumple que la deriva parcial gi es una funciﬁn conti-

nua de x y t en la regién D; entonces, existe una finica solucién

>
[

x=x(t) de la ecuacibén diferencial (3) que satisface la condicidén -
inicial x(to) = Xo. Esta solucién queda definida en un cierto interva

lo |t- to] < h donde h es suficientemente pequefia.

El teorema anterior se conoce como el teorema de existencia y -

unicidad de la solucidén de la ecuacidn (3). Este teorema nos dice quei

[N

bajo ciertas condiciones existe una finica solucién de la ecuacién (3)

que pasa por el punto (ty,,Xo) €D. Respecto de las hipbtesis del teo-, -
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rema cabe hacer la siguiente observacidn:

La existencia de la solucifn de la ecuacién —%%— = f(t,x) se po

drfa asegurar solo suponiendo que la funcién f(t,x) es continua. Sin
embargo, la sola continuidad de esta funcifn no es suficiente para -

asegurar la unicidad de la solucibn.

En base a lo anterior demos un vistazo a la ecuacién que trata-

mos de resolver.

(1) x(t) = kiE(t) - kox(t) .

Entonces, dado que x(t) se busca como una funcién continua que tiene
derivada (definicién de solucidn) y ki,k. son constantes, bastaria -
con suﬁoner que E(t) es una funcibn continua, para garantizar la exis
tencia de la solucibn que estamos buscando. Resulta que esta condi--
cién es también suficiente para la unicidad de la solucibén de la ecua

cién (1) con la condicidn inicial x(ty) = X0, ya que —%;—= -k,

Una vez hecha esta aclaracifn, supongamos que E(t) es continua
en un cierto intervalo (a,b). Entonces, tendremos una condicién sufi

ciente ﬁara la existencia y unicidad de la soluciébn,

Demostraremos a continuacién un importante teorema para-la ecua

ci6n lineal de ﬁrimer orden:

Si conocemos una solucifn particular xp(t) de la ecuacidn origi

nal (2) esto es,
- (4) xp + p(t)xp = q(t)

entonces x(t) = xp(t) + z(t) serd la solucién general de (2) o sea que




agrupando, _ ;
(xp+ p(t)xp) +2 +p(t)z=q(t)
de acuerdo con (4) obtenemos
| q(t) + z+p(t)z=ql(t)
por lo tanto si
z+p(t)z=0
entonces la solucibn géneral de (2) quedard dada como
x(t) = xp(t) +2(t)

donde z(t) resulta ser la solucibén general de la ecuacidn homogenea

correspondiente a (2).

De este resultado, necesitamos saber obtener la solucién gene-
raivde la ecuacibn homogenea corresﬁondiente a (2) o sea la soluci6n
de ‘

(5) x + p(t)x ='_o :

Recordemos que por solucién entendemos a toda funcibén derivable
que satisfaga la ecuacidn. Para estas funciones, su derivada puede -

interpretarse como un cociente de diferenciales, o sea
dx = - p(t)xdt

de donde para x diferente de cero (solucién no trivial);

J 1? = - J p(t) dt

de ahi que
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x| = - | ple)at + C
exponenciando

|x| = e-/p(t)dt eCa

.ce-/P(t)dt con C=eCl una constante positiva,

por lo tanto x(t) >0 para todo t, luego

(6) x(t) = Ce’fp(t)dt [ solucién general de (5)1 .

Ahora, debemos seT también capaces de hallar alguna soluci6n par )
ticular de la ecuacién original (2). Para ello puede utilizarse el -
11amado método de variacién de parémetros. Este método consiste en -
buscar la solucién de (2) en la misma forma que la solucién general
(5) de 1la ecuaci6én homogénea arriba obtenida, pero en lugar del real
arBitrafio C se propone una funcién de t: C(t), que habremos de deter

minar a partir de la condicién consistente en que

(7) Cox(t) = c(t)e” Sp(t)at
sea solucién de (2), es decir, a partir de que

£ (tye- PIEE p(g)c(t)en /RN fp(t)c(t)e-/PLEIE = q(t)
de donde

. t
(t)efoR{B1 =q(t) ,

t(t)=q(r)e/plr)es

ac_ -
—g¢ =altle

fpltldt




integrando obtenemos
(8) c(t) = [a(t)e/P(E)at 4 ¢

donde K es un real arbitrario., Finalmente, sustituyendo (8) en (7) y
tomando en calidad de integrales indefinidas a las integrales con 11i
mite superior variable f: con t,=0 1llegaremos a:

t
x(t) = e-foplTlarT J q(r)elo(T)aTq 4 ye-lop(Tlar
(o] .

donde T es una variable muda que usamos para enmarcar la dependencia

de la solucién respecto de t.

Obsérvese que el segundo sumando podria interprefarse como la -

solucién general de 1la homogénea'puesto que K es también un real ar--

~bitrario, y el primer sumando una solucién particular de la ecuacibn

original ya que para K=0 la obtenemos como caso particular.

Finalmente, para determinar la solucién de la ecuacién lineal -

que en‘particular nos interesa
(1) x + kox = kiE(t) -

debemos sustituir siﬁplemente los valores de p(t) = kz,'q(t)EEklE(t)‘
y la condicién inicial x(0) = x, para llegar al resultado escrito en

el texto; y que se obtiene siguiendo la secuencia: .

% .
t t t
x(t) = e'f°k?dT. [ K E(1)elo 28Ty i_Ke'IO]“"Zd'r
(o]
= e k2t | [ klE(T)e+kf%T+Ke_k2t

i

. |
ke~k2t 4 J k E(t)e¥2(t-T) 4.
(o]




haciendo t=0 y recordando que x(0) = x, obtenemos

t
x(t) = xoe X2 + ] K E(r)e X2 g
(o]

En el caso E(t)=E, es decir en el caso ﬁarticular en el cual E(t)

es constante tendremos:

-t .
x(t) =x°e'k2t + k;I Ee'kz{t"ﬂ dt
(o]

t
=xoe".kzt + kE j e~k2(8-T) 4o
o

- -k t - _ 4
= Xp€ k2t oy —Td— EJ koe k2 ($-T) gq

o]
tl E [e—kz(t—'t)] v
2 o

kot , M1 [e-kz(t-t)_ e-kz(t-o)]
2 N

= Xo€ +

:xoe +.k

k ‘n
Ny -kat
k2 E[l-e ] .

= Xp€ +

Referencias: [20] .




APENDICE 2.

Demostraremos aqui la igualdad

Lim x
t+

oe(kl-kZ)t= 0 (k1< kz)

Para ilustrar la situacién antes de hacer la demostracién rigﬁ?

rosa construyamos la grdfica de la funcién

x(t) = xpelki—¥z) (ki-k2 <0)
observemos que ki <kz implica que:
|ky - ko| = =(ki-k2)>0 .

de donde

-l ki-kz|=ki-k2
asi podemos escribir la funcién x(t) = xoe(k"kz)t como,

x(t) = xoe~ |E1-k2l®
que es equivalente a

x(t) = o SR
elk;-kzlt

Analicemos ahora el comportamiento de la funcién al variar t.

Resulta evidente que para t=0 la funcién toma el valor,

x(0) = Xo = X ) .
elkl"kzl‘o | ‘ o,

Supongamos ahora que t es positivo y que crece indefinidamente. En-

tonces para cada t,>t; se tendri



Xo Xo
x(tz2) = — < ; = x(t1) 3
) e|k1-kzltz e‘lkl—kzltl

puesto que e‘k'"k2|t2 >'e|k"kz|t‘ en virtud de que lkl-kz1tz >

|ki-kz2|ty y tanto |k1-k2ltz> como |k‘-k;|t1 son ndmeros positivos,
nos permite concluir que para t>0 1la funci6n x(t) = xoe(]“'l”)t de-
vcrece desde el valor fijo X, tendiendo asint6ticamente a cero a medi

da que t crezca.

Cuando t<0; se tiene que |t| = -t y entonces t=-|t]|. Sustitu-

yendo obtenemos para x(t) »

' X | X |
x(t) = 2 - ° - xel(kz-kde] o

e‘.\kz-kll ‘tl ) e-‘(kz_kl )tl . " ‘
(t<o0) . =
Resulta evidente que x(t) creceri mis y mis al variar t negativameh-

te. Esta discusién nos permite construir la gféfica de x(t) 1la cual

aparece en la siguiente figura:

) x(©)

Para estar seguros de que esta es la forma de la gréficé de la fun-f: 

cién, hasta ver que x(t) # O‘para todo valor de t.




Resulta evidente pues, que la funcién tenderid a cero cuando t tome -
valores cada vez mds grandes. En otras palabras, "el limite de la --
(ki-k2)t

funcibén x(t) = xqe cuando t tiende a infinito es cero'". Este

resultado se expresa simb6licamente como lo hicimos al inicio de es-

te apéndice, esto es,

Lim x(t) = 1im xoe(k"}”)t

tro tsoo
Para demostrarlo formalmente, recordemos la definicién siguiente:
"se dice que una funcién f(t) tiene limite igual a cero con t tendien
do a infinito; cuando ﬁara toda €e>0 existe un nlimero positivo tan -
grande como se quiera que en general depende de e, esto es, M(e)>0
de modo tal que siembre que 't sea un nimero mayor que M (¢) entonéeﬁ
f(t) se encuentre a una distancia de cero menor que €. SimbSlicamente:

Lim f(t) = 0 si ¥ e>0 JME)>0 -3 t>M(e) = |f(t)]<e.

tore

Supongamos pues que nuestra funcién x(t) = xoe(kz'kl)t se encuen

tra arbitrariamente cercana a cero. Esto lo podemos representar por.:

la dééigualdad,
lxoe(kx—kz)t_ol < e

donde € es un nfimero positivo arbitrariamente pequefio. Lo que ahora -
nos interesa demostrar es que para cada € que cumple con esa condicién

existe otro nfinero M(e) tal que siempre que

t>M(e) entonces ]xoe(kl"kZ)t|<<e

En busca del mencionado M supongamos que

Ixoe(kl"kz)tl <g




entonces se tendrd que

xolelEr-k2)t ¢

(ky-kz)t

puesto que e es siempre positivo., Luego,

e(kx—kz)t < €

E
Tomando logaritmos en ambas bartes de la desigualdad obtenemos,

Ln [e(kl—kz)t]<1_n _E \
[ x| |

lo cual nos da |
(ki-ka)t<Ln e -Ln xg ‘ - B

invirtiendo la desigualdad, es decir, multiplicdndola en ambos lados

por -1 obtenemos,

(k2 - ki)t >Ln|xg| - Lne

como k; - k2 <0 resulta que k; - k14 >0 y entonces

Lnix,| - Lng
t > P

Lo que hemos obtenido hasta aqui es que siempre que t sea mayor que.

un cierto valor [Lln|xg|-Lnel/(k, - k;) P2t w entonces se cumple
P

que lxoe(kl'kZ)t|<ie. Esto puede verse regresdndose ya que todas -

las proposiciones se obtienen de las anteriores como condiciones ne-

cesarias y suficientes.

Como hemos visto, si queremos que la funcién x(t) se encuentre

mds proéxima de cero que un nfimero ¢ arbitrario, no importa lo peque-

filo que este sea se necesitarid que t sea mayor que el nGmero natural




[1n [xo] - lne/(ky - k2) ).

Este nGmero serd positivo siempre que 1n|x |> 1ne

0 sea siempre

aue |xo]>¢€ puesto que la funcién logaritmio natural es una funci6n
creciente. (V€ase el apéndice 3). Esta condici6n no es una restriccién
importante puesto que |Xo| es un nfimero fijo, y a ¢ podemos tomarlo

tan pequefio como ‘queramos, si es que en efecto el limite de la fun--

cién x(t) cuando t tiende a infinito es cero. Grificamente podemos

ilustrar la situacifén de la siguiente manera:

i x(t)

lnlx¢l- Ine = € L .
k2 - kg . - o

Resﬁlta claro que si escogemos al nfimero M(e) igual a In|xq| -

1ne/(kz - k1) entonces se tendrd que M(e)>0 y que ademis

Ct>M(e) = | xpelki-E2)t) o

. : 4 .. . \
por lo tanto hemos demostrado en base a la definicién de limite que

el 1imite de la funcién x(t) = xoe(kl-kz)t cuando t tiende a infini-

to es cero, es decir,




APENDICE 3.

En este apéndice demostraremos que una funcibn es creciente si
f'(t)>0 vy decreciente si f'(t)<0 bara toda t perteneciente ai‘dg
minio de la funci6én f(t). Para ello subondremos que la funcién f(t)
es derivable, es decir, que existe f'(t) en cualquier punto del domi

nio de la funcién y usaremos algunas definiciones y teoremas.

DEFINICION 1.
a) Se dice que una funcibn es creciente siempre que t; mayor que

t, implique que f(tz) sea mayor que f(t;).

b) Se dice que una funcidn se decreciente si sucede que t, mayor

que t, imﬁlique que f(t:) sea menor que f(t,).

A continuacién, ilustraremos ambas partes de la definicién me-'f

‘f(t)
f(_tz)

f(t:)

Figura 1. La grdfica de una funcién creciente. Obsérvese que t,>t,
implica que f(t.)>f(t,).

l diante sendas grédficas




DEFINICION 2.

Sea f(t) una funcibn, entonces f'(t) (léase f ﬁrima de t) la de

rivada de f(t) es una funcibn con regla de corresbondencia

£1(t) = 1in L&t h) - F(t)
heeo h

que tiene como dominio el conjunto de todos los nfimeros del dominio

.de f(t) para los que existe tal limite. Otra manera de denotar la de

rivada es usando los simbolos —%%— y f(t). Siempre que la derivada -

exista en algin ﬁunto t diremos que la funcidén f(t) es derivable en

ese punto, : -

1

Antes de .continuar, discutiremos algunos aspectos importantes

sobre la existencia de la derivada de una funcién f(t). Como vimos

en la definicifén anterior, 1la derivada de la funcién en el punto t

podré obtenerse siemﬁré que exista el limite:

lim f(t+h)-f(t) _

- e h

. il
= L
LA

Para poder garantizar la existencia de ese limite son necesarias:

las siguientes dos condiciones:

a) La funcién f(t) debe de ser continua

b) La funcién f(t) no debe de tener picos.

Estas dos condiciones resultan claras después de la interpreta-
cién geométrica de la derivada. La derivada de una funcién f(t) en --
el punto't del dominio de la funcién es la pendiente de la recta tan

gente (si esta existe) a la grifica de la funcién en dicho punto;‘

Este es el significado geométrico de la expresidn:




i;(t) = ]".““ f(t +h) - f(t)
h,'”" ~h

Resulta claro pues que en un punto en el cual la funciédn n6 es

-

continua no podremos asignarle a la gr&fica de la funcién una tangen

te Gnica. Lo mismo si la griafica de la funcién presenta picos. En --
esos picos, no se puede asignar una tangente a la grifica de la fun-
cién. A continuacién proporcionamos dos figuras que representan res-

pectivamente a las dos situaciones discutidas

Yewy

Figura 3. ReprésentaciénLgréfica de una funcién qué no eskcontinpa
en un punto t,. Obsérvese que si nos acercamos a t, ﬁor'la;”
izquierda se tendrd una recta'tangenfe T:. Siwnoé aqercaﬁ@s
a to, por la derecha se téndré una tangente T,. En la figﬁ{wi
ra se aﬁrecia claramente que las pendientes de 1las tangenjf‘
tes son diferentes. Ello implica la existencia de dos valo
res para la derivada, lo cual es una contradiccién, buesv—

cuando existe el 1imite de una funcién este limite tienef-}1
que ser fGnico. J




Figura 4. En la figura aparece la grifica de la funcibn |t|. Observe
mos que la funcibén tiene un "pico" para t=0 . Es claro -
que la funcién no es derivable en dicho punto. A pesar de
que la funcidn es continua en el mismo, nuevamente al acer
carnos a cero por la derecha se obtendrd una tangente a la
grifica de la funcifn que es distinta de la que asignarfa-
mos al acercarnos a cero por la izquierda. |

Una conclusién que se antoja natural es la de queé la derivabili-
dad es una condicién mis fuerte qué la continuidad: si una funcién -
es derivable, entonces es también continua. ~

El reciﬁroco, sin embargo, es .falso, no es cierto que una fun---
cibén continua posea derivada en cada punto. Un contraejemplo lo dimos

en la figura 4.

Una vez hechas estas importantes observaciones, para continuar

el desarrollo de este apéndice enunciemos el importante teorema del

valor medio:

TEOREMA I. (Teorema del Valor Medio);

Si f(t) es una funcién continua en [a,b] donde a<b yldiferen;ig

ble sobre <a,b> entonces existe un punto ce€<a,b> tal que

fF(b) - f(a) = (b-a)f'(c) .




La interpretacibn geométrica de este teorema es muy simple. La

expresibn f(b) - fla)
b-a

es la pendiente de la recta que une los pun-

tos A= (a, f(a)) y B= (b, f(b)). (Véase figura abajo). Asi ﬁues, el
teorema del valor medio afirma que si la grifica de una funcién tie-
ne una tangente en cada ﬁunto entre a y b, la tangente en algin ﬁun-

to entre a y b debe tener la misma ﬁendiente que la recta que une a
Ay B, )
v f(t)

Ok e e e -

Figura 5, Interﬁretacién geométrica del teorema del valor medio.

Ya estamos listos ﬁara concluir este apéndice. Nuestro problema

se reduce a demostrar dos simples teoremas.

TEOREMA 2.

Si f(t) es continua sobre un intervalo @y f'(t)>0 ﬁara todo

t€q entonces f(t) es creciente en Q.

TEOREMA 3.

Si f(t) es contfinua sobre un intervalo @ y f'(t) <0 para todo
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teq entonces f(t) es decreciente en Q.

DEMOSTRACIONES:

Demostraremos brimero el teorema 2. Sean t, y t» elementos de Q.

Y sean tales que t, <t, por el teorema del valor medio tenemos:
F(ty) - f(ty1) = (t2- t1) f'(¢c) para algn c € <t,,t;>

y por la hip6tesis del teorema f'(c)>0. Entonces como t2-t;>0 con
cluimos que

f(tz) - f(t,)>0
o lo que es lo mismo

ftz)>f(ty)

Como ti; <tz concluimos de acuerdo con a) de 1a definicién 1 que f(t)

es creciente en Q.

La demostracién del teorema 3 es completamente andloga.

' Seah t, y t2 elementos de 2. Y sean tales que t; <t.. Por el --

teorema del valor medio tenemos:

f(;z)-f(t;) = (tz-—t;)f'(c) para algGn C€ <t;,t2> .
Por 1la hiﬁétesis del teorema tenemos f'(c)<0. Entonces como --
(ta - t1)>0 se tendrd que
f(ty) - f(t:) <0

que es equivalente a
f(tz) <f(t1) .

Como tz>t;, de acuerdo a b) de la definicién 1 concluimos que f(t)

es decreciente en f.

Los reciprocos de estos dos tiltimos teoremas son también cier-




tos. Sus demostraciones son completamente similares partiendo de las

hipétesis
F(t2) - F(t1)>0
f(ty) - f(t,) <0
A?licando desbués el teorema del valor medio, tomando como hipétesis
adicional que t2>t, concluiremos, seglin sea el caso que
f'(t)>0
6 que )

f'(t)<o .

Con esto concluimos el presente apéndice.

Referencias: [18) , 1191 .




Com§ vimos al analizar el caso B (cap.I,pag. ), el suponer §uq
ki sea mayor que k. implica la existencia de un cierto estado de equi
librio. En ese anflisis tomamos a E(t) como constante. Aqui tratére?
mos de demostrar que cuando el factor exterior debende del tiempo t:
E=E(t), la poblacién x(t) difiere del estado de equilibrio
una magnitud acotada siempre que E(t) cambie suavemente respecto del
tiempo, esto es, siempre que su derivada sea acotada.

CASO B, cuando el factor exterior es funcién del tiemﬁo E=E(t),

APENDICE 4

y se cumple ademis que:

k1> k2

0<E(t) <Kg

Recordemos que teniamos la ecuacién

x(t)

La que al resolverse nos permite obtener

x(t)

o bien

Kix(t) - kox(t), si x(t)<E(t).

-

xgelk1-k2)t o4 () <E(L) .

[o)

t S N
= xoe X2t 4k, J E(T)eRZ(T'”t) dr si x(t)>E(t) .

KiE(t) - kox(t), si x(t)>E(t) .

seglin el caso
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Esta Gltima forma de la soluci6én la podemos expresar -mediante la éﬁli

cacién del método de integracidn por partes- como

x(t)

t ‘
xoe‘k“w,I E(r)e ®2 (- Tlar | x(t)>E(t)
. o T — -

| : t ot |
- Xoe.—kzt"' k1[E(T) __l_ e—kz(t - T) "_J _kLz_e—kz(t—T)dE(T)] )
(o]

k - t i, (b-1) dE(1) |
xoe E2% + {1 [E(t)- E(0)e kzt_[ emke(-m)_dElT) 4. ]

o]

[xo-{ts(m] e K2ty ‘E(t) e j e~k (t- ”—EL‘le-c.

o .

Recordemos que x(t)=0 para todo t. Entonces, tomando valores absolu

tos tendremos

40

o k t :
t) - | [xo- breo] oot o) [ e Lirha |

Aplicando la desigualdad del tridngulo,

x(t)é“(xo - —% E(0))e k2t +——:—:—:-E(t)‘ + ‘ —% Jte‘kz(t'ﬂ 'Q%E:)—dT‘

<“:xo - ——%E(O)] g kat

. tlute—kz(t—r) dsg—:z dr
2 o T

[ E(O)] +——LE(t) - -—-—)—dgff

+ k] Jte-kz (t-1)
]

‘dT?fi

Apliquemos aqui la hipbtesis:

_i%'?r[_L ‘ <C asi se tendri




x(t) <

k - K t o |
[xo - —I«:E(O)] e ‘k2t+-—k;—E(t)‘ + ——E—i—c e k2 (t-T) 4o

integrando obtenemos

k - k k - ‘ t |
x(t)<‘[xo-—E§E(0)le k2t+-—[§E(t)‘+ 'che kat [ekﬂ|
[o]

Evaluando,

x(t)<|[xo_-—:—ts(0):|'e‘.k2‘+ —t;—E(t)‘ + _{_12_0 [1_ e"kzt]

en resumen, la solucién x(t) quedard expresada seglin sea el caso como

x(t) = xoe(k‘"kZ)t, si x(t)<E(t)

o bien,

x(t)<\[xo -—%E_(_o)] e'k2t+-—::—;-E(t)\ + —%6[1 ekt st x(t)>E(£).

Analicemos que sucede para vélores de t suficientemente giandes.
Es decir, investiguemos el comportamiento de x(t) cuando t tiende a
infinito. Cuando t toma valores muy grandes podemos gafantizar que
E(t) difiere de un cierto estado de equilibrio E en magnitudes arbi--
trariamente pequefas. Entonces, en términos de un cierto intervalo
de error podemos considerar que E(t) es constante, para valores de t

mayores que un cierto valor fijo T, es decir se cumplird que

| E(t) -E |<e , siempre que t>T .
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Esto puede justificarse en términos de 1la definicién de 1fmite. Obser

vese que para valores de t mayores que un cxerto valor T, E(t) dista

rd de E en menos de e. En otras palabras, € es el error que cometemos

al considerar que E(t) es igual al valor fijo E.

Siendo asi, nuestro andlisis seri equivalente al efectuado para

el caso B, (véanse las pidginas 9-12), es decir, cuando t tienda ain

finito la poblacidn acabari cumpliehdo la relacién:

X(t)<'[xo - "":—;“E(O)] e'.k2t+~—:-i—E(t) l +—-:§i.c [1 - e“kztj

Obteniendo el limite cuando t tiende a infinito y considerando

que la funcién |x| es continua se tendra:

i : k -kat ~k k gk £ |
Tim x(t) < |{1im [ xg - —LE(0)]| e" %2t 4 1im —LE(t) |+ 1im —Lc| 1 - ek2
t"'“’ t+°°[° kz ] t""” kz t‘*m k j

k k
S|k 1im E(H)| ¢+ e
2 t+o 2

k k’ k |
—1 — —L ~
 < k2E+ kzc‘ (puesto que k2>0y§(t)>0 vt .)

\

Si denotamos al valor lim x(t) mediante el simbolo X, tendremos, "’
tre

| kl kl
Xeo = T;E<“"T(—z~ c .

puesto que x(t) posee limite cuando t—+ = tendremos. que para cierta T

y -elac16n T<t se tendrd |x(t) - Xm'<:91 de donde‘obtenemqs




k .
x(t) - —1g | <« XL (c+E) + 26,
ko ko

Con esto hemos demostrado que en el caso general para t grandes, la
- X

cantidad de poblacién x(t) difiere del estado de equilibrio —FiE en

una magnitud acotada, siempre que E(t) cambie en el tiempo no muy réa

pidamente, esto es, siempre que la derivada de E(t) sea acotada.

Otra importante conclusién la podemos obtener del caso en el --

cual ky <k, 1y E(t) cumple con las hipétesis

0<E(t) <K, .
dE
l —dt l < X

Lim E(t) = E .

tore

En este caso, tendremos que la poblacidn por cualquiera de las reglas:

x(t) = xoe(E1=k2)t o )(t)<E(t) .

' t .
x(t) =xoe %2t + k, J E(T)ekZ(T”t) dt , si x(t)>E(t).
: [0}
Lo que nos interesa es ver el comportamiento de x(t) cuando t
tiende a infinito. Supongamosfquenbara toda t se cumple que x(t) per

manece siendo menor o igual que E(t), en ese caso la poblacién se --

comportard de acuerdo con;

x(t) éngoe(k“kZ)t




pero como sabemos que k, <k: entonces se tendré,

Lim x(t) = 1im [xoe(k‘"kZ)t] =0 (véase apéndice 2)

t+ trc
y la ﬁoblacién se extingue.

Subongamos ahora que la poblacidn se comporta de acuerdo con la

ley

t
x(t) = xge~¥2Y + k;I E(r)e 52 (T7t) qr s x(t)>E(t) .
o]

Recordemos que E(t) tiene un 1limite E cuando t tiende a infinito. Es
to quiere decir que para toda € positiva existe un cierto valor T --
tal que siembre que t>T entonces

|E(t) - E| <e

A

o lo que es lo mismo

- e<E(t) - E<e

sumando E a ambos lados

E-e< E(t)<e+E'.

sustituyendo t ﬁqf la variable muda f‘y multiplicando por el factor

positivo kle—kZ(T—t) obtenemos;
(E - o) (ke ®2(T=8)) <p B (r)e®2 (T8 < (B4 e) ky o2 (T
e integrando,

t | t | ot T
(E - e)k;J e'—kz('T't)dT<k1j E(-c)e'?”("t)d~c<(e+e)kIIoe'kz(T't) dt
o o ) e

kat

sumando Xg€ obtenemos




- 100 -

t t
xoe'k2t+ (E - e)k;J e’kz(T"t)<:x°e"kzt+ I E(T)e'kZ(T't)dr<xoe'kzt +

o} (o}

& :
+ (E + e)klf e"kz(r't) dr .

e}
t
obteniendo la integral f e
’ (o]

-ka (T-t) vemos que x(t) queda acotada como,

k - - k
xoe X2t 4 (E =€) k(17828 1<x(t) <xoe 2%+ (E+e)h(l - e™*2%)

en el limite cuando t tiende a infinito la desigualdad se convierte

en:

[E—e]< 1im x(t)<—k—— [E+e]

tore

Esta desigualdad puede interpretarse grdficamente como lo hace-

mos en la siguiente figura:

|
T{[E"‘E]
, /\ x(t)
__l_(_l_E, . , I~
k2 : f
—%i [ E-€]

Pero recordemos que € es un nimero positivo y arbitrario, dicho
nGmero puede ser tan pequefio como queramos. Esto puede Justlflcarse

recordando que E(t) tiene un limite cuando t tlende a 1nf1n1to. En--

tonces deberd de cumplirse la igualdad




l
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k
—-k-L E=1im x(t) .
2 t+ow

puesto que la desigualdad se cumple para toda € .
Denotemos nuevamente mediante Xw al nimero, lim x(t). Entonces

t+

se tendrd que en algflin instante t del proceso, al menos, se cumplira

que

k
= —L
Xeo K2 E < E(t)

esto es, Se€ cumﬁliré la desigualdad

Xe < E(t) . para un valor adecuado de t,

entonces, a partir de ese instante entrarid en funciones la regla de

correspondencia

x(t) = xc,e(k‘"k”t

y el resultado es que la poblacidn se extinguird como ya hemos visto.

Como conciusién, cuando k; es mayor que k2 y E(t) cambia suave-
mente la poblacidn difiere de un estado de equilibrio —%fE en una
magnitud acotada. Ademds si ki es menor que k; entonces para cualquier
forma que tome E(t) dentro de 1as hipdtesis especificadas,.la pobla--

cién se extinguird.
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APENDICE 5

En el capitulo 2 (pag.28) vimos que el sistema

).( = (k1 - kz)x - )\k3xy
(2.3) .
= AAC:;X_Y - Ll.y
Podia representarse como
x = F(x,y) i L -
(5.1) . Co )
y = G(x,y)
donde
F(xs.Y) = (kl - kz)X - Akgxy
G(x,y) = Alsxy - Lyy .

Y después obtuvimos la parte lineal de las expansiones en serie de -
Taylor de cada una de las funciones F(x,y) y G(x,y). El objeto de --
ello era analizar el comportamiento del sistema (2.3) alrededor del

punto de equilibrio:

(k- k) £,

AR s BT L T .
Xo *Ka ’ Yo "5 .

El analizar el comportamiento de un sistema de ecuaciones dife-
renciales o lo que es lo mismo el analizar la forma que toman las --
trayectorias alrededor de un punto de equilibrio es el objetivo cen-
tral de la Teoria Cualitativa de Ecuaciones Diferenciales. En esta -
rama de las matemiticas se ha desarrollado la herramienta que permi-
te describir la forma de las trayectorias de una ecuacidn diferen--

cial sin necesidad de resolver la misma. El surgimiento de tales mé-
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todos de andlisis ha sido motivado por una amplia gama de problemas
que llevan al establecimiento de ecuaciones diferenciales para las -

cuales no es posible o es précticamente imposible encontrar analiti-

cemente sus soluciones.

En la préictica se ha observado que para las soluciones de un sis

tema de ecuaciones diferenciales del tipo

x = g(x,y)

f(x,y)

(5.1)"

[P}
1}

donde g(x,y) y f(x,y) son funciones lineales pueden esperarse los si
guientes comportamientos alrededor del punto de equilibrio (0,0) (so

lucién de equilibrio).

PUNTO SILLA © . NODO INESTABLE




NODO ESTABLE

LY

@&
A

N

FOCO INESTABLE

Observemos que en las

b3 4

FOCO ESTABLE

Ay

CENTRO

figuras anteriores el punto de equilibrio

(solucién de equilibrio) aparece en (0,0) esto no resta generalidad

ues, como veremos adelante, es siempre posible colocar en el punto
’ ’ P

de equilibrio (Xo,Yo) €l origen de un nuevo sistema de coordenadas.

Supongamos que tanto g(x,y) como f(x,y) se pueden expresar como:
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x = ax + by + p
(5.2) _
y = ¢x + dy + q

donde a,b,c,d,p,q son constantes. Siempre que el determinante
=ad - bc # 0

el sistema (5.2) tendrd un Gnico punto de equilibrio (xos¥0) (sblu-

cién de equilibrio) para el cual se cumplirid que:

axo + byo = -p
cxo + dyo = -q
Mediante la translacidn
X' = X-Xo
y' = ¥-Yo

podemos colocar el punto de equilibrio (X¢,Yo) en el origen del nuevo

sistema de referencia x',y'

y - ____'____T___'(x’.y)z(xl ,y' )=(X-Xo ,y-yo)‘

Yo l-—— - ——]

Y

b T o] aleaadndd

X

Fig. 5.1 Constr?ccién de un sistema de coordenadas con origen en
(xosY0
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de este modo obtendriamos el nuevo sistema

dx' . ax' + by

L

]
—%%- = cx' + dy'

Por simplicidad, eliminemos las nprimas" y escribamos

dx _ :
it = ax + by
(5.3)
dy -
qt cx + ay

con esto hemos visto que cualquier sistema lineal del tibo (5.2) pue
1 tipo (5.3) el cual admite un>an§

de ser llevado a uno més simple de

1isis mas sencillo.

Para analizar el comportamiento del sistema (5.3) se buscan sus

ciales [ 1 o equivalentemente Se considera la

\
soluciones como exponen

matriz de los coeficientes del mismo:
. a b
A= ‘ .
c d

después, Sse obtienen los valores propios de A, es decir las raices
A1 Y A2 de la ecuacidn caracteristica:

a-w b
= w? - (aiid)m4-ad- bc = 0

(5.4) det (A-wl) =
c d-w

-0,

donde I es 1a matriz jdentidad _é

Una vez que obtenemos w1 Y W2 el comportamiento de 1las trayec—¥
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torias del sistema (5.3) alrededor del punto de equilibrio (solucibn
de equilibrio) (0,0) que es el mismo comportamiento del sistema (5.2)
alrededor de (Xo,yo) se puede resumir en la siguiente tabla: (obsér-
vese que mediante este procedimiento no se necesité conocer de las -
soluciones del sistema (5.2) sdlo de conocer las raices caracteristi

cas w1 Yy w2 .

TABLA 5.1
VALORES DE wy, w CARACTERISTICAS DEL PUNTO -
DE EQUILIBRIO
w1, wz > 0 NODO INESTABLE
w1, w2 < O NODO ESTABLE

w1<0<w2 .
6, < 0<w; O PUNTO SILLA -

w1, we complejos

Re wj > 0 FOCO INESTABLE
Re wi <0 FOCO ESTABLE
Re wi = 0 CENTRO .

donde Rew; significa la parte real

de wji.

De todo 1o.anterior se deduce que siempre que‘podamos expresar a
G(x,y) y F(x,y) en (5.2) como funciones lineales, el andlisis del com
portamiento del sistema alrededor de un punto de equilibrio (xg¢,yq)
se simplifica notoriamente. A continuacidén daremos un importante teo

rema debido a Lyapunov.




TEOREMA 5.1
Hipotesis

Consideremos el sistema no lineal ' g

._dd_%__= ax+by+P1(X.Y) = G(X,.Y)
(5.1) ) |

—g-%—= cx+dy+ Qi(x,y) = F(x,y)

\

donde a,b,c y d son reales, tales que

a dl#o

y ademis, Pr(x,y) vy Qi(x,y) tienen primeras derivadas parciales con;

tinuas para todo punto (Xx,y) y son tales que

L'im _ P](XQ.Y) - . Tim , Ql(x3y) 0
(x,y) = (0,0) VY xz2+y2 (x,y)=>(0,0) vV xz2+y?

consideremos también el sistema lineal

dx_ _ ' ‘ - |
qt . ax ¥ by : e
(5.3) ' '

dy .
dt cx + dy

que se obtiene del sistema (5.1) anterior despreciando los té&rminos.
no lineales Py (x,y) Yy Ql(x,y), Sean w; y wz las raices de la ecua--
cidn caracteristica

a-w, b

~det =
c s d-w

(5.4) det (A - wl)

= w,- (a+d)w+ (ad-bc) = 0




CONCLUSIONES

(a)

(iv)

(b)

(v)

(vi)

El punto de equilibrio del sistema linearizado (5.3) es del

mismo tipo que el del sistema no lineal (5.71) en los siguien

tes casos:

si wy y w2 son reales distintos de igual signo entonces tan
to el punto de equilibrio del sistema lineal (5.3) como el

del no lineal (5.1) son nodos.

si w3 y w, son reales distintos de signos opuestos entonces
los puntos de equilibrio del sistema lineal (5.3) y no 1li-

neal (5.1) son puntos silla .

si w; y wz son reales iguales y en el sistema linealizado
(5.3) no sucede que a=d#0 ni b=c=0 entonces el punto

de equilibrio de (5.3) y de (5.1) es un nodo.

-

si w; y w2 son complejos conjugados con parte real diferen-
te de cero entonces tanto el punto de equilibrio de (5.3) -

como el del sistema no lineal (5.1) son focos.

En los siguientes casos el punto de equilibrio del sistemé
lineal (5.3) no es necesariamente del mismo tipo que el del

sistema (5.1):

si wy y w2z son reales e iguales y el sistema (5.3) es tal
que a=d # 0 y b=c=0 entonces aunque el punto de equili
brio del sistema linearizado (5.3) sea un nodo el punto de

equilibrio del sistema no lineal (5.1) podria ser o bien un

nodo o bien un foco.

si w; y wz son imaginarios puros, entonces aunque el punto = -




de equilibrio de (5.3) es un centfo, el punto de equiiibfio

del sistema no lineal (5.1) podria ser un centro o un foco.

-

La demostracifn de este teorema puede verse en [ Jo [] .

El teorema 5.1 nos permite obtener en algunos casos el tipo de
comportamiento de las trayectorias alrededor de un punto de equili--

brio (solucidn de equilibrio). En los casos (v) y (vi) es necesario

hechar mano de otro tipo de herramientas para determinar el tipo de

comportamiento de los equilibrios en cuestidén. Es por eso que en el

capitulo 2 encontramos gréficamente_la forma de las trayectorias. Sin

embargo existe un método analitico para realizar el mismo anflisis.

Retomemos el sistema:

F(xy)
G(x,y) )

’ ).( = (k1 - kz)x- k.sxxy
(2.3)

y = Maxy - Luy-

Comd vimos en el caﬁitulo 2, se tendrid un punto de equilibrio (ko,yo)

(solucién de equilibrio) para

SIS TS
Xo = _AT; ’
yo -.:‘ ._S_k_l:;E_Zl.- ) . ' . N
ksA >

también vimos que expandiendo el sistema (2.3) en series de Taylor -

alrededor de (Xo,Yo) Obtuvimos el sistema linearizado:

x = -Aks Xo(y -yo) + ...
(2.4)

y AMi yo(x -x0) + ...

La matriz del sistema es:
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0o, - A ngq
Al3Yo 0

Y la matriz A-wl se expresa como

por lo tanto det(A -

de donde obtenemos

wl) =0 implica que:

w? + A2£3k3Xoyo= 0

wy =LV £y (ky - k2)

w2 = =LV £y (k- k2)

0 —Ak3X0 W
L’A£3YQ 0 ‘ 0
F'-w ’ 'Ango

Azgyb -W

¢

entonces de acuerdo con la tabla 5.1 el punto de equilibrio (Xg,Yyq)

es un centro para el sistema linearizado y de acuerdo con el teorema

5.1 caso (vi) ese punto de equilibrio serd un centro o un foco para

el sistema no lineal (2.3). En el capitulo 2 usamos un método grafi-

co para concluir que el punto de equilibrio era también un centro pa

ra el sistema no lineal (2.3). Aqui concluiremos el mismo resultado

analiticamente. Del sistema (2.3) obtenemos (véase pagina 31),

(ki = kz2)Lny - Aksy = -LyLnx + AL3x + Cc .




y potenciando se tendrd

y(kl - kZ) e-kksy = A).(-L" e)\-ﬁax

donde A=e® es una constante positiva determinada por (X,,Yo). Ana

licemos el comportamiento de la funcién
¢(Y) - y(k1 - k2) e-)\kay )
Lo primero que vemos es que ¢(0)=0 7y que ademds, Lim ¢(y) =10

. P -Ak y=e
(véase apéndice 2) como y=0 y e ""*Y>0 se tiene que ¢(y) ten-

dr4d un midximo el cual se obtiene igualando a cero la derivada de ¢(y):

b(y) = y(kl-kz)_ (-xks) e-lksy + e‘lkay, (kl_kz)y(kl-kz)-l

- -1 —
e Akay(y (ki-kz2) = Xks) y(kl k2)= g

de donde obtenemos que @(y)= 0 siysolosiy=0356 Y“_E%ikl_ .
3
Como ¢(0)=0 y ¢(y)=>0 es fdcil concluir que el méximo de ¢(y) --
kl"kz -
ocurre para y=-—"31, €S decir;
_ ki -k, . ol
¢max - A ks . :

Con esa informacién podemos trazar la grédfica de ¢(y) la cual apare-

ce en la siguiente figura:

o(y) wa__ o

‘bmax

e o e W Nt e i S 9o




Fijémonos ahora en la igualdad

¢(y) = Ax-t.. e)\llax

L6gicamente existen restricciones para la variacién de x, y ta-
les restricciones emanan de la igualdad anterior. Lo primero que Vemos

es que se cumple la desigualdad,

-L. eX£3X

0<Ax < ¢ max.

Grificamente podemos constatar que para cada x donde se cumple que

¢(y) - Ax-!.;. ek£3’(

Podemos obtener dos valores de y (véase la siguiente figuré)

¢(y)$

%“Fﬁnﬂ-—-—— 1
B ]
- Ax L“exza‘x Y _% ______
| ! g
! \ |
1 ] ! ' '
e
Y1 ki-k2 Y2 y
A ks

mas aGn, para cada valor de ax-EveM3X  geterminado univocamente por
x existen dos y solo dos valores de y, Y1 y'yz, es decir para cada X

existen a lo méds dos valores de y que satisfacen la relacidn .

-

y(kl_kZ) e—)\k3y‘ = A)("'e‘t..ek'e_a)(~




De igual modo, haciendo ¢(x) = xEv e Max  Gpienemos que Y(x)

4 .. .
tiene un miximo en x='—xz§— , como puede verse en la siguiente figu

ra. La grafica de y(x) estard siempre sobre el eje X pues se tiene -

que
p(x) =20 .
w(X)A
wmax T T ’
|
1
l
|
|
|
|
|
|
ra X
py

i
!
l

. v

Para x= " L3 la funcién Y(x) alcanza su miximo. Esto se con-

J———

cluye analizando la primera derivada de ¢(x) : ¥ (x) =x£“e"x£3x(é%3-kﬂé)y
para valores menores que £4,/Af3; y mayores que este. Entonces de la -
grifica anterior, concluimos que para cada valor ¢(y) tal que 0<¢(y)

< ¥ nax tendremos dos valores de x : X1,x2 como puede verse en la si-

guiente figura.
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wmax
|
|
‘Concluimos que las soluciones del sistema (2.3) son curvas ce-
rradas.

el capitulo 2 forman ciclos cerrados.

I Por lo tanto, las trayectorias del sistema 2.3 como ya vimos en
Para concluir daremos algunas definiciones;
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DEFINICION 5.1

Se 1lama solucién cerrada a una curva y(t) = (x(t), y(t)), que -

satisface el sistema

x = G(x,y)

y = F(x,y)
y es tal que dado v(0) = (xo,yo) existe un real t, >0, tal que y(ti)=
v(0).

DEFINICION 5.2

Un punto Z,= (XpsYw) del espacio fase de puntos (x(t),y(t)) se
llama w-1limite de y(t) si existe una sucesién de puntos tj; i=1,.,n

tal que Lim t; =+ ¥

j o0

Lim y(t;) = Zo

S B Ve e————

- o

DEFINICION 5.3 B S _ e

El conjunto que contiene todos los puntos Zz, del espacio fase -

que son w-limite de v(t) se llama conjunto w-limite de y(t).

DEFINICION 5.4

Cuando el conjunto w-limite forma una solucién cerrada alt) es-

ta solucidn cerrada se 1lama ciclo Limite del sistema

X

F(x,y)

y = G(x,y) X

Ilustramos esas definiciones en las siguientes figuras
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I curva cerrada

a(t)

a(t) es un ciclo 1imited a(t) es ciclo 1imite. X

e i 15 e <o

DEFINICION 5.5

Un punto de equilibrio 2z, = (Xo,yo) se llama estable si para to-
da vecindad U de z, existe otra vecindad V de zy, tal que si --

(x(0),y(0)) €V entonces para toda t: (x(t),y(t)YElL
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DEFINICION 5.6

Un punto de equilibrio estable z, se llama asint6ticamente esta
ble si toda‘trayectoria que comienza en V tiende a z, cuando t tien-

de a infinito.

TEOREMA 5.2

Supongamos que se cumplen de nuevo todas las hipdtesis del teo-
rema 5.1 . Entonces:
(a) Si las raices w, y w, de la ecuacién caracteristica (5.4) del -
sistema lineal (5.3) tienen ambas partes reales negativas, entonces
tantb el punto de equilibrio del sistema lineal como el correspondien
te al no lineal son puntos de eqdilibriq estables. -
(b) Si.él meﬁos una de las raices w,, mz'del polinomio céfacteriéti?““‘
co (5.4) tiene parte real positiva, entonces tanto el punto de equi-
librio del sistema lineal como el del no lineal son puntos de equili-

brio inestables.

Como las soluciones del modelo de Volterra formaﬁ ciclos cerra-
dos es obvio en base a la definicién 5.5 que el punto de equilibrio

(xqyo) definido como

k,-k
-1 "2
Xo T X
- ‘eu
Yo XL

es un punto de equilibrio estable, pues para cada vecindad U del mis
mo podemos encontrar otra vecindad V dentro de 1la cual podremos en-
contrar una trayectoria del sistema (2.3). Por otro lado debido a -

que las trayectorias son todas cerradas, no existen ciclos limites,

y el punto de equilibrio (X,,Y,) no es asintéticamente estable.
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Hasta ahora no habifamos mencionado la existencia del punto de -
equilibrio (0,0) pero es obvio en base a la definicidn 5.5; este es

un punto de equilibrio inestable, para el sistema de Volterra (2.3).

Concluimos que las soluciones de (2.3) son peribdicas y por con
siguiente las dos poblaciones oscilan. Puede demostrarse que una pe-
quefia perturbacidn al sistema puede cambiar su comportamiento a uno

de los tipos que ilustran las siguientes figuras:

y A o y4
L ) |
Yo )
Yopm —— % — '
|
| l :
. | {
1 - :
Xq X X0 X
(xo,yo)'asintéficamente estable (XosYo) es inestable .

Por ello se afirmaba que el sistema de Volterra era estrﬁctufal
mente inestable y por ende inadecuado para la descripcidén matemitica

de un sistema del tipo depredador presa.

4

Es obvio también que no existen ciclos limites, y que el punto
de equilibrio es un punto de equilibrio estable, pero no asintdtica-

mente estable.

Referencias: [6]1, (7], [ 8], [9], [10]
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APENDICE 6

En este apéndice analizaremos el combortamiento de las trayéCtg

vias de los modelos tipo M, y M., dados ciertos valores de los paré-

metros, kl, kz, kg, »83, 1’_.., A, E Yy F.

Primeramente analizaremos las trayectorias de un modelo tipo M,

para el cual los pardmetros tienen los siguientes valores (ejemplo 4,

fig. 3.7).

ki

En este caso tenemos E>~l~

tipo M;, por lo que
).(1=
JCI: .
Y1 =
Xy =
s 24
Ys =

donde las regiones ¥, ,¥;,#;,¥, y ¥ se 1ocaiizan (véase

= 29 k2
Ly, = 2: ‘elo'
-E
A
tendremos
x-0.8y
y
x-8
20 -y
X6
JCG: .
Ye

1,
248

20,

ks

A

F

1

0.8

0.1

0

y como arriba apuntamos un modelo - -

32 - x

20 - y

el plano fase de la manera siguiente:

x-0.8xy

0.2xy -y

40 - x - 0.8y
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Analicemos ahora en cada regidén el comportamiento de las trayec
torias.

"Analicemos primeramente la existencia de puntos de equilibrio -
en la regidén ¥;,, es decir, analicemos las soluciones de equilibrio -
del sistema en ¥,, o sea determinemos las soluciones constantes del

sistema en ¥, ; tales soluciones deberidn satisfacer las partes dere--

chas del sistema, esto es:

‘De donde concluimos que el punto de equilibrio es el punto (0,0).
Este punto obviamente no pertenece a la regién #; pero podemos anali
zar las formas de las trayectorias en dicha regidn viendo el tipo de

comportamiento de las trayectorias alrededor del mismo.

La matriz de coeficientes del sistema lineal

X3 = x - 0.8y

Y =Y
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resulta ser

1 -0.8
A =
0 1
de donde obtenemos
. .
1 -0.8 w 0
det (A - Iw) = det , -
L_O 1 0 w l
1 -w, -0.8
= det
0 .l-m
= (1-w)2 +0.8
= w?-2w + 1.08
por lo que; det (A-1Iw) =0 . %
implica ' ‘w2 -2w + 1.8 =0
de donde tendremos
o = 2+/ & 7.0
’ 2
y las raices son
(‘)=1..____'_._._._—---——|?“5
! 2
\ \
(1)2'-'-1“‘——-—-7-—'——'1. > .

RS

es decir son complejos conjugados con partes reales positivas, enton .

I ces de acuerdo con los teoremas 5.1 y 5.2 del apéndice 5 el punto,dé;ﬂ*
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equilibrio (Q,O) es un goco Linestable por lo que las trayectorias -
del sistema tendrin en el espacio fase un comportamiento parecido al

que se muestra a continuacién

! W

Pero a nosotros sdlo nos interesan las trayectorias que pasan -
por la regidn ¥, que como puede verse en la figura anterior tiénen el

-

siguiente aspecto:

Ay

> X
Para la regidn ¥, se cumple el sistema
X2 = X - 0.08xy '
y2 = 0.2xy -y oo
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El punto de equilibrio se localiza en:

25 . ..
y02="' 5 ’ on’=5 ‘ . o

El sistema (Xa.,y2) es un caso particular de (2.3) y en este ca-
so de la ecuacién det(A -wl) =0 obtenemos w; = 'i//TT » W2 = iV 2
como vimos en el apéndice 5 sus trayectorias son curvas cerradas y -

el punto de equilibrio es un punto de equilibrio estable.

~

Para saber el sentido de las trayectorias usemos el criterio da
do en el Capitulo 3, consistente en investigar la existencia de tra-
yectorias que van de la regibn ¥ a la regidn 3, o viceversa. (Véa-
se pdg. 53). La existencia de una trayectoria que vaya de 1la regién

H; a la regibén H; queda dada por 1la condicidn,

ay Ty >0

donde Nz, es la normal a la frontera entre #; y #; dirigida hacia 1a

regién ¥, y T, es el vector tangente a las trayectorias de la regidn

¥,, entonces

Na = (1,0) y T2 = (10 -0.8y, y)

de este modo

<NZI|T2>=10"0°8)" ‘ i;, '

Y

y la condicién -

sz;/, T, >(°,

se cumpliri para
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Como la regidén ¥, queda definida por las desigualdades

10 <« x < 20
0<y <10

concluimos que el sentido de las trayectorias es de la regidn ¥, a 1la

regidn ¥,
AY
‘_-\\ \
""“\\ N\ )..
25 "* ‘k k \ x! : JCG
£ . vy
2 ‘N )
I ‘
i, ,l /I ¥ ¥,
/
4 >
5 10 X
Para la frontera entre las regiones #; y H, se tiene:
j X1 = 10 - 0.8y X2 = 10 - 0.8y
1. 3 ‘ .
l Y =¥ ‘ Y2 =%

de donde concluimos que las trayectorias que entran de \1a regidn sz
rumbo a 1la fegién ¥, se conectan "suavemente' con las trayectorias -
de la regidn ¥, pues para los puntos de la frontera los vectores tan
gentes a las trayectorias de las regiones ¥, y ¥; son iguales. Por -

lo tanto para #; y ¥, las trayectorias se comportan de la siguiente.

manera:




A A 5 e

> |
1 E
S A T
B Para la regidén ¥; tendremos el sistema
).(3=X-8
ys = 20 -y
El punto de equilibrio seTa Xo3 = 8, Yoz = 20 vy, la eéuacién caé-f

racteristica; det(A - wl) =0.es en este caso:

w2- 2w - 159 = 0
de donde
1 + 4 /10

Wiy

) w2 1—4/I'G

L}

es decir, las raices son reales y diferentes. Como 4/10 > 1
ne que

m2<0<w1

por lo que viendo la tabla 5.1 del Apéndice 5 concluimbs que

to .'» equilibrio es un punto silla.

se tie .

el pun’




Yos = 20} .

NZ

10

[« SECEERELE L L il

» x

—
o
N

0

x
o
w

1}

[

Nuevamente, para la frontera entre las regiones ¥, y ¥; se ten-

drd que F = AXxy 7y entonces

X2 = X - 8 X3 = X - 8
y2 = 20 - y ys =20 - y
donde xy = 100.

5

Andlogamente para la frontera entre las regiones #; y ¥ tendrg

mos la condicibén y =10 vy asi

, =10 ’ 1y = 10 .

<
]

De esto se deduce que las trayectorias correspondientes a la re

gidn ¥3 conectan '"suavemente" con las que entran a esa regidn pfovg;

nientes de las reglones ¥, y ¥, y por consiguiente para las reglones

i, i, vy Ka se tendra el siguiente comportamlento global.

s
0

i

|




3

Para la regidén ¥, tenemos:

40 - x - 0.8y

b
&
1}

<
&
"

y

" _ Las coordenadas del punto de equilibrio son: Xow =405 yoo =0 .

Establezcamos la translacidn ‘ : N

x
,“
o>
o
]

x

asi obtenemos

x
fod
"
x
ol
v
<

.

<
=~

i
<

Por simplicidad, eliminemos las primas,asi trabajaremos

sistema equivalente:
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p 3
F
#

x - 0.8y

<
rs

f
<

para este sistema lineal la ecuacidén caracteristica es: -
(1 - w)2 - 8/10 =0

de donde tendremos

wy= 1+ 2//5
we= 1 - 2/V%
y por lo tan;o i
0 <w <uwz .

en la tabla 5.1 del Apéndite 5 vemos que este punto de equilibrio es

un nodo inestable por lo tanto en esa regién las trayectorias tendrén

la siguiente forma:

Firnalmente, para la regidn ¥g tenemos

32 - x

x
o
il

20 -y

<
o
\




- 130 -

por lo que las coordenadas del punto de equilibrio son: xgo = 32

Yeo = 20 introduciendo la translacidn
x' = x - 32

y' =y - 20

obtenemos el sistema equivalente

eliminando las "primas' por simplicidad en la notacidén obtenemos:

<

o
]
]

<

Para este-sistema el polinomio caracteristico seri:

(0 + 1)

0

de donde:

wW; = w2 -1

en la tabla 5.1 del Apéndice 5 vemos que este caso corresponde a la

existencia de un nodo estable. ‘ o '
"rabajemos con el sistema
X = =X

y = -y

dividiendo las ecuaciones obtenemos




y . _dy _ _y
M dx X .
de donde
Inly|=Ln|x |+ Inc
equivalentemente . ) '
y = 1lkx

Por lo tanto, las trayectorias son rectas que entran al punto de
equilibrio cuando t +«. El1 aspecto de las mismas puede apreciarse en

la siguiente figura.

=
=
=

> x

>»|...

De nuevo podemos ver analizando los vectores tanéentes a las tfayed—
torias en las fronteras de la regidn Hg que las trayectorias conec- -
tan suavemente al pasar de las regiones ¥;, ¥; y H, a la regidn ¥s.

Por lo tanto el comportamiento global de las trayectorias en 1las re-

giones ¥,, ¥,, ¥; y ¥, puede representarse de la siguiente manera:




9 L

i
P
:

Analizaremos a continuacién las trayectorias de un modelo tipo

M2 para el cual los pardmetros tienen los valores (Ejemplo 7):

- k; =2, k2 =1, k3 = 0.3
L3 =3, £, =1, A = 0.05
E = 10, F =10

Luegb de (3.3) de la pagina 46 necesitaremos

ksA = 0.015 ; k;E = 20
£L3x = 0.15 7 L3F = 30
kaF = 3

A3

1 . R '. B
En este caso tendremos E < - » Y apareceran en.el espacio fase:

las regiones siguientes: -

3, s | K,

= X .
1.
+ =20 ‘

y en cada regidén se cumplirdn los siguientes modelos

E=10




JC.,:
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Tomemos el sistema en s

Los puntos de equilibrio

Las raices del polinomio

wy = i

-y

X2 = x-0.015xy
y2 = 0.15xy -y
Xy =20 -x -0.3y
9~ =2y
).(s = 17 - x
JCS: .
ye = 30 -y
X2 = x - 0.015xy
y2 = 0.15xy -y
son:
on = 6-6
Yoz = 66.6

X3

Xs

ys

=X

caracteristico son:

-3

30 -y

.15xy -y

20 -.x - 0.015xy

y como vimos en el Apéndice 5 las soluciones son curvas cerradas al-

rededor del punto de equilibrio.

N
.

N
\

; R RN Sk W A

>

v

Yoz

!

02

i
TR




Para el sistema

El punto de equilibrio es: Xos =3, Yos =30, y las raices del pe

ia = X - 3 - .

ys = 30 -y

linomio caracteristico son:

y obviamente

wy= 1
wa2= -1 .
we 0 <uw .

Por lo que en este caso tenemos un punto silla

- wme v e — e

— o —— —

Para las regi

>

. o X 03

ones -#; y #s tenemos el siguiente comportamiento

e - —_— R, P SRR
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En la regi6n ¥, tenemos
Xy = 20 - x - 0.3y | -
yu = 2y
El punto de equilibrio es Xo4 = 205 you = 0. Las raices del polino-

mio caracteristico son:

w o= ——+ /TE

w2

por lo tanto

w2.<0 <w;

y consecuentemente el punto de equilibrio (20,0) es un punto sifla.

Yh : YA

1N 7
_ //\\\vﬁ;x !

20
Para x >20 +0.3y se tendrd x, <0 y para y >0 se tendri que

yu >0. Es por eso que en la regidn ¥, las trayectorias tienen el sen

tido que se muestra en la figura anterior.

Para la regidn ¥ tenemos:




S
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xs = 20 - x - 0.015yx

0.15xy - ¥y

~<
1)
f

El punto de equilibrio se localiza en: Xos = (100/15)3 yos = (290/15). .

Expandiendo el sistema en series'de Taylor alrededor del punto de -

equilibrio obtenemos:

b
(7}
i

(x =xos ) (~1-0.015yas) + (y - yes)(-0.015x0s) + .%.

(y - yos ) (0.15x05 - 1) + (X = Xo5)(0.15yos) + ...

<
tn
[}

de donde resulta el sistema equivalente

{ 95 = —%%%— X
cuyo polinomio caracte;istico’es: ' o e ;;
wy + + = 0

1000 1000

de donde obtenemos:

w1

-0.0645 + iy 100 359 /2000 .

-0.0645 - iy 100 359 /2000 .

w2

por lo tanto tenemos que: Rew; <0 y Rewz <0 por lo que tendremos --
Que el punto de equilibrio es un foco estable y la forma de las tra

yectorias en la regidén ¥s serd como se muestra en la siguiente figu

Tra.

l | . 129 290
w




Yos

x, ~
E =3 X
Xos 1/
Para la regidén Hs tenemos:
is = 17 - X
Yo =30 -y

el punto de equilibrio tiene coordenadas Xg¢ =17 ; yoe =30 . Median-

te la translacidn

17

*
I

b
i

obtenemos el sistema equivalente

)'(5 - X

Ys = =Y .

Al igual que en el modelo anterior el polinomio caracteristico es

(0w + 1)2 = 0.

dc donde




qu: corresponden a un nodo estable. Como ya hemos visto en el modelo

anterior las trayectorias son las rectas

Dichas rectas "entran'" hacia el punto de equilibrio por ser este
un punto de equilibrio estable. Por consiguiente las trayectorias en

la regién s se comportan de la siguiente manera

/A

s

y

=kx

Eu

i, Hs, 3 es el siguiente:

y

X 06
El comportamiento ‘del modelo analizado

. X -

en las regiones H,, ¥,,
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