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INTRODUCCION 

El pbjetivo del presente trabajo es cubrir el primer paso para 

el tratamiento de modelos matemáticos de crecimiento de poblaciones, 

basados en principios Ecológicos de validez general. 

Este primer intento, discute la aplicación de las ideas de --

Liebig-Polyetaev, al desarrollo de un modelo constituído en base al -

planteado por Lotka-Volterra, para interpretar la interacción tipo de 

predador-presa. 

En el. Capítulo 1 intentamos ilustrar de una manera simple, la 

idea central, tomando para ello el caso de una única población. En el 

Capítulo 2 aparece la discusión del modelo clásico.de Lotka-Volterra 

arriba citado, y se dan los primeros elementos de su modificación u-

sando el principio de los Factores Limitantes de Liebig, preparando 

así el estudio general del modelo transformado, el cual aparece en el 

Capítulo 3. 

No realizamos aquí el estudio de la estabilidad estructural -

del modelo desarrollado. Dicho estudio se hace necesario por lo que 

forma parte de nuestro ulterior plan de trabajo. 

Por otra parte en un contexto puramente ecol6gico, es menester 

también, 

sultados . . 

,_··· : •' : 

trabajo se. ela~oró ~l} ;el J)~partafoe11to de Bioma tem§:. 

ticas de la Escuela Superior de Ecología ~·~r~na. ~~ 1~ ~~iv~rsidad Au-

t6noma de Guerrero. Es nuestra intenci6h~ ~spit~~ a qtié este trabajo 

sirva como material de estudio para los alumnos de la mencionada es-
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cuela que estén interesados en el desarrollo de tópicos de la matemá 

tica aplicada a la Ecología. 

Por Gltimo quisiera agradecer al Departamento de Matemáticas 

el haberme comisionado a la E.S.E.M., y muy especialmente a todos -

sus miembros que han apoyado las diversas actividades desarrolladas 

bajo el auspicio del Convenio de Colaboración E.S.E.M.-Fac.deCiencias, 

UNAM. 

México D.F. 

Primavera de 1979. 

Héc'tor E. Heras. 
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C A P I T U L O I 

1.1 UN MODELO PARA UNA UNICA POBLACION, 

Trataremos de introducir en este trabajo una modalidad que torna 

en cuenta la existencia de factores limitantes que gobiernan el desa 

rrollo de un proceso biológico. Tomaremos corno objeto de estudio el 

proceso de crecimiento de poblaciones. En este primer capítulo consi 

deraremos el caso de una única población. En los capítulos dos y tres 

extenderemos la metodología usada aquí, y consideraremos el caso de 

dos poblaciones que coexisten en una interacción del tipo depreda--

dor-presa. 

Analicemos primeramente, los modelos más sencillos de crecimien 

to de poblaciones. Denotemos mediante x(t) la medida cuantitativa de 

una población al tiempo t. Por x(t) podría entenderse, por ejemplo, 

la biomasa de todos los animales en una región, o bien, su número si 

este es adecuadamente grande y cambia en forma continua 1 • 

l 

Si la medida. cuanti ta ti va de la población se toma como la biomasa, esta biomasa 
se referirá al peso de todos los elementos de la población. Este número se expre 
sa en gramos/hectárea ó Kcal/Ea ó g cm 2

• Una pregunta que surge inmediata.mente= 
después de esta aclaración, es si en realidad, esa biomasa o equivalentemente e: 
nÚ.'!lero de an:ir:.ales,varía continuamente. ::..a respuesta es que no es así. Sin emba: 
go cuanño queremos 2ons:.ruir u?"l modelo ma"t;emático usando ecuaciones diferencia-= 
les tenemos que t0mar en cuenta la continuidad y derivabilidad de sus soluciones. 
Estas sclucjories ccz:tinuas que emanan de la formulación matemática, en el me.jor 
de: los ce.sos, coir,.:: id en 11untu2.lmente con el proceso real (dentro de un margen do:: 
er;or eceptable), e:1 el cual el número de pooladores o la biomasa son cantidades 

'scretas. 
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Estudiemos pues, una poblaci6n que para ~u acci6n vital utili

za una fuente exterior deenergía E(t), por ejemplo, bacterias en -

una solución alimenticia o en un ecosistema, los productores prim~ 

rios 2 utilizan la energía solar para elaborar fotosintéticamente -

carbohidratos. Los herbívoros, utilizan a los aút6trofos como fuen 

te de energía y los carnívoros utilizan a los herbívoros o a otros 

carriívoros como fuente energética o de alimentación. 

Supongamos aho~a que en un intervalo de longitud h, ocurre un 

cambio en la poblaci6n de magnitud 

x(t + h) - x(t) 

y supongamos además que dicho cambio ocurre bajo la acción de dos 

procesos opuestos: uno de nacimiento de los individuos y otro de -

muerte natural. 

Bajo estas hipótesis, podríamos representar la rapidez de cam 

bio de la biomasa, o del número de pobladores, según sea el caso, 

utilizando la ecuaci6n 

(1.1) 

d donde "·" significa dt' P1 es la intensidad del p~oceso de naci-

miento, y P2 la intensidad del proceso de muerte natural, con k1 y 

k2 constantes positivas. 

2 

Supongamos que la fuente externa de energía para la poblaci6n, 

es de~ir, E(t) factor limitante, es tal que al tiempo t satisface 

las necesidades vitales de todos los individuos de la poblaci6n, -

También llamados autótrofos o simplemente productores. Son todos aquellos orga 
nismos capaces de convertir la energía radiante procedente del Sol en energía-
química (~laboración de compuestos de carbono como la glucosa). · 
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por ejemplo, si cada individuo de una poblaci6n de herbívoros consu 

me un prÓmedio de w kg de alimento y si dicha población tuviese N -

individuos al tiempo t, entonces una fuente energética de valor Nw 

podria satisfacer las necesidades vitales de la poblaci6n. Para fa

cilitar los razonamientos supondremos que E(t) y x(t) las podemos-. 

medir con las mismas unidades y por tanto compararlas directamente • 
• 

En el caso en que el número de individuos fuera menor que la magni-

tud de la fuente de energía E(t), entonces no faltará alimento para 

los individuos de la poblaci6n y se podrá considerar que la intensi 

dad del proceso de nacimientos dependerá del número de individuos -

x(t), en cada instante t del tiempo. Si por el contrario, x(t) es -

mayor que E(t), entonces, sólo un número de individuos igual a E(t) 

podrá alimentarse normalmente y la intensidad del proceso de naci-

miento P1 será regida por E(t), en resumen 

P1 (t) = min { x(t),E(t)} 

La operaci6n de mínimo se extiende a todos los valores de t -

considerados en un cierto intervalo, digamos del tipo [0,T], donde 

T puede ser finito o infinito y el intervalo en T puede ser cerrado 

o abierto. 

Por lo que respecta a la intensidad del proceso de muerte natu 

ral P2 , supondremos que ésta es proporcional al número de indivi-

duos x(t) de la población. Es decir 

P2(t) = x(t) . 

(Aqui con~ideramos que la constante de proporcional~dad es igual a 

uno por simplicidad). 
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Con esas consideraciones en mente, podríamos ahora escribir la 

ecuación ( 1 • 1 ) como 
_: rx(t) k2x(t}, si x(t)<=E(t) 

x(t) = ( 1 . 2) 

kiE(t) k2x(t), si x(t) > E(t) · 

Obsérvese que las expresiones del segundo miembro de (1.2) son fun

ciones continuas, en virtud de que tanto x(t)·como E(t) podemos su-

ponerlas corno funciones continuas del tiempo. 

Al resolver la ecuaci6n (1.2) (véase el apéndice 1) tornando la 

hip6tesis de que para t = O conocemos el número inicial de individuos 

de la población x0 , obtendremos: 

x(t)= 

x
0
e(ki-k 2 )t, si x(t)<=E 

x
0
e-k 2 t + ki JtE(t)e-k 2 (t - -r)d-r, si 

o 

(véase el apéndice 1). 

( 1. 3) 

x(t) >E 

Lo que realmente debería interesarnos al estudiar estos probl~ 

mas, cuyos model.os matemáticos quedan dados a través de ecuaciones 

diferenciales, es el éomportamiento de las trayectorias (curvas so

lución) de dichas ecuaciones, al variar los valores de los paráme~ 

tros y funciones que entran en la ecuaci6n. Las ecuaciones como -

(1 .2) que pueden resolverse analiti~amenie son realmente excepciona 

les. La mayoría de las ecuaciones diferenciales no se pueden inte--
1 

grar. En consecuencia, de esto, se han establecido métodos cualita-

tivos que permiten sin conocer las soluciones, estudiar como se -

comport~n. 
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Consideremos de nuevo la ecuaci6n (1 .2). El caso particular 

más simple de esta ecuaci6n ocurre cuando E(t) es constante, o sea 

E(t) = E(constante) 

En este caso la soluci6n (1 .3) toma la forma: 

x(t)= ( 1. 4) 

(véase el apéndice 1) 

Una vez establecida la soluci6n (1.4) para el caso de (1.2) en 

el cual E(t) = E con E constante, hagamos algunas consideraciones so 

bre la misma: 

Es fácil concluir, primeramente, del significado del segundo -
-

miempro de (1 .4), que los coeficientes k1 y k2 son positivos.puesto 

que x ( t) :>O V t . Sin embargo, lo que realmente nos. interesa es el -

valor de su diferencia. Analicemos pues, los siguientes casos: 

CASO A) Supongamos que k1 < k2. Entonces se tendrá que el exponente 

k1 - k 2 es negativo, es decir, k1 - k2<0, y además 

~ E< E 

Bajo estas hipótesis,_ en relaci6n con x0 puede ocurrir lo si-

guiente: 

Sube aso i) Supongamos que la poblaci6n inicial x (O)= x 0 es menor O· 

igual que E. Entonces, de la primera ecuaci6n que aparece en (1.4) 
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tendremos que al principio del proceso, 

y en virtud de que k1-k2< O, tendremos que x(t) <: x0 , por lo tanto, 

el tamafio de la población x(t) no sobrepasará el valor E, es decir, 

x ( t) <:E. Esto significa que x ( t) obedecerá siempre la ecuaci6n 

(l. 5) 

por otra parte 

lim x(t) =O 
t+m 

(véáse apéndice 2); 

en vista de esto, podemos concluir que la poblaci6n se aniquila y 

su desaparici6n ocurre de acuerdo a una ley exponencial. Véase la 

Figura 1. 

E 

Xo 

o 

x(t) 

t 

1' 
¡, 
' 

Fi g. 1.1 Para x0 <;;; E, la poblaci6n se extingue siguiendo una ley ex 
ponencial, siempre que k1 < k2. 

Su bca so i i) Supongamos ahora que x0 > E. En este caso, al principio 

del proceso, la magnitud de la poblaci6n será descrita por la se-
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gunda ecuaci6n en (1 .4), esto es, por 

(1. 6) 

Para empezar el estudio del comportamiento de esta soluci6n, 

verifiquemos el carácter creciente o decreciente de la misma. Obten 

gamos pues, la derivada de la magnitud de la poblaci6n: 

el factor, 
para todo t E JR+, el signo de X(t) quedará fijado por 

. 
' 

obsérvese que 

x0 >E 

esto implica que 

y consecuentemente 

como E> O y k1 < k2 se concluye que 

por lo tanto, 

x(t)<O. 

Luego entonces, la magnitud de la poblaci6n es una funci6n d~ 

Con JR.+ denotaremos al conjunto de los reales positivos. 
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creciente (véase el apéndice A3). Por otro lado, es muy fácil coro-

probar de la ecuación (1.6) que: 

lim x(t) =~E 
t+ao k 2 • 

Esto significa, que las trayectorias de (1.6) tienen una asíntota 

horizontal {k 1 /k 2 )E, pero, recordemos que x{t), se rige por (1.6) 

solamente cuando x ( t) >E y observemos que debido a que k1 < k2 en

tonces k1 E< k2E, o sea que (k1/k2)E< E, por lo tanto, el valor limi 

te de x(t) cuando t-+oo es menor que E. Luego entonces, x{.t) decrece

rá de acuerdo con (1.6) hasta alcanzar el valor E, y a partir de -

ese momento, la dinámica de x{t) se regirá según (1.5) y por lo tan 

to, disminuirá asint6ticamente hacia el valor cero de acuerdo a una 

ley exponencial (véase la Figura 2). 

X (t) 

><o 

.E 

' .... 
.......... (1.6) ....... .._ -----

( 1 • 5) 

t 

Fig.1.2Al cruzar la línea horizontal x= E, la trayectoria x(t) de
ja de regirse por la ecuación (1.6)(línea punteada) que la 
llevaría al valor límite k1/k2E al tender t a infinito, y -
se rige por (1.5) tendiendo asint6ticarnente a cero a medida 



1 

1 
1 
1 
1 

• 
9 

En resumen, el caso A): k1 < k2 implica la desaparici6n de la 

población, independientemente del valor inicial de la poblaci6n x0 

(independientemente de que x0 sea mayor, igual o menor que E). 

CASO B) Investiguemos ahora, el caso en el cual k1 > k2. En este ca 

so tendremos: 

y 

o sea que 

k' E 1 >E . 

Si comparamos E con x0 podríamos hacer los análisis siguientes: 

Subcaso i) x0 > E. En estas condiciones, el proceso se regirá duran 

te un cierto tiempo inicial por la ecuaci6n (1.6). Tomando el lími-

te cuando t tiende a infinito, obtenemos 

lim x(t) = lim 
t+oo t+co .. 

Para completar nuestro análisis investíguemos el carácter crecien 

te o decreciente de la soluci6n. Para esto, debemos analizar el com 

portamiento de su derivada. Obtengamos pues i(t): 

x<t> = d 
dt 
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Analicemos primero donde la solución es creciente. Para esto -

se requiere que 

de que e-k 2 t >O 

x(t)>O se satisfaga (v~ase ap~ndice 3). 

para cualquier valor de t, la desigualdad 

En vista 

(1.7)' 

implica necesariamente que x ( t) >O. ·La desigualdad (1. 7) se cumple 

para 

o sea, para 

' 

pero por hipótesis X0 > E. Entonces x ( t) será creciente en el dominio 

Este resultado lo ilustrarnos en la siguiente· gráfica: 
---- .. .. - ___:. ... _ . 

X ( t) 

-------------
i 

E 

t 

F.i g. 1.3 X (t) 
. k 

es creciente para E< x < ~ E 
o k2 
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Analicemos ahora donde la soluci6n x(t) es decreciente. De mo

do similar, x(t) será decreciente cuando se satisfaga la desigualdad 

Resolviendo la inecuáci6n, obtenemos 

es decir x(t) será decreciente siempre que 

~ E< kz E< x0 • 

Este resultado puede ilustrarse mediante la siguiente gráfica. 

x(t) 

,.,._ ______ _ 
E 

t 

k 
Fig. 1.4 x(t) es decreciente para E<~ E<x 0 ,siempre que k1 -k2 >0. 

Subcaso ii) Supongamos ahora que x0 < E. En estas condiciones, el -

proceso se regirá por (1. 5) x (t) = x0 e(ki-k 2 )t. En esta solución ªP! 

rece el exponente {k1-k2) que como sabemos desde el inicio de esta 

parte de nuestra discusi6n es positivo, es decir k1 -k 2 >0. 

..... ·., 
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Analicemos ahora el comportamiento de la soluci6n. Como x0 <:E 

k 
Y ~E> E ·la solución x{t) crecerá exponencialmente hasta alcanzar 

k2 , 

el valor E. Pero, a partir de ~se valor x{t) se rige de acuerdo con 
. k 

(1.6) x(t) = x0 e-k 2 t +. k~ E{l-e-~ 2.t) . y tendrá asint6ticamente a 

Esto resulta del subcaso ~) arriba analizado. 

X ...... _________ ..., ___________ _ 

E - - - - - - - - - - - - - - -

i 
¡ 
¡ 

Xo 
I · 

o t 

Fi g. 1. 5 Comportamiento de la solución para x0 <=E. 

Resumiendo el caso B): 

de la población x(t) tiende 

Si k1>k2 y X 0 #-0, eñtonces·el tamaño 

kl 
a ~E. 

será monótona creciente tendiendo a 

k 
Si se tiene que x.0 <T,E,.x:(t~ 

kl ---¡z;E. 
k 

Si en cambio x0 > T,E, -

x(t) será monótona decreciente con 
kl 
~-E como-asíntota. Como conse-

K2 
k 

cuencia de esto, x { t) = -k1 E rep:resenta un cierto estado de equili-
. 2 

brio del sistema, determinado por los procesos internos 'de desarro- .· 
;. 

llo (k
1 

y k 2 ) así como por el factor exterior E .. 

.. ,;. ,;.' ~·, \ 

·-.. . 
. .. ,. .;_/'' I 

· .. 
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CASO C) Anal icemos ahora el comportamiento de x ( t) para k i = k 2 • 

De nuevo, al comparar x0 respecto de E, obtenemos: 

i) Supongamos que x
0 

<:E. Como ya sabemos para este caso el com 

portamiento de x(t) se regirá por (1.5). Entonces 

1 • 

es decir, la solución x(t) permanece constante, esto es· 

X ( t) 

E 

x(t)::x 0 

Xo ...... -----------------------------

t 
o --- - ----·----~ ·----·-·-·-···--~--· 

Fig. 1.6 para x
0

< E y ki = k2, x(t) es una función constante. 

i i) Estudiemos ahora el caso cuando x0 >E. La forma explicita 

de x(t) será: 

(1.8) 

y su limite cuando t tiende a infinito 

lim x(t)=lim x0 e-k 2 t + lim t:(l-e-k 2 t) =E, 
t+oo t+co t+oo 

es decir, como x
0 

>E y el l.im x(t) =E, entonces x(t) es decrecien
t+co 

te y decrece siguiendo una ley·exponenci~l en virtud de (1.8). Para 

aclarar esto obtengamos la derivada de x(~.), 
.. 
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pero, por hip6tesis, k2 >O y E< X0 , ambas condiciones implican -

que: 

y consecuentemente 

x(t)<O. 

-
Con esto, hemos demostrado que las soluciones para el caso 

k1 = k2 y x 0 >E tienen la fo.rma que aparece en la gráfica de la Fi

gura 1.? 
-- x.( t) - -.... -

E -----------

t 
... .,.. ' ' ,,., - '!"""·-

Fig. 1.7 El comportamiento de la solución x{t) para k1 = k
2 

y x
0

> E. 

Resumiendo, el caso k1 = k2 tiene un comportamiento extraño pues 

si la magnitud de la población inicial X 0 ..-; E, entonces el número de 

pobladores no cambia y si x0 > E, entonces x ( t) decrece exponencial- .. 

mente hasta E. 

Desde el púnto de vista fíiico*este caso es de poco interés y 

usualmente no se analiza. Corresponde a un estado del sistema que· 
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es marcadamente inestable. La estabilidad a la cual nos referirnos -

en este contexto (estabilidad respecto de los coeficientes), signi

fica que el comporta~iento del sistema no debería cambiar cualitati 

vamente si alguno de los coeficientes son alterados aún con magnit~ 

des pequeñas. Resulta evidente después de analizar las gráficas de 

las Figuras 1. 6 y 1. 7 que .al variar x0 en el intervalo [E - e:·; E+ e:] 

con e:> O y arbitrario, se obtendrán soluciones cuali ta ti vamente di-

ferentes. 

Si un sistema es inestable, respecto de la variaci6n de sus -

coeficientes puede inferirse que el caso práctico está descrito en 

forma poco afortunada (sistema estructuralmente inestable). 

1.2 SOBRE EL SIGNIFICADO ECOLOGICO DEL FACTOR EXTERIOR E(t). 

Antes de concluir el primer capítulo hagamos algunas ·considera 

ciones te6ricas sobre el factor energía E{t). 

Dicho factor podemos identificarlo en primera instancia con el 

Sol que es la fuente de energía más importante, o con la biomasa de. 

los aut6trofos (plantas ·con clorofila o sin ella), o con lp biomasa 

de los consumidores primarios (herbívoros.) o secundarios (carnívo

ros), etc., dependiendo de cual sea la poblaci6n que estemos anali-

zando. 

Las plantas verdes, por ejemplo, captan la energía luminosa y 

la almacenan como energía química. Esta nueva forma de energía se -

difunde a través de los diferentes niveles tr6ficos 1 del ecosistema. 

l ,;·:~~€les de alimentación, autótrofos, herbívoros, carnívoros y reductores. 
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Las transformaciones de energía en el ecosistema no son eficientes 1 

al 100%, es de esperarse que de la energía original que proviene -

del Sol sólo se asimila una parte por las plantas. Consecuentemente 

la energía que pueden obtener los carnívoros se reduce porque los -

herbívoros pueden almacenar solamente un porcentaje de la energía -

que obtienen al alimentarse con las plantas, y así sucesivamente a 

través de cada nivel trófico. Esto implica la existencia de un flu-

jo energético decreciente en relación con los niveles tróficos su-

cesivos. Cabe además agregar que ese flujo de energía es siempre -

unidireccional. Es decir, la energía que ha utilizado algún elemen

to de un nivel trófico no puede ser utilizada por otro individuo de 

un nivel trófico superior. [12] 

Los ecosistemas naturales se hayan normalmente en equilibrio. 

Ello significa que cada nivel trófico explota al inmediatamente in-

feriar, es decir, se alimenta de él, pero lo hace de modo tal que -

los individuos de este no disminuyen progresivamente hasta extin--

guirse sino que se mantienen aproximadament~ constantes. Esta pro-

piedad es explicable en base a los mecanismos de autorregulación -

que los ecosistemas poseen. La explotación a la que hemos hecho re-

ferencia consiste en el consumo de. una c~ht:Ídad de materia; es de-
- . ~ ~,~-· 'c.,-;'~1~=-~"i:'~--;; ,<_..-.e 

cir, de energía que por unidad de t~1¿JliB9i;.€~~?~igta.I a .. la q1ie produce 
. ~; ,_ :_,, - <-, .. ~·-- -.... :_~:>·- . -_ -::-~:.::·'-<'.::~ -_'.'_ 

el nivel explotado. De este modo··1a biomasa cle<este per111anecerá - -

constante. Si se~~afuina un p~y~qdo de :tiempq sµfitienteJl1ente largo, 

se encuentra que el promedio de la cantidad·de animales de cualquier 

Una justificación a esta afirmación puede encontrarse en el segundo principio 
de la termodinámica que esta1:üece que no se producirá ningún proceso que irr.~ li_ 
qu0 una transfcrmación ce enert:ía, e. meno::: que haya una dt-,¡;radación de enE:rf~:e: 
desde una forme. concentrad.E.. h una fc:cr:m rli '.:'.pers5. 
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especie particular o en cualquier regi6n particular ~s aproximada

mente constante; podemos por lo tanto suponer qu,e el ·mundo ecológi

co se haya en estado de equilibrio. 

Sin embargo, si consideramos una escala de tiempo del orden de 

los 500 millones de afias, podría esperarse que los lentos cambios -

químicos en la corteza terrestre habían de tener suficiente magni-

tud como para desbaratar las condiciones evolutivas del estado de 

equilibrio.(14] (13] 

Si establecernos un estudio local, es. decir, en periodos de --

tiempo excesivamente cortos, nuestras observaciones pueden conduci~ 

nos a estimaciones engañosas de las condiciones para el estado de -

equilibrio, sobre la base de perturbaciones menores en los animales 

o en su medio. Este tipo de observaciones normalmente se denominan 

"observaciones en tiempo fisiológico". Las observaciones realizadas 

durante periodos de tiempo del orden de diez veces lo que dura una 

generación se denominan "observaciones en tiempo ecológico". Son es 

tas últimas observaciones las que nos permiten esperar que las po-

blaciones se mantengan en un estado de equilibrio.(14] 

Las fluctuaciones estacionale_s y< carnpiq·~~ a!lual-es en el medio -

f í s i c o re 1 a c ion ad os con __ .c ic_:FcI~(Tn~~-~~:~~J.~?:~·~~;~~¿~~~l[f~c5};_c\ª7A l1f~cJ§n , se 

pro d u c en en ca s i to dos f()~"'.:·é•¿b·s I·~~e~-'.~f~·;Jr·p·~~.~-~.'t~j.~\·~·~·~'f tiEl:úi a C: omp 1 e t a 
--

pesar de ello', a continl1ar en equilibf~(); Si la producción de biom~ 

sa vegetal (producci6n al.lto(róf~'cél} y la üt:ilizaé:ión heterotrófica 

(consumo de la producción autotrófica por los animales, por ejemplo) 

no son iguales, la materia orgánjca f]uctuaría, es decir, se acumu-
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lará o se agotará. Como resultado de esto, podemos esperar que la -

comunidad cambie por el proceso de.sucesión eco16gica 1
• Esta suce-

si6n puede marchar desde una situación extremadamente autotr6fica o 

extremadamente heterotr6fica, y a través de cambios o fluctuaciones 

llegar al establecimiento de un estado de equilibrio. 112] 

En base a todo lo anterior, podemos suponer que nuestro factor 

exterior E(t), permanece en primera instancia como una magnitud aco 

tada. En segundo lugar, debido a que los cambios de la sucesión eco 

lógica ocurren lentamente hasta constituirse en estados de equili--

brío, podemos suponer que la función E(t) cambia suavemente y que -

al tender el tiempo hacia infinito esta permanece suficientemente -

cercana a un valor constante. Estas hipótesis sobre E(t) pueden ex-

presarse como 

(l. 9) 

(1.10) 

(1.11) 

O< E ( t) < KE 

dE 
dt <e 

lim E(t)=E. 
t-+oo 

Resul ta:·oporttl.no. -.sefialcir q1:1~ l~J j',~-~~:1Ji_~tiorr€}~ •.e~, 

c1. 11) que iJTlpG;~~im()$-él;_E('t:.)<yqi\~jsurgi~r:oh~empiTica1TI#!1;e al anali

zar e 1 s igJ1 i:fl¿~d a·-· ~ 2;oíc:ifYc (),· . 4·~·>-~X-l ),"\ p~~,d.~"11>-~ b t éh~ J-_§_~~~t~fu bi.é~ de -

un análisis puramen~-~.--~~~~~~ticc/~elmodeio propues~:g"°: .. c 'nes-cie este -

Proceso de cambios ordenados de la comunidad, que es motivado por la modific~ 
ción del ambiente :f:ísico que la misma comunidad genera y que culmina en el es 
tablecim:iento de un ecosist.ema -r.an estable corno sea biológicamente posjble so 
bre el ~~gar en cue~~i6n. 
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punto de vista dichas restricciones ~urgen de un modo natural al -

tratar de aplicar el modelo a una situaci6n concreta. 

Para concluir, hagamos el siguiente análisis: 

En.primer lugar, una conclusi6n que puede ser motivada de los 

casos anteriores es que para valores de t suficientemente grandes -

la magnitud de la poblaci6n x(t) difiere de su estado de equilibrio 

(~E) en una magnitud acotada, siempre que E(t) cambie suavemente 
k1 

con el tiempó. Es decir, siempre que su derivada sea acotada. 

Además, otra conclusión importante que podemos obtener es que 

independientemente de la· forma que tenga E(t) en su,definici6n eco-

16gica, siempre que k1 < k2, la poblaci6n se extinguirá. Esta afirma 

ci6n implica que la s~pervivencia de una poblaci6n no queda determi 

nada por factores exteriores (E(t)), sino por características inte-
. 

riores como la correl~ci6n entre los procesos de nacimiento y muer-

te. La demostraci6n de estas dos importantes conclusiones aparece -

en el apéndice 4. 
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C A P 1 T U L O 2 

2.1 UN MODELO GENERALIZADO DE UNA INTERACCION DEPREDADOR-PRESA, 

1 En el capitulo 1, examinamos el comportamiento del número de -

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

individuos x(t) de una poblaci6n dada al tiempo t suponiendo.que --

los procesos que determinan tal comportamiento dependían de un úni

co factor exterior E(t). Por ejemplo, la intensidad del-proceso de 

nacimientos P1 qued6 determinada por la expresi6n: 

P1(t) = min {x(t),E(t)} , 

es decir, la intensidad del proceso de nacimientos se limita en ese 

caso por un único factor exterior E(t) .. A ese factor.exterior po-

dríamos llamarle 6acto~ l~m~t~nte. 

Puede parecer muy natural que el número de los factores exte

riores que determinan la intensidad de algún proceso, sea en gene-

ral grande. Pero· resulta también bastante natural suponer que de to 

dos los factores que determinan la intensidad de algún proceso par

ticular, solo uno de e1llos ·sea limitante para un tiempó t dado. Es 

decir, un aumento en ese factor aumenta la intensidad del proceso -

mientras que un aumento en los factores restantes no implica aumen

to en la intensidad del proceso. 

La idea de la lirnitaci6n de la intensidad de un proceso por ai 

gún factor fue formulada en 1840 por el alemán Ju~tu~ Von Liebig, -

en lo que se conoce como ley del mínimo o principio de Liebig 1 • 

1 Esta ley establece que el crecimiento de un vegetal depende del nutriente que 
tiene en menor cantidad. Es d-ecir, un organismo requiere diversos nutrientes y ~ 
si recibe muy poco de alguno de ellos, se limitará el desarrollo del organismo 
sin im ortar la abundancia de los otros nutrientes necesarios. Esta ley es de 
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A los sistemas cuyo comportamiento se rige por el principio de 

Liebig se les llama L-sistemas. El sistema considerado en (1.1) es 

un L-sistema muy sencillo. 

Consideremos ahora un [-sistema más complicado. Supongamos que 

ahora tenemos dos poblaciones. Una de presas y otra de depredadores. 

En lo sucesivo nos referiremos a ellas como presas y depredadores, 

respectivamente. 

· Las dos poblaciones en el transcurso del tiempo manifestarán -

una abundancia de individuos que dependerá de la intensidad de los 

siguientes procesos: 

i) nacimiento de pAe~a.6 (P1) 

ii) mueAte natu1r.al de pAe~a6 (P2) 

iii) nacimiento de dep1r.edad0Ae6 (P3) 
• 

iv) mueAte na.tuAal de. dep1r.eda.do1r.e.6· (Pa.} 

v) con6umo de p1r.e~a6 polr. el dep1r.eda.doA (P 5 ) 

Podemos suponer que la intensidad de los procesos considerados 

depende de los más variados factores. Por ejemplo, para el proceso 

de devoraci6n de presas por los depredadores- los factores a conside 

rar podrían ser, la cantidad de presas por cada depredador, las con 

diciones climáticas que influyen en la capacídad de las presas para 

no tener contacto con los depredádores, etc. 

Consideremos,por otra parte que la intensidad del proceso de -

reproducción de las presas P1 está limitada por el número de presas 

x, o bien, por cierto factor exterior E (igual que el caso más sen

cillo ya analizado en el capítulo 1). La intensidad del proceso de 

., 
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reproducci6n de los depredadores p, estar§ limitado en nuestro m~d~ 

lo poi: el número de individuos de la poblaci6n y (de d~predadores) , o 

bien, por el alimento logrado, esto es, por el número de presas de

voradas, lo cual puede expresarse mediante Xxy que corresponde en 

cierta proporci6n (A) al número de posibles encuentros entre presas 

y depredadores, o bien, finalmente, por cierto factor externo F (aná 

logo del factor exterior E para las presas). 

La intensidad del proceso de consumo o disminuci6n .de las pre

sas debido a que el depredador las utiliza para su alimentaci6n, lo 

consideramos también dependiente de los mismos factores que el pro~ 

ceso de repróducci6n de los depredadores. 

Finalmente, la intensidad de los procesos de muerte natural de 
, 

las presas P2 y de los depredadores P,, supondremos que quedan deter 

minados únicamente por la poblaci6n de presas x y la de depredado-

res y. 

Habiendo hecho todas estas consideraciones la rapidez de cam-

bio del número de pobladores x(t) y y(t) al tiempo t, podría quedar 

expresada por cada una de las ecuaciones del sistema 

(2.1) 

donde · = 
d Cft" (derivada respecto al tiempo) 

k1 ,k 2 ,k 3 , 13, i-.. ciertas constantes de proporcionalidad . 

. 
P1 = min { x,E} (intensidad del proceso que da original núme-

ro de nacimientos de presas). 
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(intensidad del proceso que genera el namero de muer 
tes de presas). 

P3 = mi n { y, AXY, F } (intensidad del proceso que da el número 
d_e nacimiento de depr.edadores) . 

Pi+ = y (intensidad del proceso que establece el nrtmero de -
muertes de -depredadores). 

donde E y F son factores .exteriores, A. una constante positiva. 

Dependiendo de las relaciones entre los coeficientes k1 ,k 2 ,k 3 , 

1 3 ,1 .. ,A.,de E y F, el comportamiento del sistema (2.1), es decir, sus 

trayectorias pueden diferir sustancialmente, al igual que en el mo-

delo elemental del capítulo 1. 

2.2 UN CASO PARTICULAR MUY IMPORTANTE, 

Antes de hacer el estudio detallado y completo (capítulo 3) 

del sistema (2.1), a manera de ejemplo, consideremos el caso que -

nos genera como caso particular el sistema de ecuaciones diferencia 

les que estudió Volterra (1925), o sea el caso que describe la in

teracci6n de dos poblaciones, una presa y otra depredador~ sin con

siderar ningún factor exterior. Dicho sistema es el siguiente: 

. 
x = a.x - nxy 

(2.la) . 
y - µxy - ay (donde cx,n,µ,a, son constantes positivas 

Identificando las constantes: a como k1.- k2, n como k 3 A., µ como A.ls, 

y a como 1 .. obtenemos substituyendo: 

( 2. 2) 
x = ( k i - k 2 ) x - k 3 A. xy 

Y= A.lsXY - l1¡y 
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que tambi~n se puede escribir como: 

x = k1 (x) - k2(x) - ks O.xy) 

y = 1 s 0-.xy) - l 1tY , 
1 . 

Si k1 > k2• ls > l1t, E>y, P1 = x, Ps = >..xy obtenemos (2.2) como caso 

particular de ( 2. 1). El suponer Pi = x y P 2 = >..xy nos lleva a estable 

cer las desigualdades 

X< E, Xxy <y, Xxy < F . 

que pueden escribirse también como. 

X< E, 
.. F 

y<AX 

' 
considerando la condici6n adicional E>l/~ podemos ·representar grá 

ficamente el conjunto de puntos (x,y) que satisfacen las desigualda 

des anteriores. Dicha representaci6n gráfica aparece.en la siguien-

te figura: 
-··--· -·- --·-·--· .. ----------------

y 

F 

' 

---·-~-A···--------·· -~ _:_ ___ .. 
X 

-~' . 

fig. 2.1 Los puntos (x,y) que se encuentran en la regi6n delimita· 
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da por los ejes x y y, la recta x = 1/). y la hipérbola 
y= F /'Ax son los puntos para los cuales es válido el sis te 

\ 

ma ( 2. 2) . 

Podemos decir, en otros términos, que la región I quedará de--

terminada por aquella situaci6n o estado de la interacti6n entre el 

depredador y su presa para la cual el número de presas es menor que 

la fuente exterior de energí~, y que la intensidad del proceso de -

nacimiento para el depredador quedá limitada por una proporci6n.del 

número de encuentros entre el depredador y la presa, o sea AXY • 

Resumiendo; para la regi6n I se tiene: 

P1 = mi n { X, E } = X 

P2 = X 

P3 = mi n {y,>.xy,F} = :i.xy 

p lt = y 

Resulta evident~ que al escoger P1 y P3 de manera distinta ob

tendremos otras regiones diferentes a 1a·que aparece en la figura 

Z. 1. Por ejemplo el caso en el cual P 1 = x y P 3 = y implica que deben 

cumplirse las desigualdades 

X< E, y< F' y<?.xy 

Análogamente las desigualdades anteriores nos permiten obtener 

una regi6n de puntos (xy) que las satisfacen. Ilustramos gráfica

mente dicha regi6n en la siguiente figura: 

''·"·'. 
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y 

F 

1/).. E X 

Fi g. 2. 2 Regi6n determinada por las relaciones x < E, y< F, y< "Axy. 

I 
En general, como x ;;;i. O y y~ O, nos restringiremos a trabajar en 

el primer cuadrante. Recordemos que en el capítulo 1, el primer cua 

drante quedaba di vid~do en dos regiones, o sea x ( t) .;;;·E y x ( t) > E y 

que en cada regi6n se tenía un comportamiento diferente para las so. 

luciones de la ecuaci6n diferencial. Aquí, el p~imer cuadrante que: 

dará dividido en cinco regiones.las cuales aparecen en la siguiente 

figura: 

I I I IV 

F 

I I I V 

E 
X 

~-- -- . ----- .. ;- .. __ .... ~·-T ....... -:-: .--~~--··-· '• ·~-:-·,. ..... ..,~ ... 

Fig. 2 .3 Las· cinco posibles regiones en las que que(~ª dividido· él;·.· 
primer cuadrante, en el caso en el cual E~ 1 />... ·· 
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Analizaremos· ahora el sistema (2.2) que como dijimos al inicio 

de· esta secci6n, corresponde al sistema estudiado por Volterra en el 

espacio fase (x,y). En el modelo que estamos analizando éste último . 

solo tiene validez en la regi6n I del primer cuadrante; para las regio 

nes II, III, IV y V, deberemos de establecer los sistemas correspon

dientes. Para facilitar el trabajo de analizar las trayectorias de -
1 

(2.2), consideremos que dicho sistema tiene validez en el espacio fa 

se (x,y) y después, restrinjámonos a la región I del mismo. 

Para iniciar el .análisis de las trayectorias de (2.2) en el es

pacio fase (xy) investiguemos primeramente la existencia de puntos 

crítico;. Como sabemos,. lo~ puntos críticos se obtienen haciendo i=O, 

y= O en el sistema (2. 2) así, 

( 2. 3) 

. 
X = ( k l - k 2 ) X - A k 3 xy = 0 

y 

y = A 1 3 xy - l ,.y = O 

implican que 

. y 

Al3Xy = 1,.y 

de donde obtenemos que las.coordenadas del punto de equilibrio son 

Yo = 
( 2. 4) 

l .. 

Una vez que hemos localizado el punto de equilibrio (x 0 y0 ), in 

vestiguemos el comportamiento de las soluciones alrededor del mismo. 
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Para ello, podríamos utilizar el resultado debido a Lyapunov (ver 

apéndice S). 

Obtengamos pues la parte lineal de las expansiones en serie de 

Taylor para las ecuaciones del sistema (2.2) alrededor del punto de 

equilibrio. 
. 

Para facilitar el procedimiento, introduzcamos las siguientes -

notaciones: 

Sean 

G(x,y) = >.lsXY - li.Y ,. 

Así, se puede· abreviar la escritura del sistema (2.2) y repre-

sentarlo simplemente como: 

(2.3) 
• 
X = F{x,y) 
. 
y = G{x,y) 

Utilizando la notati6n que aparece en (2~3) las partes. lineales 

de la expansi6n en serie de Taylor del sistema (2.2) (véase apéndice 

S) alrededor del punto de equilibrio (x 0 ,Yo) se expresarán como: 

x = F(x,y) + - 1-[cx - xo) 
11 . -

+ •· •• 

aF (x,y) 1 + ax 
. (xoYo) 

(Y-Yo)~~ (x,y) 1 J+ 
(XoYo) • .. • 

1 
·I 
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Desarrollando obtenemos 

X= O+ (X-Xo) [(k1 - k2)->.ksYo 1 + (y-y0 ) [->.ksXo i· + ... 

y simplificando, tomando en cuenta los valores de x
0 

y Yo que son: 

X:o = 
' Yo·= 

obtenemos finalmente que el sistema linearizado resulta ser 

(2.4) ¡ ~ = 
y = 

De acuerdo con Lyapunov (ver apéndice 5) necesitamos ahora obte 

ner los valores propios del sistema linearizado (2.4) y una vez que 

los conozcamos podremos investigar la naturaleza del punto de equi-

librio (x 0 Yo) • 

Como sabemos, los valores propios del sistema (2.4) son las raí 

ces de la ecuaci6n 

( 2. 5) 
[

-w 
de t 

Al3Yo 

La ecuaci6n (2.5) puede expresarse equivalentemente corno 
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y asi, los valores propios buscados serán 

{ 2. 6) w = ± iAI ksl sx 0 y 0 , 

la expresi6n que aparece en (2.6) puede simplfficarse recordando los 

valores de x0 y Yo a saber: 

Xo = l .. 
l 3 

después de substituir esos valores en (2.6) obtenemos 

y simplificando esta última expresi6n finalmente tendremos 

(2.7) 

Como puede verse en el resultado en (2.7) los valores propios -

son magnitudes puramente 

imaginarias. Consecuentemente, de acuerdo con el resultado de Lyapu

nov (véase el ap€ndice ?) el punto de equilibrio (x 0 ,y0 ) es un "cen

tro'~ para el sistema linearizado (2.4). Esto implica que el punto de 

equilibrio (x 0 ,y0 ) sea un "centro" o un "foco" para el sistema origi 

nal, es decir para el sistema: 

1 3 xy - 1 ,.y 

El resultado expresado en (2.7) no nos da la informaci6n completa -
respecto a la estabilidad del sistema. Trabajaremos con este sistema 
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p:irn oht<.'ncr mns inC'"1ri11;1cic)11 respecto d.c .. J.as ... ctJL~~ls soluc.ión. Divi--

clicndo 1<i primera ectü1ci611 entro la segunda ohtenemos 

( 2. 8) X -.-.,....._ 
y 

dx = dy--
(k.- k )x-:\k xy = l 2 . •. 3 

-. -. -\ l 3xy ~--, lj y-· -

dividiendo ahorn eJ numerador y el ·denominador de Ja fracción que --

;1parccc en (2. 8) por. xy obtcnclremos: 

dx -ay - xy 
.A.l3X.Y - li+Y 

xy (.A 1 3 

separando variables tendremos la ecuación 

1 l¡ ) d . -- X 
X 

k - k 
= (-L--2 - .A.k3 )dy y 

e integrándola se establece la relación:· 

( 2 . 9 ) ( k 1 - k 2) l ny - .A k 3 y = - l i. 1 nx + . .A 1 3 x + e 

don <le e es un n ú rn ero re a l n r b i t r ;ir i o . 

~) 
X 

La relación (2.9) e!"fúblece implícitamente las curvas solución 

d~l sistema: Todil curva solucfón es un conjunto de puntos (x
1 

,yz) -

qllc satisC:icen la rclac.íón (2.9). Aunque .la relación expresada en 

(2.9) SL':I llllt)' co111plic1da~ existe un método gr:ífico bast:.intc sencillo 

p ; 1 r a 1 o e a l i za r e n d ;! u na d e 1 a s e u r v <1 ~; :;.; o l u e i 6 11 • 

1 n t r1)dt1 :.'.,·:1111us i 11 í e i :1 l Illl'Il te· 1 a \':: t· i ;1 l1 le 

. : i l > 1 • l < J, t e 
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construyamos en segujda, las gráficas de las relaciones 

(2.10) z (y) = ( k i - k2 )Jny ~ ~ k s y 

y 

_:·,>. 

(2.11) · i (x) +Ilsx: f. e 

Construyamo~ primero l~ gráfica de (i.10). Anali~emos para ello 

el comportamiento de la derivada: 

(2.10 1
) 

dz(y) 
dy 

= 

Tendremos un punto c~ítico cuándo 

· es decir en 

y = 

-. Ak 3 

de equilibrio del ~::Üst~lrl~;)<cá·~:'.ZJ. ·· Investigu~mos ahora el carácter ere 
:: \t~ ~;:,)!:<;::...; ·. 

ciente o decreci ent.e,'de;ha''de'r1vaClá 

si: 

- Ak3>0, 

es decir, si 
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Luego entonces la funci6n será creciente para (-oo , k¡ A.;.k~ 2 ) • 

es decir, si 

dz 
dy 

y > 

<O • si: 

por lo tanto la función será cecreciente para 

Por último, investiguemos la existencia de puntos de inflexi6n. 

Para ello, es necesario que obtengamos la segunda derivada de z(y) -

respecto de y, así, . 

= 

de este resultado concluimos que el punto crítico obtenido anteriorl 
' 

mente es un máximo para la función. Además, dad? que la segunda deri 
,, 

vada es diferente de cero para todo valor de y,. concluimos que la 

gráfica de la función z = (k1 - k2)lny - >-ksy, no presenta puntos de in 

flexi6n. Con la información' obtenida en los an~lisis anteriores pod~ 

mos ver que la gráfica de la función es una curva suave, la cual apa 

rece en la fig. 2.1 -·- --·- - - ..... - z ·--.... 
·---···-----~--------------------·------·--

. },;., <. 

'-~· ' ... 

. k i - k2 Y_ ... ·· _ _:::::L_~ ' .. ' . :: ,~,:._. ·. 
>.ka 

la funci6n z(y) = (k1 - k.2)lny - Ak3y • 
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De un modo análogo podemos hacer el análisis del comportamiento 

de la derivada de la función z{x) = -14lnx + A.1 3 x +c. La derivada es: 
• • 

dz crx = -
1 .. 

- + >.1 s X 

y·1a derivada se anulará para 

es decir, para 

_1_ .. _ 
>.ls = - x 

x= 

que es el ·mismo valor obtenido para la coordenada x1 del punto de - ' 

equilibrio del sistema (2.2). 

La funci6n z(x) = -14 lnx + .Al3X +e 
. 1 

será creciente para x >-it; 
1 .. 

y decreciente para x < Al 3 • La segunda derivada de esta función re-

sulta ser: 

1 4 

(x)2 >o, 

por lo tanto, el punto crítico obtenido representa un mínimo y la - , 

gráfica de la función no tiene puntos de inflexión, como puede verse 

en la fig. 2.2 
z 

z{x) = -1,.lnx+ A.lsx+ ci 

~ 

1 4 - /-,'--·- . .. ~·. · , >. l 3 / · · 

. Fig. 2.5 La gráfica de la funci6ri :Úx} = -l 4lnx+A1 3 x +e para valores 
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Ahora, usando el m~todo de los cuatro cuadrantes podemos encon

trar gráficamente la familia de curvas dadas por la relaci6n (2.9). 

Coloquemos en el segundo cuadrante la gráfica de la funci6n 

z(y) = (k1 - k2)1nx - :\ksy, y en el cuarto cuadrante la gráfica de 

z(x)=-l .. lnx+'1.l3X+ Ci como se muestra en la fig. 2.3. 

y 

z 

¡Xo 

1 
1 
1 
1 
1 

-----+--------y 
1 o 

1 
1 

X 

z(x) = -1 a.lnx + >.l 3x +e 

Fig. 2.6 Las gráficas de z·= {k1 - k2)1ny- >.ksY y z= (-lnx}l .. +>.l3x+c 

aparecen en el segundo y cuarto cuadrante respectivamente. 

A continuaci6n, localicemos gráficamente todos los puntos (x,y) 

que satisfacen la relaci6n 

z = ( k i - k 2) l ny - ).. k s y = -1 a. 1 nx +·A 1 3 x + O , 

de la siguiente manera: 

Valiéndonos de la recta de pendiente 1 que aparece en el tercer 

cuadrante localicemos el punto (x,y) en el primer cuadrante. A par-

tir de la recta que aparece en el tercer cuadrante tracemos lineas 



t 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1--

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

- 36 -

paralelas a los ejes zx y zy hasta intersectar las gráficas de 

z(y)= (k1-k2)lny-;.k3y y z(x)=-l1ilnx+Al3x+c, para algún e, co-

mo se muestra en la 

z 

z 

1 
1 
1 
1 
1 ----t--------
1 
1 
1 

X 

Fig. 2.7 A partir de la recta a 45° que aparece en el tercer cua-~ 
drante se trazan .re~tas paralelas a los ejes hasta inter
sectar .en el segundo cuadrante la gráfica de z(y)=(k 1 -k 2 }lny 
-Ak 3 y y en el cuarto cuadrante la de z=-1 .. lnx+Al 3 x+c para 
un e fijo. 

A continuación desde los puntos de intersecciqn, tracemos rec
tas paralelas a los ejes zx y zy y_ localicemos el ·punto en e~ cual 
estas nuevas rectas se intersectan. Este punto aparecerá en el primer 
cuadrante (ver figura 2.5) y sus coordenadas (x,y), satisfacen la re 

1aci6n 

z = -li. lnx + Al3 +e= (k1 - k2)lny- AksY para un e fijo. 

Por lo tanto, este punto se localizará sobre una curva soluci6n del 

sistema (2.2). Esta curva soluci6n corresponde a una de todas las -

curvas que podemos obtener al vatiar la constante e de la familia -
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de curvas dada por la relaci6n (2~9). 

Si repetimos este procedimiento se pueden localizar cuantos p'u!!_ 

tos queramos y, para cada e fija, podemos construir una curva cerra• 

da (ver figura (2.6)) .. De esta manera, geométricamente se muestra -

que las trayectorias del sistema (2.2) son 6rbitas cerradas (fig.2.7). 

y 

z 

. 1 
1 
1 
1 

. 
X= 0 

1 • 
1 y= o 

----¡---~--------~-~ 

1 
(xy) l 

1 

z 

Fig. 2.8 desde los puntos de intersecci6n de las rectas paralelas a 
los ejes yz y xz que parten de la recta a 45° localizada 
en el tercer cuadrante con las gráficas de z{x)=-l4lnx+~l3+c 
y z(y) = (k 1 - k2)lny- A.k3y, se trazan nuevas rectas parale
las a los ejes xz y yz. La intersecci6n de estas nuevas rec 
tas marca un punto de coordenadas (x,y) que satisface la ~~ 
laci6n z= -l4lnx~ Al3 +e = (k1 - k2)lny-A.k3y para un e fijo, 
y por ende se encuentra sobre una trayectoria del sistema -

(2.2). 
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x =o 

punto de equilibrio 

. 
y= o 

X 

z = -1 .. 1 nx + A 1 3x + e 

·.~------ -

Al repetir varias veces el procedimiento que apare~e en la 
fig. 2.5 obtenemos para un 'e fijo una curva cerrada que re 

presenta una trayectorja del sistema 2.2 
- -- --.~·----- ··-

. -·- ---- Y x = o 

-.Y= o 

X 

Fig. 2.10 Las trayectorias del sistema 2.2 son 6rbitas cerradas. A -

menudo se les llama elipses de Volterra. 
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El m6todo gráfico usado para determinar la forma de las trayec-

' torias nos permite concluir adern§s que el sentrdo de las mismas es -

contrario a las manecillas del reloj. Es fácil ver que al aumentar -

el valor de z los puntos sobre las trayectorias se moverán en un s~n 

tido inverso al del movimiento de las manecillas de un reloj. Una rna 

nera análitica de concluir este resultado se logra estudiando el com 

portamiento de las derivadas que aparecen en el sistema (2.2). Inve~ 

tiguemos pues en qué regiones se cumplen las siguientes desigualdades:. 

x>O x<O 

y<O 

Investiguemos primero.donde 

como sabernos 

y 

Análogamente; 

x>O y x<O 

(dado que x >O) • 

x <O<=> { k 1 - k 2) x - · >.. k 3 xy <O· 

<=> { k i :- k 2 ) < >.. k 3 y 

k l - kz 
<=>y> Ak3 

y> O <=> >.. l 3 xy - l i+Y > O 

(dado que y> O) 
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.Y<o .. X1 1 xy- l"y<O 
.... ).1 3 x<1 .. 

1 
..,. X < ___:_!t_ 

"1 s 

Con esa informaci6n podemos construir la tabla siguiente: 

. . 
subregi6n X y 

x< 1 lt . y< kl - k2 x>O y<O 
). 1 3 

, 
Aks 

x> 1 !! . .. kl - k2 
x>O y>O 

). 1 9 
, y< Xks 

x> 1 !i . y> kl - k2 x<O y>O 
). 1 3 

, 
Xks 

1 kl - k2 X <O y>O x< 4 . y> 
). 1 3 

, 
A ks 

Tabla 2.1 El co~portamie?to de las derivadas de x y y . 

- . 
Para finalizar nuestro análisis, construyamos la gráfica que aparece 

en la fig. 2.11. Las flechas que aparecen en cada subregi6n indican 

el sentido de las trayectorias de (2.2). 
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y 
x<O x<O 
y<O .Y>q 

71 
' (d) (e) 

- - - - -1 - - - - - - -

~ _) x>O . 
x>O y>O 

.Y<e 

(a) (b) 

Fig. 2.1t El sentido de las trayectorias es opuesto al de las mane
cillas del reloj. 

Es fácil ver que los ejes x,y son también trayectorias para el 

sistema (2.1). Resulta claro además, que no existen ciclos límites y 

que el punto de equili?rio (x 0 ,y0 ) resulta ser un punto de.equilibrio 

estable. 

En vista de esto, el sistema Lotka-Volterra no es estructural-
' 

ment~ estable. Por_ lo tanto, result.a ser inadecuado para la descrip-:_ 

ci6n matemática de los sistemas depredador presa. 

Pero con el enfoque que introducirnos en la primera secci6n de -

este capítulo, el sistema Lotka-Volterra queda descrito como el com 

portamiento parcial del sistema original (2.1). Corno dijimos, de un 

modo análogo podemos hacer ~l análisis del comportamiento de las tra· 

yectorias del sistema (2.1) en las demás ;egiones II, III, IV y V. 
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yectorias del sistema (2.1) en las demás regiones II, III, IV y v. 
Este análisis lo haremos de un modo global en el capitulo siguiente. 

Podemos adelantar que como resultado del análisis de todas las 

regiones obtenemos el siguiente comportamiento 

..•. -~-·-··- . --
y 

F 

' ; ,,, 

X 

•' 

,. 
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C A· P 1 T U L O 3 · • 

3.1 JUSTIFICANDO LA NECESIDAD DE UNA GENERALIZACIÓN. 

Ei modelo Volterra (Lotka y d'Ancona)(1935) y los modelos poste 

riores de biocenosis 1 se basan en hipótesis suficientemente estrechas 

de modo tal que en la práctica se dificulta su aplicaci6n. 

El intento que introducimos en la primera secci6n del Capítulo 

2 y que aqui estud~aremos con más detalle, está basado en el trabajo 

de clasificación de estos modelos propuesto en (4] ·. Esta modalidad 

pretende yuxtaponer en un solo modelo, mejor dicho en un sistema de 

modelos, una serie de diferentes hipótesis con la finalidad de dar a 

dicho modelo una flexibilidad y una diversidad funcional tales que -

la posible aplicabilidad del modelo aumenta. 

En el trabajo de Volterra se estudian las variaciones del nüme

ro de presas x y depredadores y bajo las siguientes hip6tesis: 

l 

' ' 

1) La natalid~d de las presas es p~oporciona1·a su magnitud pr~ 
. . ' 

sente, por lo tanto, podríamos representarla como el nümero·. 

ax, con a un real positivo. 

Z) Por lo que toca al índice de mortalidad de las presas, éste 

se debe parcialme~te a muerte natural siendo esta componente 

proporcional al número de presas y por lo tanto podría repr~ 

sentarse como bx, con b una constan~e positiva. También se -
. 

debe parcialmente a la destrucci6n del número de presas a 

Conjunto de organismos~ animales y vegetales de diferente es~ecie que viven en. 
comunidad, condicionándose mutua.mente y ocupando un territorio definido o bio
topo. Estas comunidades comprenden organismos productores, consumidores, reduc 

ransformadores. 



1 

1 
1 
1 
1 

• • 

- 44 -

causa de la acci6n del depredador. Esta destrucción puede su 

ponerse proporcional al núme.ro. de encuentros entre las pre-

sas y los depredadores. Por consiguiente, esta segunda comp~ 

nente para el indice de mortalidad la podemos expresar como 

el número ~xy con ~ constante positiva. 

3) La natalidad del depredador es proporcional a la cantidad del 

alimento dispónible que logra conseguir, por lo tanto, podría 

representarse como µxy con µ un real positivo. 

4) Por último, la mortalidad del depredador es proporcional a -

su número y podriamos estimarlo. como J~y. 

Tomando en consideración las hipótesis anteriores se puede escri 

bir el modelo de Volterra como el sistema 

. 
X = ax - flXY 

{3.1) . 
y = µ.xy - ay e donde a = a - b) . 

Para dar sentido al planteamiento del sistema 3.1 se requiere·

que x y y, como ya hemos dicho,. seán elementos del conjunto de lo-~t. -. 

números reales. Sin embargo (véase nota al pie de la pág,..:-4 3) el ·núme • 

ro de miembros de una poblaci6n se expresa en números enteros. Lue

go entonces x y y podrían interpretarse como la biomasa de la pobla 

ción, o de otro modo, como magnitudes ideales que debido al sistema 

(3.1) forman trayectorias continuas que pasan a través de los puntos 

discr~to~ que corre~ponden al proceso real. 

Sin embargo, la validez del modelo no pued'e aceptarse de modo -

general. Para valores de x suficientemente grandes, es decir, cuando 
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el número de presas es muy grande y el número de depredadores y, ade

c~adamente pequefio, las predicciones del sistema (3.1) no correspon-

den a la cantidad de presas devoradas por el depredador, dado que el 

apetito del depredador es limitado. De ahí la necesidad de modificar 

las hip6tesis que sustentan al modelo, a fin de establecer una gener~ 

lizaci6n del mismo. · 

Como hemos visto en el capítulo anterior, las soluciones del sis 

tema (3.1) forman ciclos cerrados, acotados en el primer cuadrante. 

Ciclos estables, pero no asint6ticamente estables como vimos anterior 

mente el punto de coordenadas (x 0 ,y0 ) donde 

Xo = a n' = ..JL yo µ (v~ase página 27 ) • 

. 
es un punto de equilibrio que corresponde al ciclo ".cero" del sistema 

(3.1). 

En este contexto resulta más natural la introducci6n del modelo 

' (3.2) 

-
X= k1P1 - k2P2 - k3P3 

Y =lsPs - l1tP1t 

donde P1 representa la intensidad del proceso 
de nacimiento de presas, P2 la intensidad de~ 
proceso de muerte de presas, P3 la.intensidad 
del proceso de nacimiento de depredadores y -

P1t la intensidad del proceso de muerte de los 
depredadores 

P1 = min { x,E} 

P2 = X 

P s = mi n { y, >. xy, F} 

p~ = y 

..... 

,•; 

. ., 

k1, k2, ka ,l3 ,l4 ,>.. constantes, E y F factores exterio·· 
res. 
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Observemos que en el modelo representado por (3.2) podernos esco

ger a P1 de dos maneras diferentes, más exactamente la intensidad del 

proceso de nacimiento de presas P1 queda limitado o bien por el núme

ro de presas, o bien por cierto factor exterior E y P3 queda limitado 

o bien por el númer.o de depredadores y, o bien por la cantidad de ali 

mento (Axy), o bien por algún factor exterior F semejante a E. 

Esto nos permite localizar seis regiones diferentes y en cada -

una de ellas tendrá validez un caso particular del modelo determina-

do por una única combinaci6n de los dos procesos P1 y P3 • Denotemos 

mediante K1, K2, Xs, X4, Xs, ;JC6., a las seis regiones posibles; en ton . 

ces para cada regi6n ;JCi con i = 1, 2, ... 6 quedará determinado un sis te 

ma particular de ecuaciones diferenciales, a.saber: 

X1:P1=x, P3=y; 

'3f2_: P1 = x, P3 = A.xy 

'Jfs:P1=X, P3=f; 

(3.3) 

. 
' 

;JC s: P1 = E, P3 =A. xy 

X6: P1 =E, P3 = F 

l 

XI¡ = k 1 E - k 2 X -. k 3 y 

y1¡ = (.t3 - ,f.1¡ }y 

x s = k 1 E - k 2 x - k 3 A. xy 

Ys = l3A.Xy - l1¡y 
•. 

; 
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3.2 ESTUDIO DETALLADO DEL MODELO GENERALIZADO, 

Como ya dijimos en el Capitulo 2, nos restringiremos a conside

rar íinicamente x >O y y ;;i. O. Entonces el primer cuadrante del plano 

(x,y) quedará dividido en regiones, y cada una de ellas admitirá so

lo determinados pares ordenados (x,y). En lo sucesivo nos referire-

mos a cada par ordenado (x,y)' como a un estado del sistema. 

La pertenenc~a o no de un estado del sistema, o sea {x,y) a una 

región ;J(i, i = 1,2, ... 6 se infiere de la veracidad o no de la conjun 

ci6n de cuatro predicados A1,A2,A3 y A4 (o de su negación): 

Ai - (x <E) 

A2 - {y< F) 
(3~4) 

(y<J.xy) . {-f-<x) As -

Ai+ - (A.xy < F} 

·Para las regiones Jt1,X2, ••. ,Xs se cumplen las siguientes conjun-

ciories de los predicados sefialados en (3.4) 

(3.5) 

Ai AA2AAs=l 

Ai A A.s A A4 = 1 

A1 A A2 A A4 = 1 

AiAA2AA3=l 

A1 A As A A4 = 1 

A1 A A2 A A .. = 1 • 

·, 
Donde el valor 1 corresponde a la veracidad de la proposición y\ 

O a su falsedad. 
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La conjunción A1A As para X1 conlleva a que 

( 3. Sa) ·+ ~ x <E .. >.E> 1 • E > t 
·La conjunción A1 y As para Xs significa que: 

(3.Sb) 
·1 1 >x>E .. :>..E<l• E< -:>.. :>.. 

Dado que>. y E son constantes, entonces es evidente'de (3.Sa) 

que las regiones 'JC 1 y J!.s en el modelo· (3.2) no pueden aparecer si

multaneamente. Esto significa que una vez especificados los valores 

numéricos de los parámetros el modelo puede ser de uno de los dos ti 

pos siguientes: 

TI PO M1, donde· se. cumple la relaci6n (3. Sa). Aqui aparecerá ·1a 
región JC 1 pero estará ausente la región 'JC 5• 

TIPO M2 , donde se cumple la relaci6n (3.Sb). En este caso se -
. tendrá la región 'JC s pero no aparecerá la región Jf1 • 

Ambos tipos de modelos poseen S de las 6 regiones posibles. 

El caso >.E= 1 de hecho no aparece en los inodelos (forma por asi 

decirlo un conjunto de rned ida cero) =·pues ambas regiones JC1 y 'JC5 de gene- -

ran en una sola línea, frontera entre las regiunes 'JC2 y 'JC4. Por lo 

tanto aquí y en lo sucesivo las desigualdades :>..E>l y :>..E<l serán es. 

trictas . Esto puede ilustrarse en las siguientes figuras: 

y 

;re3 'Ms 
F 

_ _.-,··--

X2 \ ~c1 x .. 
,. . .. -'i E X 



• 
,,-;, .. ' 

• 
. - 49 .. 

y 

E X 

Observemos que la región X2 corresponde al modelo de Volterra -

de acuerdo con la descripción 

. 
X 2 = ( k 1 - k 2 ) X - k 3 A xy 

Y2 = .e3AXY - l,.y 

que junto con las demás regipnes, aparecen en (3.3). 

donde 

Es p~r esto que se afirmaba que el modelo (3.2): 

{ ~ = 
y = 

k1P1- k2P2 - k3P3 

!3 p 3 - .e4 p l¡ 

P1=min{x,E} 

p ~ = mi n { y' AXY' F } 

P1¡ =y 

,. 

k1, k2, k3 ,..e.3, .f..,A. constantes y E y Ffactores exteriores 

es una amplia¿i6n o generalización del modelo (3.1)- de Volterra: 

: .··:· 



so 

. 
X = ax - flXY 

{ 3. 1) 
y = µxy - ay 

• 
parte de cuyo estudio lo realizamos en detalle (lo que ocurria en I) 

del Capitulo 2 • 
.. -~ ·~~--------

PUNTOS DE EQUILIBRIO ". _ __.¡ ___ _ 

Las regiones 'JC1,'JC2,'JC4,'JCs tienen por una de sus fronteras a seg 

mentos de los ejes de coorden~das. De los sistemas de ecuaciones pa

ra las dist1ntas regiones que aparecen en (3.3) obtenemos directamen 

1 te que para x = O en la región x. y para y = O en las regiones :1(1 ,X,, 

X1t,Xs se tiene que la derivad~ de la coordenada respectiva es igual 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

a cero. Por lo tanto las trayectorias del sistema 

k1P1 - k2P2 - kaPs 

.f..3 P3 - .t .. P .. , 

. 
(donde P

1
,P

2
,Pa,P1t están dados co·mo ya sabemos por (3.2)) con puntos 

en el primer cuadrante (x ~O, y> O) y solo tales trayectorias nos in 

teresan, nunca abandonan el primer cuadrante_.· 

Las regiones :JC2 ,¡es ,JCs ,'JC6, tienen puntos de equilibrio que no es·. 

tán en los ejes coordenados. Las coordenadas de tales puntos pueden 

obtenerse para cada regi6n haciendo Xi= O, Yi =O, para i = 2,3,5,6 .. ···~;, 

(el índice señala la regi6n) es deci! 

{~2 = ( k1 - k.lx - k,Ax,y,.= O ' 

Y2 = l.3AX~Y2 - .f.4Y2 =O 

{~ s = ( k i - k 2 ) X3 - k s F.· = O 

y s = l3 F - .t .. y 3 = O 
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= kiE - kzXs - ks:>..·xsYs 

=ls.XXsYs - li+Ys 

{
x.6 = 

;JC6: • 
kiE- kzXs - k,F =O 

lsF - .e,.y 6 = O Ys = 

resolviendo obtenernos para cada regi6nlos siguientes puntos de equi
librio: 

j( 2 . X20 
li. 

y 20 = 
k l - ki . =~, ). k 3 

j( 3 . X30 = 
k~F 

Y3o = 
k~ F . 

k l - k2 .e .. (3.6) 

'JC 5 X so = .e .. 
y 50 = k1 L\ka - k:/1t 

xl3 :\ k3 l1t 

'JC 6 X 60 = 
k1 E - k3 F 

y 60 = 
~F 

kz 
, l .. 

Cada uno de estos puntos puede pertenecer o no a su región. Esto · 

depende de los valores de los parámetros del sistema (3.2) .. 

CLASIFICACION DE TRAYECTORIAS 

En el modelo (3.2) se tienen 8 parámetros numéricos que represen 

taremos a través del vector A= {k1,k2,k3,l3,l1+,X, E, F}. En el espa 

.cio de tales parámetros se tendrá que A ~s un vector de componentes -

positivas y esto lo podernos denotar como A~ O. En términos de las com 

ponentes de A, las trayectorias tornan diversas formas. 

Queda aún sin resolver, el problema de la clasificaci6n de los 

tipos de trayectorias de los modelos lo cual resulta fundamental des 

de el punto de vista de. las posibles aplicaciones. 

Aquí será dada una clasificación [4] que al parecer del autor -

Polyetayev es la más natural. Es evidente que la clasificaci6n mencio 

nada puede realizarse de maneras distintas según diferentes criterios. 
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Como base de la clasificación dada en (4] se postulan los crite 

rios o predicados siguientes: 

1) La presencia de trayectorias que intersecten la frontera en

tre las regiones vecinas se denotará mediante el predicado 82 • En ca 

so de que BQ = 1 se tendrá presencia y si B.e = 1, entonces habrá ausen 

cia de trayectoria que intersecte la frontera entre las regiones ve-

cinas Xt yJCj donde t,j = 1,2, ... ,6. Entonces B2=BJ<tXj indicará la 

existencia o no, de una trayectoria que intersecte las regiones veci 

nas JCt y JCj en la dirección de la primera a la segunda. Es evidente 

que ante la existencia de seis fronteras tendremos un· total de 12 -

predicados B2, es decir, f. = 1, 2, 3, ... , 12. 

2) Mediante los valores del predicado ílk, investigaremos la per 

tenencia de los puntos {xko , Yko) a las regiones X2, JC3, Jfs y Jf&. Si el 

punto {xko ,yko) pertenece a una región entonces ílk = 1, si pertenece 

en cambio a una región vecina entonces ílk =1; de este modo, habrá -

tres criterios para los modelos del tipo M1 pues estos sólo pueden -

tener a las regiones JCi, Jfa, JC3, JC1t, Jfs de las cuales solo X2, JC3, JC5 gene 

ran puntos de equilibrio que pueden pertenecer o n~, a las mismas. 

Además tendremos cuatro criterios para los modelos del tipo M2 que 

involucran a las regiones X2,Jf3,Jfs,JCs que generan puntos de equili--

hrio que pueden pertenecer o no a las mismas. 

Cada uno de los predicados B2 y ílk se escriben en forma de desi 

gualdad, respecto de los parámetros del modelo. 

Construyamos las clases de modelos: 

k,sE {1,2, ... ,N} 
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de modo tal que para todos los modelos pertenecientes a una clase se 

cumplan invariablemente unos mismos predicados {Bf ,ílk}· Los modelos 

Mks que pertenecen a una misma clase Ms se diferencian unos de otros 

en los valores de las componentes del Vector A, no obstante que los 

modelos de, una misma clase tienen por vectores A, a aquellos cuyos 

valores pertenecen a cierta regi6n común del espacio de parámetros 

{A}seRi. 

Finalmente, si los predicados B~ y ílk fueran mutuamente indepen 

dientes, entonces el número N de clases de modelos se pueden calcu-

lar fácilmente y serían N = 2v, donde v es el número de predicados. 

En particular V1 = 15 para los modelos del tipo Mi y v 2 = 16 para los 

del tipo M2 • Pero corno realmente los predicados no son independientes, 

entonces el calculo del número de clases de modelos se complica. 

Las desigualdades correspondientes a los predicados B2 quedan -

determinadas por el signo del producto escalar Nu de la normal a la 

frontera entre las regiones JC1 y X2 (tomando en cuenta la dirección -

de la normal de X1 a ~z) y el vector tangente T a la trayectoria en -

el punto de intersecci6n de las fronteras: Bx 'Jf ·= ( T . Nu ) 
.1 2 

Los predicados ílk·corresponden a grupos de desigualdades, que se· 

obtienen de las condiciones de ubicación del punto de equilibrio 

(Xko,Yko) en las fronteras de las regiones :ffk. 

Al escribir todos los predicados en forma explícita (en forma de 

desigualdades respecto de las componentes del vector A) muchas de las 

desigualdades se repiten en las expresiones de los diferentes predica 

dos. Debido a esto introduciremos el conjunto auxiliar de predicados 

{Cr} para los tipo M1, y {Dr} para los M2, a través de los cuales se 
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puede expresar lo que nos interesa de las propiedades de las clases 

<le modelos, o sea, de los predicados BQ y ílk· A continuación enumera 

remos los Cr y Dr: 

Modelos tipo Mi; bloque auxiliar {Cr): 

{3.7) 

Modelos tipo 

823 

813 

812 

B11t 

8s6 

81t6 

Co= {) .. E>l); 

C1 = (k1 >k2.); 

c2.= (k1 >k2 + k3 F/E); 

C3= (k1 >k2 + k3 XF); 

c .. = (k1 > k2 + k3 XF b3/b1t); 

Cs=(k1+ls>k2+t .. +'.X.ksF); 

c6= {ts>t .. ) 

M1; predicados básicos {8Q,ílk): 

- Cs 
832 - 1 

- c6 831 - c6 

- C3 821 - C1 

- C1 
Bi. i - C2 

- C2 B6s - C2 

- CG 
851¡ - c6 

-
n2=C1AC1¡AC6, ns=C1AC3AC1t ' 

íl6 C2 A CG . 
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Modelos tipo M2; bloque auxiliar de predicados {Dr}: 

(3.8) 

Do - (AE<l) 

01 - ( kt > k2) 

O 2 - ( k1 > k2 + k3 F /E) 

03 - ( k1 > k2/l.E) 

O.. - ( k1 > k2 + k3 A F + .f.3 /.e. .. ) 

Os - ( k1 > k2 /A. E + k3 F / E ) 

O 6 - ( k 1 > k2 R.1+ /A E l3 ) 

D1 - (k1·->ks F(l + ).l3 )/E) 

De - (k1 +).El3>k2 +l .. +ksF/E) 

09 - (k1;\E + l3 > k2 + l4 + k.3Af) 

o 10 = ( .e. 3 > .e. 4 ) 

Du = (.f.3 >.t4/AE) 

O 22 = ( k i > k 2 l 4 / >. El 3 + k s F / E ) 

Modelos tipo M2; predicados básicos (8Q,ílk) 

' 

··.· .3-·· 

823 = De , (siempre se cumple) 

8ss = De V 09, B6s = O e V 09 

836 = D2 , 

846 = Dio ' 
(3.9) 

82s = D1 , 

845 = Ds , 
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Los modelos tipo M2 resultan ser más polifac~ticos respecto 

del número de criterios auxiliares (12 criterios Dr) que los modelos 

tipo M
1 

(6 criterios Cr). Más adelante, comprobaremos que M2 es tam

bi~n más numeroso en cuanto a la cantidad de clases de modelos. 

Mostraremos en un ejemplo el método para la definici6n de las -

desigualdades (3.7) y (3.8), que corresponden a los predicados Cr, -

Dr, (8
2

,ok). Establezcamos las condiciones de existencia de la tra-

yectoria que pasa la frontera de la regi6n X2 rumbo a la regi6n X,. 

(3.9), (3.8). 

Para la regi6n X2 se cumplen los predicados que aparecen en -

(3. S) A
1 

A A3 A A .. y para X3 : A1 A A2 A A,. • Para la frontera de las re 

giones (los predicados A,., A,.) resulta ser la curva dada por >..xy = f • 

La normal a esta frontera (dirigida de X2 a X,) queda dada por el --

vector no normalizado 

La tangente a la trayectoria del modelo en X2 queda dada por el vec

tor · T l = (x
2 

, y
2
), el cual debido a la condición >..xy = F (en el punto 

de intersección d'e la frontera) es igual al vector tangente en X3 , -

est~ es, T
3 

= (x,, y,)= T2 = T . Entonces la condici6n impuesta a la -

trayectoria de X2 a Je, se escribe corno ( N23 , T) >O . Transcribien

do las expresiones corresvondientes obtenernos: 

. (a) 

que deberá cumplirse bajo la hip6tesis de que 

o<x<min {! , E} . , 
' 
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esta es la condici6n para que x pertenezca a las regiones Jf2 y JC3 , -

precisamente en su frontera. 

De la forma en que est~ dada la condici6n (a):( N23 , T )· > O, pode

rnos concluir que la parte izquierda de la de~igualdad es rnon6tona ere 

ciente al crecer x. Por lo tanto para que exista al menos una trayec

toria de X2 a Jf3, se necesita tomar en (a) el valor máximo de x, que 

para M1 es igual a 1/A y para M2 ~s E. 

1 Haciendo en (a) x = -r- obtenernos para los modelo~ tipo M1 : 

o sea 

823 = ( N23, T) = 
(kl - k2 - .t\) 

!. + 

(3. 7) 
823 = (k1 +l.3>k2 +l.1+ + A.k3F) = Cs 

y haciendo en (a) x = E obtenemos 823 para los modelos tipo· M2 en la -

forma 
(3.8) 

823 - (k1 +·A.E.l.3 > k2 + !4 + k3F/E) =· De 

Estas serían pues ~as cóndiciones que se impo~drian a las trayec 

toria.s que van de la región X2 a la JC3. 

La·condición íl2, por ejemplo se obtiene para los modelos tipo M1 , 

si consideramos que el punto de equilibrio (X20_,y20) de (3.6) se en

cuentra a la izquierda de la frontera derecha de la región Jf2, o sea: 

arriba del eje horizontal, es decir: 

(Y20 >O)= (k1>k2)=C1 

y abajo de la frontera AXY =. F : 
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finalmente tendremos que íl2 = C1 A C1t A C6. 

Los predicados restantes se obtienen en forma análoga. 

EJEMPLOS ESPECIFICO$ 
y 

X 

F i g. 3. 4 Ejemplo 1 • Trayectoria de 1 modelo tipo Mi para k i = 3, 

k 2 = 1, kg = 1, .i.3=1, .ltt = 1.5, ).= 0.1, E= 20, F= 10. 

y 

F i g . 3 • 5 E j em p 1 o 2 . T raye et o r i as de · m o de 1 o s t i p o M i , par a k 2 = 3 , 

·k 2 = 1, kg = 0.5, l 3 = 2, .e. ... = 1, A.= 0.1, E= 20, F= 10 . 
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y 

X 

Fig. 3.6 Ejemplo 3. Trayectorias de modelos tipo M1 para k1 ~ 2, 
k2=1, kg=l.2, lr.+=0:8, ).=2, E=l, F=lO. 

y 

Fi g. 3. 7 Ejemplo 4. Trayectorias de modelos tipo M1 para k1 = 2, 

k 
2 

= 1 , k 3 = O ~ 8 , l 3 = 2 , l r.+ ·= 1 , A. = O • 1 , E = 2 O , F = 1 O • 
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\ 

1 X 

1 Fi g, 3. 8 Ejemplo 5. Trayectorias de modelos tipo M1 , para k 1 = 3, 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

k2 =1, k 3 =2, la=2, l. 4 =1, A=0.1, E=20, F=lO. 

y 

' . 

X 

Fig. 3.9 Ejemplo 6. Trayectorias de .modelos tipo M2, k1=l.5, k2 = 2, 

k 3 =2.5, f.3=2, l1t=3, A.=0.05, E=lO, F=lO .•. 
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y 

F i g. 3. 1 O Ejemplo 7. Trayectorias de modelos tipo r;h para k 1 = 2, 

k2= 1, ka= 0.3, l3= 3, i.4= 1, ).= 0.05, E= 10, F= 10. 

y 

Fig. 3.11 Ejemplo 8. Trayectorias de modelo tipo M2 para k1 = 3, 

k 2 = 1, k 3 = 1. 5, l3 = 3, E = 1 O, F = 1 O . 

X 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

··,7<· :.,~. '.;.: .. " -.:·:·.::·~'.,·.;;,c.\·/;·}tF~ 
... : : . ~¡'··~.:·('•. f'·: 

- 62 -

y 

¡-

X 

Fig. 3.12 Ejemplo 9. Trayectorias de modelos tipo M2 para k1 =1.5, 

k2=0.5, k3=4, la=2~ l1t=l.5, A=0.05, E=lO, F=lO. 

DESCRIPCION DE LAS TRAYECTORIAS DE LOS EJEMPLOS ESPECIFICO$, 

En las figuras 3.4-3.12 se ilustran trayectorias para c~ertos 

modelos. Los valores de los parámetros:se señalan en los encaoeza-

dos de cada figura. 

Los modelos cuyas trayectori~s aparecen en las figuras 3.4-3.8 

pertenecen al tipo M1. La biocenosis representada por el modelo da 

la figura 3.4 es de "extinción" el número de depredadores disminu-

ye con el tiempo. No existen puntos estables que no pertenez~an a 

los ejes coordenados (distribuidos fuera de"sus"regiones). · 

Las figuras 3.5-3.9 representan modelos de biocenosis .. de "no 

extinción". En la figura 3.5 se tiene un punto (solución) estable 

en la región U6 , al cual se aproximan asintóticamente todas las -

1 trayectorias; en este modelo los ciclos no aparecen. Por el contra 
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ria, en la figura 3.6 todas las trayectorias son cíclic~s, en la re

gión X2 se tiene un punto de equilibrio y ciclos tipo Volterra, una 

parte de los cuales son interrumpidos por las fronteras de Jf2 ., no obs 

tante que se cierran dichos ciclos fuera de esta regi6n, de nuevo en 

tran a la misma región X2 (no forzosamente conectando con la misma 

curva!). 

En las figuras 3.7, 3.8 se presentan las trayectorias de dos di

ferentes modelos de una misma clase. En ambas se tienen tres puntos -

de equilibrio y coinciden las direcciones de las trayectorias al ínter 

sectar las fronteras. Sin embargo, las formas de las trayectorias y la 

disposición de los puntos de equlibrio son diferentes. En particular, 

se cierran diferente los ciclos de Volterra fuera de la región .:K'2 ; 

mientras que en la figura 3.7 las trayectorias de ciclos de Volterra, 

interrumpidas por las fronteras y continuadas por trayectorias de 'JC3 , 

llegan de nuevo a 'JC2 a conectarse con la misma trayectoria, en la fi

gura 3.8 esto no ocurre y dichas trayectorias ~legan a conectarse con 

otro ciclo exterior respecto del original. De este modelo las trayec

torias de la figura 3.8 forman espirales que se desenvuelven con un -

número finito de vueltas y terminan con una rama que tiende al punto 

de equilibrio estable en la región Xs. 

Son posibles algunos modelos con trayectorias que forman espira 

les envolventes con infinitas vueltas, que tienden al ciclo de Volte 

rra desde el exterior y son tangentes a las fronteras de la región -

X2 y 'JC3 • Este ciclo resulta ser estable dentro de la región X2 y asi~ 

tóticamente estables para las trayectorias que salen de los límites 

de la región X2 • Bajo estas condiciones los ciclos que pertenecen to 
\ 

talmente a Jf2 permanecen como ciclos de Volterra. 
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Los modelos cuyas trayectorias aparecen en las figuras 3.9-3.12 

pertenecen al tipo M2. La biocenosis representada por el modelo de la 

figura 3.9 es de "extinci6n" para las dos poblaciones. Las figuras -

3.10-3.12, representan biocenosis de "no.extinción". En la figura --

3.11 aparecen tres puntos de equilibrio en X2, Jf3, JC6• En la figura -

3.10 aparece uno solo en la región Xs. Además, en esta misma figura 

3.10 todos los "ciclos de Volterra" son no cerrados y todas lastra

yectorias salen a un punto estable. En la figura 3.11 parte de los ci 

clos se cierran en el interior de X2, o bien en X2 y JC3. El modelo re 

presentado en la figura 3.12, tiene un único punto estable en X5 • Ob

servemos como la existencia de puntos de equilibrio en X2 y JC5 en los 

modelos tipo M2 es alternativa. En otras palabras, la existencia de -

puntos de equilibrio en ambas regiones a la vez es imposible, lo cual 

es consecuencia del tipo de condiciones de existencia para este tipo 

de puntos: íl2 y íls de (3.9). 

Las trayectorias de la figura 3.12 tienden a un punto de equili 

brio con espirales envolventes (oscilaciones amortiguadas). 

Las ilustraciones de las figuras 3.4-3.12, no agotan todas las 

posibles clases de modelos. El conjunto de clases de modelos como se·. 

desprende de las estimaciones de su número hechas arriba es muy gran

de, incluso para el modelo primitivo que se analizó. 

3.3 ALGUNAS CONSIDERACIONES ADICIONALES. 

La generalización del modelo de Volterra dada en (3.2) puede ser 

modificada de tal modo que podamos escribirla como: 
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(3.10) . 
Y .. SysPa"."' l3y1tP1t 

donde las "betas" axi son coeficientes positivos y cada Pj, como ya 

hemos dicho desde el capitulo 2, son variables que caracterizan la -

intensidad de los distintos procesos que intervienen generando cam-

bios en el número de pobladores y que las hemos definido como: 

P1 Representa la intensidad del proceso que genera el ntlrnero 
de nacimientos en la poblaci6n de presas. 

Denota la intensidad del proceso que causa el número de -
muertes naturales en la poblaci6n de presas. 

P3 Simboliza la intensidad del proceso que determina el núme
ro de presas devorad~s por el depredador. 

P.. Señala la intensidad del proceso que provoca el número de 

muertes naturales en la población depr~da,doi::~ ~----
-~-·.·-,.,,---

'--... --·-· 
Consideraremos adicionalmente que los procesos mencionados, cu-

yo número podrfamos aumentar, transcurren en promedio, respecto del 

tiempo, como ocurre el proceso de una reacci6n química. Cada proceso 

utiliza ciertas componentes de entrada y produce otras de salida. B~ 

jo estas condiciones, si la intensidad· del j-ésimo proceso, es decir, 

Pj, es constante, entonces en promedio y por unidad de tiempo, dicho 

proceso utiliza y produce estrictamente determinada cantidad de cada 

componente. Además, en el transcurso del proceso intervienen pero no 

son consumidas (utilizadas) las componentes básicas (por ejemplo, la 

biomasa, el territorio, etc.) con un papel parecido al de los cata1i 

zadores en una reacci6n química. Las unidades de medida de las inten, 

sidades de los procesos dados por Pj pueden escogerse arbitrariamen~ 
' '"'. ~ - ~'," 
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te. Una vez escogidas las unidades de los Pj se fijan las constantes 

ªij (iE {1,2, ... ,n} el número de las componentes y jE {1,2, ... ,m} el 

número del proceso) que expresan la cantidad de la componente 1 utili 

zada por el proceso j en una unidad de tiempo y correspondientemente 

también se fijan las constantes Sij que entran en el sistema (3.10). 

Entonces ante la existencia al tiempo t de flujos de las componentes 

de entrada (o de las componentes básicas) en cantidades wij' cada una 

de las cuales aseguraría una intensidad Pj de dimensión ~ unidades. 
ªij 

Bajo la condici6n adicional de que el resto de las componentes de en-

trada y básicas aseguran una intensidad no menor, entonces, según el 

principio de Liebig* la intensidad real Pj al tiempo t es igual a 

(3.11) 

·----··-·· 
Las magnitudes de los flujos y de las componentes básicas wij 

son funciones del estado del sistema (x(t),y{t}). También las inten-

sidades p~ son funciones del estado del sistema. Las expresiones 

qu~ entran bajo el signo de mínimo en. (3.3) y que para un ----Wij 

Cl:i_j 
cierto estado del sistema (x(t),y(t}) alcanzan dicho mínimo, se lla~ 

--
man"factores limitantes"de los procesos de índice j en el momento t. 

La ecuaci6n (3.11) es la representación formal del principio de 

los factores limitantes de Liebig. Los sistemas cuyo comportamiento 

se rige por el principio de Liebig son conocidos como "L-sistemas" 

como habíamos·mencionado ya en el capítulo anterior. 

Es "Ila tural que a lo largo del tiempo y al variar--x- y ·-y·~-- es deCG~-·

al varia~ el estado del sistema (3.10) los factores limitantes·pue·-

* Véase nota al pie de la pagina 20 • 
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den variar. El conjunto de estados del sistema {(x,y)} tales que para 

todos los Pj no varían los factore~ limitantes (o sea que, para cada 

j el mínimo se alcanza para un mismo i = ij) se llama ~egi6n del ~i~te 

ma*. A cada región e asociaremos los índices Xk. En la frontera de dos 

regiones, al menos para uno de los procesos j se cambia un factor li

mitante. Esto significa en particular que en todo punto de la frontera 
W·. 

de las regiones X1 y X2 los valores de las expresiones (~)x1 y ---
1.J . 

(~)"ll' bajo el signo de mínimo en (3.11) que a su vez son factores 
a 2 j cl\.2 

limitantes para j en las regiones X1 y X2, resultan ser iguales. De -
. 

esto se sigue que x y y en (3.10) no admiten discontinuidades en las 

fronteras entre regiones y las trayectorias del sistema,por lo tanto, 

no tienen discontinuidades. Las curvas integrales del sistema (3.10) 

al intersectar algunas de las fronteras de las regiones permanecen li 

sas. 

1-----------·· 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Teniendo en cuenta todas las observaciones anteriores, reconsi-

deremos el sistema 

{; 
= $ Xl p 1 - ex2 p 2 - Sxs Ps 

(3.10) 
= a '.9'3 P 3 - l3y1¡P 1t 

y hagamos las PJ iguales a: 

.... 

* F.n las páginas 24 y 26 caracterizamos a las· regiones desde el punto de vista -
¡_,;cométrico. 

' 
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p 1 = m1n { 
X E } ~-1 

.. 
ªE 

P2 = _.!_ 

(3.12) 
ax2 

p, = min { 
y_ "xy_ F } ay1 • ª>. • ay 

P1t = ~/ay • 

donde E y F son constantes positivas y ax1, ªE• ax2, ay1 , aA, ªF y -

ay, constantes que permiten obtener las unidades de cada pj • 

Las igualdades expresadas en (3.12) como ya se ha visto signifi 

can lo siguiente: 

1) La intensidad del proceso de nacimiento de presas P1 , queda 

limitada por la biomasa x de los individuos de la especie, o bien me 

diante cierta magnitud E que puede darse como funci6n del tiempo y -

la posición (estado) del sistema (en (3.12) se ha considerado cons-

tante). E es un factor externo respecto de la pobl~ci6n y es necesa

rio para el desarrollo de la misma (por ejemplo, la cantidad de ali

mento por u~idad de tiempo, el flujo de luz para las plantas, etc.). 

El factor exterior tambi~n, no necesariamente es único. Pueden apar~ -

cer bajo el signo de mínimo varios factores. En (3.12) para P1 solo 

hemos incluido un solo factor constante como el minimun minimorum -

del medio eco16gico. 

2) A la intensidad del proceso de nacimientos del depredador P,, 

puede asociársele como factor limitante el número de depredadores 

y{t) de dicha poblaci6n, o bien el alimento debido a las presas dev~ 

radas por los depredadores (cuya magnitud es proporcional al "número 
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de contactos" entre el depredador y la presa ~·xy, como en el caso -

de Volterra), o bien queda limitado mediante algún otro factor exte

rior F (semejante a E de P1). 

3) Los procesos de muerte natural de las presas y de los depre

dadores que poseen intensidades P2 y P .. respectivamente, quedan de-

terminados mediante el número de miembros de la poblaci6n y por lo -

tanto el signo de mínimo puede omitirse. 

. Son posibles otras variantes para las expresiones de Pj, dife-

rentes de las planteadas en (3.12). Tales expresiones deben quedar -

definidas por las hipótesis fundamentales que se piden al modelo. 

Por ejemplo, si consideramos a· una cierta planta como la presa, y co 

mo factor limitante exterior aparece el flujo luminoso, entonces en 

P1 el factor limitante E debería aparecer como E0 • S donde E0 es la 

luminosidad promedio y S la suma de la superficie de las plantas que 

absorven luz. En una primera aproximaci6n puede ~roponerse S = crx 
2
/ 3 -

donde x es la biomasa y cr una cierta constante. 

Como complemento de (3.12) hay que dar además las constantes -

que definen lás magnitudes de los flujos de salida de cada proceso -

por unidad de intensidad.-Para P1, es el inc~~m~nt~ de x por unidad 
. . 

de tiempo y por unidad de intensidad en una magnitud positiva e~l; 

para P2 será el decremento de x (mortalidad) -Bx2 <O , para P .. lo - -

mismo respecto de y, esto es (-By1i·) <O, y finalmente para P3 tendre

mos dos flujos de salida: el incremento negativo de x, {-Bx 3 ) <O y -

el incremento positivo de y, Bys >O. El valor de los flujos de sali

da es proporcional a la intensidad del proceso BijPj . 
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Se puede resumir en el siguiente diagrama el funcionamiento del 

modelo. 

'Axy 

Donde los círcul?s denotan las componentes reales ("recursos"), las 

flechas representan los flujos, los triángulos es donde se forman -

las funciones del estado del sistema, que potencialmente pueden lle-

gar a ser factores limitantes. 

El sistema de ecuaciones diferenciales (3.2) con la condici6n 

inicial (x·0 ,y0 ) en el tiempo t =O, tiene una única solución (x(t),y(t)). 

Para obtener una tal soluci6n particular hay que substituir la condi 

ci6n inicial en lai expresiones: . 

. { x P1 = m1n -a- , 
:;Kl 

_E } 
ªE 

P2 
X = a X2 

(3.12) 

{ y_ ). 'xy_ :F } Ps = min ' t 
ay1 ª" 

p~ = ~ ay 

~ ~ ·~- - -·, 



71 

Después, los resultados de los Pi se sustituyen en el sistema origi

nal. 

. 
(3.10) 

X = a Xl p l - Bx2 p 2 - a x'sP 3 

y = B'.yaPa- Sy1t Pi., 

De este modo, el sistema anterior se transforma en un sistema normal 

y aut6nomo de ecuaciones diferenciales, es decir en un sistema de 

ecuaciones diferenciales que no contiene explícitamente al tiempo en 

su parte derecha. La forma particular de dicho sistema dependerá de 

la regi6n ;J('k donde esté localizado el valor inicial (x 0 ,y0 ). El sis

tema normal de ecuaciones que se obtenga de esa manera, deberá ser -

integrado obteniéndose de ello que las trayectorias terminan (si la 

trayectoria intersecta la frontera de la regi6n) en el punto de 1n

tersecci6n (x(t1), y(t1)) con 1~ frontera el cual lo sefialamos me

diante el instante t1. En ti, el punto (x1,Y1) al menos para alguno 

de los procesos PJ cambia de factor limitante. Este nuevo factor li

mitante p~ede determinarse al substituir los valores x(t 1 + e:),y{t 1 +e:), 

con e:< O en las expresiones: 

P1 = min { 

P2 
X = 

ªx2 
(3.12) 

Pa min { = 

P1t = _y_ 
ay 

X .E --
°'xi ªE 

y ·•·xy 
CXy1 ' ª). 

-

} 

F 
' ªF }. 

-~ 

·' . ~· 

-.-· .. -----·--~~--· 
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Los nuevos valores de los Pj se substituyen de nuevo en el sis

tema original es decir en: 

{3.10) 

Así se obtendrá un nuevo sistema particular de ecuaciones dife-

renciales en la nueva regi6n a la cual pasa ahora la trayectoria. -

Los valores (x1,Y1) en t = t1, sirven ahora de condiciones iniciales 

para la soluci6n del nuevo sistema de ecuaciones diferenciales. 

El método descrito para integrar el sistema de ecuaciones dife

renciales dentro de una regi6n con la repetici6n de cambio de valo

res de Pj en las fronteras de las regiones se continua hasta la ob-

tenci6n de la soluci6n en cierto intervalo dado de tiempo [0,T] con 

En virtud de que las unidades de medici6n de las magnitudes que 

entran en el sistema (3.10) y en las expresiones (3.12) se establecen 

a nuestro arbitrio, entonces las podemos escoger de modo que se sim-

plifique la notaci6n de nuestro modelo. 

Las magnitudes x,y,E y F, en un caso particular podrían medirse 

en unidades ªxi, ay 1 , ªE y ap • Igualemos ahora, 

de A. = 

A.'xy 
et.A a 'Axy 

y, Sy 3 ªy 1 = k3 • Entonces resulta claro que obtenemos el sistema 
ay2 

(3.2) como un caso particular de (3.10). 

-·----~·-

don-
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Vale la pena a manera de conclusi6n el hacer algunas aclaracio

nes pertinentes respecto de la posible aplicación de los modelos ma

temáticos de la biocenosis del tipo analizado arriba, pero antes es 

pertinente hacer las siguientes aclaraciones respecto al surgimiento 

de los mismos. 

En lo general, las descripciones de la biocenosis consisten nor 

malmente en un listado de especies a menudo incompleta que sustenta· 

una apreciación cuatitativa más o menos exacta de la importancia re

lativa de tales especies. De éstas descripciones no podemos obtener 

información respecto de las relaciones que unen a las distintas esp~ 

cíes o de la dinámica de las poblaciones que forman el ecosistema --

(biocenosis). 

Desde otro punto de vista, es posible identificar una serie de 

propiedades y características comunes a todos los ecosistemas de modo 

tal que podamos interpretarlos de una manera más cuantitativa. Podría 

suponerse por ejemplo, que los individuos que constituyen una determi_ 

nada poblaci6n pueden ser considerados como elementos equivalentes -

1ndiferenciables entre sí del mismo modo que la Mecánica Estadística 

trata con los electrones, átomos y moléculas. De este modo, nos inte 

resarían algunas propiedades promedio del conjunto de poblaciones -

que constituyen una comunidad, del mismo modo que cuando se estudia 

una mezcla de gases no nos preocupamos de localizar cada una de las 

moléculas presentes en un instante sino calcular las presiones par-

ciales de cada gas en la mezcla. Fue ésta concepción sintética de -

los ecosistemas que se basa en analogías con la Física lo que permi

tió que ·se usaran los métodos matemáticos adecuados dentro de la teo 

ría ecológica. Así, se han llegado a elaborar modelos corno el que se 
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analiza en este trabajo, que están basados en el establecimiento de 

sistemas de ecuaciones diferenciales. 

El establecimiento de tales analogias se fundamenta en un apara 

to te6rico bastante complejo que se conoce como "Teoria General de -

Sistemas'' (_Bertalanffy, 1968}. Según el autor de esta teoria, en el 

conjunto de fenómenos observables existen uniformidades estructura

les que se manifiestan por rasgos isomórficos de orden en los dife-

rentes niveles o reinos. Esto hace que existan, según dice el mismo 

autor, principios y leyes que se aplican a sistemas generalizados -

con independencia de su naturaleza particular, del tipo de elementos 

que los forman y de las relaciones o fuerzas existentes, entre dichos 

elementos. Un sistema segün Bertalanffy, es un conjunto de partes que 

interactuan y que puede ser siempre descrito por un sistema de ecua-

ciones diferenciales, en las que la variación en una de las compon·en 

tes del sistema es función de todas las demás componentes. Los ecosis 

temas según se ha estudiado p~eden ser considerados como casos parti 

culares de esta definición de· sistemas y se les pueden aplicar en con. 

secuencia las hipótesis de la mencionada "Teoría General de Sistemas". 

·un modelo matemático es :entonces, una interpretación rigurosa de 

la imagen o representación que tenemos acerca del ente estudiad.o (bio 

cenosis) expuesto teóricamente,.mediante hipótesis y concepciones -

científicas relativas a dicho ente. 

El modelo permite sacar conclusiones de largo alcance de las hi 

pótesis, que tienen el rango de demostraciones. Si la "fenomenología". 

del modelo (por ejemplo la cinética del nürnero de elementos de una -

población que entra en la biocenosis) diverge de lo observado experi 

. ~----··' 
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mentalmente entonces las hipótesis son evidentemente incorrectas y -

deberán ser modificadas. 

Un último comentario: resulta relevante el plantearse el "probl~ 

ma inverso" consistente en especificar hip6tesis coTrectas y elemen-

tales acerca de la estructura de la biocenosis, basados en los datos 

de su funcionamiento (por ejemplo en base a la cinética del crecimien 

to de una población). 

La solución de este problema también puede resolverse a través 

del modelo considerado, ya que el principio ecológico de los factores 

limitantes permite aglutinar en un solo modelo diferentes hip6tesis 

particulares acerca de las condiciones que definen el desarrollo de 

la biocenosis. 

De hecho, en el modelo construido, cada región ·representa un mo 

delo, así por ejemplo el modelo tradicional de Volterra resulta que-· 

dar descrito por la regi6n JC2 del modelo generalizado, más aún el mo 

delo de cada región queda entrelazado con los modelos de las regiones 

vecinas formando con ellas un todo que es el modelo generalizado. E~. 

ta particularidad del sistema generalizado es precisamente lo que _per _ 

mite tener mayor flexibilidad y diversidad y permite tener una espe-· 

cie de "catálogo" de los casos particulares posibles. 

Este "catálogo" puede ser utilizado como guía en el análisis de 

observaciones y experimentos para hallar un sistema adecuado de hipó 

tesis. 
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A P E N D I C E I 

Obtendremos aqul la soluci6n de la ecuaci6n diferencial lineal 

ordinaria de primer orden: 

(1) 

Pero para el 

(2) 

Para empezar, 

Si en la 

(3) 

x(t) + k2x(t) = kiE(t) 

caso general, o sea para 

. 
p{t)x q(t) X + = . 

conside.remos el teorema 

ecuación, 

dx 
dt = f{t,x), 

siguiente: 

la función f(t,x) es continua en el rectángulo O del plano (t,x) de

finido por las desigualdades 

t 0 - a ~ t ~ t 0 + a , Xo - b <;X< Xo + b 
' 

y además se cumple que la deriva parcial af 
ax es una función conti-

nua de x y t en la regi6n D; entonces, existe una única soluci6n 

x = x(t) de la ecuación diferencial (3) que satisface la condición -

inicial x(t 0 ) = xo. Esta solución queda definida en un cierto interva 

lo 1 t - t 0 1 < h donde h es suficientemente pequeña. 

El teorema anterior se conoce como el teorema de existencia y -

unicidad de la solutión de la ecuación (3). Este teorema nos dice que 

bajo ciertas condiciones existe una única solución de la ecuación (3)' 

que pasa por el punto { t 0 , x0 ) E D. Respecto de las hip6tesis del teo-: ·· 

l 
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rema cabe hacer la siguiente observación: 

La existencia de la soluci~n de la ecuación dx 
dt = f(t,x) se P2. 

dria asegurar solo suponiendo que la función f(t,x) es continua. Sin 

embargo, la sola continuidad de esta función no es suficiente para -

asegurar la unicidad de la solución. 

En base a lo anterior demos un vistazo a la ecuación que trata

rnos de resolver. 

(1) 

Entonces, dado que x(t) se busca corno una función continua que tiene 

derivada (definición de soluci6n) y k1,k2 son constantes, bastaria -

con suponer que E(t) es una funci6n continua, para ga.rantizar la exis 

tencia de la solución que estamos buscando. Resulta que esta condi-

ción es también suficiente para la unicidad de la solución de la etua 

ción (1) con la condición inicial x(t 0 } = x0 , ya que ~~ = -k2 . 

Una vez hecha esta aclaración, supongamos que E(t) es c?ntinua 

en un cierto intervalo (a,b). Entonces, tendremos una condición sufi, 

ciente para la existencia y unicidad de la solución. 

Demostraremos a continuación un importante teorema para· la ecua 

ción lineal de primer orden: 

Si conocemos una solución particular Xp(t) de la ecuación origi 

nal (2) esto es, 

. l 4) Xp + p(t)Xp = q(t) 

entonces x(t) = Xp(t) + z(t) será la solución general de (2) o sea que 
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(Xp + z ) + p t t l ( Xp + z l = q ( t) 

agrupando, 

(xp + p(t)xp} + i + p(t)z = q(t) 

de acuerdo con (4) obtenernos 

q{t) + i + p(t}z= q(t) 

por lo tanto si 

i+p(t)z=o 

entonces la soluci6n general de (2) quedará dada como 

X { t) = Xp ( t) + Z ( t) 

donde z(t) resulta ser la soluci6n general de la ecuación homogenea 

correspondiente a (2). 

De este resultado, necesitamos saber obtener la soluci6n gene

ral de la ecuaci6n homogenea correspondiente a (2) o sea la soluci6n 

de 

{ 5} :X + p{t)x = o . 

Recordemos que por soluci6n entendemos a toda funci6n derivable 

que satisfaga la ecuaci6n. Para estas funciones, su derivada puede -

interpretarse corno un cociente de diferenciales, o sea 

dx--p(t)xdt 

de donde para x diferente de cero (soluci6n no trivial); 

J + = - J p(t) dt 

de ahí que 

. ' 
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ln\x\ = - I p(t)dt + C1 

exponenciando 

\x\ = e-fp(t)dt eC1 

:a e e-fp(t )dt con C = eC1 una constante positiva, 

por lo tanto x ( t) ;>O para todo t, luego 

x ( t) = e e-f P ( t) d t [solución general de (5) l . 
(6) 

Ahora, debemos ser también capaces ·de hallar alguna solución par 

ticular de la ecuaci6n original (2). Para ello puede utilizarse· el -

llamado método de variación de parámetros. Este método consiste en -

buscar la solución de (2) en la misma forma que la soluci6n general 

(5) de .la ecuación homogénea arriba obtenida, pero en lugar del real 

arbitrario C se propone una función de t: C(t), que habremos de deter 

minar a partir de la condici6n consistente en que 

{ 7) 
x(t) = C(t) e- fp(t)dt 

sea soluci6n de (2), es decir, a partir de que 

C(t)e-fp(t)dt_ p(t)C(t)e-fp(t)dt + p(t)C{t)e-fp(t)dt _ q(t) 

de donde 

y 

c(t) = q(t)efp(t )at , 

~~ = q(t)efp(t)dt 

. . 
.CI"' :*' i¡; ~~:/10·~,'?0ºo-,,'";:"''~~~~'} ~;'-":'..! ~'' ~''"'' _. , "~ 

·~ ... 
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integrando obtenemos 

{8) C{t) = fq{t)efp(t)dt + K 

donde K es un real arbitrario. Finalmente, sustituyendo (8) en (7) y 

tomando en calidad de integrales indefinidas a las integrales con lf 

mi te superior variable / con t 0 = O llegaremos a: 
o 

x{t) = e-f:p(t)dt Jtq(t)ef!p(t)dtdt + Ke-l!p(t)dt 
o 

donde 't es una variable muda que usamos para enmarcar la dependencia 

de la soluci6n respecto de t.· 

Obsérvese que el segundo sumando podría interpretarse como la -

soluci6n genera~ de la homog~nea puesto que K es también un real ar-· 

bitrario~ y el primer sumando una soluci6n particular de la ecuaci6n 

original ya que para K = O la obtenemos como caso particular. 

Finalmente, para determinar la s61uci6n de la ecuaci6n lineal -

que en particular nos interesa 

( 1) 

debemos sustituir simplemente los valores de p{t) = ki, q(t) = k1 E(t) 

y la condici6n inicial x(O) = x0 para llegar al resultado escrito en 

el texto; y que se obtiene siguiendo la secuencia:. 

=e-k2t. rk1E(t)e+k2tdt+Ke-k2t 
o 

1:· 
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haciendo t = O y recordando que x to) = x0 obtenemos 

x{t) = x 0e-~ 2 ~ + Jtk 1 E(T)e-k 2 (t-T) dT 
o 

En el caso E(t) = E, es decir en el caso particular en el cual E(t) 

es constante tendremos: 

=Xoe-k2t + kiE Jte-k2(t-T) dT 
o 

Referencias: (20 ] . 

EJtk2e-k2(t-T} d~ 
o 

',,',. .. 
" 
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A P E N D I C E 2 . 

Demostraremos aqu! la igualdad 

Lim Xoe(k1-k2)t= O 
t-+-co 

Para ilustrar la situación antes de hacer la demostraci6n rigu

rosa construyamos la gráfica de la funci6n 

observemos que k1 < k2 implica que: 

de donde 

así podemos escribir la función x(t) = x0 e(ki-k 2 )t como, 

que es equivalente a 

X ( t) = 

Analicemos ahora el comportamiento de la función al variar t. 

Resulta evidente que para t= O la funci6n torna el valor, 

X ( 0) = 

Supongamos ahora que t es positivo y que crece indefinidamente. En

tonces para cada t 2 >ti se tendrá 
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Xo 
,< ------- = x(t1) ¡ 

elk1-k2lt1 

puesto que elk1-k2\t2 > elk1-k2\t1 en virtud de que lk1-k2lt2 > 

lk1-k2\t1 y tanto lk1-k2\t2 como \k1-k2\t1 son números positivos, 

nos permite concluir que para t ;>o la función x(t) = Xoe(k1-k2 )t de-

crece desde el valor fijo X0 tendiendo asintóticamente a cero a medi 

da que t crezca. 

Cuando t <O; se tiene que 1t1 = -t y entonces t = -1 t l. Sustitu

yendo obtenemos para x(t) , 

x(t) = = 
___ x_o ___ = x e 1 (k2-k1 )t l 

o 

(t <O) 

Resulta evidente que x(t) crecerá más y más al variar t negativamen

te. Esta discusión nos permite construir la gráfica de x(t) la cual 

aparece en la siguiente figura: 
x(t) .. 

t 

Para estar seguros de que esta .es la forma de la gráfica de la fún- · 

ci6n, hasta ver que x(t) i o para todo valor de t. 

,- . 

' •. ~ 
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Resulta evidente pues, que la funcl6n tenderá a cero cuando t tome -

valores cada vez más grandes. En otras palabras, "el límite de la -

funci6n x (t) "' x0e ( ki -k 2 )t cuando t tiende a infinito es cero". Este 

resultado se expresa simb6licamente como lo hicimos al inicio de es

te ap~ndice, esto es, 

Lim x(t) = lim x0 e(ki-k 2 )t =o 
t+oo t+oo 

Para demostrarlo formalmente, recordemos la definici6n siguiente: .. 

"se dice que una funci6n f (t) tiene límite igual a cero con t tendien 

do a infinito, cuando para toda e:> O existe un número positivo tan -

grande como se quiera que en general depende de e:, esto es, M{e:)>p 

de modo tal que siempre que· t sea un número mayor que M (e:) entonces 

f(t) se encuentre a una distancia de cero menor que e:. Simb6licamente: 

Lim f(t) =O si V e:>O j M(e:)>O···i- • t>M(e:)-> jf(t)j <e:. 
t-+cD 

Supongamos pues ~ue nuestra funci6n x(t) = x0 e(k 2 -ki)t se encuen 

tra arbitrariamente cercana a cero. Esto lo podemos representar por.·~ 

la des igualdad, ::B~· 

donde e: es un número positivo arbitrariamente pequeño. Lo que ahora -

nos interesa demostrar es que para cada e: que cumple con esa condici6n 

existe otro número M(e:) tal que siempre que 

En busca del mencionado M supongamos que 

·.·'.·.¡ 
,,.-, 

. ' 

• 
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entonces se tendr§ que 

puesto que e{ki-ki}t es siempre positivo. Luego, 

Tornando logaritmos en ambas partes de la desigualdad obtenernos, 

Ln [e(k1-k2)t J <Ln 

lo cual nos da 

invirtiendo la desigualdad, es decir, multiplicánd9la en ambos lados 

por -1 obtenernos, 

corno k1 - ki <O I_"esul ta que k2 - k1 >O y entonces 

t > L n 1x 0 1 - L n €: 

ki - k1 

Lo que hemos obtenido hasta aquí es que siempre que t sea mayor que_ 

un cierto valor [ Ln 1 X0 I - ln e: ] / ( k2 - k1) ngt M entonces se cumple 

que lx 0 e(ki-k 2 )t¡ <e:. Esto puede verse regresándose ya que todas -

las proposiciones se obtienen de las anteriores como condiciones ne

cesarias y suficientes. 

Como hemos visto, si queremos que la funci6n x{t) se encuentre 

más próxima de cero que un número e: arbitrario, no importa lo peque

fio que este sea se necesitará que t sea mayor que el número natural 



1 

1 

- 86 - • 

Este ntimero será positivo siempre que lnlx 1 > lnt o sea siempre 

'lUe 1x 0 1 >E puesto que la funci6n logaritmio natural es una funci6n 

creciente.(V~ase el ap~ndice 3). Esta condici6n no· es una restricci6n 

importante puesto que lx 0 I es un ntimero fijo, y a e podemos tomarlo 

tan pequefio como queramos, si es que en efecto el l!mite de la fun-

ci6n x(t) cuando t tiende a infinito es cero. Gráficamente podemos -

ilustrar la situaci6n de la siguiente manera: 

x(tJ 

E t 

------- . . - - -:--- - - -~~----

ln 1 x0'.t- lnt 
. k2 - ki 

t:· 

Resulta claro que si escogemos al número M(E) igual a lnlxol 
lnE/(k 2 - k1 ) entonces se tendrá que M(E) >O y que adem§s 

por lo tanto hemos demostrado en base a la definición de límite que 

e 1- l 1mi te de la función X ( t) = x0 e (ki -.k 2 )t cuando t tiende a infini-

to es cero, es decir, 

lim x 0 e(ki-~ 2 )t = O 
.t+oo 
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A P E N D 1 C E 3 • 

En este ap~ndice demostraremos que una funci6n es creciente si 

f'(t)>O y decreciente si f'(t}<O para toda t perteneciente al 'do 

minio de la funci6n f(t). Para ello supondremos que la funci6n f{t) 

es derivable, es decir, que existe f' (t) en_ cualquier punto del domi 

nio de la función y usaremos algunas definiciones y teoremas. 

DEFINICION l. 

a) Se dice que una función es creciente siempre que t 2 mayor que 

t 1 implique que f(t2) sea mayor que f(t1). 

b) Se dice que una función se decreciente si sucede que t 2 mayor 

que t 1 implique que f(t2) sea menor que f(t1 ). 

A continuaci6n, ilustraremos ambas partes de la definición me-

diante sendas gráficas 

f(t) 

f(t2)--- - -- - - -

2 t 

figura l. La gráfica de una función creciente. Obsérvese que t 2 >t1 

implica que f(t2)>f(t1}. 
f(t) 

f(t1) --------

' 1 
f ( tz) ---- ---,---

Figura 2. La gráfica de una función decreciente. Obsérvese que t 2 >ti··· 
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DEFINICION 2. 

Sea f ( t) una función, entonces f 1 ( t) (l~ase f prima de t) la 'de 

rivada de f (t) es una función con regla de correspondencia 

f, ( t) = 1 ; m _f_..(_t _+_h_) _-_f_( _t ..._) 
h-+co h 

que tiene como dominio el conjunto de todos los números del dominio 

.de f(t) para los que existe tal limite. Otra manera de denotar la de 
df • 

rivada es usando los símbolos dt y f(t). Siempre que la derivada -

exista en algún punto t diremos que la función f (t) es derivable en 

ese punto. 

Antes de .continuar, discutiremos algunos aspectos importantes -

sobre la existencia de la derivada de una funci6n f(t}. Como vimos -

en la definici6n anterior, la derivada de la función en el punto t -

podrá obtenerse siempre que exista el límite: 

lim f(t+ h) - f(t) 
h+co h 

Para poder garantizar la existencia de ese limite son necesarias 

las siguientes dos condiciones: 

a) La función f (t) debe de ser continua 

b) La función f(t) no debe de tener picos. 

Estas dos condiciones resultan claras después de la interpreta

ci6n geométrica de la derivada. La derivada de una fun¿i6n f(t) en -· 

el punto t del dominio de la funci6n es la pendiente de la recta tan 

gente (si esta existe) a la gr~fica de la función en dicho punto; 

Este es el significado geométrico de la expresi6n: 

··,_., 
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f { t) = l 1 m f ( t + .h ) - f ( t ) 
~+oo h 

., .. 

Resúlta claro pues que en un punto en el cual la función no es 

continua no podremos asignarle a la gráfica de la función una tange~ 

te única. Lo mismo si la gráfica de la función presenta picos. En -· 

esos picos, no se puede asignar una tangente a la gráfica de la fun

ción. A.continuaci6n proporcionamos dos figuras que repre~entan res-

1 pect1vamente a las dos situaciones discutidas 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

f ( t >. 
... 

•.'. -.·.··· r· .. 

t "· 
" 

·-:.·-
~:~ ~-·¡: .. ,·, .. '.;;·,",. 

Figura 3. Representación -gráfica de una función que no es 
, ·~·~~~t2?~>< -. 

continua -:~~=~~r-: . ,: . 
. . -~ 

en un punto t 0 • Obsérvese que si nos ·acercamos a t 0 por la_ 
. . -

izquierda se tendrá una recta tangente T1 • Si nos a~ercam~s 
a t 0 por la derecha se tendrá una tangente T2 • En la figu-. 
ra se aprecia cl~ramente que las pendientes de las tangen~· 
tes son diferentes. Ello implica la existencia de dos va1.o 

. . -
res para la derivada, lo cual es una contradicción, pues_~ 

cuando existe el limite de una función este límite tiene -
que ser único. 

. " . "'';' 
","' ~ >,! 

I . 
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f(t) 1t1 

o X 

Figura 4. En la figura aparece la gráfica de la función ltl. Observe 
mas que la función tiene un "pico" para t = O • Es claro -
que la función no es derivable en dicho punto. A pesar de 
que la función es continua en el mismo, nuevamente al acer 
carnos a cero por la derecha se obtendrá una tangente a la 
gráfica de la función que es distinta de la que asignaría
mos al acercarnos a cero por la izquierda. 

Una conclusión que se antoja natural es la de qué la derivabili· 

dad es una condici6n más fuerte que la continuidad: si una función -

es derivable, entonces es también continua. 

El recíproco, sin embargo, es .falso, no es cierto que una fun-~· 

ci6n continua .posea derivada en cada punto. Un contraejemplo lo dimos 

en la figura 4. 

Una vez hechas estas importantes observaciones, para continuar 

el desarrollo de este apéndice enunciemos el importante teorema del 

valor medio: 

TEOREMA I. (Teorema del Valor Medio); 

Si f(t) es una funci6n continua en [ a,b] donde a <by. diferencia 

1 ble sobre <a, b > entonces existe un punto e E<a, b > tal que 

1 f(b)-f(a) = (b-a)f'{c) 
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' ' . 

La interpretación geom~trica de este teorema es muy simple. La 

expresi6n f{b) - f(a) es la pendjente de la recta que une los pun
b - a 

tos A= (a, f(a)) y B= (b, f(b)). (Véase figura abajo). AsS: pues, el 

teorema del valor medio afirma que si la gráfica de una función tie

ne una tangente en cada punto entre a y b, la tangente en algún pun

to entre a y b debe tener la misma pendiente que la recta que une a 

A y B. 

f (t) 

B 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

a o b t 

figura 5. Interpretaci6n geom@trica del teorema del valor medio. 

Ya estamos listos para concluir este apéndice. Nuestro problema 

s~ reduce a demostrar dos simples teoremas. 

TEOREMA 2. 

Si f (t) es continua sobre un intervalo íl y f' ( t) >O para todo 

t E íl entonces f ( t) es creciente en íl. 

TEOREMA 3. 

Si f ( t) es continua sobre un intervalo n y f' ( tJ <O para todo 
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teíl entonces f(t) es decreciente en n. 

DEMOSTRACIONES: 

Demostraremos primero el teorema 2. Sean ti y t2 elementos de íl. 

Y -.sean tales que t 1 < t 2 por el teorema del valor medio tenemos: 

y por la hipótesis del teorema f 1 (e)> O. Entonces corno t 2 - ti >O con 

cluimos que 

o lo que es lo mismo 

Como .t1 <t 2 concluirnos de acuerdo con a) de la definición 1 que f(t) 

es creciente en íl. 

La demostraci6n del teorema 3 es completamente análoga. 

Sean ti y t2 elementos de n. Y sean tales que ti <t2. Por el 

tetirema del valor medio tenernos: 

f(t2)-f(t1) = (t2-t1)f'(c) para algún ce<t1,t2>. 
. . 

Por la hip6tes is del teorema tenernos f 1 (e) <O. Entonces corno 

(t2 - ti)> O se tendrá que 

que es equivalente a 

Corno t
2
>t

1
, de acuerdo a b) de la definici6n 1 concluimos que f(t) 

es decreciente en íl. 

Los recíprocos de estos dos últimos teoremas son también cier-
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tos. Sus demostraciones son completamente similares partiendo de las 

hipótesis 

6 

f(t1)>0 

f(t1)<0 

Aplicando después el teorema del valor medio, tornando corno hip6tesis 

adicional que t2 >ti concluiremos, según sea el caso que 

6 que 
f'(t)>O 

f'(t)<O 

Con esto concluimos el presente apéndice. 

Referencias: [18], [19] 

: . ~ 

. 1 
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A P E N D 1 C E 4 

Corno vimos al analizar el caso B (cap.I,pag. ), el suponer que 

k1 sea mayor qu~ k2 implica la existencia de un cierto estado de equi 

librio. En ese análisis tomarnos a E(t) corno constante. Aqui tratare· 

rnos de demostrar que cuando el factor exterior depende del tiempo t: 
k 

E= E(t), la población x(t) difiere del estado de equilibrio -i-;E en 

una magnitud acotada siempre que E(t) cambie suavemente respecto del 

tiempo, esto es, siempre que su derivada sea acotada. 

CASO B, cuando el factor exterior es funci6n del tiempo E= E(t), 

y se cumple además que: 

. ·¡ dE 1 dt <e 

.1 im E ( t) = E 
.t-+oo 

Recordemos qu~ teniamos la ecuación 

x(t)= · 
• { k1x(t)- k2x(t), si 

· k1 E(t) - k2x(t), si 

x(t) ~ E(t). 

x(t) > E(t) • 

La que al resolverse nos permite obtener según el caso 

o bien 

si x(t) "'E(t) 

x(t) = x
0
e-k 2 t + k1 JtE(T)ek 2 (-r - t) d't" si 

o 
x(t) > E(t) 

t 
/· 
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Esta 1il tima forma de la soluci6n la podemos expresar -mediante la apli 

caci6n del método de integración por partes- como 

x(t). Xoe-k•t+ k1J: E(T)e-k,{t-T)dT • x(t)>E(i) • 

u dv 

-k2t k [E( ) 1 e-k2(t'- _'l") \to·-Jto k12 e-k2(t-i:)dE(~)J = Xoe + i 't --¡;-- L 

Recordemos que x(t)~O para todo t. Entonces, tomando valores absolu 

tos tendremos 

Aplicando la desigualdad del triángulo, 
'·" 

1 
k -k2t kl ( )\ + \ kk

2
1 Jte-k2(t-T) dE(i:) d ... , 

x ( t ) <;; · ( x 
0 

- -T; E ( O ) ) e + --¡z;E t d T L 

o 

d-r. 

Apliquemos aquí la hipót~sis: \ dE~~) 1 <C así se tendrá 
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integrando obtenemos 

x(t).;;; \[x
0 

- ~~ Etoi] e-k,t + ~~ E(t) \+ ~~ C .-k2t. [ek•~t 
o 

Evaluando, 

en resumen, la solución x(t) quedará expresada según sea el caso'como 

si x(t).:; E(t) 

o bien, 

-
Analicemos que sucede para valores de t suficientemente grandes. 

Es decir, investiguemos el comportamiento de x(t) cuando t tiende a 

infinito. Cuando t torna valores muy grandes podemos garantizar que 

E(t) difiere de un cierto estado de equilibrio E en magnitudes arbi-· 

trariamente pequeñas. Entonces, en términos de un cierto intervalo 

de error podemos considerar que E(t) es constante, para valores de t 

mayores que un cierto valor fijo T, es decir se cumplirá que 

E(t)-E"I<€ siempre que t > T • 
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Esto puede justificarse en términos de la definición de límite. Obser 

vese que para valores de t mayores que un cierto valor T, E(t) dist~ 

rá de E en menos de c. En otras palabras, E es el error que cometemos 

al considerar que E(t) es igual al valor fijo E. 

Siendo así, nuestro análisis será equivalente al efectuado para 

el caso B, (vfianse las páginas 9 -1~, es decir, cuando t tienda a 1n 

finito la poblaci6n acabará cumpliendo la relacj6n: 

Obteniendo el límite cuando t tiende a infinito y considerando 

que la funci6n lxl es continua se tendrá: 

k 
(puesto que --i<!-> O y E ( t) ;;;i. O y t . ) . . 

' 
Si denotamos al valor lim x(t} mediante el símbolo xm tendremos,· 

t+co 

puesto que x(t) posee límite cuando t + CG tend.rernos. que para cierta T 

y ::..i relaci6n T<t se tendrá jx{t) - x
00
I <1::1 de donde obtenemos 
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k 
x(t) -T,E 

Con esto hemos demostrado que en el caso general para t grandes, la 

cantidad de población x(t) difier~ del estado de equilibrio ~~E en 

una magnitud acota4a, siempre que E(t) cambie en el tiempo no muy rá 

pidamente, esto es, siempre que la derivada de E(t) sea acotada. 

1 Otra importante conclusión la podemos obtener del caso en el --

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

cual k1 < k2 y E(t) cumple con las hipótesis 

Lim E(t) = E 
t-+ro 

En este caso, tendremos que la población por cualquiera de las reglas: 

si x(t}~E(t) 

o bien 

Lo que nos interesa es ver el comportamiento de x(t} cuando t 

tiende a infinito. Supongamos que para toda .t se cumple que x ( t} per 

manecc siendo menor o igual que
0

E{t), en ese caso la población se --

comportará de acuerdo con; 

x(t) 
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pero como sabemos que k 1 < k2 entonces se tendrá, 

Lim x(t) = lim [x0 e(ki-k 2 }t] = o (véase apéndice 2) 
t+m t+a> 

y la población se extingue. 

Supongamos ahora que la poblaci6n se comporta de acuerdo con la 

ley 

x(t) = Xoe-k 2 t + k1 r E(T)e-k 2 ("'C-t} dT, si x(t}>E(t)". 
o 

Recordemos que E(t) tiene un limite E cuando t tiende a infinito. Es 

to quiere decir que para toda e: positiva existe un cierto valor T 

tal que siempre que t > T entonces 

IE(t) - El<e: 

o lo que es lo mismo 

- e:<E(t) - E<e: 

sumando E a ambos lados 

E- e:< E(t)<e:+ E 

sustituyendo t por la variable muda T y multiplicando poT el factor 

positivo kie-k 2 ("'C-t) obtenemos; 

e integrando, 

' . '":'· 

e:.:..:·. 
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Xoe-k't+ (E- E)k,re-k2{T-t)<Xoe-k2t+ rE(T)e-k2{T-t)dT<Xoe-k2t + 
o o 

obteniendo la integral fte-k 2(T-t) vemos que x(t) queda acotada como, 
o 

en el límite cuando t tiende a infinito la desigualdad se convierte 

en: 

kl kl k; [E- E]< lim x(t)<-k- [E+ e:] 
t-+co 2 

Esta desigualdad puede interpretarse gráficamente como lo hace

mos en la siguiente figura: 

' 
k 
k~ [E+e:l+----------------------------------------------------~ 

x(t) 

~E·.--------------------------4---------------tc----------~ 
k 2. 

~~ [ E-e:1....-~~~~~~~~~--==-~~~~~~ 

T 

Pero recordemos que E es un número positivo y arbitrario, dicho 

número puede ser tan pequeño como queramos. Esto puede justificarse 

recordando que E(t) tiene un límite cuando t tiende a infinito. En--

tonces deberá de cumplirse la igualdad 
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k 
_J_E=limx(t). 

k2 t~CIO 

puesto que la desigualdad se cumple para toda E • 

Denotemos nuevamente mediante Xoo al número, lim x(t). Entonces 
t~oo 

se tendrá que en algan instante t del proceso, al menos, se cumplirá 

que 
k 

Xoo = k~ E < E(t) 

esto es, se cumplirá la desigualdad 

Xoo < E ( t) para un valor adecuado de t, 

entonces, a partir de ese instante entrará en fu.nciones la regla de 

correspondencia 

y el resultado es que la población se extinguirá como ya hemos visto. 

Como conclusión, cuando k1 es mayor que k2 y E(t) 

mente la población difiere de un estado de equilibrio 

cambia suave
k • 

_::.i_ E en una 
k2 

magnitud acotada. Además si k1 es menor que k2 entonces para cualquier 

forma que tome E(t) dentro delas hipótesis especificadas, la pobla--

ción se extinguirá. 
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A P E N D 1 C E 5 

En el capitulo 2 (pag.zs) vimos que el sistema 

(2.3) { ~ = 

y = 

( k i - k 2 ) X A k s xy 

!.l3Xy - l1tY 

Podía representarse como 

( 5. 1) 

· donde 

{ ~ = 
y = 

F(x,y) 

G(x,y) 

F (X , y) = ( k i - k 2 ) X - A k 3 xy 

G(x,y) = Al3Xy - l~y 

Y después obtuvimos la parte lineal de las expansiones en serie de -

Taylor de cada una de las funciones F(x,y) y G(x,y). El objeto de -

ello era analizar el comportamiento del sistema (2.3) alrededor del 

punto de equilibrio: 

X O = Yo = 

El analizar el comportamiento de un sistema de ecuaciones dife-

renciales o lo que es lo mismo el analizar la forma que toman las --

trayectorias alrededor de un punto de equilibrio es el objetivo cen

tral de la Teoría Cualitativa de Ecuaciones Diferenciales. En esta -

rama de las matemáticas se ha desarrollado la herramienta que permi-

te describir la forma de las trayectorias de una ecuación diferen--

cial sin necesidad de resolver la misma. El surgimiento de tales mé-
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todos de análisis ha sido motivado por una amplia gama de problemas 

que llevan al establecimiento de ecuacíones diferenciales para las -

cuales no es posible o es prácticamente imposible encontrar analíti-

c:::m-ente sus soluciones. 

En la práctica se ha observado que para las soluciones de un sis 

tema de ecuaciones diferenciales del tipo 

(5.1)' { 
x = g(x,y) 

y = f {x,y) 

donde g{x,y) y f(x,y) son funciones lineales pueden esperarse los si 

guientes comportamientos alrededor del punto de equilibrio (0,0) (so 

lución de equilibrio). 

y y 

X 

PUNTO SILLA 
. NODO INESTABLE 
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y y 

X X 

NODO ESTABLE FOCO ESTABLE 

y y 

X X 

FOCO INESTABLE CENTRO 

Observemos que en las figuras anteriores el punto de equilibrio 

(solución de equilibrio) aparece en (0,0) esto no resta generalidad 

pues, como veremos adelante, es siempre posible colocar en el punto 

de equilibrio (x 0 ,y 0 ) el origen de un nuevo sistema de coordenadas. 

Supongamos que tanto g(x,y) como f(x,y) se pueden expresar como: 
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(5.2) {~ = ax + 

y = ex + 

by + p 

dy + q 

donde a,b,c,d,p,q son constantes. Siempre que el determinante 

a b 
= ad - be ~ O 

e d 

el sistema (5.2) tendrá un único punto.de equilibrio (x 0 ,y 0 ) (solu

ci6n de equilibrio) para el cual se cumplirá que: 

axo + byo = -p 

ex o + dy o = -q 

Mediante la translación 

x• = x-xo 

Y' = Y-Yo 

podemos colocar el punto de equilibrio (xo,Yo) en el origen del nuevo 

sistema de referencia x• ,y• 

Fi g. 5. 1 

y . y• 

y 
· (x,y)=(x 1 ,y'}=(x-xo,Y-Yo) _________ ..., .. 

y o - -- - - - -1--------~-----~ x• 

Xo X X 

Construcción de un sistema de coordenadas con origen en 
(xo,Yo) 
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de este modo obtendriamos el nuevo sistema 

dx' dt = ax 1 + by 

dv' _::::.¿.__ = ex' + dy' 
dt 

Por silwplicidad, eliminemos las "primas" y escribamos 

dx dt = ax + by 

( 5. 3) 
~ 

dt 
= ex + ay 

con esto hemos visto que cualquier sistemá lineal del tipo (5.2) pu~ 
de ser llevado a uno más simple del tipo (5.3) el cual admite un aná 

lisis más sencillo. 

Para analizar el comportamiento del sistema (S.3) se buscan sus 

soluciones como exponenciales ( 1 o equivalentemente se considera la 1 

matriz de los coeficientes del mismo: 

A= L: :} 
después, se obtienen los valores propios de A, es decir las raices 

~1 Y. ~2 de la ecuación caracteristica: 

(5.4) det (A-wl) = =w
2

-(a+d)w+ad-bc =O 

\

a-w b 1 
e d - w 

donde I es la matriz identidad IT · .Q · 
Una vez que obtenemos w

1 
y w2 , el comportamiento de las trayec-:.' 
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torias del sistema (5.3) alrededor del punto de equilibrio (soluci6n 

de equilibrio) {0,0) que es el mismo comportamiento del sistema (5.2) 

alrededor de (xo,Yo) se puede resumir en la siguiente tabla: (obsér

vese que mediante este procedimiento no se necesit6 conocer de las -

soluciones del sistema (5.2) sólo de conocer las raíces caracteristi 

cas w1 y w2 . 

TABLA 5.1 

VALORES DE W1, W2 CARACTERISTICAS DEL PUNTO -
DE EQUILIBRIO 

w1, W2 > o NODO INESTABLE 

W1, W2 < o NODO ESTABLE 

W1 < o <w2 
< 0 < W1 ó PUNTO SILLA · W2 

W1 , w2 complejos 

Re wi > O FOCO INESTABLE 

Re Wi < O FOCO ESTABLE 

Re Wi = O CENTRO . 

donde Rewi significa la parte real 
de Wi• 

De todo lo anterior se deduce que siempre que podamos expresar a 

G(x,y) y F(x,y) en (S.2) como funciones lineales, el análisis del com 

portamiento del sistema alrededor de un punto de equilibrio (x 0 ,y 0 ) 

se simplifica notoriamente. A continuación daremos un importante teo 

rema debido a Lyapunov. 
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TEOREMA 5.1 

Hipótesis 

Consideremos el sistema no lineal 

G(x,y) dx = dt ax+by+P1(x,y) = 

( 5. 1) 
~{ =cx+dy+Q1(x,y)=F(x,y) 

donde a,b,c y d son reales, tales que 

1 ~ ~ 1 ; o 

y además, P1 (x,y} y Qi(x,y) tienen primeras derivadas parciales con

tínuas para todo punto (x,y) y son tales que 

Lim P1 (x,y) = lim Q1 (x,y) 
(x,y) -i- (0,0) ./ X2 + y2 (x,y)4(Q,O) ¡ x2+y2 

consideremos también el sistema lineal 

(5.3) 

dx dt =,ax + by 

~= 
dt ex + dy 

= o 

que se obtiene del sistema (5.1) anterior despreciando los términos. 

no lineales P1(x,y) y Q1(x,y}. Sean w1 y w2 las raíces de la ecua--

ción característica 

( 5. 4) det(A-wl) =.detra-w, b;l. = l! ~d-wj 
= w2 - (a+ d )w + (ad - be) = O 
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CONCLUSIONES 

(a) El punto de equilibrio del sistema linearizado (5.3) es del 

mismo tipo que el del sistema no lineal (S.1) en los siguien 

tes casos: 

{i) si w1 y w2 son reales distintos de igual signo entonces tan 

to el punto de equilibrio del sistema lineal '(5.3) como el 

del no lineal (S.1) son nodos. 

{ii) si w1 y W2 son reales distintos de signos opuestos entonces 

los puntos de equilibrio del sistema lineal (5.3) y no li

neal (5.1) son puntos silla . 

. 
(iii) si w1 y w2 son reales iguales y en el sistema linealizado 

(S. 3) no sucede que a = d ;. O ni b = e = O entonces el punto 

de equilibrio de (5.3) y de (5.1) es un nodo. 

(iv) si w1 y w2 son complejos conjugados con parte real diferen

te de cero entonces tanto el punto de equilibrio de (5.3) -

c'omo el del sistema no lineal (5.1) son focos. 

(b) En los siguientes casos el punto de equilibrio del sistema 

lineal (5.3) no es necesariamente del mismo tipo que el del 

sistema (5.1): 

(v) si w1 y w2 son reales e iguales y el sistema (5.3) es tal 

que a= d 'f O y b = e= O entonces aunque el punto de equili 

brio del sistema linearizado (5.3) sea un nodo el punto de 

equilibrio del sistema no lineal (5.1) podría ser o bien un 

nodo o bien un foco. 

(vi) si w1 y w2 son imaginarios puros, entonces aunque el punto 
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de equilibrio de (S.3) es un centro, el punto de equilibrio 

del sistema no lineal (S.1) podría ser un centro o un foco. 

La demostración de este teorema puede verse en [ ] o [ ] • 

El teorema 5.1 nos permite obtener en algunos casos el tipo de -

comportamiento de las trayectorias alrededor de un punto de equili-

brio (soluci6n de equilibrio)~ En los casos (v) y (vi) es necesario -

hechar mano de otro tipo de herramientas para determinar el tipo de -

comportamiento de los equilibrios en cuesti6n: Es por eso que en el -

capítulo 2 encontramos gráficamente. la forma de la.s trayectorias. Sin 

embargo existe un método analítico para realizar el mismo anilisis. 

Retornemos el sistema: 

(2. 3) 
{ 

~ = (k1 - k2}X - k_3AXY = 
Y = >..l.3 xy - t,.y . = 

F(xy} 

G(x,y) 

Comb vimos en el capítulo 2, se tendrá un punto de equilibrio (x 0 ,y 0 ) 

(soluci6n de equilibrio) para 

· Xo = . 
' 

Yo = 

también vimos que expandiendo el sistema (2.3) en series de Taylor 

alrededor de (xo,Yo) obtuvimos el sistema linearizado: 

(2.4) 
{ 

~ = -Xk3 Xo(Y-Yo) + 

y = Xl 3 Y o ( X - X o ) + 

La matriz del sistema es: ' ., ,, .. 

' 
' ! 

',..,' 
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[

o , 
A = XlsYo 

- X 

Y la matriz A- wl se expresa como 

A - wl = [.:,y, -Ak,x 0 J [: :] o ¡ 

[-w ' 
= XlsYo 

-Ak,J<o J 
-w 

por lo tanto det(A- wl) =O implica que: 

w2 + X2l3ksX0Yo= o 

de donde obtenemos 

y 

entonces de acuerdo con la tabla 5.1 el punto de equilibrio (x 0 ,y 0 ) 

es un centro para el sistema linearizado y de acuerdo con e~ teorema 

5.1 caso (vi) ese punto de equilibrio será un centro o un foco para 

el sistema no lineal (2.3). En el capítulo Z usamos un método gráfi

co para concluir que el punto de equilibrio era también un centro pa 

ra el sistema no lineal (2.3). Aquí concluiremos el mismo resultado 

analíticamente. Del sistema (2.3) obtenemos (véase página 31), 
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y potenciando se tendrá 

/k1 - k2) e-Aksy = 

donde A= ec es una constante positiva determinada por (x 0 ,y 0 ). Ana 

licemos el comportamiento de la función 

Lo primero que vemos es que et> (O) = O 

(véase apéndice 2) corno y~ O y e-Ák 3 y >O 

y que además , L i m et> (y) = O 
y-+oo 

se tiene que <P(y) ten-

drá un máximo el cual se obtiene igualando a cero la derivada de cf>(y): 

de donde obtenemos que ~(y)= o si y so 1 o si y = o .6 y= 

Corno cp(O) =O y <P(y) ~O és fácil concluir que el máximo de cp(y) --

ocurre para es decir; 

«l>max = 

Con esa informa.ción podemos trazar la gráfica de «t> (y) la cual apare-

ce en la siguiente figura: 

«t> (y) 
<Pmax ···----·--- --- - - - - -:..:--~-

1 
1 
l 
1 
1 
1 

y· 
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Fijémonos ahora en la igualdad 

Lógicamente existen restricciones para la variación de x, y ta

les restricciones emanan de la igualdad anterior. Lo primero que vemos 

es que se cumple la desigualdad, 

max. 

Gráficamente podemos constatar que para cada x donde se cumple que 

-
Podemos obtener dos valores de y (vfiase la siguiente figura) 

$(y) 

1 
1 

--- ,-------~------
' 1 1 1 
l l 

1 

y 

más aún, para cada valor de Ax-l 4 eAl 3 x determinado unívocamente por 

x existen dos y solo dos valores de y, Y1 y Y2, es decir para cada X 

existen a lo más dos valores de y que satisfacen la relación 
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De igual modo, haciendo ip(x) = xt 4 e->.tsx obtenernos que $(X) 

tiene un máximo en x = >.~; , corno puede verse en la siguiente fig!!_ 

ra. La gráfica de ip(x) estará siempre sobre el eje x pues se tiene -

que 

lJJ(x) ;>O 

ip(x) 

X 

Para x = >. ?~ la funci6n ip ( x) alcanza su máximo. Esto se con

cluye analizando la primera derivada de ip(x): ~{x) = xt 4 e->.l 3 x(~4- >.i. 3), 
X 

para valores menores que i.4/Ai.3 y mayores que este. Entonces de la -

gráfica anterior, concluimos que para cada valor cJ> (y) tal que O < cj> {y) 

1 < ip max tendremos dos valores de x : X1, X2 como puede verse en la si-

guiente figura. 

1 
·.· ..... 

1 

•• !_ . ''.'.·I 
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ljJmax - - - - - - -211""':'1-. 

1 
--------- ---+--- - - - - 4> (y) 

' 1 1 1 
1 l 
l l 
1 1 

' 1 1 1 
1 1 

X1 

·concluirnos que las soluciones del sistema (2.3) son curvas ce-

rradas. 

y 

y ---- _________ ... __ _ 
J 

Y1 
1 

--~-. 
1 
1 
1 
1 
1 

X1 X X 

. "; ~··· ··-: 

Por lo tanto, las trayectorias del sistema 2.3 como ya vimos en 

el capítulo 2 forman ciclos cerrados. 

Para concluir daremos algunas definiciones; 

~----r:;-;_--."; :. ~ 
' . ' .... "t~. 
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DEFINICION 5.1 

Se llama soluci6n cerrada a una curva y(t) = (x{t), y(t)) '·que -

satisface el sistema 
. 
X = G(x,y) 

y = F(x,y) 

y es tal que dado y(O) = (x 0,yo) existe un real t1 >O, tal que y(ti)= 

y(O). 

DEFINICION 5.2 

Un puñto Zw = (xw,Yw) del espacio fase de puntos (x{t) ,y(t)) se 

llama w-límite de y(t) si existe una sucesión de puntos ti; i = l, ... ,n 

tal que l im ti = + m Y 
i+oo 

DEFINICION 5.3 

r-· . 
t 

El conjunto que contiene todos los puntos Zw del espacio fase 

que son w-límite de y(t) se llama conjunto w-límite de y(t). 

DEFINICION 5.4 

Cuando el conjunto w-límite forma una soluci6n cerrada a(t) es-

ta solución cerrada se llama ciclo llmi~e del ~istema 

X = F(x,y) 

. 
y = G(x,y) 

Ilustrarnos esas definiciones en las siguientes figuras 
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y y 

X 

curva cerrada Zw es w-límite 

···~ ----·~- ·---~--·--

y y 

a(t) es un ciclo límit/ a(t) es ciclo límite. 

DEFINICION 5.5 

Un punto de equilibrio z 0 = (xo,Yo) se llama estable si para to

da vecindad U de Zo existe otra vecindad V de z~, tal que si --

(x(O) ,y(O)) E V entonces para toda t: (x(t) ,y(t)) E U. 

X 

. .:;,.: __ ,,.}"_:~-:~~ -.~.';::..; 

'. 
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DEFINICION 5.6 

Un punto de equilibrio estable Zo se llama asint6ticamente esta 

ble si toda trayectoria que comienza en V tiende a Zo cuando t tien

de a infinito. 

TEOREMA 5.2 

Supongamos que se cumplen de nuevo todas las hipótesis del teo-

rema 5.1 . Entonces: 

(a) Si las raíces w1 y w2 de la ecuación característica (5.4) del -

sistema lineal (5.3) tienen ambas partes reales negativas, entonces 

tanto el punto de equilibrio del sistema lineal como el correspondien 

te al no lineal son puntos de equilibrio estables. 

(b) Si al menos una de las raíces w1, w2 del polinomio característi-

co (5.4) tiene parte real positiva, entonces tanto el punto de equi

librio del sistema lineal como el del no lineal son puntos de equili

brio inestables. 

Como las soluciones del modelo de Volterra forman ciclos cerra-

1 dos es obvio en base a la definici6n 5.5 que el punto de equilibrio 

(x~yo) definido como 

1 
Xo = kl-k2 

A. k 3 

Yo = 
ll¡ 

A. la 1 
1 es un punto de equilibrio estable, pues para cada vecindad U del mis 

mo podemos encontrar otra vecindad V dentro de la cual podremos en-

1 centrar una trayectoria del sistema (2.3). Por otro lado debido a -

1 
que las trayectorias son todas cerradas, no existen ciclos límites, 

y el punto de equilibrio (xo,y 0 ) no es asintóticamente estable. 
- :····v-·--
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Hasta ahora no habiamos mencionado la existencia del punto de -

equilibrio (0,0) pero es obvio en base a la definición 5.5; este es 

un punto de equilibrio inestable, para el sistema de Volterra (Z.3). 

Concluimos que las soluciones de (2.3) son periódicas y por con 

siguiente las dos poblaciones oscilan. Puede demostrarse que una pe-

queña perturbación al sistema puede cambiar su comportamiento a uno 

de los tipos que ilustran las siguientes figuras: 

y y 

Yo 
Yo ---

Xo X ----+-------------------------1._ X Xo 

.: ,, 

(xo,Yo) ·asintóticamente estable (xo,Yo) es inestable~ 

Por ello se afirmaba que el sistema de Volterra era estructural 

mente inestable y por ende inadecuado para la descripción matemática 

de un sistema del tipo depredador presa. 

" 
Es obvio también que no existen ciclos límites, y que el punto 

de equilibrio es un punto de equilibrio estable, pero no asintótica

mente estable. 

Referencias: [ 6], [ 7], [ 8], [ 9], [1 O] 
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APENDICE 6 

En este ap~ndice analizaremos el comportamiento de las traye~t~ 

ri~s de los modelos tipo M1 y M2, dados ciertos valores de los pará-

Primeramente analizaremos las trayectorias de un modelo tipo M1 

para el cual los parámetros tienen los siguientes valores (ejemplo 4, 

fig. 3.7). 

k l = 2, k3 = 0.8 
,· 

.i.3 = 2, t .. = 1, ). = 0.1 

. E = 20, F = 1 O 

En este caso tenemos E> J_ y como arriba apuntamos un modelo -: 
A 

tipo M1 , por lo que tendremos 

. 
X l = X - o. By X2 = x - O.Bxy 

Y2 = O. 2xy - y . 
Y1 = Y 

. 
40 - X - O. By Xi. = 

. 
X - 8 X3 = 

;JC3 . 
Y3 = 20 - y Yi+ - y 

Xs = 32-x 

. 
Ys = 20 - y 

. \:·.'·. 

1 donde las regiones Jf1 ,X2 ,X3 ,Je,. y Xr, se localizan (véase pág. 48) en ·· 

el plano fase de la manera siguiente: ... 
\h :, 
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y 

X 

Analicemos ahora en cada región el comportamiento de las trayes_ 

torias. 

Analicemos primeramente la existencia de puntos de equilibrio -

en la región X1 , es decir, analicemos las soluciones de equilibrio -

del sistema en X1 , o sea determinemos las soluciones constantes del 

sistema en 'JC1 ; tales soluciones deberán satisfacer las partes dere-

chas del sistema, esto es: 

x o.ay = o 

y = o 

De donde concluímos que el punto de equilibrio es el punto (O,O). 

Este punto obviamente no pertenece a la región X1 pero podemos anali 

zar las formas de las trayectorias en dicha región viendo el tipo de 

comportamiento de las trayectorias alrededor del mismo. 

La matriz de coeficientes del sistema lineal 

{~' = X O.By 

Y1 = y .~ 



1 

1 22 

resulta ser 

A = 

de donde obtenemos 

det (A - Iw) = det G -O~~ - (: ~ 

por lo que; 

implica 

de donde tendremos 

y las.raíces son 

= det ~ ~w, 1 

= (1 -w) 2 + 0.8 

= w 2 - 2w + 1 • 08 

det (A - Iw) = O 

·w 2 - 2w + 1.8 = O 

ca> = 

W1 = 

W2 = 

2±14-7.6 
2 

1 
i /" ~.6 - 2 

1 + 
i/" 3.6 

2 

'/.'!.• 

.. 

¡, 

es decir son complejos conjugados con partes reales positivas, enton; 

ces de acuerdo con los teoremas 5. 1 y 5. 2 del apéndice 5 el punto. dé' .... 
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equilibrio (0,0) es un 6oeo lne~table por lo que las trayectorias -

del sistema tendrán en el espacio fase un comportamiento parecido al 

que se muestra a continuaci6n 

y 

.··.- _ ..... 
'' 

·, :· 

Pero a nosotros sólo nos interesan las trayectorias que pasan -

por la región X1 que como puede verse en la figura anterior tienen el 

siguiente aspecto: 

y 

1 
-A.-

E 

Para la región X2 se cumple el sistema 

X 2 = X - 0. 08 Xy 

y 2 = O: 2xy - y 

....... ,. 

... ' .. ··. 
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El punto de equilibrio se localiza en: 

Yo2 = 
25 
2 • Xo2 = 5 

-.:- .... : 

El sistema (i2,;2) es un caso particular de (2~3) y en este ca

so de la ecuaci6n det(A - wl) =O obtenernos w1 = -i / ¡-"[" , w2 = ir2 ; 

como vimos en el apéndice 5 sus trayectorias son curvas cerradas y -

el punto de equilibrio es un punto de equilibrio estable. 

Para saber el sentido de las trayectorias usemos el cTiterio da 

do en el Capítulo 3, consistente en investigar la existencia de tra

y.ectorias que van de la región X2 a la región X,, o viceversa. (Véa

se pág. 53). La existencia de una trayectoria que vaya de la región 

X2 a la región Jf3 queda dada por la condición, 

~21 , T ;¡ > O 

donde N21 es la normal a la frontera entre X1 y X2 dirigida hacia la 

región X1 y T2·es el vector tangente a las trayectorias de la regi6n 

X2, entonces 

N 21 = ( l 1 O) y T 2 = ( 1 O -o. By, y) 

de este modo 

1 o - o. 8y 

y la condición 

~21 , T ~ > O 

se cumplirá para 

y< 10 
0.8 = 12.5 

• 
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Como la regi6n X1 queda definida por las desigualdades 

10 < X .¡¡;;; 20 

o<.y.;;;10 

concluimos que el sentido de las trayectorias es de la regi6n 'JC2 a la 

región 'JC1 

Para la 

25 
2 

y 

-, ' , -·""', '\ . ).. 
,._lt \ ~ \ . \ \ \ 

' \ , 

5 10 

frontera entre las regiones 

J 
. 

O.By X1 = 10 
. 

·-l 
.• ' Y1 = y 

X 

X2 y X1 se tiene: 

. 
X2 = 10 - 0.8y 

Y2 = y 

de donde concluimos que las trayectorias que entran de la región 1C2 

rumbo a la región J{'¡ se conectan "suavemente" con las trayectorias -

de la regi6n X1 pues para los puntos de la frontera los vectores ta~ 

gentes a las trayectorias de las regiones X2 y JC1 son iguales. Por -

lo tanto para JC1 y X2 las trayectorias se comportan de la sigu.iente. 

manera: 

....... 

1 

.-.. :_. -
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·-----·~·· ---
1 
). 

E 

Para la regi6n X3 tendremos el sistema 

X - 8 

20 - y 

1 

1 

· 1 
' 

El punto de equilibrio será Xos = 8, Yos = 20 y, la ecuación ca~-

ract.eristica; d et (A - wl) = O· es en este caso: 

w2 - 2w - 159 = O 

de donde 

W1 = 1 + 4 lfO" 

es decir, las raíces son reales y diferentes. Como 41!1l" > 1 
se tie 

ne qu~ 

por lo que viendo la tabla 5 .1 del Apéndice 5 concluímos que el pu!!_'~.· 

to .~.::. ~quilibrio es un punto silla. 
. ... ~ 

":;1\' i;l::s' ""' et;,.,.,~~ 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

• 
y - 127 -

, . ._' '';!-• 

Yos = 20 ,;. 

10 

... ...,._ ______ _._..., ..... .....,..., ...... .....t ...... =-..---....,.._.--..... ...,.. ...... ,_....., __ ,... ______ ... X 

Xo 3 = 8 10 20 

Nuevamente, para la frontera entre las regiones X2 y 'JC3 se ten-

drá que F = lxy y entonces 

X2 = X - 8 B 

Y2 = 20 - y y3 = 20 y 

donde xy = 1qo. 

Análogameµte para la frontera entre las regiones 'K3 y 'K1 tendre 

mas la condición y =· 10 y así 

X3 = X - 8 X1 = X - 8 

• Y1 = = 10 10 

-
De esto ·se deduce que las trayectorias correspondientes a la re 

1 gión 'JC3 canee tan "suavemente" con las que entran a esa región prov~ 

1 
nientes de las regiones 'JC2 y 'JC1 y por consiguiente para las regiones 

'K1, X2 y 'JC3 se tendri el siguiente comportamiento global. 
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y 

10 

10 20 

Para la región X4 tenemos: 

. 
x .. = 40 X - O.By 

Las coordenadas del punto de equilibrio son: Xo4 = 40; y 0 .. =O . 

Establezcamos la translación 

r· , 
'· ,. x• = 40 - X 

y' = y 

así obtenemos 

. 
x' .. = x' o.ay• 

y\ = y' 

Por simplicidad, eliminemos las primas,así trabajaremos con el -

sistema equivalente: 
. ' ....... 
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X1t = X - 0. By 

Y1t = y 

para este sistema lineal la ecuación característica es:··· 

de donde tendremos 

y por lo tanto 

(1 - w) 2 
- 8/10 = O 

w1= 1 + 2/15 

w2= 1 - 2/~ 

en la tabla 5.1 del Apéndice 5 vemos que este punto de equilibrio es 

un nodo inestable por lo tanto en esa región las trayectorias tendrán 

la siguiente forma: 

... , 
' ' ' ' \ 

\ 
\ 
\ 

' ' ' \ 

Fii·almente, para la región JCG tenemos 

XG = 32 - X 

\ 

~ 

_.;, 

' ; ....... _ 
··: 

• YG = 20 - y 
• ·J .. :. 

•';¡ 

. \';~. >, 
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por lo que las coordenadas del punto de equilibrio son: x60 = 32 , 

y 60 = 20 introduciendo la translaci6n 

X 1 =X 32 

y 1 = y - 20 

obtenernos el sistema equivalente 

X.~ = -x • 

y~ - -y' 

eliminando las "primas" por simplicidad en la notación obtenemos: 

X 6 = -X 

. 
Ys = -y 

Para este-sistema· el polinomio característico será: 

{w + 1) 2 = O 

de donde: 

en la tabla 5.1 del Apéndice 5 vemos que este caso corresponde a la 

existencia de un nodo e~~able. 

t'rabaj emos con el sistema 

{
x = -x 

y·= -y 

dividiendo las ecuaciones obtenemos 
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_y_ = dy = _y_ 
• dx X 
X 

de donde 

ln 1 y 1 = Lnl x 1 + lnc 

equivalentemente 

y = lkx 

Por lo tanto, las trayectorias son rectas que entran al punto de 

equilibrio cuando t-+ m. El aspecto de las mismas puede apreciarse en 

la siguiente figura. 

-=~11===============;========!::=======-====------=-----~x 

1 
-).-

E 

De nuevo podemos ver analizando los vectores tangentes a las trayec

torias en las fronteras de la región XG que las trayectorias conec-

tan suavemente al pasar de las ~egiones X1, X3 y X4 a la región X6 • 

Por lo tanto el comportamiento global de las trayectorias en las re

giones X1 , X2 , X3 y X4 puede representarse de la siguiente manera: 
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y 

Analizaremos a continuación las trayectorias de un modelo tipo 

M2 para el cual los parámetros tienen los valores (Ejemplo 7): 

k1 = 2, k2 = 1, k3 = 0.3 

.l.3 = 3, .l1t = 1, :X= O.OS 

E = 10, F = 10 

Luego de (3.3) de la página 46 necesitaremos 

k3X = 0.015 

.l3X = 0.15 

k3F = 3 

En este caso tendremos E < -f- , y aparecerán en:e1 espacio fase 

las regiones siguientes: 

y 

====tt=========!::::========'===============~x 
E=lO 1 . 

1: = 20 • l 

y en cada región se cumplirán los siguientes modelos 
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X - 0. 015xy 

O .15xy - y 

'X1t : {~ 1t = 2 0 - X - 0 • 3y 

Y1t = 2y 

17 - X 

30 - y 

Tomemos el sistema.en X2: 

x - O.OlSxy 

O.lSxy - y 

Los puntos de equilibrio son: 

Xo2 = 6.6 

Yo2 = 66.6 

{

X 3 = X - 3 
JC3 • 

. y,=:30-y 

Xs: {~s = 20 -.x - 0.015xy 

y s = • lSxy - y 

.. 

·' ·~ 

Las raíces del polinomio característico son: 

W1 = i .y 
... 

' • J' - ; ·:,~. 

y corno vimos en el Apéndice 5 las soluciones son curvas cerradas al

del punto de equilibrio. 

" -, - , 

··:·' .-:;¡'~ ·::- -: 

'--"'~'-----.---. 

" . ~~ .. '. ... ~ ' 
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Para el sistema 

X 3 = X 3 

y 3 = 30 y 

El punto de equilibrio es Xos = 3, y03 = 30, y las raíces del P.2. 

linomio característico son: 

w1= 1 

y obviamente 

Por lo· que en este caso tenemos un punto silla 

-------- -- --------- --- ---:...:------ - --- -- - Yr:s --

Xo3 

Para las regiones-JC2 y JC3 tenemos el siguiente comportamiento 

~l 

l 
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En la región X1¡ tenemos 
. 
X1¡ = 20 - X - 0.3y 
. 
y1¡ = 2y 

El punto de equilibrio es X 01¡ = 20; Yo" = o. Las raíces del polino- _ 

mio caracteristico son: 

_1_ + 7.8 (¡) 1 = .¡ 
2 

W2 = 1 
-2- - .¡ 7.8 

por lo tanto 

y consecuentemente el punto de equilibrio {20.0) es un punto ~illa. 

y y 

)~ 

~~· 
=il=======d========~============~ X 

---------+-------+------------~ X 

~~. 
20 

Para x > 20 +O. 3y se tendrá X1¡ <O y para y> O se tendrá que 

y" >O. Es por eso que en la región X1¡ las trayectorias tienen el sen 

tido que se muestra en la figura anterior. 

Para la región Xs tenemos: 
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X s = 20 -· X 0.015yx 

. 
Ys = 0.15xy - y 

El punto de equilibrio se localiza en: Xos = (100(15); Yos =: (290/iS). 

Expandiendo el sistema en series' de Taylor alrededor del punto de -

equilibrio obtenemos: 

X s = ( X .... X o 5 ) ( - 1 - o . o 15 y o s ) + ( y - y 05 ) ( - o . o 15 X o 5 ) + 

Ys = (y -Yos )(O.lSXos -1) + (x - Xos)(0.15yos) + ... 

de donde resulta el sistema equivalente 

129 
Xs = --~----1000 

y 5 = 
290 
100 

cuyo polinomio característico es: 

129 
(&) + 1000 

de donde obtenemos: 

X 

X""~ 10 

290 
1000 = o 

W1 = -0.0645 + i./ lQQ 359 / 2000 

W2 = -O. 0645 - i y' lOO 359 / 2000 

••• 

por lo tanto tenemos que: Rew i <O y Rew2 <O por lo que tendremos - -

que el punto de equilibrio es un foco e..h~abLe y la forma de las tra 

yectorias en la región Xs será como se muestra en lá siguiente figu 

ra. 
. •."',.' .. 
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Para la regi6n X6 tenemos: 

. 
Xs = 17 - X 

. 
Ys = 30 - Y 

'. . ., 
-".·· 

el punto de equilibrio tiene coordenadas Xos = 17 ; Yo& = 30 . Median

te la translación 

X1 = X - 17 

y 1 = y - 30 

obtenemos el sistema equivalente 

{ 

~6 = -x 
Ys = -y 

Al igual que en el modelo anterior el polinomio característico es 

(w + 1) 2 = O. 

d.:. donde 
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qc~ corresponden a un nodo e~tdble. Corno ya hemos visto en el modelo 

anterior las trayectorias son las rectas 

y =kx • 

Dichas rectas "entran" hacia el punto de equilibrio por ser este 

un punto de equilibrio estable. Por consiguiente las trayectorias en 

la región X6 se comportan de la siguiente manera 

y 

---+-=--------"----------------------------------------~X· X 06 

El comportamiento ·del modelo analizado en las regiones X2 , X9 , 

. 
X~, Xs, JC6 es el siguiente: 

y 

·.\ 
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