UMIVERSIDAD MNACIONAL AUTOMOMA DE MEXICO
FACULTAD DE CIENCIAS

1A CLASIFICACION DE LERMAAN V LA
SERIACIon MATEMATICA

TESIS

QUE PARLD OBTENELR EL TITULO DE
MATEMATICO

PRESEMNTA

MARGAR!TA ELVIRA CHAVEZ CAANO

19179

6693



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JMD]ICE
IA/TRODUCCIOMN

CArRITYULO [

SERIACION ¥ CLASIFICACIoN
{.1 Seriacion
1.2 Clasificacion

CAPITULO T
ALGUNOS RESULTADOS DE r.0e. LERMAM EN
CLRASIFICACION AUTOMATICA
2.1 Introduccion
2.2 Criterios
2.2.1 Criferios definidos a partir de ls
matriz da incidencid da los dstos.
2.2.2 Criarios definidos & portir de
ung relacion binario simdirica
2.2.3 Criterios definidos & parfir dal
dafo de yng familia [imits
parficiones,
2.2.4 Criterios defimdos a parfir dal
da?‘o de un indice de Simi laridsd.
2.2.5 Criferios definidos o poarfir de
un praordenamienie

CAPITULO IL

ULTRAMETRIA Y Sy RELACION Cod SERIACION 5‘1

APEMDICE

818L106RAFIA

Pag

(€Y

20
20
24
24

23

35

91

50




INTRODUCCI OAS

Es‘/a ‘/Id[)ajo '/'izna como objz-/!vo , QnCon‘)zrer
una N-/&Cio'n enfre - dos 1eames de las matemdiicas
aplicadas , que son: la sariacion y la clasificacioh
este Uliime Fomads desde ol punto de visla de ler
men . S¢ pensd qut podria axisiir 13 relacion de
bido @ la formo de /es matrices que caracterizen
3 una seriscion y yna dasificcion 1. _spective men
‘e . Es po ¢ste, gue la presentacion  dal ma -
'/Qn'a/ diene el orden SIQU/‘Qn'fQ : 0_[ c_apu"/-ufo I om
prende , desde  al conco_p'}o de serigcion hosta fa-
gar & uUna matriz que, Dajo cigries condiciones
coracterize 9 ung  Seridcion ; ademas s¢ de on po-
norame general de lo que ¢s g clasificacion  que
servire  como intredvccion &l CapHulo I, en ¢ste
ultimo se e¢xpone une swie de resultados en clo-
sificacion obtenides por lerman enlre alls |, aus-
te uno en especisl . oblenido @ trevds de und
cadena de  particionas coracterizadd por ung dis -
Joncia uHramd trico y poniendo wsls  disTancia an
una noa‘/n'a Qua serg anonC(ZS una md')ria de dis -
lancias ulframdétrices . For ldims , en el copiulo IT
s¢ obtiene 43 ralscion buscada g dravas de  Iss
matlrices mencionades anfariormenie . De ests
manerd , dunque  an ganersl la seriacion es utili-
2ad3 pasd encontrar @l orden Secuencial de ObjCﬂ(OS
Con raspecfo g/ fiempo, se ha llegade = que @ncon-
}rar umo serigcion @n un Conjunfo dado da obj'(z*qsl
nos lleave & encontrar uvna clasificacionh an al
misSmo Conjun‘}o.




Se prasanta teambian UD apdndice an al
que sa ds una serie de resul1ados  an espacios
vltramdfricos , gracias o los cusles se obiianan
los resolledes da interds «n al copitulo I ,este
apendice podria extenderse moucho, Jo qua wons-
Jiduirta on trabsjo wmpleto y «f objado dd mism,
as u'nic_eman’(l UJ:’I:’&Or/O como hzrrdm»v_n'}a , por
lo que se considarsn Jdnicamenie los resoltades  qua
se ulilizan an @l c‘_aphLulb mancionddo arfiba.




CAPITULQ I.

SERIACION Y CLASIFICACIOM,

1.l SERIACION

la seriacion ,como muchas ramas de mate mg-
ticas aplcadas, no fue /inicialmenie concabida por Mo -
temsficos 5 dsta se afribuye o Flinders Padria (/899),
pues fue dl quien formulo y puso en pisclica los prin
cipios da lo que ¢/ llams “fachamienio da sucesio-

nes” ( seguence- dating) , ghora mas {recueniemente
lamado SERIACION.

La sariacion s aplico @ un Conjun‘)o de obja'}us
pars aslablecer en allos un orden Stcvencial, e, se
busco que antre allos exists alqune relacion dea -
conlinvided an Glgc'm sentido , por ejemplo al diem-
po , 1eniende como resuvliado un orden cronoldgico .
Aqui trateremos solamente ¢l caso en que o Unico
Gue se requiere pars astoblecer «se ordan | qs wnsi-

darer l8 presancis o ausencia de algunos caractaris-
Jices relevontes en los objados.

la presencia o ausencd da las caraclaristi-
@s sa represents por madic de und matriz A , de
incidencia |, donde  los ranglones rapraswﬁan los ob -
jdos Y las columnas las caracdarislicas o varie dades.
Toda s in-{ormacfo'n quada enfonces resumide  an
czs"a maniL ) CUYS da {inicion Jormal as 13 Sfguia n')a_-,




Definiadn 1. Por una malriz de incidancis A
s¢ entiende af oreglo

{Q.t_,' L= l,...,m ; J=1 _“,n} ,

Con m ranglones ¥ N. columnas, donde m s al nc-

mero dz objetos y n es al ndmaro de caracleristi-
cds ¥

1 si a objato i-dsimo posea 5 Coc-
teristica j-dsima
(l{j: J
0 &n cualquier olro C3So .
Endonces la matriz A +Hena Jo Jorms 21giC nte

CARACTERISTICAS
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i‘fq. L
Dhora, si se forma la nua.vé meﬂrm _@aé@da
da nxn: o B




donde, la enfrade (i,j) es:
GCJ £ Z— a—p‘-_ aéJ
kRa

Se¢ puede ver que G es igual sl nomero de objetos
¢n los cuales la i-¢sima y j-dsima

Carac+¢r"81‘1‘ca3
estan prcsqn%_s,<

Por o'}ro lado , St se {orma la malriz cuadis-
da mixm

G« AN,
cwoya anirade (¢,5) @s:
"

9y = Z— Wiy Ay

entonces a9, ¢S iqual 8l numerm de carscleristicas que

lignen an comun los objedos ¢ v Jj. Puede decirse
endonces que las meatrices €y G conlianen infor-
macion Qcerce del orden secuencial de los dates -

Encontrar una seriacion da los objatos , @<
Qquiva!ar\fz o ordenar Jos renglonas de A de mane-
ra que en cada tolum na queden 1odos lbs unos
jun'}os, i.¢. , ¢S QQUiVGIQn‘iQ 3 inmlercambiar 105’
renglones de jorme que aspecdo de la matriz
sea como al da 1) T(t‘guld?. ON 3 a.s-,a 7[orma
s¢ diane cierls condinvidad por s mencre  an
QU(T. QU(tcl&ﬂ GQrupados los UnosS Y QUQC{S‘QS}Q~
blecido antonces , al orden secugncisl da los
obj efos L




CARACTERISTICAS

¢, G; Cs Cy .« v Ch
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gt‘q. 2

Como puede verse , lo qua se obiiene es
ung mueye matriz de Incidence , e lsa qua —
Kendsll lleme maitriz da Petrie o matriz P

La sariacion consisie por lo tanto,
¢n poder llevar 8 una malriz dedse de inci-
dencia & una matriz de Padric , an lo sl
los renglones rearreglades dan al orden sawan.
cial correcio da los objatos.

Fulherson y Gross (1965), probaron el
Siguia_rﬂq, re sul 1o do :

Si dos matrices de incidencia Ay A,
dienen a mismo némero da ranglones vy a«l mis.
' da <ol - Afn. - At
mo numeroe da columnass, v s¢ Ard. = A4, .




erﬁonca_s qz Puadc ”evarw_ a la iorma de Pa_'Jn‘e,.'c.,
¢s Petrnclicable , por parmulscion d¢ renglones
sy sélo si A as Patriaficable.

La plegun"a <es A Pe-Ir|'e,(u'cable?),, puede
¢n Pprintpio sar onfestado S¢ conocamos g lo malriz
C obtenide da o mafriz A ; eslo es |, puede dacir
se¢ que l8 malriz @ contiane la informacicn su-
ficente  pars decidir si A es padrieficable.

£s NTCTS3rio, an a_s‘}a Par+Q s deci ¢ Cua'ncjo
uNna matriz q Jiene Jorma de Kobinson : po/ da -
{iniciod , una matriz G Hiene la forma de Kobinson
si y solo si, las columnas y los renglones son
unimodales y Joman sy valor maximo sobra la -
diagonal principal ; y se dice que uvna sucesion
d¢ nOmaros @s  unimodal si ¥ sélo si ests suce-
sion crece  (en senfido débil) a un valor mdaxime
y lvego decrece ( an sentide ddbil).

David (7 dendsl obtovo Sn'guicl.n'JQ re.suldads:

Supengase quae A es pddrie ficable. Enonces
a par muv‘acioln da los re.ng\onq.s qua pHer{-u‘ca
d A e ls misma que, cusnds se & plica & (oS
ranglongs v cldumnas de § simuldanca mente | re-

sulte und matriz cadrada an lo Jorma de Kobin-
son.

for darmdo, despuas de gua se hays decidido
e A resulla de s permulacion de renglonas de




afgund matriz de Pedrie ; la dares de lewr & A
a la Jorma .dcr. Petria pveda Ser realizada udilizan-
do G Onicamente.

Da las consideraciones gnteriores v bajo 13
_h_apg'igg,-g de que la malriz A de incidencia puade
ser lleavade g 1a Jorma da  Padrig, se llege a
la siquiente condusion !

Poposicion 1.1

Enconirar une seriacion an los objetos as
equivalente a ordenar les ranglones y colu mnas de
G simuldlaneamente de manere que resolde une
matriz an lo -forma de ®obinson.

1.2 ciAsiFicAcioM

Desde un punto de vista genarsl, una clasi-
ficacion es la wlocacion de "individuos” an clases
indefinidas inicialmente , da tal forma qua los in-
dividuos de una clase asfen “cercancs” entre s
y ‘distandes da los da las odras cleses , an dlgin
sandido

Desde al punts da visls da la Biologia , Ts-
xonomia ( dal griego ToA gug , doxis, ordan v
UGL/u.oC,‘ﬂornOS,)Q.y) ¢s la ciencio da la clasi{icacion
de los 0rganigmos . El dar mino ';&xonom:'@ lua. pro -
pua_do por al bolanics  De Coandsile para ks teoria de




'/a"c/dsilicacjo'n d'Q [as p/@m'as.

PO" Jo Qe hdy quea hacer no'}dr que en d/qu—
ngas OCasioneg los 4¢rminos “C’GSI'P'CGC(O?‘)” \/"'IL&X.O~

, , . (L) . )
nom/a" se ysan indistinds me ndg 4 El interq, que

Sq parS/gocz an QS?IQ‘) S'ZCCIdn ;€S qf dasq}rro//o de
S Jeor/s matemd Jicy de  fa clasificacion

» 1o cugl
2518 bosadg ’Qsa:ncfd/mamtcz 0 19 axonomys biolo -

91 ( Jarding £ Sibson 331, Snegdh y Sobql 1943 )
pudien dose aplicar g walquier {ipo do  dg

0S qQua sqfic.
fogan las propieds des requeridas para el daewirol o
de  dsis.

la 7(axonoma'<9 -htl_nq 4rcs an

JOQUQ& , ua
Sobal £ @min (1965 ) han dfsﬁngui

do (o mo:

£) 3 xonoms operacions|
‘) faxonomiy ¢ MpITicy
) 1£dxonom:'a numdricy.

)

Y

Da ACVZrdo o tS‘/OS adora& la f‘mpor'/ﬁncia de los ¢n-

,[ounS ¢S en e 0rde n dddo, En s 4exgnomf'a 0PI

@ de 9 ng -
POr obser vacioh o

. dg J@xonom:'d EIMpiricy qs1s basy.
da  e¢n /3 0bSTrugcion de muchas Sracler/s];cas RY,
Cusr gn ra cord Ul sa /br,-‘
NS MAyor'y de caractares

(1) En cs'fe cepHu

lo as' se o nsiderargn




la clasificacion de las ploantss.

Por o qu ha\/ qua haccr no‘}ar que an a}qu-
nas ocasiones los términos ‘“clasi{icacion” \/"h)xo-
! ’ . . (L) . '
nomia"” s ovson tndfs'lm"den‘lQ . El 'm‘cuas que
Sa parSIC_;ucz an QS'}& sozc.clén , €4S al dQS&rrollo de
ls deoria molemddica de la  clasificacion , la cuol
esls bssada @sencislmante @n 3 1axonomie biolo-
gica  ( Jardine & Sibson 1931 ; Sneath y Sobel 1973),
oudiéndose aplicar & walquier fipo de datos qua salis-
{agan las propiadades requeridas pare ¢l desarmollo

da dsls.

.La ‘J&xonoml‘a JN.NI_ ",rcs (I_f\u‘olf{u(LS , ua
Sokal & Gmin (1965) hon distinguido omo:

t) e xonomia operacional ,
ci) taxonomia T mpirica
L) '*dxonomfa nomdricd.

Da acverdo & d;S'loS auwloras , la u‘mpor"&ncf& da los an-
1[oun.S, es e¢n ¢l orden dads, En Io 1ax. nomiad OPLIS-
cional , las proposicionas @ hipotesis acerea da & ne -
Jurslazs  puedan ser probadas por observecion o
exparimeniacion . La Joxonomia Tmpirica ¢sla bass.
da en la obszruscion de muchas wracleristicas
da . las cuales sc puede e var on rdcord, &qui sa ,{or—
mon grupos de acuerde & und moyoria da caraclares

(4) En esle Cép»"lulo s’ se consideraran,




Compow"idos. da ’/dxonoml'e numMericy Como ga nerasl .
mentae a¢s proctica oy, s operacionadl y @mpiricd.

Es impor"/an+<z haccr no‘/car qoue /OS ‘}axo No -
mis*as numaricos consideran UNna Saparacion QS*r:‘C?‘@
entre la QSpczculaCio'n l.’(ogand_%fca Y/ al prochimf(zQ
to toxoncomico. Las ralacionts foxonomicgs S
evaldan ¢nicameante en base g los parecides gue
existen octoglmeniec @ndre los objetos o indivi-
duos qua se¢ Hienen & la mano . Estas ralacionas
fandiicas no Joman en cuents ol origan dd ps-
racido a.ncon‘ira db ny la lacé)n a la Cue‘ fos parec -
dos pueden habarse incremanlade o decre maniads
en al psassdo.

SQ han "\QC"\Q QS')as LOhSieraC.iOnQS de,‘do
3 que heasls asfe momendo no se ha hablade de
dlgun asquems de clasificacion, yv como es de as
perarse , cwalquier TSquema qoe inlerde combinsr
«! grodo de parecido , dgscendencia y rozen del
progreso  evolucionario Ser’a excesivamenle om-
plicado. Por lo que s separacion de BS considaa-
cionts fendiicas de las Jiloqa_nc'-lfcas ¢s on
avance imporfanie an @l pensemienic {axonomi-
co . Da acuerdo con  Sokgl £ Snaath, se puce de
Lsar unicamenfe euidencid fenddica pars estable-
car rona clasf,[{cacfdn Sa'lis;ac“ori@, las rezongs por
las cvales se aseved dsto son las siguienies:

1. €l rdcord del {osil disponible asta 4on
fragmentsde  qua I3 [ilogenia da 9 mayorla de




los ‘/dxa a¢s JQSc_onoc.fd'a. lgs sucesioneS Qque ¢
ramifican avo lucronariamente deben Sar probsedas
extanse mente & portir de raelacionas {anthcas
anfra . los orgonismos existentas.

2. 1g c/as,‘licacio'n -}'a.né.-l:‘c& ¢s pQSib/Q
para  4odos los Gropos. En condraste con closi-
licocion cladisfico , basada an svcesiones que S
wmifican, que requiere inferencids historicas &-
carca da I dirmccfo’n de evolucion an un Qrupo
de 0rganismos.

3. Aén cvando o evidencia Jo'Sil es1d
disponible , asts avidancia misma  debe ser tniae-
prq,"ad& primero de und Manera [Qnd'//&; Qer.'c.
lamanie —con la @xcepon de que 5a dd ademds
ona ¢Scak de 4i¢mpo, Queg poecde rQSJringir
cierles inferpredaciones de [ filogania — ya que
oS c_rﬂarios para czlccg.'r las {ormes anCQS'iralQS
an una filogam‘& Son hncﬂfcas v QS'la'n basa -
das ¢n relacionzs fq_né.*’icas enire SuquS'}os ANCAs-
Jros y dascendientas.

4. Dasde al pun’lo de visla de s diolo-
9ia an genedl , probablemenie as de mas in-
Tards describir la similaridad dodal da los orge-
nismoS qu @ Sus SucZsionds qua g rami-]ic&h S
las clasiJicaciones son para Tenar valor pradic-
dive , ¢s evidenle qgue las que eslan basadas
en lo similoridad Jodal sSwrah las mds predic-
livas.




E’ﬁoncas , @n base A c.onsidm/dc -ngs {»Qnd*‘f—
o '
S Unicamenie sa doard & wniinvacion |3 4eoris

matemdadica.

Es imporfanle hacer la aclorscioh qua P
hacar ung dasi{vcauo'n, QS asancisl Suponar Qqua
¢S razonable buscar grupos (o clases) an los dafos,
siendo @sfos subconjunios dal conjunto E  da obje-
{os ,carecterizades porqgue  posaen propredades da
cohtrancid y aislamianie.

| De aqu/ an adalante sa sopondid dado un
conjonfo E  da "objclos” o

Cvando se desea hoscar uns dasificacion de
un conjun'}o de ob)'ﬁos, la pri mara idea qQua Sa
ocurre €€ porlir &l conjurﬂo da objatos en subcon-
Jurﬁos, qou e pua den Sfmp\ﬂ.man’)(z Iormar ungd Cu -
bierds da E (en este caso pueden © né traslh-
parsae los Subconjun'fos), pUQdQ_n {ormar und p&rf:-
Cion dal wonjunte E o mas ain, Se pueda tener
una sucesion de pardicionas.

El Jipo da dasificacion da inlares a-czr_swl‘o.
'}rabajo ¢s cuands se Jiene ona SucQSid'n CrQCu‘Qn;ﬁLQ
de pardiciones 5 & lg qua Jardine & Sibson 1k man
Clasificacion astrefificods jerdrquia . Se ha escogido
esta 7’,‘}30 da clasificacion er&rqo/c@y@q()qpoqu
una asTruclord ma's rica qua otrss C’&SQ‘_{Q/Q@(J(U/’J@
mi¢nios. iy

(1) Se uliliess ol Hdrmine objele pars describie o los aleman:
tos da conmjunde que esld siands considerado.




la wonstruccion da  “sislemas da clasificacion ™
se drata como un proceso qua onsfe da dos par*‘ZS
~la primare  Porte € consliyir pne madids de
disimilaridad (¢ da simibridad) sebre un conjun-
to da objefos , da dsl Jorma qua dascribe  e¢f
patron dea variacion da los mismos (on respac-
to & los atribulos ¢ coraclerisficas escogidos. L9
segunda parte ¢S rapresentsr ¢sts madida (-
meda ceficienie de disimilaridad ¢ Similaridad)
por un sistama da clasificacion apre iado.

Agui se supondra definido un coeficianie de
disi milaridad sobrz £, @l cval a5 une funcion res!
positive sobra E xE , que salisface las siqui entes wn.
drcionas -

¢y d(A.B)>0 ¥ A,BeE

(.‘)d(f-),ﬂ)zo ¥ A €&
iy d(0,B) = d(gn) ¥ A, BekE.

Sucada -£I¢CUQn"Qan'}Q qua lag disi milarida-
des meadidas de alqund manare , dienen ciertas pro-
piadadas , por ajemplo, puaden {ormar ure mdiri-
@ an lugar de un waficiente da disimilari-
dad simple manta.

(1) los 1drminos sislema da clasificacion v sisterna daxongmi-
co son olilizades pord dascibir coslquiar wnjunto da sob-
conjunfos de un conjunlo de objades qua “¢ alguns me -
Nara ransmiie informacion acerca da los objaios,




los valores de un coc{icfcmh de disi mi a-
rided pats B an genersl se ponah an un ara-
gle  cvadiado de nxn  (s; o @&3rdinslidsd da E
as igual 9 n) , Hamado matriz da disimilarida.
da S , cuyos rcrnqlonqzs y columnas QS‘*&B inda.
xados  por los oqu+os da E, como sa ilostre an
A fiqura 3.

X X, ij o X n
XLy ,
11
x S e d(xt',xj)
¥
X n
|
frg. 3

los mddodos jararquicos da clasificacion
parian da los eocficienies da disimilarided (ap),
ce., de vne matriz de disimileridades vy la
Transjorman en un “dendrgrama . El aspacto
qq_na.ral de un dcno)roc)mmd s¢ muestra an g
Jigura d , en d cusl fos nodes darmingles ra-
prasenisn s los objatos (A, B, e, D,E,F,q H )y
la ollura da lss unionas horizoniales (niveles

14




numdricos ) ¢ste  adsociads & parecido  antra  loS
objalos de lss deses qua se unan.

y |

l.4

(2

l.o

0.' 4
0.6

0.4

0.2

A 8 ¢ > EF g H

[ig. 4
Como puac{a oészrvarm an la fl'quﬁc? 94 los
agrupamientos ¢spaciiicados ¢n <add nivei pacti-
cular da un dandrogisma, Hienan ls propieds d da
C{UQ son aJ'O_nOS dos o d‘os V dO‘Qh\oﬁS} 4oq'c\ 2l @ man-
+o d.a E pertencce & Qiquna clase (qug puede wons.
far da un sdlse ademenio ). J¢ acuwco con eilo, @
claro que los c?quaml'ln‘}os {o/man und par"fcio'n de/
(..Onjun‘}o E y como S Sabe, a.x.’sJQ ungd (rfraspon -
dencie uno & uno entre las parficioneS de un con
jumo y las ralaciones de aquivalencis dafinidas

sobre ¢ ; odonde una ralecion de equivalencis S
defina como sigue:




Ung ralacion da equivalencis K sobre E @S
un subconjunto  de  ExE donde sa satis{aca que-

gy (AAYe R ¥y RAe E (re{laxiva)
() (B, R)eR w (B,A)ER ¥ 0 ,BCE (simdirica)
i) (A, eR g (0,B)eR = (NH,B)eR
v A, B,C €F (4ran$i‘lf\/a).

Si Q 2S uvng m‘acién dcz QQU:’Vd'QnCia, Qn')oq
cas los Con)'un‘,os:

Cn {8 : (B8R

_-)orman una par‘hCio'n de £, ¢ invarsamcn'la , S

log conjun"os Q,( forman una par*‘fctc’n de E,
anfoncas & relacion

Q = U de Qd )
a

es ung relacion de aquivslencis v estas diansjor -
maciones de  raaciones de ecquivslencio s per-
licionas y de pardiciones & relacionas de @qui-
valencia resulian sar, enfoncas , fAvarses mu -
4uama.n'!<2.

Se diene andonces la stquicz,n']a de {int-
cion Jormal da un dendrgiems: TR




Sea W(e) al C.onjun"o de las ralaciones
de Qquiuala.nua SoLra.l E . Un d(lnclrograma as
una funcionh |

QEO;”) ————»W(E),

qua Sa‘}!ShCQ [as St‘QUiQn+¢s condiciones:

Y elh) ¢ e(h) si osheh
¢y a(h) - ExE para  h soliciania -

| menta grenda
i) para h dads, exisle $»o0 Hsl qua:
¢ (h4$) = e(h).

Si se pide adamss qua Hodos los dle -
mentos de E sean disfinfos an al nivel caro,
3 los dendrogramas con esla propiaded sa  las
lama definidos y lo propiczded puadae Sar ascrita
de la siguiente manera :

¥) Qo) A E, donde AE={AA), ACE]

Hasla aqui sa he dade ls dafinicion
formsl da dendriograma y se hs dicho que
un mdtode de agrupamian% ¢s una drans-
.[ormac.io'n y Yy que 3 los ¢d's los Hrans-
forma an dendrogramaes. ¥ aqui Surge une

pragunia ¢ o pordir da los dandiogames @S
posible obtenar abD's 7, da awarde ton

Jarding & Sibson (1931) s/ as posible 'y allos
lo demosTraron . A condinvacion sa de un eshoza




de la daemosliacion .

Supéngesa qou e d on @D arbitrarie
v sa dafine: -

TaYh =1 (a,8): d (A,BY<h} | # hoo ,

es daro que Tg es uno relscion reflexive y si-
mdtrics paro no as fransitiva y por lo qua S¢
he visto, se puede dacir qua , (Te)h) @s un
dandregrama siy Sdlo si €S une ralacion de equi-
valancra ¥ hyo. L& condicion da ‘,ransi-’i\udad
puede ser Grpresadse de [a siquiente manars:

d(A,e) «sh y d(e,B)e¢h = d(AB)h ¥ hyo

8, equivalentemente:
¥ n8,ceF d(ﬂ.B)Smax{d(glc),g(QlB)k

£sta condicioh ¢s conouda wmo le "Desiqualdad
UHremddrias ) por lo qua & los eDd's qua salisfe-
cen asle desigualdad se les llama edis oMo me-
417 CoS.

Con el resuldads anterior se puede decir qua
la Haxono mia numaricd 8¢ ho consideredo e@san-
cialmenia , como 1o coleccran de mddodes que
fransforman una matriz de disimilaridades an
un coeficiante de disimilorided uldremdirico.




La oHte mawicidad es una {verta resiriccion
pues aquivala & que al fomar A 8,0 eE
d (0,B), d(B,@ y d(A,e) deben sar los longi-
judes de los lados de un drigngule rsescalas,
en al que al lado dasigu&l ¢S , cuando mMas,
fan largo como los ofros. EFn al gpendica A
s¢ ancuenfra uno wlaccidn de resvldados impor -
Janfes aceree da  ls ulire malris.

Rdemes enfonces decir que al Hrans for-
mar una matriz da disimilidudes en on coafi-
CiQn'fQ ulframd Irice s sta' "o’Q/or mando” 3
ls matriz original . £8 nalursl pensor que af
‘major” méTdodo e¢s aqud que “deforma” o
menos posible 3 la 1abl . Hasla donde se sabg,
han hebido infenfos de precisar qud se enfiende
por “deformar” y por "major” paro no ha habi do
un Jdcuardo qa:ncraf,ni Un pronuncia miento sdlido
sobra s conveniencie de usar unds definicionas
anvez do lss olras an algin Jips da problams.




cAap1TUuLO IL

ALGuNOS REeEsuLTADOS DE I. ¢ LER MAN
EN CLASIFICACION HAUTOMATICA.

2. L[ANTRODUCCION.

Todos los resuldades que sa consideraran
en este capifulo suponen dada Is informacion
raletiva al  porecido da los oij%os.Esfa informg
cion generalmante e¢s oblenida de las gperian
Cias sensibles , los coractares exlernos de los ob.
jQ'[OS , Sin tomar @n cuenta las rQ’dCioan posi -
bles Qn‘}rq Qs?os caradarcs , Q. las cIes{.fiCan’o-
naes propuzs*ds son {Qno*/picas.

Para une clasificacion deda , se distinguen
an qeneral, dos conceptos de clase:

¢y clase monodddica vy
¢y clase politddics.

Se dice que vuna close @5 monolddice si esla’ carac
erizada  por und sols propiedad , dsto ¢S, unobje
1o qu?’cznczcz g la clase s vy selo si el objalo po
sce o propiedad. La definicidn de closa polite-
Jica , da acuerds o Beckner (1959), e¢s [a si-
guienie : Una close K es poliddica si asis
GSOCISC/& da uh C,onjun’io J de d'}ribu'los-.a.,a,;,w,

G; fsles que:
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a) cada elamente de la clase pose T unga

‘proporccén :‘mpor'f’&n‘)’c (paro no ,f:‘J'a) de atribe.

fos dea J; 4

b) cadad d-}rihu'}o de J ¢ posaido por ung

proporcion imporfante de edleamaentes de K
¢) no axisfe necasaria manie on oribe-

Jo da J qua Sea posm’do por 1o dos los «la-

mentos de K. ‘

Se haca asla considaracion ys que @l
definir dnicamente vna dasa monotdiica as
muy W_S'/ringfdo, Sobra ‘/odo cuaen do sa rcf.[iQrQ
a las clasificaciones “natursles” dentro da
las ciencigs nalursles y humanas.

Como pars la mayoria da los md 4o dos de
C.lasl;icado'n , 19 fn{ormacio'n da qua Sa d(sponz
asts ralscionads a8l paracide da los oh:ates do-
mados por pargjas y considarendo i3 nocion da
clase polifdfice , se deses que , con respecto o
los alribulos da dcscripcidn , al grado da pore-
cido @ntfre dos objates Se9d gronde si purie na-
cen 3 ld mismo clase y paqueno &n ¢l ceso con.
Hario.

For lo {ando ,sabusce sobre @l conjun‘)o de
sbjafos , vna clasifrcacion ( particidn) o una je-
rarquia de clasificaciones (une cadena dantro de
la lalia que Jorman las particionas).




Una cadene de ® , donda @ dencls al
~conjunto de las particiones dal corjunio E de
objatos , €5 un subconjunto 4otal menie ordans do
de @, Q= (P,F, ..,0) wn PRcPc. (P
v Pe €.

El conjunto @ Jiene astrocddue do lbtiz
ya que , fods pargje de pardiciones {P P
diene un supremo omdn PvP yv un 'niimo
comén PAP' ; donda las pardicionas PvP' y
PAP sc¢ definen en basa & su gsfica como:

qr (P/\P') s 60’ (P) né)r(P')
(e, x (PAP)YY & x Py v xPy

y PvP se define como: G (PVP) es la gréfica
mas paquens de ls relacidn de aquivalenciq que con-
tiene 8l conjunto G (P)U G/ (P) , o equivslenteman.
te : x(PvP)y siy sélo si existe une suce sion

Zo, Lo,...,Zx de dlementos da £ tales que , pors
doda ¢c0 1, ...,k

’

Z‘: Pg(-ﬂ © Z‘: P,z

iy, cor xxZ, » J= Z"-

Ung gréfica de una relacien de equivslencia
P es danotads por G (P) y definide cwme:

Gr (= {(x,9) ] xe & ,%¢g y xPy},

doﬂd@ P'rtdmbia'n dQno'}a la relacion da quualcncicf)‘r

La naturaleza matemsdica del prodlama de
loa clasilicacion dutomadica as Is s:’guianJQ-




Se considera obtfenide , de slguna mancra , al dto
de base (& porfir de los objatos), definie nde
por ejemplo una ralacidn binaria simédrice , una
disfancis o psaudo - distancia ,¢tc. S pongesa
que & la estructura qua forma ol dato de base
se le llama la czs‘f_ruc‘fora de Jipo ¢ sobre al
Conjun%o £ de bs objates , ?sla es menos “rica”
que 3 asfrucfurea que se@ bosco, llamese ¢stroc-
fura de -/fpo T (par?‘fcio'n o cddeng de par'/;‘c:‘o-
nes ). La Jorms general consiste en relacio-
nar-la  cdese @, de las estrocturss da Hipo T,
sobra E con la clase L | de las astructuras de
fipo @. Se trefa enfonces de determinar d o
los elemenieos de la clase © que son tan
compalibles omo S pesible con @l doto de base.

Toia establacer lo anterior , se define  un
CRITERIO ;un C.n‘?Lero ¢s , an Qanqraf , Una re-
lacion da preorden (que puede Ser parcial ) sobre
al conjunte ® . For esfa relacitn se prefiere T
a T (Tte¢er) s, T e¢s mas cercans que T' @& s
estructors definide por al dalo da base.

El dsto de base, a parfir dal sl sa Frebs
Ja puede ser:

1. El errag/o Axe (donde K as al conyun
lo de los atributos , Ede los objcﬁos /101 =T

/

y IEl =1n). En esfe caso L ¢s ¢ conj'gvnj{:o}_c/&
las matrices de incidencia con T files y n colum-
nas .




2. Una relacion binaria simdtrica sobra F,

cn%onCQs Z. s G./ C.oryun‘fo d(l IGS ralaczlonQS b -
Nnarias s:'m¢’4r,'cas sobre E.

J. Ona familia ,(inHLa de p par/ic,/oms sobre
E , L ¢s oqui el conjunto de las families Jinitos
de P parficioncs sobre £.

‘/. Una d/’S'lJanCid o psaudo-di&*dnckﬂ soﬁrc
£ (indice de similaridad), L s o el conjunto
de las pseudo- m&iricas sobre E.

5. Un pfa.ordq.n '}ovtal sobre E. 2 e an-
fonces @ conjumle de los predrdenes dotsles so.

bre al conjunio F de lss perejas de objatos dis -
dindos.

2.2 CQITEQ;Q_S

2.2.1 CRITERIOS DEF/IANIDDS 0 PAQRTIR

DE LR MATRIZ DE INCIDEACIA DE los DO-
70S.

Vs se definic anieriormenie una mo-
4riz de inc:id'ancia, sSin ambargo se dars b
definicion de Lerman: una mgairiz de ina-
dencio (ég) c=l,2,.., T ¢ j=1,2,...,hD gS ¢/
arrqglo:

)
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1 sial ahribolo @ s poseido
g = por al objato 4,
0 en cudl quier ol caso.

Aqu', cade objafo ests representads por una co-
lumna de lo matriz  (re. Lerman considars o

la matriz de incidencia “4rans puesia , en ralscion
a Como Sa da:,[fn.'o' dn‘}Qlfoerfﬁ(Q ).

Sea (E,&,.., E¢) vne particion del
conjunto E an K cleses ; si esto porticion de-
fine une clssificacidn notural”, enfonces , deds
I3 clese E, , a dsta le corresponde un subcon-
junte A; de atributos, 1ol que cads caracd ar de
He @s Jm.cuan‘}q_ en F:;. D¢ scuerdo con &sto,
los SU})CDHJ'UIT}OS 0. po Jormen necessrio mente
una particion , sino en general Jorman ung
cubierta , Y@ quZ un mismo a‘frcbu+o quo’ Q
intaervenir en lo definicion de mas dT une
clase . v lo que se quiere ¢s que eslo co -
{Jr(Zr‘ch sea  1al qua Ios 4ras)epas endra  las

Q(' 's S«an jpaquahnos; i.c. qua

[Q(ﬂﬁ\\ |
jAQcUQJ) e 0 2.2,

Sea pqquaha sSi Nno s nub. ‘{Qn'}onc_q:s, S pad
on (¢;) dado, {#;, la razoh 2.2 es moy
grande , no haoy rszen slgune pera qua sa parts
E;UE an dus clases
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DQ{inicio’n de un Cri‘larc'o.
E| Oij?ll'\/O , dqQui, ¢S anonJ/er unNg  Pareid

<Ec,[]c’ (e€IL), cuyo primer ala manto Sed una
parficion sobre £ y cuyo saqundo elemento Seg

una [amilia de subconjunfes dea A , que cubmn
o A ,y tal que s adamenies de la familiq
y las cleses de o porficidn se corres pondan bi-
vacliva menta.

SQ dcnmla/é por L g /a rQS*/iCCiOI'W OJQ
la matriz de¢ incidancio & (&,[/ AexE, y se

dano+a;a' Por Ma la rts%riccio’n dal comp)ama.n"o.

Se represenisrs o la paraeja (£, 0t er)
por medio dz Ung matriz M de ceros y unos de-

finida Como Sigut :
/

1 st dl ‘ugaf (l‘,_‘,) coer,S'pondc a
_ un alemende dao L.
(—UCJ-u <
0 si al lugar (i,j) corresponde 3
. vn elemenio de M.
£ = l2, _,T fJ :l,-?, , D

Seg (€, AlceT) und parejo formads
por Uns pordicion sSobre £ y otig sobre £
gua Sc¢ corrczspondan biyczc:‘//'uamczn')q . Dadas
dos pargjas, como 13 anderior, Se prafarird
dquells pars la cusl al uslor de:




T n
Y ) (ftJ-cTJ(J)z L =.o2.2

ey 9

seg ¢ mas pequedo , donde T = (¢ ) @S

la matriz da cares y ovnos ralativa o
(&, Qi lcel)

la canfided 2.2.2 represenis la res
driccion da la dislencie eudidiend defini da en
R™™ a {0,1{™", entre d vecfor que re presan-
#3 & la metriz de {ncidencia de los dates v
I8 matr: . .

5¢ puedae gpedir ademds, qua el noimero
de clases de e psrticion definida sobre £
(que e la porticion de inferds) sea 4. Con
QS‘/a rQS*riCCioA , S¢ qudQ acondic:'onar CLI
criterio propu ¢ sto.

2.2.2. CRITERIOS DEFINIDOS A PARTIR
DE wA KRELACIoM B/MNARIA SIMETRICA SoBRE £

En genersl, la relacionh sa supone no
reflexivg . Este puede ser definids 8 pariir de
ls eleccion de un Indice de similaridad de /o
mancre  Siquianta:

I.Q_g =7 .S[-’C,Q) 7/ S )




1)
donda S(x,4) es al /ndice da similari dod
y S e un nimaro {/jo dado-

)JC?U" se rapraszmlara’ a uha par//c/‘oh por
una ralacion da  aquivalencis.

Q.@finicio'n de un lecn‘o.

Sa propona un cidario que preordang
Jolslmante al conjunte da las perficiones sequn af
valor dal cardinal da [ diferancia simairico
indre s ralacion de aquivalencis reladive o lo
P&r'}ino'n Y R.

SQa (ﬂ,, nz' oy, T)k) Q’ 'IIPO(z) dQ on o
particion , sa vede desarrollar I1RATI (al car-
ding! da la dijerencia simddrica) da s Jorma

Siguiiiﬂ"‘l:
lRar| = | (Rum) - (Rnm
- | RY +Im - 21Ramy L 2.2.3
2| R=-RNT| - IRI+IME - 2.2.¢

Supgngese que d cardinal dd la case £
¢s N, vy al de € e Ny sed entonces Iy

W) Lg diferentes clases de similaridad disimilari dad
puedan consulterse an ¢l capidulo 1. da
madical Téxonomy , Jordina & Sibson 1971

(2 £l dipo da una parficioh P, es la sucesioh de-
cracrante da los cardinales N de sus closas

Mathe-




el cardingl dal wnjunfe de las parejos da
Jorma (X, 4) toles que XE€EE,
e,

la
"dEEJ' v IQ(A;

rgj:

H(’W)! XEE, Yek; v ng}\,

Teniando €n cuenle Qua:

Z_ rL‘J' s Z_ rt_, ?or s:mc‘}r»a dQ /a rmlac'on ;Y
35 (.CJ '

Z n(: = N ; .2.'1-4 PUQ.dQ escribirse omo:
¢

IQA?T\ = <, Z— LJ + Z. ni(ﬂ;_-\\ - ’Q‘

(CJ

q Z Fej + Z. r'NZZninj*Zz_ﬂ;ﬂj—lQ

<

fl

(¢

4 0 (rg -y Z_n - I 42) neng - IR\

(< tes

€<

c‘, Z__(rt‘j- Q_‘:_PJ).{. ( Z_ﬂi)z— n - lQ\

n

492 (ry- ___fL) Lont-n-R)

LCJ 2

Sea dy = My -NNy | enfonces al wite-
E)

rio  preordena
al valor da

al c.onJ‘unJo da las pardiciones sagdn




Como as da_ QSP(L/arSQ , Para QSA'}C (3so ¢xis
te una perlicion T que es Jo mos “cercana” Posi-
hle a 2 , la reacion que se Jiene como dado.

Sea R una rdocion -simddrics Jj6 , sea
m (R) al valor m/nimo dal cordinel e ls diferencio
simdtrica entre R Yy und relacdon de aguivalen -
cia T ;re. |
M[Q)z min IQA’IT‘,
merR(m)

donde ®R(7) es ql conjunto da las ralaciones de
e¢quivalencis sobra F.

Msdese goe Lerman no considera la reflexivs-
dad en I relacion considerads , sin embargo e

Problema de Is clasificacion hace /ndispensable
aste hipstesis.

En d Siguizn?‘q lems | Lermon ds Ung 5u@
N3 9 proximacion , por medio de und cola superior
a m(R). Lo idea intuitive de Emo s¢ lag o
8 sa conlidad ¢s 18 siguienie.

Tralandose siampre de mini mizer al cor-
dinal de RAT scbra Jas rdlacionas de equi -
valencia T, las Pdf'/icionQS extramos (la may
Jine v 8 mas gruesad) Son las que  hay quae  wn-

Sio)ﬁrdr. S(zdn 0ar ¥y Trz dfchas parffcionczs, Qr)‘/on.
Caes -

(RAT 4+ IRaTN < ()




‘-/ac_:'ando variar las Paf"l'cionas , ST poJr:'d llegar
al axtremo de que T sea s pacticion  mos
gruesa y T, la mas fina , por lo que axiste
Uuha Pdr?‘icioh f'n'farmq_dfd T da ‘/a/ formc)
qua & pardiciones obfenidss antes sean los

mismas que SC obiitnen despuds da  pesar
por dste . Enforcas  sa poede asequrer que s @
cumple de forma muy aproximeda la siquiante

iqual dad :
IRam | + 1 RAM| -2 |Ramr| = (f)
Da dOf\Cjﬁ:

L EMAQ .
Se tiene que:

m(R) ¢ L (j)

Da mostiacion - Resio que :
/QAW’+/QAW3}={Z),
nacesariamenie :

| R ATl | Sal(_?) o [QL\'TT,_\ L("I)

s\ 2

n

[DO/_" lo 'C;UVQ:
" iy 14 ()
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7TEOREMO.

Fara fodo & resl Posi'hvo-.

I1-&€ (n 1 n

2 (z) s m(R) < (1)

para cdsi todas las relgciones R (ie. para todss
las ralaciones salve por una froccion que fiande
d CQro cvando N 1rende 4 in[im'*o).

DamosTracion.

Sea F a conjunto da las perejas de ob-
icdos difarentes . Sea = (3)=1Fl . Sea Gn
¢l cardinal dal conjunto da las relsciones de
equivalencia que puveden sar definidas sodre E.

Enfonces:

Ga €n” ¥ne .

Sa (oML nzara pof scotar al cordinal dd conjurﬁo
de las relaciones R pafs al cual  m(R) =t
Pora dsto , @ ¢sda ralacion de aquivelencie T se
hace corrgsponder el conjunto da las relaciones
K qua eslen o una distancia 1 de T, cads und
de aslas ralaciones esla definide por la aleccion
da un .sobconjum‘o I de F de cardinal t en la

siguiente {forma
Si p ¢s un clemento c.ue/quicra de t enfoncas pe RAT

Sig as un alemanto cualquiqra da F-t , entonces qe RN,

Tenamos entoncas que:

| {&) 1Qami=t}]| ¢ Gm ()
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En particolar se comple qua:

| 4Rl mRY <t} Gn(f) &n” (f)

Da JO"AQ. una cola dal numero da relgciones R
Para las cosles  m(r) ¢ (=81 sty dods por:

)_ “n(f) =n"2__ (f) <n"1}< x >

£ u-)p ) La-o} ]
< E}_‘ b &‘)_l}
~Como el cardingl d | c.onjon‘}o da las ralaciones R
23 2‘, la proporcicn de dquallas pare las cualas
m(R) ¢ (l-—é)i_- , @s ¢S+ric'}eman'}a. inJQru'or S :
n" § ( ’ j.}__
Lty /) o¢
f ¥ L
aro 2 = L R
P ? ([I/zl) =7 24 < ( T
T.‘/z]) '
) n"l C L A\ Q
= — N ey E ¢\
(l-g) & y LG-6)7]
Wregd ] (csa)
Qho}’a: .
PN (o)) (8
[(-6)%) (f- L0-eVPR1) LC-eNRe ] £




LHe )

<
- Llen i
- L€ .
< Z.( (-0 e
| i‘; ( Lfgjhi—\ | :
= IEJ
-T&éL
= (1+¢&) L ZJ
. _[€k
Donc}Q-, I rA (1 +€&) : : ] -0

N -5 oo

n )
E.S?‘o per mi 7L<L ds¢qurar que N l([“-&‘/,_])/z‘

'lleno(e a cero cuvando n Jiaende o inJim'-/O, 4
por lo '{'dn‘*o s Jiene el rasol dede daseado

:Dtl acucf_fdo 6/ -/emema dn'}(z_rior para n
gronda, g distribvcion de m(R) esld moy
concentrady inmedietamente g |a ;aquuzrd&

de §(£’) , Y @n conseccuancig , si Sa liena %

una relacion simdfrice y sa obdiene ona relaciol
da equivalencis W 1al que s distancig entre R
y T se¢d maner o /qual g éi(f) puedz cons/-
dergrse @ T COmMo Ung muy bueny dproximacion.




2.2.3 CRITERIOS DEFINIDOS 4 PARTIR DEL
DATO DE UNO FAMILIA FianiTA DE PARTICIOMES.

1 os Cri’}‘lrios considera dos an sta S¢ccion
se deban a S, Ragnier v son ¢studiados desde
a/ Pun"’o de uvisle de Lerman.

La idea de Henar vng }Jamilia ,[mi-)e da per-
Jiciones como dato, diena su origen en  consi derr
que cade uno da los objatos de E poedt serdescrr-
fo por un cierfe nimaro finito de carecteres que
putlckn corrcspondcr o divarsos pun'}os de visla , 13
descripcion puad@ sar dafinidas por und Jplicaciob.

E —'-&—’Q,xlqzx o xBRrx ... x Hp ,

donde An es al conjunto de los valores dal caractar ay
v O.‘.'(Q-o,azp"'lah; "'JQP)'

Se Supon¢ qua los conjumlos Ry son finiJos Y Qua
no dienan ninguna mddrica netural ; de forma que’
cada cersciar @) defina por si mismo una porir-
cion dal conjunto E da los objates , donda cads clese
¢std formads por objates iddniices desde al pundo
de visde de Qn; @ dacir:

x ¥ Y eslan an le misma clase &= Ay (x) = Aply).

(1) Sor qudques aspacts mathdmadiques des probldmas
de la classification avlomalique . Rappar? intane,
Cantre de Gleul (M. SH) Pais ; af I.c.c.
Bull . Vol. 4, p.p 135-191, 1965
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( En astas condiciones Jos p C»a(dc'}’Qr(LS da{f-
nen p porticiones , en genarsl diferandas, del
conjunto E ).

El dato de una particioh P, serd represan-
tado aqui por ¢l da una familia finile da p per
ficiones iddnticas o P

Dafinicidn de gn Critario.

Particion Cantral. Sobra al conjunte & da las
PSr'hc:'onQ.S sobre E s¢ dq{mq la du’S'}c\nc'fa d come
srque

Si P,Pe®, entonces Jd (PP e¢s al
cadingl de [a diferencia simdtrica de las gidfi-
cas en ExE gJsociadas respactivamente a las rabs-
ciones da @quivalencia que definen Py P’

Esto induce sobre al c,onjun'}o S da las

familias Jinitss da p particiones unga disfancio
$ tal que -

F
SLRL,o, (B0 ] -2 ) d(%%) . 2z

Como s¢ fiene como dofo wuna [amilia [inida da
partidones , supongasa que (P, %, .., R) os sl
.fami/ia , @ntonces el criterio consiste en escogar
und particion P 1al que la distancia SRR P,
(P,B..,,P)) 5¢9 la mas peaquena ; Yy S llamarn
Pdr%‘c,ionas Uln‘)/ilQS 3 las qu@¢ minimican:

iz_d(ﬁ,?) S 2 )

P




Una .Forma da SimP)"[u'Car el Crf‘}'Qlfl'O da‘[f—
nido es la siguiente:

Dada la particion P se definen las
(nxn) variables

{ S X Yy estan an lo misma
Cst: CJG&CL
0 St no

En consecuencia @ Cs la Iuncio'n cardalccr:'S‘)n‘cca
de la gréfica (en ExE) de la relacion de aqui-
valencia 7 asocidds & P. w ¢s unag 9plicacion
de £xE an d conjunfo {0, L}, por lo fanto es
un demants da  {o|¥E

El conjum‘o ® de las particiones sobre E
es o par?‘a de {O,L}E"F al qQue:
Wy, = W, .

Pe @ (= _
:cg‘i b

€

|
\(5

g1
il

Squrgi«.ndo al cubo {O,lfe’(e de Jodas
las ralaciones an MRE*® que as isomorfo o R,
la mdfrica evdidians de R"™" defina  uno dis-
fancia D en al conjunto da las ralaciones bins-
r'as sobre E, deo la Jorma siguiente

A

1D=.((7-(’)2: 2:_ (fx%_ca)z 227
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Jonda Py P son dos relaciones tales qua ()x.,j N f’”
joman valores an 1o,i} . For o qQue  D* s ¢l
cardingl da lo dilerencia simdtrica de las
grefrcas de vy @' an ExE . Si @y dafinan
Pdrjficiona:s , Qn+onc¢8:

(e, e,

ce, D% as el nomero de parejes que  pertanacan
0 satis{fscen onicamante @ P o @', pero no

9 ombas. Entonces:
P

L) 4R oL
P

(':(

M-

»(%,?) ... 2.28

>

El ob; etive de sumargir al cubo da lss
ralgcionas {o,:}“e en R as pors podar 4a-
ner las propiedadas de los baricanires, sa gun

S. Qa’qm‘ar.
- Sa  denotsrs’ por S": (s2,) al punto de
{o,(} ooerSPonann"Q 3 la poriicion Py,

P |
= ‘.";-Z_ ¢l baricentro da los pun‘*os s"

;quolman{a pondaradas Y ((st) al Pun-‘o aso
ciado o F En+oncqs , la Qacprqsior's 2.2.8 pue

C;Q QSGn‘birsc wmo :

? P
L( ) (5;3—5)“3‘) : %I_ IR

h=‘

donda -1 ¢s la nermo euclidiena c]aﬁmida an R




Sa puada SImp} {:car aun mds la «xprczsf‘c;r‘x
srgua

Como

|+
wn
¥
!
E£1
;:N
1}
[\"-o

Ly s -pi®
P

>
»
¥

"
-

Ll s"-P4 s s )°

L | (s-p) 4 (sh)If

P

Ls-pita ) Hishgp?

LY

"

s

2 P h 2
= hs-Pl 4 ) \s-sl

h:l

E’S+a cJeSComPOSI'Q\'OIn Pu(de ser hachg \{d que:
P

S (s-P).(5-8) =0

h:|

Qn+ar:'orman+Q Sa dQ.{inio’ 3 unad parfiC.iof')
central como aquella pars (8 cual gf_d(l",f’)

t':..

es
minima , ahora come consecuencid da [a simphfi-
cacion, una parhcio'n cantral puede ser definida

como la que rcdliza el minrmo  dg Il S- PI°
Fsla funcicn de P se simplifica aun mas yg
ue Wy,:=0 o L #(xy) . S se construya un

pum‘o 7‘/ %al Qe -/odds Sus Coordo_nedas Saah

gua/Qs a 4z, enfoncaes ql punto P permaneca

a uUnad d:s%dnc/@ {l_/d Q/Q pun‘/‘o /—/ EO‘ILOQQG..S




(1]

2 2
NP-Hite 2 (W - Ly

(x,4) & ExE

b L3

,.\
&
X
s
1
(Y

ya que IExEl=n*

De donda:
NP-si®= Il (P=H) - (s-HI°
WP+ s-HIP- 2 L (P-H), (5-H)
n* U S-HIE - 2 {(P-HD, (S-H)Y)

-
- Ot

X~

for lo fan‘}o, anomtrar al minimo da Il P-5I ¢S
aqui valente @ maximizer al producto ascolar:
{ P-H, S-HY (dado S)

El cual pueda ascribirse de o sigurente forms.

(PH ,SHY = ) (@ 2)(Sxy-1L)
(x,4) & ExE

dond @ ng son las coordenadas el pundo S, ra.

S.tg: —-Z_

!
Sea txy s Say- % ’ as' una particion

can'{ral es 9 que mMmaximiaa la .}orm& linag al :

L (p) = Z__ {“‘d » S 229

(x,4)€ FxF |
Como una Par-/mfon P sobre E defina Iss cla-';
ses £, Fs .. Ex; anfoncas 2.2.9 represents:
K —
b\ L s
hz En"ch ‘

<0




que s¢ puede Considerar como una medide de la
grafica de 13 relacion de  equivslancie  dafinr-
do por P. S sa considera 8 txy como la masa
da vdrfice (x,4) de la gréfica, entonces

¢s une fJorms do ctompacidad da la clase En

Lip) as la sums da las compacidades de bs
difaren tes clasas.

2.2.4 CRITERIDS DEF/MNIDOS A PHRTIR
DEL DATO DE UM TIMDICE DE StmiLOrRIDAD.

Se Suponge dc{mido un indica 9@ Similari -
ded en €, gue @s une funcidn red positiva so-
bra Ex£, S(x,4), considtradd como medidor de¢
los parQCidos Qn-}rc objcﬂos. S ¢s, Qn‘}onCQS, un
/ d QG'E ) Nnan
demenio de .+, que as isomorfo a9 R

Los velores de un indice de similari-
dad para E ,an general se¢ ponen en un Ircegl
cugdrado  de  nxn , cuyos renglones y culumnes
son indexo dos por Jos objates de £, como
se muastra an ls figura 5

D_Q_,Ifnic,ién de _yn C[/?lQ//'o.

Sin perder generglided, cesi siempre sa puede
rCLS?‘ft'nqir d caso donde S(xy) fomsg valoras an
d infervalo [o, 1] y donde S(x,x):l ¥ x€ E.
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X, ALy - Xy ... An
X '
L,
1'.3 I 5(1J,1‘>
Ln

fig. 5

Ses S un demento de R qQua ra prasents

3l indice da similsrided ¥ P el edemento de {0,145
asocado & und particién madiante la iniro duccion

dd cubo de ralaciones an R"*", al objelivo que
sz persigue €S encontrar una particion P 1sl que
IP-si Sea muy paguend y donde -1l e K nor-

ma eudlidigne en R™

Ahora, considerando que @ nimero  da cleses

pvede Ser fijode dpriort Y Que S¢ puede 1rabsjsr
an un a@spacio’ con un produdo QScs)Gr, sa prasan-
‘Ia un c.ri')a.rl'o creado por Vo Khasc Khoan V)

Mgliem Phong Tuaen.

S¢ 3dsocia 3 cady c\ascz E, su VQC'*or madio:

E. ——~—“’§(E()=__._l § X .
L E:| X € E;

S¢ define la dispersion inferne en E:¢ por:
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NOEPIRE SIS

ieEi

Con respecto o las diferentes dases, se
dm,[imz l3 diSpchién c.ompucr_sfa Como Sigue:

K .
N (EEs, .. 8D =) I13ee) -6,

(C'

donde G

es @ veclor medio du ls poblacion .

El criderio cnsiste @n considerar una porti-
cion da 1sl forma que la dispersion wmpuesta
de las deses involucradss en ¢sle ,Ses grande.
Pero merimizar la dispersion compueste da
(E,,Ea,.., E«) Se reduce @ minimiZor B sumo

de les disparsiones internos de les diferendes
clases.

Q_ri_&_q‘g ParQ encontrgr yne C:Ha.rg da Rricio nes,
Siendo @/ dafo vna mdalica o psevdo-mdri-

D (x,4) « L — Slxy)

(donde S(x,4) e¢s un indice de Similarided wn ua-
lores aen Lo, 1)), se rapresentard @ una cade-
na de particiones pof deto , sobre €, dz une

distancio UHIGMQ"/LH'C& de dcyerdo dla proposi-
cioh 5 da apdndice.

L

Raefiriendose al dato de uns melriz de dis.

4ancfaS, M. Eylan cardacleriza a las Que (rres -
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/oonden g ung cjo’s*ancia u{-lraméfrica an 1o
Jorma en que aparece en lo proposicion 2,

pora cuys demosfracion se da el siquiente ra-
sultado:

Proposicioh 1. Dado un coaficiantia uvltrome.
+tice da  disimilaridad daefinrde @n E , Pua da
construirse un orden lingal en E +al que
las clases dtz-{inidas por los d-cortes

; Son
intervalos.

Demodracioh. por induccion sobra .n=l€e|

() fBra n=2 , es obvro.

i) PdSo :’ﬂdu(’.‘f(vo. Sean x,gef '}d‘ .
Jes que  d (x,4) ¢ d(&,w)y ¥ Z,wecE.

Dafinimos E' =(E - {x:‘sﬁ\U {x yf v

d {1, w) 5¢ L4 X , wty
' d { x, w) S L=xy Y Wy
£, x) st w=Xy , £ $X

(o) Sy L =W = Xy

Lamg. d' es un coeficiente de disimr-
laridad ultramddrice .

DamosTracion. Basta demostrar qu @ fods
irignguls  es rsosceles y que al lade desiqual
¢S manor o riqual que los otros

Sean £, w, teE . S ninguno a5 XY,
é’lféma,‘in'a de d ‘mplica lo deseodo .
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ponda.n 9 ung distancig vitramdtrica «n lo
lormd en que gpgrece n 5] pfopoSiC.loh 2,

para cuys demostracion se da el siguiente ra-
SU/?deO:

fg_pposicia'n 1. Dodo un Cocz[:'c:'an'}a ultrame.
+rico da_ d;’simi /ariddd dQ.{im‘do an & ,,DUQdG
construirse uvn ord@n lingal en E tal que
las clases dQ'.{im'ddS por los d-cortes , son
intervalos.

DZmos"facioh, por induccion sobra .na el

¢) Bra n=2 , es obvro.

i) PdSo rnductfivo. Sean xX,4¢€ £ '/d—
les qua  d(x,4) ¢ d(&, w) ¥ Z,wecE.
Dafinimos € =(E - {x,sﬁ\,U {x yf v

/
d (2, w) si £+ X , wty
» d , S/ L= y w #y
d(l’,w):ﬁ (x, w) ’ 0

d(z,x) S( Wws: Xy , £ FX

| o S/ Z:w:xg

Laemg. d' es un coeficiente da drsimr-
[arided ultramd drico .

Damostracion. Basta demesirar gue fods

dridnguls es rsosceles y que al lade desiqual
as menor o rqual que los ov‘ros,

Sean £, w, te€E . S ninguno a5 Yy,
la olHieamaetria de d rimplica lo deseodo




Sea | xy

i

£ w
S al -}n'e'nqulo no cumple Ib desesdo | puade

constru/rse ofro (con x o Y Como Tercer var-

-/;'CQ) que +dmpoco lo CUmplfrc’Q‘) Para o,
lo cosl as rmpesible.

Qhora, por hipo"‘QS«'S da I'nduccion
(ya que g =lEI-1), para E' e¢xista
el orden con Ig propiedad @nunciads
por lo dands 4ambién pars E.

. En esle punto hey que oclarar que
Jarding y S:‘bsm ( Jerding £ Srbson lq:“) ,})an
prob ddo qua existe Une Corres Pondanrd bruni' -
vocd entre d conjunie de dendrogra mas v
of de wefrcientes ultrame dricos de disimy la -
ridad d:'s/anc;ag ul*rdma'.'*rice)s).

_&opoy‘gfg'g 2. Fars Gue und mdlric (de nxn)
da numaros resles pos/'v’fvos , Simdfrica con
respecto o s didgomnal , sea ung matriz de
d/‘s‘fdncrds dsociada & una distania vldramd -
riCa Sobre E, Qs hecesario Su/;'chm‘Q Qua
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se pvad& I/(ZVdr/d por pcr_rmu"'ac_io;x da ranq/ontzs
y ¢columnas da mismo nimero a /o Jormo Si-

guia nte -
a) alejandose del {drmine diagonal , que

vale cero, los adementos de un misme renglon
van cracendo @en Udlor,

b) para Jodo k , si Jd(b kic) 4 d(k, kit
Qn‘}onCO_S C{(IQ; b"j) = d(b+i.,b+j) )< i42, 43,

Damostracioh .

b) ¢) dChk, hkie) ¢ d (k, hicar) i=1,2, 3.
jao qua por la proposfc:fo'n 1,80 d- d(/Q, hii1)
entonces &l imdervalo Lk, k+i4r] estd an ung
dasa, por lo tanto |, d(k, hsc) ¢ d = d(k, hecar),
paro Ccomo por hipdtesis dCh, hic) # d(k, bsi+1)
sa diena e@ntonces al resuliade deseado.

i) d(h ki) d (R, Rij) j= 2, w3,
as}a a[:’rmacio'n puede demosirarse dela s.’quie.mLe.
manaro: de &) Se -iene Qque

d(k, bii) ¢ d(k, kyi+1)

SC& A = A(b., b"J) j= (42, (+3,.... Y Suponqamos
qua d (b., }ZH) = d. En-}'oncns , por la propoSIC!o'n
1, al intervelo [k, h+c+1) @std confenido an
und clase & nivel & y por o fonto:

d(h, hii41) ¢ & = d( R, kse)

/-”\ora , (,onsfdere_mos d(b., b*‘i ) ) d( b* ¢, bh’)
PArg j = (+2, ¢13, ...




Por ¢) sa saba que

d( k, Rej) > d( ks hyc)
por lo 1ande

d(b‘. b*i-) = d( b.-u.‘, /241) yel+2, (43,...

dabido o qua Sa Cumplcz /6 u/'}'ramc'}u'a,

Jal+2,¢043, ...

a) Pora el case en que d(é,bn‘)#
d(b, becer) , Quedy demostrado a) de awerdo
3l inciso ¢) de &) . €l olre case rncluye I
posibilided da que d( k&, kic) = d (B, ks cei)
o cuol, de maners andloge o /s demasd racion

del inciso ¢) de b) se puede wncluir que

d( k, kic) § dO &, kyc 4+ )

fnvzrsemcn-hz ) Seqg o ung ma'fn‘a S~
métrice an s cual Se verifican (@) y (b)),
la condicioh da S madris dsequra Jodes  [os
3XIOMAJs axcap'/o al dQ U/‘/lde‘/n’c? (um) . En.
{oncas ) b asts verificar Gua (a) y (b) implicon
(um) . Pais dsto, considerz mos g Jos zlemaen-
dos x v £ de £ fijos, @ntoncas hay qua
V(Zrn',(:'Car que poara Jode Ve FE

, (umM) as var-
dadero.

Se onsiders un orden

entre los ala-
menfos de E dJdefinido Por d. Endonces poa-
de sucedar

que un demento ¥ sgg I ntarior
!
o) Zx'}Q.rt’or al I'n‘}‘erva/o |
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(x &) ={ y . x <yl

[T caso. Y a@s interior al a‘n+erua|o ~ (ons; -
deramos al dridngulo:

d(x,%) d(l,é)

Wy S¢ d(x,4) 4 dCx, &), ¢so as, por al inci-
So a) , S¢ d( x,4) ¢ d(x, ), enionces por b)
s¢ diene que  d (4, &) = d(z &) Por lo 1a nio:

d( x, ) « max { d(x,u ,dly, D} d(y,1)
ey Soodlx,9) = d(x, ), e¢ntonces  por
(b) d(y ) ¢ d(x &)
Por lo {anto-
d(x, &) ¢ max § d(x 4, dly, Y- d@yw

2° caso. Y s exierior ol inierualo
(JLCEL%) . Lonsidara moS gl 4u’anqulo:

d(z, 0 d(x,4)

Por Q) S@ {iene qua:

d( x,2) ¢ d(xY)

98




Por lo 4anto:
dlx, ¥) ¢ max 4 dlx e, d0y Df = dlay),

Definicuidn de un_Criterio.

S¢ desca encontrar las matrices vlrg.
me tricgs A Que -Mihimicen la distancia , @n
¢l sentido de ls mdéirica euclidiang an R™"
Qn’}rcz A la md‘}ria dada D de diS')ancfds
(o pseudo- disfancias ) Sobre E , i€ sa buswy

I a -p)°
\/d que | as m&'}rl'C(ZS D = (du) v A = (SCJ)

son simétricas y ddemas di = S =0 ¥,
al problema se reducg 9 minimizar

z__ (éCj "d(j)z

Cj

minimo.

bgjo l3s resiriccionas:

SCJ' ¢ Mmax {Sgh, éhj% ¥ ¢;k

El probJema as/ planfesedo @5 muy omplejo,
y da 8 MmMisme mantra @S dificil concebir
un alqori‘}mo que opere por permu‘}ac.io'n
de las hilgras y columnas de D respact-
vamenie asociadas , llegande & un cplime Jo-
cal coherenic con al criterio conotida

Q. J Jardine , M. Jordine K. Sibson
dejinen sobre « conjunio de las md1ri-
cas sobre E la relacioh de “dominencia’
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( orden) siguianic:

¢i dy d' son waeficientes da disimi-
laridag se dica que d domina 8 d' (d >d")
sty selo si d(=x,9)2 d'(x,u) ¥ X, BEE
y S pre jiere o disteancio ultramddria
§ que redlize ¢l sop { §1 Sea v Sedi,
donde O densla &l tonjunio d¢ las dvsien
Gias ultramatricos ¥ d ls mdidrica dafini-
do sobre E. E sle proc edimianto vya es-
"d' bian QS'}Udid Jdo y corr QSPoth 3l mQ'-/o_
do de conexion simple (single link ), que
¢s ung funcion continue de los datos

( ver Jordineg £ Sibsen 194 3).

2.2.5 criTERIOS DEFINIDOS A
PARTIR DE UN PREORDENAMIENTO SOBRE E.

Con frecuenus se presenis el problems
de  construir una dosificacion (en a senis-
do d¢ poriicion) pare una familis E de
objalos , & pertir dz un coeficiante de Si-
milardad S dafinide pare las porzjes de

allos .

l En esla seccion s¢ presentan dos Cri-
‘hzn'os coya op-}imiz.aci oN conduciria @ =
| construccion da @sd clasificacios . Con esta

pr0po'sivlo sg introducen las sigquientas defr-
hiCiongcs -

50




| Sea F al conjundio de las parejas
de objafos de £ . Sea P una ralacion de
@quive lTncia en & , y sean

R ={(x,w) ) xPu} v T=F-R.

Seo W lo grdfico (orra.spond.'cszQ S
preorde n tolal en FxF dafrnido omo sique.

(x,4) ¢ (e, 1) & Slxy), S(et)

Cri'}arn'o de J. P Benze'cre

J. P. Banzderi propone prefarir @ und
particion Si @ cardinsl de la interseccion
en FxF de W y RxS as e/ meas grande.
Da 1ol formo gque al problema de s bus.
quedo de une particion (clasifrcacion) se
reduce @ maximiZor | W N RxSl , donda
Ry S son relalives o ung relacoh da
equivalencieo [

Criterio de w. f. de s Vdge

Para la bisqueda de uno desi L‘Cduor'\,
W. F. de ls Vega propone maeximizer al cor-
dinol del complements «n FxF de la dife.
rencis simétrica aentre Wy RxS , esto
Qs, MmaoximiZor | Fxf - WaRxs |,

Como-

l'w URxS) alw !l #12xs]l-lwnRrRxs]|,
y pPor otro [ado

5




IwaRxs |+ | wanRxs) =

= | (Wuyuexs)- (wnexs)| ¥ 1w nexs)
< lw U QXS\
Da donde se obiienc :

| FxF -wWaRxs| - |FxF]|- | W a Rxs|

1P - JwWuRxS) + \wWnQxs)

= IR (0w 4 1RxS) - TwaRxs])+lwnexs]
= IR W) - 1RxS |+ 2 lw ARXS]

= LR W+ 2(Iwnexs)- & R)us))

\/ Yyéd qua al Ob‘jQ')iVO €S masximjzar
| FxF - wa @xs | >, al eprobleama se reduce

S maximizar:
| W N RxS| - é. [R) xS,

donde W ests dado y donde R y S Son
ralativos da unhda misma pdr)fcior'u 2 (bus -

cada).

Aqu! 1embienr se puade drabsjar con
formas Iineales dafinidas sobra ¢ QSpPAcro
{o,n}“c Si Se introducen las {uncionas
indicadores T, v I, de los subcon-
jonfos W y RxS de¢ FxFf, entonces el
CriJQrs‘o de J. P, Bancedecri sa puadQ expra -
Sor da I3 s/guizn'}e formao:




max 2 I, (e I (pa)

Fug

Y al s« gundo ’
ma,c' FZQI: szs(P'Q)[Iw(P;Q) - % ]

las dos exprasiones anteriores son formas
'neales definidas sobre «l espacio

{0’ I}‘:M:.
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CAPITULO IL

ULTRAMETRIA ¥ SU RELACION COWN
SERIACIOA].

En a capitulo T sa han expuesto
slgunos re sultados de Llermaen an clasifr@wcion,
cntre dstos , al obtenide an la saccioh 2«
¢s ¢ de principal interes squr.

En I3 proposicion 2 de I3 Saccron 24,
capitulo T , sa caractarize @ una matriz pee
que <stq seza una matriz de distancias
oltramé tricas y en el criterio de¢finido pord
2 ncontrar unoe clasificacien (an a sentido de
parlicion) sa trats da obtener und maotriz de
Jdistancias ulframdiricas 4 tal que:

| | & -D*
sea minimo vy donda D @3 e/ dafo de
base (malriz consfruide @ partir de un indice
dg similaridad). Por 18 proposicion 5 de
apa'ncercz , Se Sabe Qqua a 3 matrz da

l drstancias ul+tra md #ricas 2 sls' dsociads cononi-
camente una cadens & , ra, una sucesion
cracienie de particiones de E 5 por Jo gue

sl encontrar une motriz & con la carscte-
r'stica ’amL(zrior ,se ha encondrado una clasi{i-
cacioh an E.

Considaremes ashors |o proposicion 1.1 dd
capidulo T , donde quads caracierizeoda una
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SQH'acidn d +rdVQ'S dQ ung mm‘rfz de Qo-
binson , I3 cual S¢ d‘l‘[i ni o dn"Q rior mente v
que por ) {orma an qua qu,dG Ccmﬂru:'dd
pvedg pensarse en el como ung matriz de
sc'mflaridedczs.

Se penss Gue habrie Gerts relaci on
enire ung matriz de distancias oltra md Fri-
s y ung maotriz da Robinson debido a [
Jorma ‘'dual® ¢n qua ¢ stan raclerizadss , de
las cuales , 4aner und matriz  como la prime
ra ¢s equivelente & haber encontrado U na ds.
sificacion da loS detos , ¥ 4¢ner yns matriz
como |a segundd ¢S Qc,urvalarﬂcl., bgjo weartas
condiciones , 6 1enar uno wrigcion da los
dafos. Lo ralacich ¢s entonces antre
clasificacion y Serigcion, o iraves de di-
chas matrices y que S« pra_se.n')d en af
siguiente 1eorems.

TEQREMA.

Seas di; al elemento (¢,))
de una matric D (de dista ncias oHramdtri-
cas ), ¢ntonces

rc. = dt’ + Ji - d‘J
J
2
s o demenio (45) de uno matriz an Jor -
ma da Kobinson.
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DQmos'J’fcho_r'). Parg damomlrer qua ls
maotriz R oblanids @s da Ko bi nson | basta

probar qut pere (¢ Se diene que:

rt'J 2 FCJ.H \/ rnn b t’n_.'

ENLOHCQS h 3y que vzrr‘{icar primero Que -

dii + Jja - de .
>/ ¢ J+J'2| (YPad) = rf,j.“ , C&J

re - di, 495 -d¢j
2
lo cusl as Qquivala.nJc 39 Que sa comply:
d_,‘ - ch' > d_,-,,,', - deje o Ly L3l
Se ’consi dqrdrd' primero el caso en que (=5 .

lomo d @ una mdirica , en particobsr
cumple con la desigoaldad dal trisnqulo

dju,: $ dJ+|,j td;
é‘-? dj.'.|)| < dJ'J‘_H + d_,’,] \/a qUQ C‘j.“’j =
d".l.j""
S &J'-}',I = d,;,, S Q’J, J4 |
« QJJ'M.I - din ¢ C)J';J‘-H“Q’JJ' yda que O’J'J':O

&1 dJ',l "dju,l 2 o'“ - C’)J',J-i»l
& dy - dij 7 da’u,:-— dj, J+i

IO cual Pweb 3.1 cuands C=j.




Para ol caso ¢y se demostrars que
dn)u - d:J' ¢ dL’,J‘-“ - dt,j
que @s @quivalente o 3.1, lo cusl quadars pro -
bado si se verifica que:
Ao, jur ~dea,y & dejur-de;  cey
Por ’d hl'po"}'CLS/'S 5) de la ProPOSfC.l‘oh 2 )
Seccion 2.4 ,Cap”ulo Ir -
S di".i 3 d‘-_,'c_“ Qm’oncqs:

dl_'-t)j =dCIJ W g

d

‘:"'aj{»l -di-:,‘j = CJ(,)'H—CJCJ ¥ I:Lj

di"l}-ﬂ - d(-:,j ¢ d('_,j.“ ‘d(_" ¥l

A hora ) S¢ dg-,',: = le-,, (405 - -+ % dc‘-l, cel

antonces :
Oy dej ¢ JL-_“ 5 para <y sc+da

() dy = den,y per iy =4

() dL’j z di_,,j =) C‘c-J ¢ CJC-!,S ... 3.2
dcj :d\'_-u,j <) dl.‘ 34 = AC—':.&*'
A dege ¢ doian S 33

De 2.2 y 3.3 5S¢ diene qu @

“C‘C-(,j < g4t~ CIC,\'

(-1, 5 +1




i) Sa sasbe que:
d(j $3¢.,j pare (< « c+ L= .. 3.9

Rhora , CLomo d @S ung uHraerfca Sa ﬂ‘»t‘ana
qua

dJI"\; {-\ S mMmax % dj'“)i ) d"/ (-1 } )
donde

dc)c-l ¢ dc,ju :clj.,,,-L

Ya Qque v =) j4v ) =V y  por | a hlpo"fas.fs
o) ,proposicion 2  seccron 2., capitulo (I

m g { cha,:,C / Clc,(-o & < dJ's“»t'

. 3.5

y 3.5 sa obliene:

36-',”: = deyy $d g - dey
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APENDICE.

Espacios Ulttame-+ricos.

E_o,o:'cdddz§:
Seas (E,d) un zspacio MQ"/‘ri(_o , 1.¢. uyn Con-

J'un'/o E y uns luncioh real posiiiva d
d: ExE€ — R,
fal que:
(m1) d(x,4)=d(y,x) ¥ x,4¢€¢€E
(M2) d(x,4y)<0 siy solo &i =x=4
¥ x,y € E
(mM3) d(x,2) ¢d(x,9)+ d(Y4,2).

S dice que (E,d) es un espacio ultreamdtrico
si d verifico ademss que:
(um) d(x,£) ¢ max (Jd(z9), d(9 )
¥ x,y,t €E.

Gzncra/mzn'le se le lama o QS'}a dzs:'gualddd,
’d "C)QSI'QUGICJGJ UHlamQ'ffiCcQ".

l)cz.finicio'n, Un divisor de £ eas und

relacion da equivalencia D an & tal que
¥ a, b, x4 €E
oaDb & (dixy) ¢ dla,b)) = x Dy,




Tegrama 1. Un espécio métrico (E, d)
as uHramdefiC_o sy solo S/ 'fodos los Jrfdngo.
los Son isdsceles y lo longitud de la bese ¢s
menor o (qual 9 la longifud de los lodos.

Demostracion.

Supongamos primero Que (£,d) es on
¢spacio vltramdtrico y sSed X, 4, Z un 4::‘a'nqu-
b an &l ,donde se supone que  x,Y as al
lado mas chico. Entoncas

d(x, %) ¢ max {cl(x,q), d(g,&)%:d(‘a,l),

pcrmU‘}ando x v Y se obdiena:

d(y,z) ¢ maxidlyx), d(xnl-dx)

=) d(*x,{) =d( ‘5,'!) 2 d(x,ﬁg)
L x,4,2 @s un Jriangulo isescales.

Qhora, Sopom’Q ndo gua '/odos los '/rief)qu-
los son isosceles , @sdo implica direclama nte
la propiedad ultram dirics.

_/fr_oposicio'n {. Todo punfo de wun circulo
en un aspacio uldramétrico E, as cantro.

Demostracion .

Cons;ddrzse un circulo con canlra @ 1
rodio r y ses b un punfoc @n ase cireulo
entonces se diena que demosirar gue:

©0




Cla) = { = | dlax) erfe{x| d(bx) erf=el,n

/OO/ h/'PO,'ItQSI‘S be Clar) = d(a,b)er
Ahora sea x € Cla,r) =)

d(6,x) ¢ max { d(a,b), d(a,x)} <r
o e(a,r) c Clh,r)

Sea x calbr) =
d(q,x_) ¢ max Xd(o,,la) , d(b,x)} cr

= a(b,r) c elar)
Q(Q,r) < Q(b,f‘).

Corolario 4.1 Dos c'reules no ajqg nes ,
¢n un @Qspacio ultram éfrico, Son concantricos

DQMOS'}rac:'oh, Saan 0(a,r) y e( &6 r)
lales qua_ Qla,r) N elb,r) +6 y rer .

é@:ﬂ X C G(Qr) ﬂ Q_(b )
propos c:on 1 T x Q§, Ccerro da Q(Q,r) t/flS
¢ ento dQ (’_Cb,r») PQ(i /Q_.f{cam’p Q(Q ,} y G(b r)

son conce ntricos.

, @ntopcas por la

i4

Co/olan’o 12 Dos c‘./rc_ulos ddl“miSmo

radio  no ojenos, en un espacio vllramdirico,
Loincida n.




.DQmos#acioh. lonsecuez ncra inmadiata dea!
corolario d.

Corolario 1.3. JLos circvlos del mrismo rg-

dio , Jorman una parircion del as pacio ultra -
mdirico € , la equivalencia corras pondianta  @s un
divisor de E. :

Demostracion |

Consccuenua diracts da Jas daefinicionas
da Par"’f('_r’o;\ ¥y da d,'w'Sor.

E’.QP@_:’C:‘O'»‘\ 2. Sean @y ¢ dos creulos
ajehnhos an E , sean x y x en b vy
y y y'" en Q' , entonces:

d(x,y) = d(x',9).

Damog+rac:|'on_ Considere los 4riaﬁq(ﬂos

xX,4'4 v  x!, 4,8 Jos cualas son isos cales de
acuardo o/ 1eorema 1. Sa +tiene @entoncas gua.

dlx,y) = d(x,4) = d(x', 4)= d(x'y)

IK_D'_OPOS"C"Oh 3. Todo circulo da radio r
Gue no confiene & su fronters , an E vy
cuyd infarseccioh con un circulo de radior
«n E @S no vacle, ests contenide an astea.

Damostracion

e




Ses (a,r-) ={.x | d(a,x) 4"} el crrcule sin
[ronhrd y Sad da(br) :{x) d(L,x)5r§ {al aue
C(a,r-Yn elbr) + ¢

Sed x € Q(Q,f‘) 5 dla,x)er ) endoncas
hay qua demosirer que d(b,x) er.
Sea ye ela, r-) nelhbr) =

da,u) ¢r y d(b y) ¢r

Consideran do e/ -/n‘d;)gulg a.,b,(j Se 4“2.")0_:
d(a,b) ¢ max Y dlay), d(4b)fer
Enfoncas:

d(bx) ¢ max {d( ba), dlax)§ &r
d(bh,x)er Loxe e(br)
cla,r)c a(b,r)

ff_O,ogsic»'o'n 4. Sea D un divisor da F,
con € [inido , SE S =mMax {d(a,b) [ adbf
Yy Saa A una relacion de Qquiva/ar\ci'a en £
sl qgue @ A b &= dl(a,b) ¢§. Endonces ,Ho.-

dos Jos divisores de £ son de o mismo Jor-
ma que & pard alguns d.
:D(Lmosfrdc_ioh.

Sean a,b,x,ycE -3 d(a,b)=§,




Db y d(xy) $8=d(a,b) = =xDy
s, 2Dy 2 xDoy oy A & D .
Ahois, seen x,4 e £ Hales qua
x Dy = d (z,4) €& = x Oy y DeA
D=4,

Corolario_4.1. Supengsase que £ as Jinido,
enfonces o/ nimero de &'s diferenies dsles
que ganeran divisores distinfos @S

/Im(ExE)f (Q( car dinsl da o rmage n de € xE)

f_f_Oposl'CiO'n 5 A Hodo 2spacio ultramdtrico
Jinidlo (& d) , ests asociada una sucesion

{P(-}_ fim{a ,crzc;'enfa de particiones de £,

te€l

Jsl que los P son dodos los divisoses de E.
Daem QS'//G cion,

Por al corolsrio 3 de ls proposicion 1 , @5
Su{rc.icf:nffl {fomar los circulos de radio ¢ ¥ de

hacer recorrer ¢ en N vy yd que E as {ini-

do , ¢ recorrerd solamenie un Segmente [ini-
Jo 7 de W
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Froposicion 6. Sea {P‘}cu und sucaesion fi-
nits crecenie de parficiones de€ Sea
d : ExG — T cml uvne -/uncio'n dq{:‘mda Como -
dix,y) - mind | (e
Fnloncas: ’
() d e uns distencia oldramdtrica y
Ci) {P‘}Cez ¢s al Conjun+o da diviSoras
de E.

Demostracion .

) d es reflexive y Simcdrica obuis-
me nte,

9
d(x,l), d(E,‘j) € ’max. {d(x,!), d(a}

porqua * P‘-} ¢S ouna SUC.QSiOr"x CrQC"Qn'}Q, como

o
Pe & , el (XY) € Fmay 1 dexey, dizw}

d (x,4) ¢ max { d(x,2), d(z 4}

¢¢) Sea e T y seo Q;:ExE — o,
definide por @ x Qiy = dlx4)e ¢ <=

min 4 JeweR ¢l & (e k.
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