
UA11VE/2SJDr:/D Nl1Ct0Al~.L. íJUTOAJOM4 ])E MEXICO 

~4CUL Tt:J]) ])E e I E AJ(/ ~s 

1./:J CL~Sl~/C/;JCIOA.1 J)E LE.12MlilJ v lf.J 

SE/21/:ICJOA.l Mt:/TEM~TIC/:l 

TE5tS 
9<JE Pf-J/2 4 0/31EA..l[t2 EL TITUJ.. O ])E 

/V/ ,QTEMf-;TtCO 

P ~ESE. AJ TA 

MqR~/JP.IT/:/ ElVIQP CJ./t:.}VEZ.. (/:/AJO 

6693 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



JAJIJ!CE 

I AJ rROlJUCCt OAJ 

C¡::/P/íUL O [ 
SER14Ct0~ V Cl t:.151 ~ICl:JC1QIJ 

1. i Seriación 
1. 2 Cl.ssi ¡; CociÓn 

CRPITU.LO 7J:. 
f-JL~MOS ~fSUL r41JOS DE I.<!. 1 E l21-1t:JJ.J éAI 

~g. 
i 

3 
3 

8 

CL/iSJFJC/:¡CtOAJ AuroM/:JTICA 20 

2. 1 In lroducci Ón z o 
2.2 Cri fe.rlOS Z4 

z.z.1 CriÍflrioS d<t.f inldos cl par11'r d<z. la 
t'ndÍriz. cJa. incid<l ncid da Jos dsfos. 2<./ 

2.2.2 c,,-.{rz.rios da.finicios d parfir drz. 
una r<t.lac1o'n b1r>dr1a s1'md.iric.d 2t 

2.2.3 e ri 1a..rios definidos a parilr da/ 
da-fo d<Z. una farn;J;a +;n11a JQ 
pari ;e; o nas. 35 

2.2.'-t (1iÍfl.rios dfl./1n1dos a pari1r d.<tl 
da-fo de un i'ndicrl drl Simi /a,;cJacl. <// 

2. 2. . 5 C r; I e. r i os e} Q {; ni do s a p a r-1 i r de 
un pr <lor dcz na mi e rrÍc::i 50 

Ct:/Pl7ULO "/lL 
UL T/2.f.JMET/21/.) V su eEL/:JCtON CoJJ SEl2.1~C101J -5'-I 

¡::; P EAJ 'JJ!CE 

818LIO0f2/:l F/ ll 



I AJ TROJ>U e C/ O AJ 

Est<L l1abaJo +it.nfl. e.orno objfl.~;vo , a.ncontrt:Jr 
vnd ra.lac;ón fl.rdr<z. · cJos /omds de. las mclt<Z.ma-liccls 
aplicdclds , c¡u'l son: Id sa.ridcion y la clds1'ficac1of> ~ 
rz.s-la ú/{/m~ -l·omdda cl<z.sc:l<z. rzl pún+o dfl. visÍd c/Q l<t.r:_ 

mdn . Sq_ pt.nsó 9ur. podr,'d axi's-l1r la ffl./acio
1

f) r.J~ 
b,·do ~ la forrnd da.. las mafr,·ca.s qu<L CéHdc.7<l..ri'2.dn 

a und Sfl..r1'dclo'n y u na cJasitiCdc.iÓn r .... sprz.c.f /l/d mQ..n_ 

1 <l. • Es pt:i' i sfo , 9 u fl Id prtZ.s f. n 1 ac.; ó n d cr..1 ma -
t<Lr/al -/;ci nfl.. <l.Í ordfl.n S1~ui<t.n-la. : q_} Cdp•'tuío I Con} 

prq_nde. 1 d<z.sde. al c.onc.<t.p-10 da.. SQ.ricición has1a J/a. 
9ª" duna md-fr;¿ que, 'h~jo c.i<1..r-las c..ond1c.ione.s 
ca1dc:l(l..ri2..a a una serldción .; adf..mc:is S(l d~ un pci-
no1ama 9 'l.n<Zral c:lcz. lo qua.. <Zs /a c.la.s.if iC.clcion qu<i 
S'l.rvirc3 CDmo ,. n-frodoccion a) e a pi -lulo ü., <Z.n e.s-fci 
u I ·/; m o 5 <Z e. x.ponCL o na seti (l de. r<z.su/1 a dos fl.n clcl­
si{1·cac.i O,., obfcz.ntcJos por l<Z.rm~n J q.1,-lre a/los, CJ.:xJs­
frz. uno Q.f) <Z.spe.Cial,, ob.Jq_,nido ci f1avis d~ una 
cad<t.nd d<z.. pcl1f1'Ciona..s Cclrdc-f<t..rrz.adcl por una ~i'S -

-Ja nc.1 a u/1 td m <i f ri Cd 'I poni fl f'ldo e.s. f d d/s-1 a l)c1'd al) 
una YYia-/r; 2. qu<L Sfl.ra' e.n-/ol)CQS una mdiri z. d.cz d1·s -
-/~nc::.ias ultrclmd.fricas . 'Por vl~imt,, (/_(\ af capi~ulo l!L 
scz obt/e.ncz.. 4a ra.lac.1·ón buscada cl 11avcis ele.. }$S 

ma-lrlccis m<l..nc,·onadcls ~nfrz.riormc:zn1a . J>e es-fa 
mari<z..ra, ciuf)qvQ ar, g<T.n~.rdl la St:l..riac.1·0',.... es c..dili'-
i.adci pc:ua Qnconfrar a} orcl<ln S<lcua.ncial d<i ohja-los 
Con fCZ.SpClc1o al -h Cl.mpo ) srz. ha 11 Qga do ~ que. <lnc.on-

+rar u r>O SQ.fl'ac.io'n a. n un conjun-fo asdo d<L objQfos. 
1 

no~ //Q.vd cl encontrar und clas,·/1cac.ioÍJ (lr, a.1 
mi'smo Conjun+o. 



1 

1 

5~ pr<1..Scz.n161 tarnbi<Ln un apdnchccz. a.n al 
qua.. scz. da u"a s<Zriq_ d<!.. nr.suJiados rzn <Zspacros 
u 1 + rd rrHi .¡.,,· c..o s , 9 ro.e; as d Jos c.ua I Cl..S s rz. ob .J,. CL na.11 
Jos rcz.sul~ac:los cla.. fnte.nis <ln al Cclpifulo 1I ,<Lsfe 
dpind;c<i q:>odr11c9 (l:x .. fa.. fl d~rscz. rnu c..ho , Jo qua e.o ns­

-J;-/ uiri'd un -fra bajo c..omplafo y (L} obJa.1o daJ mi'SmG~ 
<1.s Jn;c.arn<Z.n-ic:i. u-/;J;z.orlo e.orno hfl.rrdm1rz.n-la , por 
lo qua. scz. consl'd<lrdn únicam<z:n1<Z Jos r<U1)1ddt)s q.J<l. 

sci u7;/;z.~n a:.n cz/ Cdpltv/t> mcz.ncJonado arr1'ba. 



CAPlíUlO I. 

e LtJS11=tC.Rc 1 ÓA.J. 

J.. i 5 SRI Acl órJ 

la S<Z..tiac.ión , e.orno muchas rdmas dt. rna./cz ma'­
tic.as a phc~clds, no fua.. lnlCJdlm<Z.n-lt con crz. bida por ma -
+<lma/ic.05 ; rls+a S<l afrihuy<J. a f:/;nclrzrs P<Z.lfia (18Cf9), 

putZ.s /ua:. el.! qui<ln íormuló y puso Q.n p¡Jc1ic..d los prifJ. 

c.i p; os da. lo qurt. i / tldmÓ '1 f cz cfiamiq_ nlo d<l.. suc.rz. sio-

n a.s 11 ( srt..qu~nc<l- ciatín9) / ahora md'~ ./rrt.curzn-IClm rznffl 
Jfarnado 5ER14c10Af. 

la sa.riac.iÓn scz dplic.d a un conJun1o cJq_ ohja.fos 
para a~1ablcz.car fl.n <zllos un orden s,a..cua..nrial, ,·.e. 1 se 
busca qu<t czn+rfl.. a.Jlos <Zxis+d alguna fc.Llaci·o'ri d<l.. -
e o n .J ; n CJ i da d cz n d I g ú n S<l. n 1 i cJ o ) p o r rt.. j rz, m pl o a/ ·h <l.m -

po, ./rr..nfrJ.ndo como t<Z.sul-fado un orda..n uonolog1co. 
Aqu: 7tdTdr<Z.rnos solam<Z.n.f'l. <LI Cdso <t.n qu(. lo Jnico 
qua. scz. requirlffl pdra a.sfabl<Z.uz.r ClS<L ordcz.n , <l.S wnsi'­

da.rdr Id pra:.SQnci~ o austLncid d<Z.. alguncls caracf<i..n's­
./;cas t<lÍfl.Von-frz.s <t.n los obJa..tos.. 

J..~ pr<ZSCLnc.ld o &Jscz.ncfd d<L /éjs C.éHclc1a.ri's1 / -
e.as scz. r<l..pro:..su..niEJ por m<:l.dlo d~ una ma1riz:. A , ckz. 
inc.icl<z.nc.; ci , d ond<l los r<Lng lcn<z.s rQ, pr<z.s<Z.n~a n Jru ob -
j(lios y /éls c.o)uMnas l&s carac.~<Z.ri'.s1ic&S e Vclri"czdadrz.s. 
Toda Ja informac,·ol) qua.da rt..n-lonc<Zs rcz.sumi'da a.r) 

asia md-lru:... , cu ya d<r..finfc.lo'n Jormal cz.s. le) si·gu;a n-Í<Z..: 



;Da.fin le.loo 1. 'Por una mdi r i z:. d<i. inctd a ricr a /:.) 

Set cr..n~i<Z.nd<t. cr./ a1rct.9lo : · 

{ atj 
• 1 . t= , ... ,m j J.:: l, ... ,n~, 

c.on rn ra.nglonczs '{ n. colu rn na.s , dond<L rn CJ..s a.l nJ­
m<Lro da obJ a+os y n cz.s a.I nJ rna:ro dcz. ca rdc.1<Z.ri'sh-

cas '{ 
1 Si a.r objaio i- rislmo pos<t..a. Ja CC>tdC- ~ 

Q¿J' :: -fo:.rr's~ / ca j- el.si m~ 

o ~n CUdlqu I a; r ·oiro CdSC. 

cn1onc.qs la mo+ri z /:) .J.1<Z..na.. }a 4orma :;,guiCZ nfcz. : 

cARACTE RISTI CAS 

(b Q. t (!?. (', n 

o, o i 1 o o 
Oz 1 o l 1 . . . i. 

03 t o o 1 o 

º"" l o 1 i . . . i. 

.{:1q. l 

t)horti, Si SQ. Jorrna la r.ufl..va rna1ril. wadrc1do 
da n,cn: 
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5<Z pua.da. va.r qua. Q1j tZS igudl .gf númcz.ro d~ ohja4os 
an los c.ua/a.5 Is 1.-~sim~ y j~dsirnci c.arac-f~,,'~hcas 
a.!> f "n p 1 'l.~ q_ n1 f. s" 

Por o-fro /ddo , 5f sa. Jorma la rn airi r. c.uddra-

dc3 m JC m 
c.; e: Q CJ t , 

cu yd cznir~dd ( i I j) <l. s : 
T'\ 

9iJ :: [_ ª{" o.jl 
. 
J 

l.:1 

Q.n1bnc'l. s , ~tj ~s i 9u al a\ n ~ rri <Z.rt> <Sri.. car oc-/ rz.ri'st icas quq:_ 

~i<Z.ntZn CL11 ce>mun los obj<i1o~ ('Y J. 'Pua.clcz. dfl.c.lrs~ 
a.n-lonc.rz.s qu<t. 1 as m afr;c..~s (! v C1 cori11<in<z. n in{o1-
m acion dc~rca da/ or da:n s<Lcucn ci~I d <i los a1a4 os 

E nc.on+rar una scz.ri ación dQ. lo~ objQi·o~ , e:.s 
<:z.quival Q..rife. éi orda.nar Jos rq:n~lono.s d(l R dq_ man<L-
ra qv a. a.n cada c.clum na qu<l.da:.n iodos los. unos 
junios, i.tl .• itS rzgvival<rnfo él 1n111.rcambwr los 
r<l..ng)onQ.S dcz. iorma gu<r cz.1 aspa.cJo dQ la rnairiz:.. 
sa.a como a.Ida. la figura '2.. J>o.. o.si~ iorrnél 
s a. ../; Q. n Q. e i <Z r 1 a e.o n -i i n u i d a d 'Po r 1 a r, ' a n a: ( d a. n 
qu[ qurzd¿¡n aqrv-pado!> los unDS y qurzda rzda-
bfe.ci do crnioncQs, al ordczn sa.c.ua:.nc.ial dQ /os 

obj e-los. 
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Corno pu'1..da: va..rst., lo qucz. se. ob4;a.ncz. es 
u n a THJ <l. "a m c9 t rr z d <l 1 n c. id <l n c. 1 ~ , d 1 d qu cz 
l.( cz. n d d JI 11 o md rn a i r i z d <l. P a f r ,· a. o m cll r i c. P 

l é) sa.riac.io'n c.onsis1cz por lo +onio, 
Q. n p o d a.. r 11 a. v d r ~ un a tnó)i r ¡ z. d~ d~ da: 1 n c. i -
cl<Znc.íci d una matriz dQ. 'Pa.-lriQ. , a.n la (ucll 

los. r<Z.nglonQ.s r<Z.Clrrcz.~lados dan CI.l ord<l.n scz.c.ucz.n-
ci al c.orrctc.1o da. los objutcs. 

r: 01 h<Z.rso"' '/ qross ( lq "5) J probaron cz/ 

si 9 u i cz. ni <z. r<L su / -} a dt) : 

Sí dos rn a+íic.<ZS d<Z. inc.idq_nc1 éi ~. y Q2 

~ i <L n <l. n Q 1 mi s m-o n J rn a.. ro d <l. r <l. " Cj 1 o n cz. s y a.. 1 m ,. s -
m o n ~ m cz. r o da. c. o l u m n a s , '/ si: () ~ t-1 . :: f:tl q .z ~ 



en-fonc.a..i; 4i. pucz..dcz. lle'lar~<l d la forma de Pa. ~r,·e, i'C., 

{S Pri.+r•a+¡cdhlQ., por pcz.rmu1aci0ri de: renglon<l.S 
~.· y solo Si A 1 Q~ Pa+r1(Lf:c.abl<l: . 

•• 
la p1e9unia < ~~ P, pe.~rief1c.ahle? ,, , purLd<i.. 

a.n prinü'pio s<Lr c..onfa.sfacla ~¡ t.onoc.<1.mos d la ma1riz. 
C!. ohta..nida da. Id md-Íriz:. /:'¡ ¡ <Z.~1o a.~ 1 puctdQ. da.e.ir. 

s a. q u <l. 1 a m d -l r i i:. (! e o n t ; a. n q_, 1 a i n ./o r m d o ó n su -
fic..ia.rrfa. para dcz.cidir Si A a.s pa.ir;cz.{; cab/Q. 

es ncz:.c.ctsario,cz.n a.s1a par+Q.) d~1r c.u(~!tt"ldo 
\)()a m a tri 2:: ~ ~le"~ ~º' md de eo b; nso n : pot d(l -
finiuo,;, und ma-fr; i (;¡ ~¡ a.nq Id forma da. kbb1 n.son 
~ ,· y s ó 1 o si , 1 a s co l v m nas y 1 os r <l. n q 1 o n ~ s son 
unimoddl(ls y ~omdn su \lalor m~.x.imo sobrQ la 
diagonal prinCipdl ; '/ S<l cJ;ccz. qvt Uf)d .SUC<l..Sion 

da. nUm<uos a.s unf modal si '/ sólo si ~Stci suc<L-

sion c.r~CJl. ( (lf) $(.n-/ido d<ib¡ { ) d un Valor mJx.irnD 

y 1 u cz. q o d <l. c.. r (. c.~ ( a. n s <t. rd; do d d. b; I ) . 

.David q. IÍa.nddll ohiuvo cz.I ~,·quiq_n~<l. ra.sul1aclo: 

Su p Óng as cr. Cfv Cl. A a: s p<L1 ri <l. Í; ca bl Q . Eni onc<Z.S 
1 a p a: r rn u -f d e i o'n d a. 1 os r ~ n g lon cz.. $ q u cz p aA r 1 cz. f 1 ~ 
d f:} ClS la misma qu<Z., Cu onde 5<L ci plic~ d foS 

ra.nglon<lS '/ cclurnnas da. ~ Simul-\~ri<ram<rn-le , rcr. .. 
sulta und ma1ri ~ cuadroda q: n la 4 orma d<t kobin­
son. 

Por ~é}n4o, d~ pva.'$ ck quQ Se hay a dec.; d1do 

qv<L {.) resuHa de la per mu1aciof) de renglon<Z.& de 



di 9und motri ~ dtt 'P<?4ri (l. i la 1 d f<Ld dQ. /leiBr a /:) 
a la 4orrna d<i Pcrtr;o:. pucid<l S<l.r realil.ada u~1l;2an-
do ~ ÚniC.dm<rntcz.. 

J)o.. las c.ons1d1Z.rdcionczs a n+<Z.ri' or<Z.S 'I ba.¡o la 
h1 p.Ófa. ~; ~ de ~v <t 19 IYl a1 r i z. /:l d <l. in Ci d~ oc.1 a P-!:!.Qd<l. 
sar lfczvad~ a la +orma dQ. Pa.ir1cz, scz. llczga a 
Ja s;qui cz.rda. c.ondustón ~ 

ftopost ci Ón 1.1 
Enc.o,...~rar un~ sa..riac.iÓn a.n los obja.1os a.s, 

a.c¡u; vdl Q n+cz. a ord {na r lo~ r <l. ng lo n cz.~ y col u m f'ldS dQ 
~ Si mu Ha rw.a m<r. n-frz. d cz. man cz:rd q u <l rcr su 1-l Q u na 
m 0 f ri 2 !ln Ja .f orrna dcz Qob i nson. 

1.2. C.lASI J=lc.Ac10~ 

.Dq_s dcz. u" pu nio d<L vis t ~ g cz. na.. ral , u" a c.l&si -

iic.acior\ a.s la to!oc.a e.ion d<L. "individuos,•' ª" c.lasa:.s 
ir'ida.[inldcls inic.idlmcz.n+cz., d<Z..tal ~orma qua los in-
dividuos dit una c.Íascx.. o.st~'n ''e.e.re.anos" <l.()-frcz. s,' 
y ''d1s tan-1 Cl.b.. d Q. los da las oirQ> s c. las QS , an alg~ n 

sa.n~i do 

]<isdo:. <Z.I puf'\ib d<l. vis-la d cz la .B iolog/a . -1~-
xonom/d ( dQ( gr1<r.ga (o(~ LJ ~ , -lc:Yx.iS, ordcz.n V 
LJ<:fpoC ,·()Qmos, /q_y) Q.S la cul.ncid da fa c.lasi'f ;cdc.iO~ 
da. los organismos . E 1 -f dr rni no -1 ~ xonom! a ju<L pro -

pu!ZS.?o por a:.I bo~ariict> ~Q Caf")c.JD//Q para Id i-<z.o,,'a da 
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' 
'?or lo qu Cl hay qu Q hac_qr nofélr qu rz. rz. 11 cllyu -

nas ocasion<ls los .J.irrn1nos "cidsijicauoh" y"f.,x.o-
nom/a" SQ osan ind1s-i1n-larnczn-/Q IL\. El in-/'l.r'l.", que 
s cz pa rs19 u <l rzn <lS f d S<l c.c.1 Ón , czs <l / dC/.scl rtollo d <l 

/c:i -l<Lor /a rna./ <l md .¡,.e¿¡ d cz /a e las; /1cae10',., , la cU:Y I 
Q s -Id has ad¿¡ · Qs rr.nci al M <L n f rz. Cl n I a -/ d>:ono ,.,-,,'¿¡ /)io 1 o' -

91ca ( Jdrrlfnll. g S;bson ,Jq~/; 51'1cia./fi y Sokcy/ 1q.¡3). 
pud1<indosrz. &p/;Cclr a c.uaiquiczr ./1po dQ. da-los QuQ s&./,,_ 
ia9an /as propicr.dcidrz.s re.queridas Pª'"' <ZI dll.!d1rof/o dcz d.stc:L 

1 d ~a .:co '10 m•'a 
Sofua/ g, CaN'lí n ( Jq(,~ ) 4 t (. l)Q. .¡ r 1l.5 Q fl l 0 '/<.Hli , t /' Jf/ 

han d,sffngu;do lomo: 

l) ~cl:c.onom/d oprt..rdc.io nd/ , 
,· t' ) 4a :(.o no,.... i'd <L rnpi'r i Cd ..¡ 

a. l ) .¡. cl .x:o no m 1' d nu m <J.. ri co . 

'Da de. 011. r do él cs./ as du fo r <l s , I& i rn p o r-l.;i "c.; CJ d <l fo s 11.n -

/ o q ucz. s <ZS rz.,.., <ll or da. n dél do . En la -1 "''° "º rn/d op11.rc;. 
Ciona/ . lcis propos1uo,.., 11.s ¡z hipé h.s1.s el ca.reo dcz la n.;¡ -
-l...11¿¡/Q .?a pucz.c!CL n Sll.r p1obaclcis por ab.sQr VéJcio!-, o 

e.x. p a.r,·mrz.n f<S> CioÁ . Ja -i ax o no N\/cJ ll.n, p: r1cd ad J b cl5d. 

e/¿¡ rz n /¿¡ o b scu Uélc i Ór, dQ rn u ch clS cc.r ad cz. ri'd ¡ CdS '/ 

d<Z lcis cua/as Sil Pü<?.dtt. ll<tu<'lr un rd.corci., cl<:Jui SQ for­
man grupos dQ élcu<lrclo a Uflcl rnclyoria d<Z CéHc1c.-/czrQs 



1 

?or Jo qu <l. hd'/ qu <Z hac.czr notdr qu<l CI. n alqu -
nas OCdSiOf'tO:<; )os tirminoS ucla~i~1·cac.1·on' 1 y''t~x_o­
no m /a" s cz u~ dn i ndis ~in-la rrHl. ni Q e J.) . E I ,· n -1 <Z..r<i.'s. que. 
Scz. pa.rs19uct. CZ.n <t.Sto SCZ. e.e.Ion 1 <1..S a./ dcz.sci rro//~ d Cl 

/a ~íl..ort'a tnd-l<:l md ~icd da: fa c/ds,·f,·cac1o'f'\ , la cl.Jdl 
Q s 1 a bas ddc:1 · Qs ct..rici al rf'\ <l. n f cz.. Q'.. n I a -/ ~.x.ono mi'd b;o 1 o -
91ca ( Jordln<L g S; bson / ¡q~ 1 ; Snq_a~h y Soba/ Jq-13 ), 

pud.t<indoS<l ~pli(dr ~ cudlqu1'Cl.r ./1po dQ da-los quQ sa~i~­
~a4an /a~ propiCz.d~da:.s rcz.qucz:r1·da~ Pª'cl cil da_~rrollo 
da: ~Sicl. 

la ~a. :co "º m•'a ~'~ ncz. ir q:5 <l. n ~ 0<1ullS , '/' '<1 

Sobat g Com!n t1Q~5) hdn d,·s+1nguido como: 

l) i~.x.onomid op<Uac.io nal , 

1: «'.) ta :x.ono mid 

U. l ) t d xo no m 1 d 

r:L mp/r i ca 

nu md..ri ~. 

Da. ~c.ua.rdo d f..S 1os au+ora:s , lci i m po ri~ nc.i ~ d <I. los a..n­
f o q ucz.& Cl.S Q.ri cr.f ordQn dcldD. En lo -lax.-1mm11~ op<Lrcl­

Cional , las propos;c.,·oncz..s Q. h,· pó ·k .. si'S auuca dQ la n~ -
-hHd/QZ.ci pua.da_" sa.r pfcbad~s por obser vac.ioh o' 

a.xpQr1·m<Lnf~cio~. la iaxonorni'd ([n1p:r1cd <Is-la bd.sci. 

da cr.n la obsa:..r u¿:¡ciÓf) dcz muchas cC:HcK_-lo:_ri's-J ic:.dS '/ 

dQ . la!; c.ua/a.S S([ pua:da: !la Uclr un rdcard ., oqu/ sa /or­
m c:H'\ gr upes dct ac.ue. rdn d u f'd rnclyo r ,'a dcz. CéHc e-/ cz. r<l.S 



Cornpdr-lidc~. J ci -/d:x:onorn11
d nu md:.rt'ca como gcz. n<ZJdl. 

rn<:Z.nfa. cz. s prdJica ~, <lS op<l..racr'onal y <Z mpíric..d. 

Es i rnpor-lan+<l. hac.rz r no-lar q u cz /os ~~ x.o no -
mis fas nu m<:Í..ric.os cons¡dcz.ran u na sa.pdrac;o'n <Lstrt'Ctc9 

<J. nTrc:z.. la (L5) pct.culac.iÓn J;loge.n<LtiCd y a./ procQ.dfrn,·<l'] 

+o fa.x.ona'm,·co. las ra:lac.1on<Z.S -laxonÓm1'Cds se 
(]_valúan un1·c.a mczn+<r.. Cl.f\ bas<z.. a los pdr<l.c.idas quQ 

a.x..;s-l<Ln dc.fuaf m<l..n~f<!.. e.n-fr<Z. /05 obj<i-fos o t'nd,·v;-
duos yuQ. S<l: 41q_ncz.n d la mane. Estas rcz./aci'oncz.s 
~cz_nd.~;c.as no -lof'Y)dn <Z.IJ cucz.rda ci.J or1·qcz.() da.I ~-
ra..ci do a.ncon-lra d() "'' la 'ªeón a /a cual fos pdtCZ.C.i -

do~ puCldct.n habcusct fncr~mfl.n~adc:> o d<1.cr<r..m<1..nÍac:)o 
Q. f"'\ <I./ pas ~do. 

Scz. ha"' h<ic.ho <Lsids lons;da.rac.ioncis dczbido 
a que. h 2 s-fa a.s-lcz. m o m<errlo no S<t ha hab Ja~ de.. 
algu'r"I CLsquflmc) d<r clasiticacio'I'), y como as d<Z.. ~ 
p(l. r ar S<Z. J cv al qu ,·<l. r <lS qu~md qu <l. ¡' n1 <Ln-Ícz. co m b; rB r 

v./ gréjdo dq_ pcir~c.ido, dcz.sc<Z.nd<r.nc.;a y raz:Óf) dcz.I 
progr<z.5o evo Ju c1·0 nario S<Z.ri'a í/.X.C'l..!;,iVd mcz.n-le. C.orn­

pl,·c.a do. Por lo qua: la S<lpdracio
1

n dci ~s ton~i d<vci-
c.ion<Z.S Fcr..nci~ icas dcz las ~;loq<Z.nct41Cds <lS uf'\ 

avanccz. irnpor-lan-fcz. <l..r'i czl pcnsarn;cz:.n-lo idxonomi-
c.o . ])cz. ac.u~rdo con So~dl B Sna.a+h, s~ pu<t c/cz 
lJS.dr ~J"iiC.clmrt.ffÍQ. <Z.vid([.f')Ct'c1 ..fe.ni.~i(.d p¿H,a Cl.S-iclb/cz_ 
c.a.r 1 una c.l~ificac1·on saiistaclor;~) l~s raconq:s; p::,r 
lds c.ualcz..s scz. C}sevczr~ cfsfo so() las slgui<tn-l<l.s: 

i. El rdc.ord d(l/ /ós;/ d;sponib/a (fs,{~' fan 
~ rag h1<Ln-laclo Cf<JCI. Id [dogq_nid clcr /~ mdyori'a dcz.. 

iO 



los -laxa <z.s d<zsc.o noci dd. 1 as su c.cz.si on <Z.S qu<J:. .Sí 

rclmi' [1Cdn avo fue.ro nar1a m<Z.ntcz. d<ibQ:11 S<l.r probadas 
<J..:x.-la.ns.clm~ntCl. a par-t1r- d<l'. rcr.laeion<Z.S fcz.nci.~1cas 
Qf"i·/rQ. /os org anís n1os ex1s+~n+cz.s. 

2.. la cla~,-J;c.ac.iÓ() Jcz..n<i·Lca czs posible 
péirci -lodos, /os grupos. En con-Iras-fez. con la clcls;-
4iLdc.io~ clacl,'s-/;ca , basada cz.n succz.s;on<rs quQ S.r!. 

'd m ; { i e.a n , q u cz r íl q u; <l. r cz:. i n .f. Qf cr n c1· as h ,· s t o' r ,· e ~s ci -

d 
/ I 

c..<z.rca a. la dirczc.ci on dcz. cz.vo/ucion czn un grupo 
d<Z. orqaf')ismo~. 

3. Aun cuando la <l'li dczncía f dsil a.si <i 
d1spoJ"iib/cz / cz.s1a Qvid<I.nc.i~ rnrsrnci dczb<l. S<Z.r 1niur-
pr cr_-/ ad a pr i rn 'l. r a d 'l. u na md n <l r ci .{<l. nd. ./ / ca Qs~ r.·c. 

ic:nY,a. n-le. - e.DI) la <:t x:ca. pe.ion dcz:. qu<l. sa d <i ad~;nds 
o na cz. s e a (e) d <l ~ i <l. m pe , qu rz p u e d cz. r cz. s 1 r ; n g i r 
cr· fl.r-lc:9s in1'1.r pr'l.~clci oníl..S dct la t i·loqa.nici - y a gue 
·)o~ c.ri'~cz.rioS pdrd alczg;r las iorm~s al'lc~4rcll<lS 

CJ..n vncl [;fog<i.nia son +<i.ni~¡cas '/ cz.sia~ basa-
da~ ([n r<i:I ~cioncrs -f (lnci~ 1cas cz.n-lr'2. SupuCl.5>1os ~nc<ll-
·ho~ v daS>c'l.ndi <Ln~a.s. 

~. 'Dcz.sdcz. Q/ punio dQ. vi' stcl dQ la -b1 olo -
gr'a CI.n g cz.ne.raf 1 pro babl<Z.mClrliQ <ZS dcz m ds 1·n-
+q_ris d<Z.scribir la s;mi lari dad -lo-l~l dQ los orqcl-
n1·smo~ qua sus SucJlsi'ori<l.S qua. .sa: rclrniJic~n.5,· 
las c.las;~;cC}cionQ.S sofl para ~Q.nQr vcilcr prcr.d,·c­
-í; vo , a.s czv,· dCLn-1 e qu 'J. las que es-Jan basad~s 
cz.n la Si mi J~tid¿jd ~o-Ja/ sqraf:> /as mas pr<Z. d,·c-

~ i v dS. 

l 1 



f11ionc.a.s cz.n bdSQ. d c.onsid[..tac _,nQs +and1r-' ) cas IJnlc.&rnt:Z.n-f<i. sa. dars a c.on-/¡ nuac.ion la icror1'~ 
rJ)diCI. m~-/ 1(c). 

Ss I >"" ror1clrftCZ. hdc.Clr 
hd CJl( Un Q e.Ja~ j +•cae( On I Q S 

crs rdz.ondb/Q buscar grupos 

Si a. nd o <Í.s -los Sü b Con junio~ 
~o~ , carac.+a:ri t.ddcs porqucr 
c..oh a.rcz. ne.id '/ a IS Is mi cz. nic. 

/a ~cl~r dcion qua par~ 
QS Q l')C.ia 1 Supo nQr qua 
( o e 1 as <Z) ) a. 1J 1 o s. da-fo s , 

d cr. \ e.o n j u n +o E d Q o b ja -
poSQ<l. n pro p r lldcldQ s dQ 

]Cl aquí Cl.f\ cld<rlan1<i Sa: Supondrd dado un 
con.ju n-lo E da. ''obj <dos'' ~' 

Cuando sci dczsa.a haccz.r ,u"ª c.las;f,·caC10~ de. 
un c.onj u n4o d<Z obj<r~ os, la pri rnQra i d<i¿¡ quo: ~a. 
ocur r cz. cz.s psr~ t r a 1 con junio d <Z o 6 j <r tos a n sub co n -

Ju"-fos, gucz pua.dczn Simplcz.mQn-/cz. formar uro cu-

bicz.r~a dQ f ( ari cz.sfcz. e.a.so pucz.d1X n o nó -f rcls id-
parSQ Jos Subconjunios), pu<ld<Ln iormar una pQ)rt1-
C..I01n da/ t.onjun-fo E o ma's d~n, .sa. puCl. dQ i<lna.r 
una succz.s,·o~ dCl.. pcl,-Íicion<i.I. 

El ftpo dcr cL~si f;c:aciOf) dcz ; niQre:s ~ CLS-Jcz. 

trabajo Cl.S cuandD scz ~i<ln<r Ul'\d succtsioh crcz.Uczn+e 
dcz. parJic.r'orHLS; éJ /a quQ Jard1n<z.. & ~;hson //~rndn 
C/asificdcio'f) Qr;.1r~1;f¡c~dc) jQ'JcÍrquiCd - Sa hd czsc.ngi clo 
<ls1cz. -/;pe c/Q c/as;/;cacich j~rc:JrquiCcl y~ qua pcsíl.<:! 

una cz.s-Jruclur<Y m~'s ric~ qu Q o-1 ro.S c/ci~([J da a9,0[J<Y -
rn 1' ([ n1 os. · 

(1.) S!Z. úf;/;~r~ al ~cirrnino ob¡qici parcl ck.scrib1r a los alczrnan­
~os dcrJ cc:njurrto qucz. QS"Íd .siQndo u,nsidQrcldc. 



la c.onstruc.c1ó,, dcz '1sis-l<Zmas da clasff•'Cdc.10~( 1 > 
Scz. ~ra-1-a c.omo un proc. ~o qua. c..ons+a d cr dos par+a:.s 
-la prirna.1c:9 p~r+cz qs c.ons-lruir ü"d rncrd1dd d Q: 

d(.slmdaridad .(o da s;m;J3,;ddd) sobrcz.. un c.onjun-
~o d<Z: objttos / der. ../al formd quQ dcz.scribC) rr.I 
pafro11 d.cz. vdriac1o'n dcz. los mismos con ,-<Z.Sp([c­

f O a (OS d7r i bu-/ OS tJ Cc3r dC.~ Cl.r / s.J i'CclS ~to g 1 dos . [i} 

sczg un da par-f Q ~ s ra.pr<l.S<Ln1ar cz s +~ m a. d,· dci (//a_ 
h'lcldo (O<l.ti'Ci cz."-1 <l. d<t d1si mi laridc\d o Si mi la,;dad ~ 
por un sfs1a..mci da c..lds1{;caci~n aprc.=.:iadc. 

~qo/ Sil Supondrd dfltlnidc un coa.ftc.iQniQ dcz 
d1'f.imilaridad sobra; E / al c.ual a.s uncl /unc;o'n retal 
posi~i\ld sobra E J<f , qua. sa~1siac.cz. las sigu1czntQs t.on­

d.,·c.1 onQ S : 
i) d( ¡:¡ ,B) ~o JI CJ ,B f E. 

t;) d ( A ,A) = o IJ /:'! € E. 

ttl\ d C O, B) r dCB,"1) l/. C\, ~ t. E. 

Socadq_ 4ra..cucz.n~cimcz.niQ qua las drs;m;/arida-
da.s Y'ncxd;das dQ a\quna md "<ird , ~1'<Z.nQ.n Ci<ir-f as pro-
pta.dc.dcz.s ) 'J)O( 0.j<lmplo / pucr_dczn ~Or mar UJ"'cl md.-iri -
ca <J.f\ lugéH d Q. un coaticicz.n4a dQ d1.s1mi (a11 -

dad &1· mplcz. mcr_n-fa.. 

(t) losid.rm1nos s1's1<ima dQ claslficdcJo'ri y Sis1<Zri'd i~xonóm1-
co son u~ilfzddos pc:Hc9 d'tsc.ribir coc91qo;a.r l0njun1o da. ~ub­
C.Ohjun1os dcz un C.CH\j1.lf'1o dll. obJa.-lcs qua. ~<.:. alguna rnd -

na.ra ~rdnSmiiQ intormac.iÓri dc.ctrc~ da. lo~ oh}·ciios. 



l os "d 1 o r et S d Q v n e.o <l: f ; c. i Cl n i Q d <i d •'S i m ,· k3 · 
r ida d para E CLn qcz ri<lral Sa. pona:r. Q n un aira. -
glo cuadrado d<L nxn (s,· lcl c:tYrdin~lid~d do E 
a.s. ,·gu a 1 ~ " ) 1 1 I ~ N\ d d o m a+ r i ~ d cz. d is ; m 1 lar ; da-
d a. s , c.uyos r<rnglc n<r.S v e.alumnas Qs+an rndC!.· 
)C..ado~ Pº' lo.s ob1 <l.fos da. E / c.omo ~<l. ; lo~+ra Q" 

/~ Í 'gura 3. 

x , :í .i . . . .:( • ::ic ,, 

x,., 

los md.iodos jcz.rarquic.os dcz c.lasificacioh 
pdr1<rn dQ lo~ e.ocz.{¡c.1a.n-Jcz.s d<:z di'simi/aríd~d ((!.'()); 
1.'.e., dQ. un~ rna1r;z: dQ. dislmi/~ridadcr.s 'I Id 
4 ra ns Jorrnclri u.ri un « dcr.ndro<1'ª~ ''. F 1 aspcr.c.+ o 
g cz. n a. r a 1 d <l. u n cJ <l. nd ro Cj r $ ~ S <l. m u ~ s f r d a n I a 
.f ,. gura '-I , <L 11 a.I c. u ól 1 f os no dos 4 a:. r rn r n ~ ( cz S ' a. -
prQ~<t.n-fcln a lo.s objcz+o.s (A, B, <!, D, E, F, ~, H ) '/ 
la al1vra c9<i la~ Ur\1'oncr.S horizon1al<Z.s (niue/es 



nu rnttr ,·e.os ) cz.s1 ~' 
obja.-los da:. las 

/.e/ 

{.t 

1.0 

o.I 

o." 

0.2 

dSoc1ads al parcz.c.;do 
cJ dSll.. S qu Q .S <l. U r. Q(). 

f ¡~. '\ 

<Ln + r Q. lo S 

Como puad(l obst.rvar.sq_ a.rila f,·quh~ </. /os 

agrupami~ntos ~spa.c.1f:c.~dos fl.n cddd ni"v<l..i p~(+1-
cular da. un d<Z.ndrogtcimcl ~ ~ie.nczn /ci propi<ld<l J r::Jo 

, d ¡ I 1 1 qua. son ciJCZ.nos dos ó os y 1:k;O:.mois J 1oqo a. <lm<iJ1-

~o d.cz. E pq.11<1'.nClC.<t.. d aigunci c.l~sa. (yuiz p.u<Z..do (~n~. 
4dr dQ U1' SofD Q./Q'..YnQn-Jo ). JJQ deucz;¡oO con 'L~7o, <L~ 
claro qucz. los a9rup~rnitz..n-los {01mdn und parii'c.i'o'" dcz./ 
C.Onjufl-lo f ~ e.orno scz sabe J cz.:c1s1Q. una (.Q((<Z.$pon -

da:.t1ci~ uno a uno <t.rdrcz. las pa1-f1·cion<LS dcz. un co11 

ju n-~ o '{ 1 as r iz. 1 ac. ¡ o n ci S d 12: a q u ; v d 1 Cl n e i a da. + i n i d d s 
sobra.. <il i dond<Z. und ra.fclc.ion d<Z aquiVcllQnc1'ci srz. 
di:z.íina. Lomo Sfqua..: 



1 

1 

u"ª , czl ac.ion da. o:.quivalcinc:ia Q sobr<Z E ll.S 

E J< E , dond<Z. SQ saf ;s~ aca qv<i .. v n Sub Lo nj un-fo d fl 

o ( {.:} ,Q) ~ Q ~ A€. E (1cz.~l<Zx.;va) 

e: {) CA, B) 6 Q Y#/ ( 8,A) ,Q .IJ. íl 1 B'-E (s1rnd~ric.d) 

.: Ll) ( A I C!) E. Q . '-/ ( ~. B) ~ Q -:::::/ (l\B)tQ 

'J. A, B, a E. f ( ~ fdr'\Si~ i vd). 

S; R czs v na r<tlacion d<Z aq viva/Qnc; a, qn1on 
c..QS lo& c.on; u ni os. : 

~ ~ = { B : (A 18) f Q ~ 

forman una paritcio'n da. E , <2 

los. e.o nj u n1 os QG( 401 ma h u na 
a..nionc.<Z.S \d rtl~cioh 

; n v Q r sa m cz. ni Q. > s 1 
J. 1 d f p~ t 1 1 e 1 o n <t.. , 

(<_ = u Qo(.>< Qo( ) 
~ 

es una ,a.\ac.io'n da. a.quivalcinc.iC) y a.s1a~ 4rc:H\sior -
mac.iona.s da: ra:/~c.iona.s d<t.. a.qui'1dl<i.nc1a ci par-

-}¡c.;onQ.c; 'i dcz. pc:H1icio"<Z.S a re.lac.1onQS dcz. aqu;-
val Q.n c.1'c~ r cz..s ul id" sa r , a.n1 o nc.<1.. s > f n vcz.r sos mu -

~uamcz.ni Q. 

Set ~i<t..nq_ 
4 Of Mol dQ 

a. ri ~o ne cz.s J a ~ i g u i cz., ni Q d cz. { i n t -

un d<Zndrol3'ª1Y'cl: 



Sea 'íl'(E) 

d <2 Cl. q U i Ud 1 <l. n C/ d 

u "a ~ u ne; oh : 

o.I c.onj un-lo dci las rcz.( ~c.i oncc.s 
.so.bra... E • Un dcz"drogra 'l'Y\d <l.S 

C! [o, oo ) . • • rr e e) , 

qua. Sottsiaccz. fas Siqui a.nta.s conclicionfl.S: 

C: ) <!. l h ) !:: <? ( hl ) s i o G h f h) 
C:t.) e( h) :: E XE' para h $0 f f CiQl)1 (/_ -

rncr.nta. g1~nda 

t:li.) para h dad~, <Z..x.is-le. ~'º 4~1 quQ: 

~ ( h-t ~) = <t(h). 

S 1 s tt pi d q, ad <Z. m as qu <2 i o el os 1 os Q I cz. -

rna:n+os dtt.. E Sctdn d;s./in~os <in cil n11,1el ca.ro, 
a los d<indrograMas c.on a:sia propia.dad sa. la.s 
11 ama dcz.iini dos '/ 1 d propi <l dcld puQ d cz sa. r a.s c.111 o 
do. 1 a s1·9 o ; <l. n t <l. rn ~ n cz.r d : 

iv) ~(o) e 6 E , dof\da. c1 E:.{ lt:l,A), A f. Et 

Has{~ dqu,' s a. h~ ciado la da. f i ni c1· o 'n 

formdl da da..ndrogramd y scz ha d1·c.ho qucz. 
un mci.-lodo d<X. agrupdmia.nio <Z.s una -lraris-

t o r rn a c. i oh , y ~ q u cr c9 J o s c. D 1 s I o.s i r ~ " s -
t o r ma a. n d cz n el ro g r d md s . V aq u ,· 5 u r q CL u n C} 

p r a. g u n -1 él ¿ a p éY r 1 / r d a. I o s d a. nd r o q 1 ~ fl'é).S <l s 
pos;b)<I.. obta:.11crr <1J)'s?, e/a.. ac.u<Zrdo e.o n 
Jdrtii'n Cl. El. S;h.so r'\ ( 1 q ~ I) s/ <LS pos; bl Q.. y a (/os 
lo d<Lrno.s-Írclrcn. A c.oni1tH.1aclo1

f) sa da un rLsbo2c1 



dcz. la da.mos1 Tdc.lon . 

SupóngdS<Z qua. d <Zs º" C!..D cuhitrarfc 
'' s a d a.f; na. : 

( ld ) ( h) :: i ( A • B ) : d (A I 8) ~ h l , lf h 7,, o ' 

q,5 e.Jaro qu<Z Td <z:s un~ r<tlc~c.ion rq_tlCl..xiu<Y ~ s;-
rnct.fric.~ paro no cz.s ~·t.snsi-l-iva y por IC> quQ Sq 

ha vts1o, ~a. ~ua..d<Z. da.e.ir qua , t Td )(~) as un 
da.ndrOCJldrna ':::>1

1 
'/ Solo Si ClS una rQ\ac.i0

1

1') dcz. Q9ui-

v&ICl.ncfd JI- h ),o. Ld c.ondic.ion dQ ird"si ~;";ddd 
pua.da. ~«.r a..x. prctscldQ) d <Z: /a si9ui <Z.nt<Z. mancz.rcl: 

Esta c.ond,·c1oh ts c.onouda c.omo la ''Dq_5í9osldad 
ü Hrd m ci.~ ri·oo :' por lo qo a d les C! 'D 1 s qu Q sa~ 1·sf~ -
C<l n <z.s1a dczs19 ual dad sa: 1 czs 11 ama Q 1'> 's u H tc:Y mci -
~, .. tos. 

Con a..f r<1..suf idc)o an1ctrior sa: pua:da. da:c.1 r quQ' 
fa ~Q).x..cnom/c; hvrnd..riC$ 5<Z ha considq_rc:JdC> cz.sczn-
C.f al m <in-! cz , e.orno 1 ~ e.o\ <Z cerón d cz. rr, d.~ o dos qu <Z 

~rans~orman una mairiz. dcz. disirnildridcidQS Qf1 

un co <l. {;c.r'Clnn d(l d 1s; mi /t:Yt ¡ d sc::J uf~ fd rncl--f r r co. 



1 

1 

la ul~1Cl ma~,,.c.1ciékl a.s und ~u<ZrfQ r~1riccion 
pua.s a.~ui Vd Ja a qu <l al -loma(' i\ , 8 , e! t. f , 
d (tl,B), cJCB,C!.J v dCll,C!.) d<iba." sa.r /ds long1-
+u der. s dQ los ldc:los d ~ un ~r id ng uf o l'sos c<I.I o:. s , 
~n Q.( qu<Z al lado dcz.siqu~/ ~<; 'C.u&ndo rnds, 

fan farqc c.omo los o-fros. fn a( ap<t.
1

ndlcQ A 
~a. Q n c.. u<I.ntrd un d e.o I a. c..c; ón d <l r~su 1 i a do is / m por -
~an-/czs dc.<Zrecl d<l. fa uJ-/rd ma.-lri'cl. 

Pocl<Z. mos cz.n-/ o" ca.s dczc1 r qu <l a I ~'a n.s fo r -
m ~ r u na m a-f r ,· r. da: d t s; m; 1; -l u d cz. s e h u n ca cz f; -
C.i a. nf cr. ulfra m cí -/rico so:. <LS f J "dq / 01 mcl n el o" d 

1 d m d-1 r; l. o r ,· q t' n d I •. E s f) a 1 u r al p ci ns a r q u a. <I. I 
"majot" m<t.-lo do cr.s aqucr.l qua "cla./or,·na'' lo 

rnczn~ posi hl<l a la ia h/a . 1-/ds-ld dondcz. ~cz saba., 
han habido ;n1~n1os da. pra.cJsar qui S!l <t.n-l1andt. 
pot. ''cla/orm~r'' y por "rnajor" paro no ha hsb1 clo 
vn acua.rdo q<r.nrz.r&f 1 ni un pronuncia mirz.nto sólido 
sobt<z. la conv<l.nia.ncicl da. usar unds-dczf1n1'cionas 
a n vCI.z. c:la. las o-Iras an clfqún -J;'Pº dQ probla:md. 



l 

1 

1 
1 

CRP/TU.LO 1L 

4.LqU/\/05 f<ESUl T¡:;¡J>os l>E 1. e. LEl?Mll'--' 

EN c.L.1151f1 Ct:l CtÓN t/U701VIR11C/:1. 

2.1 f Nrl2o:Ducc1áAJ. 

Todos los '<lsul 1ddoc::, qv<L $CZ. e.o nsi d~1ara'n 
cz.n <Z.s+rz. cap/1ulo supon<Z.n dada/~ in/ormac;on 
rcz.lcl-livci ·al P~"r.cic:lo da. los obJ<Ltos,. Esta in/orrtltj_ 

c.. í o'n g <l. n <l r al rn cr. n 1 ~ ~s o b-1 <l ni el~ d cz. I as c3 p a 11· a n_ 
c..ias ~cz.n sib/cz.s , los cdrdctcz.r<Z.S a.x.1cz.rnoS> dCL los ob. 
j'l-los, sin +crnar q_n c.uq:,nfQ) /as rcz.laclonQ5 posi-
blcz.~ Qn1re cz.s1os, CéHac-lcz.r<lS, '"ª·, Ías c/as1I;cacro-
n Cl s pr opu <l s fo s so,, r <l. no -i ¡ p; ~ s . 

Pard u na c./ as i f; c.aci o'n dacl~ , scz chs 1; ngu<L n 

a:n g Cl.nrz:ral, c:los concCl.ptos d<l.. c./o$<l. ·. 

t) e/ as<l. mono-Ji~; Ccl y 

t'l) c/ds q_ poJ;Ji./;~. 

SQ. d;c<z. qua una clas<l a;s mono1i-/;c.~ si <ZsÍa' caras 
-la.r1'.z:ad~ por una so/a propirzdacl, is fo <I.S 1 un ohjcz_ 
Jo pq_rf Clncz.ce. a la el as e:. s r' '/ so fo si al obJ<L-1 o p~ 

S<J..Q Ja propi<Zd~d. La d<l{inicion cJq_ cle>sa pol;fci-
~,. e~ , d <l oc. u <l. r do d B et. e k n <l r ( I q 5 q ) , <l. s I éi s ¡ -
9 u,· (l nf Q. : Un~ el asa K Cl s poi¡~ <l. -J le~ s; <:Ls -/¿j 
as oci ¿j d~ a u" Conj un-Jo J d<Z. a1 ri bv-los : a,' 0.2, ... 1 

QJ tdf <1.s c¡u <Z. : 

20 



1 
1 
1 

a.) c.ada a.la.mcznfo da. Id c.la~a. po5e.(l und 

proporc.1ón t'rnporfan+cr. (pez.ro no f;ia) d<i clfribü-

1o!> da. J ; 
h) Cddd dir; bvto dq. J cz:s pos(l/do por uncl 

prop ore,. on lm por+ a nt<t da a.I Q m a: nf()~ d cz. K. ~ 
<!..)no a.x.1s-fct n<ica.s~ridm<tn1rz. un a-1rihu-

4o da. J qua. S<l.a posqido por -lodos /o~ a/<l.-
rr"\ a. n+o~ d. a; K.. · 

Sa. hac.Q. a.sj a e.o ns1da.1a '-ioh ya qucz. a.J 
da.Jtn1r Jnic.~ m a:.n+cz. una ddsci mono1d..~;ca a. s 
rnuy rq_strin91do, sohrcz 1odo cuando S<Z r<Z./i<l.ffl 

a I a 5 e 1 as ; f i e.a e; o n <l s "n a1 u 1 a I <l. s/, d Q n ir o d cz 
las. c.i<Z.nc1as na-lurslci.s '/ humanas .. 

Como P~'º la msyofl
1

d da Jo~ m<i. .fo dos d<z. 
c.J ~sd i C. a Ci Ón 1 Ja in f O r m aci On d Q. qua. S Cl d ( S pe n CZ: 

a.~ta rq,/acJonado al parcz.cfdo da. /o~ ob;a.fos -lo-
mado~ por p,c~ra.jas y c.ons;da.rdndo Í.:» noc1·o'n d<Z 
c.la5ct po/;./i1i~ , scz dcz~ctd qu'l. , con ra..spcicto éJ 

Jo~ o1ribu1os da. dcr.scr1pc1on , al grado d<l. para.-
e i d o a. n f r <t. c:l o s 0 b j a. fo s S a: ~ g' a n d<l. s i p CL r i <L n<l. -
C.Q'." a {~ rn1's mcl e.la~<:!. y p cr.. qva.ño <l. n cz.I ca.so c.on. 

-ftdr i c. 

Por lo 1cin~o ,so: bus e~ sobr<l'. a{ conjunio d<l 
Dhja1os J und clas1f 1cacion ( pd11,-c.idn) o una jr/.-

rarqu1'a dcz. c/~si~iC.clc.ionczs (uf"lcl c~dcz.~ d<Z..niro drz.. 
/ci JaÍl2. qu<r. forrrian la~ partt'c.ion<Z..S). 



Una cada."ª da. ~ , donda t9 d<lno~d al 
conjun1o cJcz lds par+ic.lontts da 1 cor.Junio E dcx. 
obj<Z.tos , CZ.S º" sobco"junfo +o-fdl m<tn~Q. brda.na do 
d Q f? 1 Q ~ ( R , Pa , ... , P ll ) e.o n R < 'P~ t. . . . ( P k. 

V R· E. (;'. 

E I e.o nj u rd o @ ~ ; a. n a: czs 1 r u c.1 u r c1 d Q f ci + 1 2. 

ya qu<t 1 ~oda péH(tjd da por~ic.io ncz.s { P, P'( 
~l<z.ncz un ~uprcr..rno c...omun PvP, y ur, 1'n~;rno 
c..omon Pl\P'; dondcr. las par-lic.loncz~ PvP, y 
?AP' S'l. dci./;ncz.n Cl.n basa a ~u 9rJ~1ca como" 

~,-(PAP'): ~ ... cP)n~,(P') 

'" ci. .X. ( PI\ p,) Cj (e:"} X p y '/ X. p \~ j 

y Pyp> !dl cla.¡ine c.omo: Gr (Pv P>) <2.5 Jai ,9ra/,·Cd 
rndr. pa.qurt.iio d<z. la rq,/ación d<z. a.qu;valq.ncid qu cz. c.on-
~ia.na. é}/ COnjun fo ~I e P) u (), (P') , o Qqui vdf <Z.ntcz.mcz..n'" 

f~ : .l:.. ( P VP >) ~ si y s ó/o si: e.:r..;sfe.. ünd .succz s; on 
1.o, l,, ... , Z1t dq_ cr..l<1..ma.nio5 cJa. E +dl<Z..s qu~ , para 
./oc:Jd t. l:: o, 1, •" 1 I<. 

l, P ic.,., Ó l, P 'l.;.+, , c.on x. • lo , ~ • Z K. . 

p cz.s 
Und 9rsfica do: una rQldc.1ó0 dQ czqufualen0a 

d <1. nof a ele por g, CP) y da (1 ni da como·. 

~r ( P) = l ( :t, ~) \ ~ E. € , ':1 f f 'I · ::e p ~ t . 
do ndq_ P +am bici n d Q. no-f d la r a. lac. ion d cz ~qui u a/q_ncic). 

l d l)afurdl 'l.l..ci mat<l má ./ i Cd dll/ pro bJ Qma ele. 
la clasificaci~n du-/oma'./;ca <LS. la si'guiczn1Q: 



S <Z <:o ns i d cz. ra o bfrz.n ido / da. alguna m a ne: r d 1 al dafo 
d<l. bas<z: (a parlir d<i los objcr.+os)I dcr.!inic:z.ndD 
por <1.Jflm pJo und rct/ac;ón bfndrid sim<i. iriCd ) unéJ 

~;stdncia o ps<LlX:Ío- d1s-fancia , crfc. S 1.)óngasa 
qu~ d /a ~s-frucfura qua. formci cil claro d<L base. 
S<Z I <l //ama lci a.s1ruc:lura dcz. .J¡ p o Cf sobra a) 
C.on.Jun1o E: dci los obj<t.tos , <is1a <is m<rno.s '<r;ca'' 

qua. I a a.sf ru ci u (é) qo a. s <l b use.o ) 11 a ni Q.S<l e.s+ ruc. -

-lutd dcz. tipo L' ( par1lción o cad<ind d<Z. parhcio -
nfl5 ). J..~ Jormd gczn<lral c.cnsisfcz. flf) r([.fdc..io -

ndr · fa e.Jasa ®, der.. lds <Zsiruc..furas dc:z. -J;po r 
1 

sobra. E . con Ja clascz. L 
1 

clcz. I ciS cz.s1ruc-lu ras de 
fipo cr. S<t +rafs <Zn-l-o nca.s d cz. dcrf e.r m ¡ ndr r:r.J o 

/os cz./CLrn<Zn-Jos d<Z fa c/asQ. E) que_ 50() fan 
compahbJczs c.omo sao iposi b/.a_ c.on a.l dato dQ basfl. 

?ard czstabla.c<Lr lo dn+cz..rior, S<Z. cÍ<i.fincz. un 
e /21 T ERto j un cr; ta.r10 czs , a.ri gcz.nq_ 1al ) una r<r.· 

I aci e),., dcz poz. or dqn ( q o a pu a.da: Ser parc.i a 1 ) sohre. 
aJ conjun+o ®. Por fl..rfa r<ZÍdc..iOn .scz. pre/;rz.re 'r 
d t"' ( r < t'') se:) 't' czs mds C.CUCcl1io gucz. T' d /¿¡ 
fls,fruc.Íura c:lfl.{,"nicla por al da.fo de. bastZ.. 

E I da fo drz bas(L 
1 

a pa rt 1 r d<Z. I -_¡)d/ s a -J rcl 6o 
)d pu<!..dQ.. s rt..r : 

J.. El clrr(lgfo fJxE (donde 1-/ a.sal c.or¿ju11 
.fo da los a-fr;hutos) E de. los objcz...fos j JQ/-T 
t !El= n ). En e.si-e caso [ Q'.S cz.{ c.onjunio clrz. 
la~ mafr,·cczs de /nc;da.nc.ia con T /,./as y n colum-
nas . 



.2. Una rcrlaciÓn b1,..,c31ia s;rnri.-lrica sobra. E, 
<Zn1onc.cz.s L. <l.S a.f C.OnJun-lo dq, /as ralac10 nczs bc-
nari:as st'm<ifr,·cds sohrcz. E. 

3. Una fdmi/ia .jlni fd drz. p parhc..1on~s sobrrt. 
E 1 [ rs ~qu/ <21 c.onjun-Jo dcz las /~mlltas /;n;fas 
da.. p p~r+ i ci onrzs sob r<L .E. 

e:/. Una dis ia ncid o psa.udo- d;~td nc;o sobra. 
é (/nd;c<z. d<l. Si mi lar,·c:J~cl) I r <lS dqu: <ll c:on.;un-lo 
d<1. /as ps<Zurlo- rnri.tricds sobr<z. E. 

~on cri. s 
br<z.. a I 
~in-los.. 

5. Un P' cz.ordrL" totd I sobr q_ E , 1.. 1ts cz.r, -
<Z./ c.onju n~t> dt /os pr'l. ór d<l.n ~s .fotdl~s so· 
c.onjunio f dfl. los porq:,jdS d( obJCL4os c:J1s -

2. 2 cR.1 TE tl.JQS 

Z. Z. 1 CQ/íERIOS DEl='/AJJJ)OS !/ 'P412.TIR. 

DE lQ fVIClT.QIZ l>E IAJC.11JEA)Cl/:J DE .l.OS ~CJ-

íOS. 

Y d s a. d<L ¡; n 1 ó a n ~ rz. r 1 o r m Q. n-J<l. u n a ma . 
1-ri.t dQ incid<L.ncia, Sin cz.mbº''3º ·S<L darc9 lc:J 
da.fin i c1ón dcz .l. <l. rma f) : un d m d ./r l?.. d <l 1 n CJ -

d <l ne; a ( é .:j ) i = 1, ~, .•. , r y J • 1 , l, ... , r, ; as a: J 

cirf<l. 9 /e : 



1 SI al atr;bo.Jo Ql <l5 pose:.ldo 
por al obj a~o J• 

o (l n e u al qu; a. r o.¡ ro e dS o . 

C/ qu ,' ) e ad d o bJ ri.fo , <Lstc:í riz.p((l.S<Z.n-J~cle por u ria co -
I u m na d Q la matriz. ( t.Q. .l ri. r mdn cons; d cz.rs a 
la mafrlt. d<Z incic:l<Z.f)Cia -11ans pucz.sta , czn ra.Jacio',.., 
a como s<z. el cz.f ,·n10 dn1<Z.r¡" or m<i.nla. ). 

Se. a ( E,, E~, ... , E") und péir-frc;oh d <t I 
conjunto E a:n K closczs ¡ s,. cz.sf~ parf,·c;dr, del-
/; n Q. U/) d "e Jas i f i CdC.i Ó O na+urd j n, rz 'l fon C<l. S , dddd 
la clasr:z.. El , d cisf a /~ Corrrz.spondrz. Uf) subco n-
jun+o t:J1. da ofr;bu-Jos, -JaJ qua. cdcia ca1ac-J cr.r de 
P1. <ZS jr<Z.CU([.f)-f~ ~n E;.. D<l éC.u<Z.rdo c.on i.s-lo, 
/os subconjun1i0s Ql no ~ormdn ncz.c.Q..Sdriame:tnfe 
una par1ic..io'n 1 sino <Z..n ga.n<Z.ral forman uf'id 

cubi"<zrfa) ya qu<Z. un mismo airibufo pu<Ld e 
irit<Z.rvQ.nir e.n la dcz.JiniC.\oh d<Z.. mas dCl und 

c. I as Q • ,¡ lo qua. s <l qu; íl r cz Q'.S qu cz <lS 1a e.u -
b,·qrfd scz.o .Jdl qua.. /os .J.ras}apczs <Z.n1ra.. /as 
C/¿ , s sczan pa.qu cr.ñas; l .<L. qua. 

1 At n Aj\ J 
/ J CJ, u Aj) ....... 2 . .(./ 

S<Z.a p<rqua. ña si no <lS nu ~. Y <Z.n-JoncQ:S, St pa1a 

un Cc,j) dado, i.tj, la raz.oÍ1 2.2.1 <Zs mu'{ 

g, an dcz. , no hay r a z.on slqu na psrd quCL sa ?=JrÍél 
Ei U Ej cz.n dos c.ld.s fl.S. 
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']) <z.j; niciÓ11 de. un (r; ./are' o. 
El objafivo , aqu/, ~s a..nc.on./1c:u u~ pdtrt.jc:'l 

C E e , f-1 e 1 t' E L ) , e u Y o p r,. m <l. r a 1 a. m Cl.. n fo scz a unº 
parfiCIÓn sobr~ E y cuyo scz9undo cxla.men-fo se.a 
una f am;/,·ci ctQ. subconjun-los da. t:l , qucz. cubran 
d (-) , y. fa/ qu<z. los a.la..mardos d(l la ~~m;/¡cV 
y las cfas<is dcz I~ partición S(!. corras ponddri bl-
yac/,·us menta. 

• 

Se dcz.nofara por L a /a rc:z.striccion de 
la mafr,·z:. d<L 1nc1c:Jcz.nc.ld d U CJr: 1<E( y se 

(E[ 

da. no +a1a por M d la rt:sf rl ce; dn daJ c.om pkz. IJ'Yl..{) fo. 

5<l r~prrz.se.niara a la para.ja (Et, J...7L t, El) 

por M<ldro d(l una matriz. 'iT dcz. azrcs y unos dQ-
fi ni da corno Si gua. 

i Sr al \uga' e e . ) c.orr <z.S · p o nd q. ci 1J 

Uf'\ ctlt m ~ n 1,, da. L. 
wt:J "11 

o Si 1tl lu9 ar ( í' j ) c.or r q,.s p of\d <Z ~ 

VI'\ a:I q; m<r ni o cJ l. M. 

• :. 1, .2 I .. -, T j::-1,.:>, ... , )) . .(. 
' 

S<Z. a (El·, Q, I i € !) u T'ld par<l.j.S forma da 
por una par -licio~ sobra. E y o+ra .sobrcz. {:) 
qua. scz: corr<Z.s poTJd<Zn b;ye.c-/iua mQri-Je. . :Daclds 
dos para.j ds , como la sn-la.rior 1 Sa pr<Z.f Q 11 rcf 
dqucr//é) P~'º /a cual <I.I ualbr dcz: 



1 n 
[ ¿__ . . . . 2. 2.2 
,·e 1 .;~, 

s <Za rL/ rn~s pa.q u Cl.ño , don da 'if ':' ( Wt:j ) rz s 

la rnatri z el. a caros y unos ra./a11 Vd ~ 
(Fe.,(}¿ f c.'€ I). 

l ~ ca "i; Ja cJ ¿. 2. 2 r« prq, srz n 1a la nz:s­
~ ri cc.1 ón cía. la d;s1anc1'a <t.od/cl;~n~ d<Z{ini da flll 

IR. 1 
K n d { o , 1 ! T "'l / fl. n fr'l. al V'l. e-/ or q U<l ra. p rrz.J a.n-

,.j 0 a Id tn dfri 2 dcz t nc.1 da:nc.ia d.< /os. da +os ..¡ 
la matr'.· ... 'iT'. 

Scz pu<t.dcz.. p~d;r ada.mds, qucz. al nomcz.ro 
da. clas ~s d ~ l d po r+,.c 'º" d«.{1 ni da sob r<r E 
( qucz. ClS /~ partlcion d'1. in-fa.rás) S~d 1(.. ~!'\ 
<Z.s-/a r<L.sfricc;o", sq puq,dq, ~c.on<:Íicionar a./ 
cr1' t <l ri o P'º pu~ .s fo. 

2. 2. 2. e R1rER1os :DE~l~.ll:bOS t:J Pt:112r112 

'/)E UAJ/1 f<f1/¡c10A.J 81AJJ:IR.1f:J :5IJ.11ErR1c1J soB2E E. 

En 9 ~n ~ ral ~ la r<1. / acion sa so pon <z ,., o 
r<L/l<Z.x.iua. Esta puczd<Z sfl..r drLjlnicló> a Pélr~lr de 
la <ZI czcc.i o~ d<Z. un /ncl;c<l. da .si mi lar; dad cJcr la 
fr)clnrz.ra Si9ui(l.rd<t..: 

<=) ' 5(.x., 8) '" s ' 



1 

1 

1 
1 
1 

don da 
'/ s 

S{x.,Cj) <Z.S al /nd/c<z:. dcz 
~s un riJmQro {1J o dado·· 

( i) 

s,. rni lar/dad 

f.Jqu/ se ra.pf(LS'1..nta1d a una partlcioh por 

u nd raf ac.i o'n da. a.qu iudlflnCid. 

l)_g.f.¡ n¡c;ón c:Ja. un C1if ario. 

Sa piopon<Z. un c11..Ja.rio qua pre:ordQna 
~o./a/mQnifl a/ COnjun-/c dcz. Jas par-/icionrLS .sczgu'n Q/ 
vafor dal cordindl da. la cÍIÍa.rQnc.icl s;rnd.-lnca 
antrcz la ralaciÓf) dQ a.quiVcllencid ralo~ivo a Ja 

p ar ./ i e r dn y R . 

Sa. a (n, I n21 ... ' n.t.) al 41po(Z.) da un a 
par1,.c; o~ , s<Z pu <l d<l drz.s ~ rro //ar 11< A 1T l Cal <:.ar-

di nal da Ja di'~cz.nzncld simd.Jr,.ca) dQ Ja /or~ 
s, i 9 ui <Z.nt<l: 

Q s 

IR.Arr\ ~ I (l<u'fT) -(Qnrr)I 

': 1 a..1 + 1rr 1 - ;¿ 112nrr\ z.2.3 

-::: 2 / Q - R. n rr J - 1 R. 1 + 1 rr 1 • . . 2 . 2 . <-/ 

Supon~sscz qu<L al cardinal da 

n t y a.I d Q E j ~s nj ) s r¡_ a 
I a el as Q 

CL ni o n c..e s 

0.) ld d;.[Q.r<Z.t1i<Zs clas<Z.s dci. s1milar;daJ v d,·~imilall' ~d 
puc:zdan consul.fdrS(l an al cap;~u/o :1.. da flla-Jha-
ma./1cal Tax.onoTh'{ , Jardin<l. g ~;bsof\ Jq~ 1 

Ci) El ~;po da une) par-lrcion P, <lS /cl suc<Zsi'oh d<Z.­
c.1<1cuu'l1cz: da las Cdrd,· nalcz~ nj da sus cla.sa~ 



<il cardinal da..f c.onjun1o dcz /as parCI.jdS da. la 
~ o r m a ( :x., y ) + d / <ZS qu ~ ::t. €. E¿ , ~ t. E j 'I :x.. R. ~ ; 

r-,i = 1 { l.x..~) 1 xtE,, ~a; Y x.Qi,i} I · 
T<Z.nia.ndo ([. n CU(lntd qu<r.: 

L (ij : z L r,j 'f)o( Simtfrtd cÍ.Q la r<e./c3c.iÓn } '/ 
Cj C.t.j r 

- n . 
- I Z . i. </ pu a. d Q <l. S c. r i b1r5 <l.. lo rno : 

l 

e<./ ¿__ ( rL'j- Qi.aj)+ ( l;..nt)' - n - IQ\ 
ce¡ 2 L 

Sa d dtJ -;:: r,J - 11inj ) rz()Jo()cczs al c.1tf<l.· 
2. 

ri: o pra.orda.. na a.f C.onj un fo da. lds pdr~ ic.,iCY' ci.s s czg Jn 
a. f 1/ al o r da. : 

\ de L_ J . 



Como cz.s da.. <lspfl.téHS<l. 1 para <Z.sfe. e.aso a...xi~ 
fa:. Ufla par tic.ion íJ 9ufL <l.S /o mas '~CZl'Cdnd ,, pos i-
6/ rt.. a 12., la t<t..faciÓn qur¿ s<Z -/le.rJa.. como ddio. 

S ~~ R una r<Xfoc.i Ón ·si m <iJrica f1J~ , se.a 
m (¡¿) al valor m/nimo d<1/ cardinal d<l la d;{fl..re.ncic> 
simrLtric...a entl'<i.. ¡¿ y una f<llaüo1

f) drz. a..c¡uival<Ln -
• r.,J e'ª 11 ¡l. e. 

m ( ¡¿ ) ::: rn; n J R. ~ í1' 1 ) 

7f € ó(,(1T) 

doncJe & (7r) czs QI COl1jun-f o d cz. las rcz.lacio1Hz.s de. 
ClqfJiual<Znc.ia .s-obrcz.. E. 

Afó./<1..scz.. 9<Jfl. Lerman no cofl.Siderd la 1e/le.::r..i v1-

d(j, <:J en la rrxlacJÓn considQ.tdda , sin cz.rn:bargo <l./ 
probJa.rna d<l. la clasificacion hace. ,.ndispensahle 
a s + d hipó f rz. sis,. 

En czf si9uie.n-fQ 'lrt.mcl, J_e_rman da una bu~ 
na dpro:x..imac..io'r, 1 por m(ldio dCl.. una cola suprz..ric,t 

d rn (R.) . J_d i cJ e.a int ui-I i ua d<1.. e.O mo S<Z. ti a g o' 
a cz:sa canl ida d iz:s la s1·9ui <l. n-le.: 

Trafando.scz. siczmpr<Z d(J_ rn1·n; miz.. ar al car-
dinal da. RAtr sabia. la.s rQfac,·onQ~ de eyul-

v a I e ne i a í( J 1 as par~ i ci on Cl s e. .x. f re m d ~ ( Id rnd ~ 
+ ; n ~ v fa m as q r v ri. s. a ) so n I a.s q u <l. ha v q u a.. lfJ n -
s.id<l.rcj Y' . S[an rr, 'I ffz d;chas pdrticionrz s I cz.n1o{) 
C..Cl.$: 



1-/ dc..r'<Z.ndo variar las par-1 i'cion<l.S , s<1.. pocÍr,'a //<l.gar 
al o.x;.-lr<lmD d<L qua. 11, srz.a la parf;c_;c)f) rnos 
9 r u !l. s a y w;_ I a m as f; na , Por lo qu <l.. a. x..; s + <Z 

una p a r-1 ¡e ion ¡ f\ -1 (!J rn Q d ,·a 7T d (l -/al f or m a 
qu Q las par1 icion czs obtQ.ni'das an+e.s s<lan las 
m1·s mas qu<z.. se ob-J ,·<l. ncz. n d<LS p uis d Q pas.a r 
por d.sf a. Ef)fonc.<:z.s s<J. pue d<L ascz.9urar quQ .s cz:. 

curnp/e. de forma mvy aprox.írnacla la .s1·quirz.n-IQ 
igualdad: 

I R. ~ rr; I + 1 e. A frz. 1 :s .z J /l.. Ll 1T 1 

D<L dond rz.. : 

L E&CJ . 
S<t ./.;~,...,~ qvcz.: 

m(t<) G; (;) 
JJa m os/ raoon .- Pu es-Jo quC!. : 

1 R t> 11, I -1 I 12 ti rr~ J = ( ~ ) , 

nac<Z.saridm<Z.nte: 

¡J¿~ff, 1 {: 1 (2) 
fº' lo quCl..: 
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1 

1 
1 
1 
1 

TEOREMA. 
Pa1d todo é. r~al posifivo" 

~(") <. m(R.) ~ l z i ~ ~ ( 7) 
' 

para cas; +o e/as lds r~fac;one5 R. ( 1:<1.. pard todos 
/as rcz.fac.;on<X.S salvo por una .f.raccion qucz. fia..nde 
d c..r1..ro c.uando n -11·([.nCÍ<l d in/in1'fo). 

J)a..mosfrac.IOn. 
5 a a F a./ co njunio da. 1 a~ par<1..j a~ ~ ob -

jQ.-fos dif <Lr<int<LS . Scz a f = ('J)-= u: 1 . Scz.a ~,, 
a.I c.drdind( ci<1..J c.onJ·unfo c:la. las rcz.laciona.s da. 
a.qv1va(a.ncia qua. pucz.dczn sa.r dcz.f;n;das .so.br<Z E. 

E n.f onc Cl. s : 
.y n E !Al. 

S<J. comfl.nz.ará por ac.o~dr al c.arcJinal d(J conJun+o 
Jq_ lds r<L l ac.i on<Ls R. ~'d a{ cual m (R.) =t. . 
Para a.'s fo 

1 
cl e.ad a ra. la c.io

1

n da. a.qu i\Jdla.nci a 1T' scz 
hacQ. c.orra.spond<Zr <ZI conJun4o d<Z. /as ra.lauon<Z.S 
Q. qua. Qsf an d una dislanc.; a i da. rr J e.oda una 
da. as1as rq_fac.iona.s cz.s1a d<i~inida por la alct.c.ció,., 
d <Z un .subc..onj unto t da. ~ d íl card i nd I 1: ~ n fa 

si9ui<Z.n1<1. f ormci: 

5; p czs un a:.lcz.mq,n~o c.ualqui~ra dfl. t q,nfonc.a. & pe. Q.A'ff 

S ¡ i:¡ as u n ala m a.n1o c.ualc¡u; cua da F -t , a n~onc.a~ q € Q n rí. 

Tri.nQmos rz.n1onc.as qu «.: 

\ { Q \ \ QMkt} 1 ¡;, ~"' ( n 
.32 



En partic.ular s<Z c.ump\Q qv<r: 

1 {R\ m(Q) =ti\ s. ~" l!) S n" (¡) · 
.Da., dond~ I und coia d et! nu mq,ro d<Z. rq:,lac.ion ~s R. 
par a 1 as cu a 1 <i s m ( t2 ) <. C / - E) + e s -1 ci d d cJ a por: 

.2. 

[_ hn ( ~) 
t < U-E)j_ 

.¿ 

= ri" L ( : ) , n'l ~ ( ¡ \ 
[(1-E)~ J j t (. (1-Eti 

~ 

Como <LI c.drdi ndl d <i) c.onjuntc dQ las rQ ldti on<ts Q 

czs .2~, /-a proporc.ion ~cz. dqucz..Jlas pdra las c.ua\Qs 

h'1 (R.) < (1-~) f. , <Zs ~sfriciama.nicz. inJcz.rior d: 
2 

"-) n" + ( lCi-E)\ J) ~ 
C\horQ .. 

( (< l~E) }JI : 

33 



< 

< 

--

:Do rid Q. : 

l ( 1- E ) ~ J 1. 

~ ( - l é +/z 1 ) j . 
L_ (-1) E.J 

. .i-: o J 

1 

-\ ) é. J 

. 
J 

- [ é f] 
/ ,' rY"I 

n ~ o0 

(t +t) z .::. o 

E .s fo p<Lr mi t<l 

J1e.nde d cero 
por lo +anfo 

asi gurar que n" .¡: ([CH'.~~/ .. ) ) / 2 ~ 
cuando n ~iíl.ndQ ~ in.f;,..,¡Jo, I 
sc.r J,. <l. nt. <ti r<l.sul -lade> d.Qs e o do. 

J)i. ac.u<l.rdo d/ .f q,01emo ant~..rior par~ n 
granda., /a dis-lribucio'n d<l m (Q) esia mu'/ 
c.onc.<t.ntrada inmqd.iatarricz.nfcz a la fz..9viQrc/c9 

d<z. ~ ( .i) , y en consQ: cur;_nc/a , si SCL 1i<ln a. t<. 

una r([./acio'n sim<Í.fricd y S<l. ob-Íi<Z.ncz unci r<ildc.io~ 
el a. (l q u i u a/ e ri e i a 7T .fa 1 qua f a c:li s -fa n e , ·a <l n -1 r cz 12 
v rr s q_ a m r:z n o r o' ,. q ua I a ; ( i) pu e d'1.. co n s / -
d.<Z.rarso:. cl 'ir como unci muy bvend apro.x.irriacion. 



1 

l 
1 

2.2, . .3 Cli.tTEQIOS DE~JA.JIDOS C1 PRQ.T/R. l>EL 

.Df:l10 .])E UNCI l=t:JM/11~ FIA11Tf.J DE PtJRT1C10A.JES . 

.lo~ cr;./q,rios c:.ons;d~rddos a..ri es+a Sfl.Cc..1·0~ 
scz. dcz..bcz.n d S. f2<1..'gnifl.rc'> y son ri.s~uchado~ cirt.sd<l 

<L/ pvn+o d<t. u1 s -la der. .L <1. r man. 

ld id<l.d d<L .J.q_na.r uf)d ~ami/ia f1ni~cl da p:1r-

~IC.ion<Z.s como dafo, ~i<Lna. su origczn rzn c.onsi'd'1.ror 
qvcz. cddd uno d<Z. /os objcztos dCl. E pu<1.d<r. SQ.r d<t'2>C.rt-

1o por un C-i<1.rto nÜm<Zro ¡;nito da. caract<Z.ra.s, qucz 
puq,d,n c.orr'l.spond<ZF d d; \ICl.r .sos pvn1os d<Z. vt's-/a / Ja 
d<Lsc.rrpc.ion pucz.dcz sa.r da4inida por una ~pl;cac.coh .. 

E a..,.t:J,x~J.x: ... xClkx··· xC/p, 

¡:)~ ~ al conjun-fo dcz los va/orcz.~ d<?.I C..éHac.fa.r Q~ 

a. 0:: ( Q., 1 ª,¡ I "" I a. Joi I " " I Q p) • 

S~ Supon<l. qua. Jos C.Onju n+os f:J ~ .son f; ni Jos '/ qu Q 

no ~;a.na.o n1ngvnd md.-lr;ca nd1urdl ; dcz forma quQ· 

cado c.afdc.1a.r Q.h da.ti na. por s1' mi Smo un d par-lr­
c..ion da.1 c..onjvrdo E d<Z. tos obj<Z.t~~ 1 donda. c.add c..laSQ. 
q_s1J formdda por obja.ios. idctn~it.cs dcisdcz. Q/ P~"1º 

dcz. "i ':>~a díL Q"' <ZS cJQ. CI r: 
x. y ~ ~sidr, czn lo misma c.lascz t..--==? Qt) ( .x.):: Qh(!j). 

(i) Sur qvctlquq,s aspac+s ma1hcÍma~iqvQ.5 clQ..S problimq,~ 
dcz. la clC)ss¡.f.i ca-lion auioma1iqucz . Ra ppo<1 infrz.rnr¿; 

(Q.n+r<l. c:Íl G3/c.u/ (M.S.,./) PdliS ¡ a:f I.<!..C!.. 

Bu//. vol. 41, p. p. 1~5 - ¡q I J I q" 5. 
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( En cz.stas c.ondic1'oncis 

ncin p par-f1·c.1ona:.s 1 <z.n 

conjunto E ). 

/os p cardctcz.r<L <"::. da.+ I' -

q a na. ra l di ~ <l.r cz. ri -J a. S , cÍ et I 

El da~o d<L und pdrfic.ioh P, sa.rá r<Z.presfl.n­

~ d do aq u i' por <L l da. C) n d ¡ ~ m ¡/ i a ¡,·ni -1 d d Q p p d r -

~ictona.s. ;din.Jic..as. ·d P. 

J)a/._in1'ción da un 

Pdr.f ic IÓn Ccz.rrtra 1. 
parficionCL~ sobra. E .sq, 

Cri.Jcz.rio. 
Sobra al conjunio @ 

dcz.tinQ la di!:>1dnci'ci 

d cz las 
d como 

.s1·9ucz. : 
S 1 P, P, E ~ , a. n +o nea s d ( P, P , ) e s a 1 

car din a 1 d a. I a d ; f a r rz. ne i a s i m <i 1 r i e a d cz J as g r J ¡ ¡ -
CdS. cz.n ExE asoc.iddas rq,sp<iciiudm<lni<Z a las ra.la-
ciona.s da a: qui va 1 <Z nc;a qo a. da.¡,· n cz. n P 'I P.' 

Esfo induc.<i sobra a.I c..onjunio S dCl. las 
4a.milias .j;ni~as da p pa1tic.1onQ..S una d1.stanc.i~ 
~ f ai q U<l. ~ 

f' 

~ l ( P.· P,, ... , I', ) , ( P. : P, ', ... , ~· ) 1 = f ¿_ el ( '?¡, ?: ) z . 2 . s 
'.: 1 

ComQ S<Z ~ ;an<i e.orne dafb u nd ta mdi c1 {;ni 1d d Q. 

parfic.JonCLS, sup)ngaSQ c¡ur:z.. ( P,, ~' ... , Pp) ~s fa/ 
fam;/u:1, czn+onc.Qs Clf crit<Lrio cons1·sfe <1.11 e.scogcz.r 
una par-f ;c;o'n P -lal que la d1·s +anc.1·d ~[e P., Pa, ... , ~\,), 
(P, P, ... , P )j SCI.d la m~s p<Zque.ña ; y se J{ arn~r~'r., 

par~ i c.i o na.s c..<l.fl 1r a I cz. s a las qu <l. m 1 ni m iccz.n: 
p 

~ ~ d ( ~, r) z. 2. 1. 
(. :' 1 



Une¡ form d d(l sim pJ;J,·c.ar cil crif <i. r1'0 c:Ja{r -
nido Q.S Ja Siguill. nt <z.: 

J)aJa {a par1fc..iÓn P s,a. dQ.tlnen lac::. 
(nxn) variabla.s 1 

i 5,· :c. "':1 estd,; Qn la mis,ma 

cla~cz 

o si no 

E,, e.o n ~cu l.nc.1·a w ll s ld Ju ne. i Ón e.ar a c.+ <l r,'s ~ i ca 
dq, /a 9ra¡,· ce ( ~ n E)( E ) cl<L Jci nx./dcidn da.. q_qu1 -

val<l.ncia íl asoci add Ci P . w <ls una apJ,·ca c.i o'n 
d<Z EJ'.E a.n <i.l conjunfo {o, 1}, por lo -lan1o czs 
un a.l~mcz.n1r:, dcz {o,1i~E. 

E/ conjunto ~ d<1. /aes par+ ,·e i oncz. s sobr<z E 
<l.S I a pclrfa da: {o, L j Ellf -tal qvq,,: 

-
w~Y 

-
y e.u ~z = l ::::./ w :. l 

.X. z 

{ l E" E 1 1 Sumargi<Lndo a.I c..ubo o,1.l oQ 1odas 
las ra.lacionczs <zn fRE~E qvc:z. QS isomorfo a Qri"n, 

la rnd.fr;ca ev di diana d<L rQ""'n d<i J; na u()a c::l1~-
-la ncf.c3 D in al conjun+o dQ las rufac1·on<i~ bir.d-

r ,·as sobr<L E, dc:z. la ~ or Ma .s.igui<Ln-t<Z. 

2.2.t 



)ondQ F 'i ('' Son dos (~lac.ionQ& +a\crs qvu rx'j 'l l~'j 
1orna n valcrczs Qr'\ lo, t1 . Por lo quQ Dz. a.S CLI 

cardinol dQ ld ditq_rCLnCid sirn<i-trlc.d d<I. la~ 
grd'f 1.C.ciS d<t f '{ f, Qn Ex E · S1· f '/ f' dQiinan 

p d r + i c. ion cr s , <l. n fo n c.<l.S: 

J) a_ :: d ( ~ 1 e='') / 
(. Q., J)z <Z.S <Z ! n¿ m <l. ro dcz pa rcr. J·as qv <t pczrf<l nQ can 

c3 p o' ('' , p <l. ro no o s ai rs f ac.cr n un i ca m <l. n 1 Q 

cl ambas. En fonc.<Z.s: 
p , 

iL 
p 

l':: 1 

d ( ~ I \1) e J:_ [ ~l l ?h,?) 
f h:, 

2. 2.. 8 

E/ oloj <iti vo d~ sum<l rq 1 r a.I cubo da las 
ra.locionczs ~o,q'J(f cz.n fK.~"e cz.s para pcd.cz.r -fcz.-
na:r las prop1<Zdada.s dq_ los baríca.n1r~ 1 ~Qqu'" 
S. Q<i.qn,.a.r. 

. Sa dcz.no+a rá por s" == ( s~Cj) al pu n-1 o c}Q 
E~f J 

{o, 1} f'C.Or((/.Spon di <l.n...,a. d l.~ par1i'Clo~ fh j 

S= ~I._s"' al bdriC<r.ntro dc:i /os pul')ios sti 
k~, 

,·qudlmczn/ci. pond<i.rados y (w""~) a\ punio ~SQ 

ci ddo d P. E n fo ne QS ) Id cz. ~pr<l.~ i o~ 2 . .2. 8 pu~ 
dcz (l~c::rib;rscz C.Omo: 

(l 

~~e~ 
p 

= ; [ 
h:, 

n '-
1 \ 5 - w \\ , 

donda 11 • \\ czs }a norma <Zuc\idid n" da ~inida an fi2 11 ~" 
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Sa puczdcz simplt'fiC.dr aJn mas la <tx.pra.s;ofi e.amo 

~,·gua : 
f' 

L [ \\ S ~ - W l\ z -:: 
P n •• 

:: 

z 
: \\ s - p \\ + 

p 

~ I_ \ \ s ~ - s \l 2 

1\ = 1 

Hf)1Clriormcznfcz SQ d~fin1·ó d una par1icion 
Cí.n1ra/ Corno aquq lf d pdfd fa C..Ucll l:: t_ d ( j)t p) <Z~ 

p ' I 
1:., 

m:n,·ma, ahora come> cof)S(ZcuQ'...nciól da la s1·mpf,·/,·-

caé;ón, urB par1icio'n cQnf ral pua.da. sa.r d<Z..j,·n,· da 
como Ja que. rcraliz.a al m/n,· mo da. 11 S - Pll 2

. 

fsia ~vnciÓn de 'P scz s;rnpl,·f1ca a~() rna's '{d 

qua. u)~y=O d i +J- (.:x.,!j) . .S,· se. cons~ruyQ un 

punto t/ -fal que. ~odas sus coordQ.naclas sa.an 
/gua/<1..s a l/2 1 rznfonca.s af punto P p<Z.rmana.ccz 
a un d d iS t d ne i éJ r 1j C1 d <l. { pu n +o t-/ . E n fo ()c. G..5 : 



1 

11 p - J.l 11 t -:: L ( w~'J - ~ )2 ': 
n1. 

CX,1.j) ~ E11E '{ 

V a quCl. JE x E I = nz. y ( w~~ - J..) e - L -.;z - '/ 

D<t. d.oncJCL: 
'2 

11 P- Sil -:: 11 e P - 1-f ) - ( s - H ) // z 

= JI P- ¡.:..¡ 11 z. -l JI s - J-1 JI 
2 

- ~ < ( P- H ) I ( S- H) > 
z : .!l + . ,, s - H 11 2 

- .l.. < ( P- )-/ ) I ( s - /-/)). 
'-( 

Por lo tan-lo, 
a qu; val<z n+a 

Cl nc.on+rar <Z.l m 1'n1· mo da. 11 P- s 11 ~ s 
a mo x.i m/2dr al producto asca lar: 

( P-1-t, S-H) Cciddo s) 

El c.ual pu<l.d<Z. czscri·h;rse da. la s1·qv1·ci:.n+a. forrY"'d: 

< P- J-1 , s - f-1 ) -= [_ ( úJ ~'l - J ) ( s :<y - .i.L ) ) 
Cx,y>' EiE 

donda S.:{.y son las coord<t.n~das di./ pun-lo S, t.Q., 
p 

S.x:u : ±. ' sh 
:J p ~ ~~ . 

Seci .f~'j ;: s~y - ± • parfic.lo~ d51 un a 
c.<1.. n-f r a I 

I 

<lS la q U<l. rn ax. i miz.a la tormél 1; flQ cl 1 = 

l (p) :: [_ *~ zv- . . . 2. J,q 
~ .;(l;j 

(.x., ~)' f ~E 

Corno una par-li'c.iÓn P sobr<l E da.+,·na las c.ld-
s~s E1,E,.J

1 
... , f"-; an-lonc.<Zs 2.2.q r<Lprrzs,e.n-la: 

t.-( E~ t~~ ) 



qut .SCt puada. considQtar como una rn<id,-da 
grJ+,·c~ c:la. la r<ilac.io" dQ <lquivc:JfQnc,-~ 
d" po( P. S1· sa c.on.sidcz.rc:l d t,l(.~ como 
da.l virtrc.a. (.:t,y) d<L la gra~iCd, <Znfonc..<l.S 

[_ i lt~ 
Eti" E., ' 

d (/_ le~ 

d Q { i n1· -

la rn:i.Scl 

<Z.s una .fcrmd d<l. compacidad da la clasQ En '/ 

Llp) as la suma dq__ las c.ampac.idad<LS da. ~s 
d;f a.r cz:ri tfls cías Q s. 

2.,Z.l¡ CR1TEQIOS ])El=/A}t'J)OS Q PCJl2T1R 

:DEL. I>t1TO l>E VAJ I1JDICE 1>E SI Plll.Qt(1.D,lJD. 

Scz 5upon<l. dczt;nido un i'nchcQ d<i. Si mi la ri -

ddd q:,n f J qucz. <Zs uno función ta.di po.s1·1,·ua so-
b r cz f " € , S (-'C., ':f ) , e o n s; dar ad a e o m o m cz d; d or d Q 

los par~c.;clos qn-Jnz. obJa.-fos. S <lS. q,n-fonc.es, un 
I J d CJ G 11€ / <.J n"'n <l (l m a. n 1 o <l H<."' , q u <l. <Z s ,·somo r o d IK. . 

los valot<Z.S d~ un /nd,·c..cz. d<z. .s/mi/ar;. 
dad pdra E , cz.n ganeral s12. poncz.n rz.n un arra~lo 
cuadrc:ido d<Z. n><n , cuyos rcznglona.s y culumnds 

son i'ndcz.x a dos por lo& obJa. tos d<i E, como 
s cr. mu Q.sf ra cz n Id {t'gurd 5 

1,¿gf.t'aiCjbO d<z 
Sin pard<ir genrzra/;dod, CclSi Si<LMprQ sa. pu<Z.de 

rCLSÍrin9ir al caso donc:Í<Z. S(~,~) forna va/or<IS Cl.r' 
al inf<J..rvdfo [o, L] y dond<l. S(.x.,x)~l JJ. .x.E E. 

'-1 I 



1 

1 

1 
1 
1 

::( 1 :f. :t. t' • • • :l. n 

~ ' 1 ' t 

f;9. 5 

.Scz.a S un Q/ll.mcz.nio ckz. fí<nJtn quQ. rQ.prq,sfl_ntd 

al 11ndic<l. da. Simil~r(ddd y P a.I czlcz.mczn-lo d<Z.. ~o,1~e.l(f 
asodd do d u no p drti ciÓn mci d;a nt (t 1 a i n1ro duc,cio

1

n 
daJ c.ubo dcz. ra./ac.ioncz.S <Zn fe"•"'. a. J objCZ. tivO que 

' scz. pq.rsigue.. <Z.S q,ncon1rar u nd portie.ion P ia/ que 
11 P -Slf s;cia muy pq_qv<Lño y dondcz JI· 11 <l5 /d nor-
ma <z.ucJ; diari} <z. n fi¿_n"~ 

~hora, consida.rando qvcz <ll num<Z.ro dcrclases 
pvcida:. scz.r fiJddC> apriori. y quQ. sa: puczdcz. .ftdbojclr 

Qri vn Qspac.io· ton un ¡>roduc..io a.sc~lclr, scz. prci.s.an­
-la un criicz.rio cr<iado por Yo Jthac K}ioan '/ 
AJ g li'l. rn 'P hong Tuan . 

Ser asoc.ia d cadd dos a E· t. su v Cl. c.1or madi()" 

E· g (E,) = [_ .... 
X . 

(. 

!E¿\ x E E~ 

</2 



t:.. l i:,) • L ,, x - ª' (E.:)/( 
.i! E Et 

Con f<l..S pcr..c.fo a Jai;. d ,) Cl. r <l. n f <l. s cJascz.s > se 
dCLfin<l. /a d;spu. r si6n c.om pu<l.S> tcl como .S1' 9 u <l: 

" ~ ( f,,, E~ J ... , E"') : L ¡¡ 9 ( Ed - ~ 11 , 
L'~ 1 

don dCl. 
... 

<l.S czl vczcio r Id pohlacio1
f) . ~ m<id io dQ. 

El c.ri~a.rio CDnsisfe. cz.n c..ons;d~rar una pclr-li-

c..ioh dcz. -la/ iorma qvcz. la d isp<Z r sion compu<Z.sfa 
dQ. las cJa5>a:S invo luc.rddds <Ln i~1a , S~a 9randQ. 

Pa.ro mo.timiz.or Ja di~p<i.rsion c..ompv~~+a dQ 
( E,, E~ 

1 
... , E.t.) s~ rcz.duc.a. d mi ni m1' Z.clr Ja su md 

dcz. las d;:,par.siof\q,S ;nfcz.rna.s dq, Id~ di/<lrQ..n-/r¿s 
e/as a.s. 

Cri./cz.r,·o paro <1.nc.on+r~r uod G:Ja.~ da. ?or-lic.i o ne~. 
Suz.ndo a.I ddio uno md.1rica o pseudo -mci.:/rt'-

1)' ( .x., ~) • 1 - s (.x, ~) J 

( dond<l. S(x.,'1) <l.S un indic.Q dCl s,·m1 Jciridad Con Ud­

Jor'l..s, Qn [o, l] ), S'l rCL pra.s<Ln1clr~ ~ uno cada.­
na da. pclr1i' c1· orHl.S por al dato , Sobra. E, dcz. uf')Q) 
d1stanc1·d uHr~rncl.fr;~ d<Z. dc.v<irdc cl la propos1· -
c..io r, 5 da.I apcind,·c.ct. 

Ra/1rie.'ndosCl. a/ da1o de. und ma1r;z. dci. ci1s.-

~ d nci as I ¡v¡. E yf an e.ar dc..1<l,,.2.d a las qu<Z c.o1ra:.s -

"- • • ' t :!. - ' t' ~~ '-
- "' , l - -\ ' • • 4' < " ft..il~~;:~ 

• - ~ 1' ;, - ~ ' ' • r~ 1-' ~ " ~·'/'J. 

- -



pondan a una disf¿;ncid ul.f.rdmi.frtca a n la 
Jo r m d <l. n qua:. a pd r<r. C1l <Lli lo prop os; c1oh 2 , 

poro CU'/d d<LmosffdclÓn scz d.d ct.I s.lquiClnta ra-
svl fddo: 

Prr;p..osicioh 1. :Dddo un coa./,·c;an4a ul+ram<i. 
trJc..o da. cÍis; mi loric:ldcl da..{'ini'do Jl.1'1 E ,puada 
consfruirsa:.. un ord.<Zn Íina;dl a.n E fdl qufl. 
las c/dscz.s dcz.flnídds por los. ~- c.ortes , son 

in+ o:.r \/a los. 

1>t. mos .¡ fdcloh . p O f" in d U C Ci O n sobrQ .n./EI. 

,·) ~fd n i:i 2. , tZS o hvto. 
a) Paso ,. f'\d u c..¡ ,. "o . .Sean :c.,~ E:- E ~d- . 

lis q U<L d ( :x:., <j) f: d (l., w) Ji- l, w €: E. 
Da. [,·ni mos El : (E - {.x.,~~)u '.X. 'jÍ 

,, 
d ( l,lA.>) S( l. .. ~ 

I w t y 

1 d ( .x, w) ':Jl l=X.'1 '{ (.U 4y 
d (l,w) = 

d ( l, .x:.) S{ (() :: X. ~ J ¿ 4: .X.. 

o Si l = w = :(. ~ 

L<Lmd. d.' <l.S un coa. +;c.l<Z.ni<l. dcz. cJ.,·s; mr· -

lariddd ul+ramd../rt'C.o. 

Drz.m osfrgc.i o'n. S dst a d<Z. rno~-/ rd r 
~riJngu/o <lS. 1'so's.ccz:./czs y qufl.. a.I lado 
<zS mcznor o lqucSI qu<l. los. otros. 

4u cz -lodo 
el <l. SJ 9 Ud I 

S <l. t3 t') 1.. , w , t E. E . s,. n ¡ "<3 u no a. S ~ ':1 ) 
1 ~1dma.1n'~ d1Z d 1'mplt'cci lo d<t.SQddo. 



P. onda. n a u n a di s fa ne; cl u [ ./- r c9 rn d. f r l e a a: n I a 
¡ormd a.n qu<l. apar<Z.02 <Lf'I la propoSiCloh 2 I 

pord c.uyd dcz. mo.sf rdciÓn se dd cz/ s.lgul a. nf a ta-
s vi fado: 

Prop..osicioh 1. · X>ddo un coa/,·c;<I.n4a ulframd.. 

-trlc..o da. d;s; rn; /dricldc/ da.{in1·dc fl. n E 1 /)ua da 
consfruirscz. un orden /;n(ldf <ln E fa/ qu~ 
las cid sa.s da:. flnidds por lo~ ~- c.ortes / .son 

in+ <1.r va/os. 

l>emostfacioh. por induccion sobrQ .n./EI. 

,·) ~fd n º 2 , czs o bvto. 
e: i ). Paso lflcÍuc.tivo. .Sean x.,~ t- E .¡d -

/~s q U<L d ( ~, y) <. d ( l , t.u) JI- l, w ~ f. -
Da/r'nimo$ E' :(E - {x,<j~)u ~.X. lji ,, 

d ( l, l.U) S( i ~ ~ , w 1: y 

1 d ( X, LU) c.:,¡ l = ~ '1 '( tu 4 y 
d (l,w) = 

d ( l, ~> 5{ <.U :: X. l;1 I l. 4: X.. 

C> Si z = w = .:( lj 

La.ma. c1 1 
<lS un coa.f;c.i'Q.n~Q. dcz. d1·s;m1·-

laridod u/frarnd~ri·c.o. 

X> a. m os f r d c.I o'n . 8 as t d d a. rn os, i r d r 

~ r id n g u /o Q s ,· s o's c. <l I <l s y q v e. a./ 1 a do 
as m<Z:nor o 1'qud( qurz. los otros.. 

e¡ (.) rz. .¡ o d. o 

c:l~s1·9udl 

se.ar) l, w I t '- E . s,· ,..,,. n'3u no (/.. s ~ 'j) 

la oHtdma.-fn'a da. d 1'mpl1'ccy lo d<z.SQocÍo . 



l.. 

S; al -J.r1a'ngu!o no c.umpl<Z lt> dQs<l.ado , puade 
cons.fru1

1

fSCZ. otro ( con X: e1 :1 Corno i <l.rcQr va~ -
~lCQ.) qvC'l.. -1-ampoc.c lo Cumpl1·r11d parcl d, 
Jo cual as 1'rnp6s,·b1e. 

lJ hora , por h; pé ~ Q~r'S da. ,. nd u e ci' o'n 
(ya qu Q. I E' I =IE/-1.), para E' Q Xi S t Q 

al ordcz n e.o n Id pro pi <l dad <Z nu ne.,- d da y 
por lo ~ dn~b + c.'J"" b1 en para e: - . 

En ast<i pun+o ha'[ qvci. dc.larar qucz. 
ldrc:JirHz ~ S;bson ( J~rdincz g, s,·bson 1q~1) ,ha,., 
pro b d do qua. rz. x.,· s-1 cz. una cor r <lS pon c:k nc.t'a blun1' -
VOC.d <lnfra:. a./ c.onJun-lo dcz. d<Z.n drogra mos y 
a./ clcz. Co<Z.[1·cJ(l.nfqs ultrdrnQ.tric.os da d;s,·m,· /d-
,,·dad ( d.i'st.snc1'd'i ul trd m <i.tric~s). 

Íl9f'.Q~ic1'0'0 2.. Pard qu cz. una malrt c. {de n><.n) 
cla. nJ mcz ros rfl. al <l. s pos,/-/ l vos 1 s; m ci. -l r ,·c. a e.o f) 

ra.-:.pczc.to a la d1'aqondl, scza una mdtrt'z. da. 
dt'~-fanc(aS dsoct'aCÍd a und d,·sfanc.id u 11rama' -
~rt'ca 5obrcz E, <ls n<Z.(CZ.Sarlo y suf,·c_,.a. nfe. qua. 

<./ 5 



Sl puQd~ J/czvarla por p<lr-rnufdc.ion da l'<Lnqlones 
y e.o I u m n d s e/ a I mis rn e n u m <l ro d /o fo r m a s t' -

guia.nffl." 
a.) ala.ja'ndos<! da/ ./ri.rmino c:hacaonal, qu<Z. 

údl<l CQ.ro, los a.lflrnentos dti. un m;c:,mo ren9/on 
Vdf'\ c.racJ<Z.ndo <l. n Ud/or. 

I 

b) pdlci iodo k , SI d(b,k .. c.) f cJ(k, k4-i+1) 

Q n t o ne a. s d ( h, ~" j ) :. d ( b + .: , k + .> ) J . .: l ~ 2, t:H, ... 

1><Z. rnos-fracion. 

h) C:) d( ~, Q-4L) ( d ( k, k1(-41) i.=I, 2, 3, ... 

i/cl qua. por la proposicio'n i , s,· tñ.: d(k, b.-1C:41) 

<2 n 1 o n c. <Z s tz. I ,· n-1 <l r v d f o l h , k -+ i 4 t ) Q s 1 a' a n u"° 
dasa I por lo -fc:Ynio I de .QJ k~i) '= Ci'\ = d(h, h"'-t~lt 
p C1. ro e D m o por h ,· p ó .¡. Q; s ¡' s d e k 1 h .. i) -:/: d ( k I h+ i. + ,} 
sQ ~iena. an1onc<Z..S al r<i.sul-ldcJo da.seado. 

i i.) d e k, k + i.) < d e k, k -1 j ) , i ==- L-4J, (-1a, ... 

a. sf a a{;r maci o'n puede de. mos-1 f dr se de la s 1 quien fe 
rnana1d = de i.) se ~1ene que 

d( Q., h-ti) ( el( h,, b.-1 i .. ,) 

Sea tJ... = dC k, k-4j) J= ¿+.z, i+3,.... y su ponqdmos 

qua d ( k, k-.i) =d... fnfonCQS, por I~ propos1cfo
1

n 
l , al inf e.rvolo [k, h-u+1j czs1a .con1cznido an 
UT)d c.ldSQ e} niue.l d.. y por lo -1-an+o: 

d ( k' b.1 i ~ l) f: o\ :. d ( }¿ I Q-1 ¡) JJ I ... 

L1hord c..o ns,-de remos , d ( k 1 ~ ~j ) '{ d ( k~ ( , ht j ) 

P dr d J. :: i 4- :i 1 L ~ 31 .... 



Por rd s cz SdbQ. que. 
de k. k" i ) > d( k+ k .. (J 

por lo -lari~o : 

d ( k' k+ J'.) = d ( k-t t / k., J ) J. el+ 2, C-iB, .... 

dabido d qua scz cumpla. Id u/ha rncztr1d. 

<t) pord el caso en que. cl(lz.,h+;.)-:f. 

d('2, ~+i+1) ,, Cfuec:Ja dernosfrddo o..) de clC..Uerdo 

d/ f l'lc.iSo t:) c:le bJ . El otro caso 1'nc/uy e Id 
pos; b.-J;r:laJ da qu cz d ( k, b-1 i ) = cJ ( b, k+ c:-1 ¡) 

lo cual, de md nerd aná /090 d /c::J de mm -1 rac~lo ~ 
del inciso i) de b) &e puede c.onc..Ju,.r que 

d ( k, k ·li.) s d ( k' k-1 { +1 ) . 

l n vi rsd m Cl. n.fa. , s (Z d c:1 u na m a-fr,· z. .s1 -
1nri+rr ca q n Id cu o I S<l uerl {iC.of) (a.) \1 e bJ. 
la. cond,·c;oh d<l. Sima. ~rt'a dscz guro ~odos los 
ci .x.1'0 mas a x.c<I.pfb a.J da. u/~'ª m Q -l n'a (u M) . En -
-lo n ccz.s , b os-Id verif/C.dr C/LJ'1. (a.) y CbJ implr'can 
(VM) . Pc:ua isto, consid<Z.r<Z. mos a lo5 Q)eni<:Z.n-
-los .x.. y l dQ E ÍiJos.,, <l.n-fonc.q_s ha'} quQ 
va.r.·J,·car que pclro ioc:/o '/f. E 

1 
(urv1) as var­

dadaro. 

Se 
me..n1os· de. 
dcz. ~UC.Cl.dCI.r 
o' <l. :x. 1 ([.. r t' o r 

c.ons/d<z. ra un ordcz.n cr1f r Q los a. I <Z. -

E d rz.f,· n; do por d. E n-lon C<ZS p<;fl..­

qu Q un CLÍ e mrc nfo Y sea ,. nfarror 
a/ i' nfe1va Jo " 



l 
1 
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1 
1 

111.r caso. \j <ZS 1nfQrior a\ ln~ervalc. Cons,·­

cierQmoS a\ 1r1a'riqulo: 

d( '3, ~) 

e() Si d(x,41) -:t dcx:, l) , <Ls-lo a.s, por al ;ne.i-

s.o ct) , S<.. d C ::ic, ~) < d ( ~, l. ) , <l ni o n C.'l. S por b ) 

scz ~,·IZ.nQ. qu<l d ( ~' ! ) = d( ;(, t) . 'Por lo -fa n~o: 
d ( X , l ) ::: m d X { d ( X 1 '1) ¡ d ( l1, l ) ~ .: d ( lj, l ) 

1 t' t. > 5 1 d ( X. , ~ ) = d ( .t, l ) , <l n ~ o ne <Z. S po r 

tb) d ( ~. l) s d ( ~. 'l::) 

Po r 1 o i d n f o ·. 
d (X., l: ) f. rn d X ~ d ( :{., ~) 1 d ( 4, i) ~ = d ( .l'., ~) 

.{~caso. ~ a.s Q.x .. :l<z.rior cll in1cuualo 

( .x. (¡t..~) . Con sidQr<Z. moS di .¡,,·~ngu/o: 

cH:t,l) dCx,~) 
------------------------

1 

'---------- ------ - -
d(!,l) díl,~) 

Por Q) s,q ~ 1'rz. ncz qua.: 
d( x.,.r) b d(x,~) 



1 

'Por lo itin+o: 
d(.x:, l) ~ rndx ~ dtx, ~), d ( ~' i )f = d(x,~) 

D Q finic.iÓn d fl un Crit<z.r1·0 . 
Scz. d<iSCZ.cl cznc.onftdr las ·mcl+rrccz.s ul+fa-

tn i + ri c. as 6 q v cz - rn i h i mi c. cz n I ~ d ,· s t d ne; a , CJ..n 
Cl l S cz. n-f ,· de da. / a m el: 1 r i e~ a.. u el; d; d na a n 1j2 ,, .. ,., 

<I.n-frrz. 6 '/ Id mdTri z. dad~ J> d<i d;.s1a nc.10s 

(o ps'l.udo- d1·sfclnc.idS) 5e>br12. E,, 1'.e.. s<z bu5>t.C} 

11 6 -J) ll z. mt'nimo. 

Yd qv<i. /as rnci1r1c.czs J) = ( dcj) '/ 6 == ( Óij) 

son slrnri:.+r,.ccl.s y cidczmas du = ~it ==O V-<., 
al prob)rz.rna se rq,duc.cz d mil"li m\c..ar 

[_ ( Ó e - de )z 
Ü.j J J 

bajo las ra.s~riccioncz.s= 

~ c.'j ~ m ~ x: \ ~ ~ ~ , S b j ~ 

Ef probJemd as,' p/an1<"lddo <ZS muy C..OrnpJa.jo, 
y da: la h">IS rnd IY\ d n ~f ci !Z s d,'f ,' c.d con ccz. b; r 
un al gcri1 mo qu<Z. op ~rq, por pe.r mu1ac.ion 
d <t 1 as h i 1 q, r a s y e ol u m n d s d cz. :D r 'l. 5 p a eh -
V drn<Z.ni<l. dSCC.iC) daS J fj <lgondo d un opii mo Jc-

Cd) cohcz.te.n-lcz. Con al cri-f-~rio c...onoc.\dn. 

Q . J. J drdi n Q. , AJ. :J ar d.i n Q 

d <Z j ; n 'l n s o b r CJ.. a. I e.o nj o n 1 o cl Q 

e a s 5 o b r fl E I a r CL I a c.i oh d Q. 

Q. S,- b.lcT) 

rnQ. tri-
''d ,, o rn 1 na n e; a 



l 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

( o r d Cl n) s i g u ,· Cl n 1 cz. : 
Si d 'f d' son C.oQ.tlCl<z.n-1-cz.s da. dr.s,·m,·-

1 a r i d a d s, <2'. d te. Q qu ~ d do m i na º d' ( d >1d 
1

) 

S•' '/ 5Ó lo ~¡ d ( :.t , ~) )1 d' (.x., lj) .JJ. x, '1 f E 
V .se pr(lf1rurt. la di!.fancio ul1rom<i-lriCd 
<5 qv<L ra.dliz.a a.I sup { ~ 1 ~E:ó '/ 6~di, 

d o n cj Q ~ d ~ n e> i a d 1 c. e n j u n 1 e d Q. 1 as d ,· ~ 1 ~ 'l 
c.1 d ~ u 1 ~ r d rn ci + r ,· e cl ~ y d 1 d m ci i r 1 c. d d u ti n ¡ -

d ~ s o b r (l E . E s -J Q.. pro c. cz. di m t' a. n 1 o y a <l.S _ 

~d b; a.r1 e d v di a <fo v c.orr <l.!. pon dq_ di m ci -/o -
do d Q con Q. ..(_; o'n si m p l e. ( si n y 1 <L I in b. L qua 

a. s, v,., o fu n c.J° o'n e.o n ti n u e\ d e I os d cl t 0 ~ 
( 'l'lr J dr din~ t S; h~on I q .:J 3). 

2. l. 5 c,:i11ERIOS DE~IA.J 1 O OS ~ 
PAIJ.TIR DE UA.J Pl2E012I>EA.JAMIEAJTO soB~E E. 

Con f r q_ c. u<i nu a .s. cz. p r <l. 1 ~ "1 d a I pro b Jq_ md 

da c.ons,truir und c..lds,¡~;c.c¡c1o'n ( Qn <Z.} sq_n~r-
do dCL por trcto"1) pdrd una fdmilicl E d cz 
o b j o: 1 os, , a par .¡ ,· r d o: un co <L f.; c1 a. n + <Z d ~ si -
mi/dridad S da.tinido para las pata.jas dcz 

al/ os . 

En Q.Sid sczcc.;on sa:. pr<x.s<i.n+an doS ui-
~Q.rt'o~ cuya optim;z.aci ot.. c.cnduciri'a a Ja 
c.onsfrvccio1n da 12..sa clas;j;cac1·0~ . Con cz.s-fcz 
propÓ~i+o scz. 1ntrocluce:n las sc·qoi<Z:flfQs dctfc'-

hi CiOn~S " 
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SQa ~ <ZÍ c.onJvn-lo dci. /as pcirajdS 

cJq; objo.-Íos cla. E Sczd f una rq,/clcJo'n dcz. 
(JJ qu 1 vcl l 'l. n e id Q n E ~ y s <l cl n 

Q .: { (~, ~) \ X("'~~ '/ Í = ¡:: - /¿. 

s~a w 'ª gra'+icd (orra.spond1'<z.n+Q d) 
pr a. o r d Q. n + o i d J ri. n ~ X {' d <l f , · ni do c..o m o ~ tqve : 

( ~ / \1) f: ( r 
1 

{ J ~f s ( .( 1 lj) )¡ s ( l, t). 

e r; -fa.. r ,·o d !Z J. P. B <Z. n l cz' e r l ·. 

J. P. 8 a. n z<i.c.r1· propon '2. pr'l. fa. ri r a un~ 
pari1c.1o'n s,· <r.I cardindl d<l la int<irsac.cion 
<J.n ~xi= d<i. v.j y R"S <ZS a/ ma$ yrdndQ:. 
D a. -1 d / to r m a q u cz. a 1 p ro b J Q m d d cz. /a b u' s -
qu <z. d a d <J.. un a p ar 1 ; e i o 'n ( e J as¡ f '· e a ci oh ) se 
rq_duc.cz d Md.Xi mi J:.dr l w n R )( s l I dondcz 
f<. y S s o n r <l J d i i vos d un d r Cl Id c.; o r1 d <Z 

czqu; va/ <L ncí a F· 

e ci t<l ri o dcz w. I='. de¿ lcl v<tqg 
Para 1 a bJsqucz dd d<Z. u na das,· t'. Cdc.ton 

W. F. d <l la J a.'g d pro pof\ cz. md .x:I rn i l: df al Cclr_- ~ 
dindl d<II ccmp)Qmcznie> Q.o F x ~ dcz /a di~Q.-
' <L n e i ~ 5,· m i + r i ca Q n 1 r a W y f2. x 5 , Cl s 1 o 
QS 1 m a .x. i m1 l d r 1 + " ~ - W A /2. K S l . 

Cort10 ·. 
J ·w u Q " s \ =- I w l +- 1 Q >< si - \ w n Q x s l , 

y por o-fro lado ·. 



wo R.xs I+ lwnQxsl = 

: J ( W U f2 )( S ) - ( vJ t1 Qx S) \ 4 1 V..I n QxS) 

~ lw u Q)Cs\ 

D <z don d<Z. s <Z ob .J¡ <ln cz. : 

t=:xr:- -v.J A Q><sl = \ I=' x ~1- 1 Wa Qxs \ 

~ 1 ~I 2 
- l w u Q >< s ) -t \ w n Q x s l 

= IF\z-(lw\ ~IQxs\- lwnQxsl)tlwl)Q)(sl 

:. 1 ¡:') l - 1 W \ - l Q_ )( S 1 t 2 1 \AJ /) Q K S 1 

':. 1F\
2 

- Jw 1 + 2. ( IWl)Qxs\- k I R) xJSJ) 

'/ y d q u <l a l o b j <2. ~ 1 v o f1.. s, M a x i n,,. z::. d r 

F x i: - w ~ Q x s ) , Q 1 f' ro b l <2 m a s Q r cz d. u e <l. 

a m d x ,· mi i:. cl r : 

I w n RxS/ - X IRI J(Jsl, 

dondct W a.sra· da de y dond Q Q 
f C!. } a 1 ,· V O S d U n d rY'\ i S m d p d r i 1 C. i O n p 
c.ddclL 

v S Son 

( .hus -

il1 qu•' .fa m b;<Z.n S<Z pucz.dQ irabajc9r C.on 

{o r m as ¡, · n Q a 1 <l. s da fi n 1 d a s So b r cz: cz/ Q s p act" o 

{0 1 1~.=-x~ Si scz. 111-Troduc.en las tunc..·on<ZS 

t'ncLcadorcls Iw y 112.l(s de los ~ubc.on-
junioSi vJ y J:2><S dq l=xi=-, ~n+oncczs al 
e r i 1 Q r ,· D d Q J. P. B Q. n t.. d e r t s Q. p u Q d Q Q x p r C! -

s ar d Q /a s,. g u i en 1 e. tor m ~ : 



al sa gondo 

<t A- pr<ZSi on<Z s 
d <l. ~ ,· n i d d S 

G ~f Q. ri o r a.s .Son tor l"Y'dS 

sobr(l <ZI <l.Spac; o 
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Cf-)PJTUlO III. 

ULTRAMETRI~ " SU RELCJCJOAi COAl 

SERl~CIOAJ. 

TI. $(l han Q x. pu <I.S fo En al cd p11 fu Jo 
alguno~ r cr. s ul +d clo~ d<Z l<l.rman an e I as,. f ·· Cclc1·on, 

(l nfr Q cis +os cz.I ob t<l ni do a.n la ' 2.(1 
) 

s cz. ce,· en 

cz.s al d. Q pr ,·ne; pal 1 <) t e. r <Z.
1

S aqu ,·. 

E ri r a p I o p o Si '-' o n 2 d a. Ja s <l e e i' o,, 2. c./ J 

cap,' +u I o l[ , s a e ar d et <l. r i z:. d a u na m a f ri' .t p a~ 
qv<1. ista Sczd und matriz. dQ d;s-fancidS 

u 1 + r d m ~ f r i c. a s y ~ n <I I e r i t e r; o d e I ,· n ; d o FB 'd 

a. ncon1rar u nd c.lasi'f1·c.clc.(bn ( cz n al 5(.nfido dC!. 
p d r 1 ; c.; oh ) s a t r d t ~ da o b + cz. n <Z r u n d m d 1 r i z de 
di' s t d n c.i as u I f r d m ri. -1 ,,. c. a S 6 -f d 1 q u ~ : 

11 6 - D 11 a. 

sczd mi'n;mo y donda. D <ZS e/ ddfo c:le 
boSCl ( rnatri z:. c.onsf rut' da d pdr 1rr de un /ndlce. 
da s1m; lciridad). Por la propos1c.ioh ~ da/ 

apa.'ndfca , S<Z Sdb<Z qua d /d mafrr·i. do: 
d,·51anci~s ul+r.a md.-fn·cas asfcl' dsocradcl canón1-
c.a mczrda ur1d tad<Zna (:i' 1 r.Q. 1 una svccz.s,·oh 
cra.c;<in1cz. dcz pad icio n~s d<i E ¡ por Jo qucz 
di qnconf1ar una mafriZ 6 con la Cdrac..t<Z:-

ri' s t l e a d n t e ri o r , s <l h a <l. n c. o n 4 r a de u na c.1 d s '· .( ,. -
C.dC.i ofi Cl n E . 

'Con si dcz ra. Me e:, a hcHd 1 a pro pos,· e 1 o 'n l. i dczl 
·cap:iulo I 

1 
dondci qucrda caraciQri'Lcldc;) una 



1 

1 

1 
1 
1 

se.riacion d frd\/rl$ d<Z una mafr;r.. dcz .Qo­
b ,· nso n , la c.ual s q, da.~,· ni d d n1 <Z ri or m Q rd e y 
qua. por /d ¡o rm~ <L n q u<L quq_da con.si ru{ dd 
pv<l. dCL. p'ln!>ars<J. <in cilla come una ma-f rlz. d<L 
5,· mi lar; dad cz ~. 

S<i.. p<t.ns,ó quQ. habri'a (.i'q,.rtd ra.Jac...io'n 
CJ.n-tra. una mafril. d<l d\stdnclci& ultrdrn<l-fri-
cas 'I unci matrlL d<l Qobinso" dq_b;dc a /~ 
4orma ''dual' ~n qua. a.S>fa'n ldrdc.iq_rizadds, de.. 
la5 cual<Ls, -/Qn<Lr vna matriz. como /a. p,tmr¿ 

re. <l5 q_quiVdl<Lnt~ d hab ~,- cz.nconirddo u na c../a--
si.{ica ciÓn d<L los dafos , y -l ~nri..r un~ ma+ rl L 

c.omo Ja s<Z.gund~ flS <Z.qu1·valczn1<l, bajo CJ<Z.r-f<:Ys 

c:ond;cioncz.S , d 1a.n CZ.r Ur\d Sll.riaciÓn da. /os 
da1os. L ~ r<:L Jac.loÍ) Q..s r;_ n1onc<i.s a.n~ rQ 

cfasi~;c.acion v Síl.ridc:.io'n 1 a ir~'Yd.s dcz; ch-
e~ ds, m d t r i c. <l. s y q u cz. S<L p r "- s, ~ ni o ~ n a. / 
s19 ui a. n+a. ·hz.c r<Z. m~. 

íE Ol2EMA. 

da. una ma+rir.. 
c. as, ), cz. nto nc..<Z.S 

Sczo di.j Q/ ala.m<Z.nto (<.',j) 

1) (da. di~ fa nc.i dS u H rd md. f ri -

d,, + di, - dt.j 
2 

(LS a.1 al (l m <Z. n 1 o ( ( d} d fl u nd m d 1 ,- i ,c. a. n )or -

m a dcz t2o b; n5on. 
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Da.mo!:> f rac..iQ6. Pard d cz. m 6.S 1 r d r qu<l.. /ci 
matri :z: Q o bta.ni dd a.~ d <Z. Qc bi n.s Of') ,, bcis f-cl 
pro b d r qua. para l '- . -J scz. i ,· 'l. n <l.. que.: 

r~. 
J >1 r. 

Ljt 1 y rnn )¡ rn. 
J 

E ntoncri s hay qvíl v'l.rific.ar pr1· mczro qua. · 

r(j-= d.:, .+dj, -de;¡ 
2 

>r 

I o cu a J as a q u ; va / cz. n 1 <l. a qu <l s <Z cu l'h p la : 

dj, - dc:j ')1 d;-_, 11 - dc,i+1 , l "J .... 3.1 
' 

.S<l. c.on~;d<Z.rard prim'LJO CLI caso en quri. (=j. 

Como d. Q1, uno md_ irlCcl , <in p~r+1·c..ulclr 
c.umplcz. con Id dílsfgoalc:W dQ.I +rid'nyulo 

dj+i,i $ dj+i,j 1 dj,L 

1::='1 dJ• +I I 1 ~ dj,j.+1 4- dj I 1 ya qucz d j +1 ,j :::: 

dj I j + 1 

(:::] dj.~1, 1 - d. I (. d j / ,j~ 1 J, -
~) di-11, 1 - dJ·, 1 ~ d;',j_.1-djj ya qua dij= o 

t:.='l dJ', I - dJ+1, 1 ,, el .. ci i ,j+ 1 J J -
(:) d J', 1 - dJ· j ')¡ d J. +1 J 1 - di / j-f f 

/o e.u al p fU<l. b 3.1 cuando c.: =j. 



Pard a 1 e oso l t.. j s a. dtI.. mosf r d r~' qu<Z 

d,,J+• - d,j ~ dc,J+• - dtd 

qucz. as aqolvala.ntci d 3.1 , lo cual quadarói pro .. 

bado St S<Z ve,,·+;c.d qu<z.: 

d i-1 J J'-+• - d i-t ,j 6 

Por la hipo' f <LS /S b) da la 
Sacc1·oh 2.4 , cap; i u/o rr 

. . . 

Se: di-1, L 4 d,·-1,1:.+1 

d,:_, J j :: d C:,j 

d¿_, . - d . 
1) +1 t.•I / j 

d,.,Jj ... , - dc:.1,j (. d .. 
- c., J41 

dt.',j+1 -dc:j e '-j 
. , 

2. pro pos1C.i'on ) 

{.:/ hord , Si d i-i, i. ::. d t'-i, C+i :: ..•. = dt.'-i, t:•l 

a t"\to ncQ. e; : 

i(~ 

DQ 3. 2 

l ) d l j ~ d (-11 j 

,:e:) d t) -:. d(-1 J j 

pdrd <.' lj ~ ( +1-1 

potd j ) (-1 + l 

de ::. di:.-1, j =-) de \ d (.-1, j - •• 1 

J J 

d ( J - d. - L t • - 1 J :) d l j.+1 = d (-1, j-t 1 

-=/ d l-1, j ~ 1 
(. d~,j~¡ -

'/ 3. 3 s (l ~i<ln<l qu <.? 

d .. - d l -1 1 j 
'- d e iJ '4 i d l' - -

l-1) J .... , J 

3.l 

3.3 



i) Sa ~abe que: 

d,j ~ d (-1, j pard ( ( j (. ( t l-1 ... 3. <./ 

íl hora , tomo d as un a ul trd mi trie.a scz +,-anci 
quci 

} d j.,. \, {-\ ~ rY\d)(. \ dj,.., l , d (, (-1 , 

do "d Q 

dl,(-1 f dt:, .i-+' - d j .... , , l .... 

que. J .., ( 

Cl.) 
• • 1 

1 p ropo~ 1 C.• o n 

~ j ·H ) ~ -\ 

2. 5 (l. c. c. ( on 
' 

'I por I~ htpo~<z.s1s 

z.q 1 ldp/ tulo iI 

. ·. da .3. ~1 'i .3. 5' ~ Q o b 4; a n ~ : 

dc-1,J·+, - dl-•,J· ~ d, J.+• - d'" ,· I I , 
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¡ 

l 

APEAl:DICE. 

Junio 

Aop..; Q;d0cJ~s : 
S~a (E,c:J) Uf) q,spacio m<ifrico , l.a. un C.Of)-

E y u na /.uncion f<Z.dl posi ~;va d 

d : E X E --~ tí(-1 I 

(M1) d(:x., y)= d( ~' x.) J,/ XI <j € E 

( M2.) d (X, 'j) • O s/ y so/o SI X.: 'j 

JI. x, y t E. 

(M?>) d(:x.,l) ~d(x 1 <j)4-d('d 1 l). 

Set diC<J. qu~ (E, d) <Z.S un <Z.spacio ultramd.trico 

Si d V<l . .f i / i Cd dd<l. mas q U <l. : 

( VM) d ( X.
1 
l) ~ rnQ X ( d ( ~, l:i) , d ( ':J, l)) 

'I x., 'j •E. f E. 

C1a:.ne.rdfm<Z.n-l<1.. s<i fez. llamd a esfa dq,slquo/ddd, 

la ''d<z.sigudl dad uf-lram d:fric.~". 

X> <Z.Íi ni ci Ón . Un ch visor da. E cz. s u na 
rrz.lac.io'n d<I. czquivalczncid J) Cln E ial qve: 

.>J a , b, :x.., 1:1 f E 

a_ D h g ( d ( .:t, ~ ) ~ d ( a. , b ) J -=-/ :t. J) 'd · 



1 

1 

T<iorcz:ma i . 
czs, ul-lramdfr;c.o 
Jos. son isóscczfci.~ 
m<i nor o '°9 ua l o Id 

Un cz.' pac i o m d. -f r 1 e.o ( f, d ) 
si' y sci/o s; -lodos los -Jr1d'n9u-

V la lorig;1uci c:J<z la basQ czs 
/onqi-lud d<Z los ladoS. 

D<t..mos1racion. 
Supongamos pr1'm<l. ro qu (l (E, d.) Q.5 on 

<l.SpoC.iO u{ ~fo mi. tf iCO '/ .S<Z. d .X., <j, ~ Uf\ i fÍ angu-
/o Qn if , clond.<Z. S<l supon<Z qu<l. x, <:j <Z.s a.I 
lddo mas c_h;c.o. E n+onc<Zs : 

d ( X / i ) ~ t"n d ~ { d ( :&: 1 ~), d ( Y,~ ) \ : d ( ~, i ) , 

p a. r rn u -f d ne/ o X '/ ~ S <L o b ~ i <2. n <Z : 

d ( ~ 
1 

l ) 1:: h'l d X ~ d ( ~' ~) , d ( ~, {) \ = d( X, l} 

:/ d ( -A. , l ) := d ( ~ , i ) 

.·. x, '1, l <Zs un ~ria'nqulo ,·so'~cQ.l<Z.s. 

Rhora, supor-,i<Z.. ndo qu<Z.. ./odos los -/ridoqu-

/os son iso'!>c.<t.l<Zs , ás1o implico d,·rcz.c-lc!jmcz.. n-l<L 
la propir/.ddc:I ultrdm átri'ct3. 

frof..~i'c.io'n i. To do pu ri-1 o a<L un .c./ re-uf o 

~n un <Z.spacio ul~téHY>rt+ric.o E, as ca.n1ro. 

D<Z mos-f rac.i on 
Cons,· dd.ra:s <Z. un e/ re.uf o e.o r1 cQ.rrf ro 

rac:llo r y S<Z.d b un purdo a.n cz.S<Z. 
enfonc<is. sa. ~1<i.na qua. d<I.mos-frar QuCL: 

a.. V 
e/re.ufo } 



~(a,r):: { x. { d[a.,x.) ff}·c { x.) d (b,x.) ~ r~ = ~(b, n 

Poi h,-pó+ a.sr's. b € Q.(a,r) -=/ d(a,b) f; r 

Ahotd sad x. € C!la,r) -::::.) 

d( b,x.) ~ rnax.) dlo,b), d(a,x)} ~r 

.-::') Q..(o,r) e <!Cb 1 r) 

Scza x. t Q..(b,r) =) 

d(Q.,.x.) ~ ma~ \ d(a.,,b), d(o,x.)J f:r 

(!_ e b ¡ f) e (!_ ( Q ,r) 

.. 

Corolario 1. i. I> os c.i'rc..ulos no dj cz nos , 

. a.n uA <:z.spdc.io ulframd../rico, Sof\ conca.'n+rt'C.OS 

'Dcz mosi racJ oh Sa. d~ <! (a., r) y ~ ( b, r') 

~ a I e~ qua (!_ ( Q 1 r) n (! e b I r 1 
) -./= d> V ( ~ r 1 

~--~·~ "'"'11 ~ ,..., l; ·'· '"; -~ /' .... ·: .. - .»• - .r:: • . • . ~ • ·~ . 

Q ( q 1 ~ ) n· ~ ( b J . r 1 
) , a " f o(\ e a:s po ( 

. . . '·.; ~ t ~ t.(. ~ ~ 1 

• • • : ~ ~ • \ ~ ; • 

4 ... x ~~- '. cczniro dQ ·~(q,r) 

<!...( b , r 1 ) ·'. , . P~ ( J ~. . -/ d f\ to ~ ( q J r \ . \J 
. . . .. ~ : 

X. E la, . : · .. 
·,.·; \. 

l/ ~~ 

Son co ncd. n1 r ,·cor;. 

Corolario i.2 I>os c/rculos da./ misrno 

r a d.,· o n o a J. cz.. n o ~ ) cz. n u n <l.. s p a e i o u 1-I r a m i -1 r i e o / 
LOi nc.i d. CL n. 



J>cz.mos+racion. Co ns<la .. Hz nc,.a in m <l. dr a-f ~ cJ cr: / 

C..OrolariQ .f. 

Coro/ario 1. 3. .1 os c_,'r c.ul os d cz./ m1·s mo ro -
d / o , / ormd n vna p a r4 i'cion d ([./ a.s pacio u/ l-ra -
ma.'1r1'CD E , la cz.quiud/<Z.nc..icl corr~ pordia.nfQ e.s. un 
d 1'\JlSo r d. <L E. 

'De. mos +rdcioh. 

e onscz:.c.u (l f\CJ a d ,· (a. eta d (L I as da.¡,· n ,· C.i o l')Q. s 
d.a pdr+1cJo" y da d,·vrsor. 

Proposr'cio'n 2.. Scial) O y <!.' do.s c.i'rc.u/o~ 
aJ cz.. f) os a. f) E > s <l d 1') x. y ~, <l. n Q. Y 

~ y lj 1 a_ f) C!. ' , Q n f o n C. <ZS : 

d ( .:(, ':J) e d ( .:t' I ljl ). 

D cz rno s f rdcr'on. Co ns; d.cz. rQ. los ~ riat.d3ulos 
x , 'd ', ':i '/ x.', 'd, 'd > /o~ cu al Q~ ~º" is. o's c..Q[ es dC! 
a c. u cz. r do a I -1 q, o r fl m el j . S a + ,. <l. n <1. Cl. n -fon ca s qua , 

d( x:,~) :. d( .x, 'd,) = d( ~·, ~) = d( ~',~') . 

!}_oP..oSicioh 3. ío do c,'rc·ufo da 1arit'o r 
q u CL no e.o n t ; Cl. fHl. d .su .{ ro n i <l..r d , a f\ E v 
c. u y d ; n 1 a. r s a. e e i o 'f, e o n u n e,' r c. u I o d Q r ad,· o r 
(L,.., E a.s no vdc/a, rzsfa c.on+<Z.n1'do an a'.sfcz.. 

l>a.. mosfro e.ion. 



Scza ~( a.,r-) = 1X.1 d(a.,x.) (.r r al c.1'rculo Sir'\ 

J ron~<l.rd y S<Zd <!( b,r·) = 1 x. 1 d( b,x.) f r ~ 1a/ que 

~(Q.,r-) n <!.( h,r) + rP 

Sa. a x f C!.(a, r-) =) d (a.,~) l:. r , <Z.f'li o nc.<Z.s 

ha 'f qua. d <l. rr"\ os 1 r d r q u <Z d ( b, x ) ~ r . 
Sll:d lj ~<!.(o., r-) ()C!(b,r) -=-) 

d (o,~) t.. r '/ d ( b, <jJ ~ r 

e on s; de'~ n do e./ ~,,. dn9u lo a,, b, Cj s <l. ~,·<l. n <L : 

d.(a.,b) ~ ma~ 1 d(o..~), d(Y,b)f !:: r 

En-Ion e a. s : 

d( b,x.) ~ ma x ~ d ( b,Q), cl.(a,x.J J ~ r 

.. d ( h, x.) ~ r :. x. f t!..(b, r) 

. . e.( Q. I r-) e (!_e b I r ) 

fro PQ.SI c,.o'n "/. S <l d ]) v n di v; sor cicz. F, 
c.on E {i niJo , s ~d S =- m ax: 1 d (a., b) / ~ :b b Í 
y s a a ó u ,.., a r <l. Ja e i o'n d e <Z qu ; va I <Z n e;· a <l n E 
1af qu<Z. Q 6 b <-=> d (a., b) ~ S . En ~onces , -lo-

dos Jos d; v,. so r <l. s da. E. 5 o " d ~ la rn 1 s md ~o r -

md 9ue. 6 para al9un~ Ó. 

])a. m Q.S irac.i on. 
S<l d 1) ~ J b I X 1 Cj f E . f . d (a. ' b) = ~ ) 



--
[])b '{ d ( X, ~ ) ~ ~ = d ( Q ¡ b ) -':¡ ;c_ ]) ~ 

. , s ¡' x.~'6 =; x1)~ '-/ /).fl>. 

f:J ho 1 º , se a n :e, <j f E -la! es qu<Z. 

-) el (:x., ~) ~ ~ -) X ~l;1 y ])~6 

. . ]):::6 . 

Coro/arlo '1.1. Supónqas<t. Qu<l. E <Zs /;n;JoJ 
q.n1oncas al no me.ro c:Jcz. ó's di[<Z.r<Z.n-l<Z.s -la/(l s 
9u cz. 9 <l. n <l. r é1 n d,. vis o r (.. S d ; s t ,. n 1 o s ([. s 

/ ltvi (E xE) 1 ( <Z.Í car dina/ da. la ,. maqcz f) d CL Ex E J. 

/ini~O 

{ P¿ (( l 

-1 al qua. 

floP.os1·c.,·on 6. CI ~oc:lo Qspac.ic u 1-lramq'-fn·co 
(E, d) ) esta asociaclcS una suc<Z.s;on 

f ; n ¡ 1 a , e r ~ e '· <l n -1 <Z d <l p cl r t i e i o ne s d <l f , 

los fl Son iodos /os d; viso 1rz.s dcz.. E. 

DCl. m os1rac1·on. 
Por al corolario 3 d<l. la proposicioh 1 1 <lS 

su/r'c..i<Z.nfe -lomar /os ci'rculos de. radio i Y de 

hac<Zr r<1.corr<l:.r i <l.n />J y '/r9 qur¡_ E fl.S f1n;­
-lo J l re.co1re1d sofam<Zn-le. un S<iqmen-le ft'ni­

Jo I dcz. JA../. 



f}_op_osiC..lo'n C,, s~d i ~ ~itl una suca.sion [1-
nitd era. ci ~n~ e d<L P"' ~; c.io n cz.s dt t . S (Za 
d : E JI. f ~ I e ;Al u na -1 un e; d n d <Z. /,. ni d a e o mo : 

d. ( .x:' '1) = ,.,, ; n i ¡ / ( x., y) E ~ } 

En-lonca:s: 
¡) el <ZS u~ cJ;s-loncici ul1ramd./,,·ccl y 

J p. t. <ZS al Conjunto da. d;v;sorClS 
1 " J LE I 

t' i. ) 

d<L E. 

Dcz mostrac.ion. 
,:. ) d e:. s fíl j I cz.x.; va y Si mi 41i(c) obvio-

rna..n+a., 

porqua ~ Pe:} czs un a su c.<Z s ioA era. c1· czrdcz., c..om o 

p, E. & I i E. I , (X.,y) G 
o 1 rna)( \ de :x:,11 l, d( i,~) ~ 

.. d ( :x:, ~) ' max ~ d ( =t, -l ) / de l¡ ~) J 

,·') s<l a iE I " 
s~~ 6 ¿ : ·E)( E -+ ~o, 1} 

da.[,·n¡ da por .X. Ó.i ~ <=='I d ( ::t, ~) f. ¿ ( 7 

rn; n ~ j l ~.lj)€ ~ ~ l . - (. tp) ( x, y) ~ B: . 



1 

l 
1 

8 i b/; o 9 r a {,'d. 

Jdrcl;nQ. AJ. & S;bson !<.. ( ¡q:¡.1) 

/VI a f h<l. ma1,. ca I T ax.o no mv 
John vJ¡(~" t ~ons ltd. 

K. <ln cid I , 1Jd v; d l). { 1 q "q J 
Soma problfl ms dnd mathods f n sta4is-
+icol ar chaczologv 
World l:Jrchaa.olo9y 1 , ¿,8- 1-fc 

I~ a n dd I , David li. , F. 12.. S. ( t q ::¡ o) 

/:1 md~hcz ma+ical approach fo 
s e r /a -1; o n . 
P h; I . Tr ci ns . Ro y. So c.. 1 o ncl . C) ,]. ¡,q, 

l..Z5- 135, 

J. r¡_r man , I . e . ( 1 q :¡ o ) 
.Lrz.s bdsts ele. la classrficdfion 
a u 1 o m d -1; qu (/. 
Col/ fl.C.1 ion Pro9 ,d mm d t ion 

Par; s : ~ at.rl hi<L r - v; 11 éHS 

Sokal, R. Q. R. 5nea-lh, P. J./. ~ (¡qro3J 
Princ.; pi cz.s o.f no m cz.ri c..al +axonom•/ 
1 ori clo n & Scln .rrdnc..f Sc.o: F nz <l. man 
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