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. Fundamentos. Tntroduccidn

$ 1 PARADOIAS

¢ - : L
‘En Somatre , algoien quiere doclomrse deadivine}

e\ Brvjo ttaminador le preson*u 3¢ Serd reprobado
o8y paJaraz .Elcandidats responde que sers

YCpro‘oo.Jo Pt
(Jorge Louis Borges)

En Matematicas re prwenhn teoremas que parccen extra
Hes e tncretbles  pevo que sonm 10§ icamenle 1natacables .Un e-
thplu ei ol teorema de Banach -Tarski Gue en eormn tas|
I"\cmceb'l.blf— Qsequra que S5i Se borma vna ufem cow\pac‘-a,

2 po:iuo tortarle o dividirla en peda oS de vna Manera
bl Que al volver a pcsar'os resulten JNe Una | sino das es—
*cra: bambien Comrulu e (dentiies en bamaino ala ar'n,n'na!'_i
Verdaderamente este teorema ‘l'ra:c ende la (ntoicioh y (4 Ima-
dinacion ,pere de m'nauix medo debemes '(w\pmcrle el eplbek
de Paraoloja. , Lomoo han hecho algonos Vibres de divvlga -
cion de matematices . panJOJ'a ~ dite el diccionavio — €3
lo que estd fuera de la opinion Qenera‘vncn'le admilide

y md pvopiamcn!'c , eron hecho o una opinion Gue pavecen
O'oxuvdu 0 con*raoh'c*on'o.\ o Sc%u'n u‘u JC‘%!;‘HCI.O;‘! ) &S claro
Gue para el hombre de le calle el feorema de Banach -Tarsk

. o
ho puc()e ey o*ra tola 4ue Una PpPQra doja. . Cy M&"emkhcu)

Sin cmbargo) es (’Mpor‘}aw"c destacar Que los axiomaey de

UV\& -\-w rllb Jon Propo“'(ionc} \/ no \oa\onjaj) cnhv\diendo

'd
estas (omo * exprejiones de nuestro lenguaje que Son verde-

deras y falsar simuManeamente ! En esta Jeccion hable-
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remos de pamdojai ) porque despues do la creacion de las
gcome%ﬁ.! ne evclidianas , nadae ha 1ndlofds tan poderosa-
MCV\“E en el JGJGVW“"’ de los +und¢mcn+d de la MG‘QM‘I"I.CQ.

tomo la ¢paricio’n de (as peradejar,

fe atviboye q la pluma de Jan Bablo vna de les mds ande-
9 val P«vadq'u . El apo’J“'ol advierte en la prﬂol-\. o Tito gee
bodos los crelenses 1on wenltivosos y,commo keshimonio de bal
advcr}lncc'a, c\'t'a al cul'tvue Ep(w\énir)u . Enlendemeos
a5’ la obiervacion de Epimenides t ' todas las declaraciony
Gue haten los cretenses sonm falias” En ese cevo bodas lasdegla-
Vaciones que hivo Epimenides fueron falsas v, en parlnc'.dlcrl
la G:h'rma.cioi, de chul'adu ley declaraciones que hacem los cre-
bensey Son "-alja;.",eJ fa'lsa, de medo que no bodes las declara-
Clones que Miivevon los crelenses dueron falsaiy lo que contra
dice la advertenus de Ep':mc’m'ale.s
Con dix#mhu enunciado; ,ts('c h‘po de pamdcj-. fe entventra

moy difundido . Como ejemplo lease yna de lay evestiones o -
imetidas al Juielo de Sancho Punia come gebernader de la
H,Lruia de E)aralarc'a. en o Quijah. ,parte U :“P“"" LI?
¢Se acverdan del barbero del pueblo? (el gue aferta a fode
el munde $ve o Se afec'l'q. a sl mitmy . € Quien afdeite al barberod)
La paradojs de Berry consiste en que el menor entero no mom.

brakle con menas de veinte silabas” Wha side expresado con

11 silsbay y v la de Grelling tuvge al considerar el adjetive
uhc*crolo’giw” .Un adjebive se llama helerolofie ¢ (o propie ~
dad Que expresa no e n.Ph'cq, a s’ miumo . Por eJ(;w‘a{o,

{

. N 7 . . .
Y polisilahica ! o e l’lc‘lu'ologlu s pero (,\e’rcrolo/glw,cdi

/.
L\g‘\- uo[oguo ').
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NOI*CJG que J{ un W\od.o v o*ro ) &J{"aJ PameJdJ /e

W«%fercn a a{.(.rma.o'wnu acerce dcql'oc}o.l “ loy miembres
de uno cierls clase de cotay , y que whien lay adirmacione
o las cosas a las que esas afivmacones se rc-‘c'cre-n,,ae,-,
Fenecen a esay clates. Como vieron Patncare” Rusiell, en
bodas las Pamolojq hey Una o‘c{m'ic]ojn que contiine lo
de{(ni«)-o. \

En todas esta paradejes? los wneepta logicos & mate-
W““’\'COA es ta'n encoubierlos por pqlahra.l, Ne eevrre lo mis-
mo ¢ton las que dieron origen @ la Yerisis de los funda~
lmun“u " (de la,;hna.{emu‘uus) | o3 pavadojay loﬂlus Vea -
mos algunes ejemplos

Borali Forti obiervd en 1887 que el conjombe boien orde-
nado #rmkd@ por }odos los numeres ordinales e« condrachi-

bovis . Tambien entre lay primeral oave dejas |0,oiuJ
1iqure la de J- Cantor, elcreador de la teoria de tonyuntay,
("m}oh ob.serVo' que ne'se puede hablar des c,rdonfu de
Lodv-l los ccnd'unh'z.t , pues Wacerls lle varia o contradecir ¢l
Hameado Teorema de Cantor: Dado un cor{)on*'b A de o elementn
(con o eumto 6 m?cml’o el (,ovaomh) de bodoy los Iobwov"d’i

de A )uenc un nvmero de demcnhu MA}or” ‘2;«30(‘P

thqh}emen‘\c la ma :famo.m de todas las parade)a
es la, )c B)e(‘k'fand RUNL\\ )pu\)ncaclk tn MO'L ' La.J d}q‘«'cu“'a.-
des Que enclerrea cdh parad-ojﬁ Jonn Se Me,janlc_) a lay Y4ve
enconkramos o L paradejs de Grelling . Tengase en ceen-

'H“ Q«vc l’la‘/ (‘,LUCJ o wndonfo.s que pueden ‘oer%eneceru
a s¢ mumm aome e,l t’,on‘_\onfo de 'lwdoi lo.! COhJunnJJ Gue

eS un 5lew\cn+o o‘(_ SJ MUMD_ De Una mwmanera an"ogo\_,.r;
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Se coloce en un armario vn ca-mogo eon jra.pas azoles de
todor log \\hms del armavie {ve ‘l‘cnﬂah Bpa: azroles 5 ef
c,qh\ogo Se Ca“'alo\,ara & s/ mirmo. La paradoja de
Rusgell ¢s:

Sea A el co.fl)'onfo de a?uc“oj covijontos que ho Son ele-

MCV\"os de ellos ™ wmos ,ccfo es .

A= {BI Db e unoovu'un*i y (543}
¢hek) SiAeh entonces A A, Lo que es Una_ eontradiceion.
Por Lo {’avxfo ; Ad A pere entontes AEA , Por Jcta'ﬁtcio:\ JeAJ

% } . .
y nvevamenle es esto una contradiccion .

A\ qunasg O‘i'fcrcnc'la: zn'{fe las pavadojai vanafn'l'fcal (tomo

: : /.
(ag R¥imeras §ue mencionames | Y les pdrodojaj !DQICAJ,SO”-'

Las paru‘oja} loaicas pueden Ser formaliiadas @ sis-
bermas forwales l6a icos ((ncondistentes 1, 5in que en ellos
4-‘ R ' . . .'l. . + /

ngan 9ue 'gzgaw\r terminog Primitives ajencs o la teoria
Je eonjontas. L doy ‘nki bi

e tonjunlas. As paradejai jemaniticas ,en cambio, para

A . /‘

poder Jer formalitadas ( nunca en el lenguase de la logice

VAN . . . -
Stmboltcw\ yvequieren de |o m-‘raduccw’n de ‘l'goln bermin,
como “definir ! (ensentids descriphive ), “nombrar '
‘. * ‘ - . - .
ao\‘)gl-\tﬂ ", “-ﬂgn»«?cur ", 6{'6,... que son1 ajencoy a la

teoria e conJ'unf'o.tS

Para |a tundamen'tacio}n de las mwlem;licu las pParade -
Jas Samavﬂ\}_as no JSon pc.h-avojaq . Dct‘\cclﬂo qLedaron
typlicadas cuando Bertrand Russell dlﬁs“naulo/ ntpe len-
3\10\)6 v MO{‘alcnguaJc. Hemnes quY\J—o de dicurle “Huno;

renglonel porque pPrepavarom el Camine de las otvar pa-
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radojes . Para estas. 6\ Hmas , las loéu’cu) [as selvciones he
hen sido nada diviales . Produjeron una oleada de dijew-
flones m‘h'o Los mal“m;hcol ) “eomo Krocas veces e ha
Jisko en la historia de la Crencia” , ave colmine” hacia
1430  en le que se pcr@}lavon fves Lendencias - logicus h-)
{?ormul'u{'u e 'm‘l‘t;\c'lm'ull :

Ei laa'lc'u mo debiy Jo nombre al hecho ol pvclcnday Que
los c,omc.p‘hu basicos de la wiateana e podl:w dccinim
mediank recursos \ouvamen+e logicos , con locual la matema-
bea S converkda en vna pe cte de la loaica . Elcavdilly
del gvupo lo gshico foe Rertrand Russell quin, par eliminer
lag \oavarlo_]u, doemols y admitic’ & siguiente prncpio
de evclusion de arevlo vicioso U0 elemments cuye dedinicinn
implice la bolalided deo los elewmenlos de un Lovﬂunfo)aopche

perjcenecer a este wnjuw+o ",

Poede verse ¢l puvilo de partida del forwmalismo en los
"Fondamentos de Georedvia de Ut"BCr'k,QUC o {recieron el
modelo de une &'nsc-(plu'mb Makmél\'&«. Construida S“gu/n
el o etodo a;u'omoﬂ{co‘,(mc'%alo que Mo sélo ara Pevfec“‘a-
mente adecvado al cardcter {_orma\ de la mu'l-em:,h&...)

Cino Yu=e eliminaba de los {rundamevr)oi Mq(-cm.',liw la
n buicion , tom sul habits mentales y sus moldes bradicione.

les " ¥
E\ qvupe in\U.\C‘lOV\.\Sh ,evyo ada‘fJ eue el Wolandes L-E.J.

v . L /
Byouwer, man-hene, que ningun comccpfo w\alcma

LI-(O es
adMl.siblc a menoy gue JSe (ou(.d-k Co'u{’rw'r. P‘lmlbl tatvi-

cfcmisj(a& , fe \’lm depo!i-hdu de majiada conel'an&a- en la

dewn eslracion por a,n'lncj!.f-c'to::' §i no-no pYyP Son d{ferCn;cj,
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ta (JC«W\ o_s-l'\’at',iofn peor c,ow*'ra.o[lcofo{\ fe Q'Oau'o, $i S0 aban.
dona la demeostracion por contradictton Se renvwmcia avha
t',an*'lad-d Hemend& de mwhmﬂ'icd jjeery l.; 'lnLvt.c‘thl.U‘U
(e )romaron (o sm'n ma‘uh;\, de noonr}wa'r-. le mayor
paH’e de |as mai'e,m“'icu Stn v'l'(‘v'?.-ar lu demo.r"vam'o;a
,:)or coﬂk‘radfc«.\'o’n . Hav Cosal QUQ cambl.dn ) por CJC.MFIOJ
hdli lu *{.umcionu Son con‘L\'vwaJ. Sv {renle a un cond'w\h,
fn’nil'o de e‘emcv'ﬁ'o; Se enuntie vAa P"P’j"‘w/” qre afc'r-
mo gue estes elementos Yonew dal propieded sno la “cvien)
€fc ‘oropou’cio/v\ c£s vcrdu’crt. para !o.s u&*ufcwn(‘s"u }vaJ
UNa txpCri'enofx (,ovzjl’vucx\'va \oer\m'lté eXdminiar Vo por
one hodos los elementos del conjoute cou respect a diche
pvop\'edqd Y con@nirwnr c\'ehumd\aJt, Perv %ren*l'c avn envn -
cidde de la *arvna. Yun (,ovuimto X existe o e culculab’c';
pero que no dice de um modo explicity como encountrarls,

ld, (ela Camkl'i,) ara e“os vna a{frmu_[,/rs asi’ Pucde ho yer
Ctért'a- ni ‘Qaha- Por f_Jémplv , el avupo:HUfCIoniJ‘,& he accp‘h«
¢l ayiovne de cleccion e Zermelo | coyn suposlu'ﬂ:\ Nnos per-

ke “cgar a Sorprexas tomo el teorevna de Banach -Tavsik;
Y
ton elgue emperames lo. seccion .

CQ(JO.I! Jc 951’03 hCJ grupes "léne unea o.olﬁ'vd accr#add
la nspuc\sﬂ ey c,uesl-l'o{n de 505%1. Loy byes dropos habq'an

L\acl'd, o\ mi}mo /.el’n e.\.la‘o)uev lq ma,'\cmcql-cu Sobre
Una bale lom’c«. lnatacable |

Pvdcm o) aﬁaclli-' qee )a‘ acentvar el Cara/o*er farmal

/]
de (a matematica Que cons\l'ujwyc Una nota eiencial de este
e,\.eV\(.[u ,o‘ eorMah’}\m- ?«uc por CHo (a "LHJCHCL}— Mag {'h.-

. . / /
dictonal y consevvadora lambien la mids afm alos wa-
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tematicos de prodesion . Hablaremes md del melods

axtbméjta’w q,uc w'x*rvdujo el ‘(—Ormu‘t..fm» Como mJ*od-c de
1.

-"'ra‘oad'u (’C la. ma{‘cmm‘\cu» mederne, Rues ltg }orx'nt.f‘oalc;

. r
solueriomes para la teorh de comjonbes focron dedas en
’ e/
eoufmm de Leovuu axtomaticas,

él. A%loMATIZACioN DE LA TEorIA DE
CoNJUNTLS .

No Waremes un estodio nimociose de las dijdinles deo-

- / . R .
\r\/aJ q%lOma“{\cas de Cow‘_}unb.l . E‘Jto ch,uc riria JOe
S . /. .
W\UCL\LSMaj pagmd: de pra{;und.u cscnbs Y el que pre-

Jent ey(c l‘\raba‘jo no es-l'a., capac'r}nrl' paro- rcdao‘\-arh;_
Un pequerio resumen histowes y Blb\;ogr&x{:ko de la avbma-
“%acfo\:\ de (o. 'LQOH’a. de covU'onfoJ pocdc leerse en las
@a/gl'has 5¢,51v58 del Lihro de Kuratowski y Mostowsk;
[12) . fuede consvldarie pors detalles histdrices | Boorbakil2].

Neos Parece Oporl’\/ha recorder gque bodas lay }gorﬁu
G riomaticad de coru'untoi prc'\endcn abarcar en todolo
po.ﬁ'blﬂ loy vesoliados de l ‘\‘co ria Uintuctiva W de Canlor)
l’ent‘&ndo cvidado Je Macer iMpvJ'lbte la aparicio'n de lag
paradojas’. El meteds e hacerlo, comdy en fodas las

Q¥ 1omalizacion e , S€¢ pvede regomir as /e

Se [n'\'rodu Cen  Ohna ferle Je Axiomal .quc nod c«o(arev\
que’ enien deremol por conJun-to y q{ue' "rco(au del Ju'cgél Nod
! . . N
ey )raran Pevwnhdag Con etes comunf“a_s (Cngtncral)a

(Q (/[or‘. dg e(a‘)orar Vna ‘L&Ort:\. ailomﬁfc-. Jlo UA(.“ que

hcccsl'\Lamu San Io_s QYJ-OW)QJ) ey\lo qee sg;rc{yérc, a (a de. -
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. 7 ’r . -
dUCClon loal(,a. 3 5 ‘Uc,go neoJ Pondrew\a_\ a O(eduCt'r +¢.o-
vemas de acuerde con las reglas ded juego |y e5ta sera!

/ . ’
huei“fé +¢0Yl& de wndban Los Aviomes Se pPLNnNjaran

de vnanera Gue Jas an‘immiu (paradejas } e puedan
aparecer . Esda e la vcv\Jraja. de Una teoris {oymwhi_..-
da 4nv\\—e a una k‘eorl:\- intuitive comeo la de canlprﬂ

A parli‘r de ahora entende remes por (,onJ'unh “aqw,lla
Que Sah}gacc lo_s CxXtonaes de la kovli\.".

La aviomalica es vn metodo segoro v trockifers
de \'Yubajo ) pero No ey‘a.’ c_xen'b de d:‘eiou”ade_s.aue..
revmes wmon}ar S‘ubl'n Swgicicnu}. b , al de sarrollarse
nvewes beovias mal‘emu\'cu , eony el cjemple Qque at aiie

a @jl—a "fc_n's . e\ de Ll wan'a. Cle ﬁah.aonlu -

“Moucho de la belleza de i matemdlica — senalan
errlich v Sdrecleer en [lﬂ — Je deriva de) hecho de
Que brinde absdraccion . No sélo nes permik olserver
el bo.lqw ) s bien gue Cada Une de Sus arboles ,Stno
Que nes ofrece [« po&cﬁ\\ihd de estudiar la estructora
dc\ bosqw en-’cero ,prcpara/mclor\os puvre el Jléuien}'e paso
de la a\o.ﬂracc{o;s - Lmparar bOJQues v tste JHimoe
<8 c\ V\\\Ve( Je. abﬂrucc(o% qu t;npc\ru en la Leovti de
c!a{'cgom’u, En 9{&0“"0, Uno de los p\;mci‘oal&) obyetive
de esta teorio eg diseviir propledades de totalidades
de O‘Ojcl—m U‘ﬁa-l‘emllt'co.s Yales como el "COnJ'un'to“ de
Yodos los tonjunles , el Meonyonbe!! de bodes los grupes,
o el \‘ConAbntZ" de tedos los efpocios 'Topolo/g,iws y logvar

qre estos M doges!! fean tornades Jeriamcn‘k FPor otro lado,

les qyomatizaciones vsvales de la Leoria de conjuntes no per-
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miten (o cveachln de tales coleceiomes | poes estd prohibida
Su dormacion precis gmemte porm evitar las para doyas
{'\/v\'cad . Bote e el precio gque ho tendo que pager la
teoria de categorias por 5o nivel do abedraceion y blleta

Con Cr&'\' eMmaos Un poco N

El mads eonecids Sb{*cm@ aiwmcltst'co de conJ'meu e el
Qq.ue lleva los viombres de Bermelo vy Fraenkel (2F), Las
hecione, pr(.mf'h'vas de w‘@c S:}“’ema Jon “Conjunl'b v
€ Cperh.ncncdxs . LU eonJ'l'an+eJ 1oéicaj c‘e la *cm’a Sam'o‘.

@) Los oneckives pro podictonaley ¢ neqacioh T\, wmplicacion =2,
disyoncion V, LOV\JJV\(.('O?) AN

) Lo euan“#!'cadoru ( unyversal ¥ y exthancial 3)

©) loyppredicades binarios especicly (identided = ,dusrsided £),

Con esta hoctones primar{u Y constantes log((—dj Se
(!ovs.r‘}\ruyen lu propos'lcionw . LOJ Axilomas Son - €¥"‘¢th.0£:
la evicbencn del onjunt ¢y del conjunts (%94 pare
Caom‘unrw dados X, 4 3 (a em'u‘l'(na'u de vniones y de ton—
abnh}) po‘l’cncia. ) el avioma derndinidad | el Ayioma de

2

reqolevidad | el avioma esquema de reem plazarmento § el
Axioma de eleccion. No e\cp\l'cumcu estos axiomas debids
a que <¢yiten excelentes libvos que lo hacen v gue nes
evitan hacer uﬂerw\inab(c esta ah*voduco(oé . By ‘oarh.cular
e vecomiends el arh’c,uto de A’-Z rie\ Lelvy . T\*\e role 0#

Clasces 1w Set THeOfy (l.e/vy 0"“) 1y el L bro Ae Kum‘;uwsh'l
y Mostows Ry (L))

Cuando Je wvuic‘#cva Jdna '\'&oy\’a mq*em‘(—(e«. A dada

. !/ .
den*fo d{_ o Ltol’\/& D‘t wnJUM}BJ )e‘ t’)CO(’lo Md:& [ouuu
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dc cﬁa -‘-cort,a, 12 deloe “‘omaru en ouenfl , €3 a(go’;n
Oxlomo o vesultado Que nes permih. desarrcller A, En
el cago en que A e la teoria de ca,lrcaow;..l , e erbe
Vcrdadcramcn{’é tentado o aceplar, coms hecho el

b /. u - b
ajico en Jo desarrollo, el Stguienle esquena de compren
fion  Cver Mac Lane ['S) :

" Dada una -f—uncc‘ofq prapo.n'clonal (o \oropfedo.d de t—onjuv\"i))
d.;..(*), e.nﬂe on c.oru'un'to & duyos QICMCVIhU Jon eyac-
tamente aqw.“o.\ Conjuwi'aj Gure fatidacen esha
‘iundo;) 7. En stmboles A te e\ con)onts

B:ﬂ % | xes wnd'un'fo v 5(%)5

Sabewos ave vio €3 vahdo erte pru;\a'pio en t¥, pues §i
é(*) LA (a ‘Lun(,io:q proFOJ|ciond x { x, en*once.& fbun&
el condbnfo v e COvuimt: y x¢ 'x._& que Mo puede ser
on conjimte de TFy ya que ello daria lugar a la ante
expuesta pava dojo de Rusiell. Sin embargo, @ purtie d
QA Home de recW\p\atamfenfo Se pche dcwonl’rar el

S\%'dlen\-'a “Prll.f\c.l‘plvo de um'ovemio'n Limidade 2,

\ . . v
\ qu.o dn wn_\unTo LA y una -'{—ov\cq_oa )OVopoJ'l'Cme

é(‘ﬂ lkara elementos de u.,fwj"-e el cov;jov\fo
Bz x|l xesry day?”

Este principio e SR\ pam dormar categorias, eome
P P o 8 ’
Veremos md) adelant . Por ahora arg enarewa algunal
llc\cau OcevrcCa Je {OJ JU+¢M&J a}uom;‘\ém Hamadu J(

Godel = Bernays — Von Newmann, Comence mos coms en
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?:F) eon (au nociones pr;mi-\'fva) de c,om(}nf'oy perhuemc('&
sujetes o los aviomas de TF , pero, eon el obyeh de eliner~
nar la contradiceioh a 1o que lleva el principio ®, Ajuma-
Mmes Que o Yodos los Can:Jvn't'u Qovah“'iiadu pov dwhe prin-
C\ioio Jon Covxjm"ax de TF. Para o‘fr‘inaw'r Iem(‘n los Con jom -
{‘O-\ de l6~ '\'GOHL de Covubmi'b'.() ¢s decir ) {os G ca estabs SUJ.ghll
2 (W aviomay TF y (os L'COV\Junb.) " gavan"'l;tadnx porel
pPrincipio ® , nos rederiremos a estor (Himas como clases.
Tenemos asi dos bipes de wajwmler . log del primer tips
han sids ya citados cowro wm'un}'o’s (+tambien Namades
CVV\J'unro_x peguenas) Y Ju eom por+aMn'en+o qh’ determi~
nado por TF, y loy del sequnds hipo Sevan llamades
(’—Ji-’_{}__ v Su beovia de p{nJcra'. de una larsa. extenyion
Sobre e\ axioma de bomrvcmio;x @ ) e} cval puede escri-
bikse aif ahoya:

W
Oada yna propiedad &) Jde COV\)-UV\{—Q} (pequera),
@*) exitte vk elase B euyos elemanta Son exactamenhe
Qquellos wnjomtes que sabidacen este propredad

Afl' pueS, Una c(ue. ) Uvna eK‘l"tthoo/q Jde a(q ma propiedad
Q(‘M de LOnJ.unta.\ { peqrenar)y ¢y decty, la Meoleccion ' e
Lodos los Conjumles gue ‘a,"(._{‘{»uc-th § ) . Lon esta defmidion
Se olaserva #d{dlrwew{‘-c G *’00‘0 COnjun'fo Yc.wl{a Jer
vma clase , pero ro }oda clase <3 un (_ovU},v\fo ,Hay variey
mManeras de desarvollar un tiitema de ariomes con cleses
por ejempls Bornayy Suqiric” connderar la nocioh de clase

Ny . -1 . . ,
2orio la nocion yqr(melrwo. qumupaJ de la ('-Con/c\.nvddr ayeo—

Was ‘Oarn claJc\},[(amanoLb c,ond'unth Qa le (,(eowtnhu dc;




'L

(as clases. $in embq\rao ~l-od.¢u Vos axiowadizaciones de beoo
Fia de comd'mb_( con clases | Wamades O_}c'omah-mciauu
6 Sitternas de Giodel - Bernaw - Von Newmann{ 6 BVN)

Onaden a tF ele pade extre de f(-ﬂ?bi)ndcd ~ las clases.
Los axiomar form establecides entérmines de las nociones
“C(JnJLn k ", Welage” ) W peyl-cnenc{;. de un elements auna
clase hy o pcr'\‘ehcncia de un elements o un c,ovuc'mfo "
Guedando claro que 0no clese @ un wonjimte £ etvn ele-
V_Vl_e_\:\ig de alguna _clase Y Q loy cond'unhu les Llemavema

Eambien clases pequaias v o las elases Gue no Jon congin -
fos , tlesey rp_mpl‘a_\.

A q,v'mno a‘l’raiga, J conocer lor a¥iomas de GBYNy
el pro{,undl"ear en &l estvdio de astos Avrtomed , recomen.
J'O.W\o.( ampll'amcn'l’e el volvmcn 8"\ dc la Ca|¢cr.\'o:|
“Studies I'n Logf«, and the Foundationu of Mathemadisg?
{ Nevih - lolland Publishing Company ) - Sets and Classes

(on Yhe werk by Pavl Bernayvs) , editado por Gert
4 . MU”Q\’.”‘

¢ . FUNDAMENTACION DE LA TEORIA
DE CATEGUR(AS .

En los 5‘(.s+em¢,,\ GH VYN podemo) -{lormu-, or medib
de G4 ) la clase de fodes lo wnJunfBJ o clage de
todos los eipacios Hpolo%[co.! ,la clase de bodes Lo,
Jrupoel )g;h. \% entoncer lay ca+e5an/al Ye’r,Top)Grp,
e+\—.. y.)uuien Jevr QOhHrut/daJ ‘eﬁfh'\maw\,n"-u -th ernloargo’
d&m%ro o'.e. e){u S'U{’emcu o7 eJ‘Jra’ prtVl:Jt_a la farmau'ov’)

de oloyetoy gque {"énean clases propias como elementos.




1)

Por QJ’Cmpln ) No Sfe puede hablar de le elase de todas lag
elases y niy A‘:'g(v\'ero. fe aregura (. posibilidad de cons-
{Yu\? Weolases ,oohna'w" Ci L at Ona elue. propta , ho
ex ste en GBYN gu “elage potencia P() ) poastendris
G JL eomo elemcnfb y Q Jerta entonces un Covu«}nl'a.
Por o4 lade, el desarrolle de la +eovid de cateyorins
requiere de la kormaciod de entes goe tengan clases pro-
pt'af como clementu, Bosta Mencimar, a modo de (Tustra
evon que el lema de Yoneda (ver 30.C de 1] plyine
Gl de [lS])nacesil’a de estas entidedes para Ser esfu-
blecido con propieded. Los sidemar G BVN no son suficienn
bes pava el avance de la Tcon'x de Ca.-"caonﬁj . Bs ahora
este teoris ya no la de Conjunlas ,la que busca va sistema
'pw\damcntfw% Sea swenéfonhmcn}a aw‘p\('oy {le p'{g(c
dentro del cuel desarmpllarse. fe han voqgerido varia me-
neval de solucionar este pr;blema ¢ inclugo han aparecide
Propuestas radicales para fondementar o sils lateorid de
Ca&gorﬁu , Stno boda la watemdbiéa, Los Rroblenaa,
{und.umcnh(t! “podnin rer resueltos §i 3¢ abandonara
(o tdea ‘{'rao{fuinal de e boda s (s Ma{-tmu/héu putden
Cer desavvelladas dentre de on fitenwia axismativade de
teorin de eonjumtes ¥ (Mac Lane T1€]) 3 Flawvere ha
objervado yfentends en crents le anterionr , Gue vna funda .
mentacion (de las Matematia ) podria hacarse basdndola
€n Una avtoma Tizacion , no de Conjrntes, sine de le eabagoric
de todos la cw‘-@gon’u M Ca*eoor(i "y Heunlsr 2 fon
Congideyader eomo nociones p(;m'l{‘\‘vaj . Bsla solvend e

VCYdade‘umeVHQ atractiva Qero l’(ém [ a dﬂJVem*‘AJL de poscer

W en oy cgh/rwd(o (-‘ql»u'\{»(vo Qe La "-eorgz. de canjonf'os ) Y&




A4

q,w, pre,senh, Mo chas U«rian*’as,‘-ale; comwre QYtomal
Para (e eateqoria Q- dimensional de todas las eategonias
€ tncluso para lo categoric (3-ditmensiond ) de fodas
(as 2- cnl-c_qovx/u.

levelie by y Strecker mencionan en L) etrag avo-
Mmatizacione , como (< Pnputsta. por la escoela de Gro—
bhendich.  como las desarmolladas por Torbell, Felermen,
Maclane (ver Lig] )y Osros'd Las solociones de Isbell,
Federm an v Mac Lane praentin  eomo rarge comdn,
|« Qnevion de on pate may a GBUN @ a tF ' la exis-
bencic de o univevso (ave abaje definivemog) . H.Herr-
Lich y G.S4recher adoptan en 5o likro e categonias, 1],
&r%e "'l'po de -(«un davnentacon y en especial el de Mac Lane.)
Salvo per detalles nade wenciales . Pavece Jev Que pars el
estudio de la Yeoria de Cotegovies en 3u estade achual
parc la mayoria de las (nyestigacione Gue hasta ahora Sehay
realizads en dicha ‘l’eort;c, la solvcion mediante™vn uni—
verso ' ha dew ostrals tenev robicientss evalidaedes de
amp\l:lud v ‘“C.‘Hb‘ill-'dlll. ucvrht\'ly Streckor dan, tambiey
en DY, ov modelo de este sistema v nosotros oy Segulrema
Q—pvvinMad.a,m«nfe en la explicacion de dehe modelo”

Comancemos ton los arxiomar vsuales para la +eovia
e (,onJ'unt'oS de Lermelo - Fraen hel o de Godel - Bernay .
Von Nevmenn pere aheca [lamna remoes eonglswrevade;

Q \0 GQue en estos S("'\‘CMA.& “a.m;bam,J uxualmcvde

Cowyontos (es dear, les nociones prinarias opue satifaven
(61 correspendionles axidmar v estats goliidas porallest
tn e s COﬂd.(/nraJ’\/ en GBVN ;laJ clayes \ls. eaalaw"n
?t{/( Sea (o Horma de comenzar ; ¢l padse stgutenls as

e s g AR AT e



A5

afadiy al sittema slegide el ariomae aditional de Gee
Yexiste oa vniverse % On pniverds ey un con g lomernde
Al eon los I[Q61Qn+a pro@tcdcdu:
() N el
W) Ae Uk = Vheld
Gy heu = PAYeld |
v ‘U ¢s tvansidive ; ¢35 dcui—) aeh e = acl.
() SrTeld fl".-ﬂq_l_ Qs una 'euncfo:) )cn‘l'o-\cu Lrledd.

(lamemor Cond'unfm ( para Mac Lane conyumler pequeias)
a los elementoy de U y elaves a log vk conglomevadol
de A . €on egha vacff\alog:/a.) Yodous los L\eol«.os mas elemenw
taley ALy regutere Un risteme ‘gvnd-l-M“\T" joa ra. la beorta
de ml—cﬂar(u, mencionades en el ca.‘at"‘ulo L de U\], pue~
den fer -(;aﬁ\meﬂ‘i Vevidiados . U veculda sev unwmodele
covia de GOUN o tE y mdi A.u’n,‘,o,s conjuntes

para o b
N {as duu {,urwun Jimt?u w models o are G BVYN, ast’s
Q,w, 4.ch,iatlw\en{'e C.S'JN ;':'J(‘cmu -@om. pav’l‘c de la Griomae -
Hiracion wiediante un umvevso . la tutencion de
Meac Lare en [16) es que l-g Cowjonra.s pequevios Pucdcw\
Savvir &smo Llosr objelas de la ma.{'emﬂ‘éa.}maén\'vu que
{os otros LOﬂJbﬂrai , N6 neteSariamente YTROTTY (clases
G_UV\QLOMN*JN\ JRucdan Ser vfades parn describir las
dshintey awtegoriu y categorinvs de dontores de estoy obje-
Yog matemalicos . El exi o de dicha inYencivh es explicad

pov ¢l wi Swae Mec Lane en [ ‘5}, mal omenos del

modo S('au'len"'é "
Qomo egtamos tupontendo eF o GBYN  es v

el pru}\u'P(’a ()&) mentionads en la pag{v\a 0 y e C°OV

Aido
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hUC/"’rg; nveved hObetJ QJ}Ld-A. a_s(i

G
Uado un e,onglom erado - Y Uwna {oncfoﬁ prepoSi—

tional & (x) pare. elemenlos de v, existe ol wn-

Q(OMQVNLo D=4x | xev Q(%)‘S”.

Aplicands a U este principie , podemos consdruir
Su\ﬁcona\omeradob de W ( &g decrr, clases) ,{-—4(9.{ Como
I clase de todos los conjonles | (a elase de brdos (0s espauids
"byao\o/gico,s ,d‘c. ) pualt’e;\dou dorvor lag elases de
obyeles v morfiimos de Las cateyorias ygualer Cos decw,
los eahgm’u toyes tonglomerndog de objyetos v morl imes
Son claset y Cada hom (AB) es wm conJov\i‘n . A\ tener
P} {'(bo_\, ‘oa/sfco) de ob‘)'ero_\ . cond'w\m ) clases v ConaLo -
wievados |, Loy elases proples aparecen Lomo elemen tog
e Comg[omera.doJ y wo \qay d.’?.’cuuad para ormar
Ca.(i-t',u'l'tgowlu de *{fw{t“ove_( v (a casl- !_a,“'cg ovie de todey
las cateforias , o para establecer el lema de Yomedn en
(o mdy wproplade generalided . Una desvendaje visible
eg Qe "\av du *«'pa,s de ca(-cgorfai ,la; usualer Yy las
Casi- eu#a‘gov(a_g ) nere esto no es en realided vna Ac‘é«‘w”d)
Sine hay avn necesided de vsar eas;categoriay mal
Que comp Una hevvrarmante pare estydiar Ca.'leﬂor{u . Hervlh
v Stvecher (en Lul) han e5cogrde ¢l tratamient, mediante
Un uwiverio ,gues les perm{t'e Hevar g cabe +sdas les cony-

‘Lruca'om; dg_ La \-uv(a, l'c Calesorllaj C‘,V( arecen A?Jeujolu

hasta el moments e aclaran gre i tempo Jespued

necesitaran eonrdvucciones oll'ferevdc,l te o puedan
electvarse denbo de etk sichemo , enttonces lo fundamen.
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. . 3 .
Lacion delerd! ser evtendide para acomodarlas', o quird

‘hﬂo(m-' QUL reem,nla%auc «‘~o4—utmcn+¢.

Dentvo de esta poJ:c'wfa ackval Gue cans{s‘% en edocliar
Yy dgjavrd“ar pnhcipa(mcq‘f}, lo qua de cx"-gan’u Gre
Son c\d.ft.( y aJOp+anO Como ewn [l\] el j;sl'ema- con onlverso
Gue acabamor de deserbir , 4ve esenib el ardiculs "Taibial
Com pletions ' por Horsd Herelich (1)) 5 cnc", dade una
ca,{'c,gonlaa X ge introdoce ¢! c.onccp‘h de c«.l'egon’a. Solore
X (eategoria eoncrete sobre X, aoms despucs , en L1]) le
[lama YHerrlieh ) ;Y Se estodin Lo evistencin de complecioney
iiciales (gue en [3] coinciden eon ey finales ) de este
L\'po de eafl'egart,a! . Uno de los prtiddpa.lci oboyedivos del
arhiéole de Hervlich , €3 dem ostrar gue toda categoria
(eoncret ) peguenn Sobre X -Lt‘cnz, &omrlccionu ]nicnh’gy
finales . Mas adn , aon la delinicion dada ah ¢ de comple
Cion inicial , Herrlich eonsthoye F tomplecione iniciales
para vna Ll Qa“‘toorl/u. v Aa eJ'emploJ de ca,l-coon’._,
Solbre X no pe qrenas (es decr, 3ane}] pa ra las Q,w..na
@yisten algunas o todas ester com pleciones especialel
Cver §15 de este trabajn). Agqut es l.mporlan('c exphtar
Gue esta o“f{cuuao( ho es eiertaments de bipo belnico o

ar{uanal 2 Sine gue alaﬁc a los {undamevﬁos . Anallc:emu

V\UCJ}’r&. a{;eracio/f: .

Dijimo; hace unos rcng,(ones que Herrlith adepls? ¢n

. .\. . s
Sus lmx\a;’ ¢0Mp'0hond” |la solution de Mac Meille | cnten-

4
diendese Con esto, cntre shras cosas, aue cvando hebla de
4 . .
Uune e.a.{'coor(kJ los unalDMC r°\J~PJ dt obehJ ymwgdmcu

de 6“6— Aebcra’n Ser c,laJe,; (Y tada hom (R;BY uUn Con‘)Txlﬂtt )_




\8
Las eompleciones iniciales de ca,#cgau’a) pequerias Sobre
X jera’n c_alagor{d ) ptro no ncchahaMen'& lo Jon las
eompleciones ge categoring grandes - Hagamwos ef)#uah
en erte pont : Paro una ca"egor(x graﬂdc -E_O_é_r_g x

podcm_o; realizar las ¥ eonstroccione haéfw Qe hace

Herelich R el(ad-amenb de an_ M isma maners q.ue pars
C¢+¢goq/a5 pegquenars Jobre X |, pare eon la. diferencia de
todas o algunas de estas wnslrvucu‘omu e Jon
“)QSHJ'mu " dentro de la teoria de wq‘:lunh,_g adoplada.,

povquc J‘Cnc'.altamcn‘l'o no dan \ugar a cahgan’u que Son
clases | 0 deciv, a “'verdaderas” categorfas ein dicha
teovin . Este es el sentido gue debe darse ala no eniten.
¢le de ecompledona iniciales de categovias grandes, para
Ver gue lo da'{icvl“ﬂd es evestiot de fundaments, eome

Ya indicames .

Ha sido Lmperoso esevibir ests IJ-AJA la necesidad de
Comprender la pregonte fondamentl ¢ Codnde hicne
tvdndo vis Flene Complectones” iniciales vna ea+e,90n£.xobrc
X1  Esperarmes que se haya desvaneido la michla Goe
o cvitaba al rt'gn‘u{u':ulo de e3da prcgun‘fa. bdlica y 4oe ella
pueda ahora Ser rewnocida en §o nueva versica: € Que’
Caracteridias debe Roseer Una eateqoria sobre X pave gue

« e, “
Sos Lomplcu'ones M\ctalc) Jean Ca#taorl/d_! dccev\"-esu'z

La w'npor"av\uh de T3 vadtica no sdle en Ser la rimera
publicacion que wresents yvesvliados obtevrides ¢w tn V"‘""ﬁ“"

Clones 34{""%44(«1 acevca de completiona iniciales) st

tambie n AR X4 l'o es q{ul'yL’ le w2 als {mpor-lnn-"c, <n ro'm{m-

A nveves bios al estudie Jde sv teoria . En e {ecbs, .
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Va . 4 e = - .
beoria dc 00mp|ec,¢one.7 mncla)_cj .-{—cene So origen principal-

me n+¢ en’.

(MY Las ecom 9leciono de conjovftw parct‘almcnt orde —
hados,
(1! LaJ eﬂ'cm(‘ona 4'opolo{31.uu car{‘esianamen'% ¢cerra—

das de Top y eategories concretas similares fobre

Sed.

Al qunos avtores , trabajunde Sobre gqencralizaciones de
GJ'hN once PrOJ ) des u;ld-arOﬂ [o r¢¥emn*e o (0.( {ondamc{n-
Las, m tentras que otres atriboyeron a cierts) eomple -
Clones pvo'oa'edaclej gue Mo poseen (ver 15.2) . Cuande
Herelich hizo ver oue en mochos ejemples (4 complecion
de Muc Nedle de una eategoria sobre X no eoincide
eon sy Complecion universal v que algonas omplecione
ne resvllaban ser ”ca-}cgorfu uJua(u", venacy el 1niterdd
de mochos malematices hacia este Campo de Investigacioh
El desarrollo que ha tencdo la deoria de les compleconn
incales ha Sido eshimulanfe . Trutemente no {w pou'bfe
Guve men clondramod Yodos los yresultedes ma’ re f_ien"ﬂ,pdr
t.aH'a de -héwxpa . No obsiante , C8) es vna revision rey-
wida del eitade actuval de la teoria y en dich, arbiculs

Je ofvecen gran cantided Je vc{arcnu'u a lo) mal
uevol -\'Vaqu'a_:.

Advertimeos al lector gue €5 muyy joven la teovih de

Com)olu.io-nu fniciales Y §e por ello o podemos alegorar
ve 5 una gran ""eorl’a.) panaces parg las dl'fn'cui{radﬂ

/) .

4"604 y o OUwn q%{uro a;pco{acv!ar J poero benem ou

la esperanta |, fundada en 1o propio avge , de gue la topologra

W\a&emn




(’a{'eaofn‘cu y en parbiculer lo tesvia qoa vias ocupa?—o
(',on‘\‘v“ouy«.'\ a mirar las mahmihw Loewmo um'dtd)e.sh-
\o‘cu'u\Jo y'ela.cloncj (n\'vo Sus dix“nhu Yamad ') rarece Ser
que tn nveatros dias este & el mbuil principal de la iwves—
“l'gacio'n ma*em“fcw . Noestro dnimo recibird ya tmpolss
Vf\‘al Si las personas Con esta v isma ejpeyunia aowenda-
vaw dia e dia , Y ten este deseo ha nacido el drabaye

que fenm encuentro c';m'}c Jus ofos , amable lector .

pam |‘rl"voducfrnoi en e\ ed‘h.ad;o de \as Campledonu

l‘n'tcialcjj treimes conveniembe desarvllor el artitulo
Wdecans!! de esta teoria | ¢| Twihial Completionsn de
Hervhich . St embargo, on L&) se observan cambio
en el tratamients de| toma. En T3], Herrlich hace las
Com"w ceiones \oa/u'ca,; solamente para m*egonﬁ.' pequeias
fobve X, olﬂservandov el hecho gue ya Comcv\“lmo.l,de9w.
erhas tonstruccimea Siémpre e pueden realizar, En 18] ¢en
Cambio, [as realizn. En primer logar hay vna moditicciin
ala debinicion de COMpleLio:\ (micial , cowo explicaremes
20 L introdoccion al caprtvle T, pero los vesullados esen-
cia\ea Jt'Quéf\ \AaHemdu . Eaw fdaund—o luaar_, ol trabajur
con las eonstrvcciones de las wmpleciona micile , hizne

que hacer vio de casy w‘}egon'u pero Nacemes notar que

ho povrque Je q,m'em lv'\ws{l'gar' th f,HaJ, Sine tomo Un re-—

Qurso para estodiar mejor las umpfecionu'ln'«c'ulu de
Q,a,*dgarc’-u aoncr&+¢1 Jobrc ) G Rtmihmm a\ (e crar- a [«
nola 4.10 | pare Tner explicaciones mds elaras de vde
esTo. Nosotros seguimnas el cne"‘:}ﬂt mds nueve de Le).
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En resomen:

l= Enn este Yvabajo asemiremos vna beoria de conjontes
(LF 0 GBVN) cuyos miembres ton llamadoy conglome—
vados ) Lon un universo figo cuyos elemantos Som llamados

r,onJ'ynf"o; y tuyes sSvbcon alemerados son llamades clases.

2- Adbp{'drcmoj la de-‘.u'n'uio/n de Ca+cgon'¢. dada en 3.l dctu]d‘
y le de casicategoria dada en ll.3 4ambicn /e [11]; es deaiv,
Jurondremoy que {ay ca+¢aon1u son elases Y Gue la_; Lonola-

mevades que 7o ncce&:riamcn‘% Son clases pere q.oe Je Comper-

b
tan tomo cateyortas  Sevan llamades tasicategorias!'d

3= Divemes %ve UV Conﬁlomcra\AD X e pctu?\o lresp.
lCﬁ(‘h‘fﬂb .Sf C’Hj""c wWia l;ﬂy-&cCI'D:\ X — Y ’J.ondc. Y
es Un Oono'onh (vesp vna clase) . Lay La.s{cd'egov{u

!cs\,h'm‘u ) pucden Y scw,n vaafndcs d?u( Come ca)lc.ﬁovt:.s.

Y- Con objecto de mohivar ¢l estudio de las eomple cione
\v'\ic.l'w‘cs \ ‘{.l'nq,‘f,_s 3 l'\emol (’ra‘}'Ado de l’\a(.cr veyr por‘,uc’

tas coMp'eu'uncJ de un:)unToJ panf-.lmcn'}c ovdenadas

/ ] P
Son Lna rallr de la feovia de L&mp‘ﬂuonu Mtcm{‘J




I Poclases Yy catego rias
concretas .

§4. POCLASES

R es ca+ammo.s del olvido dlgunos hechos acevca de
clases parc'\a\men"e ordenadas.(poclases).

4-1..Doda.s las clases X v Y, pedemos formarla clase

X xy=<lx,a\ \ xEX y Y€ ‘/})
Wamada predude cartesiano de © 4 Y

Una Yo\ao(o_c, bivaria de X a Y €5 ona svbclase Rde
XY 7 ST 0%, 9) € R, podemos escribir xRy v leer Mx
edu’ en la rcla.c_t'o:\ R own '3".

g‘ R¢ XxY ¢5 una relacion de £al la nveria oduu.l
de R e la relacvs R'€ Yx T dedinida por

.\_jR‘X(-‘:b ®Ry

q.z.Supongamos Que R €S Una ye\acioJ\n em\a clase & es
decir ReZx& . §i para tode % € ¥, xRx, divemos que R

es reflexiva . For okro lade , R &5 trancitiva si dadat ewale;.
Piern ¥4 € X e Vieme xRa Siemapre Sve X P“.‘) vy yRa
(es decrr, xRy n 4R = «R3),

R es vva rc\acio’n C_J_e orcen Parc‘lal Si e reﬁlev{ua,

Yransitive v anhisimetrica . La ‘Ulima condizion Sigv\'if\'c~ Qe

(xRy) n (yRx) => %=y
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Una m\au'o/n que €3 so\amen*v. Ye?lem‘va y '('van.s'ujc(va.
fe Uamw pieordcn (o q‘msl-orden\

G eneral mente escribiremos A& 4 enve de xRy Si R

€y Un orden parcia\ o un pPreo rden,

43 Si ¢ esun orden \oarcia‘ en X, se olice que la. pareja
(X) é) ey Ovna dasc \panc:m.\memle ordenada © s'tmplemm'lc
Una PO clase

Obu/rvue. QUe &"oda Su\oc{au \/ Ac unaoa pocldic (E,R)
es '\'a.mbl'c'n pac\an con la mismao mlaciofn R,pcro relative
* Y, ei dear, on la relacion RNCyxy).

44 ES [mpor‘\onjtt_ recordar el \or'\nc]?io de dvalidad ()

. .

*am\n’e;\ vn Ordem porcia' tn E.

Tem'cndo en cuen“’a ﬂ{‘e Pv'mc'lpio, podcmo.s defuh{r fa pe:

clase dual de [a clase ,oan(&.‘mcn‘)e srdenoda CE, &), como la

poclate (X, L'y, en la que ¢V esla 1hversa de & . Alo po-
clawe dval de (X ¢) la denotavemos por (L é)’k

45 Su‘aongamos qruc (g f-_\ ey unc looc,la.se, y gue Ack,

7. .
Un elemento maximo (resp. elements mtnims) de A eson

6\5M¢ﬂ"’o Ao €A tal que pava boda €A, ata, (ver,,a‘g o.),

¢ decir, wn elements @ €A que e cola superior (resp. Co-

ta t\;\genbr\ de M.

No Aehe COH{UV\JIHC un ¢ICMCW+0 ma(!l'mo (rﬂfhml/—-

nimo) de & Conun elemento max«‘m«lcymp.m(}nh@l)de
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A- UV\ ole.men'to Qo EA 23 Un e‘emen‘io M‘x.‘M“l (.r¢JP, wAl —

nmal ) de A SU wo cv'c.{{’e ach tal que Q. <o (Ycop.a-'-ﬂ.)t

(‘LS,\) U'\ e,(cmen'fo ¥o € E €} Uno ma/fln'ma cota fv\{qn'on 9_!_5

A ) 57 Se Sa{'(‘.r{dccn |as Sléuien‘u Condtt(onc):

(_() \da c A) Xo ‘- a (xo es Col'& l;\{cvt‘or de A)

&L) Si ""62 es tal que V ¢4 para loda a €A ) entonces
U £ X, (i v es ota l'-\'(-cvfo.- de A ,'\r.‘.x.).

Rvemp(a'é-ando (4 por 2 e ob'h'eng (o dee'miu'a{a de vwo
minime ota superior de A Obsévvese que si existe ¥,€ X

con lasg pro P{¢dades Yy LC«‘.)/ e; <l Unico elemento de T Que
catirface dichas Propl.cdade_sz. En este caso se acostombra -
denotor & Xo per n{ A (lcl‘{.fmo deA), 0 ‘onen),(l'A:Aa‘.siu
pedemes escribiv %o =CIG\IQ¢ . Similarmentde, {a minima ’
cota Supertior de A, si cxi.sh, estd um’vocamenh deter-
winade y Je denota por SupA Wopreme deh) opr}!;."_

4(0 Diremos que uns peclase (X, %) o5 me"'h‘ 5i para }om
da gamﬂt'a. (\“:\1‘. de e(-emeﬂ*o.l de X ,(%U'{""\ !};C y\/"c

Cex
w X |
g;' [I, 5.) es podd.}e ComG)\ch-) en rav"n'culnr ntl'ﬁ'un:
1 = SUr X y O = \’:”'{' X ,

\\amadas J r el pc:} !‘vam:.n"c, e(cmen’*. ynod yc\ﬂmcn » COFO hx,
Ne toda poclase es complets | pero Foda poclase se pue-

de COMp\e‘\'ar o encajar 1Somdrlicamenk en una Foclau Com~

Pl&fc-, del mode en que J¢ indicara’ en la 1eccion que €h S€-

CZW\HL Comen zamaos .
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§5. COMPLECONES DR PocLASES,

5.‘ . S.‘ (!"J <) \/(Z", 5\) Son p.olues,w\ mor‘c'.SMo \(-’(TJS)"“’(ESS’)
é_e Eoclascs (o de orden porcfa,l} ¢l una {ung'c’n §£:L —v X!
fal que para cvalesquiéra 96X, xey = f(x) ¢ #(),

Dt}emo,s Gue (X, <) y (¢, ¢') Son

l:tomorgos 8 eviite Un
hnorltim(z de poclage_s (c ¥X— 1! Ltifco'h'w Y $al que le (-
versa.  {T':(g’ ¢

P (E,¢) &5 bambren un morfl uime o,
poclases (en otras palateras, s requidre que 1 Cea Lny'eohi/k b%
Sa*\‘g{aﬁg q ue Xé‘g@) ¥ix) 5"#(\3) , para "odos %X,y €Y).

§2 Una, prueba facil para isomocfismos endre clases parcial-
wente ordenadas que tienen pocos elementos , pvede darse me.
diante diagramas da H asge (diagramai de inelusion )

Supongamof que (T) L) e una POC[U! v a,b € ¥ . Pov
“a elore ab” entenderemoy 540..) adema’s de gue no exis -
te xe T dal que b ¢xca, Bn {‘e/rm(nai de esta dodini -
¢lon , € {ia/o\'l constroir Una q_r_{j‘éa. o diagrama de !_-J_w;‘
de lo poclase T, como una gré{nc.. tvyos Vertices fon
los cliferentes elementos %, 2,..., de T 5y ew L gee XyYy
fon Unidey por un Jejmen‘h I X cwbreay o Y evhreax,
de modo que S % cwbre a gy, elvettice % esta’ ma’s averba

Qque el veﬂ-u'«.e Y. Pot ejempla , el diaaram«:
{12,5}
7

(‘ﬂ}/ (\,,3} \1,3}
{ !}XI}X(LX
AN
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Hprcunfa el conjonh: de todos los So\)conjvﬂt'm de un conJ‘un‘l’b

de 3 elementost Los d:&sram‘as:

6/‘2\4 \5/q5\
~J
N %

Son represcn{’aubnu de los divisores de (2 y de los divisores de
45 ordenados por la relacion R<m ¢ kdivide & m ., Estos

W—0O

|

dl'aarama,\ sug\leven de inmediats un tsomordismo enfre am-

bas poclases Cefr [131)

Ce puede obtener el dual de vna clage parcfalmm%e orde.
nada volteande de arribe & abajo su gvh tiea , como ve Ple-
J'q/ndo\a. con respecto a un plano horizonlal,

53 Une clase parcialmente ordenada (4, ¢') & subpoclase
de Una poclase (B,¢) ¢ AcB ysi xt'y& by, para }o do;
¥, €A,

(53.1) Una gxlension de la poclase (A, ¢y oy un mordismy inye-
hwo de poc\ases (\hyeccion de orden parcial) £:(4,¢) —>(B4)
bal que  x &'y &> Flx) $tly) para Yodos x,4€hN, o,
C@u('valenlemen’rc ) tal que (4, ¢} es isomorlo a (f(A), S)

NetA. En este caso Je dice &-amb\e}n que '(: ) Una thnmer-
sicn (plena) de orden parcial y que (A ¢'] esla enca~
3'0(;0 E—ﬂ (B)é).

. v
X oRpENADO Por IncluvlioN

e
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(3.3.2) Una _gomp{cc:'o:s de (A, ¢) es una extension fila,8)—a (¢

en la que (p, &) 25 una Foclue COMPle“'a. . Si exiske una Com_
plecion £: (A, ¢V — (8,¢), Se dice que (A, ¢') ha side com-

P_l_":if_-_‘!ﬁ o. (B,4) mediant< {.

Sq 3 whjun’*o IR de los numeros reales con el ovden usval &
ey v conjunte parcialmente ordendde y por lotants lo s taw.
bich ® , el Lav\}‘unh de los nlmeros vacionaley , con el orden
tndvCido poy el de R, Sin embargo, estas dos conyontes parcial-
Wente ordenades Son ¢J:¢.MP’°—‘ de Poolucs he comp‘e}cs. En
Cambio el wvﬁuntb ole los reales tx‘l‘gndua‘u) R'= mu‘-oolwi‘
Con el O rden Uwalj 23 una poclese completa. Las‘tnclosiones
(R V— (R, 2)y ¢, (@, &) — (R, &) son complecin-
nes de (R,&), de (@,¢). Cabe pmbun‘}-am $1 ascomo
estas dos Poc(UCS {'{ey\gn al menos Una wmp}cciag ,Cua(q,uiu-
poclase podre encajarie en una poclese Complehn. la veg pued-
“'&. el E_O_ . fomo veremos d«e.spue.’s) 'my muches cased thn los
Que poclases que son propies no pueden Cornp(vlmru( por no
veso\tar clases sus wmphuénsr)- Por el con'lmrio, todo ton-
Qiﬂnt’a Parcia‘mcn‘fe orJenaJo "‘ient Compleubnc_;,y O,J fe s un
‘heche Que dovwo.r{'rmcmo; a tond nvacion.

E‘B-Suraowﬁamai que (A, £) es un onymbe parcialmente or
denade. Pava cada a €A sean
a~=tbeAl béal
Y oatz lbealocehy

il

Es Moy Qa{d‘ demes dray que la toncion
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(5-3-"-\ Une wv_qgledor/s de (A, é') e una extengion §: (n,¢!)— (8¢
en (& q,uc (B, ‘::) £45 OUna Pocla.{c Complc{a Y exish una. (om_
plecioh £: (A, &) —3 (8,¢), Je dice que (A, £7) ha side tom

plc"aci_: o. CB).’:) mediante 1.

Sq E\ COnJ'un o R de los numeros reales con el ovden usval S
QJ un th'uw'}o plrcc.a‘www{'e Orden“’o y wor lo )tanh’ (o ey “am-
bienh ®R , el conJ'un"o de los nOmeros vacionaley ,con el orden
wdvcido poy el de R. Jiin ewnbargo, estos dos conyuntes parcial-
W ente ovdenados Son er'chnp’OJ de PacluJeJ ho Comp\cl-a.s. En
Cambio ol Lonjun'to de los reales ¢r.*~¢nd|&|u, fR'= rRUﬂ*OO,ML
Con el O rden U.iuat) 23 una poclase complela. Las tnclosiones
(RN — (R, €1y i (@, &) — (R, &) son complecin~
nes de (R,&)y de (@, ¢). Cabe pm\,un’raru st asycomo
asbas dos poclases {'{euen al menos Una complecion cvalguien
Poola..sc Podra.l encajarse en Una ‘ooclau comPlch, la ves pues-
e e NO © eomo veremos despues, hay mochos casos en los
Qw, POQ(aJeJ e Son 'oropfaj no pucden c,ompldaru ( pot no
vesolkar clases sus complecsnes ¥ Y. Por el contraris, todo ton-

Qbhto Parcfa-lmen{a aro‘enallo "ienc Comp'cgl'onejjy G,J‘C el U

‘hecho que domoj{'rauma; a tond muvacion,

S-B.Suponsamos que (A, ¢) es un COnJ'uwro paru'almcnh or-
denado. Para cada a €A jean
a-=lbealbeal
0¥z lbealachy

Es muy Qa{u‘ de meos ‘l\'ar que P foncion .
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(A, &\ —— (PCA), &)

38, :
S 5 a

es una extension de (A, €). Ma (PrA),€) estn Conjunbs

pa.rua.(menl"e ordenado Complets en el que para cada familia
[ANL €O ge biene que AAc= NA v \fhe=UA/.

f <f pucS Una Lomplccwu de (A, -)

El ordan 1hyerso de la inclogion € e la relacion ¢'en PCA)
definida por: A LA, & A2AL . Porlodants, el deal g,
( P(M ¢) es (@(A\ 2) que tambien € un C.ovuunfo pavcial -
\Mcv\h ordenado Cow;'oleto en el coal, v | A \; € PCA), enton-

/\ AL = UA y \/zAc- Q A‘ . E.S l-ambn'co/w Jtnc(”o
Ve que (a {-uncnon
(A,.f\ —_— ( @(A)) 2

G5y 9 a > at

ey Una complecion de (4, &) Gue en qeneral e5 disdinta de {,
YQ que { GJ(A) C‘) y( P(A ) e fon uo\mor#os (Jaivo enel
Cuse en que A‘"¢)
(S-C:‘La LomplCCfo:: f deegfm'd_a. en(5-5.11) Congerva t:f:‘mu'
e dear, Si ld¢‘s~ e Ond amilia de elemenlog de A y

exUle a= Qac €n+onc-¢s LAMLHCH e\“;{-, {\((q )y @[g) A((.t
La demostracion de esta propieded puede Versc en rb\;lak H[D

Ovmq_u( noso{\ros la demo:*rarcmas eh ¢f Cdp(‘h)‘v D,,)Un{o
Con el hecho de e la (,omp(ecmn q fe (5.5:1) tonserva

SUPVCVV‘O.\- podCMOS V‘CJUVYH.r' lo q_uc acabamp; JQ ﬂ'-poner; en

'&ov wa de Teorema:
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Todo con‘)’un‘to paré(almcn‘}e ordenade A puede ser
COMP\e‘-ado a (P(A\IS_\ Conlervando l,n‘ft'mas)y a
( P(8),2) conservande fupremes ’

é@ COMPLEC\'or/u 0B MAC NEILLE .

Gl Enel Capﬂqlo UL daremos edémplo_( en los que {a com-
plg,u‘o;, -£ de (A, <) de e:in'ob. en 5:5.1 no conserva Supremod
y e)emples en los que g de §-5:2 no conserva thfiimes. A
vaily de ¢.s{‘a, Vha prcaunh. fuvge »
Dado un ConJ'uv\fo loarcia‘ mante ordenade (A, .‘:), ¢exisle
Una Cow P‘cubv’» h:(A,¢) — (B, ¢ Gue &onsevve Supre-
mos e lc‘g';"”? La V’-’P”“*'“ es afirmative y fue deda por
H. Mo Neille en s0 tesis doctoral (no publf(ada\ y eénSu

u par'l'l'a“y orde red St{'& " ( Tvant. Awn, Math. Sae..,qz f"n?),
4it-6o ). Ey boraremos brevemenle el me’t?i» de Mac Nelle .

6-1 A [ines del siglo pasads Richerd Dedekind presents
Un models ole los nimeros irracionales dentro de la teoria

de los nimerss vacionales, Elmétde do Dedekind para

Con.&"ru\'»- (V) modolo, el du.t'r-, para cohs‘m{.- lo.\ theras

. . . W /
\-cu‘es a Par‘}\r dg log Vacconalcs, he.u‘oe. e nommbre de 'Mete-
do de las Corladuras“’

Ao{op{-avema.\ , 3in entrar en detalles, la S(ﬂ'utin{’e
de em'tcfo’v\:

(G-11) DEEiNicion

Una Cor'ladaro. en @ e5 vna pared’w(L,U))ev\

donde L y U son subconyontos ayenos no vacios de @,
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tales que:

YLuU =@

(k) L no tiene elemenlo maximo , es decim fipel,
existe gel dalque pc?.

(L) Ci FGL y 16U,cn\'oncc_s P <%

Esta devfl'n'«do/n es la dada por Caxper- Gottman cn[SJ.
Rcwmev\dama) el “LI’D dc (woeﬁman al l&;bﬂ- Q,UC Je M"’CYCJC
en Sa\ur CO(MD la.; cortaduras \'cJUH‘an Ser Un Modelo de los

hu (meros \rea\eg .

Es {h‘ere.)an"g vecordar gue Cantor dio tambien o me-
+odo pare obtener el sistema de numerss reales a partir
de los Yac(ona‘cs, Co a\quﬂvno Con.si.x'!‘e en Cormu- Glasesde
eq,u\v(z.eenc(& de socesiones fundamentales (sucesisnes de
Cavchy) de nukeres racionales y darles estruclom de campo
Ovdenaa"? Por O“ro \a do sabemes que Un uf:acio mé"ru’u es
“ama.lo "Compleﬁto" ¢ tode sucesion QUndqm¢n'la! (‘x,,\]
Converge a un punlo del espaciv. Frechet olemostro’ que
el algovitmo de Canlor para formar los reales Pad(’a Jer apli-
Cado para (.omple tar cualqurier ey pacio mebyice™. Pues bién,
Mac Nedlle mostro que el procejo de les cortadvras de
Dedekind puede ser aplicads & cualqoier conjumts pavcial-
mente ovdenado Clatlm complejrav(o en el {¢n4¢'o’~o de 4.0 ) Es-
ba gene ralizacion de MacVeitle le exponen Kora towski y

Mostowsk: 2an (12} , de le scquiente maneva:

G’S g?.a (A,S) un COV\ant'o paml&(mcnh ordenado. Pam
Cads« Y CA, Oe finimo s
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(630 T'=laeAl YV x<al, K=fachl Y oasxl

( I*‘M el una‘un}ode w{‘as xupcn'o\-e; de ¥ y Y esel C’"an*o
de whas inferiores de L),

Las stguentes Son algunes propredades que se puedan de-

™M o¢ "rav Jenci “am-en"(. M
!

6.32) Tey = (ytexY v(¥e X7
633 ) Sr2cA ,ev&oncel et 9 2c
Crv) 2V t= 2t o Y=
REFINICION .
Una Cortadura en (A, &) & vna pareja (Y v) ln(goe
Kf"—"-\/ yy " =%X. el Lon.junTo ¥ g llama Seccion infevion

y Y scecion Supenor de la cortadvra.

(Ca-s) 7 (B, y) er ona cortaduya ¢n A entonces
GeT)y (wey) = (x4Yy)

(Q}G\ Para "odo %CA) (}.-) ?:-+ \y (?.+', -E-‘ ) fon Cortadural.

6.3-3) Sroech entonces (4al {as*) 23 una tortadura.

Sq,c._ P el Condmfode "adg_; la; Cor‘\‘a.duru.\ en A

. ./
be-cl‘r\lmo_s ewn P la f&lauon

(g, v) ¢ (uv) & Bl (& Y cVv)

(C"S-?) PRoPosicio/N.
(P, MY ey un Lon')‘ont'o parcialmente ordenadw

(,(gm pleTD . l

Esta proposicion la demuvestran Divrkhe{t en 01 vy Fupa.
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bowsk; y Mos bowski en T3] . Degafortunademente no e pesthle
que nios :.%{‘mdamos dewr ariade ¢xp|aégnlo layg demesiraciones
que Se Jan en e.r*os +ra‘oaJ'os ) pere Jugcrivm; al lector que las
lea en la primera o‘oor*um'olaci de hacerlo, pues esperamos
QUC eo (a “\aga M'hre.!ar-l& wu/.s tn du'c‘w; l'cbvos, a la ves que
o wiohive o estudiar eshn tesss . O freceremes sin embarge,
obtra demostracion (ver $41) Jo la proro.ll.do:o ©-3.8) (Coms
corolaris de nuevas 9enara lizaciones . Mestraremos fambren e

la v{una on

A — P
Caar e ( A (4at™ hayt)

& una wmp\eciofs de (A, <) vy quwe Conserva l{nf('moi Y
Suprewmos.

- Ndtese que en el caso anque (A, ¢) €5 Qcon el orden
vsval , ¢ P, &Y resulia ser 'ﬂ\{‘, los veales extenddes con e

orden vsval . EN mel{'od-u‘awll Se reduce o les cortaduras de
Dede hind .

(C-3.10) TEORGMA ([1]pay 33  L13] oy 1é0)

Tedo COnJ'ov\to para'a‘mcnh, °rdenado puede Ser exhen.
odide a on Conl)un‘TD pamialmcn“e on)cnad-compigh, Conder.

'
Vando Supremeos € ln(imo_;'-. L

Este teorema €5 ¢l vejumen de 6.3 v nos deja sadiidethes

Yor el momeano en (D que Se re!ee'erc o comp\eu’oh-e_; de ton~

,)u‘nro < pa.r;:u(mev\l-? ° rc.lu\ado.( .




33

( .
§1 CATEGORIAS PARECIALMENTE ORDE MADAS
Y CATEGORIAS CoNCRETAS.

11_ Toda dase preordenade (N, &) Se puede considevar como
Una cCategoria avyos objelss fon los elementes de Ay fal
que un conyunbe homn(A,B) Lontiene exactamente Un ele-
mento 5T AEB y & Vadlo en cualquier olre caso.

En el caso de peclases fe puede asegorar adia mal -

Toda. Pac(an (R,u) puede considerarse wmo una ca‘caoni
evyos objelos son lor elementes de A/ y bal que HDM‘_(A,onm‘(b,A) |
biene a lomes un clements (0n elements exackamente s,°AL8
Bea vacis ¢/ Ay B no son Comranmcs). Este Je debe A Gue
S, Fekomﬂ(A,B) y 9€ komAlB,M entonces ACB y BsA,

Por Lotant A=0Q Y g‘:&.p,zo_,,_

1.2 IhVeramcn‘l‘c / toda Ca,l-eaa rie A con la Propceaul da Gue
paro des &- Ol’jefh-i A y B, “\oma(d,B) v l’\"""’t( B,A) bitve a
lo ma} Un e,lcmcn{'o, es oL‘-CVu'JA de la Po(,(ch (ob h, <),

donde !
(1'1"‘) A é- & 4_"=> em'.sh On ﬁ‘mor(tlmb A"'"-)B“

A una cateqoria da aste tipe le Hamaremos cabegonsa

Earc;&(mamh orden‘lq. .

Dam Fodes log Prorofc'ﬁ,; Prac{h},o_\, ) los nocioney de pu(u&

\/ CQ"%'T‘I“' Parc;a(m‘n‘-e orJtﬂadﬂ- CO-thlldeﬂ .

:l"s El Orden O(eeinido enj‘-?--t Surge 9.( wia navra V\a‘ura(

a\ l’\acu- 0*’”6 gen eral;'},au'oncs. Esl'o ‘o e¥p(1£_avemv} en

c”‘c Y ‘v.s .H%)u'ten'}u Pc{rra@OJ.
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SVPOngamoJ que Cdl, C) e vuna pochue (es deciy, una
Ca"egon'a- parccllmen"e o rdenade Con A &Q&EH ‘«omn(A,B)qfﬂ_
Sea hail er UNa Lamilie de elemantos Cobjelss) de .
lon la l'den“{icadofn que hew ol hecho en 1, le de {inicion

4.5.| q,uu)m. "ro\clvc(c‘a. asl:

Seo Xo€ A -Entonces X, & Aa, Si y $élo 57

c;‘) a:
(k) §rved es kal que para cada CeT exiite un A-mor

£ Csmo 12850, entoncel existe un L-mor{ismo
’v-—£—7 *o .

(©» Pava *odo (el C'H‘J*'cj\Un ﬁ-mor{fxr\no ¥,

No"cuc que en (&) el mor(('.smo { es bal que para cada 6T
(‘co(:. q; pves ‘ﬂomﬂcv,d(') Liene Solamente un elems o,
Ruumwnir ) :
351 Yos QaC &> existe una @-foente (Yof—%a.-\r

al qdfvdpara bode A~ luente (V—g—’i—* O.c)eer @vtite
Un Cuhice ) Vvsor(tl'w\- f:ar— %, tal que (;.4:3.-,
para bsdo (oI

2

* / . .
Og.!tvvam&o el {’a nUeva VverJion de la de ‘{amuoa '-I.S.l.

. . '4
vecordamos la conocida carackevitacion de la "UP-oloﬁl‘
intcral de un wnd'un)"o T vcapuj'o a una tamilic de $un-

Cloves (C\': T

2 (Yo, ) Vg donde las (¥, M;\gon espe-
CLoy "'ipalc’ﬁlc'o_\ : T oes la Lopo\ogtﬁ- tnicial ve;,uc,{“. o

(€, w:) Siyselesi dado (Y,0) €Top Y Une boncion
q-Y—%¥ Yal que para bodo CeT fc-ng‘l,o')———’(\l,;m;)

es conbinua , entonces a: (Y, — (X, v) e contivva |
Em\oerO, es b es Sal\o vna€aso par"u‘;ular (cuando U Top—osd)
ey e\ funtor gue olvida Y de la delinicion de Poente U-1nicial
dada por Hovst Hevrlich e Lo
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14 derinvicioh
Cea U:fl —X un Runtor . Dana fuente
(A, A—-i—h A‘lcet en A es U-1nieial S0 v.l’oqn s/
dada cualquier A-Hvente (0 03¢ B— A¢lp v cual-
q,ul'e,r- 'X-W\orcl'.(mo ""-‘ VR — vA ‘*ale,s Que para.*cdo
(el Ofc-‘iz Us, , exdite un dnieo mov{smo

.?"&*—)A en A "‘a( Que U?: "V para ‘\‘odaCéI
Conmutle el Jiaaramo.’

c)
PN
N
A —> A

_‘15 Dua|men+¢) Un d-poro (Ac—{:"A, A)l‘. es O Liral gr
y sdlo s la A°P {u¢n+e(A, forA —4A¢)I¢s O thedal

1.6 besgry Ation . ¢,

Soponemes e U AAesvn fonter
£l'c\ y © Falcl.l Ver Gue Una A. —(ucn"c Ch b

—= A T es O-
\nicial s y salo 5¢ para toda ﬂ-{ucnfe (&g—‘.—?&;\r v
para todo X-mwor{isme ugf——auh baley q,uc()l‘:f= Ug:

‘Oara Jl'u.l.» el ) -e‘l-l!"'c un d)-wu,-{.]m- ‘?'. R/ A tal gue
Ue=1.

MOS *’ranmo_r dt’lord- alsunm "I'PO.$ de CaLeaor(tJ Con Pun
'l“oy&; f('c!f) dc#fn;dcu en c“ai . Ev\ par{‘t('.uhh, en Manm E ‘g_]
enwn“ram'i IA- Y

1.3, Derinteion

Qea. X vna C,anteﬁoru{u ‘oaJ'e (-L:,b).
Uhk Ca—\Leaon‘L é €y Uina Ca,‘-e,goni h"era.l de

'X—Ob)b o con estructura 5/ je cvmplen Loy condiciones:
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(Q,\ Los e'ojﬁos de & son rdr()as (E S), donde T EObX
y f €3 uwn clemen'to de OnNna C,ldJ(. % CK) dl Ol)j!ah.i

q,uc. LY A Haman (a} 8 vCJ"‘Vuo"UnH en L.

(b) Para cada parejo ordenada (L, 15 Y, N\ de G-objetu,
Se tiene "\06’"‘ (L5:¥YM\e L“’mx( T yix (g n)). Los
Vhorf('n'no.\ de 0 se “amara’n ‘G-qolm‘uiUo . Pava
deno"'ar que (@, (e¢,m) Ve L\omcC'C,I} \I,'n\, escriki-
remos (%, 81— (yM) jobieyn, | {13 —M.

Se salisfacen ademds les Siguientay dos ariomas:
(_(',\ Axiome de compo.ﬁcio;r ‘
Si :§—My 1 N—0, entonces grf:f—6.

@) "La esteoctora ey abstracta:
S g F—Y aaun tomorliims en X , entoncy
para boda M € Gy, 'Z‘Hkl‘e un Jnico % € % (T) bal
que f:8 >y {1
CDC' ea{‘os ayiomes Se Si§uec que V.séﬁ(t\)‘lt‘-.i—).s\,

Obyviamente existe el unlor que o\vida
¢ — X
t\-.’).') U (5,¢) — X
(Cgn)r— ¢

Utiene la propu-_'d.(,d J!dufen(‘é :

Q.},'}_) Para %—od—o G-i;omor‘{fJMo cc)(f,"\.\) Yal qve
VL, v e Y. identidad | se hene guwe (£,(5,0))

ey l: -l‘dtnhu&d "!:
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gupon&amos que X &5 vna ca‘caovla tiJl\. ne vatia . (per

ed vesto de la seccion).
Manes, ambien en (187 da las siguientes de finiciones .

13 () Una dateqoria con evele solre X es una pareye (f0),
v Uu:aA—x e ‘M‘eunrorﬁc‘

donde L es vna cq:’«caon’c.

lamado el Bunlor wg_o\vl‘dp de CAW).

2)Si (a,0) (BN son categorias concrefay Sobre X, vn
funbor concrc‘to (q_eunror_s_obrc xX) entre (A,0) y (fH,V)

e un gunbr Fikr—> 5 tal qve VeF =), Escrbirema
CLs un untdr

F [Jl,u\ —_) Cﬁ,\}\ para ‘ndicar que
Solore X entre (,01y (BV)

1‘4 Notese ave 47 Fi(R ) —> (B ¢ on 4onter concreh

enhancc.s C(ﬂ.,F) e c_a,haon/& concr&fA- Sobre ﬂ
—‘“O El d{aamwu.

fl i >0q)

o
U
X

v . .
e la compesicion de Quitoves concretos o3 bambien

Fl
>
o'

muestra qu
funtor concrele.

U.Lo.lsCon esta wmposl'ciofn Y, U sando funlores \dent

L BATx tvyos objetos son las ca-

nevrnos \ou casli cw‘caorm

;Jq,al ) OB k'C..

Ifegartlaj concretes sobre X y evyos W\ov‘(-l'swwj fon los Lonte-

Yes concrelos entre ellag
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HC a—qrvll des sencillas obsevvaciones *

Tod. §¢ € es una ca{'csorlfx litera! wle Y -objelos con estroe-
bura con funter que olvide U, entonces (6,V) e vn objets
de G ATy .

Yo, Si F:ln,0)— (B,v) e concrelo v i@ Fra— 7 oyon
1somorfismo de cahgon’a-‘ s enkonces FTLi( A vY— (a0)
e1 concreld . Qs gve para Yonlores corcretes no hay di-
Cevencin ¢v\"re. uwnorfumu en Ybo‘l(fx e tJo\mor{UMoJ

de ca"‘coorlas .

1-“,0ecfmo.s q,ue Una Ca‘caoru,:. wncrgf‘a. Jobrc x CA,U) ey

/ . .
Una Cal'ejorl‘- d! ’l—oLch;J Con ¢_\4rual'vv‘- s extste Una

uh‘,orm Citeral ¥ de X- obJelos con astroctum tal que
(A, N\« 15omorfo a @ en C AT .

1-\?—.N01Ac(o:\:, La subc.a..n'ca.{'egorc’a plena de & AT §oe con-
S'\s"’e de (—oJ¢3 layg c.a’naor!/cu de X-OL)z.‘LJ con c.rl’ruol'wa)“u/
denolada per S“'ruc‘k('ﬁ-) Por de“n.;cioa .Nrud(x\ e) Uvia
Subca,ucal-caona. P\cna rc.‘nlctb de de @ﬂ 97, . Ehld rrac-
biea se escribe librewmente 6 €S truct (x) v Je afume que
ﬂ es iteval L'_var.\Jo las lorop\c'd.aolf,\ L,.J‘,, oll.rcu.;io’u Son In-

Vav.\an‘hs ‘OQ_)'o (somorec'smo.

1\3 fe;.. (A,u\ Uina ca,haon/a. dle ¥—ob.)'e_133 con ¢J*‘(uol‘uvh y Sea
Fila,u) —> (6,v) un omordiime en Eﬂ(f; ,d.ondc"c & una
e_o.l'cgar\/aa literal con fonter due olvida V., Si f:Aa—Beson

AR -1iomorfiumoe Fal Gve LE ey Y-tdendidad , evilonces UA=ULB
Y Of=4dyp . Por bbtant, UFA=VFQ, vFi=d ea y FE:FAE
€5 G- tsomorfisms - Por la obievvacion (F12) , FE as G-cden_

Yidod y porler = \;omorf;IMD ) te dl-}dc wh'do.ol )
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Asit' Gue para Fedo Ctﬂ,U) é S{’vuc{'('ﬁ)l U flene lo
Y)ro Pl&dt.d St'%u'[enh! R ana/.loaa. e (3.1

0\3” Todo A-somorfismoe § tal que Uf es Y-identidad,
es dl- fdcn*\‘.uoh.vt (e) deciy , ‘oa}. todo A-tiownor ftime f,
fL ey A - tJ-c.nHJd.J— > Uf,a_,\ ‘K-l'den“dad\ .

1.4 DEriNicion.
Un cunfor Uil —3X se llama amne.(n'co S’ saty-

Cace la propiedad (3-13.1).

1.5 Derinviciones (T12)),
Sea. (Myu\ Una categoria concreta sobre X . Entonces !
0) Pava cade objels T de X | Sea Ax la claje do todes
[ s JL'OBJE,tBJ A tales que VA=K . Ax e llama la fibra
Sobre ¥ e U. Ob yervesa que §i CeStroct (X)), By

Z‘ZCE) Jon eunf,m(mm"c la mifnae .

4) Dado un X—mor(bmo ¥“K'-————9)l Y Aétﬂz ) Géﬂy,
olcu'mos a(,vc e es a_d_vx\_i;:t_h_(_'; gfe A o G J‘rcu'_:(w, 1 %Y
(U\(M'co)ﬂ-mor(i;ww ’VJA —3 B $al q,u(UY.:g

].l‘. Sea (a,0) una whgorc’a concerela robre X . Pava cada Y-objet

T hay un oreo rden Canonico Solre A g detinds por !

(116 Acp & Ly oy admisible de Aa B

La Scéuf:nt‘e P,,,Pa)';cio:s nﬁ-plu':A. on foco Porq,ucl hewog

Wecho enlagis en e concepls de foubhr aminese !
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Sea. Cﬂ;U\ Una Lahgorl/&« Loncv&"a Sobre X . € ntonces
Ues ammesice Si ysblo si para cacla *%-ohsets T ,

((ﬂ-t , &1 e peclase , donde £ e la dt#a'm'd-& en
ey )

8. Anelicemeos el cago en que X & la ca‘:caon‘- Con Un

sdlo obyefo X y un sols wor £ smo lx . Jea (R,U) vna co-
l’eoaon’a. Cov\crcha jobvre > | Ax vesulta ser tode la clase de
Obgelss de A, pves Lesun Fontor constante. It ademel
Ve amncgq'co , el teoremna, 174 acabawios de envnciar Qge.
Quve que (Obat, &l o5 Uuna poclase ,con hrgl.oiofs (1 §6J)
Sin evbargo | corne e imagen de todo Al-mor{ims bays U

es 'ig ) la yelacion s¢ Frivializa v de tonvierte en

Quyy A<p & ev-a'slc un A-moer{iims A—> B,

Gy Pov otre lado , dades los aA- *ob‘]elm AyB oy 3, q,é"“"'},,_fhauh...‘(ezﬁj

puede svceder qu tgc kom (AR) o blen , 4ue £ 19 € homa (B, A

En amboys casos UF*Ug = C=3 pues Ves {iel. Pers }oac.dclut.e-

der tambien que ¢ hom, (A,B) f)e\nom (p,A). Eneste
Caso 9o iCHom‘n( 1Y E 9 Gb\om nl B,8) . CDmU(avf)— Uiq}

9.-{ =4, (-\m(loﬁamm-h yPa- =4q - Por lo tants Ceg Wimor—
gllhl N U(’-i;_s_
W b dem osirade fve para cade dos R-objels, A,g) ke
con‘\'uvx'}o komm( A,B8Y uhomg (3 A\ Liene alo wnal un

elements N en viste de V.12 ) Ob A puede Jev erdanade par-
‘a Lua\ comp JQVC Co(n‘mue

. a“‘que ¢y Uey o.wsn;.u'co R %—_ iAzg. He.

C\-a{mcn{c Con '.a. relacio(m 3.2, \,
Pvec\samtnh Lon (H 1LY (c\n otvas palql,ms an, &) covneide
Con la Foa(a.!e. que &3 obtenida de . Vl!nob(ﬂ- Comoend.l ).




L‘
Esto jush?(c» (a ae(r'macio'n que Witimoy al comienie d\g_
1.5 velative a que la velacion (3.2-1) svrge 2n forme natuval
nuevamente
Tehemei Jde mastra do ya (a:
(13.3) PRoposicion .
Ci (ﬂ,u) S Una caleaona C.onc\ret'a, SobreX y Uey

/. * / » +
amnesico enionced A ey Una ax{'eaoru- parcm(mena

o rdenads con el mro\cn parc{al :
ALk = hom ,(AB)%4. 8

Tomando en cventa 3.1 v 3N Lambieh es clare Gue
(719 PRoPosicion .
Una cladse pre ordenada (ﬁ_‘g\ 2 una Poclauu’ y
S(ﬂo 3, Conlfclcrc:ndola. cowmo Ca{'caon,d- 3.1y ,¢‘ tun‘tbr

c_ov\_r\'an*\‘c U’-.ﬂ—-—aY- ey avnnle.n'ca-l

115, La discusion solove efuv\-{orci Qv nesicos (('4.!‘{) (3.18.4))
noy Parm'\lz toncebir la__!‘ Cahﬂov(aj Concnf(a,; Jolbre X en
la.s @ue &\ Cw\t’br que o\vmb'a. LX) amnel.n&a ,como 3¢nera“"

2acione de las poclases.

ey, CATEGORIAS CONCRGTAS TNV IALMENTE
CoMPLE TAS,

A parin'r de a.\wra v L\Mlu. el Linal de la l‘«:.«.isJ S0 pon-
dremu Q.dc l"odoi {Oi [:u-/\_{ovu Que O\V\uah de la.J Calﬂaao-
Y\as C.oncre,t.a-\ solort K Son '£l'e\e3 y amncfsl'ca.\ Para ello

acogeremos len de frnitive) la S(g‘,ufcw*e nuews de finicion

dc C,ahgon'& concreh. Sobre X.
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Sea. X Una cajreae)rna no Vacté» ‘el;)'a‘ CCahsoru’» base)
Una catesoris concreta sobre X o) una pareja

2.l DeriNClon TR .

(V) , donde A efuna calegoria y ViR —x o

vn tyator p{el y amne{su‘.o (llawrads el (Lum‘vr qve
olvida de aﬂ.\.‘q

9.2. gyemeLos .

9.2.1 “emm v\'s"o ya en T84 que IV Y es una c«n‘-caonﬁ con
Un 50‘10 ob.)'e)'b y un sé\o Vnorfdmo vy $iy (ﬂ, .’:\ el uvia poc‘a‘se)
enonces (MU} ey una categoris concrela sobre X | clonde

Urdl—>X es el Bunhr constanle .

9.2.1. Pava toda cahaon’u X, (dL,U\G Stryet () = (,0) es
Cd\’ego n’a. co\nc.ref’a, Jobre X. (Vev 1-“5\

p-2.3. Sea A= Set. Sea % una Ca'l'caorl’a- concreta en el
senhids de T1]] (o, decir, Una categoria literal de Conjunfu
Con esbructors, pevo sin exigir el axiome (i) de F1), Yy sea
U: G—>5et el gunf‘or gue olvide . Se dice (ver [VQ]) que

G ey “oeo)o/ﬁl.cw s¢ dada Una Bamilie (Yo, N lcer de G-0b-
felos y Une Ramilie (K —-—E—g—--hY;\r de funciones eviste
Une G ~asdvoctura §de T lal que ((E;§) e > (Yc‘,"\,;)\r
&5 Una G- Puen'!c U-tnicial.

gUPon qawmeos %ue ‘6 25 Lhna ca\'e_aort’o« r,onc,vot'a. “‘Dpologaiq,

Fal Gve, adema/) y payo 4—0010 COannfo -X:.\/ CUaleJq.utéra 6y ’Vl/

G - ssteucturas en X, ge tiene que! (‘{,Ol --L-;-DC*;:J:)EMW{.
iy solo s{ §c 9. Esmuy Peil convencerse de 4ue ewn aste
caseo € Sa“.!'tace el axioma (W) de 3.1 ,es deelr, (6,V) eg




47
Una ea{'eaon; lihm! Jc cova'unf'o.s ton tﬂ'vuc‘wa. Por Lo }“lm}

por el ejeimph qn‘cn'or, (¢,U) @ foncreta sobre Sed.

En Pa.rhéd\ar, ToP es concrct'a. robre 5(—"-

$3 Sea Urdl==> X yn Puntor cualquiera . Se dice que LNa,
fuente (a, f :A-——aAc‘.\z end U-levanta o una Luente
(X, " T— UA); en X si exiske siexiste un
X- l..SOmor{llma h: X —sUA lal q.ucuTLoL\= A:s pava cada ¢el
Cver Uevrlith Cel) . B este caso se dice Que la. fuente
([C\_r_ es un U-levantamients (o Jt'Mplemenl‘c on levanbaniint)
dc CQJ\[ . S {0 adem&! CC‘,‘\I es U—l'n\‘r,.ul ,(.n'l‘omcq.‘,] un
levantamieats U-rnicial de Caclr.

94 E.S evio\en*c que Si (ﬁ, V) eg Una ul‘csorl; c.om(.rej'a
topologca. entonces boda fuente ({,'% I vemA )

OV\'X- Llén.g Ln U-\cva.\ﬂ"a,vnl.en"o U—t'n'tcial

((L-,(Sc,"lc\\‘- (L, 9H)— (v; M) \1 ,
pero o_.s'\-e \e\/an*amfenfo 2 aalcmal.t olp‘\'mo ,cv\d sentich
de que U (E,§l=K Vv U(fc, (i}n[n '—'PL‘ Vel. E‘S 05{‘6

{'\'po che levan{amx'anf'm los Gue nes van a inte resar -

g-SBEFI‘N'\C'ION e
Jea Uid — %X un fontor
) Je dice Que vna fuente (A-——‘—‘-'—-a AJ]I enn A a5 un

U—levaf&awnen*o o/!o‘l-l'rno de Una }’,-ffucv\{'e (I—@—‘—-BUA;IC
St C’EC\I es U-inicial 4 OA=X y Uf: =9, Vcel.

2Y Un R-poro (AL'—F—C-—; Alr e ona U-leyantamiant

Co o/E‘HMo de un Y-pozro (VA 2,z Vg 8¢ (Cc)t es
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1 U-Einal Yy paral’odd- (6T ,0f,=9..

El Sléu\'en"‘c lema @ Otil y WMoy sencille de demeitvar.

AC\Y'W\A— Gue en b‘ caso en el q,uc el gunhr el ﬁ;e‘ Y amn‘,\fu)

. 7y, . .
los levan';'aw\tev\ro; o,o{'tmo.s Jon U/nlco.s, C.ua.hd.o C%t.l{’en .

9.6 LEmA
Sy Uidfl— X es ‘lfel y amnc(.u'c.o y(A i‘_,,A;\r,
([5—9-5-3 Ac)lg Son ﬂ—'{—uew‘}d U-cinicioles fales que
UA:UQV © avn teda CET )U‘L‘:UQCJ entonces’A=0
\y pare Yoda A LC’-Q“ 1

7Y Volvamos a las poclases. Sea A la categoria con yn

galo o‘b;'a"v X yon .NI)\D MOrfukmo '.tx, Supongamoi Gue
(A, L) a5 ena poo\a.xc y e l‘Ac\“x e una tamilia de
elementos dedl y dve Aveq . Enboncrs AY = é\ﬂc $i

v tdh 30 ewiste una A-Jvente (A" B, A0 elqoe parn

todo Qucn‘\‘e (B —9-"——9.4«.)1 en A, exiite pn Unico mor fimo

Q: B—>A ial que Eco.(::g;_ para lode 6T (Cite @ por

1.30), & ba condicion sobre (Fe )y es claramente egui- -

valente al hecho de que (£)p es uva duente U—lhnc’.:hl)

donde Uifl—X ey ¢} @un‘fbr eovx.shnh./\.\\'qw_:
(9,'.\,‘) A¥= é\ Ao (=S eviste ona a-f;umh v-tmetdd Ch**&"—b Acle,

Ndtege que toda Jvente D-inicial (A e Al eson
U-levantamients OF)\W;MO de la X—{uevde (X -—i—x—awc\r (es
deertr, la Ruente (® ._‘lf—wl\c\t donde boday las hi fon 41)

Dodemos endince) ajeguray Gue:




§a1) A¥s Ahc & la X- fuente (B —Z5 UAc) g hiene va
U- (cVavHaMccnra Ophmo (A*-——g-—*)‘u\I

\/ o [o -‘-an’fo)

@13) Toda vaclaje de A ‘l‘lene lv\‘{-lw\o &= 4oda iuent mx
(¥

S UAJI ) biene onm U-1 cvam*aw\uenfo cp-\mw.

Sea. ps una Ca‘leaon’a, "!—()h. for el resto de la Seceivm .

. [ . . . 7
IVRSPlYa'\dOV\OS en (9}3) ln+yoc)uc|rcmm (a. hocion de
Co}egon'a, Conc(&t‘k l.nic'(almenfe CDMF‘G\.G- Sobrc xX. An*es
davemos algunas definiciones que haran mas man<jables

Varios concepfos towo e:fe.

5. DERjIcionEs .
Jea U: AR— X un fLunTor. E ntonces
Y Un y- morfidmo o morfkmo estrocturade con do-
™Minio X es'cma parejo C@)A)) donde Aes vn f-ok-
yeto y P: ¥ — VA e un - mor.{lsmq

@) Un U-comordismao ¢ morjt‘su Coestruetuvado con

Codominio X. @3 vna paveja (A, ‘H,D‘OhJcA eson
d-—ohjc,'to v £-uA —R a5 un '\(-—Mor{dmp'

@) Una U-fuente con domimo Xy codeminio (A¢ly
€5 una una paveja (¥, ¢),donde X ey un t-objelo y
¥ es una Familia (incicada por una clase) (£e,hi)7 d
vv\or{{smo; es bructuvados con dominie X .

H) Un U-poro cown codoming X y dominiy (AN @ ova

pareja (M, ) donde Y ¢ vna famiha Gndicada
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for una olaSc) (.Ac ,'t.:)rde mor eufmoJ CO¢)+Vvo+ura-

dos ton Ctodominjv X

99 DeEinicionEs |
Sea. (,0) Una categoria conerela solare X..

Enloncey-
() CaL,u) e inicialmente complete s Lodo U-fuenite

hene un U-levantamienle olp{n'mo

Q) (A L) & Linal mente complef-. si bedo U-poro

/ .
‘h?h.«. Un U'leVQn"‘amnénT‘, Co-Op'hMo.

J10: Obrervese que yne. ca\'e_aon,a, CA,u) 1olve ™ & Pinalmente
covnple,fa. st ysole s5i (R°F uer) @ micial mente complete
Lsobre Xx°°).

g\l p""(?-}ﬁ) ) toda poc\au tal que cada vna desus subclases
bene un tnfimo , 28 dnicialmente complete  yroda poclase
tal que cada Una de sus sdbclases dene gvpremo, es
«{,;'ha‘mgwl'g cpmp\c‘h\..

Por otro \aclo/ dada a ,oo(,lnsc (ﬂ,S\,fd Suﬁcfcn’fc gue
teda J‘ubpoola.sc de ella ‘l"enga. )'n}\'mo para que (A, L)
Sea poclau Complei’a's. Es h L\ecl‘m Noy L\0~Ce wvu't{'urar q,uz
toda Ca"lgorl/b' inicialmente Completa es finalmente tom-

plete |, lo cval resvlta ser cierls , Cowno mos bvavemes de

twwmedialbo )

1L Teorema ([19))

Una Qa)reQOYca. (ﬂ,u\ concrela sobre X e inicialmen—

Ye completa 31 ysolo si e Pinalmente Comp(efm.




1y
D emo.s‘kracfog' '

Por (a ObJ&V‘VaCl'OT'\ .00 o Sui‘m’tenh dcmor‘vnr q-e
(4,0 incialmente Comple*u =) (A, dinalmente Complete.
Sea (UA;,—EQ—? X )ier uw U-poro. Consideremos la famika
de tedas las parsjas (9;, (9,) CFD\)'E-J‘ ,donde para Yo
da ceL y fodejed , g :Ac— 8, 3, F T U,y

COnmUt\. el o\;agvram«x

VA, Uﬂc,‘
fc l Uﬁj
T 9

Por ser (4,0) inicialmente CoMp)&t@ y CZ‘.LQBJ\JUM
b-{ucn*e ) existe un U- levantamient o'/oh'w'o (43“—9 Bj);
de (QJ.)J . Por lo an"'o, Pa*a. (6l vy jé-J,c.onmu*o.:

Vg,

UAC <y
F«Ll \’UGS
uA%

)

C:mo (25“)-\“3 e U-—ﬁ\iil'a,( , pavo bodo C¢T existe
Bt A— A tal gque vi.=4§:. Pava tevmiviar Jemos
travemss que ¢l powo (A b A;\I ey U-{imal.

Cea ( A;-L*C) Un fL-pozo y Sea h:UM—Uc un
’Y.—'Mor:(,fjmo Yalgue el Saéu'\ev\’m diagram e~ Conmule
paya Yode t€T .

Uk, ___‘ﬁ_f&:_a VA

I
Uh.

uc
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Por lo banlo existen RET y j€J Lales queb\:g‘iyl\‘-:k“,
ol que 95 A—C e kal gque Ug;= L‘

9.%: §i (/,0) es una ca{'egon/a\. concreta Solore X, por 313
calbewos que para cada X-objete X, (a qibra (Ap, &) es
\ooolaJc, donde ¢ estd definida por:
Ae® & exisle vn R-mor{rsmo p:a— B *alq,m UW:iE-
Sea I\AC(}CGI_ Una svbclase de &, Entoncesla fuente
(L —1;-> UAc)ceI tiene un O- levantamients o;‘-fmo

(A--c—e-—? Acdp . Bs 't—a,c.i\ ver que A= @Ac . Dualmente,
(VRS T\,

s; el O~ lcvav\* amiénlo co-o’PLiMo de ( poro
(g, &)

€S (A; —-c-"—* B\I ,-tnl'ohcu B=\}/.Ac - Por lo xavdo,
es una poclale completa . C Por eso alas categorfas
toncretas  (nicialmente comP\cT}u tobre %, Manes las llama

) U Cﬂ\'tﬁoﬂlai Comro’ta,) de ﬁ‘oras comp‘efu".).

5.4 Toda ca{'egon/a. concrets ‘\'opolo{a;'c._ € Cen el sentde
de [lqﬂ Rue & concreta fobre Set (en el sentide de 8.1) &
inicialmenk completa. Bn particular las del Hipo men.
conads tn 013, como Top.

Para tener otros ejemplos de Cahﬂon'as concreta ini-

Ciitlmente completas sobre X, havenos las Yiguientis de—

[oniciones -

§.18, DEFRN'\cio@m,

Sean (&,0) (V) eategorias concrelas sobre X . De-

cimos que (#,0) ¢s stocatagoria Cresp. sobcategovia

plevalde (§3,v), $i%




O d e Jubca"‘eaon/& (resp. S'ubcw"e_govtlu plena ) e .Q/
(WY Vig=0, e decir, CA,0) &> (N, V) es concreto

216. DeEINieionES |

Sea (A,0) vna Sobcategovia plena de (J3,V) . Bn-
LOnce.('.

() (ﬂ,(/‘ € l;n ictalmente cervada en (D Vv)s/ para
toda B puente V-inicial (4¢—~£—C—e B)I,Se tiéne
que B € A S‘cémprc. ue pam toda cel Aced.

R) @,0) & finalmente Cerrada 2n M,V 5, para
todo Y- poro V-fikal (& —i‘—) AL, Se tiene
Yve Bla .Sle'mpré que para fodo CGI) ArenA,

Con la stca'uimlre proposicion Se pueden oblener mas

eyemplos de categorias comcretasinicialmente Comp letay
fobrex,

SN DPRrovosicion

Sea (ﬂ;u‘ Una suk ca&e@on:\ plena de vna cate-
‘3071& Concrela (@,VS'midalmenfe complef&. Jobve X,
Sn‘ Cﬂ,u) > X Cnic{a)menl‘c Cervada. © §i e {'malmon‘fc

Cevvada en (B,V), entonces es inicialmente completa .

|
Una Svbcategoria plena de Cyul, (B,VY, puede no
Sevr lh@falmen*‘c cerrada en (ﬂ,U))peVo Podem os dt@(“\l'r

SU cevvadura (nicial Cows lo l'mr(ama.{ en los Jlbu[@ﬁ“'f_\

4
NMuwmeres,
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219 PRODOSICION
Sea Cd\,u\ Una Suhm’reoonla. plgna de la Ca.{*csoné
concreba (15,V) sobre X. Bntovces:
M) La Subcategoria plena (R,T) de (BY) cvya clase
de objelos es
0> 18e0b D | existe una B-fuente V- inal (6 2Ai);
eon Ac€Obar para boda tell ,
es |r\fc,'ta(mcn‘}c cerm da en cnY

(2) Qualmente, la su\oca"caor{a plna (&, U ) de [ I,V)
cuya clase de objels s
(9/( = {pe # l eviste (Ac-&:-* B)E f5-pore V-trhal tal
B qve para Yodo I€T, A.;Gobﬂﬁ)

es *ckalm:n‘}e Cormk en f?),V) ‘( 2.1 (C-.'))
vey ¥ .

519, PROPO SiCiON .
Jea CA V) Una Jubcdcepn’u plena de (B,v). Enton-
Ces (Vt)G\ s la M inime subca‘\caor(a plena de (@,V)/
im’cialmen“e cerrada 4uve contiene a (AU), es decir &
L) (A,u) es Subcdcaon’u plena de (E)D)
(W) Cd?t,U) es [nicialmente cerrada en (5H,v)
QA_&) ) ('@,W) es &ubcqifcaon:t. plgna cle (7},V) l'n}c}almqnlg
tevrada y CAU) e subcategoria plena de (&, w)

entoncey (A ,u) es Jobc:‘cgonﬁ, plena de (6, W)
() Co‘-i..) o) es la Chice SUBCa‘)'tgoHZ. plena de (B,V)
eon las propae'd.ufu @y, (&), ko)

Demostracion

) Sea AcObA. (A—254Y e P duentc veimanl '
Por Lo Ltanto AG()de—.
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(49 Supongamos toe (& ESAN1 e vna MB-fuente
V-inictal  tal 4ve para "-odo. ¢l A  €0ba . Por lotante, pa-
ra cada el eviste (A, . N Qi’ )J'”c B-duente V-inicial
ha que pova tade €T, Cf €Oba.
Lo fuente ((B_Ei_) Ac —E-i'-—-acj')fe]; \c‘et es V-inicial
Y por bante R eoba.

QCC':) Ay pon gomos {ve AeOb@. Sea A —f—o Al unae
ﬁ-fuen‘\‘c V-tinieia! tat que para teda cel |, Aceob A
Por lo ‘anjfo, parc tode (6L, A; €0bG . Qoma(&, w)

¢s Inicalmente cevvada, A€ 6 |

(Kv) Su‘aov\gqmos que f&,W\ ) Une J‘ubcaﬂlcgow'& plena
de (B V) con las propiedades (03, (&4)  (cec). Por lo tants,
por ecY |, (&,W) es subcategoria plena de (a,0) y
vice verse . Entonces (e‘T, O)= (€, w) |

8.0 . DegiNieion

Si (a,0) es sobcalegoria plevia de (B, V), entonces:

-

U) (m)a.) Je “ama la CeWQJ.uy-a, (c_;_ c.nva‘vevﬂ'c\ ".f.‘.i..."
g,_i_c_ll de Cﬂ,()‘ en (Jé,\/)

@) (é,_l)__) Se \lama la cerradvra (o envelvente) final
g\_c Ccﬂ.,d\ en (fé_,\/)

8-2\.Ckammen"c U no. S‘U‘Q ca“'cgonlm ,olcno- (ﬂ,U\ de (Biv)

es (hi cialmente cevrada (resp. '(l.hatmcﬂ"t cevrada ) en

(B, v sty sdb si (0,0)= CA,0) Crap(Ayod =(2,Q))
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91 . TEOREMA |
Sean (3,V) Una categoria concrete inicialmente
completa Sobre X y (A,0) pna sobceategoria plena de
C%,V\ . Ewntonces (ﬁ/a) @ la envolvente a-reflcw'vn
de R en @/ donde % son todos las 79-mordismos
{ tales que Vi er identidad.
Dzmoj+racf0;a ‘
Sabemes que Ac A . Sean BCOLD ) (60 —A,),
(a Yuente cle todos loy £b- Mor{uma.{ con dammic ¥
Y todowminic en ObA. Como (B, V) es5 fnicialmen}e
mele,f‘a. la V——{iucn'h (v —= vic VA, ) flene un
V-levantamnt .tho CAq —i—» A )I
Por definicion de A, Apcdl y ademas por
Conmutar ¢l 'h'\an%u’o

fe

V@3
g Ve
\/

eilk{’e, Un ()/nic.o @-MOr{&Mo es; O AB "'-alq.w.
VCB:' ive; Y para +oda CGI., i.: ‘eg = ££ .

Probaremos que (€5,88) es universal
Sex b-B—>¢ Un @'mor("}"'no con C€0h ol
Por o tanto eviste (¢ 9—~—-—) A ﬁ f{,uenh V—tmcul

"'d' g(u.e para ‘l’od4 _)Ej) A Gﬂ. Paro LV\“‘OWC'JJ por

de Plhlc_lov\ de (c [ ) pAra Cad& ey e;u“'e L ¢ L
l‘a' Que q o= ‘e . Diche de otro wodo,

Conprvla Cn 7} ¢l ‘tuadrmLo‘-
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€

—_—

B Ag
fl &%’c,.
© oA

y en X i triangulo

Veg
vi Vi

v

Ve

> VA
VQJ.
Por Lo {-av\'\'o, (’1\'}{‘; Un ‘Mor{f;ma 'i\: AB — ¢ 4a(q,u¢
V"E:‘V( - Pero V(?‘CQ):\/?: ve y Comme Ves ‘{a?.h
-

c’(B=+ e (QQ, AS) eS UnwevJa pava .y ebit
oodoes 5-—r¢{le\({va en fé

Sea s@ Una fulocd-eaor/-/u E,-rc‘{‘cmm de B lalgw ﬂ.cl@.
En par’néuh.r D es lubcajmaon; plenc e B, Jea LEOLA
viea (L hw > B‘Jk una fB-fiente Viniial {al Gue
pare boda keER ) Qg EObA. Sew ¥:L—>0 vna & -veflewsha
de L tal qe Y€ L. Para toda RENR, omo By € D,

. . R
Clu"‘c Un fb—\mor‘uw‘o 31@.. 0D— Bl bal que Conmuta

el dl&d rama

L-——\‘:—-)D

hhlj

B

Pero "“Mhl.e:\ C,onmut& el ’m'a’naula

ey

VAR > VD

V¥




y por lo Yants jpare todo Rk, <l siguiente cvacvads

LA (—ﬂﬁ\N‘d\a'h.VO (Lo"' *'°d'° Y a\'a%or\a‘ \'-
)

\AY > VO
5
&VD VY Vﬁk
A
VL > VB,
Vh,

Como Chh\hck es V-tnadd | ayiste d:D—oL talque
VQ:’LUB . By 4dol ver que ) por Sev Vdiel ,A €5 el waverss
devechs e 12guienth de ¥, [0 ue implice qut Y<5 womor-
4ismo . omo Vel Grnesice , ¥ ed lio.m“vhol Por lotanhe

L=D y ton ello LG.Q- Est demues'l'r& Que Ecﬂy
V\U¢J'(‘ro beorema que do Prdloado.lgl

(37'3_'19_1'_6__ Es tmuy cwnocide el hecho dagresidl es svbca-
‘\'Caorl;- da 5 con inglogion E:a— B ,gv\"‘ontc‘(
dl es re{lenfrﬁ en 5 & € ene un a.dJah*. ITquierds
R % >A tal que si(vg, Ap) e la QA-vedlexion de
B) R(8) =Ap . En el cago del teorema §:.27 A es
re fle%nw. en B y pov lo ¥av\+o ewiste un {,unl’ir R-f—al
gque 2Q \Qa./c,ﬂ ver Cowmo aciva

Dora cada G €0b D, sea Aq el ﬁ*objcfo cownd truid,

Como 2n la ()cmw*}nubf» ) de medo que LQG;A-Q )eﬁ

[a vedlewion de B . Supongames que BLVB’ ey wn
(/:b'-mor‘;dmo. Por Lo *ow"o, &aw\bl'cn | o LomPosl'uofn

| _SE—-——?A 7
R—D 8

) uvn jb-mor'“imv . €omo ee <) Un{vcr.sal/ nu}*‘e un

A\ “’“( que

T g

conwmway ﬂ. "
N R o
i ﬁv
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eB|0£

403

Ae
A
R: B—> Aes tal que R(B)-’AB v R(B_E',Bl\:' $
(ver 26-1 y 36100 de (M), By {dedl observar
ahora que U*R=V, e dear, Ri( fHV) —(AR,0)
esun funk- Sobre X .

Con y.2l Y e'x{—u obJevvacioneJ),u_ concluyc Gue:

€24 TEQREMA .

Q) W (ﬁ,U\ ey uno .Su‘oca‘\eaor\’ao P‘eha |.n‘\c.la|wnn1l¢.
Cevvade da la c.ah.aow'a concreta intcialmente
COMPl&+4- (55, V) Sobre *, entonces (R,U)es retlevim
Solve X 2n (H V)

(A) Dual mende, i (A,L) es subcategoria plena diaal-
wente Cevrada ole la Cahoovl’t\a Concreta ‘nicialmente
t= 1\'““'“'“‘[“ W“"Pl‘h‘ (7, V) sobre X, tntonces

Cﬂ.)u)u coyredlexive sobre X en (ib,\l\l

“0\( MC'.S pvopiedade) in*eresan*ti de las Cu“'es ovias Con-

tretas inicialmente COM\o\e,Jra: sobre X . Por ejemply, {as

(’.a'}ag,on/u concvetes e este Lipo fown ,oreéuavnm*‘e los

OBJ.CtOJ ).hvec*'\voj ton Ydlpco+oa Lhmersiones P\c\qa,;
Concretas enla Cahgtn’& (weyor dithe, casicalegovia ) de todas
lag c.ah%owlu concrelas sobreX y Lun loves concrela Jobre X .

Esta propieded v otras mds los aual itavemos en el capdulo

Sl?ﬁu;en*g _




[I1. C omp\eciones iniciales
Y finales.

Toca su torno a la aguardada generalinacicn del conceph
de covv\p!edofq de vna pocl_aJe . Esta poalu'amu levarla a
cabo de Una manera natural +m.tladando_,“mu¥a“; motandis?

la definiciol (5.3.1) al nveveo lenguaje de las categovias concretas,
Obtendriames (a siguwnls de finicion -

Sean X vna c_ahson& y (A, NV una cal'egorla- concreta
sobre X .Una complecion inicial de CA,0) es una inmer-
sion plena concrela &:(R, 01 — (D, V) ,donde (4,V)
s inicialmente Complct».

(En virtud de 802 I}vda complecivn inictal es {ambuein

Una complecion final (que e dedinivin an‘loaqmcn+.) y
Viceverse ).

Esta e precsamente la dedinicion dade pov Herrlich en
[T}- Pevo la ancra\l"éaciofq de Unwncepﬁ: matemdtico debe
lewarnos a otro Gue agrupe, en todo o pasible | solamende
a ejemplos de interds pam la feocta dentro de la gue se este
\r'\w;{'fgando . Hay veces en que se delien tamolar ejemplo,s
estéviles en benedicio de la fverze layectada a v concegto
que los \nelvia . Este ha sido el caso de ”complcu"m{n inictal ¥,
Las compleciones Jl'gn'.-fica‘(va) fienen la propiedad de ser
tnictalmente densas, o hien dihalmente densas, la llamada

extension E'no posee m'nsuns de estas Jos propiedades,
Como veremos en 510 ¢ en §1, Adewads yara ver eviste
os by extengsion ( vava vez e leg/ljrfwta.\. Por QJ;MPID ) mostrare -

_Mmos gw gl que la extension €':(a,u) — (A')0') de

i3l B




5%
un conjon{'o pqrc,u'a\mm*c ordenado C«ﬂ,U\ es pucaiamen‘}e la
C0mp|¢ cion Jckmfd-" en (5.5.2). Bita constroccion no da
‘u«amf aviaa poda.Sc (es decir (dl‘,()'.) no es l!acq'l'ma-\ S/

(A,u) e una clase Pmpfa. (pues iz Pa).

Por estas ruzomes :}mPa’:Ciamos eon o defincion modi-
(l\éad.a. de wmp\cu'of'\ inicial dade pov Herrhich enl &) (par&
nesotros €5 [0:1 2)). La extension E! es dcsl'crmda de los
eJEMp,o} de la viveva nocion |, la cual se tepara de [a tambien
nueve de complecton finaly per Las propiedades 1mportante
men ciovadas en t}] figuen valiendese .

NotA: Dyrante este capﬂulo X denolard a una Ca{'cooné,
(—\:)'o. no VGCIIO- (Qakoorllﬂ base).

§G FUNTORES CONCRETOS.

Recuc/rde.s.c q,ue Pam noJo{*ros Una ca“egonﬁ. concwht sobre

L sero domada come en 8.1 un funator Cc)nc.ro'\‘o’ Como Je de-
finid en F8 ), pero su dominio y Su codomini Jerah
ahovra ca,{-esor(ol concrelas sobre X an el sentids de 8.1

Apesar de e/uo) {a o‘o)ev*\rac'no’n 3.4 s:gue u;ﬁln‘h,:

Q.| PROPosICION .
Sf - CIL,U] S (@)V) €5 Un {—«)ntbr COnCrcfo)

en“ronce_s [ﬁ., F) ey ud'ago rta c,om,n,h $ obre fb.

Dewoytracinh :

Fts amwn hc'u'c.-: SC&- "‘-A'——" A| on A—ijomor“l;'"“ {al
que Ff:FA —>FA' o5 B —1dentidad . Por Lo tants, FA=Fa' F-{;[M
2
Y omo Ua, amncg,}_‘, y U@: VE4z VAga= ’Lm) 'zu l()cn\‘(ohu“




X

gor\ "'l'po_s ['mpo(-&an"‘u d( {unﬂova.\ Concve+ogj les .Sl'aumn"d-

97 DEFINCION |
Sea F: (ﬂ,u\

Ces

U\ = conservo eJhuobrax In mtnb_ ¢! pare 'Lodad -tucn*a
(FA-—E"’“‘:"_;‘:A )v ey fé “y{n*e

> (V) Un fun%or concvelo . Bnton-

U-l\mcm‘ ( A -—'—'-—3 AL\I
\/"\'vn'c.('a(
) F Conievva u&ruo*uvﬁs fma\cs S: para {odo A- pozo
(FA Fre FA\T_ ey - poso

Uefural ( he —T6 s 8,
V*{\&m‘

3) Fes inicialmente denso pamw«d& PA-ohiehs O,eniite
Unse F-dvente V- invcial con dominie B, (B —— e FAL e

) ¥ es Plnalmente dense 5i pava cada B-ohyele B, exute
B, (FAL"E'L"_"B\I'

Un F-Po'to \/-«(,ina\ con codowminio

4.1 _proposicion .
Sea F:la,0) > (B,V) un funtor sobre X Entonce):

O) Fes (h\cla\mcn*’e denso SV y sélo 81 pare coda BGOLﬂ?
\a £uew}c (ﬂ ! > FA, \I de l‘odos lOJ F- W\or‘uma.l
Con Gomtnio B, es Vftmcml

(2) Fes {inalmente denso si y solo 31 pava cada B €0bB,
el poRO ( EL-- A — B\T. de todos loy F- tomor}ime

Con dominio Th e \/'-e(ha.\‘

1y LEMA
Sea,n (A, ) Subca)‘e\qortﬂ- penc de (H, V), (A LY VA
Una ﬂ‘%veﬂ{i v ([’)i——-——)——‘b 6\3- un A-poto, Cm*oncu.
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D) (Q\t \{—fn(cia«\ = (folp es U-inicial

@) (@J)J' V-'{.wia\ =) Cc.')j\j) es U-%4inal )

Y
4.¢. PROPOSICION |

Sea P cualguiera de las siguientes propiedades:

@) Conservar eitvocturas imiclaler
@1) Congervar es{-ruo‘}uras ﬁinalcs
(P3) Sev inicialmente denso
U"QB Scr ‘.{\v'\a\m'cn*‘c aenSo‘

guPangamoJ que E:(au) — CHV) es cow_reiquue
(V) e bu'ocw‘eoon& plena de (G, W) -Sea FzCeE,
donde <: (B V) —>0g,w) aa la inclusion . Euntonces,
$i T tiene la propredad P, E fambicn la diéne
Demos“'raclb’n :
sUPongdva que F Yene P1. Sea (A -——fl—-o A
una A-dveate U-nvcial . Por lo anto ¢ ﬁA—E—‘fa FA ) < G-

fuenbe Woinicial « Como F= 0E | (EAEE s €A = (AT ray
eshe imphéa que ( Efc)p o5 f-{uente W-tnicial v, por
Q-‘{,es{'a fuente es V-imicial . Por lo ‘\‘ani_o) E tiene P,

Supongamos que Fliene P3. Sea Beb S . Par lo Yantv,
Beob & vy eviste (&K PRI Foduenbe Weinicia! con
dominie B. Pero pare todo teX , FA = & A, Entonce
(CL-\I el E--\’,ucnh V-inietal,

Lo dtma’s e Qr\(’t‘ojo Qa qfo ‘

Cf(. NotA: Vyelvase por uUnos minylos al (apHu(o antevipr . l6me una Cafew

Qov(’t concrete (@,0) sobre X, Prense los dominros de .{Uow‘ed U-'nicia les
de carvadura de A {como 5i A foere un esp

ez a%&? Y A SV

acio et )

AR R ey
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Ves la Jc‘{\' iciov

nicion de cevradura inicial y de cevraduva {inal y mea’vtl~
Con la de ceyradura de yn suoespasio métnie (de un espacie). Piendse
unos nstantes v descobrird euviosas analogias . el avialogs o
314 (oa sv dval) es Y la eerradora de un espaciv (iohespacic den un
es pado wietnce e 2! wmimo cerrado que comiens al SubOSPccio Y
wilentras que elde P13} &5 :“todo cevedo em uncompleto es comploh?
El lema 5.6 vendria a rc,preuv\ku' le vnicided del hitate de una
“Cucesion ™ ( Seria wnds corrects ved) - La nocion de conlinvided por la
derecha v la nocion de continvided por la \“eQu'\erJa,covre.sPond‘crt;n,
Ye-‘pcc“\'va\rncn‘% , a las de Consteyyacion de 444vur;*uval 'lnicia‘e;; y (unfﬁr
que consevva ojtvuctyvas {inales . Esias avaloaias con el analil
Mo pavecen Ser WW% 1;\‘}0,1!-!0'\*0 y mucho menor l'“porh"*ﬂ ) PLY0 pen-

Sando ew ellas € gledun Patilmenke obsevvaciones como las de los
X ’
Sisbleﬂhs nwomeros

%:l".- DEFINVEIONES |

Sea (4,0) VA J‘U‘Qca‘}cgor\; plena de (f5,V] . Enton-
Ces .

a) Cd,u\ @ Una subcaleqoria inicialmen Aenga dc@JV)

S'C0) = (B, V) (e, 30 (A0 Sy (BV) es inicialment:
olenso).

(Y C A L) ey una Jubcdcaon; {inalmente densa de (ﬁ,v)
si (A vY=(B,V),

4,3 OBSERVACIONES

a) COQ,LA ¢y .S‘d‘ow*egon:- inicialment densa de (4,5)
Cy dinralmente dengo de (4, u))

@') Sf FZCﬂ,U) -3 Cﬁ)\” & Un '£Un{'or p\Qno C-OV\(_"&‘to

enlronces E ey inmcialmenk devso si ysels &

(Vﬁ), Vl F{fb) ) ey SuloCaAeoon:u. \;\t(.:‘lOlM-ev\"( denja
de (61 v)




G\

34, E_Qoposfoiolu !
Sea F: (U1 —> (HBV) un tua tor concrele micial -
BYRY c,':r%,v)-—-s(c,wl

mente denjo (resp. fraalmente demso)

conjervan u!’vuo*ow; iniciales Cresp, '{w'\a‘cs) y 8 GF'-‘-G’F‘

enlonces G=G'

. /7
Dewes tracion:
Sea B € OL%. gomo F & inicialmente denso , aviste

F- @uu\’(e (% ——’;‘-—-—9 FhAclp V-inicial con dominis . £ rtonces

tes (GO E—-‘—“—AGFM\; y (¢'S S, Qteac )y

un«

las {uen
gon W- imiciales . Pevs para Yoda ¢6L, GFA; =G'FaL WGi=Vi=

= Wclfé Y weB=VE8= wi'B. Por lo hn*’o/ ko el lewn 86,
G® =G Y y para cada i6l, G{,= G'{:.

¢ f:e—a'e Mor 5 entonces G B= G'R o 6 R'=6"p
N wed:zwG'g. Como We del, G'(-:G'f ]

9.10. coroLARIO .

Sr (&,u) es subcategovia
G ,6" - (V) —(6W) Conservar estrvclovas ihiciales

inicialmente densa de (R,V),

v G\ﬂ = C‘kd\ : entonces G=G'.

Son Yambien l}v\por%n“u {un“‘om concretos loy [lamades

evhns:dno:

1. veFiviciok.
Ona GX'{'enSl'O:\ (de la Ca,Legona concreb- (A,u\
ete

Sobfg X\ ey una tnrherion plona toncr

E:(4,V)

5 HV)




bl

qn- TEOREMA . (una Cdroc"ev\%ado’n de las extansidne )
$i B:lA,u0) — (AV) es on fun For conereto Sobre

X, Son eq,u.\valﬂ’*h-\ l“-‘ Sléu'tenfcj wno\tbiones:

@) E es pleno

(b) & es extension
Demoducia_:g.

(a) =) Por .1, Ees -L{el . Por lo (—tln*o, para demestrar

./ . .
lg doncion ndecide

swe EBesin mersion basd{a ver aue
£:. Obd —> 0b R e l;nycoh'v‘-, fean A,A%Obat {ales

gue EA=EAl . Como dpa€homplEs, BR]S Imorm, (A} A
Y E es pleno, existen l-mocfumes (:A — Ay g:a'—4
dales que E@:‘f_Ek v Eﬁ;iEA- Por can.sig%,\enlt,E(ﬁ.‘f):
=&EA = F:H-A\ y Como E 43 feel , g-f- =4, . Ve igual
manera peg=4dg j porle banto § es - 15omorfismo

\, con ello, Aidentidad . Por eso, A=A 1

c1.\3:"‘&09&-!\'\# (une ca.rao\'cvt"b—ul'ofﬂ de las 1nmersiones concretas),

S\ t: (ﬂlu) ) (73, V) es un {-unror (_Oncr&ﬁ,

Sovn eq,u-walenfej:
(@) E es A e rSiom
(b) Si ¥ y 1 ‘(5:‘“)—""‘7(”)“\ Jm ‘f»UV\ Fores ooncre'fos {ales
que EBF = EF, entoncey Ri=Fy

Bimoﬁra(,igé_'.
©)1=2ab): Sewx CEObLG. Por hipedesis EFCCY=EF, (o).
F\ (C) = F»LCC) v .(.II

{»':Cc-,.f-y 1=

oo & € il;\\/eott'vo en los ObJéfaJ 3

{,G Morﬁ en{ovxce_‘ Fif=- Rt pves EF,

A . 7
4 Inmeriion .
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bi=n@) : Basia dcmo'ﬂmrq(uc E e inyectivo en log obyetos.
Sean MBcObA tale que =A=ED . Poyr lo ‘(an"'o) VA =VEA-
Veg=08 Jea T la categorvia terminal con unsble obseto
AL yun So,lb Imof‘ff:"MO 'LJ'L 3 W:T—=3X &5 el funtor
lal que Wlay=ya-=us , WAl al=4ua, Wes fiel y
Amnefico - Por lo Yant, , [T,W) eg tabegori sobre X . Sean
Foy B (T,W—(A,0) tales que F(Y=A B, (N0,
¥ ( L_,L)—_-AA \ P,_(i..n_)':-is . Porlotant F, yE,s50n fon-
tores y claraments U = W= UE, . Por lo tants F,y Figon

concrehs . Ademds EF ()= EAzeg=EE (a) v EQ(4a)

= E‘F-;(AJL\ . Doy LOnJ\'Qo;chté E‘-F\=EF1. Por(la)) R=F,.
Evlonces A=F(R) = E (=g )

q.14. Deno%aremoj povr Gflg; o la'cas:'cdeoorci euyos ob—
5‘21’05 $on la s ca*‘eaon{:u Concretis Iobrexy Cuyot ot a5—
Wl Son todes lo) Rontores concretos . Ests lo habiamos dedy-
nido ya en (F101), pere vepetimas una ver ma's que ahoy
los olode‘?s Son ca‘legom’u C°hcve+aj Sobre A en el sentids de
2. Tambien:

(.') El teoverna q. 13 Wue;'h% f(hc; ”amcn*'e que la g
lAmersione concreles Sonm Frec-lsamen'ic los wiomo-
MOrfdmo_\ tn @ﬂﬂ

(2) 98 implica que todos oy dortores concretes Tnicialmente
densoy v que eonservaw ey tvucturay I"’\-l(.l'dlcd’ $on epiimsyp.

Loy ew la Subcaslca{'o_gor;«- de ‘Cﬂ?; cuyos obyehs

San Hdo; (cu ca‘-cgorléd concmf‘q sobre x y Lvye) mor-

fmos Sow tode, los funtores concvelo, 4ue conlervan

&f‘évvc} uvas inicia (eS ]




Gh

(g)) UV\ rc:o\-\ado govprcv\de.n'}c,ola{‘ovﬁdo por “c?r\l.cl'\ <

W\depev\dicwlew\en*b Y dc manevra dl"?ercn'*c ,por Brommer

v o ffman (ver [11) es el Wecho
wh COw\p‘chus Solre X Son prcc'lsamm‘}e

e © ATy con ves pecto o exten
4. (c_ap.m\';

de que las eategorias

concretas inictalme
los o\g)'g,\'as inycchvos

IS » . «
siones . Uno mplicacion Se demostvard ev

\a okva , agel (a16)

915.0e FINICION,
Un €A To-objeto (93,V) es flamade myective ton

Y“Pec’w a ertensiones Y si pare boda extension

E- ((ﬂ)U\——’(‘,W\ N bodo {.uqt'or conc
5> (nu) tal que en CATx

rcle FiiR,u) ——-aCh,v))

eviste yn fontor B (L, W\
conmule,
(n, U\ E__, (c,w)
@ 3
F
(®,v)

Lie. TEOREMA |

Todo categoria toncreta sobre
p\aTa , e§ on 5ﬂ7;.*05)e{’o |'(nyco“vo_
Dcmoshacio’n '
Dados (B,V) ,Ey F Como en T8, cons trulremw od
Fr EaF,

A inicialmente com-

EF: (o,w—> (V] bal ave

7/ : .
dade la beenica de Conj“(vccm/n.

Un ‘{iun \'Or
Obsévvese Con CUL
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Supongames qee (F,V), E :(a,0) —3 (6, y
F"(M,U\“""'ﬁ (ﬁ, V) Jon eomo en la dedinicish 9.16, El dué,rn-

wa Sfca'uien*é es awvitonces conmu)fa'hh:

para x‘oda Celb A , Jea d = (C :

lﬁ JQ "Od.os lOI E—MOI"{»;JVWO_S con dom;nf-o C. POr lo “ahﬁ)

(Wc-.\’is'_"_.> weE®B/ )E. *(wge _‘1”_“_;, VEDR: | @ ona V-iucn*(

< 24 E'Bt:)c’erc " {-u;n-—-

\I,doJo que (ﬁb,v\ ey lv(\'cia(men{'e Comple't«l{h]“'e Ve
B dvente Vinicial (B, (B —FE—FB:)p) balque
Vh, =Wc y para cada 6T, VE = We,. Jabemos que
este e ¢l U/»'lico V- (evan"am:&n‘h o{;"'\'Mo de (We, ).

Se diéne entonces una Juncion

= 0b G > Ob H
) Cr———— B

suPowgumoJ Fuve C—g——bC‘ €y un ﬂ~mov{f&mo.

~— -

gean CE)C-—-C—L—-O FB")IC Y (Bcl —E'L—b FB-';\tc' (O.\

\1—l¢van+am ienfo_g o/p’r'amo_\ de Wdc’— (we —W—-c-‘-"—-—awexs;)

N} de We = (WC‘.\Q_/_‘:;L_5 wE%J‘- Sy oy e pco‘kvamen"e. ‘
[

por lo \an‘h )V\I‘: we —3 we! ey bal 4ue para tods

je "Ec, S VE')- Wi = WC_: e W2 :W(C; 't) , Pero Cjo'ffdc

/
asi gue existe ¢ eTe tal que C;-’i = Cy

por lo {*anfo, para cada J'e‘:cn )conmu‘t« el dt'aaramu:




b

=/
V¢,

t to lmphc@ que ‘!Wsl’c un U/V\ICo %-—Mor#um. B, — Bl
\fal Qe vi=w¢e, As!, para cada parceja (¢, c') de
- ob;cl'o) esta dc‘emula. una 'eun(_lm
E ] L\OM‘ CC,C ) ——-—)hamﬁ(ec,ec')
e,c' - A
fF —0ou ¢

Con ayoda de la tidelided de \/,es dci) convencerse de

—

que CoOn F ¥ Fc,c‘ Se ob'}léne. un 'Qunfor*

Se .,
P € 7,

qUC por COW\OJI-O‘&J de no“armu por F .
F‘. (5) W) — (ﬁ) V) (-3} Clammen‘l‘c on fvn""or Concrc'h,

Fulta demostrar la conmutativided del diagrama (¥ :

Sea ACObA, GA € . Sea Agy=( BFEE g,
Ia. 'f-uewh e l'odos (OJ E-—Mor{\imu Corn deminis EA.

Lomo B es pleno, para cada €T existe a;p— b,
*a(@uc Ea, =0, . Sea(BEA € —t 5 FGB el

V-\e van kamiento ophmo de

{WEA:UA __kWCC = Uag > WEBC:UBQ:)I , p,r {o *an'}.)

P(AYQ {”Dda (el COhMUt.a. et ‘\'y'm)nﬁolo '
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Por ser La \r V- Cuial ,existe it FA— Bey - wmorfume
LO(Q,uc vh = &-UA y pave cada c€X E;.’L\': Fa..
Ahova bien ) 'iEA Go(BA. Por (o dante eviste Lle€l tal
doc Ciom dgy® Ba, - Pero BAa= eay B s ohi
as/ qve Qg = {A- Por con.ﬁ%o'\cv\’%
Co, h = Fa,= F&-“:. 'LFA-
Dor obve lado, VCh oG Y =VhY Goa = Lua We, = 'LuA"—VM'tM\
Comd V e L‘l\, | A 6:;,: ‘Leah'

Por 1o \*ani'oj b es tiomorditme con vewod Ceo v, dade

, hes 1dentidad . Condoimas as que

)’

q,ul. V es amne,sfco
A= Qg FA.

Para morliima la coga wds se
g\' A‘-—ﬁh’ cMor A cw‘oncu E‘E'@y F{ son e‘mmfil

de hom,, (FA, FA) g VEE{= Wit =0 = VEL. Como Ves
L\ , FER=FEy

N el

Q.REEFiNiciOIQ‘,
See E :Ca,0) — (B,v) una extension .
Sa dite que E e una ex\—enu'o:\ uw\cial )

Sahs"tace la n'qjufent’e proptédtol:
gl' G ey Un cuv\hr Concw'fo i—a‘ que G‘E ey e)(i'en.l}gf.

. 7
una e)‘hnuo'\

enJ('OV\C!S G e lambien

o 4ra()iciona’ de extension uencial

Es-&a, L8 la de{fn'tc}

( en Algebhra y en Calegorias
en Fai th CCI] Se en(,ucn"rah la
Sea G vna m{eaor(a, (Faith lo

A vn obJ‘e“o de G .

, pv'\nc'npa‘mcnf’c Y. Por CJe'w;plb)'
3 Sl'au'umlcs de 4in) ciones ¢

hece para abelanas ) Y
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Enlonces:
MUno extension de A es on mone mordisme A—s E.,
(1) Lo extbennica 4 — E e esencial Sicada mor{imo

E—® ¢ monomorfisme fitmpre qoe A— E —B e

monomorfimo .

Una extension esencial B (d,0) — (5, () es entonces u-
ha ertension esencial pl'evm en sﬂj;_. Demestvaremos en

el CapA'ulD W q‘uc Une eld'tnsiofi S cscncial s v.ro'). $i
es fm'c,fa.| y ‘ffna(men’h densa.

1.13. DEFINicioN

Una 6$*ens'|07\ E‘,-'.(ﬂ,u\ —_ ffé,\/) e erogtb si noe

es I:Somor{hmo ( es dectr, si no es Supra yectiim en los

obyelos ).

4.19. TEoREMA

Para Yoda ca‘eaon/«. concrela (nU) sobre X, sehiine:

(.q)(ﬁ,U\ es \'n'\c';almcn'}c COMP\cTa.

by (Au) e3 GATy - imyeckive

4

¢) Toda extension €:(R,0) —(F,V) es une Seccion

en ChT, .

\

(@) (2,u) no tiene extensiones esenciales propias,

Dem ostracion -

(@) =xb) g5 4.16. 5 (br=ace) ey obvio,




6Aa

(SEXC 350Poh9qmw Gue E: (R u)— (M, v)ci vna
extengioh eu?\cial de (A,0), Por(e), e;c'ﬂ*g
FL(P,v)—(A,V) concrets tal que FE= ‘Lm,uJ-
Como E es esencial | Fas extenrion, Por lo tandto,

F tambien Yiene (nverso 13quierds «n CAT, (per(ed).
Por Gonn'auien’ft F e Caty-tomorlims , Por lotants, B
et GAT, - omorficmo 8

En 4.9 Moshavemo_t la e?v(va(cncl'& de CJtCJ o ndi—
S elones .

420, NoTA MPoRTANTE .
Observe que las definiciones principales dadas en los
tres Glimos para'grafos (2%, 83 89) ye5 decir 14,
Ty, 30, 9.5,8.9, 24,816, 820, 92,201,915, 413y lag
y las propiedades de los objetos en ellas dedinides v

g ve demostramos en por eyemple  3.(,8.6, 8.12, &.13,
g.14, &1, 9.04,a.1,9.3, 1.4 45, 4.4, 410, 9.12, 413, 9.,
G.194 (son los que nos Interesan m& en eshe trabajs ),
P_q_e___(}_g_v_\ fer expresgadag vy oiezvms’tmdu pora a_:a.n'-cdc-.
ﬁ_g__v_w_la_J , exac{amcn‘l'c de la misiva {orma Gue tomo lo

hicimes con categorias . Esto se debe aque ensu formacion

S‘é\o in\'cvvt’cncn nociones asociadas con u*cson’u Yy $re
pueden detinirse perfectamente para casi cateyorias (mone-
Mor{lkmu, c'ou.mor?lkmos ) liomorhmaj, fucv,hg,poao.s‘
waTorcS )Yc“cﬂbmu ) ete. . Ver (a.l.n‘roducc-w{a) ‘ Hay gue
Cvidar estos dos pequedos detballes :

@ {a de{fr\'aciof\ Q.5 ypare gue ic pueda extender ne debe
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hacer Vc"erenc(a. a 547;. Pichsese. simplemente como
la Jc_el'm'c(o-fs de una c4.-|¢gon/a. (o de vwa casicateqevia)
concrela l'nyeo‘HW'- (y no de un gﬂf;-oh]&"'o w;yech'vO).
Et SCSm\Jo de talle ¢ 1goa)

(C¢) Bnecl teorema .16 ,en verde ¢vauarla prepie dad.
¢\ por medis del termine “8&.7;-:ccclo/n " vsese “fon -
tov (‘,om,rcfo on |nverjo 'l'th'terdo Lo"cro+o’(

Tenemes encrvente estos delalles | poes no podemos epten.
der CAT, . Wablar de wa caci categovia detodas las caji.
C_a'l’csvn’au Concre,TaJ Sob'rc Una (A{ical'cgorlz- x ,Scnlp
*‘M\tO Cormo \aal:lav dc (a casi ca+caon‘. de {*'oddd las
casicategorias ,lo qve Nos condvuria @ paradejos tips

. . ./
RUH&“ y GomMe yo mencionaMmoeos en \4 m{'roduc.uon_

Con las anl‘erioru cbsevvaciones en mcw‘cj cada ver
q,u& Sea Necesaris ,viaremo¢ Una dgf,'n',c,:oi, o vha pro-
Posicion de las mencionadas L enSu version para casicate-
qorias . Este "hvuco” no esnecesario pero 51 muy cimods
lom{cimlmmh en la J‘igu‘unic Seccio’n ( *'CV\JN,n ﬂtpechl
valor lag versiones parG ca.n'cahaon/u Be 911 vy a.5). Por
CJ'&MPID, en (018 demestramos que Si ﬂz'ed leg”ﬁna.
entonces (AY) v?) el imcalmente camPle,fa. 1 Sedtt e
lcgzl’rﬁ;:o- , Sevd un coralarie du'nc."o cde &R (vina vet Ad¢c.
mo;‘mdo Gue A’ ey In l.cia,(w\evt‘le ctrvadae en AR, Sial
no ef l(.a{jn}nau, no podrd tonsiderarse como vna eake-
jort’a- o como una ¢ rbensioh c,ompfo'tn. de (R L) (vEanse
las Jccin]c('onq en é\o ),f,;¢m bodas sus &arao‘er(;lfuu

pn'morc\ (ales (como la de tener (o )orupl'eda.d de levante-

- ' 3 . + .
Mwﬂroi oplnvvw_( q.uc (Arqo‘{cn’eu a ‘M lmaa.lm.cn('% Lovm =




Ea

P“—T“l Je 5\'3\’&'\ compliends, de medo Q-dc::‘ se acepla
g-0 oare CAJc'Cakegon’aJ, fu aplicacio/n prduce una de-
moﬂncfofn casi fnﬂan\'a’noa de 10. (& ¢ no se mcep‘h. .3
pava cuica"egon’d y lo- 8 puede devnostrarte de todes wo—
dos y sin vsar pr’op(edades exp\lfil-as de ﬂ—‘q,uc no exten
dcgn'uidaj para casicategonas (del miime modo engoe

e posible modificar A1 y G.18), Esta es una Sitvacion
h:olc'a. entre los vesoltados de §10, que probablemente ten.

r 4
qa. JUl valces en lo; SiQu‘tcn‘l‘ej L\coho.s:

Vs
Dado.. Une Qa,"CS Ovio- €O (,retx. SOBN-‘X, CA,U)) c.onﬂrw'_

vemos en §10 extensiones inictalmente densas de ()00,
E- (ﬁ,U\ > (fé,\’) ' donde (1), V),lcglgl—thu- sne,

es “l'nfc'ldmev\{'c wvnp]c('a" Ces du.ﬂ’) 54{-13'{—“& la. con—

dicion de \cvun"am(a\lv-l aip“mo.s y . Luande sf Jon 1:3’;{(—

nes, estas eytenciones fon (as lavnadas com,o\eu'onc.s
iniciales Luew (o CY. S A e c.a,‘l’e,gom/w , Lons bvuccio -

hes de U‘Q "l'Pé J'lt.VV\BY'G Je p_gv.d-cn @ll"bac (como lo

hearemes) ; AUngue en muchor Cagos po den lvgar a ea-
begorias legiimas . Supdngase ahora goue se biene el con-
cepto de complecion tnicial pava casicategonas y gue
L’ltcemol ta..( C.onfl'vupclonc_; £undam¢n{'a|61 para vna
Cajica{”cgowfa. (ﬂ,()\ .Nada ne; afegova Gue en [a construe-
Cion de una de eatas “COMP\ccioncS” E (N, —> (%,v),
B np es lel ”oong(owura.do " de bodeoslos wnﬂlomcradu
Co algo similar Y1 ; G3Y comp nada nos alegora Gut lag

wm*ruuionc.\ Wechas p ava ea{‘cson/gu corevelal o con-

dvican al cong lornerado de tydas lag clages . La diferen-

Cla e Fre wo c\ui“c {‘ wna(orn-erado de bodos )o.f Cdng\o_
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mevades en el siitema fuml. mentel gue adophmu,c)
eval ) apesar de todo , No necesita ser extendids por

el momento pves, ¢omo 'mol(u.vnos en la'mb-duccioﬁn)
es de nterds primordiel desarvollar la beovia de loy ca-
*‘esorg:u vsvales ( '¢9lg'l'l;n4.(, Si fe pu-;[crc) . Dor eso, pava
hoja“‘ro& (R VYDIIJ I'mPor"dn'h -lnvqhbdp las condiciones
Gue deben Jn.ru-{accr' | oy (.a}c—gov(a.s @ncrctu para tener
wmp\cdoncs lc.a“u'mu y hallar propiedades de erJ“’aJJ
Gue rewmo ver los cimientas para ‘'acomodearles a noestres
l'h"ercici " Re euc;qu ao'emal.r q,w la cxl-emc'o"o de los
{Undamuﬂ-o; o YcSut’.\\M (,l f?ro}dltvvux que acabameys
de eyponer , pues Surgen otvos Similares o s compli-

Ca.zla,( , pa.ra h(,ul'vo *"mha,jo ,l» O.o\fcfo:l del conc.cp""b
de c_ar“‘e\ &S \nconduccn“’!,

El pavo.lara{o stquiente estd l.mprcs nade <on ¢l

c;px'\r\"w de las ideas cy-puc.s"u ;¢ sv leckura debe
aclarar nuestros rezovamienios

. , /.
§lO. CONSTRUCCIONES BASICAS .

K Sequire’ siendo una categoria 2ija . Supondre-
mos tambicn , alo largo de esta seccion , que (A, V)
& uno (_a,‘leeorc'a. wv;creft\. Sobre X . @on.fjwuircmaJ

ex fensiones compleciones iniciales y finale pare
Cr, vy,




1)

[0.] DeFINKIONES

1) Una ex*'ensio/n micialmente completa Cresp. Pinalmen—
te completa)de (d)0) es una extension
E:CA VY — (ﬁ,v))
donde (fb,\/) es inicialmenk Cresp. i(na‘waen*i)
comp\eta,,

2) Una complecion tnicial Crap. complecioh Binal) de

(A, v) 25 una extension inicialmente Cresp. final-
V\ncv\h) cOmP\c'tm B2 (A0 — (B,V) qoe ey tam-
b1 thicialmente densa Cresp. finalimende densa)

‘O-Z-Uv\a ex’ren.n'oﬁ es \&\icialmen{z comp\e‘h- §i vw'lo'ﬂ es

ft‘na\men*c c,om'ole.fl Cedr. ?.\7.‘)

[0.5 NoTA ek,
Sea T 60bX. Enloncer:
M E denotard’ la clase de todog loy hnore:';mm
e5t vecturados (U-w\orfl}mas . Cly. ?8) eon dominie X,
@) Z-X. denotare la clase de todos los mordismas
to eshuc\'umdos (U-comor—{u'mu) Con codominiv XK .

(0.4, ot AS -
/ =>
0) St A es ona Ca'*egona pequenia , —1xg Y 2% Jow

con:\uvf‘o.\ B edects, Ezc U (homx(t,uA\ xA)
AeOb A

@)Sr €= “ac,i\d) &I es una elase de winebismos es-

. . oneseamrd
*vvc\'draclos ) eJ dl.cu-j S\ ‘gC g-_-z.,g ) en{oncaf La pa-

veya (X 4) puede verie como une U-fuente




4
(T_) (X —&l—éUAC\t) ndcada por la clase T . Forpmal-
mente NI embargo, no para Yoda ()ﬂf.uen‘h (X, %) con
dominiec L Je puede pendar 3 como una svbclace de
EE . Por eyempls Ona duente del esdilo
Y.}/QUA

~
{:UA

@5 una U-4uente pero no es sub clase de E:” {no

&3 la muima fuente gue (Z §= 4c4,m01) ).

Bsto por fortuna o vepresenta d-‘g icoldad alguna . En lo

que Jléue Lrabq_{arcmu easi Solamente con los SUL"‘M:)W#“
de EE Y bastarie con lr)ehl'ff:'car los cley conceplas :
U"@UCn{'e con dominio X y “svbdase de .'E'.g:“. Con

m al puc(sio'?\:tnunq' U- Lvente evalquiéra (zp(rﬂ—e OA: ),
bastaria con identificar la familia § con su ymagen .
Hevrlach Lo hace en [8] y nosetros lo haremos tambien al-

/A
QUV\GJ vecel en (A MD{'G(AOV)) pero Como a_pa.rgccm/n [-an{'.()*

(con A€Ob )

/

‘UCV\‘\-EJ LOVNO ('/[a;c; de mort(fmo,\ CJ"YUL*’UMJ&' an Qle'rhi dc-

Moﬁvad\onu, op{-anmu por dilevenciarla v dar la iguiente
de‘(v\lcio/n :
0.6, DEriNieioN |
Sea €T €0bX.
Y Una Me estyucturada con dominio T es una
paveya (X, ¢), donde ECEE

@) Un pozo gshuo{wradv con codominio _:_X___ € Uwvee

paveyu (M, E)  donde MC 2 g .
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10.6 DE FINiCIdN |
Un wapeo entre Poentes (estructwudes) es una
+6VVW~ (S, £,8) ,dende £: X —> Tles un A-morfis-
Mo \y B¢ eomplen ademnds las Siacientas conditiones

&) (T, ¢) v (B ¢') Son fuentes estvicturadas.
(Co) -Paya todo (a,A) € 1\ (a4, Rkt.

Doalmente, un mapeo entre poros €3 una berna(§, 4,5,
donde §: T— X! EMorX y ademes:

' (¢, X) v (j’,E‘) Son poies estrveturados

22) para bodo (B,0)E8 (A f'ﬂ\efl,

[0F NoTACION . OBSERVAE IDNES.
(1) O, denotard al conglomerado de bod as las duentes
e!"ruc‘turadu_
L’L)/‘(t denotard al cong(omeraao de todos los mape e
entre %vcnfes.
®) Fsenbimos (F 1) : (L, ¢)— (TLE') © St lemen
te (g, t) > (€4 ¢)) para indicar que(f,f,!‘)G/‘((
(9) Dada 1: (%, ¢)—> (xl,¢') ) (J.X_.) f) es sv dommale v
(I‘) 4" su codomintd - S taw bien g: (X;If'\———a (x" ')
de«t:‘n\'rcmm la Comloo;iciofx Lovn ot g

CS'JSJH)’LSJ Lel=1(%, 5“)?‘ )

Es facil ver que (¥, g-f) $'YEM,. Ademal, paracada
(T ¢)ev, , (54,81 M, .

Ean 44;‘4) (U, A, &om) cod,e) Lorman unc cayicategoria.




1

B o) — (A0

10§ DeriNIEoN
. /
Q) A e la casicategona evyes 0
es bvvdkuradas v cuyos mor fumes

(Zv-w"c.l , ey decir,

dL1: ( UU ‘/‘(” Jom,cod,')

@&y El '{U»\t’or que olvida de ' es el -Fvn'f'by ( entve cad( eale.
‘5\’»’131 \ uh Al — X {al que para cada ('rlg) e(ﬂ., U‘(];‘”.‘E

Y pave cods (g, ¢)eM,, o'ty 18) =%

Ejgfoj Sonn MM las {vcn{u

fon o odes los mapees entre

0.9 TEOREMA .
Ci ' e5 categorio (e decis s W'
ces CA‘N') a5 UnNne t‘.w\:aon'@ concr

e$ \%’\.\.\ ww/) enton-
e initalmenkz

eom‘olo—"’a sobre K.

La olemoﬂ\ueio:s 4 dejarewmes al lector. Es muy simple §¢

Se Hine en evenla ¢ Siq'u\m"é. (ewna:

(0.10 LeMA .
Svpongamos que A o \eg's-‘\'waa. . Enlonces
M g, ) —-————-a(!'tc"';\ {X‘:,M\I.s ﬂ’--’ucv\*c V- inicral

@>§‘-‘{(0«-£;,A)\\a,tﬂegc L) =

— !
:{(ﬁjA e =\ X ‘ Ci.lS‘hVI el Y %Alci; Yales qve (ﬂ,A)’G"’C)A)s

ce . .
(+) €l s‘,maam“((xi,ga-iuiﬂ—‘-% (3,4))ss V- Final

S {oda ¢¢T, Ca-f;,A\cgaf

f= ((o)A\GEx)pam
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Para reau\*adu poa{'ev‘tor&) yJeva da qran obilided el

0.0 Lema

Ci (5,V) €5 una svbcategoria plena inisial mente

eevrada wn Cﬂ.',u") (y A' es ,e,gﬂ\?mu Y,entonces:
™ (‘K‘,X\[s'k 3, (E,5:) e fo-Juente Voinicial &=

es O'vinicial -
) ((’TC,E;)(M)-) fX/{)\t es fo-prio V-tiral (= o U"{lha).

(reevivdese 9.4)

[0AZD & Fivieion . PRO@OSICION -
Para cada A€OLA , sean

Go.n.) £ ={lUa By, | A2ep ¢ Mord),
Para tode fchom,(a,g),
(§a, V4, 5,)¢€ L\omﬂ_\-((UA,S.\) (Ls, gB\)
Esbo de fine wn fualor

A >al
((o.l')..z\ e A Ir-—————-—5(UA,§A\

> (gﬁ) U":is)

AE-»B
bal que U“B'=(),

1093, TEOREMA
/.
S n' es ltglltmw“ entonces E‘.‘((ﬂ,l))-—ﬂ(ﬂ‘;u')
€S une txtensior micalments tompleta de (,0) que

Con Servo €54Vch‘UWS fli'\a(cs pero no necesariamen—

fe conserva estrucloras iniciales y en Qenemf
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no es wncial o \Qtina.\men\‘c denso.

o« /
Demostracion :

q.12 \‘mp\(da, que E' es CX‘hn_s(o:\ . for (o danhs, por

> (NLU') s extension mictalmente

0.9, E': (n,u)
COW\’S‘cTL.

Para. dc,mp_;*mv qoe ‘B! conserva <stvue boras e"“ﬂ-lf-\,
eon sidevemos umr  d-poro 0-fmal (A s Mg
Seo § = {€a,8)€Fg | pava oda ceT ,(a Ut A€ ] .
Devnos fvaremors qoe 3= $a, delo cual, en viita de
1o.11 () ) Se conc\u\'r:. %ue el d‘—po‘&o

((fa,, 08, §2) FE/A) — LI

€s U‘-efnq\,
Cea (a,b)ﬁf. Para eada (€T (ﬁ-Uﬁ- ,B)Sf‘cy

por le tante ew'ﬁe on ﬂ‘W\Or‘Gt]mo AL._Q.:'__aB t+al que

Q- U{; = Ua,; R Qomo en X. eonmufg, el Jl'aaruwu.

UA. ___(_)_i_(‘._—b VA

a.
Ua - L

- uB
y (‘4‘:\1 es  U-4wal, evite un A-mor{ismo
a: A— B 4al que La=0o. Por lo banl (G,B\:(Ua,b)e'gr

Clavamen'e £, C % 8= %,

/ L/ .
En \.a proximao Jeceibnn  Se damf Un chmPlo en ‘\que

&' vio Conderva estrvctoeas Wmiciales ni e ‘mictal ni

£lvia\menl'é deviso. 1
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E%: ¢(nu) — (AY6Y)
(044 DERINVE(ON
Seo. X€0ObX .Enlonces:

th Una fuente debilmente cerrada con dowminis X
es un A'- o\oJ'erD (Y, 1) (e deci'r, una buente ostvyve-

burada con dowing T) que :al-t's{acc la siguienls
tondition |

. L ﬂ—- ' o _(_
‘S" Ca,A) ef v A— B e5 un mor{um ,eNnton-

tes (Vb-a, BIES.

2) Un powreo débilmente teyrado Con codominio X, e
un PO o ‘estevctorade (V()E] Con C0dominio T

tal que .
St Aalen y a—"—-aA e on A-mor{ismo , entonce

CB) a-Ub) en.

10-1S. DEF (NICIOVES . OBSERVACION .
W At es la Subca.sicd'caorlz, plena de A evyos obye-
fos son +odas las fuentes debilmente cervadas.

x C oA
@) vt=U 22 At — X
G) Si At es (ecd:'}u'vna.s, (qY, ut) es una categoria concre-
ta soloreX.

10-1 PRO POsicitn
S o‘{‘ es ]egn-a'ma., en'lonce; Cﬂz, ut) es .SchaJ’ogon;.

plena 1nicial y Linalmente eervada de CALU'Y
Dewnostracion |

Seu( (¥ %) —-——-gi'—-—-é (T, ) )I una oq_‘—-f—uewk

Ol taicial  rupongamot fve pava doda cel, (T, T K0bAY
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Por lo ano (10.10) f: {(a-{.d” C“M’ei; ,t‘—‘rﬁ
ea (a,N)EE y Sea A._E_.) Q EMerAA. Entonces exislen

(€T v (b,A €S, tales que (a,A) = (b f;, A). Jea L6L.
Come (b,AYES: v (X;,8Vear, (Wb, RVET, .

Por 1o dants, per definicion de ¥, (Uf-a ,B) =(ug-b-{:,8] €F.
Esto demuestra que (X,8) €0k oﬁ}y soe (A, 0™ ) es Inicial -

Men*e cervada en Cﬂ',u’) . la a-‘m af{rMu}o:s € anﬂoaa...

[0.1% coroLARID I,
S G(L‘ ey ’eﬂ”l'ma. , Cﬂt, oY) @ S:;mu\‘la,neamen{c

refleviva y correllexive Sobre % en (V")

Dewn o1 bracion ‘
Ce Stigue de F.24

l0-13, aoroLARI0 2 .
Ji At es \eg“iww. ,entonces (A% G¥) ag micial s

mente complefa.
Dewostyacion »
Apll‘quuc (0.9 y 13 (tomaendo en cvenla la neda 9.20)

019 o 2as & RVACION |
Para cade keObd, (uh, §,) €Oba.

C
0.20. DEriNieion -

Sea ET.(4,0) — (47, Ul)z el fonto, inducide

ct- E! R
ofl

Por &'y ey dectr,
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[0 TEoREMA
S A ¢ (&g”limm entonces
EL: (o, 0u) > (N, oY) es una COMpleciO; Imicial

@uc wonserva e:'{'ﬂ)c*‘wmi f-q'nalcj. Na hecc.ran‘amcnk

« S . . RN
€ complecion 4!l i concerva estructuras thiciales.

-7
Dermostrucion :
at :
Lov rer E":B‘ld ; BT 4y extension. Rs » 1018, e

extension \nicialmente completa ,mfen*n,s que por (0.13y,
1.5, conserva @tructomas fivales . Davewre ejemplos en It
Qe d#mo){'mra’h que Nowecesapio mente e wmpkdo-’a frhal
hi consevva eitructuves $niciales .  Falta devwmostrar ue
es  micialmente denso.

El ¢ Inicialimente denso:

Sea (Z,§) €0ba® . fara tod. Acqt, E2(A)=(0A, §,)
y pare bods (a,A) €8, a:T —s A emy,x. E faci

ver e () —2 (04,8, ), areg @ one At-funk
, \
Yy gue $=z [ (ha) lexiste (qAlefy exishe (,BYES, +al gue
(b,8)=(c-a,g)} .

E./\*omesj por 10\ v 9.4 ,((8‘,{\ -a———';-(UA,f*\:E‘(A]} R
o A€
ey EB- ‘f—v-en{'c O~ inictal § e

_E_?"- (&,0\ — (01_3, 03)

10.21. DeFRivieion
Jea X EObX . Una ¥UCV\("¢ J’ewxiceyradﬁ. con JOMini
X: €5 Una fucvd'c esfvumturada» (I/E\ con domliﬂl‘u ).

que satisdace la sigoiente wndiiod -

ST a,MV €8 v (A= A)L e vne Jucnte
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U-thictal en & tal que pam cada CeT, (Uf,-a, AdE S,
entonces (a )€Y,

Dualmen‘h Je de';l'ne Ln pozo scml.cérmdb con todomninie x

\023 DEF\N'\cio;J . OQs :RvAcio/N .

(.” dl eJ (a Su‘ncajl'Ca,lc,aorl/& P(Gnd de ﬂ" duyos olu'f.h.ls,.‘
{odes loy olyjelos o todos lor objelos de A qoe fen alavey
"(—ucn{u sewmicerraday,

(_'J) 3= (J'zloﬂ

) Sv Ad es leﬂ ﬂima / (A3,u3) el una od’eaon’a concrela Jobre X .

(Q.’U{.PQopw{cioln :

0 At es 'egﬂt'ma , entonces («13) oY) es Sobcateporia

plena {:vialmcmlc cerrada en CA? ),
Dewostyacion .
Sea ((X‘c,gé\m (% 5”E un A%Jomiders V- fi_
vial lal qve para {'oda_ CeT, (Ic,f‘-\ €0b A’ . tomo (Y, 0?)
es dinalmente cerwnda an (n',0') | por 10.1) y0.10,
€= {(a,A) | para cada csl , Ca-f:,A)¢ £

Suponaamos que (a,A)€ qu v que (A i"—-gAJ)J
es tnaq fuente U-tartial tal qee para Yoda ceL [ (Uh;-a,A;)ex.
Jea vel . Como (4, ., %) €M, (Vha de 4 €3, .
Por Lo kaﬂfo) para toda jeJ, (Uh; (aed:), A;) €§C 5 lo goe
3:) €0k al) . Cowo

Wnaplica que (a-{; A)ES, (pues (K

Sy,
esto e pava Cade VEL, (a,A)6¢.
Poy lo_\—anTO (% %) € 0b p3 8




[0.15 corotArio | |
S At « (eglc'ln'ma ; (lﬂ’,q”& Sobcategoric Lorre -
€(€¥|.Vd- de C't\‘)ul-\
_Dfemolhacio:z )

-2y

0.2. coroLARIO 2 .
St o1 es lea,l‘h'ma- , entownce! (dl.s, 03) es tnicialmende

Co MP\QT&. .

10.23. 0os er vacion |
Pava cada Aetba, (VA,$,) EObA

[018. DEFINEION |
Sea EI:(A,0)
eide por B* : ESsE

5 (A3, 0%) el funbor concrefo 1ndo -
o

R

0.9 1p0REMA .
St od es {zg Hima entonces E3.Cn, o) — CAY03)

N .o,
€ una COmplcthV\ mmal Que Congevva astvoctums 1ni-
aales yg{na\es pere No necesariamente comple -

.7 ‘
clon $inal,

4
Devnas tracion .

Por 10.26, l0.2l vy 45, B e una r_onqp(ccd'o:\ tnictal

que Loniiev va estyvetoras «@ivm(c_\. Damostremas L 12

tambreh conserva iniciales :

Sea (A'E—*’Ad \y uma - pocn{" U'l;f\l.(.l.Al.

Sopongames gue ((_X)J) ..,_?_:______; (UA, a.) \I es Al fuen
fe vy ave P LAE S =B ——> UV g,) =0b & Ua
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'X—morftim«: lol que parateda (6T, conmvule

UA:m UICUA §, )

Probavtmos que (8 £,54) €0b A% (e deuir, o mapes

entre dventes). Sea (Oa, ») €fA Ll A 2ap 6 Merd.

Paro cada LEX ,(U&- (-)A(,S = (9, A;):(‘iuAc'Q; ) A\ €S,

pves Mw«;) A )= (Udg, A €Sy,

POr lb tanto , eomo (A "'{'L“AL\I o O-tnrcial v CE,S]GOBJ\"J
vesvlda (0, A1ES.  CQomo ademer (T,5) €0bat yp,ﬁ—)geM.,a)
(Ua-q BY 5.  Porlebanl, €3 1 %a)c Mord

En la h'gu‘nnfe jeu.'w/n Se d-ara’ un Q&mpl. en "1"*‘ €Y no

el ‘zt'nalmcn"e denso )

$y @3 « (egﬁirm, por lo.y , lo.te Jo.lly 10.10 ge 3abe que
on A-poro (K ¢,) —Es(®E,0lp e Otfmel &
g sols si §: Lea,pre Bx | paratedo el (a-de, A3, \ . Pora
Juenter no e ban sencills (En la seccion L, Severa’ envn

eyemple que A3 ho necesariamerts e micialmente cerradaen A%,

{in evbarye, la n'auiow*e caraclerizaacs de lay Loante, 0Y-fnio

cales e Okl y WavYy ddeil de probar.
P

[0.%0. pROPOS (Cion

Supongames que A3 & Ieaﬂgfma Enkonces la
(€% ¢ Shto) (T, 8)) di,"l’—-{.oen‘{c)csulfw (ial
Si \/Io'l» si § e la sobelase mds pequene de :E*:.rqoc
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ratisface las sy vientes tondicioned
(L) para fodo cel , (S ,4:, §;) € unmapes entre fuende
() (F, %) @ “ucnfc Jc{bilmen‘h cervada
bic) (EI §) e foente Semicerrade.

EY:CR0) — (af oY)

[0 REFNvICioNES
() Para toda fvente estructorada (E,8), 50 poto spuato
(%, ¢)°F e un poxo extructurado ( (M, %) que 6ons ta pre-
cudw\mjfc de Yodos log Mo:{(smo toestructurados U?———>X".

ton la pro plédd-d de quc para {‘odo X ———th en €,

eviite un A- morfimo Bi—’ A dal gue vtz ab

2) Bn dorma Qn'a,oaa.j para. poos estrvctvrmdes M, L)
pode mos definir la doente opuesta (Y‘L,'E_)"p,

) Una \euen',c cevrada ton dovmtnio X €5 Una {uey\-(-g

estrvctovada (T, 8) con dominiv X, kal gue (& §)#°f=(5,¢)

G” Un pozo eerrade con codominio X e un poto é;%m-

burado ('YIJX:\ con ecademint E‘%l que
(q, TAFO* = (M, X).

———

(03). DEF] N1EION. 0 BIER vAeioN
/
() aq"i es la 505a+egort& p(emx de cﬂl eVYod ob}ef'éj

Sow todas las 'vanl'cJ' (cr(adq
)y V4= U 4y

(3) Si aY es Iegllltiwm, (aY, VY] & wvna categoria

eancrete SobreX .
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033, OBsERY AeioN .
Tddg tuu\“'l Cevradcx es J!L;'mgn"'g cerra.d.a.y Semnce-
rrade . Este hecho, que no demostraremos aqo(, implica

que caY,oY) e &ubca+¢30vl/~ plem de (n‘,o’)’(e svbcaif~
Qahgor\:b).

10.34.: PropPosicieN

St O@ € leg{ mae cn+0ncc! C/Lq,u“\ as fu‘ocdaaon‘»
Plcna. -C;'na,\mcn'}e cerAa LN Cﬂ})c,)3 ).

« A
Demosiracton .

Sea (('Ewgu) "—‘E""“'-‘)(x;!))l un 013-p0%°,03—‘#:.na.1 $al que

para bodo (6T, (¥, &) €Ol Pr la observacion hethe dei-
pues de (0.24, §= {ta, ) pam‘!od. cet, (a1, AYeE -k,

Por de {inicion,

CZ_,S)OP-’- {(e,b) € )_‘x \Pau bede (a,A)c , exsste G_F__.A ol gue og;q.b}
(Z, %) "*={lap) € HEglpara tode (g,b) E(x,i).?,: xiste e‘—)A tal que UEsah)

Quevernos demosdrar Gue £ (317" Sen=(T. 1Y,
§'= (I,g)o'”- Clavamente § ¢ fl. Supongamn Gue (ahlcg
Sea LCT. Queremes Vir que (a-3:;, AVES:. Rare (I,_-,‘EL-\GOW\"Y
por lotanTe, §. = ('l:¢,f¢]°P°P. SiM.=0%,% )%, 8 o, explicd amente,
(e, C1€ By | parckeds (BT, eritte plac lalgee Vbz b}
Sea (B,LIEMN. . Iy (¢, eleg, (ery;, e €€ y como

(B,6) €, , eviste g 2 uc talque Uez(efabze (f0)

Por lo bants |, (D, 4.-bYeN . Coms (e, A) € eviste

4: 08— A {al yue Ug-_-. Cl'(f,;o\ﬁ:‘ﬂ'f;)-b _ Qoy 1o tants,

(a. 4., AVES; 2

s
x por comodidac & hace este aloso de notacion . Formalmenle es
bd 4
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[0.3% CoRoLARID |

Si A o [e,gl"l’l'w\a. ,(ﬁq,uq) es torre 4levivn en (D, U)

[03¢. CorotARY 2 .

gi p’LU e (eg/llfmm )(dq)UV) e imcialmends Compk'h.

1033 orsERVACioN .
Para cada A €Ob A, (UA, Ta) € Obnt

(038 . DEFIN‘eiON |

(A ‘
gli= g3 L — Ca, oY)

10.39. TEOREMA |

{, .
Si A" e leg\*!ma-)en{'oncej EY 0l — (A% oY)
€S .S(muHéneamcnb uno. comPlccio:q'micigl y ona
Com plecion Final de (4,0).

Demostracion .

for 10.36 y10.29 y 4.5, EY ¢ una z.om)o\ec'lofn micla |
de (A,0) auve conserva etvocturas niciales v tinales
Ahove loien, si (X,fleOba’ y % =(x 1)
@) facil ver que el poio
(BY(p)Jeale®) , (T8 ) (q

e qu-poio Vv

JEM
que $={Caa) | pamtodo (BL1EN | (ash,A) eSs ] .
Por lo tante, por [0.3Ny lo. 10, ((“:b , b8

)
| (8,b)eM
Un é\( poo (/“—-glb’lﬁ, gon todominio (2: 5) .

Y Yéempla?_aw\w en las de{'mic[oae) de Cdt",u") (n=1,2,3,y

evin{‘u OJ{ruC‘}ura daJ pPor posod e.s"wc,‘uracloijob*u’wnnol
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las eonstrucciones duales de las E™ eon las propiedades

Jua(es. En iorm- vesumida pmcn{-amu estuy cus‘ruulbno K

10.40, DEFINICIONES . PROPOSICIONES |

(1) CIL",U" ) e5 la wn’ca*eaarfx tuy o obyelss son todos los
potes esteuctuvades y cuyos mordimes son log mapess entre
PO'&OS U'\'VUG*UM()N. U—l es el :Puvx{’oy- que olvida layJ ﬁ’l’yuc_
*‘dval .

@) Pave teda AcOb R, "zA: (&, va ) €2ua | 624 ¢ Mora |

Sy ﬁ," Y] \eaﬂﬁm& s entonce; el {Uﬂ‘ror

® > d”'
E* .l A vr—— (7., UA)

¢
A—s @ (’*(A , Ui, n&)

es une extension finalmenbs Covv\plo‘fA. que conserva

e.;l'rw,tvm imiclales pere no necesartamentt comsevva estrycto-

Yag e\'naln y €n Qencral no es [nicial o {innlmm*& denjo.

@) (Il—l)u'l) e) la .Subca,sica.haon'a p(h’m de Cﬂ:',u") euysd
0b jetos son los poos debilmente cervados.

Wisi a? o leg/l‘ll'm;u, el ‘{unrov- E_zi(ﬂ,b)—-*(ﬁ-L,U'l)
IMdvado por Eal vna comP\ecfo./q ‘?'ma( yno necesa-
Vt'amcn"i COmp'ec'lo:x l‘nicia’, que conserva estrocduras
miciales pere ho Necesariamente finales. Adema’
(ﬂ"l)u—zs es una svlacake Qor(n, rcf(ein'va y corredlexiivo
de (a7, 07

(5)(&‘3)0"33 et la subcasicatesoria plena de A% 0) euvyos
obyles sen tedos los D020 Simultaneamende debilmende

@ evradol y Jewmcerrados
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) Sy A as lea{{-l;v\a. entonces ET3:(,0) — Ca? u‘3))
el {run*or conwelo inducide per Et & one comPlcu’of\
fav{al que conerva estruvctovas tniciale y hinaleJ pero
no necesariamenie e co-mp)ccl'o(a inicial . Ademadl

(a ™) es svoesteqoria  redlevive de €AY, 0™ .
Gy ca™y 40 e la fabcasica{cﬂawa plena de (&7 v™) eoves

ob)'cnf fown (‘odm Loy po‘tos eemeo;.

(P) S Cﬂ:v,u“‘) es leaf{-n'm‘h, antoncer B 1(A,0) — (YY)

./ . s .
es una complecion rmicial Yf.m.l que conserva estroe-

buras 1niciales y finales . Ademads Ca™)vY) es svbca-

}Q,Qanln plena l'n(c'mlmcnl'e cevvada de Cﬂ»-‘) 03) yper

lo bunbb vna my J,.'?{cacio:\ rcf(em'va. de (7Y, )

04l NOTA
Obsdvvese Lo simetvia que evitke entre (@1, 09) y(a™, U-!J)
y B4 No e didiesl darse cvenbe gue estas comple-

yem{‘ve 4
F : (%, $) — (T, 1) eson

clones Son uomor{,as‘, Si

mor{{sma de 1 GVHOV\LQ)) paracadu (a,A)eg’, (a_OiJPr)éf.

Suponaomu fve (B,b) € (E,E\'op.x, que (a,A)EQ'. domo
(arb, Aleg, exirte b B ——=AEMorg {alque Uh lat)-b=as(b)
Ror lo banto, pave cads (8,b) € (E,51°P (@10 )€ (g, 1)
= E) v (B IO,

§i My Sen tale; que (L, §
> (N, ') eon

entonces Lcmo.s o‘tho_J)fmr)o que B (%
ofq.-Mor'{efmo. Se Pugde d¢mo:&"’ar QGue el {unt'or
(A, o™ )

S VAU

(g,§) —m (g, 5)°P= (n,X)

($,¢,8) — (m, 4, ")
eS un \Somo r'{-‘\JMD fobre % {»cLl q ve

chu:‘.E_q




a0

es decir, tul que para cada AcOb A (Mg, UR) = (VA £4)°".
SM Cmbargo, Neo ew{’mnmm ew detalles /Y Fue bodo esto
Seret yn corolarie del teorema 4.4, demostvado en el cqp“vlbl
v, Lo que Gueremos ahova ¢) mencionar ot mezclande

las constrocciones EYy BY | (e obliene vna conplecion (e~

hnor'{-a. a a“a.x Y Quh,o.’ mafl htha“,

(IO.LNVJ) Sea A¥ [a Ca.ft'ca“egorlltt. de l'odad las ternas
(n, X, §), donde:
U T et un Y-dbjets
W e Zg
) fc EX:
& (q, ¥r= (X, ¢)°P
) (% ¢) = (m, x)°F

Les Morfumu de ¥ son morditmes g: (W E§)— (1 X F)
YTales gve 9: X — £’ es un X-mor{igmo ypara cada (A,a)eN
y cada (b, €1, evite un A-morliime {1438 (on Ut=b-g-a

Cuvando (dl*, v¥) e ‘egﬂl'm-u, el funtor

(R,u) > (at, v¥)
A (71“) LA, %)

(IO-"“. 1\ E*- £
A"‘f"’[‘) (("]MEA)) U(a("\l)fa))

es une Complecion (nicial vy Trnal de (A,0) e

WMoria a eY Yy gy,

. . s .
Tcrmmaremo_& 414’5\ Seccion dcmwl'rano‘o q,oc {XU(‘G’\

CQ*‘QSOY\/AJ concrc‘tu JobYcX Q(..U-c o.o‘Ml"l'cn las Lomp’c-

C\on ¢ auve "MW\OJ (,on.:‘lvw‘olo_
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(lo40) TEoREMA | 1

Toda ca"cgan’a, Concrele pegvens robre trene com-

pleciones niciales v tinales . Con ma' prectsion,
Sus complecioney € BT EP B3, £Y (2Tt
Son legitimas .

. /
DQW\DJ{’raclan : .

Sea & una ca*‘toan'a pe*vcﬁ‘\. ) tfll— X un 'I,g.\f-,,. diel
y amnc/:ico (e deu‘r—) Cﬂ,U) Une ta{’caon'a toncreta peyvevia
Sobre XY, Como mencionames o Io.!.l(\))f&".,xyz.:
resvHan Ser con.]un’?u .

Sea (Z)g) € Ob d': . Como be ¢ Una clase, T ¢ un

conymb . tomo e E g > % 25 un cwu'un?‘o . Por le l'an‘l.)

(E,S\ ¢S on Cond‘an?b . De egte mode bodos los elem enas de

Oba' sonm chjan’_OJ , o que l.\’\ﬂp“Ck tue Oba! ¢s ona clase.

Ahors bien, s/ (X, ) y (E)3') son A'-objehas ,entonces
vn mg,?{;mo da A entee (T, ¢) y CE’J}"), et una terna
(5,9, %) on donde ‘#:Xﬂf'(y(s){,_g’)esw; mapco
enice Joentes) | P, [0 kanb ,

|f\omﬂ. ((Te), (5,¢)) c Lt)x kam_xcz:, %) x(g’}
Esto implica ave hom't; @, (x,

§) 21 vn conyonh |
Por lo "anh) A es ‘egﬂl'mx

[0.43 ~onsERVACION |

St em lay hipatesis de 1042 e sopsne ademd
que X e Pequena entonces tadas las extensiones de @, o)

¢ dn) 0" (Pd""‘ n: Ly, tl|i3) "‘) Son cu*taovl‘J concretas

peqoenes sohre X y Yo 4ue Obl! « (U (obx x @(Ex\\.
Xcobx
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S 1. UN BaEMPLO

Dwanf‘e eﬂa Jeccion X gera ‘a ca{eganfn terminal con
un Ssélo obJ‘cto T v on solo Mor?ismo ‘ig_,

111 §uponaamu E,,UC Cfﬂ,U) es una ca{'cao yia Ccmcrc}u
peguene sobe X . Por lo tanhs , R es un coannf‘o parcial-
mevite ordenado eon la relacion dcf:h:‘dm en (110.2) .
Ademds :

(1) 10.4% aseqora que (A,0] hiene todas (as extensione
g ( n:tl)i'zJ vy, 4) Y Gue (a’l") o) e Upa ca'}egortﬁ.
concrele pequena (pave nzti,£2,23,4) , ey dectr on condu'n"o
parcialmente ordenado. Elorden en este caso est
(T,8) ¢ (R ¢) & existe va dMmordims [ (X,51(8,5")

ED '1-'& -'(K,S | —— (X6 as A™ morfirmo

, = ¢lce.

(2) Cada clements de A' @ dela forma (X,¢), donde §
e un COv\JdnTo { ('1x R Ai\l}(‘.él de U-morfdmos con dominys
€. . Obscyverse $ue 12 oparece en todas [a parejas de ¥,
de modo que Se vueb ve insustancial . Podemos identificar
cada ¢ = '\(’ly) AV Ycer ton la famiha ) A"(lcel: e (PCa)
Es ta idenhf{cuc{oln e vds nteresante de bs Yie pud iera parecer

an 0N pv’inﬁlpl'o‘ = e#ech/ ey ute vna {uncion bx’yec‘“va
6 0ba — PCA)

"’a\ %U? S (i- )SB Qﬁ( v SeJra./ dado por (a ?avu\\l(q_ )I(il)A“) &l‘elj
gh{‘DnCOJ 6('2:) $) = '\ 'A“:l\cel . Con abolo de notacion , Gx,fbf ,

En visha de () pera cada dos obyelm X 5), (X g") de




A%

A 5e hene

(£,8) ¢'(2he) & 1ot & GELNE G(x,¢)
Porlo tanto , §:(oba!, ¢') Y (PCA), 2) <5 on igo-
morfisimp de poclases.

Viendo o (P(ﬂS) 3) Comes uno ca“eaon’m Cefy. ?.l\, ers
‘g—a/ci\ deducr que G es un gunﬁr de ' en Pca) "‘a(qﬂh’
(«'(I} §) —— (X ¢ er un AL mm‘i:mo , G(£) es el dnice
elemento de homp(‘a) (€,¢") . Por Jopoe,,)fo_’ G (el vt} — (&), v)

(eon V:PCa)— X ol constante] @3 concreln , (es (semnorfiams

CO“CVC*D) EV\ la Pr';o{‘li:a. hoe vamos a dish'ngufr- en{'rc

Ca'y "l y (PCa), 2).

(3) Una discusion ana'l‘oaau puede hacerse entre (27, v7Y)
vy (pPlA),¢C) Existe yn 1somorfismo concrete { por banlo
de pocloces):

F:l@ o) > (PCAYy <)
tal que st (M, TYe0b At y y = JCAL, g1y, enton
ces F(M, )= QAE\,).GJ . Tambien a vece, Udchh{nmvcmu

n ton t("l)r).

(4) Como se ditinic’ en 5.5, para cada AcObd, Jean

A*= [ peat | AcBY
A= ( REA lBéA} i

Bwn otras palabms, AT= ABeA lexite Un A-mordisms A-—BY ¢,
Lﬁ. {uenfc d~e '}-oo{m lDS A- MOV{I:(MOJ Com A-avn'ln}o L' y A-::.
(Béoﬂ l"\“:&“f Un(ﬂ-mor‘tlfmo 9: Q;-——)AS ) €3 el poro de

todos lo, d’l—\modf_(mcu con Cedominie A

Tupon gamos | por compdidad que Ars ﬂ Acdeer y Gee




af

- {
A= [’AJ ‘)'CJ . En (1o.201) 54 dedinio’

Yy en (10-Y0 (2)) fe dedinio:
M= 4B 0063, |02y peMoral

Por 1o {‘an‘l'o, en vveshvo cajo FER tdg, Ai)'lce-]: b4 147““}:135 '
Esto timplica aoe ’
Glua, §,) =hagy = Al
y F(M,, UM = Ay = 4

\i

Ulon la nformalided oo la idendificaciin @ 5,2 A yN,= A7)

(5) En (B5.0) , dedinimos la Loncion
WELTY ) (Pla), <)
' A w — A~
)

, eta otra doncon

_{cn, L) ——y (PLA), 2)
VA — At

Estay dunciones sonn umpkcl‘onu de (1, %) en el sentids de
(5.3.2) . Considerando o (A, < \) ( Pn), C\ y (PA), 2) tamo
C!A'l’eaovl/a_\ (@l, V), (Fcn), W y CPCAY V) [donde Wy Visn don.
Yoves constantes , (aqot lew diitinguimes para hacer la difeyencie tntve
(Fla), 1y Cem,2) ), £ 100,00 — (P, w)

9: (0, 0N — (P, V) vesvltan ser extensiones ) £ finelmen_
te comp\c,m, 9 Tnicialmen te Comple't'a, .

la vazch mas simple
¢ Qe g el preukamen“c LSRRV G e la extension E‘,pquc
Con o idenhidicacon , (A} = A= (¥, ,0A) y

%{A): A+: fl‘\ = (UA) EA) La. manera {»Orma‘ de decir c.st'o) ef
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YG fon -Uomorfn:tmo.( q(uc Hacen COnmofar los dldam—

la sciauleﬂt% :

mad

g7 (A" /vm',v
(4,0 /2 lr— y (&0 l
\-’("(d‘l\,m (P(M v)

De paso ,e.s{o dcmocr\m wmp\el—amcnfc el \-eorcmaCS-"l)

(Q)Tmbad'ommw ahova con (ﬂ.“lu")'o meyor dicho, con 50
iSomorfo (It*)u*‘; (vease 16.%) -Los objetos de ca¥, vy son
ternas (W, T, ¢) sujelas alas condiciones 0) = (5) de 1041 Co-
mo X es el dnice oljele de X y aparece en todas las ternas
(7, %,$) de ﬁ-‘,eoéemos q.ud-ar'o de dichas Lcrna.sa de modo
Gue Los ohjc'tw de A* fon ahora pa)re:]as (m,¥) tales que 'FL( X,

gc.:-t".".-r y St Sal'u{aceh ademas las ct'guievﬂu condiciones
Cver (1o .4tV )

(4)'Si A E0hA, entonces (A, 4z Yen 51 yusélo si para cada
(13, BV€¥ xishe un A-mocdumo F:A—a0lal que uf-=1;

(5 Si BEObR, entones (g BVE T si ysol si para cada
(A 13 ) e, exitte un A-mordums F:A—Q tal que f=dg

Lﬂ*)UVB 5 un Conjun}'o parc'ta\menfc ordensdo con el ordon:

('Vl,f\ < \ ("\‘lf\\ = e‘kl-i{c, un ﬂ,{mor{”'mO _{(’Vl’r\____b (.,lplfl)
& g, —— () € Mora®
(= pava cada (A Ay Ve v cada (Ag, B €5, exis-

ke, Uv\dbnnw{l‘sw\o { - A—> B tul que Ui.-'ék[
& Nem! (e §es')




1%

Como en el pavrato antevior, (§), pensemos cada fuente
es%ruo“umda ( X.‘) t = k ( lt) A "t \ como el elemento ’\Ac‘\t de
P @), e 1dentidiguemes fambien cada po 2o estvvclovado
(m= ﬂ(ﬂg ,&g\‘} , T con 4] 15 € P(A) . Tradvcremes ton
este ‘diccionario " lo diche Sobre Ak s Perd antes de comenzar, re-
cordemeos Gue la relacion ¢w & 2 ASD 1y ddle si exiite on A-
morfume A—0 e equ\vabnf'c a Aty sivysole sildy es admi-

sible de Aw® (efv. 10l y 3130

d‘.* e el conJ,;nR paro’tu\mmh ocdenade ecuyes elew endes
Son paveyas (M $), donde M= ‘lAE ‘JJ., £ \ACSI c fa) ,y
Sa“is‘{-ucn : ’

M §T AER, entonces AEN si ysob si para cada BEF
exiite un A-merfiimo fiA—> bal que UQ=51. Pero
esto pala Si ysele si {g 1A—0 ey admisible ey decit,

i ysdlo si A ¢ B pars cada BES

5)"Si BEA | entonces B ETED paracada AEM, 1giA—B

erv admisible &> A 4B puvacada REM,.

El orden po.ru'al ¢l de A¥ est
(M,¢) &' (', 8) & pova cada A€ y cada BES, AcR
> ment (e g

WY shice Gue M er ¢! conjunts de cobus 1nfenores de §
o Sea, M= §" Cetr (@30 ).

(BH)" olite gve € e el wn\)o‘h}‘o de totas Supevidrel de
ey deerr, §° »\'{“ (ver (6.3.\)).

En 64va; palabras, los elementos de A¥ son parejas
('Q, g\ € @(ﬂ\x@(ﬁ\ ba le gve 'Vl.'t'cf y $ =%. Los elemen-
oy de AY Son, poes , Ypdos las cortaduvas en (A, L) (cf, 6.3)




El orden parcial de A - .(.”'1}5) sUm, sy & men',
eoiniide con ¢l dado en 63 .l (A¥, UF ) €5 entonces
e\ COV)SQV\TD parclh\mndc ordenaalo comp\ch (-P__. Sl\ de )

que se hable en 6.3.8) H

Cormo para lode A ER, §ac At M= A (vease parrafs

9) arr‘\'o‘-) ) cl -@ov] br (lo-vi. )

« [ (40 y (¥, 0%)
E A — (M, §a)

{
A~ D \—-—-——“)(("lplf. Y, 1'8 ,("l‘,fb)s

comncde \orccisamm’fc con la funcion (Runter)
(e, & > (P,¢")

A ‘> (A", AN,
o\e—t\'um‘da. en (6:3.9).

e

Nvestra complcu'o:n E*‘ (Czel36™ e pues la genewliza-
cion de la omplecion de Mac Neille para conjinlas parcial -
men te ordenades. Estay templecion E¥ ) bedas 105 isomorfas
(ver eapihile W\ Sevah llamadas eomplecon® da Macheille
pare. (A0). Hemas femostrade ew parheilar g 3101,

1'12 Conviene ver ahora un ejemplo mas concreto , pare
acdarar ynpchas ialeax del §10 y de 1.l . En ‘oar"liu(a\- el
ed‘cmplo Que de sarro \lavemor CompTilaral. lay dewmestraciona
de log x‘corcmw j6.\3, 10.2\ , 0.9, y se o\a)cvwrm' Con
clavided fue Gt e la Lomp‘ccio/n intelal 6 inal m e

‘Q¢q,ucﬁa- ( eJ{v lo o‘zmn‘\ravcmos en e\ cap/\*ulb Tl \

geA ﬂ- ,“- CQ“Cjor(ld. '\ /' ‘ C('a\'eqonla. pavc;dimm"c

“ovdenada),




ot

Pava L\acer ton Yna:s S‘o”‘um nue.ﬂ‘(’va ¢$Po.f|c'|ojn, penJaremos
I'4 . . .
en tevmina de wndon*os parcslmenke ordenades . As/, sea

Al el tonjon}'b parl:la(wwnh ordenado nprc“yd.), por el
Siguiente diagrame de Haise:

©b ¢ ® 0
A

(2.1) (a',ot) ) (a7 u)

PA) wla’ formodo por
.20, €= 1A}, £, =10), 64=4e), fuzto
S5 8 ABY, §={Acy, §.53A0, §pa(B,cy, g 200,00, 1,240} |
thz LAY, .0 {MBDY, §,5354,40), f,,‘:{B.,c,D'J)'
T,e2 40,8,¢,0).

Por 1o ‘anf‘o, la categoria (ol'Ju‘ ) ) & deci¥, (6’((\)_,2_),
Gue cla rcpreun'\dth per el sigriente diagrama de Hasie ge 1P, 2):

NOTA -
En el duagqrama | cada
V\U,W\CYV (cPrPJCP)*a. {R.
covveipondicnte £ Olbservee que E'(A):g'h: ((ua, L) lu.f.ﬂ. )

on d-morfismo = 4(4 1), Uy £, (g, MYz 6




¢ D)=
a B'CD)= g,
Fn este diagrama se obsevva con clardad que E'no consevva

Am’\agamcnh 5 E'(a) =¥, 5 Etlci=1%¢
estyuctoras iniciales (e decir, thiimos1, ya que A=BAC, pere
BVAY =€ # f = EYBYAE'@),

ke ‘:fg)]: & une ‘f.ucn‘cq an ! . Enton-

Ces , pava cada teT, !C::f, o E.: = fo . Pero E,, f°¢ E'(e). Rrlo
tante no exte E'-fuentc con deminio f, . for lo Yants, Bl no

¢t micialmenle denso

Supons amos que (§,

L.
suponaamu q,uc Cgc ——E—_" g"‘)t es un - pozo - Ehbnce.s,
para cada €L , 8=, o7 §:= 8 . Pero S, £ § B'CARL. Por
lo h“h no e*&'u‘c. E-“-po'!:o U"{fvu—l con c.odow\l'n!'o i"‘i' pop [ Y-

e vio ey -}.kdmm*e denyo .

Vearmos eomo ge ve R~ (dl‘agva.ma. de Hosue de (PCA), &) )

Agquy é"(M-:.}lA: e uay lLE 5 a e on @- Mo.-“.',.v,o}: {(A|1:\}=g’
Analegawmente BV (BY=(g , ET'Ce)= ¥ v BV(DI=fy .

PrOPoncmo_\. a\ ‘cotor t}ug g;‘\‘uo{l'c 6546 dl‘aamma. . Micnh—-.s' no-

sotros  describivemos (R 0V ca™ u)
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W22)  (ar,07) \ a4t 07

(A*,0%) es sobcategoria. plena de (a',0') . Porlodanto,

el dldgm'ﬁﬂ- que vcpre.sen}c a A' serd oblenrdo de de
oll, eliminando los elemtog Gue no esten en A2,

.o\ Ante todo , nodebe perdecse de vista
qoe todas las (A", 0") (n=t t2, £3,4)
N N N SN o njunlos parcialmente ordenades
Complelos y que por estoe mismo,
s K]

So vy fis Qpareweran en todos los

dt’agram&.& de ellas Ceter. 4.¢)

d L
tu ,51)53,5‘, estaran presentes en
IS ™, v para toda n = L23,3,4, por Ser
PR las lima'acnc_s de A, 8, ¢, D hajo E",asl

como §, £, Yo s &y ne podran elimi~
minarse de log ciagramal de Haise de

(e o™") ara n=1,2,3,4 or Jer las
3 P ) P

\n}\algmes de A,B,e,D bﬂjo BTN

fea (¢ {‘, §,6,%12, 13Y . Por lo Yanto,
A&gc_. Pero 34§£ ° C?fc \,cy.u*cn
A-moefimes A—3, A—>c, Es.

to implica y tras Gna leve vedlexion

que gi ¢ Ob A, Tambieh e Raeil ve-
rificar guesi o giys, ¢,3,12,13} { e0ba?

Como enel caso de El, A=BAC pe. 4o

YO E?(A) '35“1‘582 Y.I\% =EBY(B) N B¥c)  Por lo tants B no con-

Sevvo estvucloras ihiciales . Para gewostrar qve Elno e fi-




o]l

4 7
na\mm*c dengo , Fomese §,“, Lumbien Como en el Caso de BL

En la palaim, anterior mostramos la vepresantacida de at

(h'l?)) (0‘13) U’-‘o) y (ﬁ"&) 0‘3 ) .

FL 5B
La Quente A<7> es U-\'m'ct'a.l s (ix,ﬁ\ G'El'.: y los
£ c

V-morfimes (1g, 8) v (g, ) eitdn an 5y Sy - Esles v-mon
fismos  fon las compesiciones x 2850 By us ,(t,-ilau;\-"j& o)
Sin embavqo , (L3, 8) noes elements de T3 ni de Ty

Porlo danto £y, Eiy noson fuentes semicerradas (cfr. 10.21)

O:l"uc ?y y EN no es&a/n en Az.

Su\oangamos que LeObA ¢ (L fe

> A \p es A-fvante U-ini-
cral 4al Gue para cada (€D, (ix, AD qu . Enloncey , para toda
(eT, A= 0 o A;=D. §i Ac=D paraalgona Lel  entonces
L=D v (4,1)=(3,0)€ ¥4, Siporelcontrario  Para todateL

Ae=0 ,cnh’ncu L#A puves (A —(-i-%B\r_no ey L-tnicial ’,tampou

Puede gcueceder que L= C o gue L=0 . Por lotants L=R ,caio
en el eval (4, ) Gf.\ . Porls ’fﬂ'\h) S‘Got:‘, hn:xlvdnmcvﬁch‘oGA]
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E3 no es {lﬁa‘wxenl‘b densa en este caso . Por ejemplo,

€4no es el codominio de \mhuao/vx E3-pore (3-{mal.

p , ) A0t
No'tese adema’s que la ()-'fven‘lc g"

"\be“ e oz‘)nlélql
'

Y s'lf':. €3, Sin "“b""ﬂ" f@ ¢A* . Por Lo banto ) 3 no es
Micalmente cerrada en At

A manera de pasa“'lémpb ofvecemes ql lecton desocepado un
e)eveicis tdeil Comprol)ar Gue ﬂ,_3 es (somorfa a A~

gy (a¥od) (=@, on),
Supengamos qre (M Z) = (X, §,)'". CGomo £, 8,0
T = | L6/ | evisten Aemorlimos L1290, L85 D Lales goe
Uh =Uk= 1y ‘]'—'—fb ,
pues no hay vu'nsu’n A-objeto L l—a\q,w, Lés , L¢D

Si (X, ¢0 = ("’(;,I\OP , tntonces
f‘: i Mea | para todo LG‘YIS':¢,¢113+¢ Li-)M A-worlicm,
blque UEadg Y= £ #8,
S g1 gat. AV\lQ(DSCM-CV\*.C , 5. ¢ RY.

‘e ,
0 Al q.ucdo. como la wnnima comp lecion

pesitle de Ca, V) .




10

NO1AS AL capfiowo T .
1. 7 ' ) .
Bl termine v poc\au " oesld {ngP{yado en el terming "pose‘{ "¢sado

por Maclane v Birkhofe en T13] gapm decriv deun mado mds semcills
eonyonts pavcial mente ordenado.

2q,ca signmifica A€o y a, 2a . La condicion “'no eviste aeA dal
que Qp call se po«Je escribir agps
Yaeh [a,2a = 0,=al

3 Ver demestracion en Y‘?:]

y
Ver Birkhotf [1) pdgina 9

5 , )
Reevevdese lo dicho 10k fundementes en el capﬂu\o anterior

(opor eJJra ra%ofn )al l;fl'mo de una £am.‘\m de elerncho.s de vna poclaJc

Suele Hama’rse\e lﬁh\'!ecdo,n Y a\ Supremo Un}o/!r\ ( de lo.s C,CMCH+DJ de

dicha £am‘nl!'o~ Y.

No son tomorfos en el sentido de 5.l . §inm embargo, (P(A), €)
(@(A), -:'-3 Son C{Vl‘l'-lfov'nOr%os . Un and L\Omomorfu'mo entre las
poclases (A, €) o (B, €'Y ey vna tuncion £:A > B que inuierte
el ochn,es Jcc(r, XSy = ﬁ(‘b) ¢ e ) para Lodos X,YE€4,

Un anticdomordime enlre CA, & (o' ¢') ey yna Buncion bi-
yechiva [ A—R tul gee

x£u &> Loy ¢y X,4q €A,
Toda poclase o5 anti-isomorla a ry dual.

b ,
Tambien en Goffrman 0F) Puede estudhiarse el m:lodo de Canlor

. ) . ) .
Bl miumo Frechet fue el primero en establecer la nocion de espacio
mebvico  tal como lo conocemes ahora Cen so bests @ Sor quelques points

dv caleol ‘fo;\c‘r(’onnc‘- Ver Dirkttt 17 ).




\oY
" La demostracion dada por Bivkhot ey ligevamente dutinla a la de
Wovatowshi Y Mostowski . Bivkhotd habaja eon svbcon jonta normales
de A Cagquellos Svbconymles ¥ de A que comciden on su cerradora
normal _ﬁ)’*) y con opevadores de cerradura (T = X¥~25 una cerra-
dora en el sentido de(1) LR RN Pey el conjonle de bodos loy

S‘cho\r\jon'l"o.t normales de & ordenados por inclosion ,Bl'rhho-{-c de-
muey‘ya que la eun(,\'o/n

{ ) > §°
(4
a —— at-
. Iy
ey Uuna Comp\cc,\o;s de (A, €) Qle conserva \n{nmox Y supremog.
44 :
En este caso L\omd (A, ¢) tiene on sobs elemento ,asi que la relacion

es - ALh = t\"mﬂ (A0 biene exoctaments on eleMcn+o .

% Sean & una categoria , X eob & , T una claie (que puede ser propra,
tnpropla o vaeia ). Usa {__u_c_g_*_g en 6 son dominio T €5 Una pareya
(E, (€) g ), donde €y @ una fanitlia de Gomorlismor con do-
mAate . Un poto en g con codominle X ey una poreya “mdet ,X))
donde (€ \cep es Una familia de C-mocfismes con codo minic L. Por

comodidad , pava decir gue (%, (e CCI\\ @ una duente ¢n € con domini,
Z , ¢ Cripirvemos G menudo (% {e

(01 5~ potol.

y Yeleer . Ané\ogammh para

13 Pontends X= Set, la deginfcio'n de una cahgonfx litera! de Lowy ontos con
ertrochve o casi la mitme que da braciele Salicrvp on T14). La dideren-
Cle ey Gue Manes ha Supue.do vn arioma odicionat en1.3. telasibma
WY ( ello se puedc deber a que Manes quiere qve lag c_ﬂeaonéj Wevales
de ¥“Wﬂ3bnhi con estructuva Sean ”an“{lmé‘v(ﬁu ey decir, gue
Yodas gys dibras bajo el feator gue oluida sean pocleses (cf; . }.05) Vo
Wt aqu on eyemplo de ona categona Concrela eq el senbids de Salicrop L19]
que o ¢ iteval de tomjunlor con ertvuetua .

Sea 4 la SUBCO*CSDV(“ plena de Top ecuyos obje,fo.\ ton todas lo

upau'os me‘v(coi. Su 0: A — Sed el Qvﬂt"r gue olvida . Entonces
A es concreta sequin L1,
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Tomemess en R™ lags metvitas
d e (30 eyt ),
dy (yod= T tve-vdl

H

1

Enlonces en R, (m, 4} # (W7 d,). Revo 4 y 44 aeneran la
M\}Mﬁ- (‘bpo\oala.,
wi (R d)Y —— (M, d,)
es - uomerfitmo . Pues bien Udn) e identided ¢n Set
Pevo (de" (dn,d )\ o el -ldenhdul, Por lo ’la'\t, no Je uhqiue

la tondicion (_u) de 3.1.

" Pava nuestve eﬁudio No ¢ Ycﬂ(l*r\cn{( eencial tvponer la amnesti-
¢vded de U | Divermos opve una eategons concrefa (R)0) ohrex ey
in‘(n'mi'\'w'cs- $1 todas sus 4ibras son pocloses (e decir, si
Ues ammesics . Clr. Y-13) | Por eyemphr | boda categoria eoncreta en
THyuct (xy o an'u'siméh\'u. (3.13).

Manes demuvestva (T.3.4 de C137 ) qoc la subcategoria®plena de
gﬂ,f— que cgn,s;'_gh de Yoday las gq{'cgon/u concreles anhsim“n’au es
vep\er& y vedlexive en EATK . Elfualer reblexion anlisimetrice de

tada cul‘esorm concreln o) siewnple P\gnp) el y;uprgyuhvo en
los obiefes (imas que una equivalencial) | Pava ello establece una

velacion de eguivalencta ~ en la clase Je obaefos de /R, deinida por:
AnrRE A= =00 y 'ig- A= 8 ,42:16— A son admijibles .
Fn la clase de modiime; de & L esta’ delinida por
YiA—0 ~ YA —sg'&> [A] =14 (e- aan') ,{B1=0a"]
y Uap=0Aap?
Sea TA] la cahaortly tvyos obJal‘oJ fon bodas las [A7) y Yeracada CA],CB],
hom o (142, 801 V= (L9 1y a—8Y T} [, )= DWW,

Led g1 =Udpay . € foator 03 g ——Tad o5 pleno, tiel
A+——2 TA)

y Supray ehive en Loy obselas .

Ademe e\ o(m'u Punlor fonter Tvd- IaD
En el eyemple de la nota atevier | (LAY, L0Y)Y s t50mor-

> X tal guve LU][):—U,G.\

/.
awinesico -

X Para V\olohol [ 3} \q guh(anca*cgvrm de \a ca.u—cul’cgovu (,ﬂﬂ. por
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‘lo en éﬂ?\;&* Qa fa ca\‘egon; dc_ (o_s a;pau'o.\ 4opo!ogl‘co.! Me‘r]}ab,u

y Buncione coninue, .

En W.1.5 de C1ed < demuvestiq o) M

. V.
teorema de vedley o erdroclival b

Sol:rg X (como en 1.2). En }onteJ -
) (ﬁ,ul Yeene Ona re*le\u'oi) en Shvued (xy,

() St d a0y — (8,v) € pafs seon (6,0) € Stuet (1), sndon,
¢ e vna redlesion de (MUY en Stroct (x) ¢ ydol
plene v denso.

G) 5 (ﬂ,U) €) Cln‘(fr;m“rl'ca. cn{'oncc.( Jv
n{ley..'oé“.ﬂ' rocd () o5 3ok cahsorlﬁ P

Sea (A,0) (na calegovia concrets

o) P ey

Imegen bajo su 4unls,
leha v denja de Structly ).

Este teovema mveitya que en ona eategorit concrels arbitvaria (4,v)
Sobore X |, eyt detinide vn fontor concyet, plenc, fiel | denso (es
deur yna equivalenca concveln ) tvya f\moaen el Una categarie &
d« X-ob;él’h Con Cll"’Uf'*Um-(AJCWIdIJ dich,

unversal pere (A, ) Squln la'\nc\wfo:\ S{'ruc+(¥)c-—~’gﬂf;~) E‘n‘i‘pncc.!

Ay & Yieven estvuctora moy similar (e particilay Lienen esquelebog
l;omor'{-m Vew 14 4, Tul ),

".Mf'or eJ un BAfy- mor{ 120

\Sv" el ejercicio 1l(a) del Para’sraio 1 del ca'o”’t/lo Ul de d3) Cpeine 2/c)
obien el teovema 2.1 ¢ [1] (payina 13) .En 03, Bivkhotf hace enfuis
tn que l“y Gue ewj r odemas Gue A ieng&. un elewuvffu m:xim. 1 . Pevo

al dear nosotros Que loalo sulocan\'lun'{o de A Lievie 15\£léno ,erkameg

\'nc\ﬂyenolo al Ju'own\)ant» vou'—(o de A Ly el u’qfl'w\o de B oy ¢l cicm«nt
ma’xl‘mo mqverfdo.

)

6 a dem odvacipn que aqul damy ey do Jellne Diaz Leneyo -

(
:}En deneval , sr (A~—££—~7

Ailt es ung N-fuent, y eviste (o6 tal
e ti,=lo ) entonces (())

t & U-idicial, (Esto on pocleses signifiea

gre s V’n'ﬁ;el ¢ Una damilic de olementas de s peclae ca, ¢
eviche €, €T fal Gve para bde g s Ae LA entonce, A;,‘_‘-éAc ),
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“:O‘osevve esta demostracion con evidade . Casi eada page dewmuestva alge
mas aqenem! . Porepemplo , i M e la clase de todas las D-fuente
V-iniciales | entonces :

05 fb el (Eo M\ '@ﬁbﬁr'%auc en e,( sevxhdo dt el ['O]v [H], eJ Jeeu-)

{—oda '{VE'\Q (Q,_,) 0. \I ht\f\e vNia -{—uuiorn';accm G _(__‘_‘h‘, B,
lalgue e €5 y (Mol emh. N

@A) % hene la propredad de (&, M) "“A(a3°ﬂl‘lt¢(|bv\ En o-\raJ palabeas
dados dos - ~rmovdismes #1% donde €5 Y dos fw,n\lu “L\L,
(M‘\L ton (M) EMM fales qoe para todo 161 | firez b, existe

un Un\w fé MNGHM" 9 ‘-a.l %oc para *od‘ LEI wnmufl
o & e

, /7
F l /3, \CL
v’ N

[ ] .____,_—,.
m
(3) M o5 cevrada bajo liomorditmos . Por lo Yauts £ e easi yna (&,m)-
c_ahaovllk tome se dedine en L], Ce) (1) . Ealle ,pava q,uclolca, Fre
¢ tea cevrade baJo comloouum con 1somerdismos . Sin ews‘oargo
1ﬁ fb » fb ey un (&,IM\ {—uvﬁor y povlo J(aw+o e (é M- edeson«
en ol senhidds de £ . Adewds B, & v M siguen CumPhtv\d. cass
boday [a; L pmlaJCS mencionades en 1.2 de (10). EBntre elley eshﬂ
las anuuvﬂrcs
«) & ey una lase de epl'mmh’mv! (como V fiel, vefleya epmorfume ),
(CL) Toda -@uu\*c extremada aste en M,
(Sea (E 2 5 Yo )L una B -feente exdvemada v Sea gL,
vnea (é,l‘M) ~dacto vizacion de (9:)p . Qoo ¢ e epimorfiime,© )i/'“ e
e ¢ lsomollamx ¥ olad-o $ve lM ¢s cervade bajs uomor(umol , (€9, Y €M
bomio eovolaviv de eﬂ’o ,‘odos los limites eshan en M2
§r (L, (Pg\t\ e1 limife de un funtor D:T— entonces
(L, (2elr) e '(»uenh V—\.V\iu'al
(C(-.“ Si ﬂ € yna SuloM*eJon; plcv\& dc fb en*on(q lo. )ulocdeaon: G

dcﬁ {-a(?v( {
keob b & evite (A——A V1 € hlfpcpan)wh cel JAceob A,

< la gnvolvenle ~n-£(cnva de Ran H (esto o lo foe prébamoy en ¢Hm¢m,,.
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AQarfe, si T es la clase de fb-.tsomov{.hmot, evilonces Te y
LNMc T, "

Apro VCGL\A’\O"O gs"a, Vio‘\’a,) Mch(}:navcmoi es‘l'os Hm fﬂ*crc:;n“q
hedko;’.
(a) Sr (ﬁ,U\ el Una Ca*caarl’& concrela fnfcia[mcu"é wmple'ia JcloreX)
en*oww U ed Un #W\'tor akia\u*amcn’*‘e {’opo'o’gico y por l°
fante e j(amk)\'c:\ absalotamende w#opo(n's'u. Cconsulia, C6I)

&) S¢ (n,0) 25 intcialment Comple k| < tonces
'X QOMPlC'Tﬁ- => dl < COIY\PIQ"-&
X ¢to complen = d es cowmplefa,

( eslo ¢5 corolariv de @),

Notas AL capﬁTuLo I

st

1
El anlaloso de erta pmpo.n’cialn ($equn 4.C) es el conouds resuliado S(girente:

§1 X,v,2 Son espacios mebvices (o tepoloyices con 2 de Havsdordt),
§ WiT =Y es una foncion tal que m:y y Si
L’ﬂl Y= son fvnuvaes tontinvas tale) goe th= Y,
entonces A"‘Q-
En \OOr*'nwlu 0 e Foncion continva etd determinade por sos Labves
en un S ubcayunl denso de So dominio . Este e el resoltade coyrespondsente
a 4.10.

/.
EJ*O e.(.) la wmiinimma EE Ex q.ug Lm_(e Q laJ ‘c.; MOPCQJ CV\+VC F‘VC"I“CJ.

5 E" o‘u(v ) Ia. MA’XI'MA- IGEE “,U(, l\an’ﬂ IIJ ‘{,_' wia peod enl'rc_ {ucth.

4 o
ﬁ‘ pocas vecey ed \eoghmn

5 AT €5 yara ves legilima

¢ § es vna elage por ser Al {e%ﬂn'mn-




[ AVZ S S

Tan S"C war+ nos L\G’Ol« de un ‘nombre evnass que desavre-
Wd una teorin matemation de la brocha de pintar “ Para plan—
}ear \4.5 eevaciones de manera que pudiére resolverles, buvo
Suponer que [a.s Cerdes eran pfancu .kmh;nfinﬂ-s. LaL
I:n;. ho ar’ra.dfo/hadk noevo a la ptio'lum de la brecha
@orda vy fve de escase interes para los matematicos ) Porque
&l hu"alh.mewh- Je cscogzeron CE,vac,wngs Ge puo‘!eran re —
solverse por métodes conocides’’; Recordamm Lambien
a ese otro hombre tenaz que segdn Chang To Sl cabs
de tres t':mprobo.s anos domind el arte de matar dragones
Y qve en e' YtJ"’o ode Suds olu’a: ho die Gon Una JA&. opor-

Yunidad de Qd'crcﬂ'urlb " (Borges)

Los matemddicos no o.olop"nh positiones aomo las del
dragonicida vy del pcr'\l'aolor en las Wistoviar que hemex
Yb{'ﬂ'\da. &mparll'mﬂ Cotn Stewarl la Creencia de que
la labor de! matematio Csex povo o aplicadn)u la de ‘5o
ministrar podemsa_x "levramfcntu para reJdolver pvouema_;
m atemdiices "y éstos pueden venir tvgerides por posibles
aplicaciones | poeden ser (Jupthan%J problemas no resueHal
O‘ot'en, )oueden -em'mar parh de una lhuahgucio/m mds
ohstracte de +elnica matemidta. Pensamos e pringpl-
mente del *ercerhpo son les problemu que p!an*}u y
fvate de resolver ta bopologla categdres | La yoven
*'wrm. de compleuone._s Iniciales vy $inales Se ha desarro-

Wado tambien dentrs de ate punte de viséa ' Su avance
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€J‘*a' stendo veloz v Su es‘-aJo ac“‘ua‘ no <3 de mv')aona
manera ¢l que IAcmu ,ore,Jen‘l'ao'vO hasta el Ca.pﬂ-ulo ante.
vior . En las inmumerables pa’aimu que anteceden o la
'pr&SCn*e—, lmemo_s l;‘)"'VOdUCl-dD [q_ (‘wnla. de Co«mp'cc:'ona ini -
eiales 5 prtaen*‘a:ndola come ancra(:"&ado/n de les poclases,
S sitvacion actud 'ffucra. sha en Ycalt'dal) la deoria
Careceria de tnteré] v wtaria eas; al nivel de arte de
makar Jrasones o de la teorla de la broche. Afortuna-

Olamcn"e. ho ¢ C/Jl"C el tajo,

El Capdu‘o Goe estamos comenzando e e Stdim, de
csb 1\ Vademccuw\ ole wmpleuona lthlalCJ Y en c‘ pre-
&'ehdemo.s W}oﬁmr alguno.s c\)cmPlo.: de la mencionada evo-
lcion de la beorna. Desdichadamente no hameos beneds
Heme ni eSpacio para explicer el estade actual de les tom.
Pl“'“’"‘*’ '.";d“(%_ Y '{u'na'cs, Mul‘:an*’o los resvuttados wren-
Cionades en Herrlich Tel. Remitimes al lector a este re—
Comenddble arhwlo de( cual ayud{wdonu de “—trrho‘»t"']
desarrollamos la,.x par*e; W, ¥ ¥y VT, Ene {inal de
esta obra, Seccion 1S, Seralames algunos ejémplas que
Son l'W\por*an\tu porque moestran claramente el l'\cbl’w,
descuidads MUCL\OJ veces (ver inbroduecion é‘s, = [11] de
Gue Esy EY Suelen ser diferentes. Tambiein se dan e-
ijp\os de c,a,l'uaor\/a.! concrelay due no Yenen complcdong
Intciales \l/o fona‘cs . Nos apena ho Waber C\‘pllCLJA ton
Cuideds esbos ejemplos algunos son muy tencillos | pero
pera {"bdo_t ellos Su clara C)(Pos(c.('o/n e necesaramesate

\“Vak Sin cm‘oargo d ithos e\)-ump‘os pueden considerarse

Como estimd lantes qe'rc.'lct'o.s para gue el lector desarrolle.
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Es notable el cambio de estile gue ha venide expesi-
mentands noestva redaccion . En e'}cctO, el co.p”ul. I ¢
d\\}o\gakvo . Pare aclerar evales Son los '@uuddmen“ﬂ de noes.
bva teona , hemos tenido que divvlaer o dar oconocer algo-
nes Yamblemas ankiguos ypnumh) sobre fumdamevites de L
Ma.’fema,‘lt'cu . Ban el segunde Cl.pd'u‘»o y aveces enel tercero, Se
ha Yatado de motivar eads nieva defiiricion opropieded, €\
capitule T ¢ introductono , mientras Gue e W cievra prds -
héamente noestra Vatime “velacoh con las pocleses. Dich,
(‘/gplq‘ulb (c\ E‘ <S5 SUmamenh fvnpor‘hn"?—‘ya QU lq de -
mostracion de que ey iten cabegonas que tlenen complecione

Imiciales an -e('v\algj,y tonstvuctiones c.spu,l'alu Ce eﬂ-a;)
Son c%pucx“u ally.

Las pro(;qedaie_s v as l.mpor)ran‘u) mencionades en esta hu’:.
de lag COMPleu'ov\e; construides en T c)‘—azn demostradas en
-c.sh (,ap“ulv Y_V_, . Lo.s hovcmas que aq,u( Se pruen‘-nn Jon
VcalMcn\’c dl'pu/cild o cval, aunade ala necesidad de ex—
PONJ\N rron&o, Va/pfdo vy en ‘Lvrma c,lara, Wes obhg’a a des-
\tiavnos C,ow\p’clmmcw‘o__ dcm"vo de La +Ya_alfa‘o/n olcd.uc,uw.s}a. N
Gl estils Jeolooh'vijh. ) gue de hecho cormentames o vsar {eer-
\'tmen{'o en o mpﬂulo m)‘\wo dice de donde vienen las ddeas de
prueba vy gue el teorema o Juvge de la cabera del makema'=
Yico det modeo en guve Palas Atenea Sulid -l*o{'a.\W\evd-c Arma-
d,a de l4 Cabe%a de 2eu;"?' Cin eM\oavao, Como o“jo Balmes s

La vardn ey {r\/o. ,pevo ve clarey, dadle calor o o busquels

$u (,\an‘dad)f

El Va.\l'ent'a Gue LOﬂre Hggay o (‘W\preJq‘owanxe l(torcma-

14.1u \ Yendrd como nesokres la certera de vio haber joer -
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dl‘do el ‘\'(EW\PO Y de que \a. Teon:a. 0(1 COWPICCIbn& Tni-

e(a,\c_\ e COWSIHC en Ja.\acm oo/mo maﬁl‘ar o‘ragonei.

NOTA.. BUWV\*C ‘&J"‘ C_ap{‘l‘ulp )‘wn’x_ Vna ul'taorli
{iye v (A10) uns eategona concrele Sobre X .

$1. COMPLE CIONES INICIALES MA’s
GRANDES.

\2.| DEERiNIeiON .

§i E-(A,00—>(f3,v) eson fonlor concreto | para
cada B €Ob deeckfmu '

(2.1) § {Cva, e, \eseremor BY

(u.\z) N A v €Z g VoA B €Mor B Y.

Obsévvese quesi E= | oy entonces fg =%q (b 10120y
Y(E "15 (ckbr.lo.yo 1)) | Recverdese que para boda Aebbd,
UA {A‘ (A Obgtt'o de ﬂ W At No se puvede QSequrar
‘O ""Um" pares (VB, \§8 , @ menos gve = l”e.wsa dL%ami—

Nadas ruopfcdnde;, Vearn os°.

122. PrROPOSICION.

> (ﬁ,v\ €y Un ‘{)—unfor COnCrc‘[.ngv\‘bh—

§i E: (a0

ces .




13

) $i E es ertension ) para cada A€ObL A , EEA Eh y
Vl "na

@) Pava todo BeOb B ,(vd, 35 ) coba®,

(_3) i & Conserva cshuo"was ,fnicia‘es (vcsr, csfrudmms

finales ) entonces (v, (i\ cOba’ Crese. (nﬁ,va)e Obd”)
hdy‘ l’OdO B € Obﬁ

(fl\ $i E e¢ extension incial y fcv'wtlmcf\‘c densa /.er\('Once;
(VB,t5) eoba y (ME ,VE) €oba
(mE, VB,t5) €0 @

Dem ostracion

. Ma.'.( au’n .

) £eE={(Ve,BY €M, | EA——EB EMorB Y.

¢ a-gh— EG €Mer 3 ,eomd & es pleno, Exite & A—BEA
by gve Eaza. Porlo lanoJQla_,B) = (Vea,B) =(vz, B)€F,
$i (Ua,BY €S, entonces Ea : EA—— BB 4 (Us,B)=(VEa, B\E!:

2) Sea Be0b %) . §0pongam01 fve (“V‘ A)e Eé:— Y
s Ove A_f...,(: CMoc A . Cnloncc; Uf -Va = VE{. Ve= V(EE. -a)

wn Ef-a:l— Bc €Mormy. Py, Lo tants, (Of. Ut,c\ffg .

«) S'upongamo.« que VB—IL-* VAE Y “ y que (A-—L-’ Aclr

& Una Jvente U-tnidal tul que pavatods 6T, (VL b ,A -)Gfa
Enbonces para cada (el evate @ @ — BA; balque Va, =04 b

Como T conrerva estructuras incwles , (EA = BE, e Ip o V-iwk

cral , asl’ g exite un ﬂ)-ﬂmov(un\e 6:B—> BA tal Qq“e

Vo sb. Por lo baut | (b,A)=(Va, ) €7,

0;” g(a,('\ VG) (v, f'\ o0 En tonces
(Vl <(C (,\ QZVB \Pam ‘(‘od-o a: G""EACM""B exite Un f-moep_
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L $:c— A tal que V€= Ve-el .

guponsamos Que (0'-Ec——)9ya.:5———-)EAJon B -
mg;{axh‘\as . Por lo kants s a-b é(/\omfb(Ec)sA\ v Cowno
E es pleno, evite $:C—A lalque Ef= ac . lonesh,
Uf: VE ¢ =Ve . Vb. Por \o ¥ante > |para }odo (C,VS)G"[:)
(e, vbY €M. '
Supongamw Gue (CeYem y gve CGE;:’EA‘:\:C\\ la.
-{,uu\h de Yodog \os E~m0r¥;}mas tonn dominio B . Pordo fan-
v, pava{'ocl-o ceT eu’;}c ¥¢ te—> A hal 3 conmula
VEc = ¥C

VE=\Ned
c

D>
VB Ve >0A;=VEA

Por yer B :'n'\c'ca(mewl'e denso , (a;\p es V-inicial (a3}
asf ave ¢vibe C:BC—>3 Yalgue VE =C. Corn esto,-

(C,c)= (C,Ve) G'VLi Por lo \'an‘}o,’q:’qi. Por lo banh,

(nz y VB Y = (vd, ?: 1°*. Con aVﬁumen'tu o\uafu Se pukbﬂ-

gre. (VB 3F)= (nE , VBY”, asi s UBIF1"7= (V.15 )y

12.% DEFINIcioNES  OBSER VACIONES |

supOn gawmos §ve E: (A — (RB,v) es una ey fen-

§ion de(R,0) - Sean {‘.&-———-)B‘ € Mor 55 (Va, R)e }G";,
Con a- B —7 EAEMor . a1 - B—FAesun ﬁ—mor-{d-—
mo aslqve (VaVEB)=(y(a ), RV E S5 Por Lo tan -
Yo, 35,V Y '-(\)s,xg\———-*(va"sgu es un /7=
hdemis  por 12.2 UV, para tods AEOLA,

W\ov%nsima )




1\5

(\IEA)S; \"" (UA) E&\ 9‘- Ob’“é'\C CV\&’Once.\ el ‘#un’l’or‘

Corcretod
(B, ) —> (a%,0*)
(1.34) (,:1-_ { B ———> (B, g )
Lns—£-> o — (35, V¢, %)

g3
bl que GE B = B,

Q2.3‘7-\ ~Si B consena estrrcluras inictales, Sea
e _ C E’-\ﬂ3

] G ﬁ
G§3 eska bien dedmide, por 12. 2 (). Gga:(-?:,v)—a(aﬁ,u‘)
€5 un {-w\"or concrels (de Cas«'-ca‘-c.gan'a.!\ Y

3 3
SIS e L ,_\n 3

(12.1.3) §1 E e inicialy Llnalmente ) Sea

EM gz | !
GE = CE \ﬁ

Enlonces GE eshe bien definids . G & 2 (B1)—>(n%0Y)
€y un Luv\ *o( Q;n(_re*'o (Pou'b\tt'hcw\'c de Ca_,“ -—Ca‘ltgon,q ),y

eH 4
.E=-E
GE - .

(12.3.4) G:nc.s mictalmente denso (para v=2,3,%1 vy«

g ue si (K, ¢) GO.‘oﬁ,q, como B = C:’“'E es (nial -
wente dendo eviste ((Yz g\) (3, %, Sa: E(A)= Gg‘hEA‘.)
(,,:ﬁ—'{fucmt’c Ut—\\v\l‘c.\wl I
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2.4 TEOREMA,

Si B:(r,0)— (HV) & extension de (A,0), en-

fonces .

Q)] Son eq‘u'\va\Cn"cs'v

(@) E es inicialmenk denso

(b) GEELes extension de (B,v)

<) exute una e xtemsion F:(B/V)—3 (aYot) tal gue

FE=Et

(2) Son equivalentes:
(a) B &3 rhicialmente denss v eonserve estructuvas
thiciales
(b) GE® o5 extension ode (B, V)
©€) existe una extension F:(HB,v)—(a} ) lalgee
F-E=83

) Son zqc}\valen‘l'ejz
(@) £ es tvicia! y finalmente dengo,
&) G:qes extension de (53, v)
(€) eviste vna extension Fi (V) —3(aYutitmlgue
E-E=EY

Demostracion :

.

SG)L‘)(bJ : Pava demostrar qve GE_L es extension ,por 4.12
basta dcmos“mv Qe e p\cno, Pave ello ,Lean B,B'EOLﬁ
N C.E,":1 Bz(ve, by ) (fs b, 35\,( ve', 5 ) =68 (8)

Un at _mor{u'wu , Con ‘{—: VB———-—-’>VG' '\L-wurfl'lmo .

Ci (a:8'—E Nelg es la B-4uents de tvdes log

E-—mor‘ismu Con dominie G', por Ser Ein]c'.glmg,,-}, Jen.!a)
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(ac); ey V-tnicial
Sea ceT. Como (Yg, “‘ SB') EMor a® y(Ua:,‘l)éf.;

eviste b2 B — TA: EMorP lal que (Vo 3, Ag)=(vhe, A
Por lo tanb, para teda (6L conmoble el diagrams -

v
Vb,
'3
D
ve' > OA;= VBA,
va,

[

E yiste entonces un %—Mor{-s'mu?-.g——b&’ tal gue
Vit, asique GE (P=(FF VE Ea)=(¢8 L £50),

(g:)-‘-')(@) © Sea F: CB,uv)—=0AY0) una exfension 4a(qu
Fe =CY. Para toda BeobB, F(B)= (B,§)eObnl y
VT, g)= U'F(B)= VB, Porlotanl, F(a)= (VR §).
SeanBeOb H , v (VB,§)= F(B),

Como EL e Inidalmente denso, exnle ona B fuente
L% inica! ( F(B)= (V0,¥) (8, %, ta) > BUA) = FR (AN ) .
Como F e pleno) para boda C6T existe Lu-‘.g—-e EA;
fatque Fhi= (§,4:,%,) - fean(C—22 EAL wne
ﬁ"{ucn*c Y ?:vc——» VDB vwn 'Y—Morpfwu tale, que el
-hrt'tinﬁolv slﬁ'mc'njfe Conmul para tpde 6T

Ves 0rFCe) 2F (1Y > UAL-U"(AL,S‘ V:V&A,
§

LF(\\L‘ :V .
Vi= O B(aY u )= Vh,

Como ( Fhilp e Oxinidal, exibte §: Fc—sFo talque
Ul(f“:‘{' . pQYD F' ey p‘cho v porlo "'aﬂ"o, C‘;[j"e
i - ’
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—_— b l-a.( qve t:(f) ‘f Esb u;\plt'co. gve
= O Fi = U"‘( 1 ¢ n Ale 1-“('"«- Ires

V-inical

< A}
' *‘“ 0

La)‘-'—'?gbZ‘ Como GgszGE \b Yy por Oy, Gg fs

. - . 3 .
extension famloten CEE es extension .

Cy= ) - Sew E- CH,V) —>C A3,0%) una eytsnsion bal qve
FE=E3. Pare bodo BeObD, FloY= (VDY) €0bet?,
Sea C:(ﬂ",u”) — (0] laincloyion | Enbence € ey
extension . Por lo fants, Fl= (. F:(8V) = (&' es
extension de (8,V) La(q,w. F'.B = (FE=(-B3= .
En&anu;) por (1Y, E es inialment denso,
g'upongamo.& chora que (A«-——(:—* AcVr & ona A-Fuente
U-inwid . Como E3 conserva estruchras niciales
((UA EA) __2_3_(_(_:2__9 (OA, T4, \\.. ey (3- intelal, Sea
(e =5 EA; \I une Fh-4uente v sea £: VB —>VEA
kal que d diagrame g styue conmute para tode CED

UPFh=Vd
; Vg
UIFEA =VEA=UA > VEA
VE L

Por Lo “av\‘o, Para bode €T, U-s@(t.vf =0§. .§=VEf=d =Vg. =
= U%F“b v temo (E? {:\: ey Ud-tniciel, existe Ln
Ad-morlisme hi FB—FEA tal que V3h=t. Prro F

e5 pleno y por lo banto eviste '£ B—EA ¢ Mor T3 tal Gue
F {':L\ Poy (o-‘anfo, V‘ - UOE -_‘ - (9} k:#
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(3).

u A Yy
@A : Coms G & =G5 |, por@d, 65 e exten
-y

(ga): Sfea F :(HY)— (aY,v'l vne extension tal que
F-E =g¥. Paratodo BEOLSB,FB= (VB E)e0bal,
Sea (1 (ﬂ“,Uu] Cod Cﬂ}, oY) la [ndu&fo‘:o . Entonces
Flz ¢F  (AV) —— (ahd) e extension de (B V) kal
que FV-Bz: (FES= (-BY= &t . Por Q) B es (mcialmenbe
denso. Probaremos que E es Linalmente dense.
Sea B6OLD. Gomo B e ‘#l'ma(m:n*c denso , extite vn
BEY- poro uY-4inal (EY(A): FE(A;) M F(I‘S\:(g‘;\)
Como F & pleno para cada (€T evate h: E“c\-———aBI
tal que Fhiz (Sa, , $c,%). Sea (BA, —3 5 c)un
f-poro y Sea (f:V8

kava l’o da ¢l Q,onmu'tm el o‘l.aQrAMA.

-

swe) un Ynmor@u'm- t+al ¢ue

VE A Vhi > VB

Vg.

L

.\VC

Pov Lo \'avﬁs, pava cada c€T, UqF‘L‘(- f-;, \)L‘L.;-.(_ = V‘bi:UqF?ji,
y, dads que (FL\L\E ¢ UY-inicial eviste (:_FIS-—-——-—# Fc
“’al qre Uq.f:-c . Como F ey p(CVlo) eyl'_('l‘e 'g TR —¢C

bal 4ve cf:.}, Poy Lo \mm‘—aj\/-z: U‘(C-iz()‘i{_‘?—(._
Entonce, G'\‘:\I ey V-4inal 3
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12.5. COROLAR(D L
Toda exkension Tnicialmente Jensa de (ry0) € Womer-

fa a una sobcategoria plena de @~ o)

Dew o3 tracioh .

Sea B 1 (@,0) —_— (F0,V) Una exbension l;\\él‘atmcn"‘c
densa de (a,0) . Por 12.4 0), GS\'Z vy — (ater) '
és C\thhllb:s . fe &= GEEL( n) , en tonces
G:‘\r (B — (T, U‘\c\ es tSormorfiime concreby,

14 4
LalQn G:‘[ﬁ 'E‘-'-G'I[n R A plencen Al pves

G,EGL es plene.

12.6. OoroLARic DE 12§
Tode extension inicialmente denye de Cayu) Cen
l;\(.b(:d,l de CA'U\\ covn sey—

Pa'{'lw(dr tode complu'w;\
Va e‘s’(rucbvas iniciales

Dewn os* yau'o:q ,

Se sique ge 2.6, 1021y 8.5 )

lZ.l._EORoLARl'o&_ .
Toda e,;thv\;io’n fnlc}a‘men"t densa de (N, UL gue

conievye uhuol'was inlciales @5 dmmor@a- a vna fvb -

Ca.lfegon’& ]Qlevnx de (.&1103) l

\?—-8. CorolLARYe 3
Toda extension (arcial y —ttb\a(mcn‘\e densa da (4)U)
sUl:cdegoni plena de (ﬁ,q, 0%),

et liomorda O Una
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2.9, Derinieion |
S¢ B 10N0) y—> (SB,v) y B (o) — (B0

Son extensiones (ho necesariamente lcdﬂc'mu) de (A, 0),

én‘rcmosw Ees mas pequens que ch y powndremes
en esle caso E ¢E L5 ex iste Une erbension F: (8 v1—odiv)
tal que F -E=E !

Obsevvese e el Lonntamerado de todes los extensiones (legy'-
‘\‘fw\u\de (ﬂ;U] CSH prgordcnn.do por la relacirn &

12.10. DEF{N\cioN |
Una extension E:(A,0)—— (B,V) Con algoma propie -

dad P es llamada Una thm‘o:s ma’s g,rande con la

propg'edazl P, si Jalrix-facc Jay Sléuien+cs condiciones |

()\ Sl’ Una 'IV\M"JI'OJ'\ P‘cm\. (e x(-cv\.u‘o:o no hecemn&mevde
leﬁﬂwifvu. \ E': (A)U\ — (.’3', v -‘-(énc (a propl'e..
dad pl: entonces S 5

(2} §i una extennion E': (MBV)— (B, v') es fal gve
E'-E tene la Propl‘edtd P) entonces E' ey un

1somorftsmy

1211, PrROPOSICioN |

Las evtensiones wmds qrandes Con propieded Py st

. / . '
C\HS}(’,W ,e,\s('an deteyminadd de vmanera Unica R Jalve

por (somordtim o 1
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12.42. tTROREMA |

(R,0) tene una com plecion tnwial mads grande siy
solo 51 A e (esﬂt'm» B este caso, B (A, u) — (A0}
es la complecion inicial mas grande de (R,0).

. /
D gmo;*\fﬁ(lﬂﬁ.‘

Sopongames que E(N, U\ — (JH, V) e5 una complecion
mictal  mal 3randc -Aqw' la propieded P es Ser complecisy
el . Bh: (R, V) — (AY 0?) er (nmersion plevia in rciml~
mente densa y (@Y, 02) ¢ inicialmente completa. Bn otras
pdlabm.l , Bt tene | proptidad- P. Por lo tanto exute vna
»(J3,V) . Compo B e leg /-

{nmersion p‘(ha. F:(ﬁ"', o)

“'h;na.) ﬂl '3 ltgll‘“mw.

Supongameos gue At e leqﬂl‘ma‘- . Probaremes a continua-
Qio:'\ q e et (dl,U\-—) (o‘l",u"l es le (.omp(ec.(oft ih'lc.'tq‘ mag
grano!c de (A, 0),

W Si B(au) —(H V) ¢ vna Lov‘hplcc.tno:\ (nk'ta.l, por
.40y, 65 es exdensicn de (B,V) kal que Gg -E=EY
Por lo Yanfe B ¢ EZ,

(%) Sea 'E'-Cﬂ"') o) — C’é,u) unc extension lal Gue el
Cs wmpiecioﬁ; \'n\oia‘ . Tenewas que dcmo.‘}mr Gue E e
Some r{ismo . Pava ello, Loms B e extension , baste
Ver que EB: O0bA'— 0b B e Juprayeo'h'vo\

B-E' ~(n0) —— (B,V) es extension thicialmente
denga de (M) Lo cval implita gue

GEL (B —— (At

E'L

C) CK“&V\I[G‘) d( r-)},\/) }-4‘ Q'UC- GEG\ . EE'Z- ;Ez.

: i L
Por tomodidad, Sea 6 = GF::E‘ Se Heme entoncers




\ 2%

que conmoute el d?agrq,Ma. t

Reeordemeos 4ue para todo BEObLM, GLB)= V8, §:‘1)J
donde g:il___ L(ve, A)E Evb | g2 5 EEA cMor 83
Duvan"t C)‘}a- dtmo;"vaciafm ypavra cada B €0b 3 N de -

no\—artmoi POV 53 -~ E:p.

pam ver aquve E :0b AY — obfd e supra\/cvh'un,

devnoskrarewros gve E( VB, 55\:- B para foda BEOLD.
Sea & ecObSHB.

Su‘wn%am o5 que (% ——&““" EGtAc)p es la Puente de to
dos loy EE‘-ma(E«}mu con domminie B. Como GE? ¢
l;\l.cl.ljmen'h denso, por 4.3 (4;‘\1: e Vanicial, Por .
Maisma ra%o:n, la “ucn*‘c. (eoh 2, vel A,;' )J'&J de
todos los BB —wiort Umes com darminis EBGR e fawm bien

V- .ih‘l(.;ul .

por— sey B pltno )para ("od-a _-,'C‘) c\lis'\'c un 0‘-""\0?-—
{L.SmD (Sq}’ g}) ‘fdl\ 68— GLAJ ¥4qu~c_
c_: (8&,%;)1‘})26;




114

Sea J€TJ. Entonces V%S: VE (3q Ji.) fﬁ),\: U‘(Sb,-é).’f‘,j)_-_
= —5; . Por lo %an*‘o)
( Sg, Va. | ~§A’J. Y €Mordt

J
COMQ (iUAg ) A: Y € {-‘A} R Vﬁ_;:"ioa;. ‘\/91. ESB') as/
qve exste (; €l Yal que \/5_;':. Vi, (perser
Sa=(ve Vi L yesthddg).
Por lo La v\t, pare Yode yey, el hg'a,\oaply
ve

Aoa 2

VE(® S VEE? A
Va;

J

€5 tonmulative .
Comop (~‘5;\5e es \Veimelal ,cwjl-._ h:Q——EFB

"n\ w VL\': iVB .
Sea (6T, Entonce V{,: V& —> VREZA; =UAC.

A lirmames Que
vl ta.
GB= [ VB,5q ) X ) S0aiy,p,) € Mot

En e:?co*o) §i (Ua,c)€§y, Con ACC’L""‘"'C EMor n, exute

her tal g ve Fgla- '££:_ iq . Por lo ¥anf°,
CUa-Vi, ey = (V(ssa-t:), €)= (Vhe, C)Edg-

<31 Un

Gsto .lMp\t‘ca. que E(SB,Vf,;)EA"\ZEGB——»EE"M

P -mordismop .Con dominie EGD . Por lo tants, exiite

L

Ve = U (5q, Ve, Tar) = VE [5g, Ve Sas)= Vs -

366'_)' L\( q,UL E(%&)V"Jl EA;\: %j' v con e“o, ‘-‘lq’ue




1.5

En‘-oncqj para cada ¢ G—I)

VEG B
Je
VB\\( \

EE‘A

e conmotative . Lowo (§; )I es V- tnicial ,cl’lﬂ’l’

L BCG » 6 fal que Vh's :"‘VB' Por lotante
VW W=V Vhe 4,0 = Ve, 4., dade que Ves fiel,
Woh=14q. Analogamente bWz degg . Bste demuain
que b e l'somor(i.SMD y por bands |'d¢,n‘hd¢.o‘)Pu¢J V-
es Olmné_\iu . Por M"Slbu‘unxc , ECR=D] '

Lea eu.ldadojamev\"e la JCMN“'M";D""’ de que i A es
’ ’l' R 2 l ‘ e L s ‘ p)
eqitimeo en‘}onces Et es la complecion (mecta’ mel amndc
de (ﬁ,u\. Le wnucr»ceraf “va/c.c[w‘enh de G ue los M tfvmas
av%aw\enlos viados en e“.. (Sl-Mp‘"V'C'\"" “"F'LW"“"

EX vor £E3 © por BY) Sivven para dermoshmy el stquiente
4 ) L p

‘kowma "\

1205 TEorE MA
(.‘) (lﬂ,u\ *’(‘Ch{— una (.omp'cc.io;s ‘\V\‘lCia( Vhdg QrAwdc

ve conserva  eskructoras tniciales siysele 50 a?

-
& 'ccorllm» . En oeste ca.xo,ol3 es La eomplecion tni-

N /
cca‘ mal gm"‘de de (0,0 que conserva ¢-\l'ruo‘lu\"¢$

tnieiales
(2) (4,0) bene una comP\cc,io:; §ar\;;uu-a/n¢awwcn4¢ 1M -

Qia' v ‘Echa' i s gmndc L8 ys{,lw 5t A e Igﬁ(.—
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v gl'na,' mo.:( oranll de (n,u), l

En la Mencion ade dCMoul'ncio{n de 12.12 yo se use’ la
}Oropu:da-d de lcvawhmcin"u o,p‘h'W)oJ Qe de_&hc o lag
cal”eaon;d wncvel’u fhicialm-cn"c e@lf\alm{ nie comP(e-LaJ.

E‘n o"v(u pa(abru ,ld- pwe,ba de 12.12 ¢ l’anln'e:-. (a del
*wvcma.‘-

124, TEoREMA .

Q) (n,Y) Lene una extention md grande inicial men.
te denda i y,sé'. Ji At e (eg“fwm, R es ‘m
u’re caso la ex.l‘enu'oﬁ mas grande Tnicialmende
olensa

@) (o, v) h'enc una extenjion md; arande que es
Tntcialimende densa Y que conserva estructoras
iy séle i A es lcaﬂn'mg . Bnoesle caso, £3,,
la extension Mmas grande In icialmente densa v
Gue Con Serve astruct ureg iniciales

) (Ol,u\*henc Una extension m as grande ‘ricial v
fnalmente densa si vosl, s A e legltime.
En e;{-g Cado, Eg es la ex#emt‘oﬂ wa gramdo. tni -

cial N '@lha(wﬁcnh densa,

Pod - L ‘ :
O ZYremeos ‘t»m a ejta feccion Con yng obsevvaciy
\n‘-era.mn“t'.
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12.15. 0 @sgrvAcoN
la eowmplecion A yava ver &3 legihime . Esto se

debe 'oy(r{cipa\menh a due toda Ca’regorl; concreta
(o) solore X Hene una epbension propia jnicialmente
densa. Bn parhicolar, ningone eateqovia concrela

(a,0) o I‘SUQI a SO comP(cub:: inicial mal grande
(A0, dade que @ucnhs vacias Aan (ugara ol jela

de A}_ %due wo esta’n en F.:?'(ﬂ).

El proceio para {larmar Complcabnu tniciales w-mf
9randey (cvando te puede llevar @ cabo de algin mode)
ho es idem‘oojmn*e Veamos tn ejemplo . fea R el ton-

.

yunle parc'\a'men{’e ovdenade Siguiente:

- N/

lon la {‘clcnl'ca. usade en L1, ge leqa a qre i A

eska rep resentalde poc:




\28

Repi-\\'cndo el proceso, glhtenemos ((n‘\",LU‘)‘\"

-

/ . .
05 Jeyvea e Co'mo fe van c#l’tm‘unoln lag sucestvas
mplecions med grandes (R7,0%, C @",UM),

(((.ff‘\“\1 St ebe

Esta nada agradable Sibvacion bene su origen €n el
hecho de Gue el conglomerade de las exbensiones inicral -
wmente densas no es cerrade bajs C»ompon.cl'ofﬂ yJo cual Se

Ve olayameu‘l’c en wnoegtco e_;)tmplti

1 1 -
B (A, V) — (A% 0Y) , Epc (o) — (), @)
Son l'n}c'ua(Men,fc olensas | pers |« oompon&'oi

B2 B (A0) s ((a), (@)

he \o el (‘Cua'qv“el’* Jc los (Q\,l)t‘objet.l de la forma O
ne es dominie de E:-E,"-—‘Fucn*cs .

I'd
La situacion €5 mucho mas agra dable ¢/ nos

reskrinatimaer o extensiones ave onservan ¢t ruefovas
q
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l'h'\cia\c.s . EU\ e'{»cd‘o.

(12.15.1) PRovosiion
Si B, * (A0 —— (H,V) , E, (B V— (5w

Son \gy"cn.ﬂoncs fn(clahmenh densag Qog wniervan

e‘s"ruo\-onu im'c..(c‘tu ,e.nhmac} E:. + €, e Fam brev
Unea e&l'tn\!l'o:\ l.ﬁ'ddmen"c densra goe Conlerva €§-

Lrvcburas hiciales 2

$13. QPMPLECIONES INIEIALES UNIVERSALES

13.].DERINVICION
Ona ComP\ccioa intcial &1 (1,0

> (TH,V) de
(q,u) es llamads pniversal  ri satisdace las Stguien -

bes ctondiciones:

U') E conserva estvucturas Tnicales

(&) Para toda categoria concrela tnicial mente comple-
ba (C,Wl Y bodo 2untor c.ort.re't'o Ei(a,u) — (Bw)
q_u( wnierve e.s('rudwas fnioia'c.; , c\u:d'e v vnice
@u.{t‘or concrele G (H, VY — (6, W) gue vonserva

estrockoras iniciales y lal que F=6-E.

13.2. PROPosicion

. / Lo . .
Una c,omplex,wn (n\uw‘ Unwcr.!a‘ 5 3 c;tu"e ) &3 l‘a’
. / . . .
dg\'evmmado de ™Monera unice | salve yer UDM""IMM.

Dsm 0] !:[uct.og’ g

Sean E: (A0)

y( BV y B () — (8 0))

QOMplCLI.DWC! u'n'\c.ulej unl'vcr.(a[e.s o(c (ﬁ,U-\. pOr la




1%0
dondicion (LX) e V3.0 evisten fun‘-oru concretos
Cr () —s (B y G (B ——s (BV) gue
Lonsey van esbrocturas 1niclales y bales gve GE=E!y
('E' =k. Por lo tante, C6E=E=1, B
Gg-B'= im,- £' Como G'6 v GG conseyvan esbwe-
tovas timcales  Ey E' ton ('v\'\éxa.‘v;acn‘}c densos | Por
4.4, 66'= 'imv y C\'G'—'{ﬂ, Por c,onsl'gu'\enl‘c , G ey vn

l.somo t{i.«m» conud’a‘

3.3 TEOREMA .

(a,0) +ene una complecion inicial vniversal ¢i

v sole Si A es leﬂ/l‘kma. . Bwn este caso ,E'3 es
la prleciofﬂ rnictal Universal de (R,V).

Demostvacion :

g’upongamoJ primer® que d‘t” es [esﬂl'm.\ , Probaremos
%UC E"s ' (Jt,o\ _— Cﬂs) LY} es la COMPlccio:s Umi/cr.uj

de CO‘,U\ . Pov (0.24, Ez Congerva estvueturas Inciales

SUL (HW vna (’A"‘cgona ooncre{A imictalmende C°'"Ple~
ooy F2 (A0
va estructoras imicales .

Sea (X% S=(C% a: >UA;\I\ e0b 3.

Enlonces 4 ":—( X S S VFA.:\I ) ey uvna V—f'uev,Lg
enX. Como (JB,V) es inicial mevre (,oMp‘cTa.J § diene
Uw V- levantam rents o,p*'imb

( p’(x,g} ——>F A")I

. e . -
ES"e \CVKI\"QMIGV\{.D €L unico pPor g.6. Dc#lnlmo_c az,)’

) (73,\/) Un -{,UM},, concrc'to que Conjer—

. 7/
Unea 1gw\movs
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ob > > 0b

(L) —> Begp)y

0 G

Cuvande no ‘na.ya. p(,lfa”, de con fugion ,deno taremos
por Bz~ Bgg) -

Sean (X, £=(5—%iuac)p )y (BhpI=(x—"— UA} ) )
dos d- obyelos  sea (§,4,¢'): (D) 3 (ELEY) € Hortd

Supongamos gque (E’K e FAi\c Y (BI'-——');""” FAH

fon los \l'(evanj{aMnén{'u o'pl'fmo.( de §, 5! respectiva-
mente.
Como (i/:{; §') € Monﬂ', pera cada €T 4113}? C; €T

“'q( g ve G;- . ‘e=- Q. - Por lo x‘a.ufo, para *‘00‘-‘5'6'7@”_

lmu\'o. -(,\ dl.o.smwm

:‘E_: \/BX_

]

YV
Tl=Vhg

a! =va'
4 )

- . . s .
Por ser (a}) 5 v.inicial , existe un unic, 5 - o

cUMo {‘I %E —— BK’ l’dl que V%‘:“# v qu& ‘l‘odc.
i€, a)f 3 =& - Al pare cade pareya de a3-

J

Objc\'?u (%9, (%1, CJ“’(A/ deel'niahu l« '1dm¢‘o:;

L\omal(KJg') z':f') >L\°M%(Bxagzl)
1

Q) berg (¢ 4¢) \——— 1
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Ef {a,/(,il Ver Q.Oc. G y "‘bJ-os lo.s GC!_,}S r'/f‘) £0r")an
un “{-unﬁr

GEF's A — ﬁ,
Gue por comodided denotaremes por 6.
G- (_n}((ﬁ ) >C fBv) es c(avam-en)'c concreh .

A continvacion demeostraremes gue G COnsevva estroc-
bovas 1miciales .

Seo (('Ejg) {M Ct«-‘a?.ﬁ)[ vna A3-frente ULini-

cial. Querewios ver qre

?c':' G(EJ :C, 51:3

3) (Bg 326(x,¥) > Br;—“‘e.fa’ \r

es V-1nicial . Pavg ello . bomemos una B- {eente
(c % BE,,‘ ) v un ‘X-—W\or{_.}m, G"VC——DVB!'-‘X_

\la\c; que para cada C&X etonmote el diagrama:

Ve
Vo

(4

@

A
T=Why > Vg = T,
VC.;'—'-'@.: ¢

Come F conserva estvocturas tmciales, per12.2 ()

pava cada B €Ob fb, (ve, f; ) € Ob A3,

Sea . y
ECS(VC St > VA, = VFA,_'\I_ , dende
(C,: < 2 FA() es [a guev\{c de fodos (aJ F'Mor‘t'lmu

Con domimic C. Sea ( (bvc Ve, S FAC\ e.( V-le van -
l—aw\\év\'h oiy’l‘\.mo de S.-,F. por lo {-an{o conmuh e,(

R




¥

dl'aara.m«; i
V¢
Ve.
(s) L‘\ e
A4
Ve, > YFA;

c ~
chc = Vtc

¢y Como (\-/—CZ)I es Voimcial , existe 42 ¢ — Bvc
H- fhor(a.(mo {a que Vi= /l_v‘..y VCC‘I =C¢ ,para
"°da. ceT

-y

Sea teT . Vgc Ve —» X = \IBY‘: . Dewrostvaremes
F
gre (. ,Vva,, %) €Mor As.
a s : :
Sea (a, Mg S, ¥, = (T, —E VEAL Y, R

a_\ .
Un V-levaniamients o/p{’fmb (Bi‘t- —= FA; Jue K.
For lo “an‘}o, a-VgL.:\/E.' 'VQ(_’ :\‘(Z-'Q;') v a'ﬁ; (—FA
es Uwm fb'mor('.ﬂﬂ., Po; &l(o, C“‘V‘J;;AS-‘(\G«'&'\:A)E;:

por (o \'ani‘oJ (ECF, Vgl:, S,;) GMorﬂ"’, para “oda. (¢l ,
EJ"D I'Mp\l't‘.& Que pam cade dét,

("(gf)\/g[)‘Sc’):@:%Vc >BEC€M0rg.

A devnad’s ) pava Loda el eonmuta:

Vi, =VC
v VQC:VQC

&) £

A\

> Vﬁzdrzé

Y '&‘VBE V‘é\ i

P
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C?) A-fu-'mamu e

F (EGF " I)
V Ve Y

> (X, §) € Moy £,

po.lr(» prol)ar u*‘u a?nma—ccon Nnga.sl en c,ucnia. que
(§ f;, § )I es 03 - Imcm' (e que sPer 10.30, 1amplica
Auve § e (e solbclase rnals Pequeria de & Lu‘ Qe

(") P“'“ “'”}o cel (I t(,, ! ) el Un mapee Q_ﬂ{‘rc fun‘e.s
\&) (%, t) 3 debilmente cerrada.,

(L) (x,f) e #cnh femicervada
F

fea g'=qenre Bglag,nrety V.

Le adirmacion quederd demostrada s, probames que
f' sal'\;iface LC),(C«IS y a) .
LC). Sean (6l vy (d)h)éfi

‘\t f = \/v‘-3 y A= Va Con a.'-Q)td-\)FA.
Por lo l‘ar\ﬁ, a~{’c~{= VcT.'Vv? :V(a_ \/?\ tow
& Vg, i Ty —> FA. Entonces (a-4. .1, A)Eg'

lo 4wt 1mpliea gue (a- f;,A)CS

POV' lb ‘l‘anl’o, para {"od-g CC—I) (E,;‘tc, S,_‘) e Un Mapeo
de {veates.

). Jea (a,A)é§'ysea A-“L-;g € Mor R.
Come (a,A16 S, (a-4, A)ch

vV por co w.hbuiemle

fxlfl’ﬂ C: BVC——-')FA +a(q,vc \/c = a - -c, ad) c’_u.

(Ub.a-4,8Y=CVFb-Ve, BY =(vU(rbe>,B )€ EBV
Poy lo Yants (Ub-a)ﬁ\e}'. c

(L,¢) e entovices Quenle Aébilmente cervada .
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@CC) Sean CQ,A)G E'E. Y (4—&. A;)I Una ﬂ--‘ocn‘t
H‘cs que vara tode (.'G-I,(UM,_HQ.. A.-\Gf’,
fea el CUm-d i,AlGE

U-tnicial

y pov (o tante eyijhe
un H- Morpumh b, - Bv — F’A l’"-‘ que V";"'U‘Mc‘“.
poy (o l’"an{‘o,

e\ diagrame?

I:VGI V\:.,

v

_ > VFA;
VA=VFA = ‘

es conmutative, para tode 6T .
Cormno ( FA .._-E.'Lt_,,

FA'\I ea V—l;'\u:.c.a.| (pue>
F tonsevvs cs(’vuc"uva_t lmcmlu ), (yul'e a': B\,h-t FA

tal 4ve Va'=z t Por Lo "‘ant‘ (Qf A) = =(va’, A)GS
Y e fo dzmuul’n qve (a, A)éf

Ast y pues, (X")f') es Sewmicerrada .

En"fohce\j EC{‘ y (ggpv‘c )'c_; })€ Mor ﬂs.

a

G(g;u,'{, §):'£ : ng‘—————iex es fal que
Ve = {. )

fca. f* = “Zfo—Q: ¢ — (52' ) dende f?'.c-—ﬂevc
es la venuonada en ()

Por o Yante ¥ e5 el Chic $-mor{ame de ca By i
que Vg*: V(f?) :V:?.Vf:. #"LVC:




A 3

pOY lo l"dn+°) (G('I,S) ———-L'——"""G(tc‘; E;’ \I e

V-th et .
En“‘onceb Cb conferve M"ruo‘um l~m'c.\'a‘d

Lo du Sigue es devnostear g ve G-E3=F. L
prug,\o.‘, q,bc. ‘qavcma.& es Mmooy Sn'wﬁlar a (A. viada paré

Ver e ‘:BF-E: Fen AlC.

fea Ac Do, vy sen (A%, A la Lamilie de todes
A . Por lo ‘anfu

oy A-vnor{iimes Con dominis
z Va: Juf)g -
EQ- (Ub vl

guling.
gl' CEU“ —y—sk—’ ‘:Ac‘\ctl el V"‘¢"n4umf¢n*~ o’p'LiMo de 5»,

entondes para lodo 6L Conmule el diagrame:

VEA

1o

V U“' ‘:Ua\.

por ko l—anh C‘I-l‘j*'t L\:FA —) BUA '\*a.l que V""‘duh Y
pare bod. Cel, o-;‘-_ 'L\=Y:a‘- . Cormmo -ev.t.{"e Ce€X
"&lw 'LA; Qe 3P, = Ua—,:d ,5e tiene Gve
60'L\ = FLA: &FA-
Por o‘ln I“OL", \Y )LBU‘= '1.\}&0“ =~ 'iuA y pér Consla'uc'nvﬂlc,
V(g =¥h -Va,= 4y, -Vac = dea™Vig

Ast que
L\ : 60 = /iBUA .

Er\"on(es "\ (¥ \g.omorgl.ﬁwn Y peor lb Ldvrto ;Jcn‘-'td-dxl N




1%

E'Sh’ demoestra que  Fh= B . es deciv, gug
G E3(A-)'= F'A‘_ De QQul' es ’qé(’l Comc,luq'r qve 65'7'-'-‘:.

la onicided de 6 se Sigue de 9.9.

Por lo #onfo) e ey la co'np|ccio:a (nicial untivergal

dc Cﬂ,()) quF‘ .

chamu al lecbsr la 6tva p-r"a de | Leorema
(eidecir, (R,0) Hiene comp|cu'o-/o imicial vniversal 2 Ades:

‘Cﬁ “l.mﬁ ) l

l?)‘l_QE FiNlcion s

Ses X una cahgon; peq4ueia. Entonces:

Q) G'G'}x es la ca*"esoma tuyos objetes sonm today
lay C.a.‘l‘&gon:u toncrela pequenas Sobre X y coyes
l'hov"fl:(m oL Son Lodo; le “—Un“'oyg, concre oy ente

leeoorla.f Peqvenag wnch‘u.

(2) C'a'l‘x'mce.s (4 sub u\teeana de Ca+x tuyos O!Djet:'u
Jon tOOlO‘ los de Ca+ﬂ Y tuyos Mor{t}mm tom log

folr\"oru conCY£+°i ?'\l'vt. cl“‘% lru’u ptq,vcv?u Conc;—e'h.:

q:uc Lonte rvan C-!*VWJ'UMJ ;n‘lc.l'a’c..s

LY v
) Ca*x es la Subcd—\tc,aon/a plena de Cat. '™
C vyoes abjetos Son (a: 0_4;(-9.50”,41 Conc:rc'ta.x pe.*uevTu

l'h(.c.(‘a,lwwn(e_ Comp(c“as.

1%.5 TeoreEMa (corolar, de 133, de G.4)

—— . _ s
CmLx"”‘ es epnv’t’?'c\ttvm en Ca'}.xmc. La comple-~
Clon 1hicial B3 (ML) — (n3,03) ¢4 (a ceflexion g

i i1y R A S e R S B R e A T el et i
ROy %
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Jontemog 12.130), 1. (2) 13.3 en un Haorewsa

.

Pn‘vnorcln'as .

[3(. TEOREMA
Son equivalentes
@ (R,0) Hine una extensivn mds grande Gue es

Inicalmente densa v conserva estructovas niciales .

b) (ﬂ,U\ 'hene una Covnplecio\/a thicial " s grande §e

Conserve eﬂ'rud‘vvai In icfa'e_s-
R 4 . - . .
(¢) (o‘(,bl £éne ona Lom‘o‘ecwn tmual umvcv.m!

d) A es \egHimo-
En este Calo EY: ) — (ﬂl,v) ) Hiene las propre-

dades deseadas )

$ 14 compLECioNES DE MAC NEILLE .

|4.| TEOREMA.
S[’ E: (A, 0) —————)(95,\/) ey vna LOMp\cubv/a
thdial v el'na‘ de (A,L) entonces existe un
1Somorfitmo concrels G (S, V)— (at, 0% tal gee
GE=EY
Dewmn osiracion !
Sea G = E‘q: (u) — CaYud) el definnide en

(2.3.3y - Por 1.4 (3, Ges extemsion de (ayu) tel
Q,U(_ G'E:E“. Pave O‘e.mo.&“rar qve G es t:lomod.c'.sm‘;}
lOn.s'tZ.. Jemoy‘vav Foe & fupra ycdl'Vo e Loy ob:;al'a'.\ .

3 e, " R s o iy - st s -



1%9
{ea (%, 8)elba’ ,donde § e la dvente estrochvimda

T f':( X A )UAR: VEAI\ e Como Lﬁ/v) es
(nicialmente cowsplc'to\, F liene vin V-levandamients

O/P";MD (BI ——E-s_-_a EA‘_\ REK - pero

Get(og)= (VBg, E ) = (X, 4T )

E
8¢

3
Egg = {(Va, Me =, .| By X S EA CHor 2.

Dewostraremos qoe 1=%

Dade kek, Caw,Ae)=(Va, , Au) € E:t. Poe lo
"‘an"o gc E;{

-S’U\oongamof que (‘1,2)'—"(33§)°P. E nionce
MN=ABW e T ¢ L paratodo (4,0) €% exijte £:04A talque Ugzab)

fea (Va,A\efBi ) con G.:Bz—ﬂ CA €Mor 3.
Como (T, %) € ObnY, (M, X)°P = (X, 1), es dect,

t=l(c,0)e & z.\p"& b (B,b) €W exithe £:0—s¢ halgue Upzcb,

Sea (B,1)eM .Por lo tauvily jpava cada hek axishe
‘f._‘. R — Ay lat Gre U{b.:‘ Ay’ b X dc.u'r)l-alc*_ue

conmoute e didgramar
Ufr— VE ip_

VE O =00 > VEAL =LA,
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Como (ah.\b.ew es V- inicial Jc\nkk, T BB—s Qg ki
o\,uc V@ =b. Por lo #an‘o Qa: 'B eb\omn(EG,CA )y)

dado que E es pleno, eviske ?‘-B——-)A talgue E?:d-f
Por lo banto, U?T—VE {':VLGE y= Va-VE=Vab, asregve
(va,AYeX . En Fonces Tbi < ¥.

Poy lo \'a.vx"'o, G:”(BE): (K)f) ‘

Como uvimos en l1L1G), (a LompleCfO;\ de Mac Meille
de un covu'unt'o pavcid mentes srdenade (ver §6) esun
caso pa/“cu\ar ole la Compleoio;s E\‘- I—V\Jp\'ra{mdonu

en u“h Luoko) [n"rao{uc'tmos la rlf,uiew"c Hymn;\o‘o:j::\.‘-

1. DEEINIEION .

Une extension E:(Cnod — (%, V) se llama comple-
l’oz') g_e Mdc Neille o‘c C(ﬂ,U\ S} cs St;nu“a/neam-en‘}e

e

C_owxp\cct'mjn tnicial v complecion {inalde (a;0)

El Teorema 4.1 de.wwu“m que Una comP\ccio;s de
Ma.ch\'Hc, S ex:jl'eJ estd um\’/ocamcvv‘e hkvmtnhd.,

Salve pof l..\omorga]mos . A—;l'/ E\',E-q ¥ E*Sov\ Comp)e-

C lovies |$omor"—¢u , tomo ya habiam es vt"sl’b-

La obser vacion [0-33 implica gue Cal,v¥) s sub-
categoria plena de (A%, 0?), bo coal vio e accidendal,
dode e la complecion de Mac Neille de (A, u) e lacom-

4 . .ot R /7 - . .
p(C(,(.On Mtual 0 ‘chm' Wies pequens yeh el Jlgvlcn"f

Jc,vxh'(ﬁo
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(1) Toda c,omp‘eu.o;: in'tcia.J de (A, un‘-léne,umo

Una Subcwl‘cawc: plena una Compleciofn de Mac Neille

de (A,0) .

(2) Tode wMP‘CCI'o:‘l fina( de (ﬂ’ V) Con‘-c'ene, comeo Lna

Su‘aca‘egom:. plena una complecion de Mac Meille
Jl_ (nlus.

Demeostracion :

(: Sea. B (Mu)~—> (BV) pira tomplecisn rnicial g,
Caw) . few (B, V) la eevvadura {n‘nal de (E("J;VIEM,\
en (B,v) Ccér 220) . Por §.43, (A, , Vi) et incialimen-
te me)et... Sea E, = E\ft, Covne E e rnicialmende
denso, €, e thicialmente alenjo, vy comve (E (A), VIE (a)

el {l'vm'mew‘c densa en (!3',\/‘) ypor 4. E,es dinalment,

devso . Por (o tands (B,,v,} e complecion A Macluille
de (A,v)

) Ana’clonam-enh .

La prueba gre acabamer de dar moestra qee si
C.(n,) — (£5.V) &5 vuna co-mplec[o‘a |'y\icia' )en-l-once.!, Com
le hotacion e la dcmoﬂnciofw, E, e prlecio; {,p,a,[ Es

cla.vo ahora el :L'Quizw\'c ‘eorema -

\q'q‘TEOREMA- (comlarie e W3y ty,))

Con e }uiva lentes

@) (A,0) Hene una complecion parc ial

(b) (A, tiene UNna Comp'ccio:; ‘ffnal .




LVA

@) (a,u) tiene una Comp‘edo:; de Mac Veille.

() (a, tiene Una omplecion thicial mal pequena
Cenel sendide de . 3)

©) (a0l tene una eomplecion frinal md [oeq veds

() ates [cg{h;m-. :

En este caso ,8Y4: (R,0) — (AY09) tiene las pro-

prededes deseadas. .

l45. Nota:

Obsc’vvue el Icn‘u’da en que (—omamu el helho de

Ser umplcct'o:\ Pmrctal v & pequeda, en 2l teorema
IN.3 y en el IV ¥,

En general | duvante esba seciion ,entenderemol
por uUna extension mal peaveina on la propreded P,
Una extension E:(AU)— CBV) con la propieded P
Vol que i B LAL) — (RYY) ks una extensivn
94 v biene la propieddd P, entonces B¢l

En la vota que Jigue « 40 promelimey denostrar
en este Ca,pﬂulo que una evtension ei esencial 57 v dals
{0 e {nictal v -f,“»'u.(Vncn-‘c denga, Ejte £3 un 1 o enhe

Opo/)fww par< cumplir e)a promesa.

|4.6. PROPOsICION

Sea. E: (AU)— (B,V) una extension de (V).

En'l"once( (M Sc‘ﬁu[.en{“c,s proplé(itdc_s Son eq,v'walen"ej:




@ B ey

eencial

b) E es nicial ‘ﬁinalmcnt'e denso,

)
() GE er ertenjion de (S5,V)

(d) Euk“‘t una  ertensich F: (H,V)—— (Y, LY -Ld.(goc
FEB =84

Dem thacfoQ )

Lg c,q‘u'wdenu'u. e'\#"& (b) , (€ YLd) es 2.4 (1),
@= %) Jupongamos fve E o) erancial. Como E e
evtension ,e:('a' Oedtinids of —f.unLor

(B > (/YUY
et &
Gg : G&-——-——>(ve,\;%)
Bg! — (ff,vg, E,f,)

. 1
Por etomodided ,Sea G= GE . Como E es e,.\enc('q,/y
G'E: E? e cx‘(‘cn.r[o:\ . Posr lol—aa\lu ) por 1.4,

E ey inictalmente dengo .

Es obvio Gue  Siguiends los  Orgomentss doales « los

de 1.3 vy 1.4, se concluye qwr exiyfe un ﬁuntbr

cH,V > (n™ o)

) s s (W v

M \
NSRS VPR R

bal que H?vE:

‘1. . o~
E "y que Eoes (:ma(vhen‘c denso Jiyysl
-1 .

i1} Hé es extension |

- . =1
COW'to E e esencialy E e ex+¢nrlov, , “BC es exten-
\( Pokl.; Law"o E € £(.hal“\"\€ﬂ‘? denso.

S!étq
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Cl=axa. Sea F: (BH,v) —3 (6, W) un -eunﬁw concrets {al
qre F-C e extengon. Para demeortrar e Fey e:‘-c—ui.f.‘
es sediciente prober ¢ve es pleno. fean B, B'€0b S y
fr FO—FO €Mor Q. Por(e), (=60 1 (BY— (aYuy
e extension . G = cvy, ?:3 , Gy = (vel, {g{)_
WeE : WFB =2 VB ——— WFR=VB' ¢ 0n mor {ismo
ern X. Tomande en cventa ave (“rf)VB):(VB,;‘:)OP
(cévr- “"1@))) ¢s evestion de vobina ver que
(F, W, EF 168 —— G b ¢ Mor !,

Cowmo G &5 pleno, evute un B-rmorfime f‘- g— g’
balgue G = (§&>We, §¢ ). Por lotanbe w01
= \/f: WF:(. Cowro W ey 'L'c‘) F-f: "-) lo (,Udtu'”p,"t

la dewrosbyacisn D

41 CoroLARIs L

./ . .
(ﬁ,o\ h'gn.g una eth.on ucncca‘ ma’.; 3mnde 5,3

Solo s¢ A ey lf—ﬁ’ll\'Mﬁ- CEn este caso EY:ca, v)— (%)
e la extension e.senda{ oyt ande_.

Demo)lvau‘o;)_'-
Por 12.14(0) y 4.6, 1

(4., corotARo 2 .

Su pongamoi ‘}ae ﬂq [ X (crdﬂ-l'Ma, . thncu Son

6@(,1.\/@ len (’ej .

(9) CO{),U) e l'h.lc.la(mcv\“c Complett

(bl (AU} es nyeddiva Cofy. 415
(¢} Toda extention E :(Mu)—(RB.V) e Gﬂf;-.fer_ciaé.
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o) Cﬂ,o\ no +iene ertensiones esenciales propias
(.C) EY: (ﬂ,o)—--—) (Y, vY) es un Liomo--folm; .

Dewm osiracion .
@) =) (o) = () @) se demostrd en 4.1G. @)=@) esobvrs,
Ld) = Ce) EVe tnictal y '#O.Ha(mov‘“( dewnso. Por l¥.6,

CYes esencial . Por) , EYes Uomordime »

49 nota
En VU'*'“ de N‘?, Q.Ja.l e.)d‘c.n;fonq infcia.fmcn"'t
L0mplc+as (C@r. lon) ‘l’amlocc;a les [Lamaremme;

ertansiones 1nyectivey

Direvnos que uUna e ytewsion E: (R U= ¢,V e
yne enuolvewﬁ_ lﬁycd‘t‘vu de (A, V) $1 e una e xen-

./ . ‘ . , .
sion esencial \hyedw& , e decy, Si E es esencial
BV ey tnyective |

(W10, coroLARTO (de 14.8)

S\ - (‘cﬂ,u\-——q (!},V\ e un iw‘t’n— concr(:h v
(fl‘ el 'Cq/p‘-lm‘ ) gm*oncu Jon Qq.ul‘\mlcn“lu .

@) E es una complecion de Mac Neille de (4,0)
(b) B es envolvente tnyechive de (a,0)
CYE e yna ol pegrena ;xf-cvuio; |"\yeu“- de (a,0)

AHE es (o ma's ramnde ex{”-enjl'o;s esencial do (A V)

De,mnlcracwn; LQ 'Cq.vivﬁ;‘th(.l;\. entre @) y ) eJ"a,




LY~

dada en N1,
@)=xKby Se Sigue de V4.8 y 14.6.

dbr12C). B e (ny eck Ve peor dgf«ﬁ\'do’n 5o Fula,or— (CW)

e vteniion }m{eo‘(vu de (0,0)
criste

cn“'oncu, por i€

E'-(ﬁ,vi-%/”c/WS

ey vna
i . .
B eﬂ'cnuon y /'&,WJ n\yeohvo )

*l'a-‘ que Fe =F. Qomo E e eJcnc.m

Por lo "(a\nf'o Ec v,

! , Ces e xdension

g Y: Cav)y — (¥, 0%) e extension my echive

£ < Eq) es decir, €¥ l‘s"g una
) tal gue F.-E=EVY.

<= a) .

de (N, V) | Por lo lanfo)
evtantos Fi (S8, v) —oCat, U
Por .6, E & esencial .

Corro g4 (n,v) Y AN
es thyeckive | exide H:(n% 0¥l — (V) 4al gee
HvE‘“ =B . Come E'l e esencial , He (nmcrifo;ﬁ pleve.

| mal qrande, H es tsomor.

de Mu Nl.lug

4
4) es extension y (BN

Como BV e le c,y"cnj[a»{a ejencia

fiime Por lo tante E €5 una compl.cu'o:\

d( Cn.()\. ‘

141\ coROLARNO.
Con €4uivale ntes
@) (n,o) Fiene una envol
(b) (cf(,,u\ tiene vna cy(‘enﬂofq

vende inyectiva
. . / -
|nyeu‘tv~ mal pegLtns

) (ayvl biéne una eytensich ejenclal mii grande

@ Abes legitime.

Demo,xrac(‘tm :

(& =(b) - Veass la demoﬂurlufo de (b1=3Cc) del farema 1y .10.

Y& ) eg 4.3




Ut

Q=) .fupomaaMoJ 194 E.Ca,u) — (f,V] ey ona
ertension nyechiia md) pequesin - Sea € 13, V) la
Cevraduve inicial  de (ECA), V';,-(M] en BV Yy
Sew (Fy Vi) la cervadora Jinal de CECA) ,Vigy)en
(&“ V.) . (ﬂ,,vﬂ y C B»;)VL\ fon tL\l'c'lQlM"VHC

Comp'et&) per jer t'nfcia‘mgn'}e gerradey €en (3,V),qw

e IniGalmaenk completn . i E ,:E\fﬁ" y E = g‘\f')

e 441{.('\ ver que E™ . (&)U —3 (B, V) es complecion de
Moc Neille de €A, U) . En particolar ANY (eqHinma (verity),
Por o tants por 14.10 (@) =), Ee lamés grande exbea-
Tion esenciel de (A,

o=@ EV es complecion de Mac Neslle cle (4, 0)
*anh:) (d)1=n (@) fe Stqoe de @)>™b) ge V410, i

Porle
L ' v . 7/ .
L Mmejor ma nera de terminar esta feccion, es resomivle
en el S}ﬁw.gn*c leorewmns’.

42 TeoREMA
fon O,qyu{valen'(‘u :

/(9\ (A,0) hene wna ComPlcc'qun micial.

(_b) (l‘l,u) h'cnc ung ComPlecio':s @l'nq]

@) (a,0) ljene uUna wmp'eaofq de Mac Neille

(d) (&) tiene Una c,o.m,o‘eu'ofa imictal vndr pegueie
) (‘ﬂ,U\ {iene una C“Mp\c?—to;; (rm! A pc,,w;ﬁ‘ .
&) (a0 Ligne una extenjion myectiva el peguenia.

gyra nde

(9) Cﬁ.,o\ Ligne una extension esencral wmd

thy 0\ blene Una envelvente (hyechiva
. (-
(L At ¢ lcglhmm
B este caso EY tene las propiedades deseacas g
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é‘s- COMPLECIONES v NOTAS F(NALES.

I$.\, OBsERVACIONES
Para as compleciones finales E™ -(a,0)—s (n° )
existen resultados armlogm como es de Soponerse, E -

hunuarcmu (OJ ma.,{ 'Mporkn"e,ﬁ h

15.1.1, (/,0) tiene una eompicc{o; {iaal mas grande ¢;
\,jdlo s5i At w (cgi‘ll'vns. . Cn c&“e cajo, B (a,0) (a7} )

es la c,omp’ec.\'og final s qrande de (A, U).

1500 fon eq,uiualm{n g
(a) (o) FHiéne uno extension madi grande que es Pi-
nalmente denss y onserve ertroctura finale.x
o) (o, Uk-‘-lcne Una eomplecion {inal mds grande

Gue conserva c:“xfuo‘uw -f}malfd

€) (n,o) Yiéve una r,ompieuoa dina! universal
() A3 e fegiime
En este caio €3 '«Cﬂ,us""wfﬁ-{. U Heme Lo
propiedade, deseades.

1543, §y Qa'{‘,fin es la Jubca:}eaom:» de Caty, econ los
miimol obg“cb.} pers ecuyos MOr{&MQJ Son las fmhw
q,w. conservan estructoras {;wm, e , ¢ ﬂ"‘bmcex la Jubuhg.
e plena € *c'" de Ca+‘ cuyos obielas son
(m Cd‘c&or:u concreles peq e Aat tivalmente Comp le -
‘Ld.& y es gpwfc%lcgwa e Qq’{ Him E'a,(n,o)-—;c‘a)u"‘)
e h. vedlevion

*

1S4, Y > Al
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15.2. NOTA .
Obsevve en el ejemph dade en (1.2, ave (3, )
No e ‘3omor€o o cat“)u'*), Esto implica. Que la
COMp‘ccioln EY: (ﬂ;U\—ﬁ-)Cﬂ",U") NnO Necesaria men-—
e tiene la propredad oniwveral de E* (ver \3.l~,l3.3),

COh‘trar‘lamen*c ato ael.rmadb po\" N-mo\ajl Boorbaki en
el ejercicio 15(0) del §1 del cap‘t‘uta 1T de L3,

En \os eJ'emp\OJ que mencionarémes an seauidaJ se

obiervard nuevamente esta difevencin entre &3 yEV

15.3 BIEMPLOS

15.3.1. Cea X la ca‘eson,a. St de Combn“m v eunc.'wne.l,
Sea (A la coﬂegorm concrela euyos objetas son las pare—
Jas (X,7T) que constan de un cavuon'l'b X v una tamilia T
de Subwndonfas de T eervada baje Uniones Timitas einder
Secciones ‘{—mr\'eu v euyos moctirmas §Fi(E T)——(V0)
Son funciones f: X —>Y tales que $7Cs) €T para cada
Seq,
S‘((Q\,t )\'I. es unk {anfhlm de ol-objelns

((A;, T —>Aly e Un Set-poro dike Heme on U-
lcvav\{amlén{'o ofph'mo (CAc,TL) —3(A)) g, donde

T= (UCA ‘ pava boda v¢T fcsl(O\E'C;‘}. Cormn o

{g (56) —(EE)E Moch & fce, por g.2.3, (A0)

es tniclal menle Comp leta.

Un espacio lrapo\ogmo Se dice aue esld lm\'lamcnc
Jenerado §U €5 yn cociente lopologice de una unish

ouéna (Suma l’vpololgt'c-v) de espacws tlnlt'oj .
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Se puede demostrar que U espacio topelogice X es
i(hi{nmtnlﬂ— aenmdo $i yscﬂo si la [aterseccicn de
tode #AW\;\(& de akierte e abicrla .

Sea (£H,v) (o Sobcmlaoon‘, p‘c.na. de (A, V) Cuyes objetas
Son los espacios {'bpolo’s'uw.! '?l;\il‘aw\enjfe scnerado;..f,‘
((XL-) T —£—°—-b %) T e un Se\'-po%O bal que para Cade
cel , <Z:.;JC“.\ EObD ,eomo en el caso antevior resolta que
si T= {UCK\ Vel ‘g‘-__' LU ET, "3, entonces

((Ic,l-l\\ (cil*‘b”, (g, 0) \'E es uin V-levantavaienh o'p-
bmo  de e,_-_ Por lo tants (J3,v) es Inicialmente comp lota,

-SQ,G» (61 w) l(.' _fubcq}e,aowlh P(enk Jc_ (‘ﬁ)V) Coyod sb-

Jefos son los espacios \'oPalo/g}(.oJ finibs.

Por la dc-{fmlcl'oln de espacie ‘l'oPo\o’gico ‘f-;n.t“'amm',e
genevade, se puede demoidrar f.a/c](mcnh gue latnclo -
Sion (G,W\L—————D(ﬂ) V) e una wmp‘ccioﬁa de Mac
Neille de (6,w). Tambi!;\ es cierts Que (a thelo gl
(G;W\ C— (A,U) e cgu.wq(emtc a B} (6, W\—_—’(‘JJW3_)'
Con esto Se procba que la compledo’n de MacNeille de
(&,w) no hiene la propiedad baiversal oe E3

(SS'L En varias ocasiones L\empj dicho q,uc.n'({ﬂ-, ¢ es
Lina \ooc\aJc propia , entonces (2 L 2 Y o e
lcs(h‘ma, ,pues a2 @) . Le que e mal inte-
resante ¢ gve a partir de una claie propie L, po-

dawmes e¢ncontrar una poclaje propia (A, &) Hal qe

Cﬂ-q ho eg \cg“l'mx, Veameos; esbor
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Sean L una clase propla , X la ca'l'cuoorla. Yermi-
nal con on sdlo objero ¥ yon sole mor{me , y (4, s)

la poclase siguiente:

(w,c) 2 (W, M) J

=Nl W,y £, )& .
! U BJ ) Elw, ) w2w! A L=l A=,

S'upongaw)o_g Que Ut — X es el -tanfa.- Cons fan—
ke y Gve '\AE\R‘K es una golaclaie wneo vaca de 2.
gu. I]BJ‘JSE}: JL\&An‘J,

2 Si A
tos '} (4 -

= (Lg, M), €7°F

entonces (X, 8) cobat. (i (M L)=(5, 5,

Je l’lénc que

’Vl.: {(( BS 313 J &13\.365

REV Yy L\Bi‘]je] “’l'ﬂ\em a( menos C’os elem“_

e ¢y ‘lAglthK l’[}_nb own }oqo e\emcnt Aolcn‘oncq
(%, Bidg o) Y)eons
Y §¢ 'Y(: {((&h\\,&x\&jﬂu \((Ao JQA’{'X\H

entonces (M, & ) = (F,%)°%.

Con estas rhservaciones e ‘{-a/c“ dernoitrar Gue
erite une |v:~ycc.cio:\ £: P 5 Ob At

Pervo F() no es une elaje. Por lo%y\“h, Al
no 2§ \cgf-\\'mru o que 1mplice ¢ (n,u) no biene

C,omp\cc lones iniciales .
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l4e agqu’ unay e dificacione de este ejemplo -

(l5'3-3\ SCA’ L une clase ©ropia y Sea (A, %)
la S!'gulenh Pocta.u N

A=l , W w=w

=3 no (Y-I..S‘l'e .
A embargo Ef extﬂ'v,, pves e la M('\iMn. Cannp’e.

Clon de (,¢), & dear

Entonces A'=dt= A . Por lo tant, , B

(153.4) Sea L e clage propia
= L Ooy

EVI CJ"C caso

s

Wew=d wew! o w=o

el y BY eyisten v e kaln Yepre-
Jen tado; pov

TN\

FIN
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NDTAS AL cAPITULO L

150 ha grobade Gue barte dividsr la esfeva micial en I pedaros . Cs
vne laskime Gue (e Fr:}cbq, del Yeorema wo diga como realizar dan a-
(ombrosa operac\o:\ , mediante la eval » J.OJn Kasner yNewman (en
Ma’(emé‘\\'ca: e Imag]nai;o/n “y, “Poglv(amm rcd‘url'v'x\:us'r lasc foar{'ef de
un sufsanh de medo que sin c;&pan:ioC\ ni d'ulorslo; ;Y Sm que dos par-
Yes fe ngan Huhau:\ pwdo ew comom , llevie ya/é]dnm?nh e\ unvevso anltere
Yy Ne chde nlbgo/v\ espacio vacaute ,nten e\ endevior det guisante ,ni

en e vniverse

,'Agm dezco la re{)crmr_ia_,x Netzahvaleoyot! Castaimeds
e
“ 4+ pevo ton suhambre v su congerva e puso ayorgar aguel dia

Yy lo primevo que Se le obvecid fue uvnma preqonle que on fovastero
le hivo [estando pu.sm'ra a Yodo el mayordoms v los demasr acalidor),
que fue: »

“Jcﬁo'-l un eavdalaso rio Aividia  dos ch;m'mor de bn o Sedono
(y esbe'westra mevced atenls porgue el caso es de 'nmporlm\cia., y algo
Aie\cVHoSOA- Dl'go)pue_( > Que Sobre e:‘l'c vio er{alaa un pUch}'e ; Yal cabo
de ¢l una horca vy una eomo casa de avdiencia ,Cnh eval, de ovdi-
nawo ,habia cuatvo Jueces dqoe jul galoan la ley que pose el dueno &I
Fio , del puenfc y del sedoro , Qe era en este forma. < $v alguno parare
pov este pucv\’fc de one par'tc a o%ra-, ha de jivay privnero a donde
y 4 ‘}UG' ve 5 ¥ 8 J'ova\'e Vcrclad, h:)énlo pasar, y §¢ d(ijerc Mcv-;Jrl'rn.)
mueva por &“o ahorcado en lt L\orca. e a“-’&'c moef;)«).fl'n rerml-
Ston alguna o o -

- a Suceoll‘o’ , PUCS, que "Lomandojuramcn}o a vn L\DM‘JMJ Jt}vo/ y
de‘o que y para i \ioramcnt’ > Gue fba & morir en aqv\ﬂ”d hoveca Que
alli” estobs , vy no 4 obva teso . Repararon los yueces en el yoya -
menlo )Y dijevon O g e;"’c bhombre [ deJ'amo) pasar Ii(oremm'}c)
W\;hho' enn Ju J;)vamcnto Ly Lon{ovme a la ley dcloe morir ; v S le
ahoreamos , A Juve’ qoue iba o movir en ayzcltt hovea, y habiendo

‘)‘U\rado Vc\rahd, Loor \A mu.ma' (t\/ Jc\)c Jer m)rt u - -
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3 :
Ll amadag plrudo_ja..s fcmo.lnkcu-

q . = / 0
$i M es un wndunt'o ) denotewme por M fu ndmero eardinal

(las des vayas de A gigmibican , segdn Ganlor  dos abstvaceio-
Nney -, abn“ruemot 44 ld. na."ura|e'&a d-e ‘o; e(cmant) t}uc ebmahc/

Cmuuv\ts y del oro{cn de ul’ox) M N s¢ eviste une bu'yccr_'uof,

q.;n{"r¢ M\/ ?\J . P\ ‘-N Si E‘HJ}C Un subcobvun"o N.de”"’"qaf-
M= N 5 Si ademas no N y pon dremos MLN.

Sea O o) Con\)'un*o de Yodos loy c,ovuun'to_s . Sea ®Plu) el COﬂJ'pn+.
e "'DJQJ (i Jubcovyunfu dc U. por el 1eorerna de Cmd’or-,

6 (.? Pero Fu\ es wn sobconjonte de U. Porlo tands,
o

(vy ¢ 5 . Ademas , Berns fein de mostro’ que Si MER v
¢ =

;’ | leﬂ*OV\CCJ a:i] . En"'onc” .6: ﬁ:}))lo que €3
vna CQY\*YaJlCL-IO/‘O Cpor el 1. de fan*"s,
5 _ | "
Ver cl \lbfo 1FUV\JOMCV\1.OS * IL Ma+€m “4‘(4. dg_ A\b er'ta Dou .
tditoria! lwabher . 1230
G

. - ’ . . 4
Por eJCMPl° ) analicemos la S;Qulev\li eYpreston

"Esta {vase v
ealSo.“ ,C €5 o no 1{

alsa 1. EJTG— eorw\* de preaun'far- carcee Jc
SCV‘{;J" ,va"o Gure Nes “cv-bét cav\{’vaoﬁccio:\ . Pevo, pro»f;vwcll"tam}u
un Poco, hos Jamu c.u¢nTa. de tue lo gre nd(mcnfg hub'n/ramoi

que.riJo decir s 1’ Esta {yue_ es 4alsa® o5 one dyase dal 32>,

o cval e MUY dishinto U Los dos adjetivor falsa ave aparecen

en la cypresuon ho Se re{wren ni significan lo mizme CEstd clars
Qe ¢f la eVPreuon L Esh- ‘#ra.lc el »f—d:.\_ 2> 911‘5 escrilc gn v de-

beyminade 'enguge , {a trprenon ¢e “edle frase o5 {alsa® es U~
na Prase falso , lo st en un lenguaje d'nﬂ'm}‘o) en on lenguaje
que hace vederencia al antenor ) ¢f decir , em vn medalengva);
(Ioas}u"n Mavarre - Lanueva Muhmf»*né-», falyat 1973)

3 . .
Jos¢ Babin; . W tiloria de lar (deas modernasen prate matice . The Pan
Amencan Union . 19¢3

2 Wilbert dijo

l\)d.‘J\'t Podré e*pul_{arnos Je! Pay‘l:(o gue Can*‘" L\t-
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cveado fp‘m nosotves !

q Pues , eomo dije ¢ avahist €. H. Hardy Y5 lograsemes probar dos leo-
remas c,on“'\fad'\c\'én'os ) hde la deorra se ’rorv\avll-_- inokil Y& que enton.
ces Sena Pos}lb\e evalguier Coja b tuenlan gue cerla ver Nz escephis
(¢ pidid demogtvar gue MacTaagcn* es el Fapa JP"“""‘"“" de que 24225
Hardy TCSPOnAloI) o 3tn re#‘c*iomr un momewnlo ' Y le fabe “'amsie:,
}v{ 1+1 =4, lueso 5=4  f; YCJ{'G.W)OJ 3 a e;{'u |'°u.|1‘d _; U‘eam“ & que
2=t Mac Taggart el Papu gop dos ; luess, MacTaggort v el Papa Son vng’

(\/Cir Tan Sc*cwar* ; co\nccpt'a_s de Ma‘hm.ﬂl'c.. moderna . Aluania Oniverdided
(935 )

lo
En la ”OV"‘MdeU" de lofafco. hem os Jeau'\Jo a Tarski CAlfud Tarski :
éQue' e la ﬂcamcl‘w/.. e\cmcnn] 7 ,dr\“laulb pou.lcndb enel wu/w\cvo

de Ockubre de (450 gdel Bolebih de la Sociedad Matemakien Mevicana)

‘ En ver de de “{'M’r c!au (ﬂau‘cmdo re*evenc'u a frunu'ona propodicie —
nale , toms lo hize Von Nevmann  Bourbai en 1) ves taforma gse
Can{’or (qa.bt/a YG propw.(fb en Su eorres POV\J"‘C"“' Con D*-d.‘k-'."‘ le ehis -
Yincon entre doy -\rt"oox de wv\»]bnra.l , las mavtbplicidades | los conyou-
toy pvop(;mcnf- dichas . Esta idea fue precisade por Vin Nevmanng al
ohs"l'u;\au\'v- entve oy uu\anl'.J v las elaes.

uL& ided de Andrtcj Mostowshi de rvevnir les Pr;nb'lpa'a eserilos de
pau] Bcrﬂtys Sdbre "“r‘l/a. AC “,.U“Mt-u ,l‘uvo vna {«ell"b Lonsurma e iai
en este \J\r\ppr‘\m"e Y’oc“o tbvo que wntitne , tn p.r*l-{cvlar’el art/-
¢ols de A'ew'e' Le’vy al v Nos Lwemo; n{-m‘d. ey [14) . Cuando el
manusevits -{iuc_ Levwninads y comentaba o Wpr.lhﬂ.ﬂc 5 h‘kro)

vn o\olonJo aun*cca'm-.c,,fo convirle lc obra en c'og:’ac‘\.'. L& muerte

de A Ma}*uwsli;

13 .. , |
AQ""" sistema fundamentdd esld (sado en el sentids de Stileme
Je {»unola'v\tnfoj_
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Iy : )

En Mac LAV\( Liel "\h Y una pcq.uov’i,a, 'q'p“laa 'a{“‘;&h dende puve -
den obtenene la &Jpcc'x@imc'amu 4 poblicaciones de Fefermun,
Cebetl 3 Lawveye ,Gahn'.,,] y Verdier (eslo ‘LJH-Mo!,uoo'adovu de

Grothendiel | acerce de sus vespectivas Soluciomes |

'3 Mac Lane pmf.zre Suponer tF y Jegorr [lamandeo chjoV\’Bs ale
Cowaomcraclox (ver Maclane [T15) ). Hewlich § Sivecker fvpovin
GOvN v obilizan ¢\ nombre eonglomerades tal como se ha evplizads
arribe . La diferencie ne bruc tonniss Mingin prebleme | pues de am-
bas maneras obh.ﬁ(mas los pn'ncipa‘e.f objeles gve neceiilames juno
hf:i’\t pov e\‘cfmp]o ) el ccnalpm:rado (o ConJlmhs VWV de nowrera ha -
hivale y fabe que 31 Ay Q3en onglomersds; (conjunlas ), enntonce,
{A8Y , (a,8), AuB , DA 7@(A\ {on tambicn Conalomcfﬂd’/-((—ov\JthJ\.

e La adicion de este noeve axiomra ne da logar a inconsulencias , pues

la. Lu'Pé)(eJl] dc lo- c*l}‘}’encfﬁ, Je. un UV\\.VCUO () ¢:¢mc;¢|M¢v‘b (g W\.UMq.
9ue la \«}P;)ccsu'x de lo exutencia de Un cardinal tnaccesible ( vev
T ,po{gl‘n-u 330)

Buiske o Jrcn“ac[oi\ de {ovmar el “Car‘t'd” de Yodes los wnslomcradob
a3’ como —{,ovmamu ¢l conglomerado de Yodes los elases , pere  apart
de e nuestre [nteres ;or.lh(.'tpﬁl es ol estodiv ge lay ea-legovn/-,{ Liva -
(es v de gre Mo Way Ona "Teor(a de C_om'mfm"con eleses y tonglome-
radoy (Ana/lo\,u a lede (BVN pavra coqjunt'u y Clates Y, tovremes ¢
riecgo de \r Pevclle'ncj-- proptededes '\W\Por*anh,) B, C«JG'IMP)O)

Julo Ua (.onJ&n*'o A y Con TE $BVN ponMOS f—ovn‘\or frempre
el conyumts potencin de A,PCA) . pevosi A e vna elase propic.

P (A no e ona lase Nolempre pues, e) pestble formar clase

Pa“e\f\((h

9 x - : :
Tengase en cuenta que la mayoria de \as nociones usociadas con

/ . . . .
ca"c%arlu y €3 dcb{'r, MOWDMOr{»cSMoj 5 Secgipnes ) ob)ctos %naalu '

{,on'BYCJ ) (,*(_. ,pu-cdcn Ser Ae '{—li‘\t'AoJ Cyuajramcn{'e ldual ,oam. ea-~
Sl'«Ca*egorlij ) ESio Jeva de o'l-'uh'dd.d L nuejh’o *’Yaloajo. Pe ro rccu’rdcfc
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Q/-*t llo_{ cwi-ca“'egovfaj Se usan ac'l'ua‘Men+c temo Lin reedvjo o
UNa 1avenen pars "eolocar” los objelas goe ton mdupensables
Per g ne Son clases. Que las cas| Ca;}-esonfu Nno lean el
pn'ncipal ob,]lt'o de ¢J‘£‘udio es Q#or'}unado Jen caso contrarie
"'QV\AY!;Ma.S q,uf YCV‘.S‘M- ‘loJ £Omddmcwh) . En ¢Pec+o, Mo
Podémm x{cyW,a,. (6. CaJ;cq,"'aeon/A, de 'Ludu (c.( casiede\,oni})
POES ST asomimes Gue si', egli noi eonduce a ona pava deye
"\'P° Ronc” (C"\.H'Jue (a Jub ca.((ca.."asorllt plena de -|-oda1 fa_f
Ca.n'ca;}esmtfu tve ho 3son objoha de ellay m:}mu),

NOTAS Al ¢APITULD v

1 Tan $teward, Obra eilade en la note a4 del cupﬁ?h 1

Tove Lakates @ Proebas y vedotaciona . Lalogrn del deseobyi-
. .
Mmiente ma‘cmuhw . Alange Editorial 1136

1

EJ*e €S Un Pun*or cv\“rc cuiedcoov;u y PLeEs ne podcmu alegurar
-
@W- ﬂl e ltall’tm~ .

Teg evidenle que si (AV) ny ef leghime el quc B tenga lo

Propiedad P fe retiere o lo extension de la propreded P
A eajsr tml’ﬁgor(&! (i se Poc‘{. dcgn;l.r) .

NOTA ACLARATORIA |

pOYCCl'a que fba d Ser fmpos}b)e) or f.Ha de %émpa, la
e.(‘l‘al V‘so%a_: (a\os dap;q*u\ol I y@) . Una

cuui’l'ofq bovocw{#lcu pormilio' \hcxpcvaclamenl"c fuve s/ las pu.iie‘ramuj

Peve ya las palofnaJ estaban homeradas, B4 ello las dhemos

tolocado Myt el ﬁ«ha(. fup)t'ca.vno) nos dlicu\pm por lay
W\o\cs#ial oc asionades .

Incloston de
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