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INTRODUCCION

Un Atomo excitado podria decaer a un cstado de menor energia
mediante la emisién de un gravitdén en vez de un fotédn, como
Vnormalmente sucede. Las probabilidades de que ocurran estos

dos procesos se pueden comparar por el cociente de la velocidad
de transicidn AG.\-.\ de la emisidn del gravitdn y la velocidad
de transicidén electromagnética cuadrupolar Ainw.ad. para los
mismos dos niveles n' y n de un dtomo de hidrbgeno. Segun veremos
(apéndice B) este cociente estid dado por

G

n'n

3
. A n'n caad
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(=4 ™M .

i,

» > -z

en donde M=(%) x~ 10 4 es la llamada masa de Planck. Para
la transicidn n'=3 —> n=1, ¢n la que estaremos interesados,

" la velocidad de transicidén cuadrupolar electromagnética es

<«

]
aproximadamente A3| ,~10 s ; la transicidn gravitatoria

correspondiente seria Ail ~ \D_.ms'I . Si ademds tomamos en

- cuenta que las transiciones dipolares electromagnéticas tienen
valores .del orden de Ae,\.naupfu loss" » @8 claro que resulta
;:asi imposible observar la transicidn gravitatoria. Sin embargo
podemos preguntarnos si es posible, y en qué condiciones, esti-
mular estas transiciones mediante radiaecién gravitatoria externa
para producir amplificacidn de esa misma radiacidn de forma

andloga a como sucede en un laser con la radiacién electromag-~

nética.




En este trabajo se estudia la amplificacidén de radiacidn
gravitatoria por emisién estimulada, en un sistema simple que
consiste en un gas de &tomos de hidrdgenoc excitados por radia-
cibén electromagnética y por el cual atraviesa radiacidn gravi-
tatoria. Esta radiacién, al interactuar con los Atomos excitados,
puede amplificarse si se consigue una inversién de poblacién
adecuada para producir radiacidn gravitatoria estimulada.

Para estudiar la posibilidad de amplificacidn se analiza
la interaccidén del dtomo de hidrégeno tanto con la radiacién
electromagnética como con la gravitatoria, ya que el atomo
excitado puede decaer espontdneamente o por estimulacién emi~
tiendo ya sea fotones o gravitones, y es la competencia entre
estos procesos la que determina si puede obtenerse inversién
de poblacién y por ende amplificacién de la radiacidn gravi-
tatoria.

Este estudio se efectla haciendo un paralelismo con la
forma'en que se estudia un laser, tomando como referencia prin-
cipal los primeros tres capitulos de un libro sobre léseres
(Lengyel) que consideramos adecuado por su tratamiento elemEnfql
del problema.

Cuando se produce radiacidén estimulada, se consigue un
alto grado de coherencia y unidireccionalidad. Aqui apenas nos
referiremos a estos aspectos, ya que fundamentalmente nos inte-
resa la amplificacidn de la radiacidén sin entrar en otros detalleé

Tampoco consideraremos el problema de las cavidades reso-
nantes, que es tan importante en el estudio de léseres y maseres.
No necesitamos tomarlas en cuenta porque vamos a considerar
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al medio activo ( gas de dtomos de hidrdgeno ) suficientemente
extendido para que no se requiera que la radiacidén gravitatoria
pase varias veces a través de él. Esto, ademas de simplificar
el problema, nos ayuda a2 evadir el hecho de que no es facil
pensar en una superficie que refleje la radiacidén gravitatoria.
Por eso en nuestiro sistema la radiacién gravitatoria pasa una
sola vez por el medio activo y si encuentra una inversidn de
poblacién adecuada puede amplificarsgse por estimulacidén y salir
del gas con mayor intensidad. Sin embargo esto trae consigoe
algunos problemas; al aumentar el tamafio del sistema los modos
normales de oscilacidn se acercan mucho unos a otros y esto
implica que sea muy facil que se produzcan en el sistema otras
transiciones que no nos interesan y gque pueden considerarse
como ruido. Para evitar esto tenemos que considerar que la radia-
cion gravitatoria incidente es totalmente monocromética, lo
cual es una idealizacié4n mdéds de nuestro modelo.

Como estamos considerando gque el Atomo de hidrégeno puede
decaer mediante la emisién de fotones o de gravitones,debemos
incluir la interaccidn gravitatoria del electrdén en las ecua-
ciones de movimiento del sistema.

No se toma en cuenta el espin de las particulas porque
en las estimaciones que se hacen de las probabilidades de tran-
sicidén , el desdoblamiento de niveles producido por el espin
resulta irrelevante.

Para el estudio de la interaccién del dtomo con la radia-—
cién externa usamos la aprdximacién semiclédsica en la que se
considera la radiacidén cldsicamente ( ondas electromagnéticas

-3-




"y gravitatorias ) mientras que el intercambio de energia con
el Adtomo ( emisidén y absorcidn) se considera cudnticamente.

En los estudios elementales de lédseres se utiliza general-
mente esta aproximacidn semiclésica y los resultados son prdc-
ticamente iguales a los obtenides cuando se aplica la electro-
dindmica cuédntica, aunque hay algunas diferencias sutiles que
no mencionaremos que estén relacionadas con la emisién espon-
tdnea. En el caso de la radiacién gravitatoria ni siquiera
contamos con una teoria cudntica completa, por lo que la aproxi-
macidén semiclédsica resulta iddénea. Otra aproximacidén que hacemos
es considerar velocidades pequefias en el sistema. En este sen-—
tido el tratamiento es cuasi-newtoniano. .

A grandes rasgos el trabajo se desarrolla de la siguiente
manera:

En el capitulo I se encuentra el hamiltoniano de dos par-
ticulas cargadas con signos opuestos, irradiadas por pulsos
rlanos de ondas electromagnéticas y gravitatorias. Tanto para
la interaccidn gravitatoria externa como para la interna se
utiliza la teoria de la relatividad general linealizada. Se
‘obtiene un hamiltoniano que dividimos en dos partes. La primera
es una parte hidrogencide idéntica al hamiltoniano de un Atomo
de hidrdégeno salvo por un término constante que sélo hace que
el radioc de Bohr cambie ligeramente; por lo tanto todas las
funciones de onda y los estados estacionarios de este hamil-
toniano son los del 4tomo de hidrégeno tomando en cuenta este
nuevo valor del radio de Bohr. La otra parte del hamiltoniano
se considera como perturbacidn del hamiltoniano base anterior.
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En el capitulo TI se aplica la teoria de perturbaciones
dependientes del tiempo al hamiltoniano, para encontrar las
expresiones de las probabilidades de transicidn entre los estadas
estacionarjos del hamiltoniano base debidas a la perturbacién.

En el capitulo III se consideran los primeros cuatro ni-
veles de nuestro dtomo de hidrégeno y se establece la condicidn
de inversién de poblacidén entre los niveles n=1 y n=3, consi-
derando que la radiacidn electromagnética es la que excita los
Adtomos del estado n=1 al estado n=4 y estos decasen espontdnea-
mente al estado n=3 que es el que queremos poblar. La inver-
sién de poblacidén depende de que este bombeo electromagnético
predomine sobre las demds transiciones que hacen decaer a los
Atomos a los niveles n=2 y n=1l. La condicidén de inversidn de
poblacién se encuentra imponiendo condiciones de equilibrio
a todas las posibles transiciones ya sean espontdneas, estimu-
ladas, gravitatorias o electromagnéticas.

En el capitulo IV se obtienen resultados numéricos, utili-
zando los céhlculos realizados en el apéndice B. Se obtienen
los valores de inversién de poblacidén extremos, cuando la radia-—
cibén electromagnética de bombeo es minima y mAxima . Finalmente
se obtienen coﬁcluéiones y se discuten los resultados, comentando

la forma en que podria continuarse el estudio de este problema.




CAPITULO I
HAMILTONIANO DE DOS PARTICULAS
CARGADAS EN CAMPOS GRAVITATORIO

Y ELECTROMAGNETICO.

En este capitulo encontraremos el hamiltoniano del sistema con

con que vamos a trabajar, que consiste en dos particulas de

masa m1 y mz , con cargas eléctricas e y -e respectivamente,
irradiadas por ondas planas gravitatorias y electromagnéticas.
En la primera parte del camino hacia el hamiltoniano pro-~
cederemos de dos maneras diferentes pero paralelas: por un
lado encontraremos una expresidén para las aceleraciones de la
particula de masa m, en un sistema de coordenadas aceler ado en
el que la particula de masa m, esth en reposo; esto lo hacemos
partiendo de 1la ecuacién de geodésicas que incluye el término
correspondiente & la interaccidém electromagnética. Por otro
lado encontraremos el lagrangiano del sistema a partir de prin-
cipios bésicos, es decir, empezando por la expresidén general
de la accidn para llegar al lagrangiano de nuestro sistema.
Después se muestra la congruencia de estas dos maneras de

empezar a tratar el problema, haciendo ver que aplicando las

ecuaciones de Euler-Lagrange al lagrangiano obtenido, se llega
a la misma expresidn para las aceleraciones.

A continuacidén, partiendo del lagrangiano, se obtiene el
hamiltoniano del sistema. Finalmente se le hacen algunas trans—
formaciones a este hamiltoniano para darle la forma definitiva

con la que se trabajard en los siguientes capitulos.
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a) OBTENCION DE LA EXPRESION PARA LAS ACELERACIONES.

El origen del sistema de coordenadas que adoptaremos, del que

hablaremos mas adelante, lo situamos en la particula de masa

ml , ¥ analizaremos el movimiento de la particula de masa m,

2

en este sistema de coordenadas. LLamaremos X con u=o0,1,2.3

a las coordenadas espaciotemporales de la particula de masa my -

Esquemfticamente el sistema es el siguiente:

><}*

RS .ﬂ"a onda.  gravitatards.

-2 Q\/\J\Jo
p‘/\f\/ ondn.  elzctvomagadbiea

m, e (\
€ ariqen del sistema

de losrdensctas { K = O)

Mientras no se especifique lo contrario, usaremos unidades
en ias que ¢ = G = 1,
Como queremos encontrar una expresién para las aceleraciones
e S et . .z .o
;T-ga , partiremos de la ecuacidén de laag geodésicas en la
x

gue incluimos el término que representa la interaccidn elec~

tromagnética:
A )
!IEJ«- - l——np L x? 2 x* - - e F\? dax
R Yot 4% 4% mg a4



a?

. r ‘
en donde C es el tiempo propio, r:_‘ son los simbolos de
A
Christoffel que representan la interaccidén gravitatoria y E
es el tensor de campo electromagnético.

Come nos interesa dixd , por la regla de la cadena obte-

a(x9)?
nemos
a
r\);. !ESQ 1 <™ 3 %° LA X - ‘:\"‘ Ax AX®
d“q= Sk AK® dx® aC dx® 4%* ma ax’ 4G

a

dixs - :

Para evaluar el factor act tomamos i 0, obteniendo
“—'° axX_ dx* 95 o2 - e T axd  dxe

VX AXT  dxe a6 ™y ¥ oaxe 456

de donde
- 3
_él_z‘; - - " A ~ A x= d.X° a d.x" ax°
as Ax®  dx° dx° 46

43X 5
Sustituyendo este valor de RS en la ecuacidn anterior nos
resulta

M~ s ° ~ - A
+(\1_2Q0 Ij‘*>ax dx% - € (F Ax* F) ax’ dB

dax® dx daxe dxs  dx®

La parte espacial de esta ecuacidén es la que nos interesa, Yy

se obtiene haciendo S = i, o sea
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° 2 i - ° ~
dxt dax’ —-_e . _dx wd ad X 46
L + (r A*‘, \,.‘> o A aiapravey F3 Ax® dxe

Llamando = -ff% a las velocidades, v desdoblando
los simbolos de Christoffel en parte espacial y parte temporal

se obtiene

it o (T e ) -a( ) - (e )

d(x)? °e °e 3 k3 3

; . o
_ W E°+E‘ w¥ - wtw® 4G

Como vamos a considerar velocidades pequefias en nuestro
sistema (aproximacidn cuasi-newtoniana), despreciaremos los
términos en los que la velocidad aparcce elevada al cuadrado,
al cubo © a una patencia mayor. Asi, la expresidén anterior se

reduce a

.é_ali = - r-i, +w4-r: -—aw l_‘&_.. e (F:—-WLF;"-;-FJL w? :[-f.

4 o a L

(1-1)




Hasta aqui no hemos considerado ningdn sistema de referencia.
Introducimos ahora las '"coordenadas locales del sistema de
referencia propio del observador" (Misner Thorne y Wheeler)¥.

En este sistema de coordenadas pueden encontrarse expresiones
para la métrica a segundo orden y para las aceleraciones iner-
ciales a primer orden (Ni y Zimmerman), para un observador con
aceleracidn y rotacidén arbitrarias. Nosotros no consideramos
rotaciones por lo que tendremos L= =0 . Con estas

consideraciones los resultados de Ni y Zimmerman son:

7]
o
"
-
t.
]
0
i
-
£
1l
0

°

= Rgjor + atad

rﬂ{ = F{ﬂoi —‘afag
3

r:o‘;. = RJKA‘-O

[
o

§

:
3
I

0

x
o

° >
°
i

—4-a0, )= (ot x*)a— Rorom xtx™
¥ =-2 Roeim XER™ .

b/:'-,j = 8o - —BLP\,;,,'_‘SM xE

TABLA I-1 Resultados de Ni y Zimmerman (§#%. 9“’)

#*  MTW
~10-



Ahora veremos como vamos a tomar en cuenta estos resultados
en 1z ecuacidén (I-1):

En esta ecuacién, que es una expresidn para las acclera-
ciones, la interaccién gravitatoria estd representada por los
simbolos de Christoffel, que a su vez pueden expresarse en
funcidén de la métrica 9““ . Tenemos que considerar las di-
ferentes interacciones gravitatorias que hay en el sistema,

y esto lo haremos considerando gue la métrica consta de tres

términos:

9/4.9 =N F X‘/A‘,*' hauw

en donde
qﬂm métrica de espacio plano
Yuv métrica de Ni y Zimmerman
h,» métrica producida por m,
De esta manera, en X/*“ estdn contenidas las aceleraciones

inerciales de la particula m, que estd en el origen del. sistema.

1
de coordenadas, mientras que hu9 representa el campo gra-

vitatorio producido por m1 que afecta a m, cuyo movimiento

2
estd descrito por la .ecuacién ( I-1 ).
Ahora encontraremos las expresiones de todas las partes:
de la métrica, para luego sustituirlas en ( I-1 } y tener la
expresidén de las aceleraciones. En todo lo que sigue vamos a

despreciar, ademds de todos los términos que contengan la veloci-

. ' -11-




dad elevada a una potencia superior a la primera, todos los
- términos que sean de orden de magnitud inferior a e2 o G; es
decir, que despreciaremos todos los términos de orden e3. G~,
eZG. etc.

Tomando en cuenta estas aproximaciones vamos a encontrar

una expresién para los simbolos de Christoffel: Tenemos que

Ve

o _%r__sp— ( 97“~ e T 3va}>>

baf
v = s + o+ Ny

Como veremos més adelante, la métrica h/Av producida por m1
estd dada por las férmulas ( I-~-5 ) que tomando unidades conven—

cionales tienen la forma

- G . -
hoo - 3::_;3'_ ’ ha‘-_) = aC(:'Y‘n é"‘.‘” > \'\j,o =°

Los valores de my ¥y r que consideraremos serdn tales que podemos

decir que

‘es decir, que el orden de magnitud de PVAv esté determinado
principalmente por G, lo cual no siempre es cierto sino que

—12-




depende de los valores de "y y r.
Encontraremos que la métrica Xxu,v (£f46rmula I-5 y I-6)

estd dada por

Fij = - -%—-R“_.,m wER™

A, e EF(oxt o €2 A Gma _ L RepemX'X
2 2 ast wm, v v a

De manera andAloga al caso anterior, las masas, las distancias,
los tensores electromagnétices y el tensor de Riemann involu-—
crados en estas expresiones, tendrdn valores tales que podemos

decir

F/‘_QNQ‘ e? s &

Tomando en cuenta estas aproximaciones, al sustituir los
i & 2
valores Qe ky*¢ y X;Av en la expresion para E:v ,resultan
muchos téfmjnos de orden de magnitud superior a la deseada,

y nos queda
' A ]

yo .
- _.L_.I’I*“f (ki‘)"" 3 \\f“\) - \'\,,g,,’).;. .%_I’\Pf (X:,o_a\ + X‘f,.“g — x:i\).r)

YK - 2

Yl .
LLamaremos l;:u al término debido a la métrica EFQ

Entonces resulta

—13—




":‘;a-

°
0

o = T o) o s o ke T

= —%—-Q"? (“\fmj + o - \'\.u_-,,f) S I:‘L =.Jn_\\.,~_,‘.+ 1wy,

L

».

“+ ly o

Como la métrica \‘L)..v es producida por my que en nuyestro

sistema de coordenadas estd en reposo, sabemos que (MTW)

hoazk\‘ﬁa——., L“Dj.=o ’ k—,a_:,:a-"%’-—gi‘j

donde = Vot et

Las derivadas h“o = §L_ S se toman considerando xi =cte.
4 t

por lo que

hoo,c - h}.j,g = QO

Entonces, se obtiene
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e mmdhas [ = - 2 (@) L e md 4 2

N B

°)

Los valores de E:1 los obtenemos desarrolléandolos en
serie de Taylor a primer orden alrededor de el origen de coor-~
denadas, y sustituyendo en estos desarrollos los resultados

'de Ni y Zimmerman (tabla I-1 pagina 10).Por ejemplo:

‘;‘f_j = \;1: (x:o) + F*.n("‘"")X‘: °+Rﬂ-5ka x*"

L3

oo = T2 beo) o (o) 3 2 BT

A »

T o e R eo) R = o (Rusee Xt a)

donde ai es la aceleracidn de my Y bt = da” es el cambio de
da

esta aceleracién.
Ya hemos encontrado todos los valores de los simbolos de
Christoffel que nos interesan.Sustituyéndelos en la ecuacidn

( I-1 ) obtenemos la siguiente expresidn para las aceleraciones

“de la particula m,

-15~



AxE - mt L oab Rl R oot wiix®
a(x)? ¥

— aRue wix® -*F e T w"-l'é'——'

%’

T-2)

Ahora vamos a expresar d6

en funcidén de la métrica.
ax*

Por definicidn

9/4.9 dx*d® - dB

Dividiendo entre d.'G: y expresando 9}40 = \"L}a.v%g/;xv + \’L)m‘t

resulta
oy
g = = (e e i (o

Despejandoe _db se obtiene
) AX®

-----«---—d'6 ’:\/ -1 - V“L WL'\-&.—lX‘o; WL'—'&Aj W;‘wj + koo "\q‘j-' WA WS |
-aAx® ’

Como estamos considerando W , ¥ Yy W pequefios, esta expre-—

sién puede aproximarse asi:

-16-



) d@ = 1 _ Aypghe i s i
o x° - J:T'w w ——3—&0 ’"Xaa‘.w - ;—X‘A'-j wWrwW “a—hﬂo —h'a'..i WE W

En la ecuacidén ( I-2 ), i%gi— multiplica solamente a
%o

e [F"‘o._. Foovs 4 F;ij}

mg

AL
Como el tensor electromagnético F: v es de orden e, ya que

estd formado por campos eléctricos y magnéticos,estos términos

son de orden ez. Por lo tanto al multiplicarlos por :g
resultan términos de orden ea, ezG, etc,, con excepcidn del

= Rc)

~ . Por lo tanto, podemos
d ¥’

primer término en la expresién de

escribir la ecuacidn (I-2) asi:

. - . © . N -
%Lt); '—'"m’f._ —or R % —akak xk-rw‘bhxk - ap\-i)uo wi¥
(% Y

_ e [Fro¥s P wd]
my

Ahora nos ocuparemos de los términos electromagnéticos
de esta expresién.
Para subir o bajar dindices de los tensores electromagnéticos

-17-



se usa el tensor métrico 9}‘0 :Y]‘N\’Q.X‘F\,‘\_h}‘g + pPero comao
e\:—”:, ~ e y va ,hﬂ\,aae"oG . resultan términos de orden
de magnitud superior a la deseada por lo que concluimos que
podemos subir y bajar indices de los tensores electromagnéticos
con el tensor métrico de espacio plano r7}A9 »

Con base en lo anterior, tenemos

Yo F™ = e P, F e F o

°

La interaccién electromagnética representada por el tensor

Frﬁv puede ser debida al campo de la particula m, o al campo

1

externo, por lo que escribimos

F/uv P4 . F);\?

e* e

}.‘.\3
!e‘ es el campo electromagnético producido por oy Yy que
actia sobre m, - Por lo tanto se trata del campe electrostético
producido por una carga e en reposo. Por esta razén no habrd

campo magnético y podemos poner

F:‘IAJ = O

El campo eléctrico debe ser igual al campo eléctrico en espacio
plano producido por una carga en reposo, con la correccidn relati-

vista correspondiente, es decir

~18-




pero como

_A_:;— 4 - Ay _Aw
=Y 2
donde
X‘:X‘LX& , o= H W

resulta que, por las mismas razoncs de érdenes de magnitud

anteriores, podemos decir que

A0 Ao L .

= - = - _eyk
F:’ = ﬁ;iP = —F; o= —%r—
ld P . .
vt es el campo electromagnético que actuya sobre m, debido
a la onda plana, y lo escribimos asi

AR ™

ext eat

donde x representa genéricamente las coordenadas de la parti-
cula m, -

2z
En conclusidn, tenemos
° i io io io . Ao
Flemo, -Flo FYoRULRD - -ext L FO

pes +ut=O+Ft:: (R)

y la ecuacibédn (I-2) queda -

~19-




a i - i i ¥ L p® e AbE xR 3 x¥
dixE et ok Rl X of e xS e wh b X —aR L wix

ene

¥ . e T (0. Fe‘:; (Rw?
m, Mz

x-3»

Ahora solamente falta analizar la aceleracién Si debida
al sistema de referencia considerado y que por lo tanto es una
aceleracidén inercial. Como la particula m, estd en el origen
del sistema de coordenadas,la aceleracién ai es la que experi-
menta esta particula. Consideraremos que esta sceleracidn es

debida a tres causas diferentes, por lo que escribimos

az =0.“En+(1"c;+c‘f"a

en donde:

at,,. = aceleracién de my debida al campo electro-

magnético externo.
Cf“ = aceleracidn de my debida al campo electro-
. magnético de m, -
(oW = aceleracibén de L debida al campo gravita-

torio de m,.

Por el argumento de qgue toda correccidén debida a los
2

: L v 4
términos va [} hﬁv producird términos de ordem e o e G,

-20-




podemos tomar directamente las expresiones de espacio plano

de estas aceleraciones. Analicemos cada una por separado:

P e Lo
a, . e e (O

Se evaliia en x=0 puesto que m, estd en el origen del sistema

de coordenadas.

En este caso, quien produce el campo es la particula m, que
estd en movimiento alrededor de my . Sin embargo, despreciamos
los términos de retardacidédn debidos a este movimiento, porque
son muy pequefios en comparacidn con la fuerza electrostitica.

Gt - mayk

[ v3

También en este caso los términos de retardacién son muy pe-
quefios comparados con el términc estdtico que de por si ya es
pequefio.

El término afd‘xk de la ecuacidén (I-3) desaparece,
ya que es claro que a2l multiplicar cualesquigra dos de las
aceleraciones anteriores resultardn términos de orden despre-—
ciable.

Finalmente veremos lo que ocurre con el término wi B x¥

Tenemos que

—-21-~



bKT_ d-gk_ = daem -+ doer » __—-d‘a‘k"

as A% A% R

dafar date Ay WS =P wrbBL, xS o~ Wi o
aw d5

!

Ademds vamos a imponer la condicidén de que los campos externos

varien relativamente despacio con el tiempo, es decir

dF*Y _ dRuven = o
LB a6

Por lo tanto

d.a.“en =>4 d—“'—:.: = O

29 [ZRC

Entonces podemos concluir que
we B Xt - p

Incorporando todos estos resultados a la ecuacién (I-3),
obtenemos 1la siguiente expresidén para las aceleraciones de

la particula m en la que ya estin expresadas explicitamente

2
las dependencias con los campos electromagnético y gravitatorio

tanto interno como externo:
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2
d? x*

: Lo : :
— e X + £ F-:-t ey — ,23 X2 o Maxt R.ni-ox xk
a0xy? 3 O R
S ARGuewWixk_ g2 ¥E e B 60 - 2 F5) 0o%
wmy v? my AstF

Si reagrupamos términos y consideramos la masa reducida

/(A. = ™, v,
ULt AP
obtenemos por {iltimo
A xA e %t . m
acy? A e

w .
—Roion X — 2R i3 Wik

+ e (ﬁ-_‘-‘::co) + 4 B2 ea - "aF"j aw )

llegar.

(=~

que es ' la expresidn para las aceleraciones a 1la que queriamos
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b) OBTENCION DEL LAGRANGIANO A PARTIR DE LA ACCION.

En esta seccidén encontraremos el lagrangiano de nuestro sistema.
Partiremos de la expresidn general de la accidén de un sistema
como el que nos interesa, e introduciendo las caracteristicas
particulares y las aproximaciones que hemos estado consideran-
do, daremos a la accidén la forma adecuada para obtener de ella
el lagrangiano deseado.

La accién para un sistema de particulas cargadas en pre-
sencia de campo electromagnético y gravitatorio estd dada

por {(Weinberg)

T=-Tm VroudZdflds +Te fa, dx as
" n

S“gm' Fs PPt x J?r 6 R on ax
16

|
N

Como estamos usando la aproximacidn semicldsica no vamos
a.considerar los dos (ltimos términos ya que representan res-
pettivamente la accidn del campo electromagnético y gravitatorio
qﬁe trataremos cldsicamente. ‘

Por otro lado, nos interesa analizar el movimiento de la
particula m, en el sistema de coordenadas propio del observa-
dor mencionado en la seccidén anterior, en el que my estd en
el origen. Por eso, nuestra accidén serd la de una sola parti-
cula y el movimiento de m, quedara descrito intrinsecamente

~24—



por la métrica. Por lo tanto, la accidén de la que partiremos-es

s

' A ~ ~
Iz ey SVos,, ax | az - eShu s oz

a6 dg

Igual que antes pondremos

AXM = AXM AR , dxt ot ws
a% dx®* 4% =% SO

asi como
g}.v = '1/.5\’ “+ K‘/uv + \f\-)‘u
en donde los términos de la métrica estdn dados exactamente

"igual gue en la seccidén anterior. Después de sustituir, la

accidén queda

1

- : A S Ll 04 °_ o dx* - gye
_maj .\/ (r\}‘w *\;.a A-h/.v).;;: _a_:f._ l = 3% f’ SA}"dJl" b3

)

=wg 5 v ~ (Moo + Yoo *""---\._'.-.E!'-Lv.ss 6w ) Wi - 1“[»-‘. *Y.L“"‘ﬂﬂw;‘l

e § A A mwiddxe
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Como ya sabemos, h_uL =0, Ny =° , ,.L” [ . por lo tanto

L= —“";S mWEWE e = g WE W - Yoo - ¥4 owt oWl - AR, Wt oLx®

~-e S‘(A° rArwt) obx®

Dentro de la raiz cuadrada hay sdlo términos pequeiios,

por lo que podemos usar la aproximacidn

Vi- € = 4-1e

3 B <ea d

para obtener

I =—-m:.S(i— whwE L ohee - g whwi o Yo o ¥ wiwd
A 2 2 2 2

...X‘m._ W.“\d-xe— ES(A‘,-VALW"‘) ax’

Los valores de la métrica h/w; estan dadas por (MTW)

Rips 2w &y
hio=o (x-5 o)

-y los de .la métrica X‘/‘*" son (Ni y Zimmermani)
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X‘on = A-20% - Rozom X' x™

x‘“; = ~.%. P\,,‘_‘;MX)' x™ (1‘5 \1\

L
Yy = -4 Rigjm XEx™

También debemos considerar que la aceleracibn inercial

a, que aparece en la expresidn para Yoo , esti dada igual

que en la seccidn antericr, por

. . . i io a i .
O = e, rad. val = e P ) e® xt oy maxd
., m 3 e

y por lo tanto

oo = L v o TR (axt_e2 Xk o, x0E _4 R
N

. exE o v oy T ‘vosom

(1-2)

=4 v g F VX - && L — ma — A Ropaom x%xm™
E M, *C oY v =

La accidén resulta introduciendo todo lo anterior y con-—

siderando que las constantes dentro de la integral no afectan

a las ecuaciones de movimiento
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T -maf(- WE - bt LR W W W R, WK WE

- & F ot 4 &
;= =

—:—_— + e v A Rggem Xt x) v —ef Ay Aswit) dax

R . 2
Tenemos que cambiar el signo a los términos & -‘;- y
™ .

™Ma, por la siguiente razdén: Ambos provienen de la expre-
X

sibén ﬁara Too por lo que son de la forma a;x"', . Nos fija-

remos como fue obtenido uno de ellos para entender la razén
de este cambio de signo en los dos. El1 término a_j-a se obtuvo
asi:

a* - Mz3¢ == O{vé = g XX o ey A

& 3 « 3 v

mientras que estrictamente debimos tener
Sa"dx = orxt
con lo que tendriamos ' a(ou‘x‘-) = a*

SR
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Sin embargo vemos que

- Ma o gt $D.““ - vog xb
= v - >

en donde se ve que hay que cambiar de signo al término
para que no se de esta contradiccidn. Para el término
encontramos de la misma manera que también hay que cambiarle

el signo. Con estos cambios la accién queda

T - —“":15 (- wiyh cmy - 22 b omyowhwt __Z_Ru;mx‘-x'“w'“w-"
2 Ao ¥ -

. £ A A i
+ 2 Rlorim XEXT W £ F L o

L %- Rotam X"X'“) dx® — ¢ S-{Ao + AL wA) dx°

Vamos adespreciar los términcs m.?u,\nr"ul‘ y %'R.LA;M#XMWLWJ
pofqﬁe son de orden de magnitud pequelia comparados coh 165 demas .
qua poder ver esto con claridad vamos a variar estos términos
ya que asi encontraremos la manera en que contribuyen a las
ecuaéiones de movimiento $1=0 y es alli donde podemos apli--
car los criterios de orden de magnitud que hemos usado hasta’
ahora. Analizaremos de esta manera cads uno de estos dos tér-
'minos por separado: '
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m:\cSS hT'\,w"w-'-d.,.-___m__fmr,_ AW Wi = gy §oam, whdswt gxe
A4 d'll

Swi = d&(xA)
. %o
integrando por partes, obtenemos

L(S(xAN
vy S5 m o whwt oy = 2 o wWES — m; 3Im, HxE Sexs) axt
2 ¥ v odoey?
a(8ex<))

El primer término es cero puesto que hay que evaluarlo
en los limites de integracién en donde suponemos siempre que
la variacidn es cero.
Al variar el primer términoc de la accidn, se obtiene ma%‘:’_v

por lo tanto, si variamos la expresidn completa para la accién

e igualamos a cero se obtiene la ecuacién de movimiento

A2ty 2m A2 o (e -n)

de)? Y ooacy?

en donde (.....) representa los demds términos que resultan
. . 2
al variar la accibén, y deben ser de orden e o© G ya que se trata

de términos de aceleracién. Podemos escribir

Axt (A Bm) = () =p dixt = Le-e b
dcx) i aa® gy 2m



Yy como 2Am, es pequefio, podemos escribir

AZX o (Ao RNy - T s
arxe)? A : ’
Sabemos que 2m, . & por lo que al multiplicarlo por
v

el paréntesis se producen términos de orden eZG - ¢? que des-
preciamos. Entonces vemos que el término Tgbwiﬁ‘ de la accidn
no contribuye a las ecuaciones de movimiento y podemos degpre-
ciarlo.

Aﬁélogamenca

~-my S S% Bim ¥ X" wWowh dy® 5 —my S% Rigy X7 WA S i08) oLy ®

-3 52 R xtem wd A8EkAY axe
dxe

el primer término contiene la velocidad elevada al cuadrado
por lu que lo despreciamos. El scgundo término lo integramos
por partes y obtepemos

blSexiN)
-m, S 5—1‘- Ry REX™ Whwgd s —yn Rt %0 Wi §( %) + E}S[f‘-—- (R,
a(scxt)) 2 [ ki
2 5 € 5 . .
XEXTWT SOM 4 Rippm WA WY SO0 4 Ry XEw™ w §T%4)
A+ Rigjmnt X A2 S<)<"W] s o400 +o 30

Ay

By .
+ my IR VXS 56 dye
) =30~



El primer término se anula al evaluarlo en los limites de in-

tegracidén, el segundo lo despreciamos ya que es muy pequeifio

por contener la derivada temporal del tensor de Riemann, el

tercero y el cuarto contienen la velocidad al cuadrado por lo

que también los despreciamos. Solamente sobrevive el dGltimo

término. Con este término puede aplicarse el mismo razonamiento

que usamos en el caso del término ™m2wiwl , para concluir que
g
podemos despreciar también a giRanmx.XMW‘wj en la expresidén para
3

la accién

Despu€s de despreciar estos dos términos, la accién se

reduce a

L= §( mwiwt o mma 4o o oma p? 4L -2 e Roun x0x™ wi
EY v r m,

M A gom XX m o For @xf = eA, - AswAddxe
il

Solamente nos falta analizar los términos electromagnéticos:

ext. e (O)

B @ == B, O = —F = 2 A O e A,

=‘ A:ab..',o (o) -~
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En el Oltimo paso sc usé el hecho de que Ane o (00 =0 .
Los términos Aa y Al representan el campo electro-—

magnético externo sobre m, por lo que

£ , A=A 0O

Los tres términos electromagnéticos de la accidén resultan

entonces

4 ‘ . m . 2 .
ma e‘_": (- e Ao — & A wt = :2. e Aenc;"u (01 % ‘.S; —EAut,‘[X>W*

™,

El1 primero puede integrarse por partes

SA“t—i,c X dx = xt A - A () XAy o - Shemi; () WA dye

para obtener

ma e F™° roynt — e AzeAiwtz ~Mz e Aeac; (o) w4 £l _e A<n:.¢' x) w
™, e [ v

Introduciendo esto en la expresibén para la accibén y rea-
grupando términos se obtiene una expresidn en la que la parte
eléctromagnética de la accidén contiene solamente términos en
el potencial vectorial electromagnético. La accién a la que

hemos llegado es
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To§( mawiwly mmasmd o me & o £ -% maRopim XO0™ WS
—y )

[ .

YEx™ _ ma e Ao Ow — e A ges (W) dxe

~mQ
Y orom ™,

Introduciendo la masa reducida y tomando en cuenta que-

T . St aw

obtenemos finalmente el lagrangiano del sistema

L= :\i.m.,_wi-w"- L rawma ..“;- + e e® %m‘ Roonim XEX™we
j‘. /l- L 4

=192 Rogorm XEX™ — M, c( Aot O 4 Aexe s ()0) we
b ™ o
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¢) CONGRUENCIA ENTRE EL LAGRANGIANO DEL SISTEMA Y LA EXPRESION
PARA LAS ACELERACIONES

Queremos hacer ver que el lagrangianoc que acabamos de obtener

y las aceleraciones de la particula m_, obtenidas en la seccidn

2
&) (ecuacidén I-4) , son congruentes, es decir , que ambos des-—
criben de la misma manera el movimiento del sistema. Para demos-
trar esta congruencia aplicaremos las ecuaciones de Euler-La-
grange al lagrangiano para obtener las ecuaciones de movimiento
y ¢on ellas encantrar las aceleraciones de la particula Lo
que deben coincidir con la ecuacidn (I-4).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

d a2 _ 2L,
dxs w4 S~

"
0

y nuestro lagrangiano es

‘_ = A g WAWA y mma Ay My E_a—-—n—-"‘aqu;mxlxm w
> p \s A v 3

- '_n}.Roxpm)(‘ Y g e ( Awve, (0) . Aexea (Y\) WA
a m, AAAKS
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Entonces

O = wuwh - 2wy Rorim ¥AX™ o my e( Aexe s (8) 4 Aw:A (xB)
Awv 2 w,

e OL = my ¥ 2, (‘.’:_wa*xm + Qopim WEX™ & Ropim Xt W
dxs Owr dx)? 3 axe

—wm, e ( Amth(c)\N" + Alextio(O) 4 Aenr AW - Ap,,r_ (X))

M, ™

Los términos d———}"“m x* y -~—4[—-—'A":". LA
PO

se anulan por razones
™y

que ya se han mencionado

L = -~ ( \"’\‘m: * m..J_—=2> .Sl —‘%-'“1.(0'\' qozl,m ’("‘W:‘-\'Rel..'v }‘st)
=R »

—..“%3_- (0 r Agiam XM v Rores X* -m'AC(Amb 344 0 o+ AMEJ,L()Q\)W“
™, wa

S%Ro‘“mﬂs;;: Roeom =o ya que en la métrica de

Ni y Zimmerman, de donde provienen estas expresiones,el tensor

de Riemann se evalGa en x=0 y solamente depende del tiempo.
Sustituyendo todo lo anterior en las ecuaciones-de Euler— - -

Lagrange y cambiando el nombre de algunos indices mudos, podemos

obtener
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dZxt —( momy *f\:)"- - %C Regrim WEX™ 4 Romaz X7 wi)
A r? ' :

(A B30 5) 4 (A" )

+ Age ig (D o+ Ao (OW Acxti o (K = Aoe;c O WS)

wi Wy Mg L P

Aplicando algunas propiedades de simetria del tensor de

Riemann tenemos

R-axom = Q,ma.:. == - .": (acjam\fxm+p\,oma,; Xm) = - R_ca;orv\ XM 5 ur
33' (R WX o Ronmin WKL Ao WAK™ = Rowad WD

= %- ( Rox;&w\ v Romas - p‘-oun - Q.om.u)wlxm

%‘ (ﬂou’m -+ qomA4 - \q:,;.., + Qum&l) W‘E,Xm, nnm,;—l = —ﬂamLL
= 2?;- (Ru;m + 2 Rawmie - Qa;n.“)""a"ml
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qomxg + ﬂo;.m." v Roiam =0

i
wip

(2 Aomin + Homid) wtxm ’
S (;\‘\om,‘x 13 p\am,.“[\ wi ™

(2 Romir) wtxm

)
vip

=2 Homiewitx™

=2 ik o WA 2 - R e WK™

con lo cual resulta

MU -—e—z- E - aq"lme*’m wd plad‘um xm

alxt . .
a‘(\xa)i o A ¥>
Ao (8) ¢ Aexr, , OOW L A, . (0 p
+ € [3 ¢ Dext | + Next 4,0 -A“‘L-‘COO“D
m

m, 122
a m
o a

Para los términos electromagnéticos tenemos

A""blu‘ {0) _ on'-'_i,." (D\) Wi = Fu:-.;,; lo)w* - F;J!: (OjW'; -0

v, m, wa, m

(A'«c;.; ) — Aexty.a
mag

00) W'; = Fura.;(!)wj= - F;A:J‘(Y)W‘;
ma My

™ma
Awtsolol o Fetox ©) = = Fv:: (0) - Auv, =0
m, ™, m,



Acvr,. (¥) o - F25 (%0

oo
m’ul

para finalmente llegar a

a\.ix“z = -—(.'“\mq + my C:)'% ~ 2P ke XA R T
A \ - v

_ eFH (Dw £ Fo (8- e Flp 00
v oo ' Laf Y

que efectivamente coincide con la ecuacibdn (1-4),
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d) OBTENCION DEL HAMILTONIANO.

El hamiltoniano de un sistema estd relacionado con el lagran-—

giano mediante la ecuaciédn

H-Z g, p-t Cas,a..0)

i

en donde A =wr L, o =2 v %

En nuestrc caso tenemos

L.

—
v

4 L2 P whowt 4 ( ey e...-.:’“"“) A - Mo Ry ppm XX
Ey o A a

'-%"‘a Ro.c.im XXM Wt - omg e Acxt ; (WY A+~ Aexe s {0)

¥™ig, m,

Entonces

Pz o omwis By, Rogum XX = emg (Amﬁ:,&(oﬁ 4+ At i (X)
K 3 : ™, [

WA

de donde, despejando, obtenemos

Wiz %+ 2 Romm XXM v e[ Ao ¢ A (x\)
™y 2 o, ™o

~30-—
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Por lo tanto

Z %4 = z Gowi = my wAwd %—'“aao,um"‘xm ‘“‘C—Ema(__.a__Ahk 19) 4 Aser, 00 ) W
d m, ma

y restando el lagrangiano a esta expresidén se obtiene

H = mawiws ~Zma Qg m XIX™ WA em,_(Am—.,; O 4 Aests (x\) w ..%m._,w"‘w"
™. ma

- (m.m; w Ema\ A ma Rosom x*x"+% g Rorim XX S Wi
M » v

G emy [ Amui@ 4 Aeeas O\ wi
™M, mp

H = mgWiW.‘ - ( ami + &m AL L ma Ruamx‘x"‘ (1 - 8)
a Ad P4 r 3
Queremos expresar este hamiltonianc en funcién de pi en

lugarde wi. para lo cual sustituimos (I-7) en (I-8) para ob~

tener

a
H = %m;(_%iz + 2 Ropam X" 4 € Aenti(0) 4 Au':,:bﬂ))

, o

- (—m‘!!; Fn Sma) L, lf"‘_a r’{o.lom XX -
P o v <
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Como estamos considerando q-o,(xm s At i ) Y Ay 4 1O)

pequeifios, podemos usar la aproximacidn

. (aveP o oty2ae , = ccon

y el hamiltoniano toma la forma

-

Hae % L2 RounXxmpiae (Amc,- © 4 Aumts (A pd
Ama » w, g L

_ <W\|ml + et I"!'\u).A—- ¥ Ma Ro.ﬁom Xx X (I- 9)
n a

o 3
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e) FORMA FINAL DEL HAMILTONIANO.

Ahora vamos a encontrar la forma del hamiltoniano con la que
trabajaremos en el siguiente capitulo.

Empezaremos cambiando las unidades que hasta ahora hemos
usado: Abandonaremos las unidades en que ¢ = G = 1 para adoptar
el Sistema Internacional. Conesto deben aparecer c¢c y G expli-
citamente en nueéstras expresiones, y en particular en en el
hamiltoniano

Todods los términos del hamiltoniano deben tener unidades

de energia. Teniendo en cuenta que

A A A '
%Y = —— e L= rmergqin..
Vel (rorgitud)® ~ PR

es fdcil comprobar que el hamiltoniano (I-9) toma la forma

amg o

H = --—"P‘ - (&‘_‘:m—" + é.ﬁ«—ma my A b ._.—m°~ca R.o;omx‘xn
B A ¥ a

w2 ¢ Ropm K™ pt e [ AatiO) . Aee; OO)p* (1-9Y
E) < w, oy

—42-



Vamos a dividir al hamiltoniano en dos partes de la siguien-

te manera:

H= H, + H,
donde

Ho o8 - (emiemmy s
A g

Ay A

se considera el hamiltoniano base del sistema que va a ser

perturbado por

Hi o= ’“;‘1 Rotom¥IX™ 42 ¢ Ropsn XXTp" -2 (A:c;m . Ae::.(ﬂ_ P
i a

Observamos queHo es igual al hamiltoniano del Atomo de
hidrééeno gsalvo el factor constante que multiplica a 4:
que difiere por un término debido @ que estamos considerando
la interaccidén gravitatoria. Por esto, las funciones de onda
del sistema serdn las del dtomo de hidrdgeno con-alguna- pequfia’
correccidén que veremos en el siguiente capitulo. E1 hamiltoniano
de perturbacién HI inducird transiciones de un estado estacionario
a otro.
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La perturbacién HI consta de varios términos que representan
las interacciones externas al sistemu. Como ya habiamos men-
cionado, estas interacciones consisten en ondas electromagné-
ticas y gravitatorias planas. Entonces, tenemos que expresar
los tensores Ruom ' p\u,m y los vectores Aee ) , Ao.:,;(Oj
en funcidén de estas ondas planas.

Tanto para la radiacién gravitatoria como para la electro-
magnética, consideraremos pulsos ondulatorios planos y no una
onda plna de una sola frecuencia. Es decir.en ambos casos se
tratard de una superposicidon de ondas planas de diferente fre-
cuencia alrededor de una cierta frecuencia central.

Cuando imponemos la norma de Lorentz A® ,x = 0O - a las
ecuaciones del campo electromagnético, encontramos que éstas

tienen la solucién

A°=O

A,;_ = Sd.w, Ao two) &; e“"“”‘(t—'—f'-‘i) C_—E‘ 10) ‘
donde Ad-_- (A. ,A;.) es el cuadripotencial electromagnético

Esta solucidn representa un pulso de ondas electromagnéticas

P
planas en la direccibén M . De manera anidloga, si imponemos
a las ecuaciones linealizadas del campo gravitatorio 'la condi-

cién de norma

-



=
h T =@

L

en donde h/‘\, =Mean 1% , se obtiene la soclucién
-pA

" .
h = J’d‘*’; Y_K (26 (€. +A.(¢nc.\(e‘)ﬂ__)ew )

que representa un pulso de ondas gravitatorias planas en la
direccién ?\(, .
Veamos que es cada una de las cantidades que aparecen en
la expresibén para estos dos pulsos de ondas planas: (&),
(‘é’x)i\j . son los tensores de polarizacidn, que son
constantes, v A.lw)) , Ax(we) son Sus respectivas ampiitudes.
ﬁg es la direccidén de propagacidén del pulso gravitatorio
y tambien es constante.

é: es el vector de polarizacidn electromqgnética qixe es
constante, Agfwa es la amplitud del pulso electromagnético
y P‘g su direccidn de propagacidn constante.

Para simplificar un poco la expresién del pulso gravita-

torio es conveniente definir la amplitud

A(, - { A, + A, }Uﬂ
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y encontrar un tensor de polarizacibn (e);; también constante

» ”, -— -
que esta en funcidn de (e,),;-, y (e‘)i.j , para obtener

Mop-o

A, . ¢
- e, (& - D22
T} =,(°“‘°c-. Aglwe) € <) (I“ii)
Ahora expresaremos P\u,.o..‘ ’ Quum ' Ant,‘.(ﬂ y
Abﬂx ) en funcidén de estos pulsos ondulatorios.
“Ae«cg(X\ se obtiene desarrollando el pulso electromagnético

(I-10) en serie de Taylor hasta segundo orden alrededor de (A.-¥) .

Rotom ¥ Rolim

linealizada de la gravitacién (MTW)

se desarrollan segin la férmula de la teoria

Ra(p(sv - '%' (\’\-‘\-‘./ufa + hpﬂ,\)lﬂ “\f\}‘\’l.-'.,'; - \’\.(,3,/“\,)

en doﬁde los tensores métricos se calculan mediante la expresidn
lpara el pulso gravitatorio (I-11).

. Estas expresiones de los tensores de Riemann y de los

vectores electromagnéticos, se sustituyen en el hamiltoniano.(I-9)'
para obtener la forma final de este hamiltoniano, con la que
.trabajaremos en el siguiente capitulo aplicandole la teoria

de peeturbaciones dependientes del tiempo.

6




El resultado de esta sustitucidén nos da finalmente

H-— Ho +Hx

W = 22— (fma Qﬁ.’l)i—-
/A

i wgt

My = (o {V_v_:g wt [ AL () Exxt] €

Lad ~ - a "o\ Shudgt
2 e [ Agwores (AR, *XTPE LA B, (A XX\ 8 "}
o
- Sa\we ["f: Ac(wdE-7 _é;::?eeAc(wJﬁe-\*’ 2.3
- - ~Aoet
o edde AL (@aCh, -0 (E-5)] e (x-12)
am,c?
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CAPITULO II
APLICACION DE LA TEORIA DE PERTURBACIONES
DEPENDIENTES DEL TIEMPO AL CALCULO DE
PROBABILIDADES DE TRANSICION

Aplicaremos la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo
al hamiltoniano (I-12) que obtuvimos en el capitulo anterior.
Para hacer esto consideraremos, como ya se habia mencionado,
que el sistema puede estar en cualquiera de los estados esta-
cionarios del hamiltouniano base HO. Y que las transiciones
entre estos estados, ademds de las espontédneas son las induci-
da§.por el hamiltoniano perturbativo HI.
El hamiltoniano base es de la forma

[
amg

donde C es una constante. Por lo tanto se trata de un hamilto-
niani hidrogenoide y las funciones de onda de sus estados esta-
cionarios tienen la misma forma que las del Atomo de hidrégeno
salvo por algunas constantes que estarén en funcién de C.

Antes de continuar, debemos hacer notar que esta constante
difiere muy poco de la constante ez que aparece en el hamilto-
niano del Atomo. de hidrégeno: La constante C estad dada, segin

la férmula (I-12) por

C. = &'m, Y G aaﬂ_._
M A
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pero como la masa reducida para un protén y un electrdn es
prdacticamente igual a la masa del electrén, podemos poner m2= o

por lo que
C-.: e‘ - (qm;m,

Al sustituir los valores numéricos de estas cantidades, vemos

que el término derecho, que aparece debido a que estamos tomando
. : 2 s . 40

en cuenta la interaccidén gravitatoria,resulta ser 10 veces

mas pequefio que el primer término, por lo que nos queda

et C

Cuando se encuentran las funciones de estado correspon-~

2 a
dientes al hamiltoniano Hj donde se tiene Ei?l +€%Eﬂ5

en lugar de ez, lo que se afecta es el llamado radio de Bohr

2
en vez Ge ser .= N resulta
aue, O
ctmy
ES
q.:‘v‘

X 3
etm r G mim,

Las funciones de onda estacionarias son las del Atomec de

. . = - A dond
hidrdégeno cambiando a, por a y ko vl por = en donde

n es el nimero cuéntico principal. Es decir

A et [ @
\.Pmm ) {’-{(n—-ﬂ N} ? asai (g-rm) ! é“(;kr)’e \__ (2kr) P‘ (s oy &
AT IS ) 4Ir [$2TOT nokoe

Qe



que ys estén mormaslizadss.

Estamos considerando que las funciones de onda que repre-
sentan los estados estacionarios del hamiltoniano Ho son solu-
ciones de la ecuacién de Schoedinger del atomo de hidrégeno
con las correcciones que acabamos de mencionar. Seria més exacto
considerar que la ecuacidén de movimiento fuera la de Klein-
Gordon o la de Dirac en las que estén incluidos los aspectos
relativistas del problema. Sin embargo consideramos gque para
este primer estudio es suficiente tomar la ecuacidén de Schoedinger
como ecuacidn de movimiento, sin dejar de tener en cuenta que
esto répresen:a una aproximacidén mas en nuestra forma de atacar
el problema.

Ahora encontraremos le amplitud de probabilidad correspon-
diente a las transiciones de nuestro sistema entre cualesquiera

dos estados cstacionarios de H, debidas a la perturbacidn HI.

o]
Seglin 1a teoria de perturbaciones dependientes del tiempo,

estas amplitudes de probabilidad estédn dadas por (Merzbacher)

LU

Con (@) = —%'__—5,<“‘\H=\n>e dt

en donde, para simplificar la notacidénm hemos puesto \n>=\n£n\>=QL.m

La frecuencia angular Waa esta dada por

W = En =En
ﬁ
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Cyrat0d significa que hemos esperado un tiempo suficientemente

largo péra que la perturbacién haya desaparecido, &s decir

hemos considerado t= o

Estamos usando la notacidén de Dirac segin la cual

-
A AT

iy
L
<'\'iH1\¢\ > ::“: LP“._.-,“- 1237 \?ndm av

Sustituyendo la expresidn para la perturbacién Hp en la

expresidén para la amplitud de probabilidad,

nos queda

Chn (=) = -zi-_rj-ﬂ'-“)s['_“: w:-Ag.fwb"aai‘“'lxixj‘")
N e T “

" Aplicando las

S0y~ =

i

N

4 8

= (Ac, (e Tix (R I X X" ev i >
&

. -dwet i @ nnt
~ Ag () Ep, (A1 <M XA KT ln>ﬂ e Aret

-.i. 5‘ f‘od_coe[:_h.‘: Ae(welen e “Bln>

—twe & Ao et -FE Ein>
<> iz

—horet F (PR 4
v g Actwn <A PNUNSIETT apd o
2 m,c>

propiedadesgs de la funcidn delta

-
-

Sé"”"""“w dt 5 S F (et S (O = e = F o nn)

—

144
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tanto a la integral sobre dcw, como a la integral sobre duw,

podemos transformar la expresidén anterior como sigue:

. Lomd A N
Con (s0) = — ATma e AL (wnn) LI R in>

d ~ -
- ati Wl As (N EL (AN Ln ikt xTeiin >
3 he
b AL 2 A an) B (R 2K PN D
3he
4 ATie A lopm) €4 (r1PEin>
H e
aTewmn (A, (B); <WIX P \n >

A e*m,

Tie o, A ConD (A (A (B) «miwix P¥in>
cPm,

De los seis términos de esta expresibén, vamos a despreciar
el segundo, e-l tercero y el sexto, que son octupolares y por
lo tanto de menor orden de magnitud que los demds . Para ver
esto podemos estimar el cociente de el segundo término con
el ptimefo: Si aproximamos £alywwin>a o2 ¥ 2n'IXYInD ~ oo donde

a es el radio de Bohr, resulta

) «—r A
i, col, Ay (wen) €40 ( A ¢ it xEX™ PE(ND

Dhe —~ L7
i — )k 0 ma &
Fima i, Ag (am) 55N IXTXIND
ah

usando el resultado £n'\PIND = im, W andn'ivin> tenemos

~32



4% L mOmna ., & e m;} ~ 1
m, e Moo 133, 03F

1o cual nos dice que el segundo término es mas de cien veces
menor que el primero por lo gue podemos despreciarlo. De manera
andloga podemos estimar ¢l ruzzente de el tercer término con
el primero y el del sexto con el quinto, para concluir que
también podemos despreciar el tercero y el sexto términos.
Tomando en cuenta esto, la expresidn para la amplitud de
probabilidad se reduce a tres términos que podemos identificar

de la siguiente manera:

i (20) = oaTra o, Al (0 )E ;LRI X \n > tnndvugs Lar
2 grwibghw}o
2Te. Ac Cwnn) (E), <WiPAND aipotar
hpe eRéekrice
— 2Te conn (AL, (e) it eiin > cuadvugeLar
nctm, sLeckvomagnétier

Vamos a dividir al término cuadrupolar electromagn ético

en dos partes, usando

¥l o Al P e W) & -55(7-"'9"d9Ax")

AdemAs sabemos que PA= wma¥ = -:{"‘— vy (et H - Howd ) s
como Heln>=Ealn> , HNin >= En i’ resulta
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LI PIIND = 2dma (E -E N I vins - L(emiwt e _piyiin >
24

i

}-
b|3

5

GO e LR X AN >"’?§‘ L I XAPI _paxiin >

Por otro lado, por la definicibén de momento angular se tiene
X< P e o oebt L,

por lo que al sustituir en la expresién anterior podemos es-

cribir

L\ PN D = A tapnd N IXA WAN D> 4 E.'-“.‘Zn'\Lk\n >
=2

La amplitud de probabilidad que resulta de dividir este

término en dos partes es

C-r\‘“ (o) = 22 MWma wt\'n AG— (cann) it xmin >€.ﬂm
2%

+ 3e A (conn) (E), 20\ P\ >
%ﬂc

- % Emn A e D CADN L (B enixi i in >
cl

— He o (R (EY; & ety in >

fctm,
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Considerando que P"':f_xi,H] , ¥ tomando en cuenta la de-

finicién del producto vectorial en términos del temsor total-
podemos escribir la expre-~

mente antisimétrico de tercer orden,

. 2 . .
810n anterior asi:

Cpin (o) = —:"‘%_m_a Whn Ae () B, e Ix*Xx™n >
=
- aBcomaema A, () () L ixtin>
he
_ Tiectun Ac (nal (A (&), cri¥ X An >
he?
-~ _e O Ae (wn-n7(?\=x—é)n<\’\.\ \—\< \np

2
fictmg

Este iltimo término es el cuadrupolar magnético ¥ también
vamos a despreciarlo ya que en general es mucho menor que el

término cuadrupolar eléctrico (Bethe—Jackiw).
Finalmente, la expresidén para la amplitud de probabilidad
es ,
Crin (=0 = — Time Wn Ae (a8, <R IXEX™IND
ah
Aerma wan Ae (Wan) (B <V XN Y
He i
e N
Tie ot Ae Conn) (B, (Bl<nivxdin

Hc*
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La cantidad que nos interesa por tener significado fisico
es el cuadrado del médulo de la amplitud de probabilidad, que

representa la probabilidad de transicidén entre los estados n y n':

>
VE an (02N = Crn (B n (20,

* ~ i yd
VCnled\ = f\T‘m': ehn Ay (am) B o B I IN it e’
q &

+ ATEM ot AL e (BB ity in 2 <ni ¥t >
Relur .

r AR i, R (e CRY; (B); (A, (B, cm ¥ o An7<nttxin'>
Wev

. Términoe crurados C“.“ &->

Los términos cruzados no contribuyen por las razones que
explicaremos & continuacidn; por eso no los escribimos.
Como nuestro sistema no consiste de un solo Atomo, sino

e de un gas en el que no podemos controlar la orientacidén indi-

e
vidual de cada Atomo respecto a los tensores y vectores €4 ,
k=3 £ A odemos considerar que estAn orientados
1 s Ve 4 Do » P a A
completamente al azar de tal manera que todas las orientaciones

son igualmente posibles.

Tenemos entonces que obtener un promedio de la probabilidad
. de transici6én sobre todas las orientaciones posibles de los
Adtomos. Matematicamente esto es equivalente a considerar un

dtomo fijo y promediar sobre todas las direcciones posibles

-56-~




de incidencia de las radiaciones electromagnética y gravitatoria.
Como las direcciones de incidencia de estas dos radiaciones

son independientes, podemos obtener el promedio sobre cada una
de ellas por separado. Para hacer estos promedios,debemos con-—
siderar el hechc de que tanto para las ondas electromagnéticas
como para las gravitatorias, el vector {(o el tensor) de pola-
rizacidn es perpendicular a la direccidén de propagacidén de las

ondas, es decir, que se¢ cumplen las relaciones

- . oA
e. Nt =0 > e ng =0

Por eso, al promediar basta que lo hagamos sobre todas
las polarizaciones y habremos barride simultdneamente todas
las direcciones de propagacidn,

El promedio que nos interesa se obtiene de la siguiente

mancra:
b a
VCmnemd)l = A i qacel a1
“ir
en donde d4d_n es la diferencial de volumen en un espacio de

direcciones vectoriales o tensoriales. Como tanto los vectores
como los tensores de polarizacidén son unitarios, estas inte-
grales se realizan sohre toda la esfera unitaria .

Vamos a distinguir a ollL como AJdlz; o AnNE con lo . -

A}

” - z N ‘ . ;
cual sabemos si el término de Canel que estamos promediando
es electromagnético o gravitatorio respectivamente.
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Al hacer el promedio de los términos cruzados debemos
integrar tanto sobre cLJlE; como sobre dJlEh , pero como ya
se dijo esto puede hacerse independientemente. En este caso,

las integrales que hay gque hacer son las siguientes

f.étjd'nz > SC?\:W; g)' —éhd’—n-; > S‘e—:, a . fle

IH

o productos de estas integrales. Por argumentos de simetria
puede verse que estas tres integrales son cero, cada vector,
combinacion de vectores o tensores que aparece en el integrando,
tiene su inverso geométrico del otro lado de la esfera de in-
tegracidén, que lo cancela y por lo tanto al integrar sobre 1la
esfera completa el resultado es cero en todos los casos. Por
esta razbén, al promediar \Cw"hmﬂl sobre todas las polarizaciones,
los términos cruzados no contribuyen.

El promedio de los tres términos restantes en la ecuacién
(II-1) se hace detalladamente en el apéndice A. El resultado

final es

2 ‘Tfl a u 3 a >
VCn Coad P = T co VAL (aV Va2
lon*

= ufre® (———a) r\'n \A cwn‘n}‘ \<V>\“.
‘V\" a

R S L U O U R P D T N (x-2)
1oct
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en donde hemos introducido la notaciédn

Ve Teatw W inocatld wWin Avemirting |

1P o lenn Piny

A continuacién vamos a encontrar una expresiédn para la
ecuacidén (II-1) en términos de las densidades de energia de
las radiaciones electromagnética y gravitatoria que denotaremos
por Ug(ad) y U () respectivamente. De esta mancra podremos
relacionar las probabilidades de transicién {C,.(-2)|* con los
coeficientes de Einstein de emisidén estimulada y absorcién..
Para encontrar esta expresién, hay que ver como estdn relacio-
nadas las amplitudes Ag(u:D y Ag(w) con las densidades de
energ®a de las radiaciones.

Para encontrar esta relacidn, veremos primero como depende
la amplitud de radiacién de la intensidad T tanto para
las ondas electromagnéticas como para las gravitatorias.

Para la radiacién electromagnética la energia por unidad

"de drea en las frecuencias entre o y W o dw esté

dada‘ por (Merzbacher)

Too) = o A cen\ (m-3)

[al

Para encontrar una expresién andloga en el caso gravita-
torio, partiremos de la expresidén para el flujo de energia de
una onda plana, es decir, la energia por unidad de drea que
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estd dada por

€ = f“ Toind dxe = c_S‘T‘:; n dt {Ix-4)

en donde el tensor _\::,9 puede calcularse mediante la fér-

mula (Landau-~ Lifshitz)

C) ol
Ay = < <h-l,§')‘ h ;9>
16776
Los paréntesis { ) representan un promedio sobre varias

longitudes de onda .
Tomando en cuenta las ecuaciones (I-11) y recordando que
W, ok

’ k=

Tos =-T"2

A =

obtenemos

T a—e® <hy R Y
te WG

' -~ e : ' -i Ne-R-T ,

e (S § e A () Ag () (zien)fasnd) & T TR g oy
e - -= e < :

. - e = e~ B =%

- e < Qdmjdw‘AGfm)A(,(w‘)ww‘ ei_e"emm < N, )
(13 (] S e
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Como para el tensor de polarizacidn se cumple la relaciédn

e;,e =2
se llega a
° - - —ifwrwd) (b= A7)
T A = - < <J’o\wjdm‘A(.(w)A¢(wl)ww'e < n,;\)
Ea < - -
El promedio < ) sobre varias longitudes de onda , se

usa comunmente cuando se quiere calcular la energia y el momento
que transporta una onda. Resulta ser independiente del numero
de longitudes de onda sobre el que se promedia siempre y cuando
este nilmero sea suficientemente grande. Al efectuar el prome-
dio, lo finico que cambia es que aparuce un factor constante

de un medio. Es decir <AB)=4AB.

Entonces podemos poner

—‘-—c - - —dtwra(t- R .
i o= =4 o dw f"\w' AG(“’\AG(‘*") ww'e & ) n*
2 & /s

—— -

Sustituyendo esta expresidén en (II-4) se obtiene

- - oo » e -
E = —%‘—L\:‘—— f [deS d.w'A(,(m)A(,(w‘)ww‘ (S frorerie -5 ! n; ntidtu
WG 2 L Lo
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La integral sobre dt resulta

i tw+ w)
S e at = aTd (wr v

Rd

Ademas sabemos que N,N*= 1 con lo que podemos escribir
- o>
Alwvm‘)_ﬂ__-,\:
E = =c j de o w! A(,(mAg(w')ww‘e 5((..)&-60‘)
3G - -

Por las propiedades de la funcidn delta, 1la integracién

sobre dw' resulta en sustituir o' por —w> . Es decir

£ . =2 S des Ag (u Ay (cad(ud-w) = &> 5w=A(,(mA(,c-w7 deo
G Zes G 2w

La amplitud Ac,(m) debe cumplir la propiedad

R
At = K, (e
por lo que obtenemos

e’ mﬁ\A(,(wﬁ\ =¥

=S

e 2

ya que el integrando es una funcibn par.
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Sabemos que el flujo de energia debe estarvrdado por la ex-

presién

g_ = in 16 (ws) deo

por lo que podemos concluir que

2
Tt = _fz_w‘\Ac.(wﬁ\ (I[‘S)

Sustituyendo las expresiones (II-3) y (II-5) en (II-2)
obtenemos las probabilidades de transicién en funcién de las

intensidades, de la siguiente manera

| Crn (o) V¥ = aim_‘.zé?_‘n_ﬂ- Javrl® T, Coonn)
5 hte

4 e m)’km‘m T. twonn
ah*c A : )

X
+ml;.sc— een eyl Lo Ceonn) '

Resulta conveniente expresar esta ecuacién en términos

Ge ia constante de estructura fina, que es una constante adi-

.-mensiaonal dada por

ol = e o~ _..i._...
~ The 13%.03%
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En términos de esta constante resulta

e -3
| G (= = 212 Gadtvn 1av®oV Lo (conn)
B R

- Lm‘ = (m) 1<®>0,. 1o Casmnd

2
v Aot oy 1ardU, e Cednn)

ohc?

Ahora introducimos el concepto de velocidad de transicién

que es la probabilidad por unidad de tiempo de gque ocurra la

transicién del estado n al estado n'. Esta velocidad de transi-

cién estéd dada por la probabilidad de transicién \cm"bwf multipli-

cada por el numerc de pulsos por unidad de tiempo de las ondas

incidentes. Es decir, llamando Rv" a la velocidad de tran-

: sz .
sicidén y n al nimero de pulsos por segundo:

Pon = NiCam=l?

Por supuesto que n no tiene porque ser la misma para la parte

electromagnética que para la gravitatoria de la expresidn para
lCnmtdﬂa . Por eso las distinguiremos mediante un subindice.

La expresidn para las velocidades de transicidén queda, combi-~

nando la expresién para las probabilidades de transicién con

la expresién anterior, como
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Pn'n = ﬂ‘:r_nz_é__ w‘n-n \(\"7\:,

n(,Ic- {onen)
5w’

n

a a
) &7 ."."L) ERL e Te (o)
3h M

a

e T e terVi, Ne T Comn (-6}
tohc?

Por otra parte, existe una relacidén entre la intensidad

de energia T (w) de la radiacidn y su densidad de energia
Ulw) , que es la energia por unidad de volumen en las fre-
cuencias comprendidas entre o y W o A . Esta relacidn

estd dada por (Merzbacher)

nlcon= c vt

Mediante esta relacién, ya podemos expresar la ecuacidn
(II-6) en funcibn de las densidades de energia electromagnética

y gravitatoria U y Uglwd) . El resultado es el siguiente:
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Prn = 2 6 afpn 11, U, (6Oan)
Shic?

2
+ LT ot (Vh=> \<F>f;n Ue (Warn)
%% M

a =
+‘§";i._ W, e L U (wan) {n-%)
Como ya mencionamos, ?Nn es la probabilidad por uni-

dad de tiempo de que ocurra la transicién de n' a n. Esta pro-
babilidad consta de varias partes como puede verse en la expre-—
ssién (ITI-7). Una de ellas es la gravitatoria y las otras dos
son electromagnéticas. Esto se interpreta como sigue. Hay una
cierta probabilidad de que la transicidn ocurra mediante la
emisidén o absorcidn de radiacidn gravitatoria representada por
el primer término en (II-7). Los otros dos términos combinados
- representan la probabilidad de que la transicidén se lleve a
cabo mediante la emsién o absorcidn de radiacidén electromag-
nética. El que se trate de emisidn o absorcidén de cualquiera
de estas radiaciones depende de si la transicidn se lleva a
cabo de un nivel de mayor energia a otro de menor energia o
viceversa.

Ambas probabilidades por unidad de tiempo dependen- de la
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densidad de energias correspondiente de 1la rndiacién incidente.
Por eso es conveniente definir unas cantidades que son indepen-
dientes de la densidad de energia y que por lo tanto podemos
considerarlas como caracteristicas del Aatomo. Estas cantidades

las definimos mediante la relacién

pn'n = an\ L

Observando la ecuacién (1I-7) y considerando por separado

la parte electromagnética y ls gravitatoria, resulta

-3
Y a a
B - a2l Wi ovaemn,
Skc?
e
B .

affes —m,_:>= VLTI
3% o

a > >
1 Wt [TC . Lav™) ~n (‘E'__g)
o¥c )

Estas cantidades son algunos de los coeficientes de Einstein

de los que hablaremos en el siguiente capitulo.

Antes de pasar a lo siguiente debemos aclarar que el factor

> B
o , }
ij que aparece en el término dipolar eléctrico de las ex—

presiones (ITI-8) no aparece en las expresiones comunes para
este término. Sin embargo, no nos lo pudimos quitar de encima.
Si desde el principio hubiéramos adoptado el sistema de coorde-
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nadas del centro de masa, seguramente este factor no apareceria.
Nuestro sistema de coordenadas tiene su origen en la particula
de masam1 porque asi se creyd conveniente en un principio,
ya que en la relatividad general no ayuda en nads el concepto
de centro de masa. Pero el modelo se ha simplificado mucho de
tal manera que ahora pensamos que si es posible y conveniente
considerar este sistema de coordenadas de centro de masa en
nuestro problema. Esto no se hard en este trabajo ya que hemos
empezado de otra manera y asi vamos a continuar, pero para los
préximcs estudios de este problema si tomaremos en cuenta lo
anterior.

.'De cualquier manera, este factor que nos estd estorbando,

si consideramos las masas del protdn y del electrbdn,resulta

(_m:)'*: 100l = L
M

que es un valor muy ¢ercano a la unidad. De todas maneras, vamos

a conservar este término en nuestras expresiones,
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CAPITULO IXII
ACCION "LASER"

En este capitulo estudiaremos las condiciones en que podria
obtenerse amplificacidén de radiacién gravitatoria en un medio

activo consistente de un gas de Atomos de hidrégeno irradiado

por ondas electromagnéticas y gravitatorias planas.

Ya estudiamos en los dos capitulos anteriores el &4tomeo

de hidrdgeno tal y como nos interesa, introduciendo algunos

aspectos de la interaccidn gravitatoria entre el protdén y el

electrén, y entre,el atomo y la radiacién gravitatoria externa.

Se obtuvieron las veleccidades de transicién del Atomo y con

ellas definimos dos coeficientes de Einstein (férmulas II-8),
uno correspondiente a la absorcidén o a la emisidén estimulada
mediante la interaccién con la radiacién electromagnética, ¥y
el otro a la gravitatoria.

Con estos resultados hremos ahora un andlisis de la absor-

cién y emisidén de radiacidn en este sistema, considerando a

la radinacidén electromagnética como la que excita al medio activo

y a la radiacidn gravitatoria coemo la que podria amplificarse

al atravesar el medio activo excitado.

a) EMISION Y ABSORCION DFE RADIACION

En el capitulo anterior encontramos una expresién para las. ..
velocidades de transicién de nuestro sistema (ecuacién II-7).
Convendremos a partir de este momento, que Siempre que tengamos
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dos estados n y n' del Atomo,n' corresponderd al de mayor ener-
gia. De acuerdo con esto, pnn' es la probabilidad por unidad
de tiempo de que el Atomo pase de un estado n a otroestado n'
mediante la absorcidén de radiaciédn.

Se define el coeficiente de absorcidén de Einstein mediante

la expresidn

p"n. =B . Ve

De esta manera tenemos un parametro Bnn. relacionado con la
probabilidad de transicidén, que es independiente de la radiaciébn
externa al dtomo. De acuerdo con la expresién (II-7), en nuestro
caso tendremos dos coeficientes de absorcién: uno correspon-—
diente a la absorcidén de radiacidn electromagnética que deno-
tamos B:n' y el otro correspondiente a absorcidn de radiacidn
gravitatcria al que llamaremos Bgn"

El 4tomo tambien puede emitir energiam pasando de un nivel
n' a otro inferior n, sélo que en este caso puede hacerlo me-
diante dos procesos diferentes:

Uno es la emisidn espontdnea, mediante la cual el Atomo
decae del estado n' al n emitiendo radiacidén, sin causa aparente,
es decir independientemente de 1la ;adiacién externa. Llamare-
mos An,n a la probabilidad por unidad de tiempo de que se¢ dé

este proceso entre los estados n' y n. Al igual que en el caso

Lo e

anterior, tendremos dos coeficientes, An.n AG

Y %n'n que corres-

ponden a decaimiento espontaneo mediante radiacidén de energia
elctromagnética o gravitatoria respectivamente.
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El otro proceso es la emisién estimulada o inducida de
radiacidén y consiste en que el dtomo decae del nivel n' al n
por la presencia de la radiacién externa. Es una especiec de
resonancia con esta radiacidé4n externa, cuya frecuencia debe
coincidir con la frecuencia correspondiente al cambio de nive-

les del Atomo que es

La probabilidad de transicidn por unidad de tiempo en el
caso de la emisidén de radiaciédn, estaria entonces dividida en
dos términos, unos correspondiente a la emisién espontanea y
otro a la estimulada. Este Gltime lo expresaremos, andlogamente
al caso de la absorcién, en fucién de un coeficiente Bn,n ya

que también depende de la radiacidén externa. Podemos escribir

P L\n-“ +B,\»,, U le)

ntn =

recordando siempre, que tanto A , come B
n'n n'n pueden estar aso~-

ciados a emisibén de radiacidn electromagnética o gravitatoria.
En resumen, tenemos tres coeficientes de Einstein para

cada tipo de radiacién: uno de absorcién, uno de emisién es-

ponténea y otro de emisidén estimulada. De acuerdo con la no-

tacidén que hemos empleado, tenemos
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Estos coeficientes no son independientes, y encontraremos

la manera en que se relacionan unos con otros.

.Los coeficientes de Einstein de emisidn y absorcidn de

radiacién electromagnética, estdn relacionados de la siguiente

manera

-

, Ane = B2 -1
b (m-2)

9, Bn = I Brrn

en donde 9, y G son los grados de degeneracidn de los

correspondientes niveles de energia.

Estas relaciones se obtienen analizando la radiacidn elec-
tromagnética en una cavidad en equilibrio conlas paredes de
ésta , y usando el hecho de que en este casc se cumple la ley
de radiacibén de Planck. A las férmulas (III-1) se les conoce

como relaciones de Einstein.

Para encontrar las relaciones que hay entre los coeficientes
de absorcién y emisidén de radiacibn gravitatoria de Einstein,

haremos algunas consideraciones.
Podemos considerar a la radiacién gravitatoria como formada
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por gravitones que son particulas de masa cero que viajan a
la velocidad de la luz y tienen espin 2. Por otro lado sabemos
que .la radiacidén gravitatoria tiene dos estados independientes
de polarizacién al igual que la radiacibén electromagnética.
Vemos éntonccs que la (Gnica diferencia que hay entre los fotones
y los gravitones es el espin.

Cuando se obtiene la ley dc distribucidn de Planck para
la radiacidn electromagnética, se analiza el problema de un
gas de fotones en equilibrie y en ningdn momento se toma en
cuenta el espin de los fotones. Sin embargo, juega un papel
fundamental el hecho de que la radiacidén electromagnética tiene
dos estados independientes de polarizacidn.

Por todo lo anterior podemos concluir que para un gas
de gravitones, la ley de distribucién a la que se llegaria seria
la ley de distribucién de Planck.

Con base en esto, podemos concluir que los cocficientes
de Einstein para el caso gravitatorio estédn relacionados entre
si mediante las mismas férmulas (III-1), es decir, que también

se cumplen las relaciones de Einstein

9.8, _9.80. Y\ hot ., (nx-2)
Tt*e :

En el capitulo anterior encontramos expresiones para los
. e G
coeficientes Bnn' y Bnn' . Podemos encontrar los restantes
usando las relaciones de Einstein., Las expresiones para todos

los coeficientes de Einstein son

-T2



nn

-3

A

e

Bon

e

B ()

Aon

Bnn' - —-.——-—--—-a‘ﬂn“""G w:'n \L"=>\=n-n

o hie?

o
s 2o Bnn"
In

= _g_n.- “_"‘?_%— W 1 2™V mn
. S
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o e

b) CONDICION DE SCHAWLOW-TOWNES

En esta seccibén estudiaremos en que condiciones podria obtenerse

amplificacién de la radiacidn gravitatoria, es decir, que es

lo

que debe ocurrir en nuestro sistema para que la radiacién

gravitatoria que lo atraviesa salga de &l con mayor intensidad,

6 sea que se haya amplificado. Esto sucede cuando la radiacién

gravitatoria, al pasar por el gas de Atomos de hidrdgeno, . se

‘encuentra con unas condiciones tales que interacciona con los

dtomos estimulando mds radiacién gravitatoria. A las condiciones
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en las que debe de estar el gas para que esto suceda se le
llama inversién de poblacidn, y consiste a grandes rasgos en
que debe haber mas Atomos en un cierto nivel excitado que en
el estado base. Como ya mencionamos, ademds de tener inversidn
de poblacidén, para que haya estimulacidn de radiacién, la fre-
cuencia de la radiacién incidente debe coincidir con la fre-
cuencia W34, correspondiente a la difercncis de energias
del estado excitado y el c¢stado base. En estas condiciones seria
mds la radiacidén estimulada que la absorbida. Lograr csta in-
versién de poblacidén es el problema central que se presenta

en la construccién de ladseres y maseres, asi como también lo
seri para nosotros su estudio tebrico.

Nuestro estudio concluird con el establecimiento de una
condicidédn minima para que hayva inversidén de poblacidén. A esta
condicidn se le llama generalmente condicidn umbral o condi-
cidn de Schawlow-Townes.

Para encontrar nuestra condicién de Schawlow-Townes, 1lo
haremos mediante un paralelismo con la manera en que Se€ encuentra
esta condicién para un laser normal (Lengyel), introduciendo
ias caracteristicas particulares de nuestro problema.

Como ya se ha mencionado, nuestro sistema consiste en un
gas de Atomos de Hidrdgeno, que es nuestro medio activo, excitado
por ondas electromagnéticas planas que serén las encargadas
de excitar a2 los 4tomos tratando de producir y mantener la
inversién de poblacidn. Ademds pasard a través del gas -radia-
cién gravitatoria que podra amplificarse al interactuar con
los Atomos, si hay una inversién de poblacién adecuada.
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Esquemiticamente, podemos representar nuestro sistema de

la siguiente manera

Medio active {&4temss Jde  wWelrageno)

Fuente de ondas
aravitarerias P

O Fuente de omdas  electrvamagndiicas
pare cxuitar e medin atva

Empezaremos analizando lo que le sucede a la radiacién
gravitatoria al atravesar una placa de medio activo de espe-
sor Xx. Si la radiacidén tiene una intensidad inicial IoG , supon-

dremos que el decaimiento de esta intensidad por absorcidn

del medio es proporcional a 10 dx, por lo que podemos escribir
G

I-u; _ T—a,_, e—-l(wﬁ! (IIL-L-\)

donde k(w ) es el coeficiente de absorcién, que por supuesto
depende de la frecuencia de la radiacién, es decir, que el medio
absorbe mds unas frecuencias que otras.

“8i k(w ) resulta negativo, significa que la radiacidn en
vez de disiparse, aumenta de intensidad al atravesar el medio,
yrhablamos entonces de un coeficiente de amplificacidn que

—75-



definimos como
A (o) = — Kw) (Oox- 8)

Nos fijaremos en dos niveles de energia de los adtomos de
Hidrégeno n y n' y veremos la relacién que existe entre la in-
tensidad de la onda gravitatoria incidente y las velocidades
de transicidén entre estos dos niveles.

Supongamos que

«
tenemos Nn Atomos por unidad de volumen

en el nivel n, de los cuales dN,. pueden pasar al nivel n'

el nivel

AN L,

por absorcidén de radiacidén de frcuencia wo . En
n' hay Nn' dtomos por centimetro cibico de les que
pueden decaer a n por emisidn de radiacidén de frcuencia
estimulada por la radiacidén externa.

Los Atomos en el nivel n' tambien podrian pasar al nivel

n por emisién espontdnea de radiacidén. Sin embargo, esta radia~

cién a diferencia de la estimulada no es coherente con la radia-

cién incidente, y es emitida en todas direcciones por lo que
su contribucidn a la intensidad de la radiacién que sale del
medio activo en la direccidén de la radiacién iancidente  es
minima y no vamos a tomarla en cuenta en el cédlculo que sigue.

Sin embargo, la radiacién estimulada por la radiacién incidente

se caracteriza por ser coherente con ésta, es decir, que las
dos estin en fase por lo que estdn en la misma direccidén y por

lo tanto pueden producirse haces muy bien colimados aln a grandes

distancias.

Cuando la radiacidén atraviesa una longitud dx, su inten-
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sidad decrec de la siguiente manera

—a(Twgdw) = he (B dvew —e. am,.w)lwc, dx
de donde se sigue
&
—A alwe aw = hw (B,‘,,.cm“m ,_6(',‘.,\5.!\)“.“:)
T, dx <

De acuerdo con la férmula (III-4), el miembro derecho de

esta ecuacidén es precisamente la definicidn de k(e ) por 1lo

que tenemos

o
wluwdw = heo (%:,, dNpw ~ B d—k\mw>
[

Integrando sobre las frecuencias se obtiene (Lengyel)

S\um des = ’E\_@_;-_(Bc‘m- N, -8 N (T=-¢)
P :

en donde Lo es la frecuencia en la que hay mayor absorcidn.

Para .aclararun poco esto, diremos que la forma en que depende
de la frecuencia el coeficiente de absorcidnm k{(w>) es aproxi-

madamente como lo indica la siguiente gréfica
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€3g= 63 e @
Para nosotros es coanveniente que la frecuencia pice (7SN sea
la frecuencia (Opwn . La expresidn (11I-6) es el drea bajo

esta curva, y veremos como depende de los coeficientes de Eins-
tein. Para ello sustituimos las expresiones (LI1-2) en (ITI-5)

para obtener

Sremdw = Te. O A (N, C_;_n__ N e

Para simplificar esta expresidn, llamaremes

Ko &% 9a AL (m—?—)—
Whin  9n -

para obtener

jk(undw = r(Na- g_m Nw)

Como la cantidad que nos interesa es k(e ) ¥y no.su integral
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por estar directamente relacionada con la seccién eficaz de

absorcibén,nos conviene escribirla de la siguiente manera

Kiwd) = ¥glw - wamd (N, - B2 Nav) _
o (3=-8)

en donde la funcidn 9(@-(»,..,3 es un factor de forma, que

para ser congruente con lo anterior debe satisfacer la

. .
congicion

Sq( W, ded = 1

El valor pico de la absorecidn que denotaremos por ko esta

dado por

¥ o= vN, g0 (m=-9)

en donde hemos iatroducido la notacidén  3(0) = HwWnm - O nn) -«

hO es el nfimero total de Atomos por unidadde volumen.

De acuexrdo con la ley de Boltzman, en una situaciémn de

equilibrio, la poblacidén de los niveles n y n' debe ser tal que

—(E,, —Ew) k:ecte. de Boltamon
Nop — Nt (=3 3
e W T: bompuratura sbsolute

~de donde debe cumplirse la desigualdad
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Sin embargo, puede darse el caso de una situacién,en la

que obviamente no hay equilibrio, en que se tenga

En este caso se habla de un estado de temperatura negativa,
o mids comunmente de una inversidén de poblacidn. '

Si en un sistema se consigue una inversidén de poblacidn,
la absorcién es negativa y se tiene amplificacién de la radia-
cién. E1 coeficiente de amplificacidn estrd dado,

con (IIT-5) y (III-8) por

de acuerdo

A lu) = Vg (w3 -wan) (Qn N _Nﬂ)
S

= ¥og lw - waalN

.en donde hemos definido

N={%a Na - Ng
S
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que es una cantidad que mide la inversidén de poblacién. Otra
medida Util de la inversidén de poblacién que usaremos nosotros

es la definida por

ne 22 Ne-Nn _ M o
Nn+ Nn' Natiine o

que es un nimero adimensional. Se le llama inversién de pobla-
cibén relativa, y puede verse que su valor es -1 cuando el ma-
terial estd desexcitado por completo, es decir cuando no hay
ningdn Atomo en el nivel n' y por lo tanto Nn.=0; vale cero

para un material que ni emite ni absorbe, y su valor maxime

4

es nc que corresponde a una inversién de poblacidn

]

« no.
completa,’es decir cuando todos los Atomos estan en el nivel n'.

Er términos de esta inversién de poblacién relativa, po-

demos expresar el coeficiente de amplificacidn como

sl = Ko (W= wina) Non (m-10)

Volviendo & nuestro medio activo, vemos que si se logra
una inversidén de poblacidén, tendremos amplificacién dada por
la férmula anterior. La radiacidén gravitatoria atraviesa el
medio activo, que tiene una longitud L. Si nos interesa saber
la amplificacién de la radiacidén en la frecuencia <¢On, des-—
pués de atravesar el medio activo, estéd dada por la expresién
T(III-10 multiplicada por la longitud L, es decir
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La amplificacidn o). €5 una cantidad con dimensiones
de (longitud)—l, por lo que tlesam L es una cantidad adimensional.
Debemos considerar que en gl sistema puede haber pérdidas
de la intensidad de la radiacidn incidente debidas a otros fac-—
tores comodispersidén , difraccidén, ruido, etc.. Si medimos estas
pérdidas mediante la cantidad adimensional ¥ ., resulta que,
ara que tengamos una verdadera amplificacién, =(Wenll debe
.er superior a las pérdidas ¥ . Por lo tanto la condicidn

:mbral para la amplificacibén, podemos escribirla como

oL(an\nW\_:_x (m-_‘\)

Nosotros vamos a considerar solamente pérdidas por difrac—
cién. Encontraremos una expresién para ¥ que represente las
pérdidas de intensidad del haz incidente de radiacién gravita~
toria, debidasra que cuando este haz pasa a través del medio
activo, se difracta. Los detalles de la forma en que esto ocdr?e
pueden ser complicados, pero esquemdticamente lo que le sucede
a la intensidad de la radiacién incidente, que coﬁsideramos

como un haz de seccidn transversal circular de.radio r, es lo

‘siguiente
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haz de ondas e
Sravi bacioncles

Como suele hacerse, nosotros cortaremos esta curva de di-
fraccidén en el primer minimo después del disco central, de manera
que, como se indica en la figura, el haz sale del medioc activo
con:unaiseccién transversal circular de radio r'.

-8i el Area del haz incidente es A y el drea del haz que
sale es A', una medida de la pérdida de intensidad del haz

original es

Yo - A
A

De esta manera, si las Areas son iguales, la pérdida de inten-
sidad es cero como era de esperarse, y mientras mayor sea A',
aumentari .

En términos de los radios, la expresidén anterior queda

X____\_T‘:ﬁ =\_.‘C_:_\ X

T e ®
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Ahora determinaremos x aplicando algunos resultados de
la teoria de la difraccidn.
Para simplificar este cdlculo, consideramos que el radio r es
grande, con lo que el borde del circulo es casi una recta con
lo cual se facilitan mucho las cosas.
Para un obstdculo recto, 1a intensidad en la zona de sombra

estd dada por {(Jackson)

=2 ((em)s 43 e ay)

-donde C (%) Yy S{®) son las integvales de Fresnel. La variable

en nuestra nomenclatura, es

. N\

1"‘:.(-——'—-]\ A, K= a2l
24 X

La x que buscamos corresponde al primer minimo de esta

-curva. La forma de esta curve pndemos obtenerla a partir. de

'losvvalores de las integrales de Fresnel. El resultado es

Ay

€ (2)exY e (siep+

o
5
ib
bd
w
st

I
[eo]
o~
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El primer minimo corresponde a "G,‘t._ 1.9 o0 sea x_:\.q(?_l:j’Z(}—‘:)'/z.
= fre

Entonces podemos escribir

YaoloX oo
(rax)? (n\ﬂ(%—r';)la):
y poniendo f)\:lh.n-z 27 obtenemos
Oan
Yool o X (1)

(r IS 1.5\(___25‘— Va.)"
@n'n

Tomando en cuenta los resultad\os (Iir-9, 10, 11 y 12) tenemos

tlwAl = vgwNoln = ¥ = | x>
[v +1.a (:'5%.,3‘/’]2

‘de donde

| - x>
[rrra(Ztym)®

gy NoL

M=

Para expresar la condicién umbral en términos de paré&metros
del sistema, solamente nos falta ver de que depende el valor
pico del factor de forma, gque hemos denotado por'wg(o) ..

Se introdujo la funcién ﬁ(ug_oag como un factor de forma
para la absorcibén. Ahora nos interesa encontrar una expresidn
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para su valor pico O(o} .Este valor depende de la forma y
del ancho de la curve 9(w> - <a ) . Hay dos mecanismos mediante
loé cuales puede formarse esta curva o linea de absorcidn (en
nuestro caso de amplificacién) (Lengyel): uno es debido al
movimiento térmico de los Atomos del sistema, que produce un
corrimiento Doppler al emitir radiacidn; llamaremos a este
proceso ensanchamiento Doppler. La curva de absorcidén (y por

lo tanto también g (L> .. @2.) en eslte caso es una gaussiana
por lo Que a su valor pico lo denotaremos 9(07G . E1 otro
mecanismo es debido a las colisiones entre los dtomos que afec—
tan al proceso radiativo, y lo llamaremos ensanchamiento por
colisiones. Este proceso fue estudiado por primera vez por

H. A. Lorentz, por lo que llamaremous g@Q: al valor pico de
la curva generada en este caso.

Estos dos mecanismos estin siempre presentes, aunque por
lo general predomina uno de elios. Nosotros encontraremos una
expresidén para los dos, y cuando los evaluemos nhuméricamente
en el prdximo capitulo, nos quedaremos con ¢l de mayor valor.

Los dos valores pico estan dados por (Lengyel)

AH0O), - -939
v

@), = oLl3
2 < A
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donde A es el ancho medio de la curva, que depende de las
caracteristicas del sistema, de manera diferente en cada caso:

Para el ensanchamiento Doppler se tiene

Va
=%
A'D(, = Fwaxs [T\ o, M moso. del Stowe

N
T : bempacalure

lc Also pulon
= 3.9a%\0 “_3:.' 3
y para el ensanchamiento por colisiones
bo, = A
K Gt
donde & es el tiempo medioc entre colisiones, que usando

argumentos de la teoria cinética de los gases puede expresarse
como .
Qy = radio Al dtome

va = woot del dtame

S & =X = A V=
=~ AN 00 b 3T ko= ocenttemBG  de
Bolbamasn

con lo cual nos queda

Avy = VTN G?H\‘%——:I = a3 xi6 N

‘Resumiendo los resultados de ests seccidn, tenemos que

1a condicidn umbral de Schawlow-Townes estd dada por
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N, ¥ g(o)Ns L

(m-13)

N° = &x‘,mcs/cm—’

Nh\ = &l‘—omas/cm3 en i nivel n'

Np = Gbomos/_ 3 en eb nivet n

Sn 9 mu}ﬁPUddacL de Las mimatas w oy

Y o= radio del har de rodiaddn inddenmtt

L = LRorgitud dek wmedic activwe

D pn = frecenda de 2o vadiadin gravibatoria Ancictente

o A B A

= nin
w:h 5“
9(07@ —_:. No w -
e
T Q(0) = o

3
S(dYy = HEeXlO

T Cemnpenntitne. det meclis ackus
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c) ECUACIONES DE VELOCIDAD EN UN ATOMO DE CUATRO NIVELES.

Para poder aplicar 1la condicidén de Schawlow~-Townes que obtu-
vimos en la seccién anterior, es necesario que definamos nuestro
sistema con mas precisién, ya que hasta ahora hemos hablado

de los niveles de energia n' y n en abstracto. Vamos a consi-
derar solamente los primeros cuatro niveles del atomo de hidrd-
geno, y tenemos que analizar las transiciones entre estos cuatro
niveles para poder determinar el nimero de Adtomos por unidad

de volumen que hay en dos de estos niveles.

Da este andlisis vamos a obtener una relacidén entre los
coeficientes de Einstein y los nimeros Nn. y Nn.

Las razones por lés que se consideran los primeros cuatro
niveles son las siguientes: Debido a las reglas de seleccidn
(ver apéndice B) la transicién n=2 — n=1 mediante emisién
de radiacién gravitatoria es prohibida. Entonces, la transicidn
que nos interesa es n'=3 — n=1, por ser la primera transi-
cién permitida éue nos deja al Atomo en el estado base. De todas
maneras"debémos seguir tomando en cuenta al nivel n=2 porque
las transiciones electromagnéticas n'=3 — n=2 y n'=2 —— n=l
si estdn permitidas. E1l nivel n=4 entra en juego porque queremos
que el bombeo electromagnético se lleve a cabo de n=l a n=4
para que el nivel n=3 se pueble por decaimiento espontaneo de
n=4 a n=3. Este bombeo electromagnético no puede hacerse direc-
tamente al nivel n=3 porque en este caso, la misma radiacidn
de bombeo , que tendria que estar centrada en la frecuencia

[7% 18 , produciria radiacién estimulada despoblando el nivel
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n=3, haciecndo imposible la inversidon de pobliacidn.

Los Atomos son excitados pues, del nivel n=1 al nivel n=4
por lo que la radiacidén clectromagnética debe tener una densidad
de energia U () centrada en la frecuencia 7% T .
Los dtomos en n=4 empezardn a decaer a niveles inferiores por
diferentes procesos como emisidn estimulada de radiacidn gravi-
tatoria o clectromagnética, o emisidn espontanca de cualquiera
de estas dos radiaciones.

Lo que & nosobtros npos interesa es estimular radiacidn
gravitatoria en Atomos que estén en n=3 y pasen a u=l, por lo
que la radiacién gravitatoria incidente debe tener una densidad
de energia Ugws) centrada en la frecuencia W= Wi . Nos
interesa estudiar la posibilidad de invertir la poblacidn en
los niveles n=l y n=3, con lo cual podria amplificarse la radia-
cibén gravitatoria incidente.

Para analizar todas las transiciones entre los cuatro ni-
veles que estamos considerando, hay que tener en cuenta las
reglas de seleccién, que se encuentran en el apéndice B.

Usaremos la siguiente notacidén para las velocidades de
transicidns:

L

Wi = Buan Uy ) Woin = Bpa Uka)

Sh'n = Aﬂ‘n
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A la velocidod de transicién espontdnea se le¢ suele dnotar
por 5nw‘ en vez de Aw“ porque a veces se incluye en ella
un término que corresponde a una transicidén en la que no hay
radiacidén. En nuestrc caso esto no sucede, pero respe:ambs la
notacidén acostumbrada.

Todas las transiciones de nuestro sistema quedan represen-

tadas esquemdticamente de la siguiente manera

n=u
e
SH)
L
w:‘ s'u
W‘i N - n=3
. =
W Sy
-4
e e Wy e
Wiy E&; + R
&
Wi
n=t
- . «
La transicidn R. representa las transiciones electro-

magnética§ de n=3 a niveles de menor energia, es decir, que
'en esta velocidad de transicién estan consideradas las transi-
ciones n's3 «w— n=l, n'=3 e—3 n=2 y n'=2 —> n=1.

De acuerdo con este esquema podemos establecer las ecua-
ciones de velocidad entre los niveles, de la siguiente manera:
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e & e
W:. N- — (wm - Wq. - 5‘:- -q.-sgm + 6-03)"“1

[~ =
dNa = (wry & WIIN, - (ws, S+ RN, + Sua W

N\+N5 +Nq=Na

Introduciendo las poblaciones relativas de los niveles, .

o ., podemos escribir

definidas por ol=WN. |, ﬁ:l‘]_}_ ¥ =
. Ne Vo No

d¥ - W =< -~ (W:\ +Wf,f5:+5f"l 1-5:,)3’

A8 o (WS rwnde — (W4 S5 4RSSl ¥ (- )

dt
A ¥ o=

Ahora vamos a despreciar algunas de las velocidades de

transicién:
- [ R
W, =B, Usled=o ya que la densidad de energia de

"la radiacidén gravitatoria se concentra principalmente alrededor

de la frecuencia [P y podemos considerar que Ugfluy)ro

e e e
Wy =W, =8, v () =0 ya que la densidad de energia de
la radiacién electromagnética se concentra principalmente al-
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rededor de la frecuencia c¢og, , ¥y podemos considerar que

o .

Ul ) .
Sy, =o ya que ‘5: <D, .
Suponer que las radiaciones gravitatoria y electromagné-

tica son monocromaticas, como de hecho estamos considerando

en estas aproximaciones, representa una idealizacidn més en
nuestro sistema. En la prédctica esto es imposible y siempre
tendremos que, por ejemplo, ch(u>3h *xOo por pequefio que
sea. Esto hace que el nivel n=3 tienda s despoblarse unpoco
por estimulacidn de esta radiacién f hace mds dificil la inver-
sidén de poblacidén. Nosotros al poner She (wz) =0 estamos
despreciando esto, y por lo tanto estamos considerando una
situncidén ideal.

Vamos a despreciar otras dos velocidades de transicidn
con base en las siguientes consideraciones: el nivel que nos
interesa poblar es n=3 para obtener inversidén de poblaciédn.
Este nivel s= va poblando hasta que se alcanza la condicién
umbral y se despuebla repentinamente debido a la estimulacién
de la radiacibn gravitatoria externa. Una vez vacio, empieza
a poblarse de nuevo hasta que vuelve a ocurrir lo mismo. .Por
lo tante, el proceso de amplificacién seris pulsante. La forma
en que se va poblando el nivel n=3 , y la manera en que de
puede ilustrarse mediante una grafica de la

‘pronto se vacia,

siguiente manera:
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:Con-base en esto, vemos que al estar poblado el nivel n=3
se tiene una situacidén de desequilibrio. Como nos intersa ana-
lizar las partes del proceso en donde se tiene equilib;io para
poder establecer las ecuaciones de velocided, solamente tomamos
en cuenta -las partes horizontales de esta curva en las que el
nivel n=3 se va poblando lentamente. El sistema pasa la mayor
parte del tiempo enAesnas partes del proceso, por lo que igno-—
rar las partes en que no hay equilibrio (picos de la curva),
no afecta mayormente nuestras consideraciones. Entonces, en
las ecuaciones de velocidad despreciaremos los términos u&? w
“Jﬁ que actian solamente durante tiempos muy cortos. Por

io tanto pondremos

G~
W3| = O
O~
Wi ze
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Tomando en cuenta todas las aproximaciones anteriores, -
y estableciendo las condiciones de equilibrio del sistema, que

son

dWNu _ dNs - o

dt dt

1as ecuaciones de velocidad (III-14) se convierten en
< e e -
O = Wy ot -~ (Wm +Sum o« sul) X
(-4 (3 e
o=-(55 «8)p « 5, ¥

=2 ot vy 2 ¥

que es un sistema de ecuaciones lineales que podemos resolver

y obtener

) o(: (W\:M fssl -\-S:l) (5‘:\ kp‘t)
W:-\ S:u *(W:- +5:- + S:\)(S‘;I *Re)*'{s;kp‘t)w\‘u

(57 = W?n 5:3
w\i Su: &(w:\ * 5‘:‘ b 5:33(5:. ¥ R.‘) EY (5‘;‘ Q-R‘) N\cu

¥ = = W:. (S; * Re) (m_“5)
W ans '\-(\N'uf + S+ 51\)(5‘;\ -\—Rc) * (‘5",. +R%) \}.JfM B
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Asi, hemos obtenido las poblaciones relativas de los ni-
veles, en funcidn de las velocidades de transicidn, que son
conocidas, y de la densidad de energia de la radiacidn electro-
magnética.

La condicidén de Schawlow-Townes en término de las pobla-

ciones relativas de los niveles es, para n'=3 y n=l

r#

1 - PRAT
?l ﬁ - el - [r“ﬁ(wn ] (DL‘\@)
3 g (o) Na L
Al sustituir aqui los valores de /3 y & que acabamos

de encontrar, la condicidén queda expresada en términos de can-
tidades conocidas y de la densidad de energia Ve (e '
por lo que podemos determinar el valor de minimo de ésta, bara

elcual podria coseguirse la inversién de poblaciédn.
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CAPITULO 1LV

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

En este dltimo capitulo estudiaremos la condicidn de umbral

de Schawlow~Townes que desarrollamos en el capitulo anterior
(£érmula I11I-16), con los valores numéricos obtenidos en el
apéndice B para las velocidades de transicidn, y dando valores

a los parametros del sistema. Podremos ver asi en qué condiciones
se tiene inversidén de poblacidn, y si es posible tener ampli-
ficacidén de la radiacidén gravitatoria en este sistema.

La condicién de Schawlow-Townes para nuestro sistems es

1 =
S ﬁ_o(\): Les 1)) -4
‘\ 3 ¥alo) Nal

en donde, como va hemos visto, el lado izquierdo es la inver-
sién de poblacidn relativa n que vale -1 cuando todos los dtomos

del sistema estdn en el estado base. A partir de n=0 se invierte

la poblacidn, hay mas dtomos en el estado n=3 que en el estado
basc y su valor mdximo cs %L— cuando la poblacidn esté
-

totalmente invertida. E1l lado der2cho de esta condicidn repre-

senta las pérdidas de intensidad de la radiacidn gravitatoria

debidas a la difraccién de €sta al pasar a través del medio

activo. Por esto, no basta tener N)OC para tener amplificacidn

de la radiacidén, sino que ademds n debe ser mayor que estas
pérdidas, siendo la condicidn umbral la igualdad entre ambos,

‘ Analizaremos primero el lado izquierdo de (IV-1), es decir
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el valor de la inversidén de poblacién relativa.

En la tabla B-1 que aparece al finaldel apéndice B, en

donde se enlistan los valores de las velocidades dz2 transiciébn,

vemos que
& &
S, <R

(2]
y por lo tanto podemos poner 553‘ - y la expresién (III-13)

se reduce a

e €
n = Wh S
WE S5+ (Wh + S5 + S5L )+ REVWLR®

oL = (W:\\ v Su 5:1) )"
WESS 4+ (WE + 85455 )R~ wn RE

que pueden escribirse como

e e
w W\"\

\+_B_°. (\_\.w; + 25 ‘.Se>

R (gi_ + 5% 4_55,>

— —Sh Wiy W
e -
L+ RS <\+&'} +S5aSSh
(1 W W3
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Si recordamos que

e

W\“ = Ue B4

e
[ wl-u = Ue Buy ¥

Wy, = %—’- Wiy
u

las expresiones anteriores se transforman en

po= - L
‘ B2 (\i—?—'--l- 55-4-5._"9>

" Ve By

8 (g . s§.+s§a>

ol = “p “ Ue Bus
\+ﬁf | + 21._‘, Sh + 5%
5% 3
s “ Ue By

En el apéndice B se dan los valores de las degeneraciones.

de los cuatro niveles de energia que nos interesan. Estos va-
lores son g1=1, g2=l~, g3=9 y g4=16. Tomando esto encuenta y

haciendo algunas transformaciones algebraicas, las expresionecs

anteriores se convierten en

= Ve

ﬁ - < ) o
Ve (L4 4E B\ + Suc +5% BT
c( e 5i, f“ Sﬁ;

(lg_ + §5u+5:s _B_,:

ol = Sda
U <\+ ‘.3—_3.‘. + ShHh¥ Sis RE
3 se < <
S Bl a3

(o= 2)
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Hemos expresado o Yy en funcidén de la densidad de
enaergia de la radiacidén electromagnética, que es la que bombea
al sistema de n=l a n=4 para tratar de producir la inversiédn
de poblacidén. Es claroc que esta inversidén de poblacidén va a
depender de esta radiacidén de bombeo, ¥ nos interesa estudiar
como cambia n al aumentar U, -

Como de antemano no somos muy optimistas respecto a los
resultados que pueden obtenerse: calcularemos la inversidn de
poblacidn relativa solamente en los casos extremos, es decir
cuando Ve =0 , que corresponde por supuesto a la minima
inversidén de poblacién, y cuando Uiy o= que corresponde
a la maxima inversién de poblaciédn que idealmente podriq obte-
nerse. Para calcular estos valores de n, a 1los que llamaremos

yn respectivamente, escribimos las expresiones (IV-2)

n_ .
min max
en la siguiente manera

pute e sum . (rz-3)
Ue & Ue * N

en donde M; N y P son constantes conocidas dadas por

¢ e € e
H—\-\-B--Sf ) Nz St Suy B ) P RO (-4)
- L ge ’° SC e &°
u3 “ "3 a3
Es eclaro que tanto o como /3 son funciones crecientes
de Ue por lo gque en efecto, sus valores maximos corresponden
a Ug~> 0 y sus valcores minimos ocurrirdm cuando U, =0 .
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Entonces tenemos, de acuerdo con (iV-3)

/émfnzﬁ (Ve =e)=0 elin = et {(Ugz0) = .‘_:.;" = 4

nor lo que la inversidn de poblacidén minima es

\’\h‘,h_: g_‘(im,-,,—c-‘m:n = -4
93
lo cual era de esperarse ya que al no haber bombeo, todos los

Atomos se quedan en cl estado base, que es Lo que signific
n=-1.

Estrictamente esto no es cierto, ya que aunque Ug=0O )
por efectos térmicos siempre hay algunos Aatomos en otros estados
ademds del base, a menos gue se tenga temperatura absoluta igual
a cero. Sin embargo este cfecto es despreciable, porque ain
a temperaturas T ~~ 300K, tendriamos gue el valor de noin seria
apenas un poco mayor que ~1.

Fara el maximo de inversidén de poblacidn, que es lo que

realmente nos interesa, se obtiene

- - Limm Ve |
Py = (2 Loe = =0) = fin —oen = o
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X oy = (U = e0) = &m Puce N _ ¢
Ve Hue v N ™

Sustituyendo. los valores de M y P dados en (IV-4) resulta

4 L Bs
2 = ——— o _ R s,
men 3 RS ) FROAY 2o e
\*Tz -~ Lyt RS
“3 [ 5%a

por lo que el valor de la inversién de poblacidén mAxima es

. 4 A =¥,
n = 2t Brax — o ey = A -2 _28n_
Mo % 9;@ ax w* 5 o re T 3
o 3
SE 6 ge
5 a3

que podemos poner en la siguiente forma

e

\ P .
V\max:——?——-———-———&‘L——_ Z e 3% (.E_S)

+ RS
1+ i B0
43

i

wn

Sustituyendo los valores de r® y 523 obtenidos en el apén-

dice B (ver tabla B-1), obtenemos

4. A g2.3106 x10¥
>
= e 2.5%coxi0 = —.0O54 (ﬂ:—b}

|+t 8.8106 x109
@ aszicoxiet
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Como la inversidn de poblacidén relativa mdximu que podemos
tener es negativa, concluimos que en nuestro sistema, ni en
el mejor de los casos obtenemos inversién de poblacidn, ya que
ésta se obtiene cuando n > O.

Si analizamos la expresidén (IV-5), que nos da la méxima
inversién»de poblacibn, vemos que depende solamente del cociente
Rﬁ@:,. Veamos que significa esto fisicamente:

es la velocidad de transicidn espontdnea de n=4 a

Se

43

n=3, es decir que es la que corresponde al procesc mediante
el cual se puebla el nivel n=3 en el que queremos obtener 1la
inversién de poblacién. Por supuesto que éste nivel sc¢ puell
en funcién de qué tan poblado esté originalmente el nivel n=4
por bombeo de la radiacién electromagnética.

Por otro lado, R® representa la velocidad de transicidn
de n=3 a n=] mediante transiciones electromagnéticas quec pasan
por n=2 o directamente a n=1. Que el cociente R?g:g sea grande
significa que el nivel n=3 se vacia mds rdpidamente de lo que
se llena. A nosotros nos interesaba que este cociente fuera
tal, que (IV-5) fuera positiva para que hubiera inversién de
poblacibn. Pero resultd que esto es imposible debido a que R
predomina sobre SZS ¥y en consecuencia el nivel n=3 no puede
mantenerse suficientemente poblado. Un posible problema a estu-
diar en el futuro seria el de ver las posibilidades de aumentar
823, lo que significa reducir el tiempo de vida media del nivel
n=4 correspondiente a la transicibén a n=3. Si esto fuera posible,
quizds podria lograrse la inversidén de poblacién en nuestro
sistema.
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Antes de pasar a analizar el lado derecho de la condicién
de.Schawlow—Townes que impone condiciones adn mds estrictas
a la inversién de poblacién, diremos algo acerca de otro problema
que también contribuye a que las cosas sean mds dificiles.
Se trata del despoblamiento del nivel n=3 por efectos térmicos,
es decir, el decaimiento de los &dtomos debido a estimulacidn
por la radiacién electromagnética producida por el movimiento
térmico de los Atomos del gas. Esta radiaciédn es funcién de
la tempratura absoluta, y su densidad de cnergia sigue la ley
de distribucién de Planck.

Para tener una idea de la magnitud del efecto producido
por est ruido electromagnético compararemos la rapidez_con
la que decae el nivel n=3 por emisidén de radiacidén gravitatoria
estimulada (U, (w) Bil ) con la rapidez de decaimiento de
n=3 debida a este efecto térmico ( U:(un g:\ Y. Para hacer
esta comparacidn tenemos gque ver las caracteristicas de U:
lo cual nos hace hablar de la fuente que produce la radiaciédn
gravitatoria.

Empezaremos estableciendo la condicidn umbral, es decir
la condicién que establece la igualdad entre estos dos efectos,
que es

Ug () By, = U e B, (r<r- 1—)

en donde no debe confundirse U:‘“ﬂ con la densidad de energia
Velus) de 1la radiacién electromagnética de bombeo.\)te(tb esté

dada por
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US () = hed i

a3 B

wT —

Ahora haremos algunas consideracidnes sobre Ug(wd) , para
lo cual diremos que la fuente de radiacidén gravitatoria seria
un objeto colapsandose. Vamos a estimar érdenes de magnitud

por lo que todos los desarrcllos que siguen son aproximados.
La densidad de energia gravitatoria estd dada por (MTW)
-t

U(,(uo)— t

_Auo

en donde Aw es el ancho del pulso ondulatorio que aproximada-

mente es igual al tiempo & de colapso. A una distancia R
del objeto colapsidndose la componente t01 del pseudotensor de

energia-impulso es (MTW)

- & (BY
3arteo

donde D es el momento cuadrupolar que en nuestro caso podemos
aproximarloe por
L 2 bamaro del $istomo

Da M2
G‘A

™M = masa det sistemo

El tiempo & de colapso, estd dado aproximadamente por

-105-



L3
—G“‘c,r'\

Tomando en cuenta todas estas relaciones aproximadas,

podemos ver que

UgleN = &2 o & M & et e
Aa>  aaWe=R* B Baffew R™ 0% saweril v

Sustituyendo en la condicidén umbral (IV-7) y tomando en

cuenta las expresiones de B;l y Bgl (fébrmulas IYI-3), resulta

L lemt ' G (2 ferns mhed 4 el (o]
BICORAY | ¥ R mie? e""’/“T- 1 loah
L. 1 ~ & M7 ma
éﬁm/gr~i L1 %{L*d¢33.R?

Para simplificar esta expresién pondremos

e | m3
L KR s R

para obtener

—T_:z 41°°N —
1
k%(\+—®—\—
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que es la temperatura a la que se cumple la condicidén umbral
expresada en funcidn de los parametros del sistema. Esto signi-
Fica que a temperaturas por debajo de ¢ésta, el efecto térmico
es menor y predomina lu emisidn estimulada gravitatoria.

Ahora estimaremos esta temperatura umbral dando algunos

valores accptables a los pardmetros del sistema. Diremos que
3
P\, = unidod astromdmaca = 1.9 %10 em
Y 2xd®
= wena Selar o 2NIS q

L = radic de Schwarzachild para.  Lme masa Sofar 2z | Bm

Las demds son constantes conocidas.

{on estos valores se obtiene

B = o T Soo0ok

La temperatura umbral no es muy elevada, pero estd ! -rtin
del intervalo de temperaturas quc puede tener una nube de gas.
fEsto significa que nuestro medio activo no tiene que estar de-
masiado frio paradisminuir lo suficiente la competencia con

el decaimiento térmico de n=3.

En conclusidn podemos decir que el problema del ruido
elctromagnético, por si solo no representa un obstdculo grave
para nosotros, ya que es posible imaginar condiciones razonables
para las que este efecto es pequeiio.
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Ahora analizaremos el lado derecho de la condicidn de
Schawlow—-Townes (férmula IV-1) que estd relacionada con las
pérdidas de intensidad de la radiacidén gravitatoria incidente.

Aungue hubiéramos conseguido invertir la poblacibn, es decir,
aunque hubiéramos obtenido N>O ., No necesariamente signi-
ficaria que pudiéramos tener amplificacidén de radiacidn ya que
falta considerar las pérdidas de intensidad, de la radiacién
aravitatoria, que en nuestro caso son debidas a la difraccidn.
Antes de evaluar estas pérdidas, diremos que por lo general
hay ddemds otras causas de pérdida de intensidad de la radia-
cidén que no estamos considerando. Esto hace que nuestro estudio
sea aln mas simplista. -

Recordemos que ailin en el caso de que no hubiera pérdidas
de intepsidad. no tendriamos amplificacién de radiacidn gravita-
toria ya que no pudo conseguirse la inversibén de poblacibn.

Sin embargo vamos a evaluar las pérdidas por difraccidén conte-
nidas en el lado derecho de la férmula (IV-1) , poerque esto
puede ser ilustrativo respecto a las propiedades que deberia
tener el sistema para por lo menos estar cerca de la posibilidad
de amplifi;acién de radiacién gravitatoria, es decir, que el
valor del lado derecho de (IV-1) esté entre cero y gll/g3 = 1/9.

La cantidad que queremos evaluar ‘es {(ver férmula IV-1)

’\-(\:‘\%@ry : :
Wiy <]SL‘ 8)

\@g(o) NobL.
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Ahora analizaremos el lado derecho de la condicidn de
Schawlow-Townes (férmula IV-1) que estd relacionada con las
pérdidas de intensidad de la radiacién gravitatoeria incidente.

Aunque hubiéramos conseguido invertir la poblacidén, es decir,
aunque hubiéramos obtenido N> OC , NO necesariamente signi-

ficaria que pudiéramos tener amplificacidén de radiacidéon ya que

falta considerar las pérdidas de intensidad, de la radiacién

gravitatoria, que en nuestro caso son debidas a la difraccidn.

Antes de evaluasr estas pérdidas, diremos que por lo general

hay ademds otras causas de pérdida de intensidad de la radia-
cién que no estamos considerando. Esto hace que nuestro estudio

sea aln mds simplista.

Recordemos que adn en el caso de gque no hubiera pérdidas
de intensidad, no tendriamos amplificacidén de radiaciBn graviva-
toria ya que no pudo conseguirse la inversién de poblacidn.
Sin embargo vamos a evaluar las pérdidas por difraccidn conte-—

nidas en el lado derechoc de la férmula (IV-1) , porque esto

puede ser ilustrativeo respecto a las propiedades que deberia
tener el sistema para por 1o menos estar cerca de la posibilidad

de amplificacién de radiacidn gravitatoria, es decir, que el
valor del lado derecho de (IV-1) esté entre cero y gllg3 =1/9.

La cantidad que queremos evaluar es (ver f£érmula IV-1)

A
A —Fra T :
IS (T - 8)

\Gq(a} Nc L-
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El significado de cada uno de los parametros que aparecen
en esta expresidn estd dado en la férmula (III-13) asi como
las expresiones para K° y 9(o) en términos de otrus parametros
del sistema como la temperatura y la densidad.

En sintesis, los parametros del sistema a los que tenemos
que asignarles valores para poder evaluar porcompleto la expre-
sidén (IV-8) son: la densidad de particulas del medio activo
deﬁotada por N0 » la temperatura T del medio activo, la longitud
L del medio active, y el radio r del haz incidente de radiacién
gravitatoria.

Para asignarles valores razonables a estos parédmetros,
debemos pensar en un modelo astrondémico. Grosso modo, puede
tenerse hidrbégeno excitado por radiacidn electromagnética produ-
cida por un pulsar o alguna otra fuente que emita radiacion
de fmcuencia central cercana a W,y . A su vez el gas es atra-
vesado por radiacién gravitatoria de frecuencia central (O,
producida por ejemplo por um par de estrellas neutrdnicas u
hoyos negros que giran rapidamente uno alrededor del otro.
Nimeros que podemos asignar a los parémetros deseados de acuerdo

con este modelo son

No = 6.9x1020 étomos/cms, dproximadamente la densidad del
aire en la Tierra.
T = 1000 K Aproximadamente la temperatura

de algunas nubes de pgas de

nuestra galaxia

L = 1-4x1013cm Una unidad astrondmica
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r = 5x104 cm Un haz de km de diadmetro

Ademas, de (I1II-7) sabemos que

IQ &
K: 2:‘) = 9’ A3\
3 v

en donde Agl -85, = 9.3254x10"%15™! (tabla B-1). Entonces

so

kg = 4.03 %107

El valer de (3, también se encontrdé en el apéndice B,
w,, = L sasexio” s

y resulceb:
Solamente falta evaluar el valor pico g(0) que como dijimos

en el capitulo anterior estard dado por la expresidén que resulte

de mayor magnitud de las dos siguientes

-5 A a.7e % 10"
(o), = L.oexRlo ( Ne ! Q(o), - AFeXIO
K e T Wy, ! v No VT

Con los valores que hemos asignado a todos los parametros,

-3 .
se obtiene O g = 4.52 %15 5 , 2@y = B.4x6 g

Por lo tanto nos quedamos con el valor
ge) = 3@ = S U5

Con todos estos valores podemos ya evaluar (IV-8). E1 re-

sultado es
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¥oto) No L

Este resultado es exageradamente grande comparado con un nimero
entre cero vy 1/9 que es el intervalo en donde seria posible

la amplificacidén de radiacién.

Podemos concluir entonces,que aunque hubiera sido posible

invertir la poblacidn, las caracteristicas de nuestro sistema

son tales que estariamos muy lejos de poder tener amplificacidn

de la radiacidn gravitatoria.

Podriamos preguntarnos sin embargo, cuales tendrian que

ser las caracteristicas de un sistema como el nuestro, en el

que este nimero estuviera dentro del intervalo de valores de-

seado. Una forma de lograr esto es aumentando la densidad de

particulas, el tamafio del medio activo, o ambas cosas & la vez:
Por ejemplo, si quisiéramos sumentar sclamente la longitud

L del medio activo, tendria que ser

L_f;-_-; \OLH e

que es una distancia mayor que el universo visible, lo cual
sobra decir que es absurdo.

Si

lo que queremos aumentar es la densidad de nuestro sistema,
tenemos que tener primeroc en cuenta que en este caso predomina

la gaussiana sobre la lorentziana y nos queds
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A\- e A~ e rayas
( (;u: J _ [vn.q(a: B
kgo) No L YlNeo x 1.06 x157% *_4“__6 E“J—a-

Basdndonos en esta expresidn, la densidad de particulas

N. necesaria para tener las condicionecs deseadas resulta ser

0

H He
No ~ 10 cl\tbmos/ owd

que para Atomos de hidrbégeno nos da una densidad de
22
F ~ \O % [ om3

Esta densidad es mayor aun que la de una estrella de ncu-
trones, por lo que vemos que tampoco de esta manera podemos
conseguir realistamente las condiciones deseadas.

MAs en general, podemos ver que, segin lo visto en el capitu-
lo I1I, el denominador de la expresidn (IV-8) representa la
tfansparencia del "sistema  a la radiaciédn gravitatoria, es decir,
que es una medida de que tanta interaccidén hay entre la radia-
cibén y el gas. En nuestro caso este denominador resultd peque-
fiisimo («410_31) por lo que concluimos que la interaccién entre
la radiacidén gravitatoria y el medio activo es minima, con lo
que no podemos esperar mucho respecto a las posible amplificaciédn.
Es por esta razdn que las fdérmulas demandan grandes longitudes
y grandes densidades.
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Otra forma de hacer que (IV-8) disminuya, es aumentando
el valor de Agl que es la velocidad de transicidén espontanea
correspondiente a la transicién n'=3 —~> n=1 por emisidn de
radiacidén gravitatoria. Este factor, que estéd contenido en el
denominador de (IV-8), es el principal responsable del resultado
obtenido para la transparencia. Tratar de que aumente es tratar
de que el tiempo de vida media del nivel n=3 se reduzca. Esto
puede ser un tema de estudio interesante para el futuro.

Lo que puede concluirse de todo esto, es que aunque po-—
drian mejorarse las cosas haciendo algunas modificaciones al
sistema, 10 que no es adecuado es el sistema mismo. Se trata
de un sistema demasiado simple del que no podiamos esperar
mucho. Sin embargo, el haber hecho este estudio seguramente

resultara dtil en estudios posteriores.
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APENDICE A
EVALUACION DEL FROMEDIO DE LA
ECUACION II—1 SOBRE LAS
POLARIZACIONES

Para pasar de la ecuacién (II-1) a la ecuacién (II-2), se pro-
medié sobre todas las polarizaciones. En el capitule II ya se
argumentd porqué los términos cruzados de la ecuacidn (II-1)
desaparecen al efectuar este promedio. También se establecid
ahi 1la notacién que emplearemos en este apéndice, asi como
las propiedades y caracteristicas de los vectores y tensores
de polarizacién y de los vectores de propagacién.

Efectuaremus ¢l promedic sobre todas las polarizaciones
de cada uno de los tres términos de la ecuacidén (1I-1) por
separado. Empezaremos por el término dipolar eléctrico que esté
dado por

4T 2e®m

T Wi Ao (W) (), (E); <nelxilny <ntding

Para promediar este término sobre las polarizaciones, basta

promediar el producto &, ej cuyo promedio se definid como

s
eie:’::iiT?J eie;d2z
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Para hacer esta integral usaremos una expresidn para las

componentes cartesianas de un vector unitario dada por

e=(e, ,ez)es)=(se"95'=“‘f: sen Gcostf)cos 8)

Al integrar sobre la esfera unitaria, la diferencial de

adngulo solido es

41z =sen Qded(P

De acuerdo con esto, las seis integrales e,;,ej son:
Y 277 » s
3g 2, dudo= A [ sen®6dB
= en Sen
€181 =437 s 9 <°f “ L

o J0

L
A cos 36 — & cos 9))

k|
a \iz o

(
[ e e Dl R S

De manera muy parecida se obtiene

T 2z
ezezz-“:;ﬂ- fsen39 cas? de dQ:-"g_

© (=]
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6363:‘_

T 27
‘iTr-{- cos 2 O sen e«ﬂ?cﬂgzz-%r

e Jo

y para las tres integrales restantes se tiene

== 38 =
e,ez=‘:_n_f [sen 65en(fd'f 0
e Y2 ave
2w e
e,ea = _____J 5en29 case_‘eﬂ(f dlfde =0 fseﬂ(fé'f_:jcas?AIf:O
o o
w 2T
=1_ sen? B cos B dpdO=
E€,€z 7 en S cas(f‘f )
o Jo

Estos seis resultados podemos escribirlos compactamente

como

eiey= _E%%i_

y por lo tanto el término dipolar eléctrico promediado resulta

amre? (mefun , A (womd ere; <t i iny bl =
c

= ST (M) i Al ) B <o [ xi iyl xln o=

= 47le? (Y 2z AL (wad 1<F 10, |

3 2 2
en donde, al igual que en el capitulo IIX
2 R .
'<F>l = S IxtIn> Knlx?in’
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Vamos ahora a promediar el término cuadrupolar eléctrico

que esta dado por
z oty ) k2
mEe? (2 AL () (Ae)i (&) (Fe) (€ <nt ixilny Calx*xtin'y

ﬁ2c4

La parte de este término afectada al promedisr sobre las

polarizaciones es n;_e_',nkel en donde los cuatro vectores sén

unitarios y ademés se cumple n;,e,"=o=whe" . Estas Gltimas
~~
expresiones indican que el vector n es perpendicular alvector
—ty
e . Al igual que en el caso anterior, escogemos las compo-
—
nentes de € como .

e=(ei,es; 63)=(Sen958n(l0]sen Bcnsc‘o,cos 9)

Las componentes cartesianas de un vector perpendicular a este

estan dadas de la siguiente manera

h= (ny,nz,N5)=(cos Oseno, cos Bcosyp , —sen tf)

Conestos vectores, y con la diferencial de Aingulo sélido

mencionada anteriormente, tenemos que evaluar las integrales

eénjeknt:-—é_ﬁ: €iNj Ny Aﬂ'é’
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Usando algunas integrales conocidas de combinaciones de
potencias enteras de senos y cosenos, es facil ver que muchas
de esta integrales son cero. Las Gnicas que resultan diferentes
de cero son aquellas en que los indices i, j, k, 1 son iguales

dos a dos. Esto puede expresarse matemdticamente come sigue

Z‘\;T—- elhjekﬂl AQ"GP = A SI.J Skl+ BS&RS:'Q"('C.SLQS"’;

En donde tenemos que determinar las constantes A, B y C para
obtener los valores de las integrales que no son cero. Enr lugar
de hacer las integrales, usaremos algunas propiedades de los
vectores de polarizacién y propagacién. Por la perpendicularidad

de estos dos vectores, vemos que se i=j se obtiene

einien,= A5, 6,+Boirbit+C8it 8(=0

Cuando se da esta condicidn, si queremos que le integral no
se anule debemos tener simultaneamente k=2X.
Las funciones delta que aparecen en esta expresidn cumplen con

la propiedad. Si,i,:: 8,,_;,_—.—:3’ 8;.“8;‘&—-_:.3 , por lo que obtenemos

4GA+ 3B+ 3C=0
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Por las mismas razones, sl tenemos i=}, resulta
eénjehnc,—; ASLij_i,‘l’BSLijL -+ CS[,L SJk
= A6 Sij+BE bij+CEi bj5j= 0O

~
Ademds, usando el hecho que [ y n son unitarios

podemos afirmar que si i=k y j=1 se obtiene

Erieiny= A8y Sij+ BBisjj+Chiybiy=1

que nos da la ecuacidén

z3A+a4B4+3C =1

En resumen, las constantes A, B y C cumplen las tres ecua-

ciones algebraicas siguientes

GA+3B+3C=0
3A+aB +3Cc=1
3A+3B+49Cc =0
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Resolviendo este sistema de ecuoaciones simiultdneus se obriene

S = 4 Coem — A
A= S0 > B 20 2 30
con lo que concluimos que
Eimenn = — SiidrL 485ikdit _ S5ubje
30 30 20

Entonces podemos escribir
— , I l iz><ﬂ‘ n’>=—
e;njepn, {n’Ixx In><nix =

) ’ ; o R, L N,
:%[45@;552,"86\}5&\"5;.;5»“: 'l xdIn YENIREX TN G

Al cambiar el orden de algunos indices esta expresidén no
se altera. Por ejemplo: podemos hacer Sihs_}h:: Su_&jh.parq

obtener

By . . h _
cinle\z"1<n'|x‘xﬂn'}<nl x2xiin’> =

'—:éa [3 Biw SJL—sijgkl]<h’lx"‘len> InlxExtUn/>=
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=?"6—[ Sinbit— 3 5i-j5\u]<n’lx"'xi\n><n;xhan,>

. . . H . R ’
—_;_4‘\6.[<n'lx"x3\n><ni x"x-’!n’}—-is—(“ lx"x-‘\n?(nlrx"x In )]

= __4‘_)_[<nqxix3\n><nixlx3\n’>—_—'_,;l<“""2“">‘z]

el

2
=-’15~l<‘fz>lw,,

Con este resultado ya podemos escribir el promedio del

término cuadrupolar eléctrico, que es

2 o

™
Tt

A Lz —— _
Wi AelwnmIn;ejnge, <n’l xtxdnydnixfxtind=

2z 2 2
= g:fﬁl UJ:In Ae (wnrn) t(rz>\ nwm

Solamente nos falta promediar sobre la polarizaciones al

término cusdrupolar gravitatorio, que esta dado por

z z L 4 .. kol
zzﬁv:z UJ:'n Ae (wnvn) eij ek.l__<nl| *‘KJ[,n‘)(ﬂIX ” lVl’>
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En este cuso el promedio afecta nada mas al producto

—> <>
e,'_j €hy cuyo promedio estd dado por

Sijer= L= | €€ dQe

La manera de calcular estas integrales es muy semejante
a como lo acabamos de hacer para el caso del tTérmino cuadrupo-
lar electromagnético, solamente que en este caso vamos a usar
argumentos geométricos para ver cuales de estas integrales se
anulan. El1 restoc se encontraran de la misma manera que en el
caso anterior.

El tensor de polarizacidén es simétrico, por lo que ei_j.:ej;_
Ademas sabemos que debe ser perpendicular a la direccidén de
propagacidén de la onda gravitatoria, lo cual se escribe como

. e fii=o
1] G

La simetria del tensor de polarizacidn implica que sélo
tiene seis componentes independientes. Podemos visualizar a
este tensor como ;ompuesto por dos vecteres tridimensionales
ambos perpendiculares a la direceidn de propagacidén. Esecribimos
- entonces Eijzey e} . Por lo tanto al integrar el producto
eljem.dQ'é , estamos integrando el producto de cuatro
vectores ezejehei a0 .

Al integrar esta expresidédn sobre toda la esfera unitaria,
es claro que cada componente de estos vectores tiene su inverso
geométrico del otro lado de la esfera, que la anula. Entonces,
la (Gnica forma en que una de estas integrales no es cero, es
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que las componences de los vectores aparezcan al cuadrado. Esto
sucede en la integrales en las que los indices se repiten dos
a dos, es decir, en las que i=j y k=1, i=k y j=1, i=1 y j=k,

P : .
Este se expresa sinteticamente de la siguiente manera

éij Eri= ASU' 6M+BS,;k531+C S £3h

‘Las constantes A, B y C serdn determinadas valiéndonos
de algunas propiedades del tensor de¢ polarizacidn.

Algunas propiedades de los tensores son invariantes ante
cambilos de coordenadas. Por eso usaremos la forma mds sencilla

del tensor de pelarizacidn, gue es (MTW)

1 o o\
eij= o -1 O
o O O

Las propiedades de este tensor que utilizaremos, y qgue
son vdlidas en cualquicr sistema de coordenadas, san

e =4-1=0

: { o © 1 OO i OO0 -
trejeij=tr{o -1 o jlo-to =tr{o1 0o|=2
tr eijEJL':_‘ 2 de la misma forma que antes.
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Utilizando las propiedades de la delta, y estas tres pro-

piedades, podemos obtener respectivamente:

O= €|y = ASL;; Spy+ D2t Chindin

. AA+3BL+3C=0

Elei; = A8 8+ B 81055 +C5ijbsi

=233A+aB+LBZC =2

eijeji=Abbii+ B8+ C 6 8]

=3A+3B+AC=2Z

Resolviendo el sistema de estas tres ecuaciones simultaneas,

se obtienen los valores

A=-5 BP=% /€

A
5

con lo que podemos escribir
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ctjekq_:—% 81_35)1[‘\"-\5-—' 5ch8JQ'\‘ = Sit 8‘);1

Con esto, podemos poner

€ij Crt L'l xixiinY ) xExtin’ 7=
" ; Py sk st ko8

= "Ag‘("’ % Bijs\zt‘\‘SLijL-\— St SJtz}(n I xd\yx)(n\x <2nt>

& b5080 xixitny <nl LRxtin'y=Bit &yl x&ﬂn)(n\x“xlw}

Vi como
. se cbtiene
eiy eg;_(n’\xi'x:B\h7<n\xk><'~\n’>-_—_-
:Ag‘(’,%‘si;ssht—*'25&*&5;\1)0\'!xlx3\n7<n\x"‘x'-\n'>
. 7 o1 b xd wolin?
= %(éihsjl’%— SLJB\Q[)(U \x”xﬂn)(n\x «in’ >
L » 2 2.
—~ﬁ‘(n'\v«"xl\n)(n\x"x-‘\n')-——i‘é-\(n'lr Y ]
—-'B
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Con este resultado, el promedio sobre las polarizaciones

del término cuadrupolar gravitatorio es

Z 2 4 2 *—y D . .
Tr;“;:;z Wi A g (Wnm) €15 B <l xtxdnd><n txRxtin>=

____Efﬁrﬁ.%__whv A (wnn)l<r >‘n’n

Finalmente, recopilando los resultados de este apéndice

se tiene

l Cnn (DO)‘ sz":;z U)‘:rn Azé (Wn"n) ‘<r2>\i’n

2 2 =1
o+ Amenl w Rt <P
c

+1w,ﬁg: . Wi, M (wanddrent g
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APENDICE B ‘
ELEMENTOS DE MATRIZ, REGLAS DE SELECCION

Y COEFICTENTES DE EINSTEIN

En este apéndice se¢ explica, sin entrar en todos los detalles
de los cAlculos, cdémo se llegd a los valores de las coeficientes
de Einstein, dando los valores de los elementos de matriz y
reglas de seleccidn gque fue necesario calcular,

Sabemos que tanto para el caso electromagnético ¢omo para
el gravitatorioc, basta comnocer uno de los tres coeficientes
de Einstein para poder conocer los otros dos mediante las rela-

ciones de Einstein. Por esta razén encontraremos primero los

G e

coeficientes de emisidén espontdnea An' ¥ An‘n'
n

Seglin lo estudiado en el capitulo I1I, tenemos

Aen.cn o ,< !"Z)‘:,n q,ue c.sv cuadrupolar

cuad.

Aen,n:: Azﬂ'n le-..‘._ A n'n

en donde

Aen' n

cvad

oc l<r 2>‘:_’nv
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El término dipolar A lo encontramos calculado para

‘n dip

los primeros niveles de energia que son los que nos interesan.

Las reglas de seleccidn en este caso son las dipclares, que
son muy conocidas y no las mencionaremos aquif,

A los valores de A

n'n dip (Condon y Shortley) tenemos que

hacerles una correccidén ya que como se menciond, el radio de

Bohr a que aparece en nuestras funciones de onda del hidrégeno

es ligeramente diferente al radio de Bohr a0 que normalmente

aparece. Sabemos que

N :
i 3, 56 2

Por lo tanto, la correccidn consiste en multiplicar los valores

del libro por el factor

£ (1 empe ) (1 -4

20

2
£ bom mz) =
6“

<]
he
=(1- g Y- S -

Por lo que la correccidn es insignificante.

Los valores de los coeficientes que nos interesan son

.

~ e
:1 — 0.678 x10%seg™! A:u ‘E— 6.25 X 10° scg;
dip .
G 10® ch B-1
e s -4 A 1.64%
- %10 se 3
Aqad‘P_O.Z'S? 1= df
a -4

e — 0.920%X\0 s¢
F\BZAW— 0.9 & -128-



Q

Para calcular los valores de los coeficientes A Y

b=l

e

A, es necesario evaluar primero el factor
n'n cuad

[<ren|? = nixntxdinddnixtxdiny = Lo jcnrirainyl®
n'n

1 2 3
Nos conviene hacer x =x, x =y, x =z para obtener

l<r2>\:,n= [<nr x| 2 | <nrly?l a3 l<ni12®nyl?
2 I(n’!X)/\‘")lz-i—zl(n’llen)\z
+7—|<V"iy&1">|2—-_13—]<w1rzln>}2 B-2

Para encentrar estos valores, tenemos gque saber primero
los elementos de matriz involucrados. Para esto recordemos que

los elementos de matriz estan dados por

'm'ix*lnlm
2 _z Cnlim' | X2 nlm>
<n'lx®In>= n ‘ ,
n, i
A R
n’, L
Yy anglogamente.para los elementos de matriz correspondientes
2 2 2
ay s+ z , xy, xz2, ¥Z, r .
En esta expresidn, los elementos de matriz dentro de la
sumatoria estan dados por
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Mot

nd'm | x*|nt m>:[lfr:z'mf x* %MAV

Las funciones de onda qynlnﬂ son 1las del hidrdégeno norma-

lizadas, que en coordenadas esféricas tienen la forma

A 4 2L+ P im
-0\ [(an-d-1! 2 {2841 (L=}l ze"‘("zw)ll_um)ﬁtme)e P
m ax A ((n+ ) 4w (L+m)l ot
K= A
na

2 9

En la.integral deben expresarse x , y , z°, xy, etc asi

como dV en coordenadas csféricas.

Evaluar todos los elementos de matriz fué un trabajo sen~
cillo perc laborioso. Abarcaria mucho espacio incluir aqui
todoes los detalles. Se trata simplemente de hacer muchas in-
tegrales de las que se obtienen las reglas de seleccidén y los
valeores de los elementos de matriz de las transiciones permitidas
por estas reglas de seleccidn.

Al hacer la partec angular de las integrales se obtienen

las siguientes reglas de seleccién
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't n IxF [n2m>

gt
=%
=Y
XZ
)/2

y—Z

.- Al hacer las integrales completas, los

U= L+2z, 1=
{'—o-—> =0 pronivida

1
bR
2)
2
32
=4
U=0—> (=0 thvibidA

valores de los

o L . g .
elementos de matriz gque nos interesan y que estan permitidos

por las reglas de seleccibn son
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<n‘l'm {xz| nim>

<4331x2l314>:—45.21 a2
<43z %2 8310>= —26.5¢ a2
<431l x2j311)= c.48a7
<4z1]1x2%|31-1>= —10.76a%
<430l xZ[{3aod>= 727 aZ
{43-1] x2{3113= —3.34x 10 "H2
<43-1Ix%l31-1p= 14.81a%

<4 3-2| x%|8310p= ~7.13 x10” =2
<4a3-3l x2|2 445~ —4.5x107%2
L4 z2| X%|322>= ~45.3a2%
<422l x2lz3205=46.39 a2
<az1l xZ|321>= ~F.z2za?
Laz1) xZlzz10= 56.65a%
<4zeol xX%1322>=46.25a7
Lazoj x2)sz0)=—-24,632a%
<4zo) x2]|32-2>= 46.43 57
<az-4{x?l324>= Fe.65a2
Laz-1l X2laz D= —-243 .47Fa%
L4z-21x2|3205= 469227
<az-z]x2|az-2p=-39.60a%
<qzz} x2)zood=—-33.92a%
{420} X2} 300>= 3.04a% P
L42-21 ®x?|300D=~B.33%10 At
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2’:2 ml_:m
L=tz Mi=mzxz

2’:0/—} 2:0

<4001 x?|8322p= —~224.28 a*
{400]|x%*|{azop= 181.07a%
<4a00] x21g2-2>= - 221.97a7
<411 | x21344>=-415.92a7%
A1 | %2 |31-1p=14.38a7
Zai0| x2|310r= ~7.83a%
Lar-1l x2]1314 >= F. 195>
<a1-11x2|31-1>=12.94 a7
<azzlxzlioor=0.212a2
L4zo|xz|100Pz —0.0252
<az-zlx?]100y= 5.04 x10" %2
£3z22{x2|zoo)y=~-1.82a%
<zzol x2| z2oo>=0.16 a7
<32—z|le2oo):—4.4?x10‘?9.2
<311] xZ)291>=-9.22a%
<3111 %X2(2145= 8.32a7
Lato] x2{z105= -4.83a%
<31-11 x2{2z11p=<4.15a%2
<31-1] x 2| z4-1>= F.49a%
<a3zzlxZ|100p=0.35a%
<szolx%l100)=-0.C3a%
<az-2}x2%l100%= B.72X15 4=



<V\'£'m’lt12!nllm>

En este caso la tabla es idéntica a la de x2

signos:

‘= Q mi=wm
Ri=f* 2z mi=vn+2
L=o0o#» (=0

salvo algunos

<n‘£'m’h12|n(m>=~<n’l'm’lx‘lﬂﬂ""7 cvando ml/=mzt z

<n'm’l&2ndm

<431li=_=21541>=—4?.7o a2
<{4z0}rzl810D)= —55.87a%
<434 22]31-1)= 88.86a7
{4qzzlzz{322>= ~30.19a%
<az1l 22|3z1)=-44.38a%
<4z0) ZZ|z3zod= -63.,01a%2
L4az-1} zz|zz-1D)= —-44.13a°%
{az-zl 2%|32-2>= —14 .80a?
<420} 22|83 00)= ~54.7327
<414y 22[311)=—3.%3a%

=1 -
L=tz
L=0+> L=o0o

(i
3

<410 22 |310>=—20.81a2
<41-1) £2131-1p=—6.45a7
L400| EZ|azod=—361.B6a’
< azol #Zj100%= 10.16a.7
<320l 22| 200)= —Z.94a*
<311] =F|211p=—4.Baa2
Lz10f mz ) 2t0p=—10-51a%
<a1-1] z2lz14)=-3. 7482
Lzzol®Z2M1o0)= 0.57a2
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<n'L'm’yxyl niw)

L= L

=Lz

V=0 A5 =0

{a33{xyl311>=-45.21(a"
<43:’_1qu BI0Y =~ 2. 56 la2
<4z alx 124-4>=—10.26 . 52
<43—1!)<l1 [31445= B.34x109:a2
{42-2lxy I 310D= 2.13 %410 5(a"
{Az-zixyl31ad= 4.8x10°%a?
(421!)(;1\32::): 46.39 (27
Caza Ixglazady= 56 eSca
<azolxylzzay=—4¢.35(a2
<4zo | xu‘iaz—z>= 46 .43 Lol
<4azixyqlazid=-Fe. a5iaf
<az-zixylazoys ~46.430a7
<4zzixylzoo)r=—~33.qzia”

<n'l'milxzlnim

<42z |Xe| 311y =-53.11a%
<az1ixEl340)= Q6. F527
LA420) X2l B1Y= 12.20a8
Lazoixzlzi-1d>= F.8aa7
L4az-11xzl3109= 36.21a2
Laz-2ixzlai-d= 1M.93a2
<4azzixzlazzq)=-~i5.10a2
L4zalxzlzzz)=-15.10a7
<4z1lIxgl3209=-G.10a%
<azolxelzzid=-6.10a%
<azolxzizz-4d=6.0zatl
Laz2-1IR2lazoP= 6.02a%
<4 z-1ixzisz-2)=14.77a%
<4z-zixelaz-1)=14.77a%

L=
K=
L=

<4z-2lxy|300P>= s.asxio" ar
<444 qu | 21-1>= 14.38ia2
Cat-dixylaty= -F.19 (az?
<Aoo Ixylzzzy= zz4a.28lat
Caoolxuylzz-zp=-2z221.97 /a2
<4zzlx:1| iGeP= 0.21iat
<42-zlxyl 100v= -5 .0a x 10" %aZ
Lz22lxylzoo)= ~1.82 a2
(az-zl&t\lzoo>=4.47x10'5633
<341 Iyl z1-1p=8.32(a7
<3i—-'\)><t1]2'\'\7=‘—‘}.'¥6£a.2
<3221x|111co>:' ©.35 [aZX
<32z-zIxyl100p=-B.7x 10-%a®

L m'= 4.4
Ltz
O 4 L=0

<4z1\xel s00p=-28.25a%
<4z-11xzl3B00)= 11.15a2
£411lxzl810D=~E.58a2
<a1o0ixZ]|314>= -5.58a’
at1oixzglz1-1p=5.0za2
{Aat1-1ixz1210D>=5.02a%
Laoolxzlzzyh=~3 23.33a%
<400l Rz I 32-1D= F2.9=a2
Lazilrzsl100)= 0.1Fa2
Laz-11xz) 100)=0.07a’?
£324ixzlz2o0d=~1.5za%
g z-i1xz)zoo>=0.60a%
<zz1i{xzl100P=0.30a%
<z2-1lxz| 106p=-0.12a%
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<a'm’iyzinlm)

<432iyzlsn)=-26.56ia"
<az1y Yzl 310>= 23.38 (a2
La3zol :12{ B11>= ~6.10a%
<azoinzizi-1)= 3.12ia?
<43-1l|12,]34o)=—46.1i_a.2
<4z-21yzlzi-1)=-a.92ia?
<azz lqab A= - F.55 (a2
az4d '1%’32 2)= F-B5ia
<azi1luzlzzo)=-3.05:ix2
<4201--u§z[324>= 3.05.a%
<azo) ,17_&132-0:5.012.&2
Laz-1} 11"31320>=—3.o15a2
<az-4lyzlzz-zy=7F.39.a%
<az-zl :.1% 1B 2-1)=~7.29¢a?

<n'Um"irzinim)

<{4231r2|322>=-105. 2ca%*

<{azilrzizzid= —105.76a2
azolrZiszo)="103.49a%
Laz-tlrzlsz1)= 108.22a%

-

=L W=t
=gt 2
=ol=0

<az1 qalaao)::—#ﬁ 43 ca?
<42-4Iz1%!30o)=——5.56 ia®
<at4) YEl310>= - 2. 79082
L4110} L’Zl 214D= 2. 79 lal
<avof qeiz4-15= Z.51ia%
<4t-Alyzlziod=-2.51ca2
(400!112-1321): 186, 64 La?
<400l yzlzz-13>=36.80ia2
<4z21] yr|100>= c.04 (a?
<4az-1\ qzlioob=—0.04:a?
<321l yzlzeo)=-0.76(a7
<z2-1} Y zlzoo)=-0.30ca%
<zz1l yzlioo)=0.15(az

<3z-1l yzl100)=0.06ia%

1=4 m&Swm
L'zof> =0

{42-21rZ]|32-2D=105.81a%

<at4lvr2is19>=-39.89a°
<4401 rzl 310p>=~29.84a%

La1-11r2 ) 34-4>=—32 277
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Con los valores dados en estas tablas, sustituyéndolos
., 2
en la expresibén {(B-2), podemos obtener los l(v“2>lh”’ que nos

2
interesan. Por ejemplo, para obtener l(r‘z)}31 calculanmos

primeroc

{31x®| 1):2 (3Um’ | x®l1tmD>= o.28a*
£L,m
ll,mr
y analogamente
V <atyal1'>=o.aaa.‘
<3lz?l4)= 0.53a%
<zl xyl 45= o.35 a2
L3lxzl1)= o.asaz
<alygl1)=0-212
<zl vr2lip=o0

Sustituyendc estos valores en (B-2) resulta

[< v >}:1=-. 0.433 2%

j como el radio de Bohr es a =O.529x10—8 cm, tenemos

2 —
] s 2)131;—, Z.26F0 X 10 2 m?
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z
Los valores de ;(r’z>+"w‘restantes se calcular de la miswma
manera. Los resuktados son

1
E{ v t)[’;:. = zewORIG | em?
- —-BZ
l¢r z}l; —g.o5s x1a  em9
f< "z}‘:a —g.gsaFx10 cm?

<r=>l3,=6 1566X10™ Cm
. z
[<r2>l, =0

Con estos valores ya podemaos calcular Ios coeficientes

de Einstein de emisién esponténea

2

-9 zGme" s 2 e — 9N o wS 2
Awn= AR Worn [<rodlo, 5 Ay, 20 g wmaler 3!

Las multiplicidades %h ¥ %n' de los niveles, representan
el grado de degeneracidén de los mismos, es decir el nGmereo de
estadiocs en gue puede estar el Atomo con el numero cuantico
n fijo, o sea con la misma energia. Estas multiplicidades estéan
dadas por los valores que pueden tomar los demids ndmercs cudn-
ticos que determinan un astada, que en nuestro casoc son 1 ¥y
m que como ¢s8 sabido,. en e} afomo de hidrégeno pueden tomar

los valores -

Q=o0,1,2,2,.......... n-1 , jmj=4L
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Con base en esto, tenemos que

%1:::{:}:{|100>}=1
gz=:ﬁ={|zn),(zm),lu-1),1200}}:4

%3=#{|322>,1324),!32<>>, 132-1,132-23,1311),
124 Y,131-1>,1300>1=4

Fa=H{1433>,1432>,1431>,1430),143-1>,143-27,
143-27, 14 227,14217, 14207 14217, 14 z-2>,
141>, lato>, 14 1—1),1400)}: 16

Las {vacuencias Wy estdn dadas por

r— z 4
W .._:En En — < (_1_______
nn 'Fl 23.17\ nz an

Recordando que m, es la masa del electrén, e la carga del

electrdn y my la masa del protén podemos obtener ya los valores

de los coeficientes de Einstein cuadrupolares. Los resultados

- son
& z “BS o
A'_-n:"ii" ﬂz-_z___%. wg, l<r2>] = 34947 X {O seg
95 5HCcE 31

e 2 4
Adigay=21 - = w, [<redl i =1.2575 %10 seg -

64 109
€ 2 ~1
Ags, 4= 44170 x10% seg
e
AazcuaA= 48, %689 5cg""
A —= 4,sHoxiotseg?
Bt cvad— """ &

Ag — O
: 21 cvad
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Con estos coeficientes podemos calcular los que faltan.

Tomando en cuenta la notacién del capitulo III se obtiene

& & —at
531__A31=a\.azs4xqo seg
e e e e > -1
Sai= Ag= A41‘“P+ AMC““: 6. IBIZ K10 seg
e _ (=3 _ e e = _s
543 - A43—- A43Aip+ Aqacua.d:: 2.5F% {0 Seg

RE = A%+ AL + Al

e < e
= A\egzéi?'*' A32M+ AZ‘A;P-*- AZ1cuaA
(-4 <
+ A sraipt A

34 cuvad ~

—a.81 x«oaseg"

Ademis, como

e e e _. T!'zc3 e e __ e
W= B ue@), BL =T AL, Bl=24 By,
%1

-tenemos
e e —f
W,, = 2-3349X10 Uelw) segr
18 -4
W = (16)(z.3349) X 10 Uelw) seg

14 -
— 2.9320X10  Uew) Segg 1
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Finalmente agrupamos en una tabla los resultados obtenidos

en este apéndice que seran utilizados en el capitulo IV

1a
W5 =3.9360X10  uglw)d seg~!

Wf1 = 2.3249X10 2 uelw) scg"

5:., — 3812 X 40?565"1
e
543 — 2 .5F00 ><1O?'5eg’1

R =8.8106 x1Pseg 1

e 4 -1
o X410
5516 = 4. BF10 seg

o -44 -4
S,,=9.3254X10  seg

TABLA B-1

U \VELOCIDADES DE TRANSICION
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