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INTRODUCCION 

Un átomo excitado podría decaer a un estado de menor energía 

mediante la emisión de un gravitón en vez de un fotón, como 

normalmente sucede. Las probabilidades de que ocurran estos 

dos procesos se pueden comparar por el cociente de la velocidad 

de transición t\ n'n de la emisión del gravitón y la velocidad 

de transición electromagnética cuadrupolar A:.n CUAd. para los 

mismos dos niveles n' y n de un átomo de hidrógeno. Segun veremos 

{apéndice B) este cociente está dado por 

t~:) - '-1'"\ 
10 

-· 10 'Y es la llamada musa de Planck. Para 

la transición n 1 =3---? n=l, en la que estaremos interesados, 

la velocidad de transición cuadrupolar electromagnética es 

A
~ -~ 

aproximadamente 3 , c.u.a.d. "-' 10 5 • 1 
; la transición gravitatoria 

correspondiente seria A~. ""-.) \O"'º 5- 1 
• Si además tomamos en 

cuenta que las transiciones dipolares electromagnéticas tienen 

valores del orden de Ae • 
n'n c:Ur,..,.., \O 5 1 

, es claro que resulta 

casi imposible observar la transición gravitatoria. Sin embargo 

podemos preguntarnos si es posible, y en qué condiciones, esti-

mular estas transiciones mediante radiación gravitatoria externa 

para producir amplificnci6n de esa misma radiación de forma 

análoga n como sucede en un láser con la radiación electromag-

nética. 
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En este trabajo se estudia la amplificación de radiación 

gravitatoria por emisión estimulada, en un sistema simple que 

consiste en un gas de átomos de hidrógeno excitados por radia­

ción electromagnética y por el cual atraviesa radiación gravi­

tatoria. Esta radiación, al interactuar con los átomos excitados, 

puede amplificarse si se consigue una inversión de población 

adecuada para producir radiación gravitatoria estimulada. 

Para estudiar la posibilidad de amplificación se analiza 

la interacción del átomo de hidrógeno tanto con la radiación 

electromagnética como con la gravitatoria, ya que el átomo 

excitado puede decaer espontáneamente o por estimulación emi­

tiendo ya sea fotones o gravitones, y es la competencia .entre 

estos procesos la que determina si puede obtenerse inversión 

de población y por ende amplificación de la radiación gravi­

tatoria. 

Este estudio se efectúa haciendo un paralelismo con la 

forma en que se estudia un láser, tomando como referencia prin­

cipal los primeros tres capítulos de un libro sobre láseres 

(Lengyel) que consideramos adecuado por su tratamiento element~l 

del problema. 

Cuando se produce radiación estimulada, se consigue un 

alto grado de coherencia y unidireccionalidad. Aquí apenas nos 

referiremos a estos aspectos, ya que fundamentalmente nos inte­

resa la amplificación de la radiación sin entrar en otros detalles 

Tampoco considerar~mos el problema de las cavidades reso­

nantes, que es tan importante en el estudio de láseres y máseres. 

No necesitamos tomarlas en cuenta porque vamos a considerar 
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al medio activo ( gas de átomos de hidrógeno ) suficientemente 

extendido para que no se requiera que la radiaci6n gravitatoria 

pase varias veces a través de él. Esto, además de simplificar 

el problema, nos ayuda a evadir el hecho de que no es fácil 

pensar en una superficie que refleje la radiaci6n gravitatoria. 

Por eso en nuestro sistema la radiación gravitatoria pa~a una 

sola vez por el medio activo y si et1cuentra una inversi6n de 

población adecuada puede amplificarse por estirnulación y salir 

del gas con mayor intensidad. Sin embargo esto trae consigo 

algunos problemas; al aumentar el tamaño del sistema los modos 

normales de oscilación se acercan mucho unos a otros y esto 

implica que sea muy fácil que se produzcan en el sistema otras 

transiciones que no nos interesan y que pueden considerarse 

como ruido. Para evitar esto tenemos que considerar que la radia­

cion gravitatoria incidente es totalmente monocromática, lo 

cual es una idealización más de nuestro modelo. 

Como estamos considerando que el átomo de hidrógeno puede 

decaer mediante la emisi6n de fotones o de gravitones,debemos 

incluir la interacción gravitatoria del electrón en las ecua­

ciones de movimiento del sistema. 

No se toma en cuenta el espín de las partículas porque 

en las estimaciones que se hacen de las probabilidades de tran­

sición , el desdoblamiento de niveles producido por el espín 

resulta irrelevante. 

Para el estudio de la interacción del átomo con la radia­

ción externa usamos la aproximación semiclásica en la que se 

considera la radiación clásicamente ( ondas electromagnéticas 
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y gravitatorias ) mientras que el intercambio de energía con 

el átomo ( emisión y absorción) se considera cuánticamente. 

En los estudios elementales de láseres se utiliza general­

mente esta aproximación semiclásica y los resultados son prác­

ticamente iguales a los obtenidos cuando se aplica la electro­

dinámica cuántica, aunque hay algunas diferencias sutiles que 

no mencionaremos que están relacionadas con la emisión espon­

tánea. En el caso de la radiación gravitatoria ni siquiera 

contamos con una teoría cuántica completa, por lo que la aproxi­

mación semiclásica resulta idónea. Otra aproximación que hacemos 

es considerar velocidades pequeñas en el sistema. En este sen­

tido el tratamiento es cuasi-newtoniano. 

A grandes rasgos el trabajo se desarrolla de la siguiente 

manera: 

En el capitulo I se encuentra el hamiltoniano de dos par­

tículas cargadas con signos opuestos, irradiadas por pulsos 

planos de ondas electromagnéticas y gravitatorias. Tanto para 

la interacción gravitatoria externa como para la interna se 

ut~liza la teoría de la relatividad general linealizada. Se 

obtiene un hamiltoniano que dividimos en dos partes. La primera 

es una parte hidrogenoide 1déntica al hamiltoniano de un átomo 

de hidrógeno salvo por un término constante que sólo hace que 

el radio de Bohr cambie ligeramente; por lo tanto todas las 

funciones de onda y los estados estacionarios de este hami1~ 

toniano son los del átomo de hidrógeno tomando en cuenta este 

nuevo valor del radio de Bohr. La otra parte del hamiltoniano 

se considera como perturbación del hamiltoniano base anterior. 
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En el capítulo JI se aplica la teoría de perturbaciones 

dependientes del tiempo al hamiltoniano, para encontrai las 

exprésiones de las probabilidades de transición entre los estados 

estacionarios del hamiltoniano base debidas a la perturbación. 

En el capítulo 111 se consideran los primeros cuatro ni­

veles de nuestro 'tomo de hidr6geno y se establece la condicLÓn 

de inversión de población entre los niveles n=l y n=3, consi­

derando que la radiación electromagnética es ln que excita los 

átomos del estado n=l al estado n=4 y estos decaen espontánea­

mente al estado n=3 que es el que queremos poblar. La inver­

sión de población depende de que ~stc bombeo electromagnético 

predomine sobre las demás transiciones que hacen decaer a los 

átomos a los niveles n=2 y n=~· La condición de inversión de 

población se encuentra imponiendo condiciones de equilibrio 

a todas las posibles transiciones ya sean espontáneas, estimu­

ladas, gravitatorias o electromagnéticas. 

En el capitulo IV se obtienen resultados numéricos, utili­

zando los cálculos realizados en el apéndice B. Se obtienen 

los valores de inversión de poblaci6n extremos, cuando la radia­

ción electromagnética de bombeo es mínima y máxima . Finalmente 

se obtienen conclusiones y se discuten los resultados, comentando 

la forma en que podría continuarse el estudio de este problema. 



CAPITULO I 

HAMILTONIANO DE DOS PARTICULAS 

CARGADAS EN CAMPOS GRAVITATORIO 

Y ELECTROMAGNETICO. 

En este capítulo encontraremos el hamiltoniano del sistema con 

con que vamos a trabajar, que consiste en dos partículas de 

masa m1 y m2 , con cargas eléctricas e y -e respectivamente, 

irradiadas por ondas planas gravitatorias y electromagnéticas. 

En la primera parte del camino hacia el hamiltoniano pro­

cederemos de dos manera~ diferentes pero paralelas; por un 

lado encontraremos una expresión para las aceleracione~ de la 

partícula de masa m
2 

en un sistema de coordenadas acelerado en 

el que la partícula de masa m
1 

está en reposo; esto lo hacemos 

partiendo de la ecuación de geodésicas que incluye el término 

correspondiente a la interacción electromagnética. Por otro 

lado encontraremos el lagrangiano del sistema a partir de prin-

cipios básicos, es decir, empezando por la expresión general 

de la acción para llegar al lagrangiano de nuestro sistema. 

Después se muestra la congruencia de estas dos maneras de 

empezar a tratar el problema, haciendo ver que aplicando las 

ecuaciones de Euler-Lagrange al lagranginno obtenido, se llega 

a la misma expresión para las aceleraciones. 

A continuación, partiendo del lagrangiano, se obtiene e1 

hamiltoniano del sistema. Finalmente se le hacen algunas tran~­

formaciones a este hamiltoniano para darle la forma definitiva 

con la que se trabajará en los siguientes capítulos. 
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a) OBTENCION DE LA EXPRESION PARA LAS ACELERACIONES. 

El origen del sistema de coordenadas que adoptaremos, del que 

hablaremos más adelante, lo situamos en la partícula de masa 

m1 , y analizaremos el movimiento de la partícula de masa m
2

· 

en este sistema de coordenadas. LLamaremos X,,.,... con .fJ.."::;º•1.,'2..,3 

a las coordenadas espaciotemporalcs de la partícula de masa m
2

• 

Esquemáticamente el sistema es el siguiente: 

""• • -e. 

ork'le.n dc.J!. \;.i~t.crn~ 

dt. CDb1'"de.l'\OoGlo.S ( X""" o) 

Mientras no se especifique lo contrario, usaremos unidades 

en las que e = G = l. 
Como queremos encontrar una expresión para las aceleraciones 

, partiremos de la ecuación de las geodésicas en la 

que incluimos el término que representa la interacción elec-

tromagnética: 

+ 
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en donde "G es el tiempo propio 7 r::- son los símbolos de 

Christoffel que representan la interacción gravitatoria y f:.u.. 
es el tensor de campo electromagnético. 

Como nos interesa , por la regla de la cadena obte-

nemas 

Para evaluar el factor tomamos )-'- = O, obteniendo 

de donde 

Sustituyendo este valor de en la ecuación anterior nos 

resulta 

+(e,,. -.... i::) ~(F"'-m,. .,, 

La parte espacial de esta ecuación es la que nos interesa. y 

se obtiene haciendo /J.- i, o sea 
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LLamando w =- a las velocidades, y desdoblando 

los símbolos de Christoffel en parte espacial y parte temporal 

se obtiene 

- _e (F;. -
rn~ º 

Como vamos a considerar velocidades pequefias en nuestro 

sistema (aproximación cuasi-newtoninna), despreciaremos los 

términos en los que la velocidad aparece elevada al cuadrado, 

al cubo o a una potencia mayor. Así, la cxpresi6I1 anterior se 

reduce a 

= r ..... + 
ºº 

( I-i J 

-9-



Hasta aquí no hemos considerado ningún sistema de referencia. 

Introducimos ahora las ''coordenadas locales del sistema de 

referencia propio del observador'' (Misner Thorne y Wheeler)*· 

En este sistema de coordenadas pueden encontrarse expresiones 

para la métrica a segundo orden y para las aceleraciones iner-

ciales a primer orden (Ni y Zimmerman), para un observador con 

aceleración y rotación arbitrarias. Nosotros no consideramos 

rotaciones por lo que tendremos (..0: l'""l_=O . Con estas 

consideraciones los resultados de Ni y Zimmerman son: 

rº. = b.i.. Cº = co( 
:O oo, ..... 

CJ. Rojo.i.. + 0... .... o.j 1º = o2 ,k 
Jo 

c~Á R_ ojo J.. - ¿ a.j cj 
=o 

e~;. R.,;~..i..O 

0.LJ 

TABLA I-1 Resultados de Ni y Zimmerman ( l(µv = 9"'") 

* MTW 
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Ahora veremos como vamos a tomar en cuenta estos resultados 

en ln ecuaci6n (I-1): 

En esta ecuación, que es una expresión para las acelera-

ciones, la interacción gravitatoria está representada por los 

símbolos de Christoffel, que a su vez pueden expresarse en 

función de la métrica Tenemos que considerar las di-

ferentes interacciones gravitatorias que hay en el sistema, 

y esto lo haremos considerando que la métrica consta de tres 

términos: 

en donde 

'1_,...,, métrica de espacio plano 

'¡(' ....... " métrica de Ni y Zimmerman 

hr" métrica producida por ml 

De esta manera, en '6~~ están contenidas las aceleraciones 

inerciales de la partículu m
1 

que esti en el origen del sistema 

de coordenadas, mientras que h}A-...;i representa el campo gra-

vitatorio producido por m
1 

que afecta a m2 cuyo movimiento 

está descrito por la .ecuaci6n ( I-1 ). 

Ahora encontraremos las expresiones de todas las partes 

de la mt%_,trica, para luego sustituirlas en ( I-1 ) y tener la 

expresión de las aceleraciones. En todo lo que sigue vamos a 

despreciar, además de todos los términos que contengan la veloci-
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dad elevada a una potencia superior a la primera, todos los 

términos que sean de orden de magnitud inferior a e 2 o G; es 

decir, que despreciaremos todos los términos de orden e 3 , G2 , 

etc. 

Tomando en cuenta estas aproximaciones vamos a encontrar 

una expresi6n para los símbolos de Christoffel: Tenemos que 

Como veremos más adelante, la métrica h pv producida por m
1 

está dada por las f6rmulas ( I-5 ) que tomando unidades conven-

cionales tienen la forma 

Los valores de m
1 

y r que consideraremos serán tales que podemos 

decir que 

es decir, que el orden de magnitud de !y..-.> está determinado 

principalmente por G, lo cual no siempre es cierto sino que 
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depende de los valores de rn
1 

y r. 

Encontraremos que la métrica '(JA-~ 

está dada por 

_e __ 

""" 

(fórmula I-5 y I-6) 

De manera análoga al caso anterior, las masas, las distancias, 

los tensores electromagnéticos y el tensor de Riemonn involu-

erados en estas expresiones, tendrán valores tales que podemos 

decir 

e." 

Tomando en cuenta estas aproximaciones, al sustituir los 

valores de hp." y '(,, • .y en la expresión para ~~ ,resultan 

mucho·s térm).nos de orden de magnitud superior a la deseada, 

y nos queda 

LLamaremos r';.t.. Ir.,, ... al término debido a la métrica Dr" 
Entonces resulta 
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, ... 
ºº 1-.~ + "ºº =- h.;.o,o - + h.oo,~ + l.~o 

l.;. :: 
oJ 

['º 
+ r ºº 

-:;-l n.i.r (h h. 1 ) 
~ l r•,; .... fJ 'º - "- •j,f 

+ h.oo,o + 
['º 

too 

Como la métrica h.}'-" es producida por m
1 

que en nuestro 

sistema de coordenadas está en reposo, sabemos que (ilTW) 

h.ºº = .3i!o.... , h..;. = o 
r 

donde r= ,¡)<._.)<, .... • 

Las derivadas h"'"'·º = 
por lo que 

hoo,o 

Entonces, se obtiene 

_:a_ no<K 
<lt 

h.Aj,o o 

se toman considerando 

-o.~-

i 
X =cte. 



Los valores de ~ los obtenemos desarrollándolos en 

serie de Taylor a primer orden alrededor de el origen de coor-

den.atlas, y sustituyendo en estos desarrollos los resultados 

de Ni y Zimmerman (tabla I-1 pagina 10).Por ejemplo: 

¡;::: = 
['º 
roo (x=o) + r;:O~k (x=o) x"' b XK 

r;'"- = 
ºº ~= (x=o) + !";'~, ... (x~o) 7,"- o...:...+ 

donde a 1 es la aceleración de m
1 

y bi 

esta aceleración. 

(Ro.:oK y . ."-t- o..i..o..'t!.X.k) 

dai es el cambio de 
~ 

Ya hemos encontrado todos los valores de los símbolos de 

Christoffel que nos interesan.Sustituyéndolos en la ecuación 

( I-1 ) obtenemos la siguiente expresión para las aceleraciones 

de la partícula m
2 
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- m,)t..:. ..... 

Ahora vamos a expresar 

Por definición 

(I-;;¿_) 

d.U, en función de la métrica. 
d.."'-º 

Dividiendo entre d.""t;:t y expresando 9,.....,, = VV-.-> + ~'¡ .. -<> + h)'v 

resulta 

Despejando ~ se obtiene 
c}..'f,º 

Como estamos considerando W , O" 

sión puede aproximarse así: 

-16-
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En la ecuación ( I-2 ), .d.1.2__ multiplica solamente a 
d)<º 

Como el tensor electromagnético es de orden e, ya que 

est~ formado por campos el~ctricos y magn6ticos,nstos t~rminos 

son de orden 
2 

e . Por lo tanto al multiplicarlos por 

resultan términos de orden e 4 , e 2 G, etc., con excepción del 

primer término en la expresión de . Por lo tanto, podemos 

escribir la ecuación (I-2) así: 

Ahora nos ocuparemos de los términos electromagnéticos 

de esta expresión. 

Para subir o bajar índices de los tensores electromagnéticos 
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se usa el tensor métrico '3P" -=.Y)_,u...,+'(p.'\>.\-h).A-\) , pero como 

e. F~ "-'e.._ y 1),..., ,h_,....., .....,¿. <> G , resultan términos de orden 

de magnitud superior a la deseada por lo que concluimos que 

podemos subir y bajar índices de los tensores electromagnéticos 

con el tensor métrico de espacio plano í] )A.; 

Con base en lo anterior, tenemos 

o 

La interacción electromagnética representada por el tensor 

puede ser debida al campo de la partícula m
1 

o al campo 

externo, por lo que escribimos 

es el campo electromagnético producido por m
1 

y que 

actúa sobre m
2

• Por lo tanto se trata del campo electrostático 

producido por una carga e en reposo. Por esta razón no habrá 

campo magnético y podemos poner 

F.._.; 
... =º 

El campo eléctrico debe ser igual al campo eléctrico en espacio 

plano producido por una carga en reposo, con la corrección relati-

vista correspondiente, es decir 

-18-



pero como 

donde 

resulta que, por las mismas razones de órdenes rlc magnitud 

anteriores, podemos decir que 

=-~ 
o ..... 

es el campo electromagnético que actúa sobre m
2 

debido 

a l~ onda plana. y lo escr~bimos asi 

donde x representa gen~ricamentc las coordenadas de la partí-

cula m
2

. 

En conclusión, tenemos 

Fº 
0

..,_ o • (X) 

o + F~~ O<) 

y la ecuación (I-2) queda 
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Ahora solamente falta analizar la aceleración ai debida 

al sistema de referencia considerado y que por lo tanto es una 

aceleración inercial. Como la partícula m
1 

está en el or.igen 

del sistema de coordenadas,la aceleración ni es la que experi-

menta esta particula. Consideraremos que esta aceleración es 

debida a tres causas diferentes, por lo que escribimos 

en donde: 

= aceleración de m
1 

debida al campo electro­

magnético externo. 

~c.-:.. aceleración de m
1 

debida al campo electro­

magnético de m2 . 

aceleración de m
1 

debida al campo gravita­

torio de m2 • 

Por el argumento de que toda corrección debida a los 

términos '6')".,, producirá términos de orden e
4 

o e
2

G, 
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podemos tomar directamente las expresiones de espacio plano 

de estas aceleraciones. Analicemos cada una por separado: 

of <M 
=-_e __ r;'.;;t (o) 

"'· 

Se evalúa en x=O puesto que m1 está en el origen del sistema 

de coordenadas. 

En este caso, quien produce el campo es la partícula m
2 

que 

está en movimiento alrededor de m
1

. Sin embargo, despreciamos 

los términos de retardación debidos a este movimiento, porque 

son muy pequeños en comparación con la fuerza electrostática. 

Tambi~n en este caso los t~rminos de retnrdac~ón son muy pe-

queños comparados con el término estático que de por si ya es 

pequeño~ 

El término a.~o. .. )(. \< de la ecuaci6n (I-3) desaparece, 

ya que es claro que al multiplicar cualesqui~ra dos de las 

aceleraciones anteriores resultar&n t6rm~nos de orden despre-

ciable. 

Finalmente veremos lo que ocuri,-e con el término w.i. 'ow.)C.'t<:. 

Tenemos que 
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Además vamos a imponer la condición de que los campos externos 

varíen relativamente despacio con el tiempo, es decir 

o 

Por lo tanto 

Entonces podemos concluir que 

Incorporando todos estos resultados a la ecuación (I-3), 

obtenemos la siguiente expresión para las aceleraciones de 

la particula m
2

, en la que ya están expresadas explícitamente 

las dependencias con los campos electromagnético y gravitatorio 

tanto interno como externo: 
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- :tR.,.J"º"'ij><\(- ~ ..... 

i:i. ..... x" 

Si reagrupamos términos y consideramos la masa reducida 

obtenemos por último 

(:t.-'+) 

que e~··1a expresi6n para las aceleraciones a la que queríamos 

llegar. 
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b) OBTENCION DEL LAGRANGIANO A PARTIR DE LA ACCION. 

En esta sección encontraremos el lagrangiano de nuestro sistema. 

Partiremos de la expresión general de la acción de un sistema 

como el que nos interesa, e introduciendo las características 

particulares y las aproximaciones que hemos estado consideran-

do, daremos a la acción la forma adecuada para obtener de ella 

el lagrangiano deseado. 

La acción para un sistema de partículas cargadas en pre-

sencia de campo electromagnético y gravitatorio está dada 

por (Weinberg) 

I 

Como estamos usando la aproximación semiclásica no vamos 

a considerar los dos Últimos términos ya que representan res­

pectivamente la acci6n del campo electromagnético y gravitatorio 

que trataremos clásicamente. 

Por otro lado, nos interesa analizar el movimiento de la 

partícula m
2 

en el sistema de coordenadas propio del observa­

dor mencionado en la secci6n anterior, en el que m1 csti ~n 

el origen. Por eso, nuestra acción será la de una sola partí­

cula y el movimiento de m
1 

quedará descrito intrínsecamente 
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por la métrica. Por lo tanto, ld acción de la que partiremos-ea 

Igual que antes pondremos 

asi como 

en donde los términos de la métrica están dados exactamente 

igual que en la sección anterior. Después de sustituir, la 

acción queda 

I _,.,.. .. s 

- "' 5 C A. -t 1'~ wA.) ci li.º 
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Como ya sabemos, h.0 c. ~o 1 'l.._J =o , ~ºº , por lo tan to 

- e 5 ( A 0 • Ac w~ ) ol ><ª 

Dentro de la raíz cuadrada hay sólo términos pequeños. 

por lo que podemos usar la aproximación 

para obtener 

I. = - "'• 5 ( i - w• w '­
:>. 

= :!.- t ~ 

~-hjwtw,; _ '( •• 
~ ~ ~ 

Los valores de la métrica n~~ están dadas por (MTW) 

h..oo = ~ • .. 
h.t.j = ;a.;· J.,¡.3 

h.,.: o 

y los de la métrica O'µ.~ 

(I-5 o..) 
son (Ni y Zimmerman) 
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Tnmbibn debemos consj_derar que ln aceleraci6n inercial 

ai que aparece en la expresión parn t 00 

que en la sección anterior, por 

y por lo tanto 

'too = J. +s.. r;~; (o)'y/- -~ ')<.L y,'.: ro,_ 'Y...;.~;,. .. .. m, ...... Y' • ... 

,_ está dado. igual 

- -S.. Ro.Lo"' Y ... ..t. y,.M 

(I.-C,) 
i. . ~ FLº Co)X.;. - d: __L - ~ -k ~02.0n"O X.;¡. X"' .. ..., .. ""e "'' 

y ,. 

La acción resulta introduciendo todo lo anterior y con-

siderando que las constantes dentro de la integral no afectan 

a las ecuaciones de movimiento 
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:r. - "'a 5 ( -~ - ~ !!!.· w'-wi.. + t ~;..a.j,... '1--'x.- w..._ w.,, + ~ R0 ".:."" ~.l ')l..rn wi.. ... ,. .. 

- ~ F""'º (O) )lA. e" ..L ~~ --~ !\•••~ )l'- )l-) cl.)lº-e5CA 0 >.-A~w'-) a.y.• .... _ ... ,. 
m, "" .. 

Tenemos que cambiar el signo a los términos !~+ y 

~ por la siguiente razón: Ambos provienen de la expre-

'" sión para 'too por lo que son de la forma a.A."/..;., Nos fija-

remos como fue obtenido uno de ellos para entender la razón 

de este cambio de signo en los dos. El término 

así: 

mientras que estrictamente debimos tener 

con lo que tendriamos 
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Sin embargo vemos que 

en donde se ve que hay que cambiar de signo al término 

para que no se de esta contradicción. Para el término 

encontramos de la misma manera que también hay que cambiarle 

el signo. Con estos cambios la acción queda 

:r.. 

Vamos a despreciar los términos rY'h \l'i--UJi. 
-¡:-

porque son ie orden d~ magnitud pcquefta cdmparados con los dem6s • 

Para poder ver esto con claridad v~mos a variar estos términos 

ya que así encontraremos la manera en que contribuyen a las 

ecuaciones de movimiento Ó I =-O y es allí donde podemos apli-

car los criterios de orden de magnitud que hemos usado·hasta­

éhora. Analizaremos de esta manera cada uno de estos dos tér-

minos por separado: 
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l'n,.J5 

.'iw•: d.5"('><4 ) 

Q.')<º 

integrando por partes, obtenemos 

El primer término es cero puesto que hay que evaluarlo 

en los limites de integración en donde suponemos siempre que 

la variación es cero. 

Al variar el primer término de la acción, se obtiene 

por lo tanto, si variamos la expresión completa para la acción 

e igualamos a cero se obtiene la ecuación de movimiento 

( - .... ) 

en donde ( ••••• )representa los demás términos que resultan 

al variar la acción. y deben ser de orden e
2 

o G ya que se trata 

de términos de aceleración. Podemos escribir 

( ..... ):=¡> ( .... . ) 
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y como ~ es pequeño. podemos escribir . 
( \ - ::i ..... ¡ ( ..... ) . 

Sabemos que ~ .... G, por lo que. al multiplicarlo por 

el paréntesis se producen términos de orden e 2 G o G2 que des-

preciamos. Entonces vemos que el término m~tt111. w'-w'- de la acción 

no contribuye a las ecuaciones de movimiento y podemos de$pre-

ciarlo .. 

Análogamente 

el primer t~rmino contiene la velocidad elevada al cuadrado 

por lu que lo despreciamos .. El segundo término lo integramos 

por partes y obtenemos 

b(¡cx-'l) 

-!!!.~R.,. l<•x-w.;Ó('><-')J 
.;, .... .J"" 

ia(S'"">l 

-+ ~ JR..;i.eJ...,, '1-'-)(.Wl~z 
-30-



El primer término se anula al evaluarlo en los límites de in-

tegración, el segundo lo despreciamos ya que es muy pequeño 

por contener la derivada temporal del tensor de Riemann, el 

tercero y el cuarto contienen la velocidad al cuadrado por lo 

que también los despreciamos. Solamente sobrevive el último 

término. Con este término puede aplicarse el mismo razonamiento 

que usamos en el caso del término ~w'-wL.. , para concluir que 
.... 

podemos despreciar también a ~R,. .. ,¡..,..'X"X.mw,,;w; en la expresión para 

la acción 

Después de despreciar estos dos términos, la acción se 

reduce a 

~ 4- ~ .... !:!!,& fª + - 7- "':i ~o.u...,, 'Y:."x ..... w 4 

r l'" rn 1 

Solamente nos falta analizar los términos electromagnéticos: 

'\.- r¡_'-¡ F.,. jo (o) - ¡::-...... Co) = - A-.•ª•" (o) + Á~c -'•• Co) 
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En el último paso se usó el hecho de q uc A..,,º lo) ~o 

Los términos A. y A~ represen tan el campo elC?ctro-

magnético externo sobre m2 por lo que 

A.,. : A..,,.._ tx) 

Los tres tbrminos e)ectromagn~ticos de la accibn resultan 

entonces 

~ e ~:: (o)~..;- e Áo - e A,:.. wi.. 

"" 
El primero puede integrnrse por partes 

5 A x" cLv• ..: A 1 A ( •. C,.t...;,,o "':X e ... e..:. - t.-w.t..< o)')C'd..x• 

para obtener 

Introduciendo esto en la expresión parn la acción y rea-

grupando términos se obtiene una expresión en la que la parte 

electromagnética de la acción contiene solamente términos en 

el potencial vectorial electromagnético~ La acción a 13 que 

hemos llegado es 
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I-.. 5 ( 

Introduciendo la masa reducida y tomando en cuenta que 

obtenemos fina1mente el lagrangiano del sistema 

L ..L .¡. ,.. 

- ~ f.! 0 ... ....,. y..1.l<"' - vn~ e( A~e;. Co) -\­
~ 
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e) CONGRUENCIA ENTRE EL LAGRANGIANO DEL SISTEMA Y LA EXPRESIO~ 

PARA LAS ACELERACIONES 

Queremos hacer ver que el lagrnngiano que acabamos de obtener 

y las aceleraciones de la partícula m
2 

obtenidas en la sección 

a) (ecuación 1-4) • son congruentes, es decir , que ambos des-

criben de la misma manera el movimiento del sistema. Para demos-

trar esta congruencia aplicaremos las ecuaciones de Euler-La-

grange al lagrang~ano para obtener las ecuaciones de movimiento 

y con ellas encontrar las aceleraciones de la partícula m
2 

que deben coincidir con la ecuación (I-4). 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son 

D 

y nuestro lagrangiano es 
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Entonces 

Los 

que 

- m 2 e ( Awt.uCo) ,.,; 

""• 

términos d.~o.i&l"t\ 'l(...t x."" 
.lx• 

ya se han mencionado 

+ A .,.t;.,0 (o) 
rn, 

y Ac. .. c.ifº)ws 

"'" 

+ A.,.t. e, tl<)l>l~ ..,.. A,,.~._ 
0 

Cl<)) 
'f"I'\~ """~ 

se anulan por razones 

-r;: ... (o ,,_ 0. 0 ;.0~Y-"', \:\o•o>X ... _m,e(A.,.tj,;. Co) .,...A.,..i:.;,dx.)')wi 
YV\, Wla 

-ª.... Ro.t..i:rr\~ ~. Roa.o.,....,, -::-o 
é:J'><.Á °")(..... ya que en la métrica de 

Ni y Zimmerman, de donde provienen estas expresiones,el tensor 

de Riemann se evalúa en x=O y solamente depende del tiempo. 

Sustituyendo todo lo anterior en las ecuaciones··de Euler·­

Lagrange y cambiando el nombre de algunos Índices mudos, podemos 

obtener 
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m, 

Aplicando algunas propiedades de simetria del tensor de 

Riemann tenemos 
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con lo cual resulta 

+e ( A"'';:;º lo) • A.,.r,; (X)w; .. A.,.t;., 0 (x) _ A.,.,1:-; .:ó<)" 
't'V\;a. tn';.1. VY'I~ 

Para los términos electromagnéticos tenemos 

(
A,,,._,,; 10) 

rn, 
_ A""'".;,.< (o)\ w.i = F ... ,,.~_. lo)wº = 

m, / ""'· 

A ... "-'·"'()<.)\ w" 
m~ / 

Awt,¡., 0 (o) :. F..., t: º·-' (OJ , 
m, rn, 
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para finalmente llegar a 

-(""·ll'h 
',,v. 

f ,:: (o} - e F.,'.'.~ (") 

""'°'-

que efectivamente coincide con la ecuación (I-4) ª 
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d) OBTENCION DEL HAHILTONIANO. 

El hamiltoniano de un sistemR es~á relacionado con el lagran­

giano mediante la ecuación 

H = ¿ 4 ... P..: - L ( ".},..: '"'"'" ,t) :.. 

en donde 

L = 

En nuestrc caso tenemos 

- t ""';1. Ro.(l.t'Y'I x" x."' wA - m~ e. (Ae.o.i:t...( ('X) + 
m:i. 

Entonces 

de donde, despejando, obtenemos 

-39-

A .... ; (o)) w,;. 

""· 

(J..--:¡..) 



Por lo tanto 

y restando el lagrangiano a esta expresión se obtiene 

1-\ ~""ª"''"""-%"'a llo.t.<~>«x-w.4- em,,.(~ + A..,.t.;.Cxl) w;. -1¡..,..,..w"..,.; 
rn, m,_ 

(:i: - 8) 

Queremos expresar este hamiltoniano en función de pi en 

lugarde wi, para lo cual sustituimos (I-7) en (I-8) para oh-

tener 
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Como estamos considerando ' A.,,.t~ Cx) Y A,,.~,,. Co) 

péqueñosr podemos usar la aproximación 

y el hamiltoniano toma la forma 

(1-- <?) 
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e) FORMA FINAL DEL HAMILTONIANO. 

Ahora vamos a encontrar la forma del hamiltoniano con la que 

trabajaremos en el siguiente capitulo. 

Empezaremos cambiando las unidades que hasta ahora hemos 

usado: Abandonaremos las unidades en que e a G = para adoptar 

el Sistema Internacional. Conesto deben aparecer e y G explí-

citamente en nuestras expresiones. y en particular en en el 

hamiltoniano 

Todods los términos del hamiltoniano deben tener unidades 

de energía. Teniendo en cuenta que 

A;._ 

es fácil comprobar que el hamiltoniano (I-9) toma la forma 
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Vamos a dividir al. hamiltoniano en dos partes de la siguien-

te manera: 

\--\ \-\o + \-\:i: 

donde 

( e~ma + G m; f'V\) ..L 
_.... .;.. r 

se considera el hamiltoniano base del sistema que va a ser 

perturbado por 

.·H:i: 

Observamos queH
0 

es igual al hamiltoniano del Atomo de 

hidrógeno salvo el factor constante que multiplica a .L 
r 

que d\fiere por un término debido a que estamos considerando 

la interacción gravitatoria. Por esto, las funciones de onda 

del sistema serán las del átomo de hidrógeno con 'alguna· peq·uñ'a· 

corrección que veremos en el siguiente capitulo. El hamiltoniano 

de perturbación H
1 

inducirá transiciones de un estado estacionario 

a otro. 
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La perturbaci6n H
1 

consta de varios términos que representan 

las interacciones externas al sistemu. Como ya habíamos men-

cionado, estas interacciones consisten en ondas electromagné-

ticas y gravitatorias planas. Entoncest tenemos que expresar 

los tensores 'Pi._ 0 ..., 0 W'\ 

en función de estas ondas planas. 

Tanto para la radiación gravitatoria como para la electro­

magnética, consideraremos pulsos ondulatorios planos y no una 

onda plna de una sola frecuencia. Es decir.en ambos casos se 

tratará de una superposición de ondas planas de diferente fre-

cuencia alrededor de una cierta frecuencia central. 

Cuando imponemos la norma de Lorentz A"''"'= o a las 

ecuaciones del campo electromagnético, encontramos que éstas 

tienen la solución 

o 

A. (I- "\OJ 

donde A.,,~ (A6 , A;..) es el cuadripotencial electromagnético 

Esta solución representa un pulso de ondas electromagnéticas 

planas en la dirección Y\c. . De manera análoga. si imponemos 

a las ecuaciones linealizadas del campo-gravitatorio'la Condi-

ción de norma 

-44-



en donde , se obtiene la solución 

h_.j 

que representa un pulso de ondas gravitatoriID planas en la 

dirección 

Veamos que es cada una de las cantidades que aparecen en 

la expresión para estos dos pulsos de ondas planas: (l:t+)t._; 

ce. )LJ son los tensores de polarización. que son 

son sus respectivas amplitudes • ... nG es la dirección de propagación del pulso gravitatorio 

y tambien es constante. 

"iSA es el vector de polarización electromagnética que es 

constante, A.Ce..>..) es la amplitud del pulso electromagnético 

y su dirección de propagación constante. 

Para simplificar un poco la expresión del pulso gravita-

torio es conventente definir la amplitud 
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y encontrar un tensor de polarización ( €');. j también constante 

que está en función de (e,).; y (e.).; , para obtener 

h o)' O 

( I-ii) 

Ahora expresaremos 1 9' D.Q:,.o'.m A.,,..,Cx) y 

en función de estos pulsos ondulatorios. A.,.t,, (o) 

,A .... ,,, cx1 se obtiene desarrollando el pulso electromagnético 

(I-10) en serie de Taylor hasta segundo orden alrededor de (~.-~ 

ROlOm Y ROlim se desarrollan según la fórmula de la teoría 

linealizada de la gravitación (MTW) 

en donde los tensores métricos se calculan mediante la expresión 

para el pulso gravitatorio (I-11). 

Estas expresiones de los tensores de Riemann y de los 

vectores electromagn~ticos, se sustituyen en el hamiltoniano.(I~9)' 

para obtener la forma final de este hamiltoniano, con la que 

trabajaremos en el siguiente capitulo aplicandole la teoría 

de peeturbaciones dependientes del tiempo. 
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El resultado de esta sustitución nos da finalmente 

+ 
(I-11) 
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CAPITULO II 

APLICACION DE LA TEORIA DE PERTURBACIONES 

DEPENDIENTES DEL TIEMPO AL CALCULO DE 

PROBABILIDADES DE TRANSICION 

Aplicaremos la teoría de perturbaciones dependientes del tiempo 

al hamiltoniano (I-12) que obtuvimos en el capítulo anterior. 

Para hacer esto consideraremos, como ya se había mencionado, 

que el sistema puede estar en cualquiera de los estados esta-

cionarios del hamiltoniano base H
0

, y que las transiciones 

entre est'Os estarlos, además cte las espontáneas son las induci-

da~ por el hamiltoniano perturbativo H1 . 

El hamiltoniano base es de la forma 

C..L .. 
donde C es una constante. Por lo tanto se trata de un hamilto-

niani hidrogenoide y las funciones de onda de sus estados esta-

cionarios tienen la misma forma que las del átomo de hidrógeno 

salvo por algunas constantes que estarán en funci6n de C. 

Antes de continuar, debemos hacer notar que esta constante 

difiere muy poco de la constante e
2 

que aparece en el hamilto­

niano del átomo de hidrógeno: La constante C está dada, según 

la fórmula (I-12) por 

e 
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pero como la masa reducida para un protón y un electrón es 

prácticamente igual a la masa del electrón, podemos poner rn
2

= )"­

por lo que 

Al sustituir los valores numéricos de estas cantidades, vemos 

que el término derecho, que aparece debido a que estamos tomando 

en cuenta la interacción gravitatoria.resulta ser 10 40 veces 

más pequeño que el primer término, por lo que nos queda 

e"~ c. 

Cuando se encuentran las funciones de estado correspon-

se tiene e.'Z.ma ,.,. dientes al hamiltoniano H
0 

donde 

en lugar de e 2 , lo que se afecta es el llamado radio de Bohr 

a~ en vez ci.e ser resulta 

Las funciones de onda estacionarias son las del átomo de 

hidrógeno cambiando a 0 por a y por \"- -=- ..L. 
"<>-

n es el número cuántico principal. Es decir 
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••• ya e•tán •or••liz•d•s· 

Estamoa coosider•odo que las funciones de onda que repre­

sentan los estados estacionarios del hamiltoniano H
0 

son solu­

ciones de la ecuación de Schoedinger del átomo de hidrógeno 

con las correcciones que acabamos de mencionar. Seria más exacto 

considerar que la ecuación de movimiento fuera la de Klein-

Gordon o la de Dirac en las que están incluidos los aspectos 

relativistas del problema. Sin embargo consideramos que paro 

este primer estudio es suficiente tomar la ecuación de Schoedinger 

como ecuación de movimierito. sin dejar de tener en cuenta que 

esto representa una aproximación mas en nuestra forma de atacar 

el problema. 

Ahora encontraremos la amplitud de probabilidad correspon-

diente a las transiciones de nuestro sistema entre cualesquiera 

dos estados estacionarios de H
0 

debidas a la perturbación H
1

• 

Según la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo, 

estas amplitudes de probabilidad están dadas por (Herzbacher) 

en donde, para simplificar la notación hemos puesto \l'\)-,.ln.lm >='Vn1 .... 
La frecuencia angular Wn•n está dada por 

Wn•n :s. E....,,_E:,n 
1í 
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e~.,'"°) •1sn1f ica que hemos eaperado ªª tiempo aaficteatemente 

larso pars que la perturbación haya desaparecido, ee decir 

hemos considerado t• 

Estamos usando la notación de Dirac según la cual 

<..n'I .., lf ...... .._ ..... 

J 
... ~ 

< n' 11-\ x \ n > ,. _ t.¡),. ........ 

Sustituyendo ln expresión para la perturbación H¡ en la 

expresión para la amplitud de probabilidad, nos queda 

--'"'"' _g_ Ae:C<.:>c)~n'\Oc •Yé·p\n> 
c:::i.. Ma 

Aplicando las propiedades de la función delta 

' 
S~c ... 1ócw,.. .... -Co.)) dw ~ F Ce.>,.. • .,) 
~-
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tanto a la integral sobre d..~Gr como a la integral sobre dCA.le 

podemos transformar la expresión anterior como sigue: 

- ;2q..: ="n•nAr.C<Un'nle_.,,CAc,.)m<:..n'\')(~XmP"-ln> 

~"'" 
+ :;i.11...:. c..:í"n•n Ac;. (c.:>n•n) e .. ,,, (V\"'~<: n' 1'/.J.xmP"-1 n ) 

3hc. 

+ ::l.'iÍ-<• A,(ú:>n·n) e-' (n'I f><I "'> 
1í /'e 

;i'i\"e~n•n cA.\, (e); <.Y'l'\1<."-P;\n > 
~CA rn, 

'ii"~ e =:,." A.,_ e v..>.,.,,I ( n&\ C 'A.\ Ce),.<.. n' \')1.:' x; P""\ \"\ > 
'ñc."m, 

De los seis términos de esta expresión, vamos a despreciar 

el segundo, e~ tercero y el sexto, que son octupolares y por 

lo tanto de menor orden de magnitud que los demás . Para ver 

esto ~odemos estimar el cociente de el segundo término con 

el primero: si aproximamos <.l"l'\'1..l~\t\>- ¿ y .l.t'\'\X.t\\"\) ....... o.. 

a es el radio de Bohr, resulta 

"11.;m~ w"n•n A& C«>n•.,) e~J <: n'IX;. X.;\ n > 
;2"' 

usando el resultado .(,n'IP\n):.i.rn,u.:>,.,..<:.n'l')<\Yl) 
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,.M.Wn•nO... 

m, c. 

lo cual nos dice que el segundo t~rmino es mas de cien veces 

menor que.el primero por lo que podemos despreciarlo. De manera 

análoga podemos estimar- .Cl !· .... ~ente de el tercer término con 

el primero y el del sexto con el quinto, para concluir que 

también podemos despreciar el tercero y el sexto términos. 

Tomando en cuenta esto, la expresión para la amplitud de 

probabilidad se reduce a tres términos que podemos identificar 

de la siguiente manera: 

C.. "'n (-o>) ~.,,. ~n'-r. A" (wn • ..,)e_..J L...n'\x4 x; \n > 
:2h 

+ ~ Áe Cwn•n)(e)_, (l"'.'\P~\Y'\> 
-11_,..e 

.;i'il'e c.v"'" (n.\ (e)¡.(n'\')C.-' "; \n > 
-ñc."rn~ 

c..a.-.di"""-e'•!.A .... 
s· .... .,¡ta.t--.&.o 

c:Li.l?D~ .. 
e.2.éc.t. .. ;c.• 

c. .... o.d.Yu.po.f.Af'" 

•Lc.c.\:.~"'dt.1'1.# 

Vamos a dividir al término cuadrupoJ.ar electromagnético 

en dos partes, usando 

Además sabemos que p.A-:::; ro9.~...:.:: ~ """;i. (y...i. \-\ 0 -- \1.cs)l....i.) , Y 

como 1-toln>=. E,.ll'"I> , \-\ºIn'>=- E..,. ~r¡' resulta 
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Por otro lado, por la definición de momento angular se tiene 

por lo que al sustituir en la expresión anterior podemos es-

cribir 

La amplitud de probabilidad que resulta de dividir este 

término en dos partes es 

C. 1''n ( °"") ~ "°-;a.""'.-i A¡;..(c...:in'"') /_Y\'\Y.,A.')(.""\n )€.Jh-n 
2 'ñ 

+ ;;i'll"u. Ae.cco.,. . ..,) ce),._ ~Y\'\ P"-\ '(\ > 
"hfac 

_ ..TI'.=.- co,.. ..... en~\,, e e); E!'l"" L.. n' 1L""1 n > 
ñc.,m,. 
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Considerando que , y tomando en ct1cnta la de-

finición del producto vectorial en términos del tensor total-

mente antisimétrico de tercer orden, podemos escribir la expre-

sión anterior así: 

.:t'!fc..>n•nem., A• (Wn•nl (e),. <n• l/<.4 \n> 
fl c. )-'-

'fÍ Á e w°'n•n Ae (Wn•n) (ne).;. (e) J .( n'\ ')(~ X~\ Y\> 
~c." 

- 'iíe w". 0 A,,,(Wn·nXnexe)_<n'\l1<\ r.> 
fic°'ro,., 

Este Último término es el cuadrupolar magnético y también 

vamos a despreciarlo ya que en general es mucho menor que el 

término cuadrupolar eléctrico (Bethe-Jackiw). 

es 

Finalmente, la expresión para la amplitud de probabilidad 

- tí.1. m~ w""'" A e, e c.,)"'")e .1- "'n' 1')<."x~1 n > 
.:tf\ 

~'il'.erll,. ...,,,.nA.cw,,.,,)te).;,<..n'\'f."'-ln) 
-1',c.,..... 

'íÜe. <.ó°' •. ., A. (w".,,) (f..),. (e)1 <'. n' \Y-"'><.;\ n '7· 
iic°' 

-55-



La cantidad que nos interesa por tener significado físico 

es el cuadrado del módulo de la amplitud de probabilidad, que 

representa la probabilidad de transición entre los estados n y n': 

,_ 
\c.., .... (oD) \ 

+ '-ITI''e.'"m! vSn•n /\e (w~·")(e)_.(~)zn'\'/...-\n><n\Y.1 \n')" 
.fi·c.>ª 

. (TI.-i) 

Los términos cruzados no contribuyen por las razones que 

explicaremos a continuación; por eso no los escribimos. 

Como nuestro sistema no consiste de un solo átomo, sino 

de un gas en el que no podemos controlar la orientación indi-
....-. 

vidual de cada átomo respecto a los tensores y vectores e~j , 

" , n,. , podemos considerar que están orientados 

completamente al azar de tal manera que todas las orientaciones 

son igualmente posibles. 

Tenemos entonces que obtener un promedio de la probabilidad 

de _transici6n sobre todas las orientaciones posibles de los 

átomos. Matemáticamente esto es equivalente a considerar un 

átomo fijo y promediar sobre toUas 1as direcciones posibles 
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de incidencia de las radiacio11es clectromagn~tica y gravitatoria. 

Como las direcciones de ir1cidencia de estas dos radiaciones 

son independientes, podemos obtener el promedio sobre cada uria 

<le ellas por separado. Para hacer estos promcdios,debemos con-

siderar el he~h~ de que tanto pura las ondas electromagn~ticas 

como para las gravitatorias. el vector (o el tensor) de pala-

rización es perpendicular a la dirección de propagación de las 

ondas, es decir, que se cumplen las relaciones 

o 

Por eso, al promediar bosta que lo hagamos sobre todas 

las polarizaciones y habremos barrido simult¿neamentc todas 

las direcciones de propagación. 

El promedio que nos interesa se obtiene de la siguiente 

manera: 

en donde c:!.JL 

\ C..,.n (..O) ( J_ í1c..,..,,.,(~)\, d.JL 
'1fr 

es la diferencial de volumen en un espac~o de 

direcciones vectoriales o tensoriales. Como tanto los vectores 

como los te11sores de polarizaci6n son unitarios, estas inte-

grales se realizan sol1re toda la esfera unitaria 

Vamos a distinguir a d..Jl.. como d..lLc::;. o dft"e;:; con lo .. 

cual sabemos si el término de \Cn•n(oe)\1.. que estamos. promediando 

es electromagnético o gravitatorio respectivamente. 
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Al hacer el promedio de los términos cruzados debemos 

integrar tanto sobre d....fl.E.; como sobre d...fL"é;; • pero como ya 

se dijo esto puede hacerse independientemente. En este caso, 

las integrales que hay que hacer son las siguientes 

o productos de estas integrales. Por argumentos de simetría 

puede verse que estas tres integrales son cero, cada vector, 

combinacion de vectores o tensores que aparece en el integrando, 

tiene su inverso geométrico del otro lado de la esfera 4e in-

tegración, que lo cancela y por lo tanto al integrar sobre la 

esfera completa el resultado es cero en todos los casos. Por 

esta razón, al promediar \c."'"C....o)\1 
sobre todas las polarizaciones, 

los términos cruzados no contribuyen. 

El promedio de los tres términos restantes en la ecuación 

(II-1) se hace detalladamente en el apéndice A. El resultado 

final es 

. (JL-:i) 
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en donde hemos introducido la notación 

A continuación vamos a encontrar una expresión para la 

ecuación (II-1) en t~rminos de las densidades de energia de 

las radiaciones electromagnéLica y gravitatoria que denotaremos 

respectivamente. De esta manera podremos 

relacionar las probabilidades de tr:onsición \C. 0 ,"'(c:;>C) \'A con los 

coeficientes de Einstein de cmisi6n estimulada y absorci6n .. 

Para encontrar esta expresión, hay que ver como están relacio-

nadas 1 as amplitudes Ae(e,,.:i) con las densidades de 

energia de las radiaciones. 

Para encontrar estn relaci6n. veremos primero como depende 

la amplitud de radiación d<> la intensidad 1.(c.v) tanto para 

las ondas electromagnbticas corno para los gravitatorias. 

Para la radiación electromagnética la energía por unidad 

de área en las frecuencias entre LU y W .¡- d.W está 

·dada por (Merzbacher) 

Para encontrar una expresión análoga en el caso gravita-

torio, partiremos de la expresión para el flujo de energía de 

una onda plana, es decir, la energía por unidad de área que 
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está dada por 

~ =f-Tº,.n"dx• (JI-'-\) --
en donde

1 

el tensor l;.-..> puede calcularse mediante la fór-

mula (Landau- Lifshitz) 

Los paréntesis ( ) representan un promedio sobre varias 

longitudes de onda . 

Tomando en cuenta las ecuaciones (I-11) y recordando que 

obtenemos 
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Como para el tensor de polarización se cumple la relación 

se llega a 

El promedio ( ) sobre varias longitudes de 011da , se 

usa comunmente cuando se quiere calcular la energía y el momento 

que transporta una onda. Resulta ser independiente del número 

de longitudes de onda sobre el que se promedia siempre y cuando 

este número sea suficientemente grande. Al efectuar el prome-

dio, lo Único que cambia es que apar~ce un factor constante 

de un medio. Es decir (AB/= :\:AB. 

Entonces podemos poner 

Sustituyendo esta expresión en (II-4) se obtiene 
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La integral sobre dt resulta 

S .. e-;.<~+ U>')'=-
_.,, d.t. 

Además sabemos que n..-. n.;,. =- 1.. con lo que podemos escribir 

Por las propiedades de la función delta, la integración 

sobre ele.o' resulta en sustituir u...>' por - <..AJ Es decir 

La amplitud AGcw) debe cumplir la propiedad 

por 1o que obtenemos 

ya que el integrando es una func~ón par. 
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Sabemos que el flujo de energía debe estaYdado por la ex-

presión 

por lo que podemos concluir que 

:Í:c;,.(w)= ...2--w~\Ac.(w)\°" 
4& 

Sustituyendo las expresiones (II-3) y (II-5) en (II-2) 

obtenemos las probabilidades de transici6n en funci6n de las 

intensidades, de la siguiente rnnnera 

Resulta conveniente expresar esta ecuación en términos 

óe ia Constante de estructura finn, que es una constante adi-

mensianal dada por 

c.Z-::.L = _1 __ 
f¡C.. l'?:."\,O?lo~ 
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En términos de esta constante resulta 

l '-n•n (..0)\
2 

:=. -:itr .. m";. G w';. . ., 1 ¿_or~"ll~ I" ( w., . .,) 
5f·.7'c .. 

+ 

Ahora introducimos el concepto de velocidad de transici6n 

que es la probabilidad por unidad de tiempo de que ocurra la 

transición del estado n al estado n'. Esta velocidad de transi­

ción está. dada por la probabilidad de transición \Cn•n<.o>\~ multipli­

cada por el número de pulsos por unidad de tiempo de las ondas 

incidentes. Es decir, llamando Pn•n a la velocidad de traJ1-

sición y n al número de pulsos por segundo: 

Por supuesto que n no tiene porque ser la misma para la parte 

electromagnética que para la gravitatoria de la expresión para 

• Por eso las distinguiremos mediante un subíndice. 

La expresión para las velocidades de transición quedar combi­

nando la expresión para las probabil~~ades de transici6n_con 

la expresión anterior, como 
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+o~(>.)~,,, \lY'Ol.)\:t."'1"'1 ne. I.e. (.w,,.n) 

\o'hc:~ 

(Jr.-G.) 

Por otra parte, existe una relación entre la intensidad 

de energia I. (W) de la radiuci6n y su densidad de energía 

UCW) que es l.a energía por unidad de volumen en las fre-

cuencias comprendidas entr~ w y . Esta relación 

est6 dada por (Merzbachc~ 

nI cw'o = c. Ulw) 

Mediante esta relación, ya podemos expresar la ecuación 

(II-6) en función de las densidades de energía electromagnética 

y gravitatoria Uc.C'i:>) y U,,_cw) . El. resultado es el siguiente: 
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:l~~'f"'l"I,:.& CAJ,.ro•n \l'<~)\n•n Uc,. (C..Un•n) 

5-l'l"'c" 

+ 'tí:i. ol (A:):,"' l (. y:i.">\-;r.."'" Ue ( w .... ....., ") 
lo +.c. 

(u.- "'f) 

Como ya mencionamos, es la probabilidad por uni-

dad de tiempo de que ocurra la transición de n' a n. Es~a pro-

habilidad consta de varias partes como puede verse en la expre-

sión (II-7). Una de ellas es la gravitatoria y las otras dos 

son electromagnéticas. Esto se interpreta como sigue. Hay una 

cierta probabilidad de que la transición ocurra mediante la 

emisión o absorción de radiación gravitatoria representada por 

el primer término en (II-7). Los otros dos términos combinados 

representan la probabilidad de que la transición se lleve a 

cabo mediante la emsión o absorción de radiación electromag-

nética. El que se trate de emisión o absorción de cualquiera 

de estas radiaciones depende de si la transición se lleva a 

cabo de un nivel de mayor energía a otro de menor energía o 

viceversa. 

Ambas probabilidades por unidad de tiempo dependen ~e ~a 
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densidad de energía correspondiente de la radiación incidente. 

Por eso es conveniente definir unas cantidades que son indepen-

dientes de la densidad de energía y que por lo tanto podemos 

considerarlas como características del átomo. Estas cantidades 

las definimos mediante la relación 

Observando la ecuación (11-7) y considerando por separado 

la parte electromagnética y la gravitatoria, resulta 

-;tf\'l.v·ri!e:,: w~._.... \(~"a')\:,.,... 
5-ñ""c.~ 

-\- "":l.ol. (..&..)~,...,, \(.y-:i.')(;J..n•n 

\o.fic.. 
(U:.-!!) 

Estas cantidades son algunos de los coeficientes de Einstein 

de los que hablaremos en el siguiente capitulo. 

Antes de pasar a lo siguiente debemos aclarar que el factor 

que aparece en el término dipolar eléctrico de las ex-

presiones (II-8) no aparece en las expresiones comunes para 

este término. Sin embargo, no nos lo pudimos quitar de encima. 

Si desde el ·principio hubiéramos adoptado el sistema de corirde-
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nadas del centro de masa, seguramente este factor no aparecería. 

Nuestro sistema de coordenadas tiene su origAn en la partícula 

de masam
1 

porque asís~ creyó conveniente en un principio, 

ya que en la relatividad general no ayuda en nada el concepto 

de centro de masa. Pero el modelo se ha simplificado mucho de 

tal manera que ahora pensamos que si es posible y conveniente 

considerar este sistema de coordenadas de centro de masa en 

nuestro problema. Esto no se har& en este trabajo ya que hemos 

empezado de otra manera y asi vamos a continuar, pero paro los 

próximos estudios de este problema si tomaremos en cuenta lo 

anterior. 

De cualquier manera, este factor que nos está estor.bando, 

si consideramos las masas del protón y del electrón,resulta 

~-OOI = i. 

que es un valor muy cercano a la unidad. De todas maneras, vamos 

a conservar este término en nuestras expresiones. 
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CAPITULO III 

ACCION "LASER" 

En este capítulo estudiaremos las condiciones en que podría 

obtenerse amplificación de radiación gravitatoria en un medio 

activo consistente de un gas de átomos de hidrógeno irradiado 

por ondas electromagn~ticas y gravitatorias planas. 

Ya estudiamos en los dos capitulas anteriores el átomo 

de hidrógeno tal y como 11os interesa~ introduciendo algunos 

aspectos de la interacción gravitatoria entre el protón y el 

electrón, y ent~e.ó1 átomo y la radiación gravitatoria externa. 

Se obtuvieron las velocidades de transición del átomo y con 

ellas definimos dos coeficientes de Einstein (fórmulas II-8), 

uno correspondjcnte o la absorción o a la emisión estimulada 

mediante la interacción con la radiación electromagnética. y 

el otro a la gravitatoria. 

Con estos resultados hremos ahora un análisis de la absor­

ción y emisión de radiación en este sistema, considerando a 

la radi~ción electromagn~tica corno la que excita al medio act~vo 

y a la radiación gravitatoria como la que podría amplificarse 

al atravesar el medio activo excitado. 

a) EMISION Y ABSORCION DF. RADIACION 

En el capítulo anterior encontramos una expresión para las -~ 

velocidades de transición de nuestro sistema (ecuación II-7). 

Co~vendremos a partir de este momento, que siempre que tengamos 
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dos estados n y n' del átomo,n' corresponderá al de mayor ener-

gía. De acuerdo con esto, P
00

, es la probabilidad por unidad 

de tiempo de que el átomo pase de un estado na otroestado n' 

mediante la absorción de radiación. 

Se define el coeficiente de absorción de Einstein mediante 

la expresión 

De esta manera tenemos un parámetro Bnn' relacionado con la 

probabilidad de transición~ que es independiente de Ja radiación 

externa al átomo. De acuerdo con la expresión (II-7), e~ nuestro 

caso tendremos dos coeficientes de al>sorción: uno correspon-

diente a la absorción de radiación electromagnética que deno­

tamOs B~n' y el otro corr~spondiente a absorción de radiación 

gravitatoria al que llamaremos BG ,. 
nn 

El átomo tambien puede emitir energía pasando de un nivel 

n' a otro inferior n, sólo que en este caso puede hacerlo me-

<liante dos procesos diferentes: 

Uno es la emisión espontánea, mediante la cual e1 átomo 

decae del estado n' al n emitiendo radiación, sin causa aparente, 

es decir independientemente de la radiación externa. Llamare­

mos An'n a l.a probabilidad por unidad de tiempo de que se d¿ 

este proceso entre los estados n' y n. Al igual que en el caso 

anterior. tendremos dos coeficientes, A~'n AG 
Y n'n que corres-

panden a decaimiento espontáneo mediante radiación de energía 

elctromagnética o gravitatoria respectivamente. 
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El otro proceso es la emisión estimulada o inducida rle 

radiación y consiste en que el átomo decae del nivel n' al n 

por la presencia de la radiación externa. Es una especie de 

resonancia con esta radiación externo, cuya frecuencia debe 

coincidir con la frecuencia correspondiente al cambio de nive-

les del átomo que es 

C.V", n 

La probabilidad de transición por unidad de tiempo en el 

caso de la emisión de radiación, estará entonces dividida en 

dos términos, unos correspondiente a la emisión espontánea y 

otro a la estimulada. Este filtimo lo expresaremos, ancilogamente 

al caso de la absorción, en fución de un coeficiente B
010 

ya 

que tambi6n depende de la radiación externa. Podemos escribir 

recordando siempre, que tanto An'n como Bn'n pueden estar aso-

ciados a emisión de radiaci6n electromagn~ticn u gravi.LaLoria. 

En resumen, tenemos tres coeficientes de E~nstein para 

cada tipo de radiación: uno de absorci6n, uno de cmisi6n es­

pontánea y otro de emisión estimulado. De acuerdo con la no-

tación que hemos empleado, tenemos 
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Be.nn' 'e;,e n•n A~n•n 

'(\' >r. 
'06-nn• e>'""'" ¡fn•n 

Ab .. 11 .. ·c.oC: ... E~'º" t:'nU,,.;.;n 
Es;t.o..,.Jo.dci.. E.c.e--IG:' .. e.o.. 

Estos coeficientes no son independientes, y encontraremos 

la manera en que se relacionan unos con otros. 

Los coeficientes de Einstein de emisi6n y a·bsorci6n de 

radiaci6n electromngn~tica. est'n ielacionados de la siguiente 

manera 

(]1..-1) 

en donde '3n y C3n• son los grados de degeneración de los 

correspondientes niveles de energía. 

Estas relaciones se obtienen analizando la radiación elec-

tromagnética en una cavidad en equilibrio conlas paredes de 

ésta , y usando el hecho de que en este caso se cumple la ley 

de radiación de Planck. A las fórmulas (III-1) se les conoce 

como relaciones de Einstein. 

Para encontrar las relaciones que hay entre los coeficientes 

de absorción y emisíón de radiación gravitatoria de Einstein, 

haremos algunas consideraciones. 

Podemos considerar a la radiación gravitatoria como formada 
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por gravitone~ que son partículas de masa cero que viajan a 

la velocidad de la luz y tienen espín 2. Por otro lado sabemos 

que la radiación gravitatoria tiene dos estados independientes 

de polarización al igual que la radiación electromagnética. 

Vemos entonces que la Única diferencia que hay entre los fotones 

y los gravitones es el espín. 

Cuando se obtiene la ley de distribución de Planck para 

la radiación electromaenética, se analiza el problema de un 

gas de fotones en equilibrio y en ni11g6n momento se toma en 

cuenta el espín de los fotones. Sin embargo, juega un papel 

fundamental el hecho de que la radiación electromagnética tiene 

dos estados independientes de polarización. 

Por todo lo anterior podemos concluir que para un gas 

de gravitones, la ley de distribución a la que se llegaría serín 

la ley de distribución de Planck. 

Con base en esto, podemos concluir que los coeficientes 

de Einstein para el caso gravitatorio están relacionados entre 

sí mediante las mismas fórmulas (III-1), es decir, que tambi~n 

se cumplen las relaciones de Einstein 

(:DI-2) 

En el capítulo anterior encontramos expresiones para los 

coeficientes B~n' y B~n' . Podemos encontrar los restantes 

usando las relaciones de Einstein. Las expresiones para todos 

los coeficientes de Einstein son 
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?> ("' )"-1,-,1" C-0 n•n µa ._'{"; n•n -r _!6..- c..u
5
n• n \ L Y,,)\ n• n 

\o, ... 

b) CONDICION DE SCHAWLOW-TOWNES 

En esta sección estudiaremos en que condiciones podría obtenerse 

amplificación de la radiación gravitatoria, es decir, que es 

lo que debe ocurrir en nuestro sistema para que la radiación 

gravitatoria que lo atraviesa salga de él con mayor intensidad, 

o sea que se haya amplificado. Esto sucede cuando la radiación 

gravitatoria. al pasar por el gas de átomos de hidrógeno, se 

encuentra con unas condiciones tales que interacciona con los 

átomos estimulando más radiación g~avitatoria. A las condiciones 
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en las que debe de estar el gas para que esto suceda se le 

llama inversi6n de poblaci6n, y consiste a grandes rasgos en 

que debe haber mas átomos en un cierto nivel excitado que en 

el estado base. Como ya mencionamos, adem6s de tener inversión 

de poblaci6n, para que haya estimulaci6n de radiaci6n, la fre­

cuencia de la radiación incidente debe coincidir con la frc-

cuencia correspondiente a la diferencia de energías 

del estado excitado y el estado bnse. En estas co11diciones sería 

m~s la radiación estimulada que la absorbida. Lograr esta in­

versi6n de publacibn es el problema central que se presenta 

en la construcci6n de láseres y misercs. así como tambi~n lo 

será para nosotros su estudio teórico. 

Nuestro estudio concluir6 con el establecimiento <le una 

condic:lón minimu para que haya inversión de poblaci6n. A esta 

condlci6n se le llama generalmente con<lici6n umbral o condl­

ci6n de Schawlow-Towncs. 

Para encontrar nuestra condición de Scl1awlow-Towncs, lu 

haremos mediante un paralelismo con la manera en que se encuentra 

esta condición para un láser normal (Lengyel), introduciendo 

las características particulares de nuestro proUlema. 

Como ya se ha mencionado, nuestro sistema consiste en un 

gas de átomos de Hidrógeno, que es nuestro medio activo, excitado 

por ondas electromagnéticas planas que serán las encargadas 

de excitar a los 6tomos tratando de producir y mantener la 

inversión de pob1Ación. Además pasará a través del gas radia­

ción gravitatoria que podrá amplificarse al interactuar con 

los átomos, si hay una inversión de población adecuada. 
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Esquem&ticamente, podemos repre~entar nuestro sistema ele 

la siguiente manera 

f'~cnT"c d~ onda.s. 
C?i'f"Cll.,,\ h•"l'•'l'Á4S 

e 

Empezaremos analizando lo que le sucede a la radiación 

gravitatoria al atravesar una placa de medio activo de espe-

sor x. Si la radiación tiene una intensidad inicial • supon-

dremos que el decaimiento de esta intensidad por absorción 

del medio es proporcional a 1
0

Gdx, por lo que podemos escribir 

(III- '-1) 

donde k(c.ó) es el coeficiente de absorción, que por supuesto 

depende de la frecuencia de la radiación, es decir, que el medio 

absorbe más unas frecuencias que otras. 

Si k(~) resulta negativo, significa que la radiación en 

vez de disiparse, aumenta de intensidad al a.J:ravesar el medio, 

y hablamos entonces de un coeficiente de amplificación que 
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definimos como 

(I!C- '5) 

Nos fijaremos en dos niveles de energía de los átomos de 

Hidrógeno n y n' y veremos la relación que existe entre la in-

tensidad de la onda gravitatoria incidente y las velocidades 

de transición entre estos dos 11iveles. 

Supongamos que tenemos Nn átomos por unidad de volumen 

en el nivel n, de los cuales d..Nn t...:i pueden pasar nl nivel n 

por absorción de radiación de frcuencia w .. En el nivel 

n' hay N
0

, átomos por centímetro cúbico de los que d.Nn•w 

pueden decaer a n por cmlsión de radiación de frcuencia 

estimulada por la radiación externu. 

Los 6tornos en el nivel n' tambien podrían pasar al nivel 

n por emisión espontánea de radiación. Sin embargo, estu radia-

ci6n a diferencia de la estimulada no es coherente con la radia-

ción incidente, y es emitida en todas dirccc~oncs por lo que 

su contribución a la intensid3d de la radiación que sale del 

medio act~vo en la d~rección de lo radiaci6n incidente es 

mínima y no vamos a tomarla en cuenta en el cálculo que sigue. 

Sin embargo, la radiación estimulada por la radiación incidente 

se caracteriza por ser coherente con ~staT es decir, que las 

dos están en fase por lo que están en la misma dirección y por 

lo tanto pueden producirse haces muy bien colimados aón a grandes 

distancias. 

Cuando la radiación atraviesa una longitud dx, su inten-
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sidad decrec de la siguiente manera 

de donde se sigue 

De acuerdo con la fórmula (III-4), el miembro derecho de 

esta ecuación es precisamente la definición de k(GU)"por lo 

que tenemos 

Integrando sobre las frecuencias se obtiene (Lengyel) 

Cn donde Wo es la frecuencia en la que hay mayor absorción. 

Para .aclararun poco esto, diremos que la forma en que depende 

de la frecuencia ei coeficiente de absorción k(c...:>) es aproxi­

madamente como lo indica la siguiente gráfica 
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l<«u) 

G.,)o""'W,...n 

Para nosotros es conveniente que la frecuencia pico sea 

la frecuencia Wn•n . La exprcsi611 (111-6) c8 el ~rea bajo 

esta curva, y vere1nos como depende de los coeficien~es de Eins-

tein. Para ello sustituimos las expresiones (tll-2) en (ITI-5) 

para obtener 

Para simplificar esta expresión, llamaremos 

~= '\i"c. 9.-.• J\.-.•n 
w•...,,.'(\ ~n 

(m-'1-) 

para obtener 

s \<.Cw)c\W 

Como la cantidad que nos interesa es k(c:..>) y no su integral 
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por estar directamente relacionada con la sección eficaz de 

absorción,nos conviene escribirla de la siguiente manera 

l::tw) 

en donde la funci6n '3(c.o -t.L>,. • ..,) es un factor de forma, que 

para ser congruente con lo anterior debe satisfacer la 

conciición 

El va1or pico de la absorción que denotaremos por k
0 

está 

dado por 

~N. '3CO) (m:-q) 

en donde hemos introducido 1a notación 

N
0 

es e1 número total de átomos por unidadde volumen. 

De acuerdo. con 1a ley de Boltzman, en una situaci6n de 

equilibrio, 1a población de los niveles n y n' debe ser tal que 

de donde debe cumplirse la desigualdad 
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Sin embargo, puede darse el cas9 de una situación,en la 

que obviamente no hay equilibrio, en que se tenga 

En este caso se habla de un estado de temperatura negativa, 

o más comunmente de una inversión de población. 

Si en un sistema se consigue una inversión de población, 

la absorción es negativa y se tiene amplificación de la radia-

ción. El coeficiente de amplificación estrá dado, de acuerdo 

con (III-5) y (III-8) por 

en donde hemos definido 
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que es una cantidad que mide la inversión de población. 0Lrn 

medida Útil de la inversión de población que usaremos nosotros 

es la definida por 

n::. ~Nn•-Nn -:~ 
"""' + t-J..,• Ñ'l'\t 1'ln1 

que es un número adimensional. Se le llama inversión de pobla­

cibn relativa, y puede verse que su valor es -1 cuando el ma-

terial está desexcitado por completo, es decir cuando no hay 

ningún átomo en el nivel n' y por lo tanto Nn 1 =0; vale cero 

para un ma~erial que ni emite ni absorbe, y su valor máximo 

es que corresponde a una inversión de población 

completa, es decir cuando todos los átomos están en el nivel n'. 

Er. términos de esta inversión de población relativa, po-

demos expresar el coeficiente de amplificación como 

(!IL- 10) 

Volviendo a nuestro medio activo, vemos que si se logra 

una inversión de población, tendremos amplificación dada por 

la fórmula anterior. La radiación gravitatoria atraviesa el 

medio activo, qu~ tiene una longitud L4 Si nos interesa saber 

la amplificación de la radiación en la frecuencia '"'-'n•"" des-

pués de atravesar el medio activo, está dada por la expresión 

(III-10 multiplicada por la longitud L, es decir 

-81-



La ampltficación ot:lu.:>n . ...,)l es una cantidad ca11 dimensiones 

de (longitud)- 1 , por lo que oC'((..IJ..,.n)L es una cantidad adimensional. 

Debemos considerar que en pl sistema puede haber p6rd~das 

de la intensidad de la radiación incidente debidas a otros fac-

tares comodispersi6n , difracci6n. ruido, etc .. Si medimos estas 

p~rdidas mediante la cantidad adimenslonal ~ • resulta que, 

ara que tengFlmos una verdadera amplificación, oJ.(Wf"l·n)L debe 

er superior a las pérdidas ~ . Por lo tonto la condición 

~mbral para la amplificación, podemos escribirla como 

(TIL- 11) 

Nosotros vamos a considerar solamente pérdidas por difrac-

ci6n. Encontraremos una expresión para O' que represente las 

pérd~das de {n~ensidad del haz incidente de radiación gravita-

toria, debidas a que cuando este haz pasa a través del medio 

activo, se difracta. Los detalles de la forma en que esto ocurre 

pueden ser complicados, pero esquemáticamente lo que le sucede 

a la intensidad de la radiaci6n incidente, que consideramos 

como un haz d~ sección transversal circular de radio r, es lo 

-siguiente 

-82-



_j 

--- ( 

hQ"t. dt Cl"lda,,s ( '9'C"Qv' ~onc..\e.$ 
] ,.. ~--+x 

( ,,. 
J med.i.o o.a.i vo 

Como suele hacerse, nosotros cortaremos esta curva de di-

fracción en el primer mínimo despuéu del disco central, de manera 

que, ~orno se indica en la figura, el haz sale del medio activo 

con una .secci6n transversal circular de radio r'. 

Si el irea del haz incidente es A y el ~rea del t1az que 

sale es A', una medida de la pérdida de intensidad del haz 

original es 

De esta manera, si las áreas son iguales, la pérdída de inten-

sidad es cero como era de esperarse, y mientras mayor sea A', 

aumentará 

En términos de los radios, la expresión anterior queda 

\-
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Ahora determinaremos x aplic:Lndo algunos resulLndos de 

la teoría de la difracci611. 

Para simplificar este cálculo, consideramos que el rudio r es 

grande, con lo q11c el borde del círculo es casi una recta con 

lo cual se facilitan m.ucho lns cosas. 

Para u11 obstáculo recto, la intensidad en la zona de sombra 

está dada por (Jackson) 

.donde C("J) y s (~) son las integrales de Fresnel. La variable 

en nuestra nomenclatura, es 

La x que buscamos corresponde nl primer mínimo de esta 

curva. La form~ de c~ta curva podemos obtene~ln R partir de 

los valores de las integrales de Frcsncl. El resultado es 

"~ -·· ... 
!!" ... ,!'.) 

~ ... ,.... .... . . ¿ 
~ 

,5 1.5 '.;¡ ;i.5 

~ 
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El primer mínimo corresponde a -re,= '\.9 o sea X: \.C\(~t.-)'1 (~=)~:a.ª 
Entonces podemos escribir 

y poniendo A: ).n•n = -:>.°\ic. obtenemos 
~n·n 

(m:-1~) 

Tomando en cuenta los resultados (III-9, 10, 11 y 12) tenemos 

= 

de donde 

Para expresar la condición umbral en términos de parámetros 

del sistema, solamente nos falta ver de que depende el valor 

pico del factor de forma, que hemos denotado por ··~(o) 

Se introdujo la funcibn <j(u:i -ú:>0 ') como un factor de forma 

para la absorciónª Ahora nos interesa encontrar una expresión 
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para su valor pico 9Co/ .Este valor depende de la forma y 

del ancho de lu curve. 9(~ - c..u.,....n) Hay dos mecanismos mediante 

los cuales puede forn1arse esta curva o ljnea de absorci6n (en 

nuestro caso de amplificaci6n) (Lcngyel): uno es debido al 

movimiento t~rmico de los ~tomos del sistema, que produce un 

corrimiento Doppler al cm~tir radiaci6n; 1.lamaremos a este 

proceso ensanchamiento Doppler. La ct1rva de absorci6n (y por 

lo tanto también g (W _ c...:> 0 ) en esce caso es una gaussiann 

por lo que a su valor pico lo denotaremos 9c~~ . El otro 

mecanismo es debido a las colisiones e11tre los átomos que afee-

tan al proceso radiat~vo, y lo llamaremos ensanchamiento por 

co1isiones. Este proceso fue estudiado por primera vez por 

H. A. Lorentz, por lo que llamaremos c;\(o)_,, al valor pico de 

ln curva generada en este caso. 

Estos dos mecanismos est&n siempre presentes, aunque por 

lo general predomina uno de ellos. Nosotros encontraremos una 

expresi6n para los dos, y cuando los evaluemos numdricamente 

en el próximo capitulo. nos quedaremos con el de mayor valor. 

Los dos valores pico est~11 dados por (Lengyel) 
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donde /:::;.-.:;, es e1 ancho medio de la curva, que depende de las 

caracteristicas del sistema, Ge manera diferente en cada caso: 

Para el ensanchamiento Doppler se tiene 

y para e1 ensanchamiento por colisiones 

donde es el tiempo medio entre colisiones, que usando 

argumentos de la teoris cinética <le los gases puede expresarse 

como 
Q'"' = rc..cll.o dJ. ~~ .. 

"' <;¡s """°'°C;Jr,. cld Ó.t.o<'l"\.Ct 

con lo cual nos queda 

Resumiendo los resultados de esta secc~&n_, tenemo~ q~e 

la condición umbral de Schawlow-Townes está dada por 
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( q,... Nn•-Nn) n -:o ~9~"-· ------
i 

= 

~(O)& = ~.o<; 'f..lo.;~~01 "_1_ 
c.ün•n 

~(O) = .... 

'3<o).t 
C\.1-C:, x10" 

No lff' 
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e) ECUACIONES DE VELOCIDAD EN UN ATOMO DE CUATRO NIVELES. 

Para poder aplicar la condición de Schawlow-Towncs que obtu-

vimos en la sección anterior, es necesario que definamos nt1ustro 

sistema con más precisión, ya que hasta ahora hemos hablado 

de los niveles de energía n 1 y n en abstracto. Vamos a con si-

derar solamente los primeros cuatro niveles del átomo de hidró-

geno, y tenemos que analizar las transiciones entre estos cuatro 

niveies para poder determinar el número de átomos por unidad 

de volume~ que hay en dos de estos ntveles. 

De este análisis vamos a obtener una relación entre los 

coeficientes de Einstein y los números N
0

, 

Las razones por las que se consideran 

y N • 
n 

los primeros cuatro 

niveles son las siguientes: Debido n las reglas de sel.ccci6n 

(ver apéndice B) la transición n=2 ---} n=l mediante emisión 

de radiación gravitatoria es prohibida. Entonces. la transición 

que nos interesa es n'=3 ---4 n=l, por ser la primera transi­

~ión permitida que nos deja al átomo en el estado base. De todas 

maneras' debemos seguir tomando en cuenta al nivel n=2 porque 

las transiciones electromagnéticas n '=3 --"? no::2 y n '=2 ~ nz::;l 

si están permitidas. El nivel n=4 entra en juego porque queremos 

que el bombeo electromagnético se lleve a cabo de n=l a n=4 

para que el nivel n=3 se pueble por decaimiento espontáneo de 

n=4 a n=3. Este bombeo electromagnético no puede hacerse direc-

tamente al nivel n=3 porque en este caso. la misma ra~iación 

de bombeo , que tendría que estar centrada en la frecuencia 

c:::......:> 1 , , produciría radiación estimulada despoblando el nivel 
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n=3, hncieado imposible la i.nvcrsiún de poh1ación. 

Lo~ átomos son l::XciLados pues. del nj vcl n=l al ni.vol n=4 

por Jo c¡uc ln rucliucJ6n clcctromagnbticu debe tener unn tlcnsidud 

de energía V (c..:>) centratla en la frecuencia 

Los 6tomos en n=4 cmpczardn a decaer a niveles inferiores J)Or 

diferentes procesos como emisibn cstimula,ln de radiación gravi­

tatoria o electromagnética. o cn1isi6n cspont4nca de cualc¡uicra 

de estas dos radiaciones. 

l~o que a nosotros nos intrresa es es~imular rndinci6n 

gravitatoria en Atornos que cst~n en n=J y pasen a 11=1, por lo 

que la radiacibn gravitatoria incidente debe tener una densidad 

d~ cnerg1a Ur,,,Cwl centro do en ln frccuenciu <..u~ W"\ • Nos 

interesa estudiar lo posibilidad de invertir la poblaci6n en 

los niveles n=l y n=3~ con lo ct1Dl podria amplificarse la radia­

ci6n gravitntoria incidente. 

Para analizar todas las transiciones entre los cuatro ni­

veles que c&tamos considerando, hay que ter1er en cuenta las 

reglas de selecci6n, que se encuentran en el a¡>6ndice B. 

Usaremos la siguiente notaci6n para las velocidades de 

transición: 

wnl"'I' ~nn' U!c..>) 
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A la velocidad de trensici6n espontánea se le suele dnotar 

en vez de An·"' por~ue a veces se incluye en ell~ 

un término que corresponde a una transic~ón en lo que no hay 

radiación. En nuestro caso esto no sucede, pero respetamos la 

notaci6n acostumbrada. 

Todas las transiciones de nuestro sistema quedan represen­

tadas esquemáticamente de la siguiente manera 

w 

• r--

\ w:. s; 
e + + 
I~ 

v-1.;', S"' 
~· 

W3~ 5 .. w,~ Re. 
"' -+ 

w,~ 

' n=t 

La transición R.c representa las transiciones electro-

magnéticas de n=3 a niveles de menor energía, es decir, que 

~n esta velocidad de transición están consideradas las transi­

ciones n'=3 ~ n=l. n'=3 ~ n=2 y n'=2~ n=l. 

De acuerdo con este esquema poderaos establecer las ecua-

ciones de velocidad entre los niveles, de la siguiente manera: 
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d..N .. ::. w,: N, 
dt 

c:LIJ, :::(w~. +W,~)N,-(vJ~, .s~ ..... R')N3 ... s:,. t-l. 
dt:: 

N, + N 3 + N,. -= N. 

Introduciendo las poblaciones relativas de los niveles 7 

definidas por ol= \\.1, 
N. 

podemos escribir 

c:l.P..::. (w~,. + w~)oc. - (w;, + s;, +R~)0 ... s';.., o 
Glt 

(ffi--IL\ J 

Ahora vamos a despreciar algunas de las velocidades de 

transición: 

w:; =o.B~ Uc..(W)=o ya que la densidad de energía de 

la· radiación gravitatoria se concentra principalmente alrededor 

de la frecuencia w.,., 
w~~ =- w~ = B1~ u~ e oo) = o 

y podemos considerar que Uc.,.(o.:.""',) :=-o 

ya que la densidad de energía de 

la radiaci6n electromagnética se concentra principalmente al-
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rededor de lo frecuencia W 41 

u.iw.,) =o 

s:. -:::0 ya que 

, y podemos considerar que 

Suponer que las radiaciones gravitatoria y electromagné-

tica son monocromáticas 9 como de hecho estamoFi considerando 

en estas aproximaciones, representa una idealizaci6n m6s en 

nuestro sistema. En la práctica esto es imposible y siempre 

tendremos que, por ejemplo, JL~ (~~ 1) ::1:0 por pequeño que 

sea. Esto hace que el nivel n=3 tienda a despoblarse unpoco 

por estimulación de esta radiación y hace más difícil la inver· 

sión de población. Nosotros al poner ¡U-e (W 3 \) ::. O estamos 

despreciando esto, y por lo tanto estamos considerando una 

situ::1ción ideal. 

Vamos a despreciar otras dos velocidades de transici611 

con base en las siguientes consideraciones: el n~vel que nos 

interesa poblar es n=3 para obtener inversión de población. 

Este nivel s2 va poblando haSta que se alcanza la condición 

umbral y se despuebla repentinamente debido a la estimulaci6n 

de la radiación gravitatoria externa. Una vez vacío, empieza 

a poblarse de nuevo hasta que vuelve a ocurrir lo mismo. Por 

lo tanto, el proceso de amplificación sería pulsante. La forma 

en que se va poblando el nivel n=3 , y la manera en que de 

pronto se vacía, puede ilustrarse mediante una gráfica de la 

siguiente manera: 
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t. 

:Cori·base en esto, vemos que al estar poblado el nivel. n=3 

se tiene una situación de desequilibrio. Como nos intersa ana-

lizar las partes del proceso en donde se tiene equilibrio para 

poder establecer las ecuaciones de velocidad, solamente tomamos 

en cuenta las partes horizontales de esta curva en las que el 

nivel n=3 se va poblando lentamente. El sistema pasa la mayor 

parte del tiempo en estas partes del proceso, por lo que ~gno­

rar las partes en que no hay equilibrio (picos de la curva), 

no afecta mayormente nuestras considerac~ones. Entonces, en 

_las ecuaciones de velocidad despreciaremos los términos 

VJ~ _que actúan solamente durante tiempos muy cortos. Por 

'º tanto pondremos 

.... w.. o 

w,~ =º 
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Tomando en cuenta todas las aproximaciones anteriores,· 

y estableciendo las condiciones de equilibrio del sistema. que 

son 

las ecuaciones de velocidad (111-14) se convierten en 

que es un sistema de ecuac1ones lineales que podemos resolver 

y obtener 

f.> =~~~~~~~~~-"'1_,..~~"'-'-"~-:~~"-~~~~~~~~~~~~ 
w,: s:. ~<w:. +S .... , .. s:,)cs: ... R•)...(s:, .. P-ª)<N~ .. 

)( = e W;';. ( S~, ,.. Re) 
VJ,~ s~, +{llJ .. ~ .... s:, .. s~. )(S~, +R•) .. (S'.,. +~e) w~ ... 

(IiI-15) 
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Asi, hemos obtenido las poblaciones rclaLivas de los ni-

veles, en función de las vclocitlacle8 de transición, que son 

conocidas, y de la densidarl de energla de la radiacibn electro-

magnética. 

La condici6n de Schawlow-Towncs en t6rmir10 de las poblu-

ciones relativas de los niveles es, paro n'=3 y n=l 

,.. 
(.DL-l<o) 

\<:?<:>(o) No L 

Al sustituir aquí los valores de f?J que acabamos 

de encontrar, la condición queda expresada en términos de can-

tidades conocidas y de la densidad de energía Ue (e:,,.:,) 

por lo que podemos determinar el valor de min1mo de 6sta, 'para 

elcual podría coseguirse la inversión de población. 
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CAPl'flJLO IV 

RESULTADOS Y CONCLlJSIONt;S 

En este Óltimo capitulo estudiaremos la condici6n de umbral 

de Schawlow-Townes que desarrollamos en el capitulo anterior 

(fórmula III-16), con lo~: valores num6ricos obtenidos en el 

np~ndice B para las velocidades <le transición, y dando valoros 

a los parámetros del sistema. Podremos ver asi en qu~ condiciones 

se tiene invcrsi6n de poblaci6n. y si es posible tener ampli-

ricación de la radiación gravitatoria en este sistemn. 

La condición de Schawlow-Townes para nuestro sistcmv es 

N-i 

en donde, co1no ya hcmoB visto, el lado izquierdo es la inver-

sión de población relativa n que vale -1 cuando todos los átomos 

del sistema están en el estado base~ A partir de n=Ü se invierte 

la poblaci6n, liay mas &tomos en el estado n=3 qt1e en el estado 

base y su valor mAximo es cuando la pohlaci6n esti 

totalmente invertida. El lado dcr~cho ele esta cond~ci6n repre-

senta las pérdidas de intensidad dE' L.~ ra1iia.cjÓn gravitatoria 

debidas a la difracción de ésta al pasar a través del medio 

activo. Por esto, no basta tener r. /o para tener amplificaci~n 

de la radiación, sino que además n debe ser mayor que estas 

p6rdidas, siendo la condici6n umbral la igualdad entre ombos. 

Analizaremos primero el lado ~zquierdo de (IV-1), es decir 
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el valor de 1a inversión de población relativa. 

En la tabla B-1 que aparece al finaldel apéndice B, en 

donde se enlistan los valores de las velocidades de transición, 

vemos que 

"' y por lo tanto podemos poner 5 3 , o 

se reduce a 

que pueden escribirse como 
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Si recordamos que 

las expresiones anteriores se transforman en 

:::: 

\-+-E:('+ 
5~, 

l -------

Er. el aµéndice B se dan los valores de las degeneraciones. 

de los cua~ro niv~las de energía que nos interesan. Estos va-

lores son g
1
=1, g

2
=4, g

3
=9 y g

4
=16. Tomando esto encucnta 

l.aciendo algunas transformac~ones algebraicas, las expre~ionc~ 

anteriores se convierten en 

/-'= Ue 

o(== 
( .lk. + 

''"' 
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Hemos expresado ~ y (" en funci6n de la densidad de 

energía de la radiación electromagnética, que es la que bombea 

al sistema de n=l a n=4 para tratar de producir la inversión 

de población. Es claro que esta inversión de población va a 

depender de esta radiación de bombeo, y nos interesa estudiar 

como cambia n al aumentar Ue 

Como de antemano no somos muy optimistas respecto a los 

resultados que pueden obtenerse, calcularemos la 1nversión de 

población relativa solamente en los casos extremos, es decir 

cuando u .. = o que corresponde por supuesto a la mínima 

inversión de población, y cuando U.e.~ que corresponde 

a la máxima inversión de población que idealmente podría obte-

nerse. Para calcular estos valores ~e n, a los que llamaremos 

ºmín Y "max respectivamente, escribimos lns expresiones (IV-2) 

en la siguiente manera 

(m-:.) 

en donde M, N y P son constantes conocidas dadas por 

N= s~. + s~. 
B~~ 

Es claro que tanto o< como ~ son funciones crecientes 

de u.._ por lo que en efecto, sus valores máximos corresponden 

a y sus valores mínimos ocurr1rán cuando Uc.: o 
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Entonces tenemos~ de a~t1erdo con (IV-1) 

:ior lo que la inversión de población mínima es 

lo cual era de esperarse ya que al no haber bo~1be0, t:o10s los 

htomos se quedan en el estaclo base, que es lo que signifi=J 

n=-1. 

Estr:ictamente esto no es cierto, ya qco aunque Uc: o , 

por efectos tbrmicos siempre hay algunos htrlmo:· en otros estados 

adem~s del base, o menos que se tenga ternperatt1rn absoluta igual 

a cero. Sin embargo este efecto es despreciable, porque aún 

a temperaturas T ,..._, 300K, tendríamos que el valor de 

aper1as un poco mayor que -l. 

n , 
r.l.lfl 

seri n 

Para el rn¿ximo de invers~6n de poblaci6n, que es lo ~ue 

realmente nos interesa, se obtiene 
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o<(Uc-'> -) ~JU.., 
Uc-... pe 

Sust~tuyendo los valores de M y P dados en (IV-4) resulta 

por lo que el valor de la inversión de población máxima es 

que podemos poner en la siguiente forma 

Sustituyendo los valores de Re y s~ 3 obtenidos en el apén­

dice B (ver tabla B-1), obtenemos 

J_ _ i_ 8. 3\0b ')l.\Og 

n ..,.,. " = _a. ___ ,_r.. __ :i~. s~•~=-><_10_~ ___ = - .o 5 '+ 
-r.ft. g.g10ó x10 9 

\"9 ::l.s-:\00 Xl01-
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Como la inversión de poblaci6n relacívu m~xjrn~ que podemos 

tener es negativa, concluimos que en r1uestro sistema, r1i en 

el mejor de los casos obtenemos inversi6n de poblaci6n. ya que 

ésta se obtiene cuando n ) O. 

Si analizamos la exprcsi6n (IV-5), que nos da la máxima 

invcrsi6n_ de poblaci6n, vemos que depende solamente del cociente 

Re/5~1 • Veamos que significa esto físicamente: 

s:,. es lo ve] ocidad de transición espontánea de n=4 a 

n=3, es decir que es la que corresponde al proceso mediante 

el cual se puebla el nivel n=3 en el que queremos obtener lA 

invcrsi6n de poblaci6n. Por supuesto que éste nivel se puE:tl 

en función de qub tan poblado estci originalmente el nivel n~4 

por bombeo de lo radiaci6n electromagnética. 

Por otro lado, Re representa la velocidad de transición 

de n=3 a n=l mediante Lransiciones electrornagnética8 que pasan 

por n=2 o directamente a n=l. Que el cociente Rj'5c 
"' 

sea grande 

significa que el nivel n=3 se vacía mrls r6pidamentc de lo qur 

se llena. A n~sotros nos interesaba que este cociente fuera 

tal, que (IV-5) fuera positiva para que hubiera inversi6n de 

poblaci6n. Pero resultó que esto es imposible debido a que Re 

predomina sobre s:
3 

y en consecuencia el nivel n=3 no puede 

mantenerse suficientemente poblado. Un posible problema a estu-

diar en el futuro sería el de ver las posibilidades de aumentar 

s:3• lo que significa reducir el tiempo de vida media del nivel 

n=4 correspondiente a la transición a n=3. Si esto fuera posible, 

quizás podría lograrse la inversión de población en nuestro 

sistema. 
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Antes de pasar a analizar el lado derecho de la condición 

de.Schawlow-TowneS que impone condiciones aún más estrictas 

a la inversión de población, diremos algo acerca de otro problema 

que también contribuye a que las cosas sean más difíciles. 

Se trata del despoblamiento del nivel n=3 por efectos térmicos, 

es decir, el decaimiento de los átomos debido a estimulación 

por la radiación electromagn6tica producida por el movimiento 

térmico de los átomos del gas. Esta radiación es funcJón de 

la tempratura absoluta, y su densidad de energía sigue la ley 

de distribución de Planck. 

Para tener una idea de la magnitud del efecto producido 

por est ruido electromagnético compararemos la rapidez.con 

la que decae el nivel n=3 por emisión de radiación gravitatoria 

estimulada (Ubo<w) e<; 1 ) con la rapidez de decaimiento de 

n=3 debida o este efecto térmico ) . Para hacer 

esta compnración tenemos que ver las características de u"" e 

lo cual nos hace hablar de la fuente que prGLf uce la radiaci6n 

gravitatoria. 

Empezaremos estableciendo lo condjci6n umbral, es declr 

la condición que establece la igualdua entre estos dos efectos, 

que es 

(rsr-r) 

en donde no debe confundírse u~t Cu..>) con la densi4ad d~ energía 

U.,<w) de la radiación electromagnética de bombeo. l.lt,.<u:> está 

dada por 
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U~ (W) = ~ _ _.i.__ __ 
llñ.~ - 1. 

Ahora haremos algunas consideraciónes sobre Uc,.Cw) , para 

lo ctial diremos que la fuente de radiaci6n gravitatoria seria 

un objeto colapsándose. Vamos a estimar órdenes de magnitud 

por lo que todos los desarrollos que siguen son aproximados. 

La densidad de energía gravitatoria está dada por (MTW) 

en donde A..:> es el ancho del pulso ondu~torio que aproximada-

mente es igual al tiempo CD de colapso. A una distancia R 

del objeto colapsándose la componente t 01 del pseudotensor de 

energía-impulso es (MTW) 

(!))" 

donde D es el momento cuadrupolar que en nuestro caso pe-demos 

aproximarlo por 

El tiempo (; de colapso, está dado aproximadamente por 
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Tomando en cuenta todas estas relaciones aproximadas, 

podemos ver que 

Sustituyendo en la condición umbral (IV-7) y tomendo en 

cuenta las expresiones de B~l y s;
1 

(fórmulas IJI-3), r~sulta 

Para simplificar esta expresión pondremos 

para obtener 
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que es lo t.emperotlJra a la que: ::;e cumplt:!. la co11diclón umbral 

UXf>rcsn<ln en fu11ci~c1 (fe los pur~metros del sislctna. Esto signi-

fica que a temper11tt,rns por dcba_jo de cista, el efecto t6rmico 

es me11or y predomina Ju Qffifsi6n estimulada gravilntorla. 

Altera estímuren1os esta tcn1¡Jer~ttura umbral <lnndo algunos 

valores aceptables a los pnrón1ctros del sistema. Diremos que 

•3 
\..l..V.d.c..d o..s'r-ror\Órn.&c.o... -::;:, \.5 '>C 10 Cl"t'\ 

Las dem~s son constanteLJ conocidas. 

(:c>n estos valores se obt.ienc 

Lo temperatura umbral no es muy elevada, pero est~ tJu 

del intervalo de temperaturas que puede tener una nube de gas. 

Esto significa que nuestro medio activo no tie11e que estar de-

masiado frío paradisminuir lo s11ficiente la competencia co11 

el decaimiento térmico de n=3. 

En conclusi6n podemos d~cir que el problema del ruido 

elctromagnético, por si solo no representa un obstáculo grave 

para nosotros, ya que es posible imagjnnr condiciones razonables 

para las que este efecto es pequefio. 
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Ahora analizaremos el lado derecho de la condición de 

Schawlow-Townes (fórmula IV-1) que está relacionada con las 

pérdidas de intensidad de la radiación gravitatoria inci~ente. 

Aunque hubiéramos conseguido invertir la población, es decir, 

aunque hubiéramos obtenido n ">O • 110 necesariamente signi-

ficaría que pudiéramos tener amplificación de radiación ya que 

falta considerar las pérdidas de intensidad, de la radiación 

gravitatoria, que en nuestro caso son debidas a la difracción. 

Antes de evaluar estas pérdidas, diremos que por lo general 

hay además otras causas de pérdida de intensidad de la radia-

ción que no estamos considerando. Esto hace que nuestro estudio 

sea a6n m~s si1nplista. 

Recordemos que adn en el caso de que no hubiera pérdidas 

de intensidad, no tendríamos amplificación de radiaci6n gravita-

toria ya que no pudo conseguirse la inversión de población. 

Sin embargo vamos a evaluar las pérdidas por difracción cante-

nidas en el lado derecho de la fórmula (IV-1) , porque esto 

puede ser i1ustrativo respecto a las propiedades que debería 

tener el sistema para por lo menos estar cerca de la posibilidad 

de amplificación de radiación gravitatoria~ es decir, que el 

valor del lado derecho de (IV-1) esté entra cero y g 1 /g
3 

= 1/9. 

La cantidad que queremos evaluar ~s (ver fórmula IV-1) 

(nr.- &) 

-108-



Ahora analizaremos el lado derecho de la condición de 

Schawlow-Townes (fórmula IV-1) que está relacionada con las 

pérdidas de intensidad de la radiación gravitatoria incidente. 

Aunque hubiéramos conseguido invertir la población, es decir, 

aunque hubiéramos obtenido n') O , no necesariamente signi-

ficaría que pudiéramos tener amplificación de radiación ya que 

falta considerar las pérdidas de intensidad, de ia radiación 

gravitatoria, que en nuestro caso son debidas a la difracción. 

Antes de evaluar estas pérdidas, diremos que por lo general 

hay además otras causas de pérdida de intensidad de la radia-

ción que no estamos considerando. Esto hace que nuestro estudio 

sea aún más simplista. 

Recordemos que a~n en el caso de que no hubiera p~rdidas 

de intensidad, no tendríamos amplificación de radiaci6n gravita-

toria ya que no pudo conseguirse la inversión de población. 

Sin embargo vamos a evaluar las pérdidas por difracción cante-

nidas en el lado derecho de la fórmula (IV-1) , porque esto 

puede ser ilustrativo respecto a las propiedades que debería 

tener el sistema para por lo menos estar cerca de la posibilidad 

de amplificación de radiaci6n gravitatoria, es decir, que el 

valor del lado derecho de (IV-1) esté entre cero y g 1 /g
3 

= 1/9. 

La cantidad que queremos evaluar es (ver fórmula IV-1) 

(:isr.- &) 
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El significado de cada uno de los parámetros que aparecen 

en esta expresión ~stá dado en la fórmula (III-13) así como 

las expresiones para ko y 9lo) en términos de otros parámetros 

del sistema como la temperatura y la densidad. 

En síntesis, los parámetros del sistema a los que tenemos 

que asignarles valores para poder evaluar porcomplcto la expre­

sión (IV-8) son: la densidad de partículas del medio nctivo 

denotada por N
0 

, la temperatura T del medio activo, la longitud 

L del medio activo, y el radio r del haz incidente de radiaci6n 

gravitatoria .. 

Para asignarles valores razonables a estos parámetros. 

debemos pensar en un modelo astron6mico. Grosso modo. puede 

tenerse hidrógeno excitado por radiación electromagnética produ­

cida por un pulsar o olgunA otra fuente que emita radiacion 

de fmcuencia central cercana a W\u. • A su vez el gas es atra-

vesado por radiación gravitatoria de frecuencia central LV,3 

producida por ejemplo por un par de estrellas neutrónicas u 

hoyos negros que giran r&pidamcnte uno alrededor del otro. 

Números que podemos asignar a los parámetros deseados de acuerdo 

con est.e modelo son 

T 1000 K 

Aproximadamente la densidad del 

aire en la Tierra. 

Aproximadamente la temperatura 

de algunas nubes de gas de 

nuestra galaxia 

Una unidad astronómica 
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r = 5x:Io4 cm Un haz de km de diámetro 

Ademas, de (III-7) sabemos que 

G en donde A
31 

S~l = 9.3254x!D-
41

s-J (tabla B-1). Entonces 

El valer de w 3 , también se encontró en el apéndice B, 

y resultó: 

Solamente falta evaluar el valor pico g(O) que como dijimos 

en el capítulo anterior estará dado por la expresión que resulte 

de mayor magnitud de las dos siguientes 

'3Co) _ C\."!-i:.x10" 
L - No l/T' 

Con los valores que hemos asignado a todos los parámetros, 

se obtiene 

Por lo tanto nos quedamos con el valor 

Con todos estos valores podemos ya evaluar (IV-8)ª El re-

sultado es 
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\Q<3CO) No L 

Este resultado es exageradamente grande comparado con un número 

entre cero y 1/9 que es el intervalo en donde sería posible 

la amplificación de radiación. 

Podemos concluir entonces,que aunque hubiera sido posible 

invertir la población, las características de nuestro sistema 

son tales que estaríamos muy lejos de poder tener amplificación 

de la radiación gravitatoria. 

Podríamos preguntarnos sin embargo, cuales tendrían que 

ser las características de un sistema como el nuestro, en el 

que este número estuviera dentro del intervalo de valores de-

seado. Una forma de lograr esto es aumentando la densidad de 

partículas, el tamaño del medio activo, o ambas cosas a la vez. 

Por ejemplo, si quisiiramos aumentar solamente la longitud 

L del medio activo, tendría que ser 

que es ~na distancia mayor que el universo visible. lo cual 

sobra decir.que es absurdo. 

5l lo que queremos aumentar es la densidad de nuestro sistema, 

tene~os que tener primero en cuenta que en este caso predomina 

la gaussiana sobre la lorentziana y nos queda 
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Basándonos en esta expresjÓn, la densidad de partículas 

N
0 

necesaria para tener las condiciones deseadas resulta ser 

que para ~tomos de hidr6geno nos da una densidad de 

Esta densidad es mayor· a6n que la de una estrella de ncu-

trone~, por lo que vemos que tampoco de esta manera podernos 

conseguir realistilmente las condiciones dcsendas. 

Más en general, podemos ver que, según lo visto en el capítu-

lo III, el denominador de la expresión (IV-8) representa la 

transparencia del sistema a la radiación gravitatoria, es deci~, 

que es una medida de que tanta interacción hay entre la radia-

ci6n y el gas. En nuestro caso este denominador resultó peque­

ñísimo (""-"'l0- 31 ) por lo que concluimos que la interacción entre 

la radiaci6n gravitatoria y el medio activo es mínima, con lo 

que no podemos esperar mucho respecto a la posible amplificación. 

Es por esta raz6n que las fórmulas demandan grandes l~ng~tudes 

y grandes densidades. 
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Otra forma de hacer que (IV-8) disminuya, es aumentando 

G el valor de A
31 

que es la velocidad de transición espontánea 

correspondiente a la transición n 1 =3~ n=l por emisión de 

radiación gravitatoria. Este factor. que estA contenido en el. 

denominador de (IV-8), es el principal responsable del resultado 

obtenido para la transparencia. Tratar de que aumente es tratar 

de que el tiempo de vida media del nivel n-3 se reduzca. Esto 

puede ser un tema de estudio interesante par~ el __ futuro. 

Lo que puede concluirse de todo esto, es que aunque po-

drian mejor~rse las cosas haciendo algunas modificaciones al 

sistema, lo que no es adecuado es el sistema mismo. s~ trato 

de un sistema demasiado simple del que no podíamos e~perar 

mucho. Sin embargo, el haber hecho este estudio seguramente 

resultará útil en estudios posteriores. 
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APENDICE A 

EVALUACION DEL PROMEDIO DE LA 

ECUACION II-1 SOBRE LAS 

POLARIZACIONES 

Para pasar de la ecuación (II-1) a la ecuación (II-2), se pro­

medió sobre todas las polarizaciones. En el capit11lo II ya se 

argument6 porqu& los términos cruzados de J.a ecuación {II-1) 

desaparecen al efectuar este promedio. Tambi6n se estableció 

ahí la notaci6n que emplearemos en este apéndice, asi corno 

las propiedades y característicns de los vectores y tensores 

de polarización y de los vectores de propagación. 

Efectuaremos el promedio sobre todas las polarizaciones 

de cada uno de los tres términos de la ecuación (11-1) por 

separado. Empezaremos por el término dipolar eléctrico que está 

dado por 

41rze 2 m.,2 
1i 2 cz.1';z. 

Para promediar este término sobre las polarizaciones, basta 

promediar el producto e¡ ej cuyo promedio se definió como 

( 

e·e· -LJ e¡_eJ· df2~ L .) -"'flÍ e 
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Para hacer esta integral usaremos una expresión para las 

componentes cartesianas de un vector unitario dada por 

e== ( e, 'ez.~ e 3) =(.sen e sen lf ' sen ecos 'f) cos e) 

Al integrar sobre la esfera unitaria, la diferencial de 

ángulo solido es 

De acuerdo con esto, las seis integrales e¡, ej son: 

Tf 

= _1_(_1_ cos ae - E-cose)} 
4 12 4 o 

_ t [C-L +.a_)_ (-1 _ ~)i1 ~ _1 (-.L+i)::: _1 
-4 12. 4 1Z 4 j 4 G Z 3 

De manera muy parecida se obtiene 

ee --1- iTT"J:::r19 e cos.'211> d'I' dG= -~-z. z- 41T l 3 

o o 
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(Tr[2TT 
e-&e3 = ~rr l cos 2 9 .sen e º'f d() = ~ 

o o . 

y para las tres integrales restantes se tiene 

Estos seis resultados podemos escrib~rlos compactamente 

como 

y por lo tanto el término dipolar eléctrico promediado resulta 

en donde, nl igual que en el capitulo II 

)<r>j2= bi.j(n'lx'ln)(nlxjln') 
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Vamos ahora a promediar el término cuadrupolar eléctrico 

que está dado por 

La parte de este t~rmino afectada al promediar sobre las 

polarizaciones es nt. ej nlt.e( en donde los cuatro vectores son 

unitarios y además se cumple n~e'-=o = nb.e~ Estas últimas 

expresiones indican que el ver.tor 'ñ' es perpendicular alvector 

Al igual que en el caso anterior, escogemos las campo-

nentes de como 

e= (e 1 ' e z ) e 3) = (.Se., e .sen cp l sen ecos lf , cos e ) 

Las componentes cartesianas de un vector perpendicular a este 

estan dadas de la siguiente manera 

n = ( n 1 , n 2 , n 3 )= (ces e.sen f > co.s Gcos'f' ,-.sen «f) 

Conest:os vectores, y con la diferencial de ángulo sólido 

mencio11ada anteriormente, tenemos que evaluar las integrale~ 
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Usando algunas integrales conocidas de combinaciones de 

potencias enteras de senos y cosenos, es fácil ver que muchas 

de esta integrales son cero. Las únicas que resultan diferentep 

de cero son aquellas en que los indices i, j, k. 1 son iguales 

dos a dos. Esto puede expresarse matemáticamente como sigue 

En donde tenemos que determinar las constantes A, B y C para 

obtener 1os valores de las integrales que no son cerq. En lugar 

de hacer las integrales, usaremos algunas propiedades de los 

vectores de polarizaci6n y propagaci6n. Por la perpendicularidad 

de estos dos vectores, vemos que se i•j se obtiene 

Cuando se da esta condición, si queremos que la integra1 no 

se anule debemos tener simultaneamente k=I. 

Las funciones delta que aparecen en esta expresión cump1en con 

la propiedad Sti.-== bi..k=3, bi.1i:.b;.¡,;::.3 , por lo que obtenemos 

~A+a6+3C=O 
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Por las mismas razones. si tenemos i=l, resulta 

ei nj e¡. n¡, ::=A b i.j b1<.i.+ B S¿i.. bji. +e bi.• bjR. 

A E> i j b i. j + B o i. j ó i. j + C b e:~ ó jj == o 

-Además, usando el hecho que e y 

podemos afirmar que si i=k y j=l se obtiene 

que nos da la ecuación 

sA+<=tB+3C='I 

,,.... 
n son unitarios 

En resumen, las constantes A, B y C cumplen las tres ecua-

cianea algebraicas siguientes 

'9A+se+3C=O 
3A+~B+3C=\ 

3A + aB+"IC :.O 
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Resolviendo este sistema <le ecuaciones o->irn~1.ttáneus se obtiene 

A-==-- 1 
30 

con lo que concluimos que 

B== ~ 
30 

, C= 

+ 4 b ¡,¡,_ bjl 
30 

Entonces podemos escribir 

_1_ 
30 

bi.L b j\1. 
30 

Al cambiar el orden de algunos índices esta expresión no 

. se altera. Por ejemplo podemos hacer b¿i._bj\G= :;iLÓjR. ,para 

obtener 
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= 1~ (b¿1z.bjt- ! S¿jbRt]<n'lxi.x.i\n)(nlx.~.l.fn') 

- -~- [< n' l .,.:i..)<) \ n )( n 1 X¿ xj 1 n') - is <n'lx.i..><hn) (n\><":x.ttln'>] 
- 10 

Con este resultado ya podemos escribir el promedio del 

término cuadrupolar eléctrico, que es 

Solamente nos falta promediar sobre la polarizaciones al 

término cuadrupolar gravitatorio, que esta dado por 
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En este caso el promedio afecta naaa mas al producto 

cuyo promedio está dado por 

La manera de calcular estas integrales es muy semejante 

a como lo acabamos de hacer para el caso del término cuaürupo-

lar electromagnético, solamente que en este caso vamos a usar 

argumentos geométricos para ver cu~les de estas integrales se 

anulan. El resto se enco11traran de la oisma manera que en el 

caso anterior. 

El tensor de polarización es simétrico, por lo que et.j=-ej~ 

Adem&s sabemos que debe ser perpendicular a la direcci6n de 

propagación de la onda gravitatoria, lo cual se escribe como 

eLj n~=O 
La simetría del tensor de polarización implica que sÓlo 

tiP.ne seis componentes independientes. Podemos visualizar a 

este tensor como compuesto por dos vectores tridimensionales 

ambos perpendiculares a la dirección de propagación. Escribimos 

entonces ~ Por lo tanto al integrar el producto 

e~jekldOe , estamos integrando e1 producto de cuatro 

vectores eiej e..,e( dD 
Al integrar esta expresión sobre toda la esfera unitaria, 

es cJaro_ que cada componente de estos vectores tiene su inverso 

geom&trico del otro lado de la esfcrn, que la anula. Entonces, 

la 6n~ca forma en que uno de estas integrales no es· cero, es 
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sucede en la integrales er1 l.as que los indices se repiten dos 

a dos, es decir, en ias que i=j y k:.::l, i=k y j=l, i=l y j=k. 

Esto se expreso sintJticamenLe de ln siguiet1te manera 

e ij e Id. ::::. A ó ij S kt + 138¡1-<.ój1. + C S ü 6j1t 

Las constar1tes A, B y C serhn detern1inaclns vnli6ndonos 

de algunas propiedades del tensor de polarizaci6n. 

Algunas propiedades de los tensor~s son invariantes ante 

cambios de c.ooYcienadas. Por eso usuremos 1.'1 forma miÍs sencilla 

del t~nsor de polarizaci6n, que es (MTW) 

Las propiedades de este tensor que utilizaremos, y que 

son v6l~dos en cualquier sistema de coordenadas, son 

ei.i.=1-i=O 

(1 o º)(1 o -1 o o 
o o o o 

oº) ( t -t o =tv- o 
o o o 

oº) 1 o :::: z 
o o 

tr e;.jej~= .z de la 1nisma forma que antes. 
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Utilizando las propiedades de la deltil, y estas tres pro-

piedndes. podemos obte11er respectivamente: 

"1A+3B+3C=O 

=3A+9B+..3C=Z 

=3A+-3B+"lC==2 

Resolviendo el sistema de estas tres ecuaciones simultaneas, 

se obtienen los valores 

A=-_g,_ 
1'5 

B=_j_ 
5 

con lo que podemos escribir 

-124-

/ C=-1-
5 



con esto, podemos poner 

. se obti.ene 
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Con este resultado, el promedio sobre lns pol¡1rlzacionus 

del t6rm~no cuadrupolor grnvitatorio es 

Finalmcnte 1 recopilando los resultados de este ap6ndicc 

se tiene 
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APENDICE B 

ELEMENTOS DE MATRIZ, REGLAS DE SELECCION 

Y COEFICIENTES DE EINSTEIN 

En este ap~ndice se explico, sin entrar en todos los detalles 

de los cálculos, cómo se llegó a los valores de los coeficientes 

de Einstein, dando los valores de los elementos de matriz y 

reglas de selecci6n que fue ncLcsario calcular. 

Sabemos que tanto paro el caso electromagnético como para 

el gravitatorio, basta conocer ttno de los Lrcs coeficientes 

de Einstein paru poder conocer los otros des mediante las rela-

clones de Einstein. Por esta rnz6n encontraremos primero los 

coef ictcntes de emisión espont6nen y A~'n 
Según lo estudiado en el capítulo III, tenemos 

AG 1 :z. ¡?-
n'n ex: < r > t'l'n 

en donde 
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El t~rmino dipolar Ae lo encontramos calculado para 
n'n dip 

los primeros niveles de energía que son los que nos interesan. 

Las reglas de selección en este caso son las dipolares, que 

son muy conocidas y no las mencionaremos aquí. 

A los valores de A~'n dip (Canden y Shortley) tenemos que 

hacerles una corrección ya que como se mencionó, el radio de 

Bohr !!_..que aparece en nuestras funciones de onda del hidrógeno 

es ligeramente diferente al radio de Bohr a 0 que normalmente 

aparece. Sabemos que 

Por lo tanto, la corrección consiste en multiplicar los valores 

del libro por el factor 

(::ºr~ ( 1 G ""'::1 Yllz )z=(1 - .§___ "ñc l'l11l'l'l:z )-z 
ez "ñc ez 

=(1-

Por lo que la corrección es insignificante. 

Los valores de los coeficientes que nos interesan son 

B-1 
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Para calcular los valores de los coeficientes ~G 
· n 'n y 

A:,
0 

cuad es necesario evaluar primero el factor 

Nos conviene hacer 
1 

X =X, 
2 

X =y, 
3 

X =Z para obtener 

z 2 2 ¡z l<rz.>\n'n= I< Yl'I xzl n)j + l<n'lyzl n)\ +l<ri'te."'"ln) 

+- 2 1 ( 11' 1 :>(Y\ Yl) ¡ -z. + 2kY1 1 J X~ j f1) l 2. 

13-2 

Para enco11trar estos valores, tenemos que saber primero 

los elementos de matriz ~nvolucrados. Para esto recordemos que 

los elementos de matriz están dados por 

<n'lxz·ln)=2=. (n'.t'rn'lx4 ln-ª.m) 
l'l, l 
n~l' 

y análogamente para los elementos de matriz correspondientes 

2 2 2 
a y , z , xy, xz, yz, r 

En esta expresi6n, los elementos de matriz dentro de la 

sumatoria están dados por 
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Las funciones de onda ~n.f.rn son las del hidrógeno norma­

lizadas, que en coordenadas csfiricas tier1en la forma 

k=-i­
na.. 

En la integral deben expresarse 

como dV en coordenadas csf6ricns. 

2 2 
X 1 y 

2 
7. • xy, etc, nsi 

Evaluar toúos los elementos de matriz fué un trabajo sen­

cillo pero laborioso. Abarcarín mucho espacio incluir oqu1 

todos los detalles. Se trata simplemente de hacer muchas in-

tegralcs de las que se obtienen las reglas de seleccibn y los 

valores de los elemenLoti d~ u1aLrlz de las trancicioncs prrn1itjda~ 

por estas reglas de selecci611. 

Al hacer la parte angular de los integrales se obtienen 

las siguientes reglas de selecci6n 
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.R_'= .{±Z, !'=~ 
2..'= o_,.. .{-::o rronib;da 

'jz 71 '~ 

r' ,, rn'=M 

xy }) m'= m± 2. 

x:z= ,, \'Y1 '=~Y)±. 1 

yr. )7 m'=m± 1 

y-Z R.'-9.. I 
TYI= m 

i'=o_,,. !l.= 0 prnhibid.i\ 

Al hacer las integrales completas, los valores de los 

elementos de matriz que nos interesan y que 

por las reglas de seiección son 
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<4331Xzl311)=-45.21 a.2. 

<43Z 1 xz l 310>= -ZG.SG ..,_z 

<431I;><.ZI311)= 6.46a.Z 

<4E!>1 lxZl31-1>=-10.76a.2 

<4.3ol xz1s10>= "T.76a.z 

<4.3-! 1 x 2 f 3 11 )= - 3.T4 x 10-'!.._z 
<"l3-l)x")a1-1)= 14.01.._z 

<4 s-21xz¡31 o)= -r.13x10-5
.a.2 

<(43-3f xzf31-1)= -4.Sx10-4a.z 

<4 2 21 xz. ).322)= -4S . .3a.""· 
<:'4 22\ xz¡ 32o')=46 .:aci a..Z 

<4211 x.zl.321)= -7-zza."' 
<421) x 2 \3z-t)= 56.6Sa." 

<4zol x.z¡32z).=-4G.35a..z 
<4zol xzl:;;zo)= -Z4.6.3a.z 

<4zo\ xZ)3z-2>=46.43a..z 

<42-1IX 2 l3 21):=- 5"6. '-Sa.2 

<4z-1 l .x2 l sz-1)=-Z43 .47-a." 

<42-21 x:z \:azo')= 4" .43 a.
2 

<4 z-zl xz f 3z-2.)=-39-6oa.'-' 

<4zzl xzl:soo)=-33.-,za.Z 

<4201 x 2 1 aoo>= 3 .o4a.2 

<42-21x_Z)300)= -6.33:><.10-~: 

-132-

Q'=JI.. 
.Q..'= Q.±z 

Y..'= oh R.= o 

m;.==m 
m'== m± 2 

(4001x 2 l.:iz2)=-z24.2e ,._-.. 
<(400) x"-J3zo)= 101.oza.z 

<<1001 x 2 13z-2)= -ZZ1."l;t.;>..Z 

<'.4111x"'l311)=-15.'13a.z 

<411 1X."(31-1)=14.30"-Z 

<4101x"J310)'= -"'i'-s3a." 

<(41-l( XZ)311):: "'l'.!"la...'Z. 

(41-1 I xz ( 31-1)= 1 z.-,4 a."­

<42'Z1xzl1 oo)= o .-21 a..2 

<4201xzl100)=: -o.oza.z 
<42-2! x•q 100)::: s.04x10-6a.z 

<azz lx"I zoo)= -1.02 a.?. 

<'.3zol x2 l zoo)= o. lG a.z 
-s z 

<.32-zl xzl zoo)=:-4.4-:¡tx1o a 
<.311 I X 2 \211)=-"\.Z'Za.2 

<311 I xz121-1)= e.3za." 
<a1ol xzt 210)= -4.5E>a.2 

<31-11 x2(z11)=4.1.;;.a.2 

<31-11x. 7 121-1>= 7.44.a...: 

<:azzl x""'I 100)=º·3sa.2 
<•1201xz t 100>=-0.03a..<: 

<E:!>z-zl x 2 l 100)= e. í"X1o-~ z 



( n'.f.' m' l '1 2 111 ~m) Q.'= Q 

.re'= i± 2 

rn'= m 

1'YJ '= Y7l ±: z 
.2. '=o../-')- R.= o 

En es~e caso la tabla es idfntica a la de x2 

signos: 
salvo nlgurio:s 

< 11
1
i'm'l '1z 1 n ~ rn) = -én'.l'.'m'Jx.z(., Q.m)' c:ua.rido l'YI'= m± z 

<431 l ;:"'-) .311>= -4'i'.'TO a.2 

<4aol 2."' 1-:a10)= - ss.e:ra.z 
<:43-1J ro:J31-1)= se.eGa.z 

<4zzl ;az¡3z2)= -3o.1"la.z 

<:4Z1 / 2zJ;;sz1)=-44.3ea2 

«.:tzo) z:2¡.a20)= -6.a.01a. 2 

<42-11 ;:z/32-1)= -44.1.3a.2 

<4z-zl r;z.f3z-2)= -M .eoa.z 

<4201 ~zfsoo)= -54."9'3.a.2 

<411 I c-Z)311)= -:3.';t3~Z 

i..'=i.. 
.t'=.R.± 2. 

Q.'=oh R..=o 

<410 J ;cZ.f 310)=- 20.61 a 2 

<41-1 I ;:: z 1.a 1-1)=- 6.4.Sa. -z 
< 4001 ;cz.¡320)>= -361.66.a.2 

< 4zol i!:zl 100)= 10 -11'áa. z. 

<s2ol 'C:z/ zoo)= -Z."'14a."' 

<311 I Z:."'fZ11)=-4.S"la..2 

<:'::;101 z"' J zto:;>=:-10.s1a.2 

<:M-11 zztz1'-1)=-B.T4a2
· 

<szol r.:zl1 oo)= o.s-ra..z 
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<'.4"i$:3IX'11311 )::: -45 .'ZI ia.z 

<4szl )("\ l 310) = --z~. SGi..a.Z 
<4511 ><.'j I :H-4) = -10. 'i'G ¿a" . 
<4;;1-11x'1l3H)=3.'l-4.><.10-4,;az 
<4a-zlx'i l ::Ho";>= -=¡.. 13x10-s.:a• 

(4'3-?> lx '11 a1-1)= 4.sx.10-4ia.' 
<4z-zlx'1l<>zo)=4.;.39 ia..Z 
< 4'.Z1 lx"j l:3z-1/= s~. t,5¿,,_? 

<4201 X"\ l3zz): -4,;,. 35 ia.Z 

<4zo lx'1 l3z-z>= 4.;,43 i.a. .. 
<42-11x'i13 z 1>=- s~. c.s ¿.._z 
<"\z-zl.><'11:3Zo)= -4G.43iaZ 

<4:zz 1 x"\ lsoo)-:::: -33.qz¿a.z 

<402. IXcl 311)=-5:3.11a."' 

<:4311 ><:ti s10>= 4G.T5a" 
<.4:.o\ X'CI '8-11)= 12.zoa.Z 
<4so\xi::IE11-1)= 'T.s4.._-z 
<.4s-1 lxcl a10)= 3G.21a.z 
<:43 •. :zlxcl;:i.1-1>= 1'1.'13a2 

<4 2 21XC-1;3-Z1):::-15 .1oa..Z 
<4z1 1 x;; 1az2)=-1.s.1oa? 
<4211><2' 1 s20)::.-G:..1oa.:z 
<4-z.ol xe)s21>=-G.1oa.z. 
<"4-zo[ x;;l-;;2-1)= 6.oza" 
<c;.z-11><..r:lazo>= e..oza" 
<4 z-1\J<.~I sz-z>= 14.7-'i'a..-z 
<4-z-z lx~J32-1)=14.r::ra.z 

WJ'::= Mi:Z 

2.'.:=.t:tz. 
9..'=o ~11.==o 

<4z-zlx'11300>= e.33x10-4 t:a." 
<41 1 I><.'\ ( '31-1";>=: 14.30lél-Z 
<4 1-i l)( 'I' 3 1 t/= -"'f.19 ..... 
<400 1 x11 \32.'Z)>= ZZ4.'2SiaZ 
<.4oolx'113z-2>=-2z1.9-=ti.,.z 
<4zz1x'1l 1oo)= o.-z1 oa.7 
<.42-zlx.'1l 1oa)= -s .0<1-x.1ci-ló¿.._'­
<.:.2z\x'1l200)= -1.sz¿.._z 
<a2-z 1><-"\l200)=4 .4-=t x 10-r.¿,._• 
<::1111>«11 z1-1)= e.~z¿a..z 
<31-·IJ ><'11'211 )': -4. H>iaZ 

<'3zz lx.'1l100}= 0.35 i..a.:z 
<az-zl><'j 1100>=-sax 10-lót:a"' 

i'= .Q. m'= m ±.1 
!J..'=í±z 
i..'=o .,t.,,. i=o 

<4z1 \><o;:;l:aoo)-:::-ze.z.5a2 

<4 2-1 ( Xe l 300)'= 11.15a.2 
(4 1 1 (xo,! 310")=-5.S0a..Z 

<41o1:X:t1 .311>= -s.sa a.2 

<A 10 lxz,!;31-1)=-S-oza.z 
(4 t-1 lx:i: l::i 10).::: s.oza:z 
(4ootx:cl:>z1)=-:a "l'!!>.3'Ta..z 

<4001xz:1 sz-1>= "=1~_-:¡z..._? 
<4Z1 (x;: ( 100)= 0.11'a..'Z 

<42-1 lx.'i!=- \ 100)= 0.0-:¡..._2 

<::sz1 lxe t z.oo)=- t.'Sz:¡¡¡_Z 
<:'.;:, z-t 1 x;;.l zoo'):: o ·"ºª..Z. 
<'.a.21lx'CI100}=0.soa.2 

<'.Sz-t/,X.~( 100)=-0.12.a..Z 
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<432( ~el 8M )= -Z6.S6 C:a. 2 

<4'.31 { '1-al o10)::: Z3.36 ia .. 2 

<430l '1tf 311 )= -6.1 ia.2 

<'.430 l l.)el 31-•)= 3.12ia.Z 

<43-tl "l el 310)=- 10.1 ¿.._z 
<43-z1'1~\31-1)= -9 .4"'1-iaz. 

<4zz 1'1t.13:;;:-1)=-r-Ssia.z 
<4 z 1 1 '1c.I :02 z)= -:;. ss i:... -z 
<421 I '1cl3zo)=-.3.os.:az 
<4'Zo l··t.¡·'2' l 321)= 3.ost.a.z 

<4'ZO 1 1f?:1.:32-1>==5.01 ¿az. 
<4z-i 1 ·t.¡'el3zo)-=--s.01ia.Z 

<42-11,f~l.sz-z)= :r.a.9ia.2 

<4 z.-z' 'l=l: )g 2-1)=-"'1-34 ia.2 

.!l.'=1. 
R.'==i±z 
J.'==o~J.=o 

\fYJ '= VY] ± 1 

~S{ 

<4z.1 t '1r.I ;:,oo)::::-14.13 ¡_,._-r. 
<42-1 {'1;=! aoo'):::. -s.,e ia..z 
<'.411 1'1~l310)~ - Z.7-"I ia.2 

<4 1 O 1 "le 1 s 1 1) = Z. ít"l ¿,._z 
<"41ot 'i~l31-1)= :z.s1la:z 
<4 1-1l'1el.:!>1 o)= - 2. s1 ia.2 

<400 l '1>!-} :3Z.1)= 1S<é. G4 i.a.7 

<4001 <¡el 32-1)= 3".eo ¿"" -z 
<421 f '1;;)100)= o.o"! ia.2 
<42-11 '1:ol100)=-0-04ia<' 

<.3 '2 1 1 '1 e f ZOO)::::-: O. 7-6 i,a._Z 

<32-11 '1t.lz.oo>=-o.3oi.a,.1 

<sz1) '1i!:l1oo)=º·f5ia.Z 

«a-z-11L.Jel100>=-o.oc:.i.a.'2 

Jl.'=o+:,.. R.=o 

<4.3.3 trzlaz:z>=-i05.~az.. 

<4'2.1 lr 2 ta.21)= -to5.':f6a.2 

<4201 rz tszo)= ·103.4eta..2.· 

<4z-tl r 2 ts:z-1)= 1oa.22a.z 

<4z-zl v-zt:a2-2)=1os.EHa.:~ 
<41 1 1 V" 2 I :iH 1 )=.-39 .S4a..2 

<4-to t r21310>=..;.39,84.a.z. 
<41-11rz1 s1-1>=-3-z.z"Ta...2 
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Con los valores dados en estas tablas, sustituy~nd~los 

en la expresión (B-2), podemos obtener los !.(r'Z')j~,., que nos 

interesan. Por ejemplo, para obtener l(r2))~1 calculamos 

primero 

(31.:<.2.\ \ >= 2=_ <si'm' 1x'2!l1 t m )-:::::: o.e.saz. 
~,m 
;.', Yfl' 

y analngamente 

<. '9 \ y2 t 1) =o. '3 a :a. "t 

<si ;e.'Z 1 '\)= o.s'fa.?. 
<si xyl 1)= o.Bsa.z 

<3lx~l 1)= 0 · 18 :a.:z. 
2. 

<styel 1)= º· 21 ª 
(31Y-2 11)=-0 

Sustituycndc estos valores en (B-2) resulta 

y como el radio de llohr "ª a =0.529x10-S cm, tenemos 

1 l '2. . -34 
(Y z) 

31 
= -:¡.. Z€:>'10 x.10 cm4 
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Los· valll'res- de- f.<.: r-.Z.). i.:.·.,, rest:antes s~ ca.tcu.Ian d:e l.n misara 

1113!nera.. Los res.u:lt.adas s.on. 

z -34 4 

[<i-Zo>[ = -:r. :Z670Xt0 cm 
.:n -az 

L<.r'>l~f = 6.058 X iO c,..,,"I 

2 -Z6 4 
(<: r">i'..~?t = e.3e~'i'XIO c..., 

2 -31 4 
l<r2>l:sz=6.1S6GX10 Cl'Yl 

[<r2 >i:t =O 

Con esLos valores ya podemos caicular 1os coeficientes 

de E~nsteln de emisión espontánea 

Las multipl.icídades ~n y 'an' de 1os niveles, representan 

el. grado de deg~neración de los mismos. es decir el número de 

esta1os en que puede estar el átomo con el numero cuántico 

n fijo, o sea con la misma energía. Estas m~ltip1ícidadcs están 

dadas por los valores que pueden tomar 1os demás n~meros cuán-

ticos que determínan un estado, que en nuestro caso son 1 y 

m que como es sabido~ en el é..toao de hidrógeno pueden tomar 

los valores 

Jl.=0,-1,,z.,a., .......... n-1 Jml=J!.. 
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Con bnse en esto, tenemos que 

.:a 1=#{11oo>}=1 
ia :z == "* {1211)) 1210)_, l 2.1 -1), J 200) }= 4 

'a 3 = ~ { ( 322), l 3Z1)_, 1320),. J.3 '2-1),, J 3 2-z>, 1311 )_.. 

131 ) 1 1?>,-1),(soo>}='l 

~4 =#-{J4aa'>, )432), )431)~ l43o)_, l43-1)_, l43-Z) > 
(43·2''>, 14z2)_.l42.f'>,,14zo"),.142-f)·_. t4.z-z)_, 

l4t1)_, 14to>,l41-1),,l4oo';>}= 16 

Las fl"CCUencias tur¡"'I) están dadas por 

Wn 'n = _1:_,.,_•.,..-_E--"-n'---_ e z (-1- - _.¡ - ) 
i) 2a.1í Yl 2. Vl'z 

Recordando que m
2 

es la masa del electrón, e la carga del 

electr6n y m1 la masa del prot6n podemos obtener ya los valores 

de los coeficientes de Einstein cuadrupolares. Los resultados 

son 

A. G- a. .,. G s 
1 

lz. -3s -f 
M:31=-.41-~ Wgt (i-z) =3.1941':><.10 se€;;' 

<¡} 3 s-ñcG 31 

Ae s z 4 
"''c.ua.d=-~ ~ W41 l<rz>l41= f.Z57'5XtO $eg;'"' 

~4 1oc4 

A.e z -1 
n 4 ?>c.ua.J.= 4.41"10 XtO "'~ 

Ae?>ZcuaJ= 4S.'?-6B"I .seg;-1 

A~1 cuaJ.= 4. S"flOXt04 se~-1 

Mz1c:ua.1.=0 
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Con estos coefic~entes podernos calcular los que faltan. 

Tomando en cuenta la notación del capítulo III se obtiene 

G AG -41 -1 5 31 = 01 ="'\.a.zs4:><.10 se~ 

Ad e más,. como 

W e C!..e ) Be _ irZc.3 Ae Be aA Be 
41 == i->41 U.eCUJ / 41 - 1i W~1 41 J 14=~ 41 

tenemos 

W! = Z.334"1X10
18 

Ue(w') 5%-I 

W~= (1G)('2.:!>34"\)~ .¡o 19 u.elw)se~-~ 
:::: 3. -;r.3.:;o X '\O l"I t.l e C.W) seg- 1 
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Finalmente agrupamos en una tabla los resultados obtenidos 

en este apéndice que serán utilizados en el capítulo IV 

W e 1"1 1 
14 = 3. ~360 X 10 LAeC.W) se¡¡¡;-

e 1-e. ) -1 
W41 = z.3a,4"l X 10 u.elW Sef; 

S!1 = G.":7-Sl"Z X 10-:¡. :s~-1 

S e 10-:¡. -1 
43 = z . s-:r-oo x. seg; 

Re == 6. B 1 O e; X 10
8 seg- 1 

se =4.'ST-10X104seg--~ 
::hcoaó 

e;. -41 -1 5 ::::: 'L :32'54 X: 10 seg 
31 

TABLA B-1 

. 'VELOÓDADES DE IRAt-JSicioN 
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