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H4TRODIUCCICON

En este trabajo se wrala d= predacir a corte plazo comio 32 musve
globalinente la superficie isobdrica de Z=300inb: sl considararse

la segunda Ley de MNewton se obtiens (a ecuacidn que permile modelar
el movimiento de la superficie de interds. bajo las siguientes supo-
siciones: el aire es un flulde incocmpresible. no viscoso, y la acelara-

cicn de la gravedad es constante.

Este trabajo esta dividide en dos partes:

n la primera se presantan las ecuaciones fundamentales dal movi-
miento de la siguiente manesra: A partir de la segunda Ley de MNewton
se obtiene una scuacidn de moviiniiento para la atindsfara. la cual ze
expresa en coordanadas esféricas: y posterisrimanta. se transforiman
las ecuaciones de imoviimilento considerands a la prasidn coino
coordenada vertical, obteniendo asl a la velocidad entérminos del
cambio de la altura a presicn constante.

Tomando la velocidad anterior y la definlcidn de vorticidad. se expre
sa a esta en coordenadas esféricas.

Por ctra parte. considerande a ia velocidad como la suma de2 una parte
divergente y una rotacional (Teorema de Helimheltz), se encuentra una
expresion para la vorticidad en t8rininos de la funcidh de corriente. a
la que se derota como Y. Y a partir de asta expresicn se obtisne

la ecuacicn de verticidad. .
En esta parte tambign se obtiens a la scuacion de la divergencia, ya

que a través de ella se encuenlra la relacidn entre el laplaciano
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de Z y el laplaclanc de la corriente.

£ la Segunda Parte se resuelve la ecuacion de vortleidad numérd
camente de la siguiente forma: Se expresa la funcidn de corrlente

en tériminos de sai-ies de armdnicos esfericos de superficie. y se le
aplica ol laplaciaro horizontal en coorrdenadss esfericas. encontrandose
as{ la expresion del laplacianc de .

A partir de lo anterior se escribe la ecuacicn de vorticidad en sariss
de armonicos esfericos. obtenléndose las relaciones que dan el

camiblo de los coeficlentes de ¥ respecto al tiempo.

Despuss. se expresan cada una de las derivadas parciales del jacobisic
de la funcidh de corirlente en serles de arimchicos para cbtener los va
lores inlclales del jaccobiarmo, y con estos se calculan los coeficientes
: o F : de la serie del jacobiaro.

Coimio los valores iniclales de Z son conecldos, selamente se calculan
sus coeficlentes arindnicos medlante la regla de Stimpson (I1). Adamas
se obtiena una relacicn de recurrencia entre los coeficientes de ¥ y
los coeficlantes de Z, la cual parmite integrar la ecuacion de vortici-
dad. Firalimente, se hicleron 3 pronosticos para 24 horas despuss con
los siguientes datos: datos hemisfericos reales: datos locales reales

’
para Ia R_gpuhllca Maxicsna, idealizande 2
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hemisferio norte; y datos globales ldealizados



CAPITULO I
ECUACIONES FUNDAMENTALES



-ECUACIONES DE MOVIMIENTO

La segunda ley de Newton es el fundsmento sobrs el que se
desarrollan las ecuaciones de movimiento de este trabajo.
~El sistema de referencia en este caso es la tierra, la cual,

debido a sus movimientos de rotacicn y de traslacidn alrededor
del sol constituye un sistema de referencia no inercial. Aqui
solamente sz tomard en cuenta el movimiento de rotacidén de la
tierra, mientras que su movimiento de traslacicn serd despreciado.
La segunda ley de Newton solo es vdlida para sistemas inerciales;
por lo tanto, definiendo un sistema inercial como aguel en el

cual el centro de la tierra se encuentra en reposo, es posible
relacionar las dos diferentes descripoionss del movimiento de una
particula respecte de un sistemas de referencia insrcial, y uno no
inercial.

Considerese el sistema de referencia inercial K, cuyo origen
coincide con el del sistema no inercial, K’; de la tisrra que gira
alrededor de su propio eje con velocidad angular constante Q.

Sea A el vector de posicidn de la particula en el sistema
inercial.

Expresando a A en térmiros del sistema no insrcial
A=A’ L+ _.A.’yj + AT k-

~—~
-
~

derivando €ste respecto al tiempol se tiens:
W R Hxx
dt dt

donde: dp/dt representa el cambio respecto al sistema fijo y d/dt re
presenta: el cambio en el sisterna que gira. )

)
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llamando F & A se tiene:
dr dF S , ’
TEesTEr o 3
0 lo que es lo mismo:
V=V + QX7 ) 4

llamando shora Vf a A en la relacion (2) se tiene:
d¥, d¥: § v
S 8
sustituyendo (4) en el segundo miembro de {5) se tiene:
dgv, dv - = = o=
=g v22x7 + ox{axE) (6)
Si F es la fusrza real por unidad de masa qus actua sobre un
elemento de atmdsfera, entonces, por la segunda ley de Newton
se tiene df'ﬁé —
x=F (7
con la cusl, la expresion (6} toma la siguiente forma:
dv _ — =
n:F-zﬂXV-QX(QXP} {8)
Esta relacién dice que en el sisterna de referencia K, aparecen 2
fusrzas aparentes: ia fuerza centrifuga - QX (8 XF),vla
fusrza de Coriolie - 2@ X V.
Suponiendo ahora qua las tmicas fuerzas reales que actuan sobre
un elemento de atmdsfera son: la fuerza debida al gradiente de

presidn, la de gravitacidn, y la de friceidn [VII], la relacich
{8) toma la formas:



dv i - = G = T R -
a—t=-$VP+g’+Fr-2.QXv-QX(QXr) )]

"y considerando que el aire es un Flufdo no viscoso se tiene:

dv
dt

VP+g -20Xv-2X (@XT {(10)

‘Ulr-

Debido a que un observador en el sistema de referencia no
inercial solamente pusde medir la combinacidn de los efectos de
las fuerzas gravitacional y centrifuga, y no hay una forma
directa de medirlas por separado, a esta suma de fuerzas se le
‘llama gravedad efectiva, y se denota por:

E=g+ox(axr . (L1
Asi que la ecuseion de movimiento queda de la siguiente manera:

i 1VP E-20X7 2
;t_-z +E-202XV v | (12)

ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS ESFERICAS
Se expresard ahora a la ecuacicn (12) en coordenadas esféricas,
para esto, cualquier punto en el espacic se describird en térmi-

nos de las coordenadas { ryé,X ), como s2 musstraen la
siguiente figura:



X

el vector de posicidn es:

~

= roosdoosAl + rcost#siﬁ}\_'j'\ + rsingk {13}

0"

Los vectores base unitarios en coordenadas esféricas, que se usan
aqui, forman un sistemna positivamente orientado y se definen
como [VI]:
6?46:‘ _~
i8c78ri - o
/8¢ _ ~
ISF%E;;M— %o (14).
ar/8A _ ~ '
T3r/aA1 . °A

De las relaciones (13) y {14), se obtienen las siguientes
expresiones para los vectores base:

é;- = cospeosAi + cosdzsinkff + sinqbf(\ ; {15)



~

8=~ singeosAl - singsinA] + cosgk (18}
8= - sinAl + cosAT 1un

_“tomando las derivadas respecto al tiempo de los vectores base se
tiene:

8. = Acos¢é, + %8, (18)
&, = - Asing®, - 4, . (19)
8, = - cospAs_ + sinphe A 20

Expresando ahora la velocidad en coordenadas esfericas se tiene:

asi F=re
U C
entonces:

V=18 +r8, (21)
sustituyendo la relacion {(18) en la (21) se tiens:
v =8+ ricosps) + rédy, . ' (22)

la ecumcién (22) se puede expresar en la forma:
v= vrgr + VAE)\ + v¢§¢ ' (23)
donde:
V.=r 4
vy, = rhcosp _ : (24)
g = ro
expresando ahora la aceleracion en coordenadas esféricas:

L4




dv dv dé dv :
—_—= —--et_+ vr_-— +——>-‘-§A+ v)\-—- +——ie - {285)
dt dt dt dt dt dt

v sustituyendo las ecuaciones (18),{19) y (20) en 1a {25)

dv /dv

r 'dv}\ s .. ~
dt ( -é-- - vAcosrb)\—v ¢¢» e +] +vr}\cosrp~v q,,}\smq‘: &
: \dt
dv
. o\
+ (Jd * + v b +vy singA A {26)
y sustituyendo las relaciones {24) en la {28},1s aceleracidn

toma la formas

dv dv_ i vZ dv- V.V, V.,V
T B T Yy

dt dt r r dt r r
dv, v.v vt '
+ (—2+ Lo, —ﬁtgqb) 8!# : (27)
dt r r

El gradiente de la presidn del aire en coordenadas esféricss ss:

1 o 1{ 8P 13 1 apP ) -
- —grad jm |8 48— 4B (28)
P p| “ar ¢ do A rocosg A j

La fuerza de Coriolis en coordenadas esfericas es:

io



20XV = - 20kXv = 8, (zszsinqw ~ 2Qv_cosg)

-8 d’ZQv}\sinqb + 'ér2ﬂv)\cosgb (29}

- sustituyendo las relaciones (27),(28) y {29) en la (13} se
obtienen las componentes de la ecuacicn de movimiento:

“dv vE ovE 1 8P :

._t:--;)‘--—‘tz-g-—-—-—+29v)\cosqb (30-1)
d r r p 6r '
dvy, wv.ov, v,v i 1 8P

A, TA g Atg@) = —— +20singv,
dt r r p roosg EA :

- 2Qv cosp . {(30-2)

dv, vv, v 1 18P
BTl A 2Qv, sing {(30-3)
d - r r p r g

11



Los valores de las variables observados en sistemas sinop-

ticos son: [vIi1]

Ar g Az=103m.,ﬂuntuacio'n vertical.
a~6.37X106m.,radio medic de la tierra.
U~1{08m/s.,velocidad horizontal
Wi D—zm/ s.,velocidad vertical.
AP~103N/m2.,Fluctuacio'n forizontal de la presicn.
H~1 qu.,espesor' de la tropdsfera;
Po~1 DSN/mZ.,presio'n a nivel del mar;
G~10m/52.,ace1eracion de la gravedad;

.D~1Kg/ m3.,densidad del aire;
F~10"%1 .yparametro de Coriolis
L~106m'._,escala‘espaclal de los fenomenocs atmosfericos;
L/U~10"s.,escala temporal de los fenomenos atmosfericos;

Estimando ahora cada uno de los términos de las ecumciones
{30-1),({30-2) y {30-3) se obtiene la sigulente tabla:

i2



término

dv I_/_dt
v;'\/ r
v,;/ r
g
1 8P

P ar
ngxcosd:
dvx/" dt
vt_v);/ v

v q)v).tg'#/ (ol

1 1 &P
p roosp 3A

2Qsingv ®
| 20v_cosp
' dv d’./ dt

AN

TABLA No.1

escala

W/ {L/U)
U%/a
U/a

g
AP/DAr

FU
U/ Ly
WU/a
U2/ a

AP/DL

magnitud(m/s )
1077

6x10°%

10

6x1077

<1074
1073

1073
1078

6x10°7



© continua tabla Ne. i

vytge/r U%/a 6x1074
1 14P AP/DL 1073
p rog

2Qv, sinp FU 1073

En la tabla Mo.i se ve que s& pusden despreciar los términos
dv,_/dt, v;\/'r', vé‘)/r, 2Qvycosp, vV /1, v l;>\l?\l',g't2:'/:‘, 28y, cost,

VeV, ¢/r, v;‘tgx;)/r; obteniéndose las siguientes expresiones para las
ecuaciones de movimiento: '

i apP . ’
-g_?_g;.—. o @1
dv, 11 @P .
HT= - ; —fs gx“f‘ ZQSIHdJV‘# (31-2)
dv 1 18P
ﬁ: - -P— [‘— a-[-ﬁ— thsind: . v (3 1'3)

cbservandose también en la tabla 1 que las componentes
horizontales de la velccidad se pueden escribir de la sigulente
formas

i i a4apP . ‘ '
-— -——¢-3X +t‘v {32-1}

14



- P— F 'a—¢ - F\/Kz g (32-2)
las ecuaciones (32-1) y (32-2) se pueden expr‘esar‘ en forma
vectorial comos:

1 .
W, = P Vhr_P (33)

EL SISTEMA COORDENADO (A,¢,P.t}

Ahora se transformaran las ecusciones de movimiento mediante la
introduccicn de la presicn como coordenada vertical.

Considerando a r como funcich de P,A, @i, se tiene:

ar 8r

dA +(-—-) deb +(-— dt (34)
Beb/ pAt t bAD

Si P se considera ahora como funcion de ry, A, ¢, t,; se tiene:

8P BP /BP
dP (5) dr+ ) d>\+\ ) dop +{—) dt (35)
Agt ax rot 3¢/rAt ‘at rAp

. ar : ar
dr )

—| dP +{—)
3P/ At 8 lpgt

apP /ar‘. . .'at'\ a8, B
——) .——) dP+ } dA+i— dotie—" -dt
Agt] \8P/Agt \ax pobt (acp)pxt -8t.pAd
aP, Py P\ . |
+ (-——g d2\+(—-1 d¢+i—-—) dt (36}
‘Bhirgt  ‘8p/rAt \Bt/eAd

15



agrupando términos se tiene:

o (ap) B (BP\ Coar, ap
=|— +i—]
3r At \ap)mt ' \Br/agt Bnlpst \axrit

8Py 8, @Py 8P @3r 8P
+ ( \ { +( L id -J-—-? — il jdt 37
BrAdt'3pipAt ‘AleAt | BrAGt-ALpAL -3tkAd

dn

‘considerando en la relacion {37} solamente las variaciongs de
presion en la vertical,es decir, dA=dp=dt=0, se tiens:
ar\ dry
(-——-i (—-—-)‘ =i {38)
3r/agt\aP/Agt

" sustituyendo la relacicn (38) en 1a (31-1) se tiene:

{ar' 1 ‘

-—-) =-— {39)
| \aP/agt  pg |

Considerando ahora un desplazamiento a lo largo de una superficie
‘isobdrica en la direccidn de ?\ se tiene dp—dd}-dt— . ¥ la

— Larmem Yo P
ralacicn ‘2"}’ LOnia 1a 1ol tua

3P ar 3P _ o
= 5.
‘ SriApt\3Alppt  \dAirgt
¥y s.ustituyendo la relacion (3i-1i) en la (40) se tienes
(Br) {aP

- poy (41)
8A

pot N -Rak)rdzt

16



3i ahora se considera el desplazamiento a lo largo de una
superficie isobdrica en la direccicn de ¢, se tiene:
dP=dA\=dt=0, y la relacion (37) toma la forma:

LBP\ 18r

3P :
+( =0 (42)

E;/)th -gn;))p}\t. gr;))t‘kt

sustituyendo la relacidn (31-1) en la (42) se tiene:

ar 2138 '
- pg(——) =- (——) 3 . @3)
T \3¢/pAt BdirAd
Finalmente, sustituyendo la relacicn {41) en la (31-2) y 1a (43}

en la {31-3), las ecuaciones de movimiento con la presidn, p,
cormo coordenada vertical son:

dvs, g (Br : .

- = — + ZQsembvd, {44-1)

dt rcosd \A/pdt '

dv g [8r ‘

= ——(—— - 2Qv, sing o (44-2)
dt r \3hpAt

{ Ary 1 .

(—)X = — R {44-3)
aPAdt  pg : :

1as componentes horizontales de la velocidad se pueden escribir,
haciendo las aproximaciones de la tabla No.1, de la siguiente
maneras '

17



E 8r
Vg = T (-— ) : (45)
 reosg2Qsing \8A/ pot
g 8ry ‘
Va T (——- ) . {46)
c20sing ‘3¢ pAt

y escribiendo las ecusciones (45) y {46) en forma vectorial se
tiene:

. .
s 2 4
Vh £ hpr ‘ 47
.igualando las ecusciones (33) y (47) se tiene:z.
i g -
—V,. P==~¥_r {48)
pf P T Thp

Por otra parte, el geopotencial, @ , se define como:
A .
&= f gdz : ' (49)
o .
donde: z=r-a; a=constante;
y suponiendo a g constante la relacidn {49) torma la forma:

& =gZ . , (30}
por-lo tanto la relacidn (4B} puede escribirse de sigulente
forma: 1

donde el subindice h indica un operador horizontal.

De atiui en adelante se omiten los subindices.Por lo tanto, se entende-
rd a V como un operador horizontal.El caso contrario se Indicard ex~
plicitamente.

18



LA VORTICIDAD EN TERMINOS DEL LAPLACIANO DE r

- La vorticidad es un campo vectorial definida como el rotacional

de la velocidad. Sin embargo, en la dindmica de la atmdsfera
solamente se trabaja con la componente vertical de la vurl:icldad,A

§ = 8.Vx¥, y se le llama también vorticidad.

Siempre que se use la relacidn anterior se tomars a V comoe un ope-
rador completo.

La vorticidad en coordenadas esfericas es:

i ( a dvg ]
= | — vysind) - —£, (52
rsing | 46 3A :
donde:
G=colatitud
A=longitud
Jhaciendo € = 90°- ¢, la vorticidad toma la Forma:
S | a 3v '
§ =——|-— (vycosp) +—2 . (83)
rcosg| d¢ 3A .
donde:
p=latitud
A=longitud
sustituyendo las relaciones {(45) v (48) en la {53) oo tiens:
i g a 8r a g (] of
= el O g __) cosg +——I—————-——-( } {54)
rcosqal ag) r2Using 'dgp/pAt 8A|rcosgp2Qsing 'dX ‘pd
desarrollando la relacion {(54) .
g |-cosg /3 1 3 /ar ] 1 azr .
§=‘ ( } +—r— '—) cosg |+ Tz (—': {55)
r slnd) dip/pAt r cosp a(p ‘3p/pAt rcos ¢ 'GX /pht

19



timando ahora cada uno de los términes de la relacidn (33) [VIII]

TABLA No.2
término escala magnltud(s )
g - usL 10°
g cosg /E:} GZ/aLF 6.37x107
f rsing ‘8b/pAt
g 1 4 ar, ‘1 2 2z -0
2 —| — (a—-)' cosp| G(AZ) /L aF 10
f rcosp|dp ‘dbipit 1
2 ’
g L 8 2 22 0
G{AZ) sLaF - 10

I P
Frcos¢ 8Ap¢t

y observando los ordenes de magnitud de todos los términoes de la
vorticidad en la tabla Mo.2,se ve que se puede despreciar el
primer término del lado derecho de la ecuacidn {53} tomando la
formas:

g 1 a3 }8r ] 1 azr
g la— -—'—) cospi+ - (] (s6)
rcostp 3| BppAt | ccos b 3x Bet)

y la relacion (56) se puede escribir de la forma:

5:% Vr ' 1(57)



LA VDR.TICIDAb EN TERMINOS GEL LAPLACIANO DE LA
FUNCION DE CORRIENTE, ¥

El teorema de Hemlholtz, permite la particidn de la velocidad del
“viento en una parte rotacional, una divergente, y en otra de
deformacidn {IX]}; suponiendo que la atmésfera es un Flufdo incomprea-
sible, solamente quedan las partes rotacional y divergente de la
velocidad del viento, las cuales se expresan por: :

=9y, + \'?x (58}
donde: .
' Vv, =0 - (39)
¥y .
‘ Vx?ix =0 . : : (60)
lo cual implica que Vy, y“v'{ se plxeden escribir de la forma: -
v ='érxV\P - (81)
v =V . 62

donde ¥, es la funcidn de corriente para la parte rotacional det
viento, y X, es la velocidad potencial para la parte divergente
del viento. ) ’
Sustituyendo la relacién {58) en la vorticidad se tiene:

A

£ = 8. Vx(Gg + ¥,) ' (63)

21



L=8_.Vxiy + Er;.VxGx 64)

y sustituyendo ahora las relaciones (61) y (62) én la (64): -
= ’e‘t_.Vx(E x V) + é‘t_.Vx(V;()' (83}
y usando la siguiente relacicdn:
Vx(AxB) = (B.V)A - B(V.A) - (A.V)B + A(V.B)
1a ecuacidn (65) toma la forma:
£=8. (VU.VIB_-VU(V.) - E.VIVE 48 (V.VH)  (66)
o lo que es lo mismo:

L=- 8[_. & VIV + 8 8 (V.VI) ; 67)

. expresando la ecuacién (67) en coordenad;:xs esféricas se tiene:
1 3 aW 1 aw
; = —4——— —jcostp — H p——u— —3 . B87-1)
rcosp dop dp| rcos¢ BA
. lo cual se puede escribir de la forma: _
=V e (68)

quedéndo de esta forma expresada la vorticidad en términos de la
funcion de corriente, '



LA ECUACION DE LA VORTICIDAD

Para encontrar la ecuacidn que da el cambio de la vorticidad con
el tiempo,. solamente se tornard encuenta el vector horizontal del
viento y la componente vertical de su vorticidad, debido a que en
la stmdsfera el flujo del viento en escalas planetarias es cuasi-
horizontal, [IV], por lo tanto, partiendo de las ecuacicnes

de movimiento (31-2) y (31-3}, las cuales en forma vectorial se
. denotan por: ’

d?h 1 R
-—-:-—VP-kaVh . (69)
dt [ ' .

sﬁstituyendo la relacidn (1) en la (69) se tiene:

th . ,\ : : .
—:-vm-kavh : (70}

dt

la acsleracidn dsl viento horizontal se puede escribir como: -

dv av av
—_—= —+EV+ v, — {71)
de 3t T ap
y usando la siguiente relacisn [TV]:
Ve =VF/2) +kx¥ 72)
donde:
E=k.Vx¥ . ’ S 23)

y sustituyendo la relacion (72) en’la (71) se tiene:

23



dv  av av
—_—= —+ V(V "2)+§kxv+v———- (74)
dt At Fap

" de las relaciones (70) y (74) se tiene:

av av
———-+V(v12)+gkxv+v — + VO +Fkxv=0 (75)
8t arP

agrupando términos semejantes se tiene:

av av
——-—+V(v,/2)+(_l,’+f)kxv+v —_+VE=0 {76)
a8t arP

operando ahora sobre la ecuacion (76) con E.Vx se tiene:

av T av
K.Vx —+ k.VxV(v "/2) + k.Vx[(§+f)k x ¥ + k.Vx Ve T

a8t _ rap
+EVxVD =0 &)

donde:

avl [ 3v] av
k'vx[v ‘ kvi-—L-E—va

ap| [T &P &P ¥

]
i)

RU[([T+0k x VI=+0k.kV.T - k¥ V. (40K + k. . V) {{+OK

- G40k (. V)V (79
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dondes
E.?:G, pues, vik

Sustituyendo las relaciones (78} y (79) en la {77) se tiene:

~_ 3V . - N av
R.Vx —+ L+OKEV.V + K (.9 (T+0K + kv Tx—
at rap
. AV :
-k —xVv =0 (8D}
AP

Lomo k, no depende del tiempo, la ecuacion (80) se puede

espribi:-:

a3 . a

— &.Vu@) + [{+E)V¥ + (% V) (T+5) + V.~ (k. V'x)
8t arP

N av '
+ k.er_x — =0 {(81)
apP

Como { = k.Vx¥, la ecuacicn (81) toma la forma:

ag ay . &
—+ +OV.V + vV ({+) + VT + k'.erx — =0 {82)
= 8t aP aP ,

* Calcéulando ahora el orden de magnitud de cada uno de los términos
de la ecuacidn (B2) se tiene 13 siguiente tabla [VIII]:



términe
arsat
. gv-‘—,

fV.v

Ao

PAY

v .ags/ap

~£erx(aa:'aP)

TABLA No.2

esca lan
UL
UL’

FU/L
U“/'La

UF/L

(UAP/L) (U/APL)

{JAP/LHU/LAP)

magmtud (s )

107

En la tabla antericr se observa que los 2 ultlmos términos de la

ecuacidn {82) se pueden despreciar, quedando de la 51gmente

Forma:z

ag
—+ [+EOV. T+ V({4 =0

3t

(83}

la ecuacién (B83) se puede escribir de la forma siguiente:

at
—t V.GV + WV WV =0

At

(84)

-Usando ahora el tecrema de Helmholtz,; para expresar la velocidad

del viento ¥, en terminos de una funcidn de corriente Y ¥
una velocidad potencial Ti_{, la ecuacicn (84) toma la forma:



AL

gt-+ gV.(v\p + Vx) + FV.(V\;, + Vx) + (V‘I, + Vx).Vg

+ (V\p + V‘().VF =0 (85}

Desarrollando la ecuacidn (85)

at
=k TV, + V.Y + VG + VN + V.V + 7V .V
o TV.vg + LV Y 7 Ve t Yy [ Yy T

+Vy,. VE + Tlx.Vf =0 (86)
Ia ecuacidn (B6) se puede escribir de la forma:
a _ o _
5;-+ VgV + vx.vg + D+ 1D + V. VE + vx.vs =0 87
donde:

0= V. , (88)
Caleulando ahora el orden de magnitud de cada uno de los términos
de la ecuacidn {(87) se tiena la siguiente tabla [V]:

TABLA Na. 4 . -
término ‘ magnitud , nrdﬁ\;\(s-r“)
ag/at UL . o
VeV ‘ UL e o,
v_.V¢ . - RU /L i0

X ‘ 2 2 14
D R U"/RoL 10
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continuz tabla 4

m R,UALT 1"
Vg, VE BLU /RyfL 10
V- BLR,U /R ' g™

donde Vg~ U, ¥, ~RyU, D~R,U/L, B~F/a, Ry~Ry~1, V~1/L..

En la tabla No. 5 se observa que se pusden despreciar los
términos: 3o.,40.,50.y 70., del lado izquierdo de la ecuacidn
{87}, y por lo tanto la ecuacidn de vorticidad toma la forma:

A
~ s Ve =0 - @9
at . B .

Escribiendo shora la ecuacion (89) en coordenadas asfe’ricas,' Yy
agrupando términos seme jantes se tiena:

3 a G
._E=_\_".I’.L i-zn v—‘w’cos#)-vi@-—g (30).
at reosg 8A r r 3¢

y escribiendo la relacidn (61) en coordenadas esfericas:

Ty = Bgn Vi 0 = 8.x T | S 1%
~ donde:
i { i 3v) ( 1 B‘I’) @ ©92)
XV =8|~ = —— |8, |- —— — |+ &_(0)
c }\ r 6@) P reosd dA ) v

-28



Se obtiens, de las ecuaciones (91) y (82), las siguientes relaciones:

1 3¢ |
Vi = =~ —— (83
WA e ap :
1 aw .
Vi, = — 94
W roosp  8A
3abemos tambxen, de la relacicn {68) que:
= v ¥ - (95)
Sustituvendo la ecumciones (93), (94) v (95) en la (90}, s=
tienes
> {  a¥ aVW® 1 8W aVW 13%
— V¥V - — g = e — 20 (96)
at r cosd) 3p IBA r c:osqb 3 dp r 3A :

Finalmente; la ecusacicn de vorticidad en coordenadas esféricas en S
términos de la funcidn de corriente ¥, toma la forma:

_ B PYREEEIEE aw BV\D aw avw 1 3%
=V Y= | - —— m e | m e — 20 (87}
at reosp | 8¢ SA  dA 8¢ | r aA

ECUACION DE LA DIVERGENCIA - -
Para encontrar la ecuacidn de la divergencia se utilizara la
divergencia horizontal, la ‘cual se denotaré por:

D=v.3, o8

29—



vy que en coordenadas esféricas es:

1 ad 1 8
<V'Vh= —_— (ces¢v¢) + - Vi {30}
rcosp dp " rcosgp 8A ;

Tomnando ahora la divergencia horizontal a la ecuacion (76):

i

av 2 R av \
Vo | —+VE/2)+ (L +Nkxv+v, —+VdI =0 (100)
at T ap .

desarrollando la ecuacidn anterior
BV » N / aV
V. —+ WI[VE )] + V[ x ¥ + Y.y -—}-:- V. (Vd)=D0
|\
3t -1
"y usando la siguiente relacién {1V)

@V = V(@ 2) + T Exe

la ecuscidn {101) toma la forma:

3 v
B-(V.\'f) + V. (T.V) v+ V. (fk x V). + V.{v!_ a—>+ V.{Vd) =0
-1 P

Amemed e

U S

V.{fk x @ =€V.(Exi?)+f<\x\7.‘Vf -

av av 3av
V.(v -——): v V. — + — Vv
“ap/ T 8P ap *

Sustituyendo las ecuaciones (104) y (105) en la (103) se tiene:

30~

{101}

{102)

(103)

(104)

{105)



a : . - 3
— (V. %) + V. %V + V. (k x ¥) +k x &.VF + v_ — (V.¥)
3t rapP

av :
+— W+ vo=0 (106)
donde: aP
V. kx W =f.(Vxk -l(Vxe {107

- Sustituyendo la relacidn (107) en la {106) se tiens:

=1») ~ an av v
— + VAV - +kx @Vl + v — + ...,_'-;r‘,- + "’ =0 {188)
at : “ap ap
'pdes:
L= KV x¥

Aplicando el teorema de Helmholtz a la ecuacidn (108) se tiene:

-aD -
—+ V. [Ty + Ty +7 x)} + 67 +k x (B, +V,).F

at
ab 8
+v —+—(vm+v)Vv +Vo=0 . (109} -
-1 g -
Desarrollando la ecuacton {109) -

ab '
—+ V. (_\p.V)vw-i-V-[(_\pV)v + (‘ V)v‘p] + V. (— V)v - L+

=]
a8t

Rk gV R kT T j‘E a:wv o +ve=0 1o
aP  ap ap

=1



Calculande ahora, el orden de magnitud de cada uno de los
términos de la ecuscicn {110) se tiene la siguiente tabla [IV]:

TABLA No. 5 .
término escala magnlttﬂ(s")
an/at RU /L 10°
V.{9g- V1Y, UL 10

. 2 e il
V.[6g-VI¥, + (7,- V1] R, /L 10
2 2 .
V.9, R,U/L 10
. .-
£ FU/L 10
-~ ' 10
Exvg.vr © FU/a : 1.57x10"
Rxv.vF R,UF/a 1.57x107
' ' Con 12
v _3D/3P R,UZ/L 10
O z 2 11
A R,U /L 10
ap :
a;— ; T e 2 . .12
X g, R ‘ o
ap "
- S 2 2 ] -
V@ U /R 10

‘8
En la tabla No. 5 se observa que los términos del orden 10~ son
_los mds grandes, despreciando los de orden menor, la ecuacicn de
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la divergencia toma la siguiente forma:
Ve-fr=0 (1)

Pero sustituyendo la ecuacion {68),la cual nos da a la vorticidad
en términos de la funcidn de corriente, en la ecuacion (111), se

cbtiene: 2 2
VeéE=FVW¥ {(112)
. ¥ la ecuacion {112) ds la relacién entre el geopotencial y la
funcicn de corriente, que es lo que se necesitaba obtener, puss

mas adelante se verd su utilidad.



v CAPITULO U
SOLUCION CE LA ECUACION CE VORTICIDAD
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ECUACION DE VORTICIDAD EXPRESADA EN SERIES DE ARMONI
COS ESFERICOS .

Partiendo de la ecuacidn (37), se quiere llegar a predecir como

se musva la superficie isobdrica, P = 500 mb., de la stmdsfera.
Para esto, cada uno de los términos de dicha ecuacidn se

expresars en terminos de series de armonicos esfericos.
Comenzando por expandir la funcicn de corriente en series de

", armdnicos esféricos de la siguiente manera:

Yp) =2 2 S S (Ul cosmn + V. simmA} B (singd C(113)

WO nx

Por otra parte,se tiene que la parte horizonta! de] | ap aSn0 &n
-coordenadas esféricas es: ’

. 1 [a a3y 1 & .
¥ = e (cos¢—-)+——— -—2} (114
rcosrp d¢ 8¢/ cosgp 3A

Operando con el laplacianc sobre U, cosmAP {sing) de la ecuacion
{113):

2 "
(U cosm)\P (sind:))-—

1 3/ a8 1 a .
. "-w-—-——-l --( cosc,b )+~—— —_— (U“'cosm}\P (smd))) (115):
reosp | 3p\ cosp 3A

1 [ a a . 8 cos
= | ~— cosglt tosmA—~F, (sinq)) +—-—U"P"'(sinqb) —— (l 16}
r cosp | 3¢ ag¢ casp an”



y aplicanao ahora la relacidn (204) del apsndice a la ecuacidn
{118}, el primer término del iado izquierdo de {116) toma la
forma:

3 8 .. . r
—cospl, cosmA— P, (sing) = U,'cosmA }- singP., (sing)
dg: 3¢ L

3
+ cosp a—¢P:"'(sin¢) - meosgP, (sing) - msindP, " {sing)

F’ " (sing) ’ {117)
cosgp ’

Usando ahora la relacicn (2058) del apendice, la relacicn (1 17)
-torna la forma =

a B " a e i (321 Ml
~— cosplJ, cosmA—~—P" {sing) = U cosmA | -singP, (sing)
an 3¢ .

e f

+ (m+1)singP, (sing) - cosri)(n+ﬁ1+1) (n—m)P:’ {sing) - meosdP.” (sing)

4 2 Sin~¢ (1}

- msingP, (sing} + m ——F (sirub)] - {118}
cosg -

Sustituyendo ahora la ralacidn (118) en la (116} se tiene:

v ur cosmAP, (simp)‘-——;——{U:'cosm?i(-cosd)(n+m+i)(n-m)P:’(sin@
| rcosp o

. 2 sin:r,b . 1 - . 2 :
-mecospP (sing) + m P,,'(sin@)— —— U, P '(sing)m cosmA| {119).
cosp t;osdz .



y agrupando términos semejantes se obtiene la siguiente relacion: =

2 ., " ‘ U cosmAP (sing) ‘
v ‘U,‘ cosmAP, ' (sing) == - [n{n+1)] | (120)

t C

Aplicando shora el laplaciano horizontal a V. sinmAP (sing) de la
ecuacion (113) se tiene:

3 v”{\z:“sinmaﬁ;’(sinqb)}=

2

i B ! a 1 a
= o— |—| cosp— )+——- — | VStmAP (sing ) (121)
r eosh| 64:\ 3/ cosb AN i
i 3 d - r T
= g | —cosppV, SinmA~ P'(sing) - —— V, P 'm2%sinmA (122)
r cosg Bnp 8¢ cosp

Sustituyendo la relacidn (204) del apendice en la ecuscidn {122)
sa tiene.

1 1 (8 '
v [V sinmAP" (smzp)l— —-«-—-——{——-cosqzv sinm)\(P m )
cose |3 cosp

L " 2
- —— VP (sing)m sin_m).l - {123)-
cosg . .

Desarvollando le acumsidn (123) 's.e tienes
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2 1 i 3
V|V sinmAP (sing) j —— ] "sinmAsingP, + cos¢V.: smmk-é—P
] ¢

wat!

n

!

- V sinmAmcos¢P” - \/ﬁ‘"'s.inmkmsimpf—-&"’
2

1 )
VP"m sinm}\] {124

Ve

cost,b : i

Sustituyendo las relaciones (204} y {205) del apendme en la

ecuacicn {124) se tiene:
.

2 w ) -s 1 1 w Vil d
v V,,sinm)\P {sing)/ = —v—— - V sinmAsingP +
" f r cosp {_

E ) Siﬂlp antt - 1y 1 w
cosgV sinmA{{m+ 1)— B (nem+1) (rm)B7) - V'SinmAmcosgP,

cosp
” - e SING i -y 2
-V sinm)\msinqb(F; -m P, )- — V. P, m sinmA (125)
cosgh cosg

Desarrollando la relacion {125} y simplificandola despues se tiene:

" V. sinmAP,
V Vslnm)\P (smrb) e [-nln+1}] {i120)
r

por lo tanto, de las ecuaciones (1 13),(120) y (126} se tiene:

Te=a0 {v"(u"‘cosmw'") + v“(v“.'simmp"'-)]

e n{n+1)
-0 [ 35S (UcosmaP™ + V SInmaF, i Jrsehles (128)
Lagh x ,

Escriblendo ahora la ecuacicn (97} de la formia siguieie: .
38



=C-— — {129)
_ 3t a d8A -
donde: . L
t [awavw 38w avw
C=— —_ - —_— {130}
acosg | 8¢ BA Ax 3y

y expresando a  en términos de series de armdnicos esfericos:

C=a2 3% (Eosm + ESinmA) P sing) (131)

Weo Many

de la relacion (128) se tiene:

Y'Y 3 s aewninl) au mav:’]
i = -8 0 N ——— | cosmAP ——+ sinmAR — - (132}
at SE e at at |

L+

y de la relacion {1 13) se tiene:

3¢ 3 e
— = 0 2 (- mUsinmA + mV,cosmA) Pl sing) {(133)

Sustituyendo shora las relaciones {131), {132) y {(133) enla
{£29), la ecuacidn de vorticidad toma l= forma: \

2 sa e N{AH+1) au’ - AV
-a 03> —7—| cosmAP '—+ sinmAP, —

. mzo e t all: at

2 2t \-,n-u(

=20 23

Mzn Nuny

£ cosmA + F_:"sinm)\) P(sing)

"
2 1 wean

200 S {- mi'sinma + m'\/:éosm}\) P {sing) {1349

Mz visiy
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Suponizindo Jue s= S5l trabajando con P, orionorimalizados, y -
multiplicando la ecuacicn {134) por cospAP/cosp, e integrando:
P '

20
z w1 U
~ad ST —2 — cosmAP, cosuhP coshdhdA
MmO LM e : at o
" T
8V,
+ _; sinm)\P:cos‘ukF:f'co'stpdtpdAJ =
(O

2_2H-

a2 2 z E [ jcosmkp cospAP; cosgdpdA

21 ﬂ'
+ F:'jf {sinmkﬁf’bospk?v"cosrbdd)dk
Jo

0

T8 i
7T M waN

-20° =2 -mbJ; ( {sinm)\P:i:osyAEf(ccszpdr}:d)\

mizo hr D D
2T T )
cosmAP cospAP! cospdgdh {135)

JU J0

T

+mv,

‘Usando ahora las relaciones (215) del apéndice, la ecuacidn
{135) toma la forma:
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T

—-—J [cosrpdw“"’tq:,x) Y le,N)

2 H .z\.,:n(n+1)

-0 —

Mzo nzwa r

"l

dA j'cosqmw* tm,xrf"‘”(m)l
L

M Y

'-aQE

™o priy

f { cospdeY, 1, A Y, @A)

+F [dx [cos:;’:dnb‘f,"""'(zp,)\)"t’f"'{q),)\)\'
0

o J

AT w
(- (dh fcosfpdw:"'trp,mv""’w,n

Jo- [

27 w

+mV, [d?\Icostz‘f.,“’i ,A)Yi“‘t ,k)] . (136)
0 ] .

u:;cmuu las plvpnuuautsb ae ort.ononnuuﬁ«:non V.uu},kau:n y u: LU}
del apendice,se obtiene la siguiente expresicn para el cambio del
coeficiente U/ respecto al tiempo:

auv 1

{137)
at  vt1)

'[-r’ EXQ + 20V

a1



Multiplicando ashora la ecuacidn (134) por sinpAP/ cosp, e
integrando, se tiene:

M N

27 ar
U:| w '
-3 2 n(n—ﬁ-i)l [ [ cosmAP sin AP, cospdddA
at ()

mMro Vew

r

A ¢ . !
+T [ sinmAP sin AP cospdpd J =
o ‘0 .

U 11
3 -
aQ Z ] cosm}\EtéinpAPfcosr_bdzpd}\

meo s )L

T T -
}
+F r [sinm)\ﬁmsinpka’ cosgdpdA J

"o

2T 7
2 MmN

-20 EE[-mU [ [ SINMAPsin gAP! cosdpdA

Mao MTW

0 0

+ mV r [cosm)\P sin :.).D’ms.;,d.ad}‘
o Jo

lo cual se puede esoribir ds la siguiente forma, usando las
relaciones (215)del spéndice =

/2



2 T

e 3. .

-0 3 nn+t)| — | dA [ cospddY, (b, AN Y. (p,A)

wee ne at |y Jo >
2 i

av"

L]

+— 1daa [ cosrizdlI)Y:""(d?,)\)watfbs)\)l:
3t )

Cam Lin

-2 zz[ E7 (dx( cospddpY, T, A Y (,A)
0

mee o Jo
a7 o

W

+ E) J, dx [cos¢d¢>Y:1"’{¢,}\}'i"‘::'){r::,.\)]
K ] o

21 w .
-2 3% [—mUi? },dx [cosn:»dnb*t:“"wz,mY:“’@»,m
WD Wawny D D
: 2T bTe .
+ mV fdx { cosgdd Y, “{b,A) Y, "9, A) } - (139)
[} 0 )

Finalmente, usando las relaciones (208), (209) y (210}, se tiens
m® el cambin de \.{{( respectn al tiempo sctd dade por 12 expresidne
avy 2
—=- (a'0F”+ 204U7)
at i1}

(140}

Usando ahors las expresionaé {113) y {128}, se calculardn cada
una delas derivadas parciales de :

a3



1 [aw avwe awavw

©

C=m — - — (130)
acosp | 8 SBA 8x 8¢
para obtenerlos valores iniciales de C.
Por lo tanto, calculando éstas, y usando la relacicn (206) del
-apéndice, se tiemen las siguientes expresiones:
a‘l‘l 2’ M Wl " - -
— =235 (U_‘cosm?\ + V"s'mm)\) (hg¢(n+ 1),
ap mro wmvn :
1
- n-m+ 1B (142).
. T cosp
B‘Il 2 M wiaN ™ v vy m
— =203 S (UmstnmA + V' mcosm) P : (143)
Ax weo nawa .
VY sy
.2 _n{ndt) .
3 =2 QE%M = (Uhcosm}\ + V,,"éinm)\) ((n-!-i)tgtpP"
c .
- — (rm+1)B]) (144}
cosg '
E1 A TR
B & n{nt1) - - ) -
G o RZ2 o (UmsinmA - VincosmA)BS - (146)

Sustituyendo las ecuaciones {142),(143),(144} y (145) en la (130)
.se tiene: ’

as.



4 2
ERY] {-M we N

X

C= (U cosmA + V, smmk) (tg¢[n+1)P - {n-m+1)F,’")

a cos:p{ o mew cosp
" nin+1)
X‘E?,, (U msinmA - V. mcosm)\)
r
- é ﬁ ( U msmm?& + V mcosm>\ g

11wyl n{n+1) o

*S% - (UlcosmaA +Vsinmd) ((n+-1tgeR” -———(n-m+i)P "} (146)

Waenae - - cosgp

Si se define:

N WM

'Di = £ (U tosma + V'sinmA) (tg¢(n+1)P -
ro newn cosp

-m+1)E7) (147)

- M we bl n(n"'l) . -
=22 " {UmsinmA - VmcosmA )P (148)

Mo
mB=33 (U ‘minmA +V, “mcosmA) B ~ (149)

™ro wT

wep D) ”
- ——{ U zosma +v “sinmA} {(n+ 1 }tgpP]

l"

o
o
i
M‘

Vizo MeN

e (150)

cosep

la expresién (1 46) torma la forma:

a5



C= DiD2 - 0304 J (151)

cosp

obteniendo de esta forma los valores iniciales de C.

CALCULC DE LOS COEFICIENTES DE C
Ahora se esta en posibilidad de ealcular los coeficientes de C,
por lo tante, tomando la expresidn {131} de C en series de

armdnicos esfericos, se tiens:

oM man P 11 .
cC =h§§‘(£lcosm}\ +E sinm?\) P (sing) {152}
donde: -
C
CC =——
" al
' am
E=-T CCcosmAP, (sing)casedgdn” : (154
2T o
6 “7
a0 /72
F;’: J— CCsinm}\P:'(sind)) cospdadi {153}
T lielvy, :
i si m=0
donde: 4=
\ 2 st m#Q

y CC es una funcidn irmpar de la lstitud, de donde E:’: F:': 0 si
1+m es par, por lo tanto se tiene:

s a2

E=— J JCCcosmM’:(sind:]cosd;d(adh (156)

T ) .-
(4] o

85



T

T/
E=— ( {CCslnmka"'(sinrb)cosdﬂq;d)\ (157)
0 Jo

Las relaciones (156} y (157) se pueden escribir de la forma

siguiente
T i

E= [ gi(lmsd,AldAde - (158)
DJo
’ T2 2T .
E= ( ga{l,rm, b, A} dAdp {159)
pJo
donde:
: s .
‘g1{l;map,A) = -0 CC[R,S]cos[RA@]cos[mSAAPIL,M,R] (160)
T
2
gz2{l,m,$,A\) = — CC[R,S]cos[RAdIsin[mSAAP[L,M,R] {161)

. T

Aqui se usara la regla de Simpson para integrar los coeficientes E
F ,la cual permite calcular una integral de manera aproximada,
de la siguiente forma [II]:

~
.

h
(f[x)dx ='—3—{F(xu) + 4F(xy) + Flxp) (162)
Jx, ’ ' i . .
donde: h es la anchura del intervalo.
Formando shora una red hemisférica, cuya longitud y lalutud estan
dadas por: :
latitud = HI, I € [0,7/2]; {163)
longitud = HJ, J€[0,2x];

47



donde: H = S7/180;
.-Usando .entonces la regla de Simpson parsa integrar las relaciones
{158} y (159) se tiene: " .

% e

E[L,N‘]' = J{ [ glcd)!)\)d)\dd? (164)

o:J'o .
donde:,

L gl = gi(lm,d,N)
vz, Laitz .

ELM =33 | gulended

{0 1rO l€:£ lej .

. & 35 hg
= :&: < ('5‘ [gx('i’zp}‘:j) “+ 4gx (d’ai.,_u}\zj) + B (¢21+23A2j)]

hT, -
+ 4[5”g1[¢zis>\zj+x) + 4gz(¢=i+ss)\2j+1) + g1(¢zi+za}\zj+:)}

h 2
+H } (165)
31 3

{gl {‘172.1:%;‘14_2) + 431’[¢’2i+! 37\::3_‘_2) + g1 (‘3721.,_2:12.]'_*_2)]
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Tr» 1(:
{ ga2{,A}dXdgp {1686)
0

FIL,M] = l'

]

dondes:
gz(d)!)\) = gz(lam:‘j’:)‘-}

Xoseze A 2je2

CFlLM] = E 2 [ J(g:(t??,)\)dcpdx
T 2 “Az}
B Az I h ‘LI- ] )
=L“ E (—:;} i;gz{d)zi’)\zj) + 482(’}72“_1,?\:_1) + gg(¢3i+z,}\zj)J ,

2

+4 é‘]f:@’:p)\zj.,_d + 4gz{¢2i+1s>\2ti+l) + gz(d)zi_*_z,)\zj_’_l)]

.
h
"‘I;; [g2(¢2p)\2j+2) + 4g=:(¢gi+zs?\zj+g) + gz(’?’zi,'_ze?\zj,-rz)-_\‘ {167}

L

obteniendo de esta forma los coeficientes de CC.
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INTEGRACION DE LA ECUACION DE VORTICIDAD

Para poder integrar la ecuacidn de vorticidad es necesario determinar
.1a relacicdn que existe entre los coeficientes de la funcidn de corriente
y los coefientes de la superficie Z. Para ésto, se expresa a Z en
términos de series de armdnicos esféricos de la siguiente formas

z 4

a2 0

A ﬁﬁu(/\i‘cosm}\ + B:smm?\) P;’(sinrb) (168}
g wm=0 Lewn
donde: ;o
26 Gz
np 6 { m
A=-10 | ZoosmAP, (sing)cosgdgdr (169)
S er (d 4“/1
' am wla
B=— { ZsinmAP (sing) cosedgpdA (170)
0 Juy,
: 1 si m=0
donde: d= )
2 si m#0

. Para +m par; R:'(ﬁrvh es tma fimeidn par de

St o2

+
suponiendo que Z{A,$} es una funcidn par de ¢, se tiene:

ol nfz .
AZ: RLL f Jf 'Zcqsm)\F_‘: '(sin¢)cos¢d¢d>\ (171)
(] ) :

w
]

=0



27 72

B=— {Zsinm%Pf’(sind))cosd;dzjzdk S 172)
T jo °

expresando a las relaciones (171) y (172) de la forma:

afa. 2l

A= ALM] = { fza,xp) cosgicosmAP, (sing)dAdgp
. o Jo

T

L%

. JA{-‘, {1,m,h,A)dAdd {173)
1}

4]

T/ 2T
- 2 . .
B)=B[L,M] = — J [Z{?\,:b)cosd)sinm?\a (sing)dAdg
0J0 .

e

Wl 2

rfzu,m@,,\)dxw ‘ (174

oJo

Usando ahora la regla de Simpson para integrar los cosficientes A7 -
y B,'y haciendo lo siguiente:

s
£1(l,mp,A) = - Z[R,S]cos[RAplcos[mSAAPIL,M,R] . 178
T
. 2 )
Fa{lymyp, A} = — Z[R,Sloos[RAgIsin[mSANPIL MR {175}
T

Se tiene que las integrales (173) y (174) toman la formas:
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AfL,M] = J' Fa{,A)dgcA
[ a izv 11

2

TR
8 25 ;
= ‘20 § L 3][ 1('2‘".. :7\" ) + 4fx(¢:l+ls>\z S+ ('17..1_*,,.,)\" )]
h 2
+ < EHF’(%P?\Z}F’) + 4f1(¢zi+ss>\2j+x) + fx(!i?zi_,_z:?\zj_{_:)}

2-

h = B
+I;J [F1(¢7:i7?\2j+2) + 4F!{¢2i+1!>\2j+2) + F1(¢zi+25>\zj+z)}} (177)

‘(’:-‘12 12]-»2
8 5
BLM =SS! | 6@\ )dgdn

izo ivo

Cai “22i

=22 U‘}f (l? - + 4z (s, +la}\" i)+ Ealdny 2 )}
h[ :
4[5{ l;"a (lbzis}\zj.!_s) + 4f; (¢zi+1a?\zj+:) + 2 (¢zi+zs>\2j+x)]

2
h
+(5} [Fa (25022 j+?‘) + 4F; (¢:i+xs}\2j+z) + 2 (‘?’?i+zs>\z j+z)H (178)

obteniendo de esta manera los cosficientes de £
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De la relacion (168} se obtiene la siguiente expresicn para el lapla-
cianc de Z:

2 EZQE 10 nwlol (1+1) " ) : i
VZ =- s5 (A  COSmA + BLsinmh) P, (sing) (180)

g wm=e Rxwy a

Usando shora la relacidn entre el geopohenmal y la Funcidn de
corriente:

. 2
Teo=(vw . (112)
donde:
£ = 20sing
& =gZ
y considerando g constante, la relacidn {112) toma la formas
EV Z =V ¥ : (181)
Sustituyendo 1as relaciones {128) vy {180) en (181) se tiene: .

2 m CIET

Q (A cosmA + Bl sinma )P (sing) 1041) =

n;vo j-— 13

252 sing ‘22 1(L+1)(U cosmA + V smm?\)P , lging) (182)

wzo L=

'y usando la relacidn (207) del apéndice y sustituyendola en el
‘segundo mlembro de la ecuzcidn {182) se tiene:

210 ma C (emi) 21+t (|+1+m}
20 22 1(1+1) (U cosma+V, Sinmx ) P (stng)
211 (2040048 (L-m)

202 et 1+m[ 214t om)>
203> l(l+1)(Ukcosz+\{ sinm?\)

et 21+42(1-1)+1 (1+m)

P(sin¢) {183)




v simplificando (183), se llepa a la Siguiente expresicn.
Y2

Wimo L vl

10 w4l g r‘n“
20°S 3710- 10{U cosma+ v, smm)\)\ - \P (sind)
1

Y

nizo.L=vel

- . a+1) - m
205 5 1+ 1) (1+2) (U cosmay sinma ) " (184)
40 +1) - 1

3e observa en (184), que ambas surnatorias pusden empezar en I=m,
(LTS
entonces, empezando en l=m y separando los términos > > de la

wmEe gzl

primera suma, se tiene:

2 214 ] 2‘;/1-!
gg)fu 10U, [I-m 1) 1+ I i A
25 -0 |——] + {I+ + cosrm
=5 l 41 -1 +1)i- 1)
Pty ] p
sy’ | |

+ {l(l-i)‘v’"’

= 'sinmX; P {sing)
(1+1) -4 J

2

-m“
+ () 2
411 |

——

N

+280 2 E 1[1+1)(U "cosm}\-l-\/ sinmA)

e o e tutil

%
- m }P""(sindl) (185)
1 -1

Sustituyendo (1835) en el segundo miembro de la relacion (182)

e igumlando, respectivamente, los coeficientes de cosmP\P;' {sing)

Y sinm)&?['{sinqb), se obtiene, para m = 0,1,....,10 y I =myece.,m+10,
las siguientes relaciones entre los coeficientes de £ y ¥:

%\

o : ‘ [ (+1)-
1(1+1}A£=2 (1-1)1@,{ ! (l+i)(l+2)U"l

(188)
4{1+1) - 1
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t H 2 —q/,

1{1+1)B; = \(1 1)1\4,4l l+(1+1)u+2)v

l.ﬂ

i (1+1) - )
‘ {187)
I

+#1)- 1

‘\ R
Igualande ahora los coeﬁcle-ntes de cosm)xP (sing), y sinmAPZ{sind)),
se tiene, para m = 0, .-,lD yl=m+il, m+12:

- R
i

» -m [
0=20+1)1" ~—p— : (188)
l_4l 1 l‘
[ 1'- fnq% ' )
0= 2(1+1)1V T i {189;
var- 1] :
Por lo tanto, de las relaciones (188) y (189) se tiene:
U.f.'.'.n= U..',‘.'.,= a | . (188-1)
Y= \/ =0 - . . (189-1)
ia relaciones (185) y {127} se pueden escribir de la forma:
Lt T T2

U“" i) Rt b-m U 4(l+1)-1}. : L
x\\/:)\ {2{8}-.{;141 “\v}lz{-ﬂ_-’*‘{)_‘——l {184

Las relaciones {188-1) y (189-1) se pueden escribir de la forma:

Ut A‘; 42 () -m U,',",’
N A T FE P v
\

/U:llfu\ 9] ‘\'5.
[ ): N (192)



(AT

\ | 92-1)
we | \ D

y de las relaciones ( 190) ¥ {192), se encuentran los coeficientes
siguientes: (tomande inicialmente 1 = m+10, y continuando de 2
en 2 hasta 1 = m+2)

/
\
\

U 0N
\4

w o ’ w

Ui s U

U
IR v
\/m',{,, gl s eeeavanans st

y de las relaciones (190) y (182-1) se obtienen los siguientes
coeficientes: (tomando inicialmente I=m+9, y continuando de 2 en 2
hasta l=m+1)

e (194)

Obteniendose de esta formia los cosficiantes de '’ 2 partir do los
coeficientes de Z.
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(183) ~



DATOS Y RESULTADOS

El método de selunidn de la ecuacidn de vorticidad en términos de
series de armdnices esferines, para la superficie Z=500mb.,se

" prebd con los siguientes datos:
1.- Datos de una superficie hemisfsrica idealizada, la cual se
rmuestra en la figura No.1;
2.-Datos reales de una superficie en el hemisferic norte, del 4
de diciembre de 1950, les cuales se muestran en la Figura No.33
3.- Oatos reales loczales de una superficie de la Repuiblica Mexicana
del 17 de julio de 1984, v datos ideales para complementar =l
hemisferio norte, los cuales se muestran an la figﬁt‘a No.6.

Con estos datos se hize un prongstico para 2+4 horas,y se obtuvieren
los siguientes resultados:

1.- Para la superficie hemisférica idealizada se obtuve la supar-
Ficie que se muestra en la figura Ne.2; y compardndose esta con

la figura Ne. 1, se pusde cbservar que la superficie se musve

hacia el este;

2.- Para la superficie real dal 4 de diciembre ds 1950, =l
prondstico cbtenido se muestra en la Figura No.4; y comparando
dsta ocon la de la figura No.5, que es la superficie observada el

3 de diciembre de 1950, se pueds ver que ol movimisnte generzl d=
la suparficie pronosticada de los 20° a los 90° de latitud norts

as muy parecido al movimiento de la superficie observada el 5 de
diciembre de 1950, en ese mismo intervalo de latitudes.
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3.- Para los datos locales de la Repiblica Mexicana, el pronostico
obtenido despuas de 24 horas, se inuastra en la figura Mo.7,
comparando estos datos con los de la figura MNo. 8, los cuales
pertenscen a la supearficie cbservada el 18 da julio de 1984, se
ve que el moviimiento global de la superficle prorosticada se
aproxima bastante a la observada. '
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Figura No.3, Datos observados el 4 de diciembre de 1950 -

Fiaura No.5. Datos observados el 5 de diciembre de 1950
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CONCLUSIOMES

Al resolver la ecuacicn de vorticidad en tériminos de serles da
armdnicos esfsricos de superficie se cbtlenen las siguientes
corclusionas:

- La superficie hemisferica real pronosticada es muy paracida

a la superficie observada en el intervale de latitudes de 20°a 80°.

- Se observa que la superficie ldealizada despuds de 24 horas. se
desplaza hacla el ceste en latitudes bajas.

- El método se probd’con incrementos de tiempo de 3 horas a partir
de datos ideales y reales, observandose gran estabilidad del proceso.
pues se obtuvieron resultados analogos despuds de 24 horas.

- El prondstico al utilizar datos reales seguramente fué alterado por
la carencia de datos en el hemisferio sur, ya que al usar el imélodo
ds armdnlcos esféricos se debe contar con todos los datos del globe
terrestre para poder pronosticar una regicn limitada de la tlerra.
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FUNGAMENTACION MATEMATICA
En esta seccidn se mencicnaran las principales herramientas

matematicas scbre las que se ha basado este trabajo:

Condiciones para expandir una funcidn en series de armdnicos

esfericos de superficie:

3e tiene que, sujeta a2 las siguientes restricciones, una fumeidn

F{$,A) definida sobre la superficie de una esfera es

representable en térrminos de series de armonicos esfericos de su-

perficie, es decir:
la series:

Fgp,A) =§ A P, (sing) +§ "z(( A':cosm}\ + B:’sinm?\) P:’(sinqb)

Leo Lm0 W=y
donde:
2T fije
H ,
A =— F($,\)P, (sing)cospdedh
27 ). :
a T/
2T Ty
1 [‘ [ w
A =— } F(rj),}x_‘lcasm}x?‘l {singlcosgdgcr
T
Vi

il
=—-—}, F(z}),}\)smth (smd))cosd)dr})d}\

en la cual F(p,A) tiene una integral absolutamente convergente
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'sobre la superficie esférica, convergera en (p,A) al valor
Fp,A), si {p,A\) es un punto de continuidad de la funcidn con
respecto a (p,A}, 6, al valor 1/2{f1(p,A} + Fz{d,A}}, st el punto
es tal que ahi pase a través de €l una linea de discontinuidad
tal que fi{¢,A), Fz(p,A) son los limites de la funcion en el

punto tomandolo de los 2 lados de la lines, y si la funcidn ¢{y),
la cual es el valor medio de la fincion £(¢,A), para cada valor
fijo de y sobre el circulo para el cual y tiene ese valor,

- tiene variacion acotada en todo el intervalo (0,7} de y.

Por lo tanto,se puede mostrar que cualquier funcion de cuadrado

integrable de A vy ¢ puede ser expandids en series de armdnicos
esfericos de superficie [VII]:

Relaciones de Recurrencia -

Las Funciones Asociadas de Legendre satisfacen las siguientes
relaciones de recurrencia [IiI]:

EIP:’(sinn;i)) ot sing
—— =P, (sing} - m P {sing)
2
89 cosg
i .

aPl (Sind)) 4 sing ' v gy PEWS JURY . L NP SR
rTTE—— = (-} ‘Dx {sing; - u-;-c_u-i-x.lu.ﬂ_ut’" \Sirupj

d¢ cost

8P} (sing) . £ ..,
——— =tgp(1+1)P, (sing) - — (I-m+1}B’ {sirgp)

» 1
" 1 n ™
Sil‘llf)Pn = 5-: (I-HTI)PL_‘ + (l-m-l-l)P“,

&9

(204)

(207)



Ortonormalizacidn y Relacion de Cerradura

Por su construccion los armdnicos esfericos constituyen un
conjunto de funciones norrnalizadas, los cusles tarmnbién son

ortogonales;las relaciones de ortonormalizacicn de los armdnicos
esféricos de superficie son [VII]:

20 Ty .
FA Y (6,0 Y] 19, Ncostdd = §,,4,,. (208}
() '
an ), .
i {d)\ Y (9, N Y, U, Ncasedd = 4,6, ' (209}
% s
an r.11/7_ L
o] Y e YU N coseds = 0 (210
: )0 4_,%— o
" donde: 0 o
» [0 mEp
.6m/(=
L m=p

el coﬁjmwl:o de armonicos esféricos de superficie, por lo
_tanto,constituye una base ortonormal del espacio de funciones:

de cuadrado integrables de ¢ y A, lo cual se expresa por la rela-
clon de cerradura [VII]:

= YN, @) = Ssing-sing)S(-X) » 211)
A m '
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Paridad

_.Los armdnicos esféricos son funciones cuya paridad esta bién
definida e independiente de m. Son pares para | par e impares
para | impar [VII].
La relacidn de paridad que satisfacen las funciones asociadas de
Legendre es [I]:

Presing) = (1) TP fsing) (212)
- Relacidn entre los Armonicos Esféricos y las Funciones Asociadas

de Legendre

L= dependencia de de los armdnicos esféricos reside en funciones

conocidas como funciones de Legendre y funciones asociadas de
Legendre, asi que, los armdnicos esfericos de superficie

son proporcionales a las funciones asociadas de Legendre, es
decir [I1I]}:

(*) \ 21+t (l-m)it cosm)\\\
an (b, A) =\J— P:(sinqb) ) ;8imz0 (213}
2w (14+m)! _sinmA

donde P, son las funciones asociadas de Legendre definidas por:
. Y
P(sing) =\ (1-sing )™ ———— P, {sing) T 214y -
dising)
y el conjunto de P:'para m fija constituye un sistema ortogonal

de funciones:
T

2
{coszbddP:(sind))P;(sind:) =
o 21+1 (l-m)i

{14}

611: {215}
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_con las cuales se pusden expandir funciones de $ solamente.
y para m negativa se tiens:

"'C) \f.21+1 {l+m) ¢! o (cosmA .
(P,A) P, {sing) ( ;i ome  (214)
4T (l-mj! : \sinmX

72



BIBLIOGRAFIA



[T

[

1A

VII

VIII

">
SN

XI .

BIBLICGRAFIA

G.Arfken, Mathematical methods for physicists.
{Academic-Press, 1 970).
R.L.Burden & I.0.Fairs, Analisis Numerico.
{Grupo Editorial Ibercamerica, 1985).
E.Butkov, Mathematical physics.
{Addison-Wesley P. Co.; 1368).
W.Haltiner, Numerical prediction and dynamic meteorology.
{(John Wiley & sons, 1980).
W.Haltiner, Mumerical weather prediction.
{John Wiley & sons, 1571).
W.Hauser, Introduction to the principles of mechanics.
{Addison-Wesley P. Co., 1966}.
E.W.Hobson, The theory of spherical and ellipsoidal harmonics.
(Chelsea Publishing Ce. N.Y., 1965).
J.R.Holton, An introduction to dynamic meteorology.
{Academic Press, 19772).
AL Sommerfeld, Mechanies of deformable bodies.
{Academic Press, 1950).
P Thompscn, Numerical weather analysis and prediction.
{Mac Millan Co. N.Y., 1861).
W.Burke & B.MeAveney & K.Puri & R.Thurling, Methods in
computational physics.
{Academic Press. 17,267, {(1877) ).

74



XII

XIII

X1V

S.A.Orzag, Transform method for the calculation of vector-
coupled sums. Aplication to the spectral form of the vorticity
equation.
{J. atmospheric sciences. 27, 830, (1870) ).
3.Kubota & M.Hirose & Y.Kikuchi & Y.Kurihara, Barotropic
Forecasting with the use of surface spherical harmonics repre
sentations.
( Meteorological Research Institute,Tokio. Nos.3-4, XII, 199,
(1961} ).
I.Silberman, Planetary waves in the atmosphere.
{J. iieteorology. 11, 27, (1854) }.

75



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Ecuaciones Fundamentales
	Capítulo II. Solución de la Ecuación de Vorticidad
	Integración de la Ecuación de Vorticidad
	Datos y Resultados
	Conclusiones
	Apéndice
	Bibliografía



