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LN rRODUCCION 

[n este trabajo se lrata de predeci¡· a cc·rtc· -plazo como se mu:·.-: 

globalme;·,Le la su¡:-erficie Isobárica de Z=SOOmb; :ü co;-.5ld.-er;;1·s-e 

lc"i segunda Ley de Newton se obtiene ia ecuación que peniille modelar 

el rnovimleíito de la superficie de ir.ter-és. bajo las 5lguiEr:.tes supe·· 

siciones: el aire es Wi fluido ir;compreslble. n:· ·viscoso. y la acelera

ción de la gravedad es c·:m5tante. 

Este trabajo esta dividido en dos partes: 

En la primera se pre::;er:.tan las ecuaciones fundamentales del movi· 

miento de la sigui.ente manera: l\ partir de la segunda Ley de Nev;ton 

se obtiene una ecuación de movimiento para la atmósfei-a. la cual se 

eJ<.presa er. coordenadas e·sférlcas: y posteriormente. se transforman 

las ecuaciones de movimiento considerando a la presión como 

coordenada vertical, obteniendo asl a la velocidad ~11términos del 

cambio de la altura a presión constante. 

Tomando la 'lfelocidad anteílor y la definición de vo•ticidad. se exp1-e 

sa a esta en ccordenadas esféricas. 

Por ctra pa•-te. cc,;-.sldé>t«:;ridc• a la velocidad como ia ::ouma de una parte 

dlvergenle y una rotacional íTcor-ema de Helmhc.ltz:i. se encuentra una 

expreslón para la lfortlcidad en términos de la función d.:; co1·Lianta. a 

La que se denota como W. Y a partir de esta expresión se cibtlene 

La ecuación de vortlcidad. 

En esta parte tarnblén se obtiene a la ecuación de la dh:ergencia. ya 

que a través de ella se.encuenlra la .-elación entre el lapl:3ciano 
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de Z y el laplaclano de la corrlent-e. 

Cn la Segunda Parte se resusl.-e la ecuador. de vortlcidad nurr1érl 

camer.te de la siguiente forra.a: ~e expresa la fur.ción de cori-lente 

en términos de :S€ries de armónicos esféricos de superfl.::le. y se le 

apllca el laplaclar.o horizontal en cooi-denadas esféricas. encontrándose 

asf la expresión del laplaciano de ILf. 

A parUr de lo anterior se escribe la ecu.acl.:in de vorticldad en serles 

de armónicos esféricos. obteniéndose las relaciones que dan el 

cambl·:J de los coeficientes de 'lt respecto al tiempo. 

Después. se expresan cada una de las derioadas parcl.ales del jacobic:.nc; 

d2 la función de co¡-¡-lente €:ii ser!~ de annónlcos para obter.er los va 

l.Jres iniciales del jacobiano, y con estos se calculan los coeficientes 

e;. r: de la serle del jacobiano. 

Como los valores iniciales de Z son conocidos, solamente se calculan 

sus coeficientes armónicos mediante la regla de Simpson Cll). Además 

se obtiene una relación de recurrencla entre los coeficientes de "1 y 

los coeficientes de Z, la cual parmlte integrar la ecuación de vortlci. -

dad. Finalmente, :se hicieron 3 ¡:.ronostlcos para 24 horas después con 

los slguientes datos: dato:s hemisféricos reales; datos locales reales 

hemlsfei·l.o norte; y datos globales idealizados. 
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CAPITULO! 

ECUACIONES FUNDAMENTALES 
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l. 

·· ECUACIONES DE MOVIMIENTO 

La segunda ley de Newton es el fundamento sobre el que se 
desarrollan las ecuaciones de movimiento de este trabajo. 

El sistema de referencia en este caso es la tierra, la cual, 

debido a sus movimientos de rotación y de traslación alrededor 

del sol constituye un sistema de referencia no inercial. Aquí 
solamente se tomará en cuenta el movimiento.de rotación de la 

tierra, mientras que su moviq¡iento de traslación sera despreciado. 

La segunda ley de Newton sólo es válida para sistemas inerciales; 

por lo tanto, definiendo un sistema inercial como aquel en el 

cual el centro de la tierra se encuentra en reposo, es posible 

.-6lacior.a..~ las dos difec-erii:.es descripciones del movimiento de una 

partícula respecto de un sistemas de referencia inercial, y uno no 

inercial. 

Considerase el sistema de referencia inercial K, cuyo origen 

coincide con el del sistema no inercial, K', de la tierra que gira 
alrededor de su propio eje con velocidad angular constante n. 
Sea A el vector de posición de la partícula en el sistema 

·inercial. 

Expresando a A en términos del sistema no inercial 
A =A' ; ..L.. A' i' ...... A• t. · · · · x- · · · Y" · · • z·· 

derivando éste respecto al tiempo se tiene: 

d~ <fA ñxA 
- =-+ 
dt dt 

,. ' l.&./ 

{2) 

donde: df/dt. representa el cambio respecto al sistema fijo y d/dt ·re 

presenta, el cambio en el sistema que gira. 
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llamando F a A se tiene: 

drr.= - dr .ü x r 
Cit-rr+ 

. o lo que es lo mismo: 

(3) 

vf = v + ñ x r (4) 

llamando ahora vf a A en la i:-elacion (2) se tiene: 

dfvf dvf u xv-
crt =n + f es> 

sustituyendo (4) en el segundo miembro de (5) se tiene: 

dfV'f' dV - - - { - - ) Tt = dt + 2 n X V + Q X u X r (6) 

Si F es la fuer-za r-eal por unidad de masa que actua sobre un 

elemento de atmósfer-a, entonces, por la segunda ley de Newton 

se tiene dfvf 
Clt = F (7) 

con la cual, la expresión {6} toma la siguiente forma: 

dv 
at = F - 2 fi X v -1'i X ( fi X r } (8) 

Esta r-elación dice que en el sistema de refet"encla K', aparecen 2 

fuerzas aparentes: ia fuerza cs.-.tr-!f! .. iga - fi X ( fi X r ) , y la 

fuerza de Coriolis - 2 fi X v . 
Suponiendo ahot"a que las únicas fuer-zas reales que actuan sobre 

un elemento de atmósfera son: la fu~rz:a debida al gradiente de 

presión, la de gravitación, y la de ft-icción [VIII}, la relación 
JB) toma la forma: 



y considerando que el aire es un fluído no viscoso se tiene: 

dv 1 
= - - 'VP + g' - 2 fi X v - fi X cfi Xr) 

dt p 
(10) 

Debido a que un observador en el sistema de referencia no 

inercial solamente puede medir la combinación de los efectos de 

la5 fuerzas gravitacional y centrlfuga, y no hay una forma 

directa de medidas por separado, a esta suma de fuerzas se le 
·llama gravedad efectiva, y se denota por: 

g=g'+ÜX{fiXr) {11) 

Así que la ecuación de movimiento queda de la siguiente manera: 

dv 1 
-= - -'VP +g- 2 ñx v 
dt p 

(12) 

ECUACIONES DE MOVIMIENTO EN COORDENADAS ESFERICAS 

Se expresará ahora a la ecuación (12) .en coordenadas esféricas, 

para esto, cualquier punto en el espacio se descr-ibirá en térmi

nos de las coordenadas ( t",!P;A }. como se mt.iestr-a en la 
siguiente figura: 
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z. 

'~~~-·, 
. ------ \ 

X 

el vector de posición es: 

. ~ ' A • -

?"= r-C'"'...scpccs.Ai + r-coscpsinA.j + r--sln</;k {13} 

Los vectores base unitarios en coonienadas esféricas, que se usan 

aquí, forman un sistema positivamente orientado y se definen 

como [VI]: 

De las relaciones (13} y (14}, se obtienen las siguientes 

~resiones para los vectores base: 

~ = cosij¡cosA.f + cosrPsinAj + siniPk 

e 

(14} 

(15) 



~cp= - sinitx:osAl - siruJ¡sinAJ + cos$k 

ªA.= - sinA.l + cosAj 

{16) 

. (17) 

·tomando las derivadas respecto al tiempo de los vectores base se 

tiene: 

i!r = XcosiPe}._ + $9ip 

~ = - ).s1n¡peA. - <Í>t\. 

(18} 

(19) 

ª"-= - oos$~9r + slnrt>>i.erJ> (20) 
Expresando ahora la velocidad en coordenadas esfericas se tiene: 

. si - " r= re r 
entonces: 

v=ra +ra r r 

sustituyendo la relación {18) en la (21) se tiene: 

v .':" rar + rXcos$ª">, + nPa"q, .. 

la ecuación {22) se puede expresar en la forma: 

v= v/ir + vA.eX + vrbe$ 
donde: 

vr=r 

vA = r.Xcos.p 

v.p::::nP 

{21) 

(22) 

(23) 

·c2.4> 

expresando ahora la aceleración en coon:Ienadas esféricas: 

9 



dv dv de dv;>,, dª>._ . dv .n_ deq, · 
- : -Le + V _E +--§ + V - +-=é + V {25) 
dt d t r r dt d t A Ad t d t $ $ d t 

yst.istit.uyendo las ecuaciones (18),(19) y (20) en la (25) 

d- Id ) 'd ) v , vt"" . • ; VA • . - = ( - - v.,. cosrj>A-v""' cp e + { _ +v Acosr)>-v ..i.AsinrJ; e-.. 
dt " d t "- 'f' r \ r .,, r.. 

' \d t. 

(26) 

y sustituyendo las relaciones (24) en fo {25)Jla aceleración 

toma la forma: 

+ .:..:t+ ~ + ~tgip ª . (
dv v v v'- ) 

dt r r rp 
(27) 

El gradiente de la presión del aire en coorrfenadas esfé!'"!.cas es: 

- -grad(P)=- -. a - +e - -+e;.-- --· 1 1 l aP 1 aP 1 aP 'j 
P p r ar rp r acp rcosrpaX 

(28) 

La fuerza de Corlolis en coordenadas esféricas es: 
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-2nxv = - 2ñkXv =e;:\ {2Dsinrpvc/>- 2.Qv.cosrj>) 

- e$2fl.vA sinr.p + er-2.QvA. cosrJ> 

· sustituyendo las relaciones {27), (28) y (29) en la (13} se 

obtienen las componentes de la ecuación de movimiento: 

. dv vz vz 1 dP · 
-2: - ~ - .2! = -g - - -- + 212vAcosrJ> 
dt r r p ar 

dv;.. v v>.. vlf>vJt.. 1 1 aP 
-+ _r-__ tgrJ> = - - -- --+2Dsinrpv 
·d t /\ ......,.......;. ~'\ cp r r r ·~"f' e;,\. 

dv V V V~ 1 1 ap 
~~ + -tgrJ>= - - - -- 2.QvA. sinrp 
dt [" r p r- ay:, 

11 
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(30-1) 

{30-2) 

{30-3) 



Los valores de las variables observados en sistemas sinóp

ticos son: [VIII] 

ilr ó Ar-:103m.,fluctuación vertical. 

a-6.37X10 6m.,radio medio de la tierra. 

U-iOm/s.,velocidad horizontal 
-2 w-10 m/s.,velocidad vertical. 

8?-1 o3N;m2 .,fluctuación horizontal de la presión. 
4 . 

H-10 m.,espesor de la tropósfera; 

Po-!05N;m2 .,presión a riivel del mar; 

G-10m/s2.,aceleracion de la gravedad; 

. D-1Kg/m3.,densidad del aire; 
-4 -1 F-10 s .,parametro de Corlolis 

L-106m.,escala espacial de los fenomenos atmosferlcos; 

L/U-105s.,escala temporal de los fenomenos atmosfericos; 

Estimando ahoI""a cada uno de los términos de las ecuaciones 

{30-1),(30-2) y {30-3) se obtiene 1a siguiente tabla: 
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TABLA No.1 

ténnino 
2 

escala magnitud(m/s) 

dv~dt W/{L/U) 10-7 

vi.Ir >.. u21a 6x1D-4 

v 2 /r rp u2;a 

g g 10 

1 aP AP/08r 10 
p ar 

2nvxcos$ FU 10-3 

dv>../dt U/(L/U) 10-4 

vrv~/r WU/a 6x!0-7 

. v fP vAtgrp/r u 2;a 6~10-4 

1 1 aP AP(OL 10-3 
p~rpdX 

2D.sirut;v$ FU 10-3 

2Qvrccsrp FW 10-6 

d.v¡p/dl: u2/L 10-4 

vrvtj/r WU/a 6x10-7 

t:s· 



continua tabla No. i 

v~tg$/r- u2;a 6x1D-4 

1 1 aP 6.P/OL 10-3 - r: 8$ p 

2ilv;-.simp FU 10-3 

En la tabla !'--b.1 se ve que se ¡.;ueden despreciar los términos 
7. • 1. 

dv¿'dt, v;-./r, vcP/r, 2Uv.>..cos$, vrv.>/r, vrpv.>..tg$/r-, 2Qvrcosr/>, 

vr.v,¡/r, v~tgrJ;/r, obtenién~ose las siguientes exp~iones para las 
ecuaciones de movimiento: 

i BP 
-g---=D 

p ar 

dvh 1 1 ap 
'.T"i'.'-= - - --~+ 2ilsinr/w a ~ p rcosrp oA $ 

dv 1 1 aP 
>A~= - - - ·"l""'"L - 2Qv..,,sin$ rr p r o¡p , ... 

(31-1) 

(31-2) 

{31-3) 

observándose también en la tabla. 1 que las componentes 

horizontales ·de la velocidad Se pueden escribir de la siguiente 

forma: 
i i aP 

-p-r=cos<1>dX+fv$ =O 

14 
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1 1 i3P 
--- - - fv =O p r a.p A. (32-2) 

las ecuaciones (32-1) y {32-2) se pueden expresar en forma 

vectoi-ial como: 

EL SISTEMA COORDENADO (A..,rp,P.t) 

(33) 

Ahora se transformarán las ecuaciones de movimiento mediante la 

"introducción de la presión como coordenada vertical. 

Considérarulo a r como funoión cle P,A,iji,t, se tiene: 

dr - dP + - d/.. + - dcp + - dt . ~ar) · ¡ar) (ªr) •ar1 
aP xcpt \ax p$t aqi pXt · (at xip 

(34} 

Si P se considera ahora como función de r, A, $, t, se tiene: 

(35) 

(B?. (BP\ BP\ 
+ \-l dX+ -1 dq,+i-J dt 

·ax!ntit a.plrA.t \at/r"-.P 
(36) 
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agrupando términos se tiene: 

consider-ando en la relación (37) solamente las var-iaoiones de 

pE"'esión en la vertical,es decir, dA.=drJ>=dt=O, se tiene: 

sustituyendo la relación (38) en la (31-1) se tiene: 

¡ar-·) ___ 1 . 

l.ap A.rpt - pg 

{38) 

{39) 

Considerando ahora tm desplazamiento a lo lar-go de una superficie 

'isobárica en la dirección de A., se tiene dp=drp::dt=D, y la 

·rel~ción {37} toma la forma· 

{40) 

y swtituyendo la relación (31- í) en ia (40} se tiene: 

(ar) ¡aP) 
-pg ª"' pipt =-la:>.. r-rpt 

(41) 
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Si ahora se considera el desplazamiento a lo largo de una 

superficie isobárica en la dirección de $, se tiene: 

d?=dA=dt=D, y la relación (37) toma la forma: 

sustituyendo la relación (31-1) en la {42) se tiene: 

{42) 

- p g(::)pAt = - (::tA$ . . (43} 

Firalmente, sustituyendo la. relación {41} en la (31-2) y la (43} 

en la {31-3}, las ecuaciones de movimiento con la presión, p, 

como coordenada vertical son: 

(44-1) 

dv g (ªr t J = - -· - 2llv>..slnlf> 
d t r arp >..t 

(44-2) 

{44-3) 

las componentes horizontales de la veloc~dad se pueden escribir, 

haciendo las apt'Dximaciones de la tabla No.1, de la siguiente 

manera: 
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(45) 

{46) 

y escribiendo las ecuaciones (45) y (46) en forma vector"ial se 
tiene: 

- g 
V¡, =--¡; Vhp[" (47)· 

igualando las ecuaciones (33) y (47} se tiene:. 

1 g 
- 'Vhr-P = - 'Vh r (48) 
pf f p 

Por otra parte, el geopotencial, Q!, se define como: 

q, = f z gdz (49) 
o 

donde: z=r-a; a=constante; 

y suponiendo a g constante la relación (49) toma la forma: 

q> = gZ . (50} 

por lo tanto la relación (48) puede escribirse de siguiente 

forma: 1 
; vhrp = vhpq, (51} 

donde el subíndice h indica un operador horizontal. 

De° aqui en adelante se omiten los subíndices.Por lo tanto, se entende

rá a 'il como un ope~dor- horizontal.El caso contrario se lndicat"'á ex-· 
plicitamente. 
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LA VORTICIDAD EN TER~IINOS DEL LAPLACIANO DE r 

La verticidad es un campo vectorial definida como el rotacional 

de la velocidad. Sin embargo, en la dinámica de la atmósfera 

solamente se tr-abaja con la componente vertical de la verticidad, 

& = er. "7,&, y se le llama también verticidad. 

Siempre que se use la relación anterior se tomará a 'V como un ope
rador completo. 

La verticidad en coordenadas esféricas es: 

1 r a ave 1 
& =-- : - (vA.stna} - --¡ 

rsina l dti ax ; 
donde: 

11=colatitud 

A.= longitud 

.haciendo e = 90° - ip, la vorticidad toma la forma: 

?; =-- - - CvxcostJ>} +~ 1 ¡ a av J 
rcosrp aip a.A 

donde: 

ti>= latitud 

:>..=longitud 

19 
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Estimando ahor~ cada uno de los téMTiinos de la natación (55) [VnIJ 

término 

t 
g ~(ª') 
f r M sinrp ia.p p>.t 

TABLA No.2 
escala 

U/L 

GZ/aLF 

_! 
magnltl.d (s ) 

10_5 

_l4 
6.37x10 

y observando los ordenes de magnitud de todos los términos de la 

verticidad en la tabla No.2,se ve que se puede despreciar el 

primer término del lado derecho de la ecuación (55). tomando la 

forma: 

y la relacion (56) se puede escribir de la forma: 

. g ~ 

?;=- v~ r 
f 

!20 
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LA VORTICIDAO EN TERMINOS DEL LAPLACIANO DE LA 

FUNCION DE CORRIENTE, 111 

El teorema de Hemlholtz, permite la partición de la velocidad del 

viento en una parte rotacional, t.ma divergente, y en otra de 

deformación [IX1; suponiendo que la atmósfera es Lm flufdo incompre

sible, solamente quedan las partes rotacional y divergente de la 

velocidad del viento, las cuales se expresan por. 

donde: 

y 

v= vi¡t + v 
X 

'V.vi¡,= o 

'Vxv =o 
]( 

lo cual lmpl i.ca que v'l' y V:x se pueden escribir de la forma: 

v"' = erxV'lt 

(58) 

(59) 

(60) 

(61) 

{62) 

cionde !V, es ia función de comente pa~ la parte rotacional del 

viento, y X• es la velocidad potencial para la parte divergente 
del viento. 

Sustituyendo la relación (58) en la vorticidad ~ tiene: 
1 

~ = ~· Vx{v"' + \> {63) 
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,. = e . 'Vx:V,,., + e ·• 'Vxii 
~ · r ..,. r- X (64) 

y sustituyendo ahora las relaciones (61) y (62) en la (64): · 

r = e,. '\lx(k X 'i]l{t) + E\.· 'Vx('Vx) (65) 

y usando la siguiente relación: 

'Vx{AxB) = {B.'il)A - B{'V.A) - {A.'V}B + A('V.:8) 

la ecuación {65) toma la forma: 

o lo que es lo mismo: 

(67) 

. expresando la ecuación (67) en coordenadas esféricas se tiene: 

lo cual se puede escribir- de la forma: 

~ = "i/~ l{t 

(67-1) 

{68) 

quedando de esta forms expresada la verticidad en términos de la 

función de corriente. 
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LA ECUACION DE LA VORTICIDAD 
Para encontrar la ecuación que da el cambio de la vorticidad con 

.el tiempo,. solamente se tomará encuenta el vector horizontal del 

viento y la componente vertical de su verticidad, debido a que en 

la atmósfera el flujo del viento en escalas planetarias es cuasi

horizontal, [Iv1, por lo tanto, partiendo de las ecuaciones 

de movimiento (31-2) y (31-3), las cuales ·en forma vectorial se 

denotan por: 

dvh 
-=-
dt 

1 .. 
- 'i7P - f k x vh 
p 

sustituyendo la relación (S 1) en la (69) se tiene: 

dvh . _ 
- : - 'i7 lfi - f k X Vh 
dt 

(69) 

(70) 

la sceleración del viento horizontal se puede escribir como:· 

dv av a-v 
- = -+v.Vv+v 
dt at . r ap (71) 

y usando la siMente relación fTVh - - ~ .-
~ 

(v:V};; = V(ii¡2} +' k x ;¡ (72J 

donde: 

!;=k.vxv (73) 

y sustituyendo la relación (72) en ·1a (71) se tiene: 



dv av- :: ,... av 
- = - + V {v /2) + r k X: V + V -

dt . at r ap 

de las relaciones (70) y (74) se tiene: 

av ::: - av- -

{74) 

- + v (v /2) + {k x v + v - + 'Vil! + f k )( v =D (7 5) 
at . r ap 

agrupando términos semejantes se tiene: 

av :: _ av 
- + 'V{v /2) + {&+f)k x v + v - + 'Vlfo = o 
at - r ap 

operando ahora sobre la ecuación (76) con k. \7x se tiene: 

,.. a;; A :: A ,.. ,.. ¡ av l 
k.Vx -+ k.Vx'V(v /2) + k.Vx[(?;'+f}k x v] + k.\7x v -

at rae 

{76) 

+ k. vxvtll = o a1> 

donde: 

k..vx[v avl ,..r a;;? _ av 
r-bktv Vx -\- k- )( Vv 

aPj r aPJ ap r 

k.Vx[(t+f)k x v]=C?;+f)k.rcv.v- k.v V.(t+f)k + k.(v.VHt+f)k 
\ 

-(~+f)k:(k.V)v (79) 
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donde: 

k.. v = O, pues, v 1 k 

Sustituyendo las relaciOnes (78) y (79) en la (77) se tiene: 

..... av ~ ,... ~ " av 
k.Vx -+ {t+f)k.kV.v + k.(v.V)({+f)k + k.v vx--

at r ap 

~ av 
- k. - X 'i/v : 0 

ap r 

,Como k, no depende del tiempo, la ecuación (80) se puede 

esc•ibi¡-: 

a ..... a ..... 
- (k.V'XV) + C&+f)V~v+ (v.V)(~+f) +v - {k,Vi<V) at rap 

.... a-v 

(80) 

+ k. Vv x - = O {81) 
r' 

aP 

Como ~ = k. Vxv, la ecuación (81) toma la forma: 

· Cálculando ahora el orden de magnitud !:fe cada uno. de lo5 ténninos 

de la ecuación (82) se tiene la siguiente tabla [VIII}: 
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TABLA No.3 
" término escala magnitud (s -~) 

a~/at. ufi.: 10_10 

rv.v U~íL~ 10_Jo 
_9 

f\7.v FU/L to 
ú2;L :! 10_10 v.v, 

v. '\7f UF/L 
to_9 

vra,¡ap {U~P íL) (U/ uPL) 10-
11 

k.. Vvrx(av/aP) (IJdP /L}(U/L~P) 10_1l 

En la tabla anterior se observa que los 2 últimos términos de la 
' . 

eouación (82) se pueden despreciar, quedando de la siguif7nte 

forma: 

a~ 
-+ ~+f)'il.v+ v.'il~+f) =o 
at 

la ecuaci6n (83) se púede escribir de la forma siguiente: 

a?; 
-+ t'V. v +fV. v + v. Vt;° -~· v. 'i/f = O 
at 

(83) 

(84) 

·Usando ahora el teorema de Helmholtz~ para expresar la velocidad 

def viento v, en términos· de t.ma función de corriente v\11, y 
una velocidad potencial v , la ecuación {84) toma la foz:-ma: 

X 

26 



+ \vq¡ + v ).vf =O (85) 
X: 

Desarrollando la ecuación (85) 

a~ 
-+ r'l·v\Jf + f:V.v + fV'.vlll + f'V.v + vllt. V~+ v • V~ at X X X 

H\{I· 'i7f + v . 'Vf = O 
X 

Ia ecuación (86) se puede escribir de la forma: 

donde: 

ü = 'i7.v 

(86) 

(88) 

Calculando ahora el orden de magnitud de cada uno de los términos 

de la ecuación (87) se tiene la siguiente tabla [V]: 

término 

ar¡'at 
vi¡¡· \7~ 
v ;v~ 

X 
fD 

TABLA No. 4 

m~gni~ud 
Uk/L• 

díL: .. " 
R,U.iLk 

: : 
R U /R0L 

1 
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amtinue tabla 4 

!;O R 1d,1L 
:: 10_111 

v"'.w ,SLU::/R0fL:: 10-
9 

v .\7f 
X 

PLR1u2/RofL 
::: 10-1~ 

donde v\lt- U, vX:-R1U, D-R1U/L, {3-F /a, R 0-R1-1, \7-t/L .. 

En la tabla No. 5 se observa que se pueden despreciar- los 

tér-minos: 3o.,4o.,So.y 7o., del lado izquierdo de la ecuación 

(87), y por lo tanto la ecuación de vorticidad toma la forma: 

{89) 

Escribiendo ahora la ecuación (89) en coordenadas esféricas,, y 
agn;pando ténTiinos semejantes se tiene: 

a~= - v\11>.. ar -2Q ~ cosrp - v\ltip a~ 
at r-cosrJ> a>.. r r arp 

y escr-ibiencfo la relación (61) en coordenadas esféricas: , 

.v\11 = Cvw:>..• VW!p' 0) = erx 'Vw 

donde: 

(90). 

(91) 

(92) 



Se obtiene, de las ecuaciones (91) y (92), las siguientes relaciones: 

1 aw 

3abemos también, de la relación (68) que: 

r= .. /~ 
3ustituyendo la ecuaciones (93), (9~} y (95) en la (90}. se 
tiene: 

a 2 1 1 aw av'\ii 1 aw 
-\lw=~ 
at r~cos$ aip a;:- - r~costj> ª" ar/) --;:: ax 

2º 

(93) 

(94) 

(95} 

(96) 

Finalmente; la ecuación ds verticidad en coordenadas esféricas en· 

términos de la función de corriente llt, toma la forma: 
. ~ 

a ::. . 1 r ª"' av~ 1(1 d\{I' 

at 'i7 lit .. = ~ _ arp a;:- ~ ax. 

ECUACION DE LA DIVERGENCIA 

Par-a encontrar- la ecuación de !a diver-gencia se utilizará la 

divergencia horizontal, la ·cual se denotar-á por: 

{97} 

D = \7.vh (98) 
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y que en coordenadas esféricas es: 

1 a 1 a 
. V. vh= -- -- {cosrf;v .+,> + -- -- V 

rcosrf; arp '1' rcosrp BA. A 
(99) 

Tomando ahora la divergencia fioriz:ontal a la ecuación (76): 

¡av ~ av ] 
'il. -+V(•//2} + (?;+f)kxv+v -+Vil>,=D 

at 'aP J 
(100) 

desarrollando la ecuación anterior 

av 2 ~ ( ª") v. -+ \7.[V{v /2)] + V.[(~+f)k x v] + v.1v - + V.('17,!>l=D 
at ~ ' aP, 

y usando la siguiente' relación ( 1 V) 
~ 

{v. 'V)v = V(vw/2) + 't k x v 

la ecuación (101) toma la forma: 

-{V.v) + 'il.{v. 'V) v + 'il.(fk x v). + v.Ív - + 'i7.(Vlf>) =o a av) 
at . \ r aP 

'il. {fÍ{ X V) = f\i'.(k X v) + k X v. ~f 

( 
av) av av-

"- V - =V 'il. - + - 'ilv 
r- 8P r ap ¡'.IP r 

~ustiluyendo las ecuaciones {104) y (105) en la (103) se tiene: 

(101) 

(102) 

(103) 

(104) 

{105) 



a ~ _ a 
-(V.v) +V.(v.V}v+fV.(kxv) +kxv.Vf+v -(V.V)· 
fil ["~ 

ª" :: 
donde: 

+ - Vv + V 11> = O 
ap r 

(106) 

fV.ck X V}= fv.(V X k) - fk..cv X V) (107) 

Sustituyendo la relación (107) en la (106) se tiene: 

ao ~ ao av : 
- + V'.{v.V'iv - f~ + k ;.e: v.Vf + v - + -"Jv + "J $=o {108). 
at r aP aP r 

pues: 

Aplicando el teorema de Helmholtz a la ecuación (108) se tiene: 

·ao 
·-+v. [ccv"' + v }.'V}CV"' +v >}+ f~ +k x (v"' +v }.Vf 
at X X X 

. ao a :: 
+v .. -- + =<vw + vv) Vvr + 'i/ ~=O 

. aP é:lt-' - "· -
(1:09) .. 

Desarrollando la ecuación (109) : 

. . 

k x v.T.· Vf + k x v .Vf +v ao + avilt Vv +8'-'xVv + 'i/2~ =O {110) .,.. X r- - r r 
aP aP aP 
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Calculando ehot-a, el orden cie magnitud da cada uno de ios 

términos de la ecuación (110) se tiene la siguiente tabla [IV]: 

TABLA No. 5 .. 
término escala magnitud(s-·) 

Rl~::I} 
:: 

10""tJ ao/at 
v. {vllt. 'i7)vllt U /L 10-'º 

V.[(vl{l.'i7)V:ic + {vx.V>vi¡,J R1U::/L: 10_i! 

R1U::/L 
2 10_1:: v.cv . 'i7)v 

.'( X 

~ FU/L 10_9 

~X Vl{r.'Vf 
. 10 

FU/a í.57xiü-

k x vx.Vf R 1UF/a 1.57x10 
_u 

2 10_1:: . vrao;aP R1U=/L 

ª""' 2 2 10_1! -· - \lv R 1U /L ap r 

av 
R.11

2
/I 

:: 10_12 
_x_ "'" ·ap r "'""'J- ¡f -

2 
d°;R0L 

: 10_9 .. 
·V~ 

, _'} 
En la tabla No. 5 se observa que los termines del orden 10 son 

los més·grandes, despreciando los d~ orden menor", la ec~ción de 
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la divergencia toma la siguiente forma: 

(111) 

Pero sustituyendo la ecuación {68),la cual nos da a la verticidad 

en términos de la ftmción de corriente, en la ecuación (111), se 

obtiene: ~ ~ 
'i7w~ = f 'V'~w (112) 

y la ecuación e 112) da la relación entre el geopotencial y la 

función de corriente, que es lo que se necesitaba obteMr, puas 

mas adelante se verá su utilidad. 



CAPITULO Il 

SOLUCION DE LA ECUACION DE VORTICIDAD 



ECIJACION DE YORTICIDAD EXPRESADA EN SERIES DE ARMONI 

COS ESFERICOS 

Partiendo de la ecuación {97), se quiere llegar a pr-edecir como 

se mueve la superficie isobárica, P = 500 mb., de la atmósfera. 

Para esto, cada uno de los ténninos de dicha ecuación se 

expresai:-á en términos de series de annónicos esféricos. 
Comenzando por expandir la función de corriente en series de 

armónicos esféricos de la siguiente manera: 

_'lt(i\.,.p) =a ::n ~ 2 (u~'cosmA + V,~sinrnA)P~" (sin.P} (113} 
INl~d l\:Oh\ 

P~r otra parte,se tiene que la parte horizontal del laplaciar.o en 

·c6or-demadas esféricas es: 

-./ = ...,.:__ [ ~(cos.P ~ \} + _1_ a
2 

.. ] 

r'"cosrp aip ª"' costJ> éJ;>. .. -
'(114) 

Operando con el laplaciano sobre u:cosmXP='(siruP) da la ecuación 
(113}: 

:z( .. , "' ) V U., cosmAP., {sin$} = 

(115): 



y aplicando ahora la relación {204) del apéndice a la ecuación 

{116), el primer término del lado izquierdo de {116) toma la 

forma: 

a a r 
-cosrpu::· cosmA.- p"'(sinrp) = u::· cosmA J - sinrpP""~sin$) 
ar:p · arp " ~ ~ 

... a 
+ cos.P -P:"'(sinrp) - mc0sr1>P:

1 {sinrJ>) - msinrpP:"'(simp) 
arp 

: 
:! sin tj> ", / 

+ m --P., {sin$}/ 
cos$ .J 

Usando ahora la r-elación {205) del apéndice, la relación (117) 

.toma la forma : 

.(117} 

+ (m+i)simpP~;··csintJ;) - cosrp(n+m+1) (n-m)P~ (sinrp) - mcos.PP:' (sinrp) 
: 

""' : sin $ .. , ] 
- msimpP., (sinr/>) + m --P., (sinrp} 

CDS$. 
{118) 

Sustituyendo ahora la r.eiación (118) en la (116) se tiene: 

···ll~j:'cosmAP:' {sin$) I= ,-:__[ u:'cosm~l-cos${n+m+1) (n-m)P:{sin$} 
. 1 reos$- · \ 

.. sin 
2 

cp ) . 1 . .. ] 
-mcosrpP:'csimp) + m~-- P:'(sinrJ>) - --U.)~:"Cstrup)m ·cosmX {119). 

coslf> cosip 
. . 



y agrupando tér-minos semejantes se obtiene la siguiente r-alación: 

:: ( l U:00Sm.hP~'(sinrt>J 
V ~:'coom>.P;:· (sin$) j = - r [n(n+1)] . (120) 

Aplicando ahora el laplaciano horizontal a v:sinmAP,~(sinrp) de l~ 
eci.ración (113) se tiene: 

(121} 

(122) 

Sustituyendo la relación (204) del apéndice en la ecuación (122) 

se tiene: 

=[ 1 1 [ª . slntl> . 
V \(sinm>.~'(sinrJ>!j= -r-- -. cosrp~sinmi\(P:'!... m-- p:)-

r- cosrp arp cosrp 

l ~"' :: 1 - -- -V:. t""~ (sinr;b}m stnrn>. 
COS$ . . 

(123)' 

Desarrollando le ecuación (123) se tiene: 



' ·. 1 r a 
,/j\.('sinmx~:·csinrp)j1 = ¡;- l- \(sinmXsinipP.;'+ cos<t>V::Sinm>..-P~"+' 

! r cosrp l Bcp 

V "'. "" ... V'" ci .., - "smm""mcos,PP,, - ... slnmAmslmp.;;:...P ... 
aip 

1 1 
U1 ""I 2 ! 

- --V P m sinmi\: 
coscp " .... J 

Sustituyendo las relaciones (204) y {205) del apéndice en la 

ecuación (124) se tiene: 

"'[ 1 1 : '\l .. V..,"sinmA.P:"{simp)jl = -r--/- \·(sinmi\sin$~:,.+ 
r cosrp L 

{124} 

· sinrp · 
cos.pV:,"sinmA.((m+1)-- p~··~ (n+m+1){n-m)P.,"')- v ... "sinmi\mcos.PP:' 

cosrp 

· sinrJ; 1 .. ] 
- X"~inmAmsin.p{~~.:· m--P:' )- -- vJ~~·n, ~sinmX 

cosq:, cos$ 
(125} 

Desan-ollando la relación (125) y simplificandola después se tiene: 

=[ ... ., 1 V..sinm>..P:' 
'\l ~sinmAP.., (sin$).=· .. [-n(n+1)] ¡q:&; 

L J [" 

por- lo tanto, de las ecuaoion_es (113},(120) y (126} se tiene: 

'í7
2111:: a::D. ['í7::(U:C0Sm>-~"') + •¡/('(sinrrtXP.;'')] 

2 · r M ,,,+¡;{ "1 ,~ '" "'' n(n+l) l = -a Q Í~ ~., U.cosmAP,, + V.,slnmA.P., -;:r-
Escr-lb!endo ahora la ecuación (97) de la forrria siguieme: . 
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2n aw 
--=C---s-

at aw a>-
donde: 

y expresando a C en términos de series de armónic:os esféricos: 

C = a 
2
Q ~ ~, (E:cosmA + F,!:iinm>..) P:(simp) 

~"'"o .,,,.,,,, 

de la relacion (128) se tiene: 

B'\?';>'lf . 2 M ••+Nn{n+1} r au:' av:•l .-· - = -a Q :¿ 2-,-- cosm.AP~'-+ sinmAP:- ·I 
at ~·" '°'" r at élt \ 

. • J 

y de la relación (113! se tiP.ne: 

Sustituyendo ahora las relaciones {131), (132) y (133) en la 

(129), la ecuación de vorticidi:id l:nme !e fo""a: 

-a Q :¿¿---,-- C0'5mA.P,,"'-.-.-+ sinrn>..P,'."--
2 "'., • ., n{n+1} r au:;' . av.,n'] 

"'"=º ll~ll\ r l at at 
2 :! M \"<1+11( "' ) = a Q 2: 2 E,.,cosmA + F,.,sinm;.\ P~''(simp} 

fl],,o ~""' 

- 2Q
2 jk'~' (- mu:'sinmA. + m~cosm>..)P:1(sinq>) 

"'10:0 "1=\\l 
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{ 131) 

{132) 

(133) 

, 

(134} 



Suf'.Oílici·.do .;¡u.:: .:;"' c.sr.r.. ·tráb.:.Jc.rn:lo con P: 0rtono•·maliz.ados, y 

multiplicando la ecuación {134) por cosµA.P!'cosrp, e integrando: 
r ,., [~r.- íf 

:: M """ n{n+1)' au., 
- a .Q :2: 2:-::- - í cosmAP:'cosµA.P~'cosq,dqxf:>.. 

W><OU••» r ,at o 

a'n~~#:d r f ~AP,"cosµAP;Cos.pd.pdA 
o o . 

.. ~Ir rr 

. + F;' [ J:lnmAP""CosµAf'.:bos.;d.pdA] 

~ir 1T . 

- 2.Q"J ~ "#,, -mu:· [ f sinmXP..,"~sµx~:'oosrpdrpdX 
o o 

+ mV.'.:' cr f ~osmA.~"'cosµ~P~'cosrpd$ci>...1 · 
"" "" 

·Usando ahora las relaciones {215) del apéndice, la ecuación 

(135) toma la forma: 
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+ av~'' [~;A f ~ijxí.pY'.,""t.p,X}Y~1"trp,X)l= 
at º º 

-•'O.' %:~. r E: [.':,. J.«os.pd<1>Y:"(<1>,A)~'\<1>,>-l 
L 

.+ ·F: [~;>. ( 
1

~cpdq>''("-trp,X)Y:"trp,X} 1 
D Jo j . 

- 2~{ ~~[-mu::· r:x f 1~s.pd.PY:·'-trp,>.)Y~"'(rp,X) 
-~(' .., .. wi. Jo· o 

"lT 1f . 

+ mv,• [ dX f."""""'"' Y.:"'t<1>,Al ~"t.¡.,x¡] (136) 

Usar.do las pr-vpit::dtides de orl.or~nn&lizaci6n (20Sj,(209j y (210j 
del apéndice,se obtiene la siguiente expresión para el cambio d~l 

coeficiente u~' respecto al tiempo: 

au~ 1 ( ·:.: · J -= --- - r E~ O. + 2ilµV¡' 
at. v(v+1) 
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Mu~tipÜcando ahora la ecuación (134) por sinµAP~cosip, e 

integrando, se tiene: 

~lf Tf 

-20'-~~[-mu: [ f slnmhl".,"stnµAP~i=.¡d')dA 
D O 

(
V R . l 

. ,. "' . ;e ..!...l"-..l'). + mV. ( cosm.>..P sm,•1;A.P COS-w~w .. . .. Jo Jo " .. . . 

lo cual se puede escribir de la $lguiente fonna, usando las 

ralaclones (215)-del apéndice : 

42 

{i38) 



-'- e:""' f,~:~ f lT -,.;.d,.;.v"''"'{.._ '\ ).._.~<-J{"" ,. ) 1· 
1 '- "1 "' CO..:...,, l.fl .a..~ o/,;,. "'....., ~,n. 

: D O 

.. u lr 

- 2Q:! ~,~ [-mu:f,dA. f coslj)drJ>Y:"·trJ>,A.)~:_"'trJ>,A.) 
..,l_.,~"'ª o o 

· ~11 rr . 

+ mv:· f, d;>.. LcosipdrJ>'(""tip,:>..)Y~'"'(ip,:>.)] (139) 

Finalmente, usando las relaciones (208), (209) y (210}, se tiene 

que el cémbi.o de v:: !"eS~i:> al ti.empi:> está dado pnr la expresiÓ!"~ 

av.: { ~ ) 1 -=- a"QF.Jf+ 2D.µU/f ---
at .. .,, v(v+1) 

Usando ahora las expresiones (113) y (128), se calcularán cada 

una delas derivadas- parciales de : 

(140} 



para obtenerlos valores iniciales de C. 

Por lo tanto, calculando éstas, y usando la relación (206) del 

-apéndice, se tienen las siguientes expresiones: 

a111 :!. '""'"'( )( - = a Q 2.: ¿ u:cosm/\ + \(sinmA. tgcp(n+ t)P:' 
8$ ~·o •1-u1 

1 
- --- (n - m + 1)P"') "•• . cos$ 

.aw :: ......... "' ( ~. . , \ 
·-·=a Q:?.: 2 -U.,msinmA. + \(,"mcosmN P,'." 

a:>.. "'"º """" . 

1 
- -- (n-m+!)~ .. ,) n+• 

cosrt> 

(130) 

(142)_ 

(143) 

(144}. 

(145) 

Sustituyendo las ecuaciones (142),(143),(144) y (145) en la (130) 

.se tiene: 
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4 ~ . 

a.Q~f,~ •.• .,( ){ 1 ;\ 
e= -r--l1 ¿ :¿ u.'CosmA. + V.sinmA. tg.p(n+OP;- -- (n-m+1)!?.:;1 

a cosQ> "'"~ "'~' cos$ 

•1 •••• J n{ri+ 1) ( m ' '\ ( 1 ''l ·x:¿:¿- -'-r- U.,cosmA. +V::sinmN (n+1}tgQ>P,,"~-(n-m+1H~) (146} 
,1 .... º ll=>""l r · · cosrp . 

Si se define: 

.01 = ~·~'(u.'.'::OSm:>.. + v;·sinmA.) (tgrp{n+1)P:''... -1 -Cn~m+!H:.7) (147) 
~:-o 11~"" costj> 

D? = ~·~ n{n+1) ( ., '" ) .., 
- .. ~-;2:.~ U~msinmA - V:,mcosmA. P., 

r 

_ . .!!.. .... ~, n(n+O • .., · .. , . ) ( .,, 
U't = ~ ¿- -:;-lU .. cosmA. +~,s1nm.>. (n+1}tgtPP., 

1 
"') - -- (n-m+t)P.,., 

cos$ 

la expr-esión ( 146) toma la forma: 
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ª;;º;; l. ¡ 
C= -- 0102- 0304 j' (151) 

cosi:p · 

obteniendo de esta forma los valores iniciales de C. 

CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE C 

Ahora se esta en posibilidad de calcular los coeficientes de C, 

por lo tanto, tomando la expresión (131) de e en series de 

Brmónicos esféricos, se tiene: 

ce ~ ~~~ (. E~cosmA. + F,_"sinm>.) p~'(sinrJ;i 
\'11"0 1.,,., 

donde: · . e 
ce = --z--2 

ªº' 

~lí lf/7_ 

F;'.: __: [ fCCsinmll.P~1{sin$)cosipd$dA. 
11" o -•h. 

donde: {

1 si m=O 
Ó= 

2 si mt!=O 

y CC es una función impar de la latitud, de donde E:'= F :
1 = O si 

l +m es par, por ~o tanto se tiene: 

;¡Jí 1(/:2-

"I Qfi1 Jf f '~ d E1 =-;; CCcosm:>..~ (simp)cos$d$ A. 

o o 
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Las Lelaciones (156} y (157) se pueden escribir de la forma 

siguiente 
"íl/J. ~¡( 

E:1= L [ g1{1,m,rJ¡,A.}d>-.dqi 

-rr¡,_ ~rr . 

F::: L [ g;:{l,m,$,A.)dAd$ 

donde: 

ó 
.fü (l,m$,A.) = ~ CC[R,SJcos[R8$]cos[mS8>-.]P[L,M,RJ 

7f' 

2 
gz(l,m,$,X) = - CC[R,S]cos[R8$]sin[mSaA.]P[L,M,RJ 

(157) 

(158) 

(159) 

(160) 

{161) 

Aqui se usara la regla de Simpson para integr:-ar los coeficientes E 

F ,la cual permite calcular una integral de manera aproximada, 

de la siguiente forma [II]: 

f ~~x)dx ~ ~[f{x11) + 4f(x1) + f(x::)1 (162} 
J 3. . . 
x. . 

donde: hes la anchura del intervalo. 

Formando ahor-a una red hemisférica, cuya longitud y latitud estan 
.. 

dadas por: 
latitud = HI, I E [O, 11"/2]; 

longitud= HJ, JE'[0,27T]¡ 
(163) 
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donde: H = Srr/180; 
.. -Usando.entonces la regla de Simpson par-a integrar- las.r:elaciones. 

(158) y (159) se tiene:: 

. ('f ?.., 
E[L,1'110 = j . g1(.$,A.)dA.d$ 

D · 'o . 
{164) 

donde:. 
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(166) 

donde: 

f.,.~, J.:j•.? 

F[L,M] = ~ ~o I f g;:(t/l,A}dcjldA 
~,. J.2j 

? 

+ 4¡~ {g;:{$;:pA::j+1) + 4g;:($2i+s.A.::j+1l + g;:($2¡+2,X2j+1l1 

+r~rrg2($2 .. A2,. 2) + 4e:2{rl-.::! .... A.2 •. e-) + g,.(d>., ..... ~ .... ,.,1] {167) l3J - • J.,... -- "f'.¡-,..-- -yr~ -- - -1...--- -J"r J 

obteniendo de esta forma los coeficientes de ce. 
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fNTEGRACION DE LA ECUACION DE VORTICIDAD 

Pac-a poder- integrar la ecuación de verticidad es necesario determinar 

_la e-elación que existe ente-e los coeficientes de la función de cor-c-iente 

y los coefientes de la super-ficie Z. Para ésto, se expresa a Z en 

términos de series de armónicos esféricos de la siguiente forma: 

:'.?: ~
0

(A:'cosmA + s::sinmN p;''(sinr/ll 
n-i-= o l.-'"'11 

donde: 
izñ íiJ;t 

"' óm l ( '" ' A =- 1 Zc-osrni~.._ (sir.$)cos</Jdt/Ja)í. 
.l 2 

_donde: 

7r o .!.,,,,_ 

{

1 si m=O 
Ó= 

2 si 'mt=D 

Para l+m r~r~ ~11{sin1.1) es !..~.E! ff:.!!1ción p~¡ de rp {l::!titLA~}' y 
suponiendo que Z{A.,rp) es tma ftÍnción par de rp, se tiene: 

2ÍI 11/2 "' ºm ( f . ., 
A.._=-: j J Z cosm.f\P.L (sincfl)cos<f¡dcpdA. 

a o 

so 

(168} 

(i69) 

(170) 

(171) 



,,, 2 [~~

1
Ti,,_ .. , 

B;. = - ZsinmA.P.t (sincp)cos$dQidA. 
1l" o o 

(172) 

expresando a las relaciones (17 q y (172) de la forma: 

Tí/,. ,.ir 

A.> A[L,M] = óm f J Z{A.,rp)coscj;cosmAP~''(sinrp)dA.drp 
. rr Jo o 

{173) 

. 2 f 1T/¡[~ lf 
B7= B [L,M] = - Z{>.,rp)cosrj>sinm:>..~''(sinrp)dA.dip. 

7r O D 

{174) 

Usando ahora la regla de Simpson para integrar los coeficientes A~ 

y 8~1 y haciendo lo siguiente: 

ó 
f 1(1,mrJ>,A) = _!!! Z [R,SJcos[Ri.l.p]cos[mSi.lA.]P[L,M,Rl 

7r 

2 
f ={l,m,rp,:I\) = - Z [R,S]ccs[Rt..¡p]sin[mSM,]P[L,M,R] 

1T 

Se tiene qi.ie las integrales O. 73} y {174) toman la forma:: 
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. + 4liff 1(cJ>2pA.2j+1l + 4f 1 (rJ>::i+1'A.2j+1l + f 1 ($2i+2,A.::j+i>] 

+ frj' F ,[$,., ,, j+'} :,_ 4F ' ¡q,,i+"Á' j_,,¡ + F' ( .¡,,, +bÁ, j+,)J ] (i 77} 

B[L,tv~ = #. ~ r:r::;~,Á)d$dA 
. c., J. ZJ 

+ 4[~}2 ($2pl~2j+1) + 4f:: (rJ>zi+i.Azj+il + f:: ($2i+z,A2j+1l] 

+ [~' [F, ('1>,pA, j+'} + 4F, ($,i+"''j+,) + F, ('1>,i+hÁ'J+,) l \ ( 178} 

obteniendo de esta manera los coeficientes de Z , 
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De la relación (168) se obliene la siguiente expresión para el lapla

ciano de Z: 
~ ~ 
~ ~ 

2 a Q 'º ",.,.1(1+1) { .,, ,., . ) ,., 
'\/ Z =- -- 2: ¿-¡; A.tcosmA + B.Lsinrnf... P,_ (sin$) (180) 

g 1h-:O J...-:\1¡ 8 

Usando ahora la relación entre el geopotendal y la función de 

corriente: 

donde: 

. :: 2 

" q, = f'i7 w 

f = 2Qsinrp 

if!=gZ 

y considerando g constante, la relación (112) toma la forma: 

Sustituyendo las relaciones (128) y (180) en (18t) se tiene:. 

Q
2 ~·~ {A~cosmA. + s:~inmA.)P:1(simP.> 1(1+1) --= 

n.1•0..C..-ui 

1 

2d?sintj.l ~~
1

l(l+t)(u"~>. + v"~inm/\)P"1(sin$) 
V'1o:::O.l.""""' J. L .JL 

y usando la· relación (207) del apéndice y sustituyendola en el 

{112) 

{181) 

(182) 

segundo miembro de la ecua.ció~ (182) se tiene: •/:z. 

2 ,0 ...... , t. )(l-m+l)\r 21+1 (!+i+m) 1 
2Q 2 2 1(1+1) \U:00sm>..+\('~1nm:>-. -- ~:Cstn(j>) 

"'"º ;_~... . 21+1. _2(l+t)+1 {1+1-m) 

V:z, 
z,a.,,.,, ( · .. , .. , )l+m[21+1 {l-m)]"' 

2r! ¿ ¿ 1(1+1) UtcosmX+\I,_ sinm:>.. -- -- ~(sin$) 
,,,_º '·"" 21+1 2(1-l)+l U+m) 

(183) 



y sirn¡.,li~<c;ando (183), se llega a la si5uiente: expi:-esión. 

(184) 

Se observa en (184}, que ambas sumatorias pueden empezar en l=m, 

entonces, empezando en l=m y separando los términos~~·"- de la 
. ....,,,,o l= llf't"JI 

primera suma, se tiene: 
' r [ ~ ~,x ~ ~+'- 1 
• ~ 

4

)"" "' ~ 1 2 'º '""") l -m (1+1) -m l \ 
2Q 22\ !l(l-1)U,~;--:;- + (1+1)(1+2)U,:', ~ . cos_mA 

"'"º , "" ¡ L . 41 -1 4c1+1 > . - 11 

f ¡ i2-m2J,y" [º+i)z-mzfl l 
+ l(l-1)\{.'." -::- + (1+1) (1+2)\{.7 .: 1sinmA.¡P;''(sinrp} 

¡ 41. -1 4(1+1) - 1 \ ) 

... . . ~ ~ rt. 
. +2.Q2~ :f l(l+!){U,'.~cos~A.+\{:;'sinm;\) [ (-..: m~ jp~''(sin$) (185) 

01.,.0 J. ... 11u11 L 41 - 1 

Sustituyendo (185) en el segundo miembro de la relación (182) 

e igualando, respectivamente, los coeficientes de cosmA.P~·· (sinrp} 

y sinmi\P;'(slnrp), ~e obtiene, para m = 0,1, •.•• ,10 y l =m, •••• ,rn+10, 

las siguientes relaciones entr-e los coeficientes de Z y '11: 

¡ r 1
2
-m

2 rz. í (1+1)
2

- rnzt• '\ 
1(1+1)A

111 = 2 (l-i)ILCl---z-1·+(1+1) (1+2llf;¡l ~ . 1 
.t 41 -1 '· 4{1+1) - 1 ~ . 

{186) 
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f ; 2 21/:,_ .- 2 ~ (í. ) 
, ¡ l -m j 1 (1+1} - m 1 

in+os~.' = 2) o-1)lv(:·: -z-
1
+0+1> u+2rv,J N 

! 1_41'-L l40+0-11 
(187) 

\ 

[gualando ahora los coeficientes de cosmAP;"(sinij;), y sinm.AP;lsinip), 

se tiene, para m =O, ..• , 10 y l = m+11, m+12: 
e ~ ~· ~· 
· l - m 1 

o = 2 (1+1)ll.¡'> --::- 1 
L 41 - 1 J 

r 
2 ~;"1. 

l - rn ; 
O·= 2(l+1)IV"'--...- ¡ 

'-'L 4(- 1 J 
Por lo tanto, de las relaciones (188) y (189} se tiene: 

u"'= u"'= o 
1•111!'1 l•ltll 

(188) 

(189) 

(188-1} 

y la relr.il:'iones (186) y (1R7) se pueden eser ibir de la forma: 

lu,"_', l-l 1 (A'~ l 1+2 (1+1) 
2

- m 
2 

(u,·::)h+1 ¡ 41
2

- 1 Tlz_ - - -- ~- l--..---.. ¡ 
~:: 2 8 ·;· / l 4(!+1)N-1 · v,:;:. p-1 (- _m~ j . 

(U,~:·.¡ =J-=-r A"~\_:::_\ 12

- m2\~¡u;:1l_I f 4(1+1(- 1J-t 
.\ V,~'.} l 2 \s;:') 1+1 l 41~-·1 j \~:·;} j1-2 ln+1)~- m ~ l 

{190) 

Las relaciones {188-1) y (189-1) se pueden escribir de la forma: 

¡ u:.~.,¡ = ( º . 
·, v"· .' o 
\ ~1+11. .. 

{192) 
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( u.::.~'"\)= ( o \) (192-1) 

1. \!,,..... .\ o 

y de las relaciones ( 19 O) y ( 19 2) ~ se encuentran los coeficientes 

siguientes: (tomando inicialmente l = m+1.0, y continuando de 2 

en 2 hasta 1 = m+2) 

'" u .. , ... , "' u'lH\\ 
1 (193) 

. :n i 
··~·······, :\ vll··· j .. 

y de las relaciones (190} y (192-1} se obtienen los siguientes 

coeficientes: (tomando inicialmente l=m+9, y continuando de 2 en 2 

hasta l=m+1) 

/ 

1 '" :U, .. ) 

I ............... , \ v~:; l . 

Obteniendose óe esta forn'ia los coe:ficiante~ de 'f a partir de los 

coeficientes de Z. 
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DATOS Y RE3!JL TA003 

El m4todo de soh . .tción de la ~uación de vorticidad en términos de 

.,;eries de armónicos esféricos, para la superficie Z=SOOmb.,s<? 

· probó con los siguientes datos: 

1.- Datos de una superficie hemisférica idealizada, la cual se 

muestra en la figura No. 1; 

2.-Datos reales de l.D1a superficie en el hemisferi0 norte, del 4 

de diciembre de 1950, los cuales se muestran en la figura N0.3; 

3.- Datos reales llY"....ales de t.ma superficie de la República Mexicana 

del 1 7 de julio de 1984, y datos ideales para complementar el 

hemisferio norte, los cuales se muestran en la figura No.6. 

Con estos datos se hizo un pronóstico para 2•l horas,y se t;1btuvii:ron 

los siguientes N!Sultados: 

1.- Para la superficie hemisférica idealizada se obtuvo la super

ficie que se muestra en la figura No.2; y comparándose esta con 

la figura No. 1, se puede observar que la superficie se mueve 

hacia el este; 

2.- Para la superficie naal del 4 de diciembre de 1950, el 

pronóstico obtenido se ml.19Stra en la figura No.4; y comparando 

ésta con la de la figura No.S, que ss la superficis observada el 

5 die diciembna de 1950, se puede ver que el movimisnto general de 

la supsrfide pronosticada de los 20° a los 90° de latit~<d norte 

es muy parecido al movimiento de la superficie observada el 5 de 

dicismbre die 1950, en ese mismo intervalo de latitudes. 
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3. - Para los datos locales de la República Mexicana, el ¡:·ronos::lco 

obtenldo despues de 24 horas, se muestra en la figura No. 7, 

comparando estos datos con los de la figura No. 8, los cuales 

pertenecen a la suparficle observada el 18 da julio de 1984, se 

ve que el movimiento global de la SIJFerflcle pronosticada se 

aproxlma bastante a la observada. 
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Figura No. l. Condi'Ci6n inicial idealizada. 

59 



~gura No. 2. Pronóstico después.de 24 horas de la ~uperficie 
idea 1 izada. 
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Figura No.3. Datos observados el 4 de diciembre de 1950 · 

Fiaura No.5. Datos observados el 5 de diciembre ·de 1950 
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Fi9ura No. 4. Pronqstico para el 5 de diciembre de 1950 
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figura No.· 6. Condición .inicial con ·datós reales para la Re·
públ i ca Méxi cana, del 17 de julio de 1984. 
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.Ei gura No. 7. Pronóstico para el 18 de j u1 io 'de ·1984. ·para 
la República Mexicana. 
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f.igura No. 8. Datos observados para la República Mexicana el 
18 de julio de 1984. 
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CONCLUSIONES 

Al resolvei- la ecuació.1 de vortlcidad en términos de serle.:; de 

armónicos esféricos de süperficie se obtienen las slguienles 

conclusiones~ 

- La superficie hemisférica real pronosticada es muy parecida 

a la superficie observada en el intervalo de latitudes de 20° a 80°. 

- Se observa que la superficie idealizada después de 2 =t horas. se 

desplaza hacia el oeste en latitudes bajas. 

- El método se probó con incrementos de tiempo de 3 horas a partir 

de datos ideales y reales, observándose gran estabilidad del proceso. 

pues se obtuvieron resultados análogos después de 2 .:¡ hura:s. 

- El pronóstico al utilizar datos reales seguramente fué alterado por 

la carencia de datos en el hemisferio sur. ya que al usar el método 

de: armónicos esféricos se debe contar con todos los datos del globo 

terrestre para poder pronosticar una región limitada de la tierra. 
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FUNDAMENT ACION ~.AATEMATICA 

En esta sección se mencionarán las principales herramientas 

matemáticas sobre las que se ha basado este trabajo: 

Condiciones para expandir una función en series de armónicos 

esféricos de superficie: 

Se tiene que, sujeta a las siguientes restricciones, una función 

F(rp,11.) definida sobre la superficie de una esfera es 

representable en términos de series de armónicos esféricos de su

perficie, es decir: 

la serie: 

F($,A.}=~ A,~ (sin$) +~ ~
1

(A~'cosmA. + B~sinmN p~''(sinrJ>) (200) 
t..""'º 1. .... o 1-•1=1 

donde: 

(201) 

:?lí 'íi/'].. 

.. 
1 f f ,.... f • ' \ ' ....,u1, • • ' ' 1 1 '' /"\ =--;; l 1 -r lljJ,J\JCOSinJ\.í" lSlmpJCO:::H¡JO(jJU/\ 

Je ~-''12-

1 [~Tíírr¡.,_ "' 
B =--; F(Q>,A)sinmAP

1 
(sin$)cos$d$dA 

o ·ºh 

{203) 

en la cual F(.p,A.) tiene una integral absolutamente convergente 
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·sobre la superficie esférica, converget"á en ($,A.) al valor 

F(Q>,t..), si (rp,t..) es un punto de continuidad de la función con 

respecto a (rj>,/\), ó, al valor 1/2{f1 ($,A.) + f2 (¡p,t..)}, si el punto 

es t;;il que ahí pase a través de él una línea de discontinuidad 

tal que f 1 (rp,/\), f 2 ($,A) son los límites de la función en el 

punto fomándolo de los 2 lados de la línea, y si la función q;.(y), 

la cual es el valor medio de la función f(rp,A.), para cada valor 

fijo de y sobre el círculo para el cual y tiene ese valor, 

tiene variación acot.ada en todo el intervalo (O;ir) de y. 
Por lo tanto,se puede mostrar que cualquier función de cuadrado 

integrable de A y cp puede ser exp;;indida en series de armónicos 

esféricos de superficie [VII]: 

Relaciones de Recurrencia · 

Las Funciones Asociadas de Legendre satisfacen las siguientes 

relaciones de recurrencia [III]: 

ap"'(sinrp) sin¡p ' = Pm''(sin$) - m -- P "'(sin$) 
arp ~ cos$ P.. 

"''} 
aP, lSintJ>) sinrp "'" " 

-f-•4\ Df-!-...r..\ 111-14\f't-'\0¡$'-:t.-..L\ 
- ~ - \.'U-lt'-/ --L.l l::1l.11'f'J - ll"T"lll'T"L/lL"""lllJl"-J. l:;:).Ultp/ 

arp cosrp 

ap~'(sinrj>) .. , t "' 
--- = tgrp (1 +1) P, (sinrp) - -- (l-m+ 1} ~ .. ,(sin$) 

8$ cos~ 
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Ortonormalización y Relación de Cerradura 

Por su construccion los armónicos esféricos constituyen un 

conjtmto de ftmciones normalizadas, los cuales también son 

ortogonales;las relaciones de orlononnalización de los armónicos 

esféricos de superficie son [VII]: 

r'; f "\$.>n·;"\$,AJcos.;d.P = .s,,á,.,. r -1& 

:!íf 11/'L 

Jd/\ f y;·<~ttJ>,A)Y~<•tip,>..)cos$d$ =O 

o -\ 

· .. donde: 

. lº .ó.,i= 
1 . m=µ 

el. conjtmto de armonices esféricos de superficie, por lo 

. tanto,constituye una base ortonormal del espacio de funciones 

de cuadrado integrables de rp y A, lo cual se expresa por la rela

clon de cerradura [VII]: 

(208} 

(209)· 

(210): 

{211} 
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Paridad 

. Los armónicos esféricos son funciones cuya paridad esta bién 

definida e independiente de m. Son pares para 1 par e impares 

para 1 impar [VII]. 

La relación de paridad que satisfacen las funciones asociadas de 

Legendre es [I]: 

P~''(-sin$) = (-1) l+mp~'(si.n~) (212) 

Relación entre los Armónicos Esféricos y las Funciones Asociadas 

de Legendre 

La dependencia de de ios armónicos esféricos reside en funciones 

cohocidas como funciones de Legendre y funciones asociadas de 

Legendre, así que, los armónicos esféricos de superficie 

son proporcionales a las funciones asociadas de Legendre, es 

decir [III): 

(•¡ \ j'if+1 (1-m}: 1 ~ cosmA. \ "<'' -($,A.) =\-- ---· P;(sinrj:¡) } ; si m ~ O 
2n-. (l+m) ! .sinm/\ 

donde P~' son las funciones asociadas de Legendre definidas por: 

.rn 
p"'(sin$) = ~ (1-sin$'\m

1 
u P (sinrp) 

.t d(sin$)m .t · 

y el conjunto de P.s:""para m fija constituye un sistema ortogonal 

de funciones: 
Tf 

f 2 (l+m)I 

Ocos$d$P~''(sinrJ>)P¡~csinrJ>) = -- ---· ó > 

21+1 {l-m) ! 11 
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con las cuales se pueden expandir- funciones de rJ> solamente. 

y para m negativa se tiene: 

"•(') \ {21+1 (l+m) ! 
1 

-»• ('co.sm>.) _,· 
Y.e. (rp,A) =\¡-- --- P.11. (sintj>) si 

4JT (l-m) ! · -smm>~ 

7'2 

(214) 
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