-

“

, UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONGMA DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

ESPINORES EN ESPACIOS EUCLIDEANOS,
SEUDO-EUCLIDEANOS Y SU RELACION CON

LA TEORIA DE TWISTORES PARA Es 2

T E S I S
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
F 1 S i c 8]
P R E s £ N T A

RUBEN DIAZ AVALOS

MEXICO, D. F. : 1986



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



RESUMEN .

En el presente trabajo es llevada a cabo una generaliza-
cién del formalismo espinorial a espacios de dimensidn arbitra-
ria pero finita,en la cual no importa el hecho de que los es--
pacios sean Euclideanos o Seudo-euclideanos.Para esto,son to--
madas las propiedades del &dlgebra de Clifford,y amrovechando =~
las propiedades de é&sta Gltima,se lleva a cabo una complexifi-—
cacibén de los espacio vectoriales en una forma igual a la hecha
en la t&trada de Newman-Penrose,a fin de poder trabajar a los_
espinores como elementos de un Slgebra exterior.Una vez hecho_
esto,se define un producto escalar de espinores,y se estudian_
las propiedades bisicas de &ste producto.Finalmente,se anlica_
el formalismo espinorial desarrollado a algunos casos narticu-
lares de espacios,como al esmacio Fuclideance de cuatro dimen—-—
siones,donde se muestra que el grupo de invariancia de estos -
espinores es el qrupo Simplé&ctico de cuatro dimensiones.Para -
el espacio de seis dimensiones con signatura (++++--) se obtie-
ne el concepto algebrdico de los twistores,y finalmente,se rea-

iiza la obtencisn de 1z transformaci
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n corresvondiente a un --
"empujén" con la velocidad en la direccién paralela al eje x
de un espinor asociado al espacio de Minkowski,viéndose que —--
ésta coincide con la conocida en la literatura.
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INTRODUCCION.

Los espinores surgieron »or nrimera vez en el afio de 1913
en un trabajo puramente matemftico debido a E. Cartan cue trata
sobre representaciones lineales de arunos simnles,y no fu& sino
hésta 1928 cuando é&stos surgieron en la Fisica al llevar a cabo
una realizécién de la ecuacién de onda relativista del elctrdn,
que no presentara las propiedades indeseadas de la ya existente
ecuacidn de Klein-Gordonl’z,haciendo mas natural la introduccidn
del concepto de espin del electrSBn,el cual era hasta entonces —
un pegoste de la teoria de Schrodinger,y el cual no salfa a la
luz en el tratamiento usual del Eswacio—tiempo mediante los --—
tensores usuales.A partir de entonces y con el fin de llevar a
cabo una c¢uantizacibn de las teorfias de camno,se ha hecho nece-
sario llevar a cabo representaciones espinoriales de los camnos,
haciendose mas natural la introduccibdn de concentos nuramente
cufinticos en &stos.Sin embargo,la desventaja aque oresentan las
represéntaciones espinoriales de los camnos frente a las tenso-
riales,es gque resulta bastante mas complicado introducir los -
conceptos de Geometria Diferencial en el conitexto de la Teorf
de Espinores3.

La idea de espinores en n dimensiones fué desarxollada -
extensivamente por el mismo Cartanh,y posteriormente otros au-
tores como Brauer y Weyl5 también la trabajaron y obtuvieron -~
algunos resultados importantes,como lo es el hecho de que las
matrices de Dirac puedan ser escritas en forma de productos —-—
tensoriales de las matrices de Pauli.Mostraremos en este tra~-
gajo qué es posible reformular la Teoria de Espinores en el -

lengquaje de las Matem&ticas modernas,que facilitan su mayor —-



comprensién.

Este formalismo tambi&n nos ha hecho rosible exmlicitar
la relacibn entre espinores en ciertos espacios Seudo-euclidea-
nos,asi como extender conceptos originalmente aparecidos en -
espacios Euclideanos y en el espacio de Minkowski.Veremos e
para el espacio 8&2 se tiene de una manera natural el concen-—
to de twistores,que constituyen una generalizacifn de los esvi
nores en el sentido de gue forman el esnacio de representacidn
del grupo Conforme,en tanto gue los espinores constituyen el -
espacio de representacién del grupo de Lorentz6.Parte de este
trabajo es la obtenci6n Parte de este trabajo es la obtencidn
de los generadores del grupo Conforme a partir de nuestro for-
malismo espinorial,obteniendo primero los generadores infini--
tesimales del grupo SU(2,2) y arelando luego al homomorfismo -
existente entre SU(2,2) y el grumpo Cconfcn:me7‘8 d(3,1).

La teoria de twistores ha encontrado amlicaciones imvor-—
tantes en la Fisica Moderna,tales como programas para formula-
ciones alternas de la Mecénica Cuéntica y Teorias de Camno que
incluyen Gravitaciénzm. .

La generalizacibén de los espinores a n dimensiones se —-
llevaré a cabo tomando como base al Slgebra de Clifford,que --—
posee todas las proriedades gue deseamos posean los espinores.

.

Noéando primero cue para espacios vectoriales en los gue el --
producto escalar de dos vectores es nulo,el &lgebra exterior -
satisface ser‘un &lgebra de Clifford,se procede a llevar a ca-
bo una complexificacibn dey espacio vectorial en cuestibn é -
fin de lograr un nuevo espacio vectordial definido ahora sobre

el campo de los nfimeros comnlejos,de modo cue tomando la misma
forma del producto escalar que se tenfa en el espacio definido

sobre el campo real,se tenga un producto escalar nulo vara cua-



lesquiera dos vectores.La domplexificacion de los esvacios vec-

toriales se describe ampliamente en las secciones 1.1 (Espacios

Euclideanos) y 1.2 ( Espacios Seudo-euclideanos) del canitulo 1,
destacdndose el heche de para los fines de la teoria de espino-

res no va a tener importancia fundamental la diferencia existen-
te entre esmnacios Fuclideanos y Seudo—-euclideanos.Posteriormente,
se hace una discusién acerca de grupos ortogonales,en virtud de

cue los espinores constituyen una representacidn de éstos11 'Y -

se‘destaca el resultado de gue toda transformacién ortogonal es

a lo més,el producto de n+l reflexiones,

En el segundo capftulo ,se introduce un operador X(E)'Que
actla sobre los espinores,el cual es un mapeo de Clifford,y se
ve que dicho operador es un operador de reflexidén en el caso de
que z sea un vector unitario.Después se comienza a trabajar so-
bre propiedades de los espinores,construyendo un producto es-
calar y definiendo para eilo un overador de dualidad y la trans-
posicifn de espinores.Seguidamente,se hace mencién de los espi-—
nores puros,viéndos que &stos forman un gruwo de invariancia -
ante rotaciones y reflexiones,finalizando el capitulo con la -
conjugacién de espinores,la cual nos dard la pauta para la ob-
tencidn del formalismo twistorial,que seri obtenido en el capi-
tulo 3,

Por Gltimo,en el capnftulo 3 se comenzari por trabajar los
espinores en el espacio Euclideano de cuatro dimensiones,viendo
que en éste espacio se puede descomponer un espinor en la suma -
directa de dos semiespinores,y que los subespaéios a que corres—
ponden estos semiespinores son isomorfos.Esto nos vermite concen-
trar nuestra atencién en uno de los semiespinores fnicamente.En -
los subespacios generados por semiespinores aplicaremos la nro-

yeccibn estereogrdfica,viéndo que esta mapea un semiespinor a -



un vector nulo.Luego de esto,mediante una serie de arocumentacio-
nes algebr&icas,se muestra que el producto escalar de espinores

asociados al espacio complexificado de cuatro dimensiones,tiene

por grupo de isometrfas al grupo simplé&ctico de cuatro dimensio-
nes Sp(4).

También se muestra que es posible construfr todos los ele-
mentos del dlgebra de Clifford a partir de los generadores del -
grupo simpléctico.Después de esto,se define lo dque se conoce en
la ‘literatura como el grupo Spin(4,C),viéndose que es vosible ——
expresar a los generadores infinitesimales de este grupo en té&r-—
minos de los generadores del grupo simpl&ctico.por lo gue con---—
cluimos que el mapeo de Clifford X(z) no abarca a todo el espa--
cio de espinores,o bien,en otras palabras,que no es nosible me--
diante la sola accién de las reflexiones generar a todo el grupo
de isometrias para el producto escalar de espinores asociados --—
con el espacio S’l.. .

Finalmente, procederemos a obtener la relacidn existente —--
entre los espinores asociados al espacio 8%2 y los twistores,vara

lo cual serd necesario introducir un nuevo tipo de producto es-—-

caliar de espii 5,3l cuzl investigaremos las proviedades,vién-
do que este nuevo producto es invariante bajo transformaciones -—
del grupo SU(2,2),y de esta manera tendremos el formalismo twis-
torial.

Para conclufr el trabajo,Se obtiene la expresifn de la ma-
triz correspondiente a un "empujén" en la direccidn del eje x
de un espinor,viendo que es la misma expresién obtenida mediante

pfocedimientos mas complicados en la 1:‘.te1:aturc-1]'2
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§1.1 FSPACIOS EUCLIDFANOS.

Uno de los concentos mas imnortantes en nuestro estudio de los
temas comcernientes al dlgebra lineal,es el de producto interno.si --
nuestro espacio vectorial V esti definido sobre el campo de los nGme-—
xos reaies,se acostumbra definir al producto interno como en la sigui-
ente:

Definicién I. Un producto interno en un espacio vectorial V defi-
nido* sobre el camno real .es una funcidn bilineal wer?*V ,aque cumple
con las siguientes propiedades:

‘a) Simetrfa: para {x,y)eVxV,(y,x)eVxV se tiene y(x,y)=wly,x).

b) Positividad: wara (x,x) VXV se cumnle w(x,x)>0 si x70.

Un espacio vectorial V en el que se ha definido un nroducto in-
terno, se denomina Euclideano si es de dimensidn finita.Podemos citar
varios ejemplos de producto interno,sin embargo, el mis imnortante para
nosotros va a ser el producto interno usual,definido como

‘ m(x,y)=i£1p‘i’(x)9‘i'(y) (1.1)
para cualesquiera x,yeV,donde Pg denota la funcidn nroyectiva i—&sima
en el espacio V,es decir,considerando a xgV como una n-unla (xl,...,x“)

p\i’(x)=xi con i=1,...,n.

Ia justificacidn de que usemos este nroducto interno en narti--—
qular,obedece al hecho de gue con &l,disponemos de internretaciones
geom&tricas conocidas desde la geometria Euclidea,como lo son las no-
ciones de perpendicularidad,longitud de un seaqmento,etc.,aque nos van

a sexr de gran utilidad en el desarrxollo de nuestra teoria.

En lo que respecta a la longitud de un segmento,veremos que &sta

*) Aqui haremos uso de la notacidn fe BA para designar una funcidn que

tiene como dominio al conjuntc A y como contradominio al con-

junto B ,es decir fsi(a,b)ladA v bEB\,y a b se le designa nor

£(a) ,es decir,b es la imagen de a bajo La funcidn £.



tiene una importancia crucial,ya que es el medio de definir varios
tipos de transformaciones que actfien sobre elementos de un eswacio
vectorial dado,diciendo qué es lo que dichas ‘transformaciones van a
hacer con la longitud de un segmento.Asi,nor ejemplo.los movimientos
rigidos son los que dejan invariante el tamafio de un segmento.Eéte
tipo de transformaciones forman un grupo que tiene una importancia
fundamental en la Fisica,conocido como Gruno Ortodgonal,el cual vere-
mos brevemente en la seccifn 1.3, '

Una forma de definir el tamafio de un segmento es tomando una
nueva funcibén llamada norma,que satisfaga los siguientes requerimien-—
tos:Para a,beVv

1) [TKka)>0 si a#0 (positividad)
2) || Kxay=121]1} ]| (a) para toda AeR (homogeneidad) .
3) | tatb)< I [lta)+ 1} ||tb) (desigualdad del tridngulo).

Como podemos ver,esta funcibn satisface los reguerimientos que
le pediriamos a la distancia entre el origen y el nunto a.Es evidente
que tomando la definicién (1.1),somos canaces de definir una funcién
norma como

Nl (2)=va(a,a) (1.2)

Por otro lado,es posible demostrar que para efectos topolégigos
en un espacio de dimensién finita,todas las normas son equivalentes?!® .
De ahft que no haya ningtlin problema en tomar como producto interno es-—
pecificamente a (1i.1).

"En vista de que utilizaremos con mucha frecuencié al cuadrado de
1aAnorma (1L.2) ,1le otorgamos el nombre de Forma Fundamental,y evidente-
mente, su expresidn serd . )

220 (x)=(x1 124, .+ (x™) 2 (1.3)
para un punto x=(x1,...,x“).

La noci6n de perpendicularidad se introduce diciendo que dos

veetores son perpendicuwlares.si y solo si. su nroducto interno es nulo,



vy siguiendo el método de ortogonalizacién de Gramm-Schmidt ,es po-
sible construfr a partir de una base {ul,...,an} para el espacio V,
una base {ul,...,un.} que cumple la condicibn de gque los vectores 4

1
ceesu sean perpendiculares entre si,y unitarios.Una base con tales

propiedades es llamada base ortonormal.

Definiremos como vector isotrbdmico a un vector cuya forma fun-—
damental sea nula.Claramente,podemos interpretar esto diciendo cue
un vector isotrépico ‘es perpendicular a si mismo.Tal y como hemos es-
tado trabajando hasta ahora,Gnicamente disponemos de un vector isoc-—
tr6pico,gque es el vector cero,debido a que la norma gue definimos es
pvositiva definida,sin embargo,podemos llevar a cabo la construccibn
de vectores isotrSpicos mediante un procedimientc bastante sencillo,
que consiste ‘en realizar una complexificaci®n del espacio vectorial
V.Para ello,debemos dividir el problema en dos casos:l)duando la 4i-~
mensién del espacio V es impar y 2)cuando la dimensiSn es par.En el
primer caso,vamos a poner gue la dimensién del espacio V es 2v+l y
en el segundd caso iv.En el caso de dimensidn var,definimos

e =(u1+iu2)%2,

(u3+iu4)%2,

: (1.4)
=(u__1+iun) %2,‘

donde i=v/-1.Usando entonces el producto interno de que disnonemos,

es claro que m(ek,ej)=0,ya que ek=(u2k_1+iu2k),ej=(uzj_l+iu2j)+2,

por tanto,m(ek,ej)=(u2k_1-u2j_1—u2k~u2j)+4+1(u2k-u2j_1+u2k_1'uzj)éh,

pero como {uk}l‘:=1 es una base ortonormal,

w.cu.= . - P

iUy m(ul,u3)=61]

vemos que el término real de m(ek,ej) es siempre nulo,y para el tér-—
mino imaginario,basta con darse cuenta de que 2k es siempre nar,mien—
tras que 2j-1 es siempre impar,por lo que el té&rmino imaginario es

siempre nulo también.Asi,hemos construfdo a vartir de los vectores



base igi.....gi a los vectores {gl....gnfz} .los cuales
son isotrépicos y perpendiculares entre si.Una consecuencia
interesante de 1la introduccidén de esta construccidén es que
vamos a tener ahora la existencia de subespacios isotrdpicos
de €V,dados por combinaciones lineales de vectores isotrdpi-

cos,es decir,si &gkk son vectores isotrépicos,el vector
1

1.
o tey (1.3)
también es isotrbpico,ya que
N ik
LY m,m)= tTt u}(_gi,gk)=0
, &Hx .
Ademds,como el vector cero es isotrdépico,es trivial demostrar
que los vectores isotrépicos forman un espacio vectorial.Hasta
ahora,hemos visto como es posible construir un conjunto de
n/2 vectores complejos isotrépicos en el espacio N a partir
de un espacio real de n dimensiones,y sabemos que ellos gene-
ran un espacio vectorial que en este contexto puede ser visto
como subespacio de {TV.Cabe preguntarse cudl es la mixima
dimensidén que esperamos pueda tener un subespacio isotrépico.
Designaremos el subespacio isotrépico como J@ .Supongamos
que dim(bﬂ; Y=sk,por lo cual deben existir necesariamente k
vecteres dseotrdpices { il""’ik} tales que son linealmente
independientes y generan a u&% .Estamos garantizando asi . que
{31""’9£} es una base para bﬂ; ,es decir,un conjunto minimal
de generadores ,por - lo tanto,el complemento ortogonal a
LJCHO puede tener dimensidn mayor que n-k,es decir,
. 1
dim( Ay )4n-k
pero al mismo tiempo,por construccidn,los vectores 31,...,ek
i i ;/{/1

son ortogonales a si wmismos y forman parte de v ,10 cual

nos conduce a que el nimero de vectores linealmente indepen-

1 .
en;A@ es a lo mas n-2k,pero la dimensidn

tes y distintos a e;
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dé todo espacio vectorial es siempre mayor o igual a cero,por
lo que se tiene n-2k®»0.En vista de esto,k=n/2,pero como n
es par,n=2¥ y podemos concluir que k%4v.Asi tenemos que

dim ( )2y, (1.6)
lo cual era de esperarse,ya que los generadores de uﬁg son
los vectores { gl,...,g} que ya construimos anteriormente.

Para el caso que tengamos gJue la dimensidn de V es
impar (dim(V)=2V+1),podemos disponer de una base oftonormal
{uo,ul,...,u2 }, y al ser una base ortonormal,podemos conside-
rar a V como la suma directa de un espacio de dimensidn uno
con otro de dimensidn 2V,haciéndose asi posible aplicar nueva-—
mente los razonamientos ya descritos para espacios de dimen-
sidén par,y claramente,la dimensidén de un subespacio isotrdpico
sigue siendo menor o igual que V.

Por ditimo,vamos a ver c¢bémo se transforma la forma
fundamental al considerar como base de £V a los vectores iso-
trépicos {21-n~-,§v} ¥y sus conjugados,que denotaremos como
g;=(u2k—iu2k+l)/2.Tenemos que

£1=(ul+iu2)/2 . <gl'=(u1—iu2)/2

implican u,=e,;+e;',u,=i(e,"’ ),etc.,por lo que

o] 2v
X=XTUAFX U . X T U,y

—e,
=1
1

(8] 1 - 2,. 2v . 1.7
=xTegtx (g te )" )FxT(i(e) Ty 2. HxT (A(ey" ey ) (1.7
"y haciendo el cambio de variable

ylle—ixz.

y1'=x1+ix2,
B (1.8)

y2V 2V =1 2y

se tiene

_0 1 1, « v Vg ot 1.9
X=xXTegty ety e "t Y ooty ey’ (1.9)
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1

Y
De (1.8) es claro que ¥y y1'=(x1)2+(x‘)2,por lo cual la forme

fundamental queda como
1

y1'+...+yvyv'.

(x9N 2ey (1.10)
Es facil ver que la expreién para un vector X
de €N en términos de la base isotrgpica es
v
_0 K, LN JKio ot 1.11
x=x SO*Z’Y _e_k+Ly - (1.11)
=4 : Wy
es decir,podemos poner
x=x9eptzrr’, (1.12)
donde r es un vector en el subespacio isotrépicou% y r' es
otro vector en otro subespacio isotrdpico que designaremos
4
poruﬁg.
Vamos por {(ltimo a definir 1la base reciproca de
1 v s e L s
My como una base( € ,.-.,E.} tal que se satisiaga la condicién
el e -8 .. ©o(1.13
€ e;=87; ¢ )
Es claro entonces que un elemento tipico de 1la base
reciproca debe tener la forma
i .
€ =(u,;_1-1uy,), (1.14)
y evidentemente,se puede visualizar a la base reciproca de
3
oJCcomo una base para up;.
Ahora,para expresar un vector de v en términos de

las bases reciprocas,debemos definir un tipo de coordenadas

que compensen este cambio,lo cual logramos definiéndolas

como
xk=xk/2,
y de esta manera,un vector de CV.queda expresado como
.,0 k ke, +_,0 k e
2=x eotx g, +x e T=X"eadx, Xy e .
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1.2) ESPACIOS SEUDO-EUCLIDEANOS .

Existe otro tipo de espacios vectoriales que van a
ser de una importancia fundamental en el desarrollo de 1la
teoria de espinores,debido a que estos dltimos nacieron de
la necesidad de brindar una descripcidn relativista de 1la
Mecdnica Cuantica de particulas de espin semienterolS.Como

es bien sabido,la relatividad especial se desarrolla en un

16

tipo especial de espacio,conocido como Espacio de Minkowski
que es un caso particular de espacio Seudo-euclideano.La
diferencia esencial entre losespacios Euclideanos y los Seudo-
euclideanos consiste en que para estos f(ltimos,tenemos un
cierto nimero h de términos negativos en la forma fundamental
correspondiente a un vector xeV,es decir,la forma fundamental
ahora se lee

2—-

n-h+1,2 n, 2

o=(x1124+ (x5 2. L+ ("B (x Yoo o(x™2. (1.15)

Estonos va a traer como comnsecuencia que existen tres
tipos de vectores: los gque hacen que la forma fundamental
sea positiva,negativa o c¢ero.Tales vectores se denominan
espaciales,temporales o nulos cuando estdn en el espacio
de Minkowski.,Hay también vectores unitarios espaciales (con
@®=1) y temporales (conv®=-1).

En el caso de 1los espacios Seudo-euclideanos,podemos
poner al producto interno en la forma

1 n-h n—h_xn~h+lyn—h+1_

w(£.1)=x1y +.o..tx y ce.ex™yTL (1.16)

. v
Asi,es posible encontrar una base {21""'En—h’ln~h+1""'ln }
que sea ortonormal,esto es,
m(gi,gj)=§ij i,j=1,....n-h,
w(gk,gm)=-§km k,m=n-h+l,...,n, (1.17)

m(gi,lm)=0.
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Podemos entonces repetir el proceso de construccidén de 1los
subespacios isotrdépicos como lo hicimos en el caso de espacios
Euclideanos,aunque habrad un pequefio cambio que a continuacidn
notaremos.
Andlogamente a lo hecho en la seccidén anterior,se define
g'1=(.111+igz)/2
e,=(ugy+in,)/2
- (1.18)

e, n=Wy opo1tiu, 5p)/2
donde n es la dimensidén del espacio,que en caso de ser par
es igual a 2r.,y en caso de ser impar es 2t:+1,Cuando la dimen-—
sidén del espacio es impar,se procede a trabajar la coordenada
impar de la misma manera que se hizo en 1.1).

Nos faltan aun por considerar h vectores u y 1los h
vectores. v,es decir,nos falta incluir 2h vectores gque,=a
fin de tener h vectores isotr6picos,los combinamos de 1la

manexra siguiente:

B he18y ohe1tnohel) /2

N (1.19)

Bp={u 4y 572

De 1las condiciones de ortonormalidad (1.17)' se sigue

que
“’(-‘?—i'ﬂj)=°, i,j=1,..., -h
(U(Bk-£1)=o k,1= -h+l,..., , (1.20)
wle; g, )=0.
es decir,los vectores {El""’gv—h’-&v—h-rl""’3\’} son iso—’

trépicos y perpendiculares entre. si.Definiendo ahora un tipo
especial de conjugacidén para los vectores {51} como

v
Bpohel =8 2m41 Y0 ne1 )72 (1.21)
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se tiene,al igual que en (1.7)

] 1 -1 n
E=x"eqt+x (gl+gl')+...+xn (gytay' )+x (By-g,") (1.22)
Nuevamente,reordenando la expresidn anterior se tiene
n-h

— o] 1 .2 n '
X=X Eo+(x -ix )gl+...+(x +x )gv .
y poniendo
1_.1 .. 2 1, 1 .. 2
y =x-ix" , y '=x"+ix" ,
v =x2v-h+x2v Ly .=x2v—h_ 2y

la expresidédn de x€ €V en la nueva base {go,gl,....gv_h.gv_h“,

,...,gv} toma la forma

N A
9. T ™k Ko, vy, k | S
xX=x e, + e + + 1.23
X hg.*‘;k‘ (v eyry Ty D é%"(y Bty ‘g ') < )
donde y '=x“"""-x para k= v-h,...,v .De esta manera,puesto

que w(gi.gj')= sij/2=—\u(gi.gj'),la forma fundamental queda
dada como

o=(x)2aytyl e, LuyYyV (1.24)

y unvector x€&V puede escribirse como
o & ox o =k Sl
T L} 1 t
seegt] 57 e S vt M5 e ey )
b= T rTey Tovanm
Es decir,

5=x°so+£+£' (1.25)

con IE€N, vy gfeJﬁ;,al igual que en los espacios Euclideanos.
Hemos hecho asi una transformacidn muy conQeniente de ‘los
espacios Euclideanos y Seudo-euclideanos,mediante la generali-.
zacién de 1las ideas ‘de’ la tétrada de Newman-Penrosela,ya
que como podemos ver,ambos . tipos de espacios poseen una es-—
tructura.muy seme jante .Esto nos va a brindar 1la posibilidad
de tratar nuestra teoria de espinores sin tener que preocupar-—

nos demasiado por la naturaleza Euclideana o Seudo-—-euclideana

de  nuestros espacios,aunque si habrid necesidad -de 1llevar
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a cabo aigunos cambios pequeiios en ciertos lugares,como en
la conjugacién de espinores.

De la misma manera que lo hicimos en la seccidén ante-
rior,podemos definir a la base reciproca de N ,satisfaciendo

las mismas propiedades dadas en (1.13).
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1.3) GRUPOS DE TRANSFORMACIONES ORTOGONALES

El grupo de transformaciones ortogonales puede definirse

como aquellos automorfismos de €V tales que preservan el

valor de la forma fundamental,esto es,al aplicar una de estas
transformaciones a un vector xe,su norma no cambia.

Debido a que se trata de transformaciones lineales

de €V en si wmismo,se puede asociar a <cada transformaciédn

ortogonal una matriz de nxn,donde n es la dimensién de (V.

Consideremos una transformacién del espacio vectorial

mediante la cual cada vector x& ¢V es cambiado a un vector
3*
X con coordenadas

*r

e
T s
x = R ®x

(1.26)

K ¥3
rs .
donde R son en general pOimeros complejos.

Como las longitudes de 1los vectores no cambian  con

la rotacidn,tampoco debe cambiar el producto interno de dos

de ellos,entonces
; n

- h
P T omp ow
xTyT e Z;x Ty r=§; RTSYSRTE,LE |
7 et L,
y para que esto se cumpla para todos los vectores x y y,debe-—
mos tener

RTSRT .38t | (1.27)

Las R*" pueden ser vistas come los glomsntes de la

matriz R,mientras que podemos definir a la matriz transpuesta
~ ) rs{ .sr . sz
R,con elementos {(R “)=R .La condicidon (1.27) puede ponerse
entonces como
~
RR=1 (1.28)
Una matriz con estas caracteristicas se 1llama matriz

ortogonal.
De (1.28) tenemos que

det (RR)=det (R)det (R) =1 (1.29)



17

va que det 1=1.Como det(i):det(R).resulta que

(det (R))%=1 = det(R)=+1.
Vemos asi que para cualquier transformacidn ortogonal
det(R)#0,10 cual implica que toda transformacién ortogonal
es dinvertible.Ademds,es posible ver que si R y S son dos
transformaciones ortogonales,RS también es una transformacidn
ortogonal.Esto implica que las transformaciones ortogonales
constituyen un grupo que se denota por O(m) con n=dim( V).
ES claro también por las propiedades de las matrices que
el grupo O(n) no tiene por que ser un grupo abeliano y tampoco
es conectado puesto que det (R)=+1,1l0 gque provoca que existan
transformaciones (det(R})=-1) que no pueden ser construidas
a partir de la unidad mediante sucesiones infinitesimales.

De hecho,el grupo O(n) puede ser separado en dos peda-
zos:las transformaciones con determinante +1 y las de determi-
nante -~l.Las primeras constituyen el subgrupo ortogonal pro=-
pio,y las {Gltimas no forman um grupo,porque dadas dos trans-—
formaciones R,S con determinante negativo se tiene

det (RS)=(det(R))(det((S))=(—1)2=1
Los elementos R tales que det (R)=-1_ constituyen las

reflexiones,por ejemplo,si n=3,la transformacién identidad

es
1 0 0
I-={0 1 O
s o 1t

¥y podemos dar una transformacidén R como
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gque tiene det R=-1,y constituye una reflexidn con respecto
al plano y-z.

Vamos a demostrar también que toda transformacidén orto-
gonal puede escribirse como el producto de n+l reflexiones
a lo mas.Para verlo,tomemos dos vectores x y Yy tales que
(x,%x)=(y,y)#0 y mostraremos primero que existe una reflexiédn
ptal que p(x)=iy.

De hecho,como

(2+Y, x+¥)+(X-¥,x-¥)=2(%,x)+2(y,y)=4(x,x)#0
se tiene que (x+y,x+Y)#0 o bien,(x-y,x-y)#0.Supongamos que
(x~y.,x-y)#0.Pongamos sahora h=x-y y consideremos la reflexibn

p(x)=x~2(h,x)h/(h,h)

entonces,

p(x)=x-2(x-¥,x)(x~-3)/(x-Y,x-y)=x-(x~3)=y.
Asi tenemos que la reflexién de x respecto al plano perpendi-
cular a (x-y) es y. . .

Ahora probaremos la afirmacién por induccibén sobre
n.Si n=1,tenemos que al aplicar una transformacién ortogonal
R a x lo mids que le puede pasar a x es un cambio de signo,ya
que su magnitu debe permanecer dgual.,esto es,Rx=+x.vy asi
R es el producto de a lo més dos reflexiones.Supongamos ahora
que la afirmacién vale para un espacio con dimensidén n-1,y
sea R una transformacidén ortogonal de V (dimV=n).Seleccionemos
un vector xcfV tal que (x,x)#0 y ‘pongamos y=Rx.Entonces
(y,¥y)=€x,x) ¥y por lo anterior,existe una reflexidén p tal
que p(x)=+y.Pongamos ahora R1=p_1o R,entonces R1(£)=i.’£-y asi
Rl opera f{nicamente cambiando la componente paralela a x
de un vectar y dejando invariante la perpendicular,que por
estar en un espacio de n-~1 dimensiones puede escribirse como

el producto de n reflexiones.De esta manera encontramos que
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R= anI
es a lo més el producto de n+l reflexiones,como querfiamos
mostrar.

Esta afirmacién es valida aun en el caso de que el
producto dinternc en V no sea positivo definido,como en el
caso de espacios Seudo—euclideanos.

En un espacio Seudo-euclideano,en particular en el
de Minkowski,se tiene que mediante una transformacidn orto-~
gonal,se transforma un vector espacial en otro vector espa-
cial,un temporal en otro temporal y un isotrbépico en otro
isotrépico.La forma fundamental en este caso es

m=x2+y2+22—c2t2=(x1)2+(x2)2+(x3)2+(x0)2, (1.29)
en donde
x1=x N x2=y N x3=z ¥y xo=ict .

Si deseamos operar con el grupo ortogonal sobre el espacio

de Minkowski,tenemos que restringir los coeficientes RTS
de la siguiente manera: »
RTS (r,s=1,2,3) real
Rro.y Ror (r=1,2,3) imaginario (1.30)
ROO real.

El grupo de transformaciones ortogonales cuadri-dimen-
sionales restringidas mediante la condicidn (1.30) es conocido
como grupo de Lorentz 3y se denota por L.Un elemento de L
es llamado transformacidén de Lorentz.

De 1los requerimientos pedidos y de la condicidén de
ortogonalidad se tiene

R OR O=RrORrO+R00ROO=1,

pero como RrO es imaginario puro RrORro=—|Rro|2 y entonces

(R00)==1+ er l: =1
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por lo que tenemos

R%%=+1 o R%0--i. (1.31)

Asi,todas las transformaciones de Lorentz caen dentro
de uno de los pedazos caracterizados por (1.31),y no existe
forma continua para pasar de uno a otro.El grupo de Lorentz

se separa entonces en cuatro partes:

I L:_,donde det(R)=+1,R%9-41,
11 : L', donde der(R)=-1,R0%=41,
R 00
II1 : L ,donde det(R)=+1,R ~=-1,
IV : LY, donde det(R)=-1,R00=1.

Las transformaciones del primer pedazo son llamadas
transformaciones de Lorentz propias ortbdcronas (que preser—
van la direccidén del tiempo).A ellas pertenecen las transfor-—
maciones que pueden obtenerse mediante exponenciacidn de
transformaciones infinitesimales en la vecindad de la identi-
dad y constituyen la componente conexa del gfupo de Lorentz.
Estas forman un subgrupo de L.

Un elemento tipico de LL es una reflexidn espacial.Todos
los elementos de este conjunto pueden ser formados mediante
la combinacién de una reflexidén con un elemento de L;.Sin
embargo,como la identidad no estia en Lt,L: no forma un grupo,.
No obstante, juntando los elementos de Li y Li,obtenemos otro
subgrupo de L,que recibe el.nombre de grupo de Lorentz exten-
dido.

El conjunto 'III tiene como elemento tipico a la re-
flexidén temporal y por lo mismo,tampoEo es un subgrupo.

Por Gltimo,el cuarto conjunto tiene como elemento tipico
la reflexidn total del espacio de Minkowski.Evidentemente, &ste
tampoco eS$ un subgrﬁpo.

t
Asi tenemos que el Gnico subgrupo propio de L es L+.
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1.4) ALGEBRA EXTERIOR .

Tomemos nuestro espacio vectorial V sobre el campo
K,donde K pueden ser los ndmeros reales o los complejos.Se
define un tensor contravariante de orden r y covariante de
orden s como una funcidén multilineal Pe (K)Ax",'xAx!—'—'}"lY.donde
V es el espacio dual Q:Hom(V,K).Hacemos 'G';(V) la coleccibn
de todos' los tensores contravariantes de orden r y covariantes
de orden s.Sabemos que como funciones multilineales en
f]x...x\?x...xv,éstbs pueden ser multiplicados por elementos
del campo K y también pueden ser sumados.De esta manera,
E;(V) forma un espacio vectorial sobre K,cuya dimensidén en
n"*% Una base para 'é‘;(V) puede obtenerse mediante el uso
del producto tensorial que serid construido mas adelante.

Vamos a restringirnos ahora a tomar tensores contrava-—
riantes de orden 1© y covariantes de orden cero para mayor
simplicidad.Sea&é'E’ B(V).Si para cualquier i,j se tiene que

G AL SV BNV SOF g v FNE Ve T L W

diremos que $d es completamente simétrica.Similarmente,si

se tiene

F  C RN ST BN P YGVE SRS

y --'-vl’_iv----l’.r)
para cualquier i,3j diremos que 2 es completamente antisimétri-
ca o alternante.

Si tenemos ‘4’1,‘}'2 dos funciones multilineales simétricas,
entonces una combinacidén lineal ¥+, es también simétrica.De
esta manera,los tensores simétricos en 'G'S(V) forman un subes-—
pacio,el cual denotaremos por =TV,

‘Andlogamente,si q’l,\}‘zeﬁ’g(V) son funciones multilineales
alternantes,la combinacidén lineal ae ambas es evidentemente

alternante,por lo tanto,éstas forman también un subespacio
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de ‘G’B(V) al cual denotaremos por AT(V).

Los subespacios =F (V) y A¥ (V) tienen solamente al tensor
nulo en comin,por lo tanto,constituyen los términos de una
suma directa para '@E(V),es decir,

Bov)= 27(V) @ AT(V) . (1.32)

Supongamos ahora un espacio vectorial V y'Peﬁ,’g(V),
t.be'yg(V) tensores.Su producto se puede ver facilmente como

una entidad lineal en sus r+4s variables,por lo cual hacemos

la siguiente definicidén:el producto de ¢ y ¢ ,denotado por
¥@¢ es un tensor de orden r+s definido mediante™
1
eV (v, ..y S mpv LR LTS L (133

El lado derecho de 1la igualdad es el producto de los valores

de Py Y _.E1 producto define entonces umn mapeo

G-t
oe(7) donde  w=f(e e w)webilv) y ¥ EIVN
Se puede mostrar fAcilmente que el producto asi definido
es bilineal y asociativo.También,si {L_gl,....u_)m; es una base-

a . .
de V entonces(g_)“ﬂ-uow"} sobre todas las 1£i,...,i%n es una

base de ’@B(V).Para probar esto,notemos que si e;,...,e. es
...,

la base de V dual a gl,...,lgn,el tensor $b definido como

. i-“\ si ju=ki para [

eu.\ Lo o }!“u -nmg\.um,.

.Esto se s:.gue de 1as defini-

df\)jn....,} e ") . \I\ Juee )r(

a\+ \—

i, \
es exactamente igual a w'o.--ew
3 JI.--‘:
ciones de 1la base dual y de 1la de LY ,qQue muestra que
ambos tienen los mismos valores en cualquier conjunto ordenado
de r vectores base,y por lo tanto,son iguales.

Podemos, por consiguiente,escribir cualquier fe 6 r(V)
de manera Gnica como

- i (b
f—ij‘.”irLg ®. .. (1.34)

" para componentes f. €KX
P P e o adp

Similarmente,cualquier @éﬁ?(v) puede escribirse como
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§=Z§i'"'i§j1a...wgir, (1.35)

¥ en general,un tensor "Q€'fp'r(V) puede escribirse como

‘ 36
_Zy Js ] ectewe PR (1.36)

de manera tYnica con ‘Q’}:_‘;-‘EK .
Para cada ra0 hemos definido al subespacio

Ar(V)CTp'S(V) consistente en los tensores covariantes alternan-—
tes de orden r.Definimos AO(‘J como K.Entonces /\.Oz'ﬁg(v)ﬂ( v
AI(V)=tg(V)=I\},pero AT(V) ests contenido propiasmente: en 'IL_D‘S(V)
para r> 1l.Vemos entonces que la suma directa A(V) de todos
los subespacios AT(V) estéd contenida en 'é'(V) como un subespa-
cio:
AV)=x()e.. e AV)e-
ctivie-- oG (v)e

No obstante que A(V) es m subespacio de K (V),no es

(1.37)

una subdlgebra bajo el producto tensorial.Atn si YEAT(v) ¢
"fJGAs(V),puede mostrarse por ejemplo que Y®¥ no necesariamente
tiene por que ser un elemento deAr+s.Asi,el producto tenso-
rial de dos tensores alternantes en V no es en general un
tensor alternante en V,Sabemos,sin embargo,que podemos llevar
cada tensor a ser alternante mediante el uso de una funcidn
antisimetrizante m’e(’t‘o’fm definida por
(ASN V... v") -2 LSJn@(Q‘Ed..., v?) (1.38)
Este hecho nos permite def1n1r otro tipo de multiplicacidn
péra tensores alternantes,que nos va a ser de gran utilidad.
Pongamos
(ga¥)(y’.., u"™) =F%§,ngmr9‘(u"‘f...,u"’”) PR ) (1.39)
que es conocido como producto exterior de tensores alternan-
tes.Es evidente que el producto exterior de un tensor consigo
mismo es nulo.Esto nos va a traer como consecuencia que la
dimensién del espacio vectorial generado por un vector de

la forma glA...A_e_ sea C;,donde

p
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1
ch_.._ D
p (n—-p)ip!

Un elemento de la forma gll\...l\gp recibe el nombre
de p—vectorlg.

Del hecho de que el producto exterior sea también bili-
neal y asociativo se desprende que es posible dar a A
la estructura de un Algebra asociativa sobre K;definimos

AVeAY
el producto (AV) simplemente mediante la extensidn del
producto exterior a que sea bilineal de forma que satisfaga
la ley distributiva.Esto es posible solamente de una forma:
supongamos que P VEA(V).Entonces
i i
“P=1?1+...+‘§’k,con \Piél\ vy, '4*:“}11+...+‘Pl con 1}’i_é/\. v)

y defiinimos "

L
$av=) ) %Yy (1.40)

(=g
Agi podemos establecer el siguiente

COROLARIO. A(V):AO(V)G...Q_AI..(V)Q... con el producto exte-—
rior definido como en (1.39) es un &lgebra (asociativa) sobre
k=A% (V).

El 4lgebra A(V) es 1llamada &lgebra exterior o algebra
de Grassmann sobre V.,A diferencia del Algebra tensorial
'é’:(V),de la cual ésta es un subespacio (pero no una subdlge-—
bra),ésta es de dimvensién finita.Para verificarlo,basta con
notar que un n+l-vector tiene que ser cero necesariamente,ya
que en é1 se estd repitiende algin término de 1la base,por
lo tanto,comc; xA x=0,se tiene que los espacios AT(V) para
r>n son nulos.De esta manera,en A(V) vamos a tener fnicamente
los espacios AT(V) con l=r=n,que nos van a proporcionar un
nuevo espacio vectorial de dimensién

Co+Cl+. . .4Ch=2" | (1.41)

Un espacio de la forma de A(V) recibe el nombre de

espacio ‘graduado,y son de gran importancia para nosotros,ya



que es en este tipo de espacios donde definiremos a los espi-

. . . .
nores,como se ver& en el siguiente capitulo.
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1.5) ALGEBRAS DE CLIFFORD .

Sea A un 4lgebra asociativa con elemento unidad eA.Un

mapeo de Clifford de V a A es un mapeo lineal que satisface

F(XIF(L)+F(YIF(x)=2(x,yde, , x.,¥eV . (1.42)

Un &lgebra de Clifford sobre V es un &algebra asociativa

Cv con elemento unidad e, sjunto con un mapeo de Clifford

ivé(Cv)vl sujetos a las siguientes condiciones:

Cl : El1 subespacio Im(iv)genera al Algebra Cy-

C2 : Para todo mapeo de Clifford F: V——A existe un homo-

morfismo £€(A) v ,el cual hace que el diagrama

Y A

:'[ _" T

Cv

sSea conmutativo.

Puede mostrarse que existe un adlgebra de Clifford para
cada espacio en el que se disponga de un producto interno,
dnica hasta un isomorfismczo.De esta manera vamos a disponer
de una forma de manipular nuestros espinores,ya que de 1la
propiedad (1.42) vemos que las matrices de Dirac pueden ser
vistas como mapeos de Clifford que actdan sobre el espacio
de los espinores.Por otro lado,se puede mostrar que el Algebra
de Clifford, correspoﬁdien:e a un espacio producto internco
es

cy=2"/J
donde J es un ideal constituido por lcs elementos de la forma
x o x — (x,x)1 , xeV .

De esta manera,se tiene que si por ejemplo (X,X)=0,J

es generada por elementos de la forma x®x y por lo tanto,se

tiene @v/)_(sﬁ=Cv.De esta manera,el dalgebra de Clifford puede

ser vista como una generalizacién del &Algebra exterior.



27

Es fAcil ver que si X y y son dos vectores pertenecien-
tes a una base ortonormsl,el mapeo de Clifford resulta en
F(x)F(+F(YF(x)=0 , si x#y
F(x)F(x)=2 ,

(1.43)

que es justamente el &lgebra de las matrices de Dirac21por

lo que en nuestro contexto,las matrices de Dirac resultarén
ser uUnicamente mapeos de Clifford asociados a vectores de
una base ortonormal del espacio de Minkowski.

Lo que nos interesa ahora,es encontrar cudl es la dimen-—
sién de un &4lgebra de Clifford sobre un espacio vectorial
V.Para encontrarla,consideremos primero el caso dim(V');n=1.
Fijemos un vector a no nulo en V y sea A el espacio vectorial

generado por €a y a.Entonces ae,=e

A2 implica eAg=g.De est?
manera,A es una subdlgebra.Es posible verificar que el mapec;
inclusidén V—A se extiende a un isomorfismo Cv——’A,y como
dim(A)=2,al ser isomorfos CV y A se tiene que. dim(Cv)=2.

En el caso general,seleccionemos una base ortonormal
{_e‘l,....gn} de V y denotemos por Vi el subespacio unidimen-—
sional de V generado por {_e_il (i=1,...,n).Entonces tenemos
la descomposicién ortogonal '

V==V1

e...0V" . (1.44)
y como CV®W=Cvaw.se tiene que

dim(Cy)=2" . (1.45)

Un corolario importante de este resultado es que si

{11} para i=1,...,n es cualquiér base dec V,cntonces 1los 2"

vectores

eA,gi.iiAij(i&j),...,_}_c_ll\.../\_agn

forman una base de Cv.
Para verificarlo,basta notar que por la relacién

xixj+xjxi'=2(xi'xj)e5 ,
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los vectores anteriores generan al espacio Cv.Debido a la
afirmacidn anterior,.dim(Cv);Zn.por lo que debemos tener una
base de CV'

La importancia de las &lgebras de Clifford reside en
que estas Ultimas pueden brindar una representacién de los
grupos ortogonales,como puede ser visto en la literaturall.Por
la estrecha vinculacidn que existe entre los espinores y
las 4lgebras de Clifford,vamos a decir que entonces los espi-

nores constituyen una representacién de los grupos

ortogonales. o



CAPITULO 11

TEORIA

. DE
ESPINORES
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2.3) DEFINICIORNES.
Como se acaba de ver en el primer cap{tulo, es posible des——
componer los espacios Euclideanos o Seudoeuclideanos en términos——
de una suma directa de la forma.

Cé, = Mo N,

C6n " CEOHM N
donde VY es la mdxima diuensién de los subespacios isotrdépicos co--
rrespondientes y €, es un espacio ortogonal unidimensional que tie-
ne que ser inclufdo para espacios de dimensién impar. ILos espacios
N :/u_Vy'pueden ser considerczdos como duales entre sf. Dedido a gue
s tua'estén vien caracterizados como espacios vectoriales, pbde--~
pos construir (como en la seccidpg 1l.4) el £lzebra exterior de oy ,-
y asi obtenemos un espaczio graduado
AL =AMy ®- - 0 AN,
Definimos un espinor como Un elemento de AbV,' . Andlogamente
un espinor dusl es un elemento de Al .
En virtud de que el espacio de los espinores es el 4lzebra—-—

exterior de un espacio de V dimensiones, es claro que un espinor -

forma .
' Beeafici+ ] S cnet 4. 0] B 3 ne” (@1
en donde el simbolo .“4" de la sumatoria denote que los Indices (i,..-
,.,.,;1) estén sujetos a la condicién i<i<...c ip y €% es un elemen-—
to de la tase reciproca de I, definida en (1.43),.
Si un espinor' tiene todes sus componentes nulas excepto
f”:z:;,.,-._e’-'/\wi'se dice que € es un espinor homogéneo de orden i. ‘
) A un vector z €¢C§, podemos zsociar una transformacién espi
noriel X(Z) definids de la siguiente manera: X (2)§:=25ar'H(sp)+fr (29

i = >
donde hemos puesto z como en (1.12) ¥ 5§='LS§("=2__('7)PE"‘.
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iplicando dos veces el operador X{(2) al cspinor §© se tie-—
ne
X(2(DE = Naeear +se) e ee I = Llasnralsiras-c]ar ssTasrsloebetfr Ja a[2ens+(se)ee 5] v
Fara reducir esta expresién, primero notexos que como!j=1}h2=xLé

el término EAr’ tiene un Indice mas que £, luego
(se)ar =-slear).
ssi pues,
2(sVenr =2(s8 )AL = -z5(FAree)
Le la wmisna menera
(88)er = -slsra)
¥ tomzndo en cuenta el hecho de gue Y'Ar'=ry-0,n0s resulta
X&) E =28 )Ar + 5 eF 128ear) 1 2-3)
Tor otro lado,el producto(EMﬂ-g se puede deszrrollar como
(ene)er =(5op)-r ~(gA0nr
v sustituyendo en la expr.sidn (2.3) se ticne
KEVX(2)F =251y -2 (sarlr +sefaalear)r
=25 1) S 00V s [2 g e s
Iero como vimos en el pricer ca;ftulo,
Z-2 = (XY axirts. o gt =(etaary
por lo cual encontramos gue
XS = (z-2)5. 2
s rosible visualizar 21 operzdor Z(g) rara z unitario,como
v orerador de reflexién en el espacio de los espinores.le justi-—
ficzeidn de cste hecho aparece en el apéndice Al.Tsto va a tener
algunas c¢ .nsecuencizas fundamentalus,como'seré visto mes adelaznte.
Hemos definido hazsta agui un operador X(z) que zctdz en el
espicio e los esninores,y sdemfzies claro jue existe unu corres—
rondencia uno @ uno erire este oparador y el es;acioﬁgh.ﬁlgunas de

lzs propledades mas importantes de (z) son:



32

1) X (2) es un op'e:‘ador lineal.
Pzra verificarlo, tomemos 9-b€Q£"‘3 AR, cuntonces

g=a'g td g = el ) g-.\;’ejx(g"e;ﬁ grel
por lo cual

Yo Nb)r 28l 1 pe) 4 (s (a4 € (e, s Aba)
= 20A") 3 20 TAR 3 MG + oo {58+ Thnve, 4 ) - bre.
= Jreaaer (00 e P Mzeaw e e B ae- Ve |
es decir,
YNy = @y Wy
2)X(z) es un mapeo de C1iffora2®
Fara comprobar esta segunda progiedzd, haceizos uso del he—-—

cho gque X{aw(@)=z2-z , de la cuzl se desprende

[IXlzawy%@2 W\ = (rw)- (2o g (2. 2vwwazzow] (2.9
rero por la propiedad 1),

Iz (20§ Txla) s/ R@a ke T = 28 40078 3 T2 X (s} 4 X sdx () ] S

e igualando ambas expresiones ce obtiene

IX@Xe) 1 Xk = 2 2-w lz.¢).
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2.2) PRODUCTO ESCALAR .

Queremos ahora definir un producto escalar de espinores,
al cual dotaremos de la propiedad natural que sea simétrico
o antisimétrico ante el intercambio de operandos,segiin sea
la paridad de VY .Esto es,ponemos como condicidén de inicio

EID=£v)(AE) 2.7)
con £(v)=+1.En analogia con lo que se hace en geometria para
definir 1la orient‘_abilidadu de una variedad,vamos a tomar aqui
un escalar como un elemento de volumen,le que nos conduce
a definir el producto escalar como

ALENN=2 ¢ " pesOAAP (2.8)

donde A=€'A-A€ es el elemento de volumen enoV,}/s son coefi-
cientes a determinar. De (2.7) tenemos

(SIX)A = 2o fp €PA QYD = f(V) )] B A7ATTP = Jv)I€)A,
y nada debe cambiar s:. hacemos el camblo p+—?v¥-p,con lo que

(il)\\./\ Z FFS(PV\ \(V-F) {(Y)Z_: JB" Alvp),\g-lm
Lomo los términos en a suma son 11nealmente independientes
para cada p,se debe cumplir que

ﬁ? §‘?‘l\ \Lwy\ {(v\ 1\v A g(p)

En virtud de que )\U‘%/\w’”(lﬂ') EPcA(UL), se tiene que (%VT)(»)W"“-RV)FF
de lo que se obtieme JPATF=L)"PEWOATP,
Es decir,tenemos 4 . {3‘—‘?“--&1
W) =T B e 1t

Es claro que disponemos aun de mucha 1libertad para
satisfacer (2.7).De hecho,podemos escoger ‘arbitrariamente
"la mitad de 1las {sp,y una manera de forzar el cumplimiento

de (2.7) es poniendo v = 1(V)ge

Pra = TN )

Sin embargo,por conveniencia con nuestros desarrollos poste-
ricres y para que nuestro [formalismo sea acorde con el de
Cartan ,hacemos 1la eleccidn ‘5 =(-1) p(p+13/2 ,la cual conducea
£0¥)=(- 1)v(v-r-l)/z (2.9)

Evidentemente se tiene £(¥)=%1.
A continuacibén damos una manera alterna de definir
eliproducto escalar de espinores que justifica la seleccidn

que acabamos de realizar cen los coeficientes Fp



anteriormente.Para ello,debemos primerco definir un
operador que va a resultar ser muy importante,por lo

que merece ser visto en mayor detalle.

UnNivERSIDAD NACIONAL
AuTGONOMA DE

MExico 2 .2a) EL OPERADOR C.

En forma anfloga a la estrella de Hodge usada en la teoria
de formas diferenciales‘q,definiremos un owerador que al actuar so-
bre un p-vector,nos de como resultado un v -p~vector.Sea

CuXleyxteny.-- [_x(ev)-yke,')] {118}
donde X (z) fue introducido en (2.7 )Vamos a ver como funciona nues-
tro operador al aplicarlo primero a un v-vector H= el\ YA -1 tlene

P Al ® Cpgyjge €8 5ET0 gl o - oedrt
entonces, como X(ei)§=§-ei, . .

XL%‘) . X(ej,.,)H = €i.-<-i,j.-~j,.fél'°'“ YA i
Ahora,la contraccién del tensor de Levi~Civita nos dal

EIPEN G o 20 8 (2:0)

)]

por lo tanto
P X(f.'\-\ X\E‘y, v\M {v- o). é \1“5 e oe® =(v- oY €A - AL
Es decir, L.
Ek'/\-“l\e"’ =(‘:l"_?\.’ ék""“f-!""“'t X(@E‘\)' XK y‘
Haciendo uso de este resulta}do,podemos escribir
CNT = 7 Nty € €4+ - A €T = 77 i, Txle)-xten] - Plied-x(en Jeh - Aee
< =
en donde .
S ags = vt\\ g el i liey e - Diea-Xenbnle A ey Q“"‘
Observando ahora que We)-x(e Nixte) X("\VXP\ ) para i#j,y tam-
bién que [x(g)-xle \b’le\")(( )Bg}y(e)yvemosv que para conmutar cada X(ej)
con C debemos multlpllcar por (-1} ,y en vista de .que hay que lle-
var a cabo este proceso W—n\-veces,se debe multiplicar finalmente
por ’\-ﬁm'?\ .Consecuentemente

) . .
CECA - -AEY = L—’\:\ \\ Pk vejuir ARG RERR (%:,.,,)QH {2.47)
Por otro lado, CM:TtlerweM - - Pueialenda---AL , pero como X(@E'A--AL" =0

para k=1,...,v,solamente se tendri la contribucidn de X(ek) .Ahora
bien,notando que &A--Ae =yl °E se ve gue solamente hay un t&rmi-
no en C'A---A¢ en donde € aparece en el extremo derecho,por lo
que
[XeN] €A - aer 2T A AE™VDE ¢ L] g,
- (QA'\' . ./\6"'1){@"‘3\,) = €4A‘ agt
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Llevando a cabo el proceso en forma iterada para el
resto de los operadores X(ek) llegamos a que (H=1 ,

De esta forma se ti

Universipap NACIONAL R WYL R G 1\ Q R T B X(e S xlen ) L
AUTGNOMA DE 5 kv - 2 T
MExico .L—F" "r 3 vp(ﬂ %3" B~ AEY
va gue [z }g ERI NI I\E" .Con esto obtenemos entonces

o '-Z:; 'PU()Q 'f'i“"iv-r(1\\'““7)’;”’/\ Aé‘

Sy €T é*?(l)"""‘ Yo gl

RIS AT SRS TR

) Rk 1“'“’\%“"“ W Jes Cre @ dve,
Realizando la sumatoria en la exponenc:.al v simnlificando,obtenemos
finalmente que la accién de C sobre un espinor homogéneo de rango

p esta dada por - 4t = 5 p PN et ; . (713\
P L K oy (T I g g
De este resultado vemos que ‘en efecto,el overador C actda
como un operador de dualidad,enviando un p-vector hacia un y-pvector

complementario.

Evidentemente,el hecho de aplicar dos veces consecutivas el
operador C nos debe dar un eigenvaloxr de Cz,ya que mandamos un p-
vector a un v-p-vector,y ese y-p—vector de regreso a un p-vector.

Para indagar el valor de dicho factor ,ponemos
C* = Ixfeyxten] - [xlen- Ker) T Dled- (e ] -+ Xled -¥(es)L
Como Xle)-% eJ]U(t’Q e )= - 1¥e)- A Vi i¥ei- el ] vara i¥j.se tiene gue
7= 1) ey eV ey e W) - Blen Weah [ e xten)] - - (X(e-He)]
= (= T - X e FE) Txen- XD -+ [Ked-X(es e
Pero como e, y e, Son vectores isotr6picos,se tiene que
J -
X -1le)T = - (Mexlel)s Rle!)X(e)
y,como se vié en el primer capitulo, ¢ :* (a,,,.ua_.m) eL =%(G~m i d,) . Por
O S NEr) e 2) Lo T AT KB, #0)- s s 1K)
= jT {ZX(GH“\? 12 X(G.’.uy +1 {X(G:\u\)((ﬁ\‘\\n -)‘(Om0)((0;,“]*)((0.:..))((6,;\b ‘X((J,;\I)X(G(;kb

1;()(!7:-1;\))'\(0,;“) *X(Gx;n) X(Gﬂsz“ =1

"

Consecuentemente

Die) “xlen ] Ixled -ed) = -1
C;, . (_Nh-n...ﬂ - &_\\iv\w?} &2.11\\

Y
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2.2.b) EL ESPINOR TRANSPUESTO .

Alln nos falta dar un pequefio paso para poder definir
un producto escalar formal de espinores,a semejanza del pro-
ducto escalar utilizado para las funciones de onda en Mecénica
Cudntica .Como sabemos,para 1llevar a cabo un producto de
funciones de onda,se toma una de ellas en el espacio de los
estados,y la otra en el espacio dual a este.De la misma mane-
ra,nosotros queremos tomar un espinor dual,al que llamaremos
espinor transpuesto,el cual diferird de su correspondiente
espinor en el espacio Adien el hecho de que le cambiaremos
los vectores de la base {g}.....gf} por los de la base {Ef;..,
g,} .La razén de introducir este cambio es que de esta manera.
nos evitaremos la necesidad de introducir una métrica,

Queremos definir un oPerador T que satisfaga

722 €T = 200 Bty G NG (2.15)
Es claro T tiene entonces® que ser un operador Qque consta
de productos tensoriales. Notemos prlmero que . )
(€ho- -0 i g o oe,) (€ ) - (676,) =35, 8%
Escribiendo . .
£ = € €lie0Elr
(donde g;u# esbdhoravtotalmenLe antisimétrico),y escogiendo
T‘Z}T‘\e‘, -roe Yol e oe) (2.16)
vemos de inmediato (tomando en cuenta que el producte interno
(,) respeta la graduacibén del espaclo ) que
E'= 7 L Eplehe cetlrg e 0p, )e, 6 a0,

L

Es decir,se cumple (2.15)'
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2.2c)Producto escalar formal

Estamos ahora en posicién de definir un producto es-
: calar de espinores de una manera formal,simplemente
UNIVERSIDAD NACIONAL

AUTONOMA DE utilizando los resultados de las subsecciones ante-
MExico .
riores. Pongamos

k)
1 ST AP Fvlve) o, ) 1: v""'r;‘
(LN 2 ( Ny = . 2_( ) 2 SRV (8

Intercamblando ahora lugares de k con j tenemos

vy - . {y-g) Ve ¥, -
()= (P zﬁ(n oAb D gt Py Moy

Yy necesitamos en segu:l.da simplificar el té&rmino exponencial,aue
puede ponerse como

T (1) # £ 0-pYv-pa) s plrp) = ENP11)1 L olon) -Fvp - Zplvp)-p p(v-p)

Y “\’

{247
€49

=v{yn)-Fpi- Lo < vlon) - L plpr) -1ia)
Tomando en consideracién que Wvh) es par,es evidente cue \'-l)y(w)'iF,'.-j=k-,JfF"")
por lo -tanto
(1A= ?H TR g vy Moo 2.13)

que es el producto escalar buscado.Nétese que aqui obtuvimos de una
manera natural la condicidén (2.176) ,la cual nos va a dar lugar a una

propiedad fundamental del producto escalar de los espainores,la cual
veremos a continuacién: ’

De la expresifén (2.18 ) vemos que

_ 1P [y elip, gy
019 = 2 TP TGy M
Para poder comparar (}\ 'i) con k% \/\) ,camb:.amos p por lv- ﬂ resultando

Do) RN R W

ot . Ha
Pero ék""%"‘ - “{ i v‘”v,entonces
v .
- )+ £ vl
(N9Y =3, D, L i
va que H00-p 1 ply-p)- ol r‘?*-) .Por lo tanto,
Q= LT )G g, edier ),
< vp
F“ wf .

Es decilr,tenemos .
(M €)= (P (sl 3, (2.19)

que es justamente la condicién (. 7 ) obtenida anteriormente.Es im-~
portante notar que la condiéibn (2.1 ) fué obtenida como una condi-

-1,
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ci6n suficiente mas no necesaria para que el nroduc-—

to escalar de espinores fuera simétrico o antisimé-
trico segun la paridad de ¥

,ya que podfamos esco-

VAIVERADAD NACJONAL ger arbitrariamente la mitad de 1las ‘%'s .En cambio

A

AVENMA DE aqui, (2.174) aparecid como una proniedad intrinseca
MExico

del producto escalar.

De esta propiedad deduciremos a continuacidén una de gran importanca
para la teorfia de espinores.Vamos a demostrar gque

(X(@y< 19) = (1) (< Ix(a)9) (2.20)
donde a es un vector cualguiera definido en B, , g:0%a~" 2,14C’ . Sabemos
que ‘
XD = 2enliey 1 s0) s solarel) s2eavalse)arrer  (224)

v.haciendo uso de (2.5 ) ({(con F"r_‘t‘)‘ﬂ{{"\
KX(O.\‘Z 1e)A= LQ_’/\ v le)ar = QA =
L,( PO 3 FTPAG P 4 Sy A 9] (2.2

Por otro lado,tambiénP tenemos que
(2 1x@9) = (£)29M 1 (394 ) A
=3 Ll U)o 4 () P gOA gt €ONgf T (2. 13)
como LEATY o, podemos escfibir

2 felen Prgre = LE (’m)"‘/\‘q' e LJ y..kcf\")‘f“‘/\k\vﬁ‘”'f T (2.24)

LN

), resulta que

A pslpasd, N .
f‘"‘ E(F\Ay l\m\' ¢ - ( Y (s (r\/\ ;\‘Q\V v )' > EP( ‘P’/\\' I\(PY e
De la misma marﬂera se tiene nure

V- kz LJ,

Z_FF«.:E“‘ALQM)(”’ B Z_-F UGS L_F SNGTTIA -Z_,H‘) {“"/\ AgED
Comparando con la expresién anterior tennmos que

2_ {:PU?M)(P)/\\{”F\ = (1 Fp.r\,\um)”’ ) (2.28)

Por otra parte,vemos que como E“"‘\A\!z\“ D=y ,

O = EANGP Te = gled /\\?"‘"P‘-x 4l ﬂ»v-ﬁ\h’“\;lwp) Aoy

entonces se cu.mple que

(2.27

k4

L FF Etﬂ QQ.\’\“?) _:? g;'p)/\ 'ﬂ;\v-p\\) 0= } F g(‘ﬂ,\k\q' + fn\
F =

L " {2 .28)
FP\\ g‘f“‘l\ ). ﬂ =-3 ‘f""'(' )» 28 (?\v P\;\k(pn.) r)

1l
EIN

X

'l
&
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Y ot R 2 o nen). ..

:_L(_ffi v r)(‘dvr : \L{;’.f-r\/\(g(p..).‘) :L:\_’)r IF)(",)VFF E "”/\(i 0, r). (2‘2“
Fo ro

De la misma manera,es facilmente comprobable que

2 2, 2, o \
2Pl =) e g P = ) e (T g Pp( i) (2.30)
P po

UniversiDAD NAcCIONAL Fio
AUTONOMA DE de donde al comparar con (2.231) vemos que
:

MEeéxico v v
b TOAGNT = () ple A @ (2.31)
- <o Fo

Para 1llegar al resultado deseado,debemos ahora substitufir(2.:))
y (2.14) en (2.13),de donde resulta que

v X _y_‘
PUAEVOIN = §27 pelenviPaie s ) oV pe O P s ] plenPrgtip LA
pio re pio

(2.32)
= J72 2 B el P G L B e i)
P fo ‘ r
= (T 1X@Y) |

que era lo que guerfamos demostrar.
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2.3. ESPINORES PUROS .

UNivERsIDAD NACIONAL Como ya hemos visto,a cada z¢(ktn le asociamos un

Auﬁg:lfgg D= operador X(z),el cual es un mapeo de Clifford,dado
por (2.2).En vista de que cada espinor & l\fJfJ Posee 27
componentes,es claro que si ponemos Il=X[Z\E ,al ser X(z)
una transformacifn en el espacio de los espinores, »z también va a
tener 2V componentes y Ykﬁf\'.).'v‘.Por la linealidad de X(z),podemos definir
una transformacién lineal A; definida como

Ac= {(2.n)) 26 TRy, e Ay Le L{CER, L)

Sabamos que”’ keu\f_-‘-{iél\l.';l/\{z:ok,y ademas,que ler Ag es un
subespacio de (En .Si definimos ahora 1mAr={PL(AJ!Jl‘z=J\;1%,es facil ver que
ImA( es un subespacio de Al.)fv' .Luego, por el primer teorema de iso-

morfismoém,vamos a tener el isomorfismo de espacios
o
Im AE = Q‘En‘[‘vte\' A;
el cual nos conduce a la relacién entre las dimensionesm:
dim (T A 4 dim{ver Ac) = dim (L En)=m (2.33)
La condici6n de A§£=o claramente es equivalente a poner X(Z)f=o .
Podemos entonces extraer el siguiente conjunto de conclusiones:

1) si €40 entonces ker Ai es un subespacio isotrdpico.Esto es
f4cil de comprobar,ya que X(z)3=0 y como T#0 ,%(z)X(2);=0 debido a
la linealidad del operador X,pero X(z)X(z)X =z-z7=0,de donde se des-
prende que para todo 2t \lerl\z ,2-2=0,es decir,vnf\ges subespacio iso-
tré&pico. )

2) Sabemos que la m&xima dimensidn p‘osible de yvwn subesnacioc ico-—
tr6pico es ¥ ,entonces como chm(lml\g’-h-d'lmb‘?'rﬁﬂ se tiene necesaria-
mente que dfmG_TnAOZ\)H ,en el caso de que % sea distinto de cero.

3)si dim(l'm)\g)< ¥i1 , entonces R a,ya que de otro modo, tendrfamos
la posibilidad de encontrar subespacios isotr&picos de dimensién ma-
yor queV .

. Se - define como espinor puro a aquei espinor ¥ que corresponde
al minimo de cll'm\lmh(), es decir,aquel al que Ver Ae corresponde a un
subespacio isotrépico de dimensifn maxima.Inversamente,cualgquier
plano isotr6pico de dimensidén VY se puede definir por medio de un es-—
pinor puro.Puede verse entonces que se dan los siguientes resultados:

Lema 1, El resultado de aplicar una reflexifn o una rotacién a un
espinor puro nos da otro espinor puro,y €l plano isotrépico (de dimen-—
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sién v ) asociado con este Gltimo espinor es la reflexidn
o rotacidédn del plano isotrdpico asociado con el primer espinor

Para ver esto,tomemos un espinor puro §,y Z un vector
en el plano isotrépico asociado a éste.Sea a el vector unita-
rio qué representa al planoc de reflexién,entonces,como ya
vimos,la reflexidén del espinor & nos conducird al espinor
€'=X(a){ ,y 1a del vector z va a estar representada por
X(2')=-X(a)X(2)X(a).Asi

X(z')F"'=-X(a)X(=2)X(a)X(a)s=-%X(a)X(z)§g , (2.34)
pero para un espinor puro X(z)§=0,por lo tanto X(z')¥'=0,lo
que corresponde a decir que g' es un espinor puro asociado
a los vectores z' que generan un plano isotrdpico de dimensidn

V.

Podemos también ver que es posible mediante una rotaciédn
o reflexidn transformar cualquier plano isotrdpico de dimen-
sién ¥V en cualquier otro plano de dimensién ¥ .Para una demos-
tracién de esto,véase CartanA.

Debido a estos resultados,cualquier plano dsotrépico
de dimensién VY ,puede ser obtenido mediante una simple rotacidn
del plano definido por x0=x1'=...=xv'=0,el cual tiene asociado
un espinor puro,y por el primer lema,al rotar el plano mencio-
nado,obtenemos un espinor puro que estard asociado al plano
isotrépico dado,es decir,se tiene el siguiente resultado:

TEQOREMA : Cualquier plano isotrépico de dimensién V puede
ser definido en términos de un espinor puro.El conjunto de
espinores puros es entonces invariante ante rotaciones y

reflexiones.



2.4 Zspinores Conjugados.

Como ya se vid al principio del primsr capitulo, disponfamos

de espacios vectoriales definidos sobre el campo real, y a fin de-

tener subespzcios isotrdpicos cambiamos la base Lc,',g,__,,_g,i por la- .
base \(_i;@q...ﬁ_,,';con las s definidas por (1.4 ), es decir, se cambil——

g un esrzclo definido shora sobre el ceamro comnlejo. Cabe enton--—
ces prezuntarse por la oper<cidn de conjusacidén de un espinor, o——
bien mor la relacidn existentc entre los distintos tipos de conju-—
facidén posibles. Comenzaresos por ver el caso nds sencillo, gque -

corresponde zl caso de espacios Zuclideanos.

Sea Swn un esp&cio Zuclideanc de dimensidn 29+ . Un veeo~
tor 26 Spe  tiene la Forma Z:gx+Iir =ext+xVe v e , donde &,
&.=¢! Un ti:o de conjuzacidn posible para 2 es

Rk AR G (2.35)
pero de la formz encontrada para las ¥ al vprincipio del capitulo
se encuentra gue 7" = X"' ) entonces

Zewe, e xe "0 =2 {2.36)

¥y podewos afirmer gue con este tipo de conjugacidn, el vector Z es
real. Definamos shora otro tipo de conjugacidén de & , tomando so—
lamente l= conjusacidén en las componentes,

éa - Z"‘e‘, P XL 4 e;t . (2_37) ’
£iplicando lo mismo gue ya nicimos,

2 =rerrectx¥e 1z (2.38)
Cowmo la componente x* ¥y el vector ¢  son rsales, vemos que ningu
no de los dos tipos de conjusacién los afecta, y podemos entonces—
guitarlos, es decir, lo que se ha&ga para un espacio S es lo
nisno cue lo gque se hasa en gzv\\ en lo gue respacta a con-——
juzecicnes. Feciendo en éw todo, se tiene

XA Fr2eAY Tk (2.39)

>



43

terznlo §=7("QJ: 1x*a, = f4C ySe ticre X[E)f-26AT¢.P, es decir
XEYE 72EAY =2EA%eX . TAE 1or lo tanto
SNl T . .
X{(7)g® T2 8, i X €9A - AETACE (2.40)

v como X{¥):%'T,
XEVEP 25" 6 L xleén g e, (2.41)
Como Q:Y_Xl‘{.\-x(e_\'ﬂ---[X(&,\-)((g“ vemos & tener que

CADE = [xled-x{e) T+ [xed-Xe) T u(x"g,) {2.42)
Por lo gue y& vimos, en ie pa:te correspon ulente al »roduc-—
to interno, si W#v, IXen-XENTHEN - -xig\Me)-XeN] ¥ [len)- x{e)ixie s = -xleHai-X(efs,
¥ se tiene
ORIV X Y g Fo v XXM CE = V) (2.43)
v gue Y = e, . De izusl menera se oktiene CX(I)E =y x{ryes

s €8 decir,

XY = (Y x(2\es (2.44)
In jrszyticunlar, para un espiner conjui:do vamos a2 fsceriuir
ex(@)E° = iV x(=)ess. (2.45)

51 X(Z) actua en ¥, =s nuturczl que X(2) zctde en T, y rera ello:
{ ¥

Tomando entonces como punto de partide C{:mE*, se tiene-
gue 3°=mcE* , ya que C° es un esczlzr. Jueremoscunbonces caleu-
ler el valor de m. ¥Fere ello, ponzamos un’producto interno conju
geadd" como .
(el x@sY =z ixeN ey ( 2.406)
¥ con el otro tino de conju"acién,

L)t = Ceel x (35 | (2:47)

[ [}
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donde lzg(g):X(gl)...X(g‘,) es el operador X correspondiente
al y-vector gll\...l\gv.Como el producto interno es un escalar,
ambos tipos de conjugacidn nos deben conducir al mismo resul-
tado,asi
$._ 4
z = v O A P = <
(e10 8)= (e lx(2) €1 =(g 1 Y@)8) =(§ M (B)5) ). (2.48)

Recordando el &dlgebra de operadores se tiene que

Q@09 (g3 @) ) = m(csixlaesy), 249

iy
Anteriormente vimos que (X(z)t} l)=(-—l)v (51 X(z)A ),entonces

z -
(325100 =(-1 GIZ@R) por To cual (EUXEE)=milcer X2 mi e Ryloesy)
donde hemos puesto E=[_X(ev)‘7~l?v')}"[XLC\)'XM“ por lo tanto E:k—i)"i‘("“)c

(£ 1% (@159 m7l "1™ [y e ¢9),
I35 =m (76X, @) ) (2.50)

y debido a que ambos tipos de conjugacidén deben conducir
3
al mismo resultado,m2(-1)y =1,pero podemos poner Vz:(WI)V-Y ;nece-

sariamente el término YLW‘) es par,ya que forzosamente uno

. 2z
de los dos factores es par,de donde (-1)y

-y v
=(-1)" =(-1)" por
lo tanto 1112=(—1)Y y obtenemos finalmente m=i’ ,es decir,

g¢=i¥ce» . (2.51)

Ahora,en el caso de estar en un espacio Seudo-euclidea-

no,disponiamos de la base [_e_o,gl,...,g —h‘&v—-h+l.....gq]

dados por (1.19).De esta manera,un vector 2z en este espacio
esta dado por (1223).Es claro que a los vectores g_j en nada
se les va alterar al tomar conjugaciones. complejas,por 1lo

que tendremos

Y% ¥
§=g‘_‘,x"'e_‘z +Zm‘a“3}< (2.53)
¥-h e
=123 y¥%e , TV g¥a 2.54
Ty 0 (.34

y al igual que antes,X(F)f =2EAT y X(E')§=¢ I'.Ahora,como
las componentes yk y los vectores £, son reales,al poner
C=IJ con I=Dxt-x{e)]--- Dleva)-xlain)] ,J:[ﬂgm)—xgy.'h..\}-- {X&gl,)~xlgi)],se

tendré
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XD € =kerne)] - Mol -KenDXe ygds
= XU T £ AR TE = 2 e e g 2 6 o Xge1g

K=yehty

y como ’- v

-

3w T M
= X €, * w
L= &tz 83
tenemos que IX(T) % =(—1)y+ X(r*®)¥ .,y andlogamente para
FIX(i')=(—1)V-hX(_x;*')§'.es decir, :

IX(EXE=(-1)"x(z*)18 , (2.55)

y se pueden repetir los razonamientes de arriba para llegar

a la definicidn de espinor conjugado
g=yrhrgw (2.56)
lo cual era de esperarse,ya que sSi precisamente en el espacio

ézvu quitamos la componente &q pPor ser rezl,y por ello inalte-

rada ante conjugaciones,lo mismo tenia gque suceder con las

gk.Es claro que cuando h=0 recuperamos los resultados para

espacios Euclideanos.



CAPITULO 111

APLICACIONES




47

3a) Espinores asociados con &.

En el espacio Euclideano de cuatro dimensiones
la forma fundamental dada por
1. 17 22"
P=x"x  +x°x , {3.1)
es decir, v=2,y por ello,el espacio de 1los espinores

cuatro dimensiones.Entonces se tiene que un

tenemos

sera de

espinor § es de
la forma

G &, €(€1§lcl§§ AT (3.2)

En el espacio CB, ,el vector z tiene la expresidn
t t

_z_=x1_e_1+ngz+xl _e_1.+x2 &gt (3.3.)
y,debido a que X(z)g-zz.\“+{sg\x°~i_.-r_,
. L . A} €
A@E= 208,080 v AL X8 {2 § (6 (e e
260 g, ln 1 ) s K e G\ A, (304
En forma matricial (3.4)esta dada por
o ¥ ¥ o\[¢
0 o0 ¥
¥ o xR
o 2 -y o i
Claramente la matriz que nos da la representacién de X(z) es

[+

A= (3.5)

M

una matriz Hermitiana,y satisface la relacidn X(z)X(z)=(z,2).
En este caso particular de espacio,el operador X(z) aso-

ciado con un vector 2 unitario resulta ser una isometria del

espacio espinorial.Para verlo,basta con referirnos a la relacidn

(2.32) para la cual,poniendo v=2 se tiene
(XC2n! X(2)2)=(n]X(2)X(2) )=} X(2)X(2)A)=(411). (3.6)
Si llevamos a cabo ahora una descomposicién de los espino-
res en términos de semiespinores del primer y segundo tipo,el
producto escalar de espinores se veri comec una suma de productos
escalares de semiespinores,en donde en cada escalar solo ocurren
semiespinores de un mismo tipo.Sean Fk\&’)')"(;) dos espinores asoed
ciados con @ﬁ. ,ya descompuestos en terminos de semiespinores,En
esta _descomposicién hemos rtcordenado los renglones en § de
modo que l{’:(g'),‘y:ﬁly simdlarmente para X .Si ahora recordamos
. v ¢
que el producto escalar de dos espinores de la forma (3.2)
esta dado por

CEINY = € M €0 -6 3.7

Tenemos entonces que de acuerdo con nuestra reordenacidn ,los

términos en (3.7) quedan como
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(O =(E e S ) 4 (B A 6 )
= (hx) 2 Lplp) (3-8

Esto implica que el espacio de espinores asociado con d‘-&“ puede
separarse como una suma directa de los subespacios de semiespi-
nores de cada tipo.Ahora,al llevar a cabo 1la descomposicién
de los esinores en terminos de semiespinores,es claro que tam-
bidn debemos cambiar la matriz (3.5) a fin de gque siga siendo
igual su accidén sobre el espinor,gor lo tanto,debemos poner

L

o o X"XI
00 X' -X
x(2) |5 o o ) (2.9
W-xro ol
de donde vemos que
00X % €.
(& 00 ¥-r \lg, °© TNy [oy
A2Y§= | x' ¢t =\ . =\ s
¥ o o <, 5 g v (3.10)

¥-x' o o g

con @ ¥y 6‘ matrices complejas de 2x2,

) «* ¢ R <
7:(1" —1"\) , O“_K#l "ﬁ')

Tomando z como un vector unitario tenemos que
zI\1 A L
X'z X .
U)-\— [ , - l - L= 6‘ :0‘1
¥ \} -0
esto es,( es una matriz unitaria,y ¢, ¢ son matrices inversas.
Tomando en cuenta (1.8 ), vemos que
X" =y +1y .
1 1 2
x =y -iy~,
2 3,
=y tiy
2_.3 .. 4
xXT=y iy .

7 .
Consecuentemente,las matrices U y 0 pueden escribirse como

G Sl sl b ()
.. y oy 5’-iu;\>”d‘ui)-ib( \ 3\‘ ot (? ;)

CIRPRD
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Lo que nos dice que los generadores del 4lgebra de Clifford
asociada >a ng +son combinaciones lineales de las matrices de
Pauli y que (c.f.(3.7))los subespacios de semiespinores son
isomorfos y su grupo de isometrias es generado por las represen-—
taciones de derecha (7)) e izquierda (ol) de las matices de
Pauliﬁ.Esto nos conduce a poder concentrar nuestra atenciodon
en lo que le ocurra a uno de los semiespinores lnicamente,sa-
biendo de antemano que al semiespinor complementario le ocurriré
lo mismo'.

A fin de establecer contacto entre los espinores definidos
como lo hemos hecho arriba y el procedimiento original de intro-
ducir estas entidades por medio de la proyeccidn estereografica

. consideremos el producto (wclllf).de un semiespinor del segundo
tipo con su conjugado,siguiendo las definiciones introducidas
anteriormente Tenemes que

(VWY = g s QEr < (a2l e @) e - ENYE - e (e
TR L Al AL PIRA R AR PR AL AR CE ol L R Ar il L1 P b A s A

o sea
. _ o o i
CrIwy = g8 v el = iexd) gl o (2 odr)in 22 6 ev g,
Mediante el uso de la proyveccidn estereogrifica ,podemos
asociar al semiespinor (E')'Ez_') un punto en la esfera dado por

las coordenadas

. e+ e S T{C Elf—erep) - W 51’51"-§:g;" LE."I'L\
- >, - m . - ‘et . )
st e §Erieer TEEE"

Sabemos que una transformac:Lon unitaria de la forma dada,
tiene determinante +1 .5 taimbién que las matrices unitarias

forman un grupo.De esta forma,si multiplicamos T por -1%/2, te~

nenmos otro elemento del grupo,o’ ,pero al hacer esto,‘iq" ¥
E: también estan multiplicados por e_iq/z.Este factor extra
no tiene repercusién en el factor 5"/f":',pcor lo tanto,el punto
representado en la esfera es el mismo.Aun asi,dos transformacio-
nes con coéficientes de distintos signos,nos dan valores de
j"' y £, de distinto signo,pero finalmente se llega al mismo punto
(u ,uz,u3) sobre la esfera.Esto muestra que bajo una rotacién
completa (4=20),la matriz O cambia en un factor e—iﬂ- =-1,es
decir,el semiespinor f;‘) cambia de signo,sin embargo,ambas repre-
sentaciones de O dan el mismo punto en la esfera,luego, por
tratarse de transformaciones de la esfera en 1la esfera,las

. ; : 3
matrices T y -C representan una isometria del espacio (Lul.u »uT
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es decir,una rotacién.

Si en la ecuacién (3.12 ) ponemos

UGG RY) L VR, Vs Hereg ), vRS G ()
se tiene claramente que
(vHZaH 2 H % 0. (2.44)

Podemos afirmar entonces gque un espinor corresponde a
la imagen de un vector nulo bajo la proyeccidn estereografica.

Como siguiente tema,abordaremos ahora el andlisis detalla-
do del grupo de isometrias de los espinores asociados con
tE,.

Notando primero que el producto (E\X):gu)\”_-‘:" At € A,-F )
puede ser visto como un producto de la forma

2
2
(e ly)y= ) Wi gin i §2) = s~ Yaly 1l Tal (21
by
Podemos tomar una base }lpiﬁl("j_,' ,donde Uy es el espacio de los
espinores,de tal forma gque se tenga §°=x2,§“=x4,€‘=x3,§L=x1,esto
es, \
- 214
£=%, ‘+EOPL~‘E’ ps Eu__pq (‘1
Definimos ahora de 1la manera acostumbrada,la base dual llql ?_‘
con{qlthU:de modo que ql(pj)=élj,y poniendo
(2 )szz-02
es elemental ver que la métrica debe tener la forma
1 2 4
r =q1’\(13:%'(13,\1q 4 (3.1
=q ®q~~qgleq +a%0q%-q%q?, :
que en forma matricial puede escribirse como
[0 040\
T- 006 ot
1060
o-1t Go
Vamos a8 ver que tipo de transformaciones nos proporcionan
invariancia del producto escalar (3.15).Sea (&= y‘)::&i; ,entonces,
para tener invariancia,
(Y9 =38 75260 =(210)
es decir,se debe satisfacer la condicién
§-rms=r {2.13)
Claramente,el inverso a ' en (3.17 ) es

G=P3®P1—P1BP3+P 2 Py~ Po9P,~P3AP +P, AP,
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Yy esto nos serviréd para

encontrar la forma explicita de los
S's

que dejan invariante el producto escalar de espinores.Para

ello,tomemos primero sus generadores infinitesimales:Pongamos

S=E +€A,donde E=G:[' y por consiguiente,como BEW©uy ,Acl,0u
tituyendo en (3.18) tenemos

(E+eRY-T(Esen) =

.Sus-

lo cual implica que

. K-[‘ +["A:=o0 :(—[‘.AY‘; T-A
ya que r=-t »Y por ello ( )
. - .19
(F-AY=(rAY = B .
Con esto,podemos ya obtener todas los A's posibles,notando
que B es simétrico y A=GB,ya que

G-FA sEATAG- B

entonces

A'=Gelg'ey VTP

= lgop) =pod
= Gr(yegY): Vtgg

"Mqaq*) -pef

A= Gl sq-lq)gﬁ Pz.@‘?, Fq“fi '\3-10\
= (v (q g 3°9%) * peog- p.gq

= Lq@ﬁ‘*w “pf-pot

17 Golgog g o) pyeg’-peg

A - G- (q‘o;"‘xq:q) “peogt -‘p,'sq ;

A = G'(E{ 2 °%91=§=‘F\@%1'P19515-

’rl 5]

Evidentemente,la forma matricial de estoas generadores

infini-
tesimales es . 0 6 40 6010 v s
© 0 00 6030 01 2922
0 000 AZZ-_ ASS- 0o 990 Aqq_ gl
A": 1000 ) OOOO, i DT 33 , R
o0 o0 o109 200 Zza0
-10o60o 0000 AR
CO o0 AR
Ait=|loooo0 pARs{ozcesl. A"""'??? AN A
01 OO0 f 2910 , o ol ) L .o0
[ A=) 00y oo o0 S o4
0 ¢ O AN , 0O -1
Azq__ v-1oo A'q: 50-1 O
> 29 i ¢G5 v o),
)y 0 of AR S
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Recordando que las matrices de Pauli son

o A o - it o
07 Ta3{ . 3=
1 0 ! L o ' 0-1)-

se tiene que

%W'\%Y(Z 10) ) %(U"N‘)=((1l :)
Tasselvy) 0 M SHEME

Ffinalmente,tomando el producto de Kronecker para matrices nos

ol ooy ; e d
[\":(‘z&l{;i o-) = ( 1 O)be(lz“ﬁ\) —}_(Q't"u)@ 7 (L)

A k \ A -4(0( inye (L),
33 ko -g\ﬁb%(.—lz‘ﬁﬂ“%L(Yt';h)@bﬂfz),
(o]

A .
A = LZ O}@ -:_—CL; 6s) =- 1—‘((!‘4 1G;>9L1L— ’7:),

queda que

o o
A = s 0 = Yo-ivyom
10 (3.21)
-1 0
A® = ( " } 8 (2,404 3 Ty oll,0s)
o
AH z\’: fs.) i c. == }‘ F@T A l‘z‘leggl
o s
i) A [
A:zz{,\{_-. - - -:-12"539'3\-%1-2902‘
\ LU A
A - p oo (Lo,
“ o -0 . .
A= -3 {mnaey,
a O

Para obtener ahora los elementos del grupo,debemos aplicar
un numero infinito de veces la transformacidn infinitesimal,esto
es L -

s o (Fread Y,
PAETS *

Por analogia con la funcién exponencial
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. o’
x:.,&'m. (7* "!’\
ponemos E'J,-,con % un parémetro finito,y.. se tlene entonces que
h
ST = -tAJ = (1297, + Z‘AJ +°‘__M ) (3.22)

Notando que para Ali tenemos que (Ail)z—O resulta que

§":1,87540A" = T,07,4 5 (rf, 16)e(],4),
8= 1-91z 7—(?1-10, (L7 .
o .
§P: 1,95, - 2ovin)e (1aw) , (2.23)
e % lwisgo (16,
§7= 1,07, - % (0. :&)M,

Notando ademis que [AIJY'-F,G%“Pgmi U\':\ 'P'nﬂ PA"’a‘ M se tiene

(MY 3 Lo (1)

(A"Y: % LQL‘L‘ 0:)
Por. tanto, 3 " .
s =€ —T,_sT A% —“‘6 ‘A ) i, . (3.1‘\\
= 1,8, +senhe (A1) + kCO“'%"\U“\

oA

e e TamAte L ef Y L
- [
= Lol wenhe ( {ousfi-0,f) + oshes 1) FleolLma), (3.29)
Mas aun,como las deméas Atdrg son nilpotentes,obtenemos que
i1 .
L= 11911 - ila (53 974 'll—zsyz\'

- 513 = 119_\_1 - u‘f (0'3@01" ‘—\; eql) k'_{.ZG)

S¥-1,97, - —:_—‘((Guif!z)@ﬂ
Las transformaciones S':LJ obtenidas claramente son los
elementos del grupo Asimplécr.ico”Sp(lo).E.n efecto,el determinante
de Sj‘j es igual a uno,el nimero de pardmetros independientes
(N) del grupo satisface N=n(n+1)/2=10 (n=4 .dimensiones),y el
producto escalar de dos vectores en el espacio de representacién
del grupo tiene la forma simpléctica
(%2¥)=xyyo=%p¥ 1 +X3Y =% 3 )
Sabemos también que los vectores base {al,az,aa,alﬁ del
vespacio‘fé} inducen los operadores de reflexidn X(g_l),....XLaA)
en el espacio “& los espinores,y dichos operadores satisfacen
el Algebra de Clifford
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X)X () K ) = 2(ai la:) =28
Los elementos del Algebra de Clifford son
jﬁ‘ = 14, X (3. (@) X (0 xlo, X)X (6, XlaMxla) X fa. Yx(aa, kL0NX (4 ). X () X{as), H(2:)X(04),
XA @X(as), X @X@NG) XEAXOIX(00, X(0)X(G )X (5.3, X (@Y% (@) k(@Y x(ad) ¢, (3.28)
es decir,2"=16 elementos.
Por las propiedades de los operadores X(gi),podemos formar
un grupo multiplicativo C *,de 32 elementos a partir de

,Q“, poniendo simplemente iE a cada elemento de ’:;c;,*'a fin de
disponer de todos los inversos multiplicativos,y a CE lo l1lama-
mos gupo'de CliffordﬂI

Ahora,sabemos que el grupo de Clifford es también un

grupo de isometrias de (§]A).
En pparticular,consideremos primero aquellos elementos

obtenidos de (3.8 ) de la forma
i = &’ :
Vil =cow 2 Ty0 Ty + gon 55 W(20) X(5:) (l#J') . (3
La invariancia del producto escalar puede verificarse facilmente
notando que . .
Qs e 1Yy = (2o Thyez, v sen FX@K)E [{o2 251,970 20 Wxain's))e)
' i . oy =yfaty o,
=eln) oo 2+ son TxlaxG AN +(gIX RGN, # sen' 24 (Wane) T il
pero como X&) X(’JJ')= "/(74:))&(9;). y LX(G%)E b\) = (€16
(TR = (810 co? 4 (1A sew’ B = (S AN, {3.30)
Por otro 1lado,los operadores X(gi) pueden también ser
puestos en términos de las matrices de Pauli.Por ejemplo
X(os = =, - Eip‘i* 13 P gn.Pn.
de donde
i\ = 2 \ 4
X{(a) = prog’s progi- paog - poog),
que puesto en forma matricial nos da

)
1 {3.31)

0« -1
o .
X(ﬁ:\: o2 = 97,
o 1 92
4 0 0
AnAdlogamente, encontramos que
¥ = -0y 20, ,
X0 =197 ' (.22
¥ (2= -7,
y tenemos por consiguiente que el Algebra de Clifford en térmi-

nos de las matrices de Pauli puede expresarse como
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SRTIERICRERN T AR Y, AUARER AR 1

Y@ y%iss ~{oeal{1eow]=-ig0n

o0y a4 s menl Fnew]-itiely

XY = foonl- [Tewm] - theo;

YU = heenl -wer]=-igeT,,
Y(22)%134) 'h,@m'&{-ﬁ%m = -ineq,

(1.53)

Los elementos YiJ definidos en (3.29 )toman ahora la forma

o

Y o 3 ToT, visend (5,07, 2 e THOW

N AEE _‘.Tta‘l‘_,.,. _(;;’35_{\ e“'(v;eﬁ)

N e oo L1021, 31 1en Z(G0T) e’ Flaow),

Yo oo —i.ei.liwn%(mem‘-6‘7‘(7'“15)'

Y: a0 FTLeol-ienBlger,) - @
8

R .. 3 L%
Y oz cot l,_ol,»x‘..en%ﬁ(qm,\-_ e‘x(r.zm)_

Es evidente ahora que 1las yid obtenidas

propiedad

RARSCH TR CR

-i %g, 21

satisfacen 1la

i .
entonces,podemos ver que las y1J junto con

3.34)

Iz® 12 y

X@Wﬁﬂgmﬁorman un grupo,que denotaremos por Spin(4,C) que satis-—

face las condiciones

16
A UK eC, A veli | Nelpnlag)

(z.35)
AN =21

donde C1 son los elementos generados POI{X@mX@QX@iXbJL
Si al grupo Spin(4,C) le agregamos los elementos de orden
impar del 4&lgebra de Clifford,obtenemos otro

llamamos Pin(4,C).Los elementos adicionales son

Xay:®mer, 0 Xlo=wen o X(s):=10m

X(0YX(6,)%{0:) = 10307,

, oGy foy -l (G-)X(ﬁg\y\/aq\ri’)m@ . ApX(E) k(34 - i

grupe,al cual

X(ay)= -G2%

Es claro que los elementos de Pin(4,C) satisfacen la condicibn
(3.78),ya que para P Pin(4,C) se cumple

Bor.p-

y det(P)=1.Entonces Spin(4, C)cP1n(4 C)c Sp(4,C).De hecho tomando

combinaciones lineales de los generadores de Sp(4.C) podemos

construir todos

los generadores infinitesimales

de

Pin(4,C):

o0y,
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A = (K ~ g0,

A, = A AT-AM AR S dhen

A,‘ Sy Au-A”~A“ 2 0iol, ’

Ay TR-RS-AR-A" - 0,00, :

Ag A AR AT = -iG0T, | ls-3¢)
A= AY-A" G0 ' ‘
Ay =AY -AP = GeeT

f\;, = AL-AY = 000,

Ay s VRS =Gan

v

Aw = A"-A" =127,

Nétese que los generadores A' también satisfacen 1a condicién

_ A-T4+1A=0 (3.37)
por lo que son igualmente buenos como generadores de Sp(4,C).
Vemos también que

Y(a )X (0B % (6 = 1,003 = T {0 07) = e’ff;%‘f € Sp (4,¢)
X0y for, <-T(iLoa) ¥ esh ¢ 5p 4.0

T

X (@)= -o07 < i{maL)(iLom) = e et ¢ 5pl40)

X(@0:-0326, = (inol)ilon):c T4 €™ €35 (40
P

para los elementos faltantes en Spin(4,C) obtenemos lo siguiente
. \/a(gz_) 2 el e S/’ (il,t) , .
ye(2): e ¥4 esplan)
) giFh € Sp (4.¢}
yﬂ( g_f) z'¥ € Sp (4.€) ,
yld(%’):e Las C\SF(II.@) ,
5 - %
V(%) e € (o).

Nos falta {nicamente pcr demostrar que las A'

son lineal-
mente independientes a fin de ver

que 1los

espacios generados
por Aij ¥ Ai son isomorfos.Para ello,hacemos
LI
A=A, A=A, AT AL AMspy, ATk ATA
' A=, s A”=Aa ) A=A N=A, )
y ponemos Ai'=ai.A..Para demostrar que las A '

i son linealmente
independientes debemos verificar que la matriz a, tenga deter-
minante distinto de

cero,lo cual es sencillo si notamos que
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J0O0D20 -1 0O -t 2D
4-t1 10 0nmnoo0O
{1140 0 2320
1t14-4 19 2 0005935

Ge (11110 00020
K 6poo» 3-1 o1 o0
93 001 0 000 |

0s 00 f 0 92091
co9o20 0 9 11 0O
0oocoo o {1 0O

que transformamos a una matriz equivalente

QOO0 Op 000 ©
4 00000 DHDD
5 9-2039 0000
U OO0 Lo0a0L Lo
Q; = 6 5 O Vo LlL30O
3 o o OO0 DOL
4 0 o0oo01 0000
\o 0 Q@ oeD 20 D9
O 0O 9000 o~ 20
01 LOOO O OCDO

la cual evidentemente tiene determinante distinto de cero,que-

dando asi demostrado que Pin{4,CX Sp(4,C).

Hemos visto hasta aqui que el grupo Spin(4,C) es un grupo
de invariancia para el producto escalar ($fA).sin embargo,es
no es posible mediante combinaciones de elementos del grupo
Spin(4,C) generar a todo el grupo Sp{%,C),que es el grupo total
de isometrias del producio escalar.



3b) Espinores asociados con el espacio Eé‘j .

Consideremos ahora a los espinores en un espacio tan
conocido como lo es el éspacio Euclideano tridimensional.En
este espacio tenemos que Y=1,y la forma fundamental del espacio
complexificado esta dada por §=(x0)2+x1x1' para un vector
_:_(_=(x0.x1.x2) referido a las coordenadas ortogonales con base
{'l:-'lu'bs sdonde 7=(1,0,0), #,=(0,1,0), p=(0,0,1).De 1la ecuacién
(1.4 ) tenemos entonces que

€= %.(’b'“' AR
y en la base-reciproca, ¢'=(q-in}

Aplicando ahora el operador X{(z) obtenemos para las re-
flexiones de los espinores en torno de cada uno de los ejes
coordenados la matrices de Pauli.Para verificarlo,tomtmos pri-
mero un espinor § ;como V=1 la forma de § es

§=g +5€'
y de la definicién (2.2) se encuentra fécilmente que como
SEsE, v S§§6 .
X(&)g =, -.gl €‘,

X (e)§=5¢ =5
X (e)€=2¢Ae =26 =€’

Representando esto en forma matricial tendremos de 1la primera

e (t ) ()5 e o)

0 " gl E‘ = g‘, [

Para obleuer ias demas,debemos encontrar la expresién

ecuacidn

para. la reflexidn-del espinor & con respecto a Y Z‘ .Centran—
do nuestra atencién en el vector isotrépice @ ' ,vemos que
yb=ei+e" Y'l,,’i(e"-ea,entonces,por la 1linealidad del operador X(z)
se encuentra que

X408 =X(gre) e =Xle)e + X(ei)s = €, + £, €

y tomando nuevamente el lenguaje matricial,

o () () o

Finalmente se llega a
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X(1)€ =X(iei-ie) £=iX{e)§- X (e)§ =il e'-&,)

por lo tanto,

E,)___ —‘:g' "U‘yE- (3.‘10\

fo -1
XU\:‘“:L 1 0\) 5 S

Hemos encontrado entonces que la reflexién de un espinor
en tres dimensiones es susceptible de expresarse en términos
de las marrices de Pauli,y ademas,a cada rotacién le corresponde
un par de representaciones en términos de matrices generadas
por las de Pauli,es decir,llegamos a que mediante el uso de
los elementos del grupo U(2) somos capaces de dar una descrip-—

7
cidén bivaluada del grupo 0(3)1.
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3c) Relacidn Entre Twistores y Espinores para CG'M. .

Los twistores pueden ser brevemente caracterizados como
los tensores del grupo SU(2,2).Ahora,SU(2.2) es 2:1 homomérfico
a la componentre conexa de O0(4,2),y a su vez,0(4,2) es 2:1
homomérficomal grupo conforme € de 15 pardmetros en un espacio
de Minkowski compactificado (M ).Consecuentemente,los twistores
de rango uno forman una base para dar una representacidn 4:1
del grupo de transformacidénes conformes.De esta manera,podemos
afirmar que un producto escalar que sea invariante bajo SU(2,2)
también lo seré bajo@m .Para poder tener la invariancia bajo
SU(2,2) vamos a tener que confinar a los twistores a estar
inmersos en un espacio de cuatro dimensiones,definido sobre
el ca'mpo de los niimeros complejos,al cual vamos a dotar a priori

de una métrica Hermitiana

00 G-t 1
es decir,con la siguiente norma invariante bajo SU(2,2):
- 1 t3 2 H
. L R R P i g
donde t=tll .E1l homomorfismo ‘entre SU(2,2) y el grupo conforme
se obtiene mediante la eleccidén de las siguientes matrices
Hermitianas‘mde 4xhs .
- T4 2l -
70,:.»211,(11-\*—1*5) , Ko 2581, TiYs)
(3.41)

pals

m,.y‘-")':w"jTY‘y,’(vI , d=3 s

donde %,‘-K‘-Q"r)l__-.l:‘.l hecho de tener dos signos posibles en la repre-

¢

sentacidén del grupo conforme corresponde a tener una representa-—
cidén izquierda y otra derecha de este .

Vamos ahora a ver como podemos obtener un espacio twisto-
riala partir de nuestro formalismo de espinores.Comenzamos
con el espacio Seudo-euclideano @ﬁtl,que tiene la forma funda-
mental

B (2)=(H 223 252,
y evidentemente,al llevar a cabo la complexificacidén vamos
a tener que la méxima dimensidén posible de un subespacio isotrd-

pico enff,‘,.1 es V=3.Un espinor entonces tiene la forma
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T Er et UMY G A £ EAE5 £, EACAC

y podemos descomponerlo en semiespinores,dados por
=5+ §o =BG 16, €A1 6 OA) Hlmd i T nEAE),
Llevando a cabo 1la conjugacién del espinor §{ ,vamos a tener
para la componente {,
€€ = X)X Vg2 =ilE e A - gl dnd- g eact]
silghgli@ncsgandigone =Y,

Es claro que la operacidén de conjugacidn transforma un semiespi-—

(3.42)

nor del segundo tipo en un semiespinor del primer tipo.La misma
situacidén se tiene en el caso de que se decida conjugar 1la

componente {, Ej vista de que el producto escalar tiene que ser

un miltiplo de A ,vamos a tener n:acesariamente que para p=3
el producto escalar mezcla semiespinores del primer tipoe con
s_emiespinores del segundo tipo,es decir,vamos a tener que para
POFD YN

(8.1 Re) = (T | )e)=0 . (3.43)
Sin embargo,en virtud de que la operacidén de conjugacidén nos
transforma la componente ¢, en una componente ¥, ,podemos definir

un nuevo produvcto escalar para semiespinores del mismo tipo

dado por
SAPWENCLI NG
L[ EPE e e o
=i [‘FZ ; (e g g -‘jw--jwr] (5.44)
=i [';:Am"{:ls*' 3¢ )L-El:_! 14] .
De aqui en adelante omitiremos el subindice de los semi-
. e wmen 32Y 203 1230 4
espincres.Pefinamoes ahora uma base 18 ,87.87 { tal que
<‘_%|‘31u i 485\317—.; ,
. {3.45)
. g™y >t Agtlgtye-t
en la cual el semiespinor { va a estar dado por .
. 23
E-6g vE gy g v, (3.%)

El producto éscalar 4£\)es elaramente linea en A y antilineal
en § ,ya que para peC ,
e
<EpqlAv=slarrpi ity

A7
L EVMppY =LENY vpLElpy . (a.47)

Ademds de (3.45) vemos que el producto <!> es también
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Hermitiano.Podemos ahora haczer un cambio de base,definiendo
- -!‘ 14 N
1 AP
3_ “leee
= &lgig™) W= gla-i),

Los vectores hi satisfacen
SRR =<J—;(3’"ig'“)| Fla-i® >
= L{cgle>-icglg®yaicg™ g ycg@ gty =1 (349)
o QAL ERT S PEEPSRIICIN
y <hiFS=0 para i=j.

{3.48)

En esta nueva base reexpresamos al espinor § ,quedando
= %_‘{(Eﬂliua)k’«‘KE;"LE-.W‘ +(§1_lr'13)\5+(" R (s-50)

y poniendo

gmlentn) | &-hlaiE), (s
3.
‘g; = %Lf«!'ign;) s §:; = a?kgg*i E!) :

obtenemos
S A A A ST AU
De esta manera tenemos que (3.449) queda expresada como
KTIAS =G A KWIRD AR TR £ iKWY s £ 1 KWy (35
Hemos logrado hasta agui llevar al producto escalar de
semiespinores a una forma canbnica,ya que ahora tenemos
<EVA> =T )

donde claramente Q es una métrica diagonal de signatura (++--)

Gy
o«oo (3.53)

1"\ oo 10,

0o 0-1

)
como lo requerimos para los twistores.Vamos a verificar en
r

‘seguida que el grupo de invariancia para el producto escalar
[ es precisamente SU(2,2)Para ello,consideremcs la traansfor-—
macién
=M€ PAES XV
por lo que
BN =< () T (w0 S MM (359

Es decir,afin de que el producto <1> sea invariante,necesita-
mosque las matrices M satisfagan la condicién

’r'lH”l X (3.55)

Si nos restringimos a la componente conexa del grupo

que generaﬁ las matrices M,podemos 1limitarnos a considerar

a M como el conjunto detransformaciones infinitesimales de

la forma
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=T1yeS
por lo que la condicién de invariancia es
(T4esY q (T+es) =g
Despreciando términos infinitesimales
piedad que debemos satisfacer es
51-'2 *"[5 -
Por otro lado,el determinante de n
tomando en

{z.56)

(3.57)

de segundo orden,la pro-

(3.58)
es uno,lo cual implica
cuenta ( 3.2%) que  det(M) =1.Mas aun como nos
estamos restringiendo a la componente conexa del grupo de trans-—
formaciones,tenemos que det(M)=1

Haciendo uso ahora de 1la relaciénao

det(I+ S)=1+ TrS

se debe tener que la traza de S es nula,lo que impone una condi-

cién adicional sobre S.De esta manera,tomando en cuenta (

3,58 ) se encuentra mediante procedimientos directos que S debe

ser de la forma
'A'P| f’._*l‘P; F"ir"ﬁ P"iF’

—pdip 1 ey, AP

PR ORTR Ao (3.59)
Pamifs -Rtipe P Putips

P'-'1F1 P\'l L _ﬁi‘;rnr 'i(F.lPs’Pu)

generada por un total de 15 pardmetros indepen-

dientes,al igual que el grupo de transformaciones conformes.Po-
demos der explicitamente los

es decir,S5 es

generadores infinitesimales del
grupo obtenido,a saber
iooco (0100\ /owa':z
S5 03 s t-tzoo g2.{% 0350
= ‘5‘3‘3;) § = :/')OO) = Koo:;b)
0.%o-i . D wy Y , 5000 ,
5010 oo io fooel
<4-| ¥ 200 %=} 00900 2029
s\ ieds $3dq 19320
Dans ’ E ’
ooool v e (3.59)
0001 f00902 e
2[5 000 g o tao $1:123%9
S *lowuoo 5-°°°:f M
ciocool . 6oo-if , 0520/,
90930 9922 ngJL
7 -{ 2021 1. 7
o= 0ot su b8 o S © 200
oiLoao o9 0-t 00
009D 7 2120 ,



0020 000‘-’\ 6 on o
w_1727059 4 ) © 2oo ) Y- :;ooo

‘(ouio ' > o501 o u3l (2.69)
0 0 -t 9 o1 o0 ’ o olo

y claramente podemos expresar a las matrices (3,41 ) como combi-

naciones lineales de las S.Por ejemplo,tomando la representa-—
cibén de Weyl,

\&\‘:.1119)0’\. ) ¥ =T 017_ s xs"\{uY\\&Xg"}.’Jj@ll LS.(J\
entonces,comod=iy, ,
10 - itl, © 1t 13
Sily - 2 N = s(st4s8 -5 3.62
d‘i‘s"Lko \}3 L 1\3 ’13 Ll ) k )

También,

r= 14 L-ivs), (3.83)

por lo tanto
Y R IA R YA GRS T A AP LA CRTACK N
-:—(sta'fu {Uﬁmexl} ‘-;quh?\)ﬂx =- Lo in)om

'-'u ;\-arr, = ;ﬁ:‘.
R -Ko
1l (3?‘;3\ = Hs g is)

tocyg

De esta forma

0%90g '(3.‘|}
_loooo 1 4 <k _gh i
‘pz-&o-ioo\ HFhistast-s ,
i cov .
oovuo
1 Vet 4 sl
=} 0000} o F{ghrig’-g"-i¥
P (1 oao) 7“( ‘
c-t 6O

De la misma manera,tenemos

T e

3.59)
= -Lig-ig)em - 1b0inNa, - \a ,\w.. = v ) . \
[ OLOY i -
% -.\gg,?q =3(Eigsnis?)
V00 o

k= S g st
ka = }_(54 S y ST 51:.)

Finalmente rn,N 0}«9‘4‘[{ ‘6‘1 de donde

qhn‘ul 4 KX LIS A k( Ab—xﬁ Al @mﬂ)b—xs‘ﬁ'r)\ k3.G§)

:_l[ Lo (v - e\«u@t)] "J‘em 1,96,
es decir,

. R .
-1 1 2
Mz =—§1'BU}, = ';T( “4) '*';_(3%5‘3- S‘)
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ma= L1, 09 7 1{ghs™)

. .
My = -3 € Tom == 5(ss

m,, * }Tk(\t&eu‘,)(o’. 21, )-(oi01,) Ug’zgr‘\) - ;'__(s-s_ss)
m,, '—%(G.VE‘S)VLY\G{DI:) '([T.‘D]i)ki [l'r_gg'i)> = iz(sﬂ_ Sz)

Mo * FUe ) E>1) -(00 L)ic0 5)) = 3(s2 15%-5")

Hemos obtenido asi una representacidn del grupo unitario
SU(2,2) en términos de combinaciones lineales de 15 pardmetros
independientes,por 1lo tanto,las matrices S generan a SU(2,2)
y tenemos asi el formalismo de twistores bien determinado en

. 1o que a la parte algebréica concierne.



66

3.4) Espinores en el Esmacioc de Minkowski.

En el espacio de Minkowski tenemos 1; forma fundamental

o=(x") 2+ (x2) 2+ (x?) 2= (x") 2,
ror lo cual,al llevar a cabo la complexificacidn descrita en la sec-—
cibén 1.2,nos cuedan dos vectores isotrSricos dados nor

ey=(uy+iuy) +2,

e2=(ua+ u4) 2,
donde u,=(1,0,0,0),u;=(0,1,0,0),us=(0,0,1,0) vy 1,=(0,0,0,1).Evidente~-
mente,en este espacio se tiene v=2.El dlgebra de espinores correspon-
diente a este cspacio ser& entonces la misma que la corresnondiente
al espacio de cuatro dimensijiones E,,tratada en la seccibn 3.1l.Lo que
deseamos ahora es ver la forma de los omeradores X(ui) vara el espa-
cio de Minkowski,y establecer contaco con resultados conocidos nara
la teoria de espinores usual.Para ello,notamos que

ey=(u;=iuz) #2,

ez=(us> uy) 2,
por lo cual,u,=e+ei ,ur=i(el-ey ,uz=(e+e}) y u =e,-e}.De esta ma-—

nera, tomando la representacidn matricial (3.5) se encuentra que

. 100 °
X(uy) E=X(e1+ei )e=X({e1)E+XK(es) L= g g_g &
0-10

Ea .
£
De la misma manera, _
04 0 0]
xue=|3 50 % ¢,
0 0+ 0]
0 0 1 0)
xune={9 99 3 &,
010 0]
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fjb010
xwae=1%9 9 5l & -
0-10 0

es decir,tenemos una representacién matricial de los omneradores X(ui),
los cuales claramente tienen determinante uno.Si ahora tomamos la no-

tacién de Bjorken & Drelll*,

tyiy=y= 0- °
-d" 0

donde ci son las matrices de Pauli,nos resulta
X(up)= Yncn ’
X(uz2)= y°c® ,
X{us)= v* .
X(uy)= v°y* ,
con Uu“=[Yu,YV].Para verificar gque con nuestro formalismo recuneramos
los resultados cenocidos sobre transformaciones de espinores,vamos a
encontrar la transformaci®n de un espinor cque corresponde a un "emnpu-
jén" con la velocidad en el eje u, .Sabemos que las transformaciones
deiLorentz son rotaciones en el espacio-tiempo;por lo que la trans-
formacién en cuestibn ser& una rotacifn en el plano {uj,ux}.Una rota-—
cibén en el espacio de los espinores va a estar dada por dos reflexio-
nes,que a fin de tener como resultado una rotacidn en un &ngulo a,
ponemos
R=(X (u;) cosa/2+X(uy) sena/2)X{uy ,

va que al aplicar sobre el espinor E,tenemos que &ste se refleja pri-

mero en un plano normal a X(u,,y rosteriormente a X(u,;)cosa/2+X(u,)sena/2.

Esto es:



que
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Xlu.)w}+x(u,)un3_".

Xlug

De esta manera,tomando X(u ) y X{u ) como en (3. ),se obtiene

R=cosa/2-X{u;)X(u,)sena/2

"1 0 0 - tana/2

_ 0 1-tana/2 O

= cosa/2 0 ~tana/2 1 O
~tano/2 0 0 1

es la expresifn conocida para un "emnujén en la direccibn x.
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APENDTICE.

Vamos a justificar ahora la visualizacién del operador
X(z) como un operador de reflexiones cuando 2z¢V es un vector
unitario.Para ello,recordamos que el modo de llevar a cabo
una reflexidén es dejando invariante 1la componente paralela
al plano de reflexidén e invirtiendo la componente perpendicu-—
lar,es decir,se tiene que
z'=z-2a(z,2) (A1)
donde a es un vector unitario perpendicular al plano de re-—
flexidén y z' es el vector reflejado.Cemo
X(2)X(W)+X(w)X(2)=2(z,w)e, , a."™
podemos pensar en traducir 1la expresidém (A.1) en términos
del operador X(z) quedando
X(z')=X(2)-X(a)(X(=2)X(a)-X(a)X(z))=-X(a)X(z)X(a) . (A.3)
Si aplicamos una transformacién de similitud a (A.2) vemos
que
AXWATAXZI + AX DA X WA = 2(2, w)e, (A.4)
por lo tanto,esto corresponde a una transformacidén - ortogonal
en V.,v por ello.,es claro que si tomamos {l:l:_k un conjunto de
vectores unitarios,se encuentra
AXWIA" = o5 Xlw)
Poniendo ahora A-‘X(WJ) es claro que por (A.2),
K R ) K} = ¥ Ry 2 m T~ XA 20 o) =0 K
y si {bgi.\’ son ortonormales,se tendré
-1

1o cual confirma 1la visualizacidén del operador X(z) como
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un operador generador de reflexiones para 2z unitario.
La reflexién de un espinor § respecto al plano normal
a z se define a priori como

£ =X(2)E. (A.5)
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