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En el presente trabajo es llevada a cabo una generaliza­

ci6n del formalismo espinorial a espacios de dimensi6n arbitra­

ria pero finita,en la cual no importa el hecho de que los es-­

pacios sean Euclideanos o Seudo-euclideanos.Para esto,son to-­

madas las propiedades del álgebra de Clifford,y anrovechando -

las propiedades de ésta última,se lleva a cabo una complexifi­

caci6n de los espacio vectoriales en una forma igual a la hecha 

en la tétrada de Newman-Penrose,a fin de poder trabajar a los 

espínores como elementos de un &lgebra exterior.Una vez hecho 

esto,se define un producto escalar de espinores,y se estudian_ 

las propiedades básicas de éste producto.Finalmente,se a?lica_ 

el formalismo espinorial desarrollado a algunos casos particu­

lares de espacios,corno al espacio Euclideano de cuatro dirnen-­

siones,donde se muestra que el grupo de invariancia de estos 

espinares es el qrupo Simpléctico de cuatro dimensiones.Para 

el espacio de seis dimensiones con signatura (++++--) se obtie­

ne el concepto algebráico de los twistores,y finalmente, se rea-

li~a la obtcnci6n de l~ tran$fcrmación correspondiente a un --

"empuj6n" con la velocidad en la direcci6n !laralela al eje x 

de un espinar asociado al espacio de Minkowski,viéndose que -­

ésta coincide con la conocida en la literatura. 

Quisiera expresar mi 
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mas profundo agr<J.dccimiento al Dr. 

invaluable ayuda que me brindó ,asi 

como por su infinita paciencia para las correcciones al presente 
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Los espinores surgieron ~or nrimera vez en el año de 1913 

en un trabajo puramente matemático debido a E. Cartan eme trata 

sobre representaciones lineales de grupos simples,y no fué sino 

hasta 1928 cuando éstos surgieron en la Física al llevar a cabo 

una realiz~ci6n de la ecuación de onda relativista del elctr6n, 

que no presentara las propiedades indeseadas de la ya existente 

ecuaci6n de Klein-Gordon 1 • 2 ,haciendo mas natural la introducci6n 

del concepto de espín del electr6n,el cual era hasta entonces -

un pegaste de la teoría de Schrodinger,y el cual no salía a la 

luz en el tratamiento usual del Es~acio-tiempa mediante los 

tensores usuales.A partir de entonces y con el fin de llevar a 

cabo una cuantizaci6n de las teorías de campo,se ha hecho nece-

sario llevar a cabo representaciones es9inoria1es de los cam~os, 

haciendose mas natural la introducci6n de conce~tos puramente 

cuánticos en éstos.Sin embargo, la desventaja que nresentan las 

representaciones espinoriales de los campos frente a las tenso-

riales,es que resulta bastante mas complicado introducir los -

conceptos de Geometr1a Diferencial. en el cuuL.t:xt.o de 1a Tecr!..:::. 

de Espinores3 

La idea de espinares en n dimensiones fué desarrollada -

extensivamente por el mismo Cartan4 ,y posteriormente otros au­

tores como Brauer y Weyl 5 también la trabajaron y obtuvieron -

algunos resultados importantes,como lo es el hecho de que las 

matrices de Dirac puedan ser escritas en forma de productos -­

tensoriales de las matrices de Pauli.Mostraremos en este tra--

bajo que es posible reformular la Teoría de Espinores en el -

lenguaje de las Matemáticas modernas,que facilitan su mayor --
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comprensión. 

Este formalismo también nos ha hecho posible exolicitar 

la relación entre espinares en ciertos espacios Seudo-euclidea-

nos,asi como extender conceptos oriqina1mente aparecidos en -

espacios Euclideanos y en el espacio de Minkowski. Veremos <:!lle 

para el espacio &4,2 se tiene de una manera natural el conce!>­

to de twistores,que constituyen un~ generalización de los espi­

nares en el sentido de que forman el espacio de representación 

del grupo. Conforme, en tanto que los espinares constituyen el -

espacio de representación del grupo de Lorentz 6 .Parte de este 

trabajo es la obtención Parte de este trabajo es la obtención 

de los generadores del grupo Conforme a partir de nuestro for­

malismo espinorial,obteniendo primero los generadores infini--

tesimales del grupo SUl2,2) y apelando luego al homomor~ismo 

existente entre SU(2,2) y el grupo Conforme7~ C(3,1). 

La teoría de twistores ha encontrado aolicaci.ones impor­

tantes en la Física Moderna,tales corno programas para formula­

ciones alternas de la Mecánica Cuántica y Teorías de Cami:>O que 

incluyen Gravitación~m. 

La generalización de los espinares a n dimensiones se 

llevará ~ cabo tomando como base al álgebra de Clifford,que 

posee todas las piopiedades que deseamos posean los espinares. 

Notando primero que para espacios vectoriales en los que el -­

producto escalar de dos .vectores es nulo, el álgebra exterior -

satisface ser un álgebra de Clifford,se procede a llevar a ca­

bo una complexificaci6n del, espacio vectorial en cuestión a -­

fin de lograr un nuevo espacio vector.ial definido ahora sobre 

el campo de los números complejos,de modo que tornando la misma 

forma del producto escalar que se tenía en el espacio definido 

sobre el campo real,se tenga un producto escalar nulo nara cua-



4 

les<JUiera dos vectores.La complexificacion de los es~acios vec­

toriales se describe ampliamente en las secciones 1.1 (Espacios 

Euclideanos) y 1.2 ( Espacios Seudo-euclideanos) del ca~ítulo 1, 

destacándose el hecho de para los fines de la teoría de espino­

res no va a tener importancia fundamental la diferencia existen­

te entre espacia.;Euclideanos y Seudo-euclideanos.Posteriormente, 

se hace una discusi6n acerca de grupos ortogonales,en virtud de 

<:!lle los espinores constituyen una repr.esentaci6n de éstosll ,y -

se destaca el resultado de que toda transformaci6n ortogonal es 

a lo más,el producto de n+1 reflexiones. 

En el segundo capítulo ,se introduce un operador X(~) que 

actúa sobre los espinores,el cual es un mapeo de Clifford,y se 

ve que dicho operador es un operador de reflexión en el caso de 

que z sea un vector unitario.Después se com1enza a trabajar so-

bre propiedades de los espinores,construyendo un producto es­

calar y definiendo para ello un operador de dualidad y la trans­

posici6n de espinores.Seguidamente,se hace menci6n de los espi­

nores puros,viéndos <JUe éstos forman un gru:oo de invariancia 

ante rotaciones y reflexiones,finalizando el capítulo con la 

conjugaci6n de espinores, la cual nos dará l·a pauta ':'ara la ob­

tenci6n del formalismo twistorial,que será obtenido en el capí­

tulo 3, 

Por último,en el capítulo 3 se comenzará_ por trabajar los 

espinores en el espacio Euclideano de cuatro dimensiones,viendo 

que en este espacio se puede descomponer un es9inor en 1a suma -

directa de dos semiespinores,y que los subespacios a que corres­

ponden estos semiespinores son isomorfos.Esto nos permite concen­

trar nuestra atenci6n en uno de los semiespinores únicamente.En 

los subespacios generados por semiespinores aplicaremos la nro­

yecci6n estereográfica,viéndo que esta mapea un semiesninor a -
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un vector nulo.Luego de esto,mediante una serie de aroumentacio-

nes algebráicas,se muestra que el producto escalar de espinares 

asociados al espacio complexificado de cuatro dimensiones,tiene 

por grupo de isometr!as al grupo simpléctico de cuatro dimensio-

nes Sp(4). 

También se muestra que es posible construir todos los ele-

mentes del ,álgebr.a de Clifford a partir de los generadores del -

grupo simpléctico.Después de esto, se define lo <JUe se conoce en 

la literatura como el grupo Spin(4,C) ,viéndose que es posible -­

exp.resar a los generadores infinitesimales de este grupo en tér-

minos d.e los generadores del. grupo sim}?léctj_co::nar lo que con---

cluímos que el mapeo de Clifford X(~) no abarca a todo el espa--

cio de espinores,o bien,en otras palabras,que no es ~asible me--

diante la sola acción de las reflexiones ryenerar a todo el grupo 

de isometr!as para el producto escalar de espinares asociados -­

con el espacio ~ 4• 

Finalmente,procederemos a obtener la relación existente -­

entre 1os espinares asociados al espacio t.4,2 y los twistores,9ara 

lo cual será necesario introducir un nuevo tipo de producto es--

Cal.ar d~ t:::SpinüX"C:.5 ,del CU::.l inv·estigarernOR las !>rOpiedades ,Vién-

do que este nuevo producto es invariante bajo transformaciones -­

del grupo SU(2,2),y de esta manera tendremos el formalismo twis­

torial.. 

Para concluir el. trabajo,se obtiene la expresión de la ma­

triz correspondiente a un "empujón" en la dirección del eje x 

de un espinor,viendo que es la misma expresión obtenida mediante 

procedimientos mas complicados en la literatura~ • 
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§1.l ESPACIOS EUCLID~-NOS. 

Uno de los conceptos mas im~ortantes en nuestro estudio de los 

temas comcernientes al álgebra lineal,es el de pro~ucto interno.Si -­

nuestro espacio vectorial V está definido sobre el campo de los núme-

ros reales,se acostumbra definir al producto interno como en 1a siqui-

ente: 

Definici6n I. Un producto interno en un espacio vectorial V defi-

nido* sobre el campo real es una función bilineal WERVxV ,~ue cumple 

con las siguientes propiedades: 

a) Simetría: para (x,y)EVxV,(y,x)EVxV se tiene w(x,y)=w(y,x). 

b) Positividad: oara (x,x)EVxV se cumple w(x,x)>O si xfO. 

Un espacio vectorial V en el que se ha definido un producto in-

terno,se denomina Euclideano si es de dimensión finita.Podemos citar 

varios ejemplos de producto interno,sin embargo,el más importante para 

nosotros va a ser el producto interno usual,definido como 

n V V 
w(x,y)=iEtpi(x):i:>i(y) (1.1) 

para cualesquiera x,yEV,donde p~ denota la funci6n nroyectiva i-ésima 

en el. espacio V,es decir,considerando a xeV como una n-unl.a {x 1 , ... ,xn) 

n". (x)=xi 
- J. 

con i=l, ... ,n. 

~ justif icaci6n de '!Ue usemos este ~reducto interno en 9arti--

~ular,obedece al hecho de que con él,disponemos de interpretaciones 

geométricas conocidas desde la geometría Euclidea,como lo son las no-

cienes de perpendicularidad,longitud de un se<Jffiento,etc.,~ue nos van 

a ser de gran utilidad en el desarrollo de nuestra teoría. 

En lo que res):lecta a la longitud de·un segmento,veremos ~ue ésta 

*) Aquí haremos uso de la notación f ~ BA para designar una función que 

tiene como dominio al conjunto A y como contradominio a1 con­

junto B ,es decir fo. l(a,b)\ acJ>_ y blB\,y a b se le designa por 

f(a) ,es decir,b es la imagen de a bajo ia función f. 



tiene una importancia crucial,ya ~ue es el medio de definir varios 

tipos de transformaciones que actúen sobre elementos de un esnacio 

vectorial dado,diciendo qué es lo que dichas.transformaciones van a 

hacer con la longitud de un se~mento.Asi,nor ejem~lo,los movimientos 

rígidos son los que dejan invariante el tamaño de un segmento.Este 

tipo de transformaciones forman un qru!X) que tiene una importancia 

fundamental en la Física,conocido como Gruno Ortooonal,el cual vere­

mos brevemente en la sección 1.3. 

Una forma de definir el tamaño de un segmento es tomando una 

nueva función llamada norma,que satisfaga los siguientes requerimien­

tos:Para a,be:V 

Criosi tividad} l.) 

2) 

ll'll<al >O si a;&o 

11llC>.al=l1-lil11 (a) para toda >. e:R (homogeneidad} • 

3) 11 llCa+b}_::. 11 l!Ca}+ 11 l!Cbl (desigualdad del triángulo). 

Como podemos ver,esta funci6n satisface los requerimientos que 

1.e pediríamos a la distancia entre el origen y el nunto a.Es evidente 

que tomando 1.a definici6n (1.1.),somos ca~aces de definir una funci6n 

norma como 

11 11 (a}=/w(a,a) (1.2) 

Por otro lado,es posible demostrar que para efectos to!'ol6gicos 

en un espacio de dimensi6n finita,todas las normas son equivalentes'º • 

De áhí que no haya ningún problema en tomar como riroducto interno es­

pecíficamente a (1..1) .• 

En vista de que utilizaremos con mucha frecuencia al cuadrado de 

la norma (1..2) ,le otorgamos el nombre de Forma Fundamental,y evidente­

mente, su exriresi6n será 

$:$(Y.}=(xl~2+ .•• +(xn} 2 {1.3) 

para un punto x={x1 , ••• ,xn}. 

La noci6n de perpendicularidad se introduce diciendo que dos 

veetores '\'ºn perpendicularea. si y solo si. su nroducto interno es nulo, 
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y siguiendo el método de ortogonalizaci6n de Gramm-Schmidtª ,es :90-

sible construir a partir de una base {a
1

, •.• ,a
0

} para el espacio V, 

una base {u 1 , •.• ,u
0

.} que cumple la condici6n de que los vectores ~l' 

.•. ,u
0 

sean perpendiculares entre si,y unitarios.Una base con tales 

propiedades es llamada base ortonormal. 

Definiremos como vector isotr6pico a un vector cuya forma fun-

damental sea nula.Claramente,podemos in~er~retar esto diciendo que 

un vector isotr6pico ·es perpendicular a si mismo.Tal y como hemos es-

tado trabajando hasta ahora,Gnicamente disponemos de un vector iso-

tr6pico,que es el vector cero,debido a que la norma que definimos es 

positiva definida,sin embargo,podemos llevar a cabo la construcci6n 

de vectores isotr6picos mediante un procedimiento bastante sencilio, 

que consiste ·en realizar una complexificaci6n del espacio vectorial: 

V.Para ello,debemos dividir el problema en dos casos:l)cuando la di­

mensi6n del espacio V es impar y 2)cuando la dimensi6n es par.En el 

primer ~aso,vamos a poner que la dimensi6n del espacio V es 2v+l y 

en el segundo caso 2v.En el caso de dimensi6n par,definimos 

e =(u 1 +iu 2) +2, 

=(u 3+iu 4 ) -02, 

= (ur.-1 +iun) t2 '· 

(1-. 4) 

donde i=~.Usando entonces el producto interno de que disponemos, 

es claro que w(~k,ej)=O,ya que ek=(u 2k_ 1+iu 2k),ej=(u 2j-l+iu 2j)-o2, 

por tanto,w(ek,ej)=(u 2k-l•u 2j-l-u2k•u 2 j)+4+i(uzk•u 2j-l+u 2k-l•u 2j)+4, 

pero como {uk}~=l es una base ortonormal, 

ui•uj=w(ui,uj)=Oij' 

vemos que el término real de w(ek,ej) es siempre nulo,y para el tér­

mino imaginario,basta con darse cuenta de que 2k es siempre par,mien-

tras que 2j-1 es siempre impar,por lo <JUe el término imaginario es 

siempre nulo también.Asi,hemos construido a ~artir de los vectores 
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base \!!.1 , •.. ,_!!.J 
son isotrópicos 

a los vectores {~1 , •• ·!:-n/ 21 ,los cuales 

perpendiculares entre si .Una consecuencia 

interesante de la introducción de esta construcción es que 

vamos a tener ahora la existencia de subespacios isotrópicos 

de CV,dados por combinaciones lineales de vectores isotrópi­

cos,es decir,si ~~k1 son vecto{es isotrópicos,el vector 

-.... k 
m.= L t_ ~k. 

tambi~n es isotrópico,ya que k=
1 

\' i k Lú(m,m)=[_, t t W(~i'~k)=O 
i,1(' 

(l. 5) 

Además,como el vector cero es isotrópico,es trivial demostrar 

que los vectores isotr6picoR forman t1n espacio vectorial.Hasta 

ahora, hemos visto como es posible construir un conjunto de 

n/2 vectores complejos isotrópicos en el espacio ('\[ a partir 

de un espacio real de n dimensiones,y sabemos que ellos gene-

ran un espacio vectordal que en este contexto puede ser visto 

como subespacio de C V. Ca be preguntarse e uál es la máxima 

dimensión que esperamos pueda tener un subespacio isotrópico. 

Designaremos el subespacio isotrópico como ~ .Supongamos 

que dim( t.ÁfV )=k,por lo cual deben existir necesariamente k 

vcctc::-es isotr6pii::os l ~l: ... ,!:_k} tales que son linealmente 

independientes y generan a ufÁ; .Estamos garantizando asi _que 

{..~ 1 , •• • ,.!:._k1 es una base para ,}/".,, , es 

de generadores
14

,por lo tanto,el 

decir,un conjunto minimal 

complemento ortogonal a 

vt~ no puede. tener dimensión mayor que n-k, es decir, 

dím(J<,.L)¿n-k 

pero 

son 

al mismo tiempo,por construcción,los vectores .!:._
1

, ••• ,.!:_k 

ortogonales a si mismos y forman parte de Jj- , lo cual 

nos conduce a que el número de vectores linealmente in..depen­

tes y distintos a e. en ~1es a lo mas n-2k,pero la dimensión 
-i 
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de todo espacio vectorial es siempre mayor o igual a cero,por 

lo que se tiene n-2k~O.En vista de esto,k=n/2,pero como n 

es par,n=2~ y podemos concluir que k~v.Asi tenemos que 

dim (..JI; ),.;¡1, (1,6) 

lo cual era de esperarse,ya que los generadores de v(f; son 

los vectores l~1 , ... ,~} que ya construimos anteriormente. 

Para el caso que tengamos .:¡ue la dimensión de V es 

impar (dim(V)=2Y+l), podemos disponer de una base ortonormal 

{u 0 ,u 1 , ••• ,u 2 }.} y al ser una base ortonormal,podcmos conside­

rar a V como la suma directa de un espacio de dimensión uno 

con otro de dimensi6n 2U.haci&ndosP asi posible aplic~r nueva-

mente los razonamientos ya descritos para espacios de dimen-

sión par,y claramente,la dimensión de un subespacio isotrópico 

sigue siendo menor o igual que\). 

Por 6ltimo,vamos a .ver c6mo se transforma la forma 

fundamental al considerar como base de C'V a los vectores iso-

trópicos l ~l, .•. , ~" 1 y sus conjugados,que denotaremos como 

~k=(u 2k-iu 2 k+l)/2.Tenemos que 

~1 =(u 1 +iu 2 )/2 

implican .!!.i =~l +~1 ' ,.Y_z=i (~1 '-~1 ). et~., por lo que 

o 1 2~ 
~=x ~0+x .!!.¡+ ••• +x u 2 ~ 

O 1 ( ., ) 2 ( . ( , ) ) 2y ( . ( , ) ) ( l. 7) =x ~0+x ~1 +~1 +x 1 ~l -~1 + ... +x 1 ~Y -~y 

y haciendo el cambio de variable 

se tiene 

Yl=xl-ix2, 

yl'=xl+ix2, 

X X O 1 1, , + '1 + " •e • -= ~o+Y ~1+Y ~l + .•• y~~ y -~ 

(l. 8) 

(l. 9) 
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fundamental queda como 

(xo)2+Y1Y1 '+ ••. +yv yv'. (l. 10) 

Es fácil ver que la expreión para un vector 

de C\T en términos de la base isotrópica es 
V V 

o " k \ k, • ~=X ~Q+~ y ~k+ l.J y ~k ' 
k=<i . ... ... 

(1.11) 

es decir~podemos poner 

(1.12) 

donde L es un vector en el subespacio isotrópico ~y .r.' es 

otro vector en otro subespacio isotrópico que designaremos 

porJv' 

Vamos por último a definir la base recíproca de 

como una base{~ 1 , .•.• ~1 tal que se satiti[o.gé:t la condición 

(l.13) 

Es claro entonces que un elemento típico de la base 

recíproca debe tener la forma 

s i=<.!!·2i-l -i!!_2i). {l .14) 

y evidentemente, se puede visualizar a la base recíproca de 

cÁ{,como una base para $~. 

Ahora,para expresar un vector de CV en términos de 

las bases recíprocas, debemos definir un tipo de c'oordenadas 

que compensen este cambio,lo cual logramos deíi111~odolas 

como 

Xk=Xk/2, 

y de esta manera t un vector de f...V qued.a expresado como 

o k k o k k 
z=x ~0+x ~k+x ·~k'=x ~+xk- +xk'~ ' 
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1.2) ESPACIOS SEUDO-EUCLIDEANOS . 

Existe otro tipo de espacios vectoriales que van a 

ser de una importancia fundamental en el desarrollo de la 

teoría de espinores,debido a que estos últimos nacieron de 

la necesidad de brindar una descripción relativista de la 

Mecánica Cuántica de partículas de espín semientero 15 .Como 

es bien sabido,la relatividad especial se desarrolla en un 

tipo especial de espacio,conocido como Espacio de Minkowski 16 • 

que es un caso particular de espacio Seudo-euclideano.La 

diferencia esencial entre losespacios Euclideanos y los Seudo-

euclideanos consiste en que para estos últimos,tenemos un 

cierto número h de términos negativos en la forma fundamental 

correspondiente a un vector KEV,es decir,la forma fundamental 

ahora se lee 

(1.15) 

Estonos va a traer como consecuencia que existen tres 

tipos de vectores: los que hacen que la forma fundamental 

sea positiva,negativa o cero.Tales vectores se denominan 

espaciales,temporales o nulos cuando están en el espacio 

de Minkowski.Hay también vectores unitarios espaciales (con 

$=1) y temporales (con ~=-1). 

En el caso de los espacios Seudo-euclideanos.,podemos 

poner al producto ~nterno en la forma 

w(~.i)=xlyl+ .•. +xn-hyn-h_xn-h+lyn-h+l_···-xºyº. (l.lG) 

Asi .,es posible encontrar una base (.!!..i • • • • •.!!.n-h ,yn-h+l' · • • •.Y.n '} 

que sea ortonormal,esto es, 

'"(.!!.i ·.!!.j )=~ij 

w(.!!k •!!:m)=-~km 

i,j=l, ... ,n-h, 

k, m=n-h+ 1, ••• , n , (1.17) 
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Podemos entonces repetir el proceso de construcción de los 

subespacios isotrópicos como lo hicimos en el caso de espacios 

Euclideanos,aunque habrá un pequeño cambio que a continuación 

notaremos. 

Análogamente a lo hecho en la sección anterior,se define 

~1=<.!!1+i.!!2)/ 2 

~2=<.!!3+i.!!4)/ 2 

~i--h=(.!!n-2h-l+i.!!n-2h)/ 2 

(1.18) 

donde n es la dimensión del espacio,que en caso de ser par 

es igual a 2L· ~Y en caso de ser impar es 2r+1.C11ando la dimen-

sión del espacio es impar,se procede a trabajar la coordenada 

impar de la misma manera que se hizo en 1.1). 

Nos faltan aun por considerar h vectores .!:!. y los h 

vectores~ _y_,es decir,nos falta incluir 2h vectores que,a 

fin de tener h vectores isotr6picos,los combinamos de la 

manera siguiente: 

.8.,--h+l =(.!!n-2h+l +~n-h+l) /2 

(1.19) 

.&v--(..!:!.n-h +.::!.,n) / 2 

De las condiciones de ortonormalidad ( 1.17 Y se sigue 

que 

es decir,los 

w(~i '~j )=0. 

cv(.8,k ,z.1 ) =0 

i,j=l, .•• , -h 

k,l= -h+l, .•.• 

w(~i ,.s_k)•O. 

(1.20) 

vectores { ,!;;_1 , ••• ,,!;;_\1-h •.8..v-h+l, ••• •.8.y\ son iso-

trópicOs y perpendiculares entre si.Definiendo ahora un tipo 

especial de conjugación para los vectores fiJ como 

.8.v-h+1'=(.!!n-2h+l-~n-h+l)/Z (l.21) 
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se tiene.al igual que en (1.7) 

O 1( ') n-1( ') n( ') 2'_=x .!!.o+x .!t¡ +.!t1 + ••• +x Rv+&.v +x .8.v-.&.v (1 • 22) 

Nuevamente,reordenando la expresión anterior se tiene 

y poniendo 

O ( 1 . 2) ( n-h n) , K=x ~0+ x -1x ~1 + •.. + x +x .&.v. 

l l . 2 y =X -J..X 

y ' 2'>'-h 2'1 =X -X 

la expresión de ~€~V en la nueva base {~0 ,~1 , ••• '~y -h •.8. v-hu
1 

••••t&v1 toma la forma v 
Q ~V·" k k 1 1 ~ k k 

1'_=X ~ /~~~"'! .!!_k+y .!!_k )+¿(y g_k+y '_g_k') ( 1.23) 

k' 2k-h 2k '""'"' donde y =X -x para k= \J-h, •.• , V .De esta manera,puesto 

que w(~i'~j')= ¡¡ij/2=-w(_g_i,gj'),la forma fundamental queda 

dada como 

y unvector KE~V puede escribirse como 

2'_=Xº~o+[t Yk.!!_k+ t..~l.8.1 }+[t yk'.!tk '+t. •• ~l'.8.1 ']­

Es decir, 

(1.24) 

(l. 25) 

con ~E.. ... W-..,,. y !:.'E.X;.: ,al igual que en los espacios Euclideanos. 

Hemos hecho asi una transformación muy conveniente de loo 

espacios Euclideanos y Seudo-euclideanos,mediante la generali­

zación de las ideas de· la tétrada de Newman-Penrose 1~,ya 

que como podemos ver 1 ambos tipos de espacios poseen una es-

truct·ura muy semejante.Esto nos va a brindar la posibilidad 

de tratar nuestra teoria de espinores sin tener que preocupar-

nos demasiado por la naturaleza Euclideana o Seudo-euclideana 

de nuestros espacios,aunque si habrá necesidad de llevar 
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a cabo algunos cambios pequeños en ciertos l"ugares,como en 

la conjugación de espinares. 

De la misma manera que lo hicimos en la sección ante­

rior, podemos definir a la base reciproca de J.r ,satisfaciendo 

las mismas propiedades dadas en (1.13). 
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1.3) GRUPOS DE TRASSFORMACIONES ORTOGONALES 

El grupo de transformaciones ortogonales puede definirse 

como aquellos automorfismos de CV tales que preservan el 

valor de la forma fundamental,esto es,al aplicar una de estas 

transformaciones a un vector ~lCV,su norma no cambia. 

Debido a que se trata de transformaciones lineales 

de CV en si mismo. se puede asociar a cada transformación 

ortogonal una matriz de nxn,donde n es la dimensión de (V. 

Consideremos una transformación del espacio vectorial 

mediante la cual cada vector ~E. {V es cambiad.,o a un vector 

* ~ con coordenadas 
" J!:..*r= [ Rrsxs ... (l.26) 

donde Rrs son en general números complejos. 

Como las longitudes de los vectores no cambian con 

la rotación, tampoco debe cambiar el producto interno de dos 

de ellos,entonces 
•· 11 n 
~xryr= [ x~-r-y*r==) RrsxsRrtxt , 
,., ,.., f:r.1 

y para que esto se cumpla para todos los vectores ~ y ~,debe-

mos tener 

(1.27) 

Las Rr::; pueden ser vistas COlllU los clcri:cntcs a~ 1A 

matriz R,mientras que podemos definir a la matriz transpuesta 

R.,con ele!f1entos (Rr 5 )=Rsr .La condición (1.27) puede ponerse 

entonces como 

( 1. 28) 

Una matriz con estas características se llama matriz 

ortogorial. 

De (1.28) tenemos que 

det (RR)=det (R)det (R) =l ( 1 .29) 
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ya que det l=l.Como det(R)=det(R),resulta que 

(det (R)) 2 =1 ='"> det(R)=±l. 

Vemos asi que para cualquier transformación ortogonal 

det(R)~O,lo cual implica que toda transformaci6n ortogonal 

es invertible.Además,es posible ver que si R y S son dos 

transformaciones ortogonales,RS también es una transformación 

ortogona.1.Esto implica que las transformaciones ortogonales 

constituyen un grupo que se denota por O(n) con n=dim( V). 

ES claro también por las propiedades de las matrices que 

el grupo O(n) no tiene por que ser un grupo abeliano y tampoco 

es conectado puesto que det (R)=±l 1 lo que provoca que existan 

transformaciones (det(R)=-1) que no pueden ser construÍ<léls 

a partir de la unidad mediante sucesiones infinitesimales. 

De hecho,el grupo O(n) puede ser separado en dos peda-

zos:las transformaciones con determinante +l y las de determi-

nante -1.Las primeras constituyen el subgrupo ortogonal pro-

pio,y las últimas no forman un grupo,porque dadas dos trans-

formaciones R,S con determinante negativo se tiene 

det (RS)=(det(R))(det((S))=(-1)·
2

=1 

Los elementos R tales que det (R)=-1. constituyen las 

reflexiones,por ejemplo, si n=3,la t.ransf ormación ident.l<lé:ttl 

es 

l= (~ o ~\ 
ó o 1) 

y podemos dar una transformaci6n R como 

(

-t o º) 
R= O O 

o o 1 
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que tiene det R=-1, y constituye una reflexión con respecto 

al plano y-z. 

Vamos a demostrar también que toda transformación orto-

gonal puede escribirse. como el producto de n+l reflexiones 

a lo más.Para verlo,tomemos dos vectores~ y ::t.. tales que 

(.<S,2')=(y,y),!O y mostraremos primero que existe una reflexión 

p tal que p(~) =±Y· 

De hecho,como 

(~+y,~+y)+(2'-Y·~-y)=2(~.~)+2(y.y)=4(2'•2'),!0 

se tiene que (2'+Yo2'+Y),!O o bien,(~-Y·2'-y),!O.Supongamos que 

(.<S-Y•2'-y),10.Pongamos ahora h.=~-y y consideremos la reflexi.Ón 

p(~) =~-2 (!!..~)!!./<h..!!.) 

entonces, 

Asi tenemos que la reflexión de ~ respecto al plano Perpendi-

cular a (K-y) es y. 

Ahora probaremos la afirmación por inducción sobre 

n.Si n=l,tenemos que al aplicar una transformación ortogonal 

R a ~ lo más que le puede pasar a ~es un c&mbio de signo,ya 

que su magnitu debe permanecer igual.~sto es,R..!_=.±2!.:Y ;:\~:d. 

R es el producto de a lo más dos reflexiones.Supongamos ahora 

que la afirma~ión vale para un espacio con dimensi6n n-1, y 

sea R una transformaci6n ortogonal de V (dimV=n).Seleccionemos 

un vector ~clV tal que (~,E_)tO y pongamos l_=R~. Entonces 

(y,i)=(2',1f.) y por 

que p(~)=±.Y..Pongamos 

lo ant~rior,existe una 

ahora R
1

= p-lº R 1 entonces 

reflexión p tal 

asi 

R1 opera Únicamente cambiando la componente paralela a ~ 

de un vector y dejando invariante la perpendicular y que por 

estar en un espacio de n-1 dimensiones puede escribirse como 

el producto de n reflexiones.De esta manera encontramos que 
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R= p•R¡ 

es a lo más el producto de n+l reflexiones ,como queríamos 

mostrar. 

Esta afirmación es válida aun en el caso de que el 

producto interno en V no sea positivo definido,como en el 

caso de espacios Seudo-euclideanos. 

En un espacio Seudo-euclideano,en particular en el 

de Minkowski,se tiene que mediante una transformación orto-

gonal,se transforma un vector espacial en otro vector espa-

cial ,;,µn tempera¡ en otro temporal y un isotrópico en otro 

isotrópico.La forma fundamental en este caso es 

~=x2+y2+z2-c2t2=(xl)2+(x2)2+(x3)2+(x0)2, 

en donde 

2 
' X =y 

(1.29) 

S;i deseamos operar con el grupo ortogonal sobre el espacio 

de Minkowski,tenemos que restringir los coeficientes Rrs 

de la siguiente manera: 

Rrs (r,s=l,2,3) real 

RrO y ROr (r=l,2,3) imaginario (l. 30) 

real. 

El grupo de transformaciones ortogonales cuadri.-dimen-

sionales restringidas mediante la condición (1.30) es conocido 

como grupo de Lorentz y se denota. por L.Un elemento de L 

es llamado transformación de Lorentz. 

De los requerimientos pedidos y de la condición de 

ortogonalidad se tiene 

R OR º=RrORrO+ROOROO=l, 

pero como es y entonces 
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por lo que tenemos 

o (l. 31) 

Asi, todas las transformaciones de Lorentz caen dentro 

de uno de los pedazos caracterizados por ( 1. 31), y no existe 

forma continua para pasar de uno a otro.El grupo de Lorentz 

se separa entonces en cuatro partes: 

I L:,donde det(R)=~l,ROO=+l, 

II L~,donde det(R)=-1,ROO=+l, 

III L~,donde det(R)=+l,R00=-1, 

IV L~,donde det(R)=-1,ROO=-l. 

Las transformaciones del primer pedazo son llamadas 

transformaciones de Lorentz propias ort6cronas 17 (que preser~ 

van la dirección del tiempo).A ellas pertenecen las transfor-

maciones que pueden obtenerse mediante exponenciación de 

transformaciones infinitesimales en la vecindad de la identi-

dad y constituyen la componente conexa del grupo de Lorentz. 

Estas forman un subgrupo de L. 

Un elemento típico de Lt es una reflexión espacial.Todos 

los elementos de este conjunto pueden ser formados mediante 

la combinación de una reflexión con un elemento de L~ .Sin 

embargo,como l·a identidad no está no forma un grupo .. 

No obstante,juntando los elementos de Lr t 
y L+' obtenemos otro 

subgrupo de L,que recibe el nombre de grupo de Lorentz exten-

dido. 

El.. conjunto ·III tiene como elemento típico a la re-

flexión temporal y por lo mismo,tampoco es un subgrupo. 

Por Último,el cuarto conjunto tiene como elemento típico 

la reflexión total del espacio de Minkowski.Evidentemente,~ste 

tampoco es un subgrupo. 

Así tenemos que el únic? 
1 

subgrupo propio de L es L+. 
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1.4) ALGEBRA EXTERIOR 

Tomemos nuestro espacio vectorial V sobre el campo 

K,donde K pueden ser los números reales o los complejos.Se 

define un tensor contravariante de orden r y covariante de 

orden s como una función multilineal <]J( (K)Yx ..... xYx~ ,donde 

V es el espacio dual V=Hom(V ,K) .Hacemos 't;~(V) la colección 

de todos• los tensores contravariant~s de orden r y covariantes 

de orden s.Sabemos que como funciones ruultilineales en 

Vx ••. xVx .•. xV,éstOs pueden ser multiplicados por elementos 

de1 campo K y también pueden ser sumados.De esta manera, 

'Z;'~(V) forma un espacio vectorial sobre K,cuya dimensión en 

nr+s .Una base para 1i;: (V) puede obtenerse mediante el uso 

del producto tensorial que será construido mas adelante. 

Vamos a restringirnos ahora a tomar tensores contrava-

riantes de orden r y covariantes de orden cero para mayor 

simplicidad.Sea9<Íí ~(V).Si para cualquier i,j se tiene que 

f'(.Y..1, .•• ,yi, ••• •.Y..j, .... ,:!_r)=~(~l, .••• ~j, .... ,,Y..i, ••• ,y_r), 

diremos que el> es completamente simétrica.Similarmente,si 

se tiene 

~(.!.1, ••• ,vi• ••• ,vj, ..• ,.!_r)=-g;(y_l, ••• ,_y_j, ••• ,.Y_.i, ••• ,:f_r) 

para cualquier i,j diremos que~ es completamente antisimétri-

ca o alternante. 

Si tenemos ~ 1 .~2 dos funciones multilineales sim6tricas, 

entonces una combinación lineal lf'
1

+ll2_ es también simétrica.De 

esta manera,los tensores simétricos en "tD~(V) forman un subes­

pacio,el cual denotaremos por ~r(V). 

·Análogamente,s~ ~ 1 .~2E~~(V) son funciones multilineales 

alternantes, la combinación lineal de ambas es evidentemente 

alternante,por lo tanto,éstas forman también un subespacio 
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de 1;;'~(V) al cual denotaremos por ¡{(V). 

Los subespacios Lr(V) y Ar(V) tienen solamente al tensor 

nulo en común,por lo tanto,constituycn los términos de una 

suma directa paraÍl'~(V),es decir, 

'(O~(V)= L r (V) © Ar (V) (l. 32) 

Supongamos ahora un espacio vectorial V y'l'•'/;'~(V), 

t,/.IE"~(V) tensores .Su producto se puede ver fácilmente como 

una entidad lineal en sus r+s variables 1 por lo cual hacemos 

la siguiente definición :el producto de 'P y t/J , denotado por 

~®~ es un tensor de orden r+s definido mediant~s 

'l'®V(yl, .•. ,yr+s)='l'(yl, ... ,yr)P(yr+l, ... ,yr+s) (1.33) 

El lado derecho de la igualdad es el producto de los valores 

de lf y "i' .El producto define entonces un mapeo 

fM(r;:·r·¡;! donde 

Se puede mostrar fácilmente que el producto así definido 

es bilineal y asociativo.También,si l~1 , ••.• ~ 0\ es una base 

de V entonces ~"'-CJ, ... 0wi..,.} sobre todas las l:!:i1, ••• , ~'6n es una 

base de 't:~(V).Para probar esto,notemos que si .!:_1 , .... ,_!l
0 

es 

la base de V dual a y,l, ... ,~n, el tensor JL4·····~ definido como 
. ~-\1 si ji..,._'- p<na. t.:f, ... ,r 

~,.._~., ... _;, é: 1ó: (Y) _0._;1••···i•(~,, .... ,!?•.): l 0 ~; Ji~~¡ f'""'"1'-'M ;_ 
es exactamente igual a fd)'i.1 fl>···G\~/_,, • Esto se sigue de las defini-

e iones de la base dual y de la de sij•·····j· ,que muestra que 

ambos tienen los mismos valores en cualquier ~onjunto ordenado 

de r vectores base,y por lo tanto.son ig11al.es. 

Podemos,por consiguiente,escribir cualquier fE '(¡) ~ (V) 

de manera Única como 

'\" i, . i 
f=¿_,f;. ••• i.w ®· .... <¿t• (1.34) 

para componentes f~ ••• i¡K 

Similarmente,cualquier <.PtG~(V) puede escribirse como 
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;¡_, - \'if>i.· .. ~ 
- L_¡ -!.¡® • • • w~ir ' 

y en general,un tensor ~t.Í)~(V) puede escribirse como 

"' -""1'·~···'· e.,,, ... .,.~¡,&\!li,., .. .,iyi• 
:r -L _,. ... jr. -~ 

de manera Única con '1!1:~.'J~EK 

(l. 35) 

(l. J6) 

Para cada r:O.O hemos definido al subespacio 

Ar(V)C tD ~(V) consistente en los tensores covariantes alternan-

tes de orden r.DefinimosAº(vlcomo K.Entonces Aº=tíº(V)=K o 
A1 (V)='fó~(V)=V,pero Ar(V) está contenido propiamente en -{o~(V) 

para r"> !.Vemos entonces que la suma directa _/\(V) de todos 

los subespacios Ar(V) está contenida en Í;'(V) como un subespa-

cio: 

./l_(v): J\'.'(y) ll> ••• eN(v)q) 

c. t:(v)0 · · · <r.'f9;(v) e 
( 1.37) 

No obstante que A(V) es n subespacio de '/¡;(V) ,no es 

una subálgebra bajo el producto tensorial.Aún si "IEAr(V) y 

}'EJ\5 (V) ,puede mostrarse por ejemplo que lf m1' no necesariamente 

tiene por q_ue ser .un elemento deAr+ 5 .Asi,el producto tenso-

rial de dos tensores alternantes en V no es en general un 

tensor a1ternante en V.Sabemos,sin embargo,que podemos llevar 

cada tensor a ser alternante mediante el uso de una función 

• ("'r' ')t;¡M antisimetrizante u:4E b,LVJ definida por 

( 'x..)( ' . r) - .i \' rr r(¡¡~Cd zr«i') 
t.fl,.., "!!, • ... 1! - t>l L· sgn -'l! - • ... , -

' cr 
( 1. 38) 

Este hecho nos permite definir otro tipo de multiplicación 

para tensores alternantes,que nos va a ser de gran utilidad. 

Pongamos 

( )( 
f '"") - f )' <JX'¡f'(~ atpl\ ,f,/.dff") _;(,.,,,, 

1f111J1 u, ... ,u -pl.5!7"5ífnrr,l' , ... ,u /'l'\U", ... ,L/.' ¡ ( 1. 39) 

que es conocido como producto exterior de tensores alternan-

tes.Es evidente que el producto exterior de un tensor consigo 

mismo es nulo.Esto nos va a traer como consecuencia que la 

dimensión del espacio vectorial generado por un vector de 

la forma ~1" ••• /\!!_p sea e¡: ,donde 
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eº n! 
P (n-p)!p!" 

Un elemento de la forma ~1 A ••• 11.~p recibe el nombre 

de p-vector 19 

Del hecho de que el producto exterior sea también bili­

neal y asociativo se desprende que es posible dar a ACV) 

la estructura de un álgebra asociativa sobre K;definimos 

( )
/W.J.V 

el producto AV simplemente mediante la extensión del 

producto exterior a que sea bilineal de forma que satisfaga 

la ley distributiva .Esto es posible solamente de una forma: 

supongamos que 'f,'l'E:A(V) .Entonces 

y definimos 

Asi podemos establecer 

k l 

l\" /\ 11' = L[ tf¡A1->j 
i=1 je.' 

el siguiente 

con 

(1.40) 

COROLARIO. A(V)=AºCV)<a ••• eAr(V)e ••• con el producto exte-

rior definido como en (l.39) es un álgebra (asociativa) sobre 

K=Aº<v). 
El álgebra /\_(V) es llamada álgebra exterior o álgebra 

de Grassmann sobre V.A diferencia del álgebra tensorial 

l;'~(V),de la cual ésta es un subespacio (pero no una subálge-

bra) ,ésta es óe dimensión finita.Para veriíicarlo, Üéi.~li:t. t:..úü 

notar que un n+l-vector tiene que ser cero necesariam·ente,ya 

que en él se está repitiendo algún término de la base, por 

lo tanto,como ~A~=O,se tiene que los espacios /\r(V) para 

r~n son nulos.De esta manera,en ACV) vamos a tener Únicamente 

los espacios Ar(V) con l~r~n,que nos van a proporcionar un 

nuevo espacio vectorial de dimensión 

(1.41) 

Un espacio de la forma de /..._(V) recibe el nombre de 

espacio graduado, y son de gran importancia para nosotros, ya 
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que es en este tipo de espacios donde definiremos a los espi­

nares, como se verá en el siguiente capítulo. 
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1.5) ALGEBRAS DE CLIFFORD 

Sea A un álgebra asociativa con elemento unidad e A .Un 

mapeo de Clifford de V a A es un mapeo lineal que satisface 

~·.Y.( V (1.42) 

Un álgebra de Clifford sobre V es un álgebra asociativa 

CV con elemento unidad eA ,junto con un mapeo de Clifford 

ivE(CV) V• sujetos a las siguientes condiciones: 

c1 El subespacio Im(iV)genera al álgebra CV. 

morfismo 

Para todo mapeo de Clifford F: V~A 
e 

fE(A) V ,el cual hace que el diagrama 
V~A 

'·lY 
Cv 

sea conmutativo. 

existe un horno-

Puede mostrarse que existe un álgebra de Clifford para 

cada espacio en el que se disponga de un producto interno, 

única hasta un isomorfismo 20 .ne esta manera vamos a disponer 

de una forma de manipular nuestros espinares ,ya que de la 

propiedad (1.42) vemos que las matrices de Dirac pueden ser 

vistas como mapeos de Clifford que actúan sobre el espacio 

d~ 10~ PRp;norP.R.Por otro lado.se puede mostrar que el álgebra 

de Clifford. correspondiente a un espacio producto interno 

es 

donde J es un ideal constituido por les elementos de la forma 

~ © ~ - (E_,~)· 1 , ~E.V 

De esta manera,se tiene que si por ejemplo (!_,X.)=0,J 

es generada por elementos de la f arma 1irti.'1~ y por lo tan to, se 

tiene o.W/~0.:::.=Cv.De esta manera,el álgebra de Clifford puede 

ser vista como una generalización del álgebra exterior. 
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Es fácil ver que si ~ y i son dos vectores pertenec1en-

tes a una base ortonorma1,el mapeo de Clifford resulta en 

F(~)F(L)+F(i)F(~)=O 

F(_?S)F(~)=2 , 

si x.f,y 
(l. 43) 

que es justamente el álgebra de las matrices de Dirac 21 por 

lo que en nuestro contexto,las matrices de Dirac resultarán 

ser únicamente mapeos de Clifford asociados a vectores de 

una base ortonormal del espacio de Minkowski. 

Lo que nos interesa ahora,es encontrar cuál es la dimen-

sión de un álgebra de Clifford sobre un espacio vectorial 

V.Para encontrarla,consideremos primero el caso dim(V)=n=l. 

Fijemos un vector ~ no nulo en V y sea A el espacio vect-0rial 

generado por e -a esta 

manerl!l,A es una subálgebra.Es posible verificar que el mapeo 

inclusió.n V-A se extiende a un isomorfismo CV __.A,y como 

dim(A)=2,al ser isomorfos CV y A se tiene que. dim(Cv)=2. 

En el caso general, seleccionemos una base ortonormal 

\_.!Ll, ••• ,~0\ de V y denotemos por Vi el subespacio unidimen­

sional de V generado por [~J (i=l, ••• ,n).Entonces tenemos 

la descomposición ortogonal 

y como CV$W=Cy®Cw,se tiene que 

dim(Cy)=2n 

(1. 44) 

(1. 45) 

Un corolario importante de este resultado es que si 

{.!!.i} pera i=l, ..• ,n es cu::ilquiCr busc de V ,entonces los 2° 

vectores 

e A •2'i • ~/' ~j ( i<j) • • • • ·~1" • · ·"~n 

forman una base de Cv. 

Para verificarlo,basta notar que por la relación 
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los vectores anteriores generan al espacio Cv .Debido a la 

afirmación anterior,~im(Cy)=2n ,por lo que debemos tener una 

base de Cv· 

La importancia de las álgebras de Clifford reside en 

que estas últimas pueden brindar una representación de los 

grupos ortogonales,como puede ser visto en la literatura 11 .Por 

la estrecha vinculación que existe entre los espinares y 

las álgebras de Clifford,vamos a decir que entonces los espi-

nores constituyen una representación de los grupos 

ortogonales. 
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2.1) D E F I N I C I O N E S. 

Como se acaba de ver en el priner capítulo, es posible des-­

com11oner los espacios :Luclideanos o 3eudoeuclideanos en términos--

de una suma directa de la forma. 
tr& .. = Jjm. ..,v.; 

ó 
IL· G ~ .. = «: ¿;. Gl Ji; e JI".' 

donde Y es la máxica di1oens.i.6n de los subes~acios isotr6picos co--

rrespondientes y ~ es un espacio ortogonal unidimensional que tie­

ne que ser incluido para espacios de dimensión impar. Los espacios 

J{, y Jí,' pueden ser considercdos como duales entre sí. Debido a g_ue 

,,V:, y J// están bien caracterizados como espacios vectoriales, pbde-­

tlOS construir (como en la secci9u l. 4) el él.:;ebra exterior de i.Jí.), -

y así ob~enemos un espacio graduado 

Aú!J ~A•\Jí,,' <1> • • • <D X~V/.,·. 

Definimos un es;:inor como ün eleoento de AJ/;'. Análogamente 

un espinor dual es un elemento de AJ!~ • 

En virtud de que el espacio de los espinorcs es el álgebra-­

exterior de un espacio de V dimensiones, es claro que un espinar -

forma 

~· ~.-f s; §.• + ~ {;,;,§."~~·: • .• ·-r ~ r~ ..... .:. §""11: • ·"~:. (2.1) 

en dónde el símbolo •.t." de la sumatoria denota que los índices l¡,, ... 

, ..• ,~} están sujetos a la condición i,<i,L .. . L tp y ~ir es un elemen-

to de la base recíproca de Jf, definida en (1.13),. 

Si un espinor tiene todas sus componentes 

~=·~);...;¡h-~:,, e dice que f es un espinor homogéneo de 

A un vector ~E Cfi~ podemos 

norial Xl&) definida de la sieuiente 

donde het:los puesto & como en (l.12) 

asociar una 

nulas excepto 

orden i. 

transforcaci6n esp_i 
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Aplicando dos veces el operador X(~ al c::::pinor ~ se tie--

ne 

X(~)~(~)~= Y.l.~[1.sl\!'+ls~h."-1!;·r1 = .t.[t01'4(s5)x:"-1 f·d"r' -ts[1~f .. ($i;)x.•1 ~·r ]~· .. [w.r:-+tss)~+ s·d·t.:. 
Fara reducir Esta expresión, primero note::,os que como r'= x.k·~~ -::x.~ '1: 1 

el tér:nino ~lw' tiene un índice mas que ¡;, luego 

(.si;)"!.'~ -sli;11i:·) . 
. ·.si pues, 

~e la misma menera 

(ss):t.º·! ""-s\~-~.e) 
y tomando en cuenta el J-,ecl:o de 'J.l<e r.'Ar.'=i::·i:=o, i:os resulta 

X(:;c.))(..(;:)s =-1.\s·.i:. )A:C + 5 \."X.")"' -11\~Ar')·r 
T-or otro lado, ei producto lsA!'.) •!: se puede ücso:rrollar como 

\~"!..'h = (s'i>\'..'.)·r-ls~-~)11r' 
y susti tu~·enüo ·cn la expr .. si6n ( 2 .3) se tiene 

X.(~)X(~)5 =-;L'5\~·!)-2ls"!'.h +5\.-x.0 )

2 -+i.\sl\!.'h: 

= Hl!.'·~) t '5 tx.").,_ = [.1. (E"' \.1.."\"'" }i¡ 
Tero como vinos er; el r•rir..er ca, ftulo, 

~-E= l i<.º)
2 

.. x.1 :t<' + ••• -i x• xv' =(;tof +2 !.'·r 
por lo cual encontramos que 

(.Ut) 
:::s ;·.osible visualizar al o:¡;-.erador 7-(~) "'o:ra ~unitario, como 

\:.~i o:rerador de reflexión en eJ. e.spacio de los espinores .Le justi­

ficación de este hecho aparece en el apénüice Al.~sto va a tener 

~1gunes e .nsecuencias funñaoent~l·.:s, como será visto me.s a~ela::ite. 

Hemos defini;lo h1'-sta aqui un operador X(.?!) <;:.ue actúa en el 

es~G.cio de los es_::Jiriores,J e.üel!'l~Z._es claro :¿·..ic exist~ unt: corres­

r:;ondencia uno a ur.i.o er.t.re este or.erador ·.f el é3!-C.Cio d:~n.Ll.c.¡n;:;.s de 

l::is pro:piec12.des mas importantes de :·:(.?!) son: 
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1) X ( z) es un op·~:::-<e.d.o:::- lineal. 

P3.ra veri:fice.rlo, tom,,mos g,b_c ~Gn Ó Ac1R , entonces 

por lo cual 

Y.(Q\ }..b )\- '21; /\\oc"'e~ 1 ).fe~) -1 l:; ~)( \,•),yi') -1 <;; • lée~" /-\.:<:'.) 

= 20,x•e,' "2i. ~ A¡>''e~ • ,\~ 1;)b' ~aº~~~),.. F ·.,:"e.~ ). \ · b'e. - - - - -

es decir, 

'/.. (~-1}.'!>) ~ 'í-.(í!:.\" :>-xt~) 

2)X(z) es un r.:iapeo de Clifforü?-0 

Fara conprobar esta se,sunda pro1~ieclad, hace1~os uso del he--

, de la cu~l se desprende 

[xl1•·!!)')(,\~·~11~ '\<.;o.JJ)·l~•ur)i:; '[l.·i'.;w.w;2z.·tü1 
pero por 12 propiedad 1), 

e igualando ambas expresiones se obtiene 

('Z.!>) 

v.,). 



33 

2.2) PRODUCTO ESCALAR 

Queremos ahora definir un producto escalar de espinares, 

al cual dotaremos de la propiedad natural que sea simétrico 

o antisimétrico ante el intercambio de operandos, según sea 

la paridad de V .Esto es,ponemos como condición de inicio 

<slA)=t<v>CAls> c2.1) 
con f(~)=±l.En analogía con lo que s~ hace en geometría para 

definir la orientabilidal
1 

de una val'."iedad ,vamos a tomar aqui 

un escalar como un elemento de volumen,lo que nos conduce 

a definir el producto escalar como 

Al<;¡; 1 A}= LV ,e,~<1»11).lY-p) • (2 .8) 

donde A=E~/\···/I('/ es el elemehto de volumen endr.,'y f'p son coefi­

cien'tes a determinar.Ove (2. 7) tenemos 

(!."\ l)A ~ ~FP l¡'i'1!\ AlYf) = f(v) 2:flr71'"1
/\ s\Y-pl ~ {l")ljllr).A, 

y nada debe cambiar si hacemos el cambio p.,_,V-p,con lo que 

'S:IA.)A =¿-.v s s-<P'/\,\l»pl =-f(y))'v & .. ,).t'·r>Artr1 -
\ ir.º' r L-.Jf'..:.c.r..,. r . 

-Como los términos en ·1a suma son linealmente independientes 

para cada p,se debe cumplir que 

En virtud 

de lo que 

~r ~'I''/\ ¡_t•·rl º .flv\¡>t,..r> ltv·r'A ~tp>. 
de que )[•·r>(J\''1''(tH:>~ slf)c/\l(c<r;J, se tiene que fv11l·•)rtv·~1 ~.ftvi(lr 
se obtiene ~·-.1/\ -;:ti~~\,tY"fl i¡;trl}\).''·r>. 

E"s ·decir, tenemos 
Hv) =l-Ntv-r> ~1 =±1 . 

Es claro que disponemos aun de mucha libertad para 

satisfacer (2. 7) .De 

lct w.i.Lct<l cie las rp•Y 
de (2.7) es poniendo 

hecho,podemos escoger arbitrariamente 

una manera de torzar el cumplimiento 

Sin· embargo, por conveniencia con nuestros desarrollos po~te-

riores y para que 

Cartan
4

,hacemos la 

nuestro formalismo sea acorde con el de 

elecci6n ~ =(-l)p(p+l)/ 2 ,la cual conduces 

f(V)=(-i)Y(Y+l)/2 • (2.9) 

Evidentemente se tiene f(Y)=±l· 

el 

que 

A continuación damos una manera alterna de definir 

producto escalar 

acabamos de 

de espinares que 

realizar con 

justifica la selección 

los coeficientes 
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anteriormente.Para ello,debemos primero definir un 

operador que va a resultar ser muy importante,por lo 

que merece ser visto en mayor detalle. 
UNIVERSIDAD NACIONAL 

AUTÓNOMA PE 
MÉxJco 2.2a) EL OPERADOR C. 

En forma an&loga a la estrella de Hodge usada en la teoría 

de formas dif erencialesM,definiremos un operador que al actuar so­

bre un p-vector, nos de como resultado un v -p-vector. Sea 

c:~lXle.)-xk;\} .. Lxlevl-xle;lJ' 
donde X(z) fue introducido en (2.2 )Vamos a ver como funciona nues­

tro operador al aplicarlo primero a un V-vector H •E1h· ·A<.• .Se tiene 
fo\';; E'h ··--At" -=· E.i.···~.i .... j, éi. ;::. ·o ¿irf) ~· 1t:>· - S> t_J"i', 

entonces,como X(ei)ii;='S·ei' ~ 

xlej.)··. xle;.)K = E;, .. ~i···i·-/ "· · .,€¡, 
Ahora,la contracci6n del tensor de Levi-Civita nos dJ 1 

,_d, .. C(.,,···fM E - 1 < ...... ~. 
e t····f•f··"°J'M .m. ºf····p~, 

(:2.1\) 
por lo tanto 

~~. •.j, ··h X!.e) X\er1\ 1-1 ·(1-~)·.Si; \:o:'·,. ee°'f =(v.\')~ E"' A At.''. 
Es decir, 

c.'"" .. ·" e" = .i.. 1 "'·· · · "<·'.· · •• :i,' X 1 ¿. '1 · • · X 1 e· ) \.\ ' (V-~', - ~ :;_1 \ .jY·¡ • 

Hacien~o uso de este resultado,podemos escribir 

e >.'tl = 4:-· },~---ir e €.''A .•. J.. E" =~A;, ... ;, lxle.)-xte;)]. ··[Xi.e;i-x(<•;)]E.'.,, ... "é;f' 

en donde 
,.. .~. , ,\<. _ .i. c'"""p,)1"'),.,\vlo\_vfn·)l ... \.,.rn.\-Y[n•):°lvlo,\ ..• vf-. )•.• 
l....'- ,\ ... ,,t..• -1. ,, - ~ .. "l:."\'-11 ''\~• .l L''\"'Vl "'-"' J"\ ... j'' ''\'-..'"-f 11. ,v·r•· . 

Observando ahora que [xle;\-xlE¡))Xle~)~-Y-.~e\\t'.<\?JxV,)] para i¡.!j ,y tam-

bién que (x(e¡)-xle:l\Y.le)~-xk·ilxl'\"tfr')1J,vemos que oara conmutar cada X(e .) 
~ 1 ' l ·j l ~ - J 

con e debemos multiplicar por (-1) ,y en vista de-~ue hay que lle-

var 

por 

Por 

a cabo este proceso ~-p~veces,se debe multiplicar finalmente 
f )•\v·¡l 
\-1 • Consecuentementc;,V· ~ . 

CE.'"A·. ·"E'•~ l-'1 'p E:ll,-·»,.¡,···~, 1'Xle-,;) ... X(e~~-.)C:.t~ i:i...12\ 

otro lado, C\.\,l)(le,)·)([<>;\1· .. t~\J}:1.\e;)\t1 /\···At' ,pe;o como X(e;.\E_'A· .. ,\('--o 

para k=1, .•. ,v,solamente se ~en~r& la contribuci6n de X(ek) .Ahora 
bien, notando que f:.1 1'.···ht'~(, ... i,C-"· ·0E'~se ve que solamente hay un térmi-

no en G.111··-A "-' en donde é.¡ aparece en el extremo derecho, por lo 

que 
b:(e,\JE.'11··-llE' =ll('J..--·AE_"-')0¿' t ... ].¿, 

-::. (e,_'/\···" é'.')\(' · ~v) ~ E1 
/\ • • · /\ ('-' 
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Llevando a cabo el proceso en forma iterada para el 

resto de los operadores X(ek) lleryamos a que CKd 
De esta forma se t~!"~ne . . 

UmvERs10AD NAc10NAL ·'c"'I\ •. ·A("< o J:lL E:" .... ~p.¡,···a,.. Xle: )· .. X(e-' ) 1 
AUTÓNOMA DE '- - lv-p)~ '/\¡¡·) • a• .l'·r 

MÉxlco : ~ .. E."""d""l"·p 1-1) 1 E:•"~ll· .. /\EY V f·· . ~ \ 
ya que/\~:\\ =2.<'f.e'.~>;::J\E.l .Con esto obtenemos entonces 

~ ·--1~) ~-\" ).i.·. ~ir 1- . E:i,·-· ir.~,· .. l,·f· Li)v[.-· p) ~~v-r A . . ~ ¡\ E.l' 
_n ~ ~-1~ \ -

= L }~ ... ;, E.t,. .. ;,..¡,. .. ~~,. (i)'\v·r) E ~Yi'e ... e Ó' 
= ~~.. .,(:1)'/[v;) é ~·~•>'" J1 é ¡, 0· . '"civ·1 
~ V"t.;' . . • 

=- )'. ).¡, . ,, ~-1~\v.o¡\1fv""' €'• '1-~· }1' e•0 .. ""E}v·r . ... 
Realizando la sumatoria en la exponencial y sim~lificando,obtcnernos 

finalmente que la acci6n de e sobre un espinor homogéneo de rango 

p esta dada por 

corno un operador de dualidad, enviando un p-vector hacia un v·r·vector 

complementario. 

Evidentemente,el hecho de anlicar dos veces consecutivas el 

operador C nos debe dar un eigenv~lor de c 2 ,ya que mandarnos un p­

vector a un '1-p-vector,y ese y-p-vector de regreso a un p-vector. 

Para indagar el valor de dicho factor,ponemos 

C2 = [x!e,)-X(c,') J ... [x(e,)-X(t",:) H X/e,\- x<c:J l .. [x(e,)-X( eill. 
Corno ~[e¡)·Xlei)Jlxle¡)·y.k;)J~·J.Xí~;Hl:;lí'iX(e¡l-x(e:JJ oara iFj ,,;e r.;_,,n.,,, q'.le 

e'~ (-1)' '~.1~0-Y.fr;\\l;t,le~-X(,;)fü,t?,)- xlc;\~. ··[x(ey)·Y{e.;)j[Xb\- X(e;)j · ·· [X(C'J-X(;.";)J 

:: l-1)Y '[t..Cc,)· X[c;)f\-i)"'[xle,\- X(el\1'· · ·· · L;«e,)·X(e>lfl·•) , 
Pero corno ei y ej son vectores isotr6picos,se tiene que 

l.xl,;¡)·xlenl' = -Lx(e,)X(eD; Y..(e:)xte)) 
y, corno se 'vi6 en el primer capítulo, e; 't(a,,.,ria,,.,) . e~ = f(a,.,,-ic¡,;,,) . Por 

lo tanto,se tiene fi ', · ) . ( \1( . ( )l 
X(e¡\Xlei) 4 X(e~\l\( <',\ ' f¡,.x (:;,_,~, i Xfo,¡.,)\l;<,(a,.;i)-i X(o,,1i), +'.f.~ª"'' . tX G,¡ul¡\)\ G,¡,.) i 1X r,<iH 1 

Consecuentemente 

y 

"'. H 2 X (G,,.,)' 4 1 x( G,,, )' 4 ¡ \ Yfo,. "~)((e,,.,,~ -1{º"'" )X(o .. ",)-t x(a,,.,)Xfo ,,,,) -X~¡")X{a,;~ 

tlYÍl,,")X(c.,¡n) +)<.(a,,,,) X(ó,,.ii)) : 1 
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2.2.b) EL ESPJNOR TRANSPUESTO 

Aún nos falta dar un pequeño paso para poder definir 

un producto escalar formal de espinores,a semejanza del pro­

ducto escalar utilizado para las funciones de onda en Mecánica 

Cuántica .Como sabemos,para llevar a cabo un producto de 

funciones de onda, se toma una de ellas en el espacio de los 

estados,y la otra en el espacio dual a este.De la misma mane­

ra,nosot.ros queremos tomar un espinar dual,al que llamaremos 

espinar transpuesto,el cual diferirá de su correspondiente 

espinar en el espacio /\t.Áf./en el hecho de que le cambiaremos 

los vectores de la base { €._1 , ••. ,É:._v} por los de la base [~~, •• , 

~Y} .La razón de introducir este cambio es que de esta manera 

nos ev;taremos la necesidad de introducir una métrica. 

Queremos definir un operador T que satisfaga 

cT:= r-T = _¿;¿-·¡;. · <:.·/\···/\e· 
':J p•o • \1,···,lr -lt -lp • 

claro T tiene entonces que ser un operador que 

(2.15) 
Es consta 

de productos 

Escribiendo 
e = ')' e-. . ,. i,..,_ .. .,, e.'r 
!:> T' ~L,,· 'ºlp'-

(donde~~···~ es ahora totalmente antisim~trico),y escogiendo 

1 =t. z)e;,®·. ®e<,)<!>(ei,"''. 0e;¡,) ( 2 .16) 
p"'c L 

vemos de inmediato (tomando en cuenta que el producto interno 

(,) respeta la graduación del espacio14 ) que 

~r = ¿ "j; f~-··irlé•<0· .. 0Ei•, e ...... · .. e.,)e",% .. ·e. e•r· 
r' •,v 

Es decir,se cumple (2.15). 
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2.2c)Producto escalar formal 

Estamos ahora en posición de definir un producto es-

ÜNP•'ERSIDAD NACIONAL calar de espinares de una manera formal, simplemente 
AuTÓNOMADE utilizando los resultados de las subsecciones ante­

MÉX1co 

l;; IA l = l-d·,[v .. \ 2.., ?;, (-1)-iW'p)lY·p;,)(-1)plY·¡) t''•" ... rj.--·jv·r s~.---~, \. ... >r f 

p ~· . 

y necesitamos en seguid~ simplificar el término exponencial,que 

puede ponerse como 

f v(v11 J + f (v-p )(v·p'1) / f{.'l·p) ~ f Y(v11)-1fv(111) -f vp - fp(v-p)-}f Jp(v·p) 

= v(v+1)-j/- fp, v(v11) -} ¡fpfl) ~.17") 
Tomando en consideración que ( ) ( )y{'").¡·' .. j ' ) V \)t¡ es par,es evidente '1\1ª \-1 rr =vs)tf'.-" 

por lo-tanto 
( > 1 A\= f -:--'f.¡)Iffn>E"····"r.j1•··Jv.i ' ).· . 

• J 7:-::' ~~... ';)1,t:, ••• ur J1·-·j.,,·r 
que es el producto escalar buscado.Nótese que aqur obtuvimos de una 
manera natural la condición (2.17Q),la cual nos va a dar lugar a una 
propiedad fundamental del producto escalar de los espainores,la cual 
veremos a continuaci6n: 

De la expresión (2 .18 ) vemos que 

1 \ l '\) -=- f )' (- 1)ir'r••lt;:fi. ···1-1'•4~ • ·/,r I". , \ 
\. p~ !.z:' ~a,. .. J 1·~"··· ··1ee 

l . l ' , ·' k,l 1 Para pod~r comparar A. ~ l con\.'\ I,\) ·,cambiarnos p por LY·f) resultando 

( >- 1 (\ : f' ....., (·t)~(Y¡lVr•·I).. c.""" .o,.,.j.--- il' '. . 
\ ' L; L )'t, ... v,-v- - J_;,···:r 

Pero [
·····"·1(, ... :.. liql; ... : ..... f"º ;;;¡ 

u u i -.:.l\) E.-1 -f·' .... ,, entonces 

(>-.\s) .,,-;--, )(-i)ftr•l•fv(,.,¡ A. , ¡:"····~,..,j,···i, (· 1 h ~ ,,., ... ,,,.P - () J\···or 

tl•·r'X.v·f'">-1rtv·l')'tYlY11)-}plp;~) .Por lo tanto, ya que 

1 '\ ) = t- \ '-1)fvlv"l '-1)h'r"l >. • Ej,···j,.»·•·v,.r A 
\." ~ L:-> 4:-'~ ~ )J····Jr · ""'""•·r 

p •O "•Í 
Es decir,tenemos 

li\ \ ~) = (-1yl-'l\v•~ l\I >-) 
J 

que es justamente l.a condición (t. 7 ) obtenida anteriormente. Es im­
portante notar que la condición (2.: ) fu~ obtenida como una condi-
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ci6n suficiente mas no necesaria para que el ~reduc­

to escalar de espinores fuera simétrico o antisimé­

trico segun la paridad de ~ ,ya que podíamos esco-

VNIV!lt"llAD NAc,IONAL ger arbitrariamente la mitad de 1-as fs .En cambio 
AVF>N"MA Dt aquí, ( 2 .17c,J apareci6 como una t?ro:niedad intríns~ca 

Mo:1c:p del producto escalar. 

De esta propiedad deduciremos a continuaci6n una de gran importanca 

para la teoría de espinares.Vamos a demostrar que 

~1.101 

donde §! es un vector cualquiera defin!Ldo en 4:1:.,., , 9'º"-~o-l'>''E'.,\,/E'.'. .Sabemos 

que 

Xla)<;. .,_ H fl\/e,') .\- C:;n'J'.l. '..·(a"e.) ~z st.1'1\s()oº+".:·r tu\) 

)'r'-••) y,haciendo uso de (2.5) (con fr"-(:~'" ) ,resulta que 

~X(o)<;: 1111V" l'l\/\r'~ !sOa• ,_ :·1\ll?)A = 

t (-r¡1r'r"ll2l\fl1')'1'\\'1'l \ l4~'¡)/\ 1¡11-r\.\º 1 l,.,yy) f\ '\'\t·flj (:l..2 .. 'l) 
Por otro lado, tambiénP'tenemos que 

l~ lx(Q)~') ~ ( '!: \'.2..'~/\1'1(s~)a"1 ·~·1)A 
. =- tl-1)W'"' l_¡_-¡;'1'/\Cl,f\{)\•-¡l-t l-1)"-P -g:trl/\ '.'J¡\v-ylaº\ '<,!fl/\~V·tf'rl1 (2.13) 

Como l\111')º=0,podemos escr:ibir 
~ ~ V·l 

~ ~l~/\,~:1•)/1 .\)\v1'l = ~ff{¿;/11'1'.~¡\ <\7'v-f) <~~Y" \~/,1'):/\l l\'J"'T') (2.14) 

.• 7"' e el¡l'"l\'"\·1·f") _ -) ·¡_ 1,tr"1!r"l~'rl/\•'fl'°\•·p-•l - , 's 1_,)r''.,1r'•r'fl'n:v·Fl - 0\1~'-:. ••1• 1 - L_i ... I! \ 1 ) -L-'IP\: ._, J\ 'í 

De la misma ma:;_~ra, se tiene qJe:/ f~º v-i l2. 2.5) 

"f:t>r s''' 11l·~ 1'-<')lv-r\_:. t.~r t;,'r'11l ~1,d"r': t. rr s"'t-ll>tv·p'0\/\1 \ =T:. r¡~·~"'"\!1\1\l' hf'; ... ) 

Comparando con la expresi6n anterior tenemos que 
l y 

I:f:f(~A1')(;l/\'f\·/·p) = (-1)~L;pp::'r1 1\llh1')°"'·rl 
f.._':J p·a 

Por otra parte,vemos que como \, 1P"l11~l.v·p) -=o 

t2. 26) 

(2. Z7) 

\'.1.:1.8) 
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.:!..., ' ,. ) f . \ ' ) 
= - 2_J1f •"'·'f'' (1 'f'f"" tp!"r111(~1r•·>.,) = I,(-tf '"F (-1)\ _.·,·r> A( (1"'1. rl. (1 . .1.~) 

P'" ,.ó r 
De la misma manera,es facilmente comprobable que 

Lfrlí:·,i'\lfl'-rl = tril'!:'r"l·r)A'~t,i'1 = f_, frl-1)f(q1 Rl'1'lfl(~lf"l·~) t2.3o) 
UNl\.'ERSIDAD NACIONAL p=-o p:u r :o 

AuTÓNOMA 02 de donde al comparar con ( 2. '.:.'\ ) vemos que 
MÉXICO V 'i 

L'. pr «:lrlr. ll.f·r)lv1'\ = (-1f Lfrl~·rir1 f\ \11\v-rl l2.31) 
F~ r~ 

Para ilegar al resultado deseado,debemos ahora substituír(2.oJ) 

y (2.1.q) en (2.n) ,de donde resulta que 

l)((G.) ~ \ 'f)J\. : {z f f r\<~d'1A l\'1'·P>; t.L·1)'fr \'r1Ni1'1'
1o' ~ t fr( ~·1Y 11i\'~l;-r\ \A 

P'0 r··• P'º (2.52) 

= {l-1Y. 2 t f r \1r111\ J!A\')lv-r\ 4 (-1f ~(-if"[r·¡'~l1¡\¡"·r>a· +(-1)}:ftt·rÍr~~1,.,i\ 
= l-1)v l ! j"X(ú)'{>J 

que era lo que queríamos demostrar. / 
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2.3. ESPINORES PUROS 

UNl\'ERStDADNAclONAL Como ya hemos visto,a cada et€~1\ le asociamos un 

Au~~~~~DE operador X(z),el cual es un mapeo de Clifford,dado 

por ( 2. 2). En vista de que cada espinor ~f A•Jf; posee 2 v 

componentes,es claro que si ponemos i=X[~)\ ,al ser X(z) 

una transformaci6n en el espacio de los espinores, 1 también va a 

tener 2v componentes y \tAJ.·;.Por la linealidad de X(z) '"odemos definir 

una transformaci6n lineal A( definida como 

A,,.,_ {(t., 'l) l ;!.f n., i E /v)f~ (E L(ít:n, A ¡,¡r;) 
Sabamos que13

) \.teiA,:-oj;¡_<,\J';IA¡l'o\,y ademas,que keY A, es un 

subespacio de l:E:n .Si definimos ahora lmA¡"h(/l:)J~l~,A~t.\,es fácil ver que 

lmA( es un subespacio de/¡¡}[~ .Luego,por el primer teorema de iso­

morfismos11,.\varnos a tener el isomorfismo de espacios 

IL E ' lmA¡~ nl\teYA~ 

el cual nos conduce a la relaci6n entre las dimensiones~'): 
dim(lmA,)-1dr"'(HerA.;) =dim1.CEn)=:n (2.33) 

La condici6n de A( i:o claramente es equivalente a poner X(z) '\'O 

Podemos entonces extraer el siguiente conjunto de conclusiones: 

l.) Si t -t O entonces \ar 111, es un subespacio isotr6pico. Esto es 

fácil de comprobar,ya que X(z);=o y como ~to ,X(z)X(z)~=O debido a 

la linealidad del operador X,pero X(z)X(z)~=z·z~=O,de donde se des­

prende que para todo?.~ 'llerA.'\ ,z·z=O,es decir,hAo,es subespacio iso-

tr6pico. 
' 2) Sabemos que la máxima dimensión posible dP. 11n s1Jbes":_')aci.o i:::c-

· tr6pico es 'J ,entonces cÓmodimUlYll\,._)=n-dim~\frrA<..J se tiene necesaria­

mente que dim[mA~)? Vll ,e~ el. caso de que "'. sea distinto de cero. 

J)Si dim(Imll.,l< V\1 ,entonces ';.=e1,ya que de otro modo,tendr!amos 

la posibilidad de encontrar subespacios isotr6picos de dimensi6n ma­

yor que~. 

se.define como espinor puro a aquel espinor ~que corresponde 

al m~nimo de di.,\1..-.~~), es decir, aquel al que lt-. A¡ corresponde a un 

subespacio isotr6pico de dimensi6n máxima.Inversarnente,cualquier 

plano isotr6pico de dimensi6n V se puede definir por medio de un es­

pinor puro.Puede verse entonces que se dan los siguientes resultados: 

Lema l., El resultado de aplicar una reflexi6n o una rotaci6ri a uti 

espinor puro nos da otro espinor puro,y el plano isotr6pico (de dimen-
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sión V) asociado con este Último espinar es la reflexión 

o rotación del plano isotrópico asociado con el primer espinar 

Para ver esto,tomemos un espinar puro~ ,y .!. un vector 

en el plano isotrópico asociado a éste.Sea ~ el vector unita­

rio que representa al plano de reflexión,entonces,como ya 

vimos,la reflexión del espinar 1; nos conducirá al espinar 

~=X(~)f ,y la del vector A va a estar representada por 

X(~')=-X(!!)X(~)X(!!).Asi 

xc~· )!;"' =-X(!!)X (~)X(!!)X(!!)l; =-X(!!)X(~) .5 ' (2. 34) 

pero para un espinor puro X(~)l;=O,por lo tanto X(~' )'f'=O,lo 

que corresponde a decir que S' es un espinar puro asociado 

a los vectores ~· que generan un plano isotrópico de dimensión 

". 
Podemos también ver que es posible mediante una rotación 

o reflexión transformar cualquier plano isotrópico d.e dimen­

sión Y en cualquier otro plano de dimensión V .Para una demo~­

tración de esto,véase Cartan 4 

Debido a estos resultados,cualquier plano isotrópico 

de dimensión V,puede ser obtenido mediante una simple rotación 

del plano definido por xº=x 1 '= ••. =xv'=0,el cual tiene asociado 

un espinar puro,y por el primer lema,al rotar el plano mencio­

nado, obtenemos un espinar puro que estará asociado al plano 

isotrópico dado,es decir,se tiene el siguiente resultado: 

TEOREMA Cualquier plano isotrópico de dimensión \1 puede 

ser definido en términos de un espinor puro.El conjunto de 

espin~res puros es entonces invariante ante rotaciones y 

reflexiones .. 
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2.4 3spinores Conjucados. 

Como ya se vi6 al principio del primer capitulo, disponíamos 

de espacios vectoriales de~inidos sobre el campo real, y a fin de-

tener subespz.cios isotr6picos cambiar:ios la base [~.9J ..... g,.\ por la-. 

definidas por (1."'l ) , es decir, se cambi6--

a ,_~_n es!''~.cio 0..efi~ido e.hore. sobre el c2rupo complejo. Cabe e?lton-­

ces pragnnt2.rse J;Or la o¡.:erc.:ci6n de conju:_::ación de un espinar, o--

bien :;;or la rclaci6n e:ástenté entre los distintos tipos de conju­

¿eci6n posibles. Comenzarec;os por ver el caso más senciilo, que 

corresponde al c8so de esp~cios ~uclideanos. 

Sea un e::;:;:.'"-cio :Suclideano de dimensión 2.>'+1 • Un irec-

tor I,E -~'2_'.141 tiene donde e,=i?,, - _, 
Un ti~.>o de conju;Laci6n posible para ~ es 

~q·'r . . z"'¿. ·;:'"'e;,_ <2.3s) 
pero de la :forma encontrada :para las :r• al principio del capítulo 

se encuentra que 'lit" ~ xtr' entonces 

y po6.emos afirmar CJ.Ue con este tipo de conjuzaci6n, el vector l es 

real. De:finarnos ahora otro ti1)0 de conjugacicSn de ~ , tomando so-

lamf7nt~ ]_~ ccnju.&aci.ór.i en las componentes, 

~· ~ .e• e. 1 x"" e., i x"" e~~ 
;_plicancio lo r.1ismo que ya hicimos, 

(2.37) . 

l.2.38) 
Como la componente ~· y el vector ~· son reales, vemos que nin~ 

no de los dos tipos de conjucaci6n los afecta, y podemos entonces-

~uitarlos, es decir, lo que se hasa para un espacio es lo 

misoo '!.lle lo que se ha¿a en 

ju::;z.ciones. haciendo en ~Lv 

en lo que respacta a con--

todo, se tiene 

t2.3~) 
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,se tic.e X@.)f=Zsl\f1(·.2, es decir 

(:Z.40) 

y como 'Xlt,•): ~· r', 
x\r) ~to 0 T; ~ ... ,, x"l~'·11·· ll(;r). ~~. 

Como C.=[Xl~.)-)((~;)]. - · [xl~~-)((,~)1 vr.n:ios Ei tener que 

C. 1'(r)~ ~ Lx(e~"xk:)1· .. lx(cz,)-x\et)}x(){''e;) ~ L2. -4.z) 
Por 1o que ya vinos, en la pa:·tc correspor.diente a1 -.·reduc-

to interno, si 'l.·h. [X(~,l-'l((~)JY-l~~\= -x!e;.\[X(<;_,)-'.<'.(~)J y jj(~)-X(e;)1~Jr?_i'H =-X(~)[IL~l-X(~'tl( 
y se tie:1e 

, es decir, 

O.l~\í' xfxl~)l-1\~C.(J-. .• + xy'X(e_y\l1)'Cí "~')~X(r'k.E l2.43) 
De i::;1u:•l "'0.nera se o't:tie:.e C.X{t)>; = (-1)'Xl!.'')C.~ 

~n :.:articu1ur, pare un osrinur conju·:«~do var:tos a i".!'scri"'...:ii.r 

Si X(.?;) actua en\, e>s n<ott;rr:ol que X(!!') i:;ctúe en r, y ;-.are ello 

corno X(~) es J..i•-.1.ea1 en 'C ., ~ ......... ._ CJ.UC X{Z) :...~ctue-

en ~·. 
Tomando enlo11ce5'. co:!lo punto de ¡:-ar-tida C. ('<nl,~', se tiene­

<;?,Ue i;;c.~mc\• , ya que C.' es un esc<:lar. ::uere~os~.o::".;onces calcu­

lar eJ. valor de m. :F;:.ra ello, _pou_:EOmos un"producto interno conju 

ec.:.üó 11 como 

(si X(2)~Y ~l \' \ Xl</) ~~) 
\ll - (>\ -

(UIG) 

y con eJ. otro ti~o de conjuzaci6n, 

{ ": l X 1 z.) .-\ e = (se l Xt (?) ~e \ 
\. . l~l\ _ • ) Y) ) 
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donde 1~1 (~)=X(!'.. 1 ) ••• X(!'..v) es el operador X correspondiente 

al )'-vector ~11\ •.• /\~y.Como el producto interno es un escalar, 

ambos tipos de conjugación nos deben conducir al mismo resul-

tado,asi 

(flX(~) fY'-= ls•lx>ltl s')==Ls l 1lü5)~:=(i::'llit(~J'}Y'J c2 48) 
\.~) ll lrj ) \\iJ - • • 

Recordando e1 álgebra de operadores se tiene que 

U:' l((\>l~1.íY) =l~'l?S.(~)r<)-= m'lc~<l?$,(ª-)C~~). (2.49) 

Anteriormente vimos que (X(~)~I). )=(-1 )v ( '!; 1 X(~);\..), entonces 

<~<~>-st:\>=<-1>~~ m,~i<~>A> por 10 cua1 (f:'IA(~ls')=111•(cf;'IM~lcr')=m't-1?k\c(S¡('?)Cr') 
donde hemos puesto c=[xle,)-Jll.~;J}-· [Xl.e.)-Xlr;\J por lo tanto c=l-•)i>l••->c. 

( '\:' 1 ~l?, ls'):. rn ·~ 1(t1)tvt"~l1)' k l~tllc.c s''J. 
l s'l~l ~) í') -:: m'l-1(l <;;' 1 ~) ls') ~·) ( 2. 50) 

y debido a que ambos tipos de conjugación deben conducir 

al mismo resultado ,m 2 (-l)Y
4
=1,pero podemos poner )1-i.=('IH))J-'J ;nece-

sariamente el término YlY") es par, ya que forzosamente uno 

Y~ ·Y v 
(-1) =(-1) =(-1) de los dos factores es par, de donde por 

lo tan to m2 = (-1 )'Y y oh tenemos finalmente m=i" , es <lec ir, 

(2.51) 

Ahora,en el caso de estar en un espacio Seudo-euclidea-

no,disponíamos de la base [~,~¡•····~ -h'.&. Y-h+l, •.•• av] 

dados por (1.19).De esta manera,un vector ~en este espacio 

esta dado por (!, 23). Es claro que a los vectores &j en nada 

se les va alterar al tomar conjugaciones· complejas,por lo 

que tendremos 
V•\a ~ 

- -"""'\ k' 1 ~ k 
:t :L._,~ ~I< + 2.... 'el~-" 

1ic-.• \t=Y·hn 

~ \<! -'\ \1 .... , 1 I' ~ ¿, X. ~ ... + ) - ':l :a_ .. 
K::\ ¡_,,.__y.i(H 

(2.53) 

(2.54) 

y al igual que antes,X(f.)5=251\E_ y X(.!:_')f;"=f·É.'-Ahora,como 

las k componentes y y los vectores .8.k son reales, al poner 

C=IJ con l= [.x.l~·)-l{~.)] · · · lX.l~v-~l-'><.(~;.,l] ,J=l~.,.)--X!}~•-•)J·· l~l-)'-Js:l1,se 

tendrá 
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IXGH~[xl€0 l·Xl<'.i')] ··U.J~,..,\-x(~/,,)~~~-x··~·~"})s "' h 

-= x11Xté3\t1)Hlf 4X"Xlt.;:~l-1r:i:~ ~ ··· ~ Z'.x"Xl~ )\-•r H' -1 Z:tf -i•~)H 
~~ v~t' ... h"' O 

y como 
Y•lia ..¡ 

.r.. .. -=Ex.w'~"' +¿'a~ft 
"'•' \ol""·kO 1.t 

tenernos que =(-1/·1> X(E.*) s • y análogamente para 

IX(i.' )= (-1 tixcr.*') f, es de e.ir, 

IXCüf=(-1 f'x(~*) I ~ (2.55) 

y se pueden repetir los razonamientos de arriba para llegar 

a la definición de espinor conjugado 

(2.56) 

lo cual era de esperarse,ya que si precisamente en el espacio 

~·2YH quitamos la componente ~O por ser real, y por ello inalte­

rada anee conjugaciones,lo mismo tenia que suceder con las 

.ak.Es claro que cuando h=O recuperamos los resultados para 

espacios Euclideanos. 

l 
l 



CAPITULO III 

APLICACIONES 
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1J!.) Espinares asociados .s..2..!!. h· 
En el espacio Euclideano de cuatro dimensiones tenemos 

la forma fundamental dada por 

~=x 1 x 1 '+x 2 x 2 ' (3.1) 

es decir. v=2, y por ello, el espacio de los espinares será de 

cuatro dimensiones.Entonces se tiene que un espinar J; es de 

la forma 

'<'<:"ot;:'.,€'• ~,C't ~.,C'/\Eo 1 
(3.2) 

En el espacio C& .. ,el vector z tiene la expresión 
1 2 1° 2' 

~=X ~1 +x ~2+x ~1 ,+x ~2 , (3.3.) 

y, debido a que X(~)'¡:• ll;h~~ls~)X.'' ~ ·f , 

Xt'?ol'.i~ 2~~-•"¿,c'·~.c' 's,,(M7)h.~·<."e,' +"l\"e,')+(~.' >;,(< V''(,,E't.(')·(~'e, ~ ... ·e.\ 
-= (,x'' <;:.x·,~i::.x•'; \"-.::')f' 1l7.:.:_•'-~.,x•)(''\~,7."-(,t')c'Ac'. (3.4) 

En forma matricial (3.4)esta dada por 

( 3. 5) 

Claramente 1.a matriz que nos da la representación de X(~) es 

una matriz Hermitiana,y satisface la relación X(~)X(~)=(z,z). 

En este caso particular de espacio,el operador X(~) aso­

ciado con un vector ~ unitario resulta ser una isometría del 

espacio espinorial.Para verlo,basta con referirnos a la relación 

(2.3i) para la cual,poniendo v=2 se tiene 

(X(~)r¡l X(~)A)=( r¡jX(~)X(~),t)=( r¡) X(~)X(~).A)=(1¡ f,,\). (3. 6) 

Si llevamos a cabo ahora una descomposición de los espina­

res en términos de semiespino1¿;s del primP.r y segundo tipo,el 

producto escalar de espinares se verá como una suma de productos 

escalares de semiespinores,en donde en cada escalar solo ocurren 

semiespinores de un mismo tipo.Sean~'='~ t) ,}:\;)dos espinares asoe:i: 

ciados con t'~ ,ya descompuestos en terminas de semiespinores.En 

esta descomposición hemos reordenado los renglones en de 

modo que ~(;•) ,•¡,.JC,\y simÓ.larmente para 1, .Si ahora recordamos 
' ~11 \,t, 

que el producto escalar de dos espinores de la forma (3.2) 

esta dado por 
( 3. 7) 

Tenemos entonces que de acuerdo con nuestra reordenación ,los 

términos en (3.7) quedan como 



l~l )..\ :lU.,t¡ - r,. Ao\ • l~1>-.- (, ,\LJ 
= l'-1')1<), \:J>\p\ 

(3.8) 

Esto implica que el espacio .de espinores asociado con ~C:1 puede 

separarse como una suma directa de los subespacios de semiespi­

nores de cada tipo.Ahora ,al llevar a cabo la descomposición 

de los esinores en terminas de semiespinores ,es claro que tam­

bié.n debemos cambiar la matriz (3.5) a fin de que siga siendo 

igual su acción sobre el espinor,~or lo tanto,debemos poner 

l
o o -x' XL 
O O 't." -X{ 

Xl~)= X.1',X' o o 
X' -:t' o O 

) 1 

de donde vemos que 

c;on O' y Ó' matrices complejas de 2x2, 

Tomando ~ como un vector unitario tenemos que 

esto es' cr es 

. 1 x' xz \ ~ - { x'' 't' \ - ,. =o-·, 
eft-\t'' -x•') . \r.." -x' ¡ -cr 

una matriz unitar'1.a,y (f", C- son matrices 

Tomando en cuenta ( 1. 8 ) , vemos que 
1 1 1 . 2 

X =y +iy , 
1 1 . 2 

X =y -1y , 

2. 3 . 4 
X =Y +:i.y ' 

2 3 . 4 
X =y -iy • 

( 3. 9) . 

inversas. 
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Lo que nos dice que los generadores del 

asociada a e ~41 ,son combinaciones lineales 

álgebra 

de las 

de Clifford 

matrices de 

Pauli y que (c.f .(3.7))los subespacios de semiespinores son 

isomorfos y su grupo de isometrías es generado por las represen-

taciones de derecha (:J) 
.u 

Pauli.Esto nos conduce a 

en lo que le ocurra a uno 

e izquierda (O"l) de las matices de 

poder concentrar nuestra atención 

de los semiespinores Únicamente,sa-

hiendo de antemano que al serniespinor complementario le ocurrirá 

lo mismo·. 

A fin de establecer contacto entre los espinares definidos 

como lo hemos hecho arriba y el procedimiento original de intro­

ducir estas entidades por medio de la proyección estereográfica~ 
consideremos el producto (1..J.ic.J1J') ,de un semiespinor del segundo 

tipo con su conjugado ,siguiendo las definiciones introducidas 

anteriormente.Tenemos que 

l l\l'I 'o/) = 'S; ~;~ -1 i:,:~~~· "'lx' ~, + x' rJ()_,· [,• + 'l'.'' 1::) +\:i:i·~, - x''sl.\\x'f;- t' ¡;,') 

o sea 

l '~'l1l>\"' !':,'s?'+ i;~r~· =(~'t''q'-:,')lst1'+ 1,~-'/ 1 :i.>.:''lirJ"=í,~,>+s,~~ 
Mediante el uso de la proyección estereográfica , podemos 

asociar al semiespinor (S/·~;) un punto en la esfera dado por 

las coordenadas 

1
_ r;rt+\~ .. ~;_ 

u - -s:r:•+ (s;;• 
Sabemos que una 

ui:=fCt;'r: -•! F,;.•J • z¡.!_- r;r,"-s:s:• Lu1..) 
f,' ~t t ~;E:., , f;r¡;;" J S1·f:;i< 

transformación unitaria de la forma dada
1 

tiene determin~nte ±1,y tah1Ll~n que las matrices unitarias 
-i'l'/2 te-forman un grupo.De esta forma,si multiplicamos T por e ~-

nenmos otro elemento del grupo, o- 1 ,pero al hacer esto,c;;:, y 

"i.~ también es tan multiplicados por e-i 
4 / 2 .. Este factor extra 

no tiene repercusión en el factor~;/~; ,por lo tanto, el punto 

representado en la esfera es el mismo.Aun asi,dos transformacio­

nes con coeficientes de distintos signos,nos dan valores de 

s: y e de distinto signo,pero finalmente se llega al mismo punto 

(u 1 ,u 2 ,u3 ) sobre la esfera.Esto muestra que bajo una rotación 

completa ( l! = lll) ,la matriz ír cambia en un factor e-i1T =-1,es 

decir,el semiespinor l~) cambia de signo,sin embargo,ambas repre­

sentaciones de ~ dan el mismo punto en la esfera,luego,por 

tratarse de transformaciones de la esfera en la esfera,las 

1 1 2 31 
matrices t'J"" y -cr. representan una isometría del espacio Lu ,u ,u ~ 1 
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es decir,una rotación. 

Si en la ecuación (3 .12) ponemos 

'\Jº:[1('i¡:••+rr·") v
1 <rs''-1"""r' u'~~ 1 c-••··-"'""'•) u;'1,'<t:,"'-~:{":-- (.<.B) \. 1 1 1...-1 J 1 1. ~I 1. J l \ ~1 :::ai. ~1 -::., 1 ' , 

se tiene claramente que 

(v1)2+(v2)2+(v3)2+(v4)2=0. l3.1~) 
Podemos afirmar entonces que un espinar corresponde a 

la imagen de un vector nulo bajo la proyección estereográfica. 

Como siguiente tema,abordaremos ahora el análisis detalla­

do del grupo de isometrías de los espinares asociados con 

tF..~. 

Notando primero que el producto lt:\A)'~0 l11·'f1 AL-l'i:,A 1 -'\12 )., 0 
puede ser visto como un producto de la forma 

:2. 

(Y. i "¡) "' "'f.,lY.i ~;,, -Y.;,, e)¡) : i:,;JJ - <:',¡¡, 1 :t,:y, -;t,,:;z ( rn) 
Podemos tomar una base {p~\C'.1, ,donde \j~ es el espacio de los 

espinares,. de tal forma que se tenga ~0 =x 2 ,. tt"\t =x 4 , ~.=x 3 , ~z.=x 1 , esto 

es, 

Definimos ahora de 

con {qi\EU~ de modo que 

~·s. ?1 + I. p," 'i:, p1 + r,,_ p4 
la manera. acostumbrada,la 

qi(p .)=bi. ,y poniendo 
J J 
l~ n)::: '!· r. :i. 

base 

es elemental ver que la métrica debe tener la forma 

r =q11\q3+q2"q4 
1 3 3 1 2 4 4 2 

~q ®q -q0q +q ©q -q e>q • 

que en forma matricial puede escribirse como 

/00~0\ 

r~I_~~~~) 
\o -1 o o 1 

dual 

(?.1~\ 

\ qi\7,. 

Vamos a ver que tipo de transformaciones nos proporcionan 

invariancia del producto escalar (3.15).Sea (=S~y)'.~sJ· ... ,entonces, 

para tener invariancia, 

(\'\X): Sí.·r·::.>- "''.·s ·•·s->., s·r·>i ~(~\>.\ 
es decir,se debe satisfacer la condición 

g. r· s ~ r 
Clax-amente,el inverso ar en (3.11) es 

l :.1a) 
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y esto nos servirá para encontrar la forma explícita de los 

S's que dejan invariante el producto escalar de espinares.Para 

ello,tomemos primero sus generadores infinitesimales:Pongamos 

S=E +EA,donde E=G•r y por consiguiente,como E'.€•.J.,C•J,' ,A(\¡¡0~ .Sus­

tituyendo en (3.1\l) tenemos 

lE tc1'í). r. [E4EA) -:. r 
lo cual implica que 

A·í -t r·A =o {f·Af1 f·A 
,y por ello 

Con esto,podemos ya obtener todas los A's posibles,notando 

que B es simétrico y A=GB,ya que 

entonces 

(1 · r ·A = E.· A =A = (, • 1?> 

(.¡" =[1 · \~·9~ 1 ) = p;>.:~1 
' 

rl" ""(,. Gi'<>~) = p, .,,~· ' 
A''= (,· l1'ªf') =-p.~~· 
A'H = (-d ~1Q1') = .. P•"f ' 
t\ ,¡ = (, · l~·3~'4;¡':,)~):1'·"'~' ~ f•"'{ 
¡1n ~ (1 · (~\,~•1 ~~o~'): f><"'f- p,9{ 
[\ !l -:. l, · l~'.¡¡~' 1 ~\,~') : p,.;!('-1,,~1·' 
4"= (,·(~'¡;,f1l<'~'\=yiq0~'-p8>~'. 
A'1 " e,. ( ~"'f ~~·:o::¡') =~,1i1~1-p,'J~L' 
A''' "e, ·(~!"'f ·1-·"'~') =-p,e~1-P•"r· 

C?..i.o) 

Ev?-den temen te, la forma ma t ric i81 de es toas generadores in fin i-

tesima1es es 

o o o o 
(

" o ºº. 
A"" 1 ovo) 

o o o o 

A'l ~ o o o O· 
(

o o o o ) 
O 1 0 CI 
1 (¡o o 

(o o·'º) 
A
n- o o Jo 

.. o o o o 
o 1 o o 

Au : o ::i º =: 
( 

.. , ººº ~ 
Q o ';J 
o () j ,J 

\
ovo~·; 

A'~º. 'J -1 o o 
? :. :: ') 
:j o o 1 \

o o :;, ·1 ) 
a o -t o 
(~ ::J :; o . 
J :. .) :) 
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Recordando que las matrices de Pau1i son 

Oí ' ( ~ ~ ) ~¿ : ( : -~) 
se tiene que 

f ~rr,1 i1",) ' ( ~ 1

0 ) 

t\1:~~.)'~~ ~) 
Finalment.e,tomando el producto de 

1 (o ú' 
Z (lt -7, ) " o 1 ) . 

Kronecker para matrices 

queda que 

t\''=0;~~~-) , ~ot ~)G}tÜiilY,) =Í(o;-i~,)r.it(li.•lí,), 
A''' ( ~ : \!) HL.-cr,) = ~(o-,- i T,)~ l"l--oJJ, 

A»= (: -~} © 1(11 lo-,) = - f l <f1 i i ~ ,) sü,;-;-,}, 

A'~ = l 0 
- l \ Ql. + (1_.,_- tí,) = - ~ (cr, i ¡ 1>,)~().< - '1J 

o o l - 1 

11<1 , ( : : ) (;<J", ~ ±(()", -i•J«) s rr1 , 

A", / -
1 0 

) 3 ±(1,10,) = - Í 0-3~~·"11,j , 
\ () 41 

nos 

Para obtener ahora los elementos del grupo,debemos aplicar 

un numero infinito de veces. la transformaci6n infinitesimal,esto 

es 
::_iJ: /,,:t (t4 cA •i )"', 

~¡"-'""' 
Por analogía con la función exponencial 
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"' ponemos t.-..¡¡ ,con t:iC. un parámetro finito,y se tiene entonces 

.s•j'=e"'A~~ (h~J,+ q•J· 1-o<_'.M;'J"l~ .•. ) 
que 

(3.22) 
ii ii 2 ¿, 

Notando que para A tenemos que (A ) =0,resulta que 

5 1' = 1, <il];i_ .¡ tJ. A" "- I, <i?liz + ;j ('T,-i cr,) ©(12 •G,). 

.SH= 1,01 2 ~ ~(o;-úr,)@ (L·'T;) , 

S3
' = 1, Cj 21 - ~ Lcr, l i O',) Qj ll,J O';) 1 

::}~ = 1,·•I, - ~ lcr,1;~.)0 lL.-cri\, 
t~.13) 

.S"= J.:,ol 2 - *(O',-i<!',)'<>~, • 
Notando además que lN'\'=r,sf 'P'"'\' . (A")'=-p,0 ~1 Jpi"'ll,A'' se tiene 

Por tanto, 

Mas aun,como las 

lll") l = ! 1," l 12' ¡¡-,) 

S" = e~,Aº = 1LsJ, .i<j,Aº • t-~~ (A")' l. - · ll.i'l\ 
= 12 g}, q<'\\ho4.l.\'')+lro~hllo-1)lA")' 1 

S1,,-= epl'·11.''" ~ 12<.i 1L~ ~1 A 14 t 4 ti1t\A 1'l)\. .. , 

.. = L©1.,• 1Pnh~1l·l<T,:!l(l-o,\)tlro~h-x1 ·1)ltI,"<>l1,-o,~. (~.15) 
demás A 1 J's son nilpotentes,obtenemos que 

::, 1 ~ = l,<>1, -1: l~i~'l"1 ·i1,"5, ), 

5 13 ; }, G}.2 - ~ llí,0<J14 ;12.Gl(f,) \>.<G) 

S ' 1 = 1z ~ l, - ~ ( lo1 1 i~,) ~<J,) 
Las transformaciones sij obtenidas claramente son los 

elementos del grupo simpléctico~Sp(4).En efecto,el determinante 

de sij es igual a uno ,el número de parámetz:os independientes 

(N) del grupo satisface N=n(n+l)/2=10 (n=4 dimensiones),y el 

producto escalar de dos vectores en el espacio de representaci-ón 

del grupo tiene la forma simpléctica 

(x.y),..x1Yz-XzY1+X3Y4-X4Y3· {l.ll\ 
Sabemos también que los vectores base ta

1
,a 2 ,a

3
,a4\ del 

espacio i!'.G'; inducen los operadores de reflexión X(,!!1 ), ..•• X1,a 4 ) 

en el. espacio ,..ie los espinores,y dichos operadores satisfacen 

el álgebra de Clifford 
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X(;,)X(>)'X(,,j)X(Q,)~ z(a¡ laJ · 2ó,j 
Los elementos del álgebra de Clifford son 

.dv.., ~ t11, X (~,).X(o.),X[ú 1),X[o.,). X(q,)t (•,), X(ú,)~(o,).X (~.)x(:;,), ~(a,\X(<t,). X (:i,\ X(jq\, X(~,¡x(a,), 
x(a,)x(o,\X(a,) ,x(a,)x(a1);<lav,X~o\X(o,)x(o,),X(O,)X{a,)x (a" l, X(a,)X(a,) X(o,) x(ci.) \, (..il.28) 

es decir.2n=l6 elementos. 

Por las propiedades de ~os operadores X(~i),podemos formar 

un grupo multiplicativo CE ,de 32 elementos a partir de 

JZ!'E, poniendo simplemente _+ a cada elemento de _,,,. a fin de -·· . e~*' 
disponer

0

de todos lo~ inversos multiplicativos,y a CE lo llama-

mos gupo de Clifford 

Ahora,sabemos que el grupo de Clifford es también un 

grupo de isometrías de (~/A). 

En pparticular,consideremos primero aquellos elementos 

obtenidos de (3 .28) de la forma 

li't-j/. 
La invariancia del producto escalar puede verificarse facilmente 

notando que 

(_yii r: \ 'I i: ;_ '¡ º\\.':o: ?1,,,::_1 ,_sen~ X(a; \Xl~:l)i 1 (:):~l.":!.,• r,n ~ X(~.\x',))r) 

= l1.: l >.)ex' 'iL + 'ºI\ ~x(a;)X(>~lf\A)+l\IX(Q;)X(,;j\A.)\ +>en' ~~1'););;,,'ay lt.Co;).{~~;, 

pero comox(v,)x~,;) 0 -~)Xfo;).y lxC~1\¡;\>..)~\.()\((G;))..) 

( yij ! \')' 1i).) = ( s \ Aleo~,'~ + l ~/A) <en' ~j "" \. '\ \ \). \3.30) 
Por otro lado,los operadores X(~i) pueden también ser 

puestos en términos de las matrices de Pauli.Por ejemplo 

)( (01)'.i ~ "-• -P> - ~; f¡ t Sl p: - ~•L p .. 
de donde 

X(Ct,) = p,<>~'+ t:""'l'· 1~ .. ,,,¡' - P·"''j1
, 

que puesto en forma matricial nos da 

o -1 • 

( 

o o 
X(Q,\ = o é> 

o i 
-1 o 

.1 o )- o- -'1'1"" - \JZ. ~ ·.! 

j J 
o J 

An61ogamente,encontramos que 

X(a,) 0 -cr, "lf, , 
X(JJ ~ l,;>J'.Jl 

)'. (J .. \: - G; "·l'.1"2 

(3.31) 

y tenemos por consiguiente que el álgebra de Clifford en térmi­

nos de las matrices de Pauli puede expresarse como 
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;1..;,.¡i·J,,. ~c,·)~.l·[-<J,,,1,~~i<hl)<J,·a,, ·,~~;¡J.,, 

'J.. (o.,) X ( );'¡ --(a, t>O", 1·\.L.:<><r.J 0 -i ll, <>'.l", , 

X'.~,·¡y ·.,,', '\.-r,0ir,}·l-'l100.j• ilf,<01.i, 
XlJ.)\'..;;) ~l-<J,yr,J.[lislf,1 =i'.l",.,<r,, 

°'i. l 'l,)Y.(1.i) , L-~,..,,1,1 · \.-<r• "1°zr, -'º'"' 1,, 
J'.(J,))\\'1'1) 'Í.1.,?>'51 \·l_-1,.,']°,J o -i.\ll®lfl. 

Los elementos yij 7 definidos en ( 3 .z1 )toman ahora la forma 

'In: .. ot 2.!\ '!)1 .\l\e11~l'.l" 3\ )-=-..,i.~('1.:t~1t) 
'- - 2 -t -? 2 ! - "l. .._ , 

'/IS:. ':J:. ~ !1~11-i ~i'•'\ Gi (G"t~'YJ): e·i~{o,<a'fJ) ,, 
. º-'f ) 

'j11¡, ~ r::>: ~1'l~1l. .\\~ ... ti ~\a;0"L) =e'' tJ,~1' ~ 
" o, ~ · '!1 lr ') 'I 'c::c z:-1,"'1.'i>"n'Tl'l",0~) 0 e'• ··~. 

'J ¡.q __ 0r T 1 . 6\-f, ) -i °{(rrr 2>k) 
1 eos. z -1-~ -L - t 'Rn 2 '9"t'-lll.._ ;- e · 

Y-• e- 0 / -'"l!ll'.'\ ~ =. c:.o~ t 1't. 01, - ·1 ~~n T \'J.!.~':i}) :. e l J -i • 

Es evidente ahora que las yij obtenidas satisfacen la 

propiedad 

y•i Y.. (?.)(J~y· = x(a,) 
entonces,podemos ver que las yij junto con 

X(~.)1\!_i.'¡i:(~))'.[1)forman un grupo, que denotaremos por Spin(4, C) que 

face las condiciones 1' 

J\ 1! j\_
1 

EC.1 >! \[ ( C1 , ]\_E ::O pin l,'1,!:) 

A/C d.1 

üonóe c1 son los elementos generados por jx(a,),xta,), X(o,).x(3Jl. 

satis-

Si al grupo Spin(4,C) le agregamos los elementos de orden 

impar del álgebra de Clifford,obtenemos otro grupo,al cual 

llamamos Pin(4,C).Los elementos adicionales son 

Es claro que los elementos de Pin(4,C) satisfacen la condición 

(3.13),ya que para P Pin(4,C) se cumplE 

f5. r·!' ~ r 
y det(P)=l.Entonces Spin(4,C)cPin(4,C)cSp(4,C).De hecho,tomando 

combinaciones lineales de los generadores de Sp(4.C)- podemos 

construir todos los generadores infinitesimales de Pin(4,C): 
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A; ~ -(A'1;/\'') • rr, e 1, 

11; -- A'- 1\22 -11•1, ¡.,!.!. ---,1J",0<J, 

¡¡¡ ~A' 1Au-A''-A"':0"101,, 

A~ = A"-A"-A"-A11 : o, 0U3 , 

!\~ 'A" t A"~A "+A'~ =- -i!ft01,. 

A~ ' A'q - A11 ~ <J, 00", , 

A; :AU -A 11 : º1(),'»T1 

I\~ = 4" -A'" ' a, "'IJ", , 
A; ' A'~' A" ---<r1 311, 

A,: 0 A'"-A", i l<"''.l, 

ls.36) 

Nótese que los generadores A' también satisfacen la condición 

(_Ul) 
por lo que son igualmente buenos como generadores de Sp(4,C). 

Vemos tambi.én que 1!. • .Ir. 

l((a..)X(o,)x(~,") x(a1) d, ~ir; ' r(-i lf, ()1,) ' e- .Ar ~A, r: Sp ( 'I, e) 
X(?1\''l",@1,,-ru-1.®<1,)'e"A'é""· e ~rl'l,C) 
X(c.,)'-<r,l!l'J, 'i(a:.~1..)(il1 3""I,)=e;1f•;e'f•:, f Sp(L/,e') 

para los elementos fa1tantes en Spin(4,C) obtenemos lo siguiente 

Yª(~) = e•'<'~; 

º' ' 'J13 l ~) ' e T~L 
r(~J, e'~;; 
Y13

( V) =e'~,,; 

€ Sp ( '!,~) ' 

E: sr ('1,e:) , 

€ sr f'f.ci • 

f" SI' (L/,C) , 

Nos falta Únicamente por demostrar que las A' son 1ineal­

mente indepefltd{entes a fin de ver que los espacios generados 
por Aij y Ai son isomorfos.Para ello,hacemos 

An , ¡.,, A'3 ~ Ai 11~~- 0 P.'l. A" ' A,. A"' Ac. A" 'Á, 
A''l'A, A'i 0 A8 A'10 A1, A,, 0 A10¡ 

y ponemos Ai' ::::;aijA j. Para d~~ostrar que las Ai' son linealmente 

independientes debemos verificar que la matriz ªij tenga deter­

minante disti·nto de cero ,lo cual es sencillo si notamos que 
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(
~ -~ f :, '; -~ ~ ~ -~ ; ) 
1 1 -1 -1 o o ') :> J o 
1 -1 -1 1 o ., o o o :; 
1111 a 00000 
o o o ..:..., .'.) -1 o o 1 o 
o:ioo10000< 
o u o o r o o -:> ·J -1 
00':>000f100 
oaoooof-100 

una matriz equivalente 

(:º
,o~ g ~~~~~o-:>-~~ J 

o ..-J.. o J o 1) o fJ o 
oo:.co.')CJC...ú 
oot>ot.ü·:.ioo 
oc:>OOOO:JO'L 
000-1000:-i:... 

\
o o a I'.:> o "=> l. o -::Jr:> 
o o o o o o o _, -'º 
º' 0000000.::i 

la cual evidentemente tiene determinante distinto de cero, que­

dando asi demostrado que Pin(4,C)CSp(4,C). 

Hemos visto hasta aqui que el grupo Spin(4,C) es un grupo 

de invariancia para el producto escalar ("/),),sin embargo, es 

no es posib1e mediante combinaciones de elementos del grupo 

Spin(4,C) generar a todo el grupo Sp(4,C),qu~ es el grupo total 

de isometrías del producto escalar. 



1 .. JlJ Espinares asociados con el espacio f~3 

Consideremos ahora a los espinares en un espacio tan 

conocido como lo es el espacio Euclideano tridimensional.En 

este espacio tenemos que Y=l,y la forma fundamental del espacio 

complexificado esta dada por ~=(x 0 ) 2 +x 1 x 1 ' para un vector 

2f..=(xO ,x
1 

,x
2

) referido a las coordenadas ortogonales con base 

{'!i.'t1.o'li\ ,d•onde 'lc=(l,0,0), ~,=(0,1,0L ¡.=(0,0,1).De la ecuación 

(l.~) tenemos entonces que 

e.~ il'l.1+i1 .. l. 
y en la base- recíproca, ¡,•~('!J-i'l,). 

Aplicando ahora el operador X(~) obtenemos para las re­

flexiones de los espinares en torno de ca.da uno de los ejes 

coordenados la matrices de Pauli.Para verificarlo,tomtmos pri­

mero un espinar E ;e.amo V=l la forma de fes 

!!i°=f'.~!itE' 
y de la definición (2.2) se encuentra fácilmente que como 

s~ .. =f.. y s51:-ri6'. 
X l~)'S = sª -s, 6 1

, 

X (e,) s ~ f ·e1 = ~. 
'X (en~= 2 ~11e; =tf. e; =- r.e' 

Representando esto en forma matricial tendremos de la primera 

ecuación 

P~ra obL~ti~r las demás,~ebemos encontrar la expresi6n 

para la reflexión·del espinar~ con respecto a 1t y [z .Centran­

do nuestra atención en el vector isotrópico e~ ,vemos que 

'b:e1.i-e; Y 1 .. •ilei-er) ,entonces, por la linealidad del operador X(~) 
se encuentra que 

X('i,)~ =-X(ei+ej)~=X(e,)ftX(ej}~ ~ f 1 ts.e1 

y tomando nuevamente el lenguaje matricial, 

Finalmente se llega a 
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por lo tanto, 

Hemos encontrado entonces que la reflexión de un espinor 

en tres dimensiones es susceptible de expresarse en términos 

de las matrices de Pauli,y además,a cada rotación le corresponde 

un par de representaciones en términos de matrices generadas 

por las de Pauli,es decir,llegamos a que mediante el uso de 

los elementos del grupo U(2) somos capaces de dar una descrip­

ci6n bivaluada del grupo O( 3)1~ 
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~) Relación ~ Twistores y Espinares para fG~.~ . 

Los twistores pueden ser brevemente caracterizados como 

los tensores del grupo SU(2,2).Ahora,SU(2,2) es 2:1 homom6rfico 

a la componentre conexa de 0(4,2), y a su vez,0(4,2) es 2:1 

homomórfico
18 

al grupo conforme [1 de 15 parámetros en un espacio 

de Minkowski compactificado (Jtf..) .Consecuentemente,1os twistores 

de rango uno forman una base para dar una representación 4: 1 

del grupo de transformaciónes conformes.De esta manera,podemos 

afirmar que un producto escalar que sea invariante· bajo SU(2,2) 

también lo será bajo~ .Para poder tener la invariancia bajo 

SU(2,2) vamos a tener que confinar a los twistores a estar 

inmersos en un espacio de cuatro dimensiones,definido sobre 

el campo de los números complejos,al cual vamos a dotar a priori 

de una métrica Hermitiana 

\

1 o '; 'J) 
h'f- -:: o 1 o o 
\. o J -¡ ) 

o (J ú ·t 
es decir,con la siguiente ~arma invariante bajo SU(2,2): 

- * donde t=t ~ • El 
~ 'H-l) ~ l! t'P lf = H = \t1l'~ \l,\'-\li- Hl, 

homomorfismo entre SU(2 ,2) y el grupo conforme 

se obtiene mediante la elección 

Hermitianas'l.qde 4x4: 

de las siguientes matrices 

f.I' Off 1, (~ il 'ts) 

in~,· Tr•"'" H'lr.'<~I d º' Í 'G: .• 
donde 'l.,"'-\ol!>;~l,_.El hecho de tener dos signos posibles 

sentación del grupo conforme corresponde a tener una 

ción izquierda y otra derecha de este • 

en la repre-

representa-

Vamos ahora a ver Como podemos obtener un espacio twisto-

riala pa~tir de nuestro formalismo de espinares.Comenzamos 

con el espacio Seudo-euclideano ~~·f,2. ,que tiene la forma funda­

mental ª' (~)=(xl) 2+ ••• +(x4) 2-(xS) 2-(x6) 2 

y evidentemente,al llevar a cabo la complexificación vamos 

a tener que la máxima dimensión posible de un subespacio isotró­

pico en ~,'2. es ll=3.Un espinar entonces tiene la forma 
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S º <':, + \;°¡_!Oi ~!';,~(.'A~' t ~rl ('Al3 ~ f,, f'M' ~ f11¡ Óú.'.\€3 

y podemos descomponerlo en semiespinores,dados por 

s"' ~º + !: 0 ~~~+~1~(01/1(1 1~13 E111{'l€..,c'AC~+\~,éti¡:",€.11\E'M'), 
Llevando a cabo la conjugación del espinar ~ ,vamos a tener 

para la componente fo 

-=~ -: ·, [Xle.'\-Xlt';) \s! -= i l\:",'l 51~3 t'AC' - {1 (I\('- ~E' Ad 
= t ~':,'. $1~f'l\f'+ ~ t'AE'l ¡;,('AE1 1 "-' "f < 

(3."l!.) 

Es claro ~ue la operaci6n de conjugRci6n transforma un semiespi-

nor del segundo tipo en un semiespinor del primer tipo.La misma 

situación se tiene en el caso de que se decida conjugar la 

componente ~e .En vista de que el producto escalar tiene que ser 

un múltiplo de A ,vamos a tener n~cesariamente que para v=3 

el producto escalar mezcla semiespinores del primer tipO con 

s_emiespinores del segundo tipo,es decir,vnmo~ a tener que para 

),')-,,' >.., 

Sin ernbargo,en virtud de que la operación de conjugación nos 

transforma la componente ~º en una componente fe ,podemos definir 

un nuevo producto escalar para semiespinores del mismo tipo 

dado por 

De aqui en adelante omitiremos el subíndice 

c~pinorcG.Dcfinüwcs ühora una base {g 1 ,g 2 ,g3 ,g 123 \ 

en 

El 
en 

< ~'\{3 ) <i ' 

<{"ló1 >=-i. 

!._r(¡' \~')"-i , 

. <. ~· 1 ~·) • - i. 
la cual el semiespinor ~ va a estar dado por 

. ~ • ~. ~· t- ~. f + L ~· + f,'3 t."3 
• 

producto escalar <.'1:\X~es claramente linea1. en .A 

{; ,ya que para P•e , 
<. ~ +f"l I Á "> =- <. '!: \ A> + p" <'.. 'l I ). ) 

.e_ s-\A.+pf)~<~l).'>'"p<'..sly') 

de los semi-

l 3."15) 

(.s .'16) 
y antilineal 

(5-'fl) 

Además de ( 3.-l5) vemos que el producto < \) es también 
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Hermitiano.Podemos ahora hacer un cambio de base.definiendo 

h'" ¡, t~·-,~'" i \,'· M{•i{) 
i h'"~l~'~i~' ... l h1=h~'-i~). 

Los vectores h satisfacen 

< h' 1 h' > ~ < TICfi(l 1 ~t~'-i~"3 !> 
~ t \<~'/{ >-i( 'd' 1{'1•í({'1~·1· < d"J li"' '>\ = 1 

< h'\ h') = -(hs 1 h'> ~-<\,'lh'> 
y .¿hi/f~;.,=o para i;Cj. 

En esta nueva base reexpresamos al espinar S , quedando 

~= ~{(f1 1i~1n)h'-1\~ 1-i'i;,)h' •\\,-i~.,,)ti'+(\,~if,)\i' 

~; .,_ ~\V1s,u) ~> ~ \¡;-, -<~.). 
s~ = t,_ l ~.-; g,,.) s~ = -kl.,•i '·). (3.51) 

y poniendo 

obtenemos 

f = -s;; h 1 + ~~ h'> ~ ~ h'. ::~ h1 • 

De esta manera tenemos que (3.LJ~) queda expresada como 

< ~ l >- '> = ~;·;..; < t.'lh'> •;;;•J..~ ü'lh'> • r;• )~<h'lh'> •e,;· J.~<h'in'> (3.5-'-) 
Hemos logrado hasta aquí llevar al producto escalar de 

semiespinores a una forma canónica,ya que ahora tenemos 

< s; \ Á '> = \H 'l A 
donde claramente 'l. es una métrica diagonal de signatura (++--), 

~ = 11 t~ g) (3.S3) 
\o o o-1 > 

como lo requerimos para los twistores.Varuos a verificar en 

seguida que el grupo de invariancia para el producto escalar 

(}) es precisamente SU(2~2)PArA Pllo,considcrcmcc lo transfor­

mación 

por lo que 

( 3.5'1) 

Es decir,afin de que el producto < \ '> sea invariante,necesita-

mosque las matrices M satisfagan la condición 

1'-11-
1 

H ~'\ (3.55) 

Si nos restringimos a la componente conexa del grupo 

que generan las matrices M,podemos limitarnos a considerar 

a M como el conjunto detransformaciones infinitesimales de 

la forma 



63 

( !.56) 

por lo que la condición de invariancia es 

( l+~SJ.,. 'l (1+<. s) = •¡ l3.57) 
Despreciando términos infinitesimales de segundo orden,la pro­

piedad que debemos satisfacer es 

5+, +'lS ~o (3.58) 
Por otro lado,el determinante de ~ es uno,lo cual implica 

tomando en cuenta ( 3 . .5 E ) que det(M) =l .Mas aun como nos 

estamos ~estringiendo a la componente conexa del grupo de trans­

formaciones, tenemos que det(M)=l. 

Haciendo uso ahora de la relación30 

det(I+ S)=l+ TtS 

se debe tener que la traza de S es nula,lo que .impone una condi­

ción adicional sobre S.De esta manera,tomando en cuenta 

3.59 se encuentra mediante procedimientos directos que S debe 

ser de la forma 

e 
FL'ip, f1•i¡: ... p,•lp'1 

-1>,11p, ¡fs 141 ip,, f'.•' \p,L 
( 3.sq) .s 

>¡e ~";"' J p;· •p,; -p,•ip., 

p.-ip, P-•'I"' -F1·1'f•r -i(f,•P•'P•J 
es decir ,S es generada por un total de 15 parámetros indepen­

dientes,al igual que el grupo de transformaciones conformes.Po­

demos der explícitamente los generadores infinitesimales del 

grupo obtenido,a saber 

eº o o\ 
1o1 o o\ _, /~ ~~::\ 

::,' ~ o:;~::; ) 5: '(¿ ; ; ; ) ~-.,.~.J"} 
::J:; jo o o .:> :.i 

o c.:o-i. ~ C.' .J j ~ o (j o 

(0010 ~ (OG ioj º(°ºº') 5!t~ ~·~~~ .SS -:.. I? o _, ti .S'::???~ 
-t. CJ o o J .J .J .) 

() o o o o ~ Q ú 
1 'J 'j (J , 

(3.~0) ' 

(ºººi) (° n ~) si-(~·~~~) 3 - o í ~ o , o o 00 s - o Q -:,. ~ - J -\ ;:) ::, 
S"" oaoo o .~ J CJ ' -i o o o a o o -t 

\ºº'j) e 0 ;;_) (90JO} s'' = a Q J 1 s'~ - J :i " t 
s1º ~ o? í o - o :>.;Jo 

0 LO 0 
"J '.) ~ (J o-i. o o 

0 ':J v :> / a 1 ':J r:J ' 
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~
'ClOCJú\ 

~ ú ':J J :> . 
() .') o 1 1 
'J ú -1 o 

y claramente podemos expresar a las matrices (3,~l ) como combi­

naciones lineales de las S.Por ejemplo,tomando la representa­

c:ión de Weyl, 

~~' i'J1 :!i0'. 
entonces, como d.-:i'6s 

También, 

por lo tanto 
-p., -}~.(1,-ir,), f f,(1,~r,·r.~rt)' h,(1,'"')'31, 

~ }lcr,,,,1.)LlL+~,)01,J "fl11,1iJ1)•T. ~-Hcr,-ir,)oo'J'. 
' -l ~ ~ l "rr, ~ l~. ~ l . 

De esta forma 

\
ºº ºº) -O ' o o o o ~ 11 ::,,•,. ~· - ~--. "''') 

'1 ;J 1 ºº l.\ \ l 
1 u e Q 

-t:> "(~"o"oºo) ~ 1fs1,.¡s'-s11-is.") 
1 3 1 O o o 2. \. • 

e ·1 o.) 
De la misma manera,tenemos 

-R= -hrr,,,¡r.)l1..-"l,-T, .. íc)'-h'f,'>.,.,)Íl!,-T,)"'1J 
.. :-il<:1,-irr,) ... \I", "-f.\1,•\1,) .. 1\ .. '~~-~) .. '1'., (º/¡~) 

\
. º""' l '··•-:.. CiC) 10 · "=1ft:~-·~,~r-'\.\"$1tt) .... , ºººº 2.\ .... \.~ .;, l 

oºº o 

F:inalmente ,rn>', •(J'I''' ~l~t• ~.1 de donde 

m,.._' ~b,.'4 ~ ~ ~ ~X¡'!i,. - '/,, ~-.)."' -i~l<r,-o:i.)\'I,0r, )-\<r,0!,.,)\'J',<i!f,~ 
= - ~[ 1,.,. l¡¿,,, <J', - ¡¿,,, ~ .. ) 1 ' -~ G¡,. 1..,, '>11, 

es decir, 

U.G1) 

\'!>.~Z) 

(3. ~'i) 
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h'lu. .,_ Htio-,-;ioi)~101,)-lcr,01;\lir,"'r~)) = H5"'- :,•) 
n1~º ~ ~(l"1<r""»T,)llf1·!>l,\-lu,01,)k·~"'Jl)J = i(ss1;:,"-5') 

Hemos obtenido asi una representación del grupo unitario 

SU( 2, 2) en términos de combinaciones lineales de 15 parámetros 

independientes,por lo tanto,las matrices S generan a SU(2,2) 

y tenemos asi el formalismo de twistores bien determinado en 

lo que a la parte algebráica concierne. 
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3. 4) Espinares en el. Esnacio de !Unkowski. 

En el. espacio de Minkowski tenemos l.a forma fundamental. 

~=(x 1 ) 2+(x 2 l 2+(x'l 2-(x') 2 , 

por l.o cual.,al. l.l.evar a cabo J.a compl.exificaci6n descrita en l.a sec­

ci6n 1.2,nos quedan dos vectores isotr6picos dados por 

donde u 1 =(J.,O,O,O),u 2=(0,1,0,0),u,=(0,0,1,0) y u,=(0,0,0,1).Evidente-

mente,en este espacio se tiene v=2.El. ál.gebra de espinares corres~n-

diente a este espacio ser~ ento~ces la misma <Ille la corres~ondiente 

al. espacio de cuatro dimensiones E,,tratada en l.a secci6n 3.1.Lo que 

deseamos ahora es ver l.a forma de l.os operadores X(ui} ~ara el espa­

cio de Minkowski,y establecer contaco con resultados conocidos para 

l.a teoría de espinares usual..Para ell.o,notamos que 

por lo cual.,u 1 =e 1 +el ,u,=i(e!-eu ,u 3 =(e,+ell y u =e2-e~.De esta ma­

nera, tomando l.a representaci6n matricial. (3. 5). se encuentra que 

x <u:i> i;=x<e,+ei ; t;=x<eii i;+x1e~ 1 ;;{ g LTI íl\¿n 
IQ. 0-1 QJ 5\tl 

De la misma manera, 

~
-..,;_ o 

- o o X(u,) l;- O O 
o...,;_ 
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X(u.)~Jgl g g ~ ~ • 
~ -1 o JJ 

es decir,tenemos una representaci6n matricial de los o~eradores X(ui), 

los cual.es claramente tienen determinante uno,Si ahora tomamos la no-

taci6n de Bjorken & Drell 1" , 

~ ºººíl o o 1 o o 
y = o o -1 o 

o o o-_!) 

{y'-}=y= . . ~o J 
-cf o 

donde ai son las matrices de Pau1:i., nos resul-ta 

X(u,)= y 0 cr 23 
, 

X(u,)= yºa" , 

X(U3)= Y 5 

X(u,)= yºy 5 , 

con al.IV= 1yµ,yv1. Para verificar que con nuestr.-o formalismo recui:;>eramos 

los resul.tados CQnocidos sobre transformaciones de espinores,vamos a 

encontrar l.a transformaci6n de un es!Jinor que corres:Qonde a un "em!lu-

j6n" con la velocidad en el eje u 1 .Sabemos que las transformaciones 

de Lorentz son rotaciones en el espacio-tiem~:~or lo que la trans-

forrnaci6n en cuesti6n será una rotaci6n en el plano {uJ,u.}.Una rota­

ci6n en el espacio de los espinares va a e~tar dada por dos ref]_exio­

nes, que a fin de tener corno resultado una rotaci6n en un ángulo a, 

ponemos 

R=(X(.u 1) cosa/2+X(u.J sena/2)X(.u,) , 

ya que al aplicar sobre el espinar ~,tenernos que éste se refleja pri­

mero en un plano normal a X(uJ,y ~osteriormente a X(µ 1 )cosa/2+X(u 4 )sena/2. 

Esto es: 
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-·-· RE; 
-·-· -·-

---------·-· _ . ..:.~----
.:-.::· _ - - ---

De esta rnanera,tomando X(u ) y X{u ) como en (3. 

R=cosa/2-X{u 1 )X(u,)sena/2 

[ 

1 O O - ta na I 2 J 
_ ¡ 2 O 1-tana/2 O 
- cosa O -tana/2 1 O 

-tana/2 O O 1 

) , se obtíene 

que es la expresí6n conocída l)ara un "ern!mj6n en la direcci6n x. 
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A P E N D I C E , 

Vamos a justificar ahora la visualización del operador 

X(~) como un operador de reflexiones cuando ~{V es un vector 

unitario.Para ello,recordamos que el modo de llevar a cabo 

una reflexión es dejando invariante la componente paralela 

al plano de reflexión e invirtiendo la componente perpendicu-

lar,es decir,se tiene que 

(A.l) 

donde !!.. es un vector unitario perpendicular al plano de re-

flexi6n y A' es el vector reflejado.Como 

(A•") 

podemos pensar en traducir la expresión (A.1) en términos 

del operador X(~) quedando 

X(~' ) =X (~)-X (5!) (X(~) X C.i!)-X C.i!) X(~)) =-X(.§!.) X(~) X(~) (A.3) 

Si aplicamos una transformación de similitud a (A.2) vemos 

que 

(A.4) 

por lo tanto, esto corresponde a una transformación ortogonal 

P.n V:y por ello,ei=; r.lArn '111e Ri tomamos {t~~t un conjunto de 

vectores unitarios,se encuentra 

AX\1p-..)_I\-' -=a./ X\..\.\!•) 

Poniendo ahora J\=X(W_y) es claro que por (A.2), 

X\..l!:l.)A.\\!.l; )X.l~.) ; X\w. )[-x\~)'l\~l/,lt\Ull~<,~)]'-X\1!!i)UX.\..·aj . ..}l~ .. ~K)=~;Xlw~) 
y siJ~J son ortonormales,se tendrá 

lo cual confirma la visualizaci6n del operador X(~) como 
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un operador generador de reflexiones para~ unitario. 

La reflexión de un espinar S respecto al plano normal 

a ~ se define a priori como 

~·=x<~H- (A.5) 
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