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I NTRDDUCC I Of'.I 

El objetivo primor-di al del análisis numérico es el de obtener 

una solucicin de los problemas mediante el uso de computado~as. En 

este análisis no se pretende obtener la solución enacta del problema, 

sino obtener una soluci6n aproximada, la cual difiera de la exacta 

1 
dentro de una tolerancia predeterminada. 

La mayor dificultad que se tiene en cumplir dicho objetivo surge 

al tratar de determinar la mejor forma de solucicin, ya que para esto 

se requiere, en general, de la solucicin misma del problema. En el 

casa menos drástico~ se deben conocer las propiedades de las 

funciones involucradas en el an¿lisis. Debido a tales dificultades, 

debe presté\rse mayor at~nci Ón al desarrollo del algoritmo, más que al 

formulismo matemitico que de origen a este primero. 
,,,, 

El estudio de los algoritmos se realiza mediante dos tecnicas, 

. 2 
las cuales pueden aplicarse individual o s1multaneamente: 

La primera de estas t~cnicas evalua al algoritmo a partir de la 

compar-aciÓn directa del resL1l tado del cómputo con el valor e>: acto del 

problema. A esta técnica se le conoce con el nombre genérico de 

análisis directo de errores. 

La segunda t~cnica aplicable a la evaluaci6n del algoritmo 

considera al resultado del cómputo como el valor enacto~ solo que 

para un problema cuyos datos estan ligeramente perturbados. En este 

caso, los error-es del cdmputo se adjudican a los datos originales del 

problema. Razón por la c1.1al se conoce a r.~sta técnica como análisis 



regresivo de errores. 

.. , 

...::. 

El análisis directo de los errores es el camino más lógico a 

seguir para e>:aminar los efectos de la aritmética del cómputo en un 

proceso determinado, sin embargo~ en ciertas ocasiones dicho análisis 

no puede distinguir la imprecisión del algoritmo con la inestabilidad 

del problema. El análisis regresivo de errores~ generalmente, no nos 

lleva a una estimacicin directa de la precisi6n de los resultados~ sin 

embargo, es muy sencilla y puede ser de gran ~tilidad para determinar 

la estabilidad del algoritmo. 

El objetivo del presente trabaje es el de evaluar la 

confiabilidad y estabilidad de la t<:icnic:a del gradiente~ para 

problemas de ajuste de coeficientes a partir de datos experimentales. 

Par-a esto se apl. i c:ó esta técnica <~ un pr-c:lbl ema n?l ati v.1mente 

sencillo~ de cuya estabilidad no hubiese dudas, ademas de que se 

tL1viera el valor e>:acto de la sCJJ.uc:.ión, c:on el fin de poder- aplicar 

la t~cnica directa de an,lisis de errores. Esto permitid encentrar 

con mayor- facilidad las causas de los errores y as! poderlas 

corregir. De aquí que las inestabili1a~es detectadas en _los 

resultados pudieron ser adjudicadas directamente a inestabilidades en 

la t~cnica. Por otr-o lado, por el tipo de problema que se eligid, fue 

posible reduc:i.r a un mínimo la aritméticr.:~ de cómpl.1to, minimizandose 

as! las inestabilidades en el algoritmo~ debidas a los errores de 

redondeo o de truncado en los resultados parciales. 

Finalmente~ el pr-oblern~ a estudiar se seleccioncl de tal forma 

que pudiera se1·· resuelto por otn::' c:d q.-.; i tmo f1.1ncJamental mente 

diferente y cuya aplicabilidad estuviPr0 plenamente probada~ 

obten i endose as{ un puntcJ más dE? 1:omr1 ;ir·ac :i. (Jí1 de J. os rc.isu 1 tactos 
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obtenidos. 

El presente trabajo ha sido dividido para su pr~sentación en 

tres c:ap!tul os. 

En el primer capítulo se comparan dos de las tácnicas mas 

usuales para el ajuste de coeficientes a partir de datos 

experimentales, basadas éstas en el método de mínimos cuadrados. En 

la primera se usa una solucidn directa del sistema de ecuaciones por 

el méttJdo de Gauss-Jordan y en la segunda se utiliza la técnica del 

gradiente. As{ mismo se analiza el tipo de problemas para los cuales 

son aplicables estas técnicas. 

En el segundo ce1pítL1lo se analiza detalladamente la tác:nic:a del 

gradiente para datos generados c:on el error de redondeo 

característico de la computadora en uso, con el fin de detectar la 

sensibilidad del método a diferentes parámetros. Así mismo se van 

proponiendo modificaciones a la t!i1:nica en función del análisis de 

los resultados anteriores con el fin de minimizar la desviacicín media 

estandar alcanLable. 

Finalmente, en el tercer capítulo, se dan las conclusiones 

mostrándose la necesidad de hacer uso de las modificaciones 

propuestas, con el fin de obtener un m~todo confiable para el ajuste 

de los coeficientes a partir de datos experimente1les, 

fundamentalmente en los casos en que el m~todo de mínimos cuadrados, 

en su forma directa, no sea aplicable. 



CAP:ITULD :I 

La importancia del análisis m1méri co como parte del Método 

Científico radica en que una hipótesis del fenómeno físico en 

estudio, se justifica o descarta en funcidn de los resultados 

obtenidos a través de dicho análisis. Esto es~ mediante el ana1isis 

numérico se analizan y correlacionan los datos experimentales y la 

hipdtesis propuesta. 

Las t~cnicas utilizadas en los métodos num~ricos~ desde el punto 

de vista de la matemitica involucrada~ se pueden dividir en directas 

e iterativas. Las directas son aquellas que nos llevan a una 

respuesta en un n0mero determinado de pasos Ccperaciones aritmiticas 

y booleanas) y están sujetas solamente a errores de redondeo, como 

por ejemplo~ la evalL1ación de una ecuación algebráica. En las 

técnicas iterativas el número de pasos a realizar no esta definido y 

depende del problema~ así como de los datos iniciales. Además de los 

errores de redondeo de la aritm~tica de cdmputo surgen los errores de 

truncado del proceso. Para este tipo de técnica es característica la 

introducción de un parámetro de truncado generalmente e>:presado como 

el mlximo error aceptable, de tal forma que cuando una variable 

determinada alcanza dicho valor, se suspende el proceso iterativo! 

I.1 M~todo de Mínimos Cuadrados 

Considerese un conjunto de observaciones las cuales han sido 

graficadas con la esperanza de obtener una línea recta en la grifica, 

como se muestra en la figura I.1. Los puntos muestran esencialmente 



5 

una dispersión por lo que es posible, además de Ltna línea recta, 

trazar muchas otras cL1rvas. El problema es, cúal de estas l !neas 

elegir como la mejor representación del fenómeno físico?. Desde el 

punto de vista matem¡tico la respuesta es sencilla, la curva cuyos 

parimetros muestran la menor variacicin en repetidos muestreos. Para 

esto es necesario tener un criterio para el c~lculo de los valores 

estimados de los par~rnetros de l~a curvas. Sin embargo nadie puede 

afirmar que no exista una curva, aun desconocida, que d~ un mejor 

ajuste. Es por esto que la Justificacidn matem~tica para aceptar 

cualquier postulado que describa al fenómeno físico, carece de 

sentido. De aquí que, el mejor camino a seguir es el de interpretar 

1 os resLll ta dos en base a Llna teoría del fenómeno ·H si co, 1 a cL1al ha 

4 
sido formulada a partir de una serie de postulados. Ya que el 

experimentador debe interpretar sws observaciones en t~rminos de una 

funci¿n en particular, se debe determinar el criterio que permita la 

mejor evalL1ación de los parámetr·os de dicha fLtnción. Este criterio 

viene a ser el M~todo de Mínimos Cuadrados, el cual puede enunciarse 
¡; 

como sigue1 

'El valor mas probable de una observable es aquel en que la suma 

de los cuadrados de las desviaciones entre las observables y dicho 

valer, sea un mínimo'. 

Supongamos que un experimento ha arrojado un conjunto de •m• 

valares de •y• como función de "H'• Por simplicidad podemos 

considerar los valores de •x• como exactos y los valores de •y• 

sujetos a una incertidumbre, la finalidad es determinar las 

constantes de la recta y=ax+b que mejor se ajusten a las 

observaciones. Asumí en do QLte 1 ~ i ncei- ti ·~'''~"bre en e 1 v;::. l or de 'v' P.c;.t i 
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regida por una distribucidn normal, la probabilidad de observar un 

valor y (i > localizado en un pequeRo 
J - <1 • a. - bx. ') .t / "' rt: ' /.ltT 

<7 v .. u/ 

6 

intervalo /J.7 es: 

A .: J; - l l' - a. - /,.:L., Y''/.z rr" 
/_j ! - {<:. ~ 

donde 'k' es una constante. Expresiones similares son vdlidas para ~ 

<y<2>>, ••• ,~ <y<m>> donde •m• es el n~~ero de puntos u observaciones. 

La probabilidad •p• de que ocurran simultineamente todos estos 

valores de •y• ese 

? : ?,, {¡.•) Pr ;(/".) •" 7->,. (7M) : 

I~"" - L ( v,· - a. - l.:i<.,).l./z<T~ 
K f2 i•I /' 

La regresión lineal se considera la mejor representación de los 

datos siempre y cuando •p• tenga un valor má>timo, lo que ocurre 

cuando •a• y 'b' sean tales que minimicen la suma involucrada en el 

e>: ponente: 

De aquí en adelante los s1..1b-Índices (i) i:;ercín omitidos ya qL1e se 

entiende que las sumatorias serán sobre todas las •m• observaciones. 

La condición para que •s• sea mínimo:\ es: 

d2 = - 2 z. ( ! - a, - ~--r. . ) = o 
;;Ja 

~= - 2 Z.:r. (¡·-a.· 6.x.):: o 
-;;J }, 

Reordenando estas expresiones se obtien~ el sistema de ecuaciones 

si mul t.:Íneas conocidas también como ec1.1aci ones normal es, 

.,,.._ .,--:::( 

';" <.-.:' 
-~ .x I 



de donde: 
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a.: ( zy - b z_-c)/ ff) 
I 

h :: )n z z y .. Z..x ¿· y 
m :t ;;r:;~ - ( z.x) r -

= j - /;x. 

- ¿ (~_~.x)(¡ -¡J
z (x -..:2) 

Estos valores determinan la mejor recta que pueda pasar por la 

gráfica de los datos e>:perimentales. Por su significado estadístico, 

es posible asignar una desviación estandard '"' los valores estimados 

de 'a' y "b', la cual estará e>:presada en te~rminos de la cantidad 

'S', que es la desviación estandard de la regresión lineal, esto es= 

1'11 - 2 

y 'Sa' y 'Sb' vienen dados por: 

s: = 

= 

N6tese que el denominador tiene el valor de m-2, que es el grado de 

libertad del sistema, ya que •a• y 'b' han sido determinadas a partir 

de los datos eHperimentales; se dice entonces que 'S~ • es de base 

< m-2) • 

En general, la aplicación del método de mínimos cudrados a Lm 

polinomio de grado 'N' nos lleva a un sistema de 'N+1' ecuaciones. 

Sistemas de ecuaciones lineales similares a los obtenidos por el 

m~todo de mínimos cuadrados se obtienen en el an~lisis de toda una 

variedad de problemas en física y en ingeniería, fundamentalmente en 

aquellos en que la hipdtesis d~pende de varios par~metros o 

variables. 

En el an~lisis num~rico existe toda una gama de t~cnicas 
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especializadas para la solución de los sistemas de ecuaciones , 
si mLtl táneas de la forma 

[ (X, .x .. ) = o 
~ (X, x .. ) = o 

¡~'(X, .x.,) = o 

Para el caso general en que las funciones f 1 , f,. , ••• f" no puedan ser 

simplificadas, las técnicas mas utilizadas son la de Jac:obi y la de 

Gauss-Seidel, que son t~cnicaa iterativas. Sin embargo, si las 

funciones son lineales en las 'M', el sistema puede ser escrito en la 

forma: 

a,, z, f a,-l :X" + 

ª", .x, 1- a,.., ;r.i ~ 

o,, . .::i:. (>- a,.., z.i ;- ... +- O,,,, ..x,, 

: /,' 
:. "~ 

~ ' " 
o más concisamente como A )'i( /B , en donde A es 1 a matriz de 

coeficientes, ,B es un vector y Jit: es el vector solución. Las 

técnicas aplicables en este caso son: inversión de matrices, 

sustitución directa, cofactores, eliminación de Gauss o de 

GaLtss-Jordan; todas ellas e: atal ogadas entre las técni e.as di rectas. 

Estas técnicas son aplicables solamente que el número de ecuaciones 

no sea mayor qL1e 40. Las técnicas iterativas también se utilizan en 

el caso de sistemas lineales, cu~ndo el n~mero de ecuaciones es mayor 
7 

de 100. 

De 1 as técnicas antes mene i onadas, las de el i mi nací ón de GaLtss y 

de Gauss-Jordan son las mas adecuadas cuando se utilizan 

micro-computadoras, debido al uso racional de la memoria de la 

miquina y por basarse estas en las transformaciones elementales de 
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las matrices. Tales transformaciones se realizan al multiplicar una 

de las tres matrices elementales, por la derecha o por la izquierda, 
., 

de la matriz de coeficientes. 

1. La matriz elemental de primer tipo 'Q' es una matri~ diagonal 

formada al reemplazar el i-ésimo elemento diagonal de la matriz 

identidad por el valor •q•, por ejemplo, si i=3 

Q-
J 
e 
e 
o 

o 
J 
o 
o 

o 
o 

J o 

o 
o 
o 
J 

2. La matriz elemental de segundo tipo 'R' se forma al intercambiar 

dos cualesquiera renglones, en la matriz identidad 'I', por ejemplo, 

para i=1 y J=3 

o o J o 

~ - o J o o - ¡ 

!~ 
o o o 
o o _/ 

3. La matriz elemental de tercer tipo '8' se forma al sustituir en la 

matriz 1 den ti dad el valor de 1 a constante • s• por Ltno de .. 'los 

elementos no diagonales, por ejemple, para i=3 y J=l 

r J ú 
1 o 

~I 1 

5· :: ¡o J o 
IS o J ºI 1 

lo o o J[ 

La mu 1 t i p l i c a ci Ón por la derecha de una matriz arbitraria 'A' por 

cualquiera de estas matrices elementales prodL1ce la llamada operación 

elemental de renglón: 
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QA es el producto de los elementos de un rengldn por un escalar; 

RA es el intercambio de dos renglones y 

SA es la suma de todos los elemento!:; de un renglón con l1:>s 

elementos de otro multiplicados por un escalar. 

Analogamente, la multiplicacidn pcr la derecha de una matriz 

arbitraria "A' por alguna de las matrices elementales produce una 
. ,, 

operac1on elemental de columna. 

I.2 Eliminacidn de Gauss 

Los métodos directos de solución de sistemas de ecuaciones se 

basan en m~ltiples manipulaciones de las matrices elementales. 

Considerese el sistema general ecuaciones lineales, 

1 I Á,.I. l1 tJ, 

I 
1 /:)" 

e: l3 ll : ¡ hb b::.2 h.:J t¿ 
¡ /,, ... Á.u. Án (/_, 

para poder triangularizar este sistema, se requieren tres matrices 

elementales del tercer tipos,, 8.:i, s,, tales que al mL1ltiplir.:arlas 

por la derecha con la matriz •e• se obtiene: 

h,, ~., l~ ti, 

s:3 s.t s, e = o h.·.1. 4', ~¡ 

o o /;" 
Jj 

~''Í 
.J 1 

Le:1 !:>1.1sti tución hac:i a atrás para resol ver el si st.ema se puede e>: presar 

como el producto por la izquierda de tres matrices del primRr tipo Q, 

, Q~, Q~ y otras tres del tercer tipo sj. ' es decir: 

J ó o X, 
1 

o.J st; s,,- Q.f s" Q, .s.3 s.<' .s, e lo J o -~ 

o o ) ..XJ 



; ., 
~ " 

Denotemos por 'E' el producto de estas nueve matrices 

elementales, entonces 

y 

por lo tanto 
';i 

EC. =- éB t..1 
, l 

i ! .. X. 

é /3:: l 

.• 1 

l3 
por ende, como un subproducto de 1 i:\ sol Llc:id'n del sistema de 

ecuaciones por la técnica de eliminación, se obtiene el inverso de la 

matriz 'B". 

I.3 Eliminación .. de Ga1.1ss-Jordan 
····-. .. , . 

La t•cnica de elimiri~ci6n de Gauss-Jordan es solamente una 

variante de la técnica de· Ga1..1ss, sn 1 ;:1 qL1e el f?fec:to de susti tuci dn 

hacia atrás y la triangL1larizad.Ón se 1-ealizan en forma conjunta. En 

este caso solo se requiere de seis matrices elementales del tercer 

tipo: 

Esto hace que la t~cnica de Gauss-Jcrdan, en el caso de 

micro-computadoras, sea la m~s adecuada de las t~cnicas para la 

solución de si~;temas de ecL1aciones 1 ineales. En los marcos del 

presente trabajo, tales sistemas se obtienen al aplicar el mitodo de 
, . ,, 

m1n1mcs cuadrados para el ajuste dP cooficientes de una ecuacicn. 

En aquellas situaciones en l~s que las t~cnicas directas para la 

solL1ciÓn de los sistemas de ecLlcH:ion·:-~'.:' n() son aplicables~ le que 
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resulta generalmente por la complejidad de las ecuaciones con que se 

represente 1 a hi pÓtesi s, deberán ser uti 1 izadas 1 as técnicas 

iterativas. En estas técnicas E~l valor aprm:imado de la solución que 

se suministra inicialmente se va mejorando en fLtnción de las 

variaciones que sLtfre la desviación media cL1adrática debidas al 

cambio del valor de los coeficientes en cada iteración. Dentro de las 

t6cnicas mas usuales de este tipo se encuentran: la de malla, la de 

cauce y la del gradiente. 

I. 4 Técnica de mal 1 a 

Si la variación de J..< con cada parámetro c(j) es independiente 

de que tan bien estén aJLtstados 1 os otros parámetros, entonces 1 os 

valores Óptimos pueden ser determinados simplemenete minimizando 

para cada parámetro por separado. Por medio de iteraciones sucesivas 

se puede localizar el mínimo local para cada par~metro en turno, y el 

mínimo absolLtto puede ser asi localizado con cualquier precisión 

deseada. 

La principal desventaja de esta técnica es que si las 

variaciones de ;t< no son independientes de los parámetros a ajLtstar, 

entonces puede converger muy lentamente. 

Consideremos por ejemplo 1 a ~;urna del contorno de /(:¿_ para dos 
,, 

parametros. La vari aci Ón de ;:_-<es, en general, apro>(i madamerite 

elíptica cerca de un mínimo y t{picamente la elipse estt elongada 

como en la figura I.2. Si se inicia la iteración cerca de un vértice 

de la elipse, esta técnica es muy ineficiente, como lo podemos ver en 

el zigzagueo a través de la elipse. Sin embargo, la simplicidad de 

los cilculos compenza generalemnte esta ineficiencia. 
~ i 

El procedimiento para la tecnica de malla es el siguiente: 
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1) un par~metro c(j) se incrementa ~c(j), escogiendo este incremento 

tanto en magnitud como en signo de tal manera que J~decrezca, 

2) el par~metro c(j) es incrementado repetidamente por la misma 

cantidad hasta que J._2 comience a crecer, 

3) asumiendo que el comport.:1mi en to de ;r.< cerca de un mínimo pL1eda 

describirse en términos de una fLtnci LÍn parabÓl i ca del parámetro e< j), 

se usan los Llltimos tres valores de J< para determinar el mínimo de 

la parábola 

4) el mínimo de la parábola está dado por 

C¡· (m/,,):: a¡' (3) - L1 a,· ;e? 6) -__ ;t:_(2 ¿ ____ + J 
7·~ 6) -.2 z:lC?), z:y; > 2. 

5> ;Z.l es mi ni mi zada para cada pará'metro en tL1rno~ 

6) el procedimiento anterior se repite h.:i.sta qui= la 1.Íl tima i teraci Ón 

conduzca a Ltn decremento en ;t.< imperceptible o hasta que el valor 

sea comparable al error experimental. 

I.5 Técnica del gradiente 

La bÚsqL1eda del mínimo de la hipen;;uperficie de ;z.¿ puede ser 

mejorad.a si la dirección del zigzagueo en la técnica de malla se 

reemplaza con un vector mas directo hacia el mínimo apropiado~ En l~ 

técnica del gradiente par-a m( ni mes c1.1adrados todos 1 os parámetros 

c<J> se incrementan simultáneamente con magnitudes ajustadas de tal 

manera que 1 a di recci Ón resultan te s1?a por el gradiente de ;z.z <o sea 

la dirección de má>:ima variación>. 

El gradiente V ;t.< o di recci ó'n en 1 a cL1al /(...! aL1menta mas 

rápidamente, es un vector cuyos componentes son iguales a la razó'n 
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del cambio de /t~ en una di rece i Ón dada 

V '"}'< _ ~ (M~ 2 ·) 
A.. - ~ ;:;e· J 

r' J 

Para deter-mi nar el gradiente de ;t~ al rededor del pLmto de 

partida se muestrea independientemente cada par~metro de tal manera 

que se obtenga un valor aproximado de la primera derivada 

La cantidad por la cual c<J> es modificada, debe ser menor que 

el tamal'lo del paso Ll c < j > , < f debe ser del orden de • 1 > • 

Esta definición del gradiente determina la magnih1d, dejando las 

dimensiones de los coeficientes inalteradas. De hecho, si las 

dimensiones de c(j) no son iguales las componentes del gr-adiente 

tampoco tendran las mismas dimensiones. Definamos los par~metros a(J) 

adimensionales normal j,zando cada parámetro e< j) por un talf\ó\ño 

constante fi c(j) ~ qL1e caracteriza la variación de /(.lcon respecto a 

c (j > = 
ai: e¡ 

L1c¡ 
Es decir podemos usar los valores de ,Óc (j), que fueron 

esc:ogi dos anteriormente~ para mejorar la bÚsqL1eda por la técnica de 

malla. 

Definamos entonces un gradiente adimensional con magnitud 

unitaria, como 

d;t 
¡ja.¡ 

-~ -:--:.f·}-=~=: )=i 
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La di recc:i Ón que se sigue en 1 a téc:ni ca del gradiente es la 

dirección de la mr.Ú:ima dismim1ciÓn de;:.~ que es la dirección opL1esta 

al gradiente y . 
La bLÍsqueda empieza incrementando todos los parámetros 

simultáneamente por una cantidad ,~c:(j) c:uyo valor relativo 

está dado por la componente correspondiente del gradiente 

adi mensi onal y , y CL1ya magnitud absoluta está dada por ¿\e: (j) 

S CJ· : - r L1 Cj 
donde el signo negativo asegL1ra qL1e el valor de ;t;r decrezca. 

Entre las alternativas para continuar la bJsqueda del mínimo de 

'7"', 1- la mas directa es la de volver a incrementar los parámetros por 

la misma cantidad. Una desventaja en esta alternativa es la 

dificultad de acercarse a la base del mínimo asint6ticamente, m~s 

aún, saber siqL1iera que la solución es la mejor posible. Otra 

al tern.at i va es 1 a de calcular el gradiente en cada i teraci 6n, ·1 o que 

resulta en L1na búsqueda i nef i ciente. El LISO de pasos mayores hace· la 

localización del mínimo menos precisa. 

Una alternativa razonable, es la de buscar a lo largo de la 

dirección del gradiente original, en pequef'!os pasos, hasta que 

aumente. En este punto el gradiente se vuelve a calcular, iniciandose 

así un nuevo ciclo. Cuando la b~squeda rebasa a un mínimo, se recurre 

como en el caso anterior a Lina interpolación parabólica de ;l.l., 
mejorando asi el valor de las constantes c(j). 
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F'ig. I.1 

Representación gráfica de los puntos experimenta

les, eo el modelo de regresión lineal, mostrandose la dis

tribución de 'y' alrededor de la linea de la regresión. 
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¡, 

F:i.g. I. 2 

Trayectoria seguida en la técnica de malla, para 

un sistem de dos dimensiones, mostrando el perfil elíptico 

para iguales valores de /(..~ en la vecindad de un mínimo. 

x' 

2 

c1(min) 

(~ J 

Fjg, I.3 

Interpolaci6n parabólica para determinar el valor 

mínimo de ;t.¿ a partir· de 1 os tres últimos valores determina

dos para C.(1), C.(2) y C.(3), 
J .J J 



CAP l: TUL.O :C I 

En la literatura se cita a la técnica del gradiente como Ltna de 

las téc:ni cas para el ajL1ste de 1 os coef i c:i entes de Llna funci Ón 

arbitr~ria y generalmente se aplica en aquellos· casos en que las 

ecuaciones normales obtenidas por el m~todo de mínimos cuadrados no 

pueden resolverse directamente. Sin embargo en la literatura no se 

hace menc:i Ón del grado de preci si Ón que se puede obtener en el ajL1ste 

de los coeficientes por est.:1 técnica. Con el fin de evaluar dicho 

grado de preci si Ón se planteó un probl •~ma teóri c:o q1.1e pudi er.:1 ser 

resuelto en ambas formas. Para esto se escogieron funciones 

polinomiales del tipo 
"' c.;. 

L.. 
C•ºC.. 

Q . .L"J 
J -

donde 'm' es el grado del polinomio. Los datos xCi> y y<i> fueron 

generados directamente por la computadora. Los errores de redondeo 

propios de la mfsma, en este caso Commodore VIC 20, se determina~6n 

al evaluar los coeficientes del polinomio por el m~todo de mínimos 

cuadrados y J. a técni c:a de el i mi nación de GaLtss-Jordan para la 

solución de las ecuaciones norm.~le:. Con los ccJeficientes a.s{ 

obtenidos se c:alcL1l15 el valor de J....:. a partir de 

JI. J 

En la figura II.1.a) se mL1estran los valores de ;tlcalc:L1.lados 

para N=10,30,50,70 y 90 datos 

:X.¡ : - ¡,.,., f ~· 
.::'
}. •· 

donde i va de 1 a 'N' y el dominio de 'x' es el intervalo de 
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[-1 oo, 10(1 J 

Esto nos permite evaluar el mínimo orden de magnitud alcanzable 

para ,íl<c.on el eqLtipo utilizado. 

..,,¿ 

/{) 

Las pruebas para la eval Ltaci ón de la técni e.a del gradiente se 

hicieron en una primera etapa en función del número de datos 

generados, y de la precisión en los coeficientes a partir de los 

cuales se iniciaba el proceso iterativo. 

En la figura II.1.b) se muestran lr.:>s valores de ,.Z:.1:obtenidos par.a 

coeficientes iniciales qL1e coincidieran con los de la ecuación en el 

orden de magnitud, mas no en sus cifras significativas. 

La discrepancia entre los Vcilores de ;Z~obtenida por estos dos 

enfoques es tan gr-ande que se dE?cidio modificar a la técnica del 

gradiente. Ya que esto implicaba la aplicacicÍn de la técnica ,;1 Ltna 

gran var-iedad de ejemplos y condiciones iniciales, en base a las 

propiedades de las funciones polinomiales, la subrutina para la 

evaluacion de/Í-lse modificó. SL1stituyendo en la definición de ;i.e 
(Il.1) li:\ e>:presiÓn para y<i>: 

se tiene 
">Z 

<a. · e ) ' · (a, ~ e ~ x 1- (a~ -~ ) x < J 

donde se definieron 

finalmente 
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donde S,· : :¿f_ .:X¡' .a e /e 
J 

es constante durante todo el proceso y por lo tanto pueden ser 

calculados una sola vez. Los valores de la Q(i) se pueden calcular ya 

que se conocen los valores exactos a(i) del polinimio. 

En la figura II.2 se muestra que la variación de ,Z""es muy 

peqLteña en comparación con la discrepancia del valor obtenido por la 

solución directa del método de m{nimos cuadrados, al variar la 

primera cifra significativa de los coeficientes iniciales en un 

factor 2,4 y 8. De aquí que se decidiera variar la cifra 

significativa en la que coincidieran los coeficientes del polinomio y 

los iniciales, obteniendose de esta manera una mayor sensibilidad de 

la técnica a dichas variaciones. 

Como puede observarse en la figura II.3 la dependencia es tal 

que por cada cifra significativa que se diera en el coeficiente 

inicial la variaci6n en ;l.,¿ es de apro>:imadarnent.e dos ordenes de 

< magnitud, esto implica que si se deseara un valor de ¡Z. compatible 

con errores e>:perimentales clásicos (5 - 10i.), se requerir{.:1n unos 

valores en los coeficientes iniciales con más de cuatro cifr.:1s 

significativas exactas. 

Como primer resultado se obtL1vo que la técnica del gradiente. 

tal y como viene reportada en la literatura, puede ser utilizada nada 

mas corno Ltn C\Juste fino de los parámetrc¡s de l e1 ecL1aci ón, 1 o que 

graficamente significa que se encuentre en la vecindad del mínimo de 

la hípersuperficie de,2¿. Sin embe1rgo, dado que son poce1s las 

técnicas numéricas que pueden utilizar-se en aquellos problemas en los 

que la solucidn no puede obtenerse directamente, es conveniente 
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analizar las diferentes modificaciones que se le pueden hacer a la 

técnica del gradiente c:on el fin de ampliar s1.1 campo de aplicación. 

PC\r a esto debe estudiar se, inicial mente, de q1.1e otros parámetros 

depende la técnica del gradiente. 

Como primera opción se estudiaron las diferencias en los valores 

de ;t_.t. para dos polinomios del mismo grado 

..1...x..: -Jo..:r:. 1- G.3 =o 
J 

siguiendo la misma metodologia utilizada anteriormente de partir de 

coeficientes iniciales con una <RO>, dosCRl) y tresCR2> cifras 

significativas iguales a los coeficientes del polinomio, 

En este caso las diferencias en los valores de ~.t.no fueron 

significativas, por lo que la t~cnica no depende sustancialmente de 

la ecuación en sí, como pl.lede verse en la figu1'"a II.4. 

A esta concl 1.1si ón puede 11 egat'"se a partir del anéÍl i sis de 1 a 

ecuación II.3, ya q1.1e si la diferencia entre los coeficientes e>:actos 

y los aproximados es la misma, las Q(i) son iguales y el valor de las 

S(i) no se ve afectada. 

Otro de los parimetros importantes a estudiar es el grado del 

polinomio a aj1.1star, para lo que se aplicó 1 a técnica del gradiente a 

las ecllaciones: 

.J...x::.< - 5.x - 42:: o 

.X¿ - ) o -"'l:'.. f b 3 = o 
-3 

en la figura II.5 se muestran los resultados aqui obtenidos. 



2<) 

Las diferencias obtenidas en los vc:\.lor·es de,Z' ... par-a el aJL1ste de 

tres y cuatr-o coeficientes, par-tiendc.1 de una misma precisión en C1mbos 

casos, se deben fundamentalmente a las diferencias en los sumandos 

S<i> de la ecuación <II.3) y los sumandos equivalentes para el 

polinomio de tercer grado, ya que el valor de las Q(i) nuevamente son 

equivalentes y tal diferencia no es imputable a la técnica del 

gradiente en sí. 

Finalmente se estudió la variación de la técnica del gradiente 

para una misma ecuación en fLmción del inter-valo del dominio de la 

funci6n en que se evaluaron los valores de x. En este caso, los 

' 1 intervalos escogidos fueron >: €. l,-100, 100; 
r ] , -o, 1 (10) [-10,10] 

ro, 101 
l. ' 

nuevamente, como en el caso anterior las discrepancias en los 

val ores de ;t\e deben pri ne i pal mente al valor de 1 os sumandos S ( i > de 

la ecuación <II.3) y no a la técnica en <ver figura II.6). 

Los intervalos para >:~O se eligieren con el fin de detectar 

errores de cancelación por restas de val c1n?s si metri cos de >: ( i), en 

los sumandos S(i) de las potencias impares de la variable 

in~ependiente, a lo que deben adjudicarse las diferencias en los 

valores de ;t.~ para los dos primeros y los dos Últimos intervalos 

seleccionados. Esto es, la técni c:a del gradiente mas que una 

dependencia de los parámetros de la ecuaci6n c:1 ajustar, muestra 

serias deficiencias en ella misma, lo qw?. impide SLI aplicación en los 

casos mas generales. 

Para poder aplicar 1 a técnica del gradiente, no como un aJL1ste 

fino de los coeficientes sino como una técnica inicial cuando aún no 

están definidos los valores en una primera apro>dmac:ión, esta debe 

ser modificada sustancialmente. 
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La primera modifi.cac:ión a la técnica se deduce de la 

sensibilidad que esta presenta al n~mero de cifras significativas con 

que se den los coeficientas iniciales, fig. II.3. Es decir, surge la 

posibilidad de la aplicación consecutiva de la técnica, donde los 

coeficientes iniciales en cada aproximacidn sucesiva sean los 

obtenidos de la etapa anterior. A +:~sta le lliamaremos: técnica 

múltilple del gradiente. 

Los resultados obtenidos por la técnica múltiple del gradiente 

se pueden ver en la figura II.7, donde se muestra claramente una 

disminución de la sensibilidad en función de las cifras 

significativas, ademis de que es posible obtener valores de 

comparables con valores de errores de tipo experimental. Por otro 

lado, de la misma figL1ra II.7 se ve qLlE-? esta modificación no permite 

obtener val ores de ;t:'- como los obtenidos por el método de mÍni mos 

cuadr-ados debido a que Lllter-ior-e~; aplicaciones de la técnica clel 

-/<. gr-adiente ya no mejoraban conciderablemente la ~ 

En la siguiente tabla se muestr-an compar-ativamente los valores 

para cada uno de los coeficientes del polinomio así como los 

coeficientes calcL1ladm; por- la técnica múltiple del. gradiente y los 

valores absolutos y relativos de las diferencias entre estos: 

x" 1 o 
.X .:X 

' I 

/r:o r' c. o..:S ·..33.:U /O. ,1,10 6 3. o 

e~l., J:Jr, .33 f3 /(/. e).3.C. 'f6."'/ 

t!ut'. a.fs ,C> 0~6 • ()3:1. /b.t 

en· ,...d/ ·.¿ J -1 
}. {. J' ,f/O 1 .¿ )(/ll .16.XIO 

De esta tabla pL1ede verse 1 a sen sibil i dad de 1 a téc:ni ca para 

ajustar los coeficientes en funci6n del grado del polinomio asociado. 

Esto viene a apoyar el resultado de que la aplicación múltiple de la 



te'cnica, llegLte 1:\ una etapa tal qLIE' el valor de "t.(.Yé\ no mejore 

sustancial mente, pLtes 1 a técnica es 1:asi i nsensi ble ial c:oef i c:i ente 

cero del polinomio. 

ConsecLtentemente, con la téc:ni c:a del gradiente se puede ajL1star· 

con mejor precisión a los coeficientes asociados a las mayores 

potencias del polinomio. Algebriicamente este resultado se justifica 

desarrollando la ecLtaciÓn para ,i..:<II.3>. Los valores de cadc"\ una de 

las componentes de ,Z:1en función de la v.:\ri.:1c:ión de los coeficientes 

viene dada por: 

z ,¡ : r (á . c. ) f (a' . e: ) f-, 1 (iz . e~ ) J.'.,., J ¿ 

~.t.· [ (o~ - C~) J (0, -e;) ,;J:< I (o .. .. e;, ) .. :l:/r 

l .-y< . / • ) z 
Z =,,(,.:¿jo" 5o 'PLJo·dJSJ Jc1..1r~2doA2. 52 '2,·1lA253 f .d2 51 

L/J~ ¿}¡-di 
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,;t.:- Z,~ = 5.:(so -2J.. (Jo:so + LIJ.SJ 1- Á25.2) 

J..: -,Z. 2 ~S',-1.52· 2~ {JosJ 1- ¿JJ.52 1-Lf253) 

k - ;iz; S,~s4 -2 ~ (1o.s2 1LIJ53 1-J2s1) 

Estas ecuaciones se pueden simplificar, con el fin de resaltar 

la dependencia con el grado asociado del polinomio~ si se hacen 

iguales los incrementos en el paso para los coeficientes á.· asi como 

las diferencias entre los coeficientes exactos a(i) y los 

coeficientes aproximados c<i> definidos como Q(i), es decir: 

finalmente se tiene: 

60 

-2~ t1 o sJ + .t:1J .s..z 1- d..i 53 

Estos resulta dos apuntan a una nueva modi f i cae i ón a 1 a técnica 

del gradiente en la cual el valor de 1{ se define en fLmción del 

grado asociado al coeficiente, haciendo asi selectivo el coeficiente 

a modificar en cada una de las etapas iterativas. 

A esta técnica por simplicidad se le llamará: técnica selectiva. 

En 1 a tabla 2 pLteden observarse los 1~esul tados de esta técnica 

en donde, en cada una de las iteraciones en el programa, se 

selecciona el coeficiente a ajustar. Esta modificación permite en 
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pocas i terac i enes obtener val ores de 7-.... r api damente decre1:i entes. 

La aplicación de esta técnica como unica herramienta para el 

ajuste de coeficientes, nos lleva a la solución apro>:imada SL1mamente 

lento, como puede verse de que en la decimoprimera iteración, el 

n1.\mero de ciclos fué de 111 para lograr una corrección de .6 = 

=.24984-.24977=.00007 en el coefic:ie11te de la segunda potencia del 

polinomio. Sin embargo, con esta modi-ficacicín, se ha logrado tener 

una primera apr0>:imación que permita continuar la bÚsqL1eda en la 

vecindad de Lm mínimo de la hipersup1:"")rficie de Z"', es decir, las 

primeras cifras significativas en los coeficientes ya son eHactas. 
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Valores de it.//n para n = 10, , 90 obtenidos mediante el 

ajuste de los coeficientes de un polinomio: 
2 .2Sx + ~14x - 2.37 = O 

por la técnica directa de Gauss-Jordan {a) y la técnica del 

gradiente seg~n se reporta en la literatura (b). 
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Variaciones de íÍ.z /n vs. n .a.l multiplicar .la.; pnimera. cifra . - . . ''. . . . - ., : ·;~-- '" ':· ·:". '. '··' :- ··: ''"·: : . -. ·---' - .. 

significativa de los coeficientes del polinomio: 

.25x 2 + .14x - 2.37 = O 

por un factor de 2 (a), 4 (b) y 8 (c). 
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Fig. II. 3 

Variación de -;l.~/n vs. n en fun-

.ción del numero de cifras signi

ficativas que coinciden entre los 

coeficientes exactos y el valor de 

los coeficientes en el punto de 

partida en la técnica del gradien

te: una cifra (a), dos cifras (b) 

y tres cifras (c) significativas. 
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Varia6iones:de %'/n vs. n para el 

ajuste de los coeficientes de dos 

polinomios del mismo grado: 

.25x2 
+ .14x 2.37 = O (*) 

x2/3 - lOx + 63 = O (o) 

mediante una (a), dos (b) y tres 

(c) cifras significativas iguales 

en los coeficientes iniciales. 
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Fig. II. 5 
vs. n en funcion del grado del polinomio 

x 2/3 - lOx + 63 = O 
3¡ 2 x 2 + .lx - Sx - 42 = O 

(a) 

(b) 

con una cifra significativa. 
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Variación de Z'/n vs. n para el ajuste de los coeficientes 

de un polinomio de grado 2 en funcion del intervalo de las 

1 x 1 bajo observación. l-100,1001 (a), I0,1001 (b), l-10,101 

(e) y I0,101 (d). 
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Variación de Z'/n vs. n para el ajuste de los coeficientes 

de un polinomio de segundo grado por la tecnica mólti~l~ d~l 

gradiente, para una (a), dos (b) y tres (c) cifras signifi

cativas. 



o 1 2 
X X X 

Datos exactos -2.37 3.14 .25 

Iteración Ciclos ,eº = -.37 el = 5 .14 c2 = 2.25 X2/N 

1 26 .240 1.2E+5 

2 23 3.419 1.6E+4 
, 

3 7 .248 2.2E+3 

4 30 3.182 3.2E+2 

5 7 .249 6.0E+l 

6 44 3.149 2.4E+l 

7 8 .250 1.9E+l 

8 15 -1.231 1. lE+l 

9 20 .250 7.2E+O 

10 57 -1.697 5.0E+O 

11 111 .250 3.9E+O 

12 75 3.142 2.2E+O 

13 201 . -2.130 3.7E-2 

Tabla 2. 

Valores para ,l'ÍN obtenidos mediante la técnica selectiva así 

como el ndmero de ciclos realizados en cada iteración y el valor de los 

coeficientes c0 , c1 y c2 en cada una de las mismas. El proceso hubo de 

truncarse al término de la iteración ndmero 13, dado que el valor abso

luto de la diferencia relativa entre dos ciclos consecutivos fue.de 

j.1)'.
2 /'J. 2 ¡ Z lE-5. 



CONCLUSIONES 

De la comparación directa de las técnicas para el ajuste de 

coeficientes polinomiales; la de Gauss-Jordan y la del gradiente, se 

vi6 que la ~ltima presenta serias inestabilidades, lo que tiene como 

resultado que el valor de ;t-l sea varios ordenes de magnitud mayores 

que el obtenido mediante la primera técnica. Se mostró que dichas 

inestabilidades provienen de errores de cancelación por el 

enmascaramiento de las variaciones en )!..l, provenientes de las 

diferencias en los coeficientes asociados a los grados inferiores del 

polinomio. De aquí qL1e la técnica del gradiente permita solamente un 

aJLtste fino del coeficiente asociado a la má:dma potencia del 

polinomio y un ajuste intermedio para el coeficiente de la siguiente 

potencia. 

Se pudo mostrar que tal inestabilidad era independiente tanto 

del valor de los coeficientes como del grado del polinomio. 

La técnica del gradiente pr-odL1c:e val ores de ,Z.._ fLtertemente 

dependientes de la precisión inicial de los coeficientes que se tomen 

como punto de partida del proceso iterativo~ lo que reduce esta 

técnica a SLI aplicación unicamente como un ajL1ste fino. La 

modificación aquí propL1esta, la de la técnica mLHtiple del gradiente, 

permitió superar este Último defecto, es decir, la técnica se hizo 

practicamente independiente de la precisión de los coeficientes 

iniciales. 

La segunda modi fi c:aci Ón propuesta, la técnica del gradiente 
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selectivo, al mezclar las ideas principales de la tdcnica de malla y 

el procedi mi en to de 1 a técnica del gradiente, per·mi te resol ver el 

problema del enmascaramiento de la influencia de los coeficientes 

asociados a las primeras potencias. Sin embargo, el procedimiento es 

sumamente lento como para poder: ser aplicado como una técnica general 

para el ajuste de coeficientes a partir de datos experimentales, esto 

nos 11 eva a la conc.l usi ón de que 1 a técnica a seguir debe estar 

formada por una combinación de 1 os tres tratamientos a que se ha 

hecho mención en este trabajo. 

Inicialmente, se utilizaría la técnica del gradiente selectivo~ 

para determinar el orden de magnitud de los coeficientes, 

p~steriormente se aplicar(a la técnica múltiple del gradiente y 

finalmente, una vez obtenidas las primeras cifras significativas en 

cada Ltno de los coeficientes a ajL1star, se aplicaría la técnica del 

gradiente con Ltna interpolación parabÓUca con los LÍltimos tres 

val ores de ;t~. 

Esto nos lleva '" una técnica qL1e es independiente del grado del 

polinomio o de la función a ajL1star y de la precisión en los 

coeficientes iniciales para los ciclos de iteraci6n. La que nos 

perrni te Ltn ajuste confiable de 1 os r.:oef i cientes de Lma ecL1aci Ón a 

partir de datos experimentales. 
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