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INTRODUCII Y O

El objetivo primordial del andlisis numérico es el de obtener
una solucidn de los problemas mediante el uso de computadoras. En
este andlisis no se pretende obtener la solucion exacta del problema,
sino obtener una solucidn aproximada, la cual difiera de la exacta
dentro de una tolerancia predeterminadaf

La mayor dificultad gue se tiene en cumplir dicho objetivo surge
al tratar de determinar la mejor forma de solucidn, ya que para esto
se requiere, en general, de la solucidn misma del problema. En el
raso menas drdstico, se deben conocer las propiedades de las

funciones invelucradas en el anadlisis, Debido a tales dificultades,

debe brestarse mayor atencidn al desarrolleo del algoritmo, mas gque al
formulismo matematico qgue de origen a este primero.

El estudio de los algoritmos se realiza mediante dos té&nicas,
las cuales pueden aplicarse individual o simultaneamentes

La primera de estas técnicas evalua al algoritmo a partir de la
comparacidh directa del resultado del cdmputo con el valor exacto del
problema, A esta técnica se le conoce con el nombre genérico de
andlisig directo de errores.

La segunda técnica aplicable a la evaluacidn del algoritmo
considera al resultado del cdmputo como el valor exacto, solo que
para un praoblema cuyos datos estan ligeramente perturbados. En este
los errores del computo se adjudican a los datos originales del

caso,

problema. Razon por la cual se conoce a esta tedcnica como andlisis



regresivo de errores.

El analisis directe de los errores es el camino mds ldgico a

seguir para examinar los efectos de la aritmética del cdhputo en un

proceso determinado, sin embargo, en ciertas ocasiones dicho andlisis

no puede distinguir la imprecisidn del algoritmeo con la inestabilidad
del problema. El analisis regresivo de errores,. generalmente, no nos
lleva a una estimacidn directa de la precision de los resultadosg sin
embargo, es muy sencilla y puede ser de gran Utilidadfpara determinar
la estabilidad del algoritmo.
El objetivo del presente trabaijo es 8l de evaluar la

confiabilidad v estabilidad de la tecnica del gradiente, para
problemas de ajuste de coeficientes & partir de datos experimentales.

Para esto se aplicd esta teécnica a un problema relativamente

sencillo, de cuya estabilidad no hubiese dudas, ademas de gue se

tuviera el valor exacto de la solucidn, con el fin de poder aplicar
la técnica directa de andlisis de errores. Esto permitid encontrar
con mayor facilidad las causas de los errores y as{ poderlas
corregir. De agui gue lgsﬁjnestabi}iﬁaQeﬁ_dete;tadas en los
resultados pudiéron ser adjudicadas directamente a inestabilidades en

la téecnica. For otro lado, por el tipo de problema que se eligid, fue

posible reducir a un minimo la aritmética de cdmputo, minimizandose

asi las inestabhilidades en el algoritmo, debidas a los errores de

redonden o de truncado en los resultados parciales.

que pudiera ser resuelto por obro algrwitmo fundamentalmente
diferente y cuya aplicabilidad estuviera plenamente probada,

obteniendose as{ un punto mas de comparacicon de los resultados
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obtenidos.

El presente trabajo ha sido dividido para su presentacion en
tres capftulos.
En el primer capftulo se comparan dos de las tecnicas mas

usuales para el ajuste de coeficientes a partir de datos
experimentales, basadas éstas en el método de minimos cuadrados. En
la primera se usa una solucidn directa del sistema de ecuaciones por
el métndo de Bauss—Jordan y en la segunda se utiliza la técnica del
gradiente. Asi mismo se analiza el tipo de problemas para los cuales
son aplicables estas tecnicas.

En el segundo capitulo se analiza detalladamente la tecnica del
gradiente para datos generados con el error de redondeo
caracteristico de la computadora gn usa, con el fin de detectar la
sensibilidad del método a diferentes parametros. Asi mismo se van
proponiendo modificaciones a la tecnica en funcidn del andlisis de
los resultados anteriores con el fin de minimizar la desviacion media
estandar alcanzable.

Finalmente, en el tercer capitulo, se dan las conclusiones
mostrandose la necesidad de hacer uso de las modificaciones
propuestas, con el fin de obtener un método confiable para el ajuste
de los coeficientes a partir de datos esxperimentales,

fundamentalmente en los casos en que el métode de minimos cuadrados,

en su forma directa, no sea aplicable.



CAFITL.O IX

La importancia del andlisis numerico como parte del Meétado

Cient{fico radica en que una hipotesis del fenomeno fisico en

estudio, se justifica o descarta en funcidn de los resultados
obtenidos a traves de dicho andlisis. Esto es, mediante el analisis

numérico se analizan y correlacionan los datos experimentales vy la
hipdtesis propuesta.

Las técnicas utilizadas en los métodos numéricos, desde el punto
de vista de la matemdtica involucrada, se pueden dividir en directas
e iterativas. Las directas son aquellas que nos llevan a una
respuesta en un ndmero determinado de pasos (pperaciones aritmeticas
y booleanas) y estdn sujetas solamente a errores de redondeo, como
por ejemplo, la evaluacion de una ecuacidn algebrdica. En las

teécnicas iterativas el numero de pasos a realizar no esta definido vy

depende del problema, as{ como de los datos iniciales. Ademas de los

errores de redondeo de la aritmética de cdmputo surgen los errores de
truncado del proceso. Para este tipo de técnica es caracteristica la
introduccion de un paréhetro de truncado generalmente expresado como
el méximo error aceptable, de tal forma que cuando una variable
determinada alcanza dicho valor, se suspende el proceso iterativol
I.1 Método de Minimos Cuadrados
Considerese un conjunto de observaciones las cuales han sido

graficadas con la esperanza de obtener una linea recta en la gréfica,

como se muestia en la figura I.1. Los puntps muestran esencialmente
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una dispersion por lo que es posible, ademas de una linea recta,

trazar muchas otras curvas. El problema es, cial de estas 1{ineas

elegir como la mejor representacion del fencomenc fisico?. Desde el

punto de vista matemdtico la respuesta es sencilla, la curva cuyos

parametros muestran la menor variacion en repetidos muestreos. Para
esto es necesario tener un criteriec para el cdlculo de los valores
estimados de los parametros de las curvas. Sin embargo nadie puede
afirmar que no exista una curva, aun desconocida, gue dé un mejor
ajuste. Es por esto que la justificacidn matemdtica para aceptar
cualguier postulado que describa al fendmeno fisico, carece de

sentido. De aqui que, el mejor camino a seguir es el de interpretar

los resultados en base a una teoria del fenomeno fisico, 1a cual ha
4

sido formulada a partir de una serie de postulados. Ya que el

experimentador debe interpretar sus observaciones en términos de una

funcion en particular, se debe determinar el criterio que permita la

mejor evaluacidn de los parametros de dicha funcidn. Este criterio

viene a ser el Mdtodo de Mimimos Cuadrados, &1 cual puede enunciarse

&
como sigue:

'El valor mas probable de una observable es aguel en que la suma

de los cuadrados de las desviaciones entre las observables y dicho

valor, sea un minimo’.

BSupongamos que un experimento ha arrojado un conjunto de *m’

valores de *y’ como funcidn de "»". For simplicidad podemos

considerar 10s valores de *#° como exactos y lps valores de "y
sujetos a una incertidumbre, la finalidad es determinar las

constantes de la recta y=an+b que mejor se ajusten a las

observaciones. Asumie2ndo que l& incertisushere en 1 valor de 'v' esta




)
regida por una distribucidn normal, la probabilidad de observar un

valor y(i) localizadq en un pequefo intervalo,A)rPs.

7@()/) ~ 2/7‘ z-(/—o.—!u:.')%q-‘ A)/Ek -(/, a- A_‘)/Zau

Expresiones similares son vdlidas para F

donde k' es una constante.

4

(V(2)) guunyF (yim)) donde m” es el nﬁmeru de puntos u observaciones.

La probabilidad P’ de que ocurran simulténeamente todos estos

valores de vy’ ess
P 73(/) (/) (/...)
. k,, %(/- e - Ax‘ ‘/zo"

La regresicdn lineal se considera la mEJor representacion de los

datos siempre y cuando P’ tenga un valor méximo, lo que ocurre

cuando ‘a’ y b’ sean tales que minimicen la suma involucrada en el

exponente: |
= ()/ -a- Ax‘->z

De agui en adelante los sub-indices (i) seran omitidos ya que se
entiende que las sumatorias seran sobre todas las "m’ observaciones.
La condicion para que ’6° sea minima es:

95 . _22(/_@,-!,;5%0
Ja e

;zji: - ;2 25;: ()’“ < - ééﬂ} =0
Y

Reordenando estas expresiones se obtiene el sistema de ecuaciones
- 0} K] -~ .
simultaneas conocidas tambien como ecuaciones normales,

maxéfx =(_'/

Qa Ex+ é’éf x tilsﬁ/



de donde:

a : (27-1“2x>/m =‘j*4£

é > Zx/y - Zx é'/y (x—:ﬁ)({y ;7)
m Et- (Zx)* = (x-2)°

Estos valores determinan la mejor recta que pueda pasar por la

grafica de los datos experimentales. For su significado estadistico,
gs posible asignar una desviacion estandard a los valores estimados
de ’a’ y *b*, la cual estard expresada en terminos de la cantidad

*S’, que es la desviacidn estandard de la regresidn lineal, esto es:

5"_- 2(/)/,-'~ oz + 4 ))°
m -2

y '8a’ y ’8b’ vienen dados por:
3: : S,,z/n 22‘_-, (2;)2
S, S'EL/n Ext- (Ex)”

Notese que el denominador tiene el valor de m-2, que es el grado de

libertad del sistema, va que "a* y *b” han sido determinadas a partir
de los datos experimentales; se dice entonces que *S° 7 es de base
(m—2) .

En general, la aplicacion del método de minimos cudrados a un
polinomio de grado N’ nos lleva a un sistema de N+1’ ecuaciones.

Sistemas de ecuaciones lineales similares a los obtenidos por el
método de minimos cuadrados se thienéﬁ en el andlisis de toda una
variedad de problemas en fisicav? eh ingenieria, fundamentalmente en

aquellos en que la hipdtesis depende de varios parametros o

variables.

En el andlisis numérico existe toda una gama de técnicas
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pspecializadas para la solucidn de los sistemas de ecuaciones

L4 ,
simul taneas de la forma

(o2, )
;{ (’;t, T ):= O

¢}

o

)[,, '(J-’, o xa)

Para el caso general en que las funciones f,, f,,...f, Nno puedan ser

simplificadas, las técnicas mas utilizadas son la de Jacobi y la de

Gauss-Beidel, que son técnicas iterativas. Sin embargo, si las

funciones son lineales en las 'u’, el sistema puede ser escrito en la

formas
&, LA, Z QT A ...+ Q, X b
Z—; ‘ a‘“ x’ + a¢¢ 12* v F a.rn x, .'é-?.
é; " 004 xl * an‘ zzr LA * 0;'" x" = Zﬂ

o mds concisamente como A x[B, en donde A es la matriz de
coeficlentes, /B es un vector v x es el vector solucidn. Las
tecnicas aplicables en este caso spn: inversion de matrices,

sustitucidn directa, cofactores, eliminacion de Bauss o de

Gauss—-Jordan; todas ellas catalogadas entre las tecnicas directas.

Estas tecnicas son aplicables solamente que el nlmero de ecuaciones

no sea mayor que 40, Las técnicas iterativas también se utilizan en

el caso de sistemas lineales, cuando el nimero de ecuaciones es mayor

7
de 100,
-~ k3 . > . 2 v ’
De las tecnicas antes mencionadas, las de eliminpaciadn de Gauss vy
de Gauss—Jordan son las mas adecuadas cuando se utilizan

micro-computadoras, debido al uso racional de la memoria de la

maquina y por basarse estas en las transformaciones elementales de



Q
las matrices. Tales transformaciones se realizan al multiplicar una
de las tres matrices elementales, por la derecha o por la lzquierda,
de la matriz de cmeficientesj |
1. La matriz elemental de primer tipo '0° es una matriz diagonal
formada al reemplazar el i-esimo elemento diagonal de la matri:z

identidad por el valor *"g’, por ejemplo, ®i i=3

@ -

~0 00

QN O O

O 0 o -
0 0 -0

2. La matriz elemental de segundo tipo *R* se forma al intercambiar

dos cualesquiera renglones, en la matiriz identidad I, por ejemplo,

para i=1 y j=3

o o | o
2= |0 J c <
, o) e o
¢ o o

3. La matriz elemental de tercer tipo '8° se forma al sustituir en la
matriz identidad el valor de la constante *s’ por uno de:-1os ..

=3

elementos no diagonales, por ejemplo, para i=3 vy j=1

I

EJ o o o
S = l‘o /o O
|s O J Ol
o o o 1

La multiplicacidh por la derecha de una matriz arhitraria A" por

cualguiera de estas matrices elementales produce la llamada operacion

elemental de renglon:
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QA es el producto de los elementos de un rengldn por un escalar;

RA es el intercambio de dos renglongs vy

50 es la suma de todos los elementos de un rengldn con los
elementos de otro multiplicados por un escalar.

Analogamente, la multiplicacicn por la derecha de una matriz
arbitraria "A' por alguna de las matrices elementales produce una
operacion elemental de columna.

I.2 Eliminacidn de Bauss

Los métodos directos de sqlucidﬁ de sistémas‘de ecué;ibneé se

basan en miltiples manipulacioneé de las'Matrices'eleméntales;

Considerese el sistema general ecuaciongs lineales,

H
é) ' A:).
A Aaz

S
C'*—'Blé/: %

O >~
NN

para poder triangularizar este sistema, se requieren tres matrices
elementales del tercer tipo 8,4 B,, 8,, tales que al multiplicarlas

por la derecha con la matriz "C' se obtiene:

. 024
S; Sz |5‘, C' = : C é_'_z églg Uzl |
o o b4 4

La sustitucidn hacia atrds para resolver el sistema se puede expresar
como el producto por la izquierda de tres matrices del primer tipo 0,

» By B, ¥y otras tres del tercer tipo S,, = %., es decir:

Z
@, S S:; Og 54 Q, S; S‘-, S\, c : 'C J O X



e

Denptemos por E" el producto de estas nueve matrices

elementales, entonces

por lo tanto
%

. o
£ B

por ende, como un subproducto de la smlunidh del sistema de

ecuaciones por la té&nica'da;éliminacidh,,QE'obtiene el inverso de la
matriz *R°. | |
1.3'Eiiﬁiha:idHJdekBasteJofdan
La técnica de éfiﬁiha;i86 dé:Gédés~dnrdan és sol amente una
variante de la tébnica‘aéiﬁéuss, en 1a que el efecto de sustitucidn
hacia atrds y la triangularizacidn se realizan en forma conjunta. En

este caso solo se requiere de seie matrices elementales del tercer

tipog
E; ngfi,\sgusa €j t: ;‘]";£”,-M I

Esto hace que la tecnica de Gauss-Jordan, en el caso de
micro-computadoras, sea la mds. adecuada de las técnicas para la
solucidn de siﬁtemas de ecﬁacicn@s lineales. En los marcos del
presente trabajo, tales sistemas se obtienen al aplicar el método de
minimos cuadrados para el ajuste de coeficientes de una ecuacidn.

En aquellas situaciones en las que las tecnicas directas para la

solucicon de los sistemas de ecuacionas no son aplicables, 1o que
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resulta generalmente por la complejidad de las ecuaciones con que se
represente la hipdtesis, deberdn ser utilizadas las técnicas
iterativas. En estas técnicas el valor aproximado de la solucidn que
se suministra inicialmente se va mejorando en funcidn de las
variaciones que sufre la desviacidn media cuadrdtica debidas al
cambio del valor de los coeficientes en cada iteracidn. Dentro de las
técnicas mas usuales de este tipo se encuentran: la de malla, la de
cauce y la del gradiente.

1.4 Técnica de malla

8i la variacicn de )Z‘con cada parametro c(j) es independiente
de que tan bien estén ajustados los otros parametros, entonces los
valores optimos pueden ser determinados simplemenete minimizando
para cada parametro por separado. FPor medio de iteraciones sucesivas
se puede localizar el minimo local para cada pardmetro en turno, y el
minimo absoluto puede ser asi localizado con cualquier precisidn
deseada.

La principal desventaja de esta tecnica es gue si las
variaciones de,ZQ no son independientes de los parametros a ajustar,
entonces puede converger muy lentamente.

Consideremos por ejemplo la suma del contorno de )Z‘para dos
parametros. La variacidn de 2% es, en general, aproximadamente

eliptica cerca de un minimo y t{picamente la elipse estd elongada

como en la figura I.2., Si se inicia la iteracidn cerca de un vertice

de la elipse, esta tdécnica es muy ineficiente, como lo podemos ver en

el zigzagueo a través de la elipse. Sin embargo, la simplicidad de

7 . .
los calculos compenza generalemnte esta ineficiencia.

El procedimiento para la tecnica de malla es el siguiente:
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1) un parametro c(j) se incrementa Ac(j), escogiendo este incremento
, . <
tanto en magnitud como en signo de tal manera que ,Z decrezca,

2) el parametro c(j) es incrementado repetidamente por la misma

cantidad hasta que ;chomience a crecer,
< P
3) asumiendo que el comportamiento de )Z cerca de un minimo pueda

describirse en términos de una funcidn parabdlica del pardmetro c(j),

’ e ’ :
52 usan los ultimos tres valores de /Z para determinar el minimo de

la parébola
C (3 - Ci(2)e Ae, = C (1)+2 4 ¢,
2G> X)) 2 50)

4) el minimo de la parabola esta dado por

G lmin) e a;(3)-da, LG -ZLC) , )
ZG)- 220G 20) 2

2
5)‘2Z es minimizada para cada pardmetro en turno,

4) el proceaimiento anterior se repite hasta que la ltima iteracion
conduzca a un decremento en )Zzimperceptible o hasta que el valor
sea comparable al error experimental.
I.5 Técnica del gradiente

La busqueda del minimo de la hipersuperficie de )Zzpuede ser
mejorada si la direccicn del zigzagueo en la técnica de malla se
reemplaza con un vector mas directo hacia el minimo apropiado. En la
tecnica del gradiente para minimos cuadrados todos los paréhetros
c(j) se incrementan simultdaneamente con magnitudes ajustadas de tal
manera que la direccion resultante sea por el gradiente de‘jfz(o sea
la direccion de mdxima variacion).

El gradiente ijzo direccion en la cual )Zzaumenta mas

- . Id
rapidamente, es un vector cuyos componentes son iguales a la razon
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del cambio de )Zf en una direccion dada
: . & ([ 2E
= j>
e f? 90}

Para determinar £l gradiente de‘jfza]rededmr del punto de
partida se muestrea independientemente cada pardmetro de tal manera
que se obtenga un valor aproximado de la primera derivada

<
(vp): 92t v 2°(¢- //IC) 2 (c)
J e [ 4q

La cantidad por la cual c(j) es modificada,

debe ser menor que

el tamafio del paso ZKC(j), (f debe ser del orden de .1).

Esta definicidn del gradiente determina la magnitud, dejando las

dimensiones de los coeficientes inalteradas. De hecho, si las

dimensiones de c{j) no son iguales las componentes del gradiente

tampoco tendran las mismas dimensiones. Definamos los parametros a(j)

adimensionales normalizando cada pardmetro c(j) por un tamgio

. ) ; _ 2
constante ZXC(J), que caracteriza la variacion de/Z'con respecto a

c(j)s
Q: _Cj
d¢,;

Es decir podemos usar los valores de Z&c(j), que fueron

escogidos anteriormente, para mejorar la bdsqueda por la técnica de

malla.

Definamps entonces un gradiente adimensional con magnitud

unitaria, como

.o-)aj _.Q_Zi : —Q—Lz ch

FraEy e
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La direccion que se sigue en la técnica del gradiente es la
direccidn de la m&xima disminucicn de,Zz gue es la direccion opuesta
al gradiente y .

l.a busqueda empieza incrementando todos los parémetros
simul tdneamente por una cantidad <Sc(j) cuyo valor relativp
estd dado por la componente correspondiente del gradiente
adimensional )‘, vy cuya magnitud absoluta estd dada por [&c(j)

‘gcy 3 _}6 ch;

donde el signo negative asegura que el valor de ,Zz decrezca.

Entre las alternativas para continuar la busqueda del minimo de
Zﬁ la mas directa es la de volver a incrementar los parametros por
la misma cantidad. Una desventaja en esta alternativa es la
dificultad de acercarse a la base del minimo asintdticamente, mas
aun, saber siquiera que la solucidn es la mejor posible. Otra
alternativa es la de calcular el gradiente en cada iteracidn, 1o que
raesulta en una bdsqueda ineficiente. El usn de pasos mayores hace-la
localizacion del minimo menos precisa.

Una alternativa razonable, es la de buscar a lo largo de la

direccidn del gradiente original, en pequefios pasos, hasta que
aumente. En este punto el gradiente se vuelve a calcular, iniciandose
as{ un nuevo ciclo. Cuando la budsqueda rebasa a un minimo, se recurre

como en el caso anterior a una interpolacidn parabélica de )Zz’

mejorando asi el valor de las constantes c(j).



ca+dx

B 4

Fig. I.1

Representacion grédfica de los puntos experimenta-

les, en el modelo de regresidn lineal, mostrandose la dis-

tribucién de 'y' alrededor de la linea de la regresién.



Trayectoria seguida en la técnica de malla, para
un sistem de dos dimensiones, mostrando el perfil eliptico

_l 3 I d »
para iguales valores de /( en la vecindad de un minimo.

7y
4 Ac; P ¢,(min)

e,

Fig., I.3

Interpolacidn parabdlica para determinar el valor

minimo de ){‘a partir de los tres ultimos valores determina-
dos para Cj(l), Cj(Z) y Cj(S).




CAFPITULODO I I

En la literatura se cita a la tecnica del gradiente como una de
las tecnicas para el ajuste de los coeficientes de wuna funcion
arbitraria y generalmente se aplica en aquellos casos en que las
ecuaciones normales obtenidas por el método de minimos cuadrados no
pueden resolverse directamente. Sin embargo en la literatura no se
hace mencidn del grado de precisidn que se puede 6btener en el ajuste
de los coeficientes por esta técnica. Con el fin de evaluar dicho
grado de precision se plante6 un prohlema tedrico que pudiera ser

resuelto en ambas formas. Para esto se escogieron funciones

polinomiales del tipo

donde ’m’ es el grado del polinomico. Los datos # (i) vy y (i) fueron

generados directamente por la computadora. lLos errores de redondea

propios de la misma, en este caso Commodore VIC 20, se determinaron

al evaluar los coeficientes del polinomio por el método de minimos
cuadrados y la técnica de eliminacidn de Gauss-Jordan para la
. . . . . 7
solucidn de las ecuaciones normales. Con los coeficientes asi

obtenidos se calculd el valor de /{‘a partir de

1 £ (’)/,-){_-)z 7. J

€2/

24
En la figura II.1.a) se muestran los valores de )Z«:alculados

para N=10,30,50,70 v 90 datos

o k
X, 2 - o p ROO [ )‘/ 2 = Q/ x-‘)
4 s v

donde {1 vade 1 a "N’ vy el dominio de "% es el intervalo de
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[—100,100]

Esto nos permite evaluar el minimo orden de magnitud alcanzable

para,l?con el equipo utilizado.

Zl

Lo AQ‘
N

1

Las pruebas para la evaluacidn de la técnica del gradiente se
‘hicieron en una primera etapa en funcidn del ndmero de datos
generados, y de la precisidn en los coeficientes a partir de los

cuales se iniciaba el proceso iterativo.

Z
En la figura 11.1.b) se muestran los valores de,zzobtenidos para
coeficientes iniciales que coincidieran con 1os de la ecuacicon en el

orden de magnitud, mas no en sus cifras significativas.

La discrepancia entre los valores de,zfobtenida por estos dos
enfoques es tan grande que se decidio modificar a la tecnica del

gradiente. Ya que esto implicaba 1la aplicacion de la tdcnica & una
gran variedad de ejemplos y condiciones iniciales, en base a las

propiedades de las funciones polinomiales, la subrutina para la

evaluacion de,zise modificd. Bustituyendo en la definicidn de )ge

(I1.1) 1la expresidﬁ para vy{i):

<

ﬁ:co*cllifc‘,z‘-
se tiene

gl (ac)ile-c)x v o -¢) 2t

donde se definieron

O :al) -l

finalmente
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2 ¢ O\ - . . .
A8 @ 2005 - (q20Q)S + 2C¢, 5, + Q°S, /3
donde Sz = ;I-'. A
4
es constante durante todo el proceso y por 1o tanto pueden ser

calculados una sola vez. Los valores de la (i) se pueden calcular ya

que se conocen lps valores exactos a(i) del polinimio.
. . <

En la figura I1.2 se muestra que la variacion de )K es muy
pequeda en comparacion con la discrepancia del valor obtenido por la
solucidn directa del metodo de mfnimos cuadrados, al variar la
primera cifra significativa de los coeficientes iniciales en un
factor 2,4 y 8. De agqui que se decidiera variar la cifra
significativa en 1la que coincidieran los coeficientes del polinomico vy

los iniciales, obteniendose de esta manera una mayor sensibilidad de

la técnica a dichas variaciones,.
Como puede observarse en la figuwa I1I1.3 la dependencia es tal
que por cada cifra significativa que se diera en el coeficiente

. . < .
inicial la variacidn en )Z es de aproximadamente dos ordenes de

) ; . . 2 .
magnitud, esto implica que si se deseara un valor de /Z compatible
con errores experimentales clasicos (5 - 10%), se requeririan unos

valores en los coeficientes iniciales con mds de cuatro cifras

significativas exactas.
Como primer resultado se obtuve que la técnica del gradiente.

tal y como viene reportada en la literatura, puede ser utilizada nada

mas como un ajuste fino de los parametros de la ecuacidn, lo que

graficamente significa que se encuentre en la vecindad del minimo de
la hipersuperficie de/Z‘. S8in embargo, dado que son pocas las

técnicas numéricas que pueden utilizarse en aquellos problemas en los

que la solucidn no puede obtenerse directamente, es conveniente
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analizar las diferentes modificaciones que se le pueden hacer a la
teécnica del gradiente con el fin de ampliar su campo de aplicacidn.
Para estpo debe estudiarse, inicialmente, de que otros parametros

depende la técnica del gradiente,

Como primera opcidn se estudiaron las diferencias en los valores

de /fz para dos polinomios del mismo grado

25 xt e 3.J9x -237 =0

_J_;(_‘-jo.r. + &3 =0
I
siguiendo la misma metodologia utilizada anteriormente de partir de

coeficientes iniciales con una (RO), dos(R1) y tres(R2) cifras

significativas iguales a los coeficientes del polinomio.

En este caso las diferencias en los valores de /f‘no fueron
significativas, por lo que la técnica no depende sustancialmente de
la ecuacion en s{, como puede verse en la figura II.4.

A esta conclusion puede llegarse a partir del andlisis de la

ecuacion I1.3, va que si la diferencia entre los coeficientes exactos

y los aproximados es la misma, las Qi) son iguales v el valor de las

S(i) no se ve afectada.

Otro de los parametros importantes a estudiar es el grado del

polinomio a ajustar, para lo que se aplicd la tedcnica del gradiente a

las ecuaciones:

1"

, Jxt - Tx - 4250

JOx ¢+ €3 = o

(,,‘}4'“ N R

en la figura II1.5 se muestran los resultados agui obtenidos.
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l.as diferencias obtenidas en los valores de,Z’para el ajuste de
tres y cuatro coeficientes, partiendo de una misma precision en ambos
casos, se deben fundamentalmente a las diferencias en los sumandos

5¢(i) de la ecuacion (II1.3X) vy los sumandos equivalentes para el

polinomio de tercer grado, va gue el valor de las Qi) nuevamente son

equivalentes y tal diferencia no es imputable a la tecnica del
gradiente en sfi.

Finalmente se estudid la variacion de la tdcnica del gradiente
para una misma ecuacidn en funcidn del intervalo del dominio de la

funcidn en que se evaluaron los valores de x. En este caso, los

4

intervalos escogidos fueron » & r100,1001 ,fO,lOO‘ s r—lO,lO} .
¢ / = / L 7’

[0,101 nuevamente, como en el caso anterior las discrepancias en los

| .

valores de nge deben principalmente al valor de los sumandos S(i) de
la ecuacion (I1.3) y no a la técnica en si, (ver figura I1.4&).

Los intervalos para x20Q se eligieron con el fin de detectar
errores de cancelacidn por restas de valores simetricos de » (i), en
los sumandos S(i) de las potencias impares de la variahble
independiente, a lo que deben adjudicarse las diferencias en los
valores de )f‘para los dos primeros y los dos dltimos intervalos
seleccionados., Esto es, la tecnica del gradiente mas que una
dependencia de los parametros de la ecuacidn a ajustar, muestra
lo que impide su aplicacicdn en los

serias deficiencias en ella misma,

casos mas generales.

Para poder aplicar la técnica del gradiente, no como un ajuste
fino de los coeficientes sino como una te&cnica inicial cuando adn no
estdn definidos los valores en una primera aproximacion, esta debe

ser modificada sustancialmente.
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La primera modificacidn a la tecnica se deduce de la
sensibilidad que esta presenta al nimero de cifras significativas con
que se den los coeficientes iniciales, fig. II.3. Es decir, surge la
posibilidad de la aplicacidn consecutiva de la tdenica, donde los
coeficientes iniciales en cada aproximacidn sucesiva sean los
obtenidos de la etapa anterior. A esto le llamaremos: técnica
miltilple del gradiente.

Los resultados obtenidos por la técnica miltiple del gradiente
se pueden ver en la figura II.7, donde se muestra claramente una
disminucidn de la sensibilidad en funcidn de las cifras
significativas, ademas de que es posible obtener valores de
comparables con valores de errores de tipo edperimental. For otro
lado, de la misma figura I1.7 se ve que esta modificacidn no permite
obtener valores de jr£c0m0 los obtenidos por el mdtodo de minimos
cuadrados debido a que ulteriores apliceciones de la técnica cel
gradiente va no mejoraban conciderablemente la /ZQ.

En la siguiente tabla se muestran comparativamente los valores
para cada uno de los coeficientes del polinomio asi como los
coeficientes calculados por la técnica mﬁltiple del gradiente v los

valores absolutos v relativos de las diferencias entre estos:

[-4

x* x' x
/;c/r/c o5 3333 /0.000 63.0
c‘/gué’ﬂé L3357 /0. 03Z 76.49
rr. ads ,0 036 L032 /6.8
crr. re A Lédwet 3.2 x00° 26x00"

De esta tabla puede verse la sensibilidad de la tecnica para
ajustar los coeficientes en funcion del grado del polinomio asociado.

Esto viene a apoyar el resultado de que la aplicacidn mdiltiple de la
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té&nica, llegue a una etapa tal que el valor de ;Z‘ya no mejore

sustancialmente, pues la técnica es casi insensible al coeficiente

cero del polinomio.

Consecuentemente, con la técnica del gradiente se puede ajustar
con mejor precisidn a los coeficientes asocliados a las mayores
potencias del polinomio. Algebrdicamente este resultado se justifﬁca
desarrollando la ecuacion patra ZF(II.E). Los valores de cada una de

las componentes de,iﬁen funcion de la variacidn de los coeficientes

viene dada por:

2 lho s d)x o 42 2°)
Z° [ (g-c)t (e -¢)x + (2 - c,)z:,",}[
/Z( -3 -c)n (o))
Yot yAr do* 50 « 240415/ (41%4.20042) 52+ PAIN253 + 42° 59
22 (40-80)°50-2 (4o-50) 4751 + [47%0 2 (a0 ‘S;o) 42) 52
do»do:50 S 1 2d/4253 1 42°5 5
2 s J0%50+240(41-8§1)5) 1 (41-51)'52 2404252 +
41~ 4’/?5/ L 120514253+ 42757
Ze M50 1240 4151 [ 41% 200 (42-52)] 52

42 42-82 \ , b I e 820530 (Jr-S52)°5d



/’L’,:~ fo : S.‘SO - 23, (4050 v 4)5/+ 4252)
2 -772.8'52-25(4os) ¢ 4152 + 4253)
i 285754 -25 (Josz+4/55 +4259)

Estas ecuaciones se pueden simplificar, con el fin de resaltar

la dependencia con el grado asociado del polinomio, si se hacen
iguales los incrementos en el paso para los coeficientes <§'asi como
lag diferencias entre los coeficientes exactos ai) y los
coeficientes aproximados c (i) definidos como Q(i), es decir:

Q({)-’ O=cl/¢: &=g=c/¢.

finalmente se tiene:
S0 [ doso + 4151 + f252
7: 8| 52/ -28 | 4051 + 452 +4253

S4 4052 + 4/53 + J259

Estos resultados apuntan a upa nueva modificacicn a la técnica

del gradiente en la cual el valor de zi-se define en funcion del

grado asociado al coeficiente, haciendo asi selectivo el coeficiente

a modificar en cada una de las etapas iterativas.

A esta tecnica por simplicidad se le llamard: técnica selectiva.

En la tabla 2 pueden observarse los resultados de esta técnica

en donde, en cada una de las iteraciones en el programa, se

selecciona el coeficiente a ajustar. Esta modificacidn permite en
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pocas iteraciones obtener valores de Zr?apidamente decrecientes.

La aplicacidn de esta tdcnica como unica herramienta para el
ajuste de coeficientes, nos lleva a la solucion aproximada sumamente
lento, como puede verse de que en la decimoprimera iteracidn, el
nimero de ciclos fue de 111 para lpgrar una cerreccidn de A =
=,24984-,24977=.00007 en el coeficiente de la segunda potencia del
polinomio. Sin embargo, con esta modificacidn, se ha logrado tener
una primera aproximacidn que permita continuar la bdsqueda en la

vecindad de un minimo de la hipersuperficie de ;Kg, es decir, las

primeras cifras significativas en los coeficientes yva son exactas.
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Valores de .Zz/n para n = 10, ... , 90 obtenidos mediante el
ajuste de los coeficientes de un polinomio:

.25x2 + S 14x - 2.37 = 0O
por la técnica directa de Gauss-Jordan (a) y la técnica del

gradiente segin se reporta en la literatura (b).
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Datos exactos

Iteracibn
1

© 00 9 0O v N W N

el el )
W N = O

(o]

15
20
57
111
.75

201

~1.697

-2.130

Tabla 2.

3.14
5.14

3.419

3.182

3.148

‘3,142

.25

pé = 2.25

.240

.248

.249

.250

.250

.250

, X2/N
1.2E45
1.6E+4
2.2E+3
3.2E+2
6.0E+1
2.4E+1
1.9E+1
1.1E+1

‘7.2E+O

5.0E+0
3.9E+0
2.2E+0
3.7E-2

Valores para jf?N obtenidos mediante la técnica selectiva asi

como el nimero de ciclos realizados en cada iteracidén y el valor de los

coeficientes CO, C1 y 02 en cada una de las mismas. El proceso hubo de

truncarse al término de la iteracidén nimero 13, dado que el valor abso-

luto de la diferencia relativa entre dos ciclos consecutivos fue .de” @

1422/ 22| L 1E-5.



CONMCLUSIONES

De la comparacidn directa de las técnicas para el ajuste de

coeficientes polinomiales: la de Gauss—Jordan y la del gradiente, se

vid que la dltima presenta serias inestabilidades, lo que tiene como
L .

resultado que el valor de jf sea varios ordenes de magnitud mavores
que el obtenido mediante la primera técnica. Se mostrd que dichas
inestabilidades provienen de errores de cancelacidn por el

. . < .
enmascaramiento de las variaciones en )Z', provenientes de las
diferencias en los coeficientes asociados a los grados inferiores del
polinomio. De aqui que la tetnica del gradiente permita solamente un

ajuste fino del coeficiente asociado a la mdxima potencia del

polinomio y un ajuste intermedio para el coeficiente de la siguiente

potencia.

Se pudo mostrar gue tal inestabilidad era independiente tanto
del valor de los coeficientes como del grado del polinomio,

La técnica del gradiente produce valores de )szuertemente

dependientes de la precisidn inicial de los coeficientes que se tomen

como punto de partida del proceso iterativo, lo que reduce esta

técnica a su aplicacidn unicamente como un ajuste fino. La

modificacion aquf propuesta, la de la técnica miltiple del gradiente,

permitid superar este Ultimo defecto, es decir, la técnica se hizo
practicamente independiente de la precisidn de los coeficientes
iniciales.

La segunda modificacion propuesta, la tecnica del gradiente
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selectivo, al mezclar las ideas principales de la técnica de malla vy
el procedimiento de la técnica del gradiente, permite resolver el

problema del enmascaramiento de la influencia de los coeficientes

asociados a las primeras potencias. Sin embargo, el procedimiento es

sumamente lento como para poder. ser aplicado como una tecnica general
para el ajuste de coeficientes a partir de datos experimentales, esto
nos lleva a la conclusion de gue la tdcnica a seguir debe estar
formada por una combinacidn de los tres tratamientos a que se ha
hecho mencidn en este trabajo.

Inicialmente, se utilizarfa la tédcnica del gradiente selectivos
para determinar el orden de magnitud de los coeficientes,
prateriormente se aplicarf{a la teécnica miltiple del gradiente vy
finalmente, una vez obtenidas las primeras cifras significativas en
cada uno de 1los coeficientes a ajustar, se aplicarfa la técnica del
gradiente con una interpolacidn parabdlica con los dltimos tres

valores de )Zz.

Esto nos lleva a una tecnica que es independiente del grado del

polinomio o de la funcion a ajustar y de la precisidn en los
coeficientes iniciales para los ciclos de iteracidn. La gue nos

permite un ajuste confiable de los rcoeficientes de una ecuacion a

partir de datos enperimentales.
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