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PROLOGO

Bl s o las tewneconss difereieialss Yy o
Gfemntios e L sludis de b conplieado aZum nata, quu 4t
da cemo resullado de ba inferaeeion eutre n ehpeedss, Freve
AR o Hisloria . Desde los mas wom modeles para coua
eopeeie, Uebdes a Ma/tws (1790) 9 Ventulsl (1820), eu” los gue
~eatre olyas essas - Se dupene geu Lo /O&é&w&}ﬂfb ld wislada
4 g Lodes los omienmbras de esla finem las mismmas ﬁméaéz&b/a—
s de n/bmduw‘ofo muerle, haste oles de aeliobidad s ss
la %e’/&roﬁma‘ d Tavls e la /mé/aa‘oic tormo del medio ¢4
x}naar/oamd&-
AU awiliois de b dindmiea de poblaciones
diserclas por madelos conlipuss haw dedicads dus esfeungos, 4o
S0 a’mwéra/a/: 4 bLolsges malenia fress 4 feceos . Ll
D'Gueona, Volterra, ﬂ?ﬁaL’Za : &e, /ealﬁwip/w, Mae CaZhur,
Smale psr  wolo meneionar a UNAES o haun heeho ~ ¢4 unes
Cavsh , olsde /bmfdé de wisla (Zt%&rmz/s - emporlanlis eontribieso-
s a eslos Temas, e /Oa/z&'w&» cando fas fp/alaa‘am 25~
lon, deseritas por modeles eonw

/\.’[ = }Pt:(XHXZw"? X”)X[; &"—'—J,Z,"‘) n
de los Guut les o’ Llosmadoes de fotha- Volterra
i n

X; -’=[b[ +J.Z=,Q‘J"XJ]X" (LV)

wn.s;‘zwﬂm Solo 4w tado fm&w/a/p.
Xaﬁ*a/» M/)ortamé dentro de la Besloat

8 la detorminaeion de las comdieconts Quu hacvn /omz;be la



Cotristumein enTre Las espeeies. Desde b punls de wista matemd -
Lo, Zo/ /mo%m m/ajc'w para poblaciones deserilas por (L v),
oeune o pare esle distema

1. Buriste wun a/faefa»j/oéal. 0
2. Buiste wn elelo omile, Lambin otraelor.

Nl biew, Toda Uty quut d amalisis de la
wlabilidad ofel W’&'ézéo basado en b milodo e &Jzuoéga—
ecen a/;/p?lx resuliades poeo AaZZ/acZ‘é/c'oa et gran eeulidad de
Cades, en A /)Mé&nlfe Z?af?b ae’ csludia —mﬁn'm&m nstanei -
la CoendsTevecn J,Mlaéa'aa del fepo 2, a&'&'gwdo L Aanmado MiFods
Direcly de Lyapunoy, a Frawds ol eual - con dolo of ecprocinient
ob wma ecerla furieioic ~ <S¢ poude decidir Tawdy csZabilidad
eono afaél&'daa/, M%Zﬂ'ﬁaa ael eomo 2 it ewscon be La ne-
50’0& de abaceion . Xas extewsions al Metods, heehas por do.Solle
wmp/emwfm e analisis

Aa  Boeyistuiesa dlel Z‘t/'éa 2 we edludia wdile-
paundo bo lamada Pruebs e Dulse 4 wun resullads de Moiseer.
/orma coms de erpone oL omateriad ¢sla
AL?WW?E:

B 8&706'&143 I, adewds def/aml?m 44/)70—
blowma quu rwolid ol presevte Z‘méay,/'o (Seeeioh T-4) e wstablece el
Zw«j ¢ minimo meecdario (Seaciones Tty I2). Bu lo Seetvoic
I'5,UZ utkla - a Trands de a,égu/m,zzxs Semplos - Ly cnadeewodo
geut fowde woullar el melods de /Z'ofzca&'aau‘olc pate aunalisés
ole &ﬁé&&d&éé lerminanegs <L (lulo T enm o veeeion I.5
donde se¢ eslicdia - o wda did Teorema de FPoincare’- Bendrxon —
lp evexcslomess del Z’c/'bo 1 “emtre des Lpeets pata e aawpm&ku-
ot .

En L (lulo T e daw las berramdentas
cou las Guue - eun 80704?&49 - e edlidin ba cowwislenely
ded Gpo 1. Je 8t rmancera , on ba Seeeson L2 se abunda so-
bre lo wslabrliclad eu ailslewcas conservalives 4 ge aoweluﬁe

7
(i)



eou L Jeorema de Esfabilidad de Aagrange para Eles , aol vomo ls-
facando las Zora/oo'edadu cometrieas dd Aanillondams que dacen
oscbhle la wmica forma de eslabilidad e ol5Temuas tonservalives:
a 7‘70403 a/e Aen?res., Kgﬂ o Seecion '3 - m&m&éa/u&c’a las /m/m'e_,
Adades del famdlloniano ~ se ¢sZablece amgg/aé de Funeron de
,Za/ounw, al’ como las Teoremas de cslabibidad que wmzi’ﬁym
base dl Metods Diveelo e /,ja/ounw. laswbien - a Prapds de |
g}/mfom- Je mutslran wilas a&/’&'&alﬁa’% gt 2 Zi'mm//)a/w«
W&Z‘d@/&dadz aocntolita etardo /Lay Z‘r celoreas /om las
geu la derivada de la fueioi de Ayspunov V(X), se amala . 5754
eaoes fueron esludiacles Joor i Salle quiien obliwo a?mwé resulla-
des al rspects Jesminamss esla Seeeson ovitalands o Svnpor -
laeia de las fumeiones e /73/0anw 2 em/ra?om&; Lan aa/p
ewltodes de 30’ eonstruceion . Bu la éZaaalc T4 e exponen algu-
mas oluwiones of. Métods Drrects de ,é;c’y)unmf debidas a fa Salle 4
ae me Guu las fmu‘aw de Xyﬁounw /OWW ser ulitiyadas pare ;
determinar regiones de eslobibidlad . Bn lps veeeiones L5, D6, ILF |
y '8 we exponen wnds adpeetes de las fuseionds de o
zw Aon, wmm//zooé et Zz% Z&’/Moﬁzé: Ju @onsfrz;,u'ofk s U /,;;7 %u-4a%
la tnostmeln de fuedonss o kg«a/oa/mz& qu 90 enen qun ncmnd
alslado, su rilation eon U conetplo ole norma o e¥..

@dﬁ%x’ T - Ceural ew este Lrabafy - Se
awuelue d problova de o tooistonein did Upo 4, ulilyands <L
Metodo Divec?y de ,é(ya/ounw. Se o Coga por hacer wma Auotoh
(Seewion IL2) Al wwo de bas frreionss de ,Zﬂ’i/afwww eu moddes
Al 7’&;{90 (LV). Bsla ewmpia por V- Volterra Puit'ern bas wda comd
/orc'm&m/i ntegrales (tonslantis dle mowirvends )y basta sz a
o dieada de U885 70 ew a detqunda mitlad de ¢slableece -
ron les ,Jna}balw mﬁalfm. dn Seeeco M3 se teponm
o /waﬁado& debides a B.S. Goh quu aoueluin /owacaémwzi
AL problevsa » B la geeeson 4, Hsu - é/ﬁ&;%a{ow Y eoremca
e 6&1 504&3 y las Trﬁnszfarmam‘onas de pm’ncarg’-» 70)445/1,% —-Ume/%
PO it O8O Gus deee Yt simetrien’- Cans W/efa/mwuzz A

()



/omb/ma de eweristenecs did Z’:}bo 1 eufre dos 05/04&'% . By lao
Qeeevones 106 4 -6 e M/MWI&% Zants éa 4):47‘070/(&14(,'012 ew&f}t'—
ta de lo frueecoic di &/’}a?omw Guu 4L b abwndavievente
eu L @afob'&’u,/a ., aal como glres «téaé — e Conterlos »o rneersa -
n'a/mwfe wal&;wad - /Qu,c Ae éz/.) lemeiones de /?afaxpwu Ae /W,
yet/ (lule T esld dediecdo o coludiar

lo epenisloea Gl Zfa 24 W;@m&"w/m pora des espeeies . B
lp seeeion T2 ge dewucsla = eow ayuda de la Pruebo de Dulac

de 1 reullado de Moiseer - Qe Mo sty eLelos lonmuTle

oo lsteas (L) ar d caso n=2. Bstt (luls Lovmina eu La
veeeon '3 en la quu & /a/wﬂ?&m LANGS fmb/mua/s de aeluale™
dad 4 qu a Puslro fuieio, sy csludii eonslilucna Lo eoulinua-
econ naliral dul /Ww(mfe Z‘Ifaéa/a.

Faustino Sancher (Gardurio.
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CAPITULOD ]

Zo 1. Introduseion.

b o5 intundss oo diseibin fa e@m/alctada -
Mamnta qut o da. bowts woullodo Gt b cntoraeticn oute O earm-
Us @m‘a, 5 di wobm aveonobdo oL M/bol/m/t /w?mé da
/27440 - deodt wc omtrodueeion exn 18026 = L aistoma edbieo e
Zf)z‘éa— %//Ma, M Ava LnTeraeelon de 2‘720 70)’464— a’?/rzafaa/or

X=(a-69)x ,
{azg-d/-{-CX)g (LV a)

0 é‘M, i W{:O(’{, Wd,é ;M&pdg
io=[bc+ ,,49"\1/')&' 3 (e=4250) (1Y)

gute dwebe la iuferaeeion entre v espees 4 donde Xy r?bm!wzfx
L Tamaiio poblacianal* de la (- ésima Lipese » Brn lo duetsivo, a
L8l altimo "sistima b Fmominamsnss oislona e Lotba- Usltessa,
para. dfrrmtcanls dof quu Aemes dado e Llamar distemia elssc-
to de Yorho- Voltesse Lv-2).

df’aé Listemas de Lotta- Lhlterma (LV-¢) 4 (Lv)
ham Oido pwtowoamenit tolidvades o0 grom eonlidad de autores.
Jeode eslicdiss de #; opeimontel como los devanrollades poe
G. F. Bsuse ((i2]) el 1935, A?a/ nfmecon e la dbmostracion
az/ww’mm%d We las oseslaecones fm'odo’ga,a om /mé(aa;mw anima -
/(/.>, baole o7vas & Caraetler yds g‘mmé eomo o de Gosly Maitra

(1) £, fomaio poblacional s¢ entionde ma‘/fw'er medrda asociads 3 13 p0$/8¢"07‘ due puede
Ser desde nimero de (ndividuos por unidad de 8vea o volumen, hbste /a 6loma!; con-
tenids en el sistema. En el #rs 50 le asoeiaremos une funcion do'ﬁrma‘ab/e ded

7ie mpo:



I

y Mentrot] ( Q1) ew 197, em & guu hoam cma awisisic evhaudlive. de
Vonces wodelss no limalis ~ ineliids o aiofonca (LV)- guu Grssniben la
infesaetion enire poblaciones. et wémgo y Com Lodo g b topisso de
la literalivra af néﬁ(clé, hyddz Manied fwb/am e alacion
al  aistana (LV), gt dpporam wopudla.. Chwo de” elles ausd aboxdado
e 79//,6&”7@ fmé?'o { Véase seaeion I'4).
2r otn lado, (/'mfyma’dmfmmlé { gue o) de la

bondad de los memeconadss modelss /lw/b% & lo adsewado gue
apulte au dwerspecsis e Awho o A ntroduetion Aa owotiva-
do (4 lo tonhrsan Aaccends) multfitud de csludios de eardelen
“urga‘cfa/mawfe matamialies’’ euwga  rebwaneia dentro de lo get
aetualmente a b Lawa Eco/eiZko;&'cay @ Wa/m ramean
poude ealefieame de despreeiable. Mas ain dia, ot ateonote
en eola mbiosis Eca/oic’a— Motematicas en foux ‘vl o 5/0/0;59—
Mstemaheas en general, 02.4;: d mw&;m‘fmﬁ TNy promido-
réa eu la . Prabafo eonjunts enbe maranatiess (0965 fauce -
de Waﬁawa/fada:ézw, /»{m ot lads, mn%m?&x /wz:tal]::j
mafma'ﬁ‘éa,y poe o, c}awz?&c el entos de ot »manera Mo
f?yaﬁﬁ—é«& ohtiewsre oo il 1lisls ¢ cstrietameontt buslvaieo’’

Lhore bin, loo rnodelos (LV-¢) 4 (LV) mo sou mds
QL easwr ;buféwla,a/s Ao o wntana aufonomo vo dneal dd -

700
X(t) = i) (Z1.1)

donde X €0 wumn rzuefar ‘e /zny fow,a,w acz/mpo Wrw[ a’e[{)"m R
o es1d o dwmas <rtoalan afwc' quL a AibToas il ﬁ/'oo/l‘-i.j),
tonduse o 8lidio de (m/wdad oo problewas ew diutnsas anias.
ol lo mismo aperw’ o tinéfiea gulmita doexibionds eion-
Tao maeeionss, Gue e mecsmea dpenibionds eomplieadss siste-
Mas 8 e awloiai ententando Quworibir la dimdmita /oaé&m'tmol
e eeaoibtima eu o Py @aben fm"“ por deweas raeda-
dao de cnttrasecon.

45‘154/02‘;, o 2adds M/oé/s en las Gut ¢4 fw‘é/e obte~



I.3

Ner wua M’Or&d:’p& analifiea b aolueiou a wn problowa de Gou-
(fy asotvado al aistoua (I1.4), m;mm& 282 20 & peaitle Cebsdo
a'la no dineobidad de £y Svemdo meewania, emwuamffmmé s lo n-
Trodueeion de ofnas Feenseas para abordae A problowa . B 8% -
reeion - 4 no earseuiamtente z}na’efwa&'méc* Qon. dos Lao Gramdes
M/&a U Aan Franollado. For wum lado, ¢ (owalisis Nimmenies
Corc eu?ad ametodes £6 /om'b/e obfeer aprovimacsones a ta dolueiow
Ve amt’ problowta ton tondieconss inievals pura i 2istomna (T4.4)
por lado, la ael lloade Teoris Cuslitorive de Loustiones Jiferom -
Cisles, tuyas Plenieas pramiton dar lao Caraetenss Peas geométrseas
de lay wolutioncs ain gui Blas oL eonogean Lxpltifamwinle 5 admnds
de gt pora. erenles ﬁmpaﬁo'/m //awda o Aer L8lrigtamtente neetsarls
QUL Eonoeswnenls. ~
Dnddo qeu L &ge;?ue bualitalivo aura’ em ¢l

Neo habrovnes A basas pata ulleriors amalioch o oon ofyels de pree-
san o Qut o o Quecoivo wtliganemss s Qtd g a ey~
/zwmy o fosmva aueinla , Bedvtanemes cuias Lntas 2

7 Le de la Teoris Cualyfative Neerpanies para L5764
%, advwnas de arvirnes para 4 /o/szmu'&nzé (I’d?omé/m
Qu molivo” el presentt /méz%a.

I 2. Primeros ew;c’e/ofos.

Dentro de la Teords Cuslitativa, fﬂﬁzé eenrral a &
aﬁdb%e al analisis de la tstabilidad ® A &fdo’d‘érz’oa de wn aistoma
como o (T1.1), ol como a los eritenios geut ditesmoan la Nalitralsa
772 a?ue'é. Breecsomos: Gl auslisis de b cstrnbilivlad epuitlibrio
foute Carvo 0 U diguvenle /O/v/?/mm: EHud! 5 A Wﬁm/mm_
fo dil 2istoma (i"./.j);om frompes T>te, 00 e t=To eslain < tereanaes?

(2) Duranle todo e/ 1rabgjo, @ menos due exf/fcl'/ammié se dao'qa ofra cosa, eugndo se hable
de estabilidad se entendera’en oL sentido de kyapunov (véase nots de prede ,oa:;/‘m namero 6,
dc c.s/é Cgoi/‘u/o).

(3) Por 30/ucidn o estodo de L?a/'//‘bn‘o de/ sistems(I4.1) se entionde eualawier selucioy
eonstante del mismo, es decivy Xy ¢5 30/ucidn de equilibrio de (I-4.1) 57 ¥ solo si £(2,)=0.
(4)Observese gue en f pra;uﬂ/a no se hace distineion entre perfurbaciones '}randf/s M,

P‘?“C Aas,




L4

al %‘&'&réo? 0 Concd e Ceasionss - abusando Al &a?zayc— Yawmbien
wuels decire s 2 Budl 4 L comportamiionity de lar dolueionss dl aiste-
e (T1.4) aute /ulfuéaa‘am' del %'&'érb'o 2.

Bn i aso e g los peatinboesors acm“/;o;ae-
Aas”, L amalesis dd touilibrio ¢otld bagade em el métods de lineslsea-
econ Qui, cieko eu pacas palabras, cawsisle ew aubshtuir - en wa
weetndad “A@;/oa'owfemm?é plaucia’ dd Couclibrio - el sisToma(I1.4)
geu ¢ o leneal Ppoa o geu o o wa, uhile awrdo/omd/a wnc
deoarrollo e aerie de Jaylor al rededor dd »mu/; e o W'&lé/&b
fiaota i Fermino bmeal, de ol o nombre dil wmétodo. L2, ol
Listona, (I01.1) loealments Ma& poewsarse Conts e aistenia bmeal

X=dx (ra.1)*

dovide J. ¢ la m/f@ de oJacobi Y lad dervvadas /bcwu,a&/s eslom ewa-
liiadas eu d ;owwé de efw'&’br[o. B deeity o ﬁ'me Yy A?m'mfe

aopeels
F o fi... ot
s )y 2Xn (1.2.2)

% aﬁ’ oo-.9_-£’-' A
We 2xn] Xo

L=

& csla maners, Se dpern, quu b eom ot famid ouily
eualitalive di las fmge&&n}w en, A tipacss cj/)e 5 ol rededor del Lobrio
ded astenca (D04.8) gra b mismo quu las aistenea (1:2.1) af rededor
cl(,l wz?m, awu,fae - Conto L4 Aabb'da- t2l cpsa o neevaamente o5

(5) Una solucron @lt) del sistema (Tid.4) defermine una coleeeson Xy=ilt)s v+ Xn=¢lt] de n
funciones dependienles del parsmefro ty por lo pue en R™* para t3,te [a coleaerion de pun-
Fos (2, XiyXayeeey Xn) definen /o gue en fo sucestvo [lamaremos eurva /'m‘cjra/ del srstema
(Z1.1). Por otro lado, f3s n funciones anterivres definen en R" uns aurve represents
el conjunto de posiciones o esfados per los 9ue v posendo e/ sistema desarito por
T1.4). £n o st sigue 8 esto aurvs /a llamaremos Frayectoris /'m‘cjra/ o simplemen-
fe tragectorna de/s:‘.sfema (Z:1.4) 4 &l espacio R™ o denominaremos espacio fase,
fermino esle - o/ /;ua/ gue d cpncc/ofo de estodo o solucion de e?cu’lc‘ério ~ de
origen fLisico.

(¥) No ests” por dema’s sershsr gue 3 "Se esta” abusando de /3 nofact'dc,/oue's en realidad

/a x gus agut” apavece, mide /o a/cjacr’o gue 3¢ ests’ del t;m‘&‘én’o,es decivy X-Xo. Lo hicimos asy’
878 no introducir ma3 varidbles.




L5

s ecla o 4& easo adL eemtros. don embd»jo .,/ad%')ra/aoba/a@ de -
fabilidad ® o wnestabolidad < <t /0766&%‘(2/%-

Rupeets a lo caeastreipacioi dil tstado de egeitic-
é)’IJO, wen end feeio f)ddé'a'ﬂuaéw&wéz ad&(jado el la Teords Cualrtative,
fouwa como ebmento las mies ol /mé'owm Cavaeletislico de ta
sz/ﬂé . dd bistema binead asoeiado a (I+4.4)

P(2)= dit{d.-2I)= 0 (12.3)

v aﬁfamdcwdd como Sean tslas Se demucslianm Feoremwas — ebeniles
e abundanie itevalira - endieac ol eom/oorfcmuenzf: Jocal de
y trayeelorias de (I'1.1) en sa acecindad 2ol W'd’éw’o. et
im0 i fals mwaltades expresa : ¢ Sy fodas lag aaices did w0linomio
earaeteelslico (T2.3) Hesen ;OM il %(yazf)va/ entonecs origom
¢ cn /wafo ae lbrio aaonfoticamente c6table™?,

Seain esle rwultado 4 dada Za,A a/;mzmw'o;t
&}VW@Z ad /54:6721/1/&&(1'1'1)) WJ ?/W jw'&élé'ﬂ Xo ¢4 441/'"«/0’ -
Camente cslable 7 ajrdja/uWM: “€ localmentle”s

Vs
lus dle

olviendo o lo de bo eascsteispeivin ot las pun-
W'&ér&b, Qiialomss L valeevidsse e elidivamente de
los w[oms[fm Cosy ¢8 dheiny dl Mélodo de dincaligaeioits Se puuds c-
rostren [ s Hot 'om/om/[e‘ﬂ)y/[BJ)ﬁﬁm asa o planeo
o s u posa. d planc
cfaﬂfymlﬁ% e tguclibrio o /mcc;/m e dle era de las Suguion-
fes "Upos : a) Nodas,en eualguicra de sus varianles , b) oenfros 4 &) Hentes il

a 7

s :sdauz/?;ubr otrs selucidn de (I1.4) pors /o Fue //W“‘) - %o /< &, enfonces N pt)-%a /< &
are 70d8 Yio. ‘
//%a ra fodo fin /;ya'c/rco,csr‘a definiciok, Asbrd ds lecrse de {2 8i36ienTe manera: e/ eauilibrio

Yo es estable,si Foda solucio Plt) de(I-1.4) gue permancacs eercana” a Ko para fodo frempe tit,
implica yue inreialmende lo estaba

Si ademss de' ser ¥,

9t - o

toble. £/

(6)La soluciin de &?m'/t'ért'o Ko def sistems (14.1) es estable se dadd €50, exishe 850 #3/ sue
4

cstable sucede sue 8/ aumentar f s ola” de Foda cots, 1a clofcrencla

Fende 8] vector cero, entonces se dce gue Ky ¢5 un equalibrio 3sinfohcamente es-
wilibrio 8o ¢s inestable si no s cotoble.

(3) En ¢/ caso n=2 fal cosa sucede cugndo /3 1923 de ls matriz Ju ¢s myaz‘;‘va,lpa,es

ahi" el /)o//'n omio caracterishieo ¢s

Pla)=~Frdid+dd o =0
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Ju zu/oecé ;mue‘/n‘a e como @ lustra em las Frgernab 1,2,3,9,5 4 6.
En o caso 3) dpoudicuds de & la port 2l e los

9

Y

Fig.4. Reales de l?W/Sl’no Fia.2. Leales /;Ua/a Fig.3.

ST N
A A

Fia. 4. Larces complejos 1 Fi9.5 Imaginories puros.£]  Fiy. 6, Reales distinTos deaignos
7 (M%lctsﬁ';:'tfn,f:jo’e :(::.,”’ J senti ‘;’ de 3iro dffmlc de la J condrarios I

H Yy

#rle Imdqinarid.
mu /i tades valores fyrapm osppm‘ﬁ?aa, 0 neqatval, Se femdva’ qeu oL
Lbrio Xo eo inestable o auimtobeamente wshable, m/vaﬁvmm?é . By los
easas b) 4 ¢) o eomportammento o5 ecialitalivamonie dfwm@.

é'f lo relalwo a las ﬁayc&’(v/m ol Séstema (I1.1)
e d thpacir fure, solo tdtay eom/o/efmmé elamfitadas pria ol taso
n=2, ocends emtouas eveluwsivamente de eualsucere de los Sisuion-
Zs s 79‘/00:: () Fumles de Lsunlibrio, d)b"@é{%/ﬂ/&% Sumples eerradas
(ineluitlos los tieles lfpmi%e) .y i) Traycetorvas Simples 70 Lerradas.

Lo dieho e doo (iffimos W/u, o5 tlelivamends
Mtc'u&//c'eaﬁwdeg,uzm wamléaj/v(a»wa a%me,fa Weta th-
' mup/cfmmfé Mz‘adc'ad/ct y Aa,oy Feoremiat /.ﬁa&}%mfﬁm&mfé ;iwde-
rosos eomo L de Foincard- Bendixon (veanse refevenciss (81, [24]4 31] )
guu da. suenla oid mw/bmm'mz swalitolin de las Traqeetorias

e o espacio fare - Bste, in ewbargo, no ¢ d easo para dimensip -

& For supuests, se entiende gire {o rnestabilidad sec da eon splo existcr 2/ menos un volor

Propv con parfe rca/posfhva.
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NG MMaYores futs; pon yemply pasn =3, aun hay problesas quu aetual-
ety de eonsideran aézxzh, o de clles b cmn‘z/(;g a W/‘ .
de las atraetores ew R? (vesse (Ga])).

I:3. £l metodo o lineslizaeion: Andlisis focal.

o fodo ¢ lay ventojos metodolosisas e povee ol
metods de é’ma@mk 4, 4({4 MM?Z{‘“ mwmmi alertar a/é) betor
e al mewses L %mwm 7res euestiones:

() Bristou a!cfo‘ca//aaié ae orden fm'a/rw pare. obteen los valores
propeos dr la malre dld sistonia Lnead (12.1).

u) Jmfvo:aib/'ltdad & atrwbwr o loo palores propuos e o'u?‘a/:re/a-
eote e A eontnlo dil pmé/&ma, o eLotion.

(i) Bl ocnilisis o8 dy eanaster cstriefamente lecal g poe Famls Se
/)nswlcw. itn T aé;}/c'w/r‘adu o e bate a ., se /wa/mdm M-
///u'r /cm/vz'edaaéd e bas Soluesones dil sistoma (T1.1), g /oMZ?-
e loa, pop/ealadu de ctobibiclad avimbotiea eu regioncs de
t 'maé(ar Fasmaito

Suponiendo g L anlo L) de tra ASuperas
quuL ‘/'MW /am a’etz;/m/'s Haecr mc/jec,oﬁb&é az/aj;wre/w'oh "g“"
na

a b valers propios, Gk fodas mamesas Tendriamos anke 3 un
fmb/ma ~ a daber ellidi)~ de ninguma maviera Trewial, adonds @
uma. Lap ortantia demto de da Téoris Cuslifstivs de Ecusciones Jiferemcisles.

Zta /m:m b defeewtlodss aludidas en oL /mmz‘o (did), a eontinuaeion
yira /:'néwé i Coleetion de emples &/uda/ow B.8. Gok /ZI_SJJ )
qui eudlemtian na /omb/ma' ca qui e buera medida jm'ata'f;uao-
fras wltercores disecisionss.

,@Ww&w& fuzd lop ciguienlis Sisfomas de a&fﬁa—

Volterra quik deseriben a%a’/n 74770 de interaceion entre /wb/zzawnw

X.f = (-11’7“/\’1 +X2) X1 (I'3.1)
Xo = (5.6-06x-0.5X%2) X2
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0 pumlo e & brio cl&/l'é/ea o P =/-f, 10). cﬁo /uaéwa yoplos de
Z]mf/né A eiuw?‘mm /&naaé al rededor de asé/aaué dow );,5-2#3’
y Az =-2-V3, ambss m7aim, por bo Que, atgin el neoullads
eveiado en la deseion M?‘cn'ar, conelucriwmes estabelidlad ado-
fotea local d )m(/né A. Din Wéa70, o e Condidera comd
condiecois inceial L punte P =(3,11), mediamle cnon simata-
elon mum tatta , pusde  rastrande (o baer Gok (i) g lo Qoli-
ey de (I3.4) para o econdiecon enieial, fende & (e0y0) ccam-
do t hewde a o (111). De manera Wg@,m o Sistenia

):(4:(-2'*)/11“)(2))(4 (1;5'2)
X2 = (5-3X1-2X2) Xe

L punlo de W&'éﬂ'o Pe=(1,1) ¢ aviuntitreasments estabie, fouss
lor" walores propios Al sistema bmedd aarrw/oowd&'&wié Ar=-1+005
Y gzr-‘l:‘__@,ﬁ'meuﬁmzimé’ alisa -+ Poro la dolu- 2
econ a(I32f° eon eondieisic oniecll (1.6,1), rende af pents
(wy0) (111). Yenabmentt, para ol sisleuca

{)’m(z— 0-8X,- 07Xz~ 0-5 ks X4

e =(21-0.2X-0.9% - X3 ) X (13.3)
X, = (15~ X1~ 0.3X2~0.2X3)Xs

W) Jwﬂfo de &fm‘lc'én'o hetible Pe =(1, 1,1) 28 aoinfoteasmenle o5-
foble ya 7’“‘ las M (Z] /J)'U/?/Ja: at la ma/rg' o ewm}ooualt‘m@,
son dpwxiymadamente Adi=-2.86, Az=-0.00985+0.28¢ 4
A3=-0.00985-00.288, qu epidefeomandle Fmon part xial ne-
otvra . Poro airamdo a 'foma o punty (0.5, 4,2) aﬂﬁ tondi ey on
cwitial, csle hende a (0,0,7.5) Al awmentar t yuds alle’ de fo-

da eda (1)

i de Jas varables Xi eomo famaholaobléciona/,_yaf’ /3 re-
ga‘o'n L2 =5 xelxi>0f ~gue en lo sucesivo [lamoremos region de intercs prologi-
co- /s IMpm*/an?Le . ﬁs,', aun /oanfo de @m’la’brw(xnxuu-;Xn) del sistema
(LV) eon¥30, (=1,2,...,n fe [lamaremos e?w.‘éc'bréo ]facy‘"b/e-

(8) Dads /s interpreta
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lesmiiviancss €a dceecon atiialawdo geee eecando
ae whlite b miltods de Lnealination Fia de Tencese ewedado ew o
m/m Metawicamenle ot j/déd/oma 210 lineal /wgm'a/aaéd geee
a0 evtraen oAl acwalisis daeal

I-4. Planteamienlo o/ /waé/ema.

Mo by cwidonein o ab ymenes los amtbeciores
wuples, de fromew gufetientss mgomnds Comid Para peniar L auals.
Z(/'.S /licaé ( metrdo de Z{Amﬂjw’?&)ﬁddt :ida/fafi mafmc/o o
M/ca‘mfé pta modelor dcetdo uden /»wafm/a/we ev la
Mabidad teo i?céga/, e //b@(ﬁea/d& odelan Coeristeneia® entre chpa -
eies, por o qect aoulla meeviania b iufroduetion de una Feorda
qu freuta 4L /bmé/m,m%m, aludida onterioemente.
Leora boe, en &L Wa%?mﬁwéw de dos cs-

/Jm% o Coevistunein Solo o 70054;6/: ew la wedicla Y2z A eam/@u%a-
mienlo de las Pageetorias en of aS/Uda'o/zAc dta de Wa/f?cam ael
clustrado o las ;me 7, 849 Je tstas se m/n‘acc Geu ﬁ(/m?ﬂe-

Mo m/d;w'w QeuUrt edeneialmenle ol

1. Eriste e Wfo de cfa/&'brdo ascntitieemente L6tsbte
4 Gun para e Condiecon cnieial b doliesoi;
Heuda a ol Z:W. oy

2. Brist wnt wialy Liniile, taol quu las Prayeetorias se "
P como e la fugura 8. 7&«467;(:4 WZmé a szi
be ereles dwule auidades coww se olusta e«éz/ym
9 se aaegura Loty istenein .

Bu torno aba evisteneia de am /aa/nfo de éfw'&'-
brip W?ﬁ’r‘lda/m &M/(f’ Llable /a[u&m&nfe - 7,446 Y7 lo ettnivo é/a/wmfe—
es atraclor ;/oéd"" para Sistunas somo ol (L), awa” 4 de mo-

(8) For coexistencia enfre especies eatemos enfendiendo e/ fenomeno eeo/oi/'fo en d gue ¢3tas
inferaceionan 5in gue alguna de ellas se extinga.

(10) Un punts ¢s otractor global si: i) £s gsinfoticamente estable focalmente / i) Ante perturba-
ciones aybitrarias del eauilibrio, las frayectorsss frenden asinfohcamente s €.
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menls centron euess oL aualiss , fufu;wafa pa/m A &g/a/’/u/oﬂ 4/}0&'54'4’-
dad di niodelon eotnisteweia emre apeees a Tnuds e telos Limite,

T % Y4

Y
Ll

P
L

Fig.3. Atractor ;/aba/. X Fiy. 8. Ciclo limite atractor. Fig.9. Crelos limik am’daJo’;.

Vv

/aa’;aw, w o céle /oroé/ma,,a/éxmm 4 o
cw‘augaz{o e by 4(74«,&“ deys direeecones gt 2o neersaeiamenle Sou

e &7&14&5/5 :

1. Doe cordeecones &?’a los cwals Foiendo estabilidlad aden 1y’
hea loead, 4 /wja wtabilidad ante petinbacionss axbira-
rias did tguilibri, 0 Como Aduele @eelwe eu &L/uya sra-
Fewidtrea + ESTABILIORD GLOBAL.

2. Jaw meétodos para Aditfesmiinae da eiemoion de ba agoik

de atraeecontl.

bn l /bruamfe wposition  csentialmente 1os ton-
Tren enid /.wae A ;mm% LU0 s Comsrelamente al‘[&guw
d Uawmade Sejz/m{a Mctodo Tirech de Lyspunov, para abordar <L Ligecion-
7 /;mb/ma Fenedo por a‘m/aw/a/nié, Yok en la Feovia tomo ey la
fm'c/?'ta y ﬁo; olta, /Gua;aémmfe Apuello

& BHIO QUE CONDICIONES, ESTABILIDAD ASINTO-
TICA LOCAL PARR SISTEMAS DE LOTKA-VOLTE-

RRA % - {a ) ;’Q‘J‘%‘ ) . (P.1)

IMPLICA ESTRBILIDAD ASINTOTICA GLOBAL 2 |

L=
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Fiva deesden estabiliclad j(oéal, en f?md'cadw
para. aistuuas de dytha- Volfera, o bos dlfimos asias a ba " wliligado
reeeulem ende of mewtsonado metodo b freme la fum/% e et o 7e-
Qi ere dil. eonoesmienls de las dolusiones al SisFemva oo eeccaciones
diferesals en cwolion, peao & dil  conotvmvents de wmna eiedda /w—
eon - lawada e {;a/umw- al euyas danaclordstyeas 4 ai/maél&-
deb pora o eonstruetion, qul como di aus w%e?onfaubm Mo 28Trivla-
meite (;wZo;am, hablonweos em L Traweusso il frabats.

Aonls de Coveluir ¢8l areecoin atitalanss
L la auwtion dy estabilidad Zoéoxffm Sistemmas oo el (LV) ha
wdo Tadiciovalimenle M@é/ac/a - Mo ¢ Gue gow/az/a- e gram
tanlidad di ditevelira, Je " tsla wuerle on ranie’ Joxles di Fcoloia Tedrics
y de Ecuaciones Difevenciales, como po 7(444/&/0 lei de Maymasd Symith
(64 B31) 4 o de Moadin Brawn ((37), respeelivamente ain haar

lecta, /bwé/ew'/?m bavades tu wm  audliscs jw/m'/n‘eo, érryv/c'—
e famente emedym estobilidad ;loéal para dos thpeeits on compelon-
e, O Jui risk o punts @ (Gudlbris Jrefible que cs aniut
heavnente cstable bpeabmente, puro no lo dewwolras rigarséamiente ,
de akd & mpm/mm quc fime wnle a ba /orgwwﬁ o
Wl&afa, e Fesmines de daa mwzfo a wa " Hlaniea de
aualisis pm/aéa/mw% whlizace.. Todaula mds, disla comclusion
s ecerla para fal caso pml’c'w/au, poo e cves Fipes dle i terad iy
uls no Meewrriawenle oeurre, pucs Al ewerdewse Lans Germplas de la
Aeeecon I3,

:@Aom, ew 07RS refemtieiah /[84]) /Y Qi A e -
frmfw la prblavitea de (AM&&M? éaf, L aualisis ¢ %eom/b/e-
b e des giuhides: Bimono, avalizan Z'fa/auic‘w/m de cutferaecio,
a Adabew: de ﬁ}oo presa- a’/fﬂdaa’w cos catimvenls Lim fado 4 Aziwowfe,
lo Femvea whlizada para deadin estobididad 7&95@( 00 Salo apliea-
ble para 9/ /clzww g ppoe Frnto cuvalidlada s aualiois o lanes
ewaido antevnedidn o5 euhe rymds e dos Lpecis. Sein m(bd/f?ﬂ,

(11) Por reqron de afvsccion se entrende o conjunie de eondierones rnicidles [;}.54‘/3:-&&5/; fas S0~
luciones gue parfan de ahe Ficnden al atractor Jocal. Jesde o punts de w'.sfafraé co, i 9¢ fiene ung
Naio'n de aﬁgcu‘oh "suf’t'c/'cnhmcnfe exfensa ”,axcde Consrderorse e e fene esrabr/idad 5/" bal.
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o touniison gui eou /m(o?xuw bLmetfaejones, b cdias Seu 4t a-
rny‘zm e ol 4%«1,«»«,«, gu/twwxwfc awoﬁ'/afm i primes avamee
wi b dirececon de dar Wﬁ a t /rgwfa (P1), ¢ g @ eoutinua-
cio au diseule fal  easo fwdx,a/ad,

L5 Primer intents e res/baesfa: UN caso /oa//c'w/&r.
@WW A sistana

X =(6-QeX~ e 9) X (£5.1)
4 =("62+021X-02z 9)?

G/aow(c conw X e asfa' Yeprevetando o fanaiio de La Lee /om,
o d < Ffaaiio de dn especce depreidadora 9 Zodas Z Covotandes
g aporseon dou pasihivas, B aistuna (159) Feme cuats patss
de W’&,’ér{,’o : b= (0, 0), L =(0; "bz/aaz), A '—'/‘b'/ari ’ 0) g e :(X, 7)’29
de los suales solpente d eanlo Fewe cnfends ew Tesminos de fa
eoenistoneia ew/aéc‘ea. Coceretamente, e Spoudra qu ftmlﬁ 2
At cenepaa e bo 4,(7[0?4 de cinterds 6&20/0;;4'60, es cleece Xg G >0.
dﬁ'nealo'gamca’a A ssstua (1:5.1) al rededdor did

L P de gbtiene qu ba maﬁzé e aagp'a'wis dd sestenia limeal

@on(,é/()aua&'wfé 25

JZ = ("dvv}(- "012;)
OuY  =0e2Y

ago % A == (QuX + QeeT) 25 m;a%i/a,, po b quu las aaies
dd e Hontin Corasteslice aooeads feren /muzzm mfa,zi‘ou/y
por feudo at meé,?e;wv Pe eo i apraslon Loeal’’

Dacr 0@233 b peveer pe v [osaeion )%/vufo
a la %aﬁlm&g& il /OWZO Fe ew Lvon. JZ:j‘ 99)/X,7>0_}, Z)
neaeio Aast e ‘audlisis mds ex MMWOQMZO
(12) £/ punty Pe=(X,5) es la interscceron de /aiam reclas }1-' b~ Qu X~ a""‘OA‘;7;":Z;‘;5:;X-O;E
(13) For atroclor focal se entiende un F‘mﬁ: gt 3 asinfoticomenle estoble localments.
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el aﬂ&gw L gigenente awoultedo eus Aesvuds Fraeion /occcc(f
emw;(//a,wc e bao /L?/uwvcm VINED] 9 B e a 77460% aé/dxaé
il Trobags.

My[eorema de_Foincare’- Bendixon. bea R cna ion eexrado 4 aco-
foda consisfente de /,Wm o Alwawlares Ao ww alstena de 2x2
fal g a?m ""’é"”"‘%""‘ A il aistenca, 878 am/b/e/amw&
confornde’ e Ro Butoness, o biew ¢ edla mismma a Payees -
rea eerrada, 0 fewde a wua f/aéfeefnrc'a eerada o Teempuna en

@ //tumZ'o e W’/ijréo.

L, peea rtetslros /mﬂn&,lﬁd wt ealidad de /7)0& ae-
127 aeotada Tomese b reetiugulo R o welies aou /M/amﬁxs
(050), /Z,x‘), (0,9%) g (X494 cou X*> Bac "y I*> CYan  eomo ot clustia
e Za/(ﬁra/m 10

‘4T y
y a—
by
N 34,_
§

Xe b, X6 X
P A e e i B ndiaons
de (Xe,Ye ).
a o wua eetoria dil sistea (I5.3) fud pasa
i ﬁ‘uuf?o to, U )ouwZe? (Xlke), Ylto)) = (Xo, 90) fyu/mcaa a Z.z/w;lam ae R: R
Siecwds t8la la Octuacion, Se Ffanew dm/oasc'ba‘laa’adzé: 0 Lient wana
Xo o % ¢ ero, ew oewmdcw@mxxm/o}yag,f&zm
avudas X, g S dou difeanils dp eer0. B covveenentin, es el alfinma
Atuaessl, la m/bu/wié e Foamines di eovpistonein . Fon oto lods,
mediand, an auiliss did canpo wuselorial W por (1:5:2), a¢ w<ddom-
mw&da /myain&z, Qo e To 78 e las blades Vo0 S Al

uda
Z a/o ba/
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atelrigeds R da ath eu e, pot lo - degem L Teorema de
pol'na:Z'- Band/xﬁo:r(;(f 4 d/«%m /cofja, ﬁa;a:ﬁ/@%m o fhemde a
aa Trayeetoria eerrada o biaw Tesmtina e /o,a/u% de tgeclibree,
DOlora, lo eristonein /raje&/arm eerradas pare A aistea (1:5.4)
ol ewelwdd”, lo G wde demostranse opediamle & %mwé
Yapomamnmenlo, dea g"’\:gt-*//?z wa /mm/wumfc ol quu ac

(U m)eR® e fones

Hluyu)= (é’i‘ 4Y)=(x9) (ZT:5.2)

s, b 47&0& de intecs biologieo (2 ( L primick ecatranle en L pla-
mo X-9) ¢s la Jm;ﬂzm ba/oé de %odo d/y&mo 4=t g wo eweola
Trobajy sonvemcase e ﬁmafom A True evadran Cs C{./,(/oél-
no U-V eu L euadbado s tatio ggd/a&wa X4 4 2al Lieewiva -
el 4{7«:% o ¢lusFrau éA/Lf{&m 11 4 12.

U'/":g; T YT e L ee g A
// ', . R -:.' .‘ :: N "'1/, .I. ) e L .
D 4 RO ARt at e Ll
s/ 4 AL - ~ * Yy ; b A " ‘. 3 -
Co /7 //// Z RN RS i IO S
f o AR . . ve s N - .: L - [ )
l'// ////7// “/’ N K : ~ v.k o :~ - /‘,Q' N »‘. e ™ v, .
- RN - <,; 1y -— . /e LA
/ //// ,// A N T WA/ BT (d
// ’ ’// ’ . AR O AN ”/’////,‘ ‘ \- * i 4' ~ ‘.‘ ‘
-/ /4 . ., N ~ o . ’ 4'" .. * - .
L S L T T AR LN
’ sy, //// e P RN - <. /////1 v KA
’ /. S, s 7, P LTS N SN . . las "l/ LY - ’ . ~ ‘e
RPN NN oy ) e st
P > S ol el
e = u, '/,'/," MO
ST . Y A A -
e e e o
N - 4! -
- - g{.!)' B g/ )
e e | o S
3 - 4 , , 75(
FL;. 11 R . : . Il'a. iz

B Ll ecordevadas d-v L Sstwna (T5.1) toyua b

{d‘ = b, "dué)u—- 2 é]” = p‘(ﬂ: 'V‘) (I'5-3)Is
4/=~62+d21€“~azz&‘3”= (Q*/d’v)

(14) Esta justtfocacton no ls hacen e B4, /3 rdea fue fomada de (]
(15) St Hamomos Plxy) y Glx,y) 3 98 parkes devechas del sisfema(L.5.5), ra/)“f"”m”’tﬁ, & ela-

7B P unn)= P(Siure)) = Plny) g BF(urv)= B(F ()= GlnY)
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gobre quL “ M Mf/@ af&m L Llaweado Criterio /cha/n/odc

Bendixon @ eoulluuation Ao tmudela, remstieudo al leclon Q
7%, ncymwém (47 4 [MJ,M du denioslva eion

Jeorema 2/ Crite rio /)_/_e(/gafiva de Beie’/'xm)- o ﬁaj /m&qe&érdz Cesrada
@l Aaq /Mf&'of@ Az)m//mmé eonexa'ad /o/a/vw /zwe ew la

ewal
QEA\",") + ﬁé&,ﬁ)
X 24

e b ﬂ?x}wﬁ.

Aoy atgin L peneiouado eriteaio, ew pinguna
rayo'o&, ,aw/o/amm& caerd copfanda eu LZW U-v enisle 7‘mye¢&~
ria Ceprads a,%mw,, ;bm la dcwgowm Camvpo westorial %W‘alo
por (1:5.3)

Q.P‘/d, W‘)—f 2&’[6/,1}) = —(dué’“+ (12 é)v)
u v

28 717%‘«% pasa bodo (uyv) ew clioko plaro. foa Yoo, 10 exisle Fra-

celovia aerrada para &L Aistema (TS, 3)y . Areko Ae gece la frmw/w-
racion (I52) nuavds Hayecloraas cerradas ew frayea‘arc'a/s ¢ervadas’®
wwa&wmoé ?,(u (1'5-1) fM)baw eoce r‘myea‘orm awmdazs U 12, W
outonces = por ol Teorpma de Foincore- Bendixon— foda /mya/w(,'a,;oa evhe
2l /ur‘afaga/oe@fotlm lodes Vs " Ve, Ffesmina eu o punts R, couslun-

cndose - amsaaam/owszc— WL’/JM ;[obal PW A e ba 41750;4
de cnterds 64'0/{%;’40 A2,

(16) For reqion simple ments conexs se enfrende afue'//a ew (3 e caa/;m‘a- curve :ra,u,:/c eerrada

complefrmente dontenida en /a regidu, cucierra selomen epwﬁsig: (e)"'sq)a.
(1) £/ enuncioob def fcorema consrdera el sistewa autonome §= Qixny) o por o pue authlbgan.-

do [3 definicion de divergencia de un campo vectorialy una forms esugvolente de emunuarbo
es:Enuns region a:‘m/b/cmenfe eonexd onde lodivergencia ded emp ddﬁ'm’a’o/ur elsistema
anterior, no cambe’ de 81910, Ny Aoy frayectorya cerradas

(18) Pars ver & mands 7rayectorias cerrsdas en frayectorias 8erradas, Sea o:fayb)—> R
wng trogectorsa ecrrada en d plano u-vy es decrr exisTe t* e Lasb] fad swe Para be
fijo succde gue x(to+t*) = olts), de donde se hene

F(aAltort*)] =(C’ u/mu-)’ v{fwf*}) :—.(@ a(&.), a v{éo))= Fofa ts)]
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Tesmicnancas <L adfc%t/o At aloundo Guec ~ Cou Fodo
y/o lndiitads di b Teenvea - £ Teorems de Foincare™ Bendixon fia Jajgjo
7o ,ao?ou /w@faimé fm deoidiv eslabilidad ;/oba,é ew d /andwfc
W&t. i cdargs, o la ineucioic e faseer 0riferies pas
a Zo/w'o/béo i Ao endionss THayores, A encoln plisarmollasr Ae-
rrg,pma(,ézs afm/bo'aa/a/s/am ZZ&A ALLS /@&', redpodecnds a mﬁ W&tz{d&é
¢ quL e 74 d%«,c'mcf caf///u a cgpore Qhora Llavads 22 Métods
Divecty dle Lapunov, mismio eon L gt = eu 4 Capos'fiulo ZL- aberdarnss

UL pwblema /a/amfwdo e ba aetion L9, Gu ea/w'f’zdo 7 a/ua/(go,
/n fasa'h‘/&dad de wmodedan coerisfontia euse chpeies aégw‘/m/gu i0-

(LV), a 7rawcs de eoelos lomdle.



CAPITULO II

II-4, Introdueeion.

Bn Lo aueeconcs T3 4 19, « Aa abunda-
), w/mmzé obre lo dimiTado & el metodo e Mealo'aa,ubh

12223 'M/bwdew Uenlas r(ﬁa/u Sobre da ¢slobulidad. Ll W’-

Lbrio b s uas de A%P 0= Uolterra. emt fmzi?u&o 4 QesT s
autonomos imaml, fu/&}z,a debe W tbata o nece-
wdad di intodlueie Aerraws enias quut MW tales Jit el ladss.

Ao’y aumgut Mo olode L pumils de wsla
que W'(o Aomas famalado | ¢sTabiliclad Oy/obaé), M.A. /.J‘a/?anov
((403") eu 1892 en o adora olipiea obra® "PROBLEME GENFPAL
DE LA STABILITE DU MOUVEMENT, expuso Lo g zelualmenle AL
Condbe Comty 5?4»90’0 Método Direett de ,C(///a/aanaz/ 2 a traws dl
ecal - Con s’ il Comoeimients de wua eieala b, Lania-
da ol %aftmﬂlf’) e doner ol auler Al método- "se pde eon-
elur faunts el /r/'ba de 282a6et, dad® did W'&'éizb e Sisleas
autonomes Loto la ‘on de atraetcon pora atraelores loealss,
como de wera” em s %'avm 34dde e captido.

@m ot y LT sundremas Lo KL Consy-
dera Como leb anecedenles %(7%/2 Metodo 3/%%@’6 /;/d/oa—

oy cons Ltuge ~ e Lodo « lo wmpenfanie 5 e me-
@afz/z/ogaﬁ-wéab W%M f@t&'wéf &e /Z Feorca i’z@wf/aaﬁu

(1) M. A Lyspunov: " Probléme ie'fze'ra/ de /o 315bilite du movvement” en " fanals of
Mathemaotical Studies No.J3" Princeton University Press, Princefon, V.d.; 1999.

(2) Se fe llama duireclo perpue pare everigudr 13 estabilidad del cjm'lt'én'o No regude-
re ded conocimrenis de /3 Sokiciod. 3 un prob/cma de C’audtér como

{ x = £lx)
Xt} = Xo

(3) Agui nos referimos o esfobrlidsd y o estobilrdad asinfotics en d senkde de
/.Ja,ounov (vease nota 6 del Capitule 1).




I.2

st 72&6 refenirnas al Jeorema de Estabilidad de Layranfc,
/oa/a SisTemas aonserua/i 0S.

II2. Hntecedenles e/ Metodo: £/ Teorems de Estobilidsd de Adjranje

o878 575 Pemas conservativos.

Bn o e — mienins no i plora ofm
eado - Coridleras umas el z:&w%é’é wdemengional® ia’e “un
ewuerpo e masa m ( eonstanle ) g @ ucve bagp oL 5/«:2‘0 de wn
eanipo & /wxf;cw eonservolivo® F, poc bo gu & rﬁbmwﬁum e
X=Xt a Y diotawein recorrida pee & objes al hompot, la
Lawaeion @e movd el L5 - ﬂ(gw'w la 28 4743 New fon, =

mXi) = Fx) (772.1)
y?ﬁ&u fanlo ol ,Woé/m de Quwlj avs i do ¢4

{/775511‘) = F(x) (Zz2.2)
Xlhk)=Xo 3 Xlb)= s

Bn lo auewivd, pot lo frave : * denibon L
movirmsenilo did, ewerpo’) fabromes’ de eufender //.'»Pm/'/z‘ecza. &a/oa-
re de ridmerss (Xd), k(1)) pato fodo fiempo E2 ko, 25 guu ceiia-
ﬁ:& Ay movririono, pasieron 4 wloedad suiliales Ao poroel -
olas. Je csly auesle, ‘ac somos eapaces de a,/wc/amu‘o& o wdoti-
clad ol euerpo paca $odo frempo, dirames gur ‘tonotanss la disd-
wea dd morinsenl. (00, aoulle nalurel gt e bugae de

fméym et <L fmb/mm (Z-2.2), Faselo aon d axim‘mé problewa,

(4) Tambien suele lamorsele movimients con un ;rac/o de lrbertad.
(8) A un compo de/f’ue'rzé’é Fs R—/R, se /e /ora eonservohvo, 51 exisle t/na]ﬁwq'p{(
(llomeds potencislo energis /Dofcncra/) U RIMR de alose C* 78/ sue Fix)= -Ux)

Cloramente /o definicion se extiende pors dimensioncs moores.



.3

Qe M asoevado

X=Y

J= 4 Flx) (IF2.3)
m

Xlt)=Xo ; Ylt)=1,

@ ovlueion’ git) feme /bncéxsa/mm?é conponenlis a lo pose-
eon 4 a be wdoecdod dif @d&foaa’c nmade M al, ﬁ'&m/po Z, ¢6
deeie” Pr8)=(Xt, X(4)).
| B mecouniea, o las s eions aw/mz/a/s pon
el w@rfowla/bjﬂ wla wl > a5 4 fa/m/aaw Se ua/ a

e sobre e,y Se s A{m/wa/w/waw e W'&'Zo’o. g:z
= Daror dﬂ&sfw(ﬂ"?..&')— don ‘pumZos @ f/a/»w X-X @e da
/W&/X*:O)@/onde X¥* en awnd /La/é ad dm/balcf/uaw/o
LG LI B0 ondrevnss alsloda® Je Lo agud Aietho pou bea F
eonservalivo,’ ve Heme geu X* b cut voler eaitieo cgc U, en eu-

0 Caso Lo 776; vea de esla feuneion em wma aeeinded de X*
fieme sendialmende el e Pt 2t e ey /dﬂ/(,i 4, 2
;3. “or ,myua% geu la Cinanea dh movimienss acz&-/wz
e ero. de t8tas Pres SiZiatones, e eulan “la os7a-
bolidad 2l W'&én’o Meneionado diieas atrns, s distmle. e
cada caso Comeo lo Acremes wuer e e omomento, Miomtras

fonts, sevialancss 2% Al /Omb/wwa, (I2.3) 4 aﬁ'a(jamdo el heedo e
U4 U4

t
t
1 ]
i :

2 1 P JI 8
x* x¢ X X

b8
Frg. 1. Con maximo. Fay. 2. Con minimo. Fig.3. Con puntode inflexion

®e

(6) Dirlanfe e/ frabqjods(e :;Po;dra‘ gue /a/: ondrciones de/ Teorema de £x:2s:‘om}?;}2/m‘a'o’ad pare

/oro emas fch‘lo aZ-2.3) se¢ eumplen.

(?).);_; )es roiz 3islada de F si con cenfro x* existe wuna yeeindad tal gue pors foda X en ells
X)#0



.4
gt F e cowoervelie me o a’%'/a’a'd o clert g ba /mea?m‘k

Elx, %) = _2g,m)'(2+2/(x)= %mi,hmo)-.-fo (IF2.4)

€4 /meﬂfa- nlde ral ® did s, purd &erlamenle 1o W&‘;&za?}ﬁ
fn'mm af/fjmé ) puss exprea L bitn eanoridy frma/ﬁw T coni-

(8) For primers inkjm/ de un sistfema autonome X = F(x), donde xe®R" y Lok i gy
entiende a wuna fancion Hix) = Hlresghay.yn) continus al 7”3/ Gue SU3 Primeras deiriedos
,0"”“"’/" y tal {M SEX =Pl es5 una solucion arbrfrarsa, endonces (2 exporesion Hylil)
es independient de T, ¢5 deeir, 30/s depende de /3 Solucion Wple). *

Comd eonseeuencrs de /s definicion, rdsults aue or HlXeyXey.. Xn) €3 o Privicye i

féira/ del sistema X = Flx), enfonces ests 39;‘:‘57?3«:6 78 condiey s
i ﬂ(x#,xlr“ ;Xn)f[(z\';,:--,xh) —_— 0
=y X

£/ veelproco Jombien es eieslo, es deecr, Fods funcion H gue safisface esta rqualdad e
s primera infeqral del sistems.

Una r?/ol'cc/ad de /a5 /orz'mrrn /'ﬂ/CJm/e: -;wc Se sguc de /3 a/ef;‘m’a'o’oc— es /'a'“"‘ s
H es primers infegral de unsistems, entonces foambien /o sery” CoH+Ce com Ot g

Cz cdalguner nimero »eal.
Aungue en ef caso del sistema(il2.3) I3 obtencren de /a/on‘mcra /‘n/cira/ ne re}ﬁnscm‘a
m8yor di{c.'cu/facf, cierfomenle un /omb/cma /'mpa/fanfé esy 2 Cusndo un sisfems autonoms
de 'nxn, x = fx), ft'cric/o'n'mcras /h/cira/u 2. bn (9] se ds una condiesol
pere gue el sistems sutornomo de 1x2

)22 P(xyY)
4 .
() fg-- Qlx,4)
feu;a una primers r'r;fcira/. 73] resattado expresas i %{+ g.@ =0, entonces existe una
puncion H ral gue %f:P y g%;& . Mss aun, euslpuser 4 (f una primera infegrel del

sistems (%),
£Es ComJn //amar s;‘s?‘emaa exaclos - cnpay/z'cu/ar ,oara X2 - /oara /oa }u.c a—e-f a@ =Cw
Aet, en terminos del resu/isdo anterior “or ‘st 5 A 3% 34

) ¢ rior, an fipico sisfema exaelo Frene ds'?‘“""’g 3‘,/06622

X =24
. 2

g g9=- 24
ax

Jos gue en e confexlo de /5 mecanica se fes (fams Hamiftonianos.
Es claro gue el sistema (zzz.s)eam/;/c 13 condicion de exachtud, pues faciendo fas
o0bvias idenfificaciones

2 , 24 _ =0.
9X+%_o+o 0

Tambien en esta misma referencia ((491) se establece el srsurente,
leorema: Siel sistema(#) tiene una primera integraly eptoncess ¢) ninguno de sus puntes

Wﬁbu‘o es un atractor 4 i) no fiene eiclos [imite.



)/}

auradion de la e pieeaniea, ya e las Teasiinas 4 mX2 4
Ulx) recomoeences Wm% W’/f&f #?;jfmml, nyuﬁ‘;—aﬁumé
y b g erpredo. Za ?ualdad (2.4), ¢6: Ka tumwa de awbas error-
21/&4 freme el misoms valor e o /Mm/wt /mét'fraw)wdw
para =20 (d inceial), o8 oleir: AE o eaﬁw?&g/bm Yvdlo ﬁ'mo}aa
L2 6)

Fou oto lacdo, obaorvww de La 74&@/&%&(
(72.4) 4 ajam Guur pasa tada eslads cnitial Al aisféma Avond-
Fo por (12.3), ¢4 drer, para tada /ﬂ@%’a/)’o,)?o)ée hene wwa 4
oolo wina cusva de niwel U é’a/ma‘o& £ Geu Heme bas »%;wm?/‘/s
/fbra/w'edadu 700)448’/)'4'@4/5:

() Bs simetriea respeels of y’e /ion‘aou/al (e de tas paortio-

nes) puss e (TL2.4) se Aeme Geet
X= % /%[E—U/xy' (17.2.5)

i) Powoada como ¢l ﬁaga de la ffayuﬁrdz,“dd/omé/m
(7L2.3), e reeorre ew £ awmido @e lay manecesllas dil
“‘l‘ﬁfﬁ wis pasa 450, X auments om'mﬁcw?az ara §<0,
X ol%o/fi'%u;e. Bsto se m/zem direetamente del //xoés/m
(Z7-2.3).

(9) Para verificar guce € es constonte, puede faeerse de 1o sgw'enk maenerd: Sea £ ()= E(xt),X)
dade como Elt)= Lmi ) +Uxt), por fogue

Elt)= mut) X1+ U UxtH)X(4) = ) Flxw) - Fixta) X (4) =0 ¥ttt

. E es constante duranZe el movimients . |
(19) Al conjunto de puntos (x,%) del plono fose pora fos ElxyX)=ct , se Je floms eurva
" de nivelde lo funcidn £ y por fa inferprefacion de ésto ( energis mecanica) resu/ps ser
e /o aurvs de nivel de E corresponde 3 estodos def sistenms con (rual c"e’?“‘"’f”’ /o
3 €53 eurva se /fe /lamo epuipotencrals
(114) £5 /m)vorfanfg no confundir ¢f senfido en o pue a,a.m':e usa e/ conce/o!‘o de %raieczg_
ria, pues este agui’ se infesprets como /3 7¢presentacion paramefrica de fo solucion
sl /grob/ema (ZZ2.3) Sue ererfomenle no corresponde 3 /o frayea??n‘a ~eneste caso

rechlines - gue gigue el euerpo s/ moverse.



y/N)

i) Se erusa A de Am@ou/al, b hae eon pondienle @5 miewhas
quu & eeo A ?{e wealieal (o e bas weloeidodes) by fae
o /Omdéwfe eerd”. Bsto e bae ewioents observands geee
la tevaecon c&fumdéaé cle lan /rayac?rézxs Ao (71.2.3) 5

- 4 Flx)
de "

(v) 6¢ Zmzldmfe de lo curva de rwuel EXX)=ele, en z//)wwl‘o(x,i)
M/borpmafdwho al welor welbotvobad a'%dw’dopw (2.3) em L
mismo pans . Bl c8 omseeuemein inmediale did hrelo AL
Qe ElxyX)=ele ¢ premera ntearal de (I1-2.3).

v) na Prayeelorca de (I02.3) ¢5 terrada 'y dolo 4 ¢34
W?‘&raec' d y'e de éw;m.n‘a‘anm ent wza«;:‘m&wﬁz o -
fos . Bty /ﬁwa& 0/«4&/4'@0146 afeniendsse a da Mﬁt;ar(/au‘bio
/ébc'aa: B mppcnento de la //OMZ(,‘&L(Za/ ait)m’mlcw
ccando hay taetamente dos pesieions en lap gou b
weloeidod ‘es eero ( /mmzﬁw de retwecso).

vi) $¢ (xt)y 4H) ¢ /myal@md e (12.3), fambion lo serd
(X(-t),-y(-¢)).

Phra abundon sobre las /om&wfa,udac/z/s Jeomet-
eas de las Worteweialls €0 Nitiaeia Mayet {/M/W(AW;Z ASobre
A sampo j}w%w - ﬂfxxw'w/w/omme de la feitionw U~ © b
fraen ﬁ}b&)’%wo‘s adiecerales g aA/Lajé&M ae’ L eaw/oa«ziw(a» Mo nes
detendrenas wds afuc'; m/)/mwé Seidalaymss guut &ala/LdlfcmL
4 se représenta wna lpiea Dayealoria dd Sistema (IF2.3) e aec
/o(a,wo /cwc o la g Las avteriores /,wa/m'adaaﬁz.s quedan 17%@&14
A eoutinuaiion., enip gpancts A s amaumesado and-
lisis de ba divamea dd wwonirnnenlo Pata Liuiando ba  evergea
oteweial Hreme o a/)foufo Cluntrado eu Za/s/(,im 1,24 3. ,éZ and.
liots se thava desde L 7041/1/123 de wuista de dax /%/om% a lo Si7LUth~

(12) S (x", 0) es 'oum'o de qw'&'bu’o de (II:2.3) embonces sus ﬁa(yec%onas cruzan forizon.
1ales I rects X = x*,




Z7

7e /wlg’x,ml&: 8 oo Cepende Lo tslabitidad oAl c;wfd’én’o (x*0) @,
lan pm/b&edadu ?wme' Yieas di la /ma’of{, (/uoriw't /oa/&ue(fal ?, Vearnss.

7‘.&;]- 4. 72'/9"60 com ort‘am;'enfo e
/as cfm}vafemra/u

fuef& /om L taso dt la/&;a/&a 3 doude A ru?zu‘ue i amalisés
dn twidadsso, wi les easas de las d/oium/b 142 /oaa’mw.s oblerier
mrultadas cuwmediatamente, Solo basla dmealizar o 86s-

tevna (T2.3) al rededor del W‘&'bn‘o (x40). Be ¢s% proecss, se obhe-
e quu la. matry de Jacobi <5

g 1
('7[5, ym F/X)J(X*’o)z (.‘LF’/X*) 0} (ﬂiz,é)
m

euya fraaa ¢ te20 4 defeaminante
d(«te]-ﬁo '/m F/X)]{X&,p) - —# Ff/xﬁ):# Z/”/X*)

de donde se infiere dependiendo adl /_(4?44 o de UV(XY), sera’
ﬁ'fa de ﬁ%%/écm'%mngmmfe: a e X* U feone u,; Marimo

(13) A/ utilizar agu’ fa Jinealizacion estamos concienles ofe Jo lrmitado del metods . Sin
¢mbar€o, a/ menos pore el caso de /s ﬁ;ura 3y por Frafarse del sistema([1.2.3) /s
propie dodes flocoles son fambren ded sistems no lineal. Vedse nots 14.



7.9

B L caso di ba /‘f“’m 3, L metodo de (éuca,/cga-
econ. 70 a7ood‘a. o enlos como pasra /walu earaererjan a lay Lpupo-
Feweiales y en lal dluadion, fa mathe did sioteuna Lincal aso-
ecado al (I02.3),(72.6) & la yuahe €wo (au roga y detesncinant,
Lo eees) o V7, L &b meeadio e andliscs aeurriendo a Fey-
rungd de ordeu duperior eu AL Aesasnollo di 7¢é¢or al rededor Al

b (X*0). Fasa osth, Aw/wa/rmuzs Gt L eampo F paoee Fanlas de-
revedas Coww wa neewarco em X4 al, de(l2.9) coewcbiondo Lo awve
de raglor de U fem esnss

E = £ mi + [Et U ) (X-X*) 4ere 4 (‘)(x*)/x-x‘)*+---_7 (I-2.7)
2 2! 'y

donde Eo =E(x*0)=Ulx*). /Oémz, ntroduciondo § = X~X* 4y enpresam
do {an derivadas de U ew ferminss de las del campo, (23] e aseni-

be como

E=Amir+E-[A5* 4o+ da 5“’+~.) (Ir2.8)
2 21 (f+1)!

dondy elaramenle (; = -FOUXY) aon 042, skyee + Boto ilioma
Lapresion o8 valida indgpendientan ol de qut Qs Aea ecxo. B

Cado de Qe eslo Qewrra, Ae;é«, (l8]), tabremes de a&;sr‘mim
7res Sub- Casas, a Saber:

3) Qiz=Qe=-eo =Qpu-2 =9, ton Qaa-4 >0
b) Qi=Qz= =0z =05 eon lu-1 <0
e) a, -.:02:--‘:02&—1':-0’ eon ta;&O
B los bub-easss (3)7(6) A qu%w'mé

ualitalive de (as ffa{/ur‘vr&cw L5 e themeia como e las
/7u,¢a/§ 576, reputivamenle, condusles geu ga fau sido diseu-



.40

/c'a,/a,él: pse Zo;,oa mas eemtramemios en L aub-caso(@). Yo ew sk,
T enusds quu las fm,u/méw W/m

_23"‘_42_4_. gzé-ﬂ = E‘fo (E2.9) ’
2 (24k+)! :

donde i fomanos E=Eo, [ GOIr(A/DWdI'Wfé L?M/'nofm&émé 46

gz= 2 24 +4 ‘ .
(_Q__tzk:{)! s (II.2.9°)

7. :uuét'm (2% é:l«‘z de /xtec/c'x wa los corrw/aondt‘mﬁ'zs a £>&0 1
E<fo

A wautimwacion - ubilisaudo lo elimenles basta
W' dvsassolladss - WW e pad de giotewans aowdciva-
Fuas did /:';70 (ZF2.3) dovde la y )om‘au,o&a( o Fene wu
aof,cezé fau' ainiple eowo A de las frausas 1,2 43,

Erempled. X+X*(1-x?)=0

Hay fres 774«234 de Lfm’lo'én‘o: P =(-1,0), Fi=(0,0) 4 Pr=(1,0).
,é'?fn'mm 0 1wt Centro, o Fereto ¢ puuts aclla,
qenPras Gout P = por anulavie F?eu teas o ser - F*’(0)=270-

|
|
|
|
|
l o ?_m, para. A2k <0, feme dao/ocd‘o 7wme‘/n'w clustrado ew (a/z;m
|
i
|
i
|
]

l(“) Las 7’rd7ec7‘m'as en cslos sub-casos eston dadas per
LR/ ITITE SOy A
2 (2A)

' En(b), Qss., <0 per fo pue ol tevmine - 2024-1 )ouu/e ser escrifo como olz/oara 8l3 din

Ado,ysiflamames pt=2(E-E), entor 2 13 »‘rayccﬂn‘as sah'sfocen fa tc';aaio/aJ

lfz-f Ofl{ KA': 2

I que cuslitativomenle corms/wna/eu P ﬁm/u e En (@) fas fra,edmas sahsfocen
I 51 - 41521’ __:pg

c?o aafncfb cudlrfohvo es el de M'/Je;ba/as centradas en L qm‘&'[n’o, por lo f;,«
l ste ¢s un f)un?‘o sills. Veanse ﬁ;uras 5y6.
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AUl aen €emiD el !a/zjmé

A W)m/mda[u W/am

E(xx) = .L*Z'P.A’_a-ﬁ.‘ =C
2 3 5

foe £ 15 o s opsals s pe g )
7‘&17 o/ 4170010/7"5 gt 20 al /awﬁcfa’f esenlibrio .

on la fizuna 8 /Szyam'ax) w clustia Lo 7;@?/&'&& de lo ey -
?dx /bm‘ ' g ba o'u/uo'w clustra. Las %'/O@fowu,‘a/w.

Eiemplol. K+ x[1-(1+a)(14x) "] =05a50

! Yorubien res fzwﬂs de epeclibriv: Fo=(0,0),
Py =(- Vi+a)*-7, 0) 9 f2 =(Jfr+a)*-1, 0). é(,un'mm es
L fua,dﬁ aclla y les das notanles Seu e res. das
W'/wr‘w‘aé/s Aa,&n/m

Ex,x) = x2+x =z2(1+a)(f14x* -1) = €
Fosa C=0, se fiue la apasatss
X2+ x2-2(1+a)(f14xt -1) =0
Que es uma. leunisealn tomeo la idurbracla eu la tgurn 9
Bu o tass de las tenbrs, se hene gew doa oV 7%
gt At clewbraw e la Wmftjwm 9 AaZ):/cum
x24+(Yxi+1 -a-1)* =0

(15) Las separayln'ws del sistema(T 4.4) son Frayectorias de dsk, Sepdron regiones dc(cspau':
fase donde o com ortomienly de [os 1rayectoriad es eud/itofivemenZe c&‘:Z‘nlo. El procedy.
fml'dné ore obtener /35 seprafriees “oel 5,’sf¢ma(ﬂ"2-3) s o siqurente ; En (E‘Q'4) Subs-

7"4';"&‘7356 A punts (x*,0), ¢sto ds /s c.fm'/oofcmra/ Elx4o)=0*. Lo SePIrSIIE orres.
/oandton/& es Elx,X)=C*.
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Y4 telo de la cueraia potewieial baec posible
A cjsza;fmm'mé de Z/) wam ;ea a”w?/«:z
W’ dwwﬁdo Ae (luostra eu la /tJm Q/Au)ban’ms)-

ths Jrngmica del sistema
X+x21-x3 =0 K+x[1-Cr+a)t+x2)" ']

ng.g Oinamica del sistema

Foe tods b autucosmionts dieto, erpeaanieas g |
cowelusion wo  golawt end ecenla ¢ W/@oﬂ/m/f?é, N0 R
favbeon s 4K 7(/5/044&4& a la )Ortgumlﬁt /m»w/oda. ew la
a?iéwd« E.7, NA/M&ZQ a /a w&ﬁt'&dad ad M de W'&'ér&o
;;*, 0),dd scstana (I723):




IIr./3
Jeorems e &cayzin;g,oara campes eonservatives, QS't' e x* fa our-

|
aé }oa/mu'al fiede il MU0, eutouecs of cslado e
| equilibrio (x*,0) del aistonia (L2.3) s esZible Bn lor donis's

eaces L equilibrio (X%,0) o cnestabre.

Bsle woullads bo tstableecs rovge e el aiio"
B 1968 e ou cldbiea obra MECANIQUE ANRLYTIEVE (1) 4 Fee
duvastrado por Jiviehlet anes mas Yaude. {
l Bstableeids & Teoremea de éjmoye, couacdits -
s fuipentandl distrean W /tm/vo'ca/gézr jwme‘/n'cu de la
' (fmae& (Z2.4) e i easo He taben tstabilidad a hawus de la
enistuutia de centras, ael eonw a%cu aseunteda b Aey de lus
I wsultadss baste aged’ diseutides pasa evands de acstewas fa.
U o Hewianss cou aurids grades dclltéaﬁuf ac Prala . -
amtes Autalauds 2 ta poten el
i Wld defeanina c&%é wa cowwﬂ&ﬁ'w/auiﬂa
- o peadvda At ;mua&dad~wwdrw Py Utxkt)=o0 v
X*=0. Bu estan ltoudiecons mo e &/c'az W/@WW él/a,u- j

&

elou
Elx,%x) = Ulx) +21_m)32

Coutinua, funle teu dus dervradas etales, feme ~al menes
loealun "/0&1 7ory/béa/!» L ,‘ufmwézs bataeteairfreas:

3) £ s posliva” paca odo (x,%)%(010) 4 El0,0)=0

(16) Mas ain ,(x*0) es un centro, por lo gue 30 X* o5 un punto critico ajslodo de U, en-
Ffonces pard Yodo estodornitid/(X o/ Vo) L nrovimiente cs/oen'm{l'co-

l({:;) £n 1762, AaJ"’"?‘ anuncio @ haplce [a ferminac ion de suobra, pere esfa ,fue/ouélr'ro—

da hasts 1386.
'(!8) Esto en e/!ecfa ocurre, pues de/ heche a’e/zac V-t‘m;a e/as/ucfa de /3 ﬁ;ura 6 unodo

a [3 hipotesis fecha en el euorls Pa'rn de 5/ pagins’ se coneluye @), pues
l .émfﬂ;,o y s ecro, 9ol cn k=0
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| b) £ beme wu omimimd aislado e (0,0)
| ¢) Sc (xt), % (4)) o8 dolececoiq de(I2.2) eufonees

l | Elt)= gred Elxte) xth) (X&), x8) =0 ¥t

Je aﬁufn?bz'ea/oa@s eaeluiras Geus U arpeels

?mm'fro'co de la o € —al menes ey wa aeeinmdad del
w&;m- ¢S tomen L de wua W]b,, 41742«, Lo L'Mﬂa(a/zja-

m 10.

%
! Fia.10.Compor/smients geometrico focal
J de //z funcion (11'72.4).

Ue/c‘m'mdozo/?’(x,i) =4 E(%X) to inomedials aua geee A
Sestoea (T°2.3) /ocuaﬁ e seacto " eonco

X = 2H(%) = 2H (v, )

Y

§ = - ghx,%) == H(%,9)
72X X

19) Que & frene an min/wo en (0, 0) es 3im le de ver, pues 3u hessiano en ese punlo
U"(o)/)‘-f-mk‘ , €5 una f’prma cuadrahca pos;%'u dc/rm'da, cont [/’"/p)> 0.
(20) Pova evifarse (,/,-,,,'r Hde esfo woners, /)udt'mos haber %rabaja‘/t’ CoN UHO mosa unitoris.



/5
distenea mwmomdama%;‘awm,ou&aw&
los aad A8V rean Aaywma {foncanes

'.=9H -ty
9. 5--,0‘(9’}’)
.l.':"-aﬁ .’1 )
pu=-2(3 Z

HEEE L (IF2.10)

donde /7'/9’,)?): R(ﬁ’)-f-?f/é’) e oL Lawads hanwltorano Al
A(bfma mcca,‘;w’eo, Con LeUaeLonLs e maw‘mu'azflg(ﬂ’.?.m} g
[y Pi don L pasiecons g momentss ;mom&éadu, resp eeZivaments,
v <L orgeu 8 fa/ué de ofwc'&'ério did aistema (20}, Lo cperace
fdmmé" U anula eu O*y ah” Peme e lnemd 4 olel heeko
de ser Lo mwd«i enchea wua fesmia ewadratea /Oas/%'va e -
/du’o&z,m;oceﬁ a les fm,omwzﬁd jmwa.&’éaaf&é Pt': de A-zauc y 222
H Be anula e L pn;m./%z ain

n

- 24 q. 2 24 :.=
d_.cé/// ,p}~%y?£?l+[z:; Qﬂf o

po & A hawmiltoniano o cna primera iufigral Al Ads-
foma. ([T2.40) equ los propiedadss (3),'6) g (¢) de b paginas
'3 4 Z.M. r Zanlo, el przjen ¢s MMZ"’ e &pu'&'ér[o tstable.

Qults de tousluin ba Areeson diremns a%a m/ué
4 la tvaehtud (véase nota 8) de aintoamas dinealts de 2x2

>:<'—'al¢x"'0u.‘y' (E.z.ﬁ)
Y= QX +Q22Y

C:’fé MWM&,M?@& S dn+0u=0w(§udawoa/e érma/ng
de eodfvecenles Sea gl madgoé/c, eslo dumra toimecde o la du-
o de dos valers propios, quu eu d taso di 2x2,50m dlas Y &

€378 ~57afu (o teudiecon aunterior - a&faam e 41;7”07 enton -




/6

s, des Seu lan /Omﬁt'/&'doa/u: acales eon A(ﬁm Confraeld o Wa?{-
Naess purss, fewbien de Acrsns gpeotas por fanlo, L eorrespen.
Linite pats de <guactiris (3 oregen) (0,00 0 0 com panth, Aettn
0 s eevitro. Lo’ ala de ts7e moullado, aiiatances 4uu la
ceweluscon, a la guu A ’ eu Lo /oaém I8 (nceio), s es
Caswal : Se trala de wwa fmlblca’ad inhevenle a las igferwas
dvuades de axa, nafdﬁﬁo.

W AL sistemea (IR e exacls,
o dieie frome L M;be?;fo -

>,?= QX1 iz d 242
%5=421X-0uy ( 4

eutoness su /or»'m&m (/'ur‘gnzl VA 4@2’(/!/0/& (Vease nota 8)

Q_/L/ = QuX+QieY y M = - (OuX"Oug)
94 2

de donde iutesrando lo primeca oualdad repeets a 9, e impo-
mendo La /774144&/& e&fdt'a'ofc,,z a “7 7
Hix9) = Qeaxy+ Qe Y2 %g x 2
2

de olonde se wuiftje las ewrvas de ruuel ap Lo primesn
du¥7m[a/zl/u}5/ a (ZI2.41) don

H/’G’): Gz,)(‘-zanxél'duj‘=e (E?.ﬂ)

diewds C . aumiero aual arbitraeio. B¢ diserimimante de
Za/amca cwadidtiea (B2.83) s & =-(Ae1die +4)7 ), pulo gt
Zaéa,ww(m de WW/ZZZ-B) 7174gndmix o toleeeioid a/eh/’oe:«.
bo s (Qeilie 1"0/?))0, e eviad ﬂ,al,&& (Ger a2t )<0, V‘fﬂém-
fo o eoleeeion de c&‘/bs&s embadas en o orgen .
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Lopolii’mes by areecon laly s o CLet8S AL~
aultadss guu bav dido dpvenlides a 4%‘9%?%0%

1. An cslabrleodod Al Lfau'&'bn'o pasa aistesas Aamnd fo-
anss, la dfine la propea cometrea de (slss. Bn
)w&ﬁwlcu G M’//OZW dalisfaer las cands-
ciowss (3), () g () de las paginas B3 4 I.79 L
Oriqen ¢5 cstable - fut MO Qs /v?z'ea»mmz eatable -
eoarcfamende ¢4 wn senbo. B¢ hamii/fonians Bene
a1 o'uﬁ?bn/a,ew% /é'z'éd/ /«brcaéch Sobre La Guu o
&) MU ALt .

2. B un Scstoma autonoms O 12 o5 exaslo g&p,ﬂ.)
0 2t pumle de W'&'bn‘o del swcsomo, 3l mo /ﬂaa&
e abaelor ( 0;(06&6). Mﬁu evelas Limi-

Yo e o casode exir?er cena fn‘mcra o ?ra[.

I3, Teoremas de estabilidsd de L;a/aanau': la func:‘ah de lya,owmr.

Eumab 127 /mmfé Lo a'/z'[f,oa awswlts L lan/fp-
nard pota deeidie la eslobelidad dil cgunlibrio de les aistesas
mueauness deseaitss por (IL2.3), e @ coulimuacion preecsa-
acmes lao idias eutahvas w/tcwtg'a e lo Aeeesdie /)rcaa/wkcz.
@guerefa,mmfg, &4 . mm doul fanias w fertiascas p«u )oiv/fdu
a b /%u?a de wsta ASeeeson.

1. %Wémn watewatea de ¢sas /auuom/s de las Feut
d hanilomveno s o duda sdlo 2 eme
4 quu avsultane sun entelenls auvilianes e L qualisis
de la eslabelidad Al W’lo‘én’o 0% acya, wirlied €1 getc
Mo AL MGuLene del econvesmienls de “las oolicecones dl

A0 e e auushon .

2., Dax tewdiesons gu pw/cm ~ de wisfr qun han/ts-
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MmO pata L acslauna de cevaccowes dc/muuzdu—dc-

tidi wmo dolo tslobitidad , sino eslabolidad asinforea

?(obal, /ocwj reedevdese qect la evistuceia de wu atraelon
7&5@4 s wa de las feruias tousisteules cou la €ottcs-

Parea m/&icm (vease /ae}ma T.9).

Poua ewiprgan , Obseavenss qui dd punts 2 sou L
qu ot coveltye la geecw Z2 e %MW NO SE PUEDE = @ Tracus
de aistewcas "eraeles (e lot geee aceé«ym los franic floncanes) -
mwiodelan goexistoceda dd Fpot o ded hipo 2 (vease pa;'u'na I.9), pous
e tals diafewnas Loy ataelires y lea tieles Linile , 1o apartenc.

B ewidasgs, A aniliais Aeho e lo trecioin auteaion, nod du le

de 'towo abondan L pnblewa de ba evisfeucia de aboetors

o diofecan autuonies e nxn, ;ma/a/ua’o de e8ta Mavicea xedu-
tds a <ol e eado parlieulon la cuwboi de la toevistenein AL
/7}017.1 eit  diAF ceciad (Lv). @Wdr(/cu,uc‘,a?é - adeias de feser <L
Aavud f et . 3o eu o ;ﬂWZZ de lbrio - la /QMﬁl'(M
?wme’/n}:apa’e af,ax'[,ﬁua /0%'/1‘0‘ eouelicr cstabeledad de ésé, 2P e
‘wts eusvas de niuel Cotmecdon cou lan ﬁaya/m'azs dl aiatemea(12.3)
de ali’ la ortogeualiclad e fre ;md// Vi o wtelon wdoecdod defiui-
do /)ﬁf 74 /m/ou diofennalll2.3). ou aé/'zé de aurilinanes de la mwgw

3wz/n'c¢ eonsidiprenies o diofema autdicorme de 2x2 1o evaels

{x =Pl 9) (Z3.1)
Y= Alx, 4)

pasa A gout A ongew 8 v paumlo de W'lc'érc'o aistado, De exishy
AU /Wﬂ& Hit)= Hxld), 4i) aseeiada a @"3-1)% fega las

f;m;x‘edadu @) 4 (6) de las /"”27‘.‘“”’ ZLJ3 4 I/ 4 lo(t) aia gubsh-
ul'da P

R

&) Hi= grad H(xt4), yto)-(xt), 91¢)) <0

pasa Zodo 4 donde (), 909) ¢ ovalguden dolueisu (d'e(ﬂ'-.a.i) distinl
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de lp Priwial . Bu lals eirewwstaweias csta wpeese de eucryca,ac-
e ceud fueion edfriefamendt deereecenle a /o[acfode dol-
econes de /ZZ’.B..I). I& eorms/)audt'&ué Wajm ;wme%z‘ca, 8 la ac-
Zm'me: 8t digudo aafdﬁu AL ;mc&'wé de //3 ol wuteor
awleescdlod (ilﬂr‘)) e obliso e Todo ;owzi (%1%). poc & geu las fon-
Z&L&rm del aiotewa (7-3.4) Crugon a las 'Zw)aa/mw " Aseia
dwﬁ) de %'&‘bn’o, w U clota e la /LJM-H .Z&e/a-
menle esla ¢ o a’%um e wistenias meednineas eu Lot geu

M /pw?aé dckf'/ba&i/aé //fou 74(4,?0& /n‘d ecoi ).

Fz;?. 1. La funcion H decrece a /o /ar;a
de Jos solucrones de(IL3.4).

Boidewtecrcalle guut bas cdeas agud’ desasrolladas
/;cua’m der epteudidas para 2isfemnas autbowornss de nxn Comio

X = £(x) (I-1.1)

donde xeR" 7 f B'"2R" a les f.uL - smuenhas »0 Ac al&('?a ohe
eria — e Ll reniss e tola A&e;;'u'{,aé 0 de la ewal

eudy d Gew ¢f pulo de c;uc'/téréo acslado de los mis-
;‘Zé. Kuslas ?:j;’ laA‘WZua/S, /Z toamds gt al feelor é/uaoaa,
no Aolavmenle nalinal dono fauibiese ruesaeia & lnradieeien
de la 417(,«,‘0»(& d e ot eu la gun eon L /)Uf/(,d(,u;/a,ym

a win zuﬁw& abiala de M?”J fue tovhune al dr‘im'

Detimecion 1. A uca /wua‘dc /: LR R eonfinua, eon pre-
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meeas derivadas fuuh/u Ceurnuas ew L2, fal geit

() Bs positrva a%/om da tw 12, s deecay Ulo)=0 4 pasa
/vdo);apwz‘o xe L dc/uwz‘e del origen, Vix)>o /
i) o desivadas di UV a bo Ziuyya’e las goliesares ol 4cs-
fema (I-4.1)

ey sadtl/'(x(e)) = 2”: %{f") fit)go ¥ xedl

Se le oo Funcion de A(/a/bunw adel (o para i) acstena (T1.4)

Fren o easo n=2 la W&w ;wme’/n'ccc de wua
weigun de /Lg(afmov., W/ada e apandaute Literaliea Ae ¢5765
Feios, ¢ qut la. feve - eu wma ateindad did orizen - da/f»afo
de wua Tage jﬁéx ae cluskra e bex frguna 10, A% pesae de o
populat de la ¢ /@n/au'o&,]w'é 0 detis agud’ gt sla e dolo cuia
fw'éc'&'clad, conto lo ALeLceod Bea Insa,’éuj 4 Jula (£3) Guieuss
eelibieron wa /wu'a& de ;%a;bwu gt ato Aene i nlrnimo
adolivo aislado eu &ﬁm‘(aéréo, eomo 8o cule Se m/u]brdé
lo P sedad ©). P lor detalles al auspeelo alase ateeion 6.
Mieuhas lamls, a toufinuation ot enwtian g deviwenlrav los
feorpmeas Qe wm/r;‘uym lo base del Metodo Jireets de éfc?am
s tome fpuuhiew avele Haonassele 2° Metodo de %W

Teorema 4 (Sobre Estabilidsd). Si en wa weesmdad del or'-
o ervisle wma funesow de %afumw pasa U St emea
(I-1.4), &w‘@w:‘f/.) U oriaem ¢85 csfable.

Jemostracion, . wsane tvisle cra ecou de .
Mo+ ;mpa d Ziﬁmﬁ%}, pu Les ) djxja_ %ez&m
sl cwa bola abiala® de radio R>0 eenhnda eu <L org e
B (0) ump/c;‘wmﬁz contodda cu 2. Pasa tecalsuien R>0

(zl)ﬁdem:js de ser’{u pore el s ﬁn;«o(jl'“;l), agrcgc;;nvs --"5}‘"& e/ punto de (,fm'l[br[o, em ests
Case o»;m, .

(22 Lor bola ab)'ufa, enfendemos c/cvnjunfb 8ple) = {X ;,/2./05 Nxll< R}
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M;Dﬂdwubw umeM(C)Dﬁl;mlq
"Sufaf,a‘c de nead " Vix)=C 28t tofalmteute souteruida
e ' 8o). Pomo €50, existe r>o laéf,au&x bola abieale
de radio v ton eemyo or&?w By (o) esd eontorida ese
ba reqiin o g’rwfua ¢s Lo u?ucf:'u‘c Vi)=¢ . Per
ohw Zado, reorwmfmm con X(8)' a "la aolueioy ail
/bmb/au,a .
{ X = f{x) (Z3.2)
X(kd) = Xo
donde Xoe Brlo). oo I & 0w ereecente a lo ZGA-;dde las

fna/ee&ria/s, e focess
VIX0) ¢ Vixe)= CodC ¥ &3t

dd lucho de Brio)c {x]V0)2 e}  couelutomes

y g : g

/ elorca de X(t) s0 erusa la dufw?’c'u'c de rued "
Vix)= C, fOM Sufuwlz fa,w]baw eruga la /nmﬂm de la |
501& By (o).

Joda ws qiu la e eson de 'e/ue erhifraeia , lo ante-
yior fach e eutendido de la u;w'mlé maneea: Sadal
W/w{u R>0 (lease £50), )om’muo evdoulne wuu
r>o( tense d>0) ful . Aadpre gue WXl r ompliea
geu NEDNER para fods t2:t. Bouo 1sta d/oerZ
17 wiecein dle aub‘&z&d [Vedse nota ¢ del ca,o/'%uézl').
/Ou /a,wﬁ,d orvaen b cstable . é’a la f&im 12 Ade
clunba esta actliacion pasa W Cado n=2.

Teorema £ [sobre Estobilrdod Asinkitica ) St em ana vegidad
d{[ onget uééﬁmca/mu@& de t?a/émwﬂ'/ba&d L 45 -
fomea (I:1.1), fal qeu ‘et f/m'rzmda a b 14/70 de las
Yrageetorias dd  mismo, V) 25 W;azﬁwv a%/o‘:u'c[a, en-
1 AL orien &5 asmbticantents citnble.
Demastraeion's e L orngen s estable, ¢85 iwmmnedials
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a /oeuzit dd Veoresia 1 ( erens ’44/'045%&4&5 de w,m//m W‘).
Lueda /9u HesuwddPan j 2% {tf;aw Xt) =0, donde X cs 40-
duein” o frvb/m tomo dL(I32)
Lon h/'bér‘a[/s, V es cotristrament Aeentecendi ¢ lao Solo
ZL d,?ﬂr'm, o Lo ?,Z V/P/f))<Co=V/Xa)/0ua Fods E>t0o

nde X ¢s o s la ' fu wwlar du -
¢ede g1 g W

f_‘,”; V%) =0

foe Cout nddad oy Vy este dimile se tseeibe eomo
V( biu X)) =0

ey

gmldad . a ola a‘;ﬂo/o & %g@)=o

fou tfouds ol origen <8 asiutohicamente cotable . B ta
/&M 13 de tluolia w7 aam/bora/a,ua‘mzﬁ,m d easo
de denn

Y cz’u.

y A Y A

Fq./z. Eshbilidsd def on;m. ﬁj (3. Eetabifrdad asinkihea dil
on(';en.
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bu A tado de W/uéb'&'daé, Se teme rnuds oe
wt Teoraa gt &L ax;gm. & wuﬁ‘omcu&oft encesamss 0os
de ¢slas g deisslyaeion omifrremes remiichecedo al leeZor a
lay

refestieias (8] [36]

Teorema 3 (sebre Inestobilidsd). Si exisle wua /auu'nfu

V: ReR”> R aou ion‘me,m de vadas ecals terthruvas’

w2, Ylo)=0 devivada aspets al wistonia(I1.4)

v &Sfas:‘ﬁ'wz a’%w/ca/a v fal quu para foda aeecindad
Al qu eouteiga ol origesm, exista al menes

ﬁa/l/ll; X' para oL qu V(K)50, entouners o origem

o table .

Jeorems 4 ( SQéMJmﬁfdlzdL'déi)o S Mfé e Temmevon

v t!d/m)ﬁlt'mda lan misomad towds e onts Feorema 3,

p . —
U- = 41 +
dovde 250 4 W e: 0 sdentbeamente eceo, o o ne-
Zz_ﬁ(}aﬂﬂ no positiva, fal gt eu #ﬂda&weéudac(,
’c doutewsa al orisen, exisla al emes
m%)z&%gz;é/u( 72?1/'/)?)/1[( )>0’, entfonces el orvgomn
L5 e,

Thna e cstadleeidss les aviterions feoramas — @ reseq
w2 de das uu;bldé 2 LULELONLS Ot d?a/aawzﬁ pera aistesuas edpe-
o {rees — caler Lo tatenle faea Fres obscavaesonts e~
ala onteweion o o auptarls mérito alpumo a eslas Feoromas , Se
Hala mas brew de easaeteorijon d Ferrono eud g oe esh

O0:1. fa tstobilidad (inelwida la Mm/v'ﬁ'ca)? la ivunta-
belidad , Wda, eevdieconada a la existeeia di
f«/uuwz{, If?,(,cc Ld/m/o/c M'MZZS //Ura/)c'ea/aa/w,

oy
/9(40 Mada gt diee nA/aceﬁ @ dul Qondlrueeson.
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Lsle o8 wu ardadeso fmb/oma, al;raa/o geut la ivtends-
foneia de wn proeedinidents jm&xaé Ae tonstrueecon
o la fm'nu'fa Leomitaeien dd Metods.

0-2. §u ' easo de habee ¢8tabilidad admfolyea , nada
ac diee ruptels al famtaiio de ln o de afraeevei
(Vease nota 11 del ca/o[r‘uél). Bt sobré Codo <5 /umlry'osa
Auscle 71%(/1/122 de wista ]orcﬁel’o'eo, Wde Femen regio-
s de ataetcon " sufieientemente extomsas” ello fa-
rea pato ZW%M estbebilidad asinfotvea abobal.

03, bu las Pus actuaciones: estabrlicad y &8 0bclidad
aointoriea e cwotabilidad, les Feoremas cébablecn
condiecons Sufyed enles pott gut s de 2805
wm/yu/zmu'w Se A Ka éz;wz,uda gout Wda fun-

Aievite wz;ja de wtodleece eondieconss neevsaeias 4
AufreLenttss

Sobre estas obsespacions aolitenmas mds adelon-
o eu st Ctulo, Mienbas fanto, dlames pie a Z«w74 amumela-
des -gw}bl&é Yera ewipiar esloble e eneas and awoulfaclo Pec, P&t
lado mdondea 2ran 704422 de o Aeppseollado e la iteeidee IF2
@L ﬂ‘ro, ewtsﬁ';‘vge wa cuele de 7on>mu g‘m/bédt/waa&j

apustor ;

« £§Z hamillonians de wun aistoa meeanseo cowrceva-
tevo disealto pos lng eacaeions (71-2.40) w/m’a& de
i W%M(EQ.M} ,dc; aolo 4é La eut aifo/m—

d Fewé wm i aisledo e o oredend”

£ lo 4. Bl Jiedo de la primern £ sl dl Sistemua
Ljemplo 4 g mera iu
totlo (I1-2.12) dea wwna m/ia mdm;ga, ~ a (T2.13)-

/7 b eees /.
il o bt i s e paar poe

{)'(1 = Gee Mo+ Qrz Xz

e = Ger X4+ e Xz /‘ZZ:&B)
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frca'éd/wlmﬁ a /&wua LUadahea eony
Vlxx:) = Xt Bx (Ir3.4)

a’ana,/c 51/5 L ma/ré de 2x2 .<£¢'7Me7n'6¢ a(?a(s eutradas
2 deseonoeen. o hrevdo de (I 3. 4); aZdM (IC-3.3) Ae/mw«
de demastrae (vesse seeecon IL5) 2z al menss eu L ea-
<0 At qeu /r/)w; diA>o Ja/cma'a'u

= -4 - ? 1 nXa Z - :
[/,‘/Xf,Xz)-Zbﬂddg [(0qu a;z)(z) + (A2 X144 Y)-#ddﬁ(\’ +X )]

aoulla ser at MOV Paga (E‘5-5), o1 Lo - Sesin oL
Feor emia 2 - d%ﬁ?’ﬂ e a/oaam/o%'ewwfzz a/aZZ /%jm Aela -
Ls sobre fa eonstrueeon de esta d/uuu.’oft , ucase oteestn IFS

é/'_é._m/ﬂlﬂz- Bu b eewacion de novimiento
XthX+X=0 ; #>0 (Z3.5)

Z nalural busead !a/auu'oic a )%afmmt* conew la onety i,
Fal

Vinyg)= x2+4% . (4=X) (Z£3.¢)

Cuya. derivada 7&76&923 al istenca aoeeads a (ﬂ-3.5 ) e
V'=-2k4y*

o ¢ aZisa. n%(uw da, pus V=0 sobre o cje horigon-
%. Por %, lo nrak M’;ﬁa/mwé emewifaz,jaé;m
s, estabilioad® 7

é[u a,aéwya, /) Ao//brmdmfg de ¢5le taso €0 gt la /wub&

(23) Esh fambiow oourre para J6 ecuacion X+bX+pX+X2 =0 con ki 9 L }705/7‘1'4/68,
pues )omfmfmdo como funcion de lyspunov 8 s energ(a fotal

Vi = 3%, £ hx24LX*
. 7z 3
Se //cJa a V=-b4t
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(I1-3.6) di der swodifieada de dueale ;w(a et S Sea
/rugaz‘wf;;mda . Veamfté Su se Ffoma
ﬁ/x,y)= X242ax4+Y*

donde 3 debe dﬁ%me de duerle Y25
/V\' =-2 [(k-a)!/ﬁ ak xg,uax"j

Sea %am a%wda Bslo geurre , 4 8 W»u

pecac 4%
bt +9

b Tauts, & ¢s2as a/m;galaladu Le em/b/m,wf‘vnm - Aegiin
d feorema - L Cif:im b avinfotiecamente estable.
Gste ¢85 20lp o cabo ;bad'iw(azb Ad A%M'mfé

é‘/_&mﬁﬁg’. (Brauer g Nehel, /8J).
omo aulis, ew la eceracion de oo vimients

X+X+9(x) =0 (I3.3)

donde 9 L0 wwa hevon canhinmamente ai/mwu‘aé/& ara
IX[<k S k>0 5 X ("bo,fm X#0 4 9(0)=0, & Maén(

roposun Lonwe fuuiesoi 08 yapunsv i sistena aso-
’:()L/;fv a (L33 a ta m&gc& fo
Vi, X ) = _é(f +foxg(;) dsé (Z3.8)
derrada . )
&&7& V- - - XZ

o 0 wigadin djiwida , puss V=0 pasa fodo punls de b
&lmm%?( y0). /gZ /m%),ff we oL ;‘c/frm g, éue/ca’ﬂws
lstabilidad - geu wo 25 (lodad asintttyeo~ para A
Orl{?m- ,foﬂ a,aba/?a, la /Woic /ZZ'.B.Z)M »n/wd&fb'e‘u..
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€ o

A . P X .
V/X7X)=_§.2+f Us) ds +f35(x)x

[/

= Vlx,x)+ Bglox

b s syt el s i

| /l}“:-— X2+ A X - BIIX- g (x)

dea negalive a’e/«;udda (véase (87).

é‘z A%Wzé pue de geusples s debon o W Hohin (1)

%x X(a*xt-y4)+9(x*+g*+a?) (Z3.9)
=- x(a %+ x*+9%)+ 4l a?- x*- 4*)
dovwdt a ¢ «wuw smeo 2ol atbetracco, (“JW"J&

Ulx, %) = x* +4%
ceddeuteniads s /mz'h‘m ﬁ/mda ew f)/a»w - fene
fior derivada

l./'::—Z[Xz-fyz)(Xz-f'j‘t a?) (][3 10)
/a pare @ =0 oulle Ser Wa, ol da oL
/z,/gL ’ i, L FeoremiaZ- U d/z cu/m‘z adzfz/tfmﬁ

Lhable ‘euhen <~ a#0, (,l o1t eun 2% cucstable

wis ew Tal éaso (113 /O)M/fba.s/ﬁm e le /ufmc x249tca?
_J_g_@/oS bn o sstena

X=(x-py)(ax*+by*-1) |
{9 (O(X+ﬁ)[ax1+bg t_ 1) (3.11)




Z.28.
la funecen
Vixy)= ot X2+ pd*

- ata. of ositras, b positva oenide en L plaro -
f;?’::if/ow dm?vfc{f a o Zo,/?a Ae las dolwesons dz(ﬂa/ﬂ.ﬂ)

V= 2 (ax*epyt)ax*+by9*-1)

la wut awulla ser nesatint dfowicle e la vou axtsdyt<d
;::(M - Azjmgcé %wr%az— A 0f7ﬁ¢ aontoieanen
%e estable.

Ooueliimes Lo zecion , Aaecendo v par de Seitala-
WMZ‘M

1. bu ZM?M//M 24 3 agud dleoewlides ,dz/aézaﬁa, wua
/(omé/muf/w’m o vwendad m/mmzz ws @ /owudL
cistir trageclories de les Srotenmias adeecadss a las
cepae ones (I3.5) Vi (Z°3.7) 4 g la derivada
de (as earrw/bwm'm%W o z?af,a/wrf ALe ane-
lo, Cslas eon shodits eare di wuede gun oL
Méods @rﬁlz 05 peanfio” coweliis tétrbilidad atiu

#hca. a;ﬁjm'/o'é 1o LBal, ebla oifuacion mes Coudu-

te a 'awlfaméafcw%aywﬁedupy’wz

E={xe|V(x)=0f (Z3.12)
4 b tstabplided ol /,fw'lo‘bréo. Bu la aeeioi g ac-
aux W) QM Ll audliocs no ¢ wcyma{cmzéca
Yn obeervason O2 Acha eu la /0' cua 1. 24

Z-Q&bfwé a by abservation 0:3 ) de fo:?m ZI.24
dc'rcma‘z?,wu',dl/ta habujado. Un bu r7ouz‘cale les
eoramas  cnverdes de Xyafmww /awtde wedbe ew la flﬁu
roia [43].
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114 4/(701735 exTenscones al Mctodo Jirecto de l;a/ow?at/t

' @"mw a oﬂéé/ccu les /zcwaéﬁa(a«s de &6& /.fecab;t,
ntodueirencss umes  GQuee de 80 W.;prnwfz 27 Mlﬁa Yesuas,
tyrainics reeisando  cdea de al bende wna

%’a& ad ;mé/ma (Z'3.2) Wﬁm. -
Qg/t‘m’a'o'g(, . Z/n}auuzlo » aaﬁmwaﬁ{ ew L %M lined'~
% /)wziao P7 de "X - aolueion al/oné/mdﬂa.z)*a'/xua
forda E>0 4 loda T>0 L cwru/wa’e w 15T fal ge
//XZ%}—/J// <&, Mo fesma W’w/mé Ao cslableacs ¢80 5
At epds quut exisle ‘ea susescon 3tnt Heude a ¢

il

fo cown Fal geu Xn=>p cwanids h—ao, donde Xn =>é£4n)-
Eu la fcjm 4 de rudslm y 2% A origen es d chwen
dueiits! de 77 de la ooliecou al /mj&ma

{).( =-X; Xlt)=3%F0

Y=Y ; yle)=0

mieutas qu e la fe 15 de e g L evelo Lo
Te & o6 o emyﬂu?fo Limite /mdiﬁ(m de la doluesci al/o)oa
blesuo.
;g: r({—'r) ’ )‘({o)::- Yo #0,1
=1

Fb'a- 14. £/ OIL;(M, es el coy‘unfb th /5. El ciels limile & o
Iimite A eonjuntv limite.

lefunticn 8. U epnjoncts I e clin gou es iuvastant, <
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Dods dolweion dil fm/o/m (3.2) ?w/md‘a de I pesmaneee ew

I pata Zods ﬁm/ao /wsfen'or. Povhmncands eeu los gm?ow

auteriorss ew las /ZMM /4 g /7 e c‘&wz‘/aaj}?a/oaﬁow ten-
s invarnanles.

s .

§7 s //'// J
Fig. 6. Tods solt'lfr‘ok e paﬂ‘.‘a Fuy. /3. @‘ro f/'em/olo de car{jun/'o
de Jareqiol sombreads perma- [nvariante.

Neee a /‘}o&fa 7‘4'em1003/oosfer[ons.

Pilativo a eslas ewwshonss se freve o 474«%&147@ aou ffa=
do, pate_ edya Aeoastraecott amchnes al lesler a lo Alfeatn-
e’ (8.

Teorema 8. S X&), solueiou al /amé/ma/ﬂ's.z), 28 aeotada
pora dodo ¢ te, cutowess su w?'WZ@ lomate fwa'é'w rt
L5 anle,

o vadiv, asotado e invaet

Definceconq- Sea X&) Loluecou al ;b)ob/mo.(ﬂ's.ﬂ, be e -
e gt X&) hewdt a e &n/g/amﬁ) M evwands £-200 a pa-
m eada E30, tviste wuT>C ape ba propredad de

asea Cada t>T ﬁay U P e M fal quut //Xﬂ)—f//<£.
Gsta dgwuo& Létadleee g pasa lods 257, Les pwuﬁ/s X(t)
distan’ mewes de & del (Lan(/'a/n?? M.

, gff %w& s A WCZ‘&JO a'm 70040, YL =
1res /ymfw&é inwmediales.
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_)?_mpo.u'a‘og' 1. S xH) - Soluecon al;ﬂ)oé/ma/l-&z) e aeolada
e Codotrto, euloness X&) hewde a du eonjunts lim-
G /'Dﬁ.sii()m tlado t > .

Demostracion. fsta a liana’ pea Corlradieeson . 4(704'1,7¢—
Ae quu Xl mo Fewde a ace unlo diod le /oast'ﬁvv, eu o |
e para Toda E>0, exisle 7750 Jeu al nienes pasa
LU f?T, //X/'H*/ﬂ//?/é' /0044 Zlodo/ﬁ eu /7+9 de W'W

ta duewioy En hewdt a @ eou n 4 2l
N Klta)-pllre pora Ldo"p ew /77 faa fipbtesis, xit) os
wfadafm Zodo ¢ > to , pox lo feu la decewion Xit) Peve
au pes Lirmite on 7. Bsly coutradiee 4 geut ae Supecsy
g po laundo gucda dencostradn ba poroposioicic.

Y fwrowwxsuﬁou Atiuew (debides a o. P ia Salle 1527)
dou a8 qeu elablecen b alodion eute o eomfando £, a’z/o‘m‘do
e o ;w'?wm 125,3 la eslabrlidad def %Zé réD.

Teorema @ . Sea L2 wnle eervado 4 atotado /Compué) |
7,34 ;wjizoda Aoa;m:;w jtfzb/ema (7:3.2) Xo eu L2 pevsuane-
e eu o 2%, waase <uta econ
eoealar [/ﬁ‘ﬂ o primeras ;Zf(zczaj;ﬁfw m%
eu L2 fol qui Vx) 60 e L2, Sea E oL eonjunts (I1'3.12),
aofounds e 2. Dea M A wids arandt wnls x!wvau'a/nlé
eoutenido e E, eutonecs Yoda solueich a (T1.1) eouXo e L2
hede a M ewauds t->e. ,
Demostrsecoly, Sea X(¢) Afa/w;;o& al /vb/mcang-z))g aa;“k’/:iafz
dewegslran ata Zodo T>51 lus (t) A2
i?ﬁa& E>0 dl %545 M (Vérse dg/om‘u/ibo:c‘%/. Bpnis %(#)
Pevaneee e M Zodo > to, 2di’ mondle, acsloda . [ora
X fosoncts Re 12 (compatts) gou ba Cou eniga. . Xa
fm Vit = V(X)) o cordonna ew R por der ¢sle
e&m/ba,dLO, V(RH) awulta acolodn én/m'mmmé, entowes |/t

(14)5n los cesos en los gue se rncluse 13 dempostrocion, st selomente se bos?ueja-/ére ma’s
detalles lpu(deu consi/ferse [os rcflrcmias &, [317‘7 e -
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Uene gnfomo ali’, Uauencoslo C. Fou /w)oa’%ur}s VEt) es
deereecents g ar‘r@wdo L dHrms Couy o faeis

A 1t =€
£-300

Ma's aun , VIXW) =0 sobre I'*s foua wea 8o, fomcse
pow 77y enfonees - por defouncessic - hisle cma Aueaisi
Zn dews /)‘md:am con n tal gue

X/{n)”’)f’

h —> o

V(%)) = Ul p)
h —eo,
Feco VIR (n) =8 cutoues V(P)=C 5 comco p cs aebi-
raeco |, ewtoneds foara Cods p et [77, Hp)=2C./T" 0 an
co:;um?fa nvamante v de a.;ca' Vix) =0 sobre I A4
P estet e M o zéwé,i/ﬁ*"/‘/ tuamdo £,

de odlonde

A/ M?M&MZZ Feorema - g 8 i Covdieens
ua il aunterior - f)r&ddw L wtgwwllo L.

Teorema 7 . Sea L2 wwa 7?50& eerrada dymda poor Vix)e ¢
4 /‘“f’ ase g fiuce derivadas pasecales tonkmuas en
. b0 Ddends (2 ¢ acdloda Vi) €0 eue 12 edowess
toda Soluesou /OM ole L2 z‘wd't a M twado >
(E¢ aoykmfo MW; A a[%c‘ow‘do en L Feoronia 6 )

B @5.7; l36] Se dam gom les: doude 24755
des (s Feormmas Se aféo‘m.ééa?m b 2
eeadral e ai/omswlé fmé%'o cwd 7,,“& 71 enes az‘(;lgado como
wiabiliclad O@kéobal.

Q%/‘C}'D;LS . W Lodo <L &S/O(uw & la con de
lobilidad asinbobita entoues Se dira’ Gt 8t fieve sha-
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bilicladd aam/b/cZZ. Jawwbiou ¢b weswal _deein A Lis-
Fomva (LL1) 28 completaments cslable o1 wa&qw s
eslable 9 i loda. doluevoe fmde ol Orogen evands L
W{/ﬁv ¢ ﬁ'ma//..q_.«'/z/b/m/o.

Los isuients dos teoromas dow bdovess paia las
aflo'wx,o'ow e eafc'/uloﬂl.

Jeorema 8 . Bea V%) wa fuweidi csealon con primme-
ras devivadas /chua&/ﬁ ot oum;@w toda X, 45&4700274—
Y2

£) Uix)>0 pasa fodo X#0

TOLIRY, paw Todo X
Sea £ L wnl) de Todet Lo punites donde U(x)=0
gzsaa M A nwas grande wnd) imyaevante sonl-
ide w E. Bnt tode Soluecoin del sisfemia (F1.1)
aeols da pon tuto Aude a M ewands ¢ 00.

Jeorewia. 8 .« Sea Vi) wna fuutloi thealas comt ori~
oneras derivadas paswals donhmias ﬁwmzﬁﬂ/m
0) V)>0 " para tode x #0
@) V(x) 40" pasa Todo x
@) V) =ob wwando K]0
S o oo ddentieamente ero a lo 1@70 de ewal-
e ot solution no Sea do orvacn , entones

A Aisfena ELL) awwle%a/mm Litable .

Terminanes la aseedon deevends guu eubas refextun-
des (5], B, 9] se dau g'm(?ol«w de eomw detessminan “da
tetewsiote de o yiacoil de abuaeedou. @/OMZZW ev (9] de
wwsfr(?e RCTL Y para Zoles f”"“
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I 5. /7/040 sobre /3 Construeeion de Funeionw de Lja/ounmf.

Bu b obscevacion 01 de las pa??&m/.s 23
4 .24 ge /o/a/uﬁa an /pmé/ma 2 47 dia. no 8% rouelty de
Man.ta ymu«aé, a dober i ¢ Lo ednstreus wwa Luweroie de
wwo¥ Pasr g Sisfeuca de tedaeiones A eaLeiales eoviere-
Z. /ngea/éfo L elealas Aistoaas ( pou 7’%/»&0 e edutess)
dende la z)ytﬁ47or¢WIL /Aé'm dajz}ace g,w!' A‘/M ol /a/ua‘ww&
Mz/ca Qe laudidales adeecundes, la westa, o8: NO HAY
METODO GENELAL, 7()4«/3, por ga,u/aé) ew L sistemat

ancee e problevnas de inttraceson polinisador- planta, digasenss ;ca'dazdﬁ
Z:L :ffu/ardémﬁc /o’xamﬁm /muzéc ayuda/f eu Za@t&;&i&éa Ae l(/ja Lok ou alt}%oam/.
la eonstrueecon di fuweconss de Yl
p M%WMMwWWdadeaé' enid dd
&Zz W?ZMMRKO, el panorame Mo ¢b %cuc desolador. /d eovhrnca .
eou, de wmamepa  brove, erponemes algunas de las cdeas geu
de lauw dvasrollado. 2L leélor imtearsd do w/om/mzajm,dore—
ibmos a las ryWa/s guue AL ndiean.
Britpenamies rilapando o gm/olo 1 m:/ouwzé evt las
/0' ivas 0.24 4 Z.25, donde (o ba'/.sfwda, de wwa /cmu’a& de
a%ag;@mu eva o Aistona(l3.8), ¢ ﬁw«ﬂ/&w e il -
bleuca ebraveo, 1o Ntudasvamenle L5 wmas smble.
Veames, 2l bt to devvada de(L3.4) a /o/a/fyv de las
/mycdan}a/s de (Z-3.3) 4¢ 4/{74 a

i) = xt(AtB+8a)X (75.1)

I
i
|
i
|
|
|
i 4 = calk-a)+hapap.
i
i
|
|
]
|
|
I
l

h%) Asui se ests” usando o palabra "fisica” en senhdo amplio g noend senhdo de /a
Cirevicra Fi'sica.

l (#) Soberoia M-J., Cerlos Morkines delRio« J. Theor. Biol. (1981) 91, 363~ 378.
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' dondt B o wwa maﬁzg de 2x2 Limiehriea

2% Aa de dileeeis-
Mawe de mariean w(.ZZ'.?» ¢) dea /oﬂdcﬁucb

%da (ZL5.4) dea
I %oja%‘a defeniela /m de gu 8% " 2 oo awrm Y
wwg&m a 8B ceomo

(A*8+84) = - (T5.2)

donde L 25 to watriy cdentidad . 6y ol sas0
v/f) = "‘Xyz'"'Xz,z

|
cwudentocenle 5N aZ(/av e da . /@A Bﬂ Ae e eSlra
%W Lolwecon @?:(Z52)W e Pt

de la /Wa

B=m(At) pt+nr (I5.3)
donde m v n sou tonslantes. L4 Subshher (I05.3) e ba pasd inaw g
da de J( 52/3 Se Hewe pet g

REB+8A = m{ A~ o(nt)" [+ n(4t+ A)

7,(,44 Lserrta W/&?&W&ﬂfe ; QQQJW(E‘f-U Ae M?a Q
i

AMrz + 2ANQudidt A (nddh-m)(as+81.)) _ [ 0
ditH -

(ndd//’"m}/aa '7“02,1) AMAu+2hQay did A 0 1
7‘@0,6@4 fur Ae wm/a/.g Y

- all’ém‘.? ; n= —___1___
2trh 264
Zm Son valides fasa ﬁﬂ#ﬂf do eweledddo U apso A los
&'/M ). Afaés/a &Md/ﬂ g # M/ZZ'53}

dervbrendo L'ecta-
?M/ dad | Fenemos g comitnd ap
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B= =1 [G+0itddA  ~Aul2i-Gial2s
Zérﬁm "0/1021“‘0;3 Az 0,?4'0/21, -+ d&t”

la Guu al den dubshtuida ew (L3 4) da ar a la Feweioe
V/X«,Xz) de ¢a /Aa%t/ua 71.25. 7o/ /Ma,& redulls Sea /M.u‘ ra %’-
wida al menes en <L taso de guu CA<O 4 ditA>o.

Y14 )Omecdfl,'m'cué deserdlo afm') Mo <8 ynds
UL A W/@MM/M/ dl. melodo desarroliades pon W, Hahn ((187)
para Adésteuas Livwals de Nxn

X=Ax ' (5. 4)

donde A ¢85 sna mata GMMZQ. A putsy buseands tonco
/M'ﬂi( dc /l%afw /&M/-ZZ54) a M/W dwadra'/z‘u,

aegnit

Vix)= X8 x

donde B (de nxn, semétnea) co wna wvatry Jnujm‘&‘z la gen
fiabr’ de bustame de pucdle guu

Uix)= Xt (AB+BA)X

dea W,Jaﬁaa, de/mda lna formma de qeu bl duteda b
(}oa/bam’mdo ba” toudiesor ~ AB+BA=-C, doude C ¢5 wria
matrey (eualguiera) pasfﬁm af;(moda, L 1826 tevdiecones,
A prwblewca e raaﬁg'o a wn pProblewa alfcéréa,o: Se frala, de
phfermn la Qolueioty de wun distuna col NNF1) eecaeowuss
boweales 4 n(nt1) Wml‘&»é (tas i, ij=3%.,n)

2

4 wauaa de 3@40 coupidertse lo  towoesda.

cevcacion. de wiotmenls

52+2;o>'< +WEX =0




BMW Cono feutood de ot pasa L Alsterca @locea-
do a uvsla (/a/ccuc'a&%a Ma/miafmdmém

V/X, 7) = buX*+ 261, XY +b22 Y?
A?m’mdo A proecdimients desonts, e Uiga o
V/%%) = ~(C'u X*4+2010XY + C’zzﬁt)

y obteuceds las eutradas de B 4, We%c quit

b = Cut[_2. +_.L.)- Ciz 'i'._”_f._z (22

wr 4y 4p
biz= Cr1.
AW?
by = _1_ C’zz“f“_@_“_)
p w

B la a%oxmm (@3], basedes ., L ng/oz‘a de
/m‘nwm/.s &%%?ra,éé,daa, it preedimgendo pata Coustras wa
/m’a& e /%afou/wm/« pata o Alsteua

)‘(1=X2,
Xe = X3

).(n """j(xhx-'l;"'s Xn)

quL b A aseevado a ba tewadion do/mwmé de orden n

d'd%' + g(x,f(,..., %t'_’;’x)zo

bata,  un Alstemn, d&é’aj’amm/

X= Alx) X
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Aowde La rm,a/ré Alx) hewe Lo /M«wm

0 1 0 -0
Al)= o 0 1 -0
bI{X) éz/x) s 'én/)()
e la evein (3 se da wn procedimindts pate. Cousrun wua.
fngdc )?afoa/wou' de Za/@ﬁu&

l/[x) = ‘:Z' t}Z.af/'[z\’z,XJ))(‘:){I' H dg: dJc’

=5

Jesmtinames la areeion Seiialanedo geu e <L
Ouadw 1 de extiben Uguntas Z‘c}tmxs e ///mwws At /l?afvm«,w—
;:J,a o ha ak‘l&gado coe los anndlisis de cotabibidad) Los disHiucas
Ae MW&ZZA dm/wu‘omda o Se dan eu ladb re-

W ad ¥ e G‘arc/éy /ﬁ:?bo'a(wﬁ { 777).

1. U'/X) = //7?/)() x,// /Ne‘/vdn de Kro- b, V/X)= Vi+oVz s V!g Ve se wns/m;e«.
sovsksl). 5 ¢parodamente .
2, Zgz)/jjﬁtﬁf (Método de fra- 7. (x)= 'Z_.’(ff)&‘*(;")z
3. Ulx)=X*BX
) X 8. U'(Xc,Xz;Xw,sz):: [x,(“_&f '*XZ&J-_{}]z
q. V/X)-:j;[a,f’,-b{;)a'f(-l-é/d)ﬁf Xio Xzo
b 13) 3 (Hedods de Hohn ) (Energio Libre de Gibhs ).
& V)= %Xzz +j‘;xé(/u,) dj“ % Uk)= ‘%//;b// (Norms Euclidions)
(Metodo de 4a Salle ). |

Cuadro 1, Funcrones de A/a,ounw de wso comin. Dalor tomades el arhels
de Gun{; A;Im'das (43J).
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6. Sobre /a meefué de /las funeiones de Ija/oanotf.

B base a la difpwecon L e la dieecons II-3

A& haw wma &m‘u/;r on jwme' vea de las elomus de 1:7 -
) qu o lade e’ abuwdante bF Lobre ¢sles

foias, P amplo eu @4’7(7 (87, 7ol 4}14/&7074254&0;{, dieansa an
A Aeedd de deut ~dieem— Y4aa Lors Can Mﬂmpc'em
dau de Pemen rew i Lo aislacle e d ‘punts de c;zaj-
Zdén’o,.fu ¥/, ;,z.a VY7 maémce'/rm M L5 e wa 1odd-
ZZL, conco ba qun ar otrd e la/éd'ymfw o Ao wlilided de Tales
/Wm de ;{7 »((A/L&I}/.éu»‘ﬂ Lacca  audlises de e8Zobilidad estd
/ﬁ,cu«a de dwu(/n'ofc, Lo e 0 do'rmM?ax Yol o’u%ufru’@k
Mo neevaniavmenl ¢ eleala fuaa/m tehibinse y ﬂo(zus
de ALV 1o fremew ese o 4 are daualmente 4
' Bu Lo presemle aceecoi e muesho em om/bé

de sl econeh, 2 eowstracecon g debe a Inselber y
Duls ( (o ) 5522, arle 'l ZM;bmpt'ed'a&A quut Aesvtem @%wu‘m
s did /1730

guwonts peseen desvvada contmna Aarla e exden N-1 eu x=0,
puoo la! W-divmia dercvada no s eonbrmua en se punts, Fca
hoer de (I6.1) cwua /m&w& facu'(th dg/uua/o. Solo basta eon-

aclerar

0 y X=0

ﬁ{x)=%xzﬂ(sm';? +2) X

lo gt Fuce Las pismas proprecladss de difisneiabilidad. de
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y no Preve mininto aisbado e X=0. Mas W, Mo ¢4 a[c}ﬂ'u(
ws ?/AL

0§ lx) ¢ Al Palx) YxeR o N> 1 (IT6.17)

donde ¢i(x) = x*¥ Y Pelx)=3x*" Ju aon oot foras . Fasa L ea-
g0 N= 2, o[ aA/ocefojame'/n'co de h o como £ y 2% & clusta e

| he et

x6
X
7‘_1;7. 18 Funcien delya u.naVJue no Hene
UNn ' mo on o en afm'&'ério.

Fow ot lado, oc Se considenn la cewacion dcgmu-
ecal
X=~d hix) (I6.2)
dx
wele mwarfieanse g h er fureson de apunss para Léta
ﬁu a’en‘vaéa a Za/?ﬂ de ' las Soluevons de (I66.2) &5 ,M

hit) = —[%ﬁ (xtv) 2 <0
X

Bslas cdias puiden jmma&'gaﬁe pasa divensto -
P /Mﬂ@:r%, /bw ols baola 'eowsideran la fwxa‘dc H:R >R

eon r Ade eorru/omdwm
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HXtyeeey Xn) = fo"(xmi-; +z) (%¢6.3)
t=¢ L

QuL hene dervvadas possals tanfnuas taole de ardem N-1 en
o origm, es pescliva aled/mca’a e D=4 (xry0%n)] [Xec]< 2}, 0=d,0n
Mo Fene we Ao “aislado em o 0'704/ y/aua/vdo/owz‘o e
D aweds qeu

0 4 HlXey-.., xn) & 3)X)|* (Z.6.3°)
pm A gistenia autonono &/'oa ;mda'&vﬂé
X = —jmaé //[x;,...,x..) (I6.4)

la fuvecgu {36-3} &) de U0V Su ercvado a bo 10/7045&_
las W{di‘orm e /36.4%070 a |

/;’[{} - - //gmd H(Xf’-”,XH)//z <0

Yy po toulo ~ 674&4 d Terawa 1 de eslobeliodad — &L dfu,d&'él‘tb
LA 1/52526/5 .

Kswniiendo: se da Wﬁmima; fein e el
de MOV o grafiea &8 ';m,tdulaz[a," ¥/ 1 eou de e
la ?afoic ' %ﬁui ot la Zm;/au ot Ass /&uu‘ow o oneo fonas

widawentrl . so Peme e miswrmo aislado eu ol (fcu/oéétw

Jaubien, e lay fc;a‘a/s 19 4 21 e clwotran Los ceovns de neued,
de sendas /,a,a eLones ol /gafmww o Weezz 2o ¢5 U ortodoxeo.

A f;m/n‘tdczdu (Z6.2°) P (Z6.5) 20 dou sas gucc.
MW&«/M de il moulledo de W. Hokn ( [i61) gttt depias -
ﬁ/f,(,u o Vo una on e afbmmf' fm g 2istenca
autononte de Pxn ey ees essten fuiiesones %‘///X//) t'=4,2

WM’/OWM Gfm‘wé/s eu la norma / ¥/l fz/@ ful.
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GillIxll) & Vix) & o (Hxl)

Bu d easo /m&w/m deo eulede a;m'w umedials

wuLt W&m Sou Lslas /auu'mws.

I #. Sobre /5 no unicidsd de funeiones de Aja/aunw.

| o howes hablado sobre las dty'/aw/z‘aa Gose
Prae o cnexirteneia - haota 1447" ole o pelods ;w.wa[ ole Cows-
frueeon di fumesones de /?WV pasa let SisTernas, m;oad‘:’«au-—
ben o autohomes. Si a aﬁue‘(la/.’ agrigatanes b wnieldad ,
considerarnes que oL problonta awie adu mas eomplisads, .
& Patewa ‘no de ‘eonstren (eomo Sea) wma fureson de ,?;?aw.
mon, dvno LA funeion de wunov pasa A Adsfema S
mw,%vft- J }?7470 7

é’f;ocu de ge/m/blcé e a eovnhmuiaeion dpseu -

hntes o[zksc'fmm A /orob/mm gt agen” Aenias ;béw/mda. Uearmes.

fj_.e_»_g/t]_é’_-_‘l_a /721{/'3 arkar 4 Sdemura [5'27) BLonsideremes el distemia
de ‘Lotba- Uslterra para das a/omu e Mm/bcfmu’a Seme-
fa

Ne= Ne(t+a-Ne-aNj) =125 c%j (I4)

0 W'&ér&b /M&'é/e s o punt (1,4). Intwduecendo las
verlabls Xe = ZN,A/[, o A W&/E?.i Ae f)d,w)/a,ma wm

%= -(0%-1)-a(0%-4) (IL-31)
6¢ - Seqam Tuljppurbas 4 Semura -~ Fone los Segewenliy
/MLZ:;LM 0&7 %ﬂf%v mi-am. 4
Velxi,x2) =(6x‘- 1)z+2d(€’x’— 1)(&* - 1) +(6* - 1)*

U}.(Xf,)(z) = ex,-f-éxz-)h -X1-2
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o fuene  fyiecoy la fomaw Ao La ﬁm/bmz‘a po 6:'/f¢'n
(Vease pa?;:'na I.14)

(©,0) .
U..B(X'rxt) =j (*1,)(1)’/0')(1, dz\‘z)

/X‘;XL)
10 10~
05 05 ~
O o+
X!- lnNt
-05 - -05}
X" inN
‘ool -10l-
-5 -5}~
2 -2}
L ! I 1 | \ ) L 1 1 1 \ | )
2 Y T S— o o8 0 -2 -5 -0 -05 o -05 10
Xy ¢InN, e, ’ ’ X einN,
Fig./19.Curvas de nive! de Vi Fig. 20Curves de nivel de A
05~
o =5
-05 .
th lnNz
-0}
"-5 |-
e } J
] ] | 1 1 )
-2 -5 -0 -05 ) 05 10 : X,* InN, >
Xrinty Ft‘J.ZZ.L'arvaa de nivel de Va

FL’;.'H. Cuyvas de nivel de V3

Ko euoela /M’o& ~ dieu 7249}:70&490‘ 4 Serurea - ¢ dvseccte dos
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@Hﬁam ecali falives did eom/(m/a/wu’wl’o fesuporal dil sisteta
(£32) evauds wna poguita calidad de rado blavso

ewdiondo de o ‘densided, ¢s aliadido®®. Mo dieen ceplied-
fanvenle couwn Ca eonstrayen. £n las fiqueas 19,20,21 422 e )uudm
wet Lan /»w)ﬁecﬁoa/s (,:Z/a/s e m'té{éjole /dl(ﬂfwcmbmdl_
%afwwm pata euando o =0.%

é/.@lﬂf_l!ig /Garelj Lapidus [i31). 6¢ %mwfe b wm seslewea

e dusenibe cieales meeanismes de reaseicu (véase fpigena I1.%8)
)Et. = JZ’&J(X)[QI&- X;‘j[]

Goste - ,4714( Gau/y /ﬁ%z'a/ws“ liewe Lao ﬂgmw&/m&aﬂ‘

ned do LY
i 13 goxd i = 7Aoo
Is = .Z I Vs = ;Xz 90 X;

,Q(MW, 4 erd[)/a«ua md‘oclal&jwo Aaész'sfé ) el fueho
dc?u/_ e Lidlewia Fewqd was de ca Seneldin de %@W
asoecado 5 de wa  nramnera "}fhu'&' "l amaliscs "de estabi-
bidad a trauds Ded 2¢ Metods Divecls, poso toertanenle orczina
o disewsion ms)aalé a Lo adacion existente emtre difean
/WW al of)wmv‘ de wn mesmo Sistema., é’azé 5 o coute-
wndo de o elon guct At?we, dovds to abordaremes dude L

W de wsta., dil dmez/bﬁ de norma ew d chpaeid donde se st
Pradoaj acdo

.Z[B . Fancion(/.‘) e A?&PU)MV, Normas (7 Es?‘abl'/:'ded-

Qs de ewtrar gl analises il fm[a/cma fo/a/wféa&[a



Y/
al /ma/ de la aeecon frccea(m?:z, dliremes g la /om/m‘ea{acé( () de

wnd  funeiou de %@W elaiaiea (Vease paét‘na LY de manesa na-
ZﬁMaL wmoliva pslicdiar b eamerion eutre /mu’om de l%afa,ww—
7[&/,«,(//&00&, a’wfwawwdu,@w cwewdwa /)'aﬁg'c.
Bsle aspeelo de Loy mulbiectadas /W&(,W de %W’ Yo ha oido
Wj. Losent /[5Q7), /au ?'W/:Zo, Memelona:

cir U hewias ovolado las fuecowun de wunor Aot acn

o'cu‘ta;bnl?z{/ﬂ oo Zﬁ; e&wjz de mug&%afnma&;cfz . horm
witames wma adacion extrowmadanienlt ivspeoxlanle

Zﬂe by fuwrecoues di ,?afuowv 7 las /om'blw Feeions
dwfa,wuja / rme'/n'cazs O 2ormas ) ?,(,L( /Mudam As m/bawlfu
(L/ atld a/c M&aﬂu . Game’/rc'eww,é vz (/M'a/mlé y 90
1z afl-://a'l /wﬂ[?adv e genesal ;Lu & Uik, ) e wwa/wao&
de MOy para wd ofeumna divdnieo, entowers podimos
omoditiear VY pata obtenes wwna W/M U, 4)

eon las Agm‘owll: fw/xcdadw:

1. pma loda eonstanle O v ecentemende f«'fu&}‘m, la
Curva ddrmc/a V’/X,ﬁ}: &) Conuexa , 44[48 4, " das
;bwmﬁs Mo /o&a/'wum ale ewsva, entonees o ségmen
/v?ux los ame tamboesr peateacee ala eurva.

2. fan ewwas V) ='C dou simetricas eom vespeets
al ornaem, sl sy av V(%) 4C emtones V) €.

3. V0Y) es fambien /mcwic de %afwnw para d
Sistenmea”

May w’«, reulla guu fsen a&‘aga La /a,ua‘o&
U7(x,9) para ntdueir wna r)u)rmaz," de la 4}7m‘mzé Tancta

oo “Lhora wesjances arbitrariamente yuna de cslas ewsvas V)=
/3 uml]ujm' A p AL de " eirends W'/W”/aw Nuesle
Mnormia, fora (X 4) e —Q,do'éc;/awm la Azuea,w wne @ (x4
eou L 0n0'7m. Bste dinea infedseelond a nuesbo " Cireado wni -

(ZLWﬁsa neta de pre de pa;ydna numerd 27
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Taeio” e a’eW; Lea (Xo,%)dfaué e
fn‘ ¢4 /OWM&

inteeeisi wds ecstand a (14). Fa gt

e la pisoma lnea, ovisle cu mdmieso f(;m a’z,bmdc de X)
7al gt X=FPXo, 4= SFHo. Klawanss a c8le ninieso Sx,9)
la Zaujzﬁéd 0 sorma de(0Y) eou ras/bedf: al eleeuls i~
feeo Vx )= . Meas MZ%, P hewe tas /Mamwﬁs Jpropre-
dadis de wwa norma®

1. f(s,0)=0
2. P(ax29) =12l £lx4) .,
3. PLX1#Xe, $1492) & Plx 90)+ £ %e)

Kosen da bn demostraecois de ¢s¥ spancerado.
lawchron eu base a wua /w&a’a& de )%afyw
(tla B2.22), Cite v/ A@ozafm ((17) cutroditeen wa sorma en L
ijaaéo e did aistema (I12.20). Elo lo liaeen devaseollnndy ew aeeve
/Zy&r alrededor de ecro, la %ZMMWW gl apance m(ﬂM.ZZ)
Codtauds lo aeric fasta f Feamine eadhilico, esecgen oo
/}wrma,ud( /V=(/V4,A/z,...,)l/n), a

e £ Zn Bk N (6.1)

Dode la arbitratiedac de la /mu‘a’u de apner-
eonsiplerada pe Losen , avulle evZoners moZinal “Za Agm'mzé Conelusion

“8i V(:4) es ums funcion de lia/nunor para el sisfema X=Plx,Y),
4= 8(x:9) y U se obfiene de U campliendose /as pro tedades 1,243
de /5 /oa?ic'na 7. 45 entonces, asecidds 3 V’/?w'tfa enfesse nle al’)
se fene una seudo norma cuya construcero es la deserita por
Rosen *’

(Z})ES‘I‘H'C*Q)”G"’& ko 6/6n¢/D, a' Mtu' Easen mafs £;eud¢£r‘ekhdec:r ”56“0'0”0““; Yy pues en /ugar
de s condrcitu 1 debiers 'eseribirse: flx,4) =0 & (X,9)=(0,0), pava que f fuera una
norma, c/ar wm/o//cndo.Se Gue flX4)50 W (x,Y) #(010)-

(28) En ests caso, per fraterse esencislmenle de lo distoncia euclidiana, resulta Que -l

definida comto en (IE8.1), 357 es euna norma.
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Luestes lao casas we eole teenewo, dirwmies qut el
/on?b/mw. gus molioo” fa /orwmfc deeelon ﬂua& dew abexdado clis-
e les %m‘wlis des /o,wl‘udc wisla . Lonbas PMZ&( de la no
wecdad de L d/mu'@& de .?af—ca’wv‘

1. Relgcion_entre seudonormas. Se Trala de aee 4n adacisss
ewtre las arudonoriuas asoeiadas a Loy dc/umZZs -
Coowts de MOV PRAd s 2o sistesra . B
/wob/oma ~de taracler i Yoo nids “feorico' '~ podiia ava-

" lraese ek wgwwm,l, a Yawes de ba adaciot ewhe adstin-
/ajzs Normas &u 1o PN ayom@

2- @/ac:b'n cn/re /hfer/are/acionos. Twwdo p 7 mm& .
ZM de su wuhlidad eu L anddisis de ba estabile dad
Lbrio, Stua de iuTerds s fuccespun de -
éf:“&‘xm'ucm “tea m/ufarcll'a?fa& m/cl eonterlo ZL
whlewea e eweslion , awulle inteavante entoues deeu-
tr Lt /aﬁ/oasz'bé/.'a L feap refatdonch quus A 2 a A~
d’a ALl a’e el/a/S, ComtO "Je Ser /oasz'b/e* 41 m/a/u’o;c m/n
eslns. Bslo es ‘evlosmmente inteapsante eciamnds la eons-
frucm'm,(, de las & uwZ?/J econes A wrtott Se debe
-/a,wbt'a,c a di &a/t{é/: &M{ZZ& /dm W‘%"?:m/b/o Lobre b&é
direwscon yewiichones al leelon a la wedion IS .

Luis de eoueln ba aceeioir, ozf)wa’muu s
/omb/mm qout atpecona el cmec/blé de eslabelidad opu fa 1torma
aﬁ‘[t}w{a. Bsle e su wtim ue gue posa a’e/éfu'r 28lbilidad
v evanls medir (de wna maera) Lo didwiaeion de wn

stado dd A(}wa»c&, 71/5/)&% al eﬁm‘&'brio- ALliora bron s fods rels

(29) Sea & un espocio /inesl y sean Wl g /-llx dos normas en el . Se drce e N-/s J P
son c?a'valcnfos o/ 4 Solo s/ existen constonles 3 4 b positives foles Gue

osallxll, & xef < b)x], pars Feds X exn £,

Conectado con ls e;w(t’a/mc/‘a eube yormas de Buenen los resuftadeos de (3 yets de pre
de /»a:;ma nmimero’ 30.
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quu ynds de wwa otorma cou la qui eslo de lacease
flw«,ig evtowes malicval Lo /.ugm'wl’é fr?wlﬁi:/aw ’

5 3¢/oem/e el conce/)fo de estabilidad(y ls estabilidod imisma) del
tipo de norma gue se infroduzca ?-

@dcw&wdufam e ata de dimon-
ion fewita’® = dado gt ah’ Wa&a des 2ormas deu Lgesve. -
l - & de éd/oata,we )24 wMﬁWermaAeMe,%
conduee a la misa d%mcua& de alﬁé[&dacﬁ, poe b qu en
ol gilicaeion La f"f”’“z’ /Wa/ada asriba Conier de Enreeds.
ﬁéé, umn Wbadyo Mo )AL easo tuaundo de Aimewnioic W/M/&
Le Prala, eomwo Lo bgo uee Brouchl ([?7), Gebenn Brimeso cuto-
duet g difoiecen de eslabilidad ew A venlido de apunio res-
704,«!22 a mrma/s,g 2 L 1670&&0 de ns dUeeStomes Xg,é:o,.f)zm
G't/m las dtjmmﬁs Tres sormias

Jxll, = Z(/-f-k)Xk s X, =2 X Y Al '-'—Z (I-Hé)“’Xz

va%ftw;, e base a la t@/éw&u'c’m de eslobrledad y demucslra Gese
/a Solueion jm&ml de los cevcaecons a&/aa,u eials

*k +Xk = X¢-1 i:ﬂ,l,z,...

) Inestable nA}bcc& a las normas 4,41
i6) Debilmenle cslable respeels a bor normas 1,0
ii) Qsenthcamenle (stable n&f&eé a lay normas 1,-1
fsa yuas detalles, /a(,cca/l, eonsultawse (L ﬁabaa(b de Brauchlr (£21).

(30) Resultaded. En un ¢spacio de dimensioi fenita, cualespusera dos normas oon e?m'va/cnlz‘is.

Resuflados. En un espacre de dimension t'nﬁ'm'fa, existen dos normas GULE O SO LPUIVa-
lentes.
Pirs I3 demtostracion de estos pucde consulforse G4,



CAPITULO IO

L4 Introduceioh.

BY oo /Acf/dzé o W&aé @e o frcecons
Qe %afzmw’ e U anilivis de ba wlabitidad if W’d'ﬁr&o e, ALk
Toas Quu qeseribon b dindunea de /ooé/a,a‘moj e cuteracedsh,
Tieme wria 5@74, Lisloria . b3la wu/:o'?a ton Vito Doltersa (f58])
e 1931, quinn s wssa Lo primesas (;nf7m&¢ 0 eomstaniles de
Norimienls asosadas a sisfewnas de tewaeionss d/muu'aﬁ/s
Que don Cases M&'w(m Ao los distonias (LV), havts ([744 a.
/@mu/wm s reevnles dielas ew Tohmainos Sufsecentomen-
e abstraclos o ende Cow ayes ira&’d e ?Wa&da%. bn
el eczﬂ’%aé, evppar, Gfrcecnos i burdo infeuls do aeud-
wcoly Aislovea e sty eearfones, @’@aw/‘l - haeiendo wso de
los apullades de b dbs tthmas beeesones ded ea7m’>414_ZZ~ s -
mar L prblevia @ $labitidad ;&M v SsTemas (LV). Jesnns -
Maner ‘WU dafz'/ulo w/bm'wold ' axybecfw adatioados
eon la W}‘@m@&zzé zmmmlef ea o lao fureioncs de appit -

WMoY & em/(/sz% 0o Zz/wz&wZé m/oja' s Qal eony s ﬂf?éc'am'onos.

- 2. /q/junas anfecedenies el uso de funciones de Lyapanov en ¢/
Arslisis de /s Estabilidsd en Sistemas de Lotbs~ Volterra.

Bin /Jrefmc/u an whawlives g A analisis
distorieo Qi woo de bao Funevons de %sz ew (ﬁwépﬁé ot -
erddameniie on L awdliois de b cwlabilidad e rodeles iei@z’éa-

olterre, 8¢ e eambio daxemes a souFinvwacion aa ouie de
elmmenles dt mslian, - ConPragiamienle & lonto A afribuye
et g pade de la Literalevi tewouftada - Qe 70 ¢s B. 8. Gk
) outrwdute by meneconadas fupeions ew L eontuds de la

é‘ac’/ojdz, aurigue ya,d}fm/mwzi fméz/’azs 71&1/7% ik Mealso



g

dd que nuao adibanle dablarenes.

no en ba nwodisna ﬂm%‘mlafdz e
/W'W de UMIV ; /M/om ﬁ/d/wfmcﬁdeé ew les Flaines
del problewa ( '17,0 eaor dleranss /ue oL propes Uity Voltersa
Qutiew ek (931 bas (}mfmd%'o e ﬂfoﬁid,fﬁw ot o laavea obra
Legons sur 13 Théorie Mothemotigue de fa dutte pour (o Vie (p-15), de-
mutslra Qo la /Mﬂ&

Hix,8)=Cx-dbux+by-abnl (7L2.9)

U qa primera infearal dd wolwma elavieo pera f)umdgbna’a—
dor (LV-0) de lo quu, ublizands L propiedad e la nota de pis de
/oa%maﬂo.gdd eafa/a/azz, Se Zdya a g fambion Uy cs &/wa'e&i |

Ving)= Hinn)- H( &% (m2.2)
Mds awn, no ewsta ffaé%/o eonvrewcrase de esla o W/M~
tlon, de afwwzfim ol sistea (LV-¢) wo eusvas @e i 'wll

Lo Lo wlass epales a clustran ew ba fsuva 1, de
7)) fuu %W g wmécucw d lobrio (Y (Cg/b) los ¢pes
coordeades Jou las cneas /Myea rens /om'éé/s Al sistemnalLV-c).

¢
Fia. 1. Comporfamienfo ertodico en la relacion
rusa—dcpre&odo clasico.

z)

-—— ey s WS U WIS S0 WG OB BN BN BN BN BN N N U e =S

El gue se Fome esto funcion esta” sugerido por el fecho de la funcidn de Lyapunov
se’'anu/e e d 'A'{,;'o. J F ?444, f“ Yap
Lo demeastracion pucde verse en fo pabl'”a Z.1?*  donde se hace en dd caso ;cnc/a/.
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/d/wm, a cberibimas wp&&'?‘wm?‘e (ZL2.4) 4 Aaeirios a?mm 2t -

les algebraiens, Se a a la Aegein eule Lo, misra Geu de-
im' GZ%/WWW&Z;?WMMM paea é;:mm aualiss

Ving) = efx-%- Fonk ]+ 4[4-3- g"éu?;i] (zm2.3)

Gonde X= % 4= %b. Fhea A Caso de s a{zm&éwa,
V- leterra faubien obtivo mpadizdss 7ty menesdy dty/m'/’&yt/ué
/om tsando o Hable oo los /raé?/«; e B.S. Gohe Micyitras fenls
Aerenss 2% las /WW de % e Qe ﬁ/'w/ZZ-Zj) A eney e
a Abstoria 4 afb&'aw'anw a ot nedilss A Hetba- Vollessa
Como Viuvues a  toutinuacion, domde adunds fonees exuily ton-
WenpenTe Luteecalos alawnas (dias Pt N0 Jpesziiapents sou
Lobre A2, 0%/(,‘1’%7(0 @e /4/9 mulhesfadas Wbm e %070414&01/‘
w a , pewo e & eonbenen ebmrentes e tia direaeioi .
Qo aé/'elfy te fpeclitar 4y /eefwm., %3 Lreeias e hau et Xena -
dy mm&;jpm&wé. VA rnolasa” audenera @ Citas a
Pobafes publicadss cu d lapso comprondids embe 1951 g 1957, poe
azfow?‘vﬁ.@a no e Trala e wiia CNUSLOU d:/a'émét, M'm/b/&mmé
N0 Sabesss de la evdstines, de Pl bt eanlira .
G 1957, £ 4. berner ( 53]), a/z'&jwda Feanieas
de mecauita wladistiea , ipproduc wua rnucva me/vda/&;;& e
oA aualisis e /4/1 wm/ﬁ 10 Abaeonss emlre z/?@éa&s 2% Corcside -
rar g don Z/w/zbmfa/u(?s para les /ﬂm/wglﬁd de 'l /9)’460»47?3 Aleeso,
eustgunda medeconanemios a/ﬁcww.s a,{,balf% e W%, A e~
do al leelon cntenvads e wndijan e sslan ecotons a lus
ﬁa&%u e Kernea /15371Z§3m} @’ Concwo af de dﬁt;é ( 87)
oal oy Goel, Maitra y Montrol ( (14]).
A2 mmecdusea cladislica, onlenia m/béc'm
f?«a Quut adaciaan varzbls Wm.sw}cw, P ﬁm/ﬁ/ﬂ L d;/
e los gases deales, ew Fernines did msrmronts d, paendiectas

)

W‘arwaa/‘m'm obedecest las byes Ao Lo meedniea etopco la
24 Zy de Newdon . /G%&m., se eslidia aue as, fra@céxb
obtaer la doluriots a la Lo ion de m&%mmg ' tada wna
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de Lao ;bzd‘c?,ccla/.s 2 Y7, Contporient , £4 omas bien o'm/t)mb/e,)oa &
w/mardéwmmé N eeaso A WZ/&A. Din M/Mb@?ﬂ ’ m‘/ﬂw~
A dlowse s cslodislicas P2 227 W/Wft dd ntorirg enlo
de 4a f?ﬁélay’o& Qe /bméac/éz/ﬁ L2 wanera @e 7014/1/0/0 ab ¢sZas &?4,
fones: widicidi de L Libloer - &)

1. b ' o de tnetzca ctlad/ece -
owe%&m/awaé de 4 ma?;& 45241:0, o ém/df
@W’wlfm & L mismao.

2. da /?7 2 devwe{é‘&/%mm o da la debtribeecst,
de wbotidodss pure paddientas’ o cual nasa.

V.14 banplinvents de 1 4 2 dypond, de pue abgin prin-
copi de Cousesaion s praene en o Sisfoa e aushisil, on
fufc'w/am e acoteua éwl&jo'w S 00 feu oh e /or.:ZEua’m apl -
ear 8les Uenveas. Mo aun /or{/uw a s, cauee?bsz Comd varizbles
maer g ILrOSeapLeas, Sistama Carado, tuilibis Franmodingmd-
¢o, Jc-, dibittan o ac eorres oudiente en daad;;a’i B &S du
w aepira c hace <pa Mmaé@dc'eauo& a @/‘w% Feorea
/' ea. Maoda douwde Yemernss W/muaa’oﬁ;, éa;f amee/ézﬁz/s de meean;-
aaeaZ‘aa&ZZéca/faw s quc aim no ¢ Clatd eual wile < Pa-
daau'oc’c m/&?jz‘ca. B d twadho y 2% s??ue de muceslran a,/fw
At csad inteuntes.

Voriables M:'craseo?:/zas Variables Macmswﬁ/'cas Ue/-’t'n;’a‘oi de sisfema
eerrado.

En sislemas Fer| En sistemas | En sistewas En s:’a?‘ema: En sistemas | By sisfewias
s, i ..
Modindmicos eco/o:yz‘c 0s Fermodinmicos | ecel Jieos 7£’Ls/ eos ¢ w/oé Lcos

(un (?'as) (un g53)

£En oponien de
"ﬂ:ainard Smith\ i llos en Reuelles en fos

a9y per /o los Que we Aa No //a-
elockdad de | densidad poble presion ,te A{; del 178 F § |7 e
lt/mac;oaarffc:/a c:’on;/ /oofes/x:- fr?a?‘ura.’ "F* c%t'r/ag %VM— flugo de W"f‘ ‘/,?osm/;z fo-
are. tarlas. Simemban ria 7cmyaca. )
Se nfwnen-.

reduccion pri-
maria, biv masa,|
numero de u/m_
cres, efe.
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Towionds o yuente Zodo do anterior, Kerner cslidia
o Listana
X; :[5[ + E’-‘-Jz;dﬁ/)‘(j X; (ZZZ'Z-")

d.wde la fma/r@ Ay e aulesimelriea, ¢ diic, A =~ % pasa fodo
6 Aa aulidime fria, mfre ofras easas sriplica gue los Fesmnines
de auboinbcbiecon yo eslan poresentss. (hor, (X1, ¥z, ) e
) tf,ooo'&‘éﬂ)o Zble Q/e( ’2'49, nroduciends Ny = &4%&. , Kerner

it = 2 ay%(6%-1) (m25)

sobre o guud AL ﬁwdfc ehecan /m’lmwlé ) ea/m/oéwotWé del
Jeorema Qe dbam’dcfﬁ o lawls o evistueia de cica Hagnd-
Zud gL AL eowresva, fora ewcantran Lo opuslomis de MopLmsen-
% adotcacda al Sistena (FT2.5) maltpliguenias de ambss lodes

Yo }’;/@”"-—1), eumem s Sobre i y woemaed La aulisimefea

de la miatre, Ay para. eowelui gl
Zn ﬂaZ-/Vz[E”"—ij =0 (ZL2.6)
(=g

e donde, obsersando yu _(%L/é’M'-/VJ = (8%~ 1), [/(yzmm a

(%

€l Tesrema de Lioville establece [a forma como cambia el volumen en o espacio fase bajo ¢/
efccfo del flujo definido per el sistems gubdonomo y se enunc’a assr "
Teorema de “deouville. Sea X ={(x) un sistema aurenemo, doyde x€R” g4 F: R R". Sea Dlit)

la imagen_de un dominio en el cspacio fase, bajo e/ Flujo ysea V) el volumen del dominio D&),

enfoneds Vte)= [divflx)dx.
D&)

) Consecuencras immediatas de este son los siquientes coro/orios
Corolsriod. S div flx) =05 entonces e/ flujo preserva e/ velumen de euslgurer deminio e el cs-

pacie f’asz.
Corelario L. £n s stewmas hamiltonianos
3. = 24 '( =~ gH C=4,2..4n
?L It ’ f? 9?[
el flujo preserva el velumen,
Lo demostrocion del Teerems y de los corolaries, asrcomo mas
detolles al ns,becfo,,a,ec’cn consultarse en el texlo de V. I. Arneld ((5]).




)/
[ 2% La /mw’o&
n
HWisWay. ooy Vn) = Zﬂziv}/e”"-/v;) = o7 (m23)
-x

24 wna primera o’m‘?mé para (7I1:2.5) 0 Como diee Korner: ¢6 <ena
canstonle e rosimiento para L SisTewia (T12.5), Gueonae canls-
dades Gt 4t Counerte, adwnas & fﬁ&o’é&'&’r‘w d wso dv la rmeedn,
ea esladislica. e los AisTencas dounde <8l aeuna, en L presents
Caoo fmfcw/@b Frave fa 4L wienle Caraeterislica: So oen (ZZT-Z,?)
%77(4%% a las variables WJWCL&/S, o dicin, Subsh fuinies

No= X | yo o c&/c‘«:&l conelivn G Za/wuec'a&

T opifn-¥ s )-ct. (12.6)

¢
X

s primesa sulegral dd sistema (ZZ’-_‘Z"’)y eomo /@wde wnde , Su

el o5 d miismo o oo (ZL23). Ina g Kernor ewsuentm
Lo eonstanle de moizfau%ﬁ, emsesnda %?Me v /ouafwc’/m
& al o Uanna "fm/]mzﬁm" sislevna ymaur/mﬁa, Geu
/Da,m Lodas ban u/bma dLserctas por /E'2.4)&w/re duce.

pilfi-%) =0 5 =420 (m4.3)
X; :

dmdt la barsa sobre o Fismiino emtre f?méx;/o&% A(fmﬁaa, d
70)0»1%&'0 Ponporal oy el taulidad . B (T[2.9) el Féomeno (X -X; )
mude Lo diswioecon Maalm%‘w dr ba (- ima a/ma'e 7/4/0«2’5
a eu eguilibrio, poe o g 00 (129) ha de ewmplivse pasa
bes eeces, entonces el Lo habrewos de mfgonzé,t ac’s B
/ammwlc'o, Dodns {as ebpleces /@eZZZafya il W‘Q’bﬂo eon la mis-
240 .ﬂm&;?c&. e Lo ‘dieho, ¢slanemos de oevwesdo e areo-
Mlr en ba 'MZ% (Z1-8.9), al 7eorema di o W}ta,d‘é&bfz
di Lo WWZ«//& Menacomado Lineas atris.

Mas adelpnle, Kerner cuowenta la pro-
babilidad di ez A fcvma/%o/wéla&dmd de la 4‘-% ¢f~



¥/

peet . ewtuente enke 1 o i+ pey W‘a ﬁm/eo 2%/ 5
doda poe

Plas)dn; = gn* ! @ %% g (22 10)
donde Y = B.X; Corred pondenia. ol y a la disfribu
e te O Miaddll- Eofyrmen. 4

0794004 de & polewte de Loy Aestaisenlas
de ba meedunea s8tadislia 2uloresy toco of Maysnand Smelh
(Bl pp 85, 8¢) Qe Hemen dudas m.}mdé a lo alitidacl Ao apuéllys
e m@;«'z, przre “a/m e ué&gu L mehds, es ryecdais
Tence 7% ‘umls de Letaeconts de MOVL 214 23100 /bm o ercales
deq /mz/x'é/e Gueontrat iua coutidad gue sc Cousesvie - Compaaa
ble 'a & maja;. emehiea U lao meolivecdns C{c"m a4 /azyqzz—.

Fona stia Qe by cevatiguss de @/ el
b lagiihialms swie 24 ety ot B s

;ﬂ‘n'mda/ie a fefa e deshevuias /II/J/MM les qeu &° exist,

2 t@ulicad emscavalion, diee: * oldy Condueem @ cwu airferia
divanico wsbuctirabments jmustabdh ; uls o8, quc eualpuien
/M;iw&o barwubio e la /uma, Te (a4 Lewoes orcs (atiadicnds Ed),
Coude @ 05 wra Jrtewou asbitraia 4 & pguciia ) /m,adc alferar

/eﬁ»puwé 74 éW/Mffa/zm'mZé 468/(4«0,'. ,@W o 20farviies

e Coneditioncs se110 pare eufra mfa/f»mea, ton ué;owé de
wisle e Corsrefasies a Aktadas Geu b gonstant oo Movt nicends
gl L seuenta, aiios a’w/bca% (vease Poana 1L ) ¢4 mﬂﬁga—
de vpliectament eomo /Wu‘a& ae apunov.

Sn 91, L. 8. Sk dhin (54 eciacds sa el
oedilo di erfm «}n/ua;beu}&‘eo« 0 Tawbien Hpyuads Gause

N, = VM [ K =My - O(/VZ)
Ky (22 ,11)
A}l-.: Yo Ny ({Q"M‘:ﬂ”z)

2




/A

lo bae whlisacdo asqumnedas qeomeTrices o aom oneaselo, oopld-
e favmenle oog' a/r/&;a?w o fzzyo‘wlocm e MWWP ou a’cgtf
v, Powaritaments tcands esludia bn apevisfoneia embre
das afym’u /& 74« ,é/a/ma taqo 2) M:/u?'a, dfa/wzé e t’ca'*
librio trble del sasfema (ZZZ'ZJI), ee: ‘B¢ taso 2 /Jwa/.c ALg »8-
fréém/zw[o fol- . rodilo nya m:/a'eo (ch?sc f:;ura R ) &ma‘atmé
de des monfasias paradas poe dos vallts e poria A euslmsa.
eayudw&ob?imﬁau@dewﬁom/ s «
Or(%‘u’o e L //bwwfo E ol tuald ¢ L éfwo‘d}érw ers la cape -
wes. Bu el o £ ¢o cm/owzé de W'&'érc’o wlable o "mdo";
w,aéfwc'm wlado cnitial venilualment JZ&im'aA‘. G st /w«v%
2 rpmce de tawmbic de aubas u/&maawm;xu%mm
de 204 Sl augents . Ko dimimacion de wpa de bas s eeges
709%10.’ Merementar L vale de W&’énb Te b o' o bien <.
W dinuinar a by et eompetenela’!
v 2o ?W&WMWJ*M&&,&;M
Slobodbin, 1y Aiet ¢o eanmo couotrws L 2l mioddo #o sgrafies.
/6.5/6&&' tamenle: 6 Coues ls da b altura a bas o%on/ajw Ze Lo

guc Habla?

7'73. 2. Modelp fa/aojrif’rco pars estudisy /o coeristencia entre

dos especies.

Boutinswanido o esTe ordese de cdeas , direnios gur



e EEE—
I 9
Pobect Mae frtfor (@21 ) ewi 1970 20824 000" "oS';mf(ore o Suclo e sufeas
2ia Cenditieas Coyotres YIMECPLLS PN p s aus
/:omu:/s% 70 /M&w?é /Ofﬁ/wf&owz e Ay &ZZ, eos -
M 3¢ g fa/wréwm wma’aeac a das S clatioys
s -  clpaias iy
C(,Mea/.s &’% pr m/b/d G e ecit W 4{;{4@
ajaczém oq/me/%a, 4 m/?md resp al ﬁ’m/éd de 4
M/é W?M Cinehea /ooz%mé ( /orww;bw &e 116y -
a,cum)y éw pracecones o, W&‘ézio wlables e Bl deokerrias
(/a/sjm lao evalis b &pw;?ca, /gw‘mca,é & mmm &Y

YErMeh  Lesiplo €0 o pritiesils PUREID pata L Mcmwca, e 542 -
/0 Aﬁ&z&ﬂ/z afodcwé/e a m/wv&aa;vcé/ji EGet iy aé&m J
" ooty et @aaﬁafué mﬁiom @l /ﬂ_y/m—
@, wua tpeae de Prowecpio mimuimg. Micsty oy A A
AL Qe Llicaesoucs /fbm Comfffmm R222753 &t/@r«u‘azc eaaafm%'ea, <5
Wmm;aaézj o csles /xwa/faa’w/a mﬁ%@m-’.’ Esth

/9 LI S ey &wﬁm éz cuia Mae E2ehiun
e '[9 9((417)) Wd& elodie o o ‘ '

/&u weW pee Atewasns g aq Amdevan o ¢ Gl o

fﬁ_éd &mw& cé wa'm'&md @ J% eow/@cﬁ‘dwas. Su-
fWW“ '

de tecaccones
%= enf Zuay -7] (Z2.12)

doude & o0 la obundaneis Al xtewess , Zq/' < du puso, dy o
L /oméaéclodaaf pae wedad g ﬁ&m/oo U e cudiucdie
de 'a dpeee [ Ww&w/?c et cea wuidod o %WJ
Cc es L /MZM /mv/bomwa&cézd da b eonnesiol, o,
aeurns ‘e eopeeye | PR/ /o)oZﬁm wwibral e eomida
d@;;mb/e 2befo oy bn ewal 4y o cve ¢ cletyeee . Mo elhun
C&A&Z gt Lo neeeacs Aa,ZZa/wcm

/@5/- = ﬁ/g@ (4 /) - %dg/\’g & (2. /3)
7
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dude & o lo eapaedad de casga del hibifal peea L ovewnso K,
Las a/y lwew ba misna (}u/ufrc/m;t g cu s recvacionus(2.12)
/R la 7@4& cubronoeea A eweiusenlo did avewsso K.

do. abudaveia, At puclibrio Al xteunso £ e
obfiene Wm'wda lo Coudieioi R =0.dk Lty e (Z?a a

G =k = 2 dyXe % (Z.2.13)

bos ?a,ca,é a Subsh tuiclas m(ﬂ-QJZ)/ac ﬂya a que X W/aem
Ko=eonf( 24k -7)- 7 ( 2 Ay Qi g _/éc)xk] (:2.15)

o wlado de Lbrio frehble e cblieme de ta Mae Qeldcw
m&fc% e ém'&'bn'o eomf?eré‘/fvv a
Zujasy - % = {:( 2 dyagu _g)xk (12.10)
Litora bieu, md(fbma&'m/&mmié de daﬁ”
eultad /)m:'//fw geut a b obtuceced de Qs X Geul Wm
wla Gualdad, Mae Z‘éubaésm;méfwm@mm%
m%w? %%20444 ) /u/z/c o

. 2
4 = JZ@%/{’;’-&:/"Q{&/XZ‘“’)+2%7;X‘ (EZ".?.I?)

l4) Estriciamente hoblando, Mac Arthur mas pren se refitre o sue loo /mml?)s critices de (TL2.17)
son los mismos que sofisfocen /a condicion (2.1}, pues

db=0 & -2 L rag-Z 0gayxe]+2T; =0 (¥

l aungue mas 8de/an?§,m @21, aduce “razones é;'o/o('?rtas "/yara Senglar Guct de /o3 punlos

critveos sole el mimimo es realists b demuesha S1ce t57e se 3lcanga oo "/zmcs con (4

sl sistems (121-2'15) pwecfe ser esorifo cemo

X =- Xt 08
. 26, s 2 %‘52

I / de 57‘“’ Q) = ‘Z- ; A =- ':%ZX"CG' %}“‘) ‘ lo wal #Henme fue ser negaﬁve. For FanTo
' 8 se minimwza y Jos ecusciones (ZL.2.15) son es7ables)’
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é,v/&aaftwa{d wnd de s /twa//ac{dd (2/6 &mao-j
Hm«yy Morow itz ((26]) eu 19792 cubodueen ew d snodilo ria -
ny'a.do 7044. a,fuzz,lﬂo;wc lavean Feornas L Aaﬁ(rwfc;
qut eu 8%, nfwz'u'atfc Uavsanns de autoinhibiesiis . /da', Calas
Coustdiran L odids

)Eg = A X +Z %ﬁ Xi X; (II2.18)
Aoude R0 ;>0 ewtomces Pic $0, nutuhas guw 4i A0 eufouas gy=0
Denmuortran gut (I12.8) 10 & wwa sonstonte Yo rnomsnieut paro
A Aéotenta /ZI'Q./&))/QM& Lo /ﬂ//cw,&a’a& jaacdt sen weoads.
Corwo funeien de ,?a?owu/om A smo, pz de (2. ) P
Ul yaudo (I2.8)," “estes ausores llegau o g
Ut = 2 pl-3:)" (72./9)

Comd Pii 0, emponces VK40 di deuds cou,e&ym . el cstado

wtrecowanio (Xey...\Xn) dil  Séortewa (T 2.08) 5 o5 " cstnbles
Fontrondo de &%,wua/s cdtas e /&&na/‘, ew /973

Qiben 4 Xéfoc'dw ([1]) Jzernn Wmﬁw?& contribuciones al
fentde gt nis seupa. Bsles eousideram o siotewca (I02.4) eom
Aij =-Cjc paea C¥j 4 Aii <O, Figwindo o wmismo /meedcmmé

ik ev la /ca'?u)wx/ -6, U valewle a las 74«;!4%&4
(:2.5) 4 (Z2) by wenchen cono

Bili ZJ%%%MM 1) + A X (€% -1) y (Z220)
N n
pki(e-2)h; = Dauki(€-1)"  (m221)
=t i=1

m/mﬁ'mnmﬁe. A eoufinviacion, tonsideran by (//Wa'a?c

V/ﬁ4,Nz,...,Nn) = 2:: ﬁi)—(‘[(é)N[“‘ Ni "‘1) (mZ.QZ)



. /2

/ wdl elueasse ¢ ifrm il do eonfravamenle olife-
rmef:é/f Je (112 22)(7 aA?Z;W/ 2.21) my%a Aum a&/a'w//;/:(

n
) = 2 adi xH(e™-1)* (1T 2.23)
(=1

Y Comwo pu A/«)bé/m A0 eutorces redulla quu V) s nga,l'«m, Ce-
/mafa; o fanto (70:2.22) © wwa /uw:oo& e Za/m:zr frasa AL
Cdiokenid (T 2.20). Mas adwe, como V{WyNey..., Mn) >0 evcamdo
ANl | whlirawdo L Teorava 9 dd @a/o[/uldﬂ, coneluirrias peu AL
Wloléniowi éamefc M&Jéé/@.

/ﬁ/wm, AU em /E'Z.ZZ) rc;r(AaAqu o éz.sVa,oo’a»

bls X «dlga/wwﬁ a guuk
n
Vltry-s Xn) = lf/&wﬁfj;‘--, h%): Zﬁz/}(;—?c—k‘: én—;%) (2.24)
. .~ 5T

dv elusarse tla fuecon b fuweco, de unmv v (VE3se
;756/?:: .13 pars 1o %w;’mao& en el caso O'r/:/nera/) ﬂm%ﬁfwm
(If 2. ) eonsvderando Agj=-Aji (Fj 4 dic<O g poe tonsiderae,onch
aMa'Z&;,aA a lar dadas V&Am‘edc'a}a/mwz‘o atras, tewelid niues Py
A W'J«'éﬂb (74, Xe, ., ¥u) ded s/sr‘m(ﬂ[ 2. ) s 56’054&%3@ Sigble.

Observese ba fpowe de Lo fuweson (I3 24)
20 ba nisma Feut la de /ﬂzigj % / (

B 1974, Plhaats Wattes ((0]) euavdo avalize

A oia Aiotnua sia- depredador eou discpacion de
4t pore prea dp jpaeid

X= (-a)x-bx4+ (5= 9.)x* (152.25)
Y= (-0Qe)d+ pXI+(5:-3)%"

a/vloga~ a uyw bt por 6'r7wy Junkel e |97~ comeo



Y/
/Mm‘o& de ,Z%W foasa d aiotemea (12.25) a
- (e - e (man

doude 1= XY, y p= 5//5 poca  Cowelun slabilidad gbobal Al
&ﬁwloérw &faa%/e Aol T isteorina (m.2.25), (X% 9*) eon

X*:(g(«- .)(g;—g’,)#&z*o(a)ﬁ ; g*:-_ @1‘04),51"(0(:*02)(3;*?1)
(?2“52){91‘?1) ""bﬁ (?2"3’2)(3,- 3’,)-{' 6p

Qora, te (I2.26) mo ¢ afc}zfa’( d/?d/k a qu

o) €] = g -0ty ) %ﬁ(g‘y* " M?)] S

donde ev (88 Sumanedes de lo derecha evsprradss ptre corshelss, re-
oot enueh A  LuUa Wﬂfb e .Z%aiowmzf Al ﬁpo(ﬂ-z.zq), es alein

In [ Wins)+EH ] = yiny) +4

o lo ﬁm Ma Lerva %uw/wé de tslableccr . roulfads de
wienle s

WalHer, ? Zobytoclad Zaéd ad ééx /Mﬁé/e,
/_ué/aua, [ZZZ 25) de deeide 4\4/»/@0444[0 cono /aw&oaa »ﬁa/aw

"oy pasa i mismo a
W/qu) = /éf eV/Xﬂ) 7"k2

Zz,& oA puiso aito (1974, M.E. Grlpin ([3.7) dio®
Ak o tmo para donstrusecon e s a/e
. e

m d;m Siotema o Lelky - %/r‘ezm la w/ber‘m
a/%u(/b

o Z
X; = Z';_(&/ k- A ’9)’ filxiyxe) (112.23)
} J=1
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/m’&udof@ﬁé i afiaelor Lyeal . 1 idia de la tonstrueeion cs Ia
quienle : Oea & cova ecalorea, de /H’Z-Z?) 34 (X0, %) eo acc Hemlo
chub[, G;’QJM a/ymﬁ? V eamo a
X,%)
Uik, x2) = ) (f)/x,,x,), felayxe)) « (s, o)
OEL

=!(§ﬁﬁ)d (1r2.28)

/@a«/gwaﬁ cou la Lduea Qe f?“tée&m«w?é e
Yoy 4 dz,mm, o 1975 Tulipusbor o Sencura. ( 56]) avalyan o

Sstemea (UV)y o nias bien
Ne= 2 Qgki(e%-1) (Lv’)
J=1

quue Pwdz ueesfioasse prviwe il (LV) entodisiendy py = 5’4%‘; donde ,
conis simpre (X3 %n) o d equilibri Jretible dil aiotvmallV) 4 fuc
e o (A ear/a/;mdc al selgon de toordenadas, Fpda se aipie
/)rwW&wZé ms/oacfo 2 b yiate, Ao Bslos autores tousidina 4

UMy, W ) = Zi) (Ao -1) (Zr2.29)

U ewidentemente fene las  omismas //oza/ona/azﬁ/.,ﬁ(,“(ﬂ-zzz) 4
wﬁa. oerivade o L Wﬁfé las /mydc/@/m de ([V’) resulla der

Vi) = Zn i (e 1) @-%{qu) (zr2.30)

.

(21 J2q

Segiue Tl psea pooe g Oomara (56]): * Bhom, 4 b shyrovads (1e) 2
W?&&/V!L (/)%0&1/, &_Wﬂf‘( U ..., An) dada e (EZZQJM

2h Aiva ol e WtV para o sistema (L1) de aoe-
?Ma/wc cdéz;j:iad ?/o’bzazlr r dld (//Qoa'lo'én'o‘( o,...,oz.w

(8)E uivalentement. | ‘a‘éu'o(in,---,fu) ard el sistewma (LV).
' e %




IL./5

Ao fooma tenveneienal de csexibin las fosnias
euadiafreas o ew Teomunss de cewa aualry simefriea . Lac, defini rnes
cia mate dimetrnea B=A+AT, Butoucws cosibines [JH) eomo cna
fmwa wadritiea cou l 4&4%4“«2‘44 de 8, b eammo

T = 27 (6%-1)by(2% - o)
L2y =t
;iéom, s 8w wua?’mfr@ mﬁdﬁ’m d%'m'da, Vtt) eo wgam W-
4 Ve wna o/mmw ae fppunot.
' Bl Fooroma de cotabilidad de ?ajaa,mnf -
ﬁé/ece/%a wva pualry ¢ aZZé/e/eadswzi'e/oc&;wc’apwad
di rvdas suo valores /bm/w'ﬂé & aZZ'«w), W dolammenle 4 ndsle
wma matry C pos fiva dﬁam fad (C‘zv%’*d) ¢ v e -
/m/td&&wgomoé C=-IZ— donde I ¢ la nats wmidad .’ Bou csla
adeecoin, nuwlns matnies orgivals g8 tolin adotiowadas
B=(CA+AC). Qu’, L teorena cstablece gut colabilidad Yseal (estabi-
ledad de nuwtn maﬁé/?) seusie , a{,';/ dolamente 4, B ¢ 91,7422% e~
/m‘da.. la mﬁaﬁ/’m’ad de 8 haew de UMty s Wa) v fuueida de
J%afmwv*, M?Mwafaée Llobilidad 9lobal
V1A Mb%a de %WW & 2lwane e los
WW dlas W:
i) Ka /a,a,a/ofc .
Vikey-- s xn) = Z "5(1‘: Xi= X = X; 44...%’!.)

G & obbhone de (L2.29) mediande la subshiueson
N =ty ?& o fumeioin de ,ﬁ(quwzﬁlm«z L S;ﬁ/uua(LV)
(vésse Iﬂa':'na 13 ). Cota mo U minguma. sorpresa. pame & festor,
i) ia wZZZ’ﬂ‘d«w{ ;&M Y7 Librio O lhaet dzfjmah
e b nyaﬁw‘dad de lo ré CR+A%C .
(;MWm/é , G W Hasaison ((19]) memecona F2)
o U Fesis dsetoral /Dmsm;éu/a euw /975 aﬁ‘&}o' wna Luution Qe
%W Al ﬁ}oa (3.4 ) porre M,Wmd/f femenle a
onisnias Gowslusionss Qi Gek (sic).



Ir. /6

i
' Dou todo 4o W‘ dieteo, Loperanes Geu AL feator
ol plovanmt wdl eeunewecclo 2o Qoh oL guue cutodugs oy Hunieio-
l W/Catei% aunev ew m@fwﬁ%w&awdwmdcéz%ﬁ[—
Lidad 3&96@(’0% wddes dd fpo 4V) g UL " GO eatyuds a touts
l Wu‘o&-mfaﬁdcwwwé&,ddéyamwm/oamlm
iss (976 /977 euaunds publica wus frabages. Sin enbargo, Sus inuso-
] /)Zaodwcw al rapwlo Hoen loa aigucenlss snenifss
3) o coudiciones Sufieients pora b estabilidad ?{aéd
l O&Z W&'ﬁ/&bﬁdﬁ'ﬁ/@ de disteneas (LV) em oL easo W@é
Ve n'espeeccs, Boua o coso i deo m,w%a
el C di la Hoblow 7¢ 2puskan Jermwra.s pard.
' b) Mot wwa m/a}o/alaalof(. &bé}:&c de &/Mh&e@.
a%afa/m’zw Qeut ng, ou teominos de by y
l Contmids. ew o ecosistenia (véase pazina ZE.ZZ ).
Ain Miagon Comentatid, @ Comh nuaeiou crpone -
i
|
i
|
i
|
|
|
|

o Lo aouftedes de G-
T3, Lstsbilidad Global en Sistemas de Lotka- Volterrs I,

/@W«M Gole no lo metiovn, tauws duwmances
W1W~aémmmdwoa& tons fuccecones de witor -

7;:714 molivades pon b eolietin @e xwoultedss farmm, fgimu
e loy tuades 2l tan €itado cn ba areecsn /Wteca/mé Vel b
woultads prasa 5 chptects 744(/«4. wblieads c 1977%

Jeoremad. &¢ (,Wloérw /no ZM/E,,L) A dcotenca

(LV) &5 fachble y evisle ncica m/fé eonstenle C dcaﬁmé

o dmedss ol la O&agauaé )bﬂsr‘)‘r’wé, 72l W& snatri

CA+ A*C s mjaz'om enido | entouces A diockuia de ,afm

%/f&rm (Z l/) 17 (&Zééajmmzz az‘aé/e e /a wffc ﬁ(//&'é/e-

Jemostracion, Suponomes g evisle wire et C cou las

(6) En otro ar#iaulo e Goh publicado sc 1976 e otra revista ds como  referoncia o sk,
r lo gue es razonable pinsar sue & publicado e (977 fue su primerainves Kgaciol ew
estos femas.



N/
Ceractonslicas dd Teoromm y Ao ranies Qe

gy 1) = F eifi-Te-Fe ki) (2.1)

We e=d¢j/€1,«--,€n) Ceun dt'>07 y {.ac,(,(,w(,(., Q/e LALPV At
A distewea (L) ew la fu?wfc /a,&/fé/e 4 ewforess ar‘»’f';:wdﬂ Z;

Teoramuas di la seceson T4 eoueliedriniees la doniss-
Pacistc de sl . ﬁea/mé: &e W&J) e /mzaﬁva O/c/o’m'c/a; 7&4/!1/:1,-
meule seusne,
(,’)[/’/Y,,..,,,P,,):O ‘7 e M « wétoﬁémzz A la /L«’?Lb& de
intenss buoloareo se . 5 aan
&) Vit 0m) >0 posa X # X Bslo Jucde eoicdineczase Obsea-
vauds geu Vse ﬁwdi ZK/OYMM oo Lo Jumta de
ﬂ/wau’m/ws bada wia de lao accales dgymkﬂa e
X; g 70 ¢ c&/cfu[ Ao 1t Geue foo0 pata Hda X;=X;
A M, UV Aewe cu W'&'bm'n et -
et puus

W (kiysky) =0 » 22U (5, sdn)=li 50 pam hdo
20 9%’2 X¢
v AL Russianw n
d(,é ﬂﬁf,---,-fn)= 77—% >0 /0m oo c=d4,...,N
9&-9)’5 a1 7
Llora, la dercvada de V' a lo /@470 At laa /‘mye%—

ries dil distewa (LV) 24
rit)= Z Oﬁ—)? }2‘&) = 2; ;- % -)-(’f‘-
= 2 sl )ber 223
L=t J=1

(3)Dado gue ;>0 paratodoiz=1y...;n el problems sereduce a anslizar el comportomiento de wna fumeion
del fipo £(x) = (x-i—?&u %) eon xelR P X30. De [a forms de €5ta, sc frenen /35 sljm',,,,zé.s
/oro/n‘cc/ac/w

a)tlR)=0
b)f’/;l:o con Fx)<o pora x<X g FlIX>0 pars

X> X

a)fn{;)>o 7 ’f”/)()>opgra fodo X. [ 2 7 X

' Je ¢5tas se 3igue gue AL cam/»o/fam»'m;‘o de £ s eomo Se muestra eu 13 ﬁ;um, laﬁmc/a& v
se dcacom/aonc como Jo suma 'de n func:'onas eon tole ramﬁarfarm‘m .

F-------------—-r




18 |

doude utiliyaudo A hutho de g b w2 AT =0 ne sucds
n n v=1

w) = 2 ali-k) 2 agly-5)

o 64'0!,

V) = _%(x—i)t/mw*e) (x-%)

i

]

]

i

. donde XJ)? enolan loy wetorw eolusina uégew Wﬁwmézs don

I X,y Xn 4 Xiyooog X s 2 celiranients. Boa la Agmffada il Feore-
e couelilres guu V)0 en regén L2 =fx [X=(Xer s Xn) Xi>0}

l ZOW aunado a fone Vi o e do;m'lo‘éféo P (), (i)
focvn de U wiin eca de i%afaww para ol SisFewman (LV)

I ublisando loo feoremwas de ba oreecdn 74 Gouc"é«'ﬂxwé j—
/ﬂézida&{ 7&5% il %Zoérw/uﬁé/e e La 117/0& de cnteaes
bv0log e, &

l L fodas bas mﬁ;@/} dam?;l&a,&/s Feu Heme

] vl msullado, qu do/t‘eu/ﬁcé paefita radiea em qeee, pasa ol Caso

;M,ow o feme wu nileds de conslrucecon de la ruatry C 4
I fanta dewde Tenemos a‘%omuc’ofc , edle e aem /mb/e/uw, Aey dia
/mpwd}mw?@ rebuello, ga gus e L easo di dos especes, ”7/”9”"0
| Gkt (61) da’ coudievonss guc garation la existoneca
d L maﬁé O eow lay Caractieislicas anits Siiialadas. Veames,

l Teorema 2. Bu wie npdidls e &Z%a—yb/ferm/aua Adas éd/oas(,‘(/s

ew o’oc%ora,eeo‘ofc, lasr eaudiec onss Ac%woméf Mﬁa ﬂfaﬁa.

l wlrbilvdad clobal con : (1) ?uzd c;ww'&'érw (Fr o) cace foredvble

(a‘)w A %'&'A/c}) dea abaetor local 4 (w)?u @wbas cape-

I eces nrau? . Wr/ﬂ»&aﬁ?ﬂ( Aonoo- a/zfmdomfe debido a las

mferas e o'n,fraw/a mﬁm 8
' Jemostracion.
]

/@omom 4 -fwr'm/w.f, fam Cc>0 cou =142 a,ua/wwuoa

%/,7;"'76"49&; de tsh ¢s: L3 esfzec:'c c-esimd [imita sudp:z/io crecrmiento y /a forms como /p
hace depende ded $amanv poé/acroua/ de [o misma. Dichkod e s/ mbolos mﬁ;m‘fy'(g e
Ancd y A22<0.




y /L] |
ae X}afmm pasa AL aifemra

% = (be+ QueXit Que Xz) X1 (271:3.2)
)?2 = (52 + alIX"f'ag;XZ)Xz

“ [/{Xf,Xz) = ‘Z: C)t'[xz"}i ~Xi g”'—g:‘]

6474, duwvade o lo Za&?ﬁdt los woluevones dd ,aéo;(owm(ﬂ'&fl)
o
| Vit) = %(X—)?)t(eﬂv‘//*e)(x—i)

]
]
]
]
|
i
|
& dowostracion dil Teorema o habrones Fesminado oc de
i o nfonirass ln cxistoncia de o mats
LG e e e gl
|
1
i
|
|
|
i

(a) ZC’!OH 40 2 10
(6) [401020u A2~ ( Crie +C2021) >0

Ko tondievan (a) por aafawlf: g ac eumple,
Wdc(%&)m '%?Awaﬂ<0yazt<oowméi o -
Weewot () b harmeeo tovaiilinande (o wfm’omi» Freo eases
{. QieQ21=0 3 2.Q:12021>% Y 3.4i12021<0 /(8%(.1), a

o buen Lo cucenlis aub- Casss Qiz=0, Qer #0 3

Qiz#0, d21=9 ya,z=0u=0- St Quz =0 e foes (b)fwul(

coshive eanto
Cz /4010/:022 - 02031 ) 0
/Jucalm ddieesorane C1,y Co

y pos Mocw& g gempre
20,Q4 i Qs+ Crday )

eA+Ate ) =
( ) (C, Qi +0:Q31 260012
gue csta sca ncJ.n‘Ud definida son

'9) Comeo

y :uﬁ'u‘cn?‘&s pare

I entonces las condicionch necesgrias
como en(d) 4 (b)- )

0) En e/ 1rabgjo de Goh /3 condicion wivalente a (a (3) nuestra, lo expresa ast Cy @0 <0 1
C1Q11€0. Fars Pmpo'sifos de 04 A%C seca neqarive definida, esia dlMma condivron né &5

necesaris, aungue de /> condroon (i) este de” Todos modes ocurra.
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Qunber prachues de s wlo. duigualdad Towga ligan,
Gy e s s Ly b AL A
e Ge=0 L m;mamm’mzé & cma'lofa, g AU Gy= Qgy=0
evtvdentomente M W&L Cry C2 asctiuss 4¢.6.A0ndee > 0,
,@n (z) Yo m/oufamlz 8 L anmbes (Zzu yazr) Herton oL
PNLEMO A7M X coudvecoun (é)/«tu,aafc Ader reeserifo oo

461(1(04,621; ~ O d;,)—{&du ‘82021)2 >0

o afw', eonmv A2 50 pufoues pasa. ewalguser crﬂ/ﬂaﬂ&-
e Tamwar B Cr=lis P4 Wafa/wdana:
Azt

40,8; /d/lau ‘dmd;,))(’
eotdiecoic qut e ?44,25 Se ama/e/e casvdirando @, 01 comeo
anles. ,@M ééfa Temins wanes Lo dpmaslracion dil Feovesmna . 8
B o nomewcbatina de Odum ( (31]) o, b que
afwc' le Ldananss Caoo(1) wobin ineluwtdes inferaceions oo
amewsalisma, eomewsalismd 4 seutralismo. Eun L (2) (Low?@efm
g i licalismo g on d easo(3) presa- dc/na’adar.
Lvotpbareds al/mmado de la aeceion 2 de
wle Capituloyqun U Volterrs eu 1931 ((58]) ‘ewe rebacion al anilisis de
b wtrbilidad oo Aiotonnas (LV) ablizaudo L eetualment, Llawa.
do 2% Método Sirecto @ ?afwv, @blgoo aoufbades. Tres de cstos
dow
‘) Ko fueson (Z08.4) 2p cuwna conolomls de miovimsents
diotenna (AV) ewando CA+A%C =0 fp-rff)
i) Usd' la fuusedioi év /m Geeidin 25Tabilidad aaim-
hea tuando CA+AC & wua mﬁé aﬁagw Ne-
?a.di/w (p 82).
Do tonditionss evsanias pare lo tyostoned de bo
watrg C e ol taco di dob copeeser (p.112).
Regruiawds af 7Teorena 2 de Goh, @iremies
gL &l = tou fods Zw?ou/a/ufc de pu soultado - @bords sl
@l Cady ' . /‘Qrca.scwm: Fona, guut CA+AYC ea aleva
dz/ém}da NO L0 IULIARLY -ad(,‘/uwm dL(oW menecowa ‘Gobi-

i)
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//@tm de ﬁ‘,llt (fydu-r‘fzdzt)(zét(j;(xaﬂm fﬂm “.)/i:fzo?éa lo 2l .
A1 Qebe aee 0, 22 M Mno aui evmb
%c /Zu )’a/;a:ﬁuu %‘u‘w auferiored /Um Z’/Hﬁ”(’ ;/‘?0

()—(_10(1'*/—\71&22). /Clac’, 8.8. Hsu G 7 ' ;,(,u wbliea ew /978
aﬁ'l@a A Teoremoa 8 de o dalle 4 el ta /z,cfw'r‘wd G (Geh.
Mas aiw , fal teroma awvado a los 7r acionss de Poneare
conshtugen ay Aerraymvenias a frawss e ban 7 Hsu megore Los
wouftades oe Gol, pata euando de des espeeces e . Bsle e
L conteido de la aeessi s A’lz?ue.

W.&mﬁﬂé 0“?09: Atar %47022&-4, Acnq oe oo bado, «ica

ﬂ4 Es?’abi//'o’ac/ 6‘/015&/ en Sistemas de loﬂ'a- Vo/terra ZZ . C'aeu’szlenalla
8 7raves de un atraclor g/obd/.

Obs ev esnrss AL L oe Chrio Sfrehble
Al sivtenia (T3.2) 1o oL repco ;ﬁé‘dm/éa,%u eémeZz . eoay'a/mé
faéwﬂcdx/(,md Corevta deﬂﬁfa&;dmimé
wnly invaeanle e E. Eolo aunado o lo e tiado ew Las dflyniay
: de la  aecion, fmadmzfz pranifoc daéé'd'/ai la condiesol
M«;@cd/)d‘z pon Gohy Quedauds akoa evproada asl

au<0 y ﬂzz 0

0 o 2w preifime ontucanbize L papel de Lo aym'més en 34
b o valido, dado lo erredivante did erdin em <L g a cosul-
ban bas teuaeisns ew (I13.2).

Qbhon biew, basades e la obsteyacioi Auba
a&/omé dr la  ateeioi avterior e lo G dgue Lo tous derata
L tawo

Q<0 Y A2 >0
doude -al 704@4 que andes - M itttacambizase esla tondiesé.

B audlisis quu bae Hsuw M0 ¢ direatament.
2obre o4 aitewia (I3.2) ano Sobre aeno A0oeado ) gt a au uy
U Obhene a fows de lag 7)’(2440/&01«»{44/(/% de /@Wazte'(uélvsc
refevencia ). feq e elorcdad, oo eontinuasiol reesarbiresnes




o tienche eowo

Gok
atraetor Local. /Ggufm«;?cwe W Q<0 F Aee > 0.

U) A
Qe = A2z 0o’
Q12> a2 4 bi >0 0o’
Qiz) A2z, b1 <0 Y ba=0 o

MW (Yu Yz)(/J lobalwmenli cslable 1t

F—--------

1 22
&L aiofema (3.2). /@lo'awdo a (I32) 4a ﬁwdmma,do& de
ﬁ?mme'
X1=j22‘ y Xzz—-%—

2=-Qut-bg2-Qee
. 4.4
% Y= %’ZFQ«—&::}’U"/' (61‘61)2 + an"aza] ( )
aneutan qen ouoduciends ew (711 3.2) Uy W eomo
X1 ._—'__;_ ? Xz = a
W w
a wembe aad
U= _@.[2022 Qi) U + (b2-6) W+ (Aes "'0:1)]
w (m-4.2)
W= -Qrall~brw-Crr

QA sonbruaeion o enumea g dpmucsGa, ol xusubh.-
do de Hsu Gew , Conco ar verd %wziz/wmzﬁz mefosa los Frobages de

Jeorema 3. Sea (X1, %) L W&'br/}o nehble dil aipfenca (70-3.2)

) St Qe < Qo2 evtfowes eniste wuna /m;u?‘md 10 asotada

(i4-4)
(4-2)
(4'3)

Qiz > Qa2 b1 <0 bz>0 4 Az1YAer  (64)

Demostracion. @ouw i&zg >0 ? (d,z -Qze)<0 mriucw 24 Wa
(114 f)y /Ou les 4/7wmm7é/§ did Feoresa Al a/ﬂo;dou A
Couelusrmes quu et cuca  Tryeeloa o azotada pam (132

(11) Decir ;/oba/menﬁ estable, habra" de emfenderse eomo afraelor (7&9&9/.



11.23

Phsa conhrwar i dwsobecion, catodiesrences 2, % & 4 U
eond

Z=4  #E=X 3 Ww=1 | d=X

Cou lo ?,(,a lor aiolcuins /ZE'4J) g (ﬂ{.f} W 7’6&5&)’1’;4 e
b /ufmmé Ianera

7 = _é_ W’ZZan"Ozr)(’”"ﬁ) "(b"?‘)/z~2}] 4.9
. ~Qa, [ V-B) - bz/ -2

7 d = jd{?ﬂzz‘dn}(a~éz)*(62'51)([0'1;/)_] (m%z,)
L&'zzj&w[—@z{a-éz)*ér(w'u_f}]

louenss eaio /ma/‘a& e %a?btmﬂv‘ /om(ﬂ-%z) a
[f/ﬂ,[(f}: (’4/[(-42-42 /a,&ﬁ)-f ez/w—a?~a7&¢zl(7[)

M L’fj Cr o Courfaules /%{)A‘W/J- ia afm'wa’a&aé -
tiow a lo @7& & Cas ﬁa;;cefo/ca e (Z42) o4

o -\t -
=2 (“ 2] (00, < 1) /% )

donde Qez-Qie  b2-b71
&y 0 A=
C = 7 ~Q2 - b2
Ce

0
Phosa, qout U sea a?(’/i/é, defoulda Ae requese Pete
AL 0«'70%&%52 /L&p de wudc'u?m A€ éal?}s/a/fa

3) (a\zz‘a;z)<0
b) = 4bi(Q22-Q13) - [/bz*éd- 012_72 >0

b ety ole Wim 44 (3) 4 (6) Ae WW’
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W%/olt'&wddoe: /% Ji(/m/acz del feorema 2 de Gok g pasa cada
wia de las pupllacs del preseite. L, Aupovgarices gt (1) se
eumiple , eutoes Lo eovditiole dobre U dteaviinante de A
(iR>0) ge csoncbe eamwo

dd;/g = 022/011"02{)>0
de donde, aﬁ/@mdo e, de s 40}00'/&566 2l Feoremma 4 4&7@

& gt O> Q> Q210 Lbora biew, cderibiends M/Alcf:o‘/a/mmfe /3
adaeon (;\;10::-{')_(—2&:2)40 7 afé/c'(jwdﬂ (U-1) fenennns

X1 Qo1+ XaGag = b1Q22(A21-441) 0
A

/001(0 qut 610, ALhora. Wﬁ{a‘m&lﬂe (il-1) = Como lo eslances Lepo-
endo - (o negalimdad de U Ade asegura inteseaubiands <L
/ﬁa/poé de s vawcabls e (B99) ) eau Lolo pedie geu

b 8-

ot sl geurre, tualisounera b1y b2 9 Gz Cou (b2-b0)# 0
ng 7 aj«z/wm 2 u(/m/b/e ?Zfz), ero dz Lsta, B¢ oZ/‘/tMC et -
mediHtanient. (8), BL co»y‘cwfo E eonsta de Solo e poetnr (&,/?f);
e ¢ o i torjunty avanianle, pocls Sk
7)) mzwzzd de Gott al‘c—éczcm/wlo L Teorammta 8 cg Xﬁe Dalle

mes s (& ,r) ‘e ?Zoécléwsze eslable.
Ppusidesnces ‘alvora  eomo fwwa& de i;«af)mw
para AL aistema (I14:1) a

V = 87(7/'- - P Mg)—#(e; 2-2-240u
pm MAALS &*)0 (=42 .. - 057[&14414440 bo dexcvada de este
/W&(:t a Lo é’e/»;wdr baa /Vaiw/vrc'u del Alstemo e Z&Za a

Ml
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. _\t | —
_ - v~
V‘fg (?_%’) (C’zﬁz-fﬁfez) (Z-f&)
dode
87_ = @/* 0 7 /qz - a” ) a’” 61- 62
0 ez ‘a:u —bz

De (643) w de la tondies o ssbre fa /mﬁa de ta Wﬁfg il a5~
fea lontal Femenias Q215 O Uhliyavdo los puis mmes argumcutss
@ lrdades avtes coelusmeos wu (7,2) oo g bobalmedl, ¢stable
W&cmc/m (ii-3) 4 (&-4).

Cdonds  Hsu r wna didensiol breve Lo-
bre L tfammain de ba )'7(074 de otae elod para. ?m(/a[o e
do/@wt 67011.
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5. ﬂ{jo mos e Funeiones de Lyapunov : Sobre su /h/cr/a;e/aabft,

A peoer dil ouien snteaprdalive de tas outs
de ;Z;afum ( teno fﬁwmﬂmﬂ MZZ?M) ew forno & la /214/(670"3‘
faeidu e ¢s%s &7 uds de o pants de wiste . Gilpon (G3) , por
?'wa?o/o; diew: .- B gemenal /i:w/wmom de éfa?omwf Mo o Lfi-
& Lo Ffirutoony maj&i: Aoy, Nesnmalmten do/o’&o‘éo de ealsw-
lor 4 2o “hevien ceu 'm/ﬂmﬂ'o ancrewsal’? Bu L oismo #aé?/a,
i /ym/ﬁlo 6’;‘4«%’% - bao ew du /mgﬁmé e /ama& ae j&/-fwﬁf,
(véase pd%IM 20 /4 ) - hee wwa m/aﬁo/oﬁubfo éz/‘a/gfiea/ W%,
aobre la quu voliesnss e adelont .

52% o750 /ada, ,éo.sm /55'0_7)9 adownds Ao wx la Eone-
rion e las /mwoauw ae ?@W’ cou ba /cocwoa& dlafanein e L
wfaaféine Al atena cowndisado (Viase /oa;m'na Z.95) e 9 c5Zas
¢ ﬁaz der MW/W Como wa Clase de W7c2, mcm,aéa-
da” (/a'?é)- 27&:4/70 de esla Sorienmle de o'w/@/a‘aa'om wlLlagcarnes
a 694 @(,(/WCZO céwwé Lo /&'acw{& éo'o/&}z,'eo @e &/M&&/ﬂ3i}.
yca/m%. St Cowsiderancas <L Cavo de na dila Wm‘e, a,/wc’/u}‘n/bu
L moddo [&7&3/460 wd(,cctél, & &aﬂw/awmzé /m&w& e %4/&%%
fieve la /@W

Vix)= efx-x-3tu k) (z5.1)

el composfousseat @ las fuveionrr 36)= X-X 4
Ale)= X tn £ e aigue Tanwaiios Foblaesonals gravdes,
UL Fominy dominanile e (Z'8.1) &8 X-X Qeu mide tuan a%ézda
0l ;Dolézwr'(/ de 2 W'&'A/&b ; éeu wéA Condiesonts ba forices i
e p?afa/mm w/ sacsaual a &ta/wtfaz wwzma/a&aéz arniada
ge’ dostituge 'lo capesie Ha toudocisi VIS0 o iutesprfamas
Conio guu posa o /aéo‘amimua@s 3 mwjét Ae dpipa. Dx ofo
Xt % = ¥ (bex-duix), 2 fambien, (Jwﬂtffm LoD i
medida di la bisasa de la tpeece, o en waealn Z&jwym’—
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cA. ‘o condicioi VIS0, dade i Alagno augaleo
daﬁu% o’u?‘uf:n/mm Concd guu e AZ/ZM@M% Mgézmﬁimﬁ'm,
444&(/21 L rGin, Bu AL taso Ae W&'A/Mc‘uﬂe L Pemiedo 7%4744@{4
1/3/044%0.‘» 2 o'ufufw/cuc’oft de eada wvo de los Surcavdes ew(T3.4)
7 Wf/e/a/mmfe a/ua'd?a, a /a W' &céa ; M/J/Mmié 7% loe- ‘
/c’a'mf/s Co quu akd ﬁ;um , LoH /Mz‘ams de Lo quu udiecan lo
W/ba/m adativa guu Yieve €a’ bromasa ole sada é‘?{omb. |
/€7msa,uda a la iwlespretacion fecha P L'ébdn,
a/{ra/wu Geu £t spla por facit pl2s geu los nrodeles ded Ao
X(;:ﬁ'[,\/,,...,)(n)x;' ~ donde ?x,uc{&u cueledss las(LV)~ s10 bocc snias
uu e¢ LM;M'WM abstraetns de la W/@?I/yh p auidosa atalidad
buolsgiea’!  pucs e e Fodo oments getitan )ouZZoabau'm//S bo -
bre la /oaéla\u’a&’? Poso yw/ﬁ/o de (8las  Mlaeiona © yauineonss
e (/d/} FCEUYEBS , VA@gi el onLs e das Coudiesonsd /(/ZC'CM, /acfwu W;m/vn‘u,
,422, Dax Ir fuecou de dishibuecow de la /oalfuéaa,'af«’, MO D Leton
fecta m'w;o/e, A Méadﬁo, A las eeves ew A disfava Son favo-
o bawi enle Scmlants - diee 6,'[/91/%—- eufonees Se pecde usp ania
it o }aaZZ‘réau'aw HAevet e wmesmto %apr Sobre eada é?‘om'c. C
Yanls, Be /ouaa/e Lpeter g las fuszéa,a'am Seau &?u/c'/brvéaéé/s
e direeeson rw/oué al éﬁm'&'brdo . D ~eonbnua Gl’//ao'yt" ér/un-
cion de dostrebicecoin de los demsidades oo las L8peecth e a Comu.
mdad eu aam/be/wm a/(/ow/m' ntas buen del Casdelen de las

uotaura doras quu Lewen 2l bistewea al W'&'éréou QDon -
de a su wi, slas - e la (}u%u/om;‘aub& de Grilpiat- eofau ool
das eu la /Wu'o& e ,?o/oww geu propone , puss de V-

X
V)= | Fdx

X

5 evtdenle Wé: ecou de anor U nfmsmfa Lo dumta fotal
de lon furrges 7 favradeoras evhre X 4 I lbrio . Foa fonZs, para
mestrax A casgeter di actorno Wé&'é/[o 7%’02 MM?‘W gen /&
/oui’wléawh de csle o8 quc la /woww& de distrbuesen. pare {ay dmsvdades
de Lo wmpeﬁ’doms s avemyata a lo fuesoic c&/gajomzr n/pa,«Z&w[a,d,, las
eurvas dé il de V.- '

(12)Es?t3 forms de eserchirls corresponde 3 la expresion compacta de (1-2.28).
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Lderan lpmcas ot cjaa,é /ywéaéa‘&‘alaaé Ae eeurremeia ol cotoclo X pa-
ra d sistoma.. . Du/bué, basado ev wa a/uaéya'z d&éfam‘a&
de %afmwv g Lutroduce, eou cina mo?écfa/mu}é, Gilper
copelye su mﬁ‘?ow/m& olvevendo guu la fméaéz'&'a’aoé ole gue
L sistea esle e L cslado X, o

P(X):__/__én%?}

2y
donde b+ 0o eonstanle de no/f)uaégm'ﬂfl, 4 D o ta fuﬁuéudok,
) "wa:/oga a «wa feuhera
vecply cola vawavle, e la literolira eonsultada

Aaed amsm/acza,‘ancf Ae mawﬂa,&x //oua inrodueir su earﬂ/s/aM

diemle /wu'&h de % ALV
ﬂé. /{’/5’05 de zruna‘onc: de Kya/oanm/: Ofras 8/b/x'cacl'ones.
G wso del 2% Mtods Diveels dle o? Unov, e

Su awerdion /)Ma Ssteas qufinenies o e awn a/wr/g albonts
/oa/m. Lecneonts fou retardo, fym eecationes pn derivadas par-
eialss, e, se ha extundido euonido de boeer amalisis de csfabi-
lidad asintotica 3(064«(,,&2 hala . Dado quut 4 )4)00 de ntodelos
aateinafices aoino lad anles meweonades, aparcacu eu dras
per desuas diwssas, no ¢s nonguna dorpresa g fal nétodo de.
analiais 2paamea ou vancadas af&'aa,u'au&. e tsla suesle, a
Conthmiaeon ofricemes - e fosmen frarls moumndad = Lols i

mueslra de 2slas. B orden’ e L pet de exponen 5.

1. Otres splicaciones en modelss eao/oéc'ws

2. Alas de a/o//‘caa'aﬂr/s e eneha ?«u‘m:'ca

3. ﬁf;(mas /Onb/cmas en 1'»7&»/'5/6'8 ?w’;m'ca y dinamrca de.
rcac}vros.

(12) En fodos los cesos se anoton los referencias porsi se desea profundizar en eshos

temas.
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138. Cadenas alimenticias simlg_ZQ. /OM 032‘4/: @ eubonde Lo achua-
ciot e ba L o /Jraa/ucfmb rimarlo ¢b Caudusedo pon
ke  Aluiea Lopeeie, a du auy sla ¢6 Consumada poe
dia dniica Struuda cspeece 4 aal Quecscvamente . A
manera de 7\%44/7/0 de oe Fales eadepas Fese-
MRS &z Axgmmfé

Pma/aci?r pn‘man'o S\ ferbivoro >Carm’uaro arm'voro_

Aas Cadevas alemeuecas A(Wf&/éﬁ(/a-
dew S modeladas por Adistewas dil /1/'00(,41/) eomo

).(é e (b‘ * Qigey Ximy ™ Qi Xi — dt'L'MXL'H)X[ (ﬂ-é.l)

conde pes /Ja/outé?f? eoda w8labon de lo codema o512’
com/)awé /ou wea Sola M/)m'e "’“f“ devsidad la
wtames olwotards por X"y Q>0 pasa (%] [era con-
Sistuntia eu by noteeion e (H6.1 ), Se omele Xi-q o -
ra ¢=4 @ra (=N Se ewuie Xesto Jambren e dz?eme.
A11>0 g da %0 para £>1. aMA?ue elevwentes

de la dobﬁaua( Qi Stau Cero , Hascson ((187) - a/r[(('jm
L Jeoremea 9 de fa Solle 7 whewds ba m&m/a/uue&
de /yafumw (723.1) - deiuestra o Aojmwié

leorema. Sy el modelo (I-6.1) de cadewa aliamentrtia
divuple feve wun W'&'én’o osifrvo 5(_, ewAouers é%
Loy /bawdc‘a'om Aee»0 7 Qa‘),/; /Om L'>1, ésfc 5
aunfibeamense ealable 4 fodo of cetante Pcs/‘/vw ek’
ewe L domunio de atraeecox.

Lob. Modelos aou velarde. Debido « geut la udoesolad de ex -
(’,('am'ad‘o At wita a[z/aa'afé 270 rebpoude aw/wfa;nemm-
7o a Cawbies e AL Aaainoe de la, ¢s yearia éa

cnrodueeccn de wn vetardo ew los yodelos. Qa’, ew 1978,
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Byelin Hutatwuson ((28]) cihoducer ecc d srodels (a;ﬁ/»’co
w retaado >0, quudauds eoueo

Xt) = rxm[i - ﬂfk:ﬂ] (7¢.2)

Beporieds L aberdo 08 "Sufiecentemenle pesins”
MZWJ&KO zumgac{o w&&faﬁdf;muw?‘é yvi W
mnm;/iwu (L 7) e 195¢. Kabutani y MaA!Z: (5:3)
obH et ew )/v/gc'edaalz/s avall beat de las Solievonss al
mismo. Bu 1957, ﬂ/mgm@/ 4 @wmyﬁm ( (617)
m&gm d sistea” eow retardo

XUW) = bx(t)- ¢ x3¢) - b X(H) J(¢) .
fﬁ'lf) = ky X(¢-2) Y(2-t) - d Y4) (Z-6.3)

fabion, Suponccudo T s peauets 4 Uhligando
yy‘c@m'm eméz'/n/fm,?fm «Zéo Z;&AA‘ZS de (f 5o~
belidad A 5?&%'&@40 /a,&/!'é/e dil Aistena (I1-¢.3).
Qdéa/mﬁmaa/a/mwé, /n,ufo ev d mrodels (ﬂ-é.Q) Coreo
eu A (M-6.3) los avultadss a les guc ac a pac
fonen estabelidad ascnforea Al W'Zc‘én‘o y Ho Jdot
exaeles, como lp hieceson aen Goel et al ew 1971 ((i4])
Wm’ a/r'l{/ja/ua(a ma//czddd de 58//many Coo ke ([63)
aloman el awadises de ba eslobelidad Al &?,wt'(c'bn'a
o Trewal pasa aunbas mrodeles. Bsles autores farubien

demuestran Guud Lla /wu'oic
H= 5 px (€Y~ Nj)=ct
J

0 5 e Constud de movimienlo dd sostema (LV) ean

yetardo

é X;(¢) = [éz-f—/gl; JZan- ){,-(t—t)])(za) (zZ-¢.4)

donde Ny = &A%f g fJ s %‘Q’ér[o faéﬁ‘b/e de (ZL-6.4)
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Gran de la literaluva dobre awdlescs de la estabe-
bidod e acstemas cou retardo gee desecchen @?Jx
/7'/90 a'e cuterae eco eutre ¢5 ceces, de terPra Sobre
ptabilidad loeal . Bl avdlisis de estabiliclad adu-
fotiea ?ééd v csahs Aistemats b adaliranienle -
cionte. ooy e 1983 Shukla ((3]) atitiya o 2
Metodo Direeto de aro? pat esludian La csfa
bolodad 7(45@1 tfuc’/c breo /Mill'éé eu o Aiste-
o 6o’ re

{/‘Yy/f):: E Xe T AeeXi® + Ay X Xe 'f',Ban Xf(z‘—f) +/9:£ X1 Xg(‘f"l") (E[éf)
X2 (t)=Ea Xa+ X Xy +dzz Xr +,821Xr[i~T)Xr. -I'[Jzz Xz Xz (¢-T)

dovde depevdiendo de las combinaecons de scames de
oy 4 Pij Ae Foidrdn varies fpes de interaeeccl. Shukla
fora tres: Geut nodelan frcéa-a’?()nafaa(or, eam)bez‘m
4 sombresis, vispeets vamente . Bea (Xu,%n) L eguclibrar
/M'A/c de (7:4.5) 4 Uawmomnes Xclt)=XetNild), evtbewes
d sistma prra ﬁf@a—d«for&daa{or Powa la /m

{':71[{)"()?41")74)['0("}71 -3 Mg "ﬂn ’74(1.‘"2)"'/3!2 Nz (¢ "?)j (ZZM.5’)
Ny &) =(%s +I74’[a(unf ~dea Ny +/321I’)¢(-£—2‘} "/ﬂunz[f -Z)

Prea cslicdian la tslabilidad eonsidera la /wauuub(_
de A%a?omw

2 - 1 o
Vi(mels)y oe s)) = 0. CiPeeto)=Ba u((1+ Pitle )]4-1_2&4‘-[ fnzy
(=1 Xi 2 =1 e

doude Mig(s)= Niltts), N € Crtel (=12 g G Ao constaulis
gee ﬁowa/cu Ser aujc'a,/u- tas cowalss de A%a;om

Juc praposce Shubkla para las “‘Ass aestanis zf7'ou de cutenm.
eoso Aw,}oucuda a Vi, dade asxcba.
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1. ModelosAV) case difusice. B lucho de quu e los meodiles
dd /1)00 (V) lag voeiakbls de cuteads Seac lor faruaiies
Pﬂﬁ&za‘wlu cé;bma&'mo/o golo dd ﬁ'aufo, ewtre o/m«éM— |
veh cqmorav o ﬁcﬁm;ma‘dad, dd wmediv. L2uy al ineon -

e th distrbucioil espacial e la }opé/aa!o»’c , de da |
on';m ol diguienle Sidfewwa de eevcasionss a&]uwm'aé/s

W Linealss aw/bladu

" ” ' .
%%‘: az[bzn.* %’dtjé{j] + ;; -gaxh(ﬂz %‘Z) (I-¢.4)

i
I.

donde J; ¢ ¢ e Lecemte de difesion wede depender L
Farcaiio Pﬂé(aa'mzl Z del ﬁ'mf/jfﬂ An ?::‘ oy a/ZZE 6.6)
0[(7bwa'e del /7?0 condieiones a la sonten. gatt deban
SalirfaeLrie . éﬂ A /0nam7§ easd auedrenies ?LL( e
la/nw/wa de wuma 47602(, Z3 ol L2 donde Co-fabsi-
M/a/sn&%mu,mﬁaﬁz v de thlas, pot bo quu se

&W/)/e la teudiesoy

W =0 para 170 4 pasa bodo x € 202 (I6.6°)
an

donde i ¢s o veelos normal a &/mﬁra de L2, 912
Bl awdlisis de la pslabelidad aeotanuiends de las
Solieconss /mﬁa isTeuas tound T6.6) fawbien 8 ala-
Lvawenle reevemle . Bu 1936, £. Bothe ([51.7) ecoydero’
A mwdels e dotka- Vo llerra eou dt/a/u'ofc para presa-
dc/)redaziar

(gu= uft-ku-v)t 22U

< 7t X (1-6.7)
- d?)’(ﬂ“ 1)+ DU
2t X%

dimde o>0, D50 4 0<ked o eou las Coudieconds
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| il
i Uxyd )= Ux,0) 4 A Vinyt)= Vixy0) (I¢.8)
EY £=0
doude ({(x,0) y x,0) Sou s tenPinuas g pacc-
h'VM ‘u [0"{]' i’a/S Ceudiecowss dl/rw%m ColLdd At -
das pas &Ma/wmxdadu Lpos
{l[/&)= i), g}(q(@)’:%{i) (ZH'G-Q)
Ulo) = u(1) = Uo » 4 W@Zazam&(,(fe parm v

U= ts o DU -y o x=1 . Condiecorcs (I-¢.10)

donde Uo=1 4 Vp=1-K Sou las poblasionss de egent
Librio de (T6.7). Adeceeds de dlentestrae geu bl aliesés
a(lZl'¢.?) ¢ou covidieiouns iuiecales (T4 8) 4 tewdeeco.
s e frottera (1-¢.9) o (TL-6.40) existe o & somnea
pasa fode £20, Cothe demustra Lo toubrmwcolod oo
WYZ« WQZQ a las eondieconss <icicvalss . A con-
Aauaedh (/slé’ c‘zcuf()r“ ¢ousidera da W@& e Jgf-

0f V’[a,v):a([a~£7a'i]+[’lf-({—lc)ﬁg-/—%—c-"{/"k)]

4 Mm(m-é.?)wdcfwt'aé obsevn quu st
6:2'/{/040 e dence de /aw/mkdaa(w&. OfﬂWW?é
z 2 _at, t _ 2 - - -q)%
(‘4)L)%=D%{—D'Z ~xts _a(/i.%).,g(/ k)(qjj{%%)t y x2= Ak (U-1)

u) 9_‘[-.:0(/{~J.)2£’+ 1- {-ke |9V . le ests g srgue gue
X “/)9x X

= o” = =3V
Ui ) %g/a)_%w,) Vio)= V1), ??-)1(/'/0) %(1)

U=Uo v 2Y_ ¢ et X=0
X
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Lothe a al Lawa L Teorama r&ua}oa.l de
Au r‘raé[z, ,cm,o?‘;z 51,744 xedultacles 1/576

diw Uixt)=ts 4 b Ulxb) = Vo

£ o0 tyo
Lo demostracign de 3le a/rlc'éa Geut

1
J; Ulaing), v(x,t)dx

2 wna fuveieual de auw..&‘wu@f:m Aeness -
Fran s é(‘zlz'éc'&a & " altbma /n*vpckdad de la /Oa?r}na,
M?‘&n'ﬂr.

bn este moultndo Lo ,dor/armc/mfe 28
Le a/y‘&'ja - 4 desastrae couuoymu}& al e;wa’éﬂ
bres — uiia ‘g de ap LoV 79) ﬁ/'m de las
aﬁ‘([aada/s i o deeeson T4, das dorpredas Conty-
nuLen cwands dlas aes suas fande, A /495/7»73
(43), ublisaudo qui b /de /5

v=Jvdx
S

8 fuwecoi de umor pose. (I-6.¢) pan(ll-6.6%), demucstia
d@ M'w?‘é. o?af P

Jeorema . dupgisase gt lay tecotcows de wilotcdad de
(I-6.¢) (eorrspecdiandis al sistenca (W) salirfoec oy
eovediesorun dil feorema 4 de Goh, guc lon ?t'u‘oufd
dt At on ﬂc’(X,f, V(X,é)) Do Twted ous Aa/c'u'ou/mm«-
Te lisas dekyt??uwa/)m' ‘vas ew fodss lades
facublew Gl trisle wwa Joluecei eldscea a (W.e),
(ﬁl'(a.é’)/mmz fodyo Fewupe. Sntouas la Kolueioi w/bwdl-
U cudpeudienle de (T1-6.¢),(T6,6') e,orras/bw&'c«t
ala fa&z% ey 0o brwel de lay tewaeconen de udloecdad
v twdbiew globalmenle cslable para Podas Les Coudseco-
ey et eiales Com Ui(X60)>0 par tods ¢ . /Qa;w estobilidey
global 05 e Fodo punds).

‘15)La7fancui ue aﬁ;"“ en o c'n*grana('o et fa(7]-3.1)
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A liste de (d/}/mmm ae /%?DWM MO e las Leo-
l«?zm a /twh/a/mu auntetar, poe W{o tou los
28 dt Casey Costeu (49) o ol de Horrisou (Gd),

don 05 prefeecnies contarla agud dediear
o Wdc fy&s/mm a @ho /fpﬁa’z af&am de
gt hos
2 Afgo en linchica guuimica.

/ B 1967, wra funtidi de ap unov

avolar a la (Z1°3.1) 4 a/z'/t'éaa/o e tomehea ?,m'm/t'm
eviquedo . Shear ( (53) depeastre L /uyuthé
[eorenia. @4 distewnas de reaeecanes Aonwjo'mm M’eu 7z
reaeeionss elewentales se W//e la &7 e aeecei de
niasas' ba d/wu'ozc
2.0y bu L (I7-6.11)
% Cs
yZ] /.u'uu/brc ne aﬁm o ew A;m‘&'b/c‘a Eg eusmiplion.
dere o no daéaleuzge detnllads b o cs2ado %/L'w&a-
Yio.
Posa la deostmecoic de 54 ac aﬁ‘&éa et L ¢.41)
Wo O suas qeu la deecvada i la /a,uu’a’c de };aVW
H= Z(& bu % - Ce +Z¢) (Z-¢.12)
F

de las Sistewas de ecevaedons dcfmu'aé/s ?,,,udwwu

(I(p) En Cinetica Quimita (as reacciones se c/aafﬁ‘can en /z:»maje‘mas Y heter eneas. Las }771'»4(/35
se realizan fffe/menfc en una seo fase, mientras guc /85 ‘sequndas se )chen -3/ menos en
loarfe— ent nias de wuns faae. [G;/bcrt Caste/lan: }:/‘s,‘cofm"’""a; ‘€. I,1976 .

(1) £s Ley de Aocton de Masos establece: “$la veloerdsd de uns reaceion 9L Fenpo € es
divectamente /:ro/ooraonal al producto a/zabra”/'co de /3s mosas ach'ves de los veach-
v0s 3l tempotd ™ . Si representomos eon [H47,~~~,[ﬂn] a /as conecentrasiones de los resetr
ves gue o/ ytgeeionar dsn [0 roduelos Pry...sPr | eptonces |a Ley de fecioi de Masas

se eservbe

aono A )=- kLA A ] o [Antt)]s



l.3¢

baw esle /r)ba de reaceiones, Shear, adenas seicala gece
pu.aw'/ﬁ'" Lals diolenuas cta o de %M,
ewtoies eslos no exbiben ecelo liypntle ajiw .

e Avitalads Gt au anullade waflo'&aé/e a diofiian
Qbieles 0 eerracles.

U aie was fasde,d. //z;Jc'ws (1) o
ln observaecon, Al GuLL U ﬂa«baj /«brwa/s v/ W/:/t}wldtd(,
las &c‘ﬁa’:‘wa de Shean diskernas g exhuben
adectlaes oues to/rwf;wda'wz‘u a eceles dinuile . Mas
aum //A'ZM erietienha e erisa e lo duresBaeissy
dd Feorama de Sheat, pou cfoﬁzu U prafevdids grads
de gewealidad ot buido poe su aulor, se ve Jeble-
ta s, PLovusretamtenl, //L;;M et o5’

() Xa fuwecois (T0-6.12) mo ¢ de % unov pasa
pirtumas ablelas eon Shader ¢sfoecomariod 4

i) Xa fueceis (T0-¢.12) 41 ¢p Ay éwnf para
redeeconns ole Oewds- primes orden g eogesi.

maf/v‘cmwcf e faa,cdm r7bmm¢a,¢ aed’
A A oo T An 2 Anes

donde las eoneentraccons de los maet ves
ewiremes Hq 4 Pnst e maubeven eonstanlis
e ou eslado Lslaecouatld.

i) Bu algucces tasss eu le Y aparesn alaeeionss
bimollewlens, fa funeou Ky 28 di %aiocmm A
manera de yuu/b/a ole 1als acaeeiones //‘ij’f’
Mentiona A wta reaeeson. méc'ma'ﬁu /.u‘m/)/c a;m
r%rwm%m& b

[A] X
X+E& EX
EX 2 E+Y
Y& (8.]




7137

g prea Za;(,a L awotalo X _gubstheddo de cca
le extesna (H) y d /amafuefo Y, 20 muouido a o
(fa'uﬁ enteono(B). Cho 7&«4/& A aiaetion bomolicidon
e la g lo autertor oo walid s
[A] 2 X

2= (¢l

[8,] Y
Me //LJJ&WJ dedalavedo Geut 20 aiies gulis de
Z%afm, e 1872, Boltemaun demucsloa ol gew k-
a at Llacea Jeorewa H o de &ﬁ%mwn’?w dﬁw la
/m&c‘o’d H Aewe bas /@mpz'cdadw e a/uafu/uam e

1% wn o

3. ﬁgunos /oraé/emas en mjem‘ercb winica o dinamica de reacto-
rede ,&‘ /.968, Gurel ; ¢ /ﬁﬂiw we arlitalo
Wm;mma’z’t'w preo wndatewt eute doeunt eutado,
adewias de Aaeer qua aoision ol lepo de ferieconss
e o linsla la freha de repoataban eu a
Zélzjﬂszﬂ/ (uZ{i VEVYE 1, 79%&';48 E%) éfﬁa,a,u - det e -
Paa e defalles - e xocrnen del wso de estas ec las
disedenls Lres anas : Ingencee WA 5 Liig i enia
nieliar g /a'%'éa. dc/)éumm. Su wy, e a3~
ewlin eada wwa de (8las, lo haeu ra/aa/udad
ﬁ}ﬂo de modeles. @(&(Jdam/afs- M;arwm Las
afa'e/m‘w&d . tugamenia pumea prnicto Aaeiw
s < hodueecy ew la U M en efOLam geu /964,

/we L aito ev L Wﬁu fmmta 22 4(/17;442‘0/0(_
w0 A qva Sfuecoh, @e éafau/m# ahd dasejzuda,
Qoussderan e, exeulls odelss
A)fn Sistenss de fc‘S-ZJz'f» Oe /ndzv de aistenias Feet
Vaties A'/m& de reaeeconcs ?u/,imxtm Y pars sl -

l(lS)Para el enunciado del Teorewa H de BoHamann y su dewostrocieit pueden eonsullarse las refe-
l rwcz'as[ﬂ]:; 5] .



1I.38

diet ta eotabiliclad - haecewdo cawsr devaesanss eves-
licas~ & inboduun fnﬂf‘cM&a&A; taulidades Feanto-
devamieas eouco Janeconss de %@W, ey ew L
ot .
X; = J'th‘/()()[j/)‘(/ —Xij,;]

dvyenihe CL&IJQS M teanismes dle )’azga'@:,(,) Se fm-
portec ot fueions 2t ﬁafaxuw a

Vi= 42 9:xF Vs = Z3inl”
Uz = Z J#3ex)dxe Vo =0 X bndiXe
C A

b) En Ecusciones Uif. Porcisles. Mewceconcan uu W' las
ewntiones de eslobrlidad. o sou #au M/M/S Ae
WJM cono eu L caso de &9r6[(mﬂa/s, s
aqul -l slado estaeioariv muuu/acmé
ewe L Mfm,u;o de MZ‘ac{M, RO Jeld &) pua Al -
buecon , po lo qeu /iaj Al Mn ted o‘u/p‘u//o de eota-
Ader eostaecoraniss 4 tada wwo freve dec poropio
opaeis fane’! 6'(1/477 ofia/cdws A&fea&mw a la
ju,[m (1968) L vnieo arlieuls G an’paé&'aulo
e e de Wee, e eolicdia cova nas el de
prmes exdeu daudz&af/ /*W/Ju&ﬁ FauZo de calo
Corco ole niasa. L isbenea ol g < Zézq 25

2’_""- = 2,2_/_Yz - #X:)

at IX{
Xep)=0 5 Xe(1)=1
X

a[b/waamldzogmf)w Gt & g0 b

V/XZ/X')) = '% Lk\’z—)’:}d)ﬁ
dovede X* a0 mjam a la dobcbuecon o ﬁu/aé eslaevo-
MartD .




7. 39
/&c wa/ulfoala/)a%lo'aa,a'm a puioerue.
ria muelian,lonas eouereds dl aclieuds ) e e
1961 ﬂf&um Nehd digee oL audlisis i ba eolad-
bedad wwg'ﬁ'ea ;Zaéa[ eu d acafa qoeecado o
la tevaecon de Cvaand mel

X+ h(¢ 0,%)%+ Hx) = el¢)

/aym-dicm— e e ol wolidio de la Aivand-

ca de wu reaelon . "Lowsideran GW/WOZL de
lyafaw a La W@w uw7¢i

Elx%)= g0x)+ 1X*

£n ¢s76 problevia e ﬁwa’w ven L&) defallis v la
LU ufr(/fau;azft sica de ban vasiables, olireetanun.
Ze el d artity de Kevin g Nohel ( /3s7).
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APENDIGE A

Brando se esludin oL domeWlmlé evalcto -

fwo de las Z’myecz’wm Ce Sisfwmas qeu 8 Tank dz/mmlm e Lodo
d , oM aé/dé de pooeer snca magm mas @W/b/eé,
dzf%/p@w‘o/aﬂé,w PUADAALY Médzﬂ o “eonduela e a,?a,c‘l(o«s
sianido XY Crton cudefonidamiente | o tomo suels dictise
a/t/oa,éc;@ot AL O/a/m/:of/aw'mlé b intonilo. Bu el aumalisds es
doude ™ las Transformaeioncs de Poindsre’ aoullom ASea dantamenle
uliles Drateo brwf/wzm?fz, &las Cominlon em rnafied a2l
d/a,ao e sobre la éézm ng X2+ T%4+%% =1 quutrada e

origem gt 0 polo sur eme por plawo ente ol plaso
/’a/)e-?ﬂe eila W%Wf, 2 P=(x%9) e’fZa: /{i A ;ZEW&, ;célé
/oaxmz‘o b asoecarmes PPy P oobre la ifera, guc von doo panles
afwdt la Mﬁw wne a P o dd orgen earﬁaé%ﬂa.ﬂ»
eonstrueelon P’y P sen W&){wa’aé/s. /j exeepeion de wanZes
dobre A etwador, dades dles /éwwﬁ/: aulipodatls sobre la M/m,
a &les ae b aodia an dunto /@MZZ eu U plamo fore . Lal, L
andlisis en cunfincls Se yeduee a a/ua/&'acw o/)eam or Tannionlo 4o-
bre o eeuador. Bslas idras s¢ poudon im(ndoécw para dimen~
svones mayorcss e los ditalles “dobre Lo constrecessn eu o

caso Al plano, /Omdfc eonsullacse Ya afervela (4]

4
J
1
1

Lonsidermpmas lus Trensformacionts de Forncare”

XL 5 j#¢

é{j= X; )
L 4 U=
Xi



T 41
@Z&W las Z‘ra,ow/mua,céom (1) o (2) al <ittimna (L), este
fome la J’Wa

U = - Qi+ Zk(' Qo )ln + (~b; )i + 2 =ln Un
= =4

(3)

=it

L‘{] = gLZZQJz —a,';)-f'Z(dJ‘g -da)é/k 'I'(é/'*b[)a;' +ﬁz.‘{d‘/"‘ - ds‘g)é/h]
) L=y

Fea C* = mox (¢,0) pasa W“"‘“ numeno seal O g
;= {(x,,..-,X»)/ Xegeors Xn 30, 2Qu) Xe +(-b)% < deiXi 4
e~y ) X +(y-b0)* <(ais-Gpe)Xs para cadaj i}
Zeorema. Ot Qic>0 para by &y 14040 o pasa lali (A ~Ayy )< 0

parae ZbdoJ%[, entonees los sebueiones (Xk/{));:, dd aiotemallV)
cou valores imcevales (Xfea):zr en L2 W/M Fuie

dime Xitt)=

Xa demostraecdy de dite, pudde eonsulfasse on lo agfenuicia [z5]



CAPITULO IV

I 1, Tntroduction.

Hemiss mentsonado w la aveecon T2 Lo
m;omfa/u& &% fpora d andlisis euslitativo defesmicuae wo
oo Wﬁwlﬁzdw de W'&‘éu‘o Leme cn aisloma , 54 no
fawbion sabo de qui” 2ps son. (1 sl poesenaeion reganss
aloro. QuL Tambien o fundanewtal m/aw‘m Vet dé la
Teorss Cuslitativa, ¢85 Q° ditesmiinacion dd simero 7 ﬁf& de T~
ycu‘oria/.s eerradas . Jentro de las, fabrin e dzkfiuiw;we dod

;7’6«7%16
1. Trayeclorias cerradas »no &is/adss eubren complets-
/ < | gue p
menz‘s Una ngc'm (I'el eS/Daao fase.

2. Trayectorias cerradas aisladas (ciclos limite ). Aour,
el comporiamiens de lss ffdé(ecfanaa ““oercanas’ af
Cielo l'wife puede ser eualifativamente dishnie, Segum |
si &5t a3 gtree o [a3s re/ac’/e. £s7 ds /a;ar a2 eceles
limite atraclords o re/w/;ané-

Jeode L WZE de wisla do Loy meoddes (LV) Ly
)‘m?eclform add ;nyyo 2, 'm0 sou de interls dads quu 4 frpo
de’ cnteraseion ’ et Las eopeets g Jaer /om‘éé la enisdon-
e de Frayeetosias evrradas ‘tuwbriendo ol primex petanile 4
g eauﬁ‘Zm al pulo de W'Zo'bn;o /a&feé/e dl sistena, e
ASuraum enile W{f/e, advmnds e A tomespondienle i
feura de 2o oues dc/mwa[bs ¢ otruetdralmenie Lres-

4




.2

table (vésse psgine T.3). Fou tauls, pora ropdsles de wodelar
cooxistuceia il ﬁ}m 2 (vease /oa;ma I.9 ) eutre a/amu Aroerd fas
ot alstencas (LV) nes Aabremes do abotae ala bispuda® de
elao limide paia Csles gl - e o lado~ e Heeho a,¢7a/m(o
wmmmmgm gt o M{mé/ﬂa{% ;mualos Geu pesns'fant 82~
Z/jau tuands wn Sibtema dovdmits “lime gielos Z(f)m'/é;aaéw—
HnO .

V-2 Im/nosib/'//dad de modelor spexisteneis entre dos especies 8
 traves de aiolos Lim/E.

A o 0 de esla wetion eonsideranemss ol siste-

e (LV) para dos epeaics

)?‘-:(6/ +8u X+ Q2 Y) X .
{ﬁ: (éa+der+du$’)7 (IL3.2)

/@‘Wlffga/fté% Aeitalbaedo g el Criferio /Ve;a?‘fuo de
jiné{;’xon, aﬁ"&';az{o e ta ﬁa?;ma, I-M.' pera s carlon /Zz' celsFoneia
mg&cfvﬂ% eLrradas poara A Aistea (I5.1) eomﬁz‘u;e Salo
e Caao wiban de la au’ ALlovada Pueba de Dulac , quc
ord qon & Ceutral eu ba presevile Seeeivii. Ua 40
Foqore v pap f

et aad

Jeorema 1 Prueba de Julse). Sea

X = Px,4) ,
?S 9= Q(x,4) (Ir2.4

. Aistomta autnono aumalitico e wuma con 2 abrects
/sz)mf/emmé eonexa il /OW. &‘/u(x, Y) w0 wuna /Wfi
de eloge C’a,(_[z tal ﬁ,wé

2.(F)+ _9%//4@) (OF2.2)

(1) Claro 3ue ef resultado de (s bisaueds puede ser sue po existan eielos {imife psra
1oles ?/"sf‘cmasofeiv fambien c?“m crmirento. 7 P



7.3

Mo Casmbia de aigno e L ewtonts no Cumwad pesradas
/(01)7147174/5 ew 12 U atan Lo qwmio dt fmdq\cu’orm AUl Sistesna
r.z1),

Boua lo dumastracion de £5l5 aemlfimes al.
leelor o o Wm [4].

Ooevedo duo obecias dmzﬁ&/acuw;ws

PIx,Y) = (bs+ Qec X +Chz 9)X 9 Alx,9) < (b2+QuiX+0e2d)y

Mosseer ((467) propome Lo /m&wh Y2 pasa b sisfema(ll3.2)

a
Julnyg) = Xk tygh (I72.3)
donde é::an[&’zf"dnl , ﬁ: a”/a/z*azz) y &jﬁ Mdc&?‘&l’)%{.‘
did p A

manle di la swatrdy di toeliosenles dil propio <itema
e bo auewipe @Wdr&mzé Osc vl 5/&59%40 /Zﬁﬂ-i),%&
Seey dma&aﬁa j 2% la M:/O)ac'o?(, (117'2.2) Forua &L/W

2 Wh)+ 2(ub) = @ x*gh! (IV-2.4)

QXW 99"“ / 22

donde U = 04(62(012*022)#‘51022/&21*0”).
Ltora bem, aorducando 0 i lomands e,
evenda gt fm,m% de W&‘érc‘o/a&ﬁ%s di (I13.2) ¢

)_(‘=(0,zbz*61dzzj , g—:.(bfdu'bzdu)
aAah dAA

la o;aa,é'dad (7-2.4) /audc reeseribirse domo
2(uP)+ eﬁ/jud) = (Qu¥ + G F) XX 97" (I72.5)
X 4



I7.4.

donde Lo ,awfrmdm?’e & gue eu d teamino enfre faudn/zw's
de la dorecelia , reeonvecmas a la tragn dle la muatriy o séste-
o Lineal angecado a (71-3.2) al rededor de (X,9). For fanls,

la M'fyrwz;oh, (I7-2.5) Poma en a’y(/';u'/im d a/im'mé M/Ndé
2 (uP)+ 5@0@: #lLIXE gh " (2.6)”
)

A eontinwation evant eoamss o aoallods de
Mw'sew'?{u emw/z;f‘aye la demestracion dil wombre e ta pre-

Vg

aile AQLediow .

Teorema 2 (Morseev). ParfeI. Si 0#03 entfones o sistene
(I'3.2) o freme ecusvas Simples ceradas e R s
bo o di Trageelorins del mismo. Porle . Si T=0, en -
Fowes el «aistewa (72:3.2) Ffome comna /ﬂn'mcf/a ontearal
avalifita 4 el tguilibrio foetible(X,9) en con contro, poc
/) Z,u Aaa. /ujiofc /24 PW /a/)e dwu/d/e#axmwzi
eubivla /om Frayecrorins €erradas

Jemostracion Parf%, Se #rld]+0, emfones (IN2.6) Ade
anwla aolawrenle dobre lor efes coordewadss ( donde o ¢4
de infeads eu Fomines de la soexistureia ) g posa -
do /mw% (%9) dud f)rémw evadranle fal rioLon, 2o
cambur de aigno, ts8 paschra o negalinm e Lo
wa la paga’ fr LT B e aao, pos la
Buebs de Zz/&a, 2L me&c;e g AL Altema (I1-3.2) mo
Bove Prayeetorias eerradas — oneluides leo eieles Ll -
ew la con de nleris boologres (L promes euadranle).
Demostrdeion Forle ZZ, S #rldi] =0, embones la erpresiei
(m7-2.6) f,auafd, Lsenitn  eono

(2) &s'a ,fonua para /3 exlb)ufok (IZ-2.¢) no Ia da Moiseer. Hasta donde r;abmcé,
&sts ‘es nuevaen I3 [heraturs.

(3) Utilitando(IT-2.¢ )sestss eondiciones se pueden eseribir  como Frde# 0
para [a Parle I v trldi]= 0 pars ls Parke I,



7.5
2(uP)+ 2(nad) = (I7-2.3)
QX(ju é’ycu ) ? 7

For otro lads, considleremss la 1-forma
~pAdx + puPdy
b o eracte o y ol &y b digulowle eovdiecoic e ewmple
)= 2 fur
pasa fodo (09); guu - 3egin 127~ eleetivamonte o satinface. For
fan, existt wd funeicic i RRS primera infegral de(l32)
fol gua gd 9= jul o)

fare. obtwer Py atsuimos L proeedimients orfodozo, aundsse
fee sy aieiec 47 4y
Gly)= X*9h(h+8x+ey) ok (r2.8)

donde ﬁ:_b__f_ , 5=Q_I_/_ 7 e‘-’— 012@"2011_

5 % #(h+1)
/@Z %'/c’brcb[)?,@—) 20 L e&nﬁo M,/adps
(Y&//+5022)=0 AL )?5/01;022- dwd:;)?o COoMo

v ¢8lo aaso o Aistewna (T32) admele a ([7-2.8) per primera inte-
3ml, tutouecs fwf» U wpultado de lo /49&?74/144 I8, ¢ wn @emlyo
pase ([L3.2)

U analisis de lay //bm/m'cc/adxs 7&9”4;/)&2!44 de
la prima WZZ‘)’(ZL (10-2.8) aa A(ﬁz,’a‘mm el enles Eomo
,oaji Feure /ZA/‘MWM/.» Mtyciw 0neb i clas o AL eembo (X,9)
eu primes cccadrans b o esls trasminames o dessotrnciorn



7.6

dil Fesroma oo Mosseev, Quudando - e 280, mamera - exveluidda la posi-
blidad di moddar egexisteneia wia eceles L'/, ko ds eope -

Cutss.

blaste devide tenemces enfosmmacion , 2o 447 eaulta;
des Gu mdo% tudindo wn SéTea de Lotka- Volerra (LV)
freme @elss Lodle o sugindo 70. Sin &méuﬁo, az‘/{lga/mlﬂ d
xerullado Q/M/Mt'a/, ek /omm'/&'m&é Acen 43 ,(Z?Aaw"é |

Qg_;z/‘efu/a: No se /ouede modelsr - a Traves de ecelos /imiTs -
CoexisTencia entre n (1>2) espeeies deseri’as por sistemas

del ﬁ;oo (Ly).

Bppeluimes la aveeion aeitalomdo Quc e
1981, //J.Sﬁ'ﬂfﬁ (22]) eonsiclera of sistonca pera prea- @/azgdaa/or

i X= Dx(1-x-4)- px*
Y= pX"y-9

donde >0 y p>1. Zlﬁ’&ga b Feoria de 5//&1)«!&&'0% de /L/o/of yoé/bﬁcllé
a des fwaévzefrm g eueu enlra g e SisTmua pasec cveles dimd-

.

IV-3. £stabilidsd Global y Coexistencia o #raves de eielos dimi'te
en sislemss de dotbs- lolterra: PlanTeamiento de /orob/emas.

A o,?m'aﬂé 26 wca st de dps éf@s a/e/mp-
blewas o rustro ke, adevuds de relevanlis devto de ba
fco/af[a Teorics, Som de aelicalicad eu los eucsliones de stabi-
Udad alebal e woclelus (LV), eu wus oliverses fxwwfaa'anm
(eou refando, cou difusiin , cow“memoria’y de.) wlibisandy o/ eu-
/&/%w de a’% wnot 4 erisfoneia de eales Limile ey Talis 4%-
; L

, vaweinle .

1. Jon e /omudé)m‘cmé de eowntruetcu de ba



.+

W/r«é C dd Teoremca 1 de Goh (vedse pﬂ';a‘na 716 ) para
L eass de s de dos tspecies y Fener aal eonditiones
queanlas o dufveentis pare m%«m/ﬁ ¢slebibidad.
?Zaéal ew qgislemas (AV).

2. pr?/uudc'aab v i amdlises de la slabilidad. alobal
ey Costoumens s dotha- Dolforre ooss vedundy

Xelt) = [b: + JZ a5 X (-2) xtt)
n 3 e

e }oaa&'w&m, ludien la /0054'64'4'0.’@6 de cxlstonein
de ‘ecalas Lomile ew los primienad, bara eiels valot
del retando T Tosmbied Seria déd intors analizar
a /305&'6/6 o'n?‘afnrézu'aic /W/me/tw&é%'aa, de tas /m—
cionalts de anov Qi A proponen eu las referm-
elas [53], 51 (veanse poqinas JL.31 y IIT-34).

3, Prewsar 4a aoftfr/‘eé/m Aecha al fomal de lo aceeion pre-
eedonte . Bu d easo de g 8 rsullata eienla , enfon-

s de jere utibizar C o dinealidades ymnds fuerles”
por ?:LZ&, Au/wﬂég / 1
’\;L' = (b(,‘ +Z Z._af/XL/Yj) X

Lzt J=1

0 bim Al tfpo propacslo por Hashnas /1/6:756 /05’3[”8 r. é)
e Ww%uflaf/oétéd&d/jd de wmfwwz, de tcelss
omte ,” ent pul’c’w&u /opdroa evupjamse  Con das
/,é/om'os. Ao oha wma ¢b ntrdutir perawetres o« ha-
e

anmalisis Sumalans o las /we/uu/ow //wst‘z'n;/s (&7]).
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CONGLUBIONES

1. BY cwo oo s c&ome’e,(%afawwafm/ééhalch
e8labilidad Aistornas & Zotba- Uolferra (LV), aungue
Mo dieho w/ﬁ&&”/m&wfz , Tiene tomo mmolivaelon o pewsar
a ¢blus Si8Tencas como Sistunas AandHonionas 4 de fe-
eho, on 1wt W/omékw/aw lo son. Bn genesral “esto no
dutede L la " fumelon (1-3.1) deamge a b &Aﬁa de

&M) 71/ calorias G/GJ;’LV): 9/ ,a,a,é geurre eou la -
(e %ﬁ e Sl emas ma%mwmudae/%u Zl'z:
beZm/s 8lin /omw@.

2. Bn podelss de Lotha- Volterra (LV) o Siompre eslabili-
dad loeal %’@a estabilidad avintéliea 'alobal. &n
AL fmbcg‘a Se Condloesones pata 2820 8 geu-
r7€.

3. oioa/woww& e ap v GuL on resesile /méyb Se uli-
Za’éa fpara deecdiy estabilitlad, aocnloliea Oqloba,é /Oucde
L Jz/tﬁrprcfc‘zda, Covtp ta M/)&&dﬁ de mwgéz, @aw‘e-
nida en ¢ eeosistenca.

4. Forn lo cponistonein. did, fa}boi (a Trauds de ba ewlstomels,
de cwn atractor 7!05&& ) enre s thpeesss Aoserilas por £ls-
Terwas copm L ULV) @ Comndieconed 7iecsanias g Suficien-
7es (e daw en oL 7‘/4&3[0}- B L tado e /M/za‘wezfcz/:
Jeponde de oxisle wma ruatrgy C, e nxn 7al que
CA+ A, sea ncdyazé'oa, a’%m/oafcz,

5 bw L caso de dus cspLeics 2ederitas por Aistenca (-
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om0 UL (LV) 10 e pude modelan Coexislomeca del ﬂ/'oaz
(q Prawss de ta ewidleneca de wn elelo lomite), Se awy&l@a/

que ew o Cado ole n especces fm/ﬂaw /taé/ eielos Lmile | ny2.

6. 55 Me’fodo @c‘weé e /9 UMD V- de Ser aé’/&' adfo/za—
1 Aot amalisis de tstabilidad ew modetes cgé frpo(LV)
2uando en ellos se inedrporan olvas freloves como re-
%udq 0 difuson. Sen ewbargo, {a mﬁ%nzza)zf@ ertome-
méﬂﬁma de las Jemtiones ole )?afowyw mefm Ca-
Les e sam L8 i /bmlo/mm /dewn .
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