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1
INTRODUCCION.

El hombre a través de su desarrollo histérico sieipre ha -
buscado la manera de hacerse la vida un poco m&s placentera, --—
para realizar su trzpajo cotidiano ha inventado miquinzs, para-
viajar de un punto a otro ha construido caninos, tratando de -~
que estos lo lleven de unag manera més directa a su destino, —--
nara tragladorse mAs réovidamente, trata de nerfeccionar sus ——-
vehlculos. Asi podriamos enumerar mé&s ejemplos donde el hombre-
desde el punto de vista de la fisica, trata de minimizar ener--
gla y tiempo. Esta bisqueda de la eficiencia ha conducido al --
hombre a desarrollzr la rama de las matemdticas conocida como,-
principios variacionzles.

En la presente tesis nos ha parecido interesante trabajar-
usando el cAlculo de variaciones, para hacer una aplicacién al-
problema de t@neles terrestres dentro de los cuales viaja una -
particula, suponiendo que la tierra es una esfera de densidad -
constante. Por lo tanto en el presente trabajo nos planteamos -~
los siguientes objetivos. Primero, encontrar la trayectoria de-
tiempo minimo que seguir{a una particula de masa "m" si viaja -
dentro de la tierra a través de un tinel, suponiendo gue ésta -
es completamente esférica, de densidad conctante, que se encuen
tra en reposo y que no existe friccién. A este problema también
gse le conoce como el problema de la braguistécrona terrestre, -
en donde la palabra braguistécrona se deriva de dos palabras --
griegas, brachistos, que significa mAs pequefio y chronos, que -
significa tiempo; el segundo objetivo consiste en comparar el -
tiempo que realizzria una particula cuando viaja entre dos pun-
tos que se encuentiran sobre la superficie de la tierra a través
de la trayectoria de tiempo minimo, con el tiempo que realiza -
cuando viaja a través de trayectorias cénicas y rectilineas.

Para alcanzar estos dos dbjetivos, esta tesis se dividib -
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en cuatro cap{tulos. En el primer cepitulo se dan a conocer -—--
algunos aspectos histéricos sobre el desarrollé del cédlculo de-
variaciones a través de algunos problemas fisicos. Bn el cap{ -
tulo segundo, se efectia un breve estudio sobre los principios-
variacionales, y se analiza el tipo de fuerza a la que esta ~--
sujeta la particula cuando se encuentra dentro Ze la tierra. A-
partir de ¢ste an&lisis, y usando principios variacionales, se-
encuentra la trayectoria de tiempo nminimo. En scse capitulo se-
alcanza el primer objetivo de c¢sta tesis, al enconirar que 1la —
trayectoria de tiempo minimo eg una curva coneciia como hipoci-
cloide. La hipocicloide es la curva que describe un punto fijo-
de una circunferencia que rueda sin resbalar, permaneciendo ---
siempre tangente interiormente a otra circunferencia fija, (ver
apéndice A).

A pesar de que el problema de la braguistédcrona terrestre-
no es muy conocido, ya habia sido resuelto por HNHewton, ademis -
el Pisico y NMatem&tico franc&s Puiseux, escribid una memoria =-
sobre las curvas tautdcronas en la revista Liouville, vol. IX,-
1844, en la cu&l hace un anflisis sobre este tiro de curvas ——-
cuando la fuerza que act@a sobre una partfcula =s central y ——-
varia con la distancia, ref.(1l). E1l problema de la braguistdéd--
crong terrestre resurgi6 con el articulo de Cooper, "Trough the
Barth in Porty Minutes", aparecido en el American Journal of --
Physics, 34,68,1966, en el cual calcula el tiempo para ir de un
punto a otro de la tierra, viajando por tfinelec dentro de ella-
¥ usando como 8nico modo de propulsién los cambios de energla -~
potencial del vehiculo. Cooper en su artfculo solo realiza al -
gunos chllculos numéricos con trayectorias rectilineas y deja —-
planteada la ecuacién diferencial que dari la curva de tiempo -
minimo. A partir de esta publicacién siguieron varios artfculos

de diferentes autores, donde tratan el mismo problema dandole -



diferentes enfoques ref(1l-7).

Para poder analizar las proviedades cinemAticas de la hipo
cicloide, se tomé el caso particular en donde el radio del cir-
culo que ruedz dentro del circulo fijo es un cuarto del radio -~
de la tierra. La hipocicloide generada con easte radio es llama-
da astroide. E1 anflisis que se hizo fue para dos puntos que se
encuentran sobre la superficie de la tierra separados por una -
distancia de 10005.973 lan. En la seccidn 2.11 se demuestra que-
la astroide es una curva tautécronz, o sea que el tiemno para--
que una particula alcance el punto mé&s bajo de esta curva no --
depende del punto de donde parta desde el renoso. Finalmente en
la seccibn 2.12 se hizo una traduccién de la referencia (4), -
donde se demuesira que las curvas braguist6crona e isécrona son
curvas idénticas solo cuando el potencizl proveniente de un —--
campo de fuerzas, es radial y varfa con el cuadrado de la dis--
tancia.

En el capftulo tercero se analiza el caso cuando los dos -
puntos que se encuentran sobre la superficie de la tierra son -
ant{pcdas, En este caso se demueatra que la trayectoria braguis
técrona es una li{nea recta que coincide con el didmetro de la =
tierra. En la seccién 3.3 se tom§ el caso cuande la trayectoria
rectilinea coincide con una cuerda de la tierra, se buscé) que -
esta trayectoria abarcara un arco de la tierra de 10005.973km, -
pues es el miszo arco que =zbarcan dos cdspides consecutivas de=-
la astroide, o sea que se est&n uniendo dos puntos que se en—--
cuentran sobre la superficie de la tierra por medic de dos tra-
yectorias diferentes. En la seccién 3.6, se encontré la ecua —-—
¢ibén de movimiento para una esfera que rueda dentro de un tdnel
rectilineo cuyz superficie es uniformemente rugosa. En la sec—--
cibén 3.7, se desuestra una propiedad interesante para las tra -

yectorias rectilineas; en estday seccibn se demuestra que estas -
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trayectorias son isScronas, pero no son braguistécronas, npueato

que la cuwrva de tiempo minimo es la hipocicloide. En la seccidn
3.8, se alcanza ¢l segunao objetivo de esta tesiz, se comienza-
con ¢l planteamicento de ena ecuacidn general que a toda la fami
lia de cénicas. Con esta ccuacién se plantearon expresiones pa-
ra calcular la distanciz que recorrerfa una partfcula y el tiem
pC que tardzria para ir entre dos puntos que se e¢ncuentran so--—
bre la superficie terrestre, gseparazdos por un arco de la tierra
de 10005,973km, viajando a través de trayectorias cénicas y asi
poder encontrar cudl de todas las cénicas es la fHntima despube-
de la curva de tiempo minimo o sea lz hipocicloide. Al empezar-
a efectuar algunog c4lculos preliminares con cénicas y circulos
estos nos conducian a integrales elinticas, por-lo cuél fue ne-
cesario hacer un célculo numérico en computadora para evaluar -
este tipo de integrales.

En el capitulo cuarto se hace una comparacién entre losg —-
resultados obtenidos por las diferentes trayectorias que se to-
maron.,

Al final de esta tesis vienen como suplemento dos apéndi--
ces con cdlculos algebraicos,., En el anéndice A ge encuentra la-
deducecién de las ecuaciones paramétricas de la hipocicloide y -~
en el apéndice B ge demuestra que la cicloide es un caso parti-
cular de la hipocicloide, cuando el radio del cfirculo fijo es -
mucho mayor que el radio del circulo que rueda dentro de é€1,

Después de estos apéndices se encuentra una bibliografia -
que abarca algunos libros y articulos donde se interesan por —-

los problemas aguil tratados.
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CAPITULO PRILERO.
ASPECTOS HISTORICOG.

La historia de los principios minimales; dentfo de la fisi
ca es larga e interesante. La investigacibn de tales principios
se basa en la idea de gque la naturaleza actla siempre de tal —
forma que determinadas cantidades de importanciz resultan siem-
pre minimizadas cuando tiene lugar un proceso fisico. El prine-
ro de estos principios minimales se desarroellé en el campo de -
la 6ptica. Kue Herén de Alejandria guien, en el siglo II a. de-
J«C., encontré que la ley que rige la reflexién de la luz puede
obtenerse admitiendo que un rayo luminoso, que viaje de un pun-
to a otro reflejéndose e¢n un espejo plano, recorre siempre el -
camino mas corto posible. Una sencilla construccidn geométrica-
servird para comprobar gue este principio minimazl conduce vere—-
daderamente a la igualdad de los &ngulos de incidencia y re ——-
flexibn de un rayo luminoco reflejadoc en un esnejo plano, [0 --
cbstante, el principio del camino mas corto de Herén no puede -
oroporcionar una exprecidén correcta de la ley de 1z refracciédn.
Sn 1657, PFermat formuld nuevamente el princinio, postulando que
los rayos luminosos viajan siempre de w punto a2 ciro de un —--
nedio siguiendo el camnino gue requiera el menor tiempo. Bste --
arincipio de tiempo minimo de Fermat conduce inmediatamente, no
solo a la ley correcta de la reflexidn, sino también a la ley -
de la refraccién de Snell,

Los estudios acerca de los principios minimales continua -
ron y, en la Qltima varie del siglo XVII, Newton, Leibniz y los
nermanos Bernoulli iniciaron el desarrollo del célculo varia --
cional con la resolucién de problemas como el de la braguistd -
crona y el de la forma de una cuerda suspendida(catenaria).

E1l problema que formularén los hermanos Bernoulli y que --
&i6 inicio a una nueva rama d@ las matemdticas, que se denomind

c4lculo de variaciones, fue ¢l siguiente: si un cuerno pequefio~
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se mueve bajo la infiluenciz de le gravedad de un punto a otro a
lo largo de una curva dada en un plano vertical, entonces el --
tiempo necesario para efectuar el recorrido por dicha curva ===
dependera naturalmente de la forma de la curva. Bl tiempo seré-
diferente si el cuervo se mueve a lo largo de una linea recta,-
esto es, en un plano inclinado, que a lo largo de una curva, La
rregunta de los hermanos Bernoulli era, ¢que trayectoria requie
re menor tiempo?. Uno podria pensar que el movimiento a lo lar-
go de una linea rectz es el més répido, pero Galileo ya habfa -
advertido que el tiempo requerido en algunas curvas es menor -
que el de la linea recta. Los hermanocs Bernoulli, Juan y Jacobo
hallaron la forma de la curva que requiere el menor tiempo. Se-
trataba de una curva ya conocida en geometria y. que habia sido-
denominada cicloide., La cicloide es el lugar geométrico deseri-
to por un punto de una circunferencia gue rueda sin deslizar —-

sobre una linea recta, figura(l.l)

Pigura(l.l)

Los matemiticos de la época reconocieron inmediatamente —
que el problema de la braguistéecrona, era de un caracter enters
mente diferente a los problemas estudiados mediante el célculo-

diferencial, en donde la cantidad cuyo méximo o minimo se bus--
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caba dependia solo de una o mis variables numérices, en este —-
problema la cantidad que se consideraba, cs decir, el tiemnpo --
necesario parz el descenco, depend{a de toda la curva, lo que -
constituyd una diferencia esencial, que ponfa al problema fuera
del alcance del cAlculo difercencial o de cuulquier otro método-
conocido en aquella época. Este problema interesé grandemente a
los matemiticos contemnordneos, tanto mAs al conocer que la —--
solucibn estaba dada por la cicloide, curva que habia sido relgm
clonada con la construccién de un péndulo ideal. Huygens habia-
descubierto que un punto ideal provisto de masa, que oscilara -
gin rozamiento bajo la accibdn de la gravedad en una cicloide —-
vertical, tendria un perfodo de oscilacién independiente de la-
amplitud del movimiento.

El primer método desarrollade por jacobo Bernoulli parg —-
resolver el problema de la braguistécrona, utilizé el prinecipio
ninimal de la ley de la refraccibén simple. Esta ley empirica --
encontrada por Snell (1591-1602), afirma que la trayectoria de-
un rayo de luz que pasa de un medio nomogéneo a otro se desvia-
en la superficie de geparacién de ambos de tal forma que la ——-
trayectoria consta de dos segmentos rectilineos, AA“y A’B, que-
forman con la normal dos Angulos, e y‘x’determinados por la ——-
condicién,

sene V.
sen o v’

Bs importante hacer notar que la trayectoria serd minima solo -
cuando V sea la velocidad en el vacfo y V’'sea la velocidad en -
el medio. Asf en la figura (1l.2), un rayo luminoso que parte de
un punto A, en el medio superior donde la velocidad de la luz -
ey V hacia un punto B, donde la velocidad es V, seguird la tra-

yectoria AA’B, cumpliendose la ley de la refraccién.



Medio ol
Homogéneo I

Medio A’
Homogéneo IX ol

B

Pigura (1l.2)
Fermat demostré, por medio del cAlculo, que esta trayecto-

ria es tal que el tiempo necesario para que el rayo de luz pase
de A a B es minimo, es decir, menor de lo que seria si siguiera
cualquier otra trayectoria. Para utilizar esta ley, Jdacobo Ber-
noulli tuvo primero en cuenta que cuando una particula cae des-
de un punto Po 8in velocidad inicial, siguiendo una curva C, -
fig(l.3) tendrd en cualquier punto P de la curva una velocidad-
proporcional a \H , siendo H la distancia vertical entre Po vy
P, es decir, v=k\{H , donde k es una constante. ILucgo dividié-
el espacio en numerosas y delgadas capas horizontales, cada una
de espesor h y supuso que la velocidad de la particula en movi-
miento no variaba continuamente, sino en pequefios saltos, al --
pasar de una capa a otra, ea decir que en la primera capa adya-
cente a Po’ la velocidad es kdif y en la segunda, k‘{iﬁ sy Y €n
la n-ésima,l:“jﬁi = kﬂ—ﬁ' « Al ser rectilinea la trayectoria-

en cada capa, la solucién es una poligonal, ver figura(l.3)

P
Pigura (L.3)
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En este momento es donde Jacobo Bernoulli utiliza el principio-
minimal de la ley de la refraccién, ya que de acuerdo a esta —
ley en cada par de capas sucesivas el movimiento de A a B pasan
do por A", figura (1.2) debe ser tal que, suponiendo A y B fi -
jos A’proporciona la curva de tiempo minimo. Por lo tanto, si -
tomamos la capa m-écima y la que le sigue, figura (l.4) y apli-

camos dicha ley tendremos:

!
sen X k\]mh , esto es, sene _ sen R

sen oé k\| (m+1)h \J mh _\f(m+l)h

2

o

b—t — & —}
!

) Figura (1.4)
aplicando reiteradamente este razonamiento se obtiene una suce-
sién de igualdades: _
seno¢, _ Benoy _ senody _ _ sen=q (1.1)

NE & Nw O N¥

donde ®pnes el 4ngulo entre la voligonal en la n-ésima capa y -

la vertical. Jacobo supone ahora que el espesor h se hace cada-
vez més pequefioc y tiende a cero, de modo que el polfigono tiende
a la solucién buscada del problema original. Este paso al limi-
te no afecta a las igualdades (1.1), por lo que Jacobo concluye
que la solucibn debe ger una curva C que tenga la siguiente ---

propiedad: S5i o¢ es el éngulo formado por la tangente y la —._.
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vertical en cualquier punto P de C, y H es la distancia vertical
de P a la horizontal que pasa por Po , Sen o(/ﬁ es constante -
para todos los puntos P de C, figura (1.5)

N

1.8

P(x,y

Figura (1.5)

De este modo para todo punto P(x,y) de la curva requerida-—
¢, tendremos, H=y, y que Sen oc/\rﬁ-= k , esta da:
Seno =k §y (x.2)
donde, k es una constante, As{ mismo, de acuerde a la figura(l.5)

1 1—k2
4y = Tan w=Coteg = —— =—xJ

dx k y
elevando al cuadrado y’= dy , obtenemos
dx
y’2F;'— -1 estoes 1+ y'2= 1
Ky kay

pera de (1.2) k2y= Senzo( , por lo que la ecuacién anterior toma
la forma:

1+ y'2=Cec?'c( (L.3)
perao, y'’= (-—Csczo() o , en donde o(': d , lo cuel implica:

2 re dx (1-04)
Cscq: - —5—; .

Por otra parte derivando la expresién (1.2) con respecto a x —
nos da:

(Coso¢)a’= ky’ , de donde og': =

2
ZJ; ¥
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sustituyendo esta ltima expresién en ( l.4), teneros que:

Cac%x = - 2yy"

por lo que la relacién (Ll.3) se puede egcribir como:

P y'2 + 2yy‘’'=0

ecuacién diferencial cuye solucidén son las ecuaciones paramétri-
casd de la cicloide, esto eat

r=r(¢ - send)

7

y=r(1l - cosg)

donde r es el radioc de la circunferencia que engendra la cicloji
de al rodar sobre una recta fija y @ es el Angulo central de ~-

dicha cirecunferencia, ver figura (1.1l)
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CAPITULO SEGUNDO

2.1 Principios del C4lculo Variacional

Conjuntamente con los problemas en que es necesario deter-
minar los mAximos y minimos de cierta funcidn z=f(x), con fre--
cuencia surge en los problemas fisicos la necesidad de hallar -
los valores méximos ¢ minimos de un género especial de magnitu-
des, llamadas funcionales. Se¢ llaman funcionales z las megnitu-
des variables cuyos valores se determinan mediante la eleccidn-
de una o de varias funciones. Por ejemplo, la longitud L del -—
arco de una curva plana o alabeada que une dos puntos dados por
A(xo,yo) ¥ B(xl,yl), es un funcional, ver la figura (2.1)

Y/P

’

B(xl) yl)

y=y(x)

Alx ¥ )
fig.(2.1)
la magnitud L puede calcularse si se da la ecuacién de la curva

>x

y=y(x), entonces:

L(y(x))= Yl\ll - (3)?  a
X
Q

El drea S de cierta superficie es también un funcional, --
puesto que se determina escogiendo la superficie, es decir, es-
cogiendo la funcidn z(x,y) que figurd en la ecuacibn z=z(x,y) -

de la superficie, como es sabido:

s{z({x,y))= XQl + ‘_n_z_)Z + (_1.?.)2 dxdy
dx 3y

donde D es la proyeccién de la superficie en el plano Oxy.

Los momentos de inercia, las coordenadas del centro de --
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gravedad de clerta curva o superficie homogénea, son tanmbien =--
funcionales, puesto que sus valores ge determinan eligiendo 1la
curva o la superficie, es decir, las funciones contenidas en la
ecuacibn de dicha curva o superficie. Ln estos ejemplos se tie-
ne una dependencia que es caracter{stica para los funcionales;-
a una funcifn escalar o vectorial le corresponde un némero, —-—-
mientras que al dar una funcién z=f(x) a un nimero le correspon
di{a otro nimero.

El cllculo variacional estudia los metddos que permiten —-

hallar los valores méximos y minimos de los funcionales. Log --

problemas en que se exige investigar el z4ximo o el minimo de
un funcional, se denominan problemas variacionales.

Muchas leyes de la Mechnica y de la Fisica en general se -
reducen a la afirmacién de que cierto funcional debe alcanzar -
Bu minimo o su méximo en el proceso considerado. En este enun -
ciado, dichas leyes reciben el nombre de principios variaciona-
les de la Mécanica o de la Fisica. A dichos principios variacio
nales, o a sus corolarios mds simples, pertenecen: el principio
de la minima accibn, la ley de conservacién de la energia, la -~
ley de conservacién de la cantidad de movimiento y diferentes -
principios variacionales de la PFisica clésica y de la teoria —
relativista del campo.

1 cAlculo variacional comenzé a desarrollarse en el siglo
XVII, llegando a ser una disciplina matemdtica independiente -~

con métodos propios de investigacién.
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2.2 ZFEecuacibn de Euler.

El problema fundamental de el c4lculo de variaciones es --
determinar la funcién y(x) con la condicién de que la integral:
*1
V(y(x))= | B(y(x), y'(x);x) dx

X
Q

sea un extremal o sea, que tenga un valor miximo o minimo. Ena -
donde y’(x)= dy/dx y el punto y coma de P separa a la variable-
independiente x, de la variable dependiente y(x) y de su deri -
vada y’(x). Se supone que el funcional P estd dado y que log —-
puntos frontera de las curvas admisibles estén fijos o sea:

y(xo)=y0 e y(x1)=yl ,figura (2.2)

y r
B

[

[

A 1

|

191

I

L

o fig.(2.2) *1
Para que exista un extremo, la condicién necesaria es que-

la variacibén del funcional se anule. Supongamos que en la cur
va y=y(x) derivable dos veces, se tiene un extremo; fomemos ~—-
cierta curva admisible y=y(x) cercana a y=y(x) e incluyamos a -

y=y(x) e y=y(x) en la familia monoparamétrica de curvas:

y(ot, x)=y(x) +c( y(xJ - y(x))
cuandoX =0, se obtiene la curva y=y(x); para ©{=1, se tiene que
y=y(x),figura (2.3) . A la diferencia y(x) - y(x) se le llama-

variacién de la funcibn y(x) y se designa por § y.
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y=y(x) curva admisible

curva extremal

y=y(x)

fig.(2.3) x

En los problemas variacionales la variacién {y desempefia -
un papel anélogo al de el incremento de la variable independien
te A4x, en los problemas del estudio de los extremos de una fun
cibn f(x).

La variacién {§ y= yix) - y(x) es una funcibn de x, esta —-
funcifn se puede derivar una ¢ varias veces, siendo:
(dy)=y(x)'~ y'(x)=d y*, es decir, la derivada de la varia —-
cién es igual a la variacién de la derivada, andlogamente:
(dy)r=3(x)"" - y'(x)=dy’”

(d 9* =yx)* - yFx) =dy"

De este modo, consideremos a la familia y=y(e&X, x)} donde-

¥ ,x)= y(x) +c<6y; que contiene, para o4=0, la curva en la -

cuil se alcanza el extremo, y para 0{=1, cierta curva admisible

cercana, llamada curva de comparacién.
Si consideramos a los valores de el funcional V(y(x)), =

donde:

V(y(X))=J

51
Fly(L,x), y'(X,x);x) dx
X

[}
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sblo en las curvas de la familia y=y(ef,x) el funcional se trang
forma en una funcibn deX; o sea V(y(e,x))=¥ (ot} ya que el --
valor del parimetro® determina una curva de la familia y=y{o¢,x)
determinando también con esto el valor del funcional V{(y(e(,x))
esta funcibén Y(=¢) tienec un extremo eno®l=0 puesto que para dicho
valor se tiene y=y(x), teniendo el funcional, por hipétesis, un-
extremo con respecto a cualguier curva cercana admisible y, en -
particular, con respecto a las curvas cercanas de la familias
y=y(o{ ,x)

La condicién necesaria para que la funcién ¢ (X) tenga un-

extremo en of =0, como es sabido, es la anulacién de su primera -

derivada para oA =0, o sea:

oY (o ;
2 X =0

oL =0
comos

X
\?(d-)= j Plylet ,x), v (¢ 93);’{) dx

x0
entonces x
2%(x) _ 23 Y r(y(et,x), ¥/(et,x)5x) dx.
d TN

0

Como los limites de integracifn son fijos la derivacién afectars
Unicamente al integrando; por lo tanto:

x
29(X)_ VM a®R 3y + REy’) ax
2 ’ , 2?7 3 2y 2%

haciendo el siguiente cambio de notacién:
P=--2F . p _2F
y 2oy ' ¥ 2y
tenemos que:
DY (X)_ 5"1(? 2y + P, 2y )

r X Xo v P13 dox
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Puesto que:

2y(,x) 2 (y(x) +K §(y))

Do dol
= y ,
2y(ee,x) 2 ( y(x) + ot b (y))
2Dk T
=8y’
se obtiene:
*y
2 ¥ () | (P 4y + Ie‘y,éy')dx
2 X x y
(o]
X

29 (o) _ | P (rylyx)iy (i) dy ¢ RLly(x),y (x)im) §y) ax
D ok

X
o]

como ya hemos visto, —?—a‘-'&sg—)o( se llama la variacién del ~ee-.
=0

funcional, y se denota por §V¥. La condicién necesaria para que —
el funcional V(y(x)) tenga un extremo, consiste en la anulacién -

de su variacién é¥=0. Para el funcional:

1
Viy(x)) = N Fly,y'ix) d&x
0

estd condicién tiene la forma:

X

(? F ,{y")ax=0 ;

L(yh’«* ny) ;
Q.

integrande el segundo sumando por partes, y tomando en cuenta que:

dy'=(dy)’, obtenemos:

x X
Jv-:(F ’ :Y) 1 1 -
v d 2, "k @y %Fy,)iy ax
pero
oY =y(x ) - ylx)) =0

X=X
[o]
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y

dy

:'.;—(—x-;')‘ - y(xl) =0

=xl_

In virtud de que todas las curvas admisibles en el problema

simple considerado, pasan por los puntos frontera fijos; por 1lo

tanto:

x
dv=\t(r - ar . )dy
: ¥ EY
o
de este modo, la condicidn necesaria de extremo toma la forma:
!
(P, - a4 P .)dy dx=0
y x5 Y
x
Q r

donde el primer factor Fy - g__?y, es. una funcibn continua dada

en la curva y=y(x) que realizgfel extremo, y el segundo factord'y
debido a la arbitrariedad en la eleccién de la curva de compara—-—
cién y=§T;3.es una funcidn arbitraria que satisface sélo ciertas—
condiciones muy generales. Mis exactamente,.la funcibén 4y se éng
la en los puntos frontera X=X ¥ x:xl, es continua y derivable =—-
una o0 varias veces, y o bién dy y 4dy’son pequefios en valor ab-
soluto. Para simplificar la condicién de extremo se aplicara el -

gsiguiente lema.



19

Lema fundamental del cdlcule de variaciones.,

Si para cada funcién continua r\(x) se tiene:
X
$ \"(x)dx=0

X
0

siendo@(x) una funcidn continua en el intervalo [xo,xl] y enton
ces @ (x)=0 en dicho intervalo. Para la demostracibén de este le-
ma ver la referencia (8).
Apliquemos ahora el lema fundamental para simplificar lg —-
condicién necesaria de extremo obtenida anteriormente.
X
1
(P, - 4 P .)dydx=0
¥ = Y

X
| [o]

todas las condiciones del lema se cumplen; en la curva que reali

za el extremo, el factor ( Fy -Q_Fy,) es una funeién continua -
dx
y la variacién ¢y es una funcibn arbitraria a la cudl se han --

impueato =6lo limitaciones de cardcter general, ya previstas en-
el lema fundamental; por lo tanto:
P~ 4P, =0

dx
en la curva y=y(x) que realiza el extremo del funcional consi-
derado, es decir, y=y(x) es solucién de la ecuacién diferencial

de segundo ordens

F ~-d P ,=Q

Y ax 7

o bien en forma desarrollada:

P -F ,~-PR ’ - P, ‘=0
yooxy yy* ¥ vy ¥

Bsta ecuacién se denomina ecuacién de Euler ( y fue publicada-
por primera vez por é1 en 1744). Las curvas integrales de la —-—-

ecuacibn de Euler y=y(x,Cl,Cz) se llaman extremales, sélo en las
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extremales puede alcanzarse un extremo del funcional:

*

Viy(x))= P(y(x), y'(x);x) ax
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2,3 Campo gravitatorio en el interior de una esfera honogénea.

Como una aplicacibén en la fisica de log principios varia -
cionales, resolveremos el problema de encontrar la trayectoria-
de %iempo minimo para una particula, que viaje por dentro de la
Tierra a través de un tdnel, suponiendo que la tierra es comple
tamente esférica, de densidad constante y que no existe fric -~
cién.

Primeramente se calculari la fuerza gravitatoria que se --
ejerce sobre un objeto situado en el interior de la Tierra como
si esta fuera una esfera uniforme. Haciendo referencia a la ~—-
figura(2.4), consideremos una esfera uniforme de radio R con un

punto P situado z una distancia r del centro.

Figura (2.4)

Por el principio de superposicidn, la fuerza que se ejerce
sobre P (masa m) puede considerarse como la suma de las fuerzas
ejercidas por la capa esférica entre los radios r y R, ¥ la —==
ejercida por lz esfera de radio r. La primera contribucibn es -
nula, este resultado se puede obtener de la siguiente forma, --

Para calcular la fuerza que se ¢jerce sobre P podemos dividir -
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la capa esférica entre r y 2 Tigura(2.4) en eclementos dml Ng dm2
hayando que la fuerza resultante debida a cada uno de dichos -~-
pares es nula ya que dml/ri = dmz/rg ,( el 4rea de la superfi--
cie de la capa correspondiente a un Angulo sélido elemental d]l,
es proporcional a ri). La contribucién de la segundz no es més-
que Gmrm/rz, donde m, es la masa de la esfera de radio r. La -~
masa M de la esfern de radio R serd M=(4/3 I1R3)P s ¥ la de la-
esfera de radio r es la expresién dada por la siguiente ecua —-
cibn, mr=(4/3 T1r3)P « A través de estas dos ecuaciones encon —

tramos que la relacién entre m.y M es:

mr=(r/n)3l. (2.1)
Podemos encontrar la fuerza que se ejerce sobrg P usando la ley

de la gravitacibén de Hewton, o sea:

P - om0 (2.2)
r2

sustituyendo (2.1) en (2.2) tenemos que:

r= - BT (2.3)
R

de esta expresién encontramos que la fuerza que se ejerce sobre

n es de tipo central y es directamente proporcional a la distan

ciz que hay del cuerpo al centro de la Tierra. Su valor mAximo-

lo alcanza en la superficie de la esfera cuando r=R y este es,-

= - GM@/RZ. Cuando r se hace mayor que R, la fuerza gue se =~

ejerce sobre m disminuye, siendo proporcional a l/r2. Por 10 —=

que respecta a su direccibdn y a su dependencia con la distancia

la fuerza en el interior de la Tierra es anidloga a la fuerza --

del tipo de un resorte, porgué actfa como fuerza restauradora,-—

proporcional al desplazamiento r de su posicidén de equilibrio.-

5i en la ecuacifn (2.3) sustituimos G= ng/M donde M y R son la

masa y el radio de la Tierra, entonces (2.3) se transforma en:

= - I8 .
R T T4
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Dc 1a ccuaeibn (2.4) podemos deducir que el movimicnto de cual-
cuier nartfcula gque se nueva en el interior de la Tierra, cerf-
arinbnico simple ¥y en un vlano, zunque la varticula se iueva en
¢l egoacio, debido a que la fuerza ez central.

AF

R 5 T
0 I
Lineal ‘ Inverao al cuadrado

{|

|
Pig.(2.5), variacién de F para una esfera homogénea sélida.

La energia potencial agociada a la fuerza cuya ecuacién --

es: P= - %f r; se encuentra integrando esta ecuacidn en el in =

tervalo de 0 a r, o sea:

después de efectuar la integracién, encontramos el siguiente --
resultado:

E = 1l nmg 22 (2.5)
r 2 R *
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2.4 Trayectoria braquistécrona.

Ahora estamos ya en posibilidad de encontrar la trayectoria
braguistécrona, o de tiempo minimo, para una particula que viaje
por dentro de la Tierra, suponiendo que ésta es completamente —--
es{érica, de densidad constante,que esta en reposo y que no exig
te friccién.

Supongamos que la particula parte del punto A, ver figura--
(2.6), y se traslada hasta ¢l punto B. A través del chlculo va--
riacional, vamos a encontrar la trayectoria gue nos de el menor-
tiempo, para ir del punto A al punto B. En el punto A, la parti-
cula parte desde el reposo, en la superficie r=R solo tiene ensr
£ia potencial, cuya expresién la podemos encontrar usando la —-
ecuacibn (2.5), esta es:

Ep= % mg R. (2.6)
En cualquier otro punto dentro de la Tierra existe una combina--

cién de energia cinética y de emergla potencial, sus correspon -

dientes ecuaciones son:

E=1mg 52 , (2.7)
P 3 "R
Yy
2
E=1m (2.8)
€ 2
la suma de estas dos ecuaciones nos lleva a la siguiente igual--
dad:
2 2 '
E=1lmw" +1lmgr (2.9)
2 2 B

aue representa la energia total de la particula. Esta energia es
siempre positiva, y es una primera integral del movimiento.
Por el principio de la conservacién de la energla, tenemos~

que:

ol



Figura (2.6)

Ia figura(2.7) muestra la gréfica de la energia potencial,-
representada por una parébola. Como el movimiento de la parti --
cula va a ser oscilatorio, los l.Imites de la oscilacién van a --
egtar determinados por las intersecciones de la energla total E,
con la curva de energla potencial. Estos limites de oscilacién -
se encuentran a distancias iguales * R del origen 0O; en cuales -
guier punto r la energfa cinética Ec estd dada por la distancia-
entre la curva Ep ¥y la linea B, si r»R la energla cinética es =~
menor que cero, lo cual es imposible, por lo tanto las distan --—

cias permitidas estarén en el intervalo -R4 T &R.
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Bp(r)

Usando las ecuaciones (2.9) y (2.10), por el principio de -

conservacién de la energifa, tenemos la siguiente igualdad:

lmgR=1lm"+ Llmgr’ (2.11)
2 2 2 R

despe jando la velocidad, su expresién es:

4 R - r (2.12)
R

de esta expresién podemos encontrar el tiempo que se realiza ——
para ir de el punto A a el punto B, encontrandose los dos sobre-

la superficie terrestre, fig.(2.6)%la expresién para el tiempo —

v=

que se efectum es:

- B[ 2, ‘(93)2
t= 2 ag e (2.13)

A Rz - r2

La ecuacién (2.13) es la expresién que deseamos sea minimo,
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Como (R/g)l/zes una constante que no afecta a la ecuacién final-
podemos admitir que el funcional es el integrando de la expre --
gién (2.13)Bste funcional depende de r y de dr/de, la ecuacién -
de Buler con estas dos dependencias se transforma en:

b —»y’Py,:U' {(2.14)

donde y’= dr/dg ; P=\]T'2 + gerdetz y o~ es una constante que -
2 2
RW - r

para simplificar los cdlculos se escoge COmMoO?

[+ N
0‘=q—?—-—3 , donde ¢ es una constante cuyo dominio es O£ c<R.
B - ¢

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (2.14) y despe jan-
do. dr/d6 e integrando, tenemos que:
2. ¥ ar (2.15)

C. R -
o= = e —
R r2 - C

2

r
haciendo r2= chosz\.‘/ + czsenay para evaluar esta integral, --

encontramos que:

=2y - arctan (2 tan Y ) (2.16)

tomando la tangente & ambos miembros de la ecuacidén (2.16) y
desarrollando 1la tangente del segundo miembro haciendo:
R~-c=2b

Tanb=y/x

y

ge2 Y
R

encontramos que, X e ¥ son iguales a las 's.igui"éntes ‘expresiones:

x(#)=(R~b)cos@ + beos{R=b)¥ (2.17)
b
y(#)=(R-b)gend - bsen(R-b)f (2.18)

b
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Las ecuaciones (2.17) y (2.18) son lag ecuaciones parémetri
cas de una hipocicloide, por lo tanto la trayectoria de tiempo -
minimo es una hipocicloide generada por un circulo de radio igu~

al a l (R - c), que rueda con una velocidad constante dentro de-
2
wn circulo fijo de radio R. Estas ecuaciones muestran que el —--—

movimiento de la part{cula ser4 en un plano, esto es debido a —-

que la fuerza a la que esta sujeta es de tipo central.
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2.5 Tiempo de recorrido.
Ya hemos encontrado que la trzyectoria de tiempo minimo es
la hipocicloide, ahora encontraremos una expresidn general nara
el tiempo de recorrido de la partfcula, cuando esta se mueva —

por la trayectoria braquistdcrona.
De la expresién (2.15) podemos encontrar dr/d@, estd es —

igual a:
dr _ BRr (2.19)
i ¢

I3

la constante ¢ puede ser evaluada usando el hecho de que:

dr .
% =9 opara Lotns P ver fig.(2.6)

por lo tanto c tiene un valor de:

c= P b

sustituyendo el valor de ¢ en la ecuacién (2.19), esta se trang

forma en:

dr _ Rr
de = p

sustituyendo dr/de en:

e s B R, 2 40 )2
- & J dr ar (2,20
P 32— r2

degpués de reducir términos, encontramos la siguiente expresién

para el tiempo de recorrido:

2 2 R
t= 2 |R” =P rdr
\l Rg \lnz _ 2 \]r2 - p?

al evaluar esta integral encontiramos el siguiente resuitado:

Rg
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estd ecuacibén - da el tiempo total de recorrido entre dos —-
puntos. gque ge cencuentren sobre la superficie de la Tierra, si
se esta viajando a través de la curva braquis:dcrong,o sea la
hipocicloide. Esta expresién €sta en funcién 2e R que es el --
radio de la tierra, de la aceleracién g debidz a la gravedad y
de P que es la minima distancia que hay del centro de lg Tie—-—

rra a la curva braguigstécrona.
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2.6 La astroide como un caso particular de hipocicloide.

Ya hemos demostrado que la trayectoria de tiempo minimo -

es la hipocicloide cuyas ecuaciones parémetricas son:

x(#)=(rR-b)Cosg + DbCos{R — b)F (2.22)
b

y(#)=(R-b)Senf - bSen(R - b)@ (2.23)
b

donde B es el radio del circulo fijo y b es el radio del circu
lo que ruedz en la parte interna del c{rculo fijo. Si la razén
de los radies de las circunferencias gue intervienen en la - —
generacidn de lz hipocicloide es un ndmero irracional, la cur-
va encuentra a lz circunferencia del circulo fijo en una infi-
nidad de puntos y nu-ca se cierra, y si es un némero racional-
la hipocicloide se cierra después de que el circulo mévil ha--
girado un ndmeroc entero de veces, Tomando esto en considera —-
cibn para el andlisis de las propiedades cinemiticas de lg —--
hipocicloide, tomaremos el caso particular en donde:

b=R/4

sustituyendo este radio en las ecuaciones (2.22) y (2.23), - -

estas se transforman en:

X= % (3cosf + cosa3fd) (2.24)
y= % (3senff — sen3d) {2.25)
para simplificar a las ecuaciones anteriores usaremos las si -~

guientes identidades trigonémetricas:
cos}¢%4cosjﬂ - 3coagd

sen3@=3senf — 4sen3¢

as{ encontramos que:

x(#)=Rcoa g (2.26)

v(#)=Rsend (2.27
las ecuaciones (2.26) y (2.27),  representan un caso parti -
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cular de hipocicloide, esta es conocida como astroide; su gré-

fica @e muestra en la figura (2.8).

y
b=R/4
R
(g
Q R b 4
figura(2.8)

En 1a geccién (2.6) encontramos una ecuacién general , —...
‘que da el tiempo total de recorridc para una partfcula que via
Je de un punto a otro de la superficie de la Tierra, viajando-
dentro de ellm a través de la curva de tiempo minimo, eata =
ecuaciébn es:
=12 | B® —Qz {2.28)
Bg
donde P es la profundidad de la curva, midiéndose esta profundi
dad del centro de la Tierra a la curva. Para encontrar el va--
lor de P en la astroide, procederemos de la siguiente forma: -
tomaremos una cuarta parte de la curva, gque corresponde a un -
arco de la Tierra de 10005.973 km. figura{2.9); esta porcién -
de curva es simétrica con regpecto a su punto medio, que se - -
encuentra a un dngule de 453, siendo adem4s este punto, el que
se encuentra a la minima distancia del centro de la Tierra a -

la curva.
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¥
&1IR
2
(v
0 R X
figura(2.9)

para encontrar las coordenadas del punto medio usaremos las -~
ecuzciones (2.26) y (2.27):
x(¢)=Rcos3¢

y(%)=Rsenp
como ¢E45°, sustituyendo este valor en las ecuaciones anterio~

res, se encuentra ques

(2.29)

X= R
2 Q 2
y= = (2.30)

por lo tanto las coordenadas del punto medio serdn (R/2Y2,R/2{2)

ver figura (2,10).
: y

R/ 3 € (r/2{2 , »/2 {2 )

figura(2.10)
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para encontrar la profundidad P de la curva, usaremos el teore

ma de pitégoras:

P =\ R )2 + R )2
2 qu o\2 '
efectuando los pasos algebraicos, se encuenira que:

id
P"‘ 5 (2.3))

sustituyendo el valor de P en la ecuacién (2.28), llegamos al-~

gsiguiente resultado:

T R
t= X Jbé_: {2.32)

sust{ituyendd los valores del radio de la Tierra y de la acele-
racién de la gravedad, el tiempo en minutos es:

£=36.558

que es el tiempco total que efectuaria una p‘a.rtfcula en su reco-

rrido por un cuarto de longitud de astroide.
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2.7 Ecuacibn de movimiento de la particula que se mueve por la
astroide.

A partir de las ecuaciones (2.7),(2.8),(2.26) ¥y (2.27) ——
encontraremos la ecuacidn de movimiento para la particula que-
viaja por la curva conocida como astroide, siendo esta un caso
particular de la hipocicloide, que es la curva de tiempo mini-
mo, La ecuacién de movimiento la deduciremos a partir de las -

ecuaciones de Buler~Lagrange.
Seglin la ecuacibén (2.8) la energia cinética de la particu

la es:
=2 n( 2+ %)
usando las ecuaciones (2.26) y (2.27) para calcular las deriva
das % y ¥, despuds de sustituir las expresiones de las deriva-
das, encontramos que:
T=g mchoazﬁsenzﬂ 62
Tomando como origen del sistema.de referencia, desde el -

cuédl se estd midiendo la energia potencial,al centro de la Tie
rra, la expresién para dicha energia es:
E=1mg r2

P35 1

austituyendo en esta ecuacién las expresiones (2.20) y (2.27)~
eata: ge tranmforma en:

Ep= l4mga(sen6¢ + coseﬂ)
2

la correapondiente lagrangiana, para estas energfas cinética y
potencizl ess
=9 B m cos?y sen2¢ éa -1 ng(sen6¢ + cossg)
2 2
lz ecuacién de Euler-Lagrange, para esta lagrangiana, es:

4 fam) | RI _ 2,
dt(‘ﬁ) Y 0 (2.33)
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donde:

2L _9 Rzmsen4ﬁ ¥ - 3 mpisendfd
24 4 4

y

oL _9 mnzsenzzﬂ ¢

Dy 4

sustituyendo estas ecucciones en (2.33) ce encuentra la sigui
ente ecuacién diferencial:
- o2
lgen2d ¢ + cos2fd d - _g cos2f =0
iR

aue es 1o ecuacién de movimicnto para la partfculz que se mie

N

ve por ln curva de ticnpo minimo, Para obtencer unz expresidn-
més sencille, harcmos la siguiente sustitucién:

u=cos2fd

haciendo ccto, la ecuzcidén de movimicento se trancforma en:

A"u 4 hu =0

2

at 3R

cota ecuzcién nos muestra que la parifcula oscilard ccn un o
vimiento arménico simple y con una I{recuencia ijular total -

igual as

- ,_45
A 3R

y con un perfodo:

3R

4g

A partir de la expresién para el perfodo, se deduce un -

P= 2IT

resultado cue ya conocemos, es el tiempo que necesita la por-
t{cula para ir de un punto a otro de la Tierrz, cuando visja-
a través de la curva breauistécrona, estc ticmpo ec la mitad-
del perfiocdo o sea:

P=Pp/2

de donde:
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_ 3R

La golucién de la ecuacibn de movimiento, es una combina-
cifn lineal de las funciones seno y coseno, de la siguiente -~-
forma:

= lﬁﬁ ‘lia
u(t)= C sen Y t + 02 cos R t

perao u= o0g2@, por lo tanto:
op2@= C,8en J%E. t o+ C, cos %ﬁ 4
para transformar esta ecuacidn a coordenadas cartesianas, hare
zos uso de las siguientes identidades trigonémetricas:
Cos2g= 1 -~ 23en2¢
y
Cog2@= Ecoezﬁ -1
y de las ecuaciones parémetricas de la trayectoria:
x=Rcos3ﬂ
y:Rsen3¢
haciendo uso de las identidades trigondmetricas, llegamos a las

giguientes igualdades:

sen2¢= % (L~¢ sen\l%& - C cos\’BR t )
c032¢= % (1 + Clgen\lgg t + € cos\l3R t )

empleando a las ecuaciones pardmetricas de la trayectoria, las

anteriores identidades se transforman en:

(y/)%/ 3= -21—( 1 -clsenf% t - c, cos -g-g ) (2.34)
(X/ﬂ)z/3= % (1+ Clsenlig t + C, cos\lgg t ) (2.35)

para evaluar a las constantes Cl y 02, empleamos las siguientes
condicionea iniciales:
r(0)=R y 2(0) =
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que noa llevaron a los siguientes resultados:

o1 2

=0 ¥y C. =1 (2.36)

sustituyendo estos valores en las ecuaciones {2.34) ¥ (2.35)~

Y después de usar algunas identidades trigonémetricas, llega-

mog finalne

nte a las siguientes ecuaciones:

x(t):ﬂcos}_&_ t (2.37)
\5a

y(t)=Rsen3 I t (2.38)
\in

estas ecuac
cula en fun

. ria braguis

iones parametricas. dan la pesicién de la parti
cién del tiempo, cuando esta viaja por la trayectp

t6crona.
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2.8 Longitud total de la trayectoria.

Nuestro anflisis cinemético de la partfcula que viaja por
un cuarto de astroide, comenzard con el chlculo de la distan—
cia que recorre la particula en cada instante de tiempo. Pode-
mos calcular la distancia recorrida usando la siguiente —--

expresibn, ya conocida del chlculo integrals:

d=J\}1 + (ay/ax)®  ax . (2.39)

Derivando a las ecuaciones (2.37) y (2.38) con respecto a t y-

sustituyendo los resultados en la ecuacibn (2.39) se tiene que:

d= %g \:—E-_— sen QEE;— t dt (2.40)

efectuando la integracibén indefinida y usando la condiciébn --

inicial d=0 cuando t=0, llegamos al siguiente resultado:

- 3R e 3R
d i eos 2\3R t =+ A (2.41)

el tiempo total que resliza la partfcula en su recorrido es de:

t=E\IE
2 g

por lo tanto la ecuacién (2.41) nos da la distancia total que-

cubre la particula durante este tiempo, esta es:

=4

d= > R

sugstituyendo el valor del radio de la Tierra, que es de 6370km
la distanciz total en km. que recorre la particula es:

4=9555 km. (2.42)
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2.9 Velocidad y aceleracién de la particula que viaja por la
astroide.
Usando la conservacibn de la energia, encontramos a la -
ecuacibn (2.12), que nos da una expresién para la velocidad -
que adquiere una particula que viaje dentro de la Tierra, ea-

ta es:

v=d§ \IR2 - r® {2.43)

sustituyendo en esta ecuacién las expresiones (2.37) ¥y (2.38)

3e encuentra ques

v= Q}gg sen2| g t (2.44)
2 3R

A partir de esta ecuacifn es muy sencillo encontrar la acele-
racibn tangencial a la que estard sujeta la particula. Sabe--
mos que la aceleracidn tangencial se encuentra por medio de ~
la expresién:

at= dv

a; H
derivande a la ecuacién (2.44) con respecto a t, encontramos-
el siguiente reaultado:

= £
a,= g cos 2\33 (2.45)

Para encontrar la aceleracién normal ¢ centripeta usaremos la

siguiente ecuacibn:

2
=V
3y ic (2.46)

donde v es la velocidad de la partfcula ec.(2.43) y R, es el-
radio de curvatura de la trayectorias, la expresifn. para Rc en

coordenadas cartegianas es:

R = [1- d dx);_] (2.47)

% ol
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A partir de las ecuaciones (2.37) y (2.38) es muy senci ~
1lo encontrar la ecuacifn cartesiana de la astroide, efectuan-

do algunos pasos algebraicos se encuentra que esta es:

3 g¥3 g2 (2.48)
Su forma explicita es:
y=( 2?3 _ 1r2/3)3/2 (2.49)
de donde la primera y segunda derivadas con respecto a X son:
dy _ 52/3 2/3,1/2 (2.50)
o= — (B —1/15 )

73
Y
Efx= | g3 {2.51)
PR V£ \]RZB - X3

Sustituyendo las ecuaciones (2.50) y (2.51) en (2.47) obtenemos

el siguiente resultado:

R = w3 /3 \IRZ/B ~ 53 (2.52)

Usando eate resultado, junto con la ecuacidn (2.43), la expre-~
sién (2.,46) toma la siguiente forma:

_g (R -_1%) (2.53)
TR \ r2/3 _ 2273

ccmo.r2= xz + ya, usando la ec. (2.49) se transforma en:
r2- g2 - w33, R/ AN
gustituyendo este resultado en la ec.(2.53), esta se transfor-

ma en:

1/3 2/3 2/3
- x R - x (2.54)
= 5573 \J—i

Pondremos esta ecuacién en funcién del tiempo usando le ecuaci

én {(2.37); haciendo esto el resultado final es:

a, = g sen 2 \lg/3R t (2.55)
2
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A partir de las ecuaciones para la eceleracibn centripeta
¥ la aceleracibn tangencial, podemos encontrar la aceleracibn -
total a la que estiard sujeta la partfcula, cuando egta viaje --
por la astroide. La aceleracibn total se encuentra por medio de

la siguiente ecuaciébn:
B 2 2
a= \[at + &y (2.56)

sustituyendo aqui las ecuaciones (2.45) y (2.55), la aceleraci-

6n total es dada por el siguiente resultado:

- 6!.&. aﬁ‘!._g_.
a—g\jsen 3R t 4+ cos I8 t (2.57T)

En resumen, hemos encontrado las siguientes ecuaciones --

que proporcionan toda la informacién acerca del movimiento de -~
una partfcula que se mueva por la parte de la mBatroide que se

encuentira en el primer cuadrante.

2 \Ng

d= - %R cos \l% t o+ %R (2.59)

v.-:‘ll&@- sen %-g % | (2.60)

- 4g
a,= g cos 3R t (2.61)
‘ 3
gaen _EBR + (2.62)

(2.63)

<
o
_
&
;10\
]
(33
.
EH
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La informacidn que nos da la ecuacifén (2.60) acerca de
la variacién de la velocidad es la siguiente; en el punto de ——
partida donde t=0, la partf{cula se encuentra sobre la superfi--
cie de la Tierra con una velocidad nula; que corresaponde a su -
velocidad minima, 2 partir de este punto la velocidad aumenta -
conforme transcurre el tiempo; llegando a tener un valor méximo
de 24632.918 km/hr, en un tiemno de 18.279 minutos, a partir de
este tiempo su magnitud empieza a decrecer, hasta llegar a cero
en un tiempo de 36.958 minutos, en este tiempo la particula ha
recorrido una distancia de 9955 km ; o sea la totalidad de sSu —w

trayectoria AB, figura(2,11)

¥ N Vo0 50
5/ vméx=24632.919Km/hr
t=18,.,279min

figura(2.11)

El andlisis de la aceleracién normal y tangencial, a la - --
que estara sujeta la part{cula durante toda su trayectoria, se-
bagara en las ecuaciones {(2,61) ¥y (2.62) . En el punto de -
partida cuando t=0, la aceleracidn tangencial toma su valor - -
mdximo que es de 9.8m/s 2 s ¥ la aceleraecién centripeta tiene ~

un valor mfnimo igual a cero, la aceleracibn tangencial y cen -

tripeta adquieren un mismo valor cuando a transcurrido un tiem-



44
po de 12.8837 minutos y lo vuelven adquirir en un tiempo de - -
23.674553 minutos, en el primer tiempo ambas aceleraciones for-
m4in un Angulo de 45° y en el segundo un 4ngulo de 135°. En un -
ticmpo de 18.279 minutos la particula alcanza el punto medio de
la trayectoria con una aceleracibn tangencial minima igual a -—
cero y la aceleraciédn centripeta adquiere su valor miximo que -~
eg de 4.9m/s2 , 0 sea la mitad de la aceleracién de la grave -
dad; en este punto la aceleracibdn centripeta y tangencial son -
mituamenie perpendiculares. A partir del punto medio de la tra-
yectoria, la aceleracién tangencial empieza a aumentar hasta --
llegar al valor de 9.8m/s2 encontrdndose nuevamente la par -
tfcula en la superficie de la Tierra, y contrariamente la ace -
leracién centripeta empieza a disminuir hasta lYegar a cero - -

cuando la partfcula se encuentra gobre la superficie terregtre,

figura(2.12)

figura(2.12)
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Los datos aportados nor las ecuaciones (2.59) - (2,63) se
encuentran resumidos en las tablas 1-4 y sus correspondientes—

gréficas estan numeradas del 1-4
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TABLA I
tiempo distancia recorrida
(minutos) (KXilbmetros)
0 0
1 17.6
2 T70.3
3 157.8
4 279.4
5 434.2
6 621.0
7 838.6
8 1085.1
9 1359.0
10 1658.0
1l 1980.1
12 2322,8
13 2683.7
14 3060.0
15 3448.9
16 3847.17
17 4253.4
18 4662,9
19 5073.2
20 5481, 4
21 5884.3
22 6279.1
23 6662.9
24 7032.7
25 7385.8
26 1719.7
27 8031.9
28 8320.1
29 8582.1
30 8816.1
31 9020.3
32 9193.1
33 9333.3
34 9440.0
35 9512.2
36 9549.5
37 9551.5
38 9518.3
39 9450.2
40 9347.5
41 g21l1.2
42 9042.1
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TABLA 2

tiempo rapidez

(minutos) (ign/hr)
0 0
1 2114.1
2 4212.7
3 6280.2
4 8301.4
5 10261.3
6 12145.4
7 13938.9
8 15631.6
9 17207.9
10 18657.1
11 19968.7
12 21133.0
13 22141.2
14 22986,1
15 23661.3
16 24161.9
17 24484,2
18 24625,.8
19 24585.6
20 24364.0
21 23962.6
22 23384.4
23 22633.6
24 21715.7
25 20637.6
26 19407.1
27 18033.5
28 16526.7
29 14898.,0
30 13159.3
i1 11323.6
32 9404.2
33 7415.5
34 5372.0
35 , 3288.9
36 1181.5
37 934.6
38 3043.8
39 5130.5
40 7179.4
41 9175.3
42 11103.5

43 12949.8
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TA3LA 3
tiempo Aceleracibdn tangencial Aceleracidn centrineta
(minutos) (1/seg?) (in/seg?)
0 9.80 0
1 .76 0.42
2 9.65 0.83
3 .47 1.24
4 g.22 1.65
5 3.90 2.04
6 3.52 2.41
7 8.07 2.77
8 T.57 3.10
9 7.01 3.42
10 6.39 3471
11 5.73 3.97
12 5.03 4.20
13 4.29 4.40
14 352 4.57
15 2.72 4.70
16 1.90 " 4.80
7 1.07 4,87
18 0.23 4,89
19 -0,60 4,89
20 ~L.44 4,84
2L ~2427 4.76
22 -3.08 4.65
23 ~3.86 4.50
24 -4.62 4,31
25 "'5 o35 4.10
26 ~6.03 3.86
27 ~6.67 3.58
28 ~7.26 3.28
29 ~7.80 2,96
3o -8.28 2,61
31 ~8.70 2,25
32 ~9.05 1.87
33 ~9.34 1.47
34 ~3456 1,06
35 _9071 On65
36 "9-78 0023
37 —9079 "'0‘3‘8
38 —9!72 ""0.60
39 ~9.58 -1,02
40 “"9‘37 "‘1042
41 ~3,09 -1.82
42 ~8.74 -20,20

43 -8.33 -2,57
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TABLA 4
tiempo Aceleracién total
(minutos) (m/seg?)
0 9.80
1 9.77
2 2,69
3 9.55
4 9. 37
5 9.14
6 8.86
7 8.54
8 8,18
9 7.80
10 T.39
11 6,97
12 6.55
13 6.15
14 577
15 5¢43
16 5.17
17 4,98
18 4,90
19 4,92
20 5.05
21 5.27
22 5.57
24 6.32
25 6.74
26 7.16
27 T7.57
28 7.97
29 8.34
30 8.68
31 8.98
32 9.24
© 34 9.62
35 9.73
36 9,79
37 9.79
38 9.74
39 9.63
40 9,48
41 9.27
42 9,02

43 8.72



X (m/Seg2}

0| 54
GRAFICA §

8

6

4

2

o 3 & 9 12 15 (8 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51  t(min)



55
2.10 Curva de energfa potencial para la astroide.

Como las fuerzas que se e¢jercen sobre la particula son--
conservativas, se puede introducir el concepto de energia po--
tencial y formular el principio de conservacién de la energla-
mecénica total, que es una constante de movimiento. E1 movi —-
miento se puede describir convencionalmente y en forma vivida-
mediante diagramas encrgéticos, a partir de los cuales se pue-
den observar las caracterf{sticas generales del movimiento,

Como la funcidén energfz potencial Ep tiene solamente un-
minimo en r=R/2, en la parte de la astroide que analizamos, =
escogeremos como orfigen de zoordenadas, la posicién del minimo
de la energi{a potencial y tomaremos este minimo, de energia ——
como cero. Tomando esto en consideracién se obtuvo la siguien-

Kp(r)

te gré&fica.

l
l
l
|
]

figura(2.13)
A partir de la figura (2,13) se puede observar gque la energfa-
potencial tiene un méximo en la superficie de la Tierra, o sean
cuando r=R. En este punto su energia cinética es minima e igu-

sl a cero, conforme la particula se va adentrando en la Tierra
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su energla potencial va disminuyendo hasta llegar a su valor -
minimo que me encuenira en r=R/2, que conforme a lo ya estable
cido se tomo como el orfgen de¢ coordenadas. Por el hecho de w-
ser un minimo, se trata de un punto de eguilibrio estable, don
de la partfcula tendra un movimiento arménico simple alrededor
de este punto, donde la fuerza tangencial es cero. Bn r=R/2 la
energia cinética alcanza su méximo, como el movimicnto es armé
nico simple, a partir de este punto la cnerglia cinética empie=
za a disminuir y la energiz potencial empieza a aumentar hasta
llegar otre vez a su valor méximo en r=R, que es el punto de--

retorno de la particula.
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2.11 La astroide como una curva tautderona.

La curva de tiempo minilino, para una partfcula gue viaja-
dentro de una esfera, de densidad constante y sin friccidn, es
la hipoecicloide. Cuando hablamcs de la hinocicloide estamos —
tomando en consideracibn a toda una familia de curvas, gue re~
cibirdn distintcc nombres de acuerdo a los valores que tomen -
el radio del circulo fijo y el radio del ci{rculo que rueda ~~-
Ssin deslizarse.

Nosotros toramos, para el andlisis del problema que nos-
planteamos, el ceso cuando el radio del circulo que se mueve —
es un cuarto del radio del circulo fijo, que en este caso es -
la tierra. La hipocicloide con estas caracteristicas, se cono-
ce como astroide, para su estudio nos restfingiﬁos 7oung cunr-
trn porto oo da ourvi.

aruroide  aparte de ser braguistbcrona es saunderona,

O se: quie o tiempo para que la particurz alcanze el punto mis
pnnn, nin oanende de el punto desmde dond: se abandong a la par-
tivei s velocidad inicisl, asioen Lo Jigura (2.20) dos par-

nartan al mesns waemvs 4oL panfos A 7 B alean—-

norzar oL vupgo O semuduiie o

Enseguida demostraremos esta propiledad para la astroide,
en la ref.(4) se demuestrz en forma mis general, lo cual se —-
muestra en la sec. 2.12.

En el punto B, que es el punto de partida, la particula-
parte desde el reposo, por lo tanto solamente tendra’ una ener

gia potencial igual a:

2

E=1 r (3-54)

I S |
En cualguier otro punto, la particula tendrd una combina

cibén de energia cinética y energia potencial, cuyas expresio -

nes son:



B= L omg £< (2.65)
2 b4
Y ‘
2 ~
E=1 v (2.66)
P 3

Por el principio de conservacién de la energia y usando-

las ecuaciones(2.64) -~ (2.66), tenemos la siguiente relacibn:

3
lmgre = lm’ 4 1omg el
2 B 2 2 R
despejando a la velocidad, se encuenira que:
& [”2 o .8
v g;R V‘O r {2.67)
: y
A
A
\.
N o
AN A
af 5 C \
v{‘/"\\\ \
£5° ™
0 R [ ? x

figura(2.14)
para encontrar el tiempo que tarda la partfcula para ir del —-
punto 2 al punto C, usaremos la siguiente expresibn:
_ \ds
t= jv (2.6&)
sustituyendo (2.67) en (2.68), encontramos que:

t=\]_§ (332 4+ Q;?z (2.69)

2 2
ry = T



59

Lug ccuaciones paramétricas de la astroide son:

X= Rcos3¢ (2.70)
¥y= Reen'f/ (2.71)
al diferc.ciar ambas ecuaciones, encontramos las miguientes re
l:cicnast

dx:= —3Tzco;;2,»:’:cn¢ ag {2.72)
i 3Msen’doocy af (2.73)

surtituyendo a las ecuvaciones {2,70)-{(2.73), enm la expresién -
12.69), y despubs de hacer algunas simplificacianes, encontra—

mos que:

IR H/ﬂ—' 274
t= e | - 2‘1 ‘ﬁ ) (2074)
g qcos 2ﬂ0 -~ cou” 28

)
Ia evaluacidn de csta integral, nos lleva al siguiente resulta
do:
(2.75)

esta cipresibn da el tiempo que tarda la partficula para ir
enirc Los puntes gqus se encucntran seobre la superficie de la -
tizrro,viajondo dontro de ellz por un tinel cuya forma es la -
¢z vno astroide y curz longisud es un cuarto de la longitug --—
total {2 esta cwrvo. Por lo tanto la mitad de este tiempo es -~

el cue necesita la partfcula para llegar al puntoc medio de la-

trovectoria, o cead
t= I R
s \z

que concucrda con la eccuacifn (2.75). Por 1o tanto hemos demos

trad qu: la aczir-cide, siendo esta un caso particular de hipo-
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eicloide, a parte de ser braguistocrona es tautéecrona, pues el
tiempo para llegar al punto mAs bajo de la curva, no depende -

de donde se guelte la particula.
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2,12 Campogs gravitacionales cuyas braguistbéceronas e isécronas
son curvas identicas.

Bs sabido desde el ciglo XVII y ampliamente discutido en —-
textos de llecAnica, Din&mica y célculo de variaciones, que las «
braquistécronas e isécronas del campo gravitatorio de la Tierra,
sunoniendo que para distancias vequeiias éste es constante en mag
nitud y direccién, son cicloides cuyas clspides apuntan en la —-
direccién opuesta a la de la gravedad.

Una partfcula que se mueve entre un par de puntos dados en
el tiempo mAs corto posible, se dice que se mueve a lo largo de-
una curva braguistécrona. Una isdcrona es una curva donde una =
particula oscila con una frecuencia que es independiente de la -
amplitud de oscilacién. ,

En el artf{culo de Lallett, ref.(13), se establece que a lo-
large de una braguistScrona dentro de una esfera de densidad ——-
constante el tiempo requerido vara alcanzar el punto mas bajo de
la braguistécrona es el mismo gue el tiempo requerido nara empe-
zar desde cl reposo en cualgulier punto intermedio de la trayec -
toria y descender al punto més bajo. Esta observacifn asegura --
que si la braguistScrona fuera extendida siméfricamente més alla
del punto mhs bajo, entonces una partfcula restringida a moverse
a lo largo de la curva ejecutarf{a oscilaciones igécronas alrede-
dor del punto minimo, fig.(2.15). En otras palabras, las braquis
t6écronas y las isfcronas son curvas identicas dentro de una esfe
ra de densidad constante. El potencial en la esfera es proporcig
nal al cuadrado de la distancia desde el centro de la eafera a -
cualquier punto dentro de ella.

Se demostrari a continuacién que de enire la infinidad de -

campos de fuerza radiales, cuyos potenciales v(r) estan dadog —-

por la ecuacién:

v(r)= &’ (2.76)
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sonde k es una constante del. campo, r la distancia desde el —-
centro del campo y n es cualquier ndmero distinto de cero, iuUni
camente los campos correspondientes a n=2, tienen la propiedad
de que sus isb6cronas y braguistberonas son curvas idénticas, -
la demostracién se dard en tres etapas:
a) determinacién de la braquistdcrona entre los puntos Py Q -
fig. (2.15) en un campo gravitacional radial.
b) Le localizacién de un punto M de equilibrio estable en la -~
curva.
¢) probando si oscilaciones alrededor de i a lo largo de la -~
curva pueden ser isécronas.

Sea 0 fig.(2.15) el centro del campo gravitacional y el-
orfgen de un sistema de coordenadas nolares con OM la lf{nea --
desde la cuil la coordenada. angular # es medida. Sea (P,gp), -
(q,ﬁq) v (r,#) las coordenadas de P, Q y de R que es un punto-
cualguiera gsobre la curva braguistdécrona.

Q

N

~
T~

- M P
H
$

figura(2.15)
Sin perdida de generalidad supongamos que la particula -
es de masa unitaria y que empieza desde el reposo en Q, su ve-
locidad en el punto R es dado por:

1 v2 + v{r)= Const.=v(q)

degpe jando a la veleocidad, encontramos que:

1/2
v=\2 (v(gq) ~ v(r)) (2.77)
usando a la ecuacibn (2.76), la expresifén para la velocidad es:
v=(2k)M2 (gt - pnyL/2
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en la terminologia de el cdlculo de variaciones, a 1o largo de

la braguistSerona, el tiemuno total dado por la integral:

t= ds eg wn minimo, sustituyendo a:
v

de=(1 + r ﬂz)l/z

donde

g=agt/dr

Y

v=(2k)l/2(qn o0 1/2

tenemos que:
g

pmtz)= Y2 (14 YR (B - B V2 g

- 2 ¢
e=(2e)” Y2 T r(e, ) ar

La funcién P(r,g)=(1 + raae)l/a(qn - rn)" 1/2, como: depen
de solamente de r y #, la ecuacién de Euler-ILagrange:

%r(gi) - %—% =0
ge reduce a:
3L§.=_o~'
vy
donde ¢, ea una constante de integracidn que puede ser evalua
da. Calculando la derivada parcial y reduciendo terminns, se —~

encuentra ques

f= ag/ar=f(r) (2.78)
donde; -1/2

fr)= "8 (" - 2V - 2 -2 (2.79)
la ecuacidn de la bragquistdécrona se encuentra integrando lx ec.
(2.78).

En un punto de equilibrio estable sabre una curva de res-
triccidn en un campo gravitacional radial dr/d@ =0. De la ecua~
cién (2,78) estd condicibdn serd cumplida en el punto M sobre la
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braguigstécrona, si m, la distancia OM, satisface la ecuacidn:

n - G‘Z(qn - m)=0
ya que Oy g son conocidas, m puede ser determinada de esta --
ecuacién.

A lo largo de una constriccibn isbécrona se debe de cum--

plir que:

d2s 2

5= - WS (2.80)
dat

la aceleracién tangencial de la partfcula a lo largo de la isd

crona es dado por:

gfg - dv!r}

dtz ds

usando a la ecuaciédn (2.76), tenemos que:

dzs n-1

S =~ & (2.81)
dt ds

combinando a las ecuaciones (2.80) y (2.81) encontramos que:
w23= lcnrn':L dr/ds {2.82)
integrando esta expresidn, se obitiene el siguiente resultado:
wzge n

2w (2.83)

donde C es la constante de integracién y 8 es la longitud de -
arco de un punto R gobre lz isdcrona medida deade un punto de-
equilibrio esteble sobre la curva, mientras que r es la coorde
nada radial de el punto R, w es la frecuencia angular de osci-
lacién de la particula a lo largo de la isécrona y es constan-
te para esta isécrona.

Si la braguistbcrona ya mencionada es al mismo tiempo —
isécrona, entonces debe de satisfecer a las ecs.(2.82) y (2.83)
midiendo s desde M, el punto de equilibrio estable sobre la --

braquiatféerona, donde s=0 cuando r=m, de manera gue de la ec.
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(2.83), se cumple que:
C= - k"
por lo tanto:
u=(2}£)1/2 at (e - mn)l/Z
sustituyendo s en la ec. {2.82), encontramos que:
w=(k/2)2 ae® - w™)” M2 ar/as
para calcular dr/ds, se usa la expresién para la longitud de ~
arco ds y 1la ec. (2.,78), finalmente se encuenira que:
w=(k/2)1/2nrn—2 [:;2 _mE(qm - ) (q" - o) -1l:] 1/2 (=" = u®)

de esta expresién se puede comprobar que a menos que N=2, W =

-1/2

serd una funcién de r, contrario a la definicién de iséeronda.
431 de la infinidad dec campos gravitacionales radialesg especi-
ficados por la ec. (2.76), Unicamente aquellos para los cuales
n=2, tienen la propiedad de que sus curvas braguistocronas. e -
izédcronas son curvas identicas. Cuando n=2, la curva geométri-

ca relevante es la hipoecicloide,
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CAPITULO TERCBRO

3.1 Tiénel rectilineo que pasa por el centro de la Pierra.
Demostraremos en esta seccidn gque la hipocicloide que co-—

necta & dos puntos ant{podas, es una linea recta que pasa par-

el centro de la Tierra.
Supongamos que se pudiese perforar un tunel que cruzara a

la. Pierra cde un punto z otro a lo largo de su didmetro, coma -

se muestra en la figura (3.1).

¥y a

figura(3.1l)

Para encontrar la ecuacibn gque de la posicién de la -
partfcula, partiremos de las ecuaciones pardmetricas de la hi-
pocicloide que es la curva de tiecmpo mi{nimo. Ya hemos encontra
do que estas ecuuwciones son:
x(@)=( R - b)cosd + beos( R - b)¥ (3.1)

b
y(@)=( R — b)send -~ haen{ R = b)g (3.2)
b
donde R es el radio del circulo fijo, que en este caso es la ~
tierra y b es el radio del circulo que gira dentra del circu
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lo de radic R y genera a la hipocicloide.

BEn 0l caso especial en el que el cfrculo fijo tiene un -~
radio igual a dos veces el radio del circulo que se mueve, 0 =
gea R=2b la hipocicloide degener4 en una linea recta que coin-
cide con el diamétro del c{ircule fijo. Usando las ecuaciones —
(3.1) y (3.2), encontramos el siguiente resultado:

#(Z)= Recosd (3.3)
y(Z)=0 (3.4)

g

fig.(3+.2), un punto P sobre la periferia de un circulo que rue
da interiormente sobre una circunferencia de radio doble des -~
crive un segmento de recta.

La ecuacidén (3.3) se puede poner en funcibén del tiempo, -
pare esto analizexzos un poco mAs el movimiento del circulo que
genera a la linea recta. El circulo al girar, durante todo el-
tiempo del movimiento, su velocidad angular permanecera cong-—-

tante, por lo tanto:

=it (3.5)
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de donde la ecuacién (3.5) toma la siguiente Lorma:
%(t)=Rcoawt (3.6)
la expresibn para w se puede encontrar de la siguiente condi--
cién inicial:
%(0)= -g (3.7)

a2l la expresién para w es:

= \[g—

¥y la ecuaciédn (3.6) se transforma ent

x(t)=R cos \I‘E t (3.8)

Ahora hallaremos el tiempo t que necesitaria una particu-
la, para viajar entre dos puntos que se encuentran sob;e la -=
superficie de la Tierran, moviendose dentro de un tiénel en 1{--
nea recta,que pasa por el centro de ella. Para encontrar este~
tiempo usaremos la expresién (3.8), ¥y la condicibn de que en =
el punto final del témel x= -R, sustituyendo esta condiciln en
la ecuacibn (3.8) se encuentra que el tiempo que neceaita la ~

particula es:
vz (B (3.9)

al sustituir el valor del radio de la Tierra que ea de 6370m,
¥ tomando un valor para g de 9.8m/82 , el tiempo es. de 42'11;‘
cono se ve egte es un resultado interesante, pues tomando en =
cuenta el tiempo que se realiza con los actuales medios de --
transporte, este tiempo es exelente debido sobre todo, a que

el dnico medic de propulaién se debe a los cambios de energia-

potencial,
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3.2 Andlisis cinemético de la particula que viaja por el tdnel
que pasa por el ceniro de la Tierra.
Primerzmente haremos una discusifn de la curva de energia-
potencial. Se demostr$ en ¢l cap{tulo II que la energia poten--
cial a la que eatd sujeta una particula que viaje por la parte
interna de la superficie de la Tierra es:
E=1mg r2

P37 R

la energia potencial de la particula que se mueva por el didme
tro de la Tierra es:

E= 1 mg x2

P2 R

para medir esia energla potencial, montamos un sistema de-
referencia sobre el didmetro de la Tierra, haciendo coincidir—
su origen con el centro de la Tierra. De la ecuacién para-
la energiz potencial se deduce que la gréfica de Ep gerd una --

pardbola de vertice en el orfgen, fig.(3.3).

B (x)

oy
> B= % mgR

| e M)
| l
! |
| oy | \
-B R “x

figura(3-3)

donde E= 1 mgR, es la energia total. Como la fuerza a la que se
2

encuentra sometida la particula es directamente proporcional a
su desplazamiento, se deduce gue su movimiento ser& oscilatorio.
De la fizura (3.3) se observa que la amplitud de la oscilacidn-
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es igual a R.
El origen es un punto de equilibrio estable, puesto que -~

ah{ la energia votencial eg minima; como consecuencia la fuerza
gobre la part{culs en este punto es igual a cero y por gonsi --
guiente también podemos advertir que la aceleracién de la part{
cula seréd nula.

Ahora analizaremos el movimiento de la particula usando --—
las ecuaciones de movimiento,

A partir de la expresién (3.8), podemos calcular la velo~--
cidad y la aceleracidn que alcanzard la partfcula en cualquier-

intervalo de tiempoj; la ecuacibn (3.8) es:

x(t)=Recos \I—g_ t

para calcular la expresién que nos de la velocidad de la part{-
cula derivaremos esta ecuacién con respecto al tiempo, el resul

tado eg:

()= —»J;;_ senJ—é— % (3.10)

Calculando la derivada de la ecuacién (3.10) con resvecto al -~

tiempo, encontramos que la expresién para la aceleracién es:

X(t)= —-gcosdgg-t (3.11)

gombinando a las ecuaciones (3.8) y (3.10), encontrames que:

i(ﬁ):d—g— \laz - x° (3.12)

Bsta ecuacién indica claramente que la répidez de la particula—
tiene un miximo en la posicién de equilibrio x=0, que corres —-
ponde al centro de la Tierra. Alcanzandose este mAximo en un ~—
tiempo de 21712°‘, La rapidez de la particula es igual a cero =
cuando el desplazamiento es mAximo, alcanzandose este en x= tr
esta ocurre en un tiempo t=0, o0 sea en el punto de partida y en
un tiempo t=42°11’‘ que corresponde al punto de llegada.

Combinando a las ecuaciones (3.8) y (3.11), encontramos --
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que:
x(t)= ~ g x (3.13)

de esta ecuacién se deduce que cuando la partficula se encuentra
sobre la superficie de la Tierra, la aceleracién es igual a -g,
la particula se encuentra sujeta solamente a la aceleracién de-
la gravedad, en este punto la aceleracién es méxima, y es mini-
ma cuando x=0, o sea en el centro de la Tierra. Por lo tanto de
las ecuaciones (3.12) y (3.13), encontramos que cuando la velo-
cidad de la partfcula es minima la aceleracién es méxima y vice
versa, cuando la aceleracidn es minima la velocidad es mixima,
Como el movimiento de la particula, es arménico aimple de-
amplitud R, la distancia total que recorrerd la particula es 2R
¥ el tiempo que necesitard seri de 42°11°’ ., Los datos aporta——
dos por las ecuaciones (3.8), (3.10) y (3.11), se encuentran en

las tablas 5,6 ¥ 7 y su representacidén gréfica, en las gréficas
6,7y 8.
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TABULA 5
tiempo distancia recorrida
~{ninutos) (Kildaetros)

0 o
1 17.63
2 T0.42
3 153.10
4 280.16
5 435.93
6 624.55
7 844.98
8 1096.00
9 1376.21
10 ‘ 1664.07
11 2017.87
12 2375.76
13 2755.76
14 3155.77
15 3573.57
16 4006.86
17 4453.23
18 4910.,21
19 5375.26
20 5845.83
21 6319.30
‘22 , 6793.05
23 “ T7264.45
24 7730.91
25 8189.83
26 8638.68
27 9074.96
28 9496.28
29 9900, 28
30 10284.75
3 10647.54
k- AN 10986.65
33 11300.20
34 11586.46
35 11843.85
36 12070.93
37 12266.45
38 12425.32

39 12558.66
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tiempo distencia recorrida
~(minutos) (kilémetros
40 12653.73
41 12714.02
42 12739.19
43 12729.10
44 12683.80

45 12603.56
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TABLA 6

tiempo Velocidad
(minutos) (Km/hr)

0 0
1 2114.84
2 4217,98
3 6297.77
4 8342.69
5 10341.44
6 12282.93
1 14156.42
8 15951.55
9 17658.36
10 19267.43
11 20769.83
12 22157.25
13 23421.99
14 24557.09
15 25556.24
16 26413.92
18 27686.66
19 28094.68
20 28347.16
21 28442.72
22 28380.83
23 28161.82
24 27786.91
25 27258.18
26 26578.54
27 25751.78
29 23675.93
30 22438,.34
31 21076.53
32 19598.04
33 18011.07
34 16324.39
35 14547.33
37 10761.90
38 8774 .49

39 6738.50
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~ tiempo Veloeidad

(minutos) (on/hr)
40 4665.21
41 2566.09
42 452,717
44 3769.72

45 5855.48
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TABLA 7
Tiempo Aceleracidn
(minutos) {m/seg”)
0 -9.8
l "9 177
2 -g9,69
3 "9 -55
4 -3,36
5 “9 -13
6 ~8.84
7 -3.50
8 "'8.1.1
9 ~7.68
10 ~T7.20
11 ~6.69
12 ~6.24
13 "’5 v56
14 ~4.95%
15 ~4.30
16 “'3063
17 "2094
18 ~2.24
19 ~1.53
20 -0,80
21 "'On 07
22 0.65
23 Le37
24 2.09
25 2.80
26 3.50
27 4.16
28 4,80
29 543
30 6.02
31 6.58
32 7.10
33 7.58
34 8.02
35 8.42
36 8.77
37 9.07
38 9.32
39 9.52

40 9.66



79

Tiempo Aceleracibn

(minutos) (m/seg")
41 9.76
42 9.79
43 9,78
44 9.7%

45 9.6
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343 Trayectoria rectilfnea que coincide con una cuerda.

En la seccibn(3.2) se analizarén las propiedades cineméiti-
cas de la trayectoria rectilinea para el caso en que esta coin~
cid{fa con el didmetro de la Tierra. Ahora tomaremos una linca —
recta que abarque un arco de la Tierra de 10005.973km, que ade-
mds es el arco que abarcan dos clspides consecutivas de la ase
troide, se toma este caso para posteriormente hacer una compara
cibn entre ambas trayectorias.

En el capfitulo II se analizarén lag propiedades de la as—
troide, en esta seccibn gse analizardn las propiedades cinemfti-
cas de la linea recta cuyas caracteristicas ya se enunciarén —
anteriormente. Primeramente deduciremos la ccuacifn de movimien
to para una particula gue viaje a través de sata trayectoria, -
en. el capitulo II se demostrd que todo cuerpo situado en el in-
terior de la Tierra es atrafdo hacia su centro por une fuerza P
que es directamente proporcional a la distancia r que lo separa
de egte centro, teniendo en cuenta que cuando r=R, la fuerza es
igual al peso del cuerpo, por lo tanto para el interior de la -

ierra:
P=mg r
R
donde r=MC, es la distancia entre el punto M y el centra de la-
Tierra fig.(3.4).
L= IIR/2

-p
N

figura(3.4)
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Para encontrar la ecuacidén de moviniento de la part{cula-
de masa m, cologquemos el origen O en la parte media de la - —
cucrda AB y orientemos ¢l eje Ox a lo largo de la linea EE,-—
la longitud del ténel parz que abargue un arco de la Tierra de
10005.973 km, es de R V2 fig.{(3.4)y las condiciones iniciales~
serdn; para t=0, X= R/JE‘, v,=0. En una posicién arbitraria, -
la part{cula estd gometida a la accién de las fuerzas ¥ y W, -

por consiguiente:

Zka= -~ F Cog ot
= ~mgrCos ok {3.14)
: 4

de la figura (17) se ve ques

rCoaot = MC Cos ol
= X

sustituyendo este resultado en la ecuacibn (3.14) tenemos:
Fkx= 5%5 X (3.15)

la ecuacién de movimiento de la particula la podemos encontrar

ugando la ecuaeidén (3,15) y la segunda ley de Newitoni esta ~

egs
.5._2% s X _ 4 (3.16)
dt B

la solucidn general de esta ecuacidn diferencial ess

X(%)= C,Cos \E t o+ C, Sen\[g- % ' £3.17)

haciendo uso de las condiciones iniciales ya dadas anteriormen
te, encontramos que la ecuacién que determina la poaicidn-

de la particula en cualquier tiempo es:
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x(t).—.\—g_-— con (& ¢ (3.18)
Por lo tanto, la part{cula efectuard en el canal AB oscilacio-
nes arménicas de amplitud R/J2 .

Ahora hallaremos el tiempo t del movimiento de la particu
la hasta el final B del canal., En el punto B, la coordenada es
i= -R/QE ; poniendo este valor en la ecuacién' {3,18), encon -

tramos que:
t= 11 |B
g

De esta expresidn hallamos que ‘el tiempo efeqtuado por la par-
tfcula =2l moverse por el canal AB no depende de su longitud -
y siempre es igual a:
t= 42min llseg.

resultado que ya habiamos demostrado, pues la trayectorfa rec-
tilinea posece la propiedad de isocronia,

La velocidad y la aceleracién que lleva la partfcula en -
cualquier tiempo, se¢ puede encontrar f4cilmente a partir de la

ecuacifn (3.18) , sus expresiones son:

X(t)= —E—g Sen Jg’- t - (3.19)

X(t)= -é Cos \[&_ % (3.20)

los datos aportados por las ecuacionea (3,18)) - (3.20)!,se-~
encuentran tabulados en las tablas 8-10,y sus correspondientes

gréficas estan numeradas del 9-11.
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TABLA 8
tiempo distancia recorrida
{minutos) (Kildmetros)
0] 0
1 12.4
2 49,8
3 111.7
4 198.1
5 308.2
[ 441,6
T 597.4
a 774.8
9 973.0
10 1190.8
11 : 1426.8
12 1679.8
13 1948.6
14 223L.4
15 2526,8
16 2833.2
17 3148.8
18 3472.0
19 3800.8
20 4133.6
21 4468.4
22 4803.4
23 5136.6
24 5466,4
25 5791.0
26 6108.4
27 6416.8
28 6714.8
29 7000.4
30 T272,4
31 7528.8
32 7768.6
33 7990.4
34 8192.8
35 8374.8
36 8535.4
37 8673.6
38 8788.8
39 8880.2
40 8947.5
41 8990.1
42 9007.9

43 3000,8



t (min)
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TABLA O
tiempo rapidaez
(minutos) (km/hr)
0 o}
1 1495.4
2 2882.5
3 4453.1
4 589G9.1
5 7312.5
6 8685.3
7 10010.1
8 11279.4
9 12486, 3
10 13624.1
11 14686 .4
12 15667.5
13 16561.8
14 17364.5
15 18071.0
17 19180.5
18 19577 .4
19 18865 .9
20 20044 .4
21 20112 .0
22 20068.2
23 19913.4
24 19648.3
25 19274 .4
26 18793.8
27 18209.2
28 17523.8
29 16741.4
30 15866,2
31 14903.3
32 13857.8
33 12735.7
34 11543.0
35 10286.4
36 897299
37 7609.7
38 62044
39 4764,8
40 3298.7
41 1814.4
42 320.1

43 -1175.9
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TABLA 10
tiempo aceleracidén alcanzada
(minutos) (m/acg?)
0 ~6.92
1 -6.91
2 -6.85
3 ~6.75
4 —6.62
5 “"6 045
6 "6.25
7 -6.01L
8 “5 073
9 "'5 -43
lO "5 009
ll "4.73
12 ~-4,34
13 "3 093
14 “3-49
15 -3 l04
16 ‘2-57
17 "'2.08
18 "‘10 59
19 "1.08
20 -0.57
21 -0,05
22 0.46
23 0.97
24 1.48
25 1.97
26 2.46
27 2.94
28 3.40
29 3.84
30 4.25
31 4.65
32 5«02
33 5.36
34 567
35 5495
36 6.20
37 6.41
38 6459
39 6.73
40 §.83
41 6.90
42 68.92
43 €.91
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3.4 An4lisis del movimiento.

Este caso de trayectoria rectilinea, es muy semejante al -
de la trayectoria en lfnea recta que coincidia con el didmetro-
de la Tierra, por ejemplo el tiempo total del recorrido en —--
ambos casos es3 de 42min.llseg., aunque la longitud en este caso
es de 9008.5404km, pues buscamos que aborcara un arco de la =—-—
Tierra de 10005,973km y en el otro caso la longitud de la tra—--
Yectoria era de 12740km, y abarcaba un arco de la Tierra de —--
20011.945km, este valor para el tiempo de recorrido esta de ——-
acuerdo con la demostracién que hicimos, en el sentido de que -
la linea recta posee la proniedad de iz6cronia. En este caso de
trayectoria rectilinea, la componente de la aceleracién de la -
gravedad, a lo largo del eje x es gﬁfﬁ‘, la componente en y se
anula con la normal. La distancia total que recorre la parti
cula es de 9008,5404km, recorriendola en un tiempo de 42min,lls,
a partir de las ecuaciones (3.19) y (3.20) se observa que en el
punto de partida la velocidad es cero y la componente de la ---—
aceleracidén a lo largo del eje x es *gﬁIﬁ', cuando a transcu -—
rrido un tiempo de 2lmin.6.5s5., la particula a alcanzado el nun
to medio de la trayectoria, donde adquiere su velocidad mAxima-
de 20112.694km/h y la aceleracién es minima con un valor igual-
a 0, a partir de este punto medio la velocidad de la partficula-
empieza a decrecer y su aceleracién a aumentar, alcanzando un -
valor de gA/2 , en la superficie y un valor igual a 0 para su -
velocidad, como el movimiento es arménico simple, se vuelven a
repetir todos los valores anteriores, de la velocidad y la ace-

leracién ver fig.(3.5).
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t=
v
a=0

51—20112
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/
\

)

“

7

w1 N
-

figura(3.5)
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3.5 Curva de energia potencial para la trayectoria rectilinea
que coincide con una cuerda.

La gré&fica de energia potencial para este caso de trayec~

toria rectilinea es la siguiente,

Bp(x)
\ | s
l / =§-ng
| b
I |
[ I
| l
| oy |
-R R
2 \2
donde: figura{3.6)
E=1nmg 52
P72 R

El punto de equilibrio estable ge encuentra en x=0, vues aguf-
ls energia potencial es minima. De la fig.(3.6) se deduce que-
la amplitud del movimiento es igual a B/JE' y 9iendo este movi
miento arménico simple, pues la fuerza a la que esta sujeta la

particula es:
= D&
b3 7 r

Ios puntos de retorno se encuentran en loa puntos —R/{E—, y en
B/JE—. En estos puntos la energfa potencial es m&Xima y la e--
nergfa cinética minima,en el punto de equilibrio estable es --
péxima la energfa cindtica y minima la energia potencial. El -
verfodo del movimiento es igual a:
p:an\ﬁ

&
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3.6 Esfera rodando por una trayectoria rectilfnea.

Se dice que un cuerpo rueda sobre una superficie S si sus
puntos de contacto con la superficie tienen una velocidad igu-
al a cero con respecto a la superficie en que dicho cuerpo rue
da.

La restriccién de rodamiento no es, generalmente, integra
ble; es una restriccidén no holonbmica. Sin embargo, en el movi
miento plano de un cuerpo rigido, como es nuestro caso, la -—-
ecuacién que expresa la condicidn de rodamiento, nuede inte --
grarse ¥y la restriccién es holonémica. Una restriccidn implica
necesgriamente, la existencia de fuerzas restrictivas. Estas,-
gue son necesarias para mantener al cuerpo rodarido sobre la --
superficie actfian tangencialmente a ésta como una superficie -
uniforme y sélo puede ejercer fuerzas en direccidn normal z --
ella, el rodamiento nc serd posible generalmente sobre una ——-
superficie uniflorme sin rozamiento. Las fuerzas resirictivas -
son complicadas, sin embargo, vara que haya rodaniento s6lo -—-
serd necesario que la fuerza restrictiva, requerida para man—-
tener el cuerpo rodando, no exceda de la mAxima Fuerza de roza
miento que la superficie pueda e¢jercer sobre el cuerpo, Bsta -
mAxima fuerza de rozamiento se halla emplricamente que es pro-
porcional a la fuerza normal, N, entre la superficic y el cuer
Dot
fméx=/qsrn=/ﬁn
donde A, se conoce como coeficiente de rozamiento estdtico. En-
la rodadura, la fuerza restrictiva de rozamiento f, necesaria-
para mantener al cuerpo rodando, deberd ser menor que esta —-—-
néxima fuerza de rozamiento que la superficie puede aplicar,

PR

si no se satisface esta condicién el cuerpo no rodard, £ino —-
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que cfectuard un movimiento de rodadura y deslizamiento.

Las fuerzas de rozamiento que actfian en un cuerpo, estén—
siempre dirigidas en sentido contrario al de la velocidad rela
tiva del punto de contacto del cuerpo con respecto a la super-
ficie en que se mueve.

Notemos que las fuerzas de rozamiento que aparecen en pro
blemas de cuerpos rodantes no disipan energia. Isto se ve f4 -
¢ilmente considerando el movimiento del cuerpo rodante con —--
respecto a su eje instantineo de rotacién. En los cuerpos gue-—
ruedzn sobre superficies en renoso, el ecje instantfneo pasa —-—
por el punto o los puntos de contacto entre el cuerpo que rue-
da y dicha superficic., Verificéndose el contacto entre la su--
perficie y el cuerpo a lo largo del eje instanténeo, las fuer-
zas de rozamiento gue actllan en esos puntos ne contribuyen al-—
momento rotacional con respecto al eje instanténeo; por lo tan
to, no contribuyen al cambio o variacibn de la energfa ciné -
tica de rotacién alrededor del cje instantéineo. Puesto que es~
ta energia representa la cinésica total del cuerpo, se conclu~
ye que la fuerzz de rozamiento en la rodadura no hace ningfn -
trabajo neto sobre el cuerpo.

Enseguida analizaremos el movimiento de una esfera, que ~
rueda a través de un tinel rectilineo, en donde la superficie-

es uniforme y con rozamiente y atravieza a la tierra de un —=-

punto a otro. ver fig.(3.7)

_—
H
©
H

figura §3.7)
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la condicibn de rodamiento esta expresada por la siguiente ecua
pién -
%= rd (3.21)
que es una restriccién holonémicayj . es facilmente integrable -~
dando por reswltado:
x=rQ (}.22)

la fuerza a la que esta sujeta la esfera es:
P= -~ mg x2
2R
Integrando esta ecuacién obtenemos la energfa potencial, que —

epta medida con respecto al centro de la trayectoria, el resul-

tado de la integracién ess

E = mg x2
2R "
©on esta informacién podemos construir el siguiente lagrangiano:
.2 2 2
L=1mt"+ 1 Icé ~ mg X €3.23)
2 2 2R

lags ecuaciones de Lagrange modificadas, con la introduccién de-

restricciones no holonbmicas, se expresan en la siguiente ecua-~

cidnt
PRI SR TR NS, (3.24)
dat 34, K ¥ 2, .

=
donde ® son las ecuaciones de restriccién, usando la ecuacién —

+{3.22) , encontramos quet

4 (2L} - 2= X | | (3.25)
dt \ ax 2%

dt\ 2@ 20 : )

donde:
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aL =k at =Y
AR 20 ©C
3L =-mg x =0
AN R r

sustituyendo estas ecuaciones en (3.25) ¥ ( (3.28), encontra-
mos los sigulentes resultados:

W+ o= N (3.27)

IC5= - TN (3.28)

derivando a la ecuacién (3,2%)) con respecto al tiempo, se —
encuentira ques

%=ro

sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.28) esta se -—-

transforma ens

x: —_I_c_)f (3‘.29)
2
r
el momento de inercia para una esfera de radio r es Ic= % mrz,—

usando este resultado para eliminar a X\ en la ecuacién ((3,27)
llegamos a la siguiente ecuacién diferencial lineal y de segun-

do grado, que es la ecuacién de movimiento para la esfera:

x + 5g x=0 (3.30)
TR
¥y la fuerza de restriccidn nos la da la siguiente ecuacidn:
= ‘_2_ mx '(3.031) )
5 .

La ecuacién (3.30) es semejante a la de un oscilador we-

arménico; con una frecuencia angular w igual a:

w= -?,-g (3.32)
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por lo tanto podemos deducir que la esfera se movera con un mo-
vimiento arménico simple, cuya amplitud estara dada segln el -—-
tinel rectilineo que tomemos. E1 tiempo gue tardard para ir de
un punto a otro seriz igual a la mitad de un periodo, o gea:
t= IT [7R (3.33)

58
Sustituyendo los valores de R que es el radio de la Tierra y de
g€, que es 1la aceleracién de la gravedad, encontramos que el ———
tiempo que efectuarid la esfera para ir de un punto a otro de la
Tierra eag
t= 48.95 minutos
comparando este tiempo con el que se obtuvo, cuando la particu-
la gse deslizaba de un punto a otro de la Tierra; por tfmneles -—
rectilineos, suponiendo que no habia fricecién, la diferenciag -—
entre los dos tiempos eg deg

t=7.73 minutos
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3«7 11sbcronia de la trayectoria rectilinea.

En la seccién (2.13), se mostré usando la referencia (4),
que las. curvas braguistdécronas, cuando el potencial varia con-
el cuadrado de la distancia son curvas identicas con las isécrg
nag. En eata seccién demostraremos que las trayectorias recti-
lineas, dentro de una esfera de densidad constante son iséero-
n2s, pero no son braguistécronas pues ya hemos encontrado la -
trayectoria de tiempo minimo, data es la hipocicloide. La isé~-
cronia de las trayectorias rectilincas podemos demostrarla a -

través de la siguiente expresién.
2
R 1l + dy/dx
t:,t-g- o BER (3.34)
B” - (x" +y7)

naciendo y=c, donde ¢ eg cualquier constante, tendremos a toda

una fAmilia de 1{neas rectas, as{ la ecuacibn (3.34) se trans~

forma en:

B dx
t:I B 343
los limites de integracién son desde - dnz - ¢ hasta\|R2 - c®

a sea?! = 5
R® ~c¢

t= IE’I dx
Alnz -c? \[R2 -2 . 2?
rara evaluar a la integral (3.36) se hace un cambio de varia ~

tle y se usa el hecho de que el integrando es una funcibén par,

(3.36)

el reaultado fingl es:

= [E
- H\L: (3.37)

L2 ecuacibén anterior no depende de la recta que se tome o sea—-
que, el tiempo para ir entre dos puntos que se encuentran sobre
Za superficie de la Tierra es el mismo §i uno se va por ung --
trayectoria rectilinea que coincida con el didmetra o con una-

cuerda.
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Por lo tanto se ha démoatrado que la trayectoria rectili-
nea, es una trayectoria isécrona, pues el perfiodo de oscila -~
cién de la partfcula, es indevendicnte de la amplitud de la --
trayectoria.

Egte resultado es interesante, pues con el se demuestra--
que la isbécronia de una curva, aunque el potencial varie con -
el cuadrado de la distgncia, no implica que sea braguistécrona,
en cambio si una curva es braguistécrona si implica que geg -

isécrona. ref.(4)
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3.8 Trayectorias Cénicas

Bn el capitulo segundo y en la seccién 3.3, se analizd el-
movimiento de una part{cula gue viajaba por dentiro de la Tierraz
para ir de un punto a otro de su superficie. Se analizaron dog-
trayectorias diferentes, una fue un caso particular de la tra--
yectoria braquist&crona, conocida como astroide, la otra fue --
una trayectoria rectilinea. En ambos casos, el an&lisis que se-—
hizo fue para dos puntos que ce encontraban sobre la superficie
de la Tierra, separados por una distancia de 10005.973km. En --
esta seccifn uniremos los mismos puntog sobre la superficie de-~
la fierra por medio de trayectorias cénicas, como son: la pari-
bola e hipérbola y también por medio de trayectorias circulares
exceptuando a la elipse, debido a que el ajuste de la distancia
focal para que la cénica abarque un arco de la Tierra de 100005.
973¥m, no esta definido para excentricidades cuyos valorea.sean
menores que uno. El caso de la trayectoria circular, se planteé

en forma independiente, el cual se mostrarf mas adelante.

3.9 Definicibn general de Cénica.

Veamos ghora una definicibn geométrica de cénica que inclu
ye a la parébola, la elipse y la hipérbola.

Dadz una recta fija L y un punto fijo P no contenido en --
ega recta, se llama cénica al lugar geométrico de un punto P —-
que se mueve en el plano de L y F de tal manera que la razén de
su distancia de P a su distancia de L ea siempre igual a una —-—
constante positiva.

La recta fija L se llana directriz, el punto fijo P, foco,
¥y la constante positiva, a la que designaremos por “e", excen—-

tricidad de la cénica.
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Sin ninguna pérdida de generalidad, podemos tomar el eje-
Y como directriz del punto P(p,0), p¥0, como foco, £ig.(3.8).-
Sea P(x,¥) un punto cualquiera del lugar geométrico. Desde P -
tracemos el segmento PA perpendicular al eje Y. Sntonces, por-
la definicién anterior, el punto P debe satisfacer la condici-
én geométrica:
PF
PA

(3.38)

figura (3.8)
de la figura se obtiene que:

lﬁl \j(x - p)2+ 2

7|

X

por lo tanto:

NG - p)° + 1?: e
x|

elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuacién, quitando

denominadores y transponiendo términos, resulta que:

= (efe 2y 2 - p? (3.39)
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Podemos demostrar, reciprocamente, que cualquier nunto cu
yas coordenadas satisfacen a la ec. {3.39) es un punio que sa-
t.cface a la condicibén geowétrica (3.33) y, por lo tanto, esté
cobre el lugar geométrico. De acuerdo con esto, la ecuacién -
(3.39) es la condicifn buscada.

La naturaleza de la ec.(3.39) depende, evidentemente, del
valor de la excentricidad e. Hay entonces dos casos generales-—

por consgiderar:

I. e=1
Y
II. e# 1

I. esl, En egte caso, le ecuacién (3.39) toma la forma:

T o~-2pxX 4+ y2 + p2= 0

estz ecuacidn se puede escribir como:
2
y= 2p( x - p/2)
que representa una pardbola cuyo vértice es el punto (p/2,0) y

cuyo eje coincide con el eje X,

II. ¢£ 1. Bn este caso 1 - e2# 0, Dividiendo la ecuacién (3.39)
por 1 - e2, ¥y completando cuadrados en x, se encuentra que:
2,2 2
(x - p/l-e)" + ¥y -
2.2 2,2 2.2 7 =1 (3.40)
p e /(1-e%) pe“/l - e

Bl que la ecuacién (3.40) represente una elipse o una hi-

pérbola depende del valor de e. Tenemos dos subcasos:
a) el

y

b) e> 1

a) e{ 1. En este caso, 1 - 92)'0, Yy ambos denominadores en el-~

primer miembro de (3.40) son vositivos. Por lo tanto, el lugar



103

geométrico de la ecuacién (3.40) es una elipse.

b) e>1. En este caso, 1 - e2<0. Por lo. tanto, con el fin de-
tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuacién (3,
39) en la forma:

(x - p/1 - e?)y - __4°

p282/(l - e2)2 p282 e2

(3.41)

]
[

-1

evidentemente, el lugar geométrico de la ecuacibn (3.41) es -

una hipérbola.

3410 C4lculo de tiempos y distancias a través de Cénicas.

Para que las cénicas pasen por los puntos (xl, yl) y —
(xl, —~y1) fig. (3.8), es necegario hacer un ajuste en la dis-
tancia focal, Este se har4 a partir de la ecuacién (3.39) de -
la siguiente forma, tenemos gque:

y2.—_( ez - 1)x2 + 2px - p2

camo la cbnica debe de pasar por el punto (kl, yl) ¥y (xl, —yl)
se debe de cumplir que:

yi=(e? = L)x 4+ 2px ~ p° (3.42)

de esta ecuacién sacaremos una condicién para p,.se encuentra-
resolviendo a la ecuacién (3.42), teniendo como incégnita a la

diatancia foeal, el resultado es:
+ 2.2 2
p=x; = \Jexy; - ¥y | (3.43)

como el arco que se esta tomando es de 10005,973km, (xl,yl) -
debe ser igual a:

x,= R/ N2

¥

V= R/ \I?
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Por lo tanto la ec.(3.43) se transforma en:
2
B + R \je - 1
g G (3.44)
la variacién de p se encuentra en el intervalo @ p R por lo
tanto, esta condicién nos impone una restriccién en el signo -
de la ec,(3.44), tomando en cuenta el intervalo de variacién -
de- p, se tomo el signo negativo, asi la ec.(3.44), se transfor

ma en:

2
R R -1 (3.45
mE - ‘

también tendremos una cota superior e inferior para la excen--
tricidad e, esta ser4:
1Le {2 (3+46)
BEn. base a esta condicidn las tnicas cénicas posibles que pasan
por los puntos, (R/N 2, B/V2) y (B/\2,/\2), solo son plra
bolas con e=l y hipérbolas con e(JZi

Se vi6 en el capf{tulo segundo que la expresién para calcu
lar el tiempo de recorrido para una particula que recorre dos-
puntos que se encuentran sobre la superficie terrestre viajan-

do dentro de ella es:

R ds

e B (3.47)
g <|RZ - r2

haciendo en la ecuacién (3.39):

A= ez -1

C= - p2

se transforma en:

y2= Axa + Bx + C

para calcular el tiempo que realiza la particula cuando esta -
viaja a travéds de cdnicas, sustituiremos la ec.(3.39) en fun -
¢ién de A,B y C en la ecuacién (3.47), para hacer la compara -

cibn entre las diferentes trayectorias se tomara un arco de la
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fierra de 10005.973km, en base a esto la ecuacién (3.47) adquie

re la forma:
u’ 2 . ]
R 4(Ax° + Bx + C) + (2Ax + B) dx (3.48)
g 2 2 2
0 \le +Bx+C\{R -( (A + 1)x" + Bx + C)
Para calcular la distancia que se recorre durante este -~

t=

tiempo, usaremos las mismas condiciones anteriores. La distan--

cia recorrida se calculd usando la siguiente expresibn:

de 2 1 + (2ax + B)° dx (3.49)
o 4(ax° + Bx + C)
Las integrales (1.48) y (3.49) conducen a integrales-

el{pticas, para su evaluacién némerica se tuvo que construir -

un programa de computacién, Los resultados que se obtuvieron =-

r

fueron los siguientes:

EXCBNTRICIDAD TIEMPO DISTANCIA
: (min) (Kkm.)
1.000001 37.13303645% 13355.6852
1.100001 40.88070264 14470.1641
1.200001 42.69206807 14943.9425
1.300001 44.13813648 15238.5202
1.,400001 45,728351762 15429.4386

Para anflizar el caso de la trayectoria circular se tomée
un circulo de centro en (R/\{2,0) y radio igual a BA[Z , fig(3.
9). Bl tiempo que tardari la particula para ir del punto A al -
punto B, fig.(3.9), lo podemos calcular de la siguiente relaci-

ons
R ds

t=,|— ]—-——— (3.50)
4 Rz - r2
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A(RAZ, RAZ)

B(RAZ, - BRA?)

figura (3.9)

La ecuacién del cfrculo con centro en (RA[2,0) y radio RAJZ

egs

X2 4 y2-r J27 x
Después de sustituir esta ecuacibn en la expresidn (3.50), tene-

mos ques
RAZ
t= R ‘lzﬂ . ax (3.51)

& a2 - x° \r? - x{Z
0

para evaluar esta integral, hicimos el siguiente cambio de varia

blet
x= R sen29
2
¥ llegamos at
=2 |B " (3.52)
& 1 -1sen@
0 2
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esta es una integral eliptica de primera clase, usando tablas-
de integrales elipticas para evaluarla, encontramos el siguien
te resultado:
t=2\1_§(1.8541)

R
t=3. -
3.7082 !g

de donde:
t= 497497
La distancia que recorre la particula la podemos calcular

usando la siguiente expresién:

d= 2 2\}1 +  (x -Rg@)g dx
(RJE—X - x2) ..
efectuando algunos pasos algebraicos, encontramos que:
R
d= {2 N2~ ax

b JXRJE‘ - x2
para evaluar esta integral, haremos el siguiente cambio de va-

riable:

x= R senZO
2

eats tranaformacidén nos lleva a lo siguiente:
I
d= 2Rr| 2 cos@ 4@

1l - l4aen29

2

evaluando eata integral, encontramos quet
d= TL R
2
como R= 6370km
d= 14150,582km
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CAPITULO CUARTO.

4.1 Anélisis y comparacién de resultados de las diferentes -
trayectorias.
En el capftulo segundo, encontramos que la trayectoria de
tiempo minimo es la hipocicloide cuyas ecuaciones parédmetricas
gons

x(#)=(R -~ b)cosg + beos(R ~ b)#
b

¥{(#)=(R - b)seng - bsen{R ~ b)¥
b

se observa de estas ecuaciones, que existe toda una familia de
hipocicloides, dependiende del valor que tome el pardmetro b.=-
Para el estudio de las propiedades cinem4ticas de la hipoel --
cloide, se tomé el caso particular en donde b=R/4, con este --
valor de b, las ecuaciones pardmetricas de la hipocicloide to-

man 1la siguiente forma:
x(ﬂ):RcosB¢

y(¢)=Rsen3¢

eate caso particular de hipocicloide, se conoce como astroide-

cuya gréifica es:
y
M

figura (4.1L)
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como se observa de la figura (4.l), esta curva es simétrica con
respecto a el origen y a los ejes coordenados. Por lo tanto, —-
para el andlisis cinemAtico de la partfcula que viaja por la --
astroide, fue suficiente restringirse a un solo cuadrante, pueg
%0 que las propiedades cineméticas que se dedujerén para este=-
cuadrante, serfdn v4lidos para los demds, pues se hizo la supo -
sicibn de que la Tierra es una esfera de densidad constante.

En el capitulo tercero se tomé una trayectoria rectilineg-
para unir los dos puntos A y B de la fig.(4.1), esto se hizo —
con el fin de hacer una comparacién de las propiedades cineméti
cas de las dos trayectorias. Los resultados se muestran en lag—
tablas comparativas I, II, y III.

De las tablas I y II se observa que tanto da distancia re-
corrida como la répidez alcanzada por la part{cula que viaja --
por la astroide, son en cualquier intervalo de tiempo, sensible
mente mayores que los de la trayectoria rectilinea. Todo esto -
se puede explicar en base a lz2 tabla comparativa III, pues de -
ah{ se puede observar que la partfcula que viaja por la astroi=-
de, Be encuentra sujeta a una aceleracidn mayor que la particu-
la que viaja por la trayectoria rectilinea. Como era de esperar
se,la aceleracién en cualquiera de estas trayectorias es menor-

o0 igual que la aceleracién debida a la gravedad.
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TABLA COMPARATIVA I

HIPOCICLOIDE RECTA
Tiempo distancia recorrida digtanciza recorrida
{minutos) (Kilémetros) (Kilémetros)
0 0 0
1 17.6 12.4
2 70.3 49.8
3 157.8 111.7
4 279.4 198.1
5 434.2 308,2
6 621.0 441,6
T 838.6 597.,4
8 1085.1 774.8
9 1359.0 973.0
10 1658.0 1190, 8
11 1980.1 1426.8
12 2322,8 1679.8
13 2683.7 1548.6
14 3060.0 2231.4
15 3448.9 2526.8
16 3847.7 2833.2
17 4253.4 3148.8
18 4662,9 3472.0
19 5073.2 3800.8
20 5481,4 4133.6
21 5884.3 4468.4
22 627941 4303.4
23 6662.9 5136.6
24 7032.7 5466.4
25 7385.8 5791.0
26 T7718.7 6108.4
27 8031.9 6416.8
28 8320.1 6714.8
29 8582.1 7000.4
30 8816.1 T7272.4
31 9020.3 7528.8
32 9193.1 7768.6
33 9333.3 7990, 4
34 9440.0 8192.8
35 9512.2 8374.8
36 9549.5 8535.4
31 95515 8673.6
38 9518.3 8788.8
39 9450.2 8880.2
40 934745 8947.5
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HIPOCICLOIDE HECTA
tiempo distancia recorrida distancia recorrida
{minutos) (Kilémetros) (Kilémetros)
41 9211.2 8990,1
42 9042.1 9007.9
43 8841.5 9000.8
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TABLA COWJPARATIVA II

HIPSCTIZLUID ALLLUA
tiempo Velocidad alcanzadg .Velocidua zlcanzzuz
 (ninutos) (Kn/hr) (Kin/nr)
0 0 0
1 2114.1 149% .4
2 4212.7 2482.5
3 6280.2 4453.1
4 8301.4 56%9.1
5 10261.3 T312.5
6 12145.4 8605.5
7 13939.9 1u010,1
8 15631.6 11279.4
9 17207,.,9 12406.3
10 18657.1 13624.1
11 19968.7 14086.4
12 21133.0 1566745
13 22141,2 16561.8
14 22986,1 1736445
15 23661.3 13071.0
16 24161.5 1667744
17 24434,2 19130.5
18 24625.8 19577.4
19 24585 ,6 1486%.9
20 24364.0 20044 .4
21 23962,6 20112,0
22 23384 .4 20065.2
23 22633.6 19915.4
24 21715.7 19643.3
25 20637.6 19274 .4
26 19407.1 187550
27 18033.5 1620%.2
28 16526.7 1752543
29 14858,0 16741.4
30 13159.3 15866.2
31 11323.6 1490343
32 9404.2 13857.8
33 741545 127557
34 5372.0 11543.0
35 3288.9 10250,4
36 1181.5 6972.9
317 934.6 760947
38 3043.8 6204 .4
39 5130.5 4764.8
40 7179.4 329C.7
41 9175.3 1514.4
42 11103.5 320.1

43 12945.8 -1175.9
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TABLA COWPARATIVA IIX

HIPOCICLOLDE e A
tiempo “Aceleracion ﬁotal "Aceleracion alﬁanzada
(minutos) (m/seg”) (n/seg)

0 9.80 6.92

1 .77 6.91

2 9.69 ’ 6.85

3 9.55 6.75

4 9.37 6.62

5 9.14 6.45

6 8.86 6.25

1 8.54 6.01

8 8.18 9.73
9 7.80 5.43
10 739 5.09
11 6.97 4.73
12 6.55 ‘ 4.34
13 6.15 3.93
14 5.77 3.49
15 5443 3.04
16 5.17 2.57
17 4,98 2.08
18 4.90 1.58
19 4.92 1,08
20 5.05 0.57
21 5.27 0.05
22 5657 0.46
23 5.93 0.97
24 6.32 1.48
25 6.74 1.97
26 T.16 2.486
27 T457 2,94
28 T.97 3.40
29 8.34 3.04
30 8.68 4.25
31 8.98 4.65
32 9.24 5.02
33 9.46 5436
34 9.62 5.67
35 9.73 595
36 9.79 6.20
37 9.79 6.41
38 9.74 6.59
39 9.63 6.73
40 9.48 6.83
41 9.27 6.90
42 9.02 6.92

43 .72 6.91
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Despues de haber unido las dos puntos A y B de la fig.(4.1)
por medio de una trayectoria rectilinea, se usarén trayectorias-
cbénicas como hipérbolas y pardbolas para unir los dos puntos, no
ge tomaron trayectorias elfpticas, pues no existe ninguna elipse
que pase por los puntos (3/{?} &/N2Z) v (R/{2y - BR/NZ) ¥y cuye di-

ragtrin coincida con el eje yeo

A
A(RAZ,BNZ)
1=10005,97 3km.

¥ > x

B(R/\I—é9 - R/\rﬁ)

figura (4.2)
Por dltimo se tom§ una trayectoria circular de radio r=R/\2

¥ centro en (R/{f, 0). Los resultados obtenidos con estas tres -

rayectorias se muestiran en la tabla comparativa IV.

TABLA COMPARATIVA IV.

irayectoria tiempo distancia recorrida
{minutos ) (Kilémetros)

pardbola 37.13303945 1335%.6852
nipérbola

e= 1,1 40.88070264 14470.1641

e= 1,2 42.69206807 14943.9425

e= Ll.3 44.13813644 15238.5202

ex 1.4 45,72835762 15429.4386

eirculo 49,82744 14150.582
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De la tabla IV, podemos observar que la trayectoria parab6-
lica, es la curva donde la nartfcula efectiia un tiempo menor que
nor las trayectorias hiperbvélica y circular. Bs imnortante hacer
notar, que aunque la longitud de la trayectoria circular sea me-
nor, que la longitud de cualquier trayectoria hipérbolica el —-o
“iempo efectuado por la trayectoria circular es mayor que el ——-

zfectuado por cualquiera de las trayectorias hiperbélicas.
La tabla comparativa V, sc construyd con los distintos tien

cog efectuados y lag distancias recorridas paera cada una de las-~
Trayectorias que se ‘tomaron, para unir los dos puntos A y B, fig

{4.2), separados por una distancia de 10005.973Km.

TABLA COMPARATIVA V.

trayectoria tiempa distaﬁbia recorrida
{minutos) (Kildmetros)

Lstroide 36.558295 9555

Lecta 42,213883 9008.5404

Zfirculo. 49.82744 14150.%582

“ipérbola

&= 1.L 40.88070264 14470.1641

= L2 42.,69206807 14943.9425

az 1.4 45,72835762 15429,.4386

Farébola 37.13303945 13355.6852

lie esta tabla se observa que la trayectoria de tiempo minimo es-
~a astroide, lo cuél esta de acuerdo con los principios variacio
naleg, En seguida es la trayectoria parab6lica, en tercer térmi-
7:0 aparece la hipérbola con una excentricided de e=l.l, en cuar-
70 lugar aparece la trayectoria rectilinea, en quinto, sexto y -
séptimo lugar vuelven 2 aparecer trayectorias hiperbélicas con -

txcentricidades e=1,2, 1.3 y 1.4 respectivamente, en octavo lu -

car aparece la trayectoria circular. Tomando en cuenta este or

ren se construyé la tabla comparativa VI.
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TABLA COMPARATIVA VI,

Trayectoria, Tiempo. Distancia recorrida.
(min. y seg.) {Kilbmetros)

Astroide 36733 9555

Parébola 37’7’ 13355.6852

Hipérbola

e= 1,1 40°52°" 14470.1641

Recta 42127 9008.,5404

Hipérbola

e= 1,2 42°41"° 14943.9425

ex 1.3 44°8°° 15238.5202

e= 1.4 4574377 15429.4386

Circula 4949’ 14150.582

¥odemos observar de esta tabla, que la traysctoria rectilfnea -
e3 la que tiene la menor longitud, incluso su longitud es menor
que la de la trayectoria de tiempo minimo, sin embargo, el tiem
po que se realiza por esta trayectoria la coloca en cuarto lu ~
gar de entre todas las trayectorias.

Pinalmente construiremos la tabla VII, tomando en cuenta a

la trayectoria rectilinea con friccién uniforme.

TABLA COMPARATIVA VII.

Trayectoria Tiempo Distancia recorrida.
(min. y seg,) (Kilémetros)
Astroide 36°33°" 9555
Parédbola 37°7°° 13355.6852
Hipérbola
e= 1.1 40’52 14470.1641
Recta sin friccién 42°12°° 9008.5404
Hipérbola
e= 1,2 42°41°" 14943.9425
ex 1,3 44°8°" 15238.5202
e= l.4 45°43°° 15429.4386
Circulo 49°49°° 14150.582

Recta con friccién 49’56’ 9008.5404
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Como eraz de esperarse, pof la trayectoria con friccibn uniforme,-

es en donde la particula realiza un mayor tiempo en su recorrido.
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CONCLUSIONES.

En esgte trabajo hemos encontrado que la trayectoria de --
tiempo mfnimo para una partfcula que viaja bajo la superficie-
de la Tierra, suponiendo que esta es esférica y de densidad —
constante, aunque ingenuamente se haya pensado que serfa una -
trayectoria rectilfnea, resultd ser una curva conocida como --
hipocicloide. De las ecuaciones paramétricas de la hipocicloi-
de, se observa que existe toda una familia de hipocicloides -~
dependiendo del valor que tome el pardmetro b. Para el estudio
de lag propiedmdes cinemiticas de la hipocicloide, se tomé el-
cago particular en donde b=R/4, con este valor de b, la hipo -
cicloide se conoce como gstroide., EL andlisis que se hizo fue-
para una partfcula que viaja por dentro de la Tierra,recorrien
do dos puntos que se encuentran sobre su superficie, separados
por una distancia de 10005.973Km., estos dos puntos primeramen
te gse unieron por medio de una trayectoria rectilinea, y por -
medio de un segmento de astroide. E1 anflisis reveld algunas -
cualidades interesantes; se encontrd que el movimiento de la -~
part{cula en ambas trayectorias es arménico simple y ademds es
is6crono o gea que la partfcula ogcila con una frecuencia que-~
es independiente de su amplitud, esta propiedad es importante-
puesto que con esto se demuestra que una curva que posea la —-
propiedad de isocronfia nao implica que la curva sea braquistd--
crona, en la ref.(4) se demuestra en forma general que la im -
plicacién inversa es vélida siempre y cuando el potencial al -
que se encuentre sujeta la partfcula sea proporcional al cua--
drado de la distancia.

Es importante hacer notar que el dnico caso en donde la —
trayectoria de tiempo m{nimo y la trayectoria rectilfinea coin-
ciden, es cuando se quieren unir dos puntos ant{podas por ne--

. s I . 4
dic de una hipocicleide, pues.esta degenera en una linea recta
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que pasa por el centro de la Tierra.

Como una correccién a la particula que se desliza sin ro-
dar dentro de la Tierra a través de la trayectoria rectilf{nea-
gse tonm$ el caso de una esfera gque rueda sobre una superficie -
rectilinea con friceién uniforme, encontréndose que la diferen
cia entre los tiempos de los dos movimientos es de 774477, ——-
efectudndose el mayor tiempo por la trayectoria con friccién -
uniforme.

El siguiente paso fue unir los dos puntos que se encontra
ban sobre la superficie de la Tierra, por medioc de trayecto —-
rias cébnicas, y en base a los tiempos realizados por este tipo
de trayectorias y tomando en cuenta el tiempo realizadoc por la
trayectoria rectilinea, poder encontrar cual de estas trayecto
rias es la 6ptima despues de la curva braquistécrona. Se encon
trdé que es la parébola la cénica mis rdpida, pues esta se pare
ce en algunos segmentos a la hipocicloide (astroide). La peor-
trayectoria y sin embargo es la que se apega mis a la realidad
como era de esperarse es la trayectoria rectilfnea con fric --
cibn uniforme,

El problema nos ha servido para ejercitarnos con el cAlecu
lo de variaciones, y para aprender que en problemas dindmicos-—
no siempre el camino més corto es el mds rédpido. Esto nos da -
pie para trabajar en problemas de eficiencia que son parte de

la teoria de juegos.
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APENDICE A

ECUACION DL LA HIPOCICLOIDE

En este apéndice se deducirdn, las ecuaciones pardmetri-
cas de la hipocicloide.

La hipocicloide es la curva que describe un punto fijo -
de una circunferencia que rueda, sin resbalar, permaneciendo-
siemore tangente interiormente a otra circunferencia fija.

3ean a el radio de la circunferencia fija, de centro O,-
b el radio de la circupferencia menor, de centro 0°, que rue-
da, permaneciendo siembre tangente interiormente a la circun-
ferevcia mayor, N el punto fijo de la circunferencia menor --

que “escribe la hipocicloide, y T el punto de tangencia. Ver

fr-. @G-8

Ay
B
T
OI
g'
c
ul
Q N \ o
0 Q PR A “x
B
D

Pigura (1-A)
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Zn A coinciden i y T, cuando il haya descrito la arcada-
A3, habri girado 3600, y el punte T habri recorrido el arco-
AB; o ceas

Arco AB= 2TTb (A~3

designando por ¢ el 4ngulo O'MN ; tenemos ques

x= 0P = 0Q + NN (a-3
y= PM = Q0’= NO’ “-3

de la figura (L-A) encontramos que:

x=00'c030 + 0" cos VY -4
y=00'send - 0’ seny {a~5)
conviene expresar el émgulof en funcién de 9, para que solo-
figure un pardmetro. El 4ngulo 0’ es exterior al tridngulo -
00°R; por lo tanto:

9= 0 0R + <):o'Ro

Y + 6
o sea
p=0-0 (-9
ademAs, por la manera en que es generada la curva, el arco--—

AT es igual al arco MT; de donde:

ag = be’

es decir:

o= 29 )
b

sustituyendo A-7 en A4-6, encontramcs ques '

'f =(_a —b) & (-8

b
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sustituyendo la ecuacibn A-8, 00‘nor (a - b) y O'M por b, en-
las ecuaciones A~4 y A-5, llegamos finalmente a las siguien--

tes ecuaciones:

x={(a - b)cos® + becos(a = b)o (a=9)
b

y={a -~ b)aend ~ baen(a ~ b)e (A~10)
b .

las ecuaciones A~S y A-10 son las ecuaciones de la hipoci --

cloide.
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APENDICE B.

La cicloide como un caso particuler de la hipocicloide.

En eate apéndice demostraremos que la cicloide es un caso
particular de la hipocicloide. Bsta demostracidn la haremos a-
partir de la ecuacién natural o intrinsica de la hipocicloide.

En una curva plana, la relacién entre la curvatura y la -
longitud de arco, da una ecuacién natural ref. (15). BEn base a
eato, procederemos a encontrar las expresiones para la longi -~
tud de arco y la curvatura para la hipocicloide.

En el apéndice A, se demostré que las ecuaciones paramé =~

tricas de la hipocicloide son:

x(#)= (a~b)casd + beos(a-b)g (B-1)
b

y(#)= (a-b)senf -~ baen{a-b)yd (B-2)

' h

a través de el cdlculo integral, sabemos que la longitud de ~—
arco de una curva plana, la podemos calcular por medio de lg -

siguiente relacién:

_ ([ &2 a7, 2
5= \J(dg) O (8-3)
calculando las derivadas con respecto a @# de (B-1) y (B-2), se

encuentra que:

'd‘d% = =~ (a-b)(8end + sen(a=b)g)

b

4

i

sustituyendo estos resultados en (B~3}) e integrando, encontra-

(a-b){cosg ~ cos(a-h)g)
b

mos que la longitud de arco es:

S= ~ 4b(a-b)cos ad
a 2b

Ahora calcularemos el radio de curvatura, por medioc de la
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siguiente férmula:

[:1 £ (ay/dx_] (3~4)

d
de
usando las ecuaciones (B=-1l) y (B-2) junto con la regla de la -
cadena:
&y _ 4y ag
dx ~ df ax
obtuvimos el siguiente resultado:
dy _ _| cosf = cos(a-b)g
dx b

send + sen{a-b)@
b

volviendo a usar la regla de la cadena, se encuentra que:

g_fx - (a=2p)(1 - cosag)
d12 b

b(a~b)(sen(a-b)d + senﬁf)‘3
b

sustituyendo ambas derivadas en (B-4) encontramos el radio de-

curvatura, este es:

R = 4{a-b)b sen ad
a ~ 2b) 2b

resumiendo,hemos encontrado las siguientes ecuaciones:

S= =4b (a~b)oas af

a 2b
= 4(a-b)b sem af
a-2b 2b
haciendo:
A= -4b(a-b)
a
Y
B= 4bla-b

a ~ 2hb)
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entonces:
5= Acosgagd
2b

y
R _=Bsenag
2b

elevando al cuadrado ambas ecuaciones, y sumandolas, encontramos

ques
2 2

EZ + R (B~5)
A B®

siendo esta, la ecuacién natural a intrinseca de la hipocicloide.
Tomanda el caso cuando a3» b, A=p =4b y Be=p 4b, y 29i la —
ecuacién (B~5), me transforma en: .

82 + RE = l6b2

que e8 la ecuacién natural de una cicloide, obtenida al rodar un~
c{rculo de radio b sobre una linea recta.

Por lo tanto hemog demostrado que la cicloide es un cpg0 —=-—
particular de la hipocicleoide cuando a Py b, o sea cuando el radia
del circulo fijo es mucho mayor que el radio del cf{rculo que rue-
da dentro de é1.

Otra forma de demostrar que la cicloide es un caso particu--
lar de la hipocicloide, es partiendo de las ecuaciones (A-4) y---
(A-5). Sustituyendo en ambas ecuacionesg la expresién (A-8), é&stas

se transforman es:

x=(a~b)cos b ¢ +  bcosy (B~6)
a=~>bb

y=(a-b)sen b P - bsen (B-T7)
a~->b

Trasladando los ejes de coordenadas una distancia a, las ecuacio-
nes (B-6&) y (B-7) las podemos escribir como:
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x "= (a-b)eos b Y o+ bcos ¢ -~ a (B-8)
a-b

7%= {a~b)sen b vy - bsen ¥ { B~9)
a~-Dbh

Tomando en ambas ecuaciones el caso cuando a-pa , estas se -
reducen as

£'= ~b(l ~ cosy) . (B~10)
7'= by -~ seny) {B-11)
Que son las ecuaciones paramétricas de una cicleoide, generada—
nor un circulo de radio b que rueda sobre una linea recta ver-

tical.
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