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Introduccién,

€l uso de las técnicas de Teorfa de Grupos se ha extendido
en diversos campos de la Fisica., En paticular, en Fisica Atémica,
F{sica Molecular y Estado S6iido, es muy importsnte la clasifica
cibn de estados que inducen representsciones irreducibles del gru
po en cuestién, para el cllculo de las probabilidades de transi-
cién, Frecuentemente el mantenimiento de las simetrfas del siste-
ma-es crucial en el proceso de calcular las funciones de onda,
las funciones de Green, los modos normales de vibracién, etc,

En el caso de F{sica Molecular y Estado S6lido, donde se
presenta el efecto Jahn-Teller, es fundamental el usec de la Tecr{a
de representaciones de grupos para evitar cflculos espurios en la
prediccién de desdoblamientos de niveles de energf{a o de factores
de apagamiento,

Ls presente Tesis es una monograffa de la Teorfa de represen
taciones y de sus aplicaciones a vibraciones moleculares. Espera
mos que sirva de base y/o referencia r&pida, para posteriores apli
caciones en el estudio del Efecto Jahn-Teller en moléculas y s61i
dcs, en el cual un grupo de perscnas del Departamento de Fisica
estd interesado en trabajar,

En la Teorfa de Representaciones expuests, incluimes demostra
ciones que son cmitidas en general en los textos escritcs para
persoras mas bien interesadas en las aplicaciones que en la Teor{a
misma. Como ejemplo del uso de esta Teorfa, tomamos el cidlculo de
loc modes y de las frecuencias ncrmales de vibracién de las molécu
las, en particular, de una molécula en el .planc con tres Ato-

mos equivalentes en los vértices de un tridngulo equildtero

en la rcsicién de equilibrio, y de una molécula con cuatro Sto-



mos equivalentes en los vértices de un tetraedro, en la posicién

de equilibrio. Fam estas mol&culas hacemos los cllculos con detalle
mostrando el uso de la téenica de aplicar Teorfs de representacio-
nes.

Damcs, en el Cap{tulo 2, algunas definiciones algebraicas,
tratando de ilustrar los conceptos con ejemplos. Creemos que aun-
gque el material presentado en esta parte pueda parecer al principio
un poco abatracte al lector no matemStico, es bastante accesible,
aunque pudlera usarse unicamente comc referencia.

La aplicabilidad de la Teorfs de Representaciones de grupos
a la solucién del movimiento vibracional de las moléculas, se de-
be al hecho de que las operaciones de simetrf{a de una molécula for
man un grupo y resulta que las transformaciones de las cdordenadas
de desplazamiento de los &tomos forman una representacién del gru-
po de simetrfas de la molécula, como se explica en la Tesis. Como
se ve en la parte sobre la Teorfs de representaciones de grupos
(cap{tulo 2), una representacién se puede descomponer en una suma
directa de subrepresentacicnes irreducibles (que en este contexto
son llamadas "especies de simetr{a" algunas veces).

Se verd que para resolver el problema vibracional tenemos que
encontrar las rafces de una ecuscién secular. Como calcular el po-
linomio y las rafces de la ecuacién secular es complicado, convie-
ne tener la forma mds simple posible de la matriz en la ecuacibn
secular (bloeques sobre 14 diagonal princippl y todo lo demis igual
a cero). Reducir la matriz & su forma més simple depende de esco-
ger de manera apropiada una bose vectorial respecto de lacual la

matriz tenga esa forma. Una base aproriade esté dada por vectores

que describen los modos ncrmales de vibracién independientes, lo
ii



que es un hecho bastante agradable. Resulta que las distintas raf-
ces de la ecuacién secular son los cuadrados de las frecuencias
normzles de vibracibn, y para una rafz A dada, de multiplicidad
m, tenemos m modos normales independientes ~ue forman una base
para una subrepresentacién irreducible {esrecie de simetria) para
la representacién original, dada por las transformaciones de las
coordenadas. de desplazamiento de los &tomos,

Las direcciones de los mcdos normales de vibracién, por ejem-

plo:

dependen s6lo de la simetria de la molécula, y de hecho, se calcu-
lan usando unicamente la Teorfa de representaciones de Grupos, apli
cada al grupe de simetrfas de la melécula, en su posicién de equili
brio. Por otra parte, las frecuencias de vibracién dependen de las
masas de los Stcmos y de las fuerzas nue los tienen ligados. Como

se ver8 en el Capftulo 1, estas dependencias estas expresadas por
las matrices G y F, respectivamente. Asf, para resclver el proble
ma vibracicnal, lc que hacemcs es encontrar los vectores asociados
con los modos de vibracién por medio de lcs operadcres de proyeccién.
Una vez obtenidcs éstos podrfamos usarlos ccmo una bate vectcrial
pura que las matrices F y G (y por lo tanto también la ecuacién
secular) tomaran sus formas més simples. Sin embargo, en este tra-
bajo hemos calculado los modos normales dos veces: una, con teorfa
dr representacicnes, via los operadcres de proyeccién; y otra,
resolviendo directamente la ecuacifn secular y encontrando los vec
tores propios correspondientes., Como es de esperarse, les dos métodes

ccinciden en los resultados, Hicimos 8sto con fines didécticos vy
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como una comprobacién de lo cbtenido con los operadores de pro-
yeccién,

For completez y para comodidad de algin posible lector, he-
mos inclido mis teorf{n que la usada en los dos ejemplos que de
sarrollamos con detalle, tanto en lo que respecta a la Teor{a
de Representaciones, como al célculo de la matriz G.

La parte de vibraciones esté basada principalmente en 16) y
las primeras definiciones en 6).

La teorfa de representaciones expuesta.sigue principalmente
la dada en 13) y en 4) y 16),

Espero que este trabajo resulte de utilidad para las perso-
nas que se interesen en las aplicaciones de la Teorfa de Repre
sentaciones a la F{sica y quizés en la demostracién de algln
teorema utilizado en ellss.,

Quiero agradecer a los Dres. Alipic Calles y Rosa Mar{a Mén
dez, directores de este trabajo, por su gufa, sus ensefnzas y
la Infinita paciencia que me brindaron,

Agradezco a los miembros del Jurado, Dr., Emilio Lluis Rie-
ra, M.en C, Rall Wayne Gémez Gonzélez y Dr. Rsmén Feralta Fabi

por sus valiosos comentarios y sugerencias.

Hugo Alberto Rincén Mejfa.
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Aproximacién para la energfa potencial de un sistems de partfcu
las en una configuracién cercana al equilibrio.

Se dice que un sistema de partfculas esté en equilibrio
estftico si todas las:partfculas estén y permanecen en reposo,
Esta situacién ocurre solo si la suma de las fuerzas actuando
sobre cada una de las partfculas se anula.

Pare un sistema conservativo esta situacibén se expresa
como: Q = - U o,

1 394

Esta ecuacibén nos d§ los valores qg da las coordenadas
generalizadas en equilibrio, que puede ser estable o inestable,
dependiendo de los valores de las segundas derivadas de la fup
cibén energfa potancial evaluada en q; = qg.

Para las configuraciones cercanas al equilibrio 1s funcién
de energfa potencial se puede aproximer por los primeros valo-
res no nulos en su desarrollo en serie de Taylor alrededor
del punto de equilibrio Q = q? .

Bl desarrcllo en serie de Taylor est& dado por

(e} [¢)
U(q1 g tee qn ) = U(qlo ) soe qz )+Zau(q1 y S )qn) x 't‘
¢

!
K
2
ST §TC IPTRE) g b
22 i 043 9§

(o]
donde Xg =Aqi =qy - qy -
Ahora, si escogemos U(qf, s qg) = 0, como por la con

dicién de equilibrio, el segundo sumando en el desarrcllo tam-
bién se anula, podemos tomar en una primera aproximacién

2.

x
Uays wee s @0)% —977 Ky, X

dond k = < = k
A R S

34: 94j
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Para que la energfa cinétics T =E - U sea menor que
la energfa total, la energfs potencial, en regiones cercanas
al equilibric, debe estar definida pesitivamente. La condi-
cién que asegura que las expresiones cuadrfticas para
U(xqs vos ,xn) estén definidas positivamente es

det ( ki,j ) 7 0.

Ecuaciones de movimiento para vibraciones pequefias .

Fodemos expresar la energfa cinética en la forma

re 1 2 m .. M
2 14,3 i j(q1 e ) quj

Desarrollando las funciones my (q1, cee s 4 } en serie
de Taylor alrrededor de la configurac16n de equilibrio, obteng
mos . o ﬂ,«m&
T = —%Z__mi,j(qg,...,qﬁ) X{%y 4 J_ZE ) \]xi;j\‘

05 2

Como la energfa cinética para el movimiento alrrededor
de una posicién de equilibrio estable est4 acotada, results
que las velocidades generslizadas estén acotadas. Suponiéndolas
pequefias podemos tomar en una primera aproximacién

= 1 [o] 0
e D_my (R, L, ) ke
LT

con lo que obtenemos el lagrangiano aproximado

L=T-U= —-—-ZE; i j‘(q1, ceo .qg)iiij - ki,j xixj).
L

De donde obtenemos las ecuaclones simultfneas de Lagrange

para el movimiento:
d oL _ oL
dt s
axi 0%y
ciel se puede escribir como

(*) Si uséramos cocrdenadas cartesianas, la matriz (mi ) seria
una matriz diagonal y m,

» que en forma matri

i,i corresponderfa a la masa de la particula
i-sima. Si en carbic ushramos otro tipo de cooxrdenasdas, entonces

(mi,j) pudiera nc ser tan sencilla, p.ej. ver la matriz G en la p, 103



(MY X (K (x) = 0,

donde

1,1 ... ™M,n
(H) = :’ ;
mn,1 v ®n,n ]
1,1 k\,n
(K) = : :
_ kn,1 kn,n \
X ) %4 )
Ll . ] d
(x)=|. | =" = (x)
. a? | T el
Xn *n ’

"~ La ecuacién H(;)+'K(x) = 0 la podemoS expresar (*)
M2 () e V2 g w2 w2 (g,

y haciendo X = ut/2 (;\ y /\f w172 g H_i/z, podemos
expresar la ecuacién como

2 .

d - -

= (R =A%, M
donde /\ es un operador simétrico ya que lo son M—1/2 y K.

Coordenadas Normales.

Como el operador /\ de la Gltima ecuacién es real y simétri
co su forma m&s simple es la diagonal, cuando la expresamos
en términos de una base crtonormal de vectores propios.

La mis simple descripcién de /\produciré las més sim—
ples ecuaciones del movimiento. As{ que tomando la ecuacién

*) M_1 existe ya que M es una matriz simétrica ne singular
en tanto que la energfa cinética siempre est5 definida prsitivamente,

< - .‘ I3 s s
Fientras que M-1/2 existe, ya que M es diagonali:zable, por ser simétrica



As = A % 2)

que es equivalente a wl/2 e wV2 5 . Ki W, tenemos
de la ecuacién (2) que los valores propios de /\estén dados
or - -1/2 -1/2 {=
P }\ =<wi\ﬂ — K_H “"17 *)
i (il D .
Como las energfas cinética y potencial son cantidedes dg
finidas rositivamente se sigue que

<'\3“M'1/2 K H’VZN/J?O y 7\17 0.

2
As{ que se puede poner 7\1 =Q)i

En términos de los vectores proplos E.i de A, a1
vector x se puede expresar como X = Z__yi wi' ; donde
yy = <ﬁi\ '>'Z>. Introduciendo ésto en la ecuacifn de movimien
to tenemos que-

2

IR RN 1Y
P v W= cAT =LAy

L t

Si rﬁultiplicamos la ecuaclién anterior, del lado izquier-
do, por W, , obtenemos la ecuacién de movimiento para la
coorderada generalizada yy

2

e - Vs

dt
cuys solucién es ys = Aj cos (uh-t +¢J Y. Aj ’ ¢j constantes,

Se ha visto pues, que para el movimiento de un sistema
de partfculas alrededor de una posicién de equilibrio esta-
ble, podemos reducir su descripcién a un sistema de ecuaciones
de movimiento independientes. Las coordenadas y, se denomi-
nan coordenadas normales y las & son las frecuencias norma-

) <\.N-‘,Wi7 es e} producto interior usual de W( con W: . Mientras
ug , A significa el producto de matrices b .
que Jw;, Aw;)  s19 p w, AW



les.
Las soluciones yy = AJ cos (cujt + ¢J) son los mo-

dos normales de vibracién del sistema.



Coordenadas internas y su relacién con los desplazamientos atémicos.

Fodemos usar los cambios en las distancias interatdémicas o en-
tre las ligas qufmicas pars obtener un conjunto de de 3N - 6 coor-
denadas internas, es decir, coordenadas que nc son afectadas por rg
taciones y traslaciones totales de la molécula., Estas coordenadas
scn de importancia particular porque proporcicnsn el conjunto de
coordenadas con mayor significade ffsico, al describir la energ{a
rotencial de la moléculs. For otra parte, es mss fécil describir ls
energfa cinética de la molécula en términos de desplazamientos. car
tesianos de los &tomos. prs{ que necesitamos una relacién entre am-
bos tipos de coordenadas.

Como nos hemos restringido a estudiar vibraciones pequefias, so
lo necesitaremos calcular téminos lineales, consiguiendo con ésto
bastante simplificacién. S§i S¢ representa uns de las 3IN-6 ccorde
nadas internas y & representa uno de los 3N desplazamientos carte—
sisnos, podemos describir 1a relacién entre ambos tipos de coordena

das en la forma:

9 B By ... Buaw £
S.Q - B1.! Bx'g v Ba_, v En
sil*‘ Ba»-i'l B_w-‘; e BW"IB” Em

o bien

W
S ° > B §¢ fat. ., BNC

(2
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donde los coeficientes son constantes asocizdas con 18 geometr{a
de la molécula ( veremos mAs sdelante que los coeficientes nos
sirven para definir la matriz G cuya inversa nos daré la ener-
gfa cinética de la moléculs).
En vez de usar tres coordenadas cartesianas pars describir el

desplazamiento de cada ftcmo, es conveniente introducir un vector

;a para cada §tomo © ,cuyas componentes a lo largo de las tres
direcciones axiales son las coordenadas de deg¢plazamiento cartesianas.

Vg 1a misma manera es dtil agrupar los coeficientes Bti de una

St dada en conjuntos de tres, donde cada conjunto Bu,EtﬁRjesté
asociado cen un:ftomo & dado, Podemos considerar estas cantidades
como las componentes de un vector §¢ﬂ asociado al 4tomo % y con
la. cocrdenads interna St . tntonces _podemos reescribir la ecug

cibén de arriba como N
5:‘2; - (3)
donde el punto represerta el productc escalar de los dos vectcres.

Esta forma tiene la ventajs de que evita la necesidad de espe-
cificar ejes para las cocrdenadas de despldzamiento. Ademds, facil-
mente podemos deducir reglas simples para determinar los vectores
Tea -

E1 significado fisico del vector Et# es el siguiente: suponga
mos que todos los dtomos excepto el o ~ésimo estén en su posicién de
equilibrio, la direccién de §h, es la direccidén en la que un despla
zamiento del ftomo ¥ produce un incrementc mlximo en la coocrdenada

S, (comc se puede ver del hecho de que el gradﬁ?nte nos dé la direc

t
i6n de m8ximo cambi de 1 lacié S, = 8 .
c x1i ambio y de la relacién S, et g 1) La

st

mhgnitudlstﬂ|de Sh* es igual al incremento en St j roducido pcr un

desplazamiento uniteric del Stomo ™ en eésta direccién &ptima (ésto



sigue de l1a relacién (3) de la pégina anterior).

Veremos ahora con algin detalle los tipos de cocrdenadas més

simples, en cuyos términos se suele expresar el potenclal.

Encogimiento de una liga atémica. Denotemos Sy el incre

mento en la distancia entre los &tomes 1 y 2, Es claro que la

direccién Eptima para separar estos &tomos es a lo largo de la 1Y
nes que los une. Aqui los vectores 'S.,., yg,‘, son vectores unitarios.
Pars le ccordenada Sy todcs los otros vectcres g;, son cero, ya

que desplazamientos de otros Atomes no afectan a S, sgﬁ°m='sgt(h)

Incrementos en el fngulo que forman dos ligas atémicas.

Otro ejemplo es el incremento en el Angulc entre dos ligas
de valencia que comparten el Stomo 3. Sea Sy esta ccordenadac
interna. Entonces, el vector %# para uno de leg ftcmos en los
extremos, digamoséh.‘seré perpendicular al lado 3,1 del &ngulo
y apuntard hacia afuera, ya que ésa es la direccién en la que un
desplazamiento del Atomo 1 producird el incremento méxime del
§ngulo. Ademés, 1a longitud de s, es 1/r , donde r

(A) 3,1 3,1
es la longlitud del lade 3,7, ya que un desplszamiente de longi-
tud 1 a lo largo de s incrementars S, en la cantidad 1/r, .
t,! t in
Similarmente, Et,z es un vectcr de longitud 1/r3,2. en el pla

no de 1, 2 y 3, perpendicular a 3,2 como se muestra en la siguien

te figura:




Fara encontrar el vector .ib para el itomo &pice usaremos
el hechc de que un desplazamiento de ls molécula completa no
altera los 8ngulos. Supongamos que damos un desplazamiento al
Stomo &pice, entonces, desplazando la melécula completa r{gida-
mente mediante un movimiento opuesto pero del mismo tamafio, el
ftomo Apice regresaré a su posicién original y los Atomos extre-
mos se desplazarén cantidades igusles pero opuestas al desplaza
miento original del &tomo &pice, Como el efectc de les desplaza
mientos de los Atcmos extremos ya ha sido calculado, este Proce
dimiento nos permite determinar el efecto del desplazamiento del
&tomo &pice. Resulla que el vector gt,B es la suma de los vec
tores Eh‘ (= 1,2) para los Stomos en los extremos pero con el
signo cambiedo, es decir, §t,3 = —Et,T - ;t,z‘ Es claro gue los
voctores s para todes los otros Stomos resultan nulos.

Los vectores EL‘pueden describirse en términos de vectores
unitarios entre las ligas. Sean@a‘ y ah,vectores unitarios des~-
de el atomo 4pice y a lo largc de las lfneas 3,1 y 3,2, repec
tiva,ente. Es fécil ver que

-~ A
- cos B Gy, «Ca,9
(3) Sea T TR Vsewd

A "~
:, = coab €y, -Capn
2 If2) sen® 2
(%) 5= [Md-taa o) B b it os Bl
€3 : i

lr’h\ lr}o% Sen ¢

(6)

. 4 ’
En muchos casos es mﬁs conveniente usar l'.'.“A‘, o] rmﬁé, o)
(]

(rh1t3|1 )1/2[§¢ en lugar de A¢ como cocrdensda interna, ya que
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as{ lps congtantes de fuerza correspondientes al giro estarén ex—
presadas en las mismas unidades que las constantes asocladss a
compresiones de las ligas interatémicas.
Tluctraremos un método alterrativo para deducir los vectores
Et w ©n el caso de las coordenadas de giro como sigue: calculamos
1
el cosenc del &ngulo ¢ multplicendc escalarmente los vectores uni
tarios que apuntan hacia fuera a partir del ftomo central y en
las direccicnes de las ligss atémicas:
~ I
cosd =63 1.ty 5 (8)
Diferenciando (8) podemcs obtener la expresién rara una pequeita
variaciér del éngulo @,
A~ ~ " ~
Acos @ = - sen @ AP = e3,1 * A 93'2+ 93,2°Ae3’1 (9)
Las variaciones pequefias de los vectores unitsrics que aparecen
en el lado deracho de (9) los podemos expresar en términos de
vectores de desplazamiento arbitrarios R,?,_,?b y es claro que
ya pedemos obtener las expresionea para lcs vectores Et en
St =b¢: Z st,“‘?ﬁ
a=
mediante la sustitucién de expresiones apropiadas para €3 1Y
»
] en la expresién (9).
3,2
Derivando el vector unitario
A -
°30 = T3 frpl A=, 2 - o)
en donde T34 ©S el vector de Atomo3 al o y \;3,0.‘ es la

distancia entre los dtomos 3 y & , obtenemos

A - - - -
Aez.‘* = T BEe-E AiEy o) (11)

———t.
- 2
(r3, ol




1

en donde T3 & y\rz’q\ pueden asumir sus valores en el equili
brio, Usando una (') psra distinguir el vector —i; of ©n una po-
?
sicién desplazada, podemos escribir (ver figura al prmOpe uhpq.m.\
SWEREE TN A A (12)

De (12) se sigue inmediatamente que

b5a = Sa- 5 (43)
Para obtener A-f”. calculamos el producto escalar de cada lado de
(12) consigo mismo, desprecisndo los términcs de segundo orden
en 1as§ .
- 2 = 2 = O - o
(154 ) = (rz,ﬂ) Yarg (S~ f) (14)
esta ecuacién muestra que la variacién pequefa en el cuadrado de
ls lawitud de la liga es 2'1"‘3 we ' _?d".g). o,
Nes o= DB 25 (5 -7, ) (15)
=T ,o( a 3
3 2 1/0

La sustitucién de (15) y (13) en (11) nos da lo§ cambios peque
~
Wos en 83,1 y 3, v
de 1as 33'“ 's y de los desplazamientos §, §,, § de los &=
tomos, mientras que la sustitucién de (11} y (9) y la agrupacién

en funcién de los valores de equilibrio

de los vectores que actdan como factores que multiplican escalar-

mente las §'s nos d§ el resultado:

w A 5P Cay <Can\ = C"S‘#e;.z‘ea,t)." t
= 4 '( m..;sewf ) T ( W2l 50t e (te)
+ {(“‘s, - alces é) 8;,| + (T3 ~(Y3,Cos @) e,\»z] P
Nl ] Stnf
Fodemos [nmediatamente identificar los vectores

s n
St,q © la expre

sién (16), resultandc ser idénticos que los encontradcs previamen

te.
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Angulo entre una liga y un plano definido por dos ligas.

Otro tipo de coordenada 0Gtil es el &ngulo formade por una
liga 4,1 vy el plano de los &temos 2, 3 y 4, todogscoplanares
cuando estén en la posicién de equilibrie. A partir de las re-
glas generales podemos ver que los vectores 3 para todos los
Etomos serfn perpendiculares al plano de equilibrio., Se ve que
1a‘longitud de ?t,l 8s 1/ru’1. £1 efecto de los desplazamien
tos de los &tomos 2,3 y 4 puede calcularsa aplicando rotacio-
nes y traslaciomes r{gidas a la molécula complets, regresando
los &tomos 2, 3 y 4 a sus posiciones originales: trayendo como

consecuencia un desplazamiento del &tomo 1, cuyo efecto ya es

conocido. El resultado de este procedimiento resulta ser

Bear iy dtomo exbyemo” a7

- —~  Sewm wi! W

tskn\- ﬁﬁa ‘ atomo awda {1€)
'

\5&,3\2 %m “i{ow\o anda” (19)
1

- W ’ 18]
(Beul = - M - 582 S@.“___Lrﬁ Voo apice” (20)
g b oyt sendy  [ryalstfs
En el caso de que los cuatrc Stomos no fueran coplanaras,

podr{amos obtener un formulario que generalizara al anterior,

(*) totemos que al hacer el girc del 4ngulo @ , las distancias
entre los puntos 2, 3 y 4 se conservan, ver la figura al princi
ric de la pagina 13.



-

) W
{
P Y '\ S“‘? g ~ 3 &“1‘ fshs
- 1 Ba A ‘- 23
. o ( Sh‘l
U
2 e 2

Ster

(' ey ol punk que ocvparia el dhomo 1 s develvewol ot dtomos
23 ¢4 &9 ?osmévs oviqma
[}

(, wmedianie velaciownes v dvaslasiones rl‘s:das

de ta wolécola deformada. .
pudiendo hacer los chlculcs de msnera andloga al segundo método
aplicado en el caso en que la coordenada interna era el incre-
mento en el &ngulo entre dos ligas atémicas.

ta definicién bisica del dngulo involucrado se puede dar as{:

2nr by, L8
sen@= C42¥ €y, € 4
— 7 4,
5!“9’1
Hacemos que la coordensda interna St sea 46 » y diferencian
do y usando las férmulas m) y (%) anteriores, para ﬂ%y A4, ,

obtendrfamos las siguientes f6rmulas:

~ ~
< ! Cy., X Py
Se,‘ " 42 Y _ e )
] N‘#“(Mtososeww‘ foud €44 . (21)
—5_62—-. ! (é\q,a X”éqq 1 P ‘l
—- N s B 22
' Vaal | Coro sendy TR ( 41" coséy €3) . (22)

B e

ose oy
Std = =Sea = Sen ~Sea

St * TL"} [ &4 %%

%3 fan®.

P (8’13 —Cw¢4 pylz )]’ (23)
1

(24)



Torsién.

Otro tipo de coordenada interna Gtil es el cambio en el
&ngulo dihédrico, T , entre los planos determinados por los
ftomos 1, 2, 3 y 2, 3 y 4 respectivamente y cusndo los &to

mos 1, 2, 3 y 4 estén ligados sucesivamfnta.
1

Podemos especificar el &ngulo dihedrico de la manera:siguien
tex restrinjamos el &ngulo T al intervalo (~TT, ﬂ] , el Angulo
serd positivo si cuando vemos los 8tomos a lo largo de la 1%
ga 2,3, con 2 m&s cerca del observador que 3, trazamos el fn
gulo entre la proyeccién de 1,2 y la proyeccifn de 3,4,
en el sentido del reloj., La definicién analftica es la si-
guienta:
A
sT = (34.1 Kéz,'s)' ( a‘«%* eﬁ"”)
sen @, sen Py

~

A 3 ~ e
a que 1 0s vectores €, xe’l,'s v €23% 3,4 gon vectores uni
ye st w93 -
tarios respectivamente perpendiculares a los plsnos 1, 2, 3
y 2,’3, k. Con los métodos anteriores encontrarfamos que los
vectores s para la coordenads interna S, =47 son:
~ o~
€2 X ez,ﬂ, (25)

gt.« = -
I¥iq | SEnt e,
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A

" A
Wl = 11,2 lcdy €0 %603 conds, €us*ys

Spq ™ '
o Y3 Yin 5€M¢a_ Sewds il (26)
Sus = [(44)(13)] Sen . (27)

(28)

S = [(0)(23)] Sea
donde las permutaciones. indicadas en (27) y en (28) signifi-
can que los dos (ltimos vectores pueden obtenerse efectuande
las permutaciones indicedas a los fndices en las dos primeras

expresiones,

La matriz G vy sus propledades .

Y

Vo= 4 R

Definimos la matriz. G por Gt,t = Z; m; Be,( BU
donde my s la masa. del 4tomo 1 y donde los coeficientes

B son los coeficientes de la matriz B que da el cambio de

t,1
coordenadas cartesianas a coordenadas internas St .
Conviens mds usar los N vectoras Et . “no por cada &tomo,
’
que lcs 3N coeficlentes By ¢ (para cada St)‘ En términos
’

de estos vectores, podemos escribir las componentes de G

comos N _ —
Gt,t' = Z Ha( S“,a(. Slé"d . (29)

o=
donde el punto significa el producto escalar de loc vectores da

dos y My es el reciproco de la masa del 4tomo & .
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Cbservemos que no necesitamos ningunos e)es para celcular los
coeficientes de G si tonemos a la mano los vectores &
Ademés, como arriba se dan los vectores s en términos de vec
tores a lo large de ligas atdémicas y de otros vectores unita-
rios, podemos reducir los productos escalares antedichos a
una suma de productos escalares de vectores unitarios, dentro
de la molécula (vectorss sobre las l{nessque unen &tomos en
especial). As{ que en la prbctica uno puede hacer una table
de estos productos,

También existen tablas de los coeficientes Gt,t‘ que
aparecen con mayor frecuencia, for ejemplo, si Sy represen
ts la extensién de una liga entre los &tomos 1 y 2, la ecus
cibn (4) de la pSgins B8 y  (29) nos dicen que Ge e =,-%'-‘+-};z
AnSlogamente, si S, eslaextensifn de la 1iga entre los &to
mes 1 y 3, vy esta liga es uno de los lados del &ngulo
cuyo incremento es la coordensda interna S¢vs vemos de las
ecuasciones (4), (5) y (7) de las pige. 8 v 9y de
(29) en 1a p&gina anterior que Gt,t' = —(7&359" ¢ )/|x:3'2‘.

Siempre que ocurran combinaciones de coordenadas como las
anteriores, podemos ussr las tablas.
Veremes enseguida que 1a matriz 6 es inversa de la ma~

triz que nos da la energla cinética en cocrdenadas simétricas.

Relacidén entre la matriz G vy la Energfa cinética.

N
Hemos definido la matriz G Por‘. GM‘g :_7‘-‘.:‘8‘)(8“.
4 +

Queremd$ ver que la energfa cinética ests dada por la expre-
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s16n a7=¢ G
donde P es la matriz columna de los momentos P, conjuge-

dos a las coordenadas St'

En términos de cocrdenades cartesianas tesadas" por las
masas, la energfa cinftica esté dada por
21 = qt 4
Como pj es el momento conjugado a qJ tenemos que
- %[ = 4
as{ que T en términos de los momentos es
2T=pYp +)
Denotemos S 1la matriz cclumns de 1as ccordensdas inter
nas (S puede incluir coordenadas redundantes) y supongamos
que la matriz que da el cambio. da coordenadas,de las carte-
sianas pesadas a las internas;es la matriz D), es decir,
$=Dagq
Consideremos ahora T como funcién de:.las velocidades expre
sadas en coordenadas intgrnas), tenemos de la regla de la cade

na en varias varisbles que

Za 5% aé,

Pero oT =Py y 35, = }é& =D, j y as{ resulta
%, U
en forma matricial )
t 3
P =F D

De lo anterior se sSigue también que

b=o p (2)
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sustituyendo las dos dltimas ecuaciones en @} tenemos que
21 = o ('_DD‘f )P
Ahora, Dy s = By 4 m31é;ya que B nos dé el cambio entre
las coordenadas cartesianas, Ei a las coordenadas internas,

por lo tanto,

(0¥ ) 1 = ztjjt Zotjt',j
Zj tjt'.:s“"tt'
o bien, oot = ¢ 10 que prueba lo que querfamos.
Si la matriz G es no singular, es decir, si la matriz

G es invertible, el uso de la ecuacién (ﬁ) nos da

§ =GP
que puede resolverse multiplicando por la izquierda por la
matriz inversa de G:

P=g$
Sustituyendo lo anterior en @0 tenemos la @mergfie cinética
en términos de las velocidades:

2T = 'st s 1s.

La ecuacién secular en coordenadas simétricas.,

La ecuscién de arriba ncs muestra que la energfa cinbti

ca en términos de ccordenadas internas se puede escribir

- s @
27 = Z(c’)tt,ss,
) -1 '
donde {G™') dencta la matriz inversa de G.

Si expresamos la energ{a potaencial en las mismmas coorde-

nadas, tenemos

V= 7 Fy oSSy
&t
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donde las Fy ¢ 3on constantes de fuerza. Asi, el problema vi
’

bracionsl donduce a la ecuacién seculsr

Fi ,n'(G-1)l,?\

-1 -1
Fra=(67)y 4N Fy =67y ) n

e

F2,1‘(‘;_1)2,1’)‘ Fz,z(G_’z,z’}\ Fz,n-“")z.i‘

« s * s o * . .

Fn,l-(G-])n,l’)\ F.n,Z"(Gﬂ)n,Z-)\ e lrn,n"(c.-'I )n,}

donde A = LTV como de costumbre, y n es el nimero de coor~
denadas internas. Est® ecuacifnise sigue de mangra anBlogs a
la ecuaciéS\‘dada en la pdgina 3 ., También la podemos escri
bir en forma matricial como

lr-6"'Nl=0

Bsta forma de la ecuacién secular tiene la ventajs de que
las constantes Ft,t' tienen significado f{sico immediato (en
términos de distancias o éngulos interstémicos).

Otra forma de la ecuacifn secular se obtiene al multipli
car la ecvacién de arriba por el determinante de G, usando
el hecho de que el determinante de un producto de matrices es
igual al producto de los determinantes de las matrices dadas,

para obtener: \eF - Atd|l =0

en donde han quedado eliminadas las A's ~ue estaban fuera de

la diagonal ¥
( r Gt Ft,‘\"'l t G.,t Ft—.t e Z. 61,{ Fg,v\
T haFen (T O RN - &Gt Few

ZG:‘pt Ftd i G;ItFth" P ..(ZG\“,*-F.“\"X
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Como las matrices F y G son simétricas, tomando la trans-
puesta de la ecuacién anterior, también podemos escribir la
ecuacidn secular como

\F6 -21d| =0

Es claro que otra forma equivalente de la ecuacién secu

lar es ‘G-F-17k\= o .
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Algunas definiciones algebrficas.

Como uno-de nuestros propbsitos es describir la manera
en que la geometrfa de una molécula se usa para determinar sus
vibracicnes, es conveniente dar una definicién precisa de lo
que es una simetria. Ademés, como la herramienta principal para
este objetivo es la Teocrfa de Representaciones de los Grupos
Finitos,definiremos lo que es un Grupo y veremos que las sime-
trfas (de un conjunto finito de puntos en el espacio) sen los

elementos de un grupo,

W
pefinicibén 1. Sea X wun subconjunto de ﬁz. Una simetr{a
de X es una funcién biyectiva f: X—>»X que goza de la

siguiente propiedad:
d ( f(x),fly) ) = d ( xy)

donde d(x,y) denota la distancia de x a vy .

Elemplos 2: ?
1

a) Consideremos el tridngulo equilétero P¢£:b¥p
A 3

Cualquier biyeccién f:{P, , P, , P —> {P. , P, , P
1 2 3 1 2 3

es una simetrfa de {P1, Py P3f . R a2 .

b) Consideremos el recténgulo ' 1

% 2 Pu

la funcién 3:*P1, F2,§ , Ph& - {P1, PZ' P3, Ph% tal que
P h——Jf————? Py
PZF——LJ P2
Pyt 4P,

P“__i___,P1

es una simetria de,{P1, PZ’ P3, Ph» .

Pero §:4Py, Pou PyuPL) —94Py, Ppu Fay Pl tal que
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Py P,
Por—2-P3
Pyr—tios Py
PL,V’A“’PZ

o

no es una simetrfa pues d( g(P,),q(P,) ) = d(Py,P,) =
# d(P1,P3) =

|
—

Definicién 3, Si X es un conjunto, una operacién en X
es una funcidén F; XA X —~—3 X
(%9%9) ¥ Fxq,%,) .
Decimos que la operacién f es asociativa si para todas
X0 Xg oy Xg pertenecientes a X tenemos que
f( X1 ‘F(xz,x3) ) = f( f(x1,x2), Xq ).
Decimos que la operacién f tiene un neutro e, e€X, si

x = f(x,e) .

¥ xex, se tiene que f(e,x)

Elemplos L.

45 INAIN — N es una operacidn asociativa en N ,
(nym)—'n+m

v: RAR —— R es una operacién asociativa en R
(ry,1y) =11,
con neutro el 1 .
Xe RO — 3
( (31129,33), (bysbysb3) ) e (2yb3=byag,a3by=31b3,8 b3, )

es una operacién en R3, que no es asociativa.

Definicién 5, Sea (G,*) una pareja que consta de un con

junto no vacfoc G y de una operacién e en G. Decimos que (G,+)
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es un grupo si:se tienen las tres propiedades siguientes:
1) e: GAG —G es asociativa. Es decir si
91‘(92'93) = (91‘92)‘93 vg1.92:9360-
Z)Ee €G tal que eeg = gee = g VQGG. Es decir e
es un neutro para la operacién .
3) Voes Jg7 e
géG Jg '€G tal que gg =e=9g ‘g .
Si ademis se tiene que:
L) 9109, = 9,29 \/91’926 G decimos que el grupo es cop

mutativo o abeliano.

Elemplos 6,

a) { Z,+ ) el grupo aditivo de los enterbs.

b) { Q, +) el grupo aditivo de los racionales.

c) ( ¢, *) el grupo multiplicativo de los racionales
distintos de O .

d) (R*, - ) el grupo multiplicativo de los nimeros rea-
les distintos de 0.

e) Sea X un conjunto y consideremos

Sy = {f: X—2X \ f es funcién biyectivaq y

o L Sy¥ S, — >S5,

(f,g). y¥——2fog (la composicién de funciones)
entonces (Sx,o ) es un grupo: Sy # p pues la funcidn identi
dad en X pertenece a Sx; es un hecho conocido que la composi-
cifn de funciones es asociativa; el neutro es la funcién iden
tidad; y teda funcién biyectiva tiene una funcidn inversa que
satisface 3) en la definicién de grupo. En particular si

X = {1,2,3} es fécil ver que Sx es un grupo no conmutativo,
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Definiremos ahora el concepto de subgrupo,
Definicién 7. Sea (G, ») un grupo,si H es un subconjun-

to de G que goza de las siguientes projiedades:

1) H contiene al neutro de o,

2) hi€H , h,eH = hieh,€H (es decir que H es cerra-
do bajo la operacién e),

3) héH =h " teH ,
decimos que H es un subgrupo de G .

Nota B4 es fécil ver que en el caso de que G sea un conjun
to finito, para mcstrar que H,(HZG)es un subgrupo de G,basta
con que H#$ y que H sea cerrado bajo la operacién del grupo.

Ejemplos 9.

a) ( Z,+) es un subgrupo de ( g, +).

b) ( @, ) es un subgrupo de ( R*, ¢ ).

c) Si denotamos .GLn(R) el conjunto de las matrices
cuadradas con n renglones de determinante # 0 (e.d. inverti-
bles con coeficientes en iR, es conocido que GLn(R) con la mul
tiplicacién de matrices forman un grupo. Ahora, el conjunto de
las matrices cuadradas de nxn, de determinante # 0 y triangu-
lares superiores, es un subgrupo de GLn(R): la matriz identi
dad es triangular superior de determinante 1#£0, el producto
de dos matrices triangulares superiores es una matriz triangu
lar superior cuyc determinante es el producto de lps determinap
tes de las matrices factores, y una matriz triangular superior
con determinante # 0 es invertible, con inversa que es también
triangular superior (con det # 0).

DefiniciGQ 10. Sean ( G,e) y (H, %) dos grupos,un homo
morfismo (de grupos) del grupo G al grupe H es una funcién
ft 6 —H tal que Vgy,,€6, (g og,) = £(g;) % f(g,)

(es decir un hemomorfismo es una funcién que"respeta"lass ope-
raciones).

Elemplog 11,

a) 22— i
) Z 35 es un homomorfismo del grupo aditivo de
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c) Si V y W son espacios vectoriales sobre el campo de los
ndmeros reales, recordemos que V y W con la operacién de suma de
vectores son ambos grupos abelianos y que una funcién lineal
f: V-2 es un homemerfismo de los grupos aditivos que ademés
respeta la multiplicacién por escalares, e.d. f(civ) = c+f(v)

Yeer , Vvev.

ggflgigiéﬂ_lzg Unarepresentacién lineal del grupo G es
un homomorfismo de grupos T: G ~———vAut (V). Donde V es un espa
cio vectorial sobre un campo K (p. ejo R 6 &, el campo de los
ndmeros complejos) y Aut(V) es el grupo cuyos elementos son
las funciones lineales f: V——V biyectivas { = funciones li-
nelaes de V en V invertible = isomorfismos lineales de V en V &
automorfismos de V).

Ejemplos 13.

a) Consideremos [ : €% ——y GLZIR) (que como sabemos es
isomorfo a Aut( Rz) )

a b
a+bibk—y -b a
es una representacién (matricial) del grupo multiplicativo de los
nimeros complejos distintos de O por matrices de 2 2 con coefi-
cientes reales, e invertibles,

b) Veremos més adelante que las vibraciones mormales de
frecuencia dada para una molécula forman una base vectorial
para (el espacio vectorial de) una representacién lineal del
grupo de simetrfas de la molécula.

c) Reciprocamente, para calcular los modos normales de vi
bracién de una molécuka, tendremos que calcular las representa-
ciones irreducibles (que se definirin més adelante) y haremcs
esto para moléculas con grupo de simetrfas dado.

La definicién de simetrf{a que hemos dado anteriormente
es insuficiente para que la podamos aplicar a moléculas forma-
das de &tomos pertenecientes a distintos elementos quimicos,
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podemos extender la definicién de simetria a fin de adecuarla
al casc de moléculas con diversos elementos quimicos. Simple-
mente pedimos que una simetria molecular ademds de ser una bi
yeccidn del conjuntc de sus Atomos que preserva las distancias
interatdmicas, lleve cada &tomo en un &tomo del mismo elemento

quimico.

Nota 14, Como las moléculas constan de un nimerc Tinito de
&tomos X , es claro que SX el grupo de las biyecciones (=
permutaciones) del conjunto X, es también finito. Por la

Notag de la pg.24 es claro que el conjunto de las simetrfas
moleculares slendo cerrado bajo la composicién de funciones, es
un subgrupo de (SX' o) y asf{ las simetrfas moleculares junto
con la operacién de composicién de funciones son un Grupo.

Ejemplos 15.

Consideremos un triéqeulo equilétero con vértices PysFo,

R

?

a) Si R 1Py 0Py pertenecen al mismo elemento quimico (més
precisamente si son indistinguibles) entonces toda permutacidn
de Py 4Py, Py es una simetrfa,as{ pues, hay en este caso 6 simg
trias:

as [w, P, Py [P1 P, Py (P1 Py P [Py Py Py {PI Py P
Py PaPal Py Py Pa) 1Py P3P2’P3P2P1 P2 P3Py
y (%4 Py P3
P3 P1 P2 « En la notacién anterior una Pi en una hilera
superior tiefe como imagen bajo la permutacién dada, el elemen
to P, abajo de 61. .

b) §1 P, pertenece a un elemento quimico y Po s P4 per-

necen ambos a un 20. elemento quimico, entonces sClo hay dos si

metrias: (P1 Fp Py (r1 Py P3) B
F1 P2 P3f{Py Py Fy
c) Si los tres &tomos pertenecen a tres elementos quimi=-
cos, entonces s6lo hay una simetrfa: la funcién identidad.
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Como ejemplo de grupo dessimetrfas daremos el grupo de

simetr{as del cuadrado.
Consideremos el cuadrado ABCD con centro p de la siguiep

te figura:

A - 4B
\ v ,
'n\\ X ’n

~ ' /
. ’
YL 4
h A4
,..._....".-_..-
RN
’ | N
\
s ] \
7 . \
< [ \\
D G

Hay 8 simetrias: la permutacién identidad Id, la rotacidn
de 90 en el sentido de las manecillas del releoj. R , las rota-
ciones en el sentido de las manecillas del reloj de 180 y 270
RZ y R3 , respectivamente y las cuatro reflexiones H; V, My
N sobre losges horizontal, vertical, m y n, respectivamente
y como se indican en la figura. En notacién cfclica, estas si-
metrfas son: R = (ABCD), es decir AVB*B, B¢1£, LN y NN
RZ (ACYe (BD), es decir AW, CrA, BrD y Dv—3;

R® = (ADCB); H = (AD)e(BC); V = (AB)(DC); M & (DB); M = (AB);
Id = (A). Este grupo de simetrfas se denota también con Dh .

1

Para identificar el grupo de simetrfas de una molécula, to
maremos a la molécula en su pcsicién de equilibrio, mientras que
para estudiar las vibraciones nos interesard més la molécula de
formada.

Describiremos una deformacién en una mclécula dande los
vectores que representan los desplazamientos de los &tomos de
sus respectivas posiciones de equilibrio. As{ el desplazamien-
to del &tomo & quedard descrito por (Axu, Ayy, Az,)-

As{ por ejemplo, los modos normales de vibracién de una
molécula, con f reuencia A y con una misma fase (e.d. cada &to
mo alcanza su posicidn de desplazamiento méximo al mismo tiem-
po que los demSs &tomos Yy también pasa por su pesicién de gqui
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librio, simultfneamente con los demfs) se pueden describir
colocando, para cadea modo normal de vibracién, los respecti-
vos vectores de desplazamiento méximo de cada uno de los &to-
mos de la molécula, desde sus respectivas posiciones de equili
brio.

Ejemplo 16% los modos normales de vibracién del agua:

ANV N

Si R es una simetrfa de la molécula (en su posicibn de
equilibrio), podemos de una manera natural, hacer actuar R sgo
bre cualquier posicién deformada de la molécula, obteniendo una
nueva posicién, distinta en general de la anterior, Pero equi~
valente,en el sentido de que se preservarin los &ngulos y las
distancias interatémicas (y por ende se preservarfn otras pro
piedades de la molécula como la energfa potencial).

Ejemplo 173 £n el cuadrado ABCD ("posicién de equilibrio de
una cierta molécula) consideremos la simetrfa (AC), es decir la

reflexién sobre la linea
A 8

o) \
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si reflejamos la configuracién anterior sobre la lfnea
obtenemos la configuracién £~ _

S
-~

/, ~

e w—

/ -~

—
-
——

- -

que ya no es la misma que la anterior, pero en donde se han
conservado los &ngulos y las distancias interatémicas.

Notacién 18,

El resultado de una transformacién de simetrfa en una mg
lécula se puede representar de dos maneras equivalentes:

i) Moviendo los &tomos por el efecto de la simetrfa 6

ii) Fijos los Atomos, lo que se mueve por el efecto de
la simetria,son los vectores de desplazamiento de éstos,

Adoptaremos la convencifn ii). Por ejemplo, en la siguien
te figura "W

— ke

el resultado de reflejar sobre la linea V es:

[} ? 2
y. n6;
— —

Observacién 19. Sobre la base de que la energfa potencial

V de una molécula es una funcién que depende sélo de las dis
tancias interatémicas, es claro que V se conserva desplés

de efectuar en la molécula (deformada o nd) una simetria de la
posicién de equilibrio,
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La siguiente observacifén es de muchfsima importancis,
pues de ella se desprende la interrelacién entre los modos de
vibracién de una molécula (convenientemente descritos en el ca
so de modes normales mediante los vectores de desplazamiento
méximo de los Atomos) y el grupo de las simetrfas de la molé-
cula en su posicién de equilibrio(representaremos cada elemen
tc del grupo de simetrfas por una matriz, via los vectores de
desplazamiento de los &tomos),

Observacién 20. El efecto de una operacién de simetrfa en
una molécula se puede representar por medio de la matriz que

relaciona los nuevos valores de desplazamiento (Ax, , AL"A-\:;
en términos de los valores de desplazamiento D%k, Do, A 2o
(aquf (Axg, ,A’“ yAr, ) es el vector de desplazamiento del
~&simo Atomo.

Por ejemplo, consideremos la reflexién sobre la recta pun
teada:

Asf:
DRy AR = Laxe + LV3AY,
DY A = Bay, -1 A
AXe g, ,.—A)&, +ﬁ Ay,
&Y, FAYY

AB — AE)

Az, —7 A3,

= A?‘z-'—‘-A‘fz
g$3H2*3= d7‘4+ﬁA~a1 42, A2,
P e ‘53 Bar Q_‘.A‘j
4 A 24 A2

R e VNI imcp-ﬁms..
D Y4 F—°Aj4 - \’3 A%y --LA‘Sq



i

cuya matriz correspondiente es:

7

00 00 0 0 a®h 0000
00 0 Qg 0 0%, 0o OO
00 00 000 0 (000
00 0% $#400 0 O 0 OO
00 0Pw-% 000 00 Qo
00 00 0 100 0000
HW{#,00 0000 000 0
%00 000 0 00p0 ©
06 10 0000 0000
50 00 0000 0 a0
00 00 0000 0 %o
(0 0 00 00000 OO\J

Asf, a la simetrfa g7, le hemos asociado la matriz de a
rriba. Andlogamente, a cada simetrfa S de la molécula le asp
ciamos una matriz M_ ., Es fécil ver que esta correspondencia
es un homomorfismo del grupo de las simetrias de la mclécula
en ¢l grupo de las matrices de 12412 con coeficientes en R
y con determinante # 0. As{ pues, este homomorfismo de grupos

es una representacién matricial del grupc de simetrias de la
molécula.

Observacién 21, Como los modos normales de vibracibén de una
frecuencia A dada constituyen una base para el espacio vecto-
rial de las vibracicnes con frecuencia A, usando la descripcién
vectorial de los modos normales ed vibracién vemos que el resul
tado de aplicar una operacién de simetria a un modo normal de
vibracién es otro mode normal de vibracién. Los modos normales
son una base para el espacic dicho porque toda vibracién de fre
cuencia A se puede expresar como combinacién lineal (e.d. super
posicién) de medos normales con la misma frecuencia, y ademis
los modos ncrmales son linealmente independientes. Hecho que

dicho sea de paso, permite reducir las ecuaciones para el movi-

miento molecular, a un sistema de ecuaciones diferenciales inde-
pendientes.
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Es claro que dada una representacién T:6 —V gel gru-
po de simetr{as, las matrices ssociadas a los elementos de
simetrfa dependen de la base vectorial que se haya tomado, Al
cambiar de base, cambiamos también las matrices. Mucha de la
utilidad de la teoria de representaciones depende del hecho
de que podemos reducir el prcblema original del movimiento
cemplicado, al de varios problemas simples, llevando las matrices
correspondientes a una representacién dada, a formas sencillas
mediante un cambio apropiade de coordenadas. Asf que incluimos
la siguiente afirmacién:

Proposicién 22.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre el cam
po K. Sean B = {V\,._.V“} y 8' =4W‘,....Iw“8 dos ba-
ses de V y supongamos que T: V-V es una transformacién 1i
neal., Si denotamos per M la matriz de T respecto de la ba
se B y por MB' la matriz de AT respecto de. B* entonces :

MB’PMBP p.a. matriz P de nXn

invertible. t
Aquf la matriz M, est& dada por la propiedad T(v’) = M v, ,
B BB

donde t signica "transpuesta"™ y el lado derecho representa la
multiplicacién de la matriz HB por la matriz "columna" de las
coordenadas del vector v respectp de la base B).

Demostracidén; Sea F la matriz que tiene la siguiente
propiedad: vg = P vgs
es decir, P es la matriz que cambia las coordenadas y que se
puede obtener resolviendo Wi =P w, - para cada i€{1,...,n§,
B B!
de hecho, la i-ésima columna de P son las coordenadas del
vector' w; TIespecto de la base B.
Entonces: (Mv)é = P(Hv)B.
= MBVB
= M_Pv s -
B 'B' , asf{ que multiplicando por F
1

1

a la izquierda, tenemos que F~ MgPVpe = Mgivge VVB.e v

N
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Notemos que por definicién, una operacién de simetr{a pre-
serva las distancias, Como mis adelante tendremos que calcular
las matrices de operaciones de simetrfas, incluimos los siguien
tes teoremas sobre las transforamaciones lineales que preservan
distancias: las transformaciones unitarias,

Definicién 23.

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre R,
con un producto escalar definido positivamente. Sea A: V—p V
una transformacién lineal, Diremos que A es una tpassformacién
lineal unitaria si

CA(VY,A(WY? = (v,w? VV,HGV.
Teorsma 24,

Sea V un espacio vectorial como arriba, Sea A : V—rV
una transformacién lineal. Son equivalentes:

i) A es unitaria.
ii) A preserva la longitud de los vectores, es decir

fa(l = Bvl Y ve V.
1i1) A preserva la longitud de los vectcres de tamafio 1.'

Observacién 25.
Sea V=R" y tomemos el producto escalsar usual., Si v, w

son vectores (columnas) podemos escribir su producto escalar
{v,wY como el producto de matricés v ew.
hsf, si A es una matriz entonces <ZAv, W)= (Av)tw: =

Wi = {v, Atw> , donde t significa "transpuesta",

v'A

Cbservacién 26 .
Sea V como en la Observacién 25, una aplicacién lineal

A: V——>V es unitaris si y sélo si At A = Id pues:

A es unitaria &= ¢(A(V), A= {v,w? Yv,w € V &
v, A%w={v, w> W, wev & ata=1d ,

S, A es unitaria&=p A”T1 - at .
De lo anterior se sigue facilmente que las Gnicas transfor-
macicnes lineales unitarias del planc son de la focrma
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(cose - sen@) ¢ (cosQ sen 9)

seny  cosg senf) ~-ccsB) .

En el caso d» que V sea un espacio vectorial sobre el cam
ro de los ndmercs complejcs, con un producte hermitiamo defini-
do positivamente, tenemos que una transformacién lineal definida
por:.la matrizA es unitaria &= A"1 = A1 , donde AT dencta la
matriz transpuesta y conjugada de A.
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Representaciones lineales de grupos finitos; Subrepresen

taciones; Representacicnes irreducibles; Representaciones aso

.ciadas a dos representaciones dadas: la suma directa y el pro

ducto tensorial.

Recordemos que por GL(V) denotamos al conjuntc de los
isomorfismos lineales de V en V (funciones lineales biyecti~
vas de V en V), que como sabemos, es un grupo con la opera-
cién de composiciédn de funcioenes. Recordemos también la si-
guiente definicién:

Definicién 27

Una representacidn lineal del grupo G en V, espacio
vectorial sobre el campo K, es un homomorfismo de grupos
B c—cL(v).

Si la dimensién de V, como espacio vectorial, es n , di
remos que la representacién $ es una representacién de grado
n .

Definicidn 28.

Sea f: G—#GL(V) wuna represenrtacifn lineal de G, y
sea W un subespacio de V con la siguiente propiedad:

f(g) (W)W VYgeq
diremos entonces que W es subesracic estable (o invariante)

de V bajc la representacién f ,

Cbservacién 29.

Si_P : 5 ———3GL(V) es una representacién lineal de G en
V, vy si W es un subespacic de ¥, estable bajo p , entonces,
en vista de que 6)(9) (M)C W tenemos que P(g)lu es un isomor
fismo de W, y as{ podremcs hablar de la subrepresentacién
Plw: 6 ——GL(M) . En efecto: Ygeo e(g)lwz W—\ ,
ademés ?(g)\,lJ es lineal. P(g)l"J también es inyectiva, obvia-
mente, y es adem8s suprayectiva: pues
dim Im E(g)\” = dim W - dim Ker f(g¥w= dim W {(donde Im , Ker
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y dim significan imagen, ndclec (kernel) y dimensifn, respec-
tivamente), asi que siendo Im f’(g)lw un subespacio de Wide la
misma dimensién, se sigue que Im f(g]w = W , es decir ?(g)\u

también es suprayectiva y por tanto es un elemento de GL(W).

Definicién 30,

Sea V un espacio vectorial y W , W' subespacios de V,
diremos que V es la suma directa de W Y W', (V = W@W') y que
WY W son complementarios reciprocamente si:

) V= {udw, \ v @, wzeu-§ y

i) Wi = {o} .

Dbservacién 31: Es inmediato que V es la suma directa de
W y W' siysélo si todo elemento v da V se puede es—
cribir de manera dnica como v = w¥w' con wé@W y wE&W',

Definicidn 3%, .
S5i V= w@wz‘ a la funcién lineal pyi V ——dH,
wwf&wsz]
le llamaremos la (primera) proyeccién de ¥ en Wy », oel prg
tector de V en Wy

Observaci6n 33¢ fi V=34 , lineal (W subespacio de V) es
una proyeccibn =P i) Im f =W y ii) f(w) = w Yvau.

Demostracibn;
&r) Sea W' = Ker f = {VGV ] f(v) = Og, afirmamos que V=WEBW':
a) v=f(v)(v - f(v)) con f(vieW y v - f(v)eu'
pues F (v = f(v)) = f(v) = f(f(v)) = f(v) - f(v) = 0 pues
f(v)&W y por ii).
b) W' = 40} pues si veWNW' entonces f(v) = v
pues v@W y 1ii), y por otra parte f(v) = 0 pues veEWt
Sooaf(v) = v,
=$) si f: V—~aW es una proyeccién, es claro que f tiene
las propiedades i) y ii) de la observacién.(1

El siguiente Teorema nos dird que un subespacio estable
de V bajo una representacién P: G—GL(V), tiene un subes
pacio complementario, lo cual nos permitiréd expresar las re-

L]
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presentacioens lineales, como suma dixcts de representaciones
irreducibles en el sentido que se verd més adelante.

Teorema 3%

Sea (7: G ———GL(V) una representacién lineal de G en
V , y supongamos que W<V es estable por G . Entonces exis
te un espacio W complementario de 4 , con W® estable por G.

{Nota. 35: Recordemos, del &lgebra lineal que un subespacio W
de V, siempre tiene un espacio complementario W' (V=W@Mu'),
como se vé tomando una base {w1...,wmi de W y extendiéndg
la a una base {w yeos wm,...,wnl de V, y asf{ el subespacio de
V generado por {wm+1 yee wnk es complementario de W. Lo
relevante del Teorema es que podamos escoger un complementario

estable por ).

Demostracién: Sea W' un espacio complementario de W, e.d.
WOW' = V , Ahora, sea pyi V-—W la proyeccién de V en

0 oy 2 pley Pl
donde o(G), el orden de“ , es el nimero de elementos del gru
po G ( P G—GL(V) ).

Afirmamos que pg (V) GCH:

P (w) =(31(E)2.;e(t) Py Q(t-1)) (v)
=L S fp@ e peh )]

0o(G) tea
pero p1~(e(t—1) (v)EW por la definicidn de Py
e(t)[p1 e (t_1)(v)]6w pues W es estable por G.

. pg(v)ew Yvev
2 Pg t V=2,

Ademds, si we€W entonces P(t—1) (w) €W, por lo tanto
Po (W) = P(8) pp(t7) (W) = £(1) (py €71 )
= P(n) (PG )

PrEtT) (W) =P(1g) (w)
Idv (v) = w.
As{ que de la segunda observacién de la pigina anterior concluf

W. Tomemos

L}
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mos que p_: V—P\Y es una proyeccién y asi V = W@ W°
donde W® = Ker (po) = (vevl po(v) = 0} . Resta ver que 4
es también un espacio estable por G:

Tenemos que Ps Po = po‘O Ysec , donde por comodidad
deno tamos F en lugar de P(s), en efrto:

1o

0

&qu = -—1(-&-) s (ZPt po(:t_” Fs;
- 1(G)zfs(>tp PP s
s
= 1 o] -1 = -1=
e éfst ) ?(st) o(G) ng Po Fg 1

{stl tEGi ya que

S Psro =P P

As{ que si uoew% = Ker p,,y si g€&G, entonces po(wo) =0

pues para sé&G fija, tenemos que G
g=s(s"'g)

Ps(powo) =0 pues g ©s una transformacwén lineal, pero

o
Ps Po (wo) = Py Ps (“o) Vwoe W
f)s(wo)EKer Py = w°,_\{wocw°, de donde W® es estable por G. 0

Observacién 36, Si P:G —>GL(V) es una representacién
lineal de grado finito, y si W, W® son subespacios complemen

tarios estables por G, entonces las representaciones
ﬂu: G ~———GL{W) vy Plye: G ——GL(W®) determinan la repre-
sentacién P de la manera siguiente:

Como Vv = w®W° , entonces Vvev, v se escribe de manera
Gnica como v = wtw® con weW y weW®, Asf que Vgeq,
Blg) (v) = Plg) (w+w®) = Plg) (w)+ Q(g) (w°

=e],,(9) (Wt fl0 (W) € WO,
Y as{ escribimos Q= P\w ® ?‘Wo )
Adem8s si B‘ = {v s ees ,vm} es una base de W y

1
82 = {w1 ) e ,wtg es una base de W9, entonces

{v1 Poeer aVp W, e ’wtzi es una base de V; y del hecho de
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que. VgeG Qg MeW vy Pg (W°) cw®, tenemos que si denota
mos la matriz correspondiente a Fb[” (respecto de la base B,)
por R_, y la matriz correspondiente a Pglwo por RY (res-
pecto de la base 82) tendremcs que la matriz de P respec-
to de la base {v1, sy Vo Wy, el ,wt\ de V) es:

R 0
0 R®
g

donde, naturalmente, los 0 en la matriz de arriba, denotan ma
trices de ceros de tamaflos mxt y txm , respectivamente.

Representaciones irreducibles.

Definicién 31,

Una representacidén lineal P :G—3GL(V) es irreducible
si V tiene exactamente dos subespacios estables por G: (0)
y V. (Nétese que si P es irreducible entonces V # (0) ).

Qbservaciones 38;

1) pebido al Teorema 3%, el que F : G~GL(V) sea irredu
cible equivale a que V no es suma directa de representaciones
propias, es decir, (V = w1eaw2 con Wy, W, estables por G)===?

(W, = (0) 6 w, = (o).

2) Toda representacién de grado 1 es irreducible.

3) Después se ver§ que todo grupo no conmutativo posee al
mencs una representacidn irreducible de grado 2.

Teorema 39.
Toda representacién lineal de grado finito de un grupo G
es una suma directa de representacicnes irreducibles.

Demostracién; Sea P; G—GL(V) una representacién de gra
do finito del grupc G en V. Haremos la demostracién por in-
duccién sobre dim (V), la dimensién de V como espacio vectorial.
3ase de la induccién: 3i dim (V) = O entonces V = (0) y
en este caso V es suma !ggig (e.d. sin sumandos) de subespa
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cios estables por G, de V.

$i dim(V) 21 y e es irreducible, no hay nada que probar,
Supongamos pues que V = W@W', con W,W' subespacios de V, dis
tintos de (0), estables por G. Como dim (V) = dim (W) % dim(W")
tenemos que dim (W)< dim (V) y dim (W') < dim (V). Aplican-
do la hipbtesis de induccién (20. principio de induccién) a W
y a W' tenemos que W = V1’1®V1,2 ®...®Yy , ¥ aue

N' =V, 1OV, 0@ e @Y,

donde cada Vi . es subespacio de V, estable por G, distipn

to de (0) y sin subespacios estables propics. Asi que
VeV 8@y @Yy 18 @Y,y
de donde P es suma directa de representaciones irreducibles,

El producto tensorial de dos representaciones,

Este producto es importante, pues como veremos, las repre
sentaciones de un producto directo de grupos se pueden expre-
sar como productos tensoriales de representaciones para cada
uno de los grupos factores.,

Definicién 40, Ssean Vi, V,, W espacios vectoriales sobre K.
Una funcibén gq: ViXV, ——— W es un producto tensorial
de V1 y Vo si g goza de las dos propiedades siguientes:
a) g es bilineal, es decir:
g {vitvy, va) = g (vq, v3)+glvy, vs)
g (vq, Votva) = g (vq, Vo) +glvq, v3)
g (evys vp) = calvy,vy) = glvy, evy)
\f Vir Va1 V3 eV vy \Jc K, el campo,
b) g V1XV2 ———>W tiene la siguiente propiedad "univer

",
sal’: Si h: v1xv2 ~—»V es cualquier otra funcién bilineal,

entonces gxiste una OUnica funcién lineal H: W ——V tal que

el siguiente diagrama es conmutativo:
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W
\!’h
v

Nota 41; Somo un producto tensorial ViR V), —— U esti deg

es decir, que Fig=h .

terminado de manera (nica (exceptc por isomorfismo de espa-
cios vectoriales) hablaremos del producto tensorial de Viy
V, y lo denotaremos ®
ViRV, ——V,8V,
(v1:vp) vy,

Podemos pegnsar el producto tensorial de Vi oy Vo
V1Q9V2 , como el espacio vectorial generade por la base
4Viepwj§hﬂx{ﬂ“ en donde {v,, ces ,vni ec base de V; y

{wy, ...’ﬁwé}'es base de V, , es decir, los elementos de
v1Q9v2 son sumas (formales) finitas de elementos de la forma
v;® W donde ademés se satisfacen:

i) (V‘|+ V2)® V3 = (V] ®V3) t (V2®V3)

11) (cv1)® vy = c(v1®v2) = V1®(CV2)

iii) v1®(v2+v3) = (v1®v2) +(v1®v3).

Observacifn 42: dim (V]®V2) = dim (vq)x dim (V,).

Caracteres de representacicnes de grupos finitos.

Definicidn
Sea V un espacio vectorial de dimensién n y a:V—V
una funcibén lineal, cuya matriz respecto a una base {e1,... , ens

g Ves aglisettind
ar
Tr (a) =ZEjai’l

164 ut
es decir la suma de los elementos de la diagonal.

. La traza de a es el esca-

Nota hli: Veremos que la traza de una matriz no depende de la
base de V elegida (y en particular, Tr (a) es la suma de los

valores propics de a , contados de acuerdo con su multiplici
dad).
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Definicién 45.

Sea @: G ~3GL(V) una representacién lineal de un gru
po finitc G en el espacio vectorial V. (Recordemos que es
cribimos Pg en lugar de P(g), para facilitar la lectura).

Fongamo
e K@) = Tr (p)  gec

(Recordemos que P i V=4V es un isomorfismo de espacios
vectoriales y que por lo tanto le podemos calcular la trazs,
que es igual a la traza de la matriz asociada, respecto de
cualquier base de V).
As{ tenemos definida una funcién XY: G—p K
g —r( Fg)

que se llama el caricter de la representacién .

Nota U6: Como veremos adelante, el carfcter de una represen

Nota 495 il
tacién caracteriza la representacién (representaciones con el
mismo carfcter son isomorfas), Asi que en muchos casos, y en
especial en el caso de que estemos estudiando las vibraciones
de una molécula, nos bastard conocer los caracteres y né toda
la representacién del grupo de simetrias de la molécula,

Proposicién 4%,

Si ANes el carbcter de una representacién P de grado n
del grupc finito G en V, V espacio vectorial sobre el campo
de los ndmeros complejos, entonces:

?) Mig) = n
b) K(s™) = K(s)* Vseo.
c) X(tat”) = K(s) VYs, t&c .,

Aquf (*) denota la conjugacién compleja.

Demostracidn:
a) Como P(1G) = Idv (donde IdV: V =¥/ es la funcibn
identidad en V) y como dimc (V) = n es claro que
1 0 4.0 O
0 1 e O
'xe(lc) - Tr = n .
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b) Sabemos que una matriz A de nxn con coeficientes
en € tiene n valores propios complejos(las rafces del poli
nomio de grado n : det (A - xId), donde Id representa la ma
triz identidad de nxn) X{» X5, ees ,X, digamos. También
sabemos que escogiendo una hase {de vectores propios da A) a
propiada, la matriz de A respecto a esta base tiene la for-
ma diagonal

/x1 0 ... O
? Xo ses 0
\ 0 0o x| o As{ que respecto de
esa misma base
L 0 ... o\
X
o ... o
X
A_1=o 02 .
G N
*nl .

Asi que si ps:\v —=)V tiene matriz A respectoc a la base
mencionada entonces:

’X.e(s-1) = Tr(P-1) = Tr (A“) =ixj - o =Z'x*i‘

* it {=1 Ixi‘ et

n
(3] -(ne)
Pues la norma de los valores propios de A es 1 :
Como G es un grupo finito, entonces Vs(—.G, s # IG, el con-
junto de las potencias de s también es finito, as{ que si to
mamos las pqtencias 5, 52, 53, e+ tenemos que ﬂ i¢j tal
que si = sJ y multiplicando por ‘(s%)-] tenemcs que
g = st(sh)™ = $I(shy™le $dsmi 2§71 con
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j=i7 0. En particular Idy =P(1;) = e(sj-i) =[e(s)l i1,
As{ que si ()(s) tiene matriz

N
X

X, O

C *n )

y entonces ()(s)J"l tiene matriz ,

X1 = 7 1 o
j=i
Xy - O _ x3 ) B 1,

0 ) R * x-;')—i O 1
de donde se vé que x?—i = xg_i S L. = xg—i =1 y en conse-
cuencia \x1\ = [xz\ = e =x =1,

As{ que si X, = a +bi, entonces x":1 = a-: = 8- bi

(a+bi)(a-bi)
a-bi_ a-bi

a?4b2 I
=a=->bi-= (a'\'bi)*o
¢) Se sigue del hecho de que Tr (ab) = Tr (ba)
a, b =V V transformaciones lineales. Asf{ que tam-

bién K(vu) = A(uv) Yu,v€G . En el caso particular en que
u=ts y v=t! tenemos que: Xt~ Tts) = A(s) =X(tst"1),

Asi pues, verifiquemos que Tr (ab) = Tr (ba):
a
1,1 see 3y by 1 ee. b
Sea a-= a, g y b= 1.1 1hn
2,1 see az’n b2,1 e b2,n
a a b b

n,1 n,n n,1 n,n entonces
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. L2l
ab = (cy 3)ied1,...,n} donde cy g =Z a5,kbk,
jell,...,n} Y

..Tl’.‘ (ab) = zci,i = 31,1b1'1 *51'2b2'1*.o' ‘.al'nbn’1
+82'1b1,2*32'2b2’2* LN ) +82,nb

*33,1b1,3 +a3,2b2,3+"' *83,nbﬂ»3

n,2

L . L]
. . .
. . .

Yan by nady 2by q4 cee ¥8 by
sumando por columnas vemos que ésto es = Tr (ba).

Nota 4B:

Una funcibn f: G —K tal que f (uv) = f (vu) se lla
ma una funcién central. Después veremos que las funciones cen
trales son los elementos de un espacio vectorisl, una de cuyas
bases son los caracteres de las representaciones irreducibles
del grupo G.

Proposicién 43.

Sean ?1: G ——JGL(V1) y ez: G ——--=>G1(V2) dos repre-
sentaciones lineales de G y sean X1 Y 7(2 sus caracteres
respectivos, Entonces:

i) El carécter X de la representacién suma directa

V1$V2 (%0(’,_: 6 — v1@\/2 ) es X1+ 7(2 .
g vy 0;(g)+ P(9)
ii) El carécter 7( de la representacién producto tensorial
VBV, es Xpr Xy
Demostracién;
Expresemos (’1 y FZ en forma matricial: R](s) y Rz(s)
para cada s€G. La forma matricial de la representacién (’16(’2

es

Ry (s) 0
R(s) =
0 Rz(s)
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de donde Tr(R(s)) = Tr(Ry(s)).+Tr(R,(s) Y seG , de donde

Ks) = Xy (8)r X,(s).
ii) Xl(s) = Z‘:ri1,i1(5) donde R1(s) = (ri'j(s))

XZ(S) = Zriz,iz(s) y as{

X (s) Ezri1,i1(s) r1,,1,(8) =X () K(s)
El lema de Schur{50),
Lema de Schur: Sean Viy V2 espacios vectoriales sobre
c. sean @i 6 —%L(V,) y P, 6 —GL(V,) dos represen
taciones irreducibles de G, y sea f: \l1 —>V, una funcién
lineal tal que VseG, el diagrama siguiente es conmutativo:

f

W Y,

1?1,5 : [ s,

Vi ————— y » es decir que
2

ik P1(S) =f2(s)°f. Entonces:
i) si (’1 y P2 no son isomorfas, con f isomorfismo,

(e.d. si f no es un isomorfismo de espacios vectoriales), en
tonces f = 0: V, —V,

i) si vy=v, y@y= PZ , entonces f es una homo

tecia (e.d! f=cIdv: VY oy
V ——3 v

Demostracién:

i) Si f = 0 nc hay nada que probar. Supongamos pues que
f # 0. Entonces Ker 1",';‘,-V.| y Ker f es un subespacio estable
de v, (es subespacio: si viivp € Ker f, entonces v+ vy) =
f(v])+f(v2) =0%0=0; 5i veKer f y cel, entonces f(ev)=
cf(v) = 0 . Ker f es subespacic estable bajo P‘l : pues si
veKer f, s¢€G, tenemos que f Pl,s(v) = PZ,sf(V) =

PZ,S(O) = 0); como Vy es irreducible entonces Ker f = (0),

y por tanto, f es inyectiva. También por ser f # O, tenemos
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que (0)+¥Im f"c_v2 , con Im f subespacio estable de v,

(Im f es subespacio: si Wyw, eIm f, entonces Wy = f(v'l)'
Wy = f(vz) con vy, Vo €Vy, y asi w kW, = f(V1)+f(V2) =

f(v]+v2)€Im f: si w=f(v)€Im f, y c¢C€, entonces

1

f(ev)e Im f, Im f es estable bajo PZ :
pues si w = f(v)€Im f, entonces Yse¢ G tenemos que
fz,s(”) = ez’sf(v) = fe1,s(v) = f(ehs(v))e Im f). Enton

cw = cf(v)

ces, de la irreducibilidad de V,, tenemos que Im f = V2.
Por lo tanto f es suprayectiva, y como ya habfamos probado
que f es inyectiva, tenemos que f es un isomorfismo. &7
ii) Si Vg =V, y = @, » escojamos un valor propio de
f (que existe porque como aqu{ el campo es €, y como € es
algebrdicamente cerrado, la ecuacién det (f - XId) =0 tie
ne todas sus rafces en (, que son precisamente los valores
propics de f) y consideremos f* = f - AlId): V, —V,.
¥ s&G tenemos que el siguiente cuadrado conmuta:

pues Vw €Vqs
Pusfr() = Py (o(F = ATd)(w) = Py o fw) = Py (AId(w))

PPy ) =Py (A = £, () - AP (W)

£y, = (NId) Py (W) = (F -R1d) o) (w)
f*ﬂ S(w).

]

Pero f* no es un isomorfismo, pues si v es un vector pro~
pio de f, correspendiente al valor propio A , tenemos que

f*(v) = (f = AId)(v) = f(v) = Av= Av - Av =T, de donde
vemos que f* no es inyectiva, y por tanto no es un isomorfis
mo. Asf que por i) f* =0 = f - AId, e.d. f =\Id: V=V,

a
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El Gran Teorema de la (rtogonalidad.

Teorema (Gran Teorema de la Ortogonalidad)

ZRB at an PULE N 6’,3‘ Ja’au (gauanv o(c)

Re6 dim(V)

Donde (Ri,j)i,j5{1:-°,dimv} es la matriz correspondien

te al elemento R del grupe G en la representacién irreducj
ble ¥ (que supondremos unitaria, ya que son las representa-
ciones que mis nos interesan, pues como vimos en la pég.
las representaciones de los grupos de simetrfa moleculares
que usamos en la teorfa de v1brac1ones, son unitarias), aquf
ademds G ~———aGL(V), v___—av, y las & son 6.de Krone-
R v RY

cker.

Demostracién:

Hagamos primero la siguiente observacién que no es otra
cosa que el lema de Schur en forma matricial: Si ¥ y 5' son

dos representaciones irreducibles
1

G ——i——acL(v) G - GL(v*)
R e— RY R+ R

Kl
y M es una matriz de tamafio dim(V)X dim(V') tal que satis
face la ecuacién

R,M= MR, NREGC (30)
entonces M=0 6 M=cld, donde Id es la matriz identidad de
tamafio dim(V)X dim(V'), en el casoc de que V= V' y iI= 5'.
Efectivamente, ésto se sigue del lema de Schur, considerando
el diagrama: Me__

Ve —a V!

Ce I AT

vV V!
que conmuta R G y donde Mv__ denota multiplicacién por la
matriz M,
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Apliquemos ahora la observacién anterior a las represen
taciones b AR * de arriba, tomando como matriz M la matriz

M(X) = Z Ta X T donde X es una ma
triz de tamado dim(Vv) dim(v'), arbltrarla. Observemos que es
ta matriz satisface la condicién(30)

RLM = Ry Ty xr ?_—gn T XT.R Ry )

2 ] lﬁz(R.‘ Ty ) X Ry Ty ) {Zﬁ RT)y X (RT)] Ryo

MR; (ya que { Tecl_{RT\rc(ﬂ, ).

1]

[

Ahora, como X es arbitraria, haremos eleccicnes apropia
das de X para deducir el Gran Teorema de la Crtogonalidad.

si ¥y Y ' son representaciones irreducibles no isomor
fas, entonces, por el Lema de Schur, M(X) = 0 (para cualquier
elecci6n que hagamos de X), en particular, si X = (x x5 J) es

tal que x = 1 y los demés coeficientes de X son 0,

al a!ll
tenemos entonces qu$

0= E (Rl j) X Rk 1 realizando el producto tenemos que
’
s

¥
0 ... 0 Ry p 0.0 0
. 0...0 R¥_ 0...0 r
2,t -
0 = ’ (RS
P Y R
0 ... 0 0 0
'6 8"‘ ¥ w"' Y a' + \
R1)t RS,1 R1,t Sy 2 eee R17t Rs,dimV'
¥ t s pt’ LS
2 Rot RsKn Ro,t Rs,2 ... R2,t Rs dimye
l :
. -
P 2! 3 L ¥ 3
Ryimv,t Rs,1 Rdinv,t Rs,2 *** Rdimv,t R.s,dimV'J

de donde vemos que para a,a'€ fl,...,dim(v)\ y para
(* )
ri

se est& usando el hecho de que la representacifn es unita
a y que per lo tanto QT _ R_1 -
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a'',a'*' € fl v dlm(V‘)k,
) \

0 Rl R‘)... Latt 3i xgls , recordando que (R J) =

(R J i) (donde * representa conjugac16n compleja) tenemos ques

*
= ZR avR g si X%X (31)
Si Rb = Ry , entonces, del lema de Schur, M(X) =cId, en este
caso, as{ que si tomamos la matriz X como antes, es decir,
al,attt = 1, v los demls coeficientes de X
son 0, tenemos que, al efectuar las operaciones en cld =

=5 Ty X Ty= (X}, que

Tet ¥ yt
?Ra,a' Ralll’all = Sa’an'c (32)

gque es el coeficiente a,a'' -ésimo de la matriz identidad.
Ahora, poniendo a=a'' y sumando aobre a tenemos que

c dim(V) = Z 5 c = = RK’ RK =

a,a a RéEG "a''',a "a,a'
ZT AT e - S ¥ S
REG a a ,8 a,a RE G a a a''',a'
(ya que como R  es unitaria, entonces R -1 o R? }, de aquf,
calculamos el valor de. c¢: c¢ = o(G) S'a"' at
- ’
dim(V)

que, al sustituirlo en (32) nos dA&:

¥ 37t o(6
%:Ra,a' Ra"',a" = ga'a“éa”"a‘.-dli-n—])(v_)

6, usando el hecho de que la matriz adjunta es la transpuesta

5

si su coeficiente x

conjugada:
¥ 6?
Ra,al Ra||,a|ll =

a,a" 68',6""91'@-)— (33)
dim{V)

o bien, combinando ésto con (31), tenemos que;

* 1
Z-Rg,al Rgll’aln = (S‘ ) Cga’au 68',8""0((;)

Reb dim(V)

a

Como consecuencia impertante del Gran Teorema de la Crto-
gonalidad, podemos definir el siguiente producto escalar, en

¥



51

el espacio vectorial sobre el campo de los némeros complejos,
cuyos elementos son las funciones f: G-, para un cierto
grupo G (recordemos que la suma de funciones se define median-
te la regla (f+g) (v) = f{v) 4+ g(v) Yv € 6; ¥y que el producto
de una funcién pcr un escalar se define por (c:F){(v) = c:f(v)

Yveas).

Definimos el producto escalar < , 7 de #F : =3¢
como sigue:

(8= 1 Z‘ﬁ"(t)' e (34)

;TG‘) teG

{que claramente es un producto escalar, definido positivamente,
ya que es lineal respecto a la segunda variable, semilineal res
pecto a la primera variable y (¥,¢) >0 si @# 0).

Teorema 51

i)y st 'X_ es el cardcter de una representacifn irreducible,
entonces <X, X7 =

ii) si 'X_,X' son los caracteres de dcs representacicres
irreducibles no isomorfas, entonces <{X,X}= 0,

Demcstracién:
i) Sea PG ——»GL (V) la representacién irreducible de
carfcter K.y sea n = dim ¢ V. Entonces:

XKD A KCE X(e) = 1 e X ny (39
{G) g& E(E)Za

1 Z— ri i(t_l) r'j J(t). Donde hemos pues-
afny telyd ! !
o{6)

to en forma matricial Pt = ( f‘l J(t)), y usade el hecho de
que ’\_(t)* = fX.(tq), { pues ccmo Pt—1 = (Pt —1 .Pt , y co-

mo la matriz adjunta es la matriz transpuesta y conjugada, se vé
que el caricter de ~X_, calculadc en t, siendo la suma de los
elementcs de la diagonal de la matriz pt , es el con_]ugado de

i

la suma de los elementos de la diagonal de la matriz .Pt
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’ Como 1 ‘S' 1

— 2 r, . r. = . (por (33), en
o(6) g 't 343 LY G '

la demostracién del gran Teorema de la Crtogonalidad), y como

el fndice i toma dim V valores, concluimes que

-1
(XX7 = Z%E) g—;—] £y,1(t7) ry 4(1) =2I_‘ (1/ddm V) = 1.

i1) Andlogamente, pues en este caso b S 0 en (33).
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Teorema 5%, )

Sea V una representacién lineal de G (e.d. P:G—vGL(V))
de caricter ¥, si descomponemos V en sums directa de represen-
taciones irreducibles

V= W1@ ...@Uk -

Entonces si W es una representacién irreducible de carécter
X, el nimero de W,'s isomorfas a W es &0,

Demostracién:
Denotemos Xi el carfcter correspendiente a W;, entonces

Q= X +X + o0 + X
ahora, @,%0 = <X, XY+ X, X+ + XKD

y tenemos que ('\Li,X) =1 si W; es isomorfoa W vy
(xi,')&) =0 si W, noes isomorfo a W .

Corolario 93.

El némero de las Wi's isomorfas a W no depende de la
descomposicién V=W, @ ... @ W, elegida.

Demostracidn:

En efecto, este nimero es ¢, X) que no depende de la
descomposicién de V. Y 4

Corolario JY.
Dos representaciones con el mismo carfcter son isomorfas.

Demostracidn:

En efecto, cada representacién contiene el mismo nimero
de veces una representacién irreducible dada, por el Ccrolario
anterior. Y toda representacifén se descompone en subrrepresen
taciones irreducibles., Vi
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En vista del Corolarioc anterior, se dice que los carac teres
caracterizan las representaciones lineales de los grupos fini

tos. Y se reduce el estudio de las representaciones al estudio
de los caracteres.

Teorema 55.
Si ¥ es el caricter de una representacién V , enton-—

ces (P, P) es un entero y (@,9Py=1si y sélo si ¥ es irre-
ducible.

Demostracién;

En efecto, si descomponemos V en representaciones irre
ducibles: Vv = mW, ® .o Bm W (mi€ IN) con Ni;"_&_wj sii# j,
tenemos, denotando X, el carécter de W;, que
‘P = mlx1 + m2 Xz 4+ cen +mhxh
Yea 0, P> =m m%+ f11;'4-...+rrf’;1 € T (=conjunto de los enteros)

y es claro que ¢(¥,¢) = 1 si y sélo si una sola de las m. es
igual a | mientras que las demds son 0. Es decir, si y s6lo

si V=W, es una representacién irreducible.

La representacién regular.

Supongamos que el grupe G y el espacio vectorial V, sobre
el campo K satisfacen ofG) = dim V. En este caso podemos
tomar una base {vt\ te G de V, indicada por los elementos
de G. Definimos la representacién regular }):G‘——vGL(V) por:

P:G———-—’GL(V) donde- ‘})(g): V——v , y exten

gb—————x P(g) Ve Vgt

diendo la definicién de p(g) por linealidad.

Notemos que como pg(v1) = v_ , entonces los transforma-
dos de 2 forman una base de V. Rec{procamente, si W es
una representacién de G para la cual existe un vector w

1
tal que {p (W} o es una base de W, entonces W es
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isomorfa a la representacién regular (se define T:Ve—aW ).
vs;-—’Ps(w)
Consideremos ahora las matrices de ﬁs ,5€6. 51 s ¢ 1
entonces st # t Yte€G y por tanto los elementos de la dia
gonal de la matriz de _ps son ceros, en particular, Tr (})s)
= 0. S s=1, Tr( Ps) =Tr (1)} = dim V = o(G), y asi:

Proposicién 56.

£l carbcter ¥ de la representacién regular est§ dado por:
@(1) = o(G)
p(s) =0 si 5#1 .

/|

Corolario 51
Cada representacibén irreducible est§ contenida en la repre

sentacién regular un nimerc de veces igual a su grado n; .

Demostracién:
Por el Teorema este nimero est dado por
?,X): —-l— * . = -1—" G 1 = (1
(P % Tt é ) Ny () = == o ) K (1) = X (1)
=",
 §

Corolario 58.
Los grados U de las representaciones irreducibles del

grupo G verifican la relacién ini = o(G) .

ot
Demostracién: "
Por el Corolario anterjor, ¥P= nixi n
k4

S.oo(6) =dimV= PO) = Zﬂ n, K, (1) = &5

" i
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£1 nlmero de representaciones irreducibles de un grupo.

Recordemos que si A: G——aK es un caricter, X tiene
la siguiente propiedad: X(g_1hg) = X(h) (& K(1k)= K(kl).
En vista de que A(gh) = X(hg) se dice que K es una fun-
cién central en G.

Afirmacién 5ﬁ,
Si V es un espacio vectorial sobre el campo K y §
es un conjunto no vacic arbitrario, entonces

{f: S—w | f es funcién} es un espacio vecto
rial sobre el campc K, donde las operaciones son las siguien

tes:
feg : Se———V

s——yf(s)+g(s) Yses

k f 3 Se—————sy

S k - £ 5) VkeK VSE.S.

En particular, como K es un espacio vectcrial sobre sf
mismo, con su suma y su producto como operaciones, tenemos que

}':{f: G—-—-—»K} es un espacio vectorial sobre
K, donde las operaciones son las definidas arriba,

Consideremos ahora el siguiente subconjunto de :
H = {fe'{Fl f(gl) = f(1g) V1, gec}

H es llamado el espacio de las funciones centrales de G, y
es un subespacio vectorial degh :
i) 8: 6——3K estf en H pues 0(gl) = 0 = 0(1g)
g———0
ii) f, ke H=3(f+k) (1g)

f(lg) + k(1g) = f(gl) * k(qgl)
(f+k) (q1) g, LEG .. fakeH,
iii) feH, cex == (cf) (1g) = c(f(lg)) = ¢ (f(ql)) =
= (ef) (gl). ~ .’ cf € H.
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Sabemos adem#s que los caracteres de las representaciones
pertenecen a H (es decir son funciones centrales de G).

Teorema 60.

Fl conjunto de los caracteres {_X‘,... ,X“}de las repre-
sentaciones irreducibles es una base ortonormal para el espa-
cioc vectorial H.

Demostracibn:
El Teorema 32 muestra que Xl' e 'X_h es un conjun

to ortonormal, en particular son linealmente independientes.
Resta probar que {X\ Yoo X&Sgenera H, Sea f €H, si f
no estuviera en el espacio vectorial generado por X\....,Xh y
por el método de Gram-Schmidt, conseguirfamos una f, orte
gonal a cada Xi y que no estarfa en el espacio generado per
{X“,"’ th. aAhora, si P:G—-——-—)GL(V) es una representa-
cién de G, pondriamos

Per = tzejg (e P,

guiente a este Teorema, se tiene que si V es irreducible de
grado n entonces Pf* es una homotecia de razén
1

A= 2 feXm - 28 (- o

n

. Por el Lema si-

(ya que f1 _J__Xpor hipdtesissi Y es irreducible). Y si V no
es irreducible, descomponiéndola en representaciones irreduci
bles tenemos que Pf* =0 :G—>GL(V).

1

Si aplicamos ésto a la representacién regular y calcula-

mcs en el vector vy tenemos:

= Tluy) = Py () = % F(0)% Pylvy) = geﬁ(t)’v

y como {vw vee vn} es una base de V, concluiriamos que
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(e =0 VtE.G es decir que = 0 Y (habiamos supuesto
que f; no estaba en el espacio generado POI{WR} g

Lema 61,
Sean fE€H vy _P:G—-—#GL(V) una representacién lineal de

G. Sea Pf: V=3V 1lineal dada por:

Pr=2 f(0) P,

teG .

§i V es irreducible, de gpgdo n vy de caricter X, enton=-
ces _Pf es una homotecia de razén A donde

TZ fF(t) X(t) = 919-1 SROAE

Demostracién:

P B Po = 2 T (RN P Py = 20Dl

haciendo u = s ts tenemos que

(95)491-' Ps = Zcf(sus h Py = Z.f(U)_P = P

. Pf ps = Ps Pf . Ahora, debido a la segunda parte de
la Proposicién 50 tenemos que ,Pf es una homotecia de razém

Ao Pe= A
phora, nA= tr A(Id) = tr Pf = é:_-af(t)-'((t) =
= g—%—} ; f**(t)-X(t) = °_r(‘§)_ <f& ;x_) ,
A s ()

!

¥

! §

Definicién 62,
Decimos que: g, h € G son conjugados si At€G tal que
g = tht-1.
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Afirmacién 63.

La relacién de conjugacién es una relacién de equivalen
cia en el conjunto G:

i) Es reflexiva: g = 1'191 1€6, Vge G,

ii) Es simétrica: g tht-1=h = t“gt = (t")g(tq)-].

iii) Es transitiva: si g = tht™! y h= sus—l, entonces
g = tsus~1¢71 = (ts)u(ts)°1.

As{, G queda partido en clases de equivalencia, que lla
maremos clases de conjugacidn o clases conjugadas.

Teorema 64 .
G tiene el mismo nimero de representaciones irreducibles
que de clases de conjugacifn,

Demostracién:

Hay tantas representaciones irreducibles como dim,_ H.
Ahora, una funcién f estd en Hé&ES f(gug"1) = f(u) Yo,ugt
&= f es constante en cada clase conjugada.

Asi si gy, E'Z, «-« ;G son las clases conjugadas de G

definimos
A :G—K
S—r i,] si segj .

Es claro que {A\,..-,Ask es un conjunto de funciones centrales,
y también, es una base para H:

i) Es linealmente independiente:

pues si c1A1+c2Az+... re O, = 0: G—K , enton
ces aplicandc &sto a g; tenemos que

¢y = (c1A1+... +CSAS) (gi) =0 (gi) =0, .'.ci=0 Vi.

ii) Genera H:

pues si f es central, es inmediato que

f = f(g1)A1+ f(gz)ﬁz'l"... +F(gs) A,s .
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s =dim H= Ndmero de representaciones irreducibles.

Corolario 69.
Sea seG y C  la cardinalidad de g, (la clase de con

Z_ xi‘x‘i donde xi=(xi’ AS)

i=1
AS(U)—X_i(U)?= C 7(_1(5)*-
o{G)

jugacién de g_). Entonces As =

3%6)%

Si s =t

1=As) = € Zﬂ X (90" K, (s)
o(G)
Si s no es conjugado de t:

0=A1) = ¢, in(s)’xi(t)

{

o(G)

12_1 X Ko =6s,t 56

7 |

Las cperadores de Proyeccién.

Entre las consecuencias del Gran Teorema de la Ortogona
lidad, se encuentran las propiedades de los Cperadores de Pro
yeccién que definiremos ensequida.

Supongamos que los vectores Vi+ -e. V3 SON los elemen
tos de una base para la representacién irredu&ible i-8sima
de-grado 1., de un grupo Gl?e orden o(G). Es decir, tenemos

Wi,

automorfismo de espacios vectoriales g G, de tal manera que
la correspondencia G———3GL (V)
Q pned ré es un homomorfismo
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y a fortiori, una representacién irreducible,
Para cualquier elemento del grupo podemos escribir

M) Ja,,,

3 *
Cuando multiplicamos esta ecuacién por (['%(g)s.t.) y suma-
’
mos sobre todos los elementos del grupo, tenemos

Z ri(g)s,;.
Z_ Zri (g) st ri(g)s tVs

y usando el Teorema de la (rtogonslidad, ésto nos dé;

6s,s' 6t,t' ELQL

1,

1 .

5 Mo, =

As{ que si definimos el operador de proyeccién como:

~.
Pli = A Z (rj(g)s-,t' I ()
o(6) qeG
tenemos que: /N .
PsJ.t' Vt = Vj'g' 8 .

Va ]

As{ vemos que el operador de proyeccién Psgt. , al apli
carse a un vector arbitrario w, nos deja dnicamente la compg
nente de w correspondiente. al s-&simo vector de la base de

VJ(la representacién irreducible indicada con j). Asf que si
w no pertenece a VJ, osi w no txene‘componente en vJs.,
el resultado de aplicar el operador Ps{t' a w seré g;\

En el caso particular del cperador de proyeccidn Pt{t'

/\j i .
o = yJ
notemos que rt't' Vi T Vi Si,j St,t‘.

Las propiedades anteriores de que gozan los operadores

de proyeccién son sumamente (tiles cuando queremos determinar
los modos de vibracién de una mclécula. Lo que a manera de
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ejemplo haremos en la seccidén siguiente para una molécula con
grupo de simetrias Dj.



63

El grupo D3

Tabla de caracteres, representaclones irreducibles, operado-
res de proyeccién, y vibraciones para una molécula con grupo
de simetrfas 04

D3 es el grupo de simetrfas del trifingulo equil&tero
{

1 . Es claro que D3 es también el grupo de
las permutaciones de tres elementos.

Como sabemos que el nlmero de representaciones irreduci-
bles de un grupo es el nimero de sus clases de conjugacién{Teg
rema 64 ), usaremos el siguiente Lema para ver cudntas repre-
sentaciones irreducibles admite 03.

Lema 66 .
Denotemos S el grupo de las permutaciones del conjunto

{1, 2, sven n} . Dos permutaciones o yﬁ son conjugadas &=
A y @ tienen la misma estructura cfclica (*).

Demostracién:
==%) Supongamos que o, @ son permutaciones conjugadas en
S.» es decir, 3568n tal que ol = 6@ 6-1.

Supengamos que -1
i»—é—-—-y 3 ——g—-k»-‘-s—-) 1

es decir que Ta&ﬂéi‘
it 1
s B 6 RN«
observemos entonces que jrH—k &= Q(j)r—>3(k)
) ]
i 1.
Asi que si 6 tiene estructura cfclica dada por

g = (1,...,j)-(k,...,1)0.._._°(s,...‘L=t), entonces 0‘:8@84
(‘)okye fienen la misma estructura ciclica si al descomponer
o yp como producto (composicién) de ciclos ajenos, podemos es-
cribir &= cge.,,*cm B=dgo .. edycon ¢ ydi ciclos de la misma
longitud Yi. F. ej. (12)(345) y (43)(125) tienen la misma es-
tructura cfclica.




6b

tiene la estructura ciclica

(81, eee, SN (S, vens 8(1))0 0. S(s)....a(t))ﬂ

&===) Reciprocamente, supongamcs que o, y@ tienen la misma
estructura ciclica:

@: , eee 5 J) Kk, ... , 1) vve (s ous t)
i B
d-_- 0-1,a.o f ) k ._,’0-1) (U_S)“"G-t)

Es claro que @ es una permutacibn tal que
A =V@0‘" @:ﬂ"“U’ , de donde tenemos que

oA y(g son permutaciones conjugadas.

Ejemplo:
En Sg B= (1,23)(45)(6) ydz(4),2)(36)(5) , tienen la mis

ma estructura ciclica. Definimos U por:

(1,2,3){4,5)(6)
v| o w-l vI_trI vl
=(4,1,2)(3,6)(5) es decir, = (1,4,3,2)(5,6).

b=
a =

Y tenemos que U-—lotv = ﬁ
Ahora, en 33 = [)3 hay tres estructuras cfclicas posibles:

(M(2)(3) , (1,2)(3) y (1,2,3) , de donde vemos, por
medio del Lema anterior que hay tres clases de conjugacién y
por lo tanto hay tres representaciones irreducibles de D3’ de

grados Ny, Ny Ngy digamos,

Por el Cor. 58,p.55, ny, n2 y ng deben satisfacer la re

lacién 2 1 a
Ny +ny #ng = O(DB) =6 y también
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n1| 6 (n1 divide a 6), “2‘ 6 y ng |6 .

De las relaciones anteriores es claro que n = 1, n, = 1 y
Ny = 2 (salvo permutacién de los I{ndices) (ﬁ+11+21= 6).

En vista de lo anterior denotemos 7L1, 7(2 y 7&3 los
caracteres correspondientes a estas representaciones irreduci

bles, suponiendo que 7(1 es el carécter de la representacién

identidad, tenemos la siguiente tabla que queremos completar:

1S X, X5

(1)(2)(3) 1
(1,2) !
(1,2,3) 1

De las relaciones de ortogonalidad para los caracteres’(Teore
ma 51 ) tenemos que

o €%, %7 = 176 (1 X100 + 3 A(1,2) 4 2 Ky(1,2,3))
1=, = a6 (Kt + 3 W02 + 220,230,

pero adem&s sabemos por ser 7[2 el carécter de una representa

cién irreducible de grado 1 que:

a) A, (1d) =1

b) ‘x2:93—~—’t es un homomorfismo de grupos multiplica
tivos (7[2 coincide con la 2a. represenzacién de grado 1).
As{ tenemos:

0=1/6 (1 +3%01,2) + 2 K(1,2,3)) (36)

2 2 \
6= (1+3%0,2 +2 %,0,2,3) (37)-

n

i

, 2
Donde ademds Y (1,2) = X,0,2) X ,(1,2) : Kf (1,241 ,2)) =

:(2 es homom,
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’ 1
= pxz(Id) =1, as{ que 7(2(1,2) = {

Andlogamente 7L2(1,2,3) es una rafz clbica de 1 que tig
que ser un nimero real debido a la ecuacién (36),
SR 2,3 =1y 0 X 0,2) = -

as{ que tenemos el siguiente progreso en la construccién
de la tabla de los caracteres irreducibles de 03:

L LT
(1)(2)(3) 1 1
(1,2) . 1 -1
(1,2,3) 1 1 .
Ahora, Xg((1{2)(3)) = 2 , y escribamos Xy((1,2) = y
y 1[3((1,2,3)) =z . De las relaciones de ortogonalidad para

caracteres tenemos (yer Teorema 51)

6=0h+3y*r2 = 6713, 137 (38)
O=2+3y+22 =6(7(3,'X.17 (39)
o=2_3y+2z=6('X?,X27 (40)

De (4) y (%) tenemos L+L4 z =0 . z= -1. Sustituyendo
en (3B) tenemos que y = 0, Y nuestra tabla de caracteres eg

t4 completa:
5K

(1)(2)(3) 1 -1 2
1,2) 1 -1 0
(1,2,3) 1 1 -1

Las representaciones irreducibles de grado 1 coinciden con
su correspondiente carécter. Calculemos ahora la representacién
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{rreducible de grado dos, para lo cual cclocaremos ejes car-
tesianos en el centro del tridngulo:

1)

N k.

Veamos como transforman los elementos de D3 a los vectores

unitarios (1,0) y (0,1):

1 0
(M (2)(3)+—— [ ]

0 1
) N
cos 30 san 30 1/2 -3/2
(1,2)— -
sen 30 ~-cos 30) 3/2 -1/2 )
(1.3) cos 60 sen 60 ) 1/2 3 /2’
»3) b—— -
sen 60 -cos 60] 3/2 -1/2
J J
-1 0
(2,3) b—
0 1
~ -
a ) cos 120 -sen 120 1/2 -3 /zW
12, 3)p— =
Lsen 120 cos 120 3/2 1/2 /
(cos =120 - sen -120] (172 372
Yy (1:312)!"—" =
Sen -120 cos 120 t 3/2 1/2 )
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As{ que las representaciones irreducibles de D3son:

(1)(2)(3) () (1) (1» o}
0 1
(1,2) (1) (-1) 172 =\3/2
/2 -1/2
(2,3) (1) (-1) 172 =37
/2 /2 |
(1,3 (1) (-1) lﬁ{z {3‘/2)
/2 -1/2
(1,2,3) 1 1 -1/2 -)'5‘/2]
v " [@/2 F_1/2
1,3,2 1 (1) b (<172 y3/2
( ) " [—J?/z -1/2

Antes de continuar recordemos que en el plano, la matriz
de la transformacién lineal correspondiente a una rotacién por
un 4ngulo & estd dada por la matriz

-sen B
cos B

(Ver pda. 34)

e

Mientras que la matriz de la reflexién sobre la recta

y= (tan 8§ ) x

[cos 26

san 28

cos (28 - 90°)
sen (28 - 90°)

(mZa,unio)

cos 28
sen 20 .cos 289

sen 20
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Ahora, si colocamos un juego de coordenadas cartesianas
paralelas en cada vértice del triéngulo equilitero

icudl es la representacién de,~D3 inducida-por la figura ante
rior? Usando la informaci6én de la pégina anterior, es fécil
ver que la respuesta es:

(1 000 0 0)
01 00 00
WY@l o 0 1 0 0 o
0001 00
0000 1 0
(0000 0 1
¢ 3
0 0 0 0 1/2 3/2
0 0 0 0 y3'/2 -1/2
(13) —> | O a 172 J3'/2 0 0
e 0 J3z -1/2 0 0
/2 3 /2 0 0 0 0
J3rz 12 0 0 0 0
N J




(o 0 0 0 -1/2 -5}'9

0 0 0 o ¥z /2
F -1/2 J32 o© 0 0 0
(123 32 <12 0 0 0 0
0 0o -1/2 -J8/2 o 0

0 0o Py -1/72 o 0_)

(o 0 1/2 -y3/2 © o‘j

) 0 -J3/2 -1/2 O 0
1a) T 1/2 ~3/2 a 0 0 0
(fa) LBz <12 o ) 0 0

0 0 0 0 /2 -¥3/2

L© 0 0 0 ~¥2 -1/y

o~

-1 0000 9

0 1 000 0

r ¢ 0 0 0 -10

(2304 *1o0 000 0 1

0 0 -10 0 O

6 0 0 1 0 o

.,

. )

0 0 ~1/2 B2 0 0

0 0 ~3/2 -1/2 0 0
132) r 0 ) 0 0 -t/2 J3/2
( ! i 0 ) 0 0 -{3/2 -1/2

~1/2 BY 2 0 0 0 0

L-\B‘/z -1/2 0 0 0 0

Ahora, si con Xdenotamos el carbcter de I vemos que
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X3 =6 X((,2)) =0 X((1,3)) =0 Y((2,3) =0
X((1,2,3)) =0 X((1,3,2)) =0 .

De donde vemos, usando el Teorema 52 que [ contiene a 1a re
presentacién ﬁ (=Id) tantas veces como {X,Xq) = 1/6°6 = 1.

y a la representacién r3 tantas veces como ('K, 7{37- 1/6(6-2)=
2. Es decir que [ = F1® f‘zez r'3 ) '

Construyamos ahora lcs operadores de proyeccién (ver pég.
60 ).

El primer operador de proyeccién es
Py y = 17601 TC@I3) + T((1,20) ¥ (1,30 + r((z,s))}

+7((1,2,3)) + T((1,3,2))

,
0 o O 0 0 o
0 2 -3 -~ 3 -1

= % o -G 32 {32 -32 [
0 -1 32 /2 -32 1/2
0 J3 -3/2 372 3z {32
o -1 ¥z V2 -3z /2

De donde (excepto por un factor de normalizacién) el primer mo
do normal de vibracidn tiene la forma:

21 =3 x5, = vp WF %3 = v

o
Tomando el segundo operador de proyeccidn Pf’1 =
L
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= 1/6 -{ rz((1.2,3)) - Tz((1.2)) - r'2((1.3)) - r'2((1)(2)(3))

A T,0(2,3) 3 6,((1,3,2)

Efectuando la suma, tenemos el operador de proyeccién en for-

ma matricial

T2
?"\ = yé

(2

0.
-1

-1

-
~

(%)

3

0
0
0
0
0

0

-1

0

1/2.
-{3/2

1/2

{372

3
0
-J3y/2
3/2
-{3/2
-3/2

-1 —J3‘1
0 0

172 J3/2
-2 -3/2
/2 3372
J372 3/2 |

De donde obtenemos al splicar el operador a x;, por ejemplo,

es decir:

1/6 112 X1 -xz*‘ﬁ\yz—x:‘—ﬁ\h\

que no corresponde a una vibracién sino a una rotacién de la

molécula sobre su centro.

El tercer operador de proyeccién es:

D= e [Taa@e + 172 Tea,m v 172 T,

Pia =

que aplicado a

'3

=172 TLL,3) = /2 [5((1,2,9) =172 T;03,]

nos d& excepto por el factor 1/3 :

$3/2 Xy = 374 Xy = 3/k y, - \p xq + 3/4 y3 » De donde teng

mos la vibracién
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Por Gltimo, aplicando el cuarto operador de proyeccién
n
P, = 173 [ H@ () - 172 G2+ 172 T2,

172 T30 =172 T2, - 17270320 |
Aplicando este operador a Xy obtenemos;
3 L B2 vy + 3% %y - By, = /0 %y - Gy

es decir:

que junto con los otros vectores A‘ y A

ya obtenidos, forman los modos de.vibracién de la molécula.Sa-
bfemos de antemano que s6lo habfa 3 modos de vibracidm inde-
pendientes: tenfamos dos grados de libertad para cada &tomo,
en total 2.3 =6 grados de libertad. Sin embargo, 2 gra-
dos de libertad corresponden a traslaciones:

JANEERVAN

y otro grado de libertad corresponde a una rotacién de la molé
cula;

(1a que incidentalmente. obtuvimos). Los 3 modos de vibracién
independientes son:
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La molécula triatémica con grupo de simetrias D3. Solucidn de

su ecuacién secular y c8lculo de sus frecuencias y modos norma-

les de vibracién.

Tomemos como coordenadas internas los traes incrementos en
las distancias interatémicas y calculemos la matriz G corres-

pondiente (ver pbgs. 15y B ).

Ss
Recordemos que la matriz G estf definida por

Gt:t' - Z A‘% S"/". g*-‘:“
Ahora, segln las definiciones de la seccidén en la pég. B
— —— -~ — ~
tenemos quer los vectores s son; 3,1 92,10 31,2" 8,2
- ”~ - ~~ — Pa - o~
2,17 ®3,1 0 2,37 73,10 53,783 50 Ty 5% W (#)
Construyamos ahora la matriz G, De la definicién tenemos que:
= S I— Ky 0— = = :7’
G:"-‘ 1/m1 51,1 31'1+1/m2 31'2 31,2 1/m1+1/m2 T/M'ﬂ/m =y
- -~ ~g . S ~
61,2 = V/my 3y 303, 0 4 1/ S By, Vmy %y,4003,1 =
= COS 60°/m‘ = 1/2m1. De la misma manera. calculamos los
demfs coeficientes de la matriz G, obteniendo:

Gy,3=¥2m, Gy y=1/2m , Gy 5= 2/m, Gy 3= 1/2m, G | = 1/2m

63'2 = 1/2m , 63’3 = 2/m. Ya que my = m, =mg,

—

< 1=§3’_‘= §4|3=O

(%) S,
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As{ que la matriz G es:

2/n 1/2m 1/2m
- 1/2m 2/m 1/2m
1/2m 1/2m 2/m

Por otraparte, la matriz F (correspondiente a:la energia

potencial) ess !

k 0 0
F = Y k 4]
0 0 k .

Pars resolver el problema vibracional podemos hacer uso de cual

quiera de las formas equivalentes de 1la ecuacién secular. La

que se ahtoja mis cémoda, dada la sencillez de la matriz f es:
6 = AF =0 .

As{ que tenemos que resolver la ecuacifn secular

2/m - X/k 1/2m |/2m
0 = 1/2m 2/m - Mk 1/2m
1/2m 1/2m 2/m - A/k

S1 multiplicamos cada- renglén de la ecuacién anterior por m

y hacemos z = Am/k y calculamos el determinante correspondien-
te obtenemos -~k 23+ 24 22 - 45 2+27=0,

la que al resolver, resulta tener las rafces 4= 3y

2y = 24 = 3/2 . De donde tenemos inmediatamente que )\1 = 3k/m

y A, = A = 3k/2m, as{ que las frecuencias de vibracién normz
27 73 d =

les son \)] = m y la frecuencia degenerada (doble) ))2 = m
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Si usamos el valor de )Q1 que hemos encontrado y lo usamos
para encontrar los vectores propios (es decir el modo normal

de vibracién con frecuencia 3k/m) en la ecuacién

2/m 1/2m 1/2m 8 e
1/2m 2/m 1/2m b| = Avk [b
1/2m 1/2m 2/m c c

Cbtenemos que las soluciones son de la forma r (1, 1, 1) don
de r es un nimero real, es decir son de la forma

rS1~f rS2 + rS3

que dada la eleccidn de coordenadas corresponde.al diagrama

Frecuencia E_L_{_
124}

Resolviendo la ecuacién anfloga paras la raiz doble 7\2
obtenemos que todos los vectores propios (y por lo tanto los
modos de vibracién con frecuencis 8k/2m") son de ls
forma r1(-1, 1, 0) rz(-1, 0, 1) donde r; y r, son nlmeros
reales y donde (-1,1,0) y (-1,0,1) son los elementﬁs de una
base de vectores propios, por lo tanto podemos representar una
base de modos normales de vibracidn con frecuencia \j5:73;? con

los diasgramas siguientes:
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Frecuencia ! \FK/“.'

"S‘ "Sq_ “S1+S3

Debemos notar que los modos normales coinciden con los obtg
nidos con métodos de representaciones de grupos en donde lo Gni
co que usemos de la molécula fué el grupo de simetrfas y sus
representaciones irfeducibles.

Haremos lo mismo para el caso de una molécula con cada uno
de sus &tomos en el vértice de un tetraedro, en su posicién de
equilibrio. Notaremos otrs vez la coincidencia de los resulta-
dos obtenidos con la ecuacién secular y los obtenidos con la
teorfa de representaciones de grupos { en este caso el grupo

de simetrfas es llamamdo Td).
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El tetraedro.

El grupo de simetrfas del tetraedro tiene 24 elementos:

Id = f: E 2 g) = (a), ademds hay 6 reflexiones:

(éb) , (2 g : g) (ac) , (3 g c g\ = (ad) ,

abececd . abcd
(a cb d) tbe) (a d c b)

cuatro rotaciones de orden tres y sus cuatro cuadrados:

———
1

(ba) , {278 ﬂ) = lcd)

adbc

(achb)
' (recordemos que con la notacién ciclica cada elemento va

(a b c d) = (cbd) , (cdb), (bad), (bda), (ade), (acd), (abe),

a dar al siguiente, el Ultimoc va a dar al primero y lcs elemen
tos que no aparecen en el cieclo permanecen fijes: p. ej. {ecdb)
es la eprmutacién que manda ¢ a d,d a b, b a ¢, mientras
que el elemento a permanece fijo), hay ademds en Sh tres rota
clones de orden dos; (ab)(cd), (ad)(bc), (ac){(bd) y 6 rota
ciones impropias (una rotacién impropia es una rotacién,q;e no
necesariamente es de simetr{a, seguida ce una reflexién):

(abed), (adeb), {acbd), (adbc), (abdc) y (acdb).
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Tabla de caracteres del grupo de simetrfass del tetraedro,

S& (grupo de permutacicres de cuatro elementos) ¢ grupo Ty

con la notacién de Scheoenflies.

Sabemos, por el tema &6p, 63 que hay tantas clases (de
‘equivalencia) da conjugacién de §,, como el nimero de estruc
turas ci{clicas de permutaciones de los cuatro elementos a, b,
c, d,

As{, la identidad (a) forma una clase de conjugacién
por s{ sola.

Todos los elementos de Sh coh estructura ciclica como la

de (ab) forman una clase de conjugacién (ab) :

Taby = {(ab), (ac), (ad), (bc), (bd), (cd)} . Mientras que

(ab)(cd) & {(ab)(cd), (ac)(bd), (cd)(bC)}
(abe) = {(abc), {acb), (abd), (adb), (acd), {adc), (bcd),(bdc{}

(abed) = {(abcd), (abdc), (acbd), (acdb), (adbe), (adcb)}

As{ que hay 5 clase de conjugacién en Sy - bor el Teo-
rems CJﬂp.Sﬁ , sabemos que hay tantas clases de conjugacidn co
mo rerresentaciones irreducibles. As{ pues, sean Nys Npy Ny,
Ny Ng las respectivas dimensiones de las representacicnes
irreducibles f'l, rz, F, Fu, rS de S“, cada una de
las cuales es divisor del orden del grupe, C(Sh) = 24, y ade-
més deben satisfacer ((OﬂSB,P»GS ):

n1"+n;rn§+nz#n25' = 24 {41)
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Clarsmente, la condicién (41) implica que

{n.', Ny Mgy Ny, nS} C{1, 2, 3, ‘&.} .
Ademés (41) == card {ni\ Ry = hE €1 . Si card {ni[
n, = l}} = 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
ng = b, y entonces
n1a+n;+ng§-nz+16 = 24 6, lo que es equivalenta,
n’1'+n;+n3+nz=8 (42)
Ahora, (42) =p {”1 » My 4 Ny, n"\JC{L 2.} , perc
con cuatro cuadrados de 1 y2 no podemos sumar 8 (13+ Prifs P=
b Tt et a2 e 7 e Pt tar0; P Py 2t =13
22+2" vy 2= 16). tor lo tante {42) es impcsible, asi que

ninguna de las representaciones irreducibles de Sl’ es de or=-

den 4, ,
D CERTRE A B
Ahora, si nis 2 Vi, entonces

nfanyand #ngeng & bylbebebeh = 20<20 ().

As{ que necesariamente n; = 3 para alguna i, Supongamos que
ng = 3, entonces

n +n? 4nd 4n? L9 = 24 es decir

1 1+ 40,y !

n} +n} +n} +nf’ = 15,

Cbservemcs que como la representacifén trivial de Sl’ .

§)y My 5 1 (€)

ol s (1) V«Sq , ©s de dimensién 1, podemos tomar n =1

y asf N:i-n: +n2 = 14 (n3y ..
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De (43) tenemos que 3E{n2, Ny nux (ya que en caso

contrario tendr{amos ";',#";'-bn: €12 ¢ 14 Y }. Tomemos ny = 3

y resulta que n;-g-n;’ =5 (44)

De (44) conclufmos que {”2' n3X= {1, 2} . As{ que, en
resumidas cuentas, los grados de las 5 representaciones irre-
ducibles de S, son:

n1=1,n2=1,n3=3, nh=3, n5=3 .

Denotemos las representaciones irreducibles de Sl& por
E,E,[‘;,E‘,rg y convengamos en que dim(rl)zni.
Es claro que la representacién trivial estf dada por:

(=) {(n)i

{(ab)————r{(1)]

r

(abc) ————{(1)]

(ab) (ed) —— {(1)}

abed) ———— {(U’X

Fara obtener la representacién l: que también es de dimen-
sién 1, nos basta aplicar las relaciones de ortogonalidad para
caracteres ( Teo, 52,p.53) ¥ observar que como la dimensién de

l",_ es 1, su cardcter -xz, debe ser un homomorfisme (de grupos)

Xt:(sh" y— (e\fo}, ) :

0=(X;, Kpy= o (1%, +6 K@) 48 X(6e) 4
+ 3 X ((ab)(ed)) + 6 ,({abca)) )
Como Xz es un hemomorfismo, resulta que 'X.Z(Id) = 12((a)) =1

y que Xz((ab)) E{I, -11 (ya que 1.= ’Xz(Id) = ’X.Z((ab)(ab)’=

(45)
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2
= TKZ((ab)) :Kz((ab)) s[.)ﬁz((ab)i}. De manera similar
12((ab)(5d))€{1; -1‘ ’ Xz((ab‘:d))e{]r -1, i, '1.‘
X,((ebe)) € {1, -1/24 1434 , -1/2 - 1\/3/7}

Como se debe satisfacer la relacién de ortogonalidad (45):

0= 14 6K,((ab)) 4 8X,((abe)) + 3X,((ab)(cd)) + 6 Ky((abea)),
vemos que 7(2((abcd)) y :Kz((abc)) deben ser nimeros reales.

Entonces, Im 12C{1, -1‘ , y resulta claro que el carécter XZ

de rz est§ dado por la tabla Xa
(a) 1
(ab) -1
(abe) 1
(ab) (cd) | 1
(abcd) -1 .

Calcularemos enseguids uns representacién de Sk de dimen
sién 3, colocando un sistema de ejes cartesianos en el centro
del tetraedro, como indicas la figura, y calculando las matri=-
ces de las transformaciones inducidas por las operaciones de

simetria

et irinm

e

e



As{;

cos 180
(ed) (ab)— | sen 180°

-1
(ac) (bd)p— (0

(ab) by | ~1

(bd) p———2
-1

-1
0

(abc) bt

(?
w.___,(z
(z
|

0
{bed) ——y ()
-1

-sen 180° 0 -1 0
ces 180" 0| = [0 -1
0 1 0 0
Q

0 (ad) (be) et

S o =~

(ac) by

N~

(bc) r———t

m

(cd) ¥t

< oo
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(acd) y——a

0
(acb) p———ry <0

0
{abcd) pmm——p (0

Py

0
(achd) p—s | 1
0
0
(adbc) -1
0

y por supuesto,

1 Q
0 (adc) r—— | O
0 1
0 0
-1 (adb) p——s | -1
0 0
1 ' -1
(abdc)——> | 0
o] 0
0 -1
¢] {acdb)y——>] 0
-1 0
0 0
o] (adch) e | O
-1 1
1 0
Id = (a) b } O 1
0 0

As{ tenemos que el carbcter X&' de la rerresentacién \"'1’

de s, estd dado por:

1d

(ab)

(abHcds

(abc)

(abcd)
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Fara calcular el carécter 7(3 de la representacién irre-
ducible de dimensibén 2, tomemos su producto interior consigo
misma y con 7(1, x?. 7kh’ que ya hemos calculado, y usemos
las relaciones de ortogonalidad para caracteres ( Teo. 52, p.53)

para obtener el sistema de ecuaciones:

1
6 [x3(ab)11+8 [13(abc)]1+3 [XS((ab)(cd))]”»,s 1 (abea)

20 =

-2 =6 X3(ab) + 8 13(abc) +3 Xj((ab)(cd)) + 6 X3(abcd)
-2 = -6 'XB(ab) 48 K,(abe) + 3 W5((ab)(cd)) =6 X (abed)
6= 6 X3(ab) -3 X3((ab)(ed)) -6 Xz(abcd)

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos:

7L3(ab) = 0, Xg(ab)(cd) = 2, 7{3(abc) = -1 y 7L3(abcd) = 0,

Resolviendo un sistema de eecuaciones obtenido similermen=-
te, conseguimos el carécter de r-S » que es la segunda repre-
sentacién irreducible de dimensién 3, de manera que la tabla

de caracteres de las representaciones irreducibles de Sh (Td)

es: )Ll -xl 7(5 ﬁtc )(S
1 | 1d 1 1121313
6 | (aby 1| -1l ol 1 |-
3| Goyedy | 1 {1 2| 1] -
8 | (&bc) 1 11110140
6 | (abcd) 1l -l o | -1 .

Cbtengamos ahora la representacién irreducible de dimen-
sién 2. Fara hacer ésto, recordemos que las operaciones de si
metrfa preservan las distancias (por definicién de simetrfa),
y per lo tanto les correspenden matrices unitarias (Teorema

23,p.33). Como 1a3s matrices unitarias de 2X 2 son de la forma
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cos O -sen & cos @ sen O
o
sen § cos @ sen @ -cos @ |,
observando la tabla de caracteres para r3, y usando el he-

cho de que las permutaciones (ab) y (abcd) generan todo

el grupc Sy el asignar matrices apropiadas a (ab) y a
(abcd), nos determinard toda la representacién r3. Una ma-

nera de hacer &sto es:
/2 -1/2
(ab) pe—p

0 1
bed
-1/2 - ﬁ\/Z ) (abe )H(1 0) , hecha esta

asignacién la representacién ['3 es:

iy 10 (ob) B2 -2
0o 1 A -1/2 ~\3'/2
1 - -
(ac)i———b(o ) (ad)\-——a( {3\/2 /2 )
t 0 -1/2 J3 /2
(be)b—» ('ﬁ\ /2. iz (bd) bt (0 ]
-1/2 B2 1 0
(ed) J3'/2 -1/2 (3bc) -1/2 -J3/2
a0cC
-1/2 -[34/2 APz -2
-1/2 /2 -1/2 NAZ)
b abd
N B - ) ( )H(—Ji‘/z —1/2)
-1/2 - - -
(adb)t—~——39 / JT/Z) (acd)r—y 1/2 ﬁ‘/2)
-1/2 3t /2 -1/2
-1/2 2 -1/2 -
(adc)— / \/? / (bde Y= /z 372
-[3/2 -2 J3'/2 -1/2



-1/

(bcd Y
: (-ﬂ? /2

2

(ac)(bd)F*“*( ;

(abed ) p— (f

(Js‘
(acbd)t—
1/

\3'/2

(adbc)H(

/2
2

/2

3/

~-1/2

-1/2

)

-1?/2>
-1/2
-3/

|
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o]
1
0

(abdc)l’_—'(—ﬁ /2 -1/2 )

1 o]
(ab)(cd)l”—)< l)

(ad) (bc)F—>

-1/2 NEWE

-372 /2
-1/2 /2

(adcb)f‘——"( )
1 0

(acdb)lF—

Anflogamente, obtenemos la representacién rS :

(ab) b——>

(ad) ——>

(bd) F——»

(abe) b—m>

|
<
.
g

-1
0

0
0

0 1

(ac) b— -1 0
0 o

-1 0 O

(be) fu

1 0

(cd) 1 0o o0
0 -1

0 1 0
(acb)— 0 -1
-1 0 0

(& 2 o]
o
-

o
pury
o



(abd) p——>»

(acd) v———p

oL oL o o

{bed) by

o o~

(ac) (bd) b—p

o o

(abed) y—s

t
-—

TN T

(acbd) p——sy

5 - o~

{adbc) b—

ST o~
e 'y

(bdc) p——>

5T o
-—

-1

DR N

-1
{ab)(cd)=—3 | ©

0

1
(ad)(bc) +—

o o

~
[+1]
o
[= 9
(o]
~
o o —

[ & 2

[

-1

88
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Los modos normales de vibracidn de una moléculs

con grupo de simetrfas S“ (metano, por ejemplo).

Los modos normales de vibracién de una molcula tienen

las dos propiedades siguientes;

1. Cada uno de los vectores que representan un desplazamien
to atémico intanténec puede considerarse como la resultante de

un conjunto de tres vectores de una base,

2, Cada uno de los modos normales forma o ™ertenaece"a una
representacifén irreducible de la molécula.

Fara cualquier molécula, los modos ncrmales de vibracidn
tienen simetr{a correspondiente a alguna de las representacio-
nes irreducibles del grupo de simetrfas de }a molécula (para
una demostracién de ésto ver el libro de Wilson, Decius y Cross).
También es cierto que las vibracicnes "mo genuinas", las trasla
ciones y las rotacienes, se transforman de acuerdo a represanta
cicnes irreducibles del grupc de simetrfas molecular. idemis,
el conjunto de los 3n modos nermales pueds expresarse como
combinaciones lineales de 3n vectores cartesiancs de desplaza~
miento, Es clare que podrfamcs usar los 3n vectores cartesianos
comc base para una representacidén {reducible) del grupc de sime-
trias molecular. Esta representacién contendrd el conjunto de
las representaciones irreducibles a las cuales cada unc de los

modos normales, genuinos o nc, fertenecen.

Hechas las observaciones anteriores, obtengames la repre-

sentacidn reducible mencionada arriba, para el tetraedro:
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hagamos actuar las operaciones dc simetria en el diagrama si-

guiente,

Las matrices correspondientes a las transformaciones de

)

O 0000 O0O0
T oo o000 O00CO0 0 ~o0
w OO0 0000000 ~0O0
OO 000000~ QO 0
Yuuooooooouloooo
- 000000 «~0 00 o o
" ooco0coo0o~00O0O0O 4
P OO0 0O ~00000CQ0O O
> OO0 0 ~0000gCOo o
#i 00 ~-~00D00O0 g oo o
¥ O «— O O OO OC O OOOQO
v
) ILHIMHIMWHW ocooooooo
© > X ot
e " - w
Ny ™ )
.._....l\VnJu. »r w o
(o]
E |
0w

Id
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s
r

(abcd) ——>
T

(abde) b—
v

(ecbd ) —>
'y

—

(ad) (bc)
(acdb)

L
aﬂou - L) - Lo -
~— R [4) ° o [3)
~ Q © 0 R e Fe
3 el D o o ©
L) -] © L] aQ
S N s h A St
T x T
T = T T | Sy
2 L3 L3 -
] [ ] i} [ ] [} [
——— ——
- ——— — = - = - =
o o 1 = =) O «~ O (=2 < B | o 1 0 o o0
- - - -
Qo 1 © o1 O [ B« | I © O O O e — O O
o o [« N} o 7T o o ol o
[=] o o
— = === N e < — ~— -~ =
. ] '] ] ] 0
[ (%] (2] b= > b4
® o O O O oo o o o D O oo o > o o o X O O
O x o o o 0 0o wv - 0o 0o o O 3O o o o0 o > x O O O
O O x o ©C O v O OO O - o 0O Qo > 0 o o O O X O
0/0|0\n\n [=IN7 BN~ I = OTOOG S O >0 O G O X

r
(adbc)———
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0000 0 00
0000 0 00
000 1 0 00

0 00 0, -10 00

0 00 0 00 00O

r 0 00 0 00 00
(adeb) $— 000 0" 0 0 0 -1
000 0" 0 0 -10

000 0 01 0 0

0.0 =10 000 0 0

0 -10 0" Y0 0.0.0
1000 00 0 0of

Denotemos r la representacién de Sl& que hemos obtenido.
Por el Teorema 52, p.53, el nimero de veces que 1a representacién

r contiene a la representacién irreducible \"1 esté dado por

L

Dada la tabla de caracteres

%, % Xs Kg X

1 1d 1 1 2 3 3 12
6 (ab} | 1 -1 0 1 -1 2
3 | (ab)(cd} 1 1 2 -1 -1 0
8 J(abc) |1 1 -1 0 0 0
6 [{abed) | 1 -1 0 -1 1 0

De acuerdo con (L6), vemos que la representacién I con-
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tiene a la representacibn rl 1/24 (12 + 6%2) = 1 vez,
a la representacién r.2 0 veces, a la |-3 1 vez, a
la I'h 36+12/ 24 =2 veces, ala rS 36-12/ 24 =

=1 vez,

Para erncontrar las coordenadas de simetrf{a y por tanto
los modos normales de vibracidn de una molécula con grupo de
simetrfas Td , nos basta con encontrar los operadores de pro-

yeccidn ( pdgina 60 ). Asi:

22 2 2 -212
=22 2 2 =22

2 ~2-2-22 -2
2 =2-2-22 -2
2 ~2-2-22 -2

a 2 -2 ~2-22 =2

(AT 2 -2-2-22 =2
22 2 2 -2

2
~22 2 2 =22
=22 2 2 -22

1
[at ]
[a%]
(2]
n

U
[an ]

De donde obtenemos el modo normal:

-84

——

- e smesay

Y (4,-2,1,2.2,2,2,1,-2,-2,2,2)
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Los operadores de proyeccién P1?1 y Fz,g correspon-

dientes a la representacién r3 san;

PRI JTRY ETTRTN . NN SRR PRV, RIS R A S
WL 2 Wl B 2 i -8 2 AR and -2 WA
1 W3 gWa A A 2R -1 10 B2 1 1B 28
2 V3 1 28 - A 2V 3 g w8 1
VY 2 RN 2 AN aE -2 0 R 2 1A
s 3 1 wA V3 A 4 R - w3 V3 ) 43 23
F =/

L1 S W] B 2V and 1 A 1 - A
] 2 W3 G -2 g g 2 3 2 V)
S VR £ AL W TN A RV U £ W 2 R I L T
Vil 4 VR 3 1 vl i 4 23 B
MR a3 e 2 aaWd 2 B V3 2wl
A4 A4 a2l 1 43 8 4 B

w4l 1 23wl 1 2R 4 W A
JEY; NN NN TN = G YEV: W N ¢ NTYY < S N 'Y 2 QOO £ G J7 Y £
R V: S RVANIES S 1012 N0 X< R [ 2 R Y (O R 1112 QY
AL -1 BB AR 4 A g 1 2R 4] 1
mA 2 MR R 2 4] 4R 2 T AR 2 g
S S R VE S R TIE  RY~ R I B Te R RV B B L2 2
AVIFG 4 2aH 4 4 R W, 1 B R
4 2 W el o AR A 2 R AR -2 3
A 2V 1 R 0 1 anA TR 4 R 2V
WA AN 1 VWA 1 a4 W R A
WA 2V 2 AR e A B 2 P
Y TN N O NN W RN RN R B N 2N




97

Los tres operadores de proyeccién correspondientes a rh

son:

-—

-1
-1

-1
-1

—

-—

-1

-1

—

-1

-1

[= I o

o 1

o

o

-1

-1

-1

-—

0O G ™NOOWNOO

I_B
u




-1

-1

-1

-1

Los operadores de proyeccién correspondientes a FS son:

-1 -

-1

-1
-1

=1

-1

-1
-1

=1
-1

-1
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-1

-1

-1

-1

-1

-1
-1

-1
1

-1

-1

-1

-1

..]

-1

-1

-1

-1

Finalmente, obtenemos la representacién gréfica de los

modos normales:
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CRERT 0J

seonna

4 PO

t ( 13 243, -1 '1’J§ Z'E"‘/“ﬁfﬁ'zf‘:
- 1, 9¥3, 3 "l (]
’7.1 ("1,‘1,7- 12,111/2‘,1;’2;-1,"2, 2’1 1) b vl" :1 -ﬁ-z 'qj )' 6‘3 (n,oﬂla‘o,o,l!,o,o,o,q 0)
= i’& (0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

S

o (28,18, 4,2V 4V3 4,2, 4B 200 4 A Yg(0,4,4.0,1,-4,0,44,4-4) ¥

A3 2
= Py (A00000000,02,0) = ﬁu (¢,84,060,00,00,0,0)

Yglho,1,0,4-1,044,04) = Yol-1,-40.44,0,-44,0,4,1,0) =

= 94 (1,0,0,89°,0,0 o ~y
= ﬁm. (1,¢,0,0,%0,0,0,0,0,0,0) = Py (0,0,0409 5,6,0,0,0,0)
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K

. 55
'85'(0,4,4,0,-1, 1 0'4'-1'0'4‘1) = Pq'q (o0, 0,0,o,go,o’o,o,ﬂ

[ ~5
"8"(-1,0,'1,“(,014, “,0, 1' '\J 0'-1) - P‘.\,'l (40,0,0,0, ‘4010,0,0,0,0)

AR

5 00,00
.8}' (4/‘4/04'41‘1 0/‘1‘101’4/'110) = Pb,b (l/a’olola)o/olol YA ol )
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C6lculo de las frecuencias normale: para una molécula con cua=

tro &tcmos equivalentes en los vértices de un tetraedro en la

posicién de equilibrio (grupo de simetr{ass Td).

Para obtener la ecuacidn secular, usaremos como nuestras 6
coordenadas internas el incremento en las distancias interaté-
micas, donde S1, e 36 corrasponden a las ligas interatémicas

como se {lustra en ¢l diagrama

Calculemos shors los vectores & (seccién de la pbgina 6.
Fal - ~ - —

S1,0 92,1 131,279 54 8 3=F 4, =0

- =3 — ~ _— e 0

52,2 93,27 92,35 8,31 35,1 " 3, =

a— ~ — -~ —

$3,2%@4,2 4 83,y = €3 1, 83 1= 83 3=0

5,3 ®4,3 0 81,034, 8, =5, ,=0

Pal

-— — —

5,0 T °3,0 0 35,359 3 35 5=5;, =0

56,1 =

-~
e

Ut S6,4 =0, 0 Sg,0 = 56,3=0

Podemos shora calcular Ios coeficientes de la matriz G,



103

N _
usando la definicién Gy, 0 ™ Z My Sen ‘S;,a

heche lo cual obtenemos o+t
2/m 1/ 20 1/2m 0 1/2m 1/2m
1/2m 2/m 1/2m 1/2m i/2m O
G = 1/2m 1/2m 2/m 1/2m 0 1/2m
) 0 1/2m 1/2m 2/m 1/2m 1/2m
1/ 2m 1/2m Q 1/2m 2/m 1/2m
1/ 2m 0 1/2m 1/2m 1/2m 2/m

Mientras que la matriz F s kId. As{ que la forme de
la ecuacién secular que nos conviens es lG - A F"l =0 3
Tomando u =Am/k y multiplicando cada hilera por m, la ecua-

c¢idn secular tiene la forma:

2 - u 1/2 1/2 Q 1/2 1/2
1/2 2-u  1/2 /2 1/2 o
1/2 1/2 2-u Y2 0
0= 1y, 1/2 /2 2-u 12 /2
1/2 1/2 0 V2  2-w 12
2 0 1/2 W2 1/2 2-u

Desarrollando el lado derecho, tenemos que la ecuacién secular

es  (u-2) (vt -8 ud +21 W -2 us B)=0

cuyas rafces son: u; =1, u, = 1, Uz =uy =ug= 2 y ug= b

As{ que tememcs que 11 = 7\2 = k/m , )3 57\1§ = >\5 = 2k/m

y 7\6 = Lk/m. Do donde tenemos que las frecuencias de vi-
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bracién son: \/;7; , doblemente degenerada
Vfﬁaz; , triplemente degenerada

y Jik/m .

Resolviendo las ecusciones de vectores propios para cada uno

de los valores propilos }., hallados, tenemos las siguientes

bases vectoriales:

para A = K/m {(-1, 0, 1,-1, 1,0) , (-1, 1, 0,-1, O, 1)}

es dectr: {«s:1+s3-s,“+sS , S5, -5, 454 1

para}=2k/m {("1: 0,01,0,0), (0, 0,-1, 0, 1:°)|}
(Ov" 0, 0, O, 1)

es decirs {-s1+sk . =SytSg -52+36§

y para A = bk/m { (1,1,1,1,1, 1)} , es decir
{sy45,45, 48,4848,

As{ que los 6 modos normales de vibracién coinciden con
los qua habfamos obtenide usando unicamente teor{s de representa
cliones de grupos al splicar lecs operadores de proyeccién. Ahora
hemos calculado ademés las frecuenciss de vibracién. £n las si
guientes p8ginas dibujamos los modos normales de vibracién tal
como los hemos obtenido con las coordenadas internas y le ecua-

¢ién secular.(comparar con los dibujos de las pégs. 100 y 101),
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- $y+S,

5 (A
-33-1-35

5 ¢
~S,+S¢

Los modos normzles ccn frecuencia \/5‘7‘;'\ .
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(7 N

Sesae
Los dos modos nor-

- -3 S
males con frecuen- S+ 83 yt 5
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El modo nermal con frecuencia \/uk/m :

]
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)
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s
P
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Resumen, conclusiones y perspectivas.

En la presente monograf{a se obtuvieron las frecuencias vy

los movimientos para los modos normales de vibracibn
para moléculas con tomos iguales,

en las configuraciones de trifngulo equiléteroc en el plano vy
de tetraedrc en el espacio. Por un lado se obtuvieron direc-
tamente de la teorfa de representaciones de grupos, aprovechan
do que los modos normales de vibracibn de frecuencia V) forman
una base para una de las representaciones irreducibles del gru
po en cuestién, Todas las representaciones irreducibles del
grupo se pueden obtener de esta forma., FPor otro lado, y como
debfa ser, los resultados anteriores coincidieron con lcs que
obtuvimos resolviendo la ecuacién secular y calculando después
una base de vectores proplos para la matriz que apsrece en la
ecuscién secular.

En este trabajo pretendemos ademds establecer las bases para
utilizar la Teor{s y sus resultados en aplicaciones futuras
al cllculo de propiedades de moléculas y de sélidos. For ejem
plo, las funciones de onda de las moléculas, que satisfacen
ecuaciones culnticas deben transformarse como los elementos de
representaciones irreducibles del grupo de 1la moléeula. As{
también se deben transformar otras propiedades f{sicas repre-
sentadas por operadores cufnticos, por ejmple, los momentos an
gulares, rotaciones, excitaciones y polarizaciones en la molé-
cula,

Concluimos que la teorfs de representaciones de grupos es

mis que una purs técnica para resolver problemas y hacer cllcu
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los en moléculas y em cualquier otra situacién fisica en la

que juegue un papel la Simetrfa, sino que es el Lenguaje en

a8l que de manera natural se deben plantesr estas situaciones,
En este sentido creemos.que el presente trabajo tendré u~

tilidad en el futuro como referencia de teorla de grupos, pa-

ra personas que quieran hacer cflculos del efecto Jahn-teller,

como e5 el caso de varies ipvestigadores del Departamento de

Fi{sica de la Facul tad.
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