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Introducci6n. 

El uso de lús t&cnicas de Teoría de Grupos se ha extendido 

en diversos campos de L; Física. En particular, en Física At6mica, 

Física Molecular y Estado S6lido, es muy importante la clasific~ 

ci6n de estados que inducen representaciones irreducibles del gr~ 

po en cuesti6n, para el cálculo de las probabilidades de transi­

ci6n. Frecuentemente el mantenimiento de las simetrías del siste­

ma- es crucial en el proceso de calcular las funciones de onda, 

las funciones de Green, los modos normales de vibraci6n, etc, 

En el caso de Física Molecular y Estado S6lido, donde se 

presenta el efecto Jahn-Teller, es fundamental el uso de la Teoría 

de representaciones de grupos para evitar c&lculos espurios en la· 

predicci6n de desdoblamientos do niveles de energía o de factores 

de apag amiento. 

La- presente Tesis es una monografía de la Teor!a de represe!! 

taciones y de sus aplicaciones a vibraciones moleculares. Esper~ 

mos que sirva de base y/o referencia rápida, para- posteriores apl,!. 

caciones en el estudio del Efecto Jahn-Teller en moléculas y s61! 

des, en el cual un grupo de perscnas del Departamento de Física 

está interesado en trabajar. 

En 1<1 Teoría de Representaciones ex pues ta, inclL:•.imos demos tr,!! 

cienes que son omitidas en general en lo~ textos escritos para 

personas mas bl.en interesadas en l~ aplicaciones que en la Teoría 

misma. Como ejemplo del uso de esta Teoría, tomamos el cálculo de 

los modcs y de las frecuencias normales de vibraci6n de las moléc~ 

las, en particular, de una molécula en el .plano con tres áto­

mos equivalentes en los v6rtices de un triángulo equilátero 

en la rcsici6n de equilibrio, y de una molécula con cuatro áto-
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mos equivalentes en lo$ v~rtices de un tetraedro, en la posici6n 

de equilibrio. Pa~estas mol,culas hacemos los cálculos con detalle 

mostrando el uso de la técnica de aplicar Teoría de representacio-

nes. 

Damos, en el Capítulo 2, algunas definiciones algebraicas, 

tratando de ilustrar los conceptos con ejemplos. Creemos que aun­

que el material presentado en esta pürte pueda parecer al principio 

un poco abstracto al lector no matemático, es bostante accesible, 

aunque pudl.era usarse unicamente como referencia. 

La aplicabilidad de la Teoría de ~epresentaciones de grupos 

a la soluci6n del movimiento vibracional de las. moléculas, se de­

be al hecho de que las operaciones de simetría de una molécula. fo! 

man un grupo y resulta que las transformaciones de las coordenadas 

de desplazamiento de los átomos forman una representaci6n del gru­

po de simetrías de la molécula, corno se explica en la Tesis. Como 

se ve en la parte sobre la Teoría de repre$entaciones de grupos 

(capítulo 2), una·representaci6n se puede descomponer en una suma 

directa de subrepresentaciones irreducibles (que en este contexto 

son llamadas "especies de simetría" algunas veces). 

Se verá que para resolver el problema vibracional tenemos que 

encontrar las raíces de una ecuocién secular. Como calcular el po­

linomio y las raíces de la ecuaci6n secular es complicado, convie­

ne tener la forma más simple posible de la matriz en la ecuúci6n 

secular (bloques sobre l~ diagonal princippl y todo lo dern~s igual 

a cero). Reducir la matriz & su forma más simple depende de esco­

ger de manera apropiada una bose vectorial respecto de l!cual la 

matriz tenga esa forma. Um1 b¡;:.se apro¡-:iada está dada por vectores 

que describen los modos ncrmnles de vibraci6n independientes, lo 
ii 



que es un hecho bastante agradable. qesulta que las distintas ra!­

ces de la ecuaci6n secular son los cuadrados de las frecuencias 

normales de vibraci6n, y para una ra!z A dada, de multiplicidad 

m, tenemos m modos normales independientes r.ue forman una base 

para una subrepresentaciC.n irreducible (especie de simetría) para 

la representaci6n original, dada por las transformaciones de las 

coordenadas de desplazamiento de los Stomos. 

Las direcciones de los modos normales de vibraoi6n, por ejem-

plo: 

dependen s6lo de la simetría de la molécula, y de hecho, se calcu­

lan usando unicamente la Teoría de representaciones de ~rupos, apll 

cada al grupo de simetrías de la molécula, en su po~ici6n de equili 

brio, Por otra parte, las frecuencias de vibraci6n dependen de las 

masas de los ~ternos y de las fuerzas que lo5 tienen ligados. Como 

se verá en el Capítulo 1, estas dependencias estas expresadas por 

las matrices G y F, respectivamente. Así, para resolver el probl~ 

ma vibracicnal, le que hacemos es encontrar los vectores asociados 

con los modos de vibraci6n por medio de lts operadores de proyecci6n. 

Una vez obtenidos éstos podr!amos usarlos cerno una ba~e vectorial 

p~ra que las matrices F y G (y por lo tanto también la ecuaci6n 

secular) tomaran sus formas más simples. Sin embargo, en este tra­

bajo hemos calculado los modos norm~les dos veces: una, con teoría 

dr representaciones, vía los o~eradcres de proyecci6n; y otra, 

resolviendo directamente la ecuacién secular y encontrando los vec 

tores propios a:irrespondi.entes. Como es de esperarse, los dos m6todos 

coinciden en los resultados, Hicimos 'sto con fines didácticos y 
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como una comprobaci6n de lo obtenido con los operadores de pro­

yecci6n. 

ror completez y para comodidad de alg6n posible lector, he­

mos inclido más teorÍil que la usada en los dos ejemplos que d,!! 

sarrollamos con detalle, tanto en lo que respecta a la Teoría 

de Representaciones, como al cálculo de la matriz G. 

La parte de vibraciones está basada principalmente en 16) y 

las primeras definiciones en 6), 

La teoría de representaciones expuesta.sigue principalmente 

la dada en 13) y en 4) y 16), 

Espero que este trabajo resulte de utilidad para las perso­

nas que se interesen en las aplicaciones de la Teoría de Repr~ 

sentaciones a la Física y quizás en la demostraci6n de alg6n 

teorema utilizado en ellas, 

Quiero agradecer a los Ores. Alipio Calles y Rosa María M~!! 

dez, directores de este trabajo, por su guía, sus enseílezas y 

la infinita paciencia que me brindaron, 

Agradezco a los miembros del Jurado, Dr. Emilio Lluis Rie­

ra, M.en C, Ra61 Wayne G6mez González y Dr. Ram6n Peralta Fabi 

por sus valiosos comentarios y sugerencias. 

Hugo Alberto Rinc6n Mejía. 
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Aproximaci6n para la energía potencial de un sistema de partícu 
las en una configuraci6n cercgna al equilibrio. 

Se dice que un sistema de partículas est& en equilibrio 
est&tico si todas las~partículas están y permanecen en reposo. 
Esta situaci6n ocurre solo si la suma de las fuerzas actuando 
sobre cada una de les partículas se anula. 

Para un sistema conservativo esta situaci6n sa expresa 
au 

Qi. - - "'º· 3qi 
Esta ecuaci6n nos dá los valores q~ da las coordenadas 

como: 

generalizadas en equilibrio, que puede ser estable o inestable~ 
dependiendo de los valores de las segundas derivadas de la fun 
ci6n energía potencial evaluada en qi = q~. 

Para las configuraciones cercanas al equilibrio la funci6n 
de energía potencial se puede aproximar por los primeros valo­
res no nulos en su desarrollo en serie de Taylor alrededor 
del punto de equilibrio qi q~ • 

el desarrollo en serie de Taylor está dado por 

U( ) U( o º >+ ~au<q~ •...• ~~> ~ q1 ' · • • ' qn = q1 • •' • ' qn ~ __ ,__ ___ _._.... xi -\ 
~ e) q~ 

+ _1_ L._ ó'" U(q} , .. • , q~) xixj t .. • 
2t i,j oqº dqº 

i j 

donde xi s:~qi = qi - q~ • 

Ahora, si escogemos U(q~, .,, , q~) =O, como por la con 

dici6n de equilibrio,el segundo sumando en el desarrollo tam­
bi~n se anula, podemos tomar en una primera aproximaci6n 

donde ki,j = 

U(q 1 , ... , qn)::: -;--f; ki,j x1xj 

<fUcqf, ... 1 q~) = kJ,i 

;jq: d q; 
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Para que la energía cinética T = E - U sea menor que 
la energía total, la energía potencial, en regiones cercanas 
al equilibrio, debe estar definida positivamente. La condi­
ci6n que asegura que las expresiones cuadróticas para 
U(x

1
, ••• ,xn) estén definidas positivamente es 

det ( ki,j ) 7 O. 

Ecuaciones de movimiento para vibraciones pequeílas • 

Fodemos expresar la energía cinética en la forma 

T::_1 L_ 
2 

i,j 

Desarrollando las funciones mi ,j (q 1 , ••• , qn} en serie 
de Taylor alrrededor de la configuraci6n de equilibrio, obten.! 

mes 
1 
[_ • • ~[\xj"'¡,¡(}._\~. 

T = l mi j(q~, .. .,q~) xixj {" _LL C.~ J~ ~t ... 
• ' I 2 i ,j d. OI i j o 

L,~ 

Como la energía cinética para el movimiento alrrededor 
de una posici6n de equilibrio estable está acotada, resulta 
que las velocidades generalizadas est&n acotadas. Suponi6ndolas 
pequeílas podemos tomar en uia primera aproximaci6n 

T = - 1- ~ mi j (q
0
1 °) ki~j , 

2 .{....- ' ' • • • ' qn 
L,~ 

con lo que obtenemos el Lagrangiano aproximado 

1 \1( . o º)º • k ) L = T -U = z (._,}. mi,j '(q1 , .. , ,qn xixj - i,j x1xj • 

L¡J 
De donde obtenemos las ecuaciones simultáneas de Lagrange 

para el movimiento: 

d ó l ---
dt a. xi 

cial se puede escribir como 

O L = o • que en forma metr! 

(*) Si us&ramos coordenadas cartesianas, la matriz (m ) sería 
. d' i,j 

una matriz iagonal y mi i correspondería a la masa de la partícula 
i-ésima. Si en ca~bic us§ramcs otro tipo de coordenadas, entonces 
(mi,j) ¡::udiPra ne ser tan sencilla, p.ej. ver la matriz G en la p.103. 



donde 

(M)( x )f{K) (x) • o 

. (.t "'¡j (M) 

n, 1 mn,n ' 

(K) = (' ¡' ., ¡~) 
kn, 1 kn,n 

.. 
-(IJ 

d2 r) d, ( )( ) ·w . '"--:-;]' ( x) 
• dt 

xn 

La ecuaci6n M(~) + K(x) .. O la podt>mos expresar (*) 

M1/2 ( ~·) ... M-1/2 K M-1/2 M+1/2 ( x), 

y haciendo x ,. M 112 ( ;;) y /\= M- 112 K M-1/ 2 , podemos 

expresar la ecuaci6n como 

d2 ) /\" -;:2 ( x = - x , ( 1) 

3 

donde /\ es un operador simétrico ya que lo son M-
112 

y K. 

Coordenadas Normales. 

Como el operador Á de la última ecuaci6n es real y simétrl, 

co su forma más simple es la diagonal, cuando la expresamos 

en términos de una base crtonormal de vectores propios. 

La más simple descripci6n de ¡\producirá las más sim­

ples ecuaciont>s del movimiento. Así que tomando la ecuaci6n 

(*) M-l existe ya que M es una matriz simétrica no singular, 

e~ tanto que la energía cinética siempre está definida pLsitivamente. 

l':entras que M-1/2 existe, ya que M'\s diagonalL:able, por ser simétri•" 
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(2) 

que es equivalente a M- 112 K M-112 w .. A i w , tenemos 

de la ecuaci6n (2) que los valores propios de!\ están dados 

por /'\ (wi \ M-1/2 K M-1/2 \ W1 / (*) 

i "' (wi \ wi/ 

Como las energías cinética y potencial son cantidades d! 

finidas rositivamente se sigue que 

< V{ ¡ M-112 K M-1121w 117 º y t-
1 

/ º . 
2 

Así que se puede poner °'}..1 = C.01 

En drminos de los vectores propios 5 de /\ , el 

vector X se puede expresar como X "' ¿_y i vri' ,· donde 

Yi = < w1 \ x). Introduciendo ésto en la ecuaci6n de movimie,U 

to tenemos que· 

-s. L yi -;;i = -A X "' -l\Yi 
dt l i 

Si multiplicamos la ecuaci6n anterio~ del lado izquier-

do, por w j , obtenemos la ecuaci6n de 

coo~enada generalizada Yj 

d2 Yj 1 
~ = ~u.>J Yj 

movimiento para la 

cuya solucién es Yj =Aj cos ( wjt +Si!Sj ), Aj , ~ constantes. 

Se ha visto pues, que para el movimiento de un sistema 
de partículas alrededor de una posición de equilibrio esta­
ble, podemos reducir su descripci6n a un sistema de ecuaciones 
de movimiento independl.entes. Las coordenadas yj se denomi­
nan coordenadas normales y las "1 son las frecuencias norma-

(•) ~'ii11W¡) es el producto interior usual de~¡ con ~l . Mientras 

que <w¡,A,W)) significa el producto de matrices \N( Aw¡ • 
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les. 

Las soluciones 

dos normales de vibración del sistema. 
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Coordenadas internas y su relaci6n con los desplazamientos at6micos. 

Fodemos usar Jos cambios en las distancias interat6micas o en-

tre las ligas químicas para obtener un conjunto de de 3N - 6 coor­

denadas internas, es decir, coordenadas que no son afectadas por rs 

taciones y traslaciones totales de la molécula. Estas coordenadas 

sen de importancia particular porque pro~urc1onan el conjunto de 

coordenadas con mayor significado físico, al describir la energía 

rotencial de la molécula. For otra parte, es más fácil describir la 

energía cin6tica de la molécula en t6rminos de desplazamientos. car 

tesianos de los átomos. f'rsí que necesitamos una relaci6n entre am­

bos tipos de coordenadas. 

Como nos hemos restringido a estudiar vibraciones pequeñas, s2 

lo necesitaremos calcular t6minos lineales, consiguiendo con ésto 

bastante simplificaci6n, Si St representa una de las 3N-6 ccord~ 

nadas internas y t representa uno de los 3N desplazamientos carte­

sianos, podemos describir la relaci6n entre ambos tipos de coorden~ 

das en la forma: 

(~J 
e ~~ .. ~... i t. 

s._, S1i1 .... Ba,a~ ~. ::::: 

~ ..... i3"°') . ... B~ .... aJJ i3M 
o bien 



donde los coeficientes son constantes asociadas con la geometría 

de la molécula ( veremos más adelante que los coeficientes nos 

sirven para definir la matriz G cuya inversa nos dará la ener­

gía cin6tica de la molécula). 

7 

En vez de usar tres coordenadas cartesianas para describir el 

desplazamiento de cada ~tomo, es conveniente introducir un vector 

J'~ para cada átomo r:J. ,cuyas corn~onentes a lo largo de las tres 

direcciones axi~les son las coordenadas de desplazamiento cartesianas. 

Ue la misma manera es Útil agrupar los coeficientes 8t.t de una 

St dada en conjuntos de tres, do.ida cada conjunto 'St,i,1t,1•,\/ está 

asociado ccn un' átomo Q dado, Podemos considerar estas cantidades 

como las componentes de un vector Stl' asociado al átomo O\ y con 

la. coordenada interna Sl . Entonces .podemos reescribir la ecui 

ci6n de arriba como 

(3) 

donde el punto representa el productc escalar de los dos vectcres. 

Esta forma tiene la ventaja de que evita la necesidad de espe­

cificar ejes para las coordenadas de desplazamiento. ~demás, fácil­

~ente podemo~ deducir reglas simples para dete~1inar los vectores 

St,,,. · 
El significado físico del vector st~ es el siguiente: supong~ 

mos que todos los átomos excepto el fA -ésimo están en su posicién de 

equilibrio, la direcci6n de Sv. es la direcci6n en la que un despl.2_ 

zamiento del átomo ~ produce un incremento máximo en la coordenada 

St (come se puede ver del hecho de que el gradti3nte nos dá la dire~ 

ci6n de máximo cambio y de la relaci6n St = B C i ) • La 
"' t, i ~ 

m;.gni tud l~,c1I de ~•"' es igual al incremento en St 1 reducido pcr un 

desplazamiento unitaric del átomo~ en esta direcci6n 6ptima (ésto 
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sigue de la relaci6n (3) de la página anterior). 

Veremos ahora con algún detalle los tipos de cocrdenadas más 

simples, en cuyos términos se suele expresar el potencial. 

Encogimiento de una liga at6mica. 

mento en la d:!.stancia entre los áto~os 

Denotemos St el incr~ 

y 2, Es claro que la 

dirección éptima para separar estos átomos es a lo largo de la lí 

nea que los une. Aquí lo:; vectores ~1 yS1,1 son vectores unitarios. 

Para h• ccorden1.1da St todcs los otros vectcres ~I" s0n cero, ya 

que desplazamientos de otros 6torncs no afectan a st. St/e .. ~-=-St.1. (4) 

Incrementos en el ángulo que forman dos ligas at6micas. 

Otro ejemplo es el incremento en el ángulc entre dos ligas 

de valencia que comparten el átomo 3. Sea St esta coordenado~ 

interna. Entonces, el vector ~~para uno de les átomos en los 

extremos, digamos -~t,1 , será perpendicular al lado 3, 1 del ~ngulo 

y apuntará hacia afuera, ya que ~sa es la direcci6n en la que un 

desplazamiento del átomo producirá el incremento máximo del 

6ngulo. Además, la longitud de st.1 es 1/r3, 1 , donde r
301 

es la longitud del lado 3,1, ya que un dasplBzamiento de longi­

tud, a lo largo de st,1 incrementará st en la cantidad l/r3,1· 

Similarmente, st, 2 es un vector de longitud 1/r
3

, 2 , en el pl! 

no de 1, 2 y 3, perpendicular a 3, 2 como se muestra en la siguien 

te figura: 

-r-.,i. 
{-.:> 

"')~:../ 
5 •. .-=A~ 
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Fara encontrar el vector ~.~ para el átomo ápice usaremos 

el hecho de que un desplazamiento de la molécula completa no 

altera los ángulos. Supongamos que damos un desplazamiento al 

átomo ápice, entonces, desplazando la molécula completa rígida­

mente mediante un movimi9nto opuesto pero del mismo tama~o, el 

átomo ápice regresará a su posici6n original y los átomos extre­

mos se despla7arán cantidades iguales pero opLestas al desplaz! 

miento original del átomo ápice. Como el efecto de los desplaz! 

mientes de los átcmos extremos ya ha sido calculado, este proc~ 

dimiento nos permite determinar el efecto del desµlazamiento del 

átomo ápice. Resulta que el vector st, 3 es la suma de los vef 

toras s\,ol (o\ e 1 ,2) para los titemos en lo·; extremos pero con el 

signo cambiado, es decir, it, 3 = -it, 1 - st, 2• Es claro que los 

ver.toras s para todos los otros áto•os resultan nulos. 

Los vectores st ... pueden describirse en términos de vectores 

unitarios entre las ligas. Sean el,I y e),1 vectores unitarios des­

de el átomo ápice y a lo largc de las líneas 3, 1 y 3,2, repef 

tiva,ente~ Es 

( s) 

( G) 
" " ctX. ~ e?¡ ·z -eo,1 

\ (1 7 \ H.:MP ,., 
or·M~ - l;-i.,-U C,o$~) e3 , 1 + 1r'1,1H<,,~<A!O es,i 1 

\(~,\ lf~,t !.eVI </J 

En muchos casos es m'1s c0nveniente usar r
111

/i;, ~ rl.,.fl~, Ó 

(r3,1 C'z,,'l. ) 112 /:trJJ en lugar de~ como coc,rdenada iriterna, ya que 
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así las constantes de fuerza correspondientes al giro estarán ex­

presadas en las mismas unidades que las constnntes asociadas a 

compresiones de las ligas interat6micas. 

Ilu~traremos un m6todo alternativo para deducir los vectores 
~ 

st,~ en el caso de las coordenadas de giro como sigue: calculamos 

el coseno del ángulo~ multplicandc escalarmente los vectores unl 

tHrios que apuntan hacia fuera a partir del átomo central y en 

las direcciones de los ligas at6micas: 

(8) 

Diferenciando (8) pode~cs obtener la expresi6n Fara unaftqueíla 

v&ri aci6n del ángulo r/; , 
A A.. A-.Af'I... /\. A"' "" A"' uco s V' = - sen VJ u 'f" = e 3 , 1 • lJ e 3 , 2 + e 3 , 2 ' u e 3 , 1 ( 9) 

Las variaciones pequeílas de los vectores unitarios que aparecen 

en el lado derecho de (9) los podemos expresar en t'rminos de 

vectores de desplazamiento arbitrarios ~~,~t.,'?~ y es claro que 

ya podemos obtener las expresione~ para les vectores st en 

5t ""!.YP = I 5t.~ ·f ... 
co.:-i 

mediante la sustituci6n de expresiones apropiadas para y 

~3 , 2 en la expresi6n (9). 

Derivando el vector unitario 

~3 ....... r3p. /1r3,t.\ d..s,, 2 (10) 

en donde r3 ,~ es el vectoi- de\ á-\oMO) al °" y \r3,d.\ es la 

distancia entre los átomos 3 y CJ.. , obtenemos 

= _r 3_.,._q.._l_r_3 ..... 11(_-_--:-'r 3'"",_-<_Íl_l_r""3 .i.;.•"';...\_( 11 ) 

ir;,~ t2 
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en donde r 31 ~ y\r3 ,~ \ pueden asumir sus valores en el equill 

brio. Usando una(') pNra distinguir el vector r31~ en una po­

sici6n desplazada, podemos escribir (ver figura ).\ pt1viL1pio dt b p;,.s'1.) 

r3:il = r3,o1 +.fo( -f3 (12) 

De (12) se sigue inmediatamente que 

b. rJ
1
0I = f~ ~ f;?, (1~) 

Para obtener /J. flr" calculamos el producto escalar de cada lado de 

(12) consigo mismo, despreciando los términos de segundo orden 

-en las f . 

(Í:3 .~ )2 :: (r )2 - -
t 2r-3,,_ • ( ~ - .f:!> ( 14) 

3 ,11t 

esta ecuaci6n muestra que la variacién peque~a en el cuadrado de 

la lCf'iilitud de la liga 2r-3 ,11-> < jol ~ .93> • 
. 

es o, 
t /"o - .... 

6lr3 1od = f:l(f"?,,"'\ 
.. 9 3 ,o<. ( 5'"' - f 3 ) ( 15) 

~l 
La sustituci6n de ( 1 5) y ( 13) en (11) nos da los cambios pequ~ 

Plos en 6'3, 1 " en f uncién de los valores de equilibrio y e3,2 

de laS .... 1 

ªJ ,oc. s y de los desplazamientos ~ .. f~, f3 de los á-

tomo9, miPntras que la sus ti tuci6n de ( 11 ) y ( 9) y la agrupaci6n 

de los vectores que actúan como factores que multiplican escalar­

mente las g 's nos dá el resultado: 
S •M:(rv:,/,e3.1"eo,'L) - ('""~91e),-z.-ea,•).f, + (i<.) 

t • 1,..,. i1~11~ • f, r ll"s.21 ~f> ,., • .\- l (tr1,1 I - lf,,. 1 /~fl) e¡,1 + (ir.l.-z'-ffs,JC~rp) e~1} f
3 

\l"l,'1 \t'l,tl se., fl 
~odemos inmediatamente identificar los vectores st.~ en la expr~ 

si6n (16), resultando ser idénticos que los encontrados previameD 

te. 
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'Z 

f t. 
i• 

12. 

Angulo entre una liga y un plano definido por dos ligas, 

Otro tipo de coordenada útil es el ángulo formado por una 

liga 4,1 y el plano de los átomos 2, 3 y 4, tod\'.)Scoplanares 

cuando están en la posici6n de equilibrio. A pal'tir de las re­

glas generales podemos ver que los vectores s para todos los 

átomos ser5n perpendiculares al plano de equilibrio. Se ve que 

la longitud de ªt,l es 1/r4,1 • El efecto de los desplazamien 

tos de los átomos 2,3 y 4 puede calcularse aplicando rotacio­

nes y traslaciomes rígidas a la mol~cula completa, regresando 
( .. ) 

los átomos 2, 3 y 4 a sus posiciones originales, trayendo como 

consecuencia un desplazamiento del &tomo 1 , cuyo efecto ya es 

conocido. El resultado de este procedimiento resulta ser 

lSt,1\"'" 1Z.1 ''ák!IMo e~lvewio'' 

l S1: I '?. \ = ~evi fJ1. •\ á.tov.io a111da" 
IY~ 1'2l .Hl49'i1 

\st,'!> \ =­

l S1.i" I = 

se~~~ 
lf'f1'2>l .SVl4 Pi 

' sei.i ~1 se11 P"? 
- lf't,• 1 - trlf,il ~e~1 - IY't¡.> 1 sr119S" 

( 1 7) 

('E) 

( 19) 

''a~o á.~1d' e 20) 

En el caso de que los cuatro ~tomos no fueran coplanares, 

podríamos obtener un formulario que generalizara al anterior, 

(<•) l:otemos que al hacer el gire del ángulo e ' las distancias 
entre los puntos 2, 3 y 4 se ccnservan, ver la figura al princ.!, 
~io de la página 13. 
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'2. 

s(::: 66 
I~ e.I \>U>'~ o.ve oC.IJ\lMÍO. e.\ .\.\e-o ' 61 ~tvol V't.""º~ \~ á-{ov.ios 
~ e.~ l 1 ' 

,2.,°b '{ ~ a QIJ °P°''c.1b"' OVl~ll'll' , l'ol€d1Q.i.\\e; 1-o\aetolllU '/ {'1'&$ IC..C:IOVltS r131fiaS 

dt la wolé<:.lll~ .lt ~on.,a..db. · 

pudiendo hacer los chlculcs de manera análoga al segundp m6todo 

aplicado en el caso en que la coordenada interna era el incre­

mento en el ángulo entre dos ligas at6micas. 

La. definici6n básica dal ángulo involucrado se puede dar as!: 

"' "\ 
sen e:: e'l,'J. y. e'l,'!;i • é'f,1 

St..,~1 
Hacemos que la coordenada interna St sea Ó6 , y diferencian 

do y usando las f6rmulas (11) y (1') anteriores, para ll~y /Jt;A , 
obtendríamos las siguientes f6rmulas: 

SH -- .J_ (e'l,1.x€,,.., -foué e ) (21) 
' lv''<- 11 Co$€lSew~~ t'1 

s(:,2-1-f.-,re",?;xe'il~ -~,11~ (e -cos,,L g )1 c22) 
1,-1 \. e~~ se .. j.!1 ---.¡;- '(,'L l'-'1 ~3 

s~~ 1 

5 ... _¡_ [ 41 Y.e'l,'l. /a 9 "" " J ~,:i ir,,., 3 1 ' (1 -_!!._(e0 -coS~~f.,, 2 l (23) 
_ c.os.9 r~H 1 se1t'Z~1 ' , 

564..::. - S"t,1 - ~.z ~S:,3 (24) 
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Torsi6n. 

Otro tipo de coordenada interna ótil es el cambio en el 

ángulo dihédrico, r ' entre los planos determinados por los 

átomoe 1, 2, 3 y 2, 3 y 4 respectivamente y cuando los át2 

mos 11 2, 3 y 4 est6n ligados sucesivamente. 
1 ... 

Podemos especificar el ángulo dlh:Ídrico de la manera,siguien 

tm restrinjamos el ángulo ! al intervalo (-Tf, TT] , el ángulo 

será positivo si cuando vemos los átomos e lo largo de la l! 

ga 2, 3, con 2 más cerca del observador que 3, trazamos el án 

gulo entre la proyecci6n de 1,2 y la proyecci6n de 3,4, 

en el sentido del reloj. Le definici6n analítica es la si-

guiente: 

cosr ::: ( ~·" x e2.~). ( é:.~ '¡( e'!i,LI) 

ya que l os vectores 

tarios respectivamente 

~e~ <P,_ se"' </>~ 

" A A l't 

e!lxe,,,, e'l./1"' e.li¿' son vectores un,! 
~t11 Pi. St-r1 i13 

perpendiculares a los planos 1, 2, 3 

y 2, 13, 4. Con los m~todos anteriores encontraríamos que los 

vectores s para la coordenada interna St =<1r son: 

~t ... =-
" /' ~\~y. e2,~ 

1 Y'i, ,_ \ revíi. rf>z. 
( 25) 



donde las permutaciones. indicadas en (27) y en (28) signifi­

can que los dos últimos vectores pueden obtenerse efectuando 

las permutaciones indicadas a los índices en las dos primeras 

expresiones, 

La matriz G y sus propiedades • 
N 

Definimos la matriz G por et, t' :: ~ ~i B~,i Bt',i 
donde mL os la mase.del átomo i y donde los coeficientes 

B't,i son los coeficientes da la matriz B que da el cambio de· 

coordenadas cartesianas a coordenadas internas st . 
Conviene más usar los N vectores st,oc uno por cade átomo, 

que los 3N coeficientes Bt,i (para cada St). En t6rminos 

de estos vectores, podemos escribir las componentes de G 

como: N 

Gt,t'"' ¿)'{e( st,«' St:a . (29) 
o(: 1 

donde el punto significa el producto escalar de lo$ vectores d! 

dos y )f,,. es el recíproco de la masa del átomo O( , 
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Cb~ervemos que no necesitamos ningunos ejes para calcular los 

coeficientes de G si tenemos a la mano los vectores i'. 

Además,, como arriba se dan los vectores 5 en t6rminos de ve.s, 

tores a lo largo de ligas at6micas y de otros vectores unita­

rios, podemos reducir los ~reductos escalares antedichos a 

una suma de productos escalares de vectores unitarios, dentro 

de la molécula (vectores sobre las líneesque unen átomos en 

especial). Así que en la práctica uno puede hacer una tabla 

de estos productos. 

Tambi6n existen tablas de los coeficientes Gt,t• que 

aparecen con mayor frecuencia. For ejemplo, si St represen 

ta la extensi6n de una liga entre los átomos y 21 la ecu! 

ci6n (4) de la página 8 y (29) nos di;;en que Gt,t =..!..•..L. 
111~ ""':. 

An~logamente, si St es la extens16n de la liga entre los átg, 

mos y 3, y esta liga es uno de los lndos del ángulo 

cuyo incremento es la coordenada interna St' , vemos de las 

ecuaciones (4) , (5) y (7) de !a.~ ?á~!.. 8 y «j y de 

(29) en la p~gina anterior que Gt t' "' -(J.. sen~ )!ir3 2
1
• 

1 r°t'l3 , 

Siemp~e que ocurran combinaciones de coordenadas como las 

anteriores, podemos usar las tablas. 

Veranes enseguida c¡ue la matriz G es inversa de la ma­

triz que nos dá la energía cinética en coordenadas sim~tricas. 

Relaci6n entre l~ matriz G y la Energía cin6tica. 
)/ 

Hemos definido la matriz G por G = "')..1.a B • 
. M' fi""- i¡. (,t 

Que.temosver que le energía cinética está dada por la expre-
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si6n 2T = ft G P 

donde P es la matriz columna de los momentos Pt conjuge­

dos a las coordenadas st. 

En términos de coC'rdenadas cartesianas ~esadas" por las 

masas, la energía cinética está dada por 

2T "' qt q 
Como Pj es el momento conjugado a qj tenemos que 

Pj ... aT = qj 

T ~ 
as! que en t&rminos de los momentos es 

2T = p't P (-t) 

Denotemos S la matriz columna de las coordenadas inte! 

nas (S puede incluir coordenadas redundantes) y supongamos 

que la matriz que da el cambio de coordenadas, do les carte­

sianas pesadas a las internas, es ls matrii .I>, es decir1 

s"' D q 

Consideremos ahora T como funci6n de ·.las velocidades expr~ 

sadas en coordenadas internas~ tenemos de la regln de la cad~ 

na. en varias variables que 

p = cT = ~ óT aS~ 
J df. L ~ a~i 

;:¡T ' Pero -::-T == Pt y dS = ~ = I> 
d~t i~,.+ éHJ t,j 

en forma matricial 
t -t 

P = F O 

De lo anterior se Sigue también que 
t 

p = o p 

y así resulta 



sustituyendo las dos ~ltim&s ecuaciones en ~) tenemos que 

2T = P.t. (DD't )P 

Ahora, Dt,j = Bt,j mj1h., ya que B nos dá el cambio entre 

las coordenadas cartesianas, ~¿ a las coordenadas internas, 

por lo tanto, 

(oot )t,t' 

::: 

o bien, oot = G lo que prueba lo que queríamos, 

18 

Si la matriz G es no singular, es decir, si la matriz 

G es invertible, el uso de la ecuaci6n (!) nos da . 
S ,. GP 

que puede resolverse multiplicando por la izquierda por la 

matriz inversa de G: 

P ::: G-ls 

Sustituyendo lo anterior en {t:) tenemos la e~rgía cin,tica 

en términos de las velocidades: 

2T = S t G-1 S. 

La ecuaci6n secular en coordenadas simétricas, 

La ecuaci6n de arriba nos muestra que la energía cinát! 

ca en términos de 

donde (G-1) denota 

coordenadas internas se puede 

2T= L(G-1)t,t• sét' 
t,t' 

la matriz inversa de G, 

escribir 

Si e~presamos la energía potencial en la~ mismAs coorde-

na.das, tenemos 
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donde 145 rt,t• son constantes de fuerza. Así, el problema v1 
bracional 5onduce a la ecuaci6n secular 

F1 'l-(G-1)1, l). < -1 1- < _, f.. 
r1,2-G >1,2 ••• r1,n-G >1,n 

f2,1-(G-1)2,11. f2,2(G-}2,2f. 
-1 /\ 

o 
f 2,n-(G >2,n 

-:: 

rn,l-(G-l)n,1"- rn,2-(G-l)n,2).. ••• r e -1 > A. n n- G n n ' , 

donde A. s 4n~J' como de costumbre, y n es el número de coor­

denadas internas, Est~ ecu1ci6n'se sigue de manera an6loge a 
( l) 

la ecuaci6n dada en la página 3 , También la podemos eser! 

bir en forma matricial como 

1 r - G- 1 >-. 1 "' o 

asta forme de la ecuílci6n secular tiene la ventaja de que 

las constantes F t,t' tienen significado físico inmediato (en 

t~rminos de distancias o ~ngulos interat6~icos), 

Otra forma de la ecuaci6n secular se obtiene al multipll 

car la ecuaci6n de arriba por el determinante de G, usnndo 

el hecho de que el determinante de un producto de matrices es 

igual al producto de los determinantes de las matrices dadas, 

para obtener: 
\ GF - A Id\ = O 

en donde han quedado eliminadas las °A's ~ue estaban fuera de 

la diagonal ~ 

l L 6.,,, Ft.~-').. "[ G,,t ¡;~.i. .... ~ 6.,. f=t,., 

L~'l(l Ft, .. I'[ Gi,,.t Ft,1\ .)... . .. '[ G'l.,t ft,,. 
• 

y ~~ ... f,,1.. . .. .t''[ G.,.,+.· Ft ... '-). 
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Como las matrices F y G son simátricas, tomando la trans­

puesta de la ecuaci6n anterior, tambi~n podemo~ escribir la 

ecuaci6n secular como 

\ fG - f. Id \ "' O 

Es claro que otra forma equivalente de l~ ecuaci6n sec~ 

lar es 
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~lgunas definiciones algebráicas. 

Como uno· je nuestros prop6sitos es describir la manera 
en que la geometría de una mol~cula se usa para determinar sus 
vibraciones, es conveniente dar una definici6n precisa de lo 
que es una simetría. Además, corno la herramienta principal para 
este objetivo es la Teoría de Representaciones de los Grupos 
Finitos,definiremos lo que es un Grupo y veremos que las sime­
trías (de un conjunto finito de puntos en el espacio) aon los 
elementos de un grupo. 

oefinici6n 1, Sea X un subconjunto de ~t''. Una simetría 
de X es una funci6n biyectiva f: X--:l>X que goza de la 
siguiente propiedad: 

d ( f(x),f(y)) d x,y 

donde d(x,y) denota la distancia de x a y • 

Elemplos 2i. 

a) Consideremos el triángulo equil§tero 

Cualquier biyecci6n f:1P 1 , P2 , P 3 ~~ {P 1 , P2 , P3 \ 

es una simetría de 1P 1 , P2 , P3 ~ • 

b) Consideremos el rectángulo 

la funci6n tal que 

.f 
P2~ --.1P2 

~ 
P3 ~ ~ P3 

P
4 

{ P
1 

es una simetría de. ~P 1 , P2, P 3, P4 y 
Pero ~:{P,. Pz, P3,P4) -?iP1, P2• P3• P4} tal que 



P1 ~p1 
Pz~P3 

P3~P4 

P41-~-H2 

no es una simetría pues d( g(P 1),g{P 3) = d(P1 ,P 4} = {5 
f d (P l , P 3) = 1 • 
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Oefinici~n 3
1 

Si X es un conjunto, una operaci6n en X 

es una funci6n f: X )l.. X ~ X 

ex, ,x2) 't--il f(x, ,x2) • 

Decimos que la operaci6n f. es asociativa si para todas 

x1 , x2 , x
3 

pertenecientes a X tenemos que 

f( x
1

, f(x
2

,x
3
)) = f( f(x1 ,x

2
), x3 ). 

Decimos que la operaci6n f tiene un neutro e, e E X, si 

V' X ex, se tiene que f(e,x) = X= f(x,e) • 

,E;1emplos 4. 

+: IN'l.\N ~IN 

(n,m) ,,___ n+ m 

1 : ~r.tR ~IR 

(r1 ,r2) i---..,r1 r 2 

es una operaci6n asociativa en IN • 

es una operaci6n asociativa en ~ 

con neutro el 1 • 

X: R311 R3 -------~R3 

( Ca, •ª2•ª3), (b1 ,b2,b3) ) ~( (a2b3-b2ª3•ª3b1-ª1b3•ª1~-az9~ 

es una operaci6n en 23, que no es asociativa. 

Oefinici6n ~~Sea (G,•) una pareja que consta de un co~ 

junto no vacío G y de una operaci6n o en G. Decimos que ( G, •) 



es un grupo si: se tienen las tres propiedades siguientes: 

1) •: G "'G ___,G es asociativa. Es decir si 

gl•(g2•g3) = (9fg2)•g3 

2)3e~G tal que 

y 91 ,g2,g3€G. 

e•g = g•e = g \JgEG. Es decir e 

es un neutro para la operaci6n 

3) 'r/gE.G 3g-1 E.G tal que gg-1 =e= g-lg 

Si además se tiene que: 
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4) g1 og 2 = g2ag 1 'rjg1 ,g2E G decimos que el grupo es con 

mutativo o abeliano. 

E_1 amplos 6,. 

a) l,+) el grupo aditivo de los enteros. 

b) Cl, +) el grupo aditivo de los racionales. 

c) (!*, •J el grupo multiplicativo de.los racionales 

distintos de O • 

d) ( IR*, • ) el grupo multiplicativo de los números rea­

les distintos de O. 

e) Sea X 

SX = {f: 
un conjunto y consideremos 

x~x f es funci6n biyectiva~ 

o:SXl<SX SX 

y 

(f ,gl. 'r1 --~~fo g (la composici6n de funciones) 

entonces (SX,"' ) es un grupo: SX F p pues la funci6n identJ.. 

dad en X per~tnece a SX; es un hecho conocido que la composi­

ci6n de funciones es asociativa; el neutro es la funci6n ide.!l 

tidad; y teda funci6n biyectiva tiene una funci6n inversa que 

satisface 1) en la definici6n de grupo. En particular si 

X= \1 ,2,31 es fácil ver que SX es un grupo no conmutativo. 
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Definiremos ahora el concepto de subgrupo, 
Oefinici6n z, Sea (G, •) un grupo.si H es un subconjun­

to de G que goza de las siguientes proriedades: 
1) H contiene al neutro de o, 

2) h1 E H , h
2 

EH '=* h1• h 2 i=: H (es decir que H es cerra­
do bajo la operación o), 

3) h tH :::!11 h-lE H , 

decimos que H es un subgrupo de G , 

Notg 81 es fácil ver que en el caso de que G sea un conjun 
to finito, para mcstrar que H,(HS:G)es un subgrupo de G,basta 
con que Hfp y que H sea cerrado bajo la operaci6n del grupo. 

Ejemplos 9. 

a) ( l, +) es un subgrupo de ( ~. +). 

b) ( qj*, • ) es un subgrupo de ( R*, • ) • 

c) Si denotamos .GL (R) el conjunto de las matrices n . 
cuadradas con n renglones de determinante F O (e.d. inverti-
bles con coeficientes en~. es conocido que Gln(~) con la mu1 
tiplicaci6n de matrices forman un grupo. Ahora, el conjunto de 
las matrices cuadradas de nin, de determinante f O y triangu­
lares superiores, es un subgrupo de GLn(R): la matriz identi 
dad es triangular superior de determinante 1f0, el producto 
de dos matrices triangulares superiores es una matriz triangy_ 
lar superior cuyc determinante es el producto de lbs determinan 
tes de las matrices factores, y una matriz triangular superior 
con determinante -f O es invertible, con inversa que ~ también 
triangular superior (con det FO). 

Definici6n 10. Sean ( G, o ) y ( H, .f) 
morfismo (de· grupos) del grupo G al grupo H 

f: G ---tH tal que V 91 •92E G' f( 01 ., 92 ) 

(es decir un hcrr.omorfismo es una f · 6 " unc1 n que respeta"las ope-

dos grupos,un homQ 
es una funci6n 

f(g,) ... f(g2) 

raciones). 

E.1emplos 11, 
a) 'I --'ll 

n \---4 3n es un homomorfismo del grupo aditivo de 



c) Si V y W son espacios vectoriales sobre el c~~po de los 
números reales, recordemos que V y W con la operaci6n de suma de 
vectores son ambos grupos abelianos y que una funci6n lineal 
f: V~ es un homomorfismo de los grupos aditivos que además 
respeta la multiplicaci6n por escalares, e.d. f(c•v) = c•f(v) 
'rlcef?.,\JvE.V. 

Definici6n 12. Unarepresentaci6n lineal del grupo G es 
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un homomorfismo de grupos r: G -Aut (V). Donde V es un esp.!! 
cio vectorial sobre un campo K (p. ej. i 6 C, el campo de los 
números complejos) y Aut(V) es el grupo cuyos elementos son 
las funciones lineales f: v~v biyectivas ( =funciones li­
nelaes de V en V invertible = isomorfismos lineales de V en V & 
automorfismos de V). 

Ejemplos 13. 
a) Consideremos f: I* ---t GL

2
[R) 

a t bH--)[~b :1 
(que como sabemos es 
isomorfo a Aut( R2) 

es una representaci6n (matricial) del grupo multiplicativo de los 
números complejos distintos de O por matrices de 2 2 con coefi-
cientes reales, e invertibles. 

b) Veremos más adelante que las vibraciones ~ormales de 
frecuencia dada para una molécula forman una base vectorial 
para (el espacio vectorial de) una representaci6n l!n,&l del 
grupo de simetrías de la molécula. 

c) Recíprocamente, para calcular los modos normales de vi 
braci6n de una molécuaa, tendremos que calcular las representa­
ciones irreducibles (que se definirán más adelante) y haremos 
esto para moléculas con grupo de simetrías dado. 

la definición de simetría que hemos dado anteriormente 
es insuficiente para que la podamos arlicar a moléculas forma­
das de átomos pertenecientes a distintos elementos químicos, 
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podernos extender la definici6n de simetría a fin de adecuarla 
al caso de mol6culas con diversos elementos químicos. Simple­
mente pedimos que una simetría molecular además de ser una bi 
yecci6n del conjunto de sus átomos que preserva las distancias 
interat6micas, lleve cada átomo en un átomo del mismo elemento 
químico. 

Nota 14. Como las rnol6culas constan de un número finito de 
átomos X , es claro que SX el grupo de las biyecciones (= 

permutaciones) del conjunto X, es tambi6n finito. Por la 
Nota 8 de la pág. z..q es claro que el conjunto de las simetrías 

moleculares siendo cerrado bajo la cornposici6n de funciones, es 
un subgrupo de (SX, o) y así las simetrías moleculares junto 
con la operaci6n de cornposici6n de funciones son un Grupo. 

Ejemplos 15. 

Consideremos un triángulo equilátero con v6rtices P
1

,P
2

, 
P3: r 

f.~?, 
a) Si P1 ,P1 ,P3 pertenecen al mismo elemento químico (más 

precisamente si son indistinguibles) entonces toda permutaci6n 

de P1 , P1. ,Pi es una simetría, así pues, hay en es te caso 6 sirne 

trías: (pl P2 P3) (P 1 P2 P31 (P 1 P2 P~ ¡P 1 P2 P31 (P 1 P2 Pf 

p 1 p 2 p 3 , lp 2 p 1 p 3) 
1 

lp 1 p 3 p 2}, p 3 p 2 p 1) 
/ 
lr 2 F 3 p 1 ~ 

y ~: : : : :1 , En la notac16n anterior una P 1 en una hilera 
superior ti~)e como imagen bajo la permutaci6n dada, el elernen 
to P j abajo de 61. 

b) Sl P1 pertenece a un elemento químico y P
2 

, P
3 

per­
necen ambos a un 2o. elemento químico, entonces s(lo hay dos si 
metrías: (P 1 r2 r3\(r 1 P2 p3\ 

lr 1 p 2 p 3} J p 1 p 3 F 2 J . 
c) Si los tces átomos pertenecen a tres elementos quími­

cos, entonces s6lo hay una simetría: la funci6n identidad. 
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Como ejemplo de grupo dessimetrías daremos el grupo de 

simetrías del cuadrado. 
Consideremos el cuadrado ABCD con centro 

te figura: 
Air--~-~-.----....,,,~ 

¡V / ' ''" ' ' ' , 
' 1 / 

"n 
/ 

h ' 1 ,. - - - -,\_- - - - -
/ 1 ' , 

/ . '' 
1 ' ,. ' 

/ ' 
D -.'---------'--e 

p de la siguie.!J. 

Hay 8 simetrías: la permutaci6n identidad Id, la rotaci6n 
de 90 en el sentido de lhs manecillas del reloj: R , las rota­
ciones en el sentido de las manecillas del reloj de 180 y 270 
R2 y R] , respectivamente y las cuatro reflexiones H~ V, M y 
N sobre losejes horizÓntal, vertical, m y n, respectivamente 
y como se indican en la figura. En notaci6n cíclica, estas si­
metrías son: R = (ABCD), es decir Ai-B-.s, sJl.ic, C~D y D~ 
R2 = (AC)o (BD), es decir Ai-.C, C.._,A, B-.iD y D~B; 
R3 (ADCB); H = (AD)•(BC); V= (AB)•(DC); M 11t (DB); lf"" (IC); 
Id·• (A). Este grupo de simetrías se denota también con o4 • 

Para identificar el grupo de simetrías de una molécula, tQ 
maremos a la molécula en su pcsici6n de equilibrio, mientras que 
para estudiar las vibraciones nos interesará más la molécula d! 
formada. 

Describiremos una deformaci6n en una mrlécula dando los 
vectores que representan los desplazamientos de los átomos de 
sus respectivas posiciones de equilibrio, Así el desplazamien­
to del átomo rJ. quedará descrito por (Ax.,., .ti,yOl, Azo.). 

Así por ejemplo, los modos normales de vibraci6n de una 
molécula, con f ra:uencia A y con una misma fase (e.d. cada át2 
mo alcanza su posici6n de desplazamiento máximo al mismo tiem­
po que los demás átomos y también pasa por su posici6n de ~qui 



librio, simultáneamente con los demás) se pueden describir 
colocando, para cada modo normal de vibraci6n, los respecti­
vos vectores de desplazamiento máximo de cada uno de los áto­
mos de la molécula, desde sus respectivas posiciones de equill 
brio. 

Ejemplo 16~ los modos normales de vibración del agua: 

Si _R. es una simetría de la molécula (en su posición de 
equ~librio), podemos de una manera natural, hacer actuar R s2 
bre cualquier posici6n deformada de la molécula, obteni~ndo una 
nueva posición, distinta en general de la anterior, pero equi­
valente,en el sentido de que se preservarán los ángulos y las 
distancias interat6micas (y por ende se preservarán otras pr2 
piedades dP la molécula como la energía potencial). 

Ejemplo 1 zt En el cuadrado ABCD ("posición de equilibrio de 
una cierta molécula) consideremos la simetría (AC), es decir la 
reflexión sobre la línea 

,. 8 

' ' ' ' ' ' ... 
' o-----"'1t-

Consideremos ahora la siguiente-deformaci6n de la molécula 

\ 
\ 

\ 

\ 

--

I 

I 

I 
I 

I 

I 



si reflejamos la configuraci6n anterior sobre la línea 
obtenemos la configuraci6n 

I 
I 

...... 
I ......... ........ 
/·1----...--~ 

I 1 
I 1 

I 1 

--­___ _..--
que Ya no es la misma que la anterior, pero en donde se han 
conservado los ángulos y las distancias interat6micas. 

Notaci6n 18. 
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El resultado de una transformaci6n de simetría en una mQ 
lécula se puede representar de dos maneras equivalentes: 

i) Moviendo los átomos por el efecto de la simetría ó 
ii) Fijos los átomos, lo que se mueve por el efecto de 

la simetría,son los vectores de desplazamiento de éstos. 

Adoptaremos la convenci6n ii). Por ejemplo, en la siguien 

te figura '" 
' 1 

~ +--:t 

el resultado de reflejar sobre la línea V es: 

- +--; -\ :t 

y n6; 

~ ~ +:-· 
Observación 19. Sobre la base de que la energía potencial 

V de una molécula es una funci6n que depende s6lo de las di~ 
tancias interat6micas, es claro que V se conserva despúés 
de efectuar en la molécula (deformada o n6) una simetría de la 
posici6n de equilibrio. 
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La siguiente observaci6n es de muchísima importancia, 
pues de ella se desprende la interrelaci6n entre los modos de 
vibraci6n de una molécula (convenientemente descritos en el c~ 
so de modos normales mediante los vectores de desplazamiento 
máximo de los átomos) y el grupo de las simetrías de la molé­
cula en su posici6n de equilibrio(representaremos cada elemen 
te del grupo de simetrías por una matriz, vía los vectores de 
desplazamiento de los átomos). 

Observaci6n 20. El efecto de una operaci6n de simetría en 
una molécula se puede representar por medio de la matriz que 

relaciona los nuevos valores de desplazamiento l\~ 
1 

A'j; ,A~ 
en términos de los valores de desplazamiento 6.,'>1.041 Ó.':l.,.,Ae.,. 
(aquí (¿\x.._ ,ÍJ.'J. ,A•.) es el vector de desplazamiento del .. 
o'.-ésimo átomo. 

Por ejemplo, consideremos la reflexi6n sobre la recta pun 
teada: 

L1 r1 1--) Al') 

4rz r---?l:..i~ 

Ll -e... 1---7.A 2- 1 

Ac..¡~t.¡ 



cuya matriz correspondiente es: 

o o o o o o ~t .f!A o o o o 
o o o o o o "o/1-'li o o o o 
ºº 00 ºººo'ººº o O o 'A .flA. O o o O O O o 
O o O ~h -Y1 o o o o o o o 

ºººº º'ºººººº •1t.P1ioo 0000 ooo o 
"3/J.-'/iO O o Oo O O O o o 

o o 10 ºººº ºººº 
D O O O o O o o o Ya. ~ O 
O O O O O o O O D 4't ·Y, O 

o oººººººººº 
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Así, a la simetría <;JV le hemos asociado la matriz de.ª­
rriba. An6logamente, a cada simetría S de la molécula le as2 
ciamos una matriz MS • Es f6cil ver que esta correspondencia 
es un homomorfismo del grupo de las simetrías de la mclécula 
en el grupo de las matrices de 12 '/.. 12 con coeficientes en IR 
y con determinante 'f O. Así pues, este homomorfismo de grupos 
es una representaci6n matricial del grupo de simetrías de la 
molécula. 

Observaci6n 21, Como los modos normales de vibraci6n de una 
frecuencia ~dada constituyen una base para el espacio vecto­
rial de las vibraciones con frecuencia A, usando la descripci6n 
vectorial de los modos normales ed vibraci6n vemos que el resul 
tado de aplicar una operaci6n de simetría a un modo normal de 
vibraci6n es otro modo normal de vibracién. Los modos normales 
son una base para el espacio dicho porque toda vibracién de fr~ 
cuencia),.. se puede expresar corno combinaci6n lineal (e.d, super. 
posici6n) de medos nor•ales con la mis~a frecuencia, y además 
los modos normales son linealmente independientes. Hecho que 

dicho sea de paso, permite reducir las ecuaciones para el movi-

miento molecular, a un sistema de ecuaciones diferenciales inde­

pendientes. 



Es claro que dada una representaci6n f:G. ~v del gru-

po de simetrías, las matrices asociadas a los elementos de 
simetría dependen de la base vectorial que se haya tomado. Al 
cambiar de base, cambiamos tanbi6n las metrices. Mucha de la 
utilidad de la teoría de representaciones depende del hecho 
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de que podemos reducir el prcblema original del movimiento 
ccmplicado, al de vnrios problemas simples, llevando las mBtrices 
correspondientes a una representaci6n dada, a formas sencillas 
mediante un cambio apropiado de coordenadas. Así que incluimos 
la siguiente afirmaci6n: 

Proposici6n ~-
Sea V un espacio vectorial de dimensi6n n sobre el ca~ 

po K. Sean B = ~v\, ... v ... '\ y B' =~W1, .... ,w.,~ dos ba-
ses de V y supongamos que T: V --..,,V es una transformaci6n li 
neal. Si denotamos por M

8 
la matriz de T respecto .de la b,!! 

se B y por H
8

, la matriz de T respecto de, B' entonces 
.. 1 

Mg ..PM8P p.a. matr.iz P de ni< n 
invertible·. 
(Aquí la matriz M8 está dada por la propiedad T(vt) = H

8
v

8 
, 

donde t signica "transpuesta" y el lado derecho representa la 
multiplicaci6n de la matriz M

8 
por la matriz "columna" de las 

coordenadas del vector v respectp de la base 8). 

Demostraci6n: Sea F la matriz que tiene la siguiente 
propiedad: v8 = P va, 
es decir, P es la matriz que cambia las coordenadas y que se 
puede obtener resolviendo wi = P w. para cada i€~1, ••• ,n\, 

E lB' 
de hecho, la i-ésima columna de P son las coordenadas del 
vector· wi respecto de la base B. 

Entonces: (Mv)B = P(Mv)
8

, 

MBvB 
M

8
Pv

8
, 

a la izquierda, tenemos que _, 
, • F M8P = M

8
, 

así que multiplicando por F-1 

-1 y 
F MgPVB' = Mg1 V91 VB' € V 



33 

Notemos que por definici6n, una operaci6n de simetría pre­
serva las distancias. Como más adelante tendremos que calcular 
las matrices de operaciones de simetrías, incluimos los siguie~ 
tes teoremas sobre las transforamaciones lineales que preservan 
distancias: las transformaciones unitarias, 

llefinici6n 23. 
Sea V un espacio vectorial de dimensi6n finita sobre R, 

con un producto escalar definido positivamente. Sea A: v-v 
una transformaci6n lineal. Diremos que A es una t~8Esformoci6n 
lineal unitaria si 

( A(v) ,A(w)) = <v,w) Vv,w' V. 

Teorema 24. 

Sea V un espacio vectorial como arriba. Sea A 
una transformaci6n lineal. Son equivalentes: 

i) A es unitaria. 

v--rv 

ii) A preserva la longitud de los vectores, es decir 
fl.A(v)// = 1 v• V v é V. 

iii) A preserva la longitud de los vectores de tama~o l.~ 

Observaci6n 25. 
Sea V = R" y tomemos el producto escalar usual. Si v, w 

son vectores (columnas) podemos escribir su producto escalar 
<v,w) corno el producto de matrices vt·w. 

As!, si A es una matriz entonces /,Av, w>= (Avf·w = 
v tA t. w .. < v, A tw ;;> donde t significa "transpuesta". 

Cbservaci6n 26. 
Sea V como en la Observaci6n 251 una aplicaci6n lineal 

A: V ~V es unitaria si y s6lo si A t A = Id pues: 

A es unitaria~ (A(v),A(1w))= {v,w> Vv,w € V~ 
(v, AtAw)= <v, wi> ~v, w(.V ~ P;tA =Id • 

.', A es unitaria~ A-1 .. A t 

De lo anterior se sigue facilmente que las Únicas transfor­
maciones lineales unitarias del planc son de la forma 



(
cose 
sen~ (

cosB 
sene 

sen e\ 
-ccsB) • 
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En el caso d~ que V sea un espacio vectorial sobre el ca~ 
pode los n6rneros cornplejcs,con un producto herrnitiano defini­
do ~ositivarnente, tenemos que una transformaci6n lineal definida 
por1larnatrizAes unitaria~ A-1 = A1 , donde At denota la 
matriz transpuesta y conjugada de A. 
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Representaciones lineales de grupos finitos; Subrepresen 
~aciones; Representacicnes irreducibles; Representaciones aso 
ciadas a dos representaciones dadas: la suma directa y el pro 
dueto tensorial. 

Recordemos que por GL(V) denotamos al conjunto de los 
isomorfismos lineales de V en V (funciones lineales biyecti­
vas de V en V), qua como sabemos, es un grupo con la opera­
ci6n de composici6n de funcioenes. Recordemos tambi6n la si­
guiente definici6n: 

Definici6n 21. 
Una representaci6n lineal del grupo G en V, espacio 

vectorial sobre el campo K, es un homomorfismo de grupos 

f: G--GL(V}. 
Si la dimensi6n de V, como espacio vectorial, es n , di 

remos que la representaci6n # es una representaci6n de grado 

n • 

Definición 2.8. 
Sea f: G --PGL (V) 

sea W un subespacio de 
una represertaci6n lineal de 
V con la siguiente propiedad: 

f(g) (W) e w Vg€G J 

G, y 

diremos entonces que \./ es suees~acic estable (o invariante) 
de V baje la representaci6n f • 

Cbservaci6n 1.~. 
Si f: G ----7GL(V) es una representaci6n lineal de G en 

V, y si \./ es un subespacio de V, estable bajo f , entonces, 

en vista de que f(g) ('..l)C \J tenemos que p(g)I \./ es un isomo.r 
fismo de ~. y así podremos hablar de la subrepresentaci6n 

fox,: G --.....GL(W). En efecto: V g € G f(g)j \./: \./-\./ , 
además ~(g)\ .. ~ es lineal. p(g)/,,J también es inyectiva, obvia­
mente, y es además suprayectiva: pues 

dim Im ~(g)\,..1 = dim \.J - dim Ker f(g~\./= dim \.J (donde Im, Ker 
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y dim significan imagen, núcleo (kernel) y dimensi6n, respec­

tivamente), así que siendo Im f(g)lw un subespacio de \itide la 

misma dimensi6n, se sigue que Im f(glw = W , es decir f(g)\w 
también es suprayectiva y por tanto es un elemento de GL(W). 

Definici6n .30. 
Sea V un espacio vectorial y W ,· W' subespacios de V, 

diremos que V es la suma directa de W Y W', (V = wSw•) y que 

W Y W' son cornflernentarios recíprocamente si: 

i) V= {w1t-w2 \ w1e.w, w2 t¡w•~ y 

ii) w(\ \~' = io\ . 
Observaci6n 31: Es inmediato que V 

W y W' si y s6lo si todo elemento 

cri bir de manera única como v = w t w' 

Defi nici6n ~2.. 

es la suma directa de 

v de V se puede es­

con wt?.W y w'GW'. 

Si V = w1Sw 21 a la función lineal p1: V ---..1,11 
v=w1+w2Hw

1 
le llamaremos la {primera) proyección de V 
tector de V en w1 • 

en w1 , o el pr~ 

Observaci6n 33: f: v--tw , lineal (W subespacio de V) es 

una proyecci6n ~ i) Im f W y ii) f(w) = w 'dwEW. 

Demos traci6n: 

4=f) Sea W' = Ker f = { vE.V } f(v) =O~, afirmamos que V=\.lt!w•: 

a)v=f(v)+(v-f(v)) con f(v)eW y v-f(v)ew• 

pues r (v - f(v)) = f(v) - f(f(v)) = f(v) - f{v) =o pues 

f (V) E \.1 y por i i) , 

b) w(h1• = ~º~ pues si v€ wílw• entonces 

pues v 6 \./ y ii), y por otra parte f{ v) = O 
•'. 0 :if(v) = V , 

f( V) = V 

pues V6 we 

~) Si f: V --.w es una proyecci6n, es claro que f tiene 

las propiedades i) y ii) de la observación, O 

El siguiente Teorema nos dirá que un subespacio estable 

de V bajo una representación(': G---+GL(v)·, tiene un subes 

pacio complementario, lo cual nos permitir& expresar las re-
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presentacioens lineales, como suma di.e:ta de representaciones 

ifreducibles en el sentido que se verá más adelante. 

Teorema ~'t 

Sea f : G GL(V) una representaci6n lineal de G en 

V , y supongamos que \./ C V es estable por G • Entonces exi~ 

te un espacio wº complementario de W , con wº estable por G. 

!Not1;v35: Recordemos, del álgebra lineal que un subespacio \./ 

de V, siempre tiene un espacio complementario W' (V=wew•), 

como se vé tornando una base { w1 , •• ,wm \ de \.J y extendiénd!2_ 

la a una base { wi, •• , wm, ••• ,wn J de V, y así el subespacio de 

V generado por twm+l , .. , wn\ es complementario de \./,Lo 
relevante del Teorema es que podamos escoger un complementario 

estable por G). 

Demostraci6n: Sea \./ 1 un espacio complementario de \./, e.d. 

'..Jal\J' = V , Ahora, sea p1: V ---t \./ la proyecci6n de V en 

Po= olG) f(t)•P1ºf(t-l) 
w. Tomemos ~ 

donde o(G), el orden deu , es el número de elementos del gr,!! 

po G ( p: G__,GL(V) ). 

Afirmamos que p 0 (V) C\./: 

p (w) =( 1 ~f(t) p1 ~(C1 )) (v) 
Q1G) fu 

= _1 L_(f(t) p1 ~(C
1 ) (v)1 

o ( G) tfC. 

pero p1•qJ(t-1) (v)€\./ por la definici6n de p1 , 

~(t)(p 1 ~ (t- 1 )(v~€W pue~ W es estable por G • 

.', p0 (v)E: 1..J \Jv€V 

.'.Po: v~·...1. 

Además, si w E W entonces f>( t-l) (w) E W, por lo tanto 

p
0 

(w) = ~(t) p1 p(t-1) (w) f(t) (p1 ~(C
1 ) (w) 

~(t) ( ~(t-1 )(w) ) 

( -1 p t·t ) (w) = ~(lG) (w) 

Idv (w) = w. 

As! que de la segunda observaci6n de la página anterior conclui 
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mos que p : V ___, W es una proyeccién y así V = \.l(J)\.1° 

donde wº ~ Ker (po) = ~V~ V 1 Po{v) = o}. Resta ver que wº 
es tambi~n un espacio estable por G: 

Tenemos que p p = p LJ Y s f. G , donde por comodidad s o or-s 
denotamos fs en lugar de f ( s), en eicto: 

PsP..Ps-1 - 1 fs<LPtPoft-l)fs'il1 
o(G) {.tú 

= - 1-2_ f s Ít Po f t-1 Í s-1 
o(G) {H1 

-1 -~Íst Po ~(st)-l = 
o( G) {'li 

-
1 L ~ P f -i -:: Po 

o(G) 3f~ g o g 

pues para s ~ G 

g = s(s-1g) 
fija, tenemos que G = { st 1 t E: G f ya que 

.. Po f s 
Así que si w

0
E lfQ = Ker p

0
,y si gEG, entonces 

o pues s es una transformacm6n lineal, pero 

P ( ) \.-/w e ',o Po s wo V o ~ 

.·. fs(w
0
)€Ker p

0 
= wº,. ~w0 ew

0 , de donde \./ºes estable por G. O 

Observaci6n 36. Si p: G -----+ GL (V) es una represen taci6n 

lineal de grado finito, y si \./, wº son subespacio& compleme~ 
tarios estables por G, entonces las representaciones 

f\\./: G __,,GL(\./) y f \wo: G ___.GL(W
0

) determinan la repre­
sentaci6n f de la manera siguiente: 

Como V = \./$w0 
, entonces V v E V, v se escribe de manera 

única como v = wtw0 con wE.\.I y w0 E.w0
• Así que \/gEG, 

f(g) (v) = f(g) (w+w0
) = f(g) (w)+ ~{g) (w0

) 

= fl w(g) (w)i" e1wº (wº) e \./EE>wº. 

Y así escribimos ~ = P\w © ~\ Wº. 
Adem~s si a1 = { v1 , ••• ,vml es una base de \.1 y 

a2 = {w1 , . •• ,wt\ es una base de 1..10, entonces 

{v1 • .. • ,vm ,w1 , ... ,wt ~ es una base de V; y del hecho de 
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que VgEG ~g (W)c\.I y p
9 

(\.1°)c\.1°, tenemos que si denot.!! 
mos la matriz correspondiente a fglw (respecto de la base a1) 

por R
9 

, y la matriz correspondiente a p
9
j '-Jº por Rº (res­

pecto de la base a2) tendremos que la matriz de p { respec­
to de la base { v1 , ... , vm, w1 , ••• ,wt\ de V) es; 

(
Rg O ) 

O R~ 

donde, naturalmente, los O en la matriz de arriba, denotan m.!! 
trices de ceros de tamaflos m x t y tx m , respectivamente. 

si V 
y v. 

Representaciones irreducibles. 

Definición 3t. 
Una representación lineal p :G ---tGL(V) es irreducible 

tiene exactamente 22§. subespacios estables por G: (O) 

(Nótese que si pes irreducible entonces V f (O) ). 

Observaciones 38; 
1) Debido al Teorema 31f, el que f: G ~GL(V) sea irred_!¿ 

cible equivale a que V no es suma directa de representaciones 
propias, es decir, (V = w1a:l w2 con w1, '-1 2 estables por e)~ 

(w1 = (o) ó w2 = (o)). 

2) Toda representación de grado 1 es irreducible. 
3) Despu~s se ver~ que todo grupo no conmutativo posee al 

menos una representación irreducible de grado 2. 

Teorema 3 'J. 
Toda representación lineal de grado finito de un grupo G 

es una suma directa de representaciones irreducibles. 

Demostración: 3ea f: G __,Gl (V) una representación de grQ 
do finito del grupo G en V. Haremos la demostración ~or in­
ducción sobre dim (V), la dimensión de V como espacio vectorial. 

3ase de la inducción: 3i dim (V) = O entonces V = (O) y 

en este caso V es suma~ (e.d. sin sumandos) de subesp~ 
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cios estables por G, de V. 
Si dirn(V) ~1 y ~es irreducible, no hay nada que probar. 

Supongamos pues que V= W~W', con W,W' subespacios de V, di~ 

tintos de (O), estables por G. Como dim (V)= dim (W) + dim('.~') 
tenernos que dirn (W)<dirn (V) y dim (\.J')(dim (V). Aplican­
do la hip6tesis de inducción (20. principio de inducci6n) a W 

y a 1,¡• tenernos que ',/ = v1 , 1 ~)V 1 , 2 63 ••• $V1 ,m y que 

donde cada V. . l,J 
to de (O) y sin 

w = v2,1@v2,2EB ••• Eflv2,s 

es subespacio de V, estable por G, distin 
subespacios eotables propios. Así que 

V = V 1 1 $ ... ~V 1 rn ffi v2 1 (B ••• Ef.) V 2' s 
' ' , 

de donde fes suma directa de representaciones irreducibles.
0 

El producto tensorial de dos representaciones~ 

Este producto es importante, pues como veremos, las repr_!! 
sentaciones de un producto directo de grupos se pueden expre­
sar como productos tensoriales de representaciones para cada 
uno de los grupos factores. 

Definición '10, Sean v1 , v2 , W espacios vectoriales sobre K. 
Una función g: v1 ><. v2 ~ W es un producto tensorial 

de v1 y v2 si g goza de las dos propiedades siguientes: 
a) g es bilineal, es decir: 

g (v1-t-v2 , v3) = g (v1 , v
3
)+g(v2 , v

3
) 

g (cv1 , v2) = cg(v1 ,v2) = g(v1 , cv2) 

\;/ Vp v2, v3 E. V y "\Je K, el campo. 

b) g: V 1 ~ V2 ____, W tiene la siguiente propiedad "unive,!'. 
sal": 

Si h: V1ll.V2 __,,v es cualquier otra función bilineal, 
entonces existe una única función lineal 'Fi: W ~V tal que 

el siguiente diagrama es conmutativo: 
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es decir, que ñ g = h • 
Nota 41; ·:omo un producto tensorial v1 )C. v2 --·HI 

terminado de manera única (excepto por isomorfismo de 
cios vectoriales) hablaremos del producto tensorial de 

está d~ 
espa­

v, Y 
v2 y lo denotaremos 

(v1 ,v2) ~v~2 
Podemos pensar el producto tensorial de v1 y v2 , 

v1 ~v2 , como el espacio vectorial generado por la base 

~vi©w.lit(,, ... ,,,\ en donde ~v1 , ••• ,vn1 e~basede v1 y 

{ 
J l;.~\.··· ..,\ 1 w1, ... ,wm\' es base de v2 , es decir, los elementos de 

v1 ~v2 son sumas (formales) finitas de elementos de la forma 
vi® wj donde además se satisfacen: 

i) (v1 + v2)® v3 = (v1 ®v3) + (v2©v3) 

ii) (cv1)®v2 = c(v1@v2) = v1©(cv2) 
iii) v1®(v2 t-v3) = (v10v2) +(v1®v3). 

Observaci6n 42: dim (v1®v 2) = dim (v1) ¡c. dim (V2). 

Caracteres de representacicnes de grupos finitos. 

Definición 
Sea V un espacio vectorial de dimensi6n n y a: v~v 

una función lineal, cuya matriz respecto a una base ie1 , ••• , en\ 
de V es (a .. ) .. "l t. La traza de a es el esca-

l , J i , J t ·1 , • •• , n .l 
lar ~ 

Tr (a) =Lª· . 
. l, l 
!({!.-., .. ' 

es decir la suma de los elementos de la diagonal. 

Nota 44: Veremos que la traza de una matriz no depende de la 
basi de V elegida (y en particular, Tr (a) es la suma de los 
valores propios de a , contados de acuerdo con su multiplicl 
dad). 
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Definici6n 1./5. 
Sea ~ : G --tGL( V) una representaci6n lineal de un gr,!¿ 

po finitc G en el espacio vectorial V. (Recordemos que e~ 
cribimos f g en lugar de f' (g), para facilitar la lectura). 
Fon gamos 

~(g) = Tr ( fg) gE, G 

(Recordemos que ~ 
9

: V--tV es un isomorfismo de espacios 
vectoriales y que por lo tanto le podemos calcular la traza, 
que es igual a la traza de la matriz asociada, respecto de 
cualquier base de V). 

Así tenemos definida una funci6n 1'y: G ~ K 

quw se llama el carficter de la 
g t-·Hr( f g) 

representaci6n • 

Nota 46: Como veremos adelante, el carácter de una represen 
taci6n caracteriza la representaci6n (representaciones con el 
mismo carácter son isomorfas). Así que en muchos casos~ y en 
especial en el caso de que estemos estudiando las vibraciones 
de una molécula, nos bastará conocer los caracteres y n6 toda 
la representaci6n del grupo de simetrías de la molécula. 

P roposici6n ~l. 
Si 1-. es el carácter de una represen taci6n p de grado n 

del grupc finito G en V, V espacio vectorial sobre el campo 
de los números complejos, 

a
1
) 'Ñ 1G) = n 

b) 'X< s - 1) = 'X.( s)* 

c) "X_(tst-1) = 'X.(s) 

entonces: 

\JsE.G. 
\js,t(G, 

Aquí (*) denota la conjugaci6n compleja. 
Demostraci6n: 
a) Como 

identidad en 
Idv: V ----'tV es la funci6n 
= n es claro que 

n • 
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b) Sabemos que una matriz A de n /1. n con coeficientes 
en C tiene n valores propios complejos(las ra!ces del poli 
nomio de grado n: det (A - x!d), donde Id representa la m~ 
triz identidad de n x n) x1, x2 , ••• ,xn digamos. También 
sabemos que escogiendo una base (de vectores propios de A) ~ 

propiada, la matriz de A respecto a esta base tiene la fer-

=(txiJ• =("Ns))* • 

Pues la norma de los valores propios de A es 1 : 
Como G es un grupo finito, entonces \JsE.G, s f. lG, el con­
junto de las potencias de s también es finito, as! que si t~ 
mames las potencias s, s 2, s3, •• • tenernos que :l i < j tal 
que si= sj y multiplicando por (si)-l tenemos que 

1 _ i( i)-1 _ j( i)-1- j -i _ j-i con G-s s -s s -ss -s 



j-i.., o. 
Así que 

En particular Idv = ~(1G) = e<sj-i) = (f (s)} j-i. 

si ~ ( s) tiene matriz 

x, 

o 
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de donde se vé que xr-1 = x~-i = = x~-i = 1 y en conse-

cuencia \ x1 \ = \ x2 \ = • • • = \ xn \ = 1 • 

A sí que si xk = a t bi, en ton ces -1 1 a - bi 
xk = -a+sr = -----

( a "' bi) ( a- b i) 

= ~ = ..!!....::Jll. = 
8 2 ~ b2 1xk1 

a - bi = (a -t bi )*. 

c) Se sigue del hecho de que Tr (ab) = Tr (ba) 
Y a, b : V ~V transformaciones lineales. A sí que tam­
bién °'/....(vu) = /(.(uv) "/u,vE.G • En el caso particular en que 

u = ts y V = t-1 tenemos que 'X< c 1 ts) = 1.J. s) =X< tst-1). 
Así pues, verifiquemos que Tr (ab) = Tr (ba): 

ª1 , 1 ª1 , n bl , 1 b1 ,n 
Sea a= y b = 

ª2, 1 8 2,n b2, 1 ... b2,n 

. 
8 n, 1 ªn,n bn, 1 bn,n entonces 



donde ci,j 

.', Tr (ab) = L ci,i = ª1, 1b1,1 +ª1,2b2,1 + ••• -\-ª1,nbn,1 

+ ª2 , 1 b1 , 2 t ª2, 2 b2 , 2 ~ • • • ""ª2, n bn, 2 

'r ª3, 1 b1 ,3 +ª3,2b2,3 + ••• \.ª3,nbn,3 

+ ªn, 1 b1 , n .\ ªn, 2 b2 , n ~ 

sumando por columnas vemos que ésto es= Tr (ba) • 
• 

Nota 48: 

~a b n,n n,n 

Una func~6n f: G ~K tal que f (uv) = f (vu) se 11~ 
ma una funci6n central. Después veremos que las funciones cen 
trales son los elementos de un espacio vectorial, una de cuyas 
bases son los caracteres d~ las representaciones irreducibles 
del grupo G. 

Proposici6n lt~. 
Sean f 1: G --4GL(v1) 

sentaciones lineales de G 
Y f 2: G ----»Gl(V2) dos repre­

Y sean X 1 y 'X.2 sus caracteres 
respectivos. Entonces: 

i) El carácter -X.. de la representaci6n suma directa 

v 1 ~ v2 Cff>~&: G ----..;> v1© v2 ) es X1+ X2 • 

g --~p, (g)+ f 2(9) 

ii) El carácter )( de la representaci6n producto tensorial 

v1©v2 es~,·~. 

Demostraci6n: 
Expresemos f 1 y f 2 en forma matricial: R1(s) y R2(s) 

para cada s E G. La forma matricial de la representaci6n \ 1@ f2 
es 

(

R1 ( s) 

R(s) = 
o 



de donde Tr(R(s)) = Tr(R1 (s)).+Tr(R2(s) VsEG , de donde 

/-..(s) = X1(s)t X,2(s). 

ii) X1(s) Y-ri i (s) donde R1 (s) = (ri,j(s)) 
'r,- 1' 1 

X2Cs) = ~ ri
2
,i

2
(s) y así 

l 

°X,(s) = T, r .. (s) r. i <s> =X,<s>·\<s> 
~ Lt J.1 'J.1 J.2' 2 

El lema de Schur(S'O), 
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Lema de Schur: Sean v1 y v2 espacios vectoriales sobre 

c. Sean f 1: G ~L(V1 ) y ¡::> 2: G ~GL(V2 ) dos represen 
taciones irreducibles de G, y sea f: v1 ___..i) v2 una funci6n 

lineal tal que V s f. G, el diagrama siguiente es conmutativo: 

v, 
f 

Vz 

l ~1,S 
.(! 

1 ~ .. ) 
v, Vz 

, es decir que 

f•f 1(s) =r 2(s)•f. Entonces: 

i) Si f1 y p 2 no son isomorfas, con f isomorfismo, 

(e.d. si f no es un isomorfismo de espacios vectoriales), en 
tonces f = O: v1 ~ V2 

ii) Si v1 = v2 y f 1 = f 2 , entonces f es una hom2 

tecia (e.d~ f=cidv: V -v 
v~cv 

Demos traci6n: 

i) Si f = O ne hay nada que probar. Supongamos pues que 

f f O. Entonces Ker f~V1 y Ker f es un subespacio estable 
de v1 (es subespacio: si v1 ,v2 E.Ker f, entonces f(v1+ v

2
) = 

f(v1)tf(v2) = o+o =O; si vE.Ker f y c~C, entonces f(cv)= 

cf(v) = O . Ker f es subespacio estable bajo p1 : pues si 

vE.Ker f, sfG, tenemos que fo (v) = o f(v) = 
1 1 's ~ 2, s 

P2,s(O) = O); 
y por tanto, f 

como v1 es irreducible entonces Ker f = (O), 

es inyectiva. Tambián por ser f f O, tenemos 
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que (O) +Im fe. v2 , con Im f subespacio estable de v2 

(Im f es subespacio: 

w2 = f(v2) con v1 , 
si w1 ,w

2
i;Im 

v 2 E. V 1 , y así 

f, entonces w1 = f(v1), 

w1 -\-w2 = f(v1)+f(v2) = 

w = f(v)E. Im f, y c'°C, entonces 

cw = cf(v) = f(cv)E. Im f, Im f es estable bajo f 2 : 

pues si w = f(v) e. Im f, entonces \fse. G tenemos que 

fz,s(w) = P2,/(v) = ff1,s(v) = f(f1,s(v))€ Im f), Ente!! 

ces, de la irreducibilidad de v2, tenemos que Im f = v2• 
Por lo tanto f es suprayectiva, y como ya habíamos probado 

que f es inyectiva, tenemos que f es un isomorfismo, 8 
ii) Si V1 = Vl y P.= e, , escojamos un valor propio de 

f (que existe porque como aquí el campo es C, y como C es 

algebráicamente cerrado, la ecuacién det (f - ).. Id) = O tie 

ne todas sus raíces en e, que son precisamente los valores 

propios de f) y consideremos f* = f - A Id): v1 --tV1, 

V s I!: G tenemos que el siguiente cuadrado conmuta: 

f* v, --- v, 
t f 1 's l p, 's 

f* v, ---v, 
pues Vwtv1 : 

r4,;f*(w) = ~1,s·(f - Aid)(w) = f1,s f(w) - f1,s(~Id.(w)) 

= f•f1,s(w) - ~ 1,s< ~w} = f f' 1,s(w) - ')... ( f1,s(w)) 

= f f l ,s('-4) - (A. Id) p 1 ,s(w) = (f - A Id) fi ,s(w) 

= f*P (w). 
1 's 

Pero f* no es un isomorfismo, pues si v es un vector pro­

pio de f, correspondiente al valor propio ~ , tenemos que 

f*(v) = (f - A Id) (v) = f(v) - /\v = Av - Av ='O', de donde 

vemos que f* no es inyectiva, y por tanto no es un isomorfi~ 

me, Así que por i) f* =O= f - Aid, e.d. f =~Id: v--tv, 
o 
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El Gran Teorema de la Crtogonalidad. 

Teorema (Gran Teorema de la Ortogonalidad) 
~ ~ * t _ C r r o(G) 
¿_Ra,a'fla",a"' - 01 1• cla,a" Oa 1 a'" 
Rl:C:i ' dim( V) 

Donde (R .. ) .. ,11 d' vl es la matriz correspondien l,J l,Jc1 , •• , im J 

te al elemento R del grupo G en la representaci6n irreducl 
ble ~ (que supondremos uní taria, ya que son 1 as represen ta­
c iones que más nos jnteresan, pues como vimos en la pág. 
las representaciones de los grupos de simetría moleculares 
que u3amos en la teoría de vi~raciones, son unitarias), aquí 
además G GL(V), V~V, y las c5 son Óde Krone-

R 1 ~ R~ 

cker. 
Oemostraci6n: 
Hagamos primero la siguiente observaci6n que no es otra 

cosa que el lema de Schur en forma matricial: Si ~ y ~· son 
dos representaciones irreducibles 

G --=-°'- GL(V) 
(! 1 

G ---'--- GL (V') 
R '-1---t• Ri' R R ~, 

y M es una matriz de tamaílo dim(V) )( dim(V') tal que sati.§. 
face· la ecuaci6n 

Ri, M = MRl \J RE. G (30) 
entonces M=O 6 M=cld, donde Id es la matriz identidad de 
tamaño dim(V} X dim{V'}, en el caso de que V = V' y 1 = ~ '. 
Efectivamente, ésto se sigue del lema de Schur, considerando 
el diagrama: 

v ____ v• 

que conmuta R G y donde M• 
matriz M. 

denota multiplicaci6n por la 



4pliquernos ahora la observaci6n anterior a las represe.!! 
taciones ~ y ~ ' de arriba, tomando como matriz M la matriz 

M (X) = fu T J X r/, donde X es una mi! 
triz de tamaño dim(V) dim(V'), arbitraria. Observemos que e~ 
ta matriz satisface. la condici6n (JO): 

R"' M = ~ Rl T~ X r/, = ¡;Rt ... T~ X r;. R;. R6' (•) 

= ~¿:<Rl rl ) x (Rt r~, ) ] Rr S>(RT)~ x (RT)a1 Rd' 
L. 'T•t. l m 

= M Ra• (ya que\ Té G\ \RTI H G\ ). 

Ahora, como X es arbitraria, haremos elecciones apropi_a 
das de X para deducir el Gran Teorema de la rrtogonalidad. 

Si '6 y "K ' son representaciones irreducibles no isomo.! 
fas, entonces, por el Lema de Schur, M(X) =O (para cualquier 
elecci6n que hagamos de X), en particular, si X= (xi .) es ,J 
tal que xa' ,a'''= 1 y los demás coeficientes de X son O, 

tenemos entonces que: 
~ 1 y't 

O=~ (Ri,j) X Rk,l , realizando el producto tenemos que 

ll s 

o o ?í o o ... R1, t 

;:¿ o o Rl,t o o ~·T o ( Rk, 1) 
1. 

o ... o o o 

~ a•i )' ~· t "'( l' -+ 
R1 t R R1 't Rs,2 R1 t Rs,dimV' 

1 s, 1 1 

'6 R tt R2~,t R( t Rl,t 
~· t 

=l 
R2,t s, 1 s,2 Rs,dimV' 

ll 
~· '\ d a'' a ~·' l 

RdimV,t Rs, 1 RdimV,t R 'º' RdimV,t Rs,dimV' s,2 

de donde vemos que para a,a'E.f1, ••• ,dim(v)\ y para 

(*) se está usando el ~echo dff que la representaci6n es unit~ 
ria Y que ~or lo tanto RT = R-1 
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a",a"'é.ll, ... , dim(V 1 )\, 

~ a a• t . "' ( ) O = R , R , , , , , si " --l 0 , 6 , recordando que R1. J' = a,a a ,a o-p , 
( ~ . ) (donde * represen ta conj ugaci6n compleja) tenemos que: 

J, 1 ... 
~ "J ,."T . ":::/:! ' 

0= LRa a'Ra" a'" si o rO 
R ' ' 

(31) 

Si R~ = R~· , entonces, del lema de Schur, M(X) =cid, en este 
caso, así que si tomamos la matriz X corno antes, es decir, 
si su coeficiente xa',a'', = 1, y los demás coeficientes de X 
son O, tenernos que, al efectuar las operaciones en cid = 

= L Tll X T~, = M(X) , que 
n<. ) ~ "( t ( 

'¡-Ra,a' Ra"',a" = Óa,a"·C (3 2) 

que es el coeficiente a,a'' -~sirno de la matriz identidad. 
Ahora, poniendo a=a'' y sumando sobre a tenemos que 

e dim( V) = L ¿ c = l:' .:E:" Rt + R r a a,a a R~G a'",a a,a' 

¿_ l 
RE G 

R 

a 
(t ~ =L. - . b 

Ra"',aRa,a' RéG Ida"',a' ~o(G) a"',a' 

(ya que como es unitaria, entonces R -l = Rt), de aquí, 
calculamos el valor de c: c=o(G) ~a''',a' 

oim(V) 
que, al sustituirlo en (32) nos dá: 

~ Ra~ a' R , 
6, usando el hecho 
conjugada: 

31 
Ra''' ,a'' S 6 .~ 

t 1 t '1 ' a,a a ,a dim(V) 

de que la matriz adjunta es la transpuesta 

~ .. 
Ra'' ,a''' = ba,a" Óa' ,a'"·~ 

dim(V) 
(33) 

o bien, combinando ésto con (31), tenemos que: 

15' 
Ra'' a''' = Ó v• da a'' 

' ~•u ' 
Óa',a'' '· illJ__ 

dim(V) 

o 
Como consecuencia importante del Gran Teorema de la Crto­

gonalidad, podemos definir el siguiente producto escalar, en 
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el espacio vectorial sobre el campo de los n6meros complejos, 

cuyos elementos son las funciones f: G----~. para un cierto 

grupo G (recordemos que la suma de funciones se define median­

te la regla (f+ g) (v) = f(v) + g(v} Vv € G; y que el producto 

de una funci6n pcr un escalar se define por (c·f)(v) = c•f(v) 

\JvG.G). 

Definimos el producto escalar < , ') de ?',y~ : G ::::: C 
como sigue: 

1 L. (/) ., {// 
- t€G T(t) J"'(t) 
o (G) 

(34) 

(que claramente es un producto e~calar, definido positivamente, 

ya que es lineal respecto a la segunda variable, semilineal re~ 

pecto a la primera variable y < 'f ,lf '? /' O si <f.¡, O). 

Teorema 51 
i) Si "X. es el carácter de ¡.;na representaci6n irreducible, 

entonces <"X.,'X./ = 1. 
ii) Si 'X.,'X.

1 

son los caracteres de dos representacic~e:i 
irreducibles no isomorfas, entonces {'-X .. ,"X'?= O, 

Demcstracién: 

i) Sea p: G ~GL(V) la representaci6n irreducible de 

carácter '\.. y sea n = dim C V. Entonces: 

= _, 2_ XJt>• A.et> = * I X...cc1,x. Ct> 
o(G) t~G O\G) tt4 

<"!...,'X) ( 35) 

: 1 z_ Donde hemos pues-
ti(G) t, i,j 

to en forma matricial Pt = ( r 1 ,j(t)), y usado el he~ho de 

que '\.(t)* = "\(C1 J, (pues como f>t-1 = <ft)-l = Pt, y co­

mo la matriz adjunta es la matriz transpuesta y conjugada, se v6 

que el carácter de -X. , calculadc en t, siendo la suma de los 

elementos de la diagonal de la matriz 9t , es el conjugado de 

la suma de los elementos de la diagonal de la matriz f t"' l 



' Como 1 L r .. r. j = 
o{G) hG i,1 J, 

s . 1 
i,j ~ 
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(por (33) , en 

la demostracién del gran Teorema de la l'rtogonalidad), y como 
el !ndice i toma dim V valores, concluímos que 

<'X,'X_) = ~ ?.-J. ri,i(t-1) rj,j(t) "'~ (1/dim V)= 1. 
o(G) ' ' 

ii) Análogamente, pues en este caso ~~t = O en (33) • 

1 

. '. :·--: ~"' 
., J' 
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Teorema S:l.. 
Sea V una representaci6n lineal de G (e.d. p:G-GL (V)) 

de carácter lf, si descomponemos V en suma directa de represen­
taciones irreducibles 

Entonces si W es una representaci6n irreducible de carácter 
"X_, el número de Wi' s isomorfas a W es <'f ,"'/....). 

Demos traci6n: 
Denotemos "Xi el carácter correspcndiente a Wi' entonces 

<(> = -x., + ~ + . . . + -xk . 
Ahora, f..~, "X...)= <"X.1 ,X.) + ()..2 , "X.)+ ... +<Xk,'X..) 

y tenemos que ('l.i ,'"X.) si \.1 i es isomorfo a W y. 

l"k_i,"X,) O si \.li no es isomorfo a \.1 •
1 

Corolario 5'3. 
El número de las \.li' s isomorfas a \.1 no depende de la 

descomposici6n V = 1-11 e ... Ef) Wk elegida, 
Demostraci6n: 
En efecto, este número es ('P, "X.) que no depende de la 

descomposici6n de V. /1 

Corolario 51./. 
Dos representaciones con el mismo carácter son isomorfas. 

Demostraci6n: 
En efecto, cada rerresentaci6n contiene el mismo número 

de veces una representaci6n irreducible dada, por el Ccrolario 
anterior. Y toda representaci6n se descom~one en subrreprese~ 

taciones irreducibles. ll 
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En vista del Corolario anterior, se dice que los caracteres 
caracterizan las representaciones lineales de los grupos finl 
tos. Y' se reduce el estudio de las representaciones al estudio 
de los ca rae te res. 

Teorema 55, 
Si 'f es el carácter de una representaci6n V , enton­

ces < !p, 'f>) es un entero y { '(','('>:t si y s61o si <f es irre­
ducible. 

Demostraci6n: 
En efecto, si descomponemos V en representaciones irr~ 

ducibles: V= m11-1 1 $ .. ~h',Jh (mi€!N) con \.li~wj si i'f j, 

tenemos, denotando ~ el carácter de wi' que 

'f> = ml "X..1 + m2 "X.2 -+ • • • + mh '"X.h 

y:. l.I(>,'{)) ::111 m~ + m~ + •.• +~ E. Z (=conjunto de los enteros) 

y es claro 
igual a 

si v = wi 

que (~.~> = 1 si y s6lo si una sola de las mi es 
mientras que las demás son O, Es decir, si y s6lo 
es una representaci6n irreducible. 

I 

La representaci6n regular. 
Supongamos que el grupo G y el espacio vectorial V, sobre 

el campo K satisfacen o(G) = di~ V. En este caso podemos 

tomar una base lvt\ tE. G de V, indicada por los elementos 
de G. Definimos la representaci6n regular p:G· -GL(V) por: 

p:G---.GL(V) 

gl "'p(g) 

donde j>(g): v----:.v 
vt~vgt 

diendo la definici6n de p(g) por linealidad. 

, y ex ten 

Notemos que como p
9

(v1) = v
9 

, entonces los transforma­
dos de· v1 forman una base de V. Recíprocamente, si W es 
una representaci6n de G para la cual existe un vector w 

tal que lfs(w)\ s€ G es una base de W, entonces \.J es 



isómorfa a la representaci6n regular (se define -C:V---tW ), 

v ?-tfs (w) 

Consideremos ahora las matrices de Ps, s e,G. Si s -f 1 
entonces st -f t \J t E G y por tanto los elementos de la di_!! 

gonal de la matriz de .Ps son ceros, en particular, Tr ( .P
5

) 

=O. Si s =1, Tr( Ps> = Tr (1) = dim V= o(G), y así: 

P roposici6n !)l:, • 
El carácter 'P de la representaci6n regular está dado por: 

<{'(1) o(G) 

'P(s) = O si 

Corolario 5~ · 
Cada representaci6n irreducible está contenida en la repr!!_ 

sentaci6n regular un número de veces igual a su grado ni , 

Demostraci6n: 

Por el Teorema este número está dado por 

\'P.'/..¡)= _1 ¿__ 
o(G) s€G 

<p(s)* \_(s) = - 1 · o(G) "X.¡(1) = °'X¡(l) 
o(G) 

n. 
l • 

I 

Corolario 58 . 
Los grados ni 

grupo G verifican 

de las representaciones irreducibles 

la relaci6n f- nf = o(G) 
f.¡ 

Demostraci6n: ~ 

Por el Corolario anterior, C(J =¡.ni "'X.i " 
o(G) = dim V= '('(1) = L n. "".(1) = ~ 2. 

'· i =1 i "1 h ni 

del 

, 
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El número de representaciones irreducibles de un grupo. 

Recordemos que si 'X.: G____,.Y. es un carácter, ')\. tiene 
la siguiente propiedad: 'X._(g-1 hg) = "X.(h) (6: °X.(lk)= X. (kl). 
En vista de que "X_(gh) = ).(hg) se dice que "'f... es una fun­
ci6n central en G. 

A firmaci6n 5<i. 
Si V es un espacio vectorial sobre el campo K y S 

es un conjunto no vacío arbitrario, entonces 

{f: S---·W 1 f es funci6n} es un espacio vect.Q 
rial sobre el campo K, donde las operaciones son las siguien 
tes: 

f+ g : s V 

SI ,f(s)+g(s) \J s ES 

k f s V 

s k ·f(s) \JkE.K \fs é S. 
I 

En particular, como K es un espacio vectorial sobre sí 
mismo, con su suma y su producto como operaciones, tenemos que 

1::{ f: G-K} es un espacio vectorial sobre 
K, donde las operaciones son las definidas arriba. 

Consideremos ahora el siguiente subconjunto de 

H= lfe'fl f(gl)=f(lg) \J1, gEG) 

H es llamado el espacio de las funciones centrales de G, y 
es un subespacio vectorial de~: 

i) O: G~K está en H pues O(gl) = O = O(lg) 
gi----+O 

ii) f, k ~ H ~f-t- k) (lg) = f(lg) + k(lg) = f(gl) + k(gl) 
= (f+k) (gl) g, 1€G ,".f-+kE:H. 

iii) fe:H, c~K~(cf) (lg) c(f(lg)) = c (f(gl)) = 

= (cf) (gl). · .', cf €H. 



57 

Sabemos además que los caracteres de las representaciones 
pertenecen a H (es decir son funciones centrales de G). 

Teorema 60 · 
El conjunto de los caracteres {X.,, .• , 1-X..\\)de las repre­

sentaciones irreducibles es una base ortonormal para el espa­
cio vectorial H. 

Demostraci6n: 
El Teorema 52 muestra que 'X.1 , •.• , ~ es un conju!l 

to ortonormal, en particular son linealmente independientes. 
Res ta probar que {"X., 1 ••• 1 Xi.~genera H, Sea f E. H, si f 
no estuviera en el espacio vectorial generado por "X.,, ... ,"X.h, 
por el m6todo de Gram-Schmidt, conseguiríamos una f 1 ortQ 
gonal a cada ).i y que no estaría en el espacio generado por tx.11 ,., 

1 
"X.¡,\· Ahora, si p:G---+GL(V) es una representa­

ci6n de G, pondríamos 

L. 
t€ G Por el Lema si-

guiente a este Teorema, se tiene que si V es irreducible de 

grado n entonces ff* es una homotecia de raz6n 
1 

A=_, 
n 

f,(t)X.(t) = ~ (fl,X.)= o 
n 

(ya que f 1 j_1_por hip6tesis si V es irreducible). Y si V no 
es irreducible, descomponiéndola en representaciones irreducl 
bles tenemos que pf* = O :G-GL(V). 

1 

Si aplicarnos ésto a la representación regular y calcula­
rnos en el vector v1 tenernos: 

O= O(v1) = fp (v1) = L f(t)* ft(v 1) = Lf1(t)*vt 
1 t E. G téG 

y como \ v1 , •• , , vn 1 es una base de V, concluiríamos que 
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f 1(t)* =O \lte.G es decir que f 1 =O \[(habíamos supuesto 

que f 1 no estaba en el espacio generado por\~")) •
1 

Lema G1. 
Sean f€H y f:G-GL(V) una representaci6n lineal de 

G. Sea pf: V--tV lineal dada por: 

pf e:¿_ f( t) .Pt 
t~ G 

Si V es irreducible, de grado n y de carácter '"X.., enton­

ces pf es una homotecia de raz6n f... donde 

)...= - 1 L. f(t)X..(t) = .9.il;,l <f*1'X.) • 
n n 

Demostraci6n: 

¡pJ' .Pf Ps = L f(t) (_p/ Pt 9s 
tE: G 

L f( t) 9s-1 ts' 
t 1i. G 

haciendo u= s-1ts tenemos que 

( 0S' .Pf Ps = > f( sus-
1

) Pu = L.r<u) .Pu = .Pf 
). ~ ~E.G 

•' • ff Ps == Ps P f • Ahora, debido a la segunda parte de­

la Proposici6n 50 tenemos que .f>f es una homotecia de razón 

A. :. pf = A.1d. fu 
Ahora, n A= tr A(Id) = tr pf = f( t) :{.( t) = 

t€ 

- QÍ_ GJ 2=.. * -y 
- O(GJ' tE G f* (t) '\(t) = o~G) < f* ,'X,) 

A.= ~ (f*,-X.) 
n 

I 
Definici6ri f,2, 

Decimos que· g, hEG son conjugados si '3t€G tal que 
g = tht-1 • 
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Afirmaci6n 63. 
La relaci6n de conjugaci6n es una relaci6n de equivalen 

cia en el conjunto G: 

g 

i) Es reflexiva: g = 1-1g1 16G, VgEG. 
ii) Es simétrica: g = tht-l ~ h C 1 gt = ( C 1 )g( t-1 )-1, 
iii) Es transitiva: si g = tht-1 y h = sus-1, entonces 

tsus-lt-1 ~ (ts)u(ts)-1• 
I 

Así, G queda partido en clases de equivalencia, que 11,2 

maremos clases de conjugaci6n o clases conjugadas. 

Teorema G1f. 
G tiene el mismo número de representaciones irreducibles 

que de clases de conjugaci6n, 

Demostraci6n: 
Hay tantas representaciones irreducibles como dimk H. 

Ahora, una funci6n f está en H~f(gug-1 ) = f(u) \jg,uEG 
~ f es constante en cada clase conjugada. 

Así si 91, 92, ... ,gs son las clases conjugadas de G 
definimos 

Es claro que {~1 1 ... 1 As\ es un conjunto de funciones centrales, 
y también, es una base para H: 

i) Es linealmente independiente: 
pues si c1A 1 +c2 ~+ ... 'l'c 5

6s O G--+K, entorr 
ces aplicando ésto a gi tenemos que 

ci = (c1 .6. 1 + ... +es ~s) (gi) =O (gi) = O, .'. ci=O 'r/i. 
ii) Genera tf: 

pues si f es central, es inmediato que 

f = f(g 1)61+ f(g 2 )~2 + ... +f(gs)éi..s. 
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s = dimk H = Número de representaciones irreducibles. . . ~ 

Corolario 65'. 
Sea s ~G y e la cardinalidad de -g (la clase de con s s -

jugaci6n de g ) • Entonces 6. = L._ x.)... donde xi=('X.. D..) 
s s i =1 l l l, s 

::: 1 ~ D.. (u)"\.(u)*::: e '"'f .(s)*. 
QTG) L_ s i _s_ /'-1 

. uEG o(G) 

,'., ¿\s(t) = ~f!i(s)* "\i(t). 

o(G) 

Si s =t 

=~(s) = Í 
o{G) 

L 'X..(s)*A.(s) 
i = 1 l l 

Si s no es conjugado de t: 
o=~ (t) = e "\"")..,.(s)*)._.(t) 

s _s_L i i 

o(G) 

'?; \e,¡* "X.,ctJ = b,,, ~ s • 

Las cperadores de P royecci6n. 

I 

Entre las consecuencias del Gran Teorema de la Ortogon_!! 
lidad, se encuentran las propiedades de los Operadores de Pr2 
yecci6n que definiremos enseguida. 

Supongamos que los vectores v1, ••• v1 son los eleme~ 
tos de una base para la representaci6n irredutible- i-6sima 
de--grado li' de un grupo G de orden o(G). Es decir, tenemos 

rl. 
Vi ..!.....1.-t Vi 

automorfismo de espacios vectoriales g G, de tal manera que 

la correspondencia G GL(V) 

91 ' r~ es un homomorfismo 
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y a fortiori, una represen taci6n irreducible·. 
Para cualquier elemento del grupo podemos escribir 

i i - . i r g(vt) -{f(g)s,t vs. 

. * 
Cuando multiplicamos esta ecuaci6n por ( r 1 (g) s',t') y suma-
mos sobre todos los elementos del grupo, tenemos 

¿ ri( , • L . . 
g g s',t' s f 1 (g) v1 = 

L. L. * s,t/ 

s g r 1
(g) s',t' r\g) s, tvs 

y usando el Teorema de la rrtogonalidad, ésto nos dá: 

Ós,s' bt,t' .2Í.tl 
li 

Así que si definimos el operador de proyecci6n como: 

tenemos que: 

/'. . 
Así vemos que el operador de proyecci6n Ps~t' , al apli 

carse a un vector arbitrario w, nos deja únicamente la comp~ 
nente de w correspondiente al s-ésimo vector de la base de 

Vj(la representaci6n irreducible indicada con j). Así 
w no pertenece a Vj, o si w no tiene componente en 
el resultado de aplicar el operador P Jt' a w será 

s ' En el caso particular- del c~erador de proyecci6n 
/" j 

notemos que F t' t' v1t· = vJt.' b . . b t t' 
l, J ' • 

que si 
j 

V s'' 
o. 
./.'." j 

p t',t' 

Las propiedades anteriores de que gozan los operadores 
de proyecci6n son sumamente útiles cuando queremos determinar 
los modos de vibraci6n de una molécula. Lo que a manera de 
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ejemplo haremos en la secci6n siguiente para una molécula con 
grupo de simetrías o3• 
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El grupo o3 
Tabla de caracteres, representaciones irreducibles, operado­
res de proyecci6n, y vibraciones para una molécula con grupo 
de simetrías o3 • 

o3 es el grupo de simetrías del triángulo equil~tero 
1 

l~ • E> ''ª'º qua a3 •> tambiéo el ''"Pº da 
las permutaciones de tres elementos. 

Como sabemos que el número de representaciones irreduci­
bles de un grupo es el n6mero de sus clases de conjugaci6n(Te2 
rema 6~ }, usaremos el siguiente Lema para ver cuántas repre­
sentaciones irreducibles admite o3• 

Lema 66 . 
Denotemos Sn el grupo de les permutaciones del conjunto 

\1, 2, ••• , n1 • Dos permutaciones« y~ son conjugadas~ 
c::t. y ~ tienen la misma estructura cíclica (*). 

Demostraci6n: 

~) Supongamos que~.~ son permutaciones conjugadas en 

sn' es decir, 3óe.sn tal que d.=~@ ó-1 • 

Supongamos que ó-1 o ó 
i~j-~-kt--+l 

es decir que 'l" .. e o.~·\ 
i 1 º'"' l 1 

observemos entonces que j ~ k ~ Ó (j )~Ó(k) 
• ll 
i 1 • 

ro.sí que si ? tiene estructura cíclica dada por 

(3= (1, ••• ,j)•(k, ••• ,l)o,,.•(s, ••• ,t), entonces "1"2Óel~-t 
(*)oC.y ~ tienen la misma estructura cÍclica si al descomponer 
r:J. y~ como ~roducto (composici6n) de ciclos ajenos, podemos es­
cribir a.= c,• ... •c,,. ~=d,• ... •d..-con ci y d¡ ciclos de la misma 
longitud Y i. F. ej. (12) (345) y (43) ( 125) tienen la misma es­
tructura cíclica. 
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tiene la estructura cíclica 

( &'(1), ... , b(j))•(Ó(k), ••• , Ó(l))• ... •( ~(s), ... Ó(t)) 
. 6 

~) Recíprocamente, supongamos que o(. y~ tienen la misma 
estructura cíclica: 

~ = (1, ... , j) (k, ••• ,l) 

~ = ~t, , ... 1 t) u¡k,•·•1~) 
Es claro que <::r es una permutaci6n tal que 

CJ1... =\!' ~cr·t :. ~ d 1
01.1T , de donde tenemos que 

O.. y~ son permutaciones conjugadas. I 

Ejemplo: 
En s6 ~= (1,2,3)(4,5)(6) ya:(4,1,2}(ll))(5) , tienen la mi.§._ 

ma estructura cíclica, Definimos IJ" por: 

~ = ( 1 , 2 , 3 )( 4 1 5) ( 6 ) 
w¡ vl"'\ or¡o-¡ ... -¡, 

°" =(4, 1,2)(3,6) (5) 

y· tenemos que o--1 
O(. 'if = ~ • I 

es decir, 'J"= (1,4,3,2)(5,6). 

Ahora, en s3 = o3 hay tres estructuras cíclicas posibles: 

(1)(2)(3) (1,2)(3) y (1,2,3) de donde vemos, r·or 
medio del Lema anterior que hay tres clases de conjugaci6n y 
por lo tanto hay tres representaciones irreducibles de o3, de 
grados n1 , n2 y n3 , digamos, 

Por el Cor. 58,p.55, n1, n
2 

y n3 deben satisfacer la r~ 

laci6n 
y también 
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n, 1 6" en, divide a 6) 1 n2 \ 6 y n3 \ 6 • 

De las relaciones anteriores es claro que n1 = 1 , n2 = 1 y 

n
3 

= 2 (salvo permutaci6n de los índices) ("r+1
1

+2'1.= 6). 

En vista de lo anterior denotemos ). 1 , "X.2 y -X.3 los 

caracteres correspondientes a estas representaciones irreduc,! 
bles, suponiendo que 'X. 1 es el carácter de la representaci6n 

identidad, tenemos la siguiente tabla que queremos completar: 

(1)(2)(3) 
( 1 '2) 

(1 ,2,3) 

-X.1 

De las relaciones de ortogonalidad para los caracteres'(Teor~ 
ma 5"1 ) tenemos que 

o =<.~,"X .. 1'1= 1/6 (1 \Od)-+ 3~(1,2)-T21¿(1,2,3)) 

1=<~.\)=1/6 CX~(Id) + 3 "'X.~(1,2) + 2~(1,2,3))~ 
pero además sabemos por ser "X.2 el carácter de una represent~ 

ci6n irreducible de grado que: 
a) 'X,2(Id) = 1 

b) lz:D 3~C es un homomorfismo de grupos multiplic~ 

tivos (-X, 2 coincide con la 2a. represen:aci6n de grado 1). 

11 sí tenemos: 

o= 1/6 (1 + 3 °X.¿(1,2) + 
6 = ( 1 + 3 J.~ ( 1 ' 2) + 2 

2 'X.¿c1,2,Jll 
1 

-x;c1,2,1)J 

(36) 

(37)· 

Donde además 
l. 

"X.2 ( 1 '2) = 'X20,2> X. 2<1,2> = ~((1,2)-<1.2>)= 
i A2 es homom. 



~(Id)= 1, así que 'X.2(1,2) == f 1 l -1 

6 

Análogamente 12(1 ,2,3) es una raíz cúbica de 

que ser un número real debido a la ecuaci6n (36), 
;,'°X,2((1,2,3)) == y:. 'X.2 <1,2) = -1. 
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que ti~ 

Así que tenemos el siguiente progreso en la construcci6n 
de la tabla de los caracteres irreducibles de D3: 

(1)(2)(3) 
( 1 ,2) 
(1,2,3) 

-1 

Ahora, ~((1)(2)(3)) = 2, y escribamos X.3((1,2) =y 

y ~((1,2,3)) = z • De las relaciones de ortogonalidad para 

caracteres tenemos (ver Teorema 51) 

6 = 4 + 3 y'l. .ir 2 z1 = 6 -< ~, X/ 
o= 2+3 y -t-2 z = 6 <~.'X.,) 

o = 2 - 3 y + 2 z = 6 < ~. 'X. 2...., 

(38) 

(39) 

(40) 

De (4() y ()~) tenemos 4 ... 4 z = O :. z == -1. Sustituyendo 
en (38) tenemos que y = O. Y nuestra tabla de caracteres e1 
tá completa: 

(1 )(2)(3) 1 -1 2 
( 1. 2) 1 -1 o 

(1,2,3) 1 1 -1 

las representaciones irreducibles de grado 1 coinciden con 
su correspondiente carácter. Calculemos ahora la representaci6n 
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irreducible de grado dos, para lo cual colocaremos ejes car­
tesianos en el centro del triángulo: 

1 

Veamos como transforman los elementos de o3 a los vectores 

unitarios (1 ,O) y (o' 1): 

(1 )(2)(3)1.---~ [: ~] 
[ coo 

30 •en JO ) [''2 - 3 /2) 
( 1 '2) 1 

-cos JO "' sen 30 3 /2 -1/2 

["" 60 "" 60 ) (''2 3 /2] (1,3) ~ = sen 60 -cos 60 3 /2 -1/2 

(2,3) t---4 [-: ~] 
[e" 120 -"n 120 l • [''2 -3/2) (1 ,2,3)1--+ 

sen 120 cos 120 3 /2 1/2 

[e" -120 - '"" -1201 [ 1/2 3 /21 y (1,3,2)~ = sen -120 cos 120 - 3 /2 1/2 
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As! que las representaciones irreducibles de o3sor.: 

e ~ 

(1)(2)(3) ( 1 ) (1) o 
1 

( 1 , 2) ( 1 ) (-1) 1/2 -..JJ d 1 
{;f'/2 -1/2 

......... 

(2,3) ( 1 ) (-1) 1 2 -[3'71 
f3' /2 1/2 

( 1 , 3) ( 1 ) (-1) 1/2 p /2 

fI'/2 -1/2 

(1,2,3) ( 1 ) ( 1) -1/2 -f3' /2 

f3' /2 -1/2 

(1,3,2) ( 1 ) ( 1) -1/2 3' /2J 
d3/2 -1/2 

Antes de continuar recordemos que en el plano, la matriz 
de la transformaci6n lineal correspondiente a una rotaci6n por 
un ángulo e está dada por la matriz (ver 'l>ác:i. 3'1) 

(cose 
lsen9 

-sen el 
cos e J 

Mientras que la matriz de la reflexi6n sobre la recta 
y•(tan9)·x es: 

(

cos 29 

sen 28 

cos 

sen 

(29 - 90• ~ = 

(29 - 90° 0 
Gos 28 

~en 2e 
sen 2el 

-ces 20 J 
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Ahora, si colocamos un juego de. coordenadas cartesianas 
paralelas en cada v~rtice.del triángulo equilátero 

69 

¿cuál es la representaci6n da .o3 inducida~por la figura ant,2. 
rior? Usando la informaci6n de la página anterior, es fácil 
ver que la respuesta es: 

o o o o o 
o 1 o o o o 

(l)(l) (:,) !----+ o o 1 o o o 
o o o 1 o o 
o o o a 1 o 
o o o o o 1 

o o o o 1/2 VJ/2 
o o o o .¡3' /2 -1/2 

(~) t----+ o o 1/2 .J3' /2 o o 
o o ..p'/2 -1/2 o o 
1/2 {J /2 o o o o 
.]312 '."'1/2 o o o o 
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o o o o -1/2 -9/2 
o o o o ..[3'12 -1/2 

(~3). r -1/2 ·./'S'/2 o o o o 

" .fi' /2 -1/2 o o o o 
o o -1/2 -Jr/2 o o 
o o $/2 -1/2 o o 

o o 1/2 -€12 o o 
o o -$/2 -1/2 o o 

ni1, r 1/2 -fl/2 a o o o ., 
-./J/2 -1/2 o o o o 
o o o o 1/2 -812 
o o o o -{3'12 -112 

_, a a o o o 
o 1 o o o o 

(.1,3) 1 
r o o o o -1 o 

> o o o o o 1 
o o -1 o o o 
o o o 1 o o 

o o -1/2 '812 o o 
o o --n12 -1/2 o o 

(i,3,1) ' 
,.. o o o o -1/2 .JJ/2 > o o o o -612 -1/2 

-1/2 -.&12 o o o o 
--B' /2 -1/2 o o o o 

Ahora, si con 'X denotamos el carácter de. r vemos que 
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'X.e c1 H2> o» = 6 l.< <1 .2» .. a X« 1,3) > ... o "X.«2.1» • o 

X..« 1 • 2 , 1) ) = o "X.((1 ,3,2)} = o • 

De donde vemos, usan~o el Teorema 52 que f contiene a la r_!! 
presentaci6n fl (=Id) tantas veces como (X,"X.1)"' 1/6·6 = 1. 

Y. a la representaci6n r3 tantas veces como ("){r ?(3). 1/6(6·2)• 
2 , Es decir que r = r 1® r2 Ef> 2 1 3 , . -

Construyamos ahora los operadores de proyecci6n (ver pág. 
60 ) • 

El primer operador de proyecci6n es 

P~\. 1 = 1/6·f r({1)(2)(3)-i- f((1,2>> '"r«1,3))+ r«2,3))\ 

l + r « 1 • 2 , 1 » + r ( ( 1 , 3, 2.)) J 

o o o o o o 
o 2 - J -1 3 -1 

= ~ o -ó 3/2 612 -3/2 .[312 
o -1 3/2 1/2 - 3/2 1/2 
o {3 -3/2. -..fi/2 3/Z. .[3 /2 
o -1 3/2 1/2 - 3/2 1/2 

De donde (excepto por· un factor de normalizaci6n) el primer m2 
do normal de vibración tiene la forma: 

Tomando el segundo operador de proyección 
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= 116 . { r 2 ( e 1 , 2, 3 » - r 2 e e 1 , 2 > > - r 2 ( e 1 , 3 > > - r2 e e 1 H 2 H 3) ) 

-t r2((2,3)) .\ r2((1,3,2)) ) 

Efectuando la suma, tenemos el operador de proyecci6n en for-
ma matricial 

2 o -1 JJ -1 -.f3' 
r2. o. o o o o o 

1>1\ -= Ye:, -1 o 1/2 -.J312 1/2 ..JJ/2 
' ST -íl'/2 3/2 -íl/2 -3/2 o 

-1 o 1/2. -f312 1/2 J312 
- ..[J o ,J3'/2 -3/2 -1312 3/2 

De donde obtenemos al aplicar el operado.e a x1 , por ejemplo, 

es decir: 

que no corresponde a una vibraci6n sino a una rotaci6n de la 
molécula sobre su centro. 

El tercer operador de proyecci6n es: 

P ~1• 1 = 216 . [ r 3 e ( 1 H 2 H 3 > > + 112 r 3 ( ( 1 , 2 > > + 112 r3 e e 2 , 3 > > 

-112 r
3
cc1,J)) - 1/2 r3((1,2,3)) -112 r3((1,3,2))) 

que aplicado a y3 nos d& excepto por el factor 1/3 : 

J3¡2 x1 - fi/4 x2 - 3/4 y2 - JJ/4 x3 + 3/4 y3 • De donde ten_2 

mos la vibraci6n 
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p 13 
2,2 

Por último, aplicando el cuarto operador de proyecci6n 

= 1;3·C r3«n<2)(3)} - 1;2l")CC1,2})+1;2 r3cc2,3} 

-1/2 r3((1,J}) -1/2 Í3(l,2,3)} - 1/2. r3(1,J,2))1 

Aplicando este operador a x2 obtenemos: 

1/3 l -13/2 ·y, + 3/4 

A 
x 2 - f3'/4 y 2 - 3/4 x3 - .{J/4 Y31 

es decir: 

que junto con los otros vectore-s 

ya obtenidos, forman los modos de.vibraci6n de la molácula.Sa­
bíamos de antemano que s6lo había 3 modos de vibraci6n inda­
pendientes: teníamos dos grados de libertad para cada átomo, 
en total 2 · 3 = 6: grados de. libertad. Sin embargo, 2 gra­
dos de libertad corresponden a traslaciones: 

y otro grado de libertad corresponde a una rotación de la molf 
cu la: 

(la que incidentalmente obtuvimos), Los 3 modos de vibraci6n 
independientes son: 

A J A. 
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La mo1'cula triat6mica con grupo de simetrías 03' Soluci6n de 

su ecuaci6n secular y cálculo de sus frecuencias y modos norma­

les de vibraci6n. 

Tomemos como coordenadas internas los tras incrementos en 

las distancias interat6micas y calculemos la mutriz G corres-

pendiente (ver págs. l 5 y B 

" 
) . 

Recordemos que G est~ definida por 

Gt, t• .. L }{"'s.,°'. S-t·,~ 
Ahora, segan las definiciones de la seccl6n en la p~g. 8 

tenemos que- los vectorn s son: 

Construyamos ahora la matriz G. De la definici6n tenemos que: 

1/m1 -1" 1/m2 • 1/m+1/m "'.! . 
I 

L'- ,,.. 
"' 1 ml ez,1• 9 3,1 = 

manera, calcularnos los 

dem6s coeficientes de la matriz G, obteniendo: 

G1 , 3 .. 1/2m , c2 , 1 • 1/2m , c2, 2 = 2/m , G2, 3 a 1/2m , GJ, l • 1/2m 

G3 , 2 • l/2m , c3 , 3 • 2/m, Ya que m1 = m2 a: m3 • 

(~) 



As! que la matriz G es: 

G • 

2/ra 

(
1/211 

1/2m 

1/2111 

2/ra 

1/2111 

1/2m) 
1/2m 

2/m 
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Por ot.i:aparte, la llllBtriz r (correspondiente a• la energía 

potencial) es,: 

o 
k 

o : ) . 
Para resolver el problema vibracional podemos hacer uso de cual 

quiera de las formas equivalentes de la ecuaci6n secular. La 

que se antoja más c6moda, dada la sencillez de la matriz f es: 

1 G - 1- r-1 \ = o 
Así que tenemos que resolver la ecuaci6n secular 

2/m - A./k 1/2m l/2rn 

\ 
o "' 1/2m 2/m - /../k 1/2m 

1/2m 1/2m 2/m - 7'/k 

Si multiplicamos cada-rengl6n de la ecuaci6n anterior por m 

y hacemos z • Am/k y calculamos el determinante correspondien­

te obtenemos -4 z3 + 24 z 2 - 45 z + 27 e o , 
li1 que al resolver, resulta tener· las raíces z1 .. 3 y 

z2 "' Z3 e 3/2 • De donde tenemos inmedi<itamente que \1 = 3k/m 

y /.. 2 = ?\ 3 = Jk/2m, así que las frecuencias de vibraci6n norms:, 

les son \)1 = ~ y la frecuencia degenerada (doble) v2 = .¡:;;¡:;;, 
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Si usamos el valor de A:1 que hemos encontrado y lo usamos 

pana encontrar los vectores propios (es decir el modo normal 

de vibraci6n con frecuencia 3k/m) en la ecuaci6n 

( 2/m 
1/2m 1/2m )( :l (:J 1/2m 2/m 1/2m í\•/k 

1/2m 1/2m 2/m 

C'btenemos que las soluciones son de la forma r ( 1, 1, 1) don 

de r es un número real, es decir son de la forma 

rs 1 t rs 2 + rs3 

que dada la elecci6n de coordenadas corresponde.al diagrema 

Resolviendo la ecuación análoga pa~a la ra!z doble 'A2 
obtenemos que todos los vectores propios (y por lo tanto los 

modos de vibración con frecuenció ~) son de la 

forma r 1(-1, 1, O) r 2(-1, O, 1) donde r1 y r 2 son números 

reales y donde (-1,1,0) y (-1 ,0,1) son los elementos de una 

base de vectores propios, por lo tanto podemos representar una 

base de modos normales de vibraci6n con frecuencia ~ con 

los diagrames siguientes: 
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Debemos notar que los modos normales coinciden con los obtj! 

nidos con métodos de representaciones de grupos en donde lo ún! 

co que usamos de la molécula fué el grupo de simetrías y sus 

representaciones irreducibles, 

Haremos lo mismo para el caso de una molécula con cada uno 

de sus átomos en el vértice de un tetraedro, en su posición de 

equilibrio. Notaremos otra vez la coincidencia de los resulta­

dos obtenidos con la ecuación secular y los obtenidos con la 

teoría de representaciones de grupos ( en este caso el grupo 

de simetrías es llamamdo Td). 
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El tetraedro. 

El grupo de simetrías· del tetraedro tiene 24 elementos: 

Id = (: ~ ~ ~) = (a), además hay 6 reflexiones: 

(!~ ~ ~ ~) = ( ab) , t~ ~ ~ ~) 

(: ~ b ~) = ~be) , (: ~ ~ ~) 

(ac) , \~ ~ ~ ~) = (ad) 

( bd) , l: ~ ~ ~ } = ( cd) 

cuatro rotaciones de orden tres y sus cuatro cuadrados: 

(: ~ b ~) = (cbd) , (cdb), (bad), (bda), (adc), (acd), (abe), 

( acb) , 
(recordemos que con la notaci6n cíclica cada elemento va 

a dar al siguiente, el último va a dar al primero y les eleme~ 

tos que no aparecen en el ciclo permanecen fijos: p. ej. (cdb) 

es la eprmutaci6n que manda e a d, d a b, b a e, mientras 

que el elemento a ~ermanece fijo), hay además en s4 tres rot~ 

cienes de orden dos: (ab)(cd), (ad)(bc), (ac){bd) y 6 rot.!! 

cienes impropias (una rotaci6n impropia es una rotaci6n,que no 

necesariamente es de simetría, seguida de una reflexi6n): 

(abcd), (adcb), (acbd), (adbc), (abdc) y (acdb), 
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Tabla de caracteres del grupo de simetrías del tetraedro, 

s4 (grupo de rermutacic~es de cuatro elementos) o grupo Td 

con la notación de Schoenflies. 

Sabemos, por el Lema 66 p. 63 que hay tantas clases (de 

'equivalencia) da conjugacién de s4 como el número de estru~ 

turas cíclicas de permutaciones de los cuatro elementos a, b, 

c, d. 

As!, la identidad (a) forma una clase de conjugaci6n 

por sí sola. 

Todos los elementos de s4 con estru~a cíclica como la 

de ( ab) forman una clase de conjugaci6n ( ab) 

\abY = {Cab), (ac), (ad), (be), (bd), (cd)J • Mientras que 

(ab)(cd) d \Cab)(cd), (ac)(tx:l), (cd)(bc)) 

"(a'bc) \(abe), (acb), (atx:l), (adb), (acd), (adc), (bcd), (bdc)1 

(abcd)"" t(abcd), (abdc), (acbd), (acdb), (adbc), (adcb)J 

As! que hay 5 clase de conjugación en s4 • ~or el Teo­

rema "14, p. Sí , sabemos que hay tan tas el ases de conjugaci6n cg 

mo re~resentaciones irreducibles. Así pues.sean n
1

, n2, n3, 

n4, ns las respectivas dimensiones de las representacicnes 

irreducibles r 1 , r2, r;, r 4, r 5 de s11 , cada una de 

las cuales es divisor del orden del grupo, c(s4) = 24, y ade­

más deben satisfacer (Cor.58,pSS ): 

(41) 
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Claramente, la condici6n (41) implica que 

ln1, "2• n3, n4, n5) e {1. 2, 3, 4) 

Además (41) ~ card {ni\ rii = 4\ ~ 1 • Si card {nil 

n1 ::: 4} = 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 

n5 = 4, y entonces 
~ 2. ':l. 2 

n1 ... n2 +n 3 .-n4 +t6 = 24 6, lo que es eqLlivalent~, 

i i a a 8 n1+n2 +n 3 +n4 = (42) 

Ahora, (42) =+ l n1 , n.a n;) e {1 , 21 , pero 

con cuatro cuadrados de 1 y2 no podemos sumar 8 d + ,a .. 1~ + 11 
z: 

1 a i 1 L :a. i i a i :i 
4; 1 +-1 1' 1 '\' 2 :: 7; 1 + 1 + 2 + 2 ~ TO; 1 to 2 +- 2 • 

... 
2 = 13; 

1 l 1 l ) . 2 +2 -t-2 oto 2 = 16). For lo tanto (42 es impcsible, a&! que 

ninguna de las representaciones irreducibles de s4 es de or-

den 4. • { • . n, ' 
Ahora, si 

n :a. • n J ' n 'I • n~ el 1 , 2, 

ni ~ 2 Vi, entonces 

n:+n~+-n: +n~+n~ ~ 4+4+4"'4•4 = 20<24 <V)• 
As! que necesariamente ni = 3 para alguna i. Supongamos que 

n
5 

= 3, entonces 

n;+n1+n:+n;+9= 24 es decir, 

i i a ~ 15 n1 +n1 in,,+nt = • 

Cbservemcs que como la representaci6n trivial de s4 , 

54---+Ml 1' 1 (~) 
o( ( 1) v •• ~ ' es de dimensi6n 1' podemos tomar n, = 

y as! (43) 
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De (43) tenemos que 3e{n2, n3, n4 \ (ya que en caso 

contrario teñdríamos n~ ._ n; ~ n~ ~ 12 '- 14 Y ) , Tomemos n4 • 3 

y resulta que ni+ n! :::: 5 (44) 

De (44) conclu!mos que f n2 , n3'= {1, 2} , As! que, en 

resumidas cuentas, los grados de las 5 representaciones irre­

ducibles de s4 son: 

n1 = 1 , n2 = 1 , n 3 = 3, n 4 = 3, n 5 = 3 

Denotemos las representaciones irreducibles de S4 por 

r, 1 r;: 1 r; 1 ~ J ri¡ y convengamos en que dim ( fi ) = ni • 

Es claro que la representaci6n trivial está dada por: 

[a) 
ri 

i (1 >\ 
(ab) 1 ( 1) l 
(abe) len\ 
( ab)( cd) 1 ( 1) \ 

{ abcd) { (1) \ 

Para obtener la representaci6n r.i. que tambi~n es de dimen-

si6n 1, nos basta aplicar las relaciones de ortogonalidad para 

caracteres ( Teo, 52,p.53) y observar que como la dimensi6n de 

r4 es 1, su carácter -X..2, debe ser un homomorfismo (de grupos) 

X,,: < s 4 , • ) ---. <e:\ {o) , . ) : 

o= (-x.,, -x.2) = -1 
( 1 '2fa> + 6 \<;t;> + 8 ~(abe) + 

24 
+ 3 "X 2((ab)(cd)) + 6"X. 2 (~) 

Como 'X. 2 es un hcmomorfi smo, resulta que "X.2 (Id) = ~2 ((a)) = 

Y que \ 2((ab)) t:\1, -1) (ya que 1,;, '"X,2(Id) = X. 2((ab)(ab))c: 

(45) 
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z 
• ~2 ((ab)) 'X2((ab)) .. ('"X, 2((ab)}]. De manera similar 

~ 2 ((eb)(cd))~{1, -1\ ). 2((abcd))E{1, -1, i, -11 
~2 ((abc)) ~ { 1, -1/2 + i{J/'J. , -1/2 - 1/3¡,} 

Como se debe satisfacer la relaci6n de ortogonalidad (45)~ 

O= 1-t 6\((ab)) ~ 8{2((abc)) + 3\2((ab)(cd)) + 6\((abcd)), 

vemos que "Xz((abcd)) y ).2((abc)) deben ser números reales. 

Entonces, Im 'X. 2C {1, -1 ~ , y resulta claro que el carácter A2 

de r2 está dado por la tabla l, 

-(a) 1 

(ab) -1 

{abc') 1 

(ab) (cd~ :1 
r;;bcci} -1 

Calcularemos enseguida una representaci6n de s4 de dimeu 

si6n J, colocando un sistema de ejes cartesianos en el centro 

del tetraedro, como indica la figura, y calculando las matri­

ces de las transformaciones inducidas por las operaciones de 

simetría 
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• .r, ( • 
-··· 18~· º) (~' 

o 

;) 
cos 180 

(cd)(ab)~ sen

0

1ao• cos 180 o .. -1 

o 1 o 

e 
o 

~.) (ed) (be)~(: o 

~J (ac)(bd)~ : -1 

o o 

1 (:1 
... 1 :) ' (; o 

:) ( ab) 1 o (aeh 

o o 

(: 
o 

:) ~ 
o 

~) (ad) o (be) • t o 

1 
_, 

(~1 
o 

:) (: 
, 

;) ( bd) 1 't (cd) 1 t o 
o o 

(:· 
o 

:) (~1 
_, 

:) (abe) 1 " o (abd) \ • o 
_, o 

~1 
1 

:) . (: o 

:·) ( bed) 1 , o ( bde) 1 o 
o -1 
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'(: 
o 

~ '(~ 
1 

:) (acd), o ( adc) 1 o 
o 

'(~ 
-1 

:) . (:1 
o 

n ( acb) 1 o (adb) 1 o 
o -1 

'(: o 

:) (-1 o 

:) ( abcd) 1 -1 ( abdc) 1 ~ o o 
-1 o a· .;;1 

·(: 
-1 

~) e 
o 

:) (acbd)1 o (acdb) 1 .. o ·o 
o o 

(adbc)~:1 
_, 

-~ (•dcb)~ (~ o 

:) o -1 

o o 

Id•(•)--(~ 
o 

~) y por supuesto, , 
o 

Así tenemos que el carácter 'X.4 de la rerresentaci6n r4 
de s4 está dado por: 

Id 3 

( ab) 1 

(abHcd~ -1 

(abe) o 
( abcd) -1 
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Fara calcular el cadcter 'X,3 de la representaci6n irre­

ducible de dimensi6n 2, tomemos su producto interior consigo 

misma y con ).1, ~, \.4, quo ya hemos calculado, y usemos 

las relaciones de ortogonalidad para caracteres Teo. 52, p. 53) 

para obtener el sistema de ecuaciones: 
i 1 1 r :-it 

20 6 (X3(ab)J -t-e rx .. 3(abc)] t 3 L\((ab)(cd)u t-6 LX./abcd)J 

-2 = 6 "A
3

(ab) + 8 ~3 (abc) + 3 ~((ab)(cd)) i" 6 ")..3(abcd) 

-2 = -6 'X. 3(ab) 1 8 "X..3(abc) + 3 '"K,3((ab)(cd)) -6 X. 3(abcd) 

-6 = 6 X..3(ab) -3 'X. 3((ab)(cd)) -6 "X.3(abcd) 

Resolviendo el sistena cnterior, obtenemos: 

"X.
3

(ab) = O, ~(ab) (cd) = 2, °X.3(abc) = -1 y A..3(abcd) == O. 

Resolviendo un sistema de ecuaciones obtenido similarmen­

te, conseguimos el carácter de r-5 , que es la segunda repre­

sentaci6n irreducible de dimensi6n 3, de manera que la tabla 

de caracteres de las representaciones irreducibles de s4 (Td) 

. 
' l ~ 11 e X es· 

1 Id 1 1 2 3 3 
___. 

6 ( ab) 1 -1 o 1 -1 

3 {ab)(cd) 1 1 2 -1 -1 

8 (abe) 1 1 -1 o o 
6 (abcd) 1 -1 o -1 1 

Cbtengamos ahora la representaci6n irreducible de dimen­

si6n 2. Fara hacer ~sto, recordemos que las operaciones de si 

metría preservan las distancias (por definici6n de simetría), 

y pcr lo tanto les corresponden matrices unitarias (Teorema 

23,p.33). Co110 las matrices w1itarias de 21( 2 son de la forma 
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(

cos B 

sen e (

cos 9 

sen e 
sen e ) 
-cose , 

observando la tabla de caracteres para r3' y usando el he­

cho d~ que las permutaciones (ab) y (abcd) generan todo 

el grupc s4, el asignar matrices apropiadas a (ab) y a 

(ahcd), nos determinará toda la representaci6n í 3• Una ma­

nera de hacer ésto es: 

(ab)!----"/¡3'/
2 -l:~ ) (abcd)..,._.(º 

\-1/2 - VJ /2 1 :) ' h""ª "" 
asignaci6n la representaci6n r3 es: 

Idr-> ~ ~) ($11 -1/2 ) (ab)t--t 
-6 /2 -1/2 

( ac).__. (: :) t<l' /1 -1/2 ) (ad ).,._____, 
{3' /2 -1/2 

(-!)' /1 -1/2 ) (º :) (be)~ JY ( bd ) 1--\t 
-1/2 /2 1 

(Jl' /1 -1/2 ) tl/1 -Jl' /2) (cd)t--t (abe) t--i' 
-1/2 -j3'12 ¡3\/2 -1/2 

r--1.-1/1 ( acb) J3' 
- 3 /2 

,fl' /1 ) 
-1/2 

(-1/1 
(abd)~ J3i 

- 3 /2 

,5}1) 
-1/2 

(;1 -JJ' /1) !;1 -[3' /2) ( adb)l---t (acd)~ 
/2 -1/2 /2 -1/2 

(-1/1 ( adc)i--, J3' 
- 3 /2 

Jí' /2) 
-1/2 

(-1/2 
(bdc>,_,. B 

3 /2 

-Jjl /2) 
-1/2 
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(•1/2 
( bcd)r-t \j3' 

- 3 /2 
$1~ 
-1/2 

( ob)(cd)I-->(: :) 
(")(bd)t---t(: :) (od)(bc)t---> (: :) 

(º :) ( abdc)t ·(-P ¡2 -1/2 ) ( abcd )1 ,. 
1 -1/2 J3' /2 

('/3' /2 -1/2 ) (acdb)~ 
{.¡J /2 -1/2 ) 

(acbd)~ 
-1/2 -.f3' /2 -1/2 {Y /2 

({3' /2 -1/2 ) ( adcb)I ; (: :) (adbc)H 
-f3' /2 -1/2 

A n&logam~ ~o, o~ :•n•:) la rop men ''º(: r 5 0' 

~ (ab)I- > -1 O O (ac)h O -1 

o o _, 1 o 

(-1 

o 

:) (1 

o :) (ad) ..._ __ ~ : o (be)~ : o 
-1 1 

~~ 
o :) (cd) ~C ~,) ( bd) ~ -1 o 

-1 o o 

> (: 

o 

o (acb)H(~ :) (abe) 1 o o 
-1 -1 o 
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G 
1 :) . (: o 

~ (abd) ~ o ( adb) I o 

o 

(~, 
o :) (~, 

-1 

V 
(acd) i----. o (adc) ~ o 

o 

. (; -1 

~~ e o 

~ (bcdh o (ab)(cd) ~ : -1 

o· o 

(:' 
o 

~) (~)(be)~(~ o 

~) ( ac )( bd) ..,..__.. : 
_, 

o o 

(~, o 

~) (abdc) ,___... ~: o 

:) (abcd)~ o 
o 

·(: 
-1 

D (acdb),____,. ~~ o 

:) (acbd)1 o o 
o -1 

~, 1 

~) { o 

~) (adbc}~ o ( adcb) 1 

o o 

. ~, o 

:) ·C 
o 

o (bdc)J o Id 1 

-t o 



Los modos normales de vibraci6n 4e una molécula 

con grupo de simetrías s4 (metano, por ejemplo). 

Los modos no.rmRles de vibraci6n de una molScula tienen 

las dos propiedades siguientes: 

89 

l. Cada uno de los vectores que representan un desplazamie.!2 

to at6mico intant6neo puede considerarse cerno la resultante de 

un conjunto de tres vectores de una base. 

2. Cada uno de los modos normales forma o '\)ertenece" a una 

representaci6n irreducible de la molécula. 

rara cualquier molécula, los modos normales de vibraci6n 

tienen simetría correspondiente a alguna de las representacio­

nes irreducibles del grupo de simetrías de la molécula (para 

una demostraci6n de ésto ver el libro de Yilson, Oecius y Cross). 

Tambi~n es cierto que las vibracirnes "no genuinas", las trasl! 

clones y las rotaciones, se transforman de acuerdo a represent! 

cienes irreducibles del grupc de simetrías molecular. ~dem~s, 

el conjunto de los 3n modos normales pued~ expresarse como 

combinaciones lineales de 3n vectores cartesianos de desplaza­

miento. Es claro que podríamos usar los 3n vectores cartesianos 

come base para una representaci6n (reducible) del gruFc de sime­

trías molecular. Esta representacién contendrá el conj~nto de 

las rPpresentaciones irreducibles a las cuales cada une de los 

modos normales, genuinos o ne, rertenecen. 

Hechas las observaciones anteriores, obtengamos la repre­

sentaci6n reducible mencionada arribo, para el tetraedro: 
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hagamos actuar las operaciones dP simetría en el diagrama si-

guiente, 

Las matrices correspondientes a las transformaciones de 

simetría son: " ... 1. • l ~ . 1, "' Y, 1, "' \ o o o o o o o o o 
'l. 1 o o o o o o o o 
¡, o o o o o o o o o o o 
w.¡ o o o 1 o o o o o o o o 
'4. o o o o 1 o o o o o o o 

Id.r:..., i, o o o o o 1 o o o o o o 
--.. o o o o o o , o o o o o 
Y1 o o o o o o o 1 o o o o 
i!.1 o o o o o o o o 1 o o o 
'I(' 

o o o o o o o o 1 o o 

"" 
o o o o o o o o o , 
o o o o o o o o o o 



(ab)~G ~r. 
o o 
o o 

(

o o 
(ac)i-Gr O B 

ff o 
o o 

(

o o 
(ad)\-4 o e· 

o o 
e: o 

(

D. O 

(be)~ o. O 

o ll 

o o 

(

E O 
(bd)~ o o 

o o 
O E 

(cd)¡L..,G ~ 
o o 
o o 

(abe)~~ ~ 
O G 
o o 

(

o o 
(abd)~ H O 

o o 
O H' 

o º) o o 
A O 

O II. 

B º) o o 
o o 
o a 

o e) o o 
e o 
o o 

o º) o o 
o o 
o o 

o ºj O E 
E O 

o o 

o ºl o o 
O F 
F O 

G ºJ o o 
o o 
o (i 

~ ~ H O 
o o 

A • Ü· -1 ~ o o 
o 

• r.¡ (ab) 

9' 

B • 
(~ o ~ 
~ o o/ 

• r" (ac) 

e• (

1 o q 
~ o· 1J • f.1(ad) 

D .._ 
(

1 o ª) o o -1 
o -1 o 

(~ o ~) 
-1 o o 

E "" .. r.. (bd) 

Fa (~ o ~\ 
o o ,/ 

= f;¡ (cd) 

e; .. (~1 ~ ~\ 
o -1 ~ 

= í't (abe) 

H = ~1 -1 º) o 1 = 
o o 

Í~ (abd) 
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º J 

( acb)...C.. O O 

J o 
o o 

10 o 
(acd) O K 

K O 
o o 

(adb)~ O O 

o º) J o 
o o 
o J 

o 1() o o 
o o 

1( o 

O L ro L 

o o 
L O 

o º) 
L .O 
o o 

(

o o 
( adc).!.,. O 11 

o o 
M O 

11 º) o o 
o 11 

o º· 

('.

N O 
( bcd )¡.!., O O 

O N 
o o 

1
~ o 

(bdc) O O 

o o 
o ~ 

o º) O N 
o o 
N O 

o ºj Ñ o 
o ~ 

o o 

-1 º) o -1 
o o "' ~ (acb) 

~ i) • r, (acd) 

L ª 

(

o o 
-1 o 
o 1 n -"(adb) 

~
O>) 

} = ~ (adc) 

N • ~ O ~T) • 'i (bcd) \~1 o o) 

o -; o o 11: 

-1 o r., (befo) 

(ab)(cd)l-L,~ p 

o 
o 
o 

o 
o 
o 
p 

º) ~-1 o o p = o -1 
p o o 
o i) • ¡;, (ab)(cd) 

(ac)(bd¡,_c__. ~o 
o Q J o o Q 

o o o 
<¿ o o 

o 
1 

o g) • r;, (ac)(bd) 
-1 
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(,d)(bc) ,L.(: o o 

D 
1 o 

~,) o R 
R • (~ -1 - íli (ad)(bc) 

R o o 
o a 

r (º o o 

~) • -G 
o 

~) ( abcd) 1------" ~ o o -1 • r~ Cabed) 

s a o 
o o s 

r t o T 

~) 
(:-1 o !) (abdc)~ ~ o o Ta ~ o "' r.11 (abdc) 

o o -1 

o T o 

(ocbd)I r > ~ o o 

~) u - (~ 
_, 

~1) o u o .. r'i ( acbd' 
o o o 
u o 

r (° V o 

n (º ~1) (acdb)~ ~ o o V ,... O o • f,, ( acdb) 

o o o 1 

o o V 

r (f 
o X 

~) (º 1 ~J • f.. (odbc) (odbc)I > ~ o o X "" ~1 o 
X o o -1 

o o 
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o o o o o -1 o o o o o o 
o o o o ·-1 o o o o o o o 
o o o 1 o o o o o o o o 
o o o o .O o o o -1 o o o 
o o o o o o. o -1 o o o o 

¡-C._, 
o o o o o o 1 .. o o o o o 

( adcb) o o o. :o 
. io '.O o o o -1 o o 

o o o o o /ó~.)~~·o o o -1 o 
o o o o o. . o. :o:. o o · 1 o o 
o ,O -1 o. o: .·.0./0,, o. o o o o 

,,_,,._ 'i:' 

o _, o o o • Q;' o: '.Q'· o o o o 
1 o o o o .··o··•·. o' o o o o o 

Denotemos r la representaci6n de s4 que hemos obtenido. 

P~r el Teorema 5~ p.53, el ndmero de veces que la reptesentaci6n 

r contiene a la representaci6n irreducible ri está dado por 

ci~G) fu- X,,_ (g) X.. i(g) ( 46) 

Dada la tabl¡¡ de caracteres "" 
1"1 't., -x, /("' A.¡¡ '\, 

1 Id 1 1 2 3 3 12 

6 (ab) 1 -1 o 1 -1 2 

3 (ab)(cd) 1 1 2 
_, 

-1 o 
8 (abe) , 1 

_, o o o 
6 ( abcd) 1 

_, o _, 
1 o 

De acuerdo con ( 46), vemos que la representaci6n r con-



tiene a la representaci6n rl 1/24 (12 + 6~2) = 1 vez, 

a la represen taci6n r 2 o veces, a la r 3 vez, a 

la r4 361'12 / 24 = 2 veces, a la rs 36 - 12 / 24 = 

= 1 vez. 
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Para er.contrar las coordenadas de simetría y por tanto 

los modos normales de vibraci6n de una mol6cula con grupo de 

simetrías Td , nos basta con encontrar los operadores de pro-

yecci6n 

..... . 
P. - 1 
~· - ¡:;¡ 

página 60 ) • A sí: 

2 -2 -2 -2 -2 -2 2 2 2 -2 2 
2 -2 -2 -2 -2 -2 2 2 2 -2 2 

2 2 2 2 -2 -2 -2 2 -2 
-2 -2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 2 -2 
-2 -2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 2 -2 
-2 -2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 2 -2 
-2 -2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 2 -2 
2 2 -2 -2 -2 :..2 -2 2 2 2 -2 2 
2 2 -2 -2 -2 -2 -2 2 2 2 -2 2 

2 2 -2 -2 -2 -2 -2 2 2 2 -2 
-2 -2 2 2 2 2 2 -2 -2 -2 2 

2 -2 -2 -2 -2 -2 2 2 2 -2 

De doride obtenemos el modo normal: 

y2" (-1, -t, t, '1, l, 2, 2, -1,-1,-1, 2,-l.} 
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Los operadores de proyecci6n P1; 1 
dientes a la representaci6n r 3 son: 

3 y F2, 2 correspon-

y 

2·~ -lt\11 1 -2l~ H8 1 ·W8 ·\+Vj ool 1-~ l·.J\ -1 

-1~'8 2 lr\11 1-'8 -'2. lt-'8 1-'8 :1 +VJ -lt~ -2. -l·\11 
1 1+'13 ltl/1 -1 +-R, 2.+~ -1 H'8 -fl-¡ 1 +'8 ·2·\l:l 

·:H-Jl 1-'/?, -1 2-v:!, -1+~ -1 2-1/3 1·1/3 1 ·2t-/! .w/j 1 
l-~ -~ -1--F.. -WB 1 -1--13 -h-13 -2 H-13 1--B 2 ftlf?, 

1 1~~ lt\./1 -'\ +I)! '2+-J!, -1 H../3 ·r\f!. 1 -1-~ -2-f3 
-'2+\13 .1.-Jj -1 2·'8 -h'/3 -1 z-'-13 1-'13 1 -1+~ -'1+~ 1 
-H~ l H--8 1-"3 -'l 1+-a 1-'1)3 2. -1-~ -H~ -2 -1-Vj 
- 1 -1-"1. ·.fl·1. ~ h\f) ·7.-"3 1 ·1·'11 1.+'/3 -1 1+'/! '2+~ 
i-'13 ·1+1/3 1 -2~.J\ 1-\1! 1 .·z..V! -\~V! -1 z-V\ t.-../1 -1 
1--fl.. -l -lt-f3 ·H~ ~ +-./3 ·\~ -?- 1+'8 t-\f3 2 1W°3 

-1 -1-~ -t·'A 1 t\-..fl ·1-'1! 1 -1-"l 2+'13 -1 1+-A 24 

'l~-.f\ -1""1'\ 1 -1""1'; IN! 1 ·l-\íl ·\.'lf\ -1 i._.g I\~ -1 
+"! l 1-'8 tt'A, -l 1--A, 1+.f-! l -1\\f\ 4..-.fl -'Z -1i..fi 

1 1-\11 2 -\[\ -1 ·1+'1\ 2-1/\ -1 1-'{J ·2+\fi 1 -WA, ·2i'8 
·1-lf\ 1t'f\ -1 Hlf\ ·1·\11 -1 'H'/1 H~ 1 ·'2.--.R -1·~ 1 
I~\~ .'.t ·1+fl. ·1-\fl :l -1+"1 -1·'/! -2.. 1-\13 lf'Jj 2 1-1/j 

"" 3 t t-\A, 2-'A -1 -H~ 2-'113 -1 1-'A -21...q 1 -f+~ -2+i/! 
p 2, 2 ~ -2· ~ l·\íl., -1 '.H~ ·1-V\ -'\ 1.-\~ IN\ 1 ·Z-~ ·1-'-R t 

-1-V-l, ?- 1--A 11-~ -:i. 1-1~ 1-hR, 1 -1~-.R ./-\A -t -1\ V3 
-1 ·1+1/! ·Z1~ 1 ¡ • ..¡.\. ·?-t\R 1 -H\F\ 1~ -1 t·"l 2·\11 

111-I, -1-\f\ 1 -2-lfJ, >W\ 1 -z-.P, -143 -1 z~.¡.i, HV-\ -1 
itfl. -1 -1~-J! ·1-~ l -'H'A 4-\Í\ -'.l 1--A 1+'/; 2 1--8 
-1 -WA -2~~ 1 1-lf\ .2.1¡-.J\ 1 .wfl .t-v-1 -1 \-'1\ i-V3 
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Los tres operadores de proyecci6n correspondientes a r4 
son: 

2 o o .. 2 o o 2 o o 2 o 
o 1 -1 o 1 1 o -1 -1 o ..:1 

o -1 o -1 -1 o 1 1 o 1 
2 o o 2 o o 2 o o 2 o o 
o 1 -1 o 1 1 o -1 -1 o -1 1 
O· 1 -1 º' o -1 -1 o -1 1 

..... i 
"'J.. o 2 o 2 o o 'Pq 2 o o 2 o o 

' 8 o -1 1 o -1 -1 o 1 o 1 1 
o -1 o -1 -1 o o 
2 o o 2 o o 2 o o 2 o o 
o -1 1 o -1 -1 o 1 1 o 1 1 

o 1 -1 o . 1 o -1 -1 o -1 -1 

o -1 o . 1 -1 o -1 o 
o 2 o o 2 o o 2 o o 2 o 
-1 o -1 o 1 o -1 1 o 1 
1 o -1 1 o 1 _, o 1 -1 o -1 
o 2 o o 2 ·o o 2 o o 2 o 

"' f 1 o -1 1 o 1 -1 o 1 -1 o -1 
'i>z.,t • l.. _, o -1 o _, 1 o -1 1 o 8 

o 2 o o 2 o o 2 o o 2 o 
1 o -1 1 o 1 -1 o 1 -1 o -1 
-l o -1 o -1 1 o -1 1 o 
o 2 o o 2 o o 2 o o 2 o 
-1 o 1 -1 o -1 1 o -1 1 o 1 
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y o -1 -1 o -1 o -1 
o -1 -1 o -1 o -1 

o o 2 o o 2 o o 2 o o 
-1 -1 o 1 1 o -1 1 o 1 -1 
-1 -1 o o -1 1 o -1 o 

"' 'I 1 o o 2 o o 2 o o 2 o o 2 
'Pa.~ = 8 1 1 o -1 -1 o 1 -1 o -1 1 o 

-1 
_, o 1 o. -1 1 o _, o 

o o 2 o o 2 o o 2 o o 2 

-1 -1 o 1 o -1 o 1 1 o 
1 o -1 -1 o 1 -1 o -1 -1 
o o 2 o o 2 o o 2 o o 

Los operadores de proyecci6n correspondientes a rs son: 

o o o o Q o o o o o o o 
o 1 o 1 -1 o -1 -1 o _, 

-1 
o 1 o 1 -1 o -1 o. _, -1 
o o o o o o o o o o o o 
o 1 1 o 1 -1 o -1 1 o _, _, 

""S' 1 
o -1 _, o -1 1 o -1 o 1 1 

i>~· .,. - o o o o o o o o o o G o 8 
o -1 

_, o -1 1 o 1 -1 o 1 1 
o 1 o 1 -1 o _, o -1 -1 
o o o o o o o o o o o o 
o _, 

-1 o -1 o -1 o 1 
o -1 -1 o -1 1 o -1 o 



,,..5 

¡>2,l '::. i 

y 

"¡; 1 

Pa.~ = 8 

o 1 
o o O. 

1 a 1 

1 o 1 
o o o 
-1 o -1 
-1 o -1 
o o o 
-1 o _, 
_, o -1 

o o o 
1 o 

_, o 
-1 o 
o o- o 
-1 1 o 

-1 o 
o o o 
1 -1 o 

-1 o 
o o o 
-1 o 
-1 o 
o o o 

o -1 
o o o. 
1 o -t 
1 o _, 
o o o 
-1 o 1 
-1 o 
o o o 
-1 o 1 
-1 o 1 
o Q o 
1 o -1 

-1 1 o 
-1 o 

o ·o· o 
1 _, o 
-1 1 o 
o o o 
_, , o 
_, o 
o o o 
1 _, o 

-1 O. 
o o o 

-1 o -1 

o o o 
-1 o _, 
-t o _, 
o o o 
1 o 1 

1 o 
o o o 
1 o 1 

1 o 1 
a o o 
-1 o _, 

o 
-l _, o 
o o o 
-1 _, o 

o 
o o o 
1 1 o 

t o 
o o o 
_, _, o 
-1 _, o 
o o o 

-1 o 
a o o _, o l _, o 
o o o 
1 o _, 

o -1 
o o o 
1 o -1 
l o -1 
o o o 
-1 o 1 

_, _, o 
l 1 1 
o o o 

1 o 
_, _, o 
o o 
-1 1 _, 
o o 
l 1 

o o 

o 
o 
o 
o 
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rinalmente, obtenemos la representaci6n gráfica de los 
modos normales: 



r··· .. ·· 
~e~ 'l.n n 'l. 21.1..-1.,·'1.,-'l.,t.,-2.):s 
111 ... .._,. 1A..1Al1 I I , ' 

= ~~~ (o,o,4,o,o,o, 0,,01 0,0,0,0) 

Y:i_,¡(l+\13,-t·Vi, i,-2.·Ji,1~V3, f,-i.-Vi • .J4--t,2.~,1WJ,-i). 
'\ l ":: t>..,, 1 ( '\,•, o,o, 01 0, 111 o, o,o,o, o) 

•¡0 (V',·",,11 O/l,-t,.o,-t,-1,0,-1)-= 
~ ~~ {~1 01 0,0,,0,,o,o,010,o,o,o) 

100 

y8 (o,·1, .¡,o, -1,-t, o, '\'1,0¡1,--t) r; 

= ~i.~ {o,o,410,0,0,o,o,C?,o,o,l>} 

YeC-t,-i,o,\;t,o,-~,-t,o,i,-1,o) = 
~1 ) _ 11 (o 0 0 \ o,o. 0.101 0,010,0 - r,,~ , I I ~ • 



101 



102 

C&lculo de las frecuencias normalec para una molácula con cua­

tro ~temas equivalentes en los vértices de un tetraedro en la 

posici6n de equilibrio (grupo de simetrías Td}. 

Para obtener la ecuaci6n secular, usaremos como nuestras 6 

coordenadas internas el incremento en las distancies interat6-

micas, donde s1 , ••• s6 corresponden a las ligas interat6micas 

como se ilustra en el diagrama 

Calculemos ahora los vectores a (sección de le pligine 6). 
.,.. 

"' - .. s, ,4 = 5 1 1 1 .. 8 2, 1 ' s, '2 .. 
8 1 '2 • 61 ,3 o 

..... 
5 2,3 

A o 5 2,2 = eJ,2 • .. ª2,J ' 52, t • s2,i. = 
A A 

5 3,2"" 8 4,2 • 6 3,4 = e2,4 • s 3, 1 .. s 3,3 .. o 

'84,3 
........ ....... 

= 8 4,3 ' 6 4,4 e: ª3,l¡ 54, 1 = s4,2 = o 
9 s,1 

,.... ....... 
= 9 3, 1 ' 5 5,3 e 8 1 ,3 5 5,2 = s5,l¡ = o 

6 6, 1 
...... 

"" 
9 4, 1 1 5 6,4 ""' .. ª1 ,4 1 56,2 "" 

5 6,3 "' o 

Podemos ahora calcular los coeficientes de la matriz G, 



N 

usando la definición et, t• • L. 11o( st:,.,. · s\.J"' 
hecho lo cual obtenemos 

G= 

2/Jll 

l/2m 

1/2m 

o 
1/2m 

1/2m 

1/2m 

2/m 

1/2m 

1/2m 

1/2ra 

o 

1/2m 

1/2m 

2/ra 

1/2111 

a 
1/2m 

o 
1/2m 

1/211 

2/ra 

1/2111 

1/2m 

1/2m 1/2m 

1/2111 o 
O 1/2m 

1/2m 1/2m 

2/m 

1/2111 

1/2m 

2/m 

10J 

Mientras que la matriz F es kid. As{ que la forma de 

la ecuaci6n secular que nos conviene ea 1 G - A r-l \ = O ; 

T.omando u =A 111/k y multiplicando cada hilera por pi, le ecua-

ción secular tiene la forma1 

2 - u. 1/2 1/2 o 1 /2 1/2 

1/2 2 - u 1/2 1/2 1/2 o 
1/2 1/2 2 - u 1/2 o 1/2 

o :: o 1/2 1/2 2 - u 1/2 1/2 

1/2 1/2 o 1/2 2 - u 1/2 

1/2 o 1/2 1/2 1/2 2 - u 

Desarrollando el lado derecho, tenemos que la ecuaci6n secular 

es (u-:i3·( u4 - 8 u3 + 21 u2 - 22 u+- 8)= O 

cuyas raíces son: u1 = 1, u2 • 1, u3 = u4 = u5 ~ 2 y u6 = 4. 

Así que tenemos que A.1 .. í\ .. k/m , ~3 = "A 4 r:: '\ = 2k/m 

y f. 6 = 4k/m. De donde tenemos que las frecuencias de vi-



braci6n son: ..¡¡;¡;. 
1 

doblemente degenerada 

~ , triplemente degenerada 

y J4k/m' . 
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Resolviendo las ecuaciones de vectores propios para cada uno 

de los valores propios ).. , hallados, tenemos las siguientes 

bases vectoriales: 

para ').._ = l</m { (-1, O, 1 ,-1, 1 ,O) , (-1, 1, 0,-1, O, 1) 1 
es decir: {-s1+s 3 - s4+s 5 -s1+s 2 - s4 +s 6 ~ 

para ').. = 2k/m { (-1, O, O, 1, O, O) , ( o. 0,-1, o, 1, O), } 

(0,-1,0, o, o, 1) 

es decir: {-s1 +s4 -S3 + S5 -s2 t s6 \ 

y para 'A= 4k/111 i ( 1,1,1,1,1, 1)} , es decir 

Así que los 6 modos normales de vibraci6n coinciden con 

los que habíamos obtenido usando unicamente teoría de represent!!_ 

ciones de grupos al aplicar los operadores de proyecci6n. Ahora 

hemos calculado adem~s las frecuencias de vibraci6n. En las s! 

guientes páginas dibujamos los modos normales de vibraci6n tal 

como los hemos obtenido con las coordenadas internas y la ecue­

ci6n secular.(comparar con los dibujos de las p§gs. 100 y 101 ). 
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-s2 +s6 

Los modos norm:;l es ccn frecuencia ¡;;;¡;- . 



los dos modos nor­
males con f recuen-
Oia 'fkTm 

El modo normal con frecuencia '-14k/m \ 
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Resumen, conclusiones y perspectivas. 

En la presente monografía se obtuvieron las frecuencias y 

los movimientos para los modos normales de vibraci6n 

para mol~culas con átomos iguales, 

en las configuraciones de triángulo equilátero en el plano y 

de tetraedro en ol espacio. Por un lado se obtuvieron direc­

tamente de la teoría de representaciones de grupos, aprovechaQ 

do que Jos modos normales de vibraci6n de frecuencia l) forman 

una base para una de las representaciones irreducibles del gr~ 

po en cuesti6n. Todas las representaciones irreducibles del 

grupo se pueden obtener de esta forma. Por otro lado, y como 

debía ser, los resultados anteriores coincidieron con les que 

obtuvimos resolviendo la ecuaci6n secular y calculando después 

una base de vectores propios para la matriz que aparece en la 

ecuaci6n secular. 

En este trabajo pretendemos además establecer las bases para 

utilizar la Teoría y sus resultados en aplicaciones futuras 

al cálculo de rropiedades de moléculas y de s6lidos. For eje!!). 

plo, las funciones de onda de las moléculas, que satisfacen 

ecuaciones cuánticas deben transformarse como los elementos de 

representacione~ irreducibles del grupo de la moléeula. As! 

también se deben transformar otras propiedades físicas repre­

sentadas por operadoras cuánticos, por ejmplo, los momentos an 

gulares, rotaciones, excitaciones y polarizaciones en la mol~­

cula, 

Concluimos que la teoría de representaciones de grupos es 

más que una pura técnica rara resolver problemas y hacer cálc~ 
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los en moléculas y on cualquier otra situaci6n física en la 

que juegue un papel la Simetría, sino que es el Lenguaje en 

el que de manera natural se deben plantear estas situaciones, 

En este sentido creemos.que el presente trabajo tendr~ u­

tilidad en el futuro como referencia de teoría de grupos, pa­

ra personas que quieran hacer cálculos del efecto Jahn-teller, 

como es el caso de varios iavest!gadores del Departamento de 

Física de la Facultad. 

. .... , .r 
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