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I 

INTRODUCCION Y TESIS 

Ia idea de que la electrodinámica clásica s6lo p..iede presentarse 

en una de dos formas es aceptada generalmente. Estas dos fonnas se dis

tinguen p:>rque illla parte de las ecuaciones de Maxwell-Hertz y la otra 

concluye en ellas.1 A la primera se le llama derluctiva ya que procedien

do de la expresión asumida caro la más universal, que son las Irellciona

das ecuaciones, obtiene las expresiones de las leyes que rigen los fe

nánenos de los diversos estadios de la electro::'ii.Mmica. De los textos 

que siguen este procedimiento es quizá el más riguroso t.OOavía, el de 

Stratton2, gue en Stl introducci6n señala: "Por un campo electranagnéti

co entendarros el daninio de cuatro vectores E y B, D y H ..• 11 

"La fuente de un camp::> electranagnético es una distrihlci6n de 

carga eléctrica y de corriente • • • y p..iede su¡::onerse que esta distri

buci6n es continua y no discreta ••. y ¡::ostulairos que en cada p.ll1to or

dinario del espacio los vectores de carn¡_:o están sujetos a las ecuaciones 

de Max\IJ'ell ••• 113 

Es indiscutible que este m::x:lo de exposici6n conf onna un teda 16-

g ico y congruente en el ámbito de su aplicación, y además que satisface 

el siguiente planteamiento de Stratton: 

"Este libro trata solamente de fenánenos en gran escala. Es illla 

1 



viva tentaci6n exterrler la discusi6n a ese fructífero campo que Frenkel 

llama 'estado quasi-microsc6pico' , y tener que ver con los muchos resul

tados herrrosos de la teoría clásica de los electrones. A la luz de los 

desarrollos contanpJráneos, cualquiera que intente tal programa estará 

pronto superado por las dudas. Aunque muchas leyes de la electrc:x:linillni

ca clásica son válidas directamente en dan.inios sub-microscópicos, uno 

no tiene la base para la selecci6n. El autor está firmarente convencido 

de.que la transici6n debe hacerse de la electrcx:linárnica cuántica hacia 

la teoría clásica, y no en la direcci6n contraria. Cualquiera que sea 

la forma gue al final tengan las ecuaciones cuánticas de la electrooi

námica, sus pranedios estadísticos sobre un gran número de átcrros deben 

conducir a ias ecuaciones de Maxwell. 114 

En opini6n de Stratton, entonces, la electrcxlinámica clásica p.ie

de expresarse mecliante funciones continuas, inclusive en lo que se re

fiere a carga y corriente, y que, la obtenci6n de las ecuaciones micros

oSpicas cuyos prara:lios estadísticos deberán proporcionar las ecuaciones 

macroscópicas, pertenece a la rrecánica cuántica. Esta opini6n no es can

partida por otros físicos, cerro Dirac que contrariamente observa: "los 

problemas de la electrcx:linámica cuántica actual deben ser atrililldos 

principaJJrente, en mi opinión, no a una falta en los principios l:ásicos 

de cuantificaci6n, sino al estar nosotros trabajarrlo a partir de una 

teoría clásica equivocada. 115 Para Dirac, cano se verá más adelante, la 

teoría clásica significa esenciallrente el lagrangiano que proporciona 

las ecuaciones microsc6picas del campo. 

En el presente trabajo, carpartierrlo la idea de Dirac y de otros, 

el concepto de electrón que:lará fuera de la esfera de la teoría clásica, 
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la que se refiere a CUerp'.)S en reposo, no asi las ecuaciones microsc6-

picas, ccmpJ.estas por funciones continuas, 9lJe pertenecerán a ella, y 

que serán el objeto principal de atención en este estudio. 

La postulación de la validez de las ecuaciones de Maxwell que ha-

ce Stratton, y que se requiere hacer en teda presentación deductiva, 

tiene mucho de acto de fe, PJ.es es inaceptable partir de font\a axianáti-

ca de la expresión más canpleja de la electrcx:1:i.námica para explicarla. 

Por ello tal vez, Planck al utilizar la presentación deductiva en su 

texto de electrcdinámica haya preferido partir de otros postulados, 

equivalentes a las ecuaciones de Maxwell, para él niás aceptables, aun

que igualmente canplejos: el principio de la conservación de la energía, 

la ley de Poynting y la expresión para la generación de calor de Joule. 

A las tres las ~pone leyes enpíricas y de ellas extrae las ecuaciones 

de Maxwell, 6cx:m un procedimiento idéntico al que se encuentra en el tex

to de Joos, bajo el subtítulo de "Derivación unificada y rigurosa de las 

ecuaciones de camp:i y de las condiciones en la frontera", en donde se 

dice: "El méto:lo prop..iesto pa.ra obtener las ecuaciones de Maxwell se ba-

sa en cinco h;i.p6tesi'S que, debe se;r admitido, no son tan inmediatamente 

obtenible$ del experimento caro aquellas que fonraban la base de nuestro 

Il)étooo anter;i.pr. [leyes de Farad.ay y Amper-e] . Sin embargo, el siguiente 

p;rocedim;i.ento tiene la ventaja de generalidad y canpacidad, Las cinco 

Stlposiciones son las que siguen: 

l\~ La expresiún para la dens;i.~d-ae eneFgia·:eléctrica es 

l1. K -2. 
t./ =. ~TI E . 

2 • .,.. La exn;x;-es~6n pa,ra la densidad de. ene;rgia magnética es . ,. . 

u. -~-l. 
~ - 8/\ H. 
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3.- El flujo de energía está dado p::>r 

S : 'i'
71 

E )l. tt 

4.- La exprési6n para la energía eléctrica que es convertida en 

calor de Joule :¡::or segundo por centlinetro cúbico es 

d. U.11:. - q-f l. 
d.t 

5.- El hecho exper.irrental de la superposici6n lineal de cazTl!X'S 

electranagnéticos, que requiere que las ecuaciones de campo sean 

lineales y harogéneas en E y H". 7 

Es indudable que la obtenci6n de las ecuaciones de Maxwell que ha-

cen Planck y Joos a partir de estas cinco su¡:osiciones es instructiva e 

.interesante, sin anbargo cabe preguntarse qué tan diferente es p::>stular 

la validez de las ecuaciones de camp:> o p::>stular la validez de las le-

yes a que acuden Planck y Joos. En lo que toca a la ccrnplejidad de am-

ros planteamientos, la situaci6n de los dos casos es idéntica. 

La otra forma de exp:>sici6n, la inductiva, es la más carun. En 

ella se analizan los fenánenos de la electrostática primero, de la elec-

trodi.n.funica desp.iés¡ en cada caso se fODlU.llan las ecuaciones que contie-

nen las leyes que los describen, y en este proceso, añadiendo a las ex

presiones materrB.tica.s fenánenos cada vez rrás canplejos se llega, wias 

veces de m:::xlo natural y otras a la fuerza, a la obtenci6n de las expre-

siones rretemáticas que son aceptadas caro las más universales, las ecua-

e iones de .Maxwell, para medios materiales en rep:>so ~ Un ejemplo de esta 

abreviación forzada se encuentra en la definición de los vectores i5 y H 

a partir de su contenido matenático y no de su contenido físico; al pro-

roodiar los valores de los ca."TlfX)s rnicrosc6picos y de sus fuentes.. se lle-

ga a la siguiente ecuaci6n: 

t ciE'~" -,i. ~ 
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los términos que contienen los vectores É y B describen el carrpo elec-

tranagnétioo y los otros tres describen las fuentes del mismo dentro 

del JPaterial; disp..testa de esta manera la ecuación muestra la relaci6n 

causal entre las fuentes y el campo, pero lamentablanente en atención 

a dos derivadas tenp:>rales y dos rotacionales se definen dos vectores 

híbridos 5 y H que oontienen campos y fuentes~ 

- - - - i - -D = f,E + P y H = F._ B - M. 

' De esta manera se simplifica la expresión JPatanática de la ecuación que 

vuelve a tener la forma de la ecuaci6n correspondiente del electranagne-

tisrro en el vacío oon cargas. La forma es nBs bella pero el contenido 

no es tan inrrediato. 

La ordenación de los fenánenos del electranagnetisrro de acuerdo 

con su deperdencia tenp:>ral es la única que p..tede encontrarse en las 

exp::>siciones del tema. Se utiliza en los planteamientos inductivos por-

gue esta clasificación es paralela al desarrollo hist6rico de los fen6-

rrenos¡ también se emplea en la exp::>sici6n deductiva porque las expresio-

nes rrás sencillas contenidas en las ecuaciones de Maxwell corresponden 

a la estática, y es natural empezar el análisis del contenido por su 

lado más sencillo. 

Así caro el desarrollo deductivo es un todo oongruente y 16gico, 

el inductivo no p..iede serlo porgue presenta una fractura en la adición . 
del ténllino D, que se hace atendiendo a razones de simetría en las ecua-

ciones y no, caro debiera ser, por razones enpíricas. El origen concep-
. 

· tual del término i5 es caro se sabe incorrecto, ya que Maxwell atribuyó 

su existencia a un desplazamiento electrónico, al considerar una analo-

gía entre un medio dieléctrico y el éter, desarrollando una teoría de 
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campo, o sea, de propagaci6n de las acciones en fonna contigua. El 

problena más imp:>rtante que Maxwell debía enfrentar era el planteado 

¡x>r las teorías de W. Weber y C. Neumann: "Estas teorías", dice Maxwell, 

11 su¡x>nen más o menos explícitamente, la existencia de substancias cuyas 

partículas tie;r1en la propiedad de actuar una sobre otra a distancia ¡:or 

atracci6n o reµtl.si6n. La teoría más desarrollada de este ti¡x> es aque

lla del Sr. W. Weber, quien ha hecho que la misrra teor1a incluya f enáne

nos electrostáticos y electranagnéticos ••• Las dificultades mecánicas, 

sin m.bargo, que están involucradas en la SUJ:X>Sici6n de ¡:artículas que 

actúan a distancia con fuerzas que dependen de sus velocidades, son ta

les caro para .i.mpedi.nre considerar a esta teoría caro la últirra •.• 

Yo he, ¡x>r tanto, preferido buscar una explicaci6n de los hechos 

en otra direcci6n, su¡:oniéndolos prcducidos p:>r acciones que continúan 

en el medio circundante tanto caro en los medios excitados, y dirigién

dane a explicar la acci6n entre cuer¡x>s distantes sin su¡x:mer la exis

tencia de fuerzas capaces de actuar directamente a distancias sensibles. · 

La teoría que yo prop:>ngo p.iede entonces ser llanada una teoría 

del camp::> Electrcxlinám.ico, p:>rque tiene que ver con el espacio en la 

vecindad de los cue.qos eléctricos o magnéticos, y p.iede llarrarse una 

teorfa Dinámica, ¡::orque su¡:one que en ese espacio hay materia en rrovi

miento, p:>r la que se pr00ucen los fen6ne.nos electrmagnéticos observa

dos11. 8 

Más adelante, desp..iés de definir el desplazamiento de las cargas 

en un dieléctrico, y de relacionar la fuerza eléctrica aplicada con la 

cantidad de electricidad desplazada en el diel~trico, señala: 11 
••• J>.J:¡uí, 

entonces, percibirros otro efecto de la fuerza electrarotriz, a saber, el 
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desplazamiento eléctrico, que de acuerdo con nuestra teoría es una es-

pecie de cesi6n elástica a la acción de la fuerza, similar a la que o-

curre en estructuras y máquinas debido a la corrlici6n de rigidez per-

fecta de las conexiones." 

Finalmente, su¡:Dne que el éter existe, que tiene una estructura, 

y en consecuencia con lo que acaro de transcribir, que en él se p..iede 
. 

a.ar el ténnino ñ. 

" •.• que las partes de este nedio son capaces de ser p.iestas en rro-

vimiento p::>r corrientes eléctricas y ¡:Dr imanes; que este :rrovimiento es 

cammicado de una parte del medio a otra p::>r fuerzas provenientes de 

las conexiones de esas partes; que ba.jo la acción de estas fuerzas hay 

una cierta cesión que depende de la elasticidad de esas ronex.iones ••. " 

Es así caro conceptualrrente, entra en la teoría este ténnino que 

habría de redondear la ecuación que contiene a la ley de Ampere, y da 

entrada a la posibilidad de obtener la ecuaci6n de onda que predijo la 

existencia de las ondas electranagnéticas. . 
Frecuenterrente se atribuye la presencia del ténnino D en las ecua-

cienes de camp:> a una inspiraci6n genial de Maxwell. Sin restarle el rré-

rito que tiene el haberlo hecho, ¡:Dr el camino que fuese, es muy irnp:>r-

tante seña.lar aquí que había otra fonna para identificarlo a partir de 

la teoría de Helmholtz, su¡:Dniendo solamente que las acciones electro-

magnéticas se propagan en el espacio con velocidad finita. Sobre ello 

dice Levi-Civita: 

"Es sabido que Maxwell ha deducido sus ecuaciones de hip5tesis 

más bien ccrrplicadas y con razonamientos no siempre correctos; para no 

iné::urrir en inconvenientes similares, le pareció a Hertz la rrejor cosa 
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prescin:lir (al Il'enOS en el caso de cuerp:>s en re¡:oso) de toda justifica

ción a priori, limitándose a hacer resaltar el perfecto acuerdo entre la 

representaci6n matanática y casi tcx:los los hecros experimentales estudia

dos hasta ahora". Y después de señalar la necesidad que entonces existia 

de expresar todos los fenárenos electranagnéticos conocidos en una sola 

dirección, dice: "Con tal propósito fueron prop..Jestas por físicos y ma

temáticos hipStesis disparatadas, de las que, aunque algunas se pueden 

impugnar por consecuencias físicarrente inaceptables [en nota añade: 

"(Véase aderrás :por ejemplo en la rraroria de Helmholtz, Wissenschaftliche 

Abhandlungen, V.l, pag. 537-687, la crítica de la ley de Weber)"] otras, 

con sus deducciones bien anronizadas, y no contradichas hasta ahora p::>r 

los hechos, requieren una discusi6n madura. 

Entre las teorías clásicas de la electrodinámica, a9\}ella que, 

siendo sin ninguna duda particulaim=nte notable, es la que fue estable

cida y desarrollada ampliarrente p::>r Helmholtz, en base a la ley poten

cial de F. Neurrann. 9 Si ella coincide en sustancia con la de Hertz o 

dórrle y cáro difiere, no fue examinado hasta ahora, pero la indagación 

no es para nú superflua, y en ello quisiera entretener a los lectores 

de este peri6:3.ico. 

Exp::mgo antes el resultado obtenido ..• 

· La teoría electrodinámica de Helmholtz (corres¡::x::md.i.ente a la ley 

potencial de F. Neumann) conduce a las ecuaciones Hertzianas, si611Pre 

que se admita gue las acciones a distancia (tanto de origen electrostá

tico, cuanto de origen electr~co) '.-Se propagan con velocidad fini

ta (SUbrayado en el texto original J . 
••• Se ve inmediatarrente que, :para darle forna matemática, .•. basta 
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sustituir al potencial elem:mtal 
.sLlE.t~,t) 

Y" 

(r:: flx-f)l t-l~-~?t l~-~fi') 
1 

de una masa canponente de corriente ..n.., existente en el instante t, en 
' 

el P-mto ( { , ~ , ) ) , con el potencial 

.n.t-s,~.~.t-Z"J .. 10 

'("' 

Puerle parecer extraña la aclaración que I.evi-civita hace sobre la 
.. 

velocidad de propagación del potencial electrostAtico, pero no debe ser 

rrotivo de confusión; se verá en el capítulo IV que tanto el potencial 

vectorial A, cerro el potencial escalar ~ , fonnan parte de un potencial 

único que satisface una cierta ecuación de movimiento, cuya solución 

conduce a una interpretación JT\3.te:nática en la que el r:otencial escalar 

se desplaza con la velocidad crítica c • . 
I.a introducción del término D en la electrcxlin&nica se hace.gene..;. 

rallrente en los libros de texto,recordando el golpe de genio de Maxwell 

sin utilizar los potenciales retardados cuyo uso, rnatanáticamente, es 

mucoo más satisfactorio para su obtención; algo queda en ellos de aque-

llo que prcx:lujo en Poincru:·é el carentario con que introduce su electro-

dinámica: "La primera vez que un lector francés abre el libro de .Maxv."€11, 

una sensación de malestar, y frecuenterrente también de desconfianza, se 

rrezclan desde el principio a su admiración. 1111 

Es así caro, recorriendo el vasto campo de la electrcx:linámica JX)r 

el camino inductivo o por el deductivo, nos encontrarros cada praninencia 

en cada lugar gobernada p:>r alguna fonna de las ecuaciones de .Maxwell, 

situación que nos conduce, con Eoltzmann,a aplicar la frase de Goethe 

a las ecuaciOnes de Maxwell, "¿Fué un dios quien escribió estas líneas? 1112 
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Intentar obtener otra perspectiva de este vasto carrq:x:>, para asi 

dársela también a las ecuaciones, es el propósito de este trabajo. La 

pr.irrera lalx>r a desarrollar será la de clasificar, o de ordenar los 

fenárenos del electrana.gnetisrro de acuerdo a la canplejidad de la es

tructura física de los elenentos gue en cada W10 de ellos participen; 

esto nos conducirá, en consecuencia, al establecimiento de una estruc

tura jerárquica entre los conceptos utilizados en la electrodinámica de 

fo~ natural, pues, por ej6Tlplo, al ronsiderar a la materia o:m::> el 

elemento más canplejo que participa en los fenárenos, los vectores 5 y 

H quedarán autanáticarrente en el rango jerárquico nás bajo, si a éste 

rorresp:mde lo más ccmplejo. De existir esta estructura jerárquica, de

berá tener una forma piramidal, es decir que los fenánenos más canple

jos serán los más profusos y, consecuentemente, los conceptos corresp:m

dientes, los más abundantes. Obtenida la pirámide, será posible identi

ficar el concepto gue se encuentre en la cúspide, que será el concepto 

rrás sencillo. Por ccnplejidad entenderemos lo siguiente: entre dos con

ceptos, será más canplejo aquel en el que participen más elementos; pa

ra distinguir entre los niveles jerárquicos de los vectores B y H, hay 

que referirse a sus definiciones, para encontrar que el vector B se ex

presa caro el rotacional de un vector llamado potencial, y que H está 

canpuesto por dos elenentos, luego es rrás canplejo y se encuentra, con

secuentenente, en un nivel jerárquico inferior. Estos razonamientos nos 

conducen a identificar u'n gran bloque que fonna la base de la pirámide, 

canpuesto por todos los conceptos que se utilizan para describir los fe

nárenos electrc:rragnéticos dentro: de-méd.ios-lfláteriales, -y-con ~.ellos, a 

la Teoría delos Electrones creada por Lorentz. En esta teoría se parte 
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de dar por válidas las ecuaciones del campo electranagnético en el va-

cío con cargas y, mediante procesos de prarediaci6n estadf.sticos, se 

obtienen las ecuaciones de camp::> para medios materiales en reposo. ws 

conceptos que participan en las ecuaciones del cam¡::o en el vacío con 

cargas están, consecuentemente, en un nivel jerárquico superior con 

respecto del nivel en el gue se encuentran los conceptos que participan 

en las ecuaciones de campo para m=dios materiales, cano se vi6 para el 

caso de B res¡:ecto de ii. La Teoría de los Electrones nos conduce de las 

ecuaciones 

a las ecuaciones 
1 a€""'1M - ':"' a'P -cL ~ = ~1-~~ it'" ~ -;:- at -~ 'V~M I 

askl.Ü4<> __ -V 't r; 
at - ~. 

[ 0 V·E~ = ~ - V·P 1 

V. Bk.i.Uy,) : o 
De esta forma se reduce el problena a la identif icaci6n del con-

cepto que nos conduzca a las ecuaciones primeras, las de ~ en el 

vacío con cargas. Si el concepto está correctamente identificado, y 

así la cilspide de la pirámide, será ,EX>sible, a partir de €ste, a tra-

vés de la estructura jerárquica, obtener las ecuaciones del electranag-

netisrro para cuer¡:;os en rep:iso; esta será la definición de estructu-

ra jerárquica: si es p:isible llevar a caJ:o lo anterior, necesariamente 

se realizará a través de una estructura jerárguica.13 
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No cxmsidera.rrlo necesario p:>stular la validez de la tercera ley 

de Newton en lo que concierne al electranagnetisrro, ni la de las expre

siones vectoriales usuales, y en consecuencia con los razonamientos an

tes exp..iestos, prop:>ngo lo siguiente: 

Tesis. 

La teoría clásica del electranagnetisrro para.cuerp:>s en reposo 

está contenida en los ¡x>stulados: 

A- La velocidad de propagaci6n de las perturbaciones'electrcrnagn~

ticas en el vac.fo es constante, numéricamente igual a ~, e inde

pendiente de la velocidad del emisor. 

B..:.t.avelocidad ~ es la máxima que una perturbaci6n electranag

nética u objeto de cualquier otra índole p.leden alcanzar en el 

vacío. 
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II 

CAMPO ELECTROMAGNETICO 

EN EL VACIO SIN CARGAS 

El problena rrate:rático es el de dar forma a una función vectorial 

P' , que deberá representar el campo electranagnético, haciendo que cum

pla con el contenido de los yx:>stulados A y B. 

Las canp::mentes de P' a lo largo de tres ejes de coordenadas car

tesianas rectangulares deberán ser tres funciones univaluadas y ¡::or lo 

menos tres veces diferenciables, con daninio en el espacio-tienpo. 

Se tiene que: 

P'= (P' P' P' )= (P' P' P') x' y' z... l' 2' 3 ' 

y para cada canpanente: 

Pi= Pi (x,y,z,t), 

P2= P2(x,y,z,t), y 

p 3= p 3 (X f Y 1Z1 t) • 

••• (1) 

••• ( 2) 

Las coordenadas x, y, z, t son las del lugar de obse.rvaci6n; en lo 

sucesivo se denaninarán coordenadas naturales. 

Se nos ha enseñado que para cumplir con el ¡x>stulado A, las CCXJr-

denadas naturales no p.:ieden tarar valores en fonna independiente, sino 

en 1~ fonria que obliga la métrica del continuo espacio-tiemJ.X>. Esta con-
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dici6n es ¡::osible satisfacerla para trayectorias en un espacio de cua-

tro coordenadas x1 , x2, x3 , x 4 , que serán llamadas coordenadas norma

les; son pseudo-euclidianas(l4) y están relacionadas con las natura-

les ¡::or medio de la transformación lineal: 

x1= (i/b)x, 

X = (i/b)y, 2 

X = (i/b) z, 3 

x4= -t/a, ••• (3) 

siendo i= J=I¡ b es, p:::>r definición, una longitud constante, y ~es, 

igualmente, un tiernp:::> constante, de forma gue las coordenadas normales 

no tienen dirrensión. las constantes anteriores deben satisfacer la rela

ción: (b2/a2
)= c2, siendo E. la velocidad de propagación que aparece en 

el postulado A. Coro se verá en los desarrollos gue siguen, la trans-

formación lineal anterior es muy significativa, p..ies será inmediato i-

dentificar a~ con&,, y a e_2 con l/;.
0 

, de fonna que (b2/a2
)= (1/4A ), 

ya que arnb::>s son iguales ar}. 
I.a función vectorial P' representa un espacio gearétrico¡ las ca-

racterísticas que debe tener este espacio para re)?resentar el caITlp'.) e-

lectranagnético, pueden dársele imponiendo restricciones a su elemento 

de arco, o sea, a su métrica. las dos restricciones que debe obe::lecer 

son: que las funciones canp:::>nentes sean ortogonales en cada p..mto re-

gular del espacio, y que el movimiento represente el menor desplaza-

nú.ento r:csible, es decir, que sea el más corto. El elemento de arco, en 
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ar: óP¡ d dr¡ ar~ t. 
+ ( ~'4., t-ó~i ,.L. .. d~,df~ + CfJ'f.J{ ;t~) +-

~rl or; ~r; ~p; i. .,. {-,.-/1.,.,+-;--- t/)1 +- :;-dx1 t- ;-- ~) ••• (4) 
gJf.1 cH u)¡ o'!-1.( • 

Al elevar al cuadrado las tres expresiones entre par&tesis y 

reacaocrlar términos, se p..iede expresar el elemento de arco en forma 

canpacta caro: 

d 1 [ ar,' cif.' ~r~ ~r~ or; i:) Pi] J 
~.: -- +-- +- - f\)(..I,~. · i,j = 1,¡,3yl..¡. 

CJ'/.< dl~ ~~¿ al~' o'J.¡ ~~J '- q 1 "'I 

Si además se define: 

[
or: ~?; ~PZ. ~r~· iH's ~p;J 

8.f ~'7\ C;-,.~ + d1.i'. ª"i +- ~>ci: ;¡1~· ' . • • (5) 

entonces ds2= g .. dx .dx., haciendo uso de la conocida convenci6n sobre 
1J 1 J 

índices repetidos. El tensor g .. tiene dieciséis oonronentes, pero al 
l.J 

satisfacer la corrlici6n'de ortogonalidad, los elementos que se encuen-

tran fuera de la diagonal, deberán ser nulos. Entonces se tiene que 

g i j= O si i~ j . El elemento de arco pJ.ede ahora escribirse caro; 

as2= g .. dx .dx.; siendo i= 1, 2, 3 y 4. 
11 J. J. 

Cons~dérese la siguiente pa.rametrizaci6n: 

x2= b+ qt, 

x3=c+ rt, ";! 

x4c: d+ st._ Siendo á, b,. e, d, p, q, r y s constantes. El 

elenento de arco puede ah:Jra expresar-se sencillamente, si en la para-

rnetrizaci6n se hacen p= g= r= s, caro;. 

donde ¡::or brevedad de escritura se ha. ut~.lizado: 
. L 

Cl P()L d p,' (- - ~ 
a,:~ = ti.,.¡ · 
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[

-"'P.a ~f' 1 
, •• • r.·.. z L • • L 

J<z. ~ .. _i _ ~' .. ), L H,' H.i n," H: ~,; ~· H,'' w '"] J '"'e' a..., - ' -r-t--~-t--1---it" -t--r Ai-f 
- ~)l, •ht ~,, ~», .h, oh.. t311 01, o~¡ 111'14 ~"" ª"'" 

La expresión entre paréntesis es la traza del tensor g .. , que llama-
l.l. . . 

reros w . La longitud del arco entre los p.mtos t
0 

y t 1 puede expre-

sarse o:::rrg: t, 

J, = e{ J rw rJ..t. 
tr 

I.as gecrlésicas son curvas con arco de mínima longitud; la siguien

te tarea es p..Ies detenninar las funciones P'que hagan estacionaria la 

funcional J 1 . Por la parametrización empleada, las ecuaciones de Euler 

para la funcional anterior, son las mismas que para la funcional: 

JL:. cJ. ~ ..¡; Á1-,4¡.z.a_1-l ¿;(¡1.'1· 
1/ 

Por conveniencia, pero de forna equivalente, buscarerros las fun-

ciones P' que hagan estacionaria la funcional: 

'J: j_,iA)' d1-,t1~1.d"J.3~"-'1, 
ya que p:>r el teorema del valor medio J y J 2 difieren ¡x:>r el prcducto 

de un valor constante, el que n~ afecta a la ecuaci6n de Euler. 

Procediendo a aplicar a la funci6n w la ecuaci6n de Euler, dada 

¡x:>r (15) : 

habiendo ecuaciones idénticas para P2 y P_3. Para Pi tendríamos: 
;} ~r: ';) d ~ 'd ~Pi d ) P~ .i--+z.-- +2--+z.--:.0 1 o 
.,.,., ~'ji ~,z. ihz. ª'' º'3 <h., d).l¡ 

aLr,' ~Lr: ~1P/ 01r' _ 
-,_ ~-L +-.. t-.!'.....!.{:- - () 
ih, ~ ,, ~1-J ~'!-lj 

y las correspondientes ecuaciones para P;2 y P)· ... (9) 

Para concx:er la forma.de las ecuaciones anteriores en el espacio 

de ccordenadas naturales, es necesario aplicar la inversa de la trans-

formación lineal (3): 
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b () )'- b 
(!!f::-liL x::.-:-~. ---

dl-1 
- . 

..(.. ~ c)1, 

'b "dy b l~)1 = - b'" '{:. - l-i. - ~-.{, ~h - -i.. 

b ~i b (dir)z:: -bi. 
i!::.7"'1 - ~-:-

ª"'> -t. d'I-~ 

.t:: -tl'l'y j! ':.-a. l~r::a: 
'3 '~ 

chi¡ 
••. (10) 

Para el prirrer término de la ecuaci6n corres¡::ondiente a P
1

, por ejem

plo, tendríarros: 
'lPI ') ' ' 'Lf'" L º , d 1 a~. CI f df1 <h )~' º '(~'/..) 
~}¡l. :~~ ~ -: d). ~ ~7' ~I ~I ':. Ó~L d~¡ 

Y la ecuaci6n canpleta de P1 sería: 

. a1.r; (~ )L +- ~'"r,' ( ~ )1. + a'"P: l~ )\ ~Lr; l~ )z =- º 
d)\l al-, 0~1 d)¡. dt dl'.1 <)tL ai" · 

sustituyendo los valores anteriores (10): 

- bll~ll i- dLf: ~;) A-1. ~Lr; ";: 
Qlt ~\ji i'OCL + ~ti.. Ó, 

Utilizando la relación: 
bL l.. 

- : l. a_'l-

y definiendo al operador: 
l. -e,'- dL dL 1 ~L o = - t-.- + - - - -

(3~1.. a'f i. . ~CL C..z. ~tL 

la ecuación para la primera carq::onente sería: 

oL r: = ó 

••• (11) 

caro las otras axrq:onentes satisfacen iguales ecuaciones, las tres 

p..ieden expresarse vectorialmente caro: 

o l. p'.:: ó. . .• (12) 

Llamaré a la ecuación (12), condición de Hertz-Righi ¡:Drque, caro 

se verá rriás adelante, fueron ellos los primeros en utilizar, creo, el 

concepto de partir de una ecuación de movimiento para de ella obtener 

las ecuaciones del camp:::> electranagnético. 

Puesto que se ha elegido para su consideración, tma regi6n del es-

pacio donde no se encuentran las fuentes de la perturbación, del:::e su¡::o-
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nerse que la divergencia de P' es nula, entonces, de la relaci6n: 

••• (13) 

p..iede expresarse la condici6n de Hertz-Righi as!: 
1 "C>lp• 1 

- - - -~')!.Vi< p 
e'- otL - • 

••• (14) 

El carrq:D electranagnético debe definirse, en términos del vec-

tor P' , con las relaciones siguientes: 

- oP' 
!: =--- ~t 

8-::. ":Jt- P', 

... (15) 

••• (16) 

Ia ecuaci6n de rrovimiento (14), con las definiciones anteriores, son 

en todo equivalentes a las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el vacío 

sin cargas, ya que, con sencillas operaciones, se p.le:ien obtener éstas 

a partir de las primeras. Derivando parcialmente respecto del tianp:> 

la ecuaci6n (16) : 

~:: ~ {V¡i. P') 
dt ót . 

Caro las derivadas espaciales y tan¡:oralesconmutan~ por las caracte-

rísticas exigidas a, las funciones P', entonces: 

dB" or' 
"át-=-'V"'at' 

y por (15), se obtiene una de las ecuaciones de .Maxwell-Hertz: 

as_ -~;i.e 
dt -

Derivando igualmente la ecuaci6n (15); 
- ~lp' 
~---
~t - QtL. 

~ •• (17) 

De la condici6n de Hertz-Righi (14) y de la definición (16), se obtiene 

otra de las ecuaciones buscadas: 

.!... d~ - V 8 e t. ~t - t- . •• ' (18) 

Al tonar la divergencia de la ecuación (15), y tanando en cuenta 

que la divergencia del vector P' es nula, se tiene: 
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- t) -1 \/·E::.-- "'l·F> -=.o. 
~t 

• •• (19) 

Finalrrente, al tonar la divergencia de la ecuaci6n (16) , caro la 

divergencia de un rotacional es nula: 

••• (20) 

las ecuaciones (17), (18), (19) y (20) son las ecuaciones de Maxwell-

Hertz para el vacío sin cargas. 

I.Ds vectores E y B son vectores abstractos y su validez depende 

de la validez que tengan las relaciones macroscópicas que se obten-

gan a partir de ellos. Sabiendo que las ecuaciones de Maxwell-Hertz es-

tán ampliarrente canprobadas en este sentido, p..iede pensarse que las de

finiciones de los campos a partir del vector P' se ha diseñado ad-hoc 

para obtenerlas, no habiendo justificación más profunda.Para p:xler ver 

que no es así, es necesario analizar qué otras posibilidades existen. 

Volviendo al p..into de partida, la funci6nw, que es la traza del ten-

1
1 1. l l L L 1 l L L 

~r. ~r· aP' aP,' iH~ <lP', ~p~ dP' º'' ª"' ~P'LC>P' ... w = - f--~+-' ~- i- - ... - .,._ 1--t +--l~_J +-' -+-' 
• O'J.1 dh ~J¡ Of.I( a.,., dJL ~~3 fJ~'i ~~I ~Ji ~1~ d,r'f 

donde caro antes se ha abreviado: 
lo Pl )L - <H¿ L 

t>~~ ::. ih¡ 

... (21) 

Al reagrupar términos, crnipensando adecuadamente aquellos::'.añadidos 
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El operador V , caro es aquí evidente, opera con las tres primeras 

coordenadas, las que corresponden al espacio; cuando se refiera a 

las cuatro coordenadas se hará notar. 

Lo que resulta sumamente imp:>rtante del desarrollo anterior, es 

que las últimas tres expresiones entre corchetes, cada un.a sepa.radarren-

te, son nulas cuando se les aplica la ecuaci6n de Euler. Ello signi-

fica que puerlen añadirse o quitarse a un.a densidad de I.agrangiano, sin 

alterar las ecuaciones de rrovimiento que de ésta se derivan. Por ello, 

la funci6n UJ es equivalente a E'2 ... B2 cuando se trata del vacío sin 

cargas. Para carq:irobar lo anterior, se µierle aplicar la ecuaci6n de 

Euler a la primera expresi6n. Si definirrcs por razones de 

"'f'' 'P' _'"! 'P'1 ] [ J : l ~ ~t o r. o 
d'J.1 aH ch, dh 

' la ecuaci6n de Euler será: 

espacio: 

d )~l1 l d ¡d[] \ d Jªt) l ;) )~[] l rj(J 

ay;. 1 d~~::u +d)t º~~~~ +-d}il~~~} .. ~~1~l!~l -~r: =0
· 

Al operar la derivada entre corchetes: 

a ¡ a r't ~ d 1 óP~ l ~ ~ ¡ 
a).

1 
t ~Xi. ) + ~i'L r ~)1 5 +-;)73 ~ I> ~ 

y caro las derivadas cornnutan: 
"to' ózp· 
O IL L _O 
-- -- - 1 

~7-.~H Íhzdl'1 

caro se quería de:rostrar. 

+!.. ) D} - () :: O 

""" \ } 

Resulta claro en este caso, donde la divergencia del vector P' 

es nula, que los únicos elementos gue quedan en la funci6n w , que 

es la que debe definir a los campJS son dos. Pueden entonces definir

se los campos en la forma empleada, o la contraria, pero no hay más 

opciones. Las definiciones aquí utilizadas, (15) y (16), las us6 p:Jr 

prirrera vez Fresnel, y las otras McCullagh.16 
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Finalrrente, es conveniente aclarar gue para el caso del campo 

electranagnético en el vacío sin cargas, y Gnicamente en este caso, 

es posible obtener las ecuaciones de Maxwell-Hertz de la ecuaci6n 

{14), y con las definiciones siguientes de los campos: 
,1 .. ~1) - , 

- cj p 
t= - ót('l+I) 

c)"i5' B;. ~h
ot~ 

O bien, a partir de: 

l~y.)°-:.l 

t"V~).,::. 'V, 'f. f;/,_"" ... "$."/,,. 
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III 

CAMPO ELECTRO~AGNETICO 

EN EL VACIO CON CARGAS 

1- L a e x p r e s i 6 n rn á s g e n e r a 1 • 

En el capítulo anterior se ha considerado una regi6n del espacio 

donde se enoontrab:i una perturbación electranagnética en la que, sin 

anbargo, no se localizaban sus fuentes. En el presente, las fuentes de

berán ser oonsideradas, pero el canp:>rtarniento del vector P' , y conse

cuenterente, el de los campos E y B deberá ser el rnisrrc. De esta manera 

se garantiza gue al anular en las expresiones que resulten los términos 

que describan a las fuentes, se re:luzcan a las obtenidas antes, refle

jando así en las ecuaciones, lo considerado para los espacios. 

Para representar a las fuentes se utilizará una funci6n vectorial 

S a la que debe sup::merse, en tcdos los p..mtos regulares del espacio y 

del ti~, univaluada y continua. Entonces, 

S= (Sx' sy' sz)= (s1 , s2, s3), y, además, 

s
1
= s

1 
(x, y, z,, ,t), , 

8
2
= s

2 
(x, y, z, t) , 

83= s3 (x, y, z, t). 

En el capítulo anterior se consideró que la funci6n P' representa-

ba desplazamiento de la ¡:osici6n de equililirio PJr unidad de tian¡::o. SU 
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di,mensi6n es entonces la de una velocidad, y en virtud de la condición 

de continuidad .impJ.esta a la función P' 1. puede asegurarse la existencia 

de una función P, cuya derivada parcial respecto del tianpo sea P' . 17 

Tendríarros entonces: 

••• (26) 

La función Pes la que, caro antes y con las mismas definiciones, repre

sentará a los carnp:>s. El espacio conjunto de P y S confonna un sistema 

en el que existen causa y efecto, lo que pennitirá aplicar la tercera 

ley de Newton entre ambas funciones. Así, si nos encontrarros con una 

función que las contenga a ambas, la derivada de esta tercera función 

respecto de, por ejeroplo, S, será. igual, pero de signo op.iesto, que la 

derivada de la funci6n respecto de P. 

Cuando se considera que el elemento de volumen ax1axiix3ax4 tien

de a cero, en alguna regi6n del espacio, consecuentanente, el elenento 

de arco, en esa región, tiende también a cero. Ese elemento de arco que 

tiende a cero en el espacio de coordenadas normales, representa una 

onda esférica con centro en el punto que corresponde al centro del vo-

lmnen, en el espacio de coordenadas naturales, cuyo frente se desplaza 

respecto de este p.into con la velocidad E.· El postulado B plantea que 

no debe existir nada que se desplace a una velocidad mayor que ésta, 

en el espacio de coordenadas naturales, por lo que, creo, es aceptable 

suponer que la divergencia espacial del vector P , considerada dentro 

de una integral de volumen en el espacio de coordenadas normales, sea 

constante, o sea: 

... (27) 

En las conclusiones se verá que, al fundirse camp:>S y fuentes en un 
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solo espacio gearétrico, es posible considerar la divergencia tetra

d:imensional de un vector P de cuatro COTlfXJI1entes~8 

la funci6n S definirá a los cam¡::os, en la forma que se verá más 

adelante, en el espacio de coordenadas naturales. caro la ecuación de 

Euler ha sido aplicada en el espacio de coordenadas normales, se llama

rá S* la forma de la función S ~ ese espacio, ya que pcdría diferir 

ror alguna constante. Entonces se tendría: 

J Wdy.,d.'fc.f1'1-J.tl'1-'1 = j $14Ld.~.~.,..l~13'1t-~1 
y la funcional gue las funciones P y S* deben hacer estacionaria es: 

~-::. j ( w- sl) ¿{y.,tt.~i~·1-J.1{i". .. • (28) 

Adenás, ccm:> condici6n subsidiaria tendrá que cumplirse con: 

... (29) 

la función a la que ahora hay que aplicar la ecuación de Euler, 

que se distinguirá con la letra ..Q , es: 

••• (30) 

En atención a los resultados que se obtendrán, puede hacerse). = l. 
Aplicando la ecuación (8) a la función anterior, y recordando lo 

convenido: 
()Jl. :. - ~Jl- 1 d;_. 
ar, d s~· • •• (3J_) 

para P1 se tiene: 

o bien; 
dtp, tdip, t()p,ti)i.fl_L(~Pi t-~'t-aP1)-::. S* 
cht' a,_/ d~~I dX~ c31-1 éh1 a~¡ a15 I 

y en forna similar para las otras dos can¡:x:mentes P 2 y P 3: 
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Al hacer uso de la transfonnaci6n lineal (10) : 

_ \,&..~ - b2 ~z.p, -b2.~'-P, +a..r. ól.r, + bz. ~ l ~p, t ~P'+ ~')= s 
i),_z. 'Cly 1 d~ i. c)ti. di- <l11 ~'{ iH 

1 

_ bz. dz.~ _ 'b z. ~lrl. _ h 1.. ~rL t-a.1.ó
1

PL .. ~ ~z. ~ l ap, ,_ ó T\_ dP.s\ =Si.. 
~.,.i. C)yi. J¿L . ati. ·.. oy ;)-. º'1 ru/ 

_ ~1.atPJ -)/dLPs -bi.lf.i ~2-tfi J/~(,;)R + ~p'-~S):S 
d')(' cA,z. al'- t ~r' t ~e o)l ó'I a2- 3 · 

La expresión vectorial de las tres ecuaciones anteriores es: 

ti' cl
1 

P - h2 "11.P + ~lv· 'P)::. 5 
~t' . 

Haciendo uso de la definición: 
2 2 ; 2· . . . 

(b ,¡ a).:::: p ,,,y.,de que ••• (32) 

b2~ c11ro ). , 
y haciendo uso de la relaci6n vectorial (13), se obtiene la ecuaci6n: 

-~/p - -
-::.·-'iJ~'V'f..P -rA

0
S, ... (33) 

CL cHL 
La ecuación anterior es la foDTB que tiene la condición de Hertz-Righi 

para el camp:> electranagnético en el vacio con cargas. El vector S de-

tennina las fuentes ¡:or medio de las_definiciones: 

'l· s : - ~ 

d s . at::. c;l • 

.•. (34) 

• •• (35) 

I.Ds campos están definidos, caro antes, por las relaciones (15) y (16), 

que en virtud de (26): _ 
- ai5' d1.P 
E= - ~ = - at t.. 

B :: ~,,. p'.: -v" ~, 
••• (36) 

••• (37) 

la ecuación (33) es, a mi parecer, la expresión rrás concisa, del 
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cam¡:o electranagnético en el vado con cargas. Las identificaciones que 

se hacen con las definiciones (34 ... 37) entre elanentos de la funci6n P-S 

representada }X)r Jl , con los nanbres canúnrnente usados, E, B, ~ y ), es 

p.rrarrente simb5lica. Se ¡::odría igualmente usar otras letras para denotar 

esos conceptos, pero si se usaran simplanente: 
~Lp "P- - 'S 
-- 1 '11-c:J_ -"'1·5 ~. 

atL ot / ' ar 
para señalar esos misrros conceptos, entonces la ecuación (33) canprende-

ría todo; dos de las ecuaciones de Maxwell-Hertz: 

'1· B ::.o ,y 

~=-l\7¡r.E 
ót 

estarían expresadas en fonna obvia caro: 
ai' 

"V·l'Vt-¡r)::o , y 

ó 1 dP) cf\3 
ct-~VY.5t- ::.'<Q?-oti. • 

Claro gue empíricamente todas las relaciones matE:!T'átiCa.s.existentes tie-

nen gue ser igualrrente confinnadas p..les, de lo contrario habría incon-

: sistencia entre la teoría y la práctica. Pero todas las relaciones cono

cidas entre E, B, ~ y j están igualmente contenidas en la ecuación (33), 

_ es decir, las ecuaciones de .Maxwell-Hertz, los p:>tenciales A y /: , etc. 

Este es nuestro próximo tBna. 
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2- L a s e e u a e i o n e s d e M a x w e 1 1 - H e r t z • 

A partir de la ecuaci6n de novimiento, o condición de Hertz-Righi: 
1 C)lp - -- - = -"J'1-'V'f. p +JA. s, 

CL ~tL /o 

y ae las identificaciones siml:61icas: 

- 'd'-P 
E:=.-~1.. ••• (36) 

i'S := ~y;~~ ••• (37) 

E):;-~·s 

-:-- d 5 
J ::.. ar 

••. (33) 

..• (34) 

••• (35) 

la obtenci6n de las ecuaciones de Maxwell-Hertz es una cuesti6n p.Jrarnen-

te operativa: derivando parcialmente respecto del tienpo la ecuación (36) 

y sustituyendo en su segundo miembro el resultado de la multiplicación 

de la ecuaci6n (33) ¡::or ~2 , .se tiene: 
, ;.:- ~ - - L a P L a5' 
~:--{-c.z.~J(.~¡t.f>flltLS) :.l '\J'!-'11---~C.. -
.31: at /o et 0 O-t 

y al sustituir en la ecuación anterior las definiciones (37) y (35): 

1 df - -- - = V r- 8 - JA i ••. (38) 
Cz. c)t /O'f 

Deriva.rilo igualmente la ecuación (37): 

d i3 '::.. "l ¡l. dL p ' 
· at ot'-

Al sustituir la definici6n (36) 

as -- :.-v"' E: 

Al ~ª:a divergencia de (36), y 5u~t::.:i'tiiy~a6:a~ 
v·"E =- "·L-+c..L'VY..'\l'(. P-'>. s). 

••• (39) 

(33) : 

caro la divergencia de un rotacional es nula, el primer ténnino del 

segundo miembro es cero, y el segundo, rnr (34) y (32): 

V·E::. i. 
~o ••• ( 40} 

Al tonar la divergencia de (37} , se obtiene: 

V· B:: o. • .•. ( 41) 

Las ecuaciones (38), (39), (40} y (41) son las ecuaciones de 
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~ll-Hertz para el CaJllIX) electraragnético en el vacío con cargas, 

expresadas en el sistana m. k. s. racionalizado19 • 

Pue::J.e entonces af innarse que las ecuaciones de Maxwell-Hertz 

son lo miSITO que la ecuación (33) mediante la equivalencia simb61i

ea expresada por las definiciones (34-37) • 
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POTENCIALES SUPLEMENTARIOS 

1- S o 1 u c i 6 n d e 1 a c o n d i e i 6 n 

d e H e r t z - R i g h i . 

La ecuación de Hertz-Righi para el vacío con cargas,(33), es de 

las del tip:> que se encuentra en el estudio de las def onnaciones del 

cuerpo s61ido20 • El méto::1o clásico de solución, sin embargo, no p.ied.e 

aplicarse en esta ocasi6n; consiste en separar las partes solenoidales 

de las larrelares, tonando pri.Irero la divergencia de teda la ecuación y, 

desp..iés, la rotaci6n. caro no está definido el rotacional del vector S, 

no p.iede entonces aplicarse este méto1o, pero si p.Jeden separarse las 

Soluciones en f onria tal que conducen a los r:ctenciales vectorial A y es

. · é::aiar 'e , caro partes integrantes del potencial general P. 

Al aplicar la relación vectorial (13) a la ecuación de Hertz-Righl 

tenerros: 

••• ( 42) 

Considerando al vector P empuesta de dos p:rrtes tales que P= P1+ :P2, 

satisfaciendo separadamente P1 y P2 las ecuaciones: 

0
1

P1 = -J;S 

01 Pz..:. "1l~· P), 

29 

••• ( 43) 

••• ( 44) 



se habrá resuelto la ecuaci6n (42), p:>r la linealidad del D'Alenbertiano. 

La soluci6n es ahora ¡:x::isible en funci6n de la densidad de corriente y 

de la carga. Derivando (43) parciallrente respecto del tian¡:x> y usando 

la definici6n (35) , se tiene: 
d z- z.e>P. tis -:-
~O f>,: O ac =-J: ac: -:::.-~~ , o sea: 

O za'Pi~_-:Jr - /o J 
cuya soluci6n es: 

d P. : /, J ÜJ pW', 
cH '1n " Y 

••• ( 45) 

••• ( 46) 

indicándose, caro es usual, con los paréntesis cuadrados, que se trata 

de la·soluci6n retardada21 • Conocida la densidad de corriente, que::la de-

tenillnada entonces la parte P-1 del potencial P. 

Q.Jeda p::>r resolver la ecuaci6n (44). Para ello se necesita elimi

nar el ténnino que contiene a P, lo que se consigue tonando la divergen-

cia de la ecuaci6n (33), y usando la def.inici6n (34): 
cil p 

'V · ot 1 ::: - 'V· ( e z. <v,. "V.,. P) t e/: 'V· s ::. - ~. ) 
derivando dos veces con respecto al tienr:o la ecuaci6n (44), se obtiene: 

nl ~LPL ~ vl "V· ~Zp) 
~tL ctL 

Al sustituir en esta ecuación lo obtenido en la anterior, se tiene: 

, [JLdlpl. :-.!. VP ~ •• (47) 
·· ·· Jt' ro ) 1. _ 

Esta ecuaci6n indica aue el vector ~ P1. es irrotacional y mr ello deri-.. ~ri.. /:"'"' 

vable de un p::>tencial, Puede entonces definirse \e caro: 

d'I. Pz. = 'Y!? 
~tL 

Utilizando lo expresado p:Jr (48) en (47): 
t 1 

D "JE:.:-- V) 
Eo 

..• (48) 

Analizando la ecuaci6n anterior ¡:x::ir canp:Jnentes, PJ.ede verse que caro 

las derivadas conmutan, también lo hacen los op;=radores del primer 
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ténnino. la ecuaci6n anterior es equivalente a la siguiente22 : 

De las posibles soluciones de la ecuaci6n·anterior, expresadas cero: 

' [jt~t-~~-:.~, vg=o 
fo 

la que debe elegirse es aquélla en la que la función i es nula, p.les la 

ecuaci6n debe p:rler representar el caso en el que el valor de la fuente 

sea cero, y caro el valor de la funci6n 'l es el rnisrro sianpre, debe 

ser cero. Entonces: 

... (49) 

la solución de esta ecuación es la que ya fue utilizada en (46). Co-

nocida la carga, pue::le conocerse el pJtencial ~ , y, pJr la relación 

(48), se pue::le conocer la parte i?2 que faltaba, del p::>tencial P . . 
las ¡:artes en que se dividió al p::>tencial P, no son del todo inde-

pendientes; deben estar acopladas cumpliendo una cierta relación, que 

para el caso entre P-1 y P-2 se obtiene tonando la divergencia de la e

cuación (43), y ccrnp3Tando el resultado con (49) : 

Ol - 1. -
"l · ~\ ::. q "<\J. P, =. -;,t'¡ 'il ·S 

de donde se sigue la igualdad: 

1 -
.P. "\J • P, ::. - E, E , 

y al dividir por 1/ ~ queda: , 
... (50) 

Esta expresión corres¡::x:mde a la condición de Lorentz entre los ¡x>tencia

les A y te , o:::rno se verá en la sección siguiente. Al tarar el gradien

te de la ecuación anterior, utilizando (48), se tiene: 

'7 [~· P,) +~L JlPtL:. o 
e a t · 
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2- L o s p o t e n e i a 1 e s A y ~ 

Los ¡:x:>tenciales A y ~ , se sabe que deben satisfacer ecuaciones 

de onda no haocx:jéneas cuyos términos independientes son, para la prilre-

rala densidad de corriente y para la segunda la carga. Observando en

tonces las ecuaciones (45) y (49), es inmediato establecer las siguien-

tes relaciones: _ 
- oP 1 

A= ¡t 

"V 1n -.:. al Pi 
e irtl-

... (51) 

... (48) 

Debe observarse que el totencial escalar había ya sido elegido CXJTD tal 

en la sección anterior. caro consecuencia de estas definiciones, y en 

canparaci6n con las ya rnenciOI).3.das ecuaciones (45) y (49), teneros: 

ot A =-r;- J 
Oi.e -=--t) · 

••• (51~ 

••• ( 49) 

Derivando la ecuaci6n (50) respecto al tiatlp:), y utilizando la 

definici6n (51), se obtiene la condición de IDrentz: 

... (52) 

la ecuación de continuidad de la carga es satisfecha J;X)r la misma 

definición de carga y corriente en función del vector S. Derivando ron 

respecto del tiernp:> la ecuación (34), tanando la divergencia de la ecua-

ci6n (35) y Sll!Pándolas: . 

"Q.l + d~ :. D 
q ar ... (53) 

De (3 6) / sustituyendo en P, la suma de i\ y P 2 teneros : 
_ _ ó"l.¡; _ ci1f\ "dz.Pi. 
E --atz.- - dtt -Ttt, 

¡:x:>r (48) y (51), finalmente aueda: 
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••• (54) 

Haciendo lo corresp:::mdiente para la definición de B, (37): 

e,: ""Y "'dP:. '11- aP. -t- '1 'I'- a~, 
c}t dr ar 

c::aro se ha visto que el vector P2 es irrotacional (47), por (51): 

i3::. ~ )( ~. • •. (55) 
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3- E 1 p o t e n e i a 1 d e H e r t z . 

Este potencial se deriva de P eliminando de todas las expresiones 

a la ca11rx:inente P2 al utilizar las ecuaciones (48) y (50). 

Hertz en su artículo Sobre las fuerzas de las oscilaciones eléc

tricas, tratadas de acuerdo a la teoría de Maxwell, 23dice: " ••. Entonces 

nosotros afirmamos que si T\ es una funci6n cualquiera de x, y, z, t que 

satisface la ecuaci6n 

hl. '?}1' = 'lz.7' 
l"f 0tL I 

y si. . • [siguen definiciones de los carnp::>s simi~es a las de M:Cullagh] 

•.• el sistema .•• es una :i;x>sible solución de nuestras ecuaciones .•. [las 

de Maxwell J ". 
Augusto Righi present6 en la sesi6n de la R. Accademia delle Scien-

ce dell' Istituto di Bologna del 24 de febrero de 1901, ron :i;x>sterioridad 

a Hertz, un razonamiento similar, aunque por lo que se desprende de su si-

glriente afinnaci6n, sin ronocimiento del trabajo de éste: "El vector ca

racterístico [da la misma def inici6n que Hertz para T\ J , no ha de ron

fundirse con el potencial vectorial, y no ha sido hasta ahora tanado en 

consideraci6n por otros". 

Righi int.ro:luce su artículo caro sigue: "Partiendo de las ecuacio-

nes :fundarrentales del camp:::> electranagnético bajo la forma simétrica que 

les di6 Hertz, se empieza por hacer la importantísima observación de que 

la integraci6n de las mismas, se puede reconducir a la ·búsqueda de tres 

funciones especiales T\ , 7\y , ]l l las cuales p.leden considerarse caro 

canp:mentes de un vector que provisionalmente se llamará vectorcaracte-

rístico .•. cada una de las tres funciones debe ser una. solución de la 
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ecuaci6n 
l. 

vtf\:: Al~ 
~e· 

siendo A la iÍ1versa de la velocidad de propagación de las perturbaciones 

electranagnéticas en el caso del éter libre. 

Conocido el vector característico, con sencillas derivaciones se 

obtienen las can¡x:mentes . • • del campo eléctrico y del c:arnpJ rnagnétio:>, 

rrerced a las fórmulas 

'f = -V"'f."l"i.1\ 

Se debe observar que ambJs autores consideran el problema en el 

éter libre, o sea, en el vacío sin cargas. caro se ha visto en las ecua-

cienes (24) y (25), las definiciones de los campos en este caso p.ie:1en 

hacerse de infinitas maneras; sin embargo, Righi emplea las correctas 

para el vacío con cargas. 

Stratton, respecto de este vector dice: "Fue rrostrado p:::>r Hertz 

que, bajo condiciones ordinarias, es posible definir un campJ electro-

magnético en términos de una sola función vectorial. • • La soluci6n ge

neral se debe a Righi. • • Entonces pcx:1aros afirmar que toda solución de 

, la ecuación VectoI'ial 
'()Ll' 

<\)y.. 'V"f. l\ - 'V "\1·7'1 •)4 [ ¡t.'i =o 

determina un camp:> electranagnético a través de 

E-=""l'V,._a__n' E::"'q'Q·7\-J4E.ºl7\ .,,2s 
/ ~e at~ 

La definición nás amplia del vector de Hertz para el caso del va-

e.fo con cargas, que he encontrado, es la siguiente: 

Ecuación de m:JVimiento 

Di 2 :: - ).l. s 
/1 1 
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Definición de fuentes: 

'f·S::: -) 

d s -;
;)t :: ~ 

Definici6n de los campos: 
1-

i?': c.z.'11-'VY.. ¡ -E" • .S 

- ~ -
B=-~~2 

C)t 
26 

Por la ecuación de movimiento que satisface, el p::>tencial de Hertz 

se identifica con :P1• i:i. función S y las definiciones de las fuentes en 

ténninos de ella, son las mismas que se utilizaron en el capítulo III. 

Lo que impide que la expresi6n del campo electraTiagnético en el vacío 

con cargas por medio del vector de Hertz sea canpleta, es que se ha eli

minado la parte que corresponde a :P2, y a que hay una mezcla entre defi

niciones y ecuación de movimiento que no permite llegar a una expresión 

covariantede las ecuaciones:de carnr:o. 

'. ' .. :.~ . ; . 
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4- O t r a d e f i n i c i 6 n p o s i b 1 e d e 

1 o s e a m p o s . E y B • 

Partiendo de la ecuaci6n de onda no h::m:xjénea para un vector cual-

quiera R: 

••• (56) 

p..leden definirse los campos E y B en función de R, de fo:rrna gúe se gene-

ren las ecuaciones de Maxwell-Hertz. Considérense las siguientes def ini-

ciones: 

~ ~ ~l ~ir- il). 

Derivando la primera respecto al tianp:>: 
~- -if: ~ 21 12. r'"'VL'1·~12.) 

~e <)tl H · 

••• (57) 

• .• (58) 

Derivando la ecuación (56). también respecto al tiE!TlfO, y usand.o la de-

sustituyendo el últino resultado en la ecuación irrred.iata anterior, te-

naros: 
O/; - t. 1 dñ.. L ~ñ: 1 --;---- -c. V - H 'l:"ll~·- )-- ~ 
vt Jt ~t;- E. q 

Haciendo uso de la relación vectorial (13), esta ecuación se p..ierle trans-

fo:rrnar en: 
1 ;}-& - - ': 

Utilizando la definición (58), finalrrente teneros:_ 

l ;}E~ V~i :.r, t 
{.L c)t I ~ 

Derivando la ecuación (58) respecto al tianpo: 

~s - a1 ii: 
"íC - ~ i. ¡tt . 
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Al añadir la cantidad nula: 

-c.'~l'LV "V·íl), 

~~; ~,_p;~ -L~"{ l~·P.>], 
y por la definici6n (57) : 

~~--~?.f 
~t - . 

Al tan.ar la divergencia de (57) y de (56) teneros: 
- 01. - l. f ) d

1 
- L l.¡.-, ") V·E :-ft ... "'?·ft+C. v.L.~°V·fl :-)~'V·!Lt'- V ~v·• .. 

"'? 1 l ~ · it.) - ! ~ V· il : - .J.. "Q • $ - Le.. f' 
(.l. ¡nL I' o - /~ ) 

••• ( 60) 

m1..lltiplican:l.o la última po:i; s._2, y sustituyendo una en otra, teneros: 

- 1 v.~:: i~ 

Al tarar la divergencia de (58) teneros: 

<il·~ :: o 

••. ( 61) 

••• ( 62) 

I.as ecuaciones (59), (60), (61) y (62) son las ecuaciones de 

Maxwelll para el vacío con cargas. 
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ANTECEDENTES 

Existe una opJ'ni.6n.bastante generalizada entre físicos y estudio

sos de la episterología, de que las ecuaciones de Maxwell:.'-son·1 la expJ:e

sión última y nás sencilla que se p..ierle obtener del carn¡:x:> electranagné-

tico. Al respecto dice cassirer: " ••• las ecuaciones de M:txwell y Hertz 
., 

••• son para nosotros el objeto primario alcanzable del conocimiento fí-

sico, están colocadas caro la última realidad esencial que poderos obte

ner. La idea del éter caro de una substancia de la que no se puede te-

ner experiencia, está excluida ¡x>r la teoría de la relatividad para dar 

expresión conceptual s6lo a las propiedades p.rras del conocimiento em-

ír . n27 p l.CO. 

Por su parte, Born y WOlf afinnan en su texto: ".Maxwell misrro y 

sus seguidores, trataron ¡:x:>r mucho tianp::> de describir el carrq:::o electro-

magnético con la ayuda de m:x:Jelos mecánicos. Fue s6lo gradualrrente, al 

hacerse los conceptos de Max~ll más familiares, ~e la búsqueda de una 

1 explicación' de sus ecuaciones en términos de m:xlelos mecánicos, fue 

ab3ndonada; hoy no hay dificultad conceptual en referirse al carnpJ de 

~11 caro algo que no p.iede ser reducido a nada más simple. 1128 

Aun cuando en los desarrollos presentados en los capítül:os II y 

III no hubiésem:::>s partido de los ¡x>stulados A y B, se vería que las 
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definiciones de los camp:>s utilizadas en ellas, conducen a convertir 

el lagrangiano canúnrnente utilizado para la obtenci6n de las ecuaciones 

en una expresi6n que es la suma de cuadrados perfectos y que se p..iede 

transfonnar en la ecuación (22). Así pues, aun cuando no partiéseros de 

los J_X)stulados A y B, las definiciones presentadas nos conducirían inexo-

rablemente a una interpretación purarrente gecnétrica del campo electro

ma.gnético, y entonces no p:rlríarros,ni en esas circunstancias, aceptar 

a las ecuaciones de Maxwell caro "algo que no puede ser reducido a nada 

más sirrlple". Una interpretación gearétrica es mucho más simple que la 

aceptación ciega de unas relaciones misteriosas entre vectores. Aunque 

esta interpretación esenciaJ.Jrente no es nueva en el ámbito de la electro

dinámica, el derecho a ella parece estarle negado: "Dos cosas acerca de 

la gravitación impactan al novato p:>r extrañas. Una es la debilidad de 

la interacción; la otra es su interpretación caro de una manifestación 

de la geanetría Riemanniana. Es verdaderamente notable que todas las o

tras fuerzas sean tratadas carro efectos de la interacción entre partícu-

las, o cuando muchos Bosones están involucrados cx:rro en el efecto de los 

campos clásicos, y que solarrente la gravi taci6n es distinguida con el ho

nor de l.ll1á interpretación gearétrica. 1129 

Las ecuaciones de 1'E>.-well-Hertz para el vacío con cargas se expre

san con rrayor frecuencia en la forma en que han sido utilizadas aquí, o 

sea las relaciones vectoriales (38), {39)., (40) y (41) .. También pueden 

expresarse, aunque rrenos frecuentarente, caro un lagrangiano; respecto 

a éste dice Rohrlich: ''I.a funcional L [en I:jL4,A.Kzit.r.3d,:4Jdebe ser el 

lagrangiano que, via el principio.de Hamílton de mfnima acción, proJ_X)r

ciona las ecuaciones del campo electranagnético. Nuestra primera tarea 
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es p::>r tanto encontrar L de tal fonna que las ecuaciones de carnp::> de 

~11-I.Drentz, tonen la fonria [usual J 
No hay una receta general para detennina.r el lagrangiano que vaya 

a proporcionar un conjunto dado de ecuaciones ..• Su detenninaci6n exacta 

es, en el último an&lisis, un trata.jo de tanteo educado. Una teoría in-

volucra necesariamente el establecimiento de un conjunto de ecuaciones 

básicas. El principio de Hamilton y el lagrangiano asociado son un pensa

miento posterior, una construcción f'C?St:facto por la que estas ecuaciones 

p..ieden reducirse a un principio variacional; lo último es a menudo consi-

derado más oonito. Físicamente, no añade nada que no esté contenido en 

las ecuaciones b§sicas. 1131 

otra forma de plantear las ecuaciones de campo es a través de otro 

principio variacional que se deriva de las expresiones de las fuerzas 

entre partículas cargadas que ocurren caro acciones a distancia; pero 
32 

de ella cabría decir otro tanto que lo antes citado de Rohrlich. 

En realidad, lo que verdaderamente es difícil es desligar resulta

dos físicos de planteamientos gearetricos. Ya en 1845 Stokes nos decía: 

"La proposición de este artículo es. . • purarrente geanétrica y p..iede enun· 

ciarse así: 'Su¡xmiendo al espacio, o a cualquier p:>rci6n del espacio, 

lleno con un número infinito de p.mtos que se mueven en cualquier fonria 

de rranera continua, reteniendo su identidad, examinar la naturaleza del 

movimiento instantáneo de una porción elene..T1tal de estos puntos' .•• ". 33 

I.angevin hace también una definición geanétrica del éter: "El éter será 

pa.ra nosotros un rredio continuo y haTogéneo, en cada punto del cual se 

p..leden superp:::iner dos m:::xlificaciones caracterizadas respectivamente por 

dos magnitudes dirigidas, el camfO eléctrico y el camp;J magnético.· 1134 
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Stokes desarrolla su planteamiento, con el aue obtiene un conoci-

do resultado, caro sigue: considérense dos p.mtos cercanos O y P; en el 

primero se instala el origen de coordenadas cartesianas rectangulares, 

tenierrlo entonces el p.mto P coordenadas (x, y, z). Transcurrido un tien-

po infinitesiiral, nos dice, se ccmparan las p::>siciones relativas de O y 

P; si el vector ( S , 1 , ) ) representa el desplazamiento sufrido caro 

consecuencia del rrovimiento de un p.mto cualquiera del medio, los cam

bios en las posici6nes de o y p, las denotarerros por ~ , ti , r y • l 1 ) D 

S , · ~ , 5 respecti~te. la expansión del desplazamiento de P 

relativo a o, segGn la f6rmula de Taylor35 , da 

~ = 5 .... + 'ds ). + ~ ~ +-~r e- + ... 
,, 01' dij ó 2-

lll ': '1 ' +- d-~ J( + ~ '1 + ~ ~ + .. . 
c. l ~.,,. ~ J de 

S ~ +~> +.ó\"1rtlz..+--· 
.. ': ),, ~~ ~ d~ • di? 

donde los p.mtos suspensivos indican que ¡:or estar pr6xirros O y P se des-

precian los ténninos cuadráticos en las derivadas parciales y los térmi

nos superiores a éstos. cabe señalar que este desarrollo debe coincidir 

con el desa,rrollo de J~, lf.1 ,¡f~, si~ .:.slx,Lf1C-)1 etc., para valores in-

finites:iJllales de x, y, z. 

Disponiendo los ténninos pares se¡::aradamente de los :i:mµares, 36 se 

obtiene el cono:::ido resultado que Stokes resume así: ''. • • el movimiento 

instántaneo más general de una porción elemental de \ll1 f luído está o::rn-

p..iesto por un novimiento de translaci6n, un movimiento de rotación, un 

rrovimiento de dilataci6n unifonne, y dos movimientos cortantes de la 

clase antes mencionada, 1137 

la desccrnp::lsici6n de un ca.rtlfO vectorial en la suma de una diver-
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gencia y un rotacional, está relacionada con los nanbres de Stokes, 

Clebsh y de Helmholtz. 

La interpretación rrecánica del éter, por otra parte, condujo a la 

búsqueda de un lagrangiano que proporcionase las ecuaciones de la ópti

ca, búsqueda que es mis antigua que las ecuaciones de Maxwell. Ya en 

1840 McCullagh decía: "Sean x,y,z las coordenadas rectángulares de una 

partícula antes de ser disturbada / y x+ S , y+~ , z+ S sus ccordenadas 

en el tienp:::> t, los desplazamientos s 1 1 , ) siendo funciones de x, 

y, z, t. Sea la densidad del éter, que es la·misrna en todos los medios, 

unita,ria, de fonna que dxdydz pueda, en cualquier m::rnento, representar 

indist:intarnente el elemento de vol'Ul'l1eI1 o de rna.sa. Entonces la ecuaci6n 

de nov.úniento será de la fonria ;, 

lfJ ti?: ru. t\.1 { rr ~ ~ + ~·~ ~ ~ + ~ ~ r) : J)J ¿)t ,.-,.4Ú tl V 
) r--¡ ,H' ~ cH 1 d-t' ) r•~ 

donde y es alguna. funci6.n que. depende de las acciones mutuas de las par-

ticulas. 1138 

I.a,rrror expone estos conceptos de M::Cullaghf. caro sigue;. "Requeri

m:>s pr.i!nero const,ru.i:;r un esquema dinámico para el éter: libre cuando no 

hay ooléculas materiales presentes.. Es ¡:or supuesto 1.ll1 medio elástico: 

sup:mga;rros que está prá.cticame.nte en re¡:oso, y hagarros que el vector 

e s I 11 s } represente al desplazamiento f elást~CO U OtrO 1 de SU subS

tanCfa en el p.mto l:x, y, z1 gue previene de la tensi'Ón que existe en 

él. $\lponeTPs (para ser yeri'ficado? ·aguí desp..iés de los resultados del 

análisisl ·pa.ra ?U ener:-g.µi. cinética T y su en~gía ¡:x::>tencial w las expre-

si'ones 

T::: ~J1j(g+ ~ 1-~)A'b 

w = ~ ~~tr+~ 1 -t-'t 1)112 

en l.as que d '¿' denota. al elemento de ·valun:ieri, 'f\. y B son constantes, la 
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prirrera una constante de inercia, la ültirna un rró:lulo de elasticidad,y 

en la que (f, g, h) es un vector definido respecto de su mcdalidad de 

la relación 
· . · _ · ( óS ~~ ó ~ d~ ~~ ~ ~ ). 

l11~14)-4ri ¡:;--~1¡¡-¡;-' -¡;-~ ' .... (I), 

cambio por 

donde 4 T\ es insertado para ir de acuerdo con el uso eléctrico ordinario. 

Esta def inici6n hace 

'?>t ~ t- ~{=o 
ci~ a~ ~e 

de fornia que (f, g, h) es un vector solenoidal. 

Para obtener las ecuaciones dinámicas de este medio, tenemos que 

cesarrollar la ecuaci6n variacional 

sujeta a que el tiS'Tl}_X) de rrovimiento pennanezca sin variación. 11 Después 

de realizar las operaciones, concluye: "Esto da, de la integral de volu-

m:m, las ecuaciones de vibraci6n o propagación de onda 

~(~~ _dS ,~-~' ~-.l!_)::->y(~ 1 Í!°f) ... CII) 
"'" °0-11 02 a~ lJ,. 0io; a~ 1•) 

Los sisterras de ecuaciones (I) y (II) a los que así se ha llegado, 

resultan idéntiros en fonna con las ecuaciones circuitales de Maxwell 

que expresan el trabajo electrostático y electrcdinámico del éter libre, 

si ( ~ , 1 , ~ ) representa la inducción magnética y (f, g, h} el desplaza

miento del éter, de tal manera gue B/A = 16fy;
2 donde ~ es la velocidad 

de la radiación. Estas son también idénticas a las ecuaciones ópticas 

de Mac:Cullagh, la investigación aquí dada es de hecho debida a él. 1139 

caro ya se ap.mt6 antes, en el caso del vacío sin cargas o del é

ter libre, cuya consideración se acaba de transcribir, las definiciones 

de los carrq;os E y B pueden hacerse, básicamente, de dos maneras distin-

tas según las ecuaciones (24) o (25), debido a que la condición de Hertz-

Righi no contiene el'té.nnino de las fuentes, Corresponde a Fresnel, caro 
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se ha dicho antes, el haber utilizado las definiciones de los campos 

correctas para el caso del vacío con cargas; así lo expresa O'Rahilly 

en su erotivo libro sobre electrodinámica. 40 

Se ha visto dino La.rrror encasqueta los títulos de energía cinéti

ca y energía }X)tencial a dos expresiones, en virtud de los resultados 

a que quiere llegar,utilizando el principio de núnirna acción. Su acti

tud, entonces, no es muy distinta de la que antes nos ha descrito Rohr-

lich. 

Sobre las deducciones de las ecuaciones de los carnp::>s a partir de 

principios mecánicos, opina cassirer: "En lugar de preguntamos acerca 

de las propiedades o de la constitución del éter' CCITO de una cosa real, 

la pregunta debe ser hecha de con qué derecho uno busca una substancia 

particular con propiedades materiales particulares y con una constitu

ción mecánica definida ••• 'Uno no p.lede definir', dice L.Poincaré, 'al 

éter ¡;:ar propiedades materiales sin careter una falacia real. . • El éter 

está definido cuarrlo conocemos los dos carnp:>s que p.led.en existir en él, 

los carnp:>s eléctrico y magnético, en su magnitud y en su dirección en 

cada p.mto. Los dos carnpJS pueden cambiar; por costumbre hablarros de un 

rrovimiento que se propaga en el éter; pero los fenánenos accesibles al 

experimento son la propagación de estos cambios 1
•

1141 

Al proseguir el análisis, con objeto de identificar su procedencia 

y así quitarle el calificativo, hasta ahora bien p.lesto, de ~st facto, 

y siguiendo lo expresado por L.Poincaré, o sea habiendo superado el de

seo de una interpretación rrecánica del rnisro, resta intentar la inter

pretación geanétrica. Hay que señalar entonces que, a partir del lagran-

giano que prop:irciona las ecuaciones del campo para el vacío sin cargas, 
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añadiendo según se necesite términos nulos vis a vis la ecuación de Eu

ler, ecuación (22) y siguientes, y utilizando las definiciones de los 

carrqx>s (36) y (37), o, si el lagrangiano está dado en ténninos de los 

potenciales A y 'e , usando entonces las relaciones (51) y (48) se puede 

convertir el lagrangiano en una St.m1a de cuadrados de derivadas, cano la 

expresión (21). En esta forma se convierte el lagrangiano en as2 de la 

función P, la cual, ya se ha visto, :implica un desplazamiento a lo lar

go de una línea gecilésica en un espacio de cuatro can1x:mentes ortogona

les. La extensión de estos conceptos al caso del vacío con cargas, ex

µiesto en el capítulo III, es solamente una extensión de ideas. 

Aunque ¡::or un cam:ino distinto, y sin la utilización del vector úni -

co P, Dirac vierte conceptos similares en su artículo A nE?'W classical 

theory of electrons: "La forrna usual de intrcrlucir cargas en la teoría 

es trayendo al esquana mataratico variables dinámicas adicionales gue 

describen a los electrones, y añadiendo ténninos adecuados que involucran 

estas variables con la integral de acción. Una forma rrás sencilla y más 

directa es usar las variables superfluas en la teoría sin cargas con el 

prop5sito de describir las cargas, y no introducir nuevas variables de 

ninguna forma. Las transformaciones de escala deben ser entonces anula

das, ples mientras permanezcan, las variables superfluas de la teoría sin 

cargas tendrán que continuar sin tener significado físico. 

Estudiaros la forma relativista más sencilla de destruir las trans

formaciones de escala, es decir, im];:oniendo la condición subsidiaria 

••• ( 9) 

donde K es una constante universal i Veraros que esta condición es la ú

nica suposición que necesi:tarros hacer para que aparezcan electrones e lá-
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sicos en la teoría. 

la condición (9) debe ser irrpuesta a los p::>tenciales en el prin-

cipio de acción 

[ ~ ji~.d+:ii4~'44:.o, y Í. = - ~~"pi""] 
Pcderros tanarlo en cuenta convenienterente añadiendo un t€rmino a L, 

para hacerlo 

•.• (10) 

donde f. es una función desconocida, que p..iede ser tratada cano una can-

tidad adicional del campo. 

las ecuaciones de campo que se siguen del nuevo principio de acci6r 

f ~JL4o4i4Lt4:l] y (10) son (9) y 

ó F,,..y -:. >- ~"- ••• (11) 
~Y.y /' 

Venos que de.be!ros identificar la densidad de carga eléctrica J/4-

.•• (12) 

y entonces (11) da correctamente la generalizaci6n de la ecuaci6n de 

Maxwell[d~y/¿¡1-i1~o] para la presencia de cargas. De (11) y (12) se si

gue la conservaci6n de la carga eléctrica 

dJ,... 
--:.o 
o JC.)"-

las ecuaciones (9) y (11) son las ecuaciones de camp::> fundamenta-

les de la teor.ía. 1142 

El lagrangiano utilizado p::>r Dirac, 

.L F.., ff'-'1 1 IElt t\i7\i 
L()'-' =1 --¡\) 

es el misrro que utiliz6 McCullagh en su desarrollo hace casi ciento cin-

cuenta años; Dirac lo usa, sin anbargo, can:, una.densidad de lagrangia

no, o sea bajo una integral cuádruple con elE!mentodxldx2dx3dx4. 
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De la ecuación (9) del texto de Dirac, crue califica cerro una de 

las ecuaciones fundamentales de la teoría, llega a la ecuación (12) 

que relaciona linealmente al vector de la carga con el potencial gene-

ralizado. Recordando que parte del p::>tencial vectorial contenido en 

Al' es la derivada temporal del vector :i\,según la ecuación (51), y 

que así rniSllD la parte corres¡:ondiente del vector de carga es la deri

vada tanp::>ral del vector S, según la ecuaci6n (35) , llegarros a concluir 

que la ecuación (12) de Dirac I}'el'lcionada, es una igualdad del vector P 
con el vector S, de signo contrario, tal caro se sup..iso en el capítulo 

III exigiendo la relaci6n entre S y P regida p:>r la tercera ley de New-

ton. 

Otra forma de aplicaci6n de la tercera ley de Newton, de facto, 

que frecuentemente se utiliza para dar entrada a las cargas en las e-
,. ' ,. . ~ ;' -. ,. . . - ' 

cuaciones de carnp::>, añadi€ndose al lagrangiano es la expresión: 

43 

Sobre-el miSITTJ asunto, en una carta dirigida al editor de Nature, 

manifiesta Dirac: "Recientanente yo he expuesto una nueva teoría de e-

lectrcxünámica en la que los potenciales A/L están restringidos por: 

~if= k
2

, 

donde k es una constante universal. De la continuidad de A
0 

[correspon

de a ~ , véase cap. VII] veros que ésta debe tener siempre el misrro 

signo y que lo p::rleros tanar positivo. Pcdem:is entonces poner 

-1 
k Ap. = VI'- , •• (2) 

y obtener v_p. satisfaciendo 

? 2 2 2 v;;- v1- v2- v3= 1, ·vcJO. 

Estas v~ definen una velocidad. 
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SU signif icaci6n física en la teoría es que si hay alguna carga 

debe fluir con esta velocidad, y en regiones dorrle n<? hay carga es la 

velocidad con que una pequeña carga tendría que fluir si fuese intrcrlu-

cida. 

Tenen::>s ~ra la velocidad (2) en todos los puntos del espacio 

tiffiltXl, jugando una parte fundamental en electrodirami.ca. Es natural 

referirse a ella caro a la velocidad de alguna cosa física real. Así, 

con la nueva teoría de electrodinámica estarros más bien obligados a te

ner un éter. 1144 Y en efecto, caro lo expresa la ecuaci6n (51), A se 

identifica con la velocidad local de i\. Entonces, el sugestivo caren

tario de Dirac nos reconduce a M:::Cullagh, l.al:Iror, Stokes, Fresnel, IJxlge, 

Whittaker, y tantos otros. 
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VI 

LA TEORIA DE LOS ELECTRONES 

1..: I n t r o d u c c i 6 n . 

Se ha rrostrado que a partir de la def inici6n de dos funciones 

continuas sobre el espacio-tiempo, es posible describir al cam¡::o elec

trcrnagnético haciendo que estas funciones obedezcan las condiciones 

geanétricas que se desprenden del contenido de los postulados A y B. 

Se ha tratado de mantener una nítida separaci6n entre los conceptos 

derivados de la funci6n P, que básicamente representan los carrq::os, de 

los conceptos derivados del vector S, que representan cargas y corrien

tes. También se vi6 que la existencia sepa.rada e i.rrlependiente de é,, y 

p
0 

proviene de la consideración del continuo espacio-tiempo, caro un 

espacio que es imagen de otro de cuatro COT!p'.)nentes, entre las que no 

hay distinciones, rrediante la transfonnaci6n afín (3) . Es deseable nan

tener esta misrra. postura cuando se analiza el carrq:o electranagnético en 

presencia de materiales, pero ello llevaría a la negación de los vecto

res i5 y H, lo que sería para muchos diff.cil de aceptar. 

El prop5sito de traer aquí la llamada Teoría de los Electrones, 

es el' de obtener la expresi6n de las ecuacio~es del campo electranagné

tico en presencia de materiales a partir de las del vacío con cargas. 
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Ello no sería más que un trabajo de transcripción del articulo del fun

dador de la teoría, I.Drentz, titulado The fundarrental equations for 

electranagnetic phenarena in porrle.rable b:::x:lies, deduced fmn the theory 

of electrons, sin mayor interés. Trataré entonces de obtener una deriva

ción a partir de las funciones P y S, para también así rrantener separa

dos los conceptos de carnp:>s y fuentes. 

Siguiendo entonces a I.Drentz: "Al enmarcar una teoría que b.lsque 

explicar tcx:'los los f en6nenos electramgnéticos que no tengan lugar en 

el éter libre, por medio de partículas cargadas pe::rt.Ieñas, electrones, 

teneros que anpezar p::>r dos tip::>s de ecuaciooes, t.mas que relacionan 

los cambios de estado en el éter, otras que detenninan las fuerzas e

jercidas por este rredio sobre los electrones. A estas f6nnulas tenaros 

que añadir sup::>siciones elegidas apropiadarrente sobre los electrones 

que existen en los diel~icos, conductores y substancias Jl'agnetiza

bles, y las fuerzas ccin que las partfculas Jl'ateriales actúan sobre los 

electrones en estos varios casos. 

Si fuera posible, fOr medio de nuestras observaciones, penenetrar 

en la estructura rrolecular de un cuerpo material, que contuviese un nú

rrero inmenso de partículas cargadas, deberíamos percibir dentro y entre 

ellas un campo electraragnético, cambian::lo rruy rápidarrente y en la mayo

ría de los casos muy irregularrrente de un p.mto a otro. Este es el carn

p::> al que las ecuaciones r (38) I (39) I (40) Y (41) J deben aplicarse, pe

ro no es el campo que nuestras observaciooes nos revelan. Realrrente, to

dos los f en6renos observados depen::len del estado pranedio de las cosas 

en espacios que contienen lU1 muy grande número de partículas; las expre

siones rnate:náticas apropiadas para tales f enánenos no contendrán enton

ces las mismas cantidades que aparecen en las fórmulas [ci tadasJ sino 
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solamente sus valores rredios. Por supuesto, las dirrensiones del espacio 

para el que se van a tonar estos valores, aunque muy grande si se canpa-

ra con las distancias mutuas entre partículas vecinas, deben al rnisrro 

tianpo ser ITD..lcho más pequeñas que la distancia que uno debe recorrer 

en el cuer¡x:> para observar un cambio perceptible en su estado. Poderos 

expresar esto diciendo que las dimensiones deben ser físicamente infini-

- ,,45 tarrente pequenas. 
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2- D e f i n i e i 6 n d e 1 v a 1 o r m e d i o 

d e u n a f u n e i 6 n • 

la mayor discrepancia que aparece en la def inici6n de valor medio 

, en las diversas presentaciones de la teoría de los electrones, es la de 

considerar el pranedio en una región espacial en un cierto instante, o 

considerarlo en una región espacial en un intervalo de tiemp::> con una 

duración determinada. 

Uno de los trabajos más influyentes sobre el terna, a excepción 

del de I.Drentz, es el de R.Becker, Théorie des Electrons; 4b el que se 

define el valor medio de una función caro sigue: "Sea f(x,y, z, t) una 

de las funciones nruy irregulares del espacio y del tiemp::> que figuran 

en •.. [ecuaciones (38), (39), (40) y (41)] ; uno puede concebir la me

dia roscada de la manera siguiente. Si f debe representar a la rredia 

en el ¡:unto x, y, z, en el instante t, construirros, alrededor del p..mto 

x, y, z caro centro, una esfera de radio a, y elegimos además un ínter-

va.lo de tiemp::> determinado b . El valor rredio del espacio y del tian-

po en el interior de la esfera a y ¡::or el intervalo de tiarq:x::> que va de 

a t+ '6 , está dado entonces por 
~:t 

i l-,:.,'f,~ 1 .t)~ ~ j jJf Hu~,~t7,2-t),.t1-~)ii~¡(~d~d~'.' 
. ~4 21 'íl:-i ~l ... ~·tr'f.c.. 

Rosenfeld todavía en 1950, fecha de su pr6lCXJO a la prinera e::li-

ci6n de Theory of Electrons, utiliza esta misna definición de valor rre

dio aun cuando, en la introducción al segundo capítulo di.ce: "Ahora pre-

sentarEfü)s los fundamentos de la teoría de los electrones esencialmente 

caro fueron establecidos por H.A.I.orentz (1895). 1148 Lorentz, sin embar-

go, utiliza caro se verá más adelante, un prane:lio espacial en un ins-
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tante. Probablemente la afinraci6n de Rosenfeld ha creado confusiones 

ulteriores: se dice en un artículo de 1953, " ... Cerro es bien sabido 

I.orentz (1902) fue el primero en dar una derivaci6n de las ecuaciones 

de Maxwell en cuerp::>s materiales, a partir de las ecuaciones fundamen-

tales de su teoría de los electrones al pranediar las cantidades de los 

cam¡:os microscópicos sobre regiones físicamente infinitesimales de es-

pacio y de tiempo. Este prcx::ed.imiento ha, con s6lo pequeñas m:rlificacio-

nes, sido adoptado por varios autores. En su reciente rronografía sobre 

la teoría de los electrones Rosenfeld ha dado una ITn.ly cuidadosa exposi-

ci6n de esta derivación, la que est.1 basada de nuevo sobre el rnisrro ti

p:::> de procedimiento para prared.iar. 1149 Sin anbargo I..orentz, en el artí-

culo a gue se hace referencia de 1902,dice: "Sea P un pmto cualquiera 

en el cuerpo y q- una superficie cerrada físicamente infinitarrente pe-

queña _de la cual P es el centro. Entonces definirerros el valor rredio en 

el p..mto P de una cantidad escalar o vectorial A p:::>r la ecuación 

- 1 J 11=5 Alii, 

en la que la integraci6n tiene que exte.rrlerse a todos los elerrentos 

del espacio S, encerrado p:::>r ir • Debe enten::lerse que, si desearros cal-

cular los valores medios para diferentes p.mtos P, P' , los espacios co-

rrespondientes S, S' son tanados iguales, de la misna forna y en la mis .... 

ma posición relativa de P, P', El resultado A dependerá de las coordena-

das del p..mto considerado; sin emb:trgo, los cambios rápidos mencionados 

antes, habr&n desaparecido de ella; son solamente los cambios lentos de 

un p..mto a otro, que corresp::mden a los cambios perceptibles en el esta

do del cuerp::>, los que habrán sido preservados en el valor medio. 
1150 

Las definiciones de Becker y de I..orentz pueden, sin anbargo, con-
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siderarse ·equivalentes ya que conducen a idénticos resultados. En con-

secuencia, utilizaré aquí la siguiente definición de valor medio: si 

F(x, y, z, t) es una función definida en lID3 región alrededor del p.m

to (x, y, z) , el valor medio de F en el instante t= t
0 

está dado ¡::or 

la expresi6n 

< Fl~1Lf1c,t>>~ ~ 1 FlY-+~,~t~,HSJ·)tisd1"1') 
" J ~ 

••• ( 63) 

Una propiedad nruy importante de la def inici6n anterior es que la 

operaci6n de pranediar conmuta con la operaci6n de derivar. Sea cl><( la 

derivaci6n parcial respecto de una variable irrlependiente cualquiera; 

entonces: 

d )'." < f l ~, ~,e:, t > =- ~ a ;l' i L ;= t )(+ ~ • \j t ~ , 2 • r A , >a- f tt t d ~ . 

caro los límites de la integral no dependen explícitamente de la varia

ble xi, pues están dados p:>r ~ , ~ , ) , entonces: 
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3- V a 1 o r e s m e d i o s d e 1 a s f u n c i o n e s 

que intervienen en las ecuaciones 

del campo electromagnético. 

La ecuación de rrovimiento (33), y las definiciones de los cam¡:os 

y de las fuentes (34), (35) , (36) y (37) definen totaJmente al c:arnpJ 

electranagnético en el vacío con cargas. Dentro de los CUerJX)S reteria-

les debe.renos considerar, siguiendo lo expresado r:or lDrentz, que las 

funciones P y S sufren grarrles variaciones de un p..mto a otro. Así, se-

rán estas funciones las que tendrán que P!='aned.iarse. IDs pranedios de 

las ccmponentes de la función P prop::>rcionarán los valores rracrosc6pi

cos de los carnp::>s. Para pranediar la función S habrá que considerar to-
.-

dos los rrovimientos que es capaz de realizar, e identificarlos con las 

características concx:idas en los cuerp:::>s, cano el rranento di¡:clar, el 

magnético y la corriente. 

Consecuentemente p..ieden definirse los c~s rracrosc6picos de la 

siguiente rranera: 
- - -r:,t p 
E llALtllv.> =- <. E"4.;'.¿~) = -( at ~ ) ••• (65) 

••• ( 66) 

Así es claro que los vectores rracrosc6picos E y :B se originan exclusiva-

rrente en sus valores microscópicos. 

Al tarar la divergencia de (66) y utilizando (64) se tiene: 

'/• S.,,A,.- :: "\/• ( c;;;¡i-.~p> = ( "'l·V~~ > ...........,. c>c- cH· 

••• ( 67) 

Derivarrlo (66) respecto del tierq::o, y utilizando (64) se tiene: 
- ~ a'P a BIWW - _ /._ "V.,. - > -a; - at ~e- -

ai~ -
- : - "Y~E~ 
.) t 

••• (68} 
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Las ecuaciones (67) y (68) son dos de las ecuaciones macrosc6picas 

del electranagnetisrro para cuerpos en reposo. Han sido obtenidas exclusi-

varrente de definiciones, sin la intervención de la ecuación del nvvimien-

to, o sea, sin la intervención del vector S. Será entonces necesario ob-

terier los valores praredio de los términos de la ecuaci6n de nvvimiento: 

'ª -( P >=--("1,_v.,.p)+J4 <s) .,.(33) ci ~t'- /, 

El pranedio del primer miembro es obtenido de la definici6n (65); el 

prane:lio del primer término del segundo miembro p..lcde obtenerse de (66), 

haciendo uso de ( 64) • Se reduce entonces el problara a obtener el valor 

nedio del vector S, para lo cual debe aplicarse la def inici6n ( 63) ; te-

nem:Js: 

caro las coordenadas del p.mto interno del cuerpo en donde está coloca-

do el centro del diferencial de volumen d s d 1 d S son mucho mayores 

que el radio de la esferatS 1 t~ 1 tSL , es factible hacer un desarrollo de 

Taylor de la funci6n en torno al p.mto (x, y, z). Tendr.íarros para la 

pr.irrera caTlf011ente, p.Jr ejE!Tiplo; 

<S1):.!..I [.s t~~+~~s,+~~'+···Jp~d7d~ ... 
v JJ ' d._. ~ az 

:: ~ J.,s,avv~ ·~ L ~~d~~iitts +~ L * ~"f411f') +~ {., ~~· S~f;1d5··:: 
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Reagruparrlo térm.inc>s, mnnarrlo y rest.arrlo cantidades iguales, por ejan

plo p:i.ra sl, ~ ( ~ ~ ~) , terrlr!arros: 
1 0 " ~ s ~s ~s 

(S,): s, •i ~ ~ .¡ [l ~ -i'.: in i-(~ -;: H] ~~J( ~/ ·~~~)1 ·~; + !: H]'-· 
<~ ): s +!. ~ ~ .~ll;isl -~'H•l~.!:.-~J)~j +!.[(~ .~ )r (~,.~i)'<]1·· 

1 i z. ~ ~ o• º'I ~i ~ " ~~ ~"'l ) -+ ~ 1 ~ , 

.C:.ss) = s, •~S ~s,. ~i¡~sJ -~·)t~(~ - ~~.) ... ]• ~¡(~ ~·)i: 1~) ;i~')k] (69) 
L d¡ 't ;¡,_ H ~ ~ ;¡~ 1 'r ;¡) +ol ~ t~ + ;3°1 ( •·· • • • 

El segundo término en las tres expresiones anteriores debe identi-

ficarse con el m::nento di polar de la unidad de volt.nren del cuerpo W 

en atención a que la divergencia de S debe identificarse con la carga 

según la ecuación (34), ¡:ür lo que nos encontram::>s en este ténnino con 

un prcducto de carga por longitud, corresp:n:liente a la definición de 

m:rnento dipolar. 

El tercer término corresponde a la expresión vectorial 

En fomia vectorial se tiene, entonces, el valor medio·de la ñmci6n S 

expresado, ccm::>: 

< s > :: 5~ t- WMAt ~ l ~ "5~ h ¡ . • •• (70) 

/ 
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4- E e u a e i o n e s p a r a m e d i o s m a t e r i a 1 e s 

en reposo. 

ros de las ecuaciones de ~11-Hertz para el carrq::o electrcrnagn~-

tlco para iredios materiales en reposo, fueron obtenidas en la seccim 

anterior, (67) y (68), a partir, exclusivarrente, de las definiciones de 

los Cé'DT!jX)S en funci6n de P y de los valores rnacrosc6picos caro valores 

pranedio de los camp::>s E y B. Para obtener las otras dos ecuaciones, hay 

que derivar parcialmente respecto del tianp:> la ecuación: 

1 ~lp) -
¡i<(~ :-¿v,_v,..p)t-_r.L..s>. • •• { 71) 

Hacierrlo uso de (64), y de las definiciones (65) y (66), teneros: 

1 ~ f - ~~ 
--¡ _11.4..W> =- + <;J-;. 8. - "'" ( - ) . c. ~t ~ /• at 

FinaJ.rre.nte hay que obtener la derivada tarq::oral de la expresión (70): 

-2.<,s>= ~~ +~w +-..!.(vJl.~ ...... )l'-~. 
c)t d t ch· 'I ~t 

Ceno k es in:lepe.rrliente del tiem¡::o, :¡:or (35), e identificando el rota-

cional del rrarento magnético :¡:or unidad de volumen can el últ.irro ténni-

no de la.expresión anterior, finalmente se obtiene: 

1 dEc~.- - .... -:¡¡; 
Z,. dt -= V1-&~ -_;; ( ¡~ f- ~ +- '\J-¡.~) ••• (72) 

Caro ya se ha visto en la intrcxlucci6n, rrediante la definición de 

los vectores híbridos D y H pJede simplificarse la expresión matel'ática, 

sin evitar cx:rnplicar el contenido físico. Definie.rido 

D = loÉrracro + W' 
8=.!.B -M· 

f!, rracro 

Para obtener f inaJmente la expresión 

do - -
-::."Ot-H-~ ot 

.,.(73) 

••• (74) 

Para obtener la última ecuación hay gue tanar la divergencia de 
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la ecuación (65) y, ccnsecuenterente de (71) y (70) • Entonces: 

V· f ~ : V· ( - ~ ~ ):::V·f 1 L. ~ 1- v;. p > -r.' ( s)] 
:. c 1 (-q.~,_~.,.p)-~i~ 'Q·~) 

• 
=-f. V·(S"""4o +TP~ +;l"91'S~h1t..J 

p:>r (34), finalmente temm::>s: 

- 1 1 -
'V·E~ :. - ~ -- V· fP~ ••• (75) t, r, 

Al utilizar la definición del vector 5 (73), se obtiene la expre-

si6n: 

••• (76) 

Cllarrlo se expresan las ecuaciones de Maxwell-Hertz utiliza.rilo los 

vectores 5 y H, .conviene señalar, y así lo hacen la mayoría de los tex

tos, que el vector J y el escalar ~ representan cargas y corrientes ver

daderas, para distinguir la corriente de la "corriente de Maxwell" can

p.iesta por la variación temp::>ral del vector 5 y la corriente de convec-

· ci6n real de electrones. 

Las ecuaciones (67), (68), (72) y (75), o sus abreviaciones (74) 

y (76) , son las llamadas ecuaciones de Maxwell-Hert! para medios materia-

les en re¡x:>so. 
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VII 

UNIDADES 

1- 1 n t r o d u e e i o n • 

El tana que rM.s clarárrente revela la accidentada historia del 

elect.raTBgnetisrro es, quizá, el que se refiere a unidades de medida. 

Perduran en él conceptos que ya están en desuso en la teoría; se a-

tribuyen eüJre.nsiones distintas a iguales conceptos en los diferentes 

sistanas de unidades. la h:::m:>:Jeneidad dimensional de las ecuaciones 

• 
expresadas en diferentes sistenas, obviarrente, se conserva y con ella 

el contenido físico. No deja de ser, sin anbargo, muy insatisfactorio 

encxmtrar tal diversidad de opiniones sobre el tena entre los físiros
5.1 

( 

Sherclif f dice: ". . . el curioso factor '-¡TI E., y el aún más fantástiro va-

lor f
0 

(8.854 x 10-12) deben ser considerados caro el detritus de la C'O-

lorida historia de las unidades en el electranagnetisro. Por sí misro 

no tiene particular significación. Llamarla '¡:ennitividad del espacio 

vacío' es perverso; jW10 p:xlría de igual forna hablar acerca del color 

de un vacío! El factor (/'¡ / "17' ) es también más detritus história:::>, ccrn:> 

f
0 

sin significado físico p::>r sí rnisrro, aunque el pro::lucto /;f.• es re-

alrrente muy significativo y está lejos de ser arbitrario .•• es a ve-

ces llarrado vacuarrente ' la ¡::enreabilidad del espacio vacío ' • "52 
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Sarrrerfeld añade interrogantes: "Existe también una relación en

tre los dos vectores magnéticos H y B que, caro una primera aproxima-

ci6n, suporrlreros también que es línea!. Nos gustaría escribirla en la 

fODT\él H=_µ'B, p.iesto gue oonsiderarros a H caro análCXJo de 5 y a B caro 

análCXJO de E. Sin anl:argo, desafortunadamente estamos obligados a se

guir el uso generalizado y elegir la fonna B= )'-' ¡:¡. ,,53 

Parece ser que la p:>sici6n de Planck respecto de illlidades es una 

de las m3.s controvertidas. Dice O'Rahilly: " ..• Es ba.stante incorrecto 

decir, caro Planck, gue 'uno p.iede ascribir al vacío un valor arbitra-

rio cualquiera de la constante dieléctrica, caro se indica p:Jr los di

versos sistemas de unidades' . Las unidades eléctricas se varían al cam

biar" , no al cambiar ~.I.1.... l:. 11 . ;i{ ': ~0 ,1.J. 1154 También Scmnerfeld critica 
' cil 'tl 1 

a Planck: " .•. Nosotros no acept.arros la p:Jsici6n de Planck según la que 

la cuestión de las dimensiones reales de una entidad física no tiene 

sentido; Planck afinna en &7 de sus Lectures on electrooynamics que es

ta cuestión no tiene m3.s significado que el del nanbre 'real' de un ob-

jeto. Contrariamente nosotros derivarros de las ecuaciones Msicas de 

~11 la distinción entre entidades de intensidad y entidades de can-

. tidad, las que hasta ahJra han sido aplicadas consistentemente en los 

excelentes libros de texto de G .Mie. E y B pertenecen a la primera cla

se, 5 y Ha la segunda. 1155 Esta distinción µ.iede encontrarse también en 

~11: "Las cantidades vectoriales físicas p..ieden ser divididas en 

dos clases, en una de las cuales la cantidad es definida con referencia 

a una línea, mientras que en la .otra, la cantidad es definida con refe

rencia a un área •.• En la ciencia eléctrica, la intensidad electraroti'"" 

va y la intensidad magnética pertenecen a la primera clase, siendo defi-
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nidas con respecto a líneas. a.mn::'lo quereros indicar este hecho, nos ¡:x::>-

drem::>s referir a ellas caro intensidades. Por la otra parte, la inducci6n 

eléctrica y la magn~tica, y las corrientes el~tricas, pertenecen a la se

gunda clase, estando definidas con referencia a áreas. CUan1o quereros in

dicar este hecoo, nos referirnos a ellas cano flujos." 56 

Las ecuaciones del campo electranagnético obtenidas en los cap!tu

los II y III han resultado expresadas en el sistena M.K.S. racionalizado. 

Sin enbargo, las dirrensiones atr.i.l::W.das p:ir este sistema a E, y~ son 

distintas de las que, en forna natural, adquieren al considerarse nula 

la dinensi6n de las variables normales, partiendo de la transforrnaci6n 

(3). Manteniendo las dirrensiones originalmente atribuidas a~ y~' de 

~versos de] tiernp'.) y de longitud respectivamente, y relacionándolas con 

[, y ~ caro se hizo en el cap!tulo II, y manteniendo además las di-
• 

rrensiones naturales que el ¡:x::>tencial P obtiene al ser analizado, podría 

decirse que el esqueleto dimensional de las relaciones matemáticas que 

describen el campo electranagnético queda al descubierto. 
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2- A n á 1 i s i s d i rn e n s i o n a 1 d e 1 a s 

ecuaciones de campo. 

Cano es usual se representará la dimensión de una función g, caro 

l g J , y se utilizará T para representar a la dimensión del tierq::c, L a 

la de la longitud, etc. 

La transfonnaci6n afín (3) relaciona a las variables naturales de 

espacio, con d:i.m:msi6n de longitud y de tianp:> con dimensión T, con las 

variables normales gue se han sup.iesto de dimensión nula. De las defini-

cienes de ~y ~se tiene: 

y de, 
2 b1. 1 

e - -~ -
- ~i - i; E, 

es i.nmeiiato identificar a: 

1. u. -- .:_ a : fo y o r, 
La dirrensi6n de P es de longitud, luego de la ecuaci6n (33) 

[ji ~J:. L-~~~~¡;J ·kl ~1 
se obtiene, por [P] = L,lª/at•]= 1/1'2 ,[~ :

1

~) = (T
2/L2

)(L/T
2)= 1/L; las 

dimensiones del primer tfurnino del segurrlo mianbro.gue deben ser iguales, 

se obtienen de; 

Y las del segundo té.nnino del segurrlo rnienbro deben ser: 

[ r1 sJ = ~ l sJ 
De esta última expresión se deduce gue las dimensiones de S son las de 

longitud, en concordancia con lo supuesto entre las funciones S y P so

bre la igualdad entre acción y reacción. 
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De la ecuación (36), se obtiene: 

.. - ti - L [ eJ - \. .it~ ] - :;=L 

Es decir que las dimensiones de E son las de.una aceleraci6n; p::>r ello, 

es natural definir en tfuminos de, E fuerza p::>r unidad de masa y de car-

ga. 

De la ecuación (37) obtenem::::>s: 

.[ 8J - [~¡i.J [ ~J> J . J.. .!=. - ! 
- c)r - L T - T 

caro l?IB dimensiones naturales del vector B son las de inverso de tian

p::>, es consistente el considerar a B caro un flujo. 

Finalmente de la ecuación (34), 

[ ~] :: l "Y} l'S) : ¿ L:. o 

Es decir, que las dimensiones naturales de la carga son nulas. En conse-

cuencia la de ) debe ser la de velocidad; en efecto, de (35) : 

[J): l ~~]: ~ 
Puerle entonces concluirse que las d.irnefisiories que corresponden na-

turalmente a f. y ar, son YT' y Jj.[f; respectivamente. Debe observar

se que, al asignar arbitrariamente alguna dimensión a las cuatro coorde-

nadas nonnales, ¡::ueden cambiarse las dimensiones de E. y/': , siempre 

guardando la lnrogeneidad de la relación c2= lftj{ . 
~. 

También ¡::uede decirse que Sannerfeld tiene raz6n al querer utili

zar el i.riverso de/ en vez de éste, p.ies es lo que se desprende lógica

mente de la transformación afín (3) y de las relaciones rrostradas'rle ~ 

y b con f 
0 

y r, . También tiene razón al sup::>ner a los vectores B y E 

en la misma jerarquía, ya que arnl::os vectores son de origen rnicrosc6pico. 

Sin embargo el vector B tiene dimensiones naturalés distintas de las del 

vector E; a éste aplica perfectamente el nanbre de Intensidad de cam~ 
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eléctrico, p.ies concuerda con la def inici6n de Maxwell de que tales vec-- ., 
tores están definidos respecto a una línea¡ no asi B, que efectivamente 

es definido respecto a un área y al que correct:arrente, según lo conve-

nido por Maxwell, puede llamársele Inducción magnética, o Densidad de 

flujo magnético. 
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VIII 

LA EXPRESION COVARIANTE DE LAS 

ECUACIONES DE LA ELECTRODINAMICA 

·1- L a e x p r e s i 6 n b a s a d a e n 1 o s 

potenciales A y~ 

Las ecuaciones que describen el carrtfC electianagnético en el va

cío con cargas son las más irnpJrtantes. Caro se ha visto,· de ellas ¡::ue-

den deducirse las ecuaciones en rnerlios materiales, cuando se c:onocen 

las relaciones anpíricas entre B y H, E y 5, ) y E, etc. Además canpren-

den,caro caso especial, a las ecuaciones para el.vacío sin cargas, cuan-

do en ellas se anulan las expresiones que describen a las fuentes. En 

consecuencia, la expresión covariante gue se obtenga estará basada en 

ellas. 

A partir de las definiciones de los camp::>s en funci6n del p:>ten

cial P (36) y (37) , sustituyendo en ellas los valores de A y ~ en tér

minos de P 1 y P 2, se obtuvi.eron las s.iguientes expres.iones para los ca.rn-

pJS: 

¡; - - ~A' - C\J " 
I,.; - ar e ~ .. (54) 

••• (55) 

Al considerar la transfo:rrnación afín (3), se obtiene el tensor 
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Este tensor difiere del que generalmente se usa y que pertene a 

las llamadas coordenadas galileanas reducidas; en ésta$, no puede carn-

biarse a x4 por t, sino por et, lo que lleva a resultados equivalentes 

a los que se van a desarrollar: 

Si abreviarros ~ con Ci'I.. , analizando (54) y (55) carponente a can-
dl'4 .(. 

p:>nente, se tiene: 

S,:. Óz.A3 - Ó3~z. 

&z.: o~A, - a, }'13 

B~=-'d,~z..-di>4, 

F, = - 04 )l, - d1 le 

E1:. -ci4>)z. - ~z ~ 

83.:-Ót¡'A!I- tj~~ 

la simetría que existe en las seis relaciones anteriores sugiere 

la definición de un vector de cuatro canponentes, llamado vector del -

. 57 universo: 

••• (78) 

Referidas a este vector, las seis canponentes anteriores son: 

B,: d2 ~1 -a3c:pz.: Fn 

eii-:.Q?.~,-d,~3::: f31 

8l :rj, cPi-cii4i1 ~ F,i 

e,= C!, q'>ti - ci4 ~' : F,4 

Ei: d¿ ~'1- d4~i :. fz.'f 

Ei::d3~ 4 - Ói¡~ 3 ::.. r34 
••• (79) 

las F}' v representan las can¡::onentes del tensor electranagnético 

de carn¡::o. Se trata de un tensor hernisimétr ico ya que F; y = -F ~ , y que 

se puede deducd.r del vector del universo, obteniendo de éste, su rota-

cional: 

••• (80) 
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.. 

Definido el tensor rrétrico g .. ¡x>r la expresi6n (77) , p..iede encon
l.J 

trarse su inverso gij. Identificando el valor del detenninante del pri-

zrero caro g, tenerros: 

2 
g= 11 gij 11 = - J; e . 

Entonces basta encontrar la expresión para los menores de las entradas 

distintas de cero, obteniéndose: 

e 'l. o o 1 o o o o -ro 
1 

o et. D o o -7o o o 

~l~ et - 1 o o o - o o -- o =-- ~ ¡: ,i 
o o o -1 o o o Eo ••• (81) 

El tensor rovariante del campo electranagz:iético está dado, según 

(79), por: 
o 'B1 -~t E1 

- e,3 o 'f>1 Et 

~\I ::. Bt -~I o E~ 
-E, - Ei. -E! o 

.••• (82) 

El tensor contravariante del carrq_:o electranagnético tendrá enton-

.ces la f OlJllél :., . ·:; ~:j_' .: ., .. 

~" f F" f fF11. ~" uf ~" f~F,4 ~ 13 

ttt'I Fr.1 ~u~u fu ff~ Fi.~ Jl l/'I F 
~ ~ J.I¡ 

rr" = li.~Y~ Fi:J = tf F~, gB~ll f1L ~Hu F ll "~ 
~ B ~ ~ FH 

f'lf Fi¡, l¡</(F ~ L/L ~l¡~~n F'il 
4~ 'I~ F 

~ ~ 114 

y p:>r consiguiente, de las expresiones del tensor gij: 
-1 

-~ ~ 1 -¡;l B L o ¡¡i el ~ 1 
1 • 

-¡LS3 
1 

- !! El.. ·O F,· e, 1 • r, 
FfY ::. 1 1 

f. t J;L Bz. -;.l B1 o -- l ~ 
h E, f!. Ea.. f, E o - \ 
r. ..>: Jt ••• (83) 
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Tambié1 se requiere representar a las cargas con un vector de cua-

tro ccrnpc>nentes ; de la observación de los segurrlos términos de las ecua-

e iones 

y 

se p..iede identificar a este vector caro sigue: 

J }A :: t -~ J 1 ' -~ ~ ¡. 1 ~ ~ ~ ' ~ ) ••• (84) 

la fonTE contravariante de este vector es: 

••• (85) 

Teniendo definidos al tensor pfY y a la corriente Jf ya se p..ieden 

expresar las ecuaciones de cam¡:o en fomia covariante. Analizando por 

canp:::mentes las ecuaciones : 
- 1 ~É ";" v.,. 5 -Ci ~ = r, ~ 

- ~ 
~·E : éo 

y al dividir la primera p:>r }': , 
~ ~1. B.s - i: º1 B1 - E_ o; t, : ~ 

r 1 1, 1 1 

Al sustituir los canponentes corresp:::>ndientes del tensor F 

.JA-. di..F'l +~ 'ds F 11 
+ ~ ~'1 F'~-: ~\ ¿ 

•.. (38) 

..• ( 40) 

'Fu t "",F''I.+" F'l .... ...., e."; - ' 'l-i .~ ••• (86) 
0 1 á Q~ '°"'tr -J:<il •"""-· 

Aná.lizando la ecuaci6n (40) por canponentes, multiplicada por t 0 

(, ci, E'1 + i., ~, ~ ~ ~ t., Ó, E", = ) 

Al sustituir los ccrn¡::cnentes correspondientes del tensor F J"V : 

.4<. ' f '11 ' FH l¡f ' t:'1~ t'1 , 
¡ 0 tl1 t' ~ OJ t~ ~)i J:' -!): O~ r ':. <;¡ 

1 
e> 

~1¡:-'1 1 +d,r~1 -+dsflj 3 +d~F~'l=1, r1 ... (87) 

Las ecuaciones (86) y (87), que son las expresiones covariantes 

de las ecuaciones (38) y ( 40) , atendiendo a la convenci6n de índices 

rer:etidos, se pueden expresar en forma única, cano: 

70 



••• (88) 

Siguiendo un proceso similar con las otras dos ecuaciones de CéllT!JX>, 

se obtienen sus expresiones covariantes. De la ecuaci6n: 

~+~"'E ~ó. at 
analizándola por c:cxnponentes: 

~z. ~1 - dl l:L t di, ~ 1 ':. 0 

y, en función de los canp::mentes del tensor F,.uv 

dt F31¡ t d ~ f:~{+' ~~!\~ -:. o 

Analizando p::>r ·ccmp::>nentes la.ecuaci6n 

-'\;·g::o 

se tiene: 

y, en ténninos del tensor Ffa )' : 

ó, Fz.~ + Ói f:; 1 . + d3 f\z. =- o 

• • ' (39) 

••• (89) 

••• ( 41) 

•• ' (90) 

Las ecuaciones (89) y (90) pueden expresarse en forma wuca: 

d). ~>' +di-' F.,,~ + ~,. F>.r ~o; ).-¡;¡..i. t v = 11 z., 3 ó Lf. 
••• (91) 

La conservaci6n de la carga puede expresarse caoc>: 

d,¡.. J,14-:. o ••• (92) 

La condici6n de I.Drentz (52) , cerno: 

... (93) 

la ·ecuación (91) tiene una forrna más breve si se utiliza al tensor 

adjunto de.l terlror de campo electranagnético. El tensor adjunto se defi-

ne caro: 

2 ya que g= - );!- c = -1/f.., , entonces 
o 

donde t ~)'-"!'~ es el indicador de pennutaci6n. 58 
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Siguiendo la definici6n p..ieden obtenerse los canp::>nentes del ten-

sor adjunto: 
-1'1 
F : f,l = B, 

~ z.i¡ :::. F~ t :: !> z. 

f l'I :: p 1 L -: f¡1, 

las ecuaciones (39) y (41), ¡:xJr canixmentes: 

~, E3 - d1 r; t t d1¡ 13, = O r 'Y 

() 1 ~, +di E1 ot ~i. g3 ""=-O. 

En funci6n de los canponentes del tensor adjunto Ff": 

az.F't+ dsP'\d'I p''l::o,y 

_ d Fl¡' _" r.11t _, ;'Is _ 
1 it11r t7V -O. 

Ambas p..ieden expresarse, 

- i.,µ. d.f'- F =.o 1 

••• ( 94) 

••• (95) 

Así se· obtiene una expresi6n CXJVariante más sencilla para las cua-

tro ecuaciones de Maxwell: 

d). fi-). = ~ Jf'-
- ).14-dr f =-o 
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2- L a e x p r e s i 6 n b a s a d a e n 1 a s 

funciones P y S. 

En la segurrla secci6n del capítulo III se prob'.S que el cam!,X) elec

tianagnético en el vacío con cargas, se p..iroe expresar en fonra totalmen-

te equivalente a la de las ecuaciones de Maxwell-Hertz I,X)r medio de la 

ecuaci6n de rrovimiento, que hemos llamado condici6n de Hertz-Righi., 
1 ~p - -
""i t =-'\J-¡.. "'Vy. 'P .¡. i.. s 1 ••• (33) 
t. ~t /' 

y las definiciones de los carnp::>s E y B en ténninos de P, y de las fuen-

tes ) y J en términos de S: 
- ~l.p 
E=-ct'- ••• (36) )::-"·S ... (34) 

- ()P (37) • os (35) g = ~'\~t . . . J = tjt ••• 

Siguiendo un desarrollo análogo al de la secci6n anterior, de las 

ecuaciones (37) y (36) obteneros: 

B1 = cl1 ~'l 1'3 - ~ 1 ()i¡ P2: Fn 

St: d3 dij P1 - il, ;}'1 P3 ::. F:s1 

- E: 1 '::. ~'I ~" f\ :: r:-~, 

- E' z :: o'fo'f Pi =- FH 

B 3 ::~ 1 di¡Pi-'ditj~P,:fi 2 -f1 :: ~4 a4 P1 -::.f::4~ ••• (96) 

En cada caso se ha relacionado la expresi6n de la can¡:onente del 

calTifO con la canp::mente corresp:>ndiente del tensor F.f4\I • Tedas las ex

presiones anteriores contienen una derivada respecto de la cuarta c:x::Dr-

denada, que corres!,X)nde, según la transformación afín (3) , al tianp::>. 

Resulta natural quitarla y can¡:oner un tensor que no la tenga. Y tam-

bién p::>r analogía con el desarrollo anterior se p.ie::le definir un vector 

del universo cuyos tres pr.imerós ccrn¡:onentes sean los canp:::mentes de la 

función :P, y cuyo cuarto carq:onente, P4 sea utilizado para representar 

al vector S, es decir a las fuentes del carnp::> en la fornia gue más adelan-

te se definirá.. Tal representación nos pe.rmi tirá, en un s6lo vector, te-
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ner representadas a las fuentes caro a los campos, lo que nos conducirá 

a obtener una expresión sumamente sencilla y adecuada de la ecuación de 

novimiento. Diferenciando a este nuevo vector del universo del anterior 

por medio del signo que aparece en su cabeza v, lo definirrcs caro sigue: 

" ~r:::. ( l',,~\,P1,-P1¡) ••• (97) 

En fonna análoga también, se definirá el nuevo tensor electrCirlélg-

nético, diferenciado del anterior de la misma rranera, caro el rotacional 

del nuevo vector: 
" " .J 

F.f'" :::. ~,.,... ~" - ó'I ~r . • •• (98) 

Es claro a partir de las relaciones (96), gue la derivada del ten

sor ~v respecto de la coordenada cuarta proporcionará al anterior ten

sor electranagnético F r" , ·salvo la adición del vector fuentes que repre

sentará la cuarta a:rnponente, cuya fom.a proceclaros a investigar, y pa-

ra ello será necesario exp:mer en forma matricial los canp::>nentes del 

nuevo tensor: 

o a1Pz. - Cl.i. P, -(~1P1 -d,P~) -~~P. id, r>'I) 
-t~. Pi. - 'd" P,) o di l'1-~1Pi. -{~i¡Pi t~~ P'l l 

• 
Fj.'I =- ~¡,r, - d1 P1 -ló~ P1 - d1Pi) o -la'1 PJ-+ ~~ P11 ) 

~ 4 P1 -4-~ 1 Py o'i Pi+ ó, P'I º'I pl +dl p'I o 
... (99) 

Ccmp3.rando las a-presiones (96) con los canp:mentes del ten-

sor anterior, se observa que 

" alf r.., : di¡ 01¡ P, t ()4 di p~ = -E1 t ci., ~. P., .: F411 + ~'I ~. P<i 

~ 1¡ ~1 ~ 'd11~11 Pz. +di.\ ~i. P~ : -E;¿_ t ~'f ~1. P4 ~ ~L r d'I c)tl''I 

~4~\:. ~4C1jl'~~~'i~}P'f:-f1 +o.,~lP'l:F;.~~al¡~A p'i : •• (100) 

las últimas tres expresiones conducen a la identificación de la canponen

te P4 con S de la siguiente manera: 
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- .: s, :; ó, ~'1 (>'1 Lo ) 

- ~ ~i.:. di. ()'1 Py, e,, 

_ f, s~: d!. ~~ P1.¡. • •• (101) 

Tendrerros también que utilizar una representación tensorial de las 

cargas para pcrler confrontar con los anteriores tensores el nuevo tensor, 

que contiene adicionalmente la expresión de las cargas y corrientes. De-

finim:Js entonces: 

o o o 1 
Éo s, 

o o o t Si 
" $)'-Y = o o ó t s\ 

••• (102) 
1 

1 1 --S, --Si. --Sl O 
~o to Ee1 

"l.L.J " 1 Con los tensores Frv , ·srvY e vector 
.,. 
A.. se tienen tcdos 
'i' }'- ' 

los elenentes para expresar tensorialrrente las ecuaciones de cam¡:o. Pa-

ra que la fonna sea o::wariante se requiere obtener las expresiones con-

travariantes de los elementos citados: 
• • ..J 

f.P.-v::: ~>'· ~..,,~ F,~ 

5 )"" -:. fu.í f ~ S ~ ~ 
I.a forma matricial del primero será: 

o lll};L)( ~I PL -~P,) -l1 h1.)l~l"Pi- ~, P3) .f.![ ~P, ~), f>'I) ,.... 
-l1~L) l~ 1 Pz.-';lz.P,) o l 1~ LXdt f\- °i)¡ f>¡) F, l~~ PL +~, P.J 

fr"::: ltlt,L)( d! P, - ~ 1 t>3) -ll/~ t)(d, P3 - ~3 f¡) o ;: (~'ip~.¡.~lP11) 

- (F, I;. )ld~P, ~~,Pi¡) -{E.f J;) l~'f Pi. +d~ f>li) -lf ,/1; )(d1¡ P~-1~~ ?") o 
••• (103) 

e iguaJmente para el tensor de las fuentes, se obtiene su expresión con-

travariante: 
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o o ó -ll/);) s, 

o o o • (lffe,) S.L 
~ ¡...'( ::. o o o -{I/~) S3 

ltw) s, (•if.) s l. l'}/;)S~ o 
••• (104) 

Disponiendo ya de to:los los elerentos, hay que considerar la nece-

sidad de expresar dos tipos de ecuaciones: las que son simplemente defi

niciones de carrqx:>s y fuentes, que son las ecuaciones (~G-39), y las otras 

gue representan las características del m:JVimi.ento del sistana P-S, dado 

por las ecuaciones (33) y (40). Las del priner tipo son caro sigue: 

Definici6n de los'campos: 

d4 f:¡.v - sM ~ F~" 
Definición de las fuentes: 

~ s)'Y: !_ ~y 
/'; 

Por últirro, ecuaciones del rrovimiento del sistema: 
oJ 

dy fJ'Y -;.O 

••• (105) 

••• (106) 

••• (107) 

Resta únicarrente canprobar que el contenido de estas tres ecuacio

nes tensoriales es el que se buscaba, equivalente a la fórmulaci6n del 

camp::i por medio de las ecuaciones de ~11-Hertz. 

Analizando así la pr.i.rrera, para f- = 2, Y = 1; 

~'1f11 - 511 : fi' 

¡:or (103), (104) y (83), 

' { 1 -- ~ ~,PL- ~d~) +-o - -- 8 
J:L 'i 1 - r. L ) 

en efecto, de la definici6n de Ben (96): 

8 ~ :: ~'I ( ~' Pr CL P, ) 

en la misma ecuación (103), para ·)J = 4, y = 1; di¡ ~41 _ s1t1 : t:"', 
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de (103), (104) y (83): 

-F. d~ t ~'I 1>1 - 'd, P'i) ._* S, : ~ E, 

¡:or la,definici6n (101), queda, 

- cl ~"d.., P¡ :. E', 

en coincidencia con la definici6n (96) • Es claro entonces que esta pri-

irera ecuación (103), contiene las definiciones de los campos (36) y (37). 

Procediendo al análisis de la ecuaci6n (104), para Y = 1, 

ó s" '\ SLt. '\ r:}4 ' s~5 ~ 1 1 
1 + 01. t o l ~ c:I ~ - ;;, ~ '\. , 

por (104) y (85), 

d1¡{~ s,):: AJ,, ó ó~s.~J, 

lo que coincide con la definici6n (35). 

En la misma ecuación, para v = 4, 
'<"l'I '\ ~Zlf '\ ~31f '\ c:-11\': _!. "'\'I o,., + d¿ ~ o l + <l'I ,} /'¡ ~ 

,. '·. . ' 

--{~15> 1 + ~t..~t + d1 S1 ):. l) }'; r. 1 

de acuerdo can la definici6n (34). Queda entonces probado que la ecua-

ción (104) contiene las definiciones (34) y (35). 

Finalmente, procediendo a malizar el contenido de la ecua-

ci6n de m:wimiento (107) , para )'- = 1, 

.'I' Fv" + ' ::. ii F" q J .. o Ot r t Ó \ t d "i F' ' .:: o 

de (103), 

¡:or (101), 
-) 1 '\ - 1 1 l V"!- Vi- P 1 t---¡ o., ~'I P, - -t - S,:: o 

' ' !., 
Añadiendo lo contenido en esta ecuación para ? = 2 y ?- = 3 ,' se tiene: 

~ di\~~ p ::. - \1,.. '1 ¡<. p +- JA ~. 
l /p 

Que es en efecto la ecuación (33) • 
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Por úl ti.no, para f'- = 4 , 

d/'I' +- ~JH + Ó 1 ~~l ~~'I p~~: 0 

p::>r (103) 

o bién, 

Al derivar respecto a lacuarta·coordenada: 

d 1 !d.,~i, P,) +~t. l~'t ~'f P,..)+~~l~1t i'1 P~):: • (d 1 (~1~0iP'I) +~i{~L~"P41) t~5t ~11h I\}], 

p::>r (96), (101) y (106), 

-'V·'E :-L-i0 t~s,+~isL~~>S,)): -l-l.C-~)J: -L~ 
Entonces la ecuaci6n (107) expresa, caro se ha visto, la relaci6n entre 

camp:>s y fuentes que determina las condiciones del movimiento. 
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IX 

CONCLUSIONES 

1- D e 1 o s p o s t u 1 a d o s ~. l a s e c u a c i o n e s 

del campo. 

¿Puede concluirse rue se han obtenido las ecuaciones del campo elec

tranagnético en el vacío con cargas, a partir de los J'X)stulados A y B? 

Quizá algunos de los pasos tonados: y algunas de las suposiciones hechas 

en el proceso seguido, pudiesen impedir una respuesta afi.nnativa; no obs-

tante, este proceso ha conducido al planteamiento de las ecuaciones a µar

tir de una función vectorial .de cuatro catlp)nentes, el vector del univer

so de la ~ecci6n anterior, desde el cual p.ldo llegarse a la obtenci6n de 

las ecuaciones de campo. Aceptando entonces que la ecuaci6n de Hertz-Righi 

(33) · y las def:iniciones de los carnp'.)S y fuentes {34-37), son en t.000 equi

va.lentes a las ecuaciones de .Maxwell-Hertz, bastará replantear los ?Jten-

ciales P y § en fonna unificada, cano canp::mentes de un solo ?Jtencial que 

sirve para describir tanto a los CClmJX'S caro a las fuentes. las restriccio-

nes impuestas p:>r los p::>stulados sobre la forma del espacio tetradimensio

nal. generado por el nuevo ?Jtencial, están expresadas matanáticamente de 

manera más directa. 

El camp::i electranagnético en el vacío con cargas se puerle representar 
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mediante un espacio t.etradimensional definido por cuatro funciones con-

tinuas y univaluadas, cuyo daninio es el espacio de coordenadas normales: 

P,: l>.(~.,.,.,,><,.~4), 

Pi: P1l'1.11 °1-LI }(' I Y.4 ), 

P, :: f ~ l 'f.11 .,.i 1 "s , .,., 4 ), 

P'1-: Plfl"l-11Xz1X~11'11)· ••• (108) 

Por una parte el p::>stulado A im¡;cne la f onna de la transici6n del 

espacio de cx:iordenadas normales al esp::icio de co:Jrdenadas naturales, me-

diant.e la transfonnaci6n afín (10); por otra anula los canp::mentes no 

diagonales del tensor métrico del esp::icio generado }"X)r P, y exige que 

el m::w.imiento se realice a lo largo de las geOO.ésicas de es~- espacio. 

Entonces, derivado de A, se tiene: 

~iJ =o 4i. i.=t.J, i,¡:11 21 3,'f 

Ó f ttsL= o ; Pls": L4cd1-¡ . 

••• (109) 

• •• (110) 

El postulado B, puede ahora expresarse en 1a forna más satisfacto-

ría: 

••• (111) 

cienes. El integrando de la funcional que debe ser estacionaria, y gue 

es equivalente al integrando (30), p..iede ahora expresarse sencillamente 

caro: 

••• (112) 

La aplicación a Jl de la ecuación de Euler proporciona las cuatro 

siguientes ecuaciones} 

a2P1 + ~rp, + ~1p, r ~ip, - ~/ C!P, t ~Pi t l.!:s t ~p'i)::. o 
Cl1-1ª a-../ ~J~i. Q'J.i¡'I. ~Jll ~ ~,.. ch1.. ªJls ~7"f 

~1r1.. ~ipL dtP1 a1P'" d l eiP, ~P¿ oPs ~ )-
- ~ -, + - + - - - - t" - t 7 + - /) 
d1Jª d)1 ª"Jl ~'/.~1 Ol'L ~"' 01'1. O}-~ ª"'" 
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ó2l'J ~1.p5 tiiP; ';)'-Pi ~ ¡ aP, CH, Hs ó~ 
d.,.,i.. + ~"1 i. f-~,.~ +--o.,.,: - a,.l \ ch,+ ~1. -r~-i. +a~).:: o 

~1p4t t- ';}z.p'lt-~ip.,-t-()ip'1_ ~ j~ +.aPL +-l_f; df'fJ 
~Jl,:i. O-~/ ch~z d--¡.,/ dXi, \.. ~,., hz d,.l + (),.., ::. D • •• (113) 

Aplicando la transformación afín (10) y haciendo uso de las relacio-

nes (101), de las tres primeras ecuaciones se obtiene la ecuación (33): 

... (33) 

la cuarta ecuación, cuando se cancelan en ella los dos ténninos 

iguales de signos contrarios que tiene, y se le aplica la transformación 

afín (10), conduce a: 

"\] 2 n ,¡A. ~ - .l. .t -
r'1 :: b ó t 'Y ' P,.3 = 7" ¡t. <:::/, Pi-1 ••• (114) 

cuya solución es: 

••• (115) 

Esta ecuaci6n representa la condici6n entre las tres primeras canponen

tes del potencial P, y la cuarte .59 

De esta manera se llega a concluir (_Tlle las restricciones impuestas 

p:::>r los postulados A y B a un espacio de cuatro dimensiones, conducen 

a las ecuaciones del carn¡:x:> electranagnético en el vacío con cargas. 
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. 1 2 3 4 signos dados r-or (-,-,-,+); estas coordenadas x , x , x , x , 

están relacionadas con las naturales p::>r las relaciones;. 
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1 =~x 

x2 =/jfy 
x

3 =~ z 
4 1 

X =-- t, 
YE; 
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El elenento de arco estaría expresado cano: ;. 
. d.s i.:. - tl..xL-d·./-1úL -t-c 1dt 1 : - t/~ l (dx 1l t- Lttx' > '~ llA3)1

] -r"~ lh~J'"-= 

=- ~ [ ~y.')L-lA1d·-(dx 1)'" t-lax"l]. 
En estas coordenadas puede definirse al vector del universo, 

o vector potencial caro: 

@~ = t- P, 1 -Pi.,-f'1 , z P'1). 

El tensor electranagnético sería entonces: 
,¡ .J .J 

~y:: dµ ~V ~ Oy 4>14'. 
la ecuación de movimiento (33): 

" ~y p/Y=O. 

En estas coordenadas la función S está definida por: 

s :: -z "Y ~'1 p~ 
Esta función definida en coordenadas normales sería: 

s:: +'V d'1 p~ 
y, en coordenadas naturales: 

- . ,m 'Y c)P" s:: +~V~ ~ . 
A,l ser derivada respecto al tiempo la ecuación (114), y utili

zando la definición anterior, se llega a la ecuación: 

- ~ <::y./;.:-. 
~o 

/ 
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