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CAPITULO I
INTRODUCCION

Como se sabe la vida humana depende de los combustibles fédsiles ——
tales como el petrdleo, el carbdén y el gas natural, Sin embargo es -
evidente que en el futuro se deberdn emplear fuentes alternas de - -
energia debido a que, 1las reservas de combustibles fésiles se verdn
agotadas dentro de loe proximos siglos

Uno de los problemas mds importantes planteados en investigacidén
cient{fica durante el Wltimo cuarto de siglo es el de obtener ener~-
gfa a partir de la fusién nuclear controlada., El propésito consiste
en confinar un plasma durante un tiempo suficientemente largo y a le
temperatﬁra necesaria para oue la energfa obtenida a partir de las -
reacciones de fusién sea mayor que la invertida en crear el sistema,

Diseflar un dispositivo que consiga resolver el problema a un cos-
to rasonable ha sido uno de los mayores retos a la ciencia y la tec-
nologia de 1la civilirzacidén actual.

Una de las teorfas fundamentales en el estudio de la ff{sica de -
plasmas es la magnetohidrodindmica (MHD), que permite estimar cier-—-
tas propiedades globales de equilibrio y estabilidad del plasma, Tra
tandose de una teoria lprotimndn; es importante .comprender sus limi-
taciones, y el alcance de los resultados gue con ella se puedan obte
ner, Por otra parte, las ecuaciones cue la describen son no lineales
en gensral, y su solucién puede obtenerse analiticamente y en foraa
cerrada unicamente para ciertos problemas y geomstrias particulares,
Por ello es indispensable contar con cédigos aque permitan resolver--
las numéricamente, V

El propésito de este tradajo es, en primer lugar, deducir las - -
ecuaciones MHD a partir de un modelo cinético para el plasma, pasan-
do por el modelo de dos fluidos. Aunaue esto aparece en varios 1li---
bros de texto, se muestra claramente aqui, de modo que la presenta--

cién sea autocontenida en emste aspecto, y las limitaciones del mode-



lo MHD puedan ser apreciadas claramente, As{ pues, re presentan las
ecuaciones MHD en su forma conservativa, la cual es mds aproviada -
para resolverlas numéricamente.

Ahora bien, la solucién general en tres dimenrlones de este pro-
blema es sumamente complejo y no se ha realirado, excepto para geo-
metrias con simetrias oue permiten reducirlo a un problema en una o
dos dimensiones,

En este trabajo se presenta un c6digo en una dimensién basado en
el método de Lax~Wendroff, originalmente dersarrollado por el Dr. Da
vid Woodal de la universidad de Nuevo México, y modificado en algu-
nos aspectos, '

Se presenta la documentacién completa del cédigo, de modo aue -—
puedsa ser comprendido y empleado por cualouier persona, avn cuando
no tenga experiencia previa en el andligis numérico.

La subrutina de graficacidén se incluye por completér, Esta fué -
desarrollada por el Instituto Goddard de Estudios Espuciales de la
NASA en Nueva York,

En otras palabras, si bien no se trata de un trabajo original, -
eate pretende ser un trabajo diddctico que podria emplearse como —-—
parte de un curso de fisica de plasmas,

También es neceeario aclarar aue no mse trata de un trabajo com-«
pleto, El cédigo mostrado mqui puede ser modificado aun, y debe con
siderarse més bien como el escueleto de un cédigo, gque para propl-——
sitos particulares puido ser perfeccionado al agresgar otros sfectoe

La estructura de la representacién es la siguiente: En el capitu
lo II se deducen lae ecumciones MHD y se presenta en su forma con--
servativa., En el capitulo III re presenta ¢l método de Lax-Wendroff
y se realira la discretiracién de las ecusciones en una dimenrién,.
En el capitulo IV se da la documentacién del cédigo junto con un ——
lictado completo de este, As{ mismo se presenta un ejemplo en el -
cual se estudia como se difundo'un campo magnético en un plasma y -
se presentan los resultados obtenidos con el céddigo.



Otras aplicaciones del cédigo quedan como un trabajo para continu
ar a partir de este., El capitulo V preeenta las conclusiones y suge-

rencias sobre su continuacién y posible generalirzacidn,




CAPITULO II
ECUACIONES MHD Y SUS LIMITES DE VALIDEZ

En eate capftulo se muestra como las ecuaciones magnetohidrodinami
cas (MHD) se obtienen a partir del modelo cinético pasando tor el de
dos fluidos, El propésito es comprender en detalle las aproximaciones
involucradas y asi aplicarlas apropiadamente dentro de sus limites de
valideg. Pinalmente se muestra como se pase a su formulacién conserva
tiva, que es especialmente apropiada para realizar la integracién nu-
mérica, y en particular al caso de una dimensién, cue es el que inte-

resa en este trabajo.

2,1 MODELO CINETICO
Comsiderese un gas en equilibrio estacionario. Bajo el punto de -~

vista cinético se le puede describir mediante una funcidén de distribu
cién f(#,V,t), que representa el nimero de particulas gue se encueh--
tran en la posicién ¥ con velocidad V¥ al tiempo t. La suposicién de -
que se encuentra en equilibrio estacionario se puede escribir como:

R R ARTR ALY (2.4
en donde We(g,, k.3, ,v,.(&.*.,?“) ¥ @ es 1a aceleracién a¥W/dt., E1
término df/dt es la derivada convective en el eapacio fase y se puede
interpretar como la razén de cambio de 'las particulas visto desde un
sistems que se mueve con ellas,

Si este gas se encuentra ligeramente fuera del estado de equili---
brio o interactda con otros gases, tenderd al equilibrio mediante co-
lisiones entre las particulas. Usando la segunda ley de Newton la ec.

2,1) tendrd la forma
e 7wt o rpt = (B (2
en donde (‘i\uoL describe el cambio en la funcién de distribucién debi
do a dichas colisiones. La ec, (2.2) se llama ecuacién de Bolteman, -
en la cual las fuerzas internas, las debidas a colisiones, estdn en -

el miembro derecho y las fuerzas externas,las debidas a los campos, -
estdn en el miembro izquierdo.



]

Sea A, la distancia promedio que una particula recorre entre de---
flecciones apreciables y I,la distencia caracteriatica sobre la cual
varfan los campos macroscépicos, entonces si d«Liel término de coli-
siones se puede desgpreciar,

Si se supone que las fuerzas son enteramente electromagnéticas la

ec., (2,2) toma la forma especial,
3{'3-7"&%(?0%:3)-%‘(}“‘.\. @-2)

A la ec, (2.3) se le llama ecuacién de Vlasov,

En un plesma en el cual existen diversas especies, tales como elec
trones y distintos tipos de iones se tendrdn varias ecuaciones como -
la (2,.3) acopladas, una para cada especie, Donde en general los cam——
pos eléctrico y magnético deben ser obtenidos de las ecuaciones de -
Maxwell, El término de colisiones toma en cuenta tanto colisiones en-

tre partfculas de la misma especie, como de distintas especies,

2.2 MODELO DE UN FLUIDO
Si A es la longitud de Debye, L el tamafio del sistema y A,««l,en-

tonces al plasma se le puede considerar como un fluido, por lo tanto

se debe tratar mediante un modelo continuo. En 1o que sigue se obteny=
dran las ecuaciones de un fluido como momentos a partir de la ecuaci
én de Boltzman, Para ello considérese una funcidn g(?,?}t). El prome-

dio de la funcién g(®,7,t) se define como:

fswnanlwende
Q. 340= [Waodd (2.4)
El ndmero de partfculas por centimetro estd dado por,
ndo={(d.0d43, (2.5
de tal manera que la ec. (2.4) se puede escribir como:
QBN = [gt,0038042. (2.6)

Por comodidad en lo que sigue, se escribird f en verz de £(2,¥,t),
g en ver de g(T,¥,t) yn en vezr de n(R.t).
Multiplicando por g e integrando con respecto a ¥ sobre todo el -

espacio a 1a ec. (2.3) se tendrd
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fagidee TEZZYERSTE RETLRRTICINE A CE)

Se integra término a término la ec, (2.7)., El primero del miembro

Sﬁ{d;__. ?l(nup\-ndsip- 2.0
El segundo término del miembro izquierdo se obtiene de
Vp (g7 4) « 9. % ( » (v -99),
que reacomodando e. integrando produce
[9% . 9247 = Vp-(ncaP>)-neTp-add. (29)
Andlogamente para el tercer término del miembro izquierdo de la --
ec, (2.7),

izquierdo queda

- b -> ] -
i ‘-:-‘- v;‘ J; - ",-(‘-&”J*‘ Sf"‘“&,)dv »
usandg el tesrema de la divergencia se tiene
- - -~
Sv‘. (T YL LA S’-(?.\\ ds o,
donde mz gf/M Esta integral es cero debido a gue en el 1{mite cuando
la superficie de integracidn tiende al infinito «-e9. Por lo tanto,
Sﬂ;-vﬂdﬂ R PTICE AV ,
Supongase gue -l: es la fuerza de Lorenty ‘l‘? = q(ﬁ+2x§). Ahora bien,-
el campo eléctrico no depende de v y v‘.(gxﬁ) = 0, de donde V‘-l% = 0,
Asi que, - 3
[9K-9 {0 - & v g0 (840)
Sustituyendo las ecs. (2.8), (2,9) y (2.10) en la ec, (2.7)
APV =) 2% (0B ey B9 - R T % = (4 @)
Los distintos momentos pueden ahora obtenerse sustituyendo la ex--
presién apropiada para la funcién de peso (2,7, 6).
a). Momento de Orden Cero.
Si g =1, de 1a ec, (2,11) me tendrd:
R*v,- <) -niw,. ¥ = S L‘}hu‘_éir’

dado que V es una variable independiente de R, n(v,.v) = 0, y por lo

Bevy(nedN = ((),0¢ (242)
Que es la ecuacién de continuidad,

tanto,



b). Primer Momento,
Si g = mV, de acuerdo a la ec, (2.11) se tiene,
{tnuan-mdﬂ) 4. (M DP M )-NLPp mTT) - B LF o My .
= Sh:{*\“‘J:.
Pero nm(ﬁ): 0y n(v'.mW) = 0 debido a que V es una variable in-
dependiente de Ed y t, mientras que ?.V,V = F. De donde,
i(nmd)hvr(m«‘.h\ AT Sn:ﬁ‘g)ddc_ (2.3)
Esta ecuacidén es comunmente conocida como la ecuacidn de conserva-
cién de momento., E1l primer término del miembro izquierdo representa -
la razén de cambio de la densidad de momento en un punto T del espa—-
cio, el segundo término representa la razén neta a la cual el momento
es transportado a través de las fronteras de la superficie en un ele-
mento de volumen en el punto de interés, el tercer término indica el
cambio en la densidad de momento debido a la fuerza de Lorentz, Fl --
término del miembro derecho representa el momento total ganado por u-
nidad de tiempo, como resultado de colisiones,
A continuacién 1a ec. (2.13) se llevard a una ecuacién convectiva.
Sea ¥V 1la velocidad aleatoria de las part{fculas del plasma, entonces
Rs (R \3- D) w4 ¥, (2.1)
Por definicién de V, , su promedio es céro. (¢V)y = 0). Nétese oue
de 1la ec. (2.14), (#@) s @¥Xd) + @A) por lo tanto nm(W ) = nm{INE)
+ nm(\'r',i). Asl pues,
Vo (m (F D) * M@ 9 DV enm ) -T2 )< 2 vp(ma (3,3)). (120)
Por otro lado, multiplicando 1a ec. (2.12) por m¢¥) se tendrd,
w3 M amadHVp - tned) @ wed) jﬂﬁ)“f_“',
de donde,
W (1) = nm P =@ By i) em Iy SQ‘.‘).,.‘_W (3.16)
Sustituyendo las ecs. (2.15) y (2.16) en 1la ec. (2.13) y cancelan~
do términos se tendrd
LY TR LI R ARL SR (T BENz nre S(-?-\M’Haﬁt

Se define el tensor de esfuerzos B como sigue

Fewm@dd>=wm (23 19 @)



Su interpretacién f{sica se dard mas adelante. Recordando que V=
&+ '17., se define el término de colisiones como sigue:

T nimad (k) 49 (2.0)

Donde T representa la ganancia de momento debido a colisiones, por

lo tanto,
wn (3, ¢ )R = ndra -9 F, (2}

La interpretacién de la ec. (2.19) es la siguiente: Hay dos coorde
nadas mediante las cuales se puede describir la evolucién del sistema
eatos son: a4), Coordenadas lagrangianas, en las cuales el observador -
viaja con las particulas del plasma a una velocidad (-v'), ¥ b), Coorde-
nadas eulerianas, donde el marco de referencia es el sistema del labo
ratorio, Asf que el términa mn(iﬁ-d’)-Vﬂd): nmi(?r) representa la ma
sa de todas las partfculas por unidad de volumen por su aceleracidn,
viata.desde el. marco de referencia del laboratorio. El primer término
del miembro derecho de la ec. (2.19) se refiere, a la ragdén de cambio
del momento de las partfculas por unidad de voldmen causado por fuer-
zas de gran alcance, mientras que el segundo término de acuerdo a la
ec. (2,18) se refiere al cambio de momento entre partf{culas debido a
colisiones,

Wl tensor de esfuerszos P.-‘(?,t) se puede interpretar de la manera
siguiente: fd¥ es el nimerc total de partfculas en un elemento de vo-
lumen dV alrededor de ¥ en el espacio de velocidades, fmv,,d? es el -
momento aleatorio en 1la direccién x de todas las particulas en un ele
mento de voltmen aV¥ en el espacio de velocidades y localizadas en una
unidad de voldmen del espacio T, Por 1lo tanto (fnv,,)v,,d? correépon-
derd a la ragén a la cual el momento es transportado en la direceidn
¥, por unidad de a‘rea para todas las particulas en d¥ localiradas en

(?,3); El tensor de esfuerzos se puede escribir como sigue:
- G" 'l" ”!'.
Eawm( [ qe My (@.00)
ay, %9 %



Si se considera una funcidén de distribucién isotrdpica, (v;v;)= 0
con i # j. Los términos de la diagonal serdn <) = ¢a)) -(.v,').t“b_
donde (v,’) es la velocidad térmica al cuadrado. Por lo tanto en el ca
so de una distribucidén Maxwelliana, P; = nm¢&">8/N = pdij, donde p =
nkT y N se refiere al numero de grados de libertad que en nuestro ca
80 e8 tres. En general la funcién de distribucién puede no ser iso-~-
trépica, en cuyo caso el tensor de esfuerzos se puede escribir como
la sume de dos partes, una que se refiere & la isotrépica y otra a -

la anisotrépica. Para esto se define un tensor de viscosidad como sji
gue: J
oy = oy - (SE2) 800 = 25-4845 (320
si se supone isotropfa, el tensor de viscosidad serd cero.

Sustituyendo la ec. (2.21) en la ec. (2.19) se tendrd,

W 44?0V @ = wi>o v wi. ¥, (321)

que es la ecuacién convectiva para la densidad del momentn,

¢)., Segundo Momento.

Sig= %mv‘, al sustituir en la ec. (2.11) se tendrd

3(n tma'd)-n<F UMD 4 Vo (NP pma"> s (T 4m '3 -

-2 Roggtimd)) = Jima' () A7 (3.23)
como Vxﬁ.vzva= 0, E(l? Vg(}mv’)) = nqi?.(?). El segundo y cuarto térmi—
nos de la ec. (2,23) son cero, debido & que las variables ¥, Yy t -
son independientem, Asi que la ec. (2.23) tendrd la forma: -

FOp ) e v (4 @) sl el o ) 4 (230
que ee la ecuacién de transporte de energfa. El primer término del mi
embro izquierdo es la razén de cambio de la densidad de energfa en el
tiempo, y el segundo término es la pérdida de energia a través de las
fronteras de una determinada superficie., E1 primer término del miem——
bro derecho de la ec. (2.24) es el trabajo hecho sobre las particulas
por el campo eléctritvo por unidad de tiempo, y el segundo término es
la trasferencia de energfa por unidad de tiempo debido a las colisio
nes. Si hay particulas de diferentes especies en el sistema, habrd -

una ecuacidén de transporte de energia para cada especie y las \wtegra-



10

les debido a las colisiones individuales serdn diferentes de cero, -
gin embargoe la suma total serd cero a menos que la energia interma de
las particulas sea alterada, E1 hecho de gue EXB.VQV,= 0, significa -
que la induccién magnética no hace trabajo sobre las particulas carga
das debido a que ng. es perpendicular a la direccidn del movimiento
de las partfculas.

& continuacién se partird de la ec, (2,24) transformandola en una
ecuacién convectiva para la energla,

Recordando la ec. (2.14), se tiene (V.V) = s &by = <V§ + 3&,
por lo tanto, ‘

BatS= ¢T3 4R + CUINBY + 24 (BBY o ADY
De acuerdo a la ec., (2.21)
ULV, = %\(0).?‘1’ *;‘,;(“'%"? R
donde T es el tensor unitario, consecuentemente,
TPy = (oS + o) 2 1<) #2020 X + <P,
La ecuacion de transporte de energia se convierte en:
AP TS e 2]+ 7 [ (9@ M p)d 4 (D TF] =
=g @ o fpmet (W) 47 (2.29)
donde q(T,t) = ]”,Q’J% es la densidad de flujo de energia debido al
movimiento aleatorio, mn(v)z/Z es8 la densidad de energfa cinética, -
"Np/2 es la energla interna, (V).‘ es el transporte de energfa debido
a la viscosidad, qn(’v') es la densidad de corriente eléctrica neta, -
por lo tanto qn(?).-i.: serd el término de calentamiento Joule,

Haciendo uso de las ecuaciones de continuidad (2,12) y de trans--
porte de momento (2,22), se puede eliminar el término que correspon-
de a la densidad de energia cinética en la ec. (2,25), Para ello nd-
tese que,

Alpcatepr)l = mmedr et 4 p @Ry, (226)
Y por otra parte

v. [ (’h?(n‘v)‘-» 'ﬁj-"fld’r)] * ?(35 V.n<@> )+ P ). vy

R ORORZNT ok AT (2.27)
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Combinando el segundo término del miembro derecho de la ec, (2.26)
con en primer término del miembro derecho de la ec. (2,27) y haciendo
uso de la ecuacidén de continuidad (2.12), la ec, (2.25) se puede eg——
cribir como

hn(«?\-%(a) §f35{ *!?L;).V(ﬁ?; +L"1*3)43>.vp +Lu§ﬂpv.<&') +

P95 B AT+ Ve TV v = qud a2 (B4) 47 (7.2)

Multiplicando la ecuacién de transferencia de momento {2.22) por -
{?¥)., se tendrd

W LAY ¢ 3, (B Anm ) (KP) V)Y = M@ <P~ iDpp
TANTA IERL NI (2.29)

El primer término del miembro derecho serd n(V).(ﬁ) = qn(V).E, y -
el segundo término del miembro iequierdo se puede escribir como 5‘-((9)
..V)LV)" y mientras que el tercer término del miembro derecho serd igu
al a N).(v.ﬁ) = v.(&;.?)-’ﬁ:w3> . De donde la ec. (2,29) se trans
forma en
ML G (B2 nf(ov).vmh‘ = e B - .vp-q ). 1)

+R VLAY & T @.30)

Restando la ec, (2,230) de la (2,28), se eliminard el término oue
corresponde a la densidad de energfa cinética, quedando el resultado
en término de la energla interna. Si ademds se usa la identidad

- JBELEF - < T L () 40 - (mgl )47 =4
se tendrd
LA AET PR U AT 4 VS = g (231

Donde Q se interpreta como el calor producido debido a las colisio
nes.

Resumiendo, para un plasma completamente ionizado, con una sola es
pecie de iones, las ecuaciones de continuidad, transporte de momento
y de energia ignorando término de colisiones, se pueden escribir como
sigue (la notacidn serd &0 =V y (v =V ):

e 49100 =0, (2.32)
t (2.3%)
%g.‘ S AURARRIN
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Nn‘ 4%‘( T - V‘ﬁ - Vli -q.n‘(-E.-G g‘i ) 4‘?. ) ll.“)
mon, % = -V# - V.‘f‘ -1.'&[3* %‘-fi) +¥.' ? (2.38)
‘i -’de + '% v. [ﬂ-‘/‘n) + ftv'vl » & 'T‘:c'-vv' -V.q. ? (336
Lk Ly (AR R AR T AL 174K X (2.49)

Resumiendo, el movimiento de un ndmero grande de particulas en un
campo electromagnético, se puede describir por una funcién de distri-
bucién que obedece la ecuacién de Vlasov,

%{w\"-v;ﬂ « %‘(31 43-;&—;)-73‘ : (%%\ul.
donde el lado derecho se refiere a la razén de cembio en el tiempo de
la funcién de distribucién debido a las colisiones.

Los momentos de la ecuacidén de Boltzman en el espacioc de velocida-
des, llevaron a ecuaciones donde las variables solo dependen del espa
cio y.el tiempo. La primera de estas es la de continuidad y se refie-
re a la conservacidén de particulas, la segunda es la transporte de mo
mento y la tercera es la de transporte de energla. Estas ecuaciones -
de fluido, no forman un conjunto cerrado, pues el numero de variables
desconocidas excede el nimero de ecuacuiones., Sin embargo al conside-
rar las ecuaciones de Maxwell, tampoco constituyen un conjunto cerra-
do puesto que fﬂ el tensor de viscosidad y 3, vector de conduccibén -
térmica no estdn especificados, Es posible encontrar ecuaciones para
ﬁy a en forma andloga a las anteriores, pero esto genera un conjun-
to infinito de ecuaciones puesto aue aparecerdn nuevos términos oue -
no estardn especificados, Es necesario pues, introducir en algin mo--
mento modelos para ‘y ﬂ. y asl poder cerrar este conjunto de @cuacio

nes,

2.3 ECUACIONES MHD PARA UN PLASMA

Las ecuaciones macroscépicas para un fluido de electrones o iones

fueron deducidas en la seccién previa, es decir, se consideraron par-
ticulas de una sola especie. La teoria se puede extender fdcilmente -

para un fluido compuesto por dos o mas especies de particulas, En es-
te trabajo, solo se considerardn dos especies,
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Imaginese un plasma completamente ionizado, compueste por iones y
electrones, De acuerdo a la seccién anterior, su comportamiento se ri
ge por el modelo de dos fluidos expresado por las ecs., (2,32) a (2,
37). Se define la densidad de masa total fm' velocidad de centro de

masa del fluido V, densidadde carga fy densidad de corriente :I' como:

fu = nom e, (230

v - (V\M.vc *"J"ch)/yn ’ (239)
fw-engeune o elnean) (2.40)

7 - eleny, 'hcvc\ = -QNW.J-*V;L Q.4)

En lo que sigue, se obtendrdn las ecuaciones de un fluido compues-
to de iones y electrones.

De las ecs. (2.32) y (2.33), al multiplicar por mg y m; respectiva
mente, sumando, y haciendo uso de las ecs, (2,38) y (2.39) se tiene,

-g%“ +v.LVy...) =0, (242

L‘a ec, {2.42) expresa la conservacién de masa en un plasma compuey
to de iones y electrones,

Tambien se puede encontrar una ecuacién para la conservacidén de -~
carga al multiplicar por -e y ze a las ecs, (2.32) y (2.33) respecti-
vamente, y usando las ecs. (2.40) y (2.41),

i{ «93 =o0. (249)

A continuacidén se obtendrd una ecuacién para el transporte de mo~--
mento del plasma, para ello se suman las ece. (2.34) y (2.35),

T RV R ATRYARE ALY ARTINT A BRI R T2

En la aproximacién mgnetohidrodindmica (MHD) se supone cue el rla
sma es cuasineutro: ne» n;. Dado oue para todo caso prdctico me/m«l

las ecs, (2.38) a (2.41) se pueden expresar como

o= nlmgen), 249)

V= (-.v..-.-v‘-)/( metm:) (2.44)
$x -ean; r43)

T = -netn V). (2-2d)

donde se ha considerado z = 1.
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Bajo estas aproximaciones, los dos términos del miembro isguierdo

: - b
de 1a ec., (2.44) se pueden escribir como 'hhsy:vl‘u.-ﬂ& ._y““ .9.3.?
+ !.,V.V? , mientras que, el tercero y cuarto términos del miembro de-
recho serdn —v.(i ¢€‘] . -wt +V(R ), donde P es el tensor de esfuer—
gos total. Por Ultimo, el quinto y sexto términos del miembro derecho

g - o o - 'i -»
gerdn -en.(? + ch) + ez (E + a‘xB) = §E + ch. Se concluye que la
ec., (2.44) toma la forma,
y- %g & ?..('v'.v)'v' ) -v.i *’-l.- 3;-& (.M)

Esta ecuacién se le conoce como la segunda ley de Newton, pues - -
egencialmente es una ecuacién de fuerezas,

Se puede derivar una ecuacidn para la razén de cambio de densidad
de corriente J. Para lograrlo considérese las ecs., (2,34) y (2.35), -
las cuales se multiplican por e/mq ¥ -e/m;respectivamente y se suman,

cn.%?:.cn.-%?c = -&Vp + &V -.ﬁv. [4 «{-.,v.'ﬁ- -
-
- g0 (T4 p?) - gm(m,,.ﬂ*‘;g. «57. (2.60)

Si se supone que el plasma tiene una distribucién isotrdpica T. =
- -
f; = 0. Ademds, nétese que (N*-‘n‘* = gg-v.v?.eu.v.n?f.-u.-hw
2§, el se consideran solo términos de orden lineal. Por lo tanto,

e Sy, ;
G - kv grr G dA)- & -
8- -kvar£rn- @ DR) o (i Bad) e s - oF
Multiplicando por m, y tomando en cuenta que mg/m 41, se tiene,
-
-
’ i §%~‘ 0-‘1“.'?:- &.‘ 1~ §".ﬁ . (3.50

De la ec. (2.46) y (2.48), Vg =V - P~ Asi que 1la ec. (2,51) se
puede escribir de 1la siguiente forma _, .

[ - Lyp. $a %f .
¥ 314 *)l‘o“ 14 i & @)

Recuerdese que el término 1 representa la ganancia de momento del
fluido debido a 1las colisiones de iocnes con electrones. Como los dos
términos representan la friccidn entre los dos fluidos, por conservy
cién de momento se requiere que '!?Q = -?‘. -ﬁ se puede escribir en fun
cién de la velocidad relativa (V‘ - V.) como sigue

-
Re = =WV Ny -V, ) = '0% V¢ ! (8.3)

donde ¥,; es la frecuencia de colieidn.
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Por otro lado, dado cue las colisiones son esencialmente Coulombi~-

anas[3!
B =-pewlve-v )= “yens , (2.54)"
siendo § la resistividad, De las ecs, (2, 53) ¥y (2.54) se concluye que
vlc * ’—!"l’ ‘2§5>

de donde —ﬁ./en, = —f?, y la ec. (2.52) toma la siguiente forma,
Tl -cl,-‘)u‘s,-‘s“v,‘-ﬁ - .5;‘3{ . (2.5¢)

La ec. (2.56) se llama ley generalizada de Ohm y describe las pro-
piedades eléctricas del fluido. Esta ecuacidn se puede reducir bajo -
las siguientes consideraciones,

Si 3 no cambia apreciablemente en el tiempo comparado con el tiem—
po promedio de colisiones, el término del lado derecho de la ec. (2.~
56) se puede despreciar, mientras que a bajas temperaturas (IZ%EI ~
|v7.|<(]e§|), el término we, se puede despreciar, en cuyo caso la -

ec, (2.56) se reduce a:
- -

[R5 B 11 S s
E1l término JxB se llama corriente de Hall y se puede despreciar si
se suponen corrientes pequefias comparadas con va, es decir, z(?xE)((
-‘VXB, entonces la ley de Ohm se reduce a,
TeTad =47, 1250
Cuando la frecuencia de colisién es muy pequefia, la conductividad
se vuelve infinita, lo cual ocurre por ejemplo, cuando la temperatu-

ra es muy alta, ya qu ul, TV’. En tal caso,

' & ¥..,. =0
Culndo‘-: O se dice que se trabaja en la aproximacién de la magneto
tohidrodindmica ideal.
Hasta éste momento, se han obtenido las ecuaciones de continuidad
de masa y carga, segunda ley de Newton y la ley de Ohm en el modelo
de un fluido, También se puede obtener una ecuacién para la densidad
de energfa. Para esto, se suman las ecs., (2.36) y (2.37),

T LLAT SICRN TR AN A TAR AN A AL
‘(i“?‘,)] - (ﬁ,;v?. N ﬁ,:vm + fet @) (2.61)
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Si se supone que p,» P, w B/2, §, % 3, s8/2y = V.=%/2, e1 pri--
mer término del membro derecho de la ec. (2.59) se puede escriblr -
como, (p.v.v + pv.V ) = -(v.V + v.v,) =f(v.v - v.(i) + V.V)
pv.v f'.(l) El segundo y tercer términos se pueden escribir como,
v-(o o+ %) = v (T - L) = v 6D - v.(4 L), Tuvh (Fovida
L.vi - v(l) s = Tt - Lad.

El cuarto término del miembro derecho de la ec, (2.59) se puede -~
arreglar como sigue: Considérese colisiones entre iones y electrones
despreciando el efecto de ionizacién y recombinacién. Si las colisio

neg son eldsticas, el momento y energf{a se conservan, lo cual signi-

o, (A1 9T ¢ 1L, 97
jt'\"v(uﬁr”‘h"’&:(%mﬁv =0.

Recordando las definiciones de ® y q (ecs. (2.17) y (2.31), se ti
ene que '}.l“-—--?(‘. Q= Qe+ Q= -(I'i.“ + -ﬁ....v‘) = -ﬁ (V - -‘7‘) Ha
ciendo uso de lam ecs. (2.53) y (2.54), se tiene que ﬁu- °n-‘|.J y -

= (V - V‘ = -J/en, de donde @ IJ‘ Finalmente se concluye oue -

fica que,

la ec. (2.59) se puede escribir como:
¥y --rvd-v TTrR ARE TN fL DA 2 )
Las ecs. (2.42), (2.43), (2.49), (2.56) y (2,60) junto con lag -=
ecuaciones de Maxwell describen el comportamiento de un plasma com--
pueato de iones y electrones, Si la velocidad de Alfvén V, = B/W es
nucho menor que la velocidad de la lue, la ley de Ampere se puede «-
escribir co.o{c'xi = 4!.?. Si ademds no se desea saber el compor-
tamiento de la densidad de carga, y debido a la cuasineutralidad las
ecuaciones MHD serdn (se escribird § en vee de 1,),

gﬁ .ﬂv.')V vr.%-l -v% (2.63)
J #i’l‘, (z"')

% 2 -cvx" (2.63)
-T2t 3.6a)

‘U ) (2.¢8)

LY = -pe? -v.(fwn) P N
%1 =-V. (V). (2.¢6)
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Las ecs. (2.61) a (2.66) forman un conjunto de catorce ecuaciones
escalares con catorce variables desconocidas (ﬁ,.g, 3: . p V), por,
consiguiente, es un sistema cerrado. Como ya se explicé en la seccidn
2,2, para el tensor de viscosidad ¥ y el vector de conduccién de ca-
lor a se tienen que dar modelos independientes para poder cerrar el -
sistema. El estado del plasma en cualqguier punto del espacio y tiempo
estd dado por las ecs, (2.61) a (2,66),
La ec. (2.61) representa la aceleracién del fluido en respuesta a
- fuersas locales. La ec, (2.62) es la ley de Ampere para un caso parti
cular, mientras que la evolucidén del campo megnético en el tiempo lo
dard la ley de Faraday, ec. (2,63). Una forma especial de la ley de -
Ohm es la ec. (2.64)., El movimiento del plasma altera el campo magné-
tico a traves de la ley de Faraday y la ley de Ohm, mientras el campo
magnético actda en el movimiento del plasma a traves de la ecuacién -
de movimiento (2.61).
El movimiento del plasma altera la presién y densidad de masa a --
travéds de las ecs, (2.65) y (2,66), Los términos V.?p y V,.Vf de estas
ecuaciones representan el efecto de conveccién, Los términos pva y

fva representan los efectos de compresidén y expansidn,

2.4 FORMA CONSERVATIVA DE LAS ECUACIONES MHD
Se dice que una ecuacién estd en forma conservativa, cuando se es-

cribe como la razén de cambio en el tiempo de un conjunto de cantida-
des igualado a la divergencia de un flujo. Lo que se hard a continua-

cién, es escribir las ecuaciones MHD en forma coneervativa.

2.,4a Ecuacién de Obnservacién de Masa.
De acuerdo a la ec, (2.65), es claro aue cumple con la definicién
de arriba, por lo tanto, serd la ecuacién de conservacién para la den

sidad de masa,
?; - -v.('v\ . (’-“\

2.4b Ecuacién de Conservacién para el Momento.
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Multiplicando por V¥ ala ec, (2,66) y sumandola con la ec. (2.61)

se tendrd:
A7) = -V (P7P) ~vp. Iud - . (267
El tercer término se puede escribir como, éfxg = 0.(38 - i-lf 1)/4m,
donde Y es el tensor unitario. Consecuentemente la ec. (2.67) en su -
forma conservativa serd4,
297 = [P0 pe )T + LT (268)
2.4c Ecuacién de Conservacién de Induccién Magnética,
Usando las ecs. (2.63) y (2.64) me obtiene,
H »-cqvxT & wx(¥xB),
pera, Vx(VxB) = -v.(Vﬁ- -}3‘7), y usando la ec. (2.62) se tendrd -canx-J
= cqv.(fﬁ)/4l. De donde se concluye,

' § - -v0l(vg'ro)—%‘v-a]) (1-"1)
o bien
d.yrai- a8 v.3) . (2656)

Las ecs. (2.69a) y (2.69b) representan la conservacién de la indue
cién magnética.
2.44 Ecuacidén de Conservacidén de Energla.
Al desarrollar la ec, (2.65), se llega a,
23 - Lyl oV g R T I8 X PEPUR T
3 ,
Multiplicando por 2/N, sustituyendo p = (N +2)/N, dividiendo entre

¥ - 1, y arreglando se tendrd:

e RRRALERT A AU B X R0 08 FE 18 (210)
De la ec., (2.61) me despeja 3p, y se multiplica por'v., dando
V-op 2 -!V-gn A 24 S TATA LA IATA ) (81)

El tercer término del miembro derecho de la ec. (2.71) se puede es
3
cribir como V.(VrV)v = -(V.')V. Asf gue el primero y el tercero se es
criben, .
- - - ]__3 Y' -V. ,V)
R - ROV = - AUV - UE'T),
Con ayuda de las ecs, (2.62) y (2.64), el segundo término de la -

ec, (2.71) se desarrolla como sigue,

V. 2a3) « -1)"._-&("3).?,
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el término E.(axﬁ) ain se puede reescribir y utilizar la ec. (2.63),
dando como resultado .
10(7)!-“ == 5 %{ -v.(%xd8),
de donde
V@A) 3t {3 - 7 A,
Con todos estos resultados, la ec. {2.71) toma la forma
Ve = cAUNY) - R T g2t - W - e dad) S T
Asi pues, finalmente la ec. (2,70) se escribe, -
'Jai( f_—‘ . tgv‘o—{“-\ - AT -"-‘ o-ﬂ?ﬁ’ﬁ(!v‘lhtﬂv +9 ], (2.72)
= -9.2, en donde '
e g ot 1vs K @)
7 < [+ PXAY JLI I A Tl (2.71¢)

La ec. (2.72) representa la conservacién de la energia.

que tiene la forma %

Resumiendo, las ecuaciones MHD en forma conservativa serdn:
=~V U-V.) ’ (2'73)
) v (T )T RG], (2109
31‘ =v:(’h3-§€vﬂ) z -V (V- ?-!%'7?), @5\
! . 9.3 (216
en donde ¥ y @ estdn dadas por {2.72b) y (2.72¢c).

Este conjunto de ecuaciones (2.73) a (2,76) representan la evolu-—
cién de la densidad de masa, momento, induccién magnética y energia -
total, en cualquier punto del espacio y tiempo; Integrando cada una -
de las ecuaciones sobre un volimen fijo y usando el teorema' de Gauss,
se puede ver que el miembro derecho de cada ecuacidn representa el —-
flujo & traves de las fronteras del voltmen.



CAPITULO III
SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

En este capitulo se propone un método numérico para encontrar la -
solucién aproximada de las ecuaciones magnetohidrodindmicas, Un méto-
do comunmente empleado en la solucidén de ecuaciones diferenciales par
ciales, es el de diferencias finitas, por medio del cual la regién de
variacién continua del dominio (por ejemplo x, t) se sustituye por un
conjunto finito (discreto) de puntos illmado malla, Las derivadas que
aparegzcan en la ecuacidn diferencial se aproximan mediante los cocien
tes respectivos de diferencias, es decir, combinaciones lineales de -~
valores de la funcién en la malla, Entoncea la ecuacidén diferencial -
se aproxima por un sistema de ecuaciones algebraicas (ecuaciones en -
diferencias). Las condiciones iniciales y de frontera se sustituyen -

en lag ecuaciones de diferencias,

3.1 RFPRESENTACION DISCRETA DE UNA VARIABLE CONTINUA

Considérese una variable continua x en el dominio de una funcién f
de tal manera que X = (X;, X, ) con X ¢xeXy. E1 confinuo s8e aproxima
mediante una malla de puntos, dividiendo el dominio X en un conjunto

de intervaloe J-1 de longitud &x;. Se construye un vector ‘x;] de di-
mensién finita J, definiendo las variables x; solo en los puntos j --
donde 1 & j¢J. Asi pues, (ver figu_z} 3.1)
e Xyo' g de

Por lo tanto, la funcién f(x) se pude aproximar definiendo un vec-
tor correspondiente {f;| en funcién de la malla lx;[ como f; = f(x;).

Como f(x) es continua para toda x, se concluye gue la representa-
cién 'f;‘ es una descripcién incompleta de f(x). Sin embargo la fun-
cién f puede ser aproximada mejor a partir de iq‘ en cualauier punto

L L
x donde x;¢x¢x

e Por interpolacidn entre puntos fj g t"M se tendrd

£-6 L Ga-k
LRk LINTN 7t
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{=fw)

K X % Xy
14y &y i
FIGURA 3,1.- Una malla definida en el es-
pacio para reeplarar la variable continua x,
Los puntos j estan separados por espacios -
‘xJ .
Sie= (x'~ xi)/(xhl- xj), a primer orden de interpolacién se ten--

x

= ef ru-af, (34)

»
y £ aproxima a f. Esta aproximacién es buena cuando se describen pro-

piedadea de una funcidén continua cuya longitud de onda es mucho mayor
que Ax; . Si f cambia bruscamente en el intervalo arg, f’serd una mala
aproximacién a f, es decir, no se pueden describir longitudes de onda
menores oue 4X;.

Para cuantificar estas ideas de una buena o mala aproximacién, -~
cuando se aplica el método de diferncias finitas, es Util emplear téc
nicas de andlisis de Pourier, por medio de las cuales se pueden escri
bir funciones como una superposicién de modos de Fourier u ondas. Por
simplicidad se supone que la funcién f es periddica en el dominio x,
es decir, fuera de x existe una repeticién periddica de la funcién f.
Entonces £ se puede desarrollar mediante una serie de Fourier infini-

ta de 1la siguiente manera:

fuy = gj. SNI/K (3.4)
en donde .
g = & S (3:3)

Esta expresidn establece que si f es bien comportada, se puede ana

lirar mediante un conjunto infinito de modos de Fourier donde é; es -
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la amplitud del modo con longitud de onda X/k. La utilidad de este —-
procedimiento es que la aproximacidén discreta !f;] para la funcién f
se puede desarrollar de una manera andloga y se puede comparar la re-
presentacién de f con la equivalente de ‘fjl. Dado gue las componen-—-
tes f3 forman un vector de dimensidn finita J, se sigue que la repre-
sentacidn discreta ‘%‘ se puede escribir como la suma de un conjunto
finito de J funciones ortogonales,

Si cada elemento de malla ax;, para cada j, es una constante aue -
se llamard A, y la funcién £ junto con la representacién discreta fj
son periédicas, f, se puede escribir como una serie de Fourier

x
i ’3 (aakils (3.4)

i ¢ -ulu /s (2:5)

iz

Este desarrollo es consistente con la serie infinita de Fourier, -

en donde la amplitud g, es,

ecs. (3.2) y (3.3), para el caso de una funcién f(x) definida en el -
continuo, dado que J& ha reemplazado a X y j4 & x. Debido a que longi
tudes de onda menores que A no se pueden definir en la malla, la se--
rie infinita se convierte en finita. Sin embargo, se puede probar ocue
las amplitudes &. en una gerie finita de Fourier en la ec, (3.4 ), --
estd definida por la relacidn dada en la ec. (3.5). Como loa modoe de

Fourier forman un conjunto ortogonal se tendrd (Apendice 4),

£ ol ¢l g v
Este resultado se puede usar para verificar las ecs. (3.4) y (3.5)

lo cual demuestra que la iepresentacidn discreta lfﬂ 8e puede desarro

llar como una serie finita de Pourier. Del desarrollo en la ec. (3.4)

mse puede demostrar que la amplitud debe satisfacer la relacién en la

ec. (3.5), pues de las componentes f del vector se forma la suma,

t‘ -l /3 t, t c(lﬂN/J -mﬁ.)/_r

Usando la ortogonalidad. ec. (3.6)

J{;‘! S 59.3 W,
‘}_ i ‘. ~Mh.o

i

de donde
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que es el resultado de la ec. {3.5).

3.2 METODO DE DIFERENCIAS PARA DERIVADAS EN EL ESPACIO
En la seccién anterior se estudid la representacidén de una funcién

continua en una malla. Ahora se analizard la aproximacién por diferen
ciag a la derivada en el espacio, Una derivada da informacién respec-
to a la variacidén local de la funcidén en el espacio y consecuentemen—
te la diferencia para la derivada acopla dos puntos cercanos (J-1, J+
1) de una malla, La aproximacién obvia para la primera derivada en el
espacio de un punto j de la malla, 1 j J es (ver figura 3.2a):
&.{) = (&es - fn) /28, 37

donde 4 es la longitud del espacio en la malla, y nuevamente una bue-

na aproximacién a la derivada df/dx serd si f no varia bruscamente en

el intervalo de longitud 4.

LX) R T G-
I . ' ' '
I P
8 A" s N
W p 3 >
H“‘a 1138 x oy (N Jyd [ 3

PIGURA 3.2.-Representacién grdfica de una aproximacién a:
(a) La primera derivada, (b) La segunda derivada en el espa-
cio,
Para la segunda derivada, una buena y simple aproximacién a la ma-

118 1¢j¢s sera! 3 (ver £igura 3.2v)
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A’,[j.. ra‘«““:’ti" . o

A

3;3 PROBLEMA CON VALORES INICIALES
Considerese un sistema definido por el estado del vector U({r,t) en

en el espacio, de forma que cuando t = 0, ¥ = @,, ¥ U estd definido -
en la superficie s para todo t, entonces se desea conocer la evoluci-
én de U al tiempo t. El estado del sistema se puede obtener para todo
tiempo como una solucién de la ecuacidn con valores iniciales,
Al =17, {213)
4L
En general, L.es un operador no lineal algebraico para ecuaciones
diferenciales. Agqul se considerard el caso cuando sea lineal,
Se integra la ec. (3.9) en una malla de pasos en el tiempoc. Para -

esto, 'se divide el dominio de t en intervalos como se muestra en la -

figura (3.3).

L LI 1) aet [ L 4

5T ———t ————b
sl LM M,

FIGURA 3.3.- Representacidén esouemdtica de una
malla en el tiempo.

Entonces,
= t At, o
Para distinguir una malla en el espacio y en el tiempo se pondrd -
un subindice y un supraindice respectivamente. Al integrar la ec. (3.,
9) sobre pasos en el tiempo, el estado del vector ﬁ'" y " del siste-
ma en puntos adyacentes t™' y t serd
AW T e (s49)
Es claro que la integral del ladotderecho de la ec. (3.10) no se -
puede evaluar exactamente, debido a que el vector ﬁ(t’) no se conoce

al tiempo t’ en el intervalo t 4t {t™'. A continuacidn se resuelve =
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este problemas E1 integrando de la ec. (3.10) se puede desarrollar en

forma aproximada mediante una serie finita de Taylor, ]
o R o\
net -0 S O w) ] {at (38!
A | B el e i .
‘ L]

en donde p es el orden de precisidn en el paso de tiempo at,
Después de integrar el lado derecho de 1la ec, {3.1l),

" ~ LALIIE, " "
LA A ST el owe™).

Considerando términos hasta de segundo orden Unicamente

-

'ﬁml - u"" Lu"t ~ﬁltn) lt:' A!.', u-t
S|, = LI LN /a,

por lo tanto,
. V',La'(l-t)u QLU'“e“ . (3]
Aqui ¢ se podria interpretar como un pardmetro de interpolacién., ~
S5i ¢ = 1/2 se tendrd precisién hasta segundo orden. Si § = 0 el nuevo
estado 3™ estd definido explicitamente por el estado conocido B® en
el paso previo,
2™ (1es0) P (H3)
Cuando esto sucede se dice oue el método es explicito, mientras -~
que 8i ¢ = 0 se dice que el método es implicito, en cuyo caso,
(teaet 1) T o {1ett-alact ] 8" X
Suponiendo que el operador del miembro izquierdo de la e¢. (3.14)-
no sea singular, serd necesario en cada paso de tiempo resolver la -~

ec. (3.14) para el nuevo estado am

™ -t il [gonn-craen] 2"
= T, 1319)
El operador T es el que relaciona los estados de un sistema en pun

tos subsecuentes de la malla temporal,

Js4 CONDICIONES DE UNA SOLUCION POR DIFERENCIAS PINITAS PARA UN
PROBLEMA DE VALORES INICIALES.
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Al integrar sobre pasos en el tiempo, el problema de valor inicial
se reduce a obtener una sucesidén de soluciones definidas en puntos --
temporales discretos, donde el estado de un punto temporal estd rela--
cionado al estado del punto temporal previo (ver ec. (3.15)) por un -
operadoer de integracién T(4t,6). Esta formulacién se aplica igualmen-
te a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y mas general-
mente a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales;

Al aplicar el método de diferencias finitas, se debe tener cuidado
en lo siguiente: La discretizacidén debe ser consistente, es decir en
el limite contfnuo, las ecuaciones de diferencias deben tender a la -~
ecuacidén diferencial original, Debe haber precisién en la aproximaci-
én, es decir la solucidén de la ecuacidén numérica tiene que ser la mas
exacta posible, respecto a la solucién de la ecumcidn original. Debe
haber estabilidad en el método, es decir cualquier error en la soluci
én debe ser lo menos acumulativo posible, ya que de lo contrario pue-
de suceder gque el error se acumule tanto que al final corresponda a -
otra solucién y no a la buscada, Las operaciones ldégicas y matemdti--
cas deben de hacerse y almacenarse en la computadora eficientemente,

Para formular el concepto de estabilidad cualitativamente, considé
rese una ecuacidn diferencial ordinaria. Supéngase gue ¢ es el error
que ocurre en el paso n. Se desea saber la amplificacién de este - -
error en el paso (n + 1), por lo tanto, si "es el error en este pa~
80,

€ =yt Y
donde g es el factor de amplificacién y estd relacionado con el opera
dor T (ver ec,(3.15)). La estabilidad numérica requiere que

let el
y usando la definicién del factor de amplificacidn ec., (3.16),
9} cler],
as! que la estabilidad numérica ge consigue si se satisface la condi-

cién,

lglet .



27
Es necesario cuantificar estas condiciones para problemas que lle-

ven a soluciones crecientes.

3.5 PROCESQOS FISICOS Y RELACION DE DISPERSION
Considerese una variable dependiente U(x,t) donde,
gine) =1 ei(“'“‘, (347)
siendo w la frecuencia de onda y k el mimero de onda relacionado con
la longitud de onda }, (k = 20/A).
Sustituyendo este modo (ecuacién (3.17)) en la ecuacién de interés

se obtendrd una relacién de la forma:
W= wik) 0310
La ec, (3.,18) se llama relacidén de dispersién y da el comportamien
to de la escala de tiempo con la frecuencia caracteristica en una lon
gitud de onda para el fenémeno fisico descrito por la ecuacién dife-—-
rencial parcial. Cuando la frecuencia w es real se tiene oscilacidn,-
y cuando es imaginaria se tendrd inestabilidad,
En un problema de valores iniciales, el cual es resuelto por el mé
todo de diferencias finitas, interesan las escalas de tiempo del pro-
blema y la dependencia de ellas con las amplitudes de onda para dife-

rentes procesos ffsicos. La relacidén de dispersién proporciona esta -

informacién

3.6 ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES
FL ODO_DE_DIPERENCIAS FINITAS.
Supéngase que el estado de un sistema de interés en el tiempo sa--

tisface la ecuacién,

‘-0 L-.

W=, [t
donde L es un operador diferencial parcial. En forma de diferencias,
el problema de valores iniciales se puede transformar como sucesiones
de soluciones en puntos temporales t" (ver ec. (3.15))

=5 M4 n
“J - 1“&,‘\ 'MI . (5,10)
Si se supone que la integracién del operador T(At,A) es constante
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(en caso contrario se aplicard una aproximacidén lineal), los modos de
Fourier en la malla son independientes. Por lo tanto para el propési-
to del estudio de estabilidad, basta tomar un modo de Fourier,

'ﬁ: . a“¢iﬁlj. (3'1“

Sustituyendo en la ec. (3.20), las amplitudes del modo de Fourier
egtardn relacionadas como, ,

™ < quaea k0% glata k) = vlaea MUY (3
siendo G la matriz de amplificacién en el esquema de diferencias para
el particular modo de Fourier de nitmero de onda k. Pero la estabili--
dad necesita que la amplitud de un modo esté limitado, y si su ampli-~
tud es finita en.t = 0, entonces debe permanecer finita para todo pa-
so de tiempo n,

Para aplicar esta condicién se puede escribir la amplitud del vec-
tor del modo de Fourier de interés, en términos de los eigenvectores
'§W de la matriz de amplificacién G, Sig: es la amplitud del vector -
del modo de Fourier a lo largo del eigenvector 8 en e1 paso cero,

g = } u,s". (3-2%)

Al aplicar la matriz de amplificacién, ec. (3.22), la amplitud del
vector del modo de Fourier en n pasos es

Wit 6"z i, 3, b-24)
d¢ado que 'ST"" es el eigenvector de 1la matriz G con eigenvalor Gur
2¢m) R
SS = 9’ b .
Por lo tanto, :1 au:titglsy:r la %f' f%;i:},
0"=6Z& . 30g 3.
Para satisfacer la condicidén de estabilidad se necesita,
gl g
donde k es un numero finito y positivo. Esta condicién debe ser satis
fecha para cada mado de Fourier k y cada eigenvector/. de G,
|‘;:\<|‘ e bien \?,.l( \‘t/".
Esta condicién impone un requisito a cada uno de los eigenvalores

g/. para todos los pasos de tiempo n, por lo tamto, para n grandes - -~
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EWL’ 1. La condicién de estabilidad serd
PREN (3.25),

Si los eigenvalores %ﬁ son complejos y \%J eatd definido como 1la
amplitud del eigenvalor en el plano complejo,

\gl = Jgn (3.26)
donde %; es el complejo conjugado de §u'

En las ecuaciones diferenciales parciales de interés, el operador
de integracién T puede no ser lineal y consecuentemente después de ha
berse linealizado, el modo de Fourier en la matriz de amplificacién -
no puede ser constante, por lo tanto, G puede variar en la malla espa
cial y temporal, En consecuencia, la condicidén de estabilidad se redu
ce a una condicidén local.

Von Newman tomé en cuenta el posible suceso de un crecimiento lo--
cal en un sistema de ecuaciones diferenciales y demostré una condici-
6n necesaria y suficiente para la estabilidad:

Wl es rolat). ®.27)

3.7 ALCUNOS EJEMPLOS DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Como un ejemplo, considérese la integracién explicita de primer or

den de una ecuacidn convectiva en una dimensién,
* RLA R (3an

De acuerdo a la ec. (3.7) e integrando solamente a primer orden en

el paso de tiempo At se tendré:
B = - g - - (3:29)

Como se discutié previamente, hay errores ssociedos con pasos de -
tiempo At y pasos en el espacio 4. Ademds se estudié el criterio de -
estabilidad. La representacidn espacial y temporal de una malla en --—
dos dimengiones estd hecha esquemdticamente en la figura 3.4, Ia esta
bilidad se analiza mediante la amplificacién de un modo de Fourier,
-

T=1 ¢‘ﬂ en el espacio, Aplicando esta forma funcional al algoritmo
de 1a ec., (3.29) se tendr4,

RS S A e Ll
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FIGURA 3.4.- Diagrama erauemdtico de la sc. {3.29),

_La derivads temporal estd evaluada entre los puntos —-

(n+l,3) y {n,3), mientras aue la derivada espacial es-
td evaluada entre los puntos (nm, j+1) ¥ (n,j-1).

=X, +4 ¥ X =X -4, 86 tendrd

A" -t ey 147, (330
dado que el problema es en una dimensidén y solamente hay una ecuacidén

como I'J“

diferencial, el modo de Fourier estd acoplado por un factor de ampli-
ficacidn g, no por una matrie. Como se puede ver de la ec. (3.30) el
factor de amplificacién g( At,s,k) es complelo,
qiat, A} = L-ld,
donde o = -!#sen(kt). Por 1o tanto, para satisfacer el criterio de --
Von Newmann debe suceder que g{at,a,k)g¢il, pero g es compleja, con-
gecuentemente ¢¢ debe tomar en cuenta la magnitud del factor de ampli-
ficacién en el plano complejo:
bytat,ap)l =agf = 2e : (330
Para este caso la magnitud es siempre mayor que la unidad y la con
dicidn de Von Newmann para la estabilidad no se satisface para cual--
quier valor distinto de cero de o y cualquier paso en el tiempo &, -
de donde se muestra que el esouema no es titil en general,
Se puede encontrar estabilidad en un esquema de primer orden para
ecuaciones convectivas, al reemplazar ug en el algoritmo de la ec. (3.

29) por un promedio espacial,
'y L L] . L] "
44:" = * (q“*' ' “""\ "3% (uim- “J'-l ) ’ 32)
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Este algoritmo es aplicable a ecuaciones de tipo hiperbdlico y se
1lama método de Lax., Analicemos su estabilidad determinando la ampli-
ficacién de un modo de Fourier, '

‘ﬁm Qim . ﬂﬁ'm‘”‘" ;ﬁ' e.'u“‘ . ﬁ‘-‘". (G.Q_"h""_ 0'0.“"‘),
de donde :
8™ = Lesstho)- (ht S (ha) ) a) 333)
por lo tanto el factor de amplificacidén serd:
g(at,s k) = Bs(us) - ARt an(he),
La magnitud de este factor en el plano complejo es
\swan| = & - st T (25 -

La condicién de Von Newmann para la estabilidad se satisface para

cualquier mimero de onda k si
VE%E\ e\ o Mt s {%\ . (3.34)

Esta es llamada condicién de estabilidad de Courant-Friedrichs~Le-
wy y es aplicable a ecuaciones hiperbdlicas. El resultado de la ec. -
(3.34) quiere decir que se deben escoger pasos en el tiempo menores -
que los tiempos caracterfsticos fisicos en el problema., En una ecua--
cidén convectiva, seria el tiempo en el que un flujo lleva unas veloci-
dad en una distancia A. La cdndicidn de Courant-Friedrichs-Lewy asegu
ra que la velocidad fisica v, es menor que la malla & At,

En forma general, se puede decir que la forma conservativa de las
ecuaciones hiperbdlicas en una dimensién es,

_g . 15? =0, (308
¥ la condicién de estabilidad es la de COur-nt-Priedrichs-Lewy impu--
esta en pasos de tiempo 4t,

ate o/\w),
donde v es la velocidad de propagacién en la malla,
Usando el método de ILax, el algoritmo para la ec. (3.35) estd dado

™ < (@ 0 - LT (326)

de donde se ve que para el caso de la ecuacién convectiva‘? = vﬁ, 8i-

por:
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endo v la velocidad en la malla y nuevamente la condicidén de estabili

dad es Atl‘fr La ecuacidén convectiva es un ejemplo simple cue tiene

una amplia aplicacidn.

3.8 EL _METODO DE LAX-WENDROFF
Es posible obtener precisidn a segundo orden en pasos de tiempo -~

evitando una gran difusién numérica mediante el método de Lax-~Wendro-
ff. Este consiste en lo siguiente: Primero se utilirza el método de -

Lax como primer paso o un cdlculo auxiliar en cada paso de tiempo,
—ene} " " ¢ " Tw
Paso 1: 'uh’ = § (a‘ + 05.,\ - -%—" l?lm -F‘. ). {3.37)
Estas variables se usan para definir los flujos en tiempos interme

dios y puntos espaciales,
) weg
Ty

Consecuentemente en el segundo paso se obtendrd la férmula para la

-

"t ¥ (u

Fiy (33

integracidén en espacios y tiempos centrados como se muestra en la fi-

gura 3.5,
Y ’
\ /
1y /
\‘ /
"y \ /
t] e m i e 2 o] oY e = = me
’ \ [4 \\
1] . ’ \
¢ \ ’ \
’ \ [y
< SN
o T S SN
———y
w

=~---.-s Paso intermedio
~————e Paso principal
FIGURA 3.5.- E1 método de dos pascos de Lax-
Wendroff representado en una malla del plano
x-t.
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. it " ’.ﬂ Yy 3
Paso 2: ﬁ'; '1‘*-*“:‘.1' ?,_J‘), (334)
‘tespués de haber hecho el segundo paso, lor vectores intermedios de —
‘as variables {I;:: se desechan, y no formando parte de la solucién,
ILa estabilidad de este método se puede examinar refiriéndose a la

ecuacidén convectiva donde -li.‘ = vﬁ. por lo tanto,
Pago 1: ﬂ;..: = ‘!’(u?' i:m\ - AH (a;ﬁ'a‘)’
. = wy
Paso 2; iﬂ‘; fu'.'-u;-'(u,,‘-u:::\,
que al aplicarles un modo de Fourier ﬁ; = ﬁ'e"m se tendrd, )
auvf Q‘:hx"" . *‘a.eih‘*ﬁlc(.nn)_%(aicim- a.athﬂ)'
RS VTR T i l'h&t Aney ‘."“J’i
AR AL I § [l /et

y al desarrollar el dlgebra se llega a: .
G e < (- M fisemina) - M2 [em(ha) -1 ] ] )(l"c‘h‘i
Por lo tanto,
9= L= o[ iSAN(Ra) —u[eoscue)-11] y (3-40)
donde o = Atv/p. De la ec. (3.40) se ve que el factor de amplificaci-
én g es complejo, y por lo tanto, se toma su amplitud en el plano com
le jo
e lgueam)’ = 3= o« (-) [1- vstn)] (»4)
Se concluye que el factor de amplificacién en el método de Lax-Wen
droff serd tan pequefioc 0 igual a la unidad, que la condicién de esta-
bilidad de Von Newmann serd satisfecha para todo ndmero de onda k si,
«'e4 o ol AAVY,
que ea8 la condicidn de Courant-Friedrichs-Lewy.
En general, el método de Lax-Wendroff conduce a un factor de ampli
ficacién menor que la unidad (exepto para el caso &= 1), por lo tanto

hay un amortiguamiento de los modos de Fourier en la malla.

3.9 LAS ECUACIONES MHD Y SU SOLUCION
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Las ecuaciones MHD forman un conjunto cerrado de acuerdo a lo dis-
cutido en el capftulo II. En el espacioc de trea dimensiones, hay ocho
ecuaciones acopladas con ocho variables desconocidas; Si se conside--
ran los términos de viscosidad, resistividad y conduccién de calor, -
las ecuaciones MHD serdn hiperbélicas, en caso contrario serdn parabd
licas, Para ecuaciones hiperbdlicas, los procesos fundamentales que -
se pueden describir son, ondas de sonido y ondas de Alfvén,

Para ilustrar 1la forme de los términos de transporte en las ecuas—
ciones MHD de un fluido ideal, considerese los coeficientes de trans-
porte; viscosidad M conduccién del calor K y resistividad ' Los tér
minos de, viscosidad en el flujo de momento, resistividad en el flujo
magnético y conduccidén de calor serdn, respectivamente

. APV pvRT),
Kot »
4 93,

Estos serdn los términos que llevan la difusién de momento, flujo
magnético y flujo de energia.

La solucién completa de las ecuaciones MHD dependen de las escalas
de tiempo en los procesos aue se estdn tratdndo, es decir, dependen -
por un lado, de la conveccién, ondas de sonido y ondas de Alfvén que
corresponderian a ecuaciones hiperbélicas y por otro lado a la difusidn
sién por viscosidad, resistividad y conduccién del calor. Por lo tan-
to se puede establecer un orden de magnitud entre procesos convecti--
vos y difusivoe, esto se logra definiendo nimeros sdimensionales lla-
mados nimeros de Reynolds, los cuales miden el dominio de comparacibn
entre conveccién y difusién, Si v es la velocidad tf{pica del fluido -
sobre una escala de longitud L, los numeros de Reynolds para la vieco

sidad Ry, conductividad Ryr ¥ registividad R, se definen como‘lox
R =VvLe/ My (3-47)
Ru«vie/x (3.4)
%y =4nvLl/n . (3-44)

Si se estd interesado en el efecto de difusién, los nimeros de Rey
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nolds serdn muy grandes. En caso contrario, tomando nimeros de Reynol
ds pequeflos se tendrd el efecto de conveccién. Es decir, para que ocu
rra difusién de campo magnético en el plasma se toman escalas, '
\‘R\“ R, R
Yy las soluciones de las ecuaciones MHD serdn sin el término de resis-
tividad.

A continuacion se escribirdn las ecuaciones MHD en una dimensién -
en coordenadas cillndricas y cartesianas gque corresponden a los casos
@-pinch (B,, J§g ' 3 , B, ) y Z-pinch (B,, Jp*, P,) respectivamente.
Nétese que para pasar de un sistema de coordenadas & otro se hace me-
diante la transformacidn t},lwl—t?'.[“']'

3.9a VERSION O-PINCH.

En una dimensién y usando coordenadas cilindricas se obtiene lo si
guiente:

Como ¢. V- -s‘rv) y WE = --%B.i., las ecs, (2.73) a (2.76) se pue
den escribir respectivamente como

3"" -*—%',U'V) J (34%
1(’!) -—+ vifv +‘9+‘&'\) (346
ga.- '"r (vu. &lf;o.), (147
2= -H-, v [Lgpvisre « 2 85 oqiv ] (ve)

las ecs. (3.45) a (3.48) eatdn en coordenadas cilindricas en una -

dimensién y se pueden escribir en forma conservativa de la siguiente

manera, ﬁ - _?; ° % -.--)'%yl’” V)
en donde ..

R R IR WT: LOF % AN (3-0)

Faimtovere ), v (v e B2 4 Evi (339

Segin sea el caso de interés, las ecs. (3.49), (3.50) y (3.51) se
normalizan. En este trabajo, sea X = x/Xq Y= r/ry ¥y el campo magné
tico se puede normalizar a la velocidad de Alfvén V: = B’,/4 Y. Por

lo tanto,
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Ue L/lo ’
Vev/vas
t =t/ /IVa)
":P/“‘./l‘),
R =9/3,
Y=2/18./a00d),
w=u/(m7m .

£l tiempo de normaliracién serd aquel en el cual la onda de Alfvén
crura la region de interés. Asi puea, las ecuaciones MHD ya normaliza

das serdn,

. ' ' ")
3 =- T o Woo- ST S\ (3.62)
en donds, v e .2 .
A Y XA (RY)

Foeff v d oty vy (sviie o vVl 059

3.9b VERSION Z-PINCH.
En una dimensién y utilizando coordenadas cartesianas, las ecs, --

(2.73) & (2.76) se pueden esoribir respectivamente como (B, J, g ):
%l ooy }% -4 % » su)
YW Y- N :::))
=-vag - '
L %% %‘. (3s)

donde se ha despreciado el término de difusidn en 1a ec, (2.75), y —
los términos de conduccidén de calor, viscosidad y campo eléectrico en
la ec. (2.76)

A continuacidén se estudiard 1la estabilidad de las ecs. (3.55) a =
(3.58). Para ello tdémese una malla espacial en el intervalo 1¢js$J, --
con la cual se pueden obtener nuevas variables en el paso de tiempo -
n+l al aplicar el método de Lax-Wendrff.

Densidad, "
gw‘*(’m"w) v‘ﬁ(,w ’J-c) H 10 v“'q{'-") )

Velocidad, "

“\:{(V *V ) V‘%(,‘, \ ?\' ’. 1 -P‘m !‘i‘;‘ (‘. B‘., ’
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Campo magnético, "

3‘ t“h * ‘4-1 -V‘ "'& (Bm h\ - ‘: ﬁ(\f;,."’.‘..\.

Presién, "
MPESD I RO TOTE AR 4 e vl ),

donde las ecuaciones de arriba estdn linaelisadas, haciendo una aprox
imacién local constante de las derivadas espaciales. Esta aproximaci-
én es factible cuando se considera un pequeflo crecimiento de error en
un modo de PFourier.

En este caso la matriz de amplificacién serd:

(p-imv})  -ivg] ° *
° (,-uv'\ SLTYYZ L N
Glaty) = o ~laf}  (g-TeV) o ’
‘0 _i""‘. o V""'}')

en donde pg = cos(ka) y &= Iatsen(kb)}/a. Los eigenvalores de la ma--
trie G son,

det [60ae,m -39} =0,

que al desarrollar se llega a,

“4
[(@-mvj) g] l ‘(p-uv,\ ‘)]-'0’ l %)

{u-wV")-t]L“ ’
"
-Lip-cavp )-1]4.-0‘.?:4- e =0y

de donde se concluye que:

por lo tanto,

Qs P (LA (vo9)
t
» .' m k .
W "“P + e ) (3-4)
El eigenvalor mayor es €, 0 &, dependiendo del signo de la veloci-
dad convectiva V;, as{ que para satisfacer la condicién de Von New——-
mann, los pasos en el tiempo deben de ser limitados de acuerdo al cri

terio de Courant-Priedrichs-Lewy:

ale b ) 3.61)

\V‘\* L Ve

y ooy
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donde V? es la velocidad del centro de masa del plasma y la velocidad

magnetostdtica es V, = J;. + v, V, es la velocidad del sonido y V,

es la velocidad de Alfvén.
S5i se toman las ecuaciones ya normalisgadas, la condicién de Coura-

nt-Friedricha-Lewy serd de la forma,

”,

o« (3-62)

Wy [ &y
2,"' g'.




CAPITULO IV
CODIGO DE COMPUTO PARA LA INTEGRACION DE LAS ECUACIO-
NES MHD EN UNA DIMENSION

Una vez establecidas las ecuaciones magnetohidrodindmicas en su --
forma conservativa y haber estudiado el método de diferencias finitas
(en particular el método de Lax-Wendroff) se estd en condiciones de -

implementar un cédigo para resolver las ecuaciones MHD en una dimen--

8idn espacial.

4.1 EL TERMINO DE DIFUSION MAGNETICA
La ecuacidén que ralaciona al flujo magnético estd dada por,
-> L3
AL - vk (VT - g vn),
o bien, al escribirla en coordenadas cilindricas segin la ec. (3.47),

1 - H[rive-genan]. (44)

Si se desarrolla el segundo término del miembro derecho de la ec.

(4.1) se llega a VoA
W et lvele (BRGS0
por lo cual, la ec, (4.1) se puede escribir como
3‘! "‘3’:.(? ?‘;) =95 (4:3)
donde S representa los términos restantes y R = cln/4n.

La ec. (4.2) es una ecuacidn de difuridn y se clasifica como hiper
bélica que se puede resolver por varios métodos, aqul solo se enuncia
rdn dos,

4.1a Método Implfcito de Crank-Nicholson,

En este método 1a estabilidad estd asegurada para el caso en Cues—

tién y el algoritmo es (ver apfndice B),
[ 4] ”
W2 (Eatd ™) 20 g (B0 307 )4 fsde . (4.3)

Los términos u" ¥y sSdt son conocidom, ademds K = iK(u’) + %K(u").

‘i no estdn definidas explfcitamente, por

Aqui las nuevas variables u
lo tanto, se necesita resolver una matrie para cada paso en el tiempo,

4,1b Método Explicito
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Aqui hay que encontrar la condicién de estabilidad. E1 algoritmo -
es (ver apendice B),
ned " xat Aoy n .
DAL Ol AL 0

y la condicién de estabilidad requiere que,
1

2{5‘14 { e At i-K& {4.5)
En este caso se utilirzard el método explfcito.
De la ec. (4.2), al aplicar el algoritmo (4.4) se tiene,
wed 1 t " ) ?
Y = ¥, *(‘JN%T{ T -25+ 8], x» b -6

donde 8e ha desprecimdo el término S. Para efectos de difusién se ig-
norard el flujo del plasma,
A continuacién se normalizard la constante K, para ello se recuer-

da que en el capf{tulo III se normalizaron las variables de la siguien

te forma:
' g =%/e, (470)
t = t/lauiVa), W
X = k/% (420
= g/0% /anvi), (4.78)
F=p/}/a8n), (4.7¢)
vizv/cee/en). (q24)

De acuerdo a la ec. (4.2), al ignorar el término S,
a2 i)y,

al sustitufr las relaciones que Be muestran en las ecs., (4.7) se ten-

dré,
y 2,

-%%; x - aﬁl\' ‘,I\

en donde K = K/XVp y esta serd la condicién de normaligacién para K.

Como condiciones de frontera, para poder integrar la ec. (4.6) se to-

merd para j = 1, ﬁv‘

] \
= By, y rara j = N, Bgy = ﬂ: . Ademds sze necesita
conocer los valores de la resistividad. Cuando se toma en cuenta la -
reaccién de los iones en cada colisidén y se promedia sobre la distri-

bucién de los electrones, se encuentra qu 1
"% 2luh

“
IRRALT .3.'[;7%;) = .00 Ve’ (4
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donde Z es la carga del ion y InA es el logaritmo de Qoulomb (A =
Ad/r.), {re = e‘/mV‘). El subindice | significa cue el valor de h se -
usa para movimientos paralelos a '15 y para movimientos perpendiculares
se usard el subfndice l.
En el movimiento perpendicular a -ﬁ (electrones lentos ), el radio

de Larmor es pequefio y contribuye mds a la resistividad que en movie-

mientos paralelos. Se usard la convencidnb!
Yu si -‘1'[.(1 ) (4”)
i s AT “4t)

fsatyt

A continuacidén se normalizan las ecuaciones de estado, difusidn --
magnética, resistividad y conductividad térmica, de acuerdo a las re-
laciones (4,7).

De la ecuacidn de estado, se tiene p = n kTy + n;kT;, . Para un gas
completamente ionizado ng¥n;=ny Tg® T; = T, por lo tanto p = 2nkT,

La presién estd dada en erg/cm, la densidad en nimero de partfcu--
las por centimetro cdbico, kT en erg/atm. Se sabe que € = p/(§ - 1) ,
poniendo la masa del protén f = nm = n_::%.67x1-6‘gr yp= 2]}:'1‘/1.67)(16“
de donde, € = 2(kT)erg/[( # - 1)x1.67x10 gr] o bien kT(erg) = (¥ - 1)x
0.84x16“ (erg). ’

Normalizando a la ecuacidn de estado,

. viv/n) A
CT TN Zanv T e (),
por lo cual, -
Ry (erq) = V) (F ) oruid “*)

Ahora se normaliza la resistividad., En el ejemplo aque se estudiaré

Zln A = 10,0, por lo tanto, de la ec. {4.8),
1§ *Y
S. 8w x40 - 4,""\:(-5) -3.‘

'lu = {h(m)[ V44 l.cns"-.l,l) ] l"‘

y para la conductividad, de la ec. (4.6),

t 15, o
Ky '?‘l"lu = 3.00q M0 {_",-:)—3;;. la 1)

)
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Normalizacién de &¥. Se sabe que la frecuencia de 01clotrdJ13]
qB/m ¢ y que la frecuencia de colisidén estd dada oomc}3 ‘;_ ne Q“/m. =
v'il./til = l/t‘ , de donde, 04Ty = B/nce\ll. Nétese que, f‘—; = 2.8x1(f(Hz)
xB(Gauss), 900(H?)x1;7_—3

De donde v
L 2T, = L)) Ve
usando la ec. (4.10) .

QT = 3378 x5 P (413)

Considerando el caso de interés los datos serdn: Frecuentemente kT
= 5ev, n, xlxld /cm y B‘_x 2000 Gauss, Aesi que n kT.._5x1 67x10 ergx
10 /cm , f=n,m=n x1.67x10 Mer - 1.67x10 gr/cn® : V, = B./{4Tg =
4.4xlO‘ cm/seg, L/V, = 2.5cm/4. 4x1(f (cm/seg) 5. 7710 seg, &t = ot/(L/
Va) =_165 seg/5.7x1.0’ seg = 17.6, § = f/B.(4lVA )= 1.0, p = p/(B}/8%) =
1.5x10 /1.6x18 = 1.0, BY/88 = 1.6x10° erg/en

De la ec. (4.11),

noooy
M= 434 'l'( j’ Tt 414)

De la ec. (4.12) y usando el hecho de aue K' = K/VpaXge
K'= 200910/ v4 (KK ]3P, 418)
De 1a ec. (4.13),
~,T, ™ 2.786 (41¢)
y con estos resultados numéricos se estd en condiciones de dar el cé-
digo;
4.2 CODIGO DE COMPUTO PARA LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES MHD EN —-

" UNA_DIMENSION
El programa gue resuelve las ecuaciones MHD se titulard "BZlD". Es

un cédigo en el cual se considera un campo magnético axial y se pue--—
den resolver problemas en coordenadas cilindricas o cartesianas en -~
una dimensidén, segin sea la geometria del problema

En el capftulo III se vid que las ecuaciones MHD en forma conserva

tiva, ya normalizadas, se pueden escribir como:
FTURR X

N Y.F

en donde,
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dely, o, 0,1V o’—f*‘) i,

v [V Dvieptd o], vE, 1V Lf + 9 Wi

Se utliza el método de dos pasos de Lax-Wendroff para su solucidn.
Segin se vié en el capitulo III,

Paso 1: ::: ‘{(ﬂm*ﬂ ) - “~F")ﬁ-, (40
Paso 2: 'u:" =4 '(F“‘ J-q>%" : {419)

donde el criterio de estabilidad estd dado por la condicién de Cou=—-

rant-Friedrichs-Lewy,
A "
/L1 '"2% +(—:‘?—) 1. (4-20)

La estructura del codigo "BZ1D" se da a continuacién y posterior--

mente se mostrardn las subrutinas,
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PIGURA 4.1.- Programa principal

INITANOUT, TOUT, worr,

l 1 0.0
oute §
1epe 0O

|}
f. 16CFL LD1C) >

DY o= ABUW (HC,DT9)/4.0
Yo=Te07
Wave— 1.0

MIER o= \TERS L
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4.3 SUBRUTINAS EN EL CODIGO BZlD
En el diagrama de flujo ague se muestra en la figura 4.1, se utili-

gan 10 subrutinas las cuales tienen cada una su tarea especifica a dé
sarrollar que a continuacidn se detallan,

INIT. Es una subrutina que inicializa el programa. Los pardmetros
a usar son:; IGEO-Determina la geometria (0-lineal, l-radial). TMAX-
Miximo de iteraciones. ITINT-Va & mer N en la subrutina 0UT, NOUT en
el programa principal e ITINT en la subrutina de entrada y significa
el nimero de iteraciones que se desean, I0PT-Opcidn para fijar valo--
res para RHOMIN, MAX, VA, BO y XO (0O-tal como estan los datos en el -
programa, # O permite dar otiros valores).

Ademds leé datos iniciales a partir de la subrutina CODI, estos --
son, NINT-Nimero de puntos en la malla. RHOI-Densidead minima, VI-Velo
cidad inicial. PI~Presién inicial. BI-Campo magnético inicial. Todos
estos valores estédn normalizados a la unidad,

Los datos del problema son, RHOMIN-Densidad minima. MAX-NYmero - -
maximo de iteraciones permitidas. VCONST-Pardmetro de viscosidad arti
ficial. VA-Velocidad de Alfvén en cm/seg. BO-Campo magnético en Kega--
uss. XO-Distancia mexima en cm.

CODI. Esta subrutina sirvé para escribir las condiciones iniciales
para la presién, dengidad, velocidad y campo magnético en los puntos
de la malla espacial. En este programa, como condicidn inicial se da
un perfil en forma de distribucién de Fermi para cada variable, excep

to para la velocidad.

Le distribucién de Permi es de 1a forma: tv) ¢
for = K/ {uaer iy, o
donde "a" es la anchura tal como se muestra 1|

en la figura 4,2,

Se quiere que en x = 0, f{x) = 1, por lo

|
|
t

oop
-

tanto f(x) = (1 + e¥N/(1 + %"r. y ademés
que en x = 1/2, f(x) = 1/2, lo cual se cum
ple cuando x = aln(ém'- 2). Pero esto tie

FIGURA 4.2.-Distri
bucién de Fermi.
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ne gsentido 81 a ¢ 0.4551. Consecuentemente la funcién de distribucién
gue se utilizard es de la forma:

loy = (14 € /(u c"""”‘), a¢0.455L,

(421
Los diagramas de flujo para las subrutinas INIT y CODI son:

sUituTIvA 1
oY

YR (2 1) e—0

YVI{ZInT) e 0

- ut {2 mm)e— o

/16!0 SIHM uE{2iv)e— 0
HeY, ey,

Yivuhp, 400

QR0 , THAX,
MNT, 08T,

TITUAD, 400 Sy YL Y |

SuRT o MB{L AnPAe)

EATN ¢ L/(v3pae - 2\ )

I e 4, VIINC

pint

XL2) &~ DBAN (£-1)
Dx{3)e- O€LX
rie~0

3
Le—{, NOT

¥
l Y o-»MHl




/Mouw, MaxX , VeopsT
VEIESY, vA, B0, XD.

RUOMIN «— LOX16®
HAY o {0000
veousie- 0.5
VEIESTe—0.0
YA+ 44
B0e— 1.0
X0e— 2.5

RYOMIN, MAx, VEORSY
VEYESY, va 80, x0

U — 370k /B,
A — 3087 / (x0XV2)

i tovi(a i

Ei.]

IOV o~ s /i1 10}
o

18
J o\ IN0Y

Ye- T HIOY

To4ry)e— T

I Ve—iTinTY

Fldxw)
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l i, wy, x-L.lusooc HT

W5 SiieetTes veUsmes

480, THAX, (TinY, "L0S M-

RAMETROS SLLEICLODAMY PASA H0Vs. .
WIE L0 Hop” (ROMETIN 3:::3:: :)?‘m “tL:‘
(0-Liveal, L-Samiti ), TIRNR “OALAL NORHRLLAD A
MINO BN NEMIR R TRAN- Ay

ST 8 aLsvEn, DUNEDS 08 p—— '
WTESVALSS BE TIEMPE PMA N
ks Sal108

URLLLY 300, Usiee
uslil), 114, e

v (3,3) /UBia) 354,
: 40 weae
nm«'u, UAK, VEONSY y4TRSY UBUAY, 5=3, UsPee
YA, %0, 0. ™oUT (1), 3+4, N

P00 HUIMA, punieD

WALIHO O ERECIOWES Fen- /—\\_/
WTIDAY, RREAME TAM 8

Vom o ARTIFIUAL .

T« 0.0

out (v,0,0)

©

!

Baid
M PR ¥ e, !,lU./
Uvau “ BL Gujuute et
DA10S w8 S suune’

A QONETHA O 8-
18 eA30 By MnEdL

A qronsteia oo et |
cap 88 RARMIL
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De acuerdo a la ec. (4.21), la subrutina CODI serd:

( SUBRUTINA )

Aa—0.5
D5 PQL &= 100

XKoo= A I ((.8¢TA)/5)
vy (1 4G YA

10
T4 A, N5PRE

TP e L/ (1 s VA
UR(L) o— exd/ (Ly QU-9/n \
Tvit) «—0.0
Us{y.z) e— ~TP13) ¢ L
€osrle- 4.0

ULLLT) o— URLLT) # TV(D) # TV « TPUY/
(- £05/3) + U3 ) e U W)

©
()
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TSCFL, Calcula el tiempo de estabilidad permitido por el problema
de conveccidn.

Se emplea 1la condicién de COURANT-PRIEDRICHS-LEWY, pidiendo aque el
paso en el tiempo sea mas corto que el tiempo de la seflal mas répida
sobre cualquier intervalo (ec, (3.62)). Aaul EOS = 1, TP-Presidn, UR-
Densidad de masa, BSQ-Campo magnético al cuadrado.

( DUBRUTIVA >
p

VSQOUM «— ((1- w/31VP0)/2 + BS€U}) /uelsy)
DTMAR +— ox3) /(ABS LTV ) ¢ S QLT (Vo Qsum))

DN o bwnu)

OTUNN AU
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TSDIFF, Calculs el tiempo de estabilidad permitido por el problema
de difusién. Recordando 1a ec. (4.15) se tendrd:

OTDIFF a—1

10
o 3, 0508 -

13

.o~ tua o [UBLLY / ToL3) 132
OELY «—dr(z)# Dxt2) /(L0 C)

- <pr <o >-L LTOIFF & ORLY

(1)

)
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LAXWL, Ejecuta el primer paso de Lax-Wendroff de dos pasos para las
ecuaciones diferenciales convectivas (hioerbdlicas), dpartir de U? ’

F: calcular F?j; y guardarlo en U(2,N). De acuerdo a la ecs. (4.18)

y (4.19) se tendrd:
|

DT MAX & DT

st )
oL, D5PAL-Y

I (TR CT R TR A B L TPR R TR R LN

WL e— flwitan) vavisd) J-Tovts ton- sy )] SLAee
UB(23) oy ud 11,100 4us(s, )] - [FOULT0) - Pl L] STMAC

VELLD) e Uetn o)+ Vel ) ) - [P0 300). FolD) ) bpase

UR(2,05P8¢ ) o UAL2,05PR-)
UV (L 05P8) o v (2, NSML.1)
Bl 2 uspee) e— UB (3, 0300-1)
CE (2, 0500e) e—- UG (R, M0C-L)
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VISCOSIDAD ARTIFICIAL

Al integrar las ecuaciones MHD mediante diferenciar finitas ocu—.
rren discontinuidades o choques debido a la ausencia de viscosidad,
este problema es muy dificultoso dado aue no hay longitudes de onda
pequefias en este caso comparadas con la longitud A en la malla para
poder ser descritas en las diferencias de la malla. Consecuentemen-
te los chogues en una solucidn por diferencias de las ecuaciones -
MHD aparecen induciendo grandes orcilaciones entre las variables -
adyacentes de los puntos en 1la malla, Tales efectos numéricos lles=-
van relaciones de procesos fisicos, por lo tanto pueden alterar la
solucidén numérica sobre grander longitudes de onda, Para nue esto -
no ocurra Von Newmann y Richtmye§»11950) introdujeron un pardmetro
de viscosidad puramente artificial para transformar la energia de -
las oscilaciones en la malla en energia térmica del flufdo.
El término de viscosidad artificial debe tener el efecto de ensan--
chamiento por difusién de cualquier discontinuidad para extenderse
sobre grandes longitudes de los pasor espaciales en la malla, pero
esto se debe conseguir sin falsear la solucién sobre grandes longi-
tudes de onda en comparacién'a los intervalos de la malla.

De las ecs. (2.73), {2.74) y (2.76) al conriderar el término de
viscosidad se tendrd:

3% f't('V\ =0 ,
FON <9187 4194 ﬁ)iﬁﬂ,
&gc - POV Y (V4T 9V

Para el caso de una dimension, tomando la componente en 1a direc-

9* -2 (pex),)

- ¥
=B
de donde la viscosidad artificial estd dada por (Von Newmann ¥y Richt
meyer (1950)).

cién x,

t
‘“’:~C?Al(a-a¥;), 0.05¢ ¢ <2,00. “’z’
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PLUX(N). Evalda los términos de flujo a partir de los valores fun-
cionales, Calcula P::’f a partir de U::: y lo guarda en P(2,N), ver --

ecs, (4,18) y (4.19). Ademds se incluye el término de viscosidad arti

ficial, ec. (4.22).

S RYTIOA
LG

URINL & RO

TV e—uvin 1) /ur( w.1)

BOC1) o~ UB(R ) mUB{WT)

[1-toain) /8]

TRIE) o~ UBINI) 2 TYIEIA TV (L)

TPU) a—{uBv s -2TRIN-VR(1)}¢

tFREQ

10
o~ i, N0}

PN 00>

VGRAD e~ TyiTed) - TV(I)
VGTERM o— ve0O031s [yaiv 3al ¢
uriv)elVgraDIn 1/
VO Ye— VLN S) o VTERM
FE(8,3)e= FELVU3) Y TREHATUY)

r mnﬁ-M'

Riv3e-uvint)
FV(D,3) o~ 27K(5) « LTR) 40500 /2
¥B(N.T) o— TViL) SUBWY)
FEW ) o~ [upm.r)e TRLs) I8 Tis)

®
O
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LAXW2, Ejecuta el siguiente paso de dos paros de Lax-Wendroff pa-

ra la solucién de las ecuaciones diferenciales convectivas (hiperbé.
1
licas). Calocula U';' a partir de U}, i

iy
ver ec. (4.19).
lAxw e

DTHAXe— DT

¥ guardarlo en U(2,N) , =

[
o 3 VUsPac- 4

UR(2.3) o URLLS) - OYHM [$R12.3) ~¥R(21-1) ] /Dx13) ~FRUL) ¥ OTHAY & W) KG)
UV(03) a— Uy (L3) —DTHA [oviLD) - FV(2.3-0]/Dr(3) - Fv(10) # D10 Araio RUIfctr)

UB(2,1)e— us(L1) . drams(F8(22) - FULL0Y/axa) - ¥BILLI DTaen wRI Arix)
UE(23) e— UE(L3 ) -Demaxfeua3) ~ BU(2,5-03/Dx(x) ~ UU3) I DTHane WG IAn)

Ur(21)ye— un{z,1)

UB(2.4) e—ubd(2.2)
UE(21)e— Uk(22)
Uving) «— uy(2?)

UR(2,03PQe) e— UR(L NzPee-1)
UV (20300¢) a— 1y (2 UsPRc4 )
Us (2, 0300¢ ) o— BEXT -

ue (2, m304¢) o—Ms[2.08P9-1 )
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BDIFF, Calcula los valores de ecuacionee de diferencias para la di

fusién del campo magnético por un método explicito. de acuerdo a lae

aca., (4.6) y (4.12).
( SUSRUTIVE )
[ Ihdd

Co evAnlurua)/vo0) I 3
OYESY o— OMERT (3)

, @ . [Co-C¥ 3.3/T1.04 1M TIN2

(0-0.0

" |

UB(A) «—uBltT) 4 ¢ x TubiL, 1o -2aUg(13)
+ UBILI-8))/Lowns) s n2)
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TRANS, Mueve los valores U(2,I) y F(2,I) a U(1,I) y F(1,I) respecti-

vamente, De este modo cambia los datos de los registros a los prime-

Z‘OB;
sdvayrios
Tuws
< Ie—1.0504¢ >

URLET) «— URL2,1)
Qv (L3 ) e—Uv(2.3)
us (t.1) e—us{2.7)
UE(L1) e—uUE{z1)
() o——wr(23)
Y (L.1) e—Fv (2.1)
FI({Ly)¢— B (21)

€ (1) —velLT)

[ L]

QUT, Maneja los resultados de salida. lLos pardmetros a usar son:
N-Decide si se imprimen tablas o graficas (cualquier nimero distinto
de 1 y 2 imprime tablas, l-grdficas, 2-tablas y grdficas): IOUT-Un -
contador, s decir, cuenta el nimero de veces que se ha ejecutado la
subrutina; NITER-Ndmero de iteraciones que se llevan en ece momento

Ademds se establecen los limites de las gréficas, recordando gue

todos los resultados estdn normalizados (X, Xguy t Yen + Ywas Je
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SUPRUTIVA
[T\

DISTAEIN, Dll)blllb/ﬂt
0N, VELGEIDAD) (AU PO
MAGRFTICD.

A URLT) TR,
WiE) UML)

{1001 o= 3041 01 |

(=)

w0
14,0800

ONTLL e UByD)
our1lile TV(1)

Geuar{canpn)

bt

gt i, 0uvL, Oure,
Vepae, 5, TiTay, O

»
1, 03Pae

il
y

Wi «—vpu)

AN { V1 G

gar
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14

ya ALL —\
%ﬂo\o(nmwﬂ.mm.s,mvi,oy

10Ul e—10UT 4} 1

CFREQ. Calcula la frecuencia de colisién (electron-ion) y la de ci
clotrdn de los electrones, el cociente se guarda en el arreglo OMEGT
¥y la ecuacién de estado a usar se indica mediante el valor del arre--

glo EOS. Segin la ec. (4.13) se tendrd:

10
Jo— 1, 05PQC

onEqQY ¢—tova Lus3) A (] alTea) /usts,x) Jas 32

ONSQT(3) 42  EnAe— 4,0

enis)e—0g Q
; @

A continuacidn se muestra un listado del cédigo "B21D" en lenguaje

fortran, Recuerdese que para cambiar de geometrfa basta poner cero o

uno en el pardmetro IGEO, segun sea el caso de interes,
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LA SUBRUTINA eINITe SE USA PARA INICIALIZACION DEL PROBLENA
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FIGCURA 4.3.- Programa "BZ1D" gque resuelve las ecuaciones MHD
en una dimensién.

4.4 RESULTADOS

A continuacién se muestran los resultados {obtenidos en un sistema
Burroughs 7800) para el cnso_de coordenadas cartesianas. El conjunto
de datos para este ejemplo es el miguiente:

1GE0=0.0, TMAX=40, ITINT=20, IOFT=1

NINT=40

RHOIIN=1.0110'7; MAX=10000, VCONST=0.3, VA=4.4, B0=2.0, X0=2.5

De acuerdo a los datoa; la geometria de este caso es linel, hay —-
cuarenta puntos en la malla y se efectdan 20 iteraciones. Se muestran
cuatro etapas de l1la evolucién en el tiempo para la presién y difusién
del campo magnético.

En primer lugar se muestran los resultados que se obtienen direc-
tamente de la computadora y posteriormente se dan, en las figuras 4.4
a 4.8 los resultados obtenidos en la iteracién cero, primera, tercera
guinta y decima iteraciones respectivamente para 1la evolucién en el -

espacio y tiempo de la preefon y campo magnético,
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y COMENTARIOS

Se ha revisado la derivacidén de las ecuaciones MHD exponiendo las
aproximaciones que se realiran en este modelo, Se mostrd como se pue-
den escribir en forma conservativa, y para el problema unidimensional
ge les ha discretirado de acuerdo con el método de Lax-Wendroff, con
objeto de integrarlas numéricamente.

Fn base a dicha discretiracidn, se ha analirado, modificado en al-
gunos aspectos y documentado en detalle un cédigo escrito por ek Dr,
David Woodall. ’

Un ejemplo que se ha mostrado ee el de difusién de un campo magné-
tico que inicialmente tiene una distribucién de Fermi tal como ee mu-
egtra en la figura 4.4, En la iteracidén de orden cero se muestran grg
ficamente las ecuaciones iniciales para la presidn y el campo magnéti
co. En 1la primera iteracidén, figura 4.5, se observa gque el campo me -
empiega a difundir en forma de pulsos en el plasma, haciendo disminu-
ir la hresién en donde el pulso es mas intenso y provocando un dep--—
plazamiento del plasma. En l; figura 4.6, se muestra la tercers itera
cidn y e observa gque el campo continua difundiendose sobre el plasma
en forma de pulesos mas intensos que los anteriores mientras que la -
presién disminuye a& cero en donde se ha difundido el campo, En les.f}

guras 4,7 y 4.8 se representan ls quinta y decima iteracionea respece -

tivamente y se observa aue el campo cari se ha difundido mientras= aue
la presién ha cafde a cero. A partir de la decima y hamta la vigésima
iteracién prdcticamente el campo ge ha difundido, es por est® aue no
se incluyen grdficas para estas iteraciones.

lLas grificas aqui mostradas corresponden & cudrenta puntos en la -
malla y veinte iteraciones. Al poner una malla mas densa, 10 puntos -
por ejemplo, Bse observd gue el campo se difunde de la misma manere —-

que el caso anterior, Poniendo una malle mas fina, B0 puntos por ejem
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plo, el campo penetra de la misma manera, es decir, en forma de pul—-
808,

En este trabajo se utiliegd como condicién inicial una distribicién
de Yermi, pero en general se puede utilirar cualquier otra distribu--
cién, sin embargo ml considerar un emcalon se observd oue el método ~
impasibilits eatudiar el comportamiento de tales perfiles ya que re -
producer oscilaciones muy grandes y no conducen a ningdin resultado. -
Esto no es sorprendente, pues en el capitulo III se mostré gque el mé-
todo de diferencias finitas es bueno cuando la funcién no cambia brus
camente entre el intervalo de la malla, Aunque ectas pueden ser amor~
tiguadas en cierta medida al agregar una viecoridad artificial, el -~
comportamiento del resultado parece poco confimble., Por esta rardén se
opté por estudiar el ejeﬁplo de una distribucién de Fermi,

Como trabajo futurc se propone estudiar el caro de MHD ideal, para
el cual las ecuaciones son hiperbdlicas, y agregan los efectos de -~ -~
transporte gradualmente a la geometrfa cilindrica, cousprvbando asi el
papel que estos pueden jugar. Estos resultados pueden ser de interés
para ciertas fases en la evolucién de un 2-pinch.

Tras la experiencia agul adcuirida combiene pasar a métodoe mds -~
elaborados, y avocarse a 1la elaboracidén de un cdéddigo en dos dimensio~
nes con el que se pueda modelar la formamcidén y avance de ldmina de co
rriente de un plasma focus, como el cue eximte en el centro de Estu-~
dios Nucleares UNAN,



APENDICE A

ORTOGONALIDAD DE LOS MODOS DE FOURIER.

De la ec, (3.4),
I imjk/y -camik
0e ¥ e:wkj ¢ J /J, (A.1)
1%

haciendo el algebra se obtiene,

Cam-K)[r  Cap(k-K)/3 Conch-K)
(A + e e+ [ 4

2

o bien

Sk H) E‘ | S/ I’

i

pero,

vl 4 earh b’ ba(‘-y)
TIPS T R

hze [ " - -TW
Por lo tanto la suma S se puede escribir como:
Sl ) { -TkE) Y 29(h-5) FMChb)]
_Qc'i(ﬁ-l')[("l(i«-b')/]_ c-uﬂh-’l/.)] i’
multiplicando y dividiendo por 2 y la unidad compleja,
e[ (encB-8)T+in(k-K)T - inch¥)] /3 1 Sam [0 (B-B) ‘i
un L (k-¥)/5]

S =

asi que,

s Qn(h-ﬁ)(s:-s)/.I{e,.,[mg,u) i .

Un Lan Le-¥)/5)

De donde finalmente se concluye

2’0 o kp

3 s/ k=¥
que es lo que se afirma en la ec. (3.6), lo cual demuestra que los mo

b': ) (A.?)

dos de Fourier forman un conjunto ortogonal.



APENDICE B

SOLUCION A LA ECUACION DE DIFUSION
La ecuacién de difusién en una dimensidén es de la forma
%‘{—Ké{},:o, _ (8.4)
donde K er la conductividad y en general puede depender de u, Aaufl se
supondrd constante,

En el esquema de diferencias finitas hay muchos métodos para resol
ver la ec. {BA1l), aquf solo se enuncian dos, Método explfcito de pri-
mer orden y Me'todo implicito de Crank-Nicholson,

1.B Método Explfcito.

El operador 2‘/31‘ fué definido en el capitulo III, por lo tanto,
u:"'y“':'h) estd dado como,

" " L " n
. u‘ = qj “* %!‘ (I‘H‘ - 2'% + 145,,). (8.2
Una gra'fica en dos dimensiones se muestra en la figura B.l. Para -
i
'
™ - o -
t at
L) ->— y e -
Y } »i

—_——— A
FIGURA B.l.- Ilurtracién de una malla erpacioc-tiempo
para integrar la ecuacién de difueidn,

investigar la estabilidad del algorftmo B2, conciderese un modo de -
'h, al aplicarlo en la ec.(B.?) se tiene,
LYY 77 cha ‘ y ]
G 'i-'ﬂc )¢ BAL G (M _ 20 b, ),
como cos(ka) = (C'“ e )/2, el factor de amplificacién g serd:
- - - 1
§= Le288 Tooncha)y-s{ =4 1K ).

Para satisfacer el criterio de ectabilidad de Von Newmann se nece~

Fourier U= Gm

sita que
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lg(atam) = \‘-4&3&#({*”“ ’
de donde, .
~4¥hb 5.2 o Ate.sR . (e.2)
Nétese que 1la estmbilidad en la solucién numérica estd condiciona-

da por la ec. (B.3).

2.B Método de Crank-Nicholson,

En este método se promedia el integrando entre los puntos € y é".‘
(ver Figura B.2).

A ey L ™) T4

f

t & '
‘I“

FIGURA B.2.- Aprorimacién a S l\uunt)dt.
. t.

Por lo tanto la ec, (B.1l) se puede aproximar como,
'
T Ot Dt "o B T R E7HER L RL W B
y al analirar 1a estabilidad mediante un modo de Fourier se obtiene,
1 ®
4™ w07 KM 1-miba) J G - B {1 eschar [0,

cuyo factor de amplificacién serd:

9= 1~ 48} Ji- wmiha) fg - Bt - wocka |
9= {t-z“ﬁ*w‘(’%)} /i“ 2 Kt (i) s

g es un nimero real, y para todo nimero de onda y para todo tiempo, -

la magnitud de g es menor que la unidad, por lo tanto la densidad si-

enpre eptd asegurada,
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