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CAPITULO I 

INTRODUCCION 

Como se sabe la vida humana depende de loe combustibles fósiles 

tales como el petróleo, el carbón y el gas natural, Sin embargo es -

evidente que en el futuro se deberán emplear fuentes alternas de - -

energía debido a que, las reservas de combustibles fósiles se verán 

agotadas dentro de los proximo• siglos 

Uno de loa problemas más importantes planteados en investigación 

científica durante el IU.timo cuarto de siglo es el de obtener ener-­

gía a partir de la fusión nuclear controlada, El propósito consiste 

en confinar un plasma durante un tiempo suficientemente largo 7 a la 

temperatura necesaria para aue la energía obtenida a partir de las -

reacciones de fusión sea mayor que la invertida en crear el sistema, 

Diseftar un dispositivo que consiga resolver el problema a un cos­

to rasonable ha si.do uno de loa mayores retos a la ciencia y la tec­

nología de la civilizacidn actual. 

Una de las teorías fundamentales en el estudio de la física de 

pla•mas es la magnetohidrodinl.mi.ca (MHD), que permite estimar cier-­

tae propiedades globales de equilibrio y ~etabilidad del plasma, T~ 

tandoee de una teoría aproximada, ea importante.comprender eu• limi­

taciones, y el alcance de loa resultados aue con ella •e )llledan obt~ 

ner. Por otra parte, l .. ecuaciones oue la d••oriben •on no lineales 

ea ¡eneral., 7 su soluoidn puete obtener•• analittc .. ente 7 en fol'llA 

cerra4a unicaaente para cierto• proble•a• 7 geoaetr!ae particulares, 

Por ello es in~ispen•able contar con cddigoe aue pe~tan resolver-­

la• num•rtcamente, 

El propd•ito de este trabajo es, •n primer lugar, deducir las - -

ecuaciones IHD a partir de un modelo cin~tico para el plasma, pasan­

do por el modelo de dos fluidos. Aunaue esto aparece en varios li--­

broe de tezto, se muestra claramente aquf, de modo que la presenta-­

cidn sea autocontenida en este aspecto, y las limitaciones del mode-

,,¡ . .. , 



lo llHD puedan ser apreciadas claramente. As! pues, Pe presentan las 

ecuaciones MHD en su forma conservativa, la cual es más apropiada -

para resolverlas numéricamente. 

Ahora bien, la solución general en tres dimenFiones de este pro­

blema es sumamente complejo y no se ha realirado, excepto para geo­

metrías con simetrías oue permiten reducirlo a un problema en una o 

dos dimensiones. 

En.este trabajo se presenta un código en una dimensión basado en 

el método de Lax-Wendroff 1 originalmente deFarrollado por el Dr. D.! 

vid Woodal de la universidad de Nuevo México, y modificado en algu­

nos aspectos. 

Se presenta la documentación completa del código, de modo aue -­

pueda ,ser comprendido y empleado por cualouier persona, aún cuando 

no tenga experiencia previa en el análisis num~rico. 

La subrutina de graficación se incluye por completér. Esta fué -

desarrollada por el Instituto Goddard de Estudios Esp~ciales de la 

NASA en Nueva York. 

En otras palabras, si bien no se trata de un trabajo original, -

este pretende ser un trabajo diddctico aue podría emplearse como -­

parte de un curso de física de plasmas. 

También es necesario aclarar oue no se trata de un trabajo com-­

pleto. El cddigo moFtrado &Qui puede ser modificado aún, y debe CO,!! 

siderarse mi.e bien como el eeoueleto de un código, que para propó-­

aitoa partioularea p11ede ••r perfeccionado al ~e .. r otroa efectoe 

La estructura de la representación ea la aiguiente: En el capit~ 

lo II se deducen las ecuaciones llHD y se presenta en eu forma con-­

servati va. En el capitulo III re pre•enta el método de Lax-Wendroff 

y se realiva la discretir.ción de las ecuaciones en una dimenPión.· 

En el capitulo IV se da la documentación del código junto con un -­

lietado completo de este. Así mismo se presenta.un ejemplo en el 

cual se estudia como ee difunde un campo magnético en un plasma y -

se presentan los resultados obtenidos con el código, 
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Otras aplicaciones del código quedan como un trabajo para contin~ 

ar a partir de este. El capitulo V preeenta las conclusiones y suge­

rencias sobre su continuación y posible generaliración, 

'" ,.,:-·, 
",'?'·'!•·•' 



CAPITULO II 

ECUACIONES MHD Y SUS LIMITES DE VALIDEZ 

En este capitulo se muestra como las ecuaciones magnetohidrodinami 

cas (IHD) se obtienen a partir del modelo cinético pasando por el de 

dos fluidos. El propósito es comprender en detalle las aproximaciones 

involucradas y así aplicarlas apropiadamente dentro de sus limites de 

validez. Finalmente se muestra como se pasa a su formulación conserv~ 

tiva, que es especialmente apropiada para reali1ar la integración nu­

mérica, y en particular al caso de una dimensión, aue es el aue inte­

resa en este trabajo, 

2,1 MODELO CINETICO 

CoAsiderese un gas en eauilibrio estacionario, Bajo el punto de 

vista cin•tico se le puede describir mediante una función de distrib~ 

ción f(~,v,t), que representa el número de particulas que se encuen-­

tre.n en la posición "1 con velocidad v al tiempo t. La suposición de -

que se encuentra en equilibrio estacionario se puede escribir como: 

;\.•-\f•~·Vf'•Cl.v.,~ .. o, lU\ 

en donde e,•(i.•i\•ia), v,. • l.,,j,,.l..,,) y 1 es la aceleración dV'/dt, El 

término df/dt es la derivada convectiva en el espacio fase y se puede 

interpretar como la rardn de cambio de 'las partículas vieto desde un 

sistema que ee mueve con ellas. 

Si este gae ee encuentra ligeramente fuera del eetado de eauili--­

brio o interact~a con otros gasee, tendertl al equilibrio mediante co­

lisiones entre las partículas, Usando la segunda lel de Netrton la ec. 

lU\ 

en donde lt\\..i. describe el cambio en la función de distribución debi 

do a dichas colisiones, La ec, (2,2) se llama ecuación de Boltrman, -

en la cual las fuerzas internas, las debidas a colisiones, est4n en -

el miembro derecho y las fuerras externas,las debidas a los campos, -
están en el miembro irquierdo, 



5 

Sea le la distancia promedio que una partícula recorre entre de--­

fleccionea apreciables y L,la distancia caracter!•tica sobre la cual 

varían loa campos macroscópicos, entonces si l..«L• el término de coli­

siones se puede despreciar. 

Si se supone que las fuerzas son enteramente electromagnéticas la 

ec, (2,2) toma la fonna especial, Al 
1\ .. ~. v,c .. .\(l .. i· l). ~ "(¡¡) ... 1. • IJ.~) 

A la ec, (2,3) se le llama ecuación de Vlasov, 

En un plasma en el cual existen diversas especies, tales como ele~ 

trenes y distintos tipos de iones se tendrán varias ecuaciones como -

la (2,3) acopladas, una para cada especie. Donde en general loa cam-­

poa eléc.trico y magnético deben ser obtenidos de las ecuaciones de 

Maxwell. El término de colisiones toma en cuenta tanto colisiones en­

tre partículas de la misma especie, como de distintas especies. 

2,2 MODELO DE UN FLUIDO 

Si l. es la longitud de Debye, L el tamaflo del sistema y 

toncas al plasma se le puede considerar como un fluido, por 

se debe tratar mediante un modelo continuo. En lo que sigue 

drá.n las ecuaciones de un flúido como momentos a partir de 

ón de Boltzman. Para ello considérese una función g(1,~,t). 

dio de la función g(?,~,t) se define como: 

('lf.~.tt• ~ \1,1,t\' lf,f,4.) ~ ~ 
C\1,l,Utl~ 

El ni1mero de partículas por centímetro eet' dado por, 

fll,,t) = ~ ~lY-.~.t)il:) 
de tal manera que la ec. (2.4) se puede escribir como: 

<.\t1. a. t)) Y\ t?, t) • r 9t? ,f,t) kt,.,,t) tA:. 

l•''L1 en-
lo tanto 

se obtel\-

la ecuac!, 

El pro me-

la.•\ 

(1.5, 

(,,,, 
Por comodidad en lo que sigue, se escribir' f en ve1 de f(1,~,t), 

gen vez de g(r,~,t) y n en ver de n(?.t). 

Multiplicando por g e integrando con respecto a-: sobre todo el -

espacio a la ec. (2.3) •e tendrá 
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Se integra tármino a tármino la ec, (2.7). El primero del miembro 

izquierdo queda 

~·* J~.: ftlY1<1.t>)-~ds't'>. (Z·6) 

El segundo tármino del miembro irquierdo se obtiene de 

. v7 .(c¡~4) e 1"1.'f1f.., (v~·t,~l, 
que reacomodando e integrando produce 

hf ·"7fcH1 e V1•(W\<.tf>)-Y\<.9p•\.,f)) • (2.1) 

Análogamente para el tercer tármino del miembro izquierdo de la -­

ec, ( 2, 7), 

} '-~. v,~ ~~ .. Í ,1 .t\it) .!: .. ~ff1·1tÍ )d', 
usandq el letrema de la divergencia se tiene 

~ .,. l,\ n•i. ~ • .c1.~ ~ • .,,,, 
donde~cgf/nL Esta integral es cero debido a que en el límite cuando 

la superficie de integración tiende al infinito 9'10. Por lo tanto, 

~·"·'1~cl11 • ·V\~V1·(,\)>. 
.. ... , .. f ~) Supongase que F ec la fuerra de Lorentr F = q E+¡xH • Ahora bien,-

el campo eláctrico no depende de~ y 9.1.(!x~) =O, de donde V..·F = 0, 

As! que, 
(&.\01 

sustituyendo las ecs. c2:a), (2,9) y (2.10) en la eo. (2.7) 

jl"~•>' ·"<"')"".,.t-.<ft>\-W\<•r·i1t>-l~•·•1•> e j,t\\4 ta.u) 
Los distintos momentos pueden ahora obtenerse sustituyendo la ex--

presión apropiada para la función de peso g(1,1,t). 

a), •omento de Orden Cero. 

Si g = 1, de la ec, (2,11) se tendrá: 

)l'~v,· l"<l'>\-~(9, . .;> ~ ~ l-4\\..,1~4' 
dado que -: ea una variable independiente de "I, n(v,.v) = o, y por lo 

tanto, 

fi + Y~·lr1<;)\,. ~ l\\lc..é~ (2.U) 
Que es la ecuación de continuidad, 



7 

b), Primer Momento. 

Si g = mv, de acuerdo a la ec, (2.11) se tiene, 

illiftflt,;>)-"IW\<\f') +V;"·l~'4'11t4')-M\'f •WI;; )- t,¿;,v .. ~~) • 
; ~wiO:l\t). .. ,.A:. 

.... ~· ... Pero nm <\'{)= O y n(v,.mvv} = O debido a que v es una variable in-
• 4 ~ ~ dependiente de r y t, mientras que F.V¡,v = F. De donde, 

jl(""''l>\+V,·(•ll\d~>)•"<1'> • !"';(~) ~:. \US) 11 fal, 

Esta ecuación es comunmente conocida como la ecuación de conserva-

ción de momento. El primer término del miembro izquierdo representa -

la razón de cambio de la densidad de momento en un punto r del espa-­

cio, el segundo término representa la razón neta a la cual el momento 

es transportado a través de las fronteras de la superficie en un ele­

mento de volúmen en el punto de interés, el tercer término indica el 

cambio en la densidad de momento debido a la fuerza de Lorentz. El -­

término del miembro derecho representa el momento total ganado por u­

nidad de tiempo, como resultado de colisiones, 

A continuación la ec, (2.13) se llevará a una ecuación convectiva. 

Sea v la velocidad aleatoria de las partículas del plasma, entonces 

¡ .. <~>"' \;- ,.¡r,) • <I> +.. (1.14) 

Por definición de~~ , su 'promedio es cero, (<\1~) =O). Nótese oue 

de la ec. (2,14), (~f) • (~)(I) ,.¿J.). por lo tanto nm(~) = nm(';)(4) 

+ nm(:~; .. ). As! pues, 

,,. '""' (.l.f)' • -.c.•>•1· t"c.f> \ .. "'"' l~>. V, )dh'""" <1.1.~ )· l"ll) 

Por otro lado, llUl.tiplicando la ec. (2.12) por.,~) ae tendri, 

•c.~l \\ -'9'.C.l)ff. (-.(~)) • .,~) Jl.\\ )eel~' 
de donde, 

"'l (fl( :) • '"" .. (~) - ... (,) ~. l"c.4> \ +"t C.~) 1Qll .i ~ ll.10 
Sustituyendo las eca, (2.15) y (2,16) en la ec, (2.13) y cancelan­

do t6rminoa se tendrá 

"•A<-"> +'""l~>·•,ltfh·VJ·(• .. <l.~)\:- ri<'> .. ~c .. 1-·~">H!~f 
Se define el tensor de esfuerzos ' como sigue 



su interpretacidn f!aica ae dar4 mas adelante. Recordando aue v = 

e) + ;r, se define el tármino de colisiones como sigue: 

1f • ~ ~ ~lftl •• 1.~ · \1.11) 

Donde if representa la ganancia de momento debido a colisiones, por 

lo tanto, 
(f ... ) 

La lnterpretacidn de la ec. (2.19) ea la siguiente: Hay dos coord~ 

nadas mediante las cuales ae puede describir la evolución del sistema 

estos son: a). Coordenadas lagrangianas, en las cuales el observador -

viaja con las partículas del plasma a una velocidad <v>, y b), Coorde­

nadas euleria.nas, donde el marco de referencia es el sistema del labo 

rator.lo. Así que el términa mn(i+<AP).~)<I)= mnt¿v) representa la m; 

sa de tod~e las part[culas por unidad de voltID!en por su aceleración, 

vista desde el marco de referencia del laboratorio. El primer tármino 

del miembro derecho de la ec. (2.19) se refiere, a la rall'ón de cambio 

del momento de las part!oulas por unidad de vol.limen causado por fuer­

zas de gran alcance, mientras que el segundo tármino de acuerdo a la 

ec. (2.18) se refiere al cambio de momento entre partículas debido a 

colisiones. 

111 tensor de esfuerzos P lS (1, t) ae puede interpretar de la manera 

siguiente: fdf es el ni1mero total de partículas en un elemento de vo­

lt1men d; alrededor de f en el espacio de velocidades, fmv,.d: es el -

110aento aleatorio en la direcci6n x de todas las partículas en un el~ 

aento de vol"daen df en el eapacio de velocidades 1 localizadas en una .. ( .. W1idad de voldaen del eapacio r. Por lo tanto tav •• )v,1dv corre~pon-

4erll a la ram6n a la cual el momento es transportado en la direcci6n 

' y, por unidad de area para todas las part!culas en d'? localiradaa en 

(1,;)~ El tensor de esfuerzos se puede escribir como sigue: 

(( ~,., ! .".. .. ... 
~ .. , 

l2·1•) 
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Si se considera una función de distribución isotrdpica, (v¡v;)= O 

con i -# j. Los UrminoEI de la diagonal serán <~11 ) .. < 41:) • <•l> • t<~. 
donde <v:> es la velocidad térmica al cuadrado. Por lo tanto en el C_!! 

so de una distribución Maxwelliana, Pi;= run<.;ª)8\¡l'N = p¡¡;, donde p = 

nkT y N se refiere al nlimero de grados de libertad Que en nuestro C_!! 

so es tres. En general la función de distribución puede no ser iso-­

trópica, en cuyo caso el tensor de esfuer~os se puede escribir como 

la suma de dos partes, una que se refiere a la isotrópica y otra a -

la anisotrópica. Para esto se define un tensor de viscosidad como s! 

gue: 
lf,t w ~Wl.(4',.¡N'~,¡-( (l¿))J"¡¡) '# i¡;--$lf,:,¡ / 

si se supone isotrop!a, el tensor de viscosidad será cero. 

Sustituyendo la ec. (2.21) en la ec. (2.19) se tendrá, 

tu1l'f¿ H.f).V)<,:> • •<f)_ ~1'-W.; .. 1, 
que es la ecuación convectiva para la densidad del momento. 

c), Segundo Momento. 

(a.u) 

Si g = ¡.mv', al sustituir en la ec. ( 2 .11) se tendrá 

tt(ri <t..,•'>)- ))<tt \ t~•'I) + V7· (ft<-' t"',.'> l- 'ti~,. ( ..1 t1t1 v')) -

-~<l. V.1(-1:111111'1) • 5 i~ itr1 l\\)c.~ ~ 1 12-U) 
.. .. 1 11~:1 1 ~ .... 

como vxB.v1v = o, iV• V;C1 mv )) = nqE,(v). El segundo) cuarto térmi-

nos de la ec~ (2.23) son cero, debido a que las variables '1, ~y t 

son independientes. As! Que la ec. (2.23) tendr' la forma: 

it l'tfi<11r1))+•1•l 'Y<.:~)) s\11,'f,(4) + ~ "t'(l).1~ (1.ae) 

que es la ecuación de transporte de energía• El primer tlrmino del m!, 
embro izquierdo es la razón de cambio de la densidad de energía en el 

tiempo, y el segundo tlrmino es la plrdida de energía a travls de las 

fronteras de una determinada superficie. El primer tármino del miem­

bro derecho de la ec, (2,24) es el trabajo hecho sobre las partículas 

por el campo ellctrico por unidad de tiempo, y el segundo tármino es 

la trasferencia de energía por unidad de tiempo debido a las colisi2 

nea, Si hay partículas de diferentes especies en el sistema, habr' 

una ecuación de transporte de energía para ~ada especie y las \tttegra-
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lee debido a las colisiones individuales serán diferentes de cero, 

sin embargo la suma total será cero a menos que la energía interna de 
~ 1 • 

las partículas sea alterada, El hecho de que ~xB.~iv = O, significa -

que la inducción magnética no hace trabajo sobre las partículas car~ 

das debido a que fxB, es perpendicular a la dirección del movimiento 

de las partículas. 

A continuación se partirá de la ec. (2.24) transformandola en una 

ecuación convectiva para la energía, 

Recordando la ec. ( 2.14), se tiene (.v.v> = ~l~1 + (v~) = l..vl + !!!., .. .., 
por lo tanto, 

<i1J11r'> ... < ;v~ <~> + (l\l,'><~> .. 2 <Ñ:>. <'1.11~~ + ~.,;,.) ' 
De acuerdo a la ec. (2.21) .... ~ - -'2<4'>. {<tr,Vr) • <4') • 1'1 •..l.<°'>- tt , 

"' ""' donde' es el tensor unitario, consecuentemente, 

(QN') r (<•~-+ {U+lll)t-.1<;> +~<4J),'i T <41~> • 
La ecuacion de transporte de energía se convierte en: 

j¡[ ~<~~+.Y.ti')+ V·[( y <41~ + "t' 1')<ii1> + <~>.W + l] =--• .,,1. <"'> + j t-..,• (~t .. ,~' lt.J!l 
donde q(1, t) = JtJ.~tl;, es la densidad de flujo de energía debido al 

movimiento aleatorio, nm(.v)f, /2 es la densidad de energía cinética, -

NP/2 ea la energía interna, <'f>.1 es el transporte de energía debido 

a la viscosidad, qn<1> es la densidad de corriente eléctrica neta, -

por lo tlll'ltO qn~;).E ••nl el t4rmino de calentamiento Joule, 

Haciendo uso de las ecuaciones de continuidad (2,12) y de trans-­

porte de momento (2,22), se puede eliminar el término que correspon­

de a la densidad de energ.[a cinética en la ec, (2,25). Para ello nd­

teee que, 
f¡('lf'<.d+f-tl .. wi .. ~;>·AcO>+f<..:~ft·t~, 

y por otra parte 

V· [ l'l;"<•f+ U!.f"1Jl<;)] ",.(.~~ V.l11<-'>h "l!f<~>·•<~J. 
+ 1.u:t) <~') •V1' + t!!.jll 1' 9. <.:) • (1.l7) 
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Combinando el segundo término del miembro derecho de la ec, (2,26) 

con en primer término del miembro derecho de la ec, (2,27) y haciendo 

uso de la ecuación de continuidad (2.12), la ec, (2,25) se puede es-­

cri bir como 

~"'(iÍ1) • fi<~) + f" +- !lf {:) .V.(.oii~ +~.(~).9f> +tMfl 'P V.<~,) T 

+t<~1~~)c.o1.J~+ V.\<~>olhv.;: ,"l.l~> -+\~ l~t .. t~· l1.21) 
Multiplicando la ecuación de transferencia de momento (2~22) por -

(,l)~ 1 se tendrá 

11m<iV)•ft<.;)+~W1<11).(<'.~>.V)<...1) ... ~<.">- <.F.>-<~>·VfJ 

-«i1>. (V.lt) +<.~).v. • ~-:t • .2.q) 

El primer término del miembro derecho será n(~).(F > = qn<v).E, y -

el segundo término del miembro izquierdo se puede escribir como }(<°t> 
~v)~~5, mientras que el tercer término del miembro derecho será i~ 

::t ... .. - ... .. al a l,v)•(V·1Tl = 9·l<v.>·Dl- \1 :'VJ..v> • De donde la ec, (2.2q) se tran~ 

forma en 
vt"'1J.~>•ft <.;1) + 'if li.o\',>.V).(.¡t)' -:: \YI <"1) • ~ - <;, ·Vf' _ q, (<.~>.f) 

+' ii: v¿,~) + i.~'I ·l. . ia.,ol 
Restando la ec, (~.30) de la (2,28), se eliminará el término aue 

corresponde a la densidad de energía cinética, quedando el resultado 

en término de la energía int~rna. Si además se usa la identidad 

-f <.~~\&\e.el~~ - <.;) .l + ~ '11/-' ~~)...P,;J " ~ vJ lJft)u'~ 9 ~ 
se tendrá 

f ~ +fV· li>l.;1>) -t-~V.<~>~r19.c:.1) 1: "Y'·~ c. Q (.t.J\) 
Donde Q se interpreta como el calor producido debido a las colie!o 

nes, 

Resumiendo, para un plasma completamente ionizado, con una sola e~ 

pecie de iones, las ecuaciones de continuidad, transporte de momento 

y de energía ignorando término de colisiones, se pueden escribir como 

sigue (la notación sed ~. ') = 1/ y <v,~ = 'IL ) : 

t:'- ..,v. l"'V.) .. O, 

tf' ~V· lYl~lf;) .. O• 
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.,, - V'f. - 'V.l -it.ri&(; ... ~ "'' L.1. 1 

"' -V1',· - V.l'(-1;~(~ .. ~.-°6) +11' ) 
l/.34) 

(:z.35) 

(;t.H) 

(1.6,) 

Reaumiendo, el movimiento de un nWllero grande de partículaa en un 

campo electromagnético, ae puede deacribir por una función de diatri­

bución que obedece la ecuación de Vlaaov, 

~.,v.v..,{ .. \lt.,¡.K-;).~;~ :(~\,.1 . 
donde el lado derecho ae refiere a la razón de cambio en el tiempo de 

la función de distribución debido a las colisiones. 

Los momentoa de la ecuación de Bolt1man en el espacio de velocida­

dea, llevaron a ecuacionea donde las variables aolo dependen del esp~ 

cio y,el tiempo. La primera de estas ea la de continuidad y se refie­

re a la conaervación de partículas, la segunda es la tranaporte de m~ 

mento y la tercera es la de transporte de energía. Estas ecuacionea -

de fluido, no forman. un conjunto cerrado, puea el número de variables 

deaconocidas excede el número de ecuacuionea. Sin embargo al conaide­

rar las ecuacionea de Maxwell, tampoco constituyen un conjunto cerra­

do pueato que 1f, el tensor de viacoaidad y q, vector de conducción 

térmica no están especificados. Es posible encontrar ecuaciones para 

ñY q en forma análoga a las anteriores, pero esto genera un conjun­

to infinito de ecuaciones puesto aue aparecerán nuevos términoa ~ue -

no estarán especificados. Es necesario puea, introducir en algún mo-­

mento modelos para 1ty1, y as! poder cerrar este conjunto de tcuaci~ 
nes. 

2.3 ECUACIONES MHD PARA UN PLASMA 

Las ecuaciones macroscópicas para un fluido de electrones o iones 

fueron deducidaa en la sección previa, ea decir, se conaideraron par­

tículas de una sola especie. La teoría se puede extender fácilmente -

para un fluido compuesto por doa o mas especies de particulas. En es­
te trabajo, solo ae considerarán dos especies, 
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Imagínese un plasma completamente ioni~ado, compuesto por iones y 

electrones, De acuerdo a la sección anterior, su comportamiento se r! 

ge por el modelo de dos fluidos expresado por las ecs, (2.32) a (2, 

37). Se define la densidad de masa total f~· velocidad de centro de .. 
masa del fluido V, densida• de carga f y densidad de corriente 

9.., = n,wi .... -.iiwi¡ / 

v .. (W\~.v.•ri;111iv(V1 .. , 
, .. -~~. +ltl•'-. ft(-ri,· .. ttf¡),) 

J -= C2.( ln¡v¿ - ~v: \ ~ _ fln,(~. - '-tvJ. 

-J como: 

'1-11) 

ll-3'1 

(1.440\ 

(/ .... , 
En lo que sigue, se obtendrán las ecuaciones de un fluido compues­

to de iones y electrones, 

De las ecs. (2.32) y (2.33), al multiplicar por m1 y m¿ respecti"!, 

mente, sumando, y haciendo uso de las ecs, (2,38) y (2.39) se tiene, 

f' +V0 lVf..,) •o, tz,4zl 
L~ ec, (2.42) expresa la conservación de masa en un plasma comp~tj 

to de iones y electrones, 

Tambien se puede encontrar una ecuación para la conservación de 

carga al multiplicar por -e ~ 1e a las ecs. (2,32) y (2.33) respecti­

vamente, y usando las ecs, (2.40) y (2,41), 

jt., V.1 •O. 

A continuación se obtendr' una ecuación para el transporte de mo~ 

mento del plasma, para ello se •uman las ecs. (2.34) y (2.35), 

•11.'f •••"•f' ~ -•·l .. +•,l -•·l1.•"'-1.111.(t.-},.\)+e111,c1.i•\ll-'ftl 
En la aproximación magnetohidrodinilmica (MHD) se supone aue el pl! 

ama es cuasineutro: n, ~ n,. Dado oue para todo caso pr,ctico m,/m¡,41&1 

las ecs, (2.38) a {2.41) se pueden expresar como 

9 ... o;c WI (. 111-tM(' / 

V .. l •• ~ ..... ¡~ • .)/< Wllt+lll¡ \ I 

'::11: •&t.W\ I 

j ._ -Ylt tV:-~r). 
donde se ha considerado & = l. 

ll·1•) 
li-4•1 

"·'41) 
(•·11) 



Bajo eetae aproximaciones, los doe términos del miembro i1quierdo 

de la ec. ( 2. 44) se pueden escribir como 11\a'la.l.it + ..... •V: .. f,.. .l :'•V., ::ia 
'lr • ·~ ~n 1í 

+ 1 .. v.•'t , mientras que, el tercero y cuarto ti!rminos del miembro de-

recho serán - '9'.( if. ,. fe) 5 -9.l •V(ltl!·), donde P es el tensor de esfuer-­

EOs total. Por ~ltimo, el quinto y sexto términos del miembro derecho 
':!1 ':"P ..... \l ... .. ; .. 

ser'n -en1 ( J<.; + '! xB) + e2'n1.C E + l' xB) = JE + :xB. Se concluye que la 

ec, (2.44) toma la forma, 

si .. \f ... t._tv.vr~. -•.1..-ti -l·"" ,,_..> 
Eeta ecuación ee le conoce como la segunda ley de Newton, pues - -

esencialmente ea una ecuación de fuerzas. 

Se puede derivar una ecuación para la ra?ón de cambio de densidad 

de corriente J. Para lograrlo considérese las ecs. (2,34) y (2.35), -

las cuales se multiplican por e/me y -e/m¿respectivamente y se suman, 

tri,~ - trie A1' -= -,\ v,, +~.L Vf.. - -"'V. it + .... '\'. ;t, -
d t. dt ,,, • .,,. 11'\ ~ 1 

-~ti'•~")-(rlctt~~· +"\~• ... -t;:.-i.. ¡a.10) 

Si se supone que el plasma tiene una distribución isotrópica 'f. = 

ii, =o. Adem,s, nótese que •t1e\t-UI¡~ • f-1.vj..4w.\'.v.V..e,,1,.v.V,. 
~tf, si se consideran solo t•rminos de orden lineal. Por lo tanto, 

-! • ·i\"'•+ i¡Y1i- ~(f•f•I)- ~(t~~tl+-! - '!. 
Multiplicando por m1 y tomando en cuenta que IJla/mL4'1, se tiene, 

i + iaci +~.•f.- lt : ~rte 1Í • l.J.51) .. .. 
De la ec. (2.46) y (2.48), V1 =V - -.· Aei que la ec. (2.51) se 

puede escribir de la siguiente forma _. 

i + t<1-il¡ ).111 •t..•"-[(; • ~ it cual 
Recuerdeae que el t•riaino 1 repre••nta la ganancia de momento del 

fluido debido a las col1siones de iones con electrones. Como loe dos 

t•rmtnos representan la fricción entre los dos fluidos, por coneerVJ 
... =t .. 

ción de momento se requiere que Rt = -H~. R se p~{ij escribir en f~ 

cidn de la velocidad relativa cf, - v,) como sigue 

;'1 • -• • ._,_. ~. t11-~),. '111 1. Y.,. i lUt) • 
donde v_, es la frecuencia de colieión. 



15 

Por otro lado, dado oue las colisiones son esencialmente Coulombi­

anas 13! 
':;t ' ' ... ) M., ';' - ~ .... (v. -V,·) .. T cz 11 J ) (J.54 . 

siendo~ la resistividad, De las ecs. (2.53) y (2.54) se concluye que 

v ... .. ~ i , (a.55) 

de donde -R1/en. -\J, y la ec. (2,52) toma la siguient~ forma, 
... ... .l...) ... ... .i.S , 
' + t l~ + .. ~ JI\+ ~v,.-•n ... ~. ~t • <1.st 

La ec. (2,56) se llama ley generalirada de Ohm y describe las pro-

piedades eléctricas del fluido. Esta ecuación se puede reducir bajo 

las siguientes consideraciones, 

Si j no cambia apreciablemente en el tiempo comparado con el tiem­

po prome.dio de colisiones, el tármino del lado derecho de la ec. ( 2 .-

56) se puede despreciar, mientras que a bajas temperaturas ( 1•:•1 "'l:: 

IVTcl « ¡aiil ) , el ténnino "'• se puede despreciar, en cuyo caso la -

ec, (2,56) se reduce a: 
... '!'f ... .. • ... 

• + t lt • - l/.\ ... "l. j. .. . (J.11) 

El término JxB se llama corriente de Hall y se puede despreciar si 

se suponen corrientes pequeftas comparadas con VxB, es decir, tC1x~)<< 
!!tvxB, entonces la ley de Ohm se reduce a, 
e ... ... ... .... 

• • + f .it0 • 't J . IUI\ 
Cuando la frecuencia de colisión es muy pequefta, la conductividad 

se vuelve infinita, lo cual ocurre por ejemplo, cuando la temperatu-
f1 21 -J/1. 

ra es muy al ta, ya que 11 ~ T • En tal caso, 
l ........ . ·~··.o 

Cuando~= O se dice que se trabaja en la aproximacidn de la magneto 

tohidrodin~ica ideal. 

Hasta éste momento, se han obtenido las ecuaciones de continuidad 

de masa y carga, segunda ley de Newton y la ley de Ohm en el modelo 

de un fluido, Tambi'n se puede obtener una ecuacidn para la densidad 

de energía. Para esto, se suman las ecs, (2,36) y (2,)7), 

ti (f.+f;) ~ - (f1 v. V. + f,v.if..) - 90 llf1 V0 t',.V.· l~ -i-

+ll,+i, )j - Lit1 :Y~ ~ i,:vV,.) ..- lQ1t q,·). <Ut) 
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" .. .. .. ; ' Si se supone que p1 'lit p.: ,. p/2, Q• ic. ª• • a/2 y 11, ~ .,,. • /2, el pri--

mer término del miembro derecho de la ec. (2.59) se puede escribir --.......... ,_. :1. .. 
como, (p1y.V, + p

1
.v.V.-) = ¡(t.V, + 'f',V,) :s 1(V.V - V.(.

11
) +V.V)= 

pv.l - fy.(l.). El segundo y tercer términos se pueden escribir como, 
"" , .. l. .. ) .. - = -p - , ,.(p.l,+ p.V.) = ,.{¡(v - .. +V) = v.(pV) - v.Cf~l. tr,~•v, +lf,.~vv, .• 

.l. .. ~l.L ~ • .. 1 1 1 
I :('t'V - 9(.,.) + tv) = 11tV - ¡9(f;.). 

El cuarto t•rmino del miembro derecho de la ec, (2.59) se puede -

arreglar como sigue: Considérese colisiones entre iones y electrones 

despreciando el efecto de ionización y recombinación. Si las colisi~ 

nea son el4sticas, el momento y energía se conservan, lo cual signi-

fica que, 
~ ._ ;, t-lt f~i. '-: + ~ 111/3 .. t-\\1~,. A~ = o , 

hW1av:t\tt,.d~+it•1~!{i\f~ 1~it =O • 

Re~ordando las definiciones de 1' y Q (ecs, (2,17) y (2.31), se t! 
.. .. .. -:! .. .. ... -:t .. 

ene que R,,=-R¡•Y Q = Q.,+ Q¡1 = -(1\1,V• + R,,.v,) = -R¡,.(v .. - v,). ~ 
~ -:t .. 

ciendo uso de las ecs. (2.53) y (2,54), se tiene que ttu= en.'l.J y --
.. .. .. .. l. 
U = (V• - v,) = -J/en, de donde Q = \ • Finalmente se concluye oue -

la ec. (2.59) ee puede escribir como: f" • · 'fT.~ - V.(f,1+t) +'tJ
1.1:Tif. l'UO) 

Las ecs. (2,42), (2.43), (2,49), (2.56) y (2,60) junto con las -­

ecuaciones de Maxwell describen el comportamiento de un plasma com-­

puesto de iones y electrones, Si la velocidad de Alfvén Va = B/~ es 

mucho menor que la velocidad de la lu1, la ley de Ampere se puede --

e•oribir coao o•x1 z 411. Si a4e~s no se desea ••b•r el compor­

tamiento de la densidad de carga, y debido a la cuaeineutralidad las 

ecuaciones llHD aer'n (se eacribirt 1 en ve1 de f~), 

!~ ... fl1.t)V-•1»+.f•i-v.1, ... .. 
;r .. t,..JI•, 
~ .. -c.v•1, .. .. ..... 

'! ·•p-tv•t, 
• ~ ... ...) i ;¡ ~ tt• -s-1'•·v -Y.(f?v1-'t -~¡- ~vv, 

~-=-v. ty1), 

(1.U) 
(i.,,, 
l2.ul 

("''' 
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Las ecs. (2.61) a (2.66) forman un conjunto de catorce ecuactonea 

escalares con ca toro e variables desconocidas (E, B, j, r, p, V), por. 

consiguiente, es un sistema cerrado. ~omo ya se explicó en la sección 

2. 2, para el tensor de viscosidad f y el vector de conducción de ca­

lor q se tienen que dar modelos independientes para poder cerrar el -

sistema. El estado del plasma en cualquier punto del espacio y tiempo 

está dado por las ecs. (2.61) a (2.66). 

La ec, (2,61) representa la aceleración del fluido en respuesta a 

fuer•as locales. La ec, (2,62) es la ley de Ampere para un caso parti 

cular, mientras que la evolución del campo magnético en el tiempo lo 

dará la ley de Faraday, ec, (2,63). Una forma especial de la ley de -

Ohm es la ec, (2,64). El movimiento del plasma altera el campo magné­

tico a traves de la ley de Faraday y la ley de Ohm, mientras el campo 

magnético actúa en el moVimiento del plasma a través de la ecuación -

de movimiento (2.61), 

El movimiento del plasma altera la presión y densidad de masa a -­

travJs de las ecs. (2.65) y (2,66), Los términos V,,, y V.9' de estas 

ecuaciones representan el efecto de convección, Los términos pY.V y 

f'·~ representan los efectos de compresión y expansión, 

2.4 FORMA CONSERVATIVA DE LAS ECUACIONES MHD 

Se dice que una ecuación estt en forma conservativa, cuando se es­

cribe como la razón de cambio en el tiempo de un conjunto de cantida­

des igualado a la divergencia de un flujo. Lo que se har' a continua­

ción, es escribir las ecuaciones MHD en forma conservativa. 

2.4a Ecuación de Obnservación de Masa. 

De acuerdo a la ec, (2.65), es claro aue cumple con la definición 

de arriba, por lo tanto, ser' la ecuación de conservación para la den 

sidad de masa. 
l .. -v.n~'. 

2.4b Ecuación de Conservación para el Momento. 
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Multiplicando por V a la ec. (2.66) y aumandola con la ec. (2,61) 

ae tendr': ... .... ... ) .... .. - ) ~(fv) : -V. (fv 11 - 9f'+ td -'9.~ . (l-'1 

El tercer Urmino ae puede escribir como, ~jx'B = v. (BB - ¡:if I)/411, 

donde i ea el tenaor unitario. Consecuentemente la ec. (2.67) en su -

forma conservativa aerá, 

~(9~) = -V.[p~V-+l1'+f.l~ + !l +~]. (UI) 

2.4c Ecuacidn de Conaervacidn de Inducción Magnática, 

Uaando laa eca. (2.63) y (2.64) se obtiene, 

!? • -c.1tv.ic1 .... 1~"11, 
~ .. ..... ~· 1 pero, 'fx(vxB) = -V.(VB - BV), y uaando la ec. (2.62) se tendrá -c\Vx" 

C'(Y.(•1)/41. De donde se concluye, 

,¡ .. -v.tr~J-li1l--\i1v1], cu11l 
o bien 9t; v.-(~,.1- ~vJCl). (z.'9¡,) 

Las eca. (2.69a) y (2,69b) representan la conaervaoidn de la indu.!:_ 

cidn magnática. 

2,4d Ecuación de Conaervacidn de Energía. 

Al desarrollar la ec, (2.65), se llega a, 

f M ~ -L..w.tU 1'V. 7 - f V.', -V ... "' ~ l -1i: ~ 1 . 
Multiplicando por 2/N, austituyendo t = (N +2)/N, dividiendo entre 

I - 1, y arreglando se tendrá: 

i'¡ \t .. -... ~ - t-l v.c?~)-.,.i +\l
1

- t: v-:. c2.1ol 

De la ec. (2.61) se despeja fp, y se multiplica por V,, dando 

v·••,. .,;.t'f.+V'.tl•lJ _,;,t~.,,;>-v.1v.10 <•.n> 
El tercer t6rmino del miembro derecho de la ec. (2.71) se puede e~ 

.. "'* ~ .. a cribir como V.(v •. v)v = -(V.9)V. Así que el primero y el tercero ae e!! 

criben, 

-rV· ~ --fCv. v1v1 
=- -tectr·v'i - v. et'~>. 

Con ayuda de las ecs. (2.62) y (2.64), el segundo tármino de la -

ec. (2,71) se desarrolla como sigue, 
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el término E.(~xB) adn se puede reescribir y utilizar la ec. (2.63), 

dando como resultado 

de donde 

1.(91Í) w - ic, \f1 

-V. ti,,1)' 

-;.tl·1) ... - l(J
1

- ¡, ~ -.(¡v. ti.w 1). 
Con todos estos resultados, la ec. (2.71) toma la forma 

v."• ·iltrv1
)- v.(.f r?\ -izJª - ¡¡ 'iJ# - .f¡ v.{t.1) -v.(v. 'til. 

As! pues, finalmente la ec. (2,70) se escribe, 

f..tf-'1 + tfv'+.f.) = -v.lt-trv1+1."s +.fr~ +tntt111) ... ~·v +l), (i.7t) 

tiene la forma ~ = -v.'l, en donde · 

1f -= \ n • t JYl + '), t:L 72') 

~"' l<Hvª+ f:t +1')V •t.t1"'t>~'f.-:' ... 11. U-7.Ze) 

que 

La ec, (2,72) representa la conservación de la energ!a. 

Resumiendo, las ecuaciones MHD en forma conservativa serán: 

~"C-v.c.r~), 
.,. Jt .. 1 "t'Z .. 

-ftllv) ..,_,.,\tvq+<.1'+-f;)!+ ~·nJ, 
fp. ~ v11l~111-11~ v-1) 2 -v·<~I -11- ~·.,1), 

~ .... .fe :a -v., 
en donde it y l están dadas pqr (2.72b) y (2.72c). 

(2.7)) 

(2-11~ 
(2.75\ 
(2.7') 

Este conjunto de ecuaciones (2.73) a (2.76) representan la evolu--

cidn de la densidad de masa, momento, inducción magnftica y energía -

total, en cualquier punto del espacio y tiempo. Integrando cada una -

de las ecuaciones sobre un voldmen fijo y usando el teorema_ de Gauaa, 

•• p11ede ver que el llie•bro derecho de cada ecuacidn representa el -­

flujo a través de las fronteras del voli1men: 



CAPITULO III 

SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

En este capítulo se propone un m'todo num,rico para encontrar la -

solución aproximada de las ecuaciones magnetohidrodinámicaa, Un méto­

do comunmente empleado en la solución de ecuaciones diferenciales pa! 

cialea, ea el de diferencias finitas, por medio del cual la región de 

variación continua del dominio (por ejemplo x, t) se sustituye por un 

conjunto finito (discreto) de puntos llamado malla. Las derivadas que 

aparezcan en la ecuación diferencial se aproximan mediante loa cocie~ 

tea respectivos de diferencias, ea decir, combinaciones lineales de -

valorea de la función en la malla. Entonces la ecuación diferencial -

se ap~oxima por un sistema de ecuaciones algebraicas (ecuaciones en -

diferencias). Las condiciones iniciales y de frontera se sustituyen -

en las ecuaciones de diferencias. 

J.l REPRESENTACION DISCRETA DE UNA VARIABLE CONTINUA 

Considérese una variable continua x en el dominio de una función f 

de tal manera que X= (Xl, X,) con x,,x•x,. El continuo se aproxima -

mediante una malla de puntos, dividiendo el dominio X en un conjunto 

de inter~aloa J-1 de longitud a.x,. Se conatruye·un vector \x~1 de di­

mensión finita J, definiendo las variables x; solo en loa puntos j -­

donde 1 f j fJ. As! puea, (ver figura 3.1) •• 
,., • JC, • l~· 

Por lo tanto, la función f(x) se pude aproximar definiendo un vec-

tor correspondiente \t1\ en tuncidn de la malla (x;I como fl = f(x;)• 

Como f(x) ea continua para toda x, se concluye aue la r,presenta­

ción Ir,\ ea una descripción incompleta de f(x). Sin embargo la fun­

ción f puede ser aproximada mejor a partir de lf,;\ en cualauier punto 

x' donde X¡' x'•xlH. Por interpolación entre puntos fJ y fj•L se tendrll 



Si t = 

dr', 

• 

lit x, x, --i,__...,.,,.......;._ ...... t-t--f..,....~--~~~x ......... ª ¡411¡ 
FIGURA J,1.- Una malla definida en el es­

pacio para reepla7ar la variable continua ~ 
Loe puntos j eetan separados por espacios -
•x, • 

(x'- x;)/(x. - x. ), a primer orden de interpolación 
• .., 1 

se ten--

j t.1) 

y f aproxima a f, Esta aproximación es buena cuando se describen pro-

piedades de una función continua cuya longitud de onda rs mucho mayor 
• que AX; • Si f cambia bruscamente en el intervalo '7j , f ser' una mala 

aproximación a f, es decir, no se pueden describir longitudes de onda 

menores oue 6XJ. 

Para cuantificar estas ideas de una buena o mala aproximación, 

cuando se aplica el m'todo de diferncias finitas, es dtil emplear t'~ 

nicas de anl.lisis de Pourier, por medio de las cuales se pueden eser! 

bir funciones como una superposición de modos de Pourier u ondas. Por 

simplicidad ae supone que la funoidn f es periódica en el dollinio x, 

es decir, fuera de x eziete una repetición periódica de la función f~ 

Entonces f se puede desarrollar mediante una serie de Fourier infini-

ta de la siguiente manera: 

fllll: ~J .. ti"'h/1':, ( a.1) 

{ _,,,, ..,.,.., 
,,.\ ... te-) fl#)fi '" • 

en donde 
lMJ 

Eeta expresión establece que si f es bien comportada, se puede an~ 

lirar mediante un conjunto infinito de modos de Fourier donde g~ es -



22 

la 11111plitud del modo con longitud de onda X/k. La utilidad de este 

procedimiento es que la aproximacidn discreta {f¡} para la funcidn f 
se puede desarrollar de una manera an'loga y se puede comparar la re­

presentacidn de f con la equivalente de lf;\• Dado que las componen-­

tea fl forman un vector de dimensión finita J, se sigue que la repre­

sentación discreta i~1 se puede escribir como la suma de un conjunto 

finito de J funciones ortogonales, 

Si cada elemento de malla Ax;, para cada j, ea una constante aue -

se llamard. A, y la función f junto con la representación discreta fJ 

son periódicas, fj se puede escribir como una serie de Fourier 
'· • f ~ e'·,,11,¡/J 
'" ... ,v~ 

en donde la amplitud g• es 
..: -: l f fJ é"~/:r 
te. T •=· 

( 3,4) 

Este desarrollo es consistente con la serie infinita de Fourier, -

ecs, (J,2) y (3,3), para el caso de una función f(x) definida en el -

continuo, dado que JA ha reemplazado a X y j& a x. Debido a que longi 

tudes de onda menores que A no se pueden definir en la malla, la se-­

rie infinita se convierte en finita. Sin embargo, se puede probar ~ue 

las amplitudes g• en una serie finita de Fourier en la ec, (J. 4 ), 
está definida por la relación dada en la ec, (3,5), Como los modos de 

Fourier forman un conjunto ortogonal se tendrá (Apendice A), 
t l11~/1 (-uli'J/J ... J s .. ~ h·') 
••• 

Este resultado se puede usar para verificar las ecs. {J.4) y (3,5) 
lo cual demuestra que la ~epresentaoidn discreta lt;1 se puede des•rl',2 

llar como una •erie finita de 'ourier. Del desarrollo en la ec, (3.4) 

se puede demostrar que la amplitud debe satisfacer la relacidn en la 

ec, (3.5), pues de las componentes f j del vector se forma la euma, 

tf,t.11'~/J .. t t11 i ef'211~/J ,_-Jfi;'.i!J. ,., .. , , .. 
Usando la ortogonalidad, ec, (3.6) 

t f. ~·~'j/J ':: f 911l ~~~ 
,., ~ ta:< , 

... - .J.. ~ f. erra'J /r 
~11 - ~ ?- '' I , .. 

de donde 
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que es el resultado de la ec. (3.5). 

3,2 METODO DE DIFERENCIAS PARA DERIVADAS EN EL ESPACIO 

En la sección anterior se estudió la representación de una función 

continua en una malla. Ahora se analizará la aproximación por difere!l 

cias a la derivada en el espacio, Una derivada da información respec­

to a la variación local de la función en el espacio y consecuentemen­

te la diferencia para la derivada acopla dos puntos cercanos (J-1, J+ 

l) de una malla, La aproximación obvia para la primera derivada en el 

espacio de un punto j de la malla, 1 j J es (ver figura J.2•): 

Á•(J '=' (t~H - {.,_,) / H 1 't·? 

donde A es la longitud del espacio en la malla, y nuevamente una bue­

na aproximación a la derivada df/dx será si f no varia bruscamente en 

el intervalo de longitud '-

' f 

' A' 

PIGURA 3.2.-Representación gráfica de una aproximación a: 
(a) La primera derivada, (b) La segunda derivada en el espa­
cio, 

• 

Para la segunda derivada, una buena y simple aproximación a la ma­

lla l(j(J ser'[l3)(ver figura J,2b) 



(J.11 

3.3 PROBLEMA CON VALORES INICIALES 

Considerase un sistema definido por el estado del vector Ü(r,t) en 

en el espacio, de forma que cuando t = O, i! = ~ •• y Ü está definido -

en la superficie s para todo t, entonces se desea conocer la evoluci­

ón de Ü al tiempo t. El estado del sistema se puede obtener para todo 

tiempo como una solución de la ecuación con valores iniciales, 
di:L~. (HI 
!t. 

En general, L es un operador no lineal algebraico para ecuaciones 

diferenciales. Aquí se considerará el caso cuando sea lineal, 

Se integra la ec. (3.9) en una malla de pasos en el tiempo. Para -

esto, 'se divide el dominio de t en intervalos como se muestra en la -

figura (3. 3). 

... .. t 
• • 

FIGURA ),).- Representación esouemática de una 
malla en el tiempo. 

Entonces, 

Para distinguir una malla en el eapacio y en el tiempo se pondr4 -

un 1111bfndice y un auprafndice respectivamente. Al integrar la ec, (3. 

9) sobre pasos en el tiempo, el estado del vector u••' y it" del siste­

ma en puntos adyacentes t•' y t• será 
:¡tri•• • 14" + ct.,.\14Ll'l¿t' l~O) 

Jt .. 
Es claro que la integral del lado derecho de la ec. (3.10) no se -

puede evaluar exactamente, debido a que el vector ~(t
1

) no se conoce 

al tiempo t' en el intervalo t"4t
1 

( t'"' . A continuación se resuelve -
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este problema: El integrando de la ec, (3.10) se puede desarrollar en 

forma aproximada mediante una serie finita de Taylor, 

t."*' , ! 
:t"'•l - ( {~' li..(1.il))l.!.!'..r. .. o(t''\ dt. 
'U .,.. u + j l z.· 't' r1 ' 

t" ••• 
en donde p es el orden de precisión en el paso de tiempo lt, 

Después de integrar el lado derecho de la ec, (J,11}, 

f 1t•. 11" + t [ 4t·• lLU)1 ~ +- O(t.t""l . 
r.&. l?·' t.~ t! 

Considerando 

por lo tanto, 

términos hasta de segundo orden dnicamente 
~•ul • i:&'\_ L1&"'1t ~_.\lLif) l t. t.t.1, , .. t 

4i tlo 

ti.1lifl 1 : \~i%"1' - L if11 l / t.i., 
cM \ t• 

(1.11} 

\Joll) 

Aquí • se podría interpretar como un parámetro de interpolaoidn, -

Si • = 1/2 se tendrá precisión hasta segundo orden. Si 1 = O el nuevo 

estado i111
' está definido explícitamente por el estado conocido tf" en 

el paso previo, 

Cuando esto sucede se dice aue el método es explicito, mientras 

que si ~ = o se dice que el método es implícito, en cuyo caso, 

h-uu) t'1
l • l t • \L- •\ &t.l 1 i1" ('.M\ 

Suponiendo que el operador del miembro irquierdo de la eg~ (J,14)­

no eea sin¡ular, serlo neceaario en cada paso lle tie•po reaolver la -­

ec~ (3,14) para el nuevo estado i1"" 
i1'"1 

• lt- ut &. f' l t + \L- ll•tL] i1 11 

;•ul .,. T l•t,A) il". l3.tll 

El operador T es el que relaciona los estados de un sistema en PU!!. 

tos subsecuentes de la malla temporal, 

3.4 CONDICIONES DE UNA SOLUCION POR DIFERENCIAS FINITAS PARA UR 

PROBLEMA DE VALORES INICIALES. 
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Al integrar sobre paeoe en el tiempo, el problema de valor inicial 

se reduce a obtener una sucesión de soluciones definidas en puntos -­

temporales discretos, donde el estado de un punto temporalutá rela-­

cionado al estado del punto temporal previo (ver ec. (3;15)) por un -

operador de integración T(&t,~). Esta formulación se aplica igualmen­

te a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y mae general­

mente a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales. 

Al aplicar el método de diferencias finitas, se debe tener cuidado 

en lo siguiente: La disoretización debe ser consistente, es decir en 

el limite contfnuo, las ecuaciones de diferencias deben tender a la -

ecuación diferencial original. Debe haber precisión en la aproximaci­

ón, es decir la solución de la ecuación numérica tiene que ser la mas 

exacta posible, respecto a la solución de la ecuación original, Debe 

haber estabilidad en el método, es decir cualquier error en la soluo! 

ón debe ser lo menos acumulativo posible, ya que de lo contrario pue­

de suceder que el error se acumule tanto que al final corresponda a -

otra solución y no a la buscada, Las operaciones lógicas y matemáti-­

cas deben de hacerse y almacenarse en la computadora eficientemente. 

Para formular el concepto de estabilidad cualitativamente, consid! 

rese una ecuación diferencial ordinaria. Supóngase que .~ ea el error 

que ocurre en el paso n. Se desea saber la amplificación de este - -

error en el paso (n + 1), por lo tanto, si t..,..es el error en este pa-

so, 
f.114

' a, E."'
1 

, ... l, 1 

donde g es el factor de amplificación y está relacionado con el opeJ'! 

dor T (ver ec.(3.15)). La estabilidad numérica requiere que 

' (."•' l ~ 1,• ' I 

y usando la definición del factor de amplificación eQ. (3.16), 

' ,E.~ 1 ~ 1 ~ • 1 , 
ae! que la estabilidad numérica se consigue si se satisface la condi­

ción, 
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Es necesario cuantificar estas condiciones para problemas que lle­

ven a soluciones crecientes. 

3,5 PROCESOS FISICOS Y RELACION DE DISPERSION 

Considerese una variable dependiente i!(x,t) donde, 
;¡ l><.t\ -= Q e!/....t-1111), (3.17) 

siendo w la frecuencia de onda y k el número de onda relacionado con 

la longitud de onda ~ (k = 211/~). 
Sustituyendo este modo (ecuación (3.17)) en la ecuación de interés 

se obtendrá una relación de la forma: 

(•· 11) 

La ec, (3.18) se llama relación de dispersión y da el comportamie~ 

to de la escala de tiempo con la frecuencia característica en una lo~ 

gitud de onda para el fenómeno físico descrito por la ecuación dife-­

rencial parcial. Cuando la frecuencia w es real se tiene oscilacidn,­

Y cuando es imaginaria se tendrá inestabilidad, 

En un problema de valores iniciales, el cual es resuelto por el m! 

todo de diferencias finitas, interesan las escalas de tiempo del pro­

blema y la dependencia de ellas con las amplitudes de onda para dife­

rentes procesos físicos. La relación de dispersión proporciona esta -

información 

3.6 ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

fQR EL NETOpo DE DIPERENCIAS PINITAS, 

Supóngase que el estado de un sistema de interés en el tiempo sa-­

tisface la ecuación, 

~~~, ~~ 
donde L es un operador diferencial parcial, En forma de diferencias, 

el problema de valores iniciales se puede transformar como sucesiones 

de soluciones en puntos temporales t~ (ver ec. (3.15)) 

w,"11 
.. , lu., \ 14", . ('·l•) 

Si se supone que la integración del operador T(At,A) es constante 
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(en caso contrario se aplicará una aproximación lineal), los modos de 

Fourier en la malla son independientes. Por lo tanto para el propósi­

to del estudio de estabilidad, basta tomar un modo de Fourier, u: .. ú"a.tlr.11.i. (~.2l) 
Sustituyendo en la ec. (3.20), las amplitudes del modo de Fourier 

estarán relacionadas como, 

u"'' -= ~ <t.t,l, ~,a", o . .u) 

siendo G la matriz de amplificación en el esquema de diferencias para 

el particular modo de Fourier de número de on~a k. Pero la estabili-­

dad necesita que la amplitud de un modo esté limitado, y si su ampli­

tud es finita en t = O, entonces debe permanecer finita para todo pa­

so de tiempo n. 

Para aplicar esta condición se puede escribir la amplitud del vec­

tor del modo de Fourier de interés, en términos de los eigenvectores 

sj,111 de la matriz de amplificación G, Si~ es la amplitud del vector -

del modo de Pourier a lo largo del eigenvector s'l'I en el paso cero, 
.... - :r. ;",• -.1.o'> 
U - ~ "',- ...., • (S·U) 

Al aplicar la matriz de amplificación, ec. (J,22), la amplitud del 

vector del modo de Fourier en n pasos es 
tA".., 4" W': ti" T.~ 5t,-l

1 
tJ·Z<f). 

/' 
dado que s11'1 es el eigenvector de la matriz !J. con eigenvalor ~, 

~~~J ... ~ .... ~(/'). 
Por lo tanto, •l sustitufr en la ec. (J.24), 

G"c a"Z Q· g~'. i Ü'"" ~c.- 1 
,.. 111 ,,,. .,,.,,. • 

Para satisfacer la condición de estabilidad se necesita, 

la;. ~ \ <. IC 1 ~ 1 
donde k es un número finito y positivo. Esta condición debe ser sati~ 

fecha para cada mado de Fourier k y cada eigenvector .I' de G, 

1}:\<1'1 e Di•n \g11 l <. l<L/1'1 
Esta condición impone un requisito a cada uno de los eigenvalores 

1). para todos los pasos de tiempo n, por lo tanto, para n grandes - -
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KV---. 1, La condición de estabilidad será 

\ ~ ..... \ ~ l l~.15). 
Si los eigenvalores g/' son complejos y 1,,_l está definido como la 

amplitud del eigenvalor en el plano complejo, 

\~\ -= J~rf¡.,; t~.20 
donde g; es el complejo conjugado de~· 

En las ecuaciones diferenciales parciales de interés, el operador 

de integración T puede no ser lineal y consecuentemente después de h~ 

berse linealizado, el modo de Fourier en la matriz de amplificación -

no puede ser constante, por lo tanto, G puede variar en la malla esp~ 

cial y temporal, En consecuencia, la condición de estabilidad se red~ 

ce a una condición local, 

Von Newman tom6 en cuenta el posible suceso de un crecimiento lo-­

cal en un sistema de ecuaciones diferenciales y demostró una condici­

ón necesaria y suficiente para la estabilidad: 
u.-. \ (. ~ -t o (At) . 

3.7 ALCUNOS EJEMPLOS DEL !f.ETODO DE DIFERENCIAS FINITAS 

Como un ejemplo, consid~rese la integración explícita de primer o~ 

den de una ecuación convectiva en una dimensión, 

ft -t.Y ~ ... o. (1.11) 
De acuerdo a la ec, (3.7) e integrando solamente a primer orden en 

el paso de tiempo &t se tendr': 
,,,.... • di .. '11) 
14¡ .... "' - u- ( \l,¡41- IA.í.. • 

Como ae discutió previamente, hay errores ••ooiacloa con pasos de 

tiempo &t y paaoa en el espacio &. Adem's se estudió el criterio de -

estabilidad, La representación espacial y temporal de una malla en -­

dos dimen•iones est' hecha esquem,ticamente en la figura 3,4, La est~ 

bilidad se analiza mediante la amplificación de un modo de Fourier, 
.. .. .i .. u= u~ , en el espacio, Aplicando esta forma funcional al algoritmo· 

de la ec, (3,29) se tendrá, 

-O"" t.'M; "' ii" t'b• _ 1W' M11 te/"'-' - a··•~ .. ), 
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~,1 

: 
NI. • 

/[\ t. l •l 

-1j\ 

J.\ ¡ ,i4\ 

)l. 

FIGURA 3,4,_: Diagrama epauemático de la ec. (3.29). 
La derivada temporal está evaluada entre los puntos -­
(n+l, j) y (n,j), mientras aue la derivada espacial es­
tá evaluada entre los puntoe (n,j+l) y (n,j-1), 

como ~h~ = x 1 +' y xJ~I. = xJ - 6, se tendrá 

~·111"" lL- e' ql ~110&.•)] ª"'' 
dado que el problema es en una dimensión y solamente hay una ecuación 

diferencial, el modo de Fourier está acoplado por un factor de ampli­

ficación g, no por una matri1, Como se puede ver de la ec, (3.30) el 

factor de amplificación g(6t,6,k) es complelo, 

~h.t,•,•l.,, ~-ltt, 

donde~= .!tisen(k,). Por lo tanto, para satisfacer el criterio de -­

Van Newmann debe suceder que g(At,A,k)41l, pero ges compleja, con­

secuentemente \t debe tomar en cuenta la magnitud del factor de ampli­

ficación en el plano complejo: 

li \At, 4,lt' \l : ~" .. 1 • .,1 

Para este caso la magnitud ee siempre mayor que la unidad y la co~ 

dici6n de Von Newmann para la estabilidad no se satisface para cual-­

quier valor distinto de cero de ~ y cualquier pa~o en el tiempo •t, -

de donde se muestra que el ee~uema no es ~til en general, 

Se puede encontrar estabilidad en un esquema de primer orden para 

ecuaciones convectivas, al reempla1ar u1 en el algoritmo de la ec, (3. 

29) por un promedio espacial, 
.... l11" \I~ ) - -!-'1 {t.. • ) '1AJ -::: -\: ... ¡., + ¡., 2• t;., -1.1¡., • 
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Este algoritmo ea aplicable a ecuaciones de tipo hiperbdlico y se 

llama mátodo de Lax. Analicemos su estabilidad determinando la ampli7 

ficacidn de un modo de Pourier, 

-O*' e.ikll¡ ~ tl1l"~ ......... -0·1i•lJl.1-~, .. 'l/l (43'ct¡1u,. .. _.., .. Q.i'114), 

de donde 

por lo tanto el factor de amplificacidn ser': 

'(&t,•,11) = ~~a) - ·~ ""<~•\. 
La magnitud de este factor en el plano complejo ea 

l1(M.1A.k>\ • ~ - ~o't-.\h·l~l'1 · 
La condición de Von Newmann para la estabilidad se satisface para 

cualquoier ni1inero de onda k si 

\~\ • \ o 6t ~ ~' • 
Esta es llamada condicidn de estabilidad de Courant-Friedriche-Le­

wy y es aplicable a ecuaciones hiperbdlicas. El resultado de la ec, -

(3.34) quiere decir que se deben escoger pasos en el tiempo menores -

que los tiempos característicos físicos en el problema. En una ecua-­

cidn convectiva, eerfa el tiempo en el que un flujo lleva un~ veloci­

dad en una distancia 6. La cóndición de Courant-Friedrichs-Lewy ase~ 

ra que la velocidad física v, es menor aue la malla 'V•t. 

En forma general, se puede decir que la forma conservativa de las 

ecuaciones hiperbdlicas en una dimensión es, 

1! ·~ .... o, ..... 
y la condición de ee~bilidad ea la de Courant-Priedrichs-Lewy impu-­

esta en pasos de tiempc at, 

At ~ A/1.-\ J 

donde v es la velocidad de propagacidn en la malla. 

Usando el m'todo de Lax, el algoritmo para la ec, (3.35) está dado 

por: 
--••• '!flll e"\ .ll..(-:t" .. ~' ~ "' t ( ... ;.¡ ~ tlli.. - 14"" ,. ... - f'¡., 1 ' .. 

de donde se ve que para el caso de la ecuacidn convectiva F = vit, si-
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endo v la velocidad en la malla y nuevamente la condición de estabil1 

dad es at-' ,;¡. La ecuación convectiva es un ejemplo simple aue tiene 

una amplia aplicación. 

3,8 EL METODO DE LAX-WENDROFF 

Es posible obtener precisión a segundo orden en pasos de tiempo -­

evitando una gran difusión numérica mediante el método de Lax-Wendro­

ff, Este consiste en lo siguiente: Primero ee utili?a el método de 

Lax como primer paso o un cálculo auxiliar en cada paso de tiempo, 

Paso l: 

Estas variables se usan para definir loe flujos en tiempos interm~ 

dios ~ puntos espaciales, 

Consecuentemente en el segundo paso se obtendrá la fónnula para la 

integración en espacios y tiempos centrados como se muestra en la fi­

gura 3.5, 

t"'' 

·1 ..... \ . .. -
• 

• 

\~/\:~ ... - --~"' . \ 
, \ 

I ' 
, 

\ 

' I \ , 
' 1 

I 'I 
.H 1-\ j •\ .iu 

.. 
---····•Paso intermedio 
~~~• Paso principal 

FIGURA ).5.- El método de dos pasos de Lax­
Wendroff representado en una malla del plano 
x-t, 
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Paso 2: Ut' .. ~~ - f ( f,:;- f ::; ) ·, 
'iespués de haber hecho el segundo paso, loe vectores intermedios. de -

~as variables ~~ se desechan, y no formando parte de la solución. 

La estabilidad de este método se puede examinar refiriéndose a la 

ecuación convectiva donde F = vlI, por lo tanto, 

Paso l: ~;~ • t(~j't\".,)- ~li~-il;), 

.t)HI ... 11 ü,~ ( '1.4 -~ 'f.l•t ) 
Paso 21 '1.1¡ "' 11¡ - ~ J•\ - 1-\ f 

• .ki 
que al aplicarles un modo de Fourier ~J = a"f! ~ se tendrá, . 

0 "·t ('¿,11.w •• , ,. 1 ta· ti ki1 ... -a" e.iti,,..l-W ( a·i~_ a .. <l u) , 
"'ll+I a,'"••¡ T ¡¡• ,/"6.~ - .!if ' Q··~ i~ _ .¡j 'H~ <Z''"'J-lc) ' 

y al desarrollar el álgebra se llega a: 

U "tl e'k11 -= l 1 • 'lt' { i ~lM) -~ ( tft(M)-1 J l ) a" fi'°~ 
Por lo tanto, ' ..... ) 

donde-= Atv/&• De la ec. (3.40) se ve que el factor de amplificaci­

ón g es complejo, y por lo twito, se to:na su amplitud en el plano co~ 

ple jo, 

Se concluye que el factor de amplificación en el m'todo de LlllC-We!! 

droff ser4 tan pequefto o igual a la unidad, que la condición de esta­

bilidad de Von Newmann ser4 satisfecha para todo n11mero4e onda k si, 

•''' o CltS. t.ftv\' 
que es la condición de Courant-Friedrichs-Lewy. 

En general, el m6todo de Lax-Wendroff conduce a un factor de ampl!, 

ficación menor que la unidad (exepto para el caso•= 1), por lo tanto 

hay un amortiguamiento de los modos de Fourier en la malla. 

3.9 LAS ECUACIO~ES MHD Y SU SOLUCION 
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Las ecuaciones MHD forman un conjunto cerrado de acuerdo a lo dis­

cutido en el capitulo II. En el espacio de tres dimensiones, hay ocho 

ecuaciones acopladas con ocho variables desconocidas, Si se conside-­

ran loe términos de viscosidad, resistividad y conducción de calor, -

las ecuaciones IHD serlln hiperbólicas, en caso contrario serán parab~ 

licas. Para ecuaciones hiperbólicas, loe procesos fundamentales que -

se pueden describir son, ondas de sonido y ondas de Alfvén, 

Para ilustrar la fonn~ de los términos de transporte en las ecua-­

cionee MHD de un fluido ideal, considerase los coeficientes de trans­

porte¡ viscosidad!• conducción del calor M y resistividad~· Los té~ 

minos de, viscosidad en el flujo de momento, resistividad en el flujo 

magnético y conducción de calor serán, respectivamente 

/A y'~_'\)' V(V1V) > 
!<~'' ) 
~Q'i. 

Estos serán loa términos que llevan la difusión de momento, flujo 

magnético y flujo de energ!a, 

La solución completa de las ecuaciones MHD dependen de las escalas 

de tiempo en loe procesos aue se est!ln trat&ldo, es decir, dependen -

por un lado, de la convección, ondas de sonido y ondas de Alfvén que 

correeponder!an a ecuaciones hiperbólicas y por otro lado a la difusión 

sión por viscosidad, resistividad y conducción del calor. Por lo tan­

to se puede establecer un orden de magnitud entre procesos convecti-­

vo• 7 difusivo•, ••to •e logra definiendo nda•ro• adimeneionalea lla­

mado• ni1meroe de Reynolde, loe cuales miden el dominio de comparación 

entre convección y difusión. Si v es la velocidad t!pica del fluido -

sobre una escala de longitud L, loe nWlleros de Reynolda para la visco 

eidad R~, conductividad R•' y resistividad R, se definen como{lO): 

tl., • V Lf / f' 1 (¡.~t) 

'l<ll • V u I 'f. , (~.'41) 
i ... -= ... nvL/~ • (3.44) 

Si se está interesado en el efecto de difusión, los nWlleroe de Rez 
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nolds aertln mu1 grandes. En caso contrario, tomando nliJneros de Reyno! 

da pequeftoa ae tendrá el efecto de convección. Es decir, para aue oc~ 

rra difusión de campo magnético en el plaalllB se toman escalas, 

~ ' ~\ 4.<. ~ai , ~11 J 

y laa soluciones de laa ecuaciones MHD serán sin el t~rmino de resis­

tividad. 

A continuacion ae escribirán las ecuaciones MHD en una dimensión -

en coordenadas cilindricas y cartesianas que corresponden a los casos 

8-pinch (B,, J:1, J~irt , P, ) y Z-pinch (!11 , J~"·, P,) respectivamente. 

Nótese que para pasar de un sistema de coordenadas a otro se h&ce me­

diante la transformación ~t,l·~J-f.l· .. ]' 
3.9a.VERSION 0-PINCH. 

En una dimensión y usando coordenadas cilíndricas se obtiene lo s1 

guiente: 

Como v.v = ;J¡.rv) 7 \'JcB = -iBai., las ecs, (2.73) a (2.76) 

den escribir respectivamente como 
~ ... -tt,trrv),, 
« ' 

.J.lJv) =-+.a.1(tv'+1'+ 't.tl1 
• >' i 11. -: t f.. y (V la - "f, le ) ' 

-1; ... -t·f,' (ltrvªtr•.., .fi.i'tlvJ 

se PU.!!. 

UA~) 

(1·40 

( 1-4.,, , .... , 
Las ecs. (3,45) a (3.48) estiln en coordenadas cilíndricas en una -

dimensión 1 se pueden escribir en forma conservativa de la siguiente 

manera, 

en donde 

""" - ~ o ~. -tt.,,tff) 

1'• {f,tV, 1,. <trv~ fL, ti, l J 
, ... \~.,,~· .. .,.f. l, "•.,,t\ '"ª • f.¡ .. f.\~ I 

(Ho) 

( 1-91) 

Seglin sea el caso de inter•s, las ecs. (3.49), (3.50) y (3.51) se 

' ' normalizan. En este trabajo, aea x = x/x., r = r/r. y el campo magné 

tico se puede normalizar a la velocidad de Alfv~n v! = B!/4rf. Por­

lo tanto, 



J6 
i: • L /L, 1 
y' • V /\/11 1 

t' 'S t./0../Va\' 
,.,,p/lt',1111, 

!' = i/'&,, 
s' "" J / l 1~ /'4n vA \, 
u' "'u I l 1! I 1 •) • 

El tiempo de normali~ación será aquel en el cual la onda de Alfv~n 

crura la region de inter~s. Asi pues, las ecuaciones MHD ya normalir! 

das serán, 
:l&t--U 
""le - i)• 

en donde, 

3. 9b VERSION Z-PINCH. 

, 
0 
~ __ .,l.l.(Yf') 
~t. - r º' (¡.s.il 

En una dimensión y utili1ando coordenadas cartesianas, las ecs. --

(2.73) a (2;76) se pueden escribir respectivamente como (B1 , 

\S¿~-v~-f~J 
\\-= -vt1' ·t 1-lr~ 1 

~':'--V\\ -\Y, 1 
~.., _v ~ -11t~.c • 

Jl,p,): 
(~.N) 

('\.~) 

(i·ll) 

U.Ml 

donde se ha despreciado el t6rmino de difusión en la ec. (2,75), y --

loe t6rminos de conducción de calor, viscosidad y campo el6ctrico en 

l• ec. (2.76) 

A continuación ae estudiar' la estabilidad de las ecs. (3.55) a -

(3.58), Para ello tómese una malla espacial en el intervalo l'j~J, -­

con la cual se pueden obtener nuevas variables en el paso de tiempo -

n+l al aplicar el m6todo de Lax-Wendrff, 

Densidad, "' ~ 
,, .... ,. t 11:, .. r~. l -\/r H0:.-1~ \- r: H tv, .. -~ .. l . 

Velocidad, 
.. , ( " "' 1 "" l " " \ J.. M-t .. w:i P.~ ) .!L ..&! l .. e" ) vj .. ~ 11;.,-+ ~ ... -v, ¡¡ v¡.,- ~. - ~t 1• ..; ... - '~' -

11
r. u \¡,.- ;., • 
J 
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Campo magn4tico, " • .A.l ., .. 
~ • t~,iz..· ,¡ .. \ -vr i1 l s¡ .. - ,,., '-\; ,.lv.-,,·"• .. \. 

Presión, ., ., 
f¡"' : ti·~·,..¡.. )-vr.~~ ( r~.- •;'., )-lPt!i lV;~·V¡_, )J 

donde las ecuaciones de arriba están linaeli1adas, haciendo una apro! 

imación local constante de las derivadas espaciales, Esta aproximaci­

ón es factible cuando se considera un pequeHo crecimiento de error en 

un modo de Pourier. 

será: 
o 

-i11t'j/••fi" 
lf-'""ri 

o 

, 

en donde 11 = cos(k•) y • = {ta.tsen(k6) }/6.. Los eigenvalores de la ma--

triz G son, 

que al desarrollar se llega a, ., , 

" 1• r \ ... l' '" ,7 .. • l \ l 1 - o - (<¡1-l111vj)-• r (~-i•v¡)-, _ ... , ,'!" .. ~~ \ - , 

por lo tanto, 
t 

lt~-i•V.;11 ) -tJ ::: • ' 

. ~ 

' '-;_.tl. ···"" · l tf-i •IV1") "'11 .... .. --,, .. 1' " ~ .. o, 
de donde se concluye que: 

El eigenvalor mayor .. 
dacl convectiva v1 1 asf 

..... '•' ':: ~- ... ,. , 
1 .r..;._.; •l.....;.-~í'~ 

..... --•·1.,:.&,.V,.-·~1 \. 
ee g \ o g4 dependiendo del signo 

que para satisfacer la condición 

de la veloci­

de Von New---

mann1 los pasos en el tiempo deben de ser limitados de acuerdo al cr! 

terio de Courant-Priedrichs-Lewy: 

\ v¡\ + J t!l + \!l.f' 
r; ~•r¡" 

J 11·") 
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donde V~ es la velocidad del oentro de masa del plasma y la velocidad 

magnetostática es v .. = J 1/, + v~' , V t es la velocidad del sonido y v. 
es la velocidad de Alfv~n. 

Si se toman las ecuaciones ya normali1adas, la condición de Coura­

nt-Friedrichs-Lewy será de la forma, 

.. lJij,'. 
~ .. 



CAPITULO IV 

CODIGO DE COMPUTO PARA LA INTEGRACION DE LAS ECUACIO­

NES MHD EN UNA DIMENSION 

Una vez establecidas las ecuaciones magnetohidrodinámicas en su -­

forma conservativa y haber estudiado el método de diferencias finitas 

(en particular el método de Lax-Wendroff) se está en condiciones de -

implementar un código para resolver las ecuaciones MHD en una dimen-­

sión espacial. 

4, 1 EL TERMINO DE DIFUSION MAGNETICA 

La ecuación que ralaciona al flujo magnético está dada por, 
Vi ,. V )C (V j( i - \i' V lf~), 

o bien, al escribirla en coordenadas cilíndricas segó.n la ec, (3.47), 

~ ~ -ftvl•lva-~~~)l, ('1.1) 
Si se desarrolla el segundo término del miembro derecho de la ec. 

(4.1) se llega a , a 1 

1t • • {- f, [ r ~V B l) + ( ~ ._ * )-f, ~ - fn ~ 9; l I 

por lo cual, la ec, (4.1) se puede escribir como 

~ -f .. ('il ~) :. 5 
i 

donde s representa los términos restantes y R = c t¡/4n. 
La ec. (4.2) es una ecuación de difueión y se clasifica como hipe~ 

bdlica que se puede resolver por varios métodos, aquí solo se enuncia 

rain dos, 

4.la Método Implícito de Orank-Nicholson, 

En este método l• estabilidad est4 asegurada para el caeo en cues­

tión y el algoritmo es (ver apendice B), 

u'°-~( t•tt..,4f" 1
') "1l +-f.(i¡t 1-1!" )+Js4t. ("4.sJ 

Los términos u~ y \Sdt son conocidO'll, además K = !K(u') + [K(u~). 
Aquí las nuevas variables u''' no están definidas explícitamente, por 

lo tanto, ss necesita resolver una matriE para cada paso en el tiempo, 

4.lb Método Explícito 
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Aquí hay que encontrar la condición de estabilidad, El algoritmo -

es (ver apendice B), 
lltl ~,fl '!( .. t [ •• ll 2 ,,11 4•" 1 (A ~) 

(IJ ... '"IJ " -¡r "'i+l. "'i + "J-• .,., 
y la condición de estabilidad requiere que, 

tiU '- \ o At ' ·~ 
41 "' 

En este caso se utili2ará el método explícito. 

De la ec, (4,2), al aplicar el algoritmo (4.4) se tiene, 

i~·' ~ ~ •t1*HH i~ •• - 2 ~ + i~ .• 1, ~· ~;t ( ... () 

donde se ha despreciado el término S. Para efectos de difusión se ig­

norará el flujo del plasma, 

A continuación se normaliiará la constante K, para ello se recuer­

da que en el capitulo III se normalizaron las variables de la eiguie~ 

te forma: 

p; .., <o/~. ' 
t .. t/{11.tv.) J 

,._• " 1'/x. J 

f'-= f/( ~!/-411V~l, 
... = -f» /(•! / 1! 'll ) , 

v' :11/ct:/111). 

D• acuerdo a la ec. (4.2), al ignorar el término S, 

.n - -.1..ll<U), 
tt - ~- iJI 

(-N•) 

\4·7b) 
l'4·7C) 

l~· 7.l) 

(1.1«) 
(.¡.7f) 

al sustitu!r las relaciones que se muestran en las ecs, (4.7} se ten-

drá, 

' en donde K = K/XVA y esta será la condición de normalización para K. 

Como condiciones de frontera, para poder integrar la ec. (4.6) se to-
. ~" ,, -"" marl'l para j = 1, B l = B• y para j = N, B.,., = B11 • Además se neceei ta 

conocer los valores de la resistividad. Cuando se toma en cuenta la -

reacción de los iones en cada colisión y se promedia sobre la distri­

bución de los electrones, se encuentra quJ.31. ~l 
•'I .., l- A -•S 'l \•flo 

~ ... 7.~1(10 ~ -:: 5.r1no -.r,;- 1 (.q.t) 
lll T'/I l°I') ¡-(tv) 
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donde Z ea la carga del ion y ln A ea el logaritmo de Ooulomb ( A = 
)./r.), (r. = e' /mV

1
), El eub!ndice 11 significa e>ue el valor de ~ se ~ 

.... 
usa para movimientos paralelos a B y para movimientos perpendiculares 

ee usará el subíndice l. 
En el movimiento perpendicular a B (electrones lentos ), el radio 

de Larmor es pequeffo y contribuye más a la resistividad que en movi-­

mientos paralelos. Se usará la convencióJ3~ 
~11 ~¡ .n.i::, <. L ' 

-.!lL- ~· ..tl."tc > 1 . 
1+ l..llt)' 

( <f.9a) 

Wlbl 

A continuación se normalizan las ecuaciones de estado, difusión --

magnética, resistividad y conductividad térmica, de acuerdo a las re­

laciones (4.7). 

De la ecuación de estado, se tiene p = n~kTt + nLkT~. Para un gas 

completamente ionizado n& 'al ni= n y ~ ~ T L = T, por lo tanto p = 2nkT. 

La presión está dada en erg/cm, la densidad en ndinero de partícu-­

las por centímetro cdbico, kT en erg/atm. Se sabe que e= p/(t - 1) , 
-'1 _, .. 

poniendo la masa del protón f = nm = nxl.67xl0 gr y p = 2fkT/l.67xlO 
-•4 l de donde, E= 2(kT)erg/{(t- l)xl.67xl0 gr o bien kT(erg) = (t- l)x 

-24 • 
6.84xl0 (erg), 

Normalizando a la ecuación de estado, 

f. T 
;f~/fl) •tli) 

ll-', f'O~ 1 .. 11 w: ) -:: e. -Y- ' 

por lo cual, 

Ahora se normaliza la resistividad, En el ejemplo aue se estudiar' 

ZlnA = 10,0, por lo tanto, de la ec. (4.8), 
-11 . .:% 1 

11 = 5. I rto 11 ,.., .. .,.. ai1111f (.&;) .:\ 
lll {ILTltt•>( l/(l.h1011~)) }'/L ' y"' l-4·11) 

y para la conductividad, de la ec. (4.6), 

k "'~.. = l . .,,, 1n~ª lt.) ...l. · 
- ... 1 ~Lll ,. 'V.' 



Nonnalización de 4lr. Se sabe que la frecuencia de ciclotróJl)] t = 
qB/m1 c y que la frecuencia de colisión está dada oornJ31 '\;.= ne' ~ 11/rnc = 

v:ti/411 = l/r.~, de donde, .A• "tlll = B/nce't,·· Nótese que, :. = 2. 8x1cf(Hz) 

xB(Gauaa), ~ = 900(H1)xJn.(:~i· 
De donde, 1 1/ 

..a;t ...... 1.2 .. 1 ril ~ ){ ~) 1 i"' 
usando la eo. (4.10) r ' 

~o • 11'.. Jji. -a...-r,, .,, ~.~7r x1'b frc,. ._ , ... ,.,, 
Considerando el caso de interáa loa datos serán: Frecuentemente kT 

j6 l • 12 
-z.5ev, n

1
-:wlxl0 /cm y :a._,~ 2000 qausa. Aei oue n1 kT1 ':;: 5xl.67xl0 ergx 

d' -•1 -· ) r.-;;-;:' 1 /cm , f = n.m = n xl.67xl0 gr = l.67xl0 gr/cm , V,_ = B,/.,.4Qj = 
' ' -1 I 4.4xl0 cm/seg, L/V4 = 2.5crn/4.4xlG (cm/seg) = 5.7Yl0 seg, •t = •t/(L/ 

-.5 -1 1 1 1 I ' 
VA) =,10 seg/5.7xl0 seg= 17.6, ! =//B,(41VA)~ 1.0, p = p/(B,/811) = 

5 ! l 5 3 
l.5xl0 /l.6xl0 ~ 1.0, B,¡/8ft e l.6xl0 erg/cm. 

De la eo. (4.11), I 
st_->• \ 

~11""' "4·~l'11tl• ( f'} V.'(flitlq} l.10' I 

ne la eo. (4.12) y usando el hecho de aue K = K/VAX 0 • 

~·.., 

De la ec. (4.13), 
00-~lL/~ lt.lJ<.) lttf't. 

('1.fC) 
y con estos resultados nurnáricos se está en condiciones de dar el có­

digo. · 

4.2 CODIGO DE COMPUTO PARA LA SOLUCION DE LAS ECUACIONES MHD EN -­

UNA DIMENSION 

El programa que reauel ve las ecuaciones MHD se titulará "BZlD". Es 

un código en el cual se considera un campo rnagnático axial y se pue-­

den resolver problemas en coordenadas cilíndricas o cartesianas en -

una dimensión, segdn sea la geometría del problema 

En el capitulo 111 se vid que las ecuaciones MHD en forma conserva 

tiva, ya nonnali~adas, se pueden escribir corno: 

"'"' - I 1i" - ~v." 
en donde, 



Se utliza el método de dos pasos de Lax-Wendroff para su solución. 

Segdn se vid en el capítulo III, 

Paso 1: 1A~:! ~ t ( ~~. • <4; l - l F;:, ~ F/' Ht, (411) 

Paso 2: lfl:t' - -(4~ - ( 'F'•i i:"'t ) ~ 
J - ' ¡~ - ¡.~ (4'·10 

donde el criterio de estabilidad está dado por la condición de Cou~-­

rant-Friedrichs-Lewy, 

J 
.. ..l' 

u' L e: / r l '1" I t p'¡ ~ lt...) •] 
""" • L S • 1 t¡'" l.':' • ('4·.I•) 

La estructura del codigo "BZlD" se da a continuación y posterior-­

mente se mostrarán las subrutinas. 
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FIGURA 4.1.- Programa principal 

i>ZlD 

1>1-A•u•\•c,ow.)/l.1 ., .. ,.,, 
V•1-L.I 

a ... u~ fatL 

''"' 
fl.lllU) 

, 
('fllQ 
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4.3 SUBRUTINAS EN EL CODIGO BZlD 

En el diagrama de flujo que se muestra en la figura 4.1, se utili­

zan 10 subrutinas las cuales tienen cada una su tarea especifica a d~ 

sarrollar que a continuación se detallan. 

INIT. Es una subrutina que iniciali2a el programa. Los parámetros 

a usar son: IGEO-Determina la geometría (O-lineal, 1-radial). TMAX­

Máximo de iteraciones. ITINT-Va a ser N en la subrutina OUT, NOUT en 

el programa principal e ITINT en la subrutina de entrada y significa 

el nrunero de iteraciones que se desean. IOPT-Opción para fijar valo-­

res para RHOMIN, MAX, VA, BO y XO (O-tal como estan los datos en el -

programa,$ O permite dar otros valores). 

Además leé datos iniciales a partir de la subrutina CODI, estos -­

son, NINT-Nmnero de puntos en la malla. RHOI-Densidad mínima. VI-Vel2 

cidad inicial. PI-Presión inicial. BI-Campo magnético inicial. Todos 

estos valores están normalizados a la unidad. 

Los datos del problema son, RHOMIN-Densidad mínima. MAX-Nillnero - -

máximo de iteraciones permitidas. VCONST-Parámetro de viscosidad art! 

ficial. VA-Velocidad de Alfvén en cm/seg. BO-Campo magnético en Kga-­

uss. XC-Distancia máxima en cm. 

CODI. Esta subrutina sirvé para escribir las condiciones iniciales 

para la presión, densidad, velocidad y campo magnético en los puntos 

de la malla espacial. En este programa, como condición inicial se da 

un perfil en forma de distribución de Fermi para cada variable, exceR 

to para la velocidad. 

La distribución de Permi es de la forma: f\I) 
fcJ1 • 1( / (L + ........ ,,. ) ' 

donde "a" es la anchura tal como se muestra 1 

en la figura 4.2. 

Se quiere que en x = O, f(x) = l, por lo 

tanto f(x) (1 + e"-'-)/(1 + t·-t. y además 
1 .l. • .. 

' FIGURA 4.~.-Distri que en x = 1/2, f(x) = 1/2, lo cual se cu~ 

ple cuando x = illn( I'-- 2). Pero esto ti,!!_ 
buci6n de Fermi. -
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ne sentido si a<. O. 4551. Consecuentemente la función de distribución 

que se utilizará es de la forma1 

Los diagramas de flujo para las subrutinas INIT y CODI son: 

1,10, TAAll, 
1ua11.\on. 
tnM~0,~00 

u~12,wn-o 
~V(1,llJT)._0 

UH.1,llJ1)- D 
lll('l,iL'T ,_o 

.,, ftt ... '"' 
l••t -uta.,Al!Mt) 

IL ,__ 1 /.,t,4• - \ 

>eU) .... ma I~·•\ 
Ollts) .. IN 

o 
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>--"'-T---<I 8 1------.i 

P.110-.1_,, M4ll , VCOll!. l 
V~l~l, 'V4, l!iO, l(O. 

~'°MI~,~-, 't'to.,'H 
V~lfSl, VA,~0,l<O 

tlt - ~.171 x\,3 v:t~. 
~A - 'lo.17 / l oXv:) 

RllOM111- U1111ó• 
HAI! - iOCIOO 

Vto.i~l • 0.5 
v,1u1-o.o 

y4.-- 4'·1 
~0.-1.0 
>eO.- z.s 



100,TMU,ITlllT, "LH ,.. 
~11nat• ~n•1t11 .. • t•U 
... ,. t-.o ~·". , ..... , ... 
\o. L1 .. u1., l·••• h TllMfD 
"'111&0 • ., 1\&M- • itMI· 
~U , .. 1111.JVIW' .,_'4Ul l)I 

lt.1119'1-9!. ti. i1eM .. tM4 
~:, ... , .. 

t•Mi.i, AA•, "'°"~1,yt1~1 
V4,'°,llD. 
•"''°'' 141_,, ... , ....... 

••1MO OI "lUC.11-U 9D• 
Mmt>tt~, 41111Áltltla W v..-,_. AR1•1t1~. 

f)Z Ji) 

,..,,,. '" ~ 1.Mtl 1 t•llA / 
\ltlll& '' aL .. JIUIU ti 
M10~ q 94. 'lfil&1un• t 

\A ....... 11•• .. ~,,. 
C1WJ "Wwtl 
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. ./ 

)(U\, .i .. i., "1\M C. 
1,1!1 ~141llt•11l6 \JtLID.$ 
~u~~~ teSl•ua.~ lA· 
'''a.a!. ~1. ~.,..u.a 
~'AtlAI. t1H'411Ullt A 
~ L 

4AP.U, 1 ),1 •.l., U)fte. 

uaU.1), 1•1, ~9'c 
uv 0,1)/tAlllA.i),1••, 

-..•H 
U! U.1) . 1 :.•, '1r.\ltc 
1""Tl1), l•l, ~ 

'TrO.O 

M .,, ... s.ai •· 
11 t~OI\ i.HIL 
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De acuerdo a la eo. (4.21) 1 la subrutina CODI será; 

~c.s 

~~9ae-lOO 

"'°-A\~ (l.!J e'.5/A )/,5) 
CV\ -l1 +~ ... ~.o/A) 

. "TP\1 \ - t.H/ (\ • ~~·- .. J/") 
URl1,1) r- U'4/ (L .. o.U.-w.)/4 ) 

1V'1) 4- O.O 

'141(1,1) ....... -111\1) t l. 
t:~tn ... J..0 

ue.u.t\ .- 1au.1> • 1VU) • 1v1.11..-nu\/ 
ll- l.ft/1) •1t•lLl)fl4tU.'\) 
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TSCFL, Calcula el tiempo de estabilidad permitido por el problema 

de conveccidn. 

Se emplea la condicidn de COURANT-FRIEDRICHS-LEWY, pidiendo aue el 

paso en el tiempo sea mas corto aue el tiempo de la seffal mas rápida 

sobre cualquier intervalo (ec, (3.62)). Aaui EOS = 1, TP-Presidn, UR­

Deneidad de masa, BSQ-Campo magnético al cuadrado, 

!O 

V':lf:iU~ -ll t. •/'!1 \lPtlJ/l + ll!.~UI )/1t1U,T) 
DH(•K - fllfll)/Vti:il TYISI l t-~QlT (V~-~l(f.A\) 
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TSDIFF, Calcula el tiempo de estabilidad permitido por el problema 

de difusión. Recordando la ec. (4.15) se tendrá: 

T 
~--'----lo 



52 

LAXWl. Ejecuta el primer paso de Lax-Wendroff de dos pasos para las 

ecuaciones diferenciales convectivas (hioerbdlicas). 4partir de U~ , 
" ~t . 

,. ¡ calcular FJtt y guardarlo en U(2,N). De acuerdo a la ecs. (4.18) 

y (4,19) se tendrt: 

e ~tUTllll ) 
_ lA1111 _ 

VRU,tl-tl IAIH1,1.H) +(4«ll, tll · lUl1,1tl- n (l,\1) l!..!!!L) 
1 D•L1 

1AV l2,1l-tf 11VU.h1) .-tAll/1,I.) l · {•v(l, hl\. 'VCJ.1)] ~ 
~ 

hti.l)-i[11&u,i.1)+1Ae(1111· \'"'(1,1,1)-,~U,til ~ 1 f D1<UJ 

\JE l2,J) -tl t4f(l,t1~)+ 11t-ll.1)). [U' !l,It&}. Je-h,\) J Q1 'CH 
ID..ul 

11ui,u~tl- uR-l 2,A)\'Ae.-1) 
tOll,ll~Hll -1AV (t,_,~ .. t.l) 

u¡ 1 t.""'••> - u e la. lllVtt·' \ 
41! \2. lllPUI - 1(¡.(.f., anf~-l) 
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VISCOSIDAD AR'l'IPICIAL 
Al integrar las ecuaciones MlID mediante diferenciaF finitas ocu--. 

rren discontinuidades o choques debido a la ausencia de viscosidad, 

este problema es muy dificultoso dado aue no hay longitudes de onda 

pequef'las en este caso co•paradas con la longitud • en la malla para 

poder ser descritas en las diferencias de la malla. Consecuentemen­

te los choques en una solución por diferencias de las ecuaciones 

llHD aparecen induciendo grandes oFcilaciones entre las variables 

adyacentes de los puntos en la malla. Tales efectos num,ricos lle•­

van relaciones de procesos físicos, por lo tanto pueden alterar la 

solución numérica sobre grandeP longitudes de onda, Para nue ePto -

no ocurra Von Newmann y Richtmye~~ll950) introdujeron un par,metro 

de viscosidad puramente artificial para transformar la energía de -

las oscilaciones en la malla en energía térmica del fluido. 

El tármino de viscosidad artificial debe tener el efecto de ensan-­

chamiento por difusión de cualquier discontinuidad para extenderse 

sobre grandes longitudes de loe paeoF espaciales en la malla, pero 

esto se debe conseguir sin falsear la solución sobre grandes longi­

tudes de onda en comparación.a los intervalos de la malla. 

De las ecs. (2.73), (2.74) y (2,76) al conFiderar el término de 

viscosidad se tendr': 

¡\ t•·tt'V) •O, 
¡,_111>.-v. ts~~ ttf+l)iiil, 

... ... - ..... } flt"'-fV.v-V.(~'l+t:•v, 

Para el caso de una dimensión, tomando la componente en la direc-

ción x, 

de donde la 

9it 'C' -ta l~+w)) 
f4t----·~-ir ~' 

viscosidad artificial f at4 dada 
\14] 

por (Von NF"1llallll y Richt 

1neyer (1950)). l ¡}}l. ¡ 
1f " - c. f t. l ~,.) / o.os e e " 2,00 • ~.ul 
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PLUX(N). Evalli& loe t6rminos de flujo a partir de los valoree fun-

11+t ot cionales, Calcula l'í•t a partir de Uhl y lo guarda en P(2,N), ver --

ecs. (4,18) y (4.19). Además se incluye el término de viscosidad art! 

ficial, ec, (4.22). 

TVlll-llV\ai,tl/14Jl .i,1) 
T9'l&l-tU•t~.l}AtiVt1l• lVtll 

1~m-u•l"·1l•"'"""11 
TPU\ -(1.1111.1,1\-JT"ll)-'~(\))• 

h. tO\(ll/"· • 1 

fttu,s) .. l.W '•·' \ '"'"·i>- 21~ti\ .. t tfll\ il\,ll)) /, 
''(tl;E) -1Ytl\ ltaal.l) 

FE\11,IJ - lllll-'·th-TfU) l• lvtr) 

Vfjl_l>_ TVl'l•ll- tlllll 
v•111111.-v~11>~t • h«lt1.1+l\ .. 

1 t1•\ .,,ll} •\VO"D)• 1¡1 
fV{t.>,I ).- ~l~1l\ .,UTl~M 
fE hl,S ).-l'l\U,l\-tYfllMfnc:Q 
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LAXW2, Ejecuta el siguiente paso de dos paeos de Lax-'Nendroff pa-

ra la solución de las ecuaciones diferenciales convecti vas ( hiperbó­

licas), Caloula U~ 11 
a partir de U¡.,, F~·tt y guardarlo en U(:>,N) , ~ . ,. 

ver ec, (4,19), 

f.1((2,J) - Ufl(L.ll - OlMlli [JflU.1)-0l1.1-1) 1/».u l -fJ.l&,11 otOfU4' o11 ~Sll)14ml 
tfv (t,s) - L\V {l.l) - "Drll•tlrv•u> - ~Vl&.I·I) l/1>,.lt)-FVfl,\) •'9l"4~(•W lUl/.aclll 

"U()(:¡,l )e- lO(l.'t\. DlU"9(U(l,l). J.l(,U.Jll/tK(l)- nu.1)or'*"OIRIJl~(l"l 

"i lu 1.- UE{t,1 ) - í)tf.(1t11(rl4 <1.11- JLl(2,S~/ ¡;,<(rJ- ~u.11 "'\)TklJtlf WR(J/fr(JJ 

1.tll2.1, _ 1Al.(2, l) 

1A tu.11 -uatu. l 
11f Cu )-Uf<U) 

(.f VCl.J l - U~(Z,ll 

UR('l,~.\PQfl- Ull.U~AlSN!-J) 
UV (2.Ul,&Cd- 1if (i ~.,11c..&. J 

"'<•.&riPH)- tnr · 
(.(1(2 AJ:i~,cl 5 z,"1f\'lf·J 
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BDIFF, Calcula los valores de ecuaciones de diferencias para la di 

fusión del campo magnético por un método explícito, de acuerdo a las 

~cs. (4.6) y (4.12). 

C! ~ ~11A • twr.u.1 >ITfllJ ]11• i 
on~T - ÓMEO ()") 

'4l!>l1ll •- ual tt \ H • t ueu. t .i)- ul4Q( 1.1 l 
.. IA~IU-1 )l l t>lltJ) f U) 
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TRANS, Mueve los valores U(2,I) y F(2,I) a U(l,I) y F(l,I) respecti­

vamente, De este modo cambia los dato~ de los registros a loa prime-

ros, 

\.IRll.1) - ll1tll,1) 

<.\V (l, ¡ ) - t.( V ( 2., l ) 

U6 (l,1 )-- tAe (J,¡ ) 

IAH1.1) .-uf <u\ 
F J.(l,l) _, .. p.1J 

"" C1.t) _,., (2. 1) 
'1J ( l. t ) .,____ f 9 ( I, 1) 

ff(t.1\-•f(1.r) 

OUT. Maneja los resultados de salida, Los parllmetros a usar son: 

N-Decide si se imprimen tablas o gráficas (cualquier nrunero distinto 

de 1 y 2 imprime tablas, l-gr4ficas, 2-tablas y gr4ficas); !OUT-Un -

contador, es decir, cuenta el nrunero de veces que se ha ejecutado la 

subrutina;.NITER-Nrunero de iteraciones que se llevan en e~e momento 

Adem4s se establecen los limites de las gráficas, recordando oue 

todos los resultados est4n nannali1>ados (x .. 1,. , X-• , Y .. 
1
., , Y .. u ) • 



om111c11,, 1>Jt.>'l"O¡tl\~~ 
H, ~tl.OelOADJ t~'4"0 
HA4.iltlt0 • . 

t-L,NtiNt 

-.ll) ,URll.l) , 1t11)., 

1YtJ:) ,\4'4.l.1) 

58 

to , _~ . ..,,.,.c. 

OllH ll \• ut(I. 
1Ut1 h \ .. lV\1} 
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10111 ..-lOl4T U 

CFREQ, Calcula la frecuencia de colisión (electron-ion) y la de c! 

clotrdn de loa electrones, el cociente se guarda en el arreglo OMEGT 

y la ecuación de estado a usar se indica mediante el valor del arre-­

glo EOS, Segiin la ec. ( 4 .13) se tendrá: 

A continuación se muestra un listado del código "BZlD" en lenguaje 

fortran, Recuerdeae que para cambiar de geometría basta poner cero o 

uno en el pardmetro IGEO, aegdn sea el caso de interea, 
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llUl!T PIJE 'ftl 5•V Cl•HDl1 I~DATfU~IJ•DlfKaRftORD•14 1 1LOCKING•10 P ?'•V C/,.H:> OUT>.\ .,'JN T•ll S111,RlCOllD•h,ILOCKINi•:S(I 
E EL PIOlllAlllA 9Z1D ES ~N CQOIGO "HD PAllA UN CA~'º ~AGNFTICO AXIAL 
C Y COOlD!NADAS ClL¡~DftICAS O CAllTflIANAS EN UNA Dl,.INllO~ 

~ 

IUelUTINA PAIA Tl~,l~All !L PIOGIA~A 

pjb:Jlff' taa 

1 LA PUICION •A~IN• Dr.TE~"INA !L VALOll "INIRO 

l~'!!~f:.t7
1~AAfR,,o 

to Af ~~2 
11! U"N 
IHD 

7141 
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UTA llCCIQN El 1'4RA &RAFICAS,IE ULICCIONA fOfll llelilot 

1 
:: ~~f ~:,~¡jjl! 
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'1••1•1· º1 v:scosg&Af A•Jl'lllAL· s1 UIAM , •• A CASOS DI COR,,lllOM , •t 1 OUC l. ~~L6 E~ E 1 1cT VAl.,A A LON&ITUlll DI OMIA COR A, 
co• IC 104 1 AFLUI D •• '' ' 11 INtlllA 

LA 1u11uT¡NA •1tlFF• CALCULA Lt• VAL0111 11 1cu1c•••1f DI Iª''. lllCI 1 , R~ LA 1:FUClOM llL C 1,0 ~AGN TICI ,OfUI 1 010 l'LICITO 

LA IU,IUTINA •TIA~S• "UIYI LOS V~Ln~ES UCZJ T FCZJ A Ult» Y 'C') 
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PIGURA 4.J.- Programa "BZlD" que resuelve lal!I ecuaciones MHD 
en una dimensión. 

4.4 RESULTADOS 

A continuación se muestran loa resultados (obtenidos en un sistema 

Burrougha 7800) para el caso.de coordenadas cartesianas. El conjunto 

de datos para este ejemplo ea el Piguiente: 

IGEO=O.O, TMAX=40, ITINT=20, IOPT=l 

NINT=40 
. -7· . . 

RHOllift=l.OxlO , llAX•lOOOO, VCONST=0.3, VA=4.4, B0=2.0, X022,5 

De acuerdo a loa datos, la geometría de este caso es linel, hay ~ 

cuarenta puntos en la malla y ae efect~an 20 iteraciones. Se muestran 

cuatro etapas de la evolución en el tiempo para la presión y difusión 

del campo magnético. 

En primer lugar ae muestran los resultados que se obtienen direc­

tamente de la computadora y posteriormente ee dan, en laa figuras 4.4 

a 4.8 los resultados obtenidos en la iteración cero, primera, tercera 

ouinta T decima iteraciones respectivamente para la evolución en el -

espacio y tiempo de la pree!on y campo magnético, 
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CAPITULO V 

CONCLUSIONES Y COMENTARIOS 

Se ha revisado la derivación de las ecuaciones MHD exponiendo las 

aproximaciones que se realivan en este modelo. Se mostrd como ee pue­

den escribir en forma conservativa, y para el problema unidimensional 

se les ha discretirado de acu•rdo con el método de Lax-Wendroff, con 

objeto de integrarlas numéricamente. 

En base a dicha discreti~ación, se ha analirado, modificado en al­

gunos aspectos y documentado en detalle un código escrito por e~ Dr. 

David Woodall. 

Un ejemplo ~ue se ha mostrado ee el de difusión de un campo magn'­

tico que inicialmente tiene una distribución de Fermi tal como se mu­

estra en la figura 4.4. En la iteración de orden cero se mueatran gr~ 

ficamente las ecuaciones iniciales para la presión y el campo magn~t! 

co. En la primera iteración, figura 4.5, se observa que el campo se -

empie1a a difundir en forma de pulsos en el plasma, haciendo disminu­

ir la presión en donde el pulso es mas intenso y provocando un dee-­

plazamiento del plasma. En la figura 4.6, se muestra la tercera iter~ 

cidn y se observa que el campo continua difundiendoee sobre el plasma 

en forma de pulsos mas intensos que loa anteriores mientras que la -­

presión disminuye a cero en donde se ha difundido el caapo. En laa.f,1 

111rae 4.7 y 4.8 •e representan la quinta 7 decima iteracionee reapec• 

tivamente y se observa aue el camp~ caPi se ha difundido mientrae oue 

la presi6n ha ca!do a cero. A partir de la decima y hasta la vig•sima 

iteración prácticamente el campo ee ha difundido, es por est• aue no 

•e incluyen gráficas para estas iteraciones. 

Las gráficas aqui mostradas corresponden a cuarenta puntos en la -

malla y veinte iteraciones. Al poner una malla mas densa, ·10 puntos -

por ejemplo, se observó aue el campo se difunde de la misma manera -­

que el caso anterior. Poniendo una malla maF fina, 80 puntos por e~•! 
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plo, el c-po penetra de la 1li.1111a manera, ea decir, en forl!lll de pul-

sos. 

En este trabajo se utilisó como condición inicial una distribición 

de Permi, pero en general se puede utilirar cualquier otra distribu-­

oión, sin embargo al conaiderar un eecalÓn se observó oue el método 

imposibilita eetudiar el comportamiento de tales perfiles ya que ee -

producen oacilaoiones muy grandee y no conducen a ningdn resultado: -

Esto no es sorprendente, pues en el capitulo III se mostrt6 Que el m6-

todo de diferencias finitas es bueno cuando la función no cambia bru~ 

camente entre el intervalo de la malla. Aunque eetas pueden ser amor­

tiguadas en cierta medida al agregar una viecoeidad artificial, el 

,comportamiento del resultado parece poco confiable. Por esta rarón se 

optó por estudiar el ejemplo de una distribución de Fermi. 

Como trabajo futuro se propone estudiar el caeo de MHD ideal, para 

el oual las ecuaciones son hiperbólicas, y agregan los efectos de - -

transporte gradualmente a la •eometr!a cilíndrica, couiprúbando aei el 

papel que estos pueden jugar. Estos resultados pueden ser de interés 

para ciertas fases en la evolución de un Z-pinch. 

Tras la experiencia aquí adouirida combiene pasar a mftodos l!llie -­

elaborados, y avocarse a la elaboración de un código en dos dimensio­

nes con el que se pueda modelar la formación y avance de 14.mina de 02 

rriente de un plasma focus, como el aue existe en el centro de Estu-­

clioe Mucl•ar•• UNAJI, 



APENDICE A 

ORTOGONALIDAD DE LOS MJDOS DE FOURIER. 

De la ec, ( J.4), 

haciendo el algebra se obtiene, 

i. 2" lll.-JI) /:r ,·2/f (/tf-/1.') / J ,·,, lÁ· ~·) 
~::e. +e. +···+a: , 

o bien 

pero, 

!>~ r/11(/ll·I) 2' l iu{j.ll}/:s r 
•U 

, 
o 1 ~ ,/'"º·-"' 

l - e{",.. i')/J 
Por lo tanto la suma S se puede escribir como: 

~ ... e/211•- ~·J f _ {"C/ir•'J I ,ur•-i/ re-c'/Tcla.-tlJJ 
_ el'(*·*'J [i•t¡;W,h _ i'"t)-11/J J 

ar.J..ltiplicando y dividiendo p~r 2 y la unidad co~pleja1 
S-:: e.tC:cnt1t-•>.r-ti11C~ll')J-iirC.,_lilJ/.J i Wl'l[•n(la-~I 1) 

l s.i t t.• (l&--W J/.r l ~ 
asi que, 

1 . 
De donde finalmente se concluye 

r
e ~¡ lat •. 

~ ::' ' I 
l s," 1i .. at 

(A.l) 

(A.2) 

que es lo que se afirma en la ec. (J,6), lo cual delllUestra Que los m~ 

dos de Fourier forman un co~junto ortogonal. 



APENDICE B 

SOLUCION A LA ECUACION DE DIFUSION 

La ecuación de difusión en una dimenFión es de la forma 

fi-1<l1"::.0, (U) 

donde K ee la conductividad Y' en general puede depender de u, Aau! se 

supondrá constante, 

En el esquema de diferencias finitas hay muchos métodos para resol 

ver la ec. (1.\1), aqu! solo se enuncian dos, Método explícito de pri­

mer orden y llle'todo impl!ci to de Crank-Nicholson. 

l.B 16todo Explícito. 

El operador ~·/~J/1 fué definido en el ca pi tul o III, por lo tanto, .... ( _,, ) 
U¡ .. !' t ,IJ está dado como, 

1'¡"91 
-= f4J"-+ i5t1 ( U~l - 21'; ~ 14_; ). (t.a) 

Una grafica en dos dimensiones ee muestra en la figura B.l, Para -

<*' 

i ;., 
lt 

PIGURA B.1.- Ilu~tración de una malla fFpacio-tifmpo 
para integrar la ecuación de difusión, 

investigar la estabilidA.d del algor!tmo liL 2, considerase un modo de -

Pourier ., .. ,1t1i""; al aplicarlo en la ec.(B.;::') se tiene, 

-tl"''a'b¡ -= ,,;•,_.-h, -t ~ 'fi"l e1:4.t.·., - .te'~.i''ú}, 
co:no cos(k4l) = (el~•+ e ... L )/2, el factor de amplificación g serll1 

"'"' l+-tK#J~tlu)-11 .,,_i. 'f~~ll .. l· 
Para satisfacer el criterio de eetabilidad de Van Ne"111B.nn se nece-

sita que 
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de donde, 
l 

-'4 ul ~-2 o At• •S f • (9.¡) •• 
NcStese que la estabilidad en la solución num~rica está condiciona-

da por la ec. (B.3). 

2, B lié todo de Crank-Nicholson, 
" ..... 

En este método se promedia el integrando entre los puntos t y t 

(ver Figura B.2) • 

.4.1"•' ... il. .. - i r< .. ",t."1 + {11411
•: l' ... ) ! ~ · 

f 

t i" ¡Wlf 1 " ,... ' 
FIGURA B. 2 .- AproYimación a ~ Cum1,t)cd. 

t.• 

Por lo tanto la ec, (B.l) se puede aproximar co~o, 

4';"' ... .U;'' + ~ ( 44¡:·- Ztl;"'+ 41t_t•) + ~l.,,~ -z ... , .. + ":. ) J 
y al analirar la estabilidad mediante un modo de Pourier se obtiene, 

G'"' .. 41"-Mf l'-U:t~tJD'"'- -,.11-.-cl•••l•"', 
cuyo factor de amplificación ser': 

,.., 1- '1tf f 1- fAtlila) h- ~l 1- f.-.Ch) ~ ) 

'él-= ¡,-2~SM1'(.1t-)J¡¡1. '1 ~ ~·lit-l f, 
g es un niimero real, y para todo niimero de onda y para todo tiempo, -

la magnitud de g es menor que la unidad, por lo tanto la densidad si­

e~pre est4 asegurada, 
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