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INTRODUCCION

Este trabador con el que ftinalizo la Frimera rarte
de mi formsacién como fisicor tiene varios obJdetivos, El pri-
mero ¥ evidente es cumrlir los reaquisitos formales aue euide
1a UNAM rara acceder al titulo erotesioral. En este contex-
tor el desafifo era realizar una tesis aue Justificara un afio
de trabador ¥ aue cumrliera el extraMo rol de transformar a

un todavia estudiante en un futuro investidador,

La eleccidn del tema fue el rrimer motivo de inquie-
tud, Queria aue la fisica me exrlicars aldo de 1o aue ocurre
® nuestro alrededors o auizds exrlicar aldo con 1a fisica.
Me resistia s realizar un lardo trabalo de célculo sobre si~
tuaciones de las aue cas) nads podris decir. Queris imagi-
narme el rroblemar escribir ecuaciones) volver a imadinarloy
Yy asi. Aunaue debo reconorer aue reciérn 31 terminar el tra-
bajo tuve wuna visién coarlets del erohlemsa aue estudiaba.

iCada rersona tiene su rrorias forma de emrezar!

iLPor aué electrodindmica? Poraue de las interacciones
conocidasy la electromadnética es 13 m8s sencilla de descri-
biry ¥ tiene detrads una teoria muy desarrolladas sohre la
cual se ha trabaJado bhastante, Y rparaue nuedan aon muchas

cosas por decir en esta drea,



Decidi srrovechar ls seneross oferta del Maestro Jo-
s& Luis Jisénezs Yy traba.Jar baJjo su direccitdn en el sndlisis
de 1a dinésics de una rarticula carsada clésica cusndo se

ton3 en cuents la interaccion con el rrorio camro.

Los textos avanzados de electrodindmica (Jacksony
19754 Landauy 1970) rlantean el rroblems mostrando diversas
deducciones de la ecuacion do.nbraha.—Lorcntz- exhibiendo
alsunas de sus dificultadess w rlanteando como forautacidn
aldo ass seneral un dessrrollo en serie de las funciones ro-
tardades alrededor del tiemro actual, En su tesis de licen-
cisturss Lorens Zogaib desarrolls ests rosibilidad incluven-—
do térainos no lineales en la velocidad w sus derivadasy
suestrs aoue 1 ecuacion de Abrahas-Lorentz no es consistente
con un balance enerséticor ¥ aue desarrollar las series men-
cionadas sdlo con térainos lineales oculta inforsscién muy
valioss. Por otro lador en varios articulos rublicados en
los dltimos cinco aflos (L. devLa Pefiay J.L. Jiménezy» K. Mon-
teaavory etc.) se ha estudiado 13 dinsmica de las rartfculos
carsadesry deduciéndose uns ecuscién integrodiferencial de
aoviaiento s rartir de un asneJo consistente de los desarro-
llos en serie con sdlo términos lineales en 1la velocidady

rero considerando rarticulas con estructura.

Lta tarea aue emrrendimos nosotros fue la de mostrar
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aues usando 13 descomrosiciébn csepectral del cameor se ruede
recurerar la ecuacion de Abraham-Lorentz en el limite oade-
cusdor en rrimer lusar, Luedo exhibir aue si dotamos de es~
tructura a 1a particular lledamos 3 una ecuacion intedrodi-
ferencisl eavivalente 3 1a wa conocida. Esta es 13 emrresa
aue llevamos adelante en los dos primeros caritulos. Al re-
ferirnos 3 1as ecuscitn de Abrahaa-Lorentz incluimos una bre-
ve resefia de las criticas aés isrortantes a ésta. Son difi-
cultades inherentes a ess descrircibny aue esencialmente se
concentran en la existencis de infinitos no eliminablesr o
en 1o araricidn de un comrortamiento acaussl en el movimien-
to de las particulas runtuales. Al dotar de estructurs a la
rarticuls surerssos todas esas dificultadesr rero no rodeaos
hacer @1 raso sl lieite hacis una particuls de radio nulo
sin introducir severss inconsistenciss en 1s teoris, Sin es-
barsor vesos sue. ls sxistencis aisas de un factor asociado #
13 distribucion de cards es fundasental rara aue el aovi-

siento ses causasl ¥ se eliminen las soluciones diverdentes.

En el Oltino caritulo reforsulamos 1ls ecuacién de
soviaiento rers rarticuls runtusl introduciendn un factor de
estructurs con asrfuaentos de origen fisicos discutimos su
sisnificado ¥ forsulsaos uns ecuscion dinsmics totalaente
senersl, Concluimos conh una revision de lo hechor ¥ comen-

tando 1o aue NOS resultd ass iarortante del trabagos aue ro-



ne de manifiesto cudn rodeross w concistente es la tormuls-

cion de 1a electrodindmica cldsica.

En  la redaccidn de ostes rddincs dehimos huscar an
comrromiso  entre wuns deduccidn comrleta de los  resultados
aue se utilizan g un texto de lecturc liviana, Lo mds rroha-
hle es aue no havamos conseduido ninguno de nuestros obdoti-
vosy pues dificilmente se rueda seduir el desarrollo de las
formilas sin varias horas de rarel 9 l3riz, Has  socoiones
rarticularmente 4dridas rara la lectura auey s1n emhsrdos nos
sentimos en 13 necesidad de dncluirs pues los resultados aue
obteremos se wrouan on essse deduceionesy @ 85d 05 su Puerso.
Fero a8 cada formula imrortante 13 acomrsfia una discusisn de
sy sidgnificado tan amelia como mos rermitid nuestro ertondi-
mientor ¥ creemos aue hay muchas cosas interesantes cue a-

aul se muestran.

Este es el rlan de trabauso. Aon rodemos redirle  un
mérito adicionals el de ser 74t1l a cuieres lo lean. Lsrera-

mos que a3si sea.
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CAPITULO I ! LA ECUACION DE AERRAHAM-LORENTZ

1~ INTRODUCCLON

#isten diferentes ecuaciones aue describen el movi-
miento de una rarticula cardada en rpresencio del camro elec~
tromadnéticos cada una de ellas con un clerto drado Jo arro-

wimaciédn w un dominio de valide=x,

La mas rorular v sencilla es 13 de Abraham_lorentzy
aue se refiere 3 una rarticuls runtual en el caso no relsti-
vistar u se limita 3 adredar un término de °fuerza radiati-

va® a la lew dindmica de Newtons tomando 13 conocida forma?l

(1) mi - F + 2%

lLas consideraciones rara deducir esta ecuacion son
de diversos tiros. L3 mds elemental e intuitiva rarte de 1o

exrresidn de Larmor rara 13 rotencia radiadea

~

(2) P.2e 32

Sed

Esta expresidn sélo derende de la magnitud de 1a

carga 9 no del sidnor» ¥ se esrera que ocurrad lo mismo Frara



la fuerza radiativa.Podemos ver aue en un tiemro 1T suficien—

temente reauefio como rara considerar ls aceleracidn constan—

te v13 enerdia radiasda es

E:%ﬁfi"T.
c?
Iurante ese tiemeoy si la rarticula rarte del rero-

S0y danars una enerdia cinédtica maxima del orden
\
@ Eom (2T

Il'e estas dos exrresiones rodemas conocer el *tiemFro

caracteristico® T del rproceso radiativo

0 T- 2

Qmé
Es claro aue el rardmetro T es el dnico sidnificati-
vo aue ararece en la enerdia radiadar 4 rodemos esrerar que

sea el aue esté rresente em 13 fuerza radiativa.

Para encontrar el término bhuscado de fuerzs radiati-
va proronemos aue el trabasdo realizado ror esta fuerza en un

larso dado sea idual a la rotencia radisds en ese larso. A-

F oot :.L&: A}ﬂ% ut
nad De? )
A, |



Intedrando ror rartes el lado derechoy 3 haciendn (a
consideracién de aue el movimiento sea rerviddico (eon el
larso de interés idusl 38 vn rerdodo)r o en forms eauivalente
de aue la velocidad v 1a aceleracidn son rorrendiculares en

los tiemros inicial 4 fin3ly se lleda directamente &
P

' C wa e\

de lo que se concluges habitusalmente sin vacilacio-

negr 1a ecuacidn de Abraham.Lorentsz,

LLa deduccién anterior es vdlida cuando los oefoctos
radiativos son muy Fecuefos.Fueden verse otras deducciones
m3s fTormales (Landaurl1970iJacksonr19753Z048ihs,1934), Todass
ellas rarten de un desarrollo en serie de Tavlor de las fun-
ciones retardadass deserrecian los términos no lincales en la
velocidad (excerto Zodaib) ys al tomar el limite de rarticu-
1a puntual, lledan a2 la ecuacidn de A-l.» cue se suele consi-
derar como exacta rars rarticuls runtunl no relativiata

(Landau»1970).

2~ CONSIDERACIONES CRITICAS SORRE LA ECUACION DE A-
BRAHAM-L.ORENTZ

S1 bien es la ecuac16n mids empleadas existen cirprtas



difticultades intrinsecas aue deben seflalarse.

¥ E1 wmodelo es no relativistar 10 oue limita el con
Junto de velocidades en aue @3 arlicable. Md&s adry 1a deduc-
cidn de ls ecuacidr ests hecha en el sistema de referencia
en el aue 1a rarticula estd instantidneamente en rerosos o se
mueve mud lentamenter Yy s6lo ser8 vi3lida en esos sistemass

lo aue rnos limita 3 estudiar camros aue varian suavemente nn

el tiemro,

¥ Aparece un factor 4/3 en el arorte electromadnéti-
co 2 la masa aue da ludar 3 diversas intererretacionesr ©
ruede reducirse 3 3/3 si se consideran esfuerzos no electro-
maagnéticos en el oriden de la estructura de la cardar ha-
ciendo covariante al tensor de esfuerzos (Jacksons19462FJ.L.

Jimdnez e I.Camrosy1985),

% Al hacer tender a cero el radio a de 1a rarticula,
se eliminan los términps lineales en la velocidad nue multi-
rlican & las rotencias de 8 en los desarrollos mencionadoss
“raro al mismo tiemro la masa electromadnéticar aue es de or-

den 1/38 » se vuelve infinita,

El solo hecho de asociar una tercera derivada a 1a
fuerza radiativa introduce un druro de dificultades rarticu-

lares.



* Si la rparticula se mueve con aceleracidon constante
debe rasdiar de acuerdo a 1la férmula de Larmory rero la fuer-

za radiativa se anula,

¥ En asusencis de fuerzas externass es rosible tanto
la solucidén con velocidad constante como una en 13 aue la 8-
celeracidn crece exronencialmente en el tiemro » de maners
aue l1a particula dana enerdia sin limite del término habi-

tualmente 1lamado de frenado.

x Debe afMadirse una condicion a 13 frontera para te-
ner solucidn dYnica 3 la ecuacidn diferencial, Esto rodria
verse como una ventadar rues es una rosibilidad abiertar re-
ro las condiciones rroruestas suelen conducir a8 coarorta-
mientos acausales aue sus autores intentan achacar a la teo-

riar creando confusién sobre el alcance de 1a misma.

La introduccién de 1a condiciérn 2 la tronmters adi-
cional se hace seddn las siduientes lineas, Reescribimos la

ecuacion de Abraham_Lorentz
— Ve YY) AT ,ee - 1/7‘ N T _f/-r
F:mi__ "‘—B)L:M\E—TIT):-W‘ e :'_.(ILQ ))

4 dt
donde sge exrlicita aue exp(-t/T) es un factor inte-

Ty

(8

grante rara 13 fuerzas 9y asi la ecuacidn dindmica aueds

-m ‘_"_(ﬁéih) = Qﬁ .]':
at T



aue ruede escribirse como una ecuacidn intedrals auitardo el

signo nedativo al cambiar los limites de intedracibnr en la

forma
b , -
. T ST s
(5) mR(t) = &.{_‘ e F)de .
T %

Esta exrresidn o5 13 versidr intedral de 1z ecuacidn
de A-Ls para fuerzas aue solo derenden del tiemro.Suele ele-
dirgse el limite surerior de intedracién como mas 1Infinitos
ra3ra exidir que la aceleracidén se anule a3 ese tiemro v asi
evitar las soluciones diverdentess deo marners aue la ecuacidn
resulta

o
(6) mit(d = f'.‘,l_T. C:HT F(” de’
T %

Acui es claro aue la fuerza estd evaluada en tiemros
rosteriores a t» ¥ a éste fendmeno se llama ACAUSALIDAD. Co-
mo el térmiro de amortiduamiento raridamente anulas las fucr-
zas a tiemros mucho magores aue Tr @ este tiemro caracteris-
tico es del orderi del aue le toma 3 la luz atravesar distan-
cias del tamsfio del radio clésico del electrdny se afirma
aue (&) es *seausal rero muy roauito®. En el rresente traba-
Jo mostraremos aues a3l mismo nivel de arroximascién (veloci-

dades muy reauefMas» camros externos suaves) es rasible sus-



tituir (4) ror su eauivalente causaly a rartir de un trata
miento comsistente de 1a mecdrica w electrodinédmica clés:

[ay=3:9

Algunas de estas diticultsdes se resuelven &l consi-
derar 1a formulacidn covarisnter rern el rroblema discutido
rrovismente subsiste. Se hen rroruesto soluciones alternsti-
vas considerando 18 rarticula como extensa (Luis de la FeMa
et als19805y referencias ashil citadas)rrero se sefMala cue no
hay modelos consistentes de rarticuls con estructura rara
las rarticulas reaueflas aue existen en 13 mnaturalezs ( aun-
aue el rroblems saeui rlantesdo es ascadémicor rues una des-
crircion 8 ese nivel deberds reslivarse en términos de  la

mecdnica cudntica).,

Tamhién esisten fructiferos desarrollos rara descri-~
bir el wmovimiento de la rarticula puntuals ashandonando 13
fortisima restriccidn de aue la rarticula se encuentre ins-
tanténeamente en reroso en el sistema de referencia en el
aue es descritay con lo aue se lleda 3 una ecuacidn no line-
al rara rarticula runtual (Zodaih,1984), En ésta se obtienen
resultados muy  interesantess sobre todo emn la vinculscidn
con 1la formulacidén covariante v la ecuscién de Lorcntz - Di-
racy rero en el limite de rarticula rurtual susbsiten algu-

na3s dificultades bdsicasycomo la diverdencia de 1a masa e



lectromagrnéticar que en ese contexto sdlo se resuelven do-

tando de estructura 8 la rarticula,

3- EL CAMPO ELECTROMAGNET1CO COMO SUFERPOSICIUN DE

(ONDAS PLANAS

Nosotros vamos 3 rresentar nuestra rroria deduccion
de la ecuscidén de A-L.. Esto lo haremos egencialmente rara
introducir el tratamiento en funcidn de las comronentes de
Fourier del camro (Heitlers1954)y sobre el aue bssaremos los

desarrollos rosteriores.

La base de la descrircidn del camro electromadgnédtico
estd en las ecusciones de Maxwellr aque rosotros acertaremos
como rostulados fundamentales, le las dos ecuaciones inde—

rpendientes de las fuentes se sigue aue
o Vsl P o .Vp -1 dd
(7) H = \ ﬂ E < e

donde los rotenciales A 4 ¢ deben satisfacer la con—

dicidn de Lorent:

V'E+LJP :O

Con estor las ecuaciones derendientes de 13s fuentes



isrlican aue los potenciales A y ¢ deben satisfacer las e-

cuaciones de onda

doride g u J son las densidades de rarda y de co-
rriente resrectivamente, For comodidady en este csso nos si-
tuaremos en el sistema de referencia en el cual el rotencial
escalar no derends del tiemras con lo cual se cumelird la

norma estdtica o de Coulonb

(9) Vﬁ-o .

Ahora estaaos en condiciones de resolver la ecuacién
de onda rara Ay 8 13 aue redirewos ses reriddica en un vold-
men cdbico de lado Ly es decir aue tanto A como sus deriva-
dag tomen el mismo valor en rlanos orueston. Usando la tée-
nica de seraracién de variahless rroronemns que una solucisdn
de la ecuwacidn de onda sea el rProducto de uma funcidén del
tiemro Qn(t) 4 wna funcidn vectorial de 1as coordenadas
An(r)y es decir - - ‘
ﬁn(ﬁ‘, *) = Qr\(*) Qn(ﬁ'} )
¥ en deneral tendremos 31 rotencial vectorial como

una combinacién linesl de las An(rst)?



- < ’
(10) Q(ILL) - ../'. Q.\‘L‘ j

Las An(r) deben ser reriddicas en el volhmen ¥ sa-

tisfacer

Para el camro de radiscidnsy en la redién donde no
hay fuentessy se satisface la ecuscidn de onda homodénea.lada

13 linealidad de éstar e introduciendo la constante

“

K,,H = W:/c2

obtenemnos las siduientes ecuaciones!?

o

(11) 'V.lﬁn + K'\ 5"‘n :\"_.) ) ‘
a Qm + W Qh = O .

Al ser soluciones de un Problema de Sturm-Liouville,
las diferentes soluciones An(r) de (11) seran ortosonsles.
Exrresamos esta condicidry Junto corn una normalizacidn cédmo-

da s en 13 forma

San'ﬁm an, = Ln.";l S'\m ,
? L’

Las An(r) son funciones seno 4w cosenor del tiro

10



donde las Kr dan la direccién de rroragacidn U é,
es e1l vector unitario en la direccion de rolarizacién., [e la
norma de Coulomb es5 obvio aue estos dos vectoroes son ortodo-
nales., lle esta wanera los &, estan contenidos en un rlano u

s0lo hay dos lirnealmente inderendicntes.,

l.as condiciores & 1a frontera imronen aue

e

L

donde las Nni son nmeros enteros.

(14) Hn) = W lJmL 1=30 4y

Como las A(r) son funciones dadas del espacior el
camro e@std carscterizado ror las amrlitudes Gnit), cuya Ha-

miltoniana es la del oscilador armédnico
. P 2
, 2 O
(15) Hn = % ‘\Fr + W, Aa )

9 cuwas ecuaciones candricas detinen Prn u conducen a

(8), L3 Hamiltoniana total es

T
H =2 H
e - 5 n -
El camro os rerresentado entonces como un sistema de

osciladores arménicos inderendientes.

1n



L3 energia total del camrc de rediocién o5

= gy LE e He) an

Tomando ¢= O 1 tenemos
— o N
E=-¢cH ¢ L Uardn = ¢ &

>
v

3 l’n

)

VAROPRYS [

N

H = Vs A
Calculamos

= < = . o 2
SELd'.rL = éLLPanSQn‘QmO‘“JL ':.L’fﬁnf;)e 5

h‘m
con aldunos trucos del cdlculo vectorial se muestra

idqualmente aue

CE e = 5100, [ReR)Oh)te b2t

Finalmente es directo aue

(16) U:;Bg{’éﬁﬁz}d}n = Z(P + oy ) I"lc.

Net -

La enerdia del camro es idual a 13 suma de las ener-

d4ias de 1los osciladores,

Existen formulaciones ecuivalentes 3 éstar en las
aue tomando combinaciornes lineales de 13s amrlitudes del

camro 4 suUs comrledss conJudgadasy 5@ darantiza aque el roten—



c1al  wvectorial auede detinido como uma cantidad resl. Fara

esto rroronemos
hog AF T e
Q Ry Z ('),‘{l) Q,,("t} t ').,IM H,,;m) )
con

Hn(ﬂ = e, Wl G«;(E"‘ﬂ) p On(tf

Introducimos 1as variables candnicas reales

q,=0.+ 0, =10, | (& L o) )
énz-iwn(i]ﬂm(}:)

Jonk

it

“‘n .

La Hemiltoniama, exrresada en funciédn de estas rue-

vas variables es
Moo= s L{wa]

—

4 las ecuaciones dindmicas son les del oscilador ar-

ménico rara las an, Sustituyendo en la expresidn rars Ay ve-

mos Qtie
— TR 5 =
(17) Q - L.‘...._—-ch‘. Z ( élfq -r&"il Kn'n' + én( {’:'lf /'J/h Kn.’;>
-V L W ol Wa )

For comodidad rara el manedo tuturor desdoblamos el
indice de 1a suma, Ahora 13 rn caracterira a8 cada frecuercia

.Y
wny 4 la ¢ a cada direccién de polarizacién £, . Las am-



rlities el camrn estdn asoci1adas 8 cada comronenter 4 va-
rian en deneral rara cads frecuenria v cada direccién de ro-

larizaciény 9 ror ello llevan doble subindice Ropg ? Pog o

Asl  como las ecuaciones de Maswell son 13 bhase rara
nuestra descrircidn del camroy 13 1nteraceidn entre dste o

las rarticulas viene dada ror 1la fuerza de Lorentz
(18) F:g\L«'-%XH)

La Hamiltorniana cue comduce a unp tuerza de intersc-

cion de este tiro rars una rarticula de carda e @35

(19) HP _F - e ¢ +\]w\"c“ +(c§-eaF .

S1 teR - eAl <4 me? y podemos usar 18 arroxims-

cidn

,,,,,,,,, |
V4 +e :4+i€+"' )

de marners aue (19) se trsnsforma en

| = a 2
:(’,¢+—-—~( -¢fA) + me
+ im P c /
3 como el dltimo térmiro es constanteslo desechare-

mos en esta arroximacion no relativista. Ast! 1a Hamiltoniana

rara 1a particula aueds?

14



Cre
N
—
N
.

oy Hp = ep + Ao (§

A~ DEDUCCION DE LA ECUACTON [E ARRAHAM-LORLNIZ

e 1las exrresiones (14) 4w (20) se sidue aue 13 Hae-

miltoniana de wuna rarticula cardads runtusl! os

(21) H = c(ﬁ +Z—*:n(5-gﬁ)z+ 2% (*lfl + W Q,f;.))

na

donde el rotencial vectorisl madnético A se desarro-

o on sne comronenteos de Foarter seddn (17) en la torma

Y
’

(22) ﬂ :"j E_g_& Z:_vanv'(qm?) “’/“R"‘? + ’rn((")/ﬁ/ﬂ ‘Zn‘i) .

Aaul ¥ son la rosicién 4 el momento condugados de
1a rarticulasr ¥ @ Y Feg son las variables candnicanente

corudaidas del camro,

El rmroblems Que rios rreocura es encontrar la ecua-
cidn de movimiento de la rarticula, Vamos a calculsr las o-
cuaciones de Hamilton tanto rara 1a particula como rpara el
camroy FUes las smrlitudes de este dltimo mos son desconoci-

das  tambiérer u roder determinasrlas necesariomente aueds in-—



clufdo dentro de nuestré tarea.

Fara 1a rarticula tenemos

= QH ] (.. n .
(23) X= 20 - 1 -t
5% » cﬂ(x)) )

4 para la derivada temraral del momento

-

Fo=- an e V5 -_(i—%mﬂ){ L) 5
(240 K ne,Vcb +2WZ (x.8 (I‘».—LWH"'Y-Q“ mmwn"i)i

a0 &El

donde BH/ai es una diada,» cuyo producto escalar
con la velocidad no es conmutativo, Para aclarar este punto

considereaos la cosronente x de la ecuacidn (24)

i\' edd + o % %C_i %‘,% :{%"‘} é-@w H,\,(-qu.ﬁn-ﬁr% " -..,-i)}

< )

i

Xl

1

i‘x— _e'%ﬁ + ¢ '*.”(' Zy Cng nx(hm" mgn’) - a”T AU‘\KI\")
J I

aue avuda a2 mostrar la validez de la exrresidn derce-

ral obtenids.

faui w en 1o sucesivo conservaresos el téraino V¢
ror deneralidads rpero al estar en la norms de Coulomb siem—

Fre rodemos Pensar en aue ” 0 .
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Fara las componentes del camro

gnv = ?:‘ . Lox Qt + fing J
(25) ar. “ Qbny
* T o ; . > kv -— .
Y TN LI Aa r .
41‘\‘." = _é\} ___L_._r \.jq ng Ll n'A ' W l
g la ecuacidn aue 1a acompafia
L AT i
4 = - .a_f‘ = L 4 Q—& - Wn anc' J
T " C % e
(26) - .
. _M—‘:Av‘ s — —
Poc = %V“‘% XSy KT ~ w0l Gar

En estas ecuaciones 3 i ests8n asociadas 3 la rosi-~
cién v 1a velocidad de 13 rarticula en cada instante, Asi,
las cuatro ecuaciones dindmicas se encuentran acorladas, Pa-
ra encontrar 1las amrlitudes del camro debémos conocer 1a
travectoriar w rara conocer la travectoria debhemos conocer

13 forma exrlicita de las comronentes del camro,

Vamos & wusar una técnica conocida de la fisica rara
romrer el acorlamiento, Resolveremos (2%) u (264) suroniendo
aue rosicién w velocidad son funciones conocidas del espacio
¥4 @1 tienror 4 obtendremos exrlicitamente Gune ¥ Pnr COMO
furiciones de 1a travectoria. Redresaremos con cllas 3 (23) u
(24) ¥ tendremos entonces un rar de ecuaciones rara la rosi-
cidn ¢ la velocidad de 13 particula con todos los rarédmetros
conocidos., Esas son las ecuaciones de movimiento aue busca-

nOS .

17



Fara estor rrimero multirlicanos (25) ror (W, ¢ w

sumamos el rar de ecuaciones obtenidass resultsando

. . . ! 1 = a 4 .
(22) *‘nﬂ'+‘w"q“’ = %w-’"’n?:’ x"e"a' e 4 Wy kfnu' +'w"c‘}nr) ’

81 definimos la variable /7, = fac 4492, - » susti-
tuimos en (27)y lledamos 3 13 ecuscidn diferencial de una

variahle
¥ . L‘Tr L o4 'J‘Kh.;
(28) ’r(m '4Wn’rln =y X lnr € )

cusa solucidn es comncida (Rousce w DiFrimas 1981)y w

es

4

} DT = L o wt
(29) nn(t) = Q\J&E}S wh [i an(2:3) -5 Rn-r@ B X1zjdb o8
to
lesredando las rartes real e imadinarisr ¥ comraran-
do con la definicidn de 71” r lledamos 3 las exupresiones ra-

ra las amplitudes del camro

/
- ¥ vl — .1 N "
30) A = ey ¥l Y e[ty ReF (8] G Kigjdd 4 tmchmd -G i T,
ne LY e

A

’ )

——— | - . o4 . . - ¢, n .T .

31 g =& W st [o1a (48] = R (0] £, KB) 46 o Cam L #Cg tm
Nt Ll ) n

L4

Las constantes aue ararecen se rueden asociar c©on

18



las amrlitudes del camro orn t=0y a8 las Que rondremos un cero
de subdndicer si consideramos aue éste es el tiemro inicialy

Fues alll las intedrales se anulan v es irmediato aue

(329 Cip = 1:To ) frn = Wa ano

Ya hemos reclizado la mitad del trabado. Kedresemos
ahora 2 las ecuaciones de movimiento (23) w (24) de 18 F3aP-
ticula, Como buscamos 12 ecuscién dindmica aeue 1nvolucre a

1 aceleracidrrderivamos (23) obteniendo
(33) MY = jh - ¢ .
[

Tenemos la forma explicita de la derivada del momen-~

to en (24), La derivada temroral del noteﬁcial vectorial es

Ao - oRa4ZAg ST 4

(34) 3% N 3¢ nT Of

Como hicimos antes, trataremos de visualizasr el sig-
nifticado de esta ecuacién vectorial escribiendo sii rrimerva

comronente

G4=:Vin-i 4 Dﬂ,/at,
), - [ Z 5 (e BT - A K )42
ﬂ, = 1477{1_'2 .‘Z'fewa,‘x(% K ¥ - A )4."

Introduciendo toda la informecidn obternida on (338)

19
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Junto con la exeresidn rara las derivadas de l1as grnrlitides
del camro (ecuaciones (25) v (26))s lledanns 3 13 purresidn

buscada
(15 ,rr‘ QVd Q! : F ; l ‘]ﬂ e R;'i’ - gn@' M"n'j }';‘.é’.K"-Q,'(R;Z*w,ﬁ,
35 = - = - i

C. -1\

Ern esta exrresison saolo falta sustituir 13 forma ax-
rlicita de las asmrlitudes del camro a,, Y Fae » 4 tendre-

mos el resultado buscado.

Antes de estor ror conrletery vomos 3 mostrar aue el
lado dorecho en (35) es la fuerza de Lorentzs como dehe séary
ruues  la funcién Hamiltoniana se construsd rara que de ella

se deduzca esta fuerza., Frimero calculamos el camro madgnéti-

co H
(38) r‘, :Vﬂn ::(a_a) - 9&); + 9_‘1!_3&)} (aanj ‘;nl)t
aa 3} (95 dx « ?
cuyas comronentesr usando 1a exrresién (14) rars A

S_Dn
‘_,, - \J H;i:-‘- (C..rz ng C"‘J H,,ﬂ(hnr Lr.ﬁ ¥ -g N,,,\? 7))
‘37’HJ l,ﬂh" Z (C", K,,;’-e..q H,,)(J-_rc o ok -qq,,_,‘,,hh ,))

l—‘s -AJ“T': :C_ e.w; H -€nafq Hna) (4'_2 (TH —"‘X'q,.o- a‘ﬂhl' ).



ny e

(35 mX _—__QV; + %\J-‘TE.Z (fp.,—u.K a3, K )7(‘ 3 -m(h 7 fwn)J

En ests edrresion solo falts sustituir 13 forms e
rlicita de las amrlitudes del camro Q.. Y Fae 1 % tendre-

mos 21 resultado buscado.

Antes de estory For comrletezy vamos 3 mostrar aue ol
lado derecho en (3%5) es la fuerza de Lorentz,» como dehe sery
rues la funcidn Hamiltoniana se construdd rara aue de ella
e deduzea esta fuersa, Primero caleculanns el camro masnéti-

ca H

36 H=Vx 0 = (Ma 30\3\ (?;\dx_f)né\j; 9_@3-99,}&
P RS Do iy

)

cugas  comronentesy usando la esrresidn (16) rara Ay

s0N
U v P
H1 ”\]1‘”‘1 Z(e“fa Ko -Q"’Jk“é)(*h' S
- oA
«37) l.*é Ll Z & an R|.,_€n )Kn‘)r l'- ’.,‘J:n'i"f,‘: U/“‘}\""_"
s -
e I o= co
- * . K-8 Bt K, K
Hys e L \exsy s nte Kog) (o2 coviineF -5 0mr ki)
Ahora nos interesa el producto vectorial v ﬁu cuisa
forma es



Ahara nos interesa el rroducto vectorial ¥V x Hr cuud

foraa es

3 5o« H = (j Hé—éﬁg)i f(ij‘ ng)j‘+()}HJ-jH,)E.

Evaluenos exrlicitamente 1a comronente  de (3%)

(N’KH) klc le(; Cw-a Kq‘ ~ €agy Ku), 3 e‘raKnanf ‘AQ'J K ,3}
(har o Kot % -ug som K. f)}

(& xH/y n. Zm" Be) K - Eug (Ko A*Ay&:‘mk-i-qqmﬂ.&}j'

Generalizando rara 13s otras comronentesr es claro

(3%)

Que

€40) [ x ﬁ _Jﬁ;ﬂ 2_ (4'.«- e -9 MK-)?)['.&, E.,-’e’.., Ko i"_]

nT Wa

El camro eléctrico se evalda mas tdcilmenter rues es

directo aue

- 9.5- 1 -LZ a‘T *:n

FERNE - ERLETA L A
(v F oo (a0 e Y B [Hog @7 T < g, it Ko7 )

b= WLy lhe T )

Uniendo (40) 4 (41) tenemos la exrresidn rara la

fuerza de Lorentz

x R

F = ’:E + 9 % )
<42)F:-¢V¢ +%W11!c ;_r(ﬁr s K% = Q¢ Kot )[z’('.é‘,,'ﬁ,,-a,(i'.,'éw.ﬂ‘
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Recordemos  este hecho! es eaquivalente encontrar 1a
ecuacion de movimiento de 1a rarticula rartierndo de las e-
cuaciones de Hamiltor» como se hizo acul s aue usar la ley
dindmica de Newton con 1la tuerza de Lorents. tn el tuturo s
Frovecharemns esto rpara hacer los c8lculos ror el camino mis

sencillo.

Sustituvendo en (35) las exrresiones rara la amrli-
tud del cemro (30) w (31) v readrupando términos, lledamos
firalsente a la ecuaridn buscsada rara rarticula runtual no
relativista , con ;,‘ = }7\“ c/in

mi = -eVd ¢

¢+ Q{E_’:_T? {f,,.cu,w.,x 4K -x) - Cag um(w.,'l e \[i's’-'e....- t., —'é«,(t,,-%4 l}l
(43) =

pe2 bl Sw» w43+ Ko (w-m))e.,-m)az[i o b, @,(A i*‘ﬂ
T he
En la forma en la aue 1a hemos escrator la rrimers

rarte derende de 18 rosicidén ¢ velocidad actuales de 13 rar-
ticular w 1la sesunda de la travectoria rreviay desde el

tiempo inicial ¢,

I's imrortante destacar aue ests ecnacidre dentro de
los 1fimites sefMaladosr es exocta w cerraday on el sentido
aue no se ha hecho ninduna arroximacion en su deducciéns Y

s una consecuencia de las leyes aue cstdn en 13 hase de la

[
r



dinsmice newtonians 4 de la electrodindmica cldsica, Contie-
rne toda 1a informacidén sobre el movimiento futuro de 1la
rarticule runtual cardadas 4 sélo dehen especificarse los
cawros Y la posiciébn ¢ velocidad de la rarticula a3l tiemro

inicial tg . -

El rrecio oue debe padarse ror tantas bondades as su
elevada coarledidad matem8tica, L3 ecuacitn es intedrodife-
rencials 9 no lineal en la velocidad v la aceleracidédn. Yim-
rlemente no rertenece al reducidisimo druro de ecuaciones

aue rodemos resolver mediante funciones analiticas,

Para obtener informacién tisica haremos» a rartir de
sauiy arroxisacionesy aue deberemos tener rresentes rara ho
acusar a esta ecuacién de rroblemas con resultados debidos a
excesns cometidos al arroximar.Consideremos el limite de on-
da laras en el camros En este caso el ndmero de onda Kn  so
hace mus reauefios 4 asi el producto escalar Rn.% es arbitra-
riamente eeauefo. Esto ecuivale 3 suroner aque en las regio-
nes oue va recorriendo la rarticulas las variaciones del
camro e deben fundamentalmente 3 cambios temrorales 4 no
esraciales, Adicionslmente considersresos velocidades muy
reauefiasy de modo aue el cécxente v/c sea muy reaudefio. Aaut
se verd la utilidad del tendencioso factor de riormalizaciéne
rues la araricién de c en 41 rermitird oue subsistarn térmi-

ros ade de otro wodo eliminariamos.

pS
e



Haciendo estas consideraciores es directo obterner la

ecuacion de movimiento arroximsdas

—t
v eV + e \ﬂ)’_! Z Eue (C‘" st L - Con wuw.,t) B
= . : b

>
s

w
1

x .
- Cl %‘_‘T! Z é"“ S Cerds l"'V\(i _6; Gn’ . -X_(G) CJG .
]

2w R

Los dos #rimeros términns son tunciones establecidas
del esracio ¢ el tiemror ¥ corresronden a3l camro externo sue
enistia al comenzar el ectudio del movimiento. Estdn dsdss w
son  dnderendientes de 1a travectoria de la Fartlcﬁla. s lo
aue habitualmente se conoce como fuerza externa Fexts cuande
s0n incluidas en 2l dltimo término las wmoditicaciones al
camro: 9 con ello a 1a fuerza de interacciény debidas al mo-
vimiento de la rarticuls. A este dltimo término dedicarcmos

rlestra atencion.

Vamos o intercambiar la suma con la intesral, Ahora
rasaremos al Imite en cue teremos un continuo de frecuern-
cisosr de modo aue la serie de Fourier se transforms en  una
intedrals E1 elemento de voldmen en el esracio de los vecto-
res de onda Kn lo obtenemos recordando la condicién (14)
aue definia los ndmeros enteros Nni con \{n;:é;iihg,imuvu:z-

de donde

(45) AN = (71-_{)3 d 8 .
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Par otro lador notamos aue el s=roducto escalar es 1a
Frovyeccidn de la velocidod en.la direccidn de polarizacién
rerrendicular a3 13 de rroradacidn kn ror lo aue 13 suma so-
bre el indice Ty aue cubre amhas rolarizaciones rosiblesy
multirlicada ror el vector unitario €ae v nos da 1a comro-
nente transversal de la velocidad ﬁl y aue también rodemns
escribir como la velocidad menos sJu comronente en la direc-
cidn de rroradacidn éozn ﬁn y es decir

A ,
>— anf':.i énn’ = fz - Z*‘k—\ i-\ *
n

(46) e
" <

El elemento de voldmen del vector de onda lo escri-
2
bimes en coordenadss rolares esféricas 'K = K d¥ aen0 06 ‘N ’

con 1o aue el térmiro analizado nueda

2 o e AL
(47) _ e "JSE;S“G Smu(g;y,) K2dK {i'-i.l. l.)AuQ aed)ﬂ.
B )
4,

Ubicamos ror comodidad 8 la velocidad en la direc-
cién z» ¥ rFor ello i =% 3 + Al vector unitserio en 1a di-
reccion de proragacion lo descomronemns en sus  comronentes
cartesianas, usando wue es el vector unitario radial

l: mm® R v am® amf § ruo93 )
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e intedramos sobre las variahles andulares, Como cosv
Y sen? al ser intedradas sobre un reriodo comrleto se a-
nulanr solo auerdsa la comronente en l1la direccidn de zy» aque
ruede intedrarse directamentes resultando rara 1a intedral

sohre los andulos
 Wh

il R et P
48) S S('?— *-HJMMGch:S g('x kA3 w9 dy =217

Q90 Q0

81 sustituimos este resultado en (47)s cambiamos la

variable de intedracion de- K 8 w » usando K:wit y obser-

vamos que

: : 1-8)
R N o A ] )

rodremos reescribir (47) en la forea

. b ) o
(49) +i&i S )‘é((,) d._ (5 ’4’;°/(1"E)A") NG .
e 4 d6\ %

Para efectuar esta intedral haremos uso de las rro-

rirdades de 13 Delts do lirsc, En particulary considerensos
l1a definicidn

(50) S (4-3) = ;%S on w (4-T) dw

Q

4 las eroriedades de sus derivadas

S(3) = - 9 T(w 2 5y

R YRR Y )

ALk-6y A-0



(51 S fu)s’u)ax = - {00 -

~

Adicionalmente usaremos la siduiente externsidn "ra-

Tonable® de la proriedad de definicidn

(52)

Sog(ﬂ) S(x) dx = g(_o') .
. Z

- of

Intedrando ror rartes dos veces la ecuacldédn (43), y

con el uso de los resultados menciornadosy se lleda a
o fr, L oy
s - M (F ) Slo) - X S0} 4 262 Kt
503 Q ) dd

Las deltas de lirac evaluadas en cero rerpresentan
infinitosy 4 se las rpuede considerar simplemente como una
forma simbdlica de é4stos. Sustituvendn el resultado obtenido
en la ecuacidn de movimiento (44), 4asta asueda exrresada en

la forma

Ve

s m¥ = Far +2€ 6 M Sl F w0 6l
3¢? 3t 3c?

Uno de los infinitos multirlica 3 1a aceleracidny Y
rodria ser considerado como un término sdicional de masardi-
verdgente como ocurre con la mass electromagnética de 1a rar~

ticula puntual, El otro infinito no terenos donde Ponerlos 4



lo esconderemns debado de 1a alfomhra. Nos limitarcmos 3 re -
cordar aue es5ta ecuacion es diverdenter que hay intinitos
aue no hemos rodido eliminary rero no los escribiremncss con
lo aue 1a ecusacion (54) se reduce 8

13 2
(55) mx.—,F,,; 435_2.1
[4

w
~

aue es Justamente 1a ecuacidn de Abraham-Lorentz,

Erm rrimer ludars este resultado muestra un roderaso
ardumento 38 favor de la ecuacidn deneral de movimicnto (38).,
Luedo de hacer dos arroximaciones muy fuertes) obteremos l1a
misma ecuscidn dindmics aue cos acertads como valida en b
mavoria de los textos avanzados de electrodinsdmica clasica.
El hecho desadradable rerrcsentado ror la presencia de los
infinitos lo comrartimos con todas las dem#s deduccioresy de

modo aue no nos sentiremos rersonalmente afectados.,

Analicemns el sentido fisico de las arrosimaciones
realizadas, Ya comentamos en ls critica a8 1a ecuacidn de A~
-Ly aque 1z mavoris de las deducciores formales consideran a
la carda instanténesmente en rerosor o moviéndose con velo-
cidad auy reauefia (Landaus,19704 Jacksor»1975)., Al hacer aue

la velocidsd de lg rarticula sea muy recuefla resrecto de 1a

de 1a luz (v/c—> 0)s henos efectusdo una swurasicidn del mis-



mo tiro., Cabe resaltar aue en el iftmite no relativista lo
aue s omite es @]l cuadrado del cociente de la velocidadess
de manera aue 1a puestra es una restriccidn adicionaly con

la rarticula moviéndose muy lentamerte.

La arroximacidn de onda larda intradudo 1a hirdtesis
de oaue los camros esiternos varian muy lentamente. Puede de-
mostrarse (Lan&au;l??Ov Frd,273) aue esto eanivale 3 suroner
aue la fuerza externa es mucho mavor aue la de frenado ror
radiaciénr v aue 1as londitudes de onds rara las cuales es

valida ests ecuscidn deben satisfacer

r 8
1>
(56) )

donde el término derecho es el radio cléasico del o-

lectrén. Ya volveremos sobre esto al considerar particulas

con estructura.

Es muy importante cue recalauemos aue 1as limitacio-
nes de 18 ecuacién de Abraham-Lorentz habitualmente atribuf-
das # la electrodinsSmicar aaoul van asrareciendo como conce-
cuencia directs de las limitaciones aue nosotros imrusiscs
al tratar de arroximar la ecuaciédn gdenerals 3 51 hien adn nc
hemos mostrado aue rodemos surerarlase al meros aueds claro

el oriden de sldunas de las dificultades,y éstas ro rFresen-



tan relacidn aldunas con Lo necesidad de recurrir a 13 mers-
nica cudntica aue mencionar entre otrosy Landew (Landauy

1970).

Un comentario adicional merece un asrecto
de 18 rproris arroximscién de onda larda reaslizada ror noso-
tros, En esta arroximacion hawy frecuencias muy altas aue no
deben conciderarse rermitidas a3l sistems fisicor sim embar-
d0s a] rpasar de la sums sobre las comrorerntes de Fourier a
una intedrals extendimos los limites de cero 3 1nrinitor es

decir aue sumamos sobre términos no rermitidos,

Una forma de excusar ruestro rroceder es irdicar el
orden de magnitud de esos términos, El radio clasico del e-
lectrény resrecto del cual comraramos las londitudes de on-
dar» es de unos 2,80 3 10E-13 car 10 aue ests en 1a regidn
leJana de los ravos dammar en el limite de las radiaciores

electromagndticas conocidas.,

Ile todos modosy desde un runto de vista de princi-
rios Frodemos corredir este inconveniente introduciendo wuna
funcidn de corte en ls 1ntedral, Si rFrororemos uns  funcién
d4{ W ) aue se anule cuando W tiende a infinitor, en ludasr de

1a ecuacién (49) tendremos
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€57) =, \ d6 §lwi e wid-6) Xi6) w0,
e )
20 4
aise ruede ser intedrado dos veces ror rartes) dando

como resultado!

- o r = ] o . e
R ig‘ SS(WJ Aws ? x{hjw ate ul”“ﬂi t+ )(-(L}' uy‘.._'ltL-'(),] 3 (t, 4
Ted

i -

(58) vt L Py
4 g I 3 AU ",- :
Ao J *

Un asrecto mug imrortante de este resultado e¢s que

rarg 2( ) bien comrortadas dessrarecen los 1nfinltos,

Tonemos ror edenrlo la forma mas burds de g(wW)

{ o w) o g i

(59) g(Wj: to o w v

donde _Q, ‘es una cierta frecuencia limite. Sustity-

gerddo en (51) lledamos 3

W -1a)* 1 o
1 !
(60) Y PR N A A A

o {'?(h) o DB ph) e S U=l )

! N e co |
’ :._.:‘-_,____,,... : }4‘1 { -.6 ) R

Si recordsmos la detimicidn de 13 delts de Ilirac co-
m0 un limite

,&;‘m ‘!_ I v1ﬂ(i‘—6)

S(t:” = fl=x B 1-¢

veremaos que a3l hacer tender n— a8 1nfini1to recure-
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remos la esmsresién (h3), Ussrenos estoz recultados al encor-
trary en los siduientes carftulosy situsciones fisicas en

las oue rmaturaslmente se introduce un factor de corte,
Revisemns 10 aue hemps hecho,

Expresanns ot comro electromsdnético on sus  comro-
nerntes de onda rlana. Luedo encontramos 1a Hamiltonisna del
sicstem fisico comruesto ror una rarticuls cardada 9 el cam-
ro  aue la rodea. Csleulamos 1ss ecuaciones dindmicas de la
rarticula « el camroy resolviendo estas dltimss en funcidn
de 12 travectoria de 1la rarticulas w 2si erncontrasmos una e~
cuacién de movimiento cerrada Y edacta rara la rarticula
runtual ro relativista. Vimos aue 8l hacer la arroximacidn
de velocidades peauefias 4 ondz lardsr se recurers la  ecus-
cién de Abraham-Lorent=y con todss sus dificultadesy 9 mos-
tramos que aldgunss de ellas rrovienen de las arrovimaciones

4y no son intrinsecas a8 1a teorisa electromagdnética,

Tenemos en rnuestras msnos una descrircién teorica
Quey al introducir una furcién de corte a las frecuencias,
al mernos elimina las diverdencias de 1a ecuacidn., Lirlorare-
aos ‘es3 rosibilidad en los siguientes carfitulos 81 ohtener
esa‘funéidn de la estructurs de 13 rarticular u 31 rresentar

una formulacién mis dereral,
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Un dltimo comentario? hemos dicho aue A es el roter—
cial vectorial del cual se deriva el camro electromsinético,
Todas 1las modificaciones al campo rroducidas ror el movi-
miento de 13 rarticula estanr entoncesy» contenidas en ese

rotencialy a través de los cambios en las amrlitudes,




CAPITULO II ¢ LA ECUACION INVEGRODIFERENULAL (E1DAL)
FARA FARTICULA CON ESTRUCTURA,

1- ALGUNOS CUOMENTAKIUS PREVIOS

Hemos mostrado er el caritulo anterior aue rodemos
usar la descomrosicién espectral del camro para obterers
luedo de severas arroximacionesy l1a ecuacidn de Abraham -~

Lorentzy con todos los defectos que vya sefislamos,

Ahora vamos a recorrer un camino rlanteado reciente-
mente rara superar aldunas de esas qéficultadest tomar en
consideracién 1s estructurs de 1a rarticula ( de la Pefia et
31,1980} Zodgaib, 1784), Haremos esto usando la misma técnica
de descomposicién del camro en sus comronentes de fourior
con dos obJetivos, El primero e5 mostrar cudn fructifera o
directa es esta formulacidns que rermite recurerar results-
dos conocidos cor facilidady u dedando a8l desriudo lizs arro-
ximaciones realizadas. Arrovecharemos rara discutir 12 ecua-
cién de movimiento resultanter sus similitudes 4 diferencias
con la EIDAL 4a estudiadas 9 analizar el Prohlema‘de la cau-

salidad,

El sedundo obdetivo es rrerarar todas las herramier -
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tas aue en el siduiente caritulo rnos rermitiran rlantear el

Froblema on uns torma mis deneral,
D= BEDUCCLION DE LA ECHACION DL MUVIMIENTO

Er la deduccidn de 1a ecusacidn de movimiento usare-
mos 13 Hamiltoniana del cawmwro (ecuacidn 1(16))y ua discutida

anteriormente
{ (/=2 -~z
(1) Hc:’.—S(E *’H)db”* )

% deberemos construir una exepresiédn rara 13 Hamilto-
niana de 13 particulas extensa rcon una distribucidn de cardga

dada g(ﬁ,l), y una distribucién e masa g hi,i) .
m

Generalizando los concertos usados rara rarticula
puntualsy escribimos 13 enerdia cinédtica 1 9 13 rotencial U

en la forma

—_
-

T S“zgwfﬂ‘ﬂ wt(i8) d*n

(§23]
e A Fiz ol 2l gl o
U= (1ot grg) - flRY LR 7Ry o
[
donde Jas intedrales se extienden 38 todo €l esracio,
La Ladrandiaray construida como 17 - U y queda enton
ces como
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[ - i PO - 5 ] i s R
wl = AL il d. - Sfln.t! QR4 dn +E§gm,i, figdj-@iti g,

aue es l1a torma 1ntedral de 13 exrresiodn Fars 13 Lo~
drandiana de un sistems discreto de rarticulas (Loldsteirns
1979). En éste ruede verse la dificultad del race 3 ung dis-
trihucisn continua de rarda 4 masa, Lo rosicién de cada epar-
ticula debe considerarse como ol rarémetro de intedracions s
la velocidad deherd derender de ese rarametro. Ueberiamos
recurrir al formalismo de 13 mecdnica de #luidos rara tener
claridad sobre las coordenadas deneraliradas aue se estén u-

tilizardo,

Como los intereses de este estudio se Adiriden ern o-
tra direcciérnr haremos unas restricciones mus  imrortantes
sobre el movimiento v las caracteristicas de 1a rarticuls
aue nos  dardn ure salida al rroblema, le aaul er adelante
syrondremos aue lag distrihuciones de carda 4 masa son wnti-
nitamerte rididasy v roseen simetria esférica., Ue este modo
a1 introducir la coordenad: X(t) del centro de masa de 1la
rarticular aue coincaidird con la del contro de cardas  des-
cribiremos el comrortamiento traslacional de la rarticula en
30 conJunto., Adem#s surondremos aue #stos son  los  dnicos
draodos  de libertad del sistemas de mamera aue 'a rartdicula

NO rota., Para garantizarlo limitaremos nuestra descrircién 3



camrEs que  casi no varian en una distancia eovalonte  at
rardio de 1a rarticula,. Usando la condicidn e simetria csté-
rica nos sseduramos aue todos los momentos multirolares sso-
ciados a la distribucaisdn e ecards son rlosy For Lo QUEe Din-

ddn camro unitorme ruede arlicar torcas sobre la particulas,

Resumicondo! con 1las restricciones mencionlAdasy 13

; . , Iy i)
distribucién de carda tiene la torms ?(ﬂ):?(l~k)v 4 todos
tos rurtos del cuerro comrarten 13 misma velocidad v o=

di/zdt = % .

Fodemns escribir 13 Ladrandiana restrindida como

- - - ) ) = . ,— - d_'
4 . A
w L= %MN - g("‘*)‘?(%*)d’“‘a” S?(’v*)a\ﬂ-,l) x
El momento candnico condudado 3 18 rosicidn del cen-
tro de masa i ps

m »% wmﬂﬁﬁM\dﬁ ;

(5) «ﬁ =

i/

i
1

de donde es directo que

“ F= r - L ( AS 1 ﬂ(ﬁ,” dn
m mQC ) !

L.a Hsmiltonianas rara la rarticiula la calculamos en

la tforma habitual



P &

(7) H: F-/G‘-L: ?ﬁd*”)z.+._‘._ f-‘z‘)fﬁoﬁ& .

Am

Fara conocer 1a Hamiltoniana del sistemd solo nos
resta rFroroner 1la descomrosicion espectral del rotencial
vectorial, como en el capftulo 1. Al 31dual aue 3llil surone-
mos aue las fronﬁeras estadn constituidas ror umad cada chdbira
de arists Ls en cusas caras el rotencial vectorial es rerid-

dicoy ¥ trabadzremns en 1la rniorma de Coulonb.

Frntoncess con

-— -—-——? » - () E— -
@ =J—“L‘m zew(gncm ke + M st K|
Ls ”lq o
2 dado aue exrresamns al campo como un copJdunto  de
osciladores arménicos individualesy 13 Hamiltoniana del sis-

tema serd
(9) H = g(fL) Q8 dn +?—I;(F - lc S?[n) mﬁ,i)d”b) + évé‘ ’\"Vn:““’:g:w) )

Siduiendo 1los mismos r3sos oue para U3 rarticula
runtualy calculamos las ecuaciornes de Hemilton rara las sm-

prlitudes del camroy aobteniendo

; .)" any L 3 fe] e b ,»"'f S
ao g = 27 : ~J;n Looaein) s b oL
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* LR - Y LS N
(i f1 =20 R 7 R A A
la

aue a1 resolver en funcidn de 1la travectorias de
tipne como soluciornes 1ss s1fuientes eUFres1ones

rarticulay
do

for = 3
ny .‘.’
12)

-4 (ln

w&Wnt - '-ln M""”"‘I J

_(-.

il S gxtz)-f}.« Q18] ramm [t (4 8) TR ] ¥n oG ¢

|
am  Yue 3
-+ ’:: .fww"'/v\-'r 3

4 o R Vg 1
o

)

donde si t,= O0r tendremos

= . §.d0) .

k=1

(14) ¢, = 4,00/ , G

Fara construir las ecuaciones dindmicas sélo

esta informacion,
fuerza de Lorentryaue rara una rarticula con

usar For ser mds directo usaremos ls

de
aunda exrresads como

, -
, F o= {[gmnBen o gy £ xHabjen

(15

Ya mostramos (ecs, (1-35) u (1-34)) cuey con H erﬂ

r-! _(
nl
M~
———
o
&)
&
o~
!
peY o
»
-1

(16) 1 X H J

a9

resta
ley

estrictura



Y oue el camro eléctrico E = -Vg -2 RL , 4o

FUede exrresar

_ ) — - = Y
17) E = -V’/ - JHIE' Zq_-('f'ﬂ_ (.Q/.UK.\'JL - lﬂng{quMKn J\) Cug ;
t

con esto 9 la sedunda lew de Newtorn» obtenemos a1

sustituir

mF o - Sg(ﬁ,ﬁ) ip dn +
STIN . _
4 juit] BZ (M by -3 wa ':‘..;E)[‘i-?u- K, - &.clha xf’-'n]] Qg ),

‘ L o Wn
v

Introducimos en estas ecuaciones las exrresiones ob-
tenidas Para p,. Y aag¢ (€CS, (12) w (13))y 4y lledsmos 2 1la
ecuacion de movimiento eara ravticuls com estructurar con

movimiento ruramerte traslacional, huscadal
wie - (g7 o
g A A, ("“
bl — - x A ) T
A T (et 1R - st Bk -2 [l A
ae) 1P =/

1
N %_ Z S Ui(a).i“ y(ﬁ,t) g(t’,&)m[u.(n-z) +F;(ﬂ-fd)][z:£-?., Z'E,Aa.'éfqd‘}: df, de,
il A%

Esta es3 13 exrresion aue auerfamos obtener, 8in em-
hardor su asrecto es ascuro 4 dificil de irterpretary ruec
s0lo el dltimo término incluve una sumatoris 9 tres intedra-
ciones., FPodemos ohservars sin eabardor un ~rimer resultsdo

alentador! si 1a rarticula es reauefiay rodremos asrrouimar el
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ardomento del cozenn en el dltimp términos 2rn su rarte oora-
cialy ror l0s valores de la rosicién de) centro de masar de
modo aque
(20) Sgg(kqu(h Y t.w[w..( 1-1) _|o\ foln 2 € ot Jua |1 - c)+h..\.m-.«(8)'|
v

Azl arroxamando 1a3s ardunentos de 1as funciones se-
no @ coserno también en ol sedundo término ror sus valores en
el centro de masar w recordando aue 1a intedrisl sobhre todo
el wvoldmen de la densidad de corda es la carda cue homos
l1lamado ey la ecuacidn (19) se reduce 3 la ([-43)y cue es5 13

ecuacidn deneral rara ravrticuls runtual.

I'e  esta manera rodemos tener bastarnte confianza en

la enrresidn obtenidar dado aue se reduce al caso runtusl

cuando 1a rarticula es muy rFeauefa,

3- ANALTGIS I LA LLUACION LE MUVIMILNIU

Ya hemos comentado la dificultsd rorg obtenor infor-
maciodn de la ecuacidn de movimiecnto tal como estd rlentenda.

Vamos a reescribirla rara entenderls aeJor.

El dltimo término os el mds comrlicado o Lo anelice-

remos  rFor serarado. I'arc ello escribaimos ol coseng como 1a

11



rarte real de una exronencial comrledsr v multirlicamos toda

la exrresidn rFor 13 unidad escrita comn
- N - . |_ N =t
i AR IR “‘)
- e

(21) e )

con lo aue lledamos a 13 siduierte exrresidn rara

oste término

4 -
o ~ ; r,“")q»iﬁ..'(f(‘)'l(‘)
um Ry S Zr(c).é..,{ Gy ¢ .
(‘-&.) L) ‘o"n"
SRR i ‘EJ[h‘i“ﬂ
vI ' L[]

Ahora usaremos la condicidn de aue la distribucién
de carsds seas esféricamerte simétricar pues si definimos § =

T - %(4) » entonces
(23) ?("‘") = g(lf-zm) = gqis)

4 rodemos introducir el factor de formsr» conocido de

1a teoria de la disrersiéns definido como

GRS .

n .| | ! ‘

(24) 9(“) T T S?M ¢ d

con lo aue (22) resulta ser idual a
L Ny : 'i"'.‘l}-ﬂbﬂi 2
- f 4 F R H’q“'.’!}*‘ DAY g ..) .
444y "-’el.'?u ABiCebar e }’S’“()‘ BT
S COR " )'

(29)
Lb Lo @



Volvamos 3 escribir la ecuacidn de movimiento com-
rletay con el dltimo término tol como srarece en (2%, lsta

es

’ .
DAL

"

(261 J Z)[e“m(wqui,.-n)-canm'n(wnt+z-'ﬁg[%~é..@ -2, (b ?‘-*‘jgfni)dn,t

Pt zr)ZS ek 8) + o T 18] - 7181 00 S [ idc[a~€.,£-e-. L),
LX)

Nuevamente tenemos una ecuacidn con la misma carsa
aue la obtenida rara rarticuls runtualy rero en este caso
A 2
-
con un factor de corte adicional (2") \q(h"” v aue se in-

troduce naturalmente mediante la digtribucidn de carga.

Este hecho en s{ mismp es muy imrortanter pues el o-
riden de las diverdencias en la ecuacién de Ahraham-Lorentz
se encuentras sedin se discutid en el caritulo anteriory en
no tener una cota surerior &8 las frecuenciss del csmro 2 las
aue resronde 1a rarticula. Aaul tenemos una funcidn matemd-
tica aue "cortarsd® a la intedralesy 4 cuwo oriden tisico oc
bien claro! la carsa estd extendida, lTendcmos rresente eate
descuhrimientor rPues més adelante lo ercontraremos en atro

contexto.



Siduiendo el camino trazado en el estudio de la rar-
ticuls runtuals estudiaremos el limite de velccidades re-
auefas 4 en 13 arroximacién de onda larda rara el camro. A-
sis» desrreciamos términos de arden fv./cls ¥ surOnemos  aue
las variaciores espaciales del czaro Son muy peauefas comra-

radas con las temrorales (Rn.m<<u«t)' Recordemos aue al imi-
ciar este caritulo imPusimds aue los dradientes del canmro
sean reauefos en digstancias del orden del radio de 1a rarti~-

cula: Esta condicidn es consistente comn 13 arroximacion ac-

tual,

Corn estas consideracioness rasando al limite conti-
nuo en la suma sobre las comronentes esprectralesr realizando
las intedraciones andulares v llamando *tucrza externa® Tex
2 los térmiros aue sélo derendern de la rusicién actdal de la
rarticulas 1a ecuacidn de movimiento resulta ser

I 3]

o2 E dp,2 ) o > \
27 m¥ = Far -7 AE N N sty R E S da 6
3y
(2

0

Esta es Justamente 18 ecuacidn estudiada en (T-57) y
(1-58)y salvo aue shora 1a funcién de corte d(aw ) = (Y fl
Ig(w/c)i se intreduce mediante ardumentos fisicosy ¥ no  ad

hoc como en aaquel caso.

Intedrando dos veces ror rartes obtuvimos 1a ec. (I-
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~H7)y aue rerroducimos con el factor de corte adecuado

00

s T IR VIS PP .
(28 MY = Fu‘[ - \/"-l 31{%-.5 1?l%h f‘“olwumblil"-n T
RS 0 o
LY [ 'z
4 1) = v Uty 21l +) e vk -T) n’éj’ “w
2o
En esta exrresion 1a aceleracion ﬁ(t) ararece 3 am-
bos lados del sidno i1dual,. Vamos a3 mostrar cue el coeticien-

te aue la acomrafa en el ledo derechn corresronde a8 1a masa
.

electromagnética (en la foarmulscidn no caovariante).,

Fara esto serd necesario evaluar la 1ntedral del
factor de torms definido en (24) como

Wi
A= by et & da
v

~t

(29) ?
La forma exrlicita rodemos conocerls efectuando 1a
intedracidn sobre las variahles andulares (usando coorderns-

das esféricas)y 4 obtenemos

w i < 6 o
L EYE ]
(30) ?l\") = .'L‘,lr _’-.Sg(u;\}ﬁ €77 ambddda ’”Z:” gin) . 20 Ko el o
\’L‘l,.eo 2 e(",f). t.
o
Usando este resultado ¥ el hecho de cue
g i
\ . d4¥ -
(31) ' AZLK:“ A= 5 )
i K Z

a5



es directa lledor al resultado bhuscado!?

»L_ ( g q(u) olnd e dn

o
- T PO
e 5 §lol 4 T 28 i) :

A v v [R-K
Ll coeticiente de 13 aceleracidn en (28) es entonces
. 00 14
1 ool o2 ) 4 v
a5 b b |§0 e = Lo Nl L
e ! R AT
o’ ° v

La enerdla electromadnética debida 3 la interaccidn

de 1a carda comnsidgo misma (autoernerdi{s o enerdis rroria) es

U= L s $00 9T e g 2 g et ,
2‘ v v' |ﬁ ‘i’l

cdonde m, sidnitica masa electromadnéticar ¥ se 13 B
sacia con 1a enerdi{a scdgdn el conocido resultado de la rela-
tividad esrecials oue s rarte intedrante de 1la electrodind-

mica clésica.

Resumiendo los c8lculos reslizadosy el coeficiente
de 1a aceleracidn se relaciona can 13 mass electromadnétices

en la forms

L (P V15l e
i ® 0

i- 'ﬂ')c
v

El factor 4/3 es rrorio de uns tormulacidn no rovs -
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rianter u ruede reducirse a3 3/3s como wa se indicd en el
rrimer carituloy rroroniendo un tensor de esfuerzos con tér-
minos no electromadrnéticos (Jacksornr»1950F de 1a Fefa et als
1980): Fuede arrecisrse ocie en nuestro formalisnoy 138 masa
tierne dos términos cue arortan a ella? el ocue no derende de
1a cardsr introducido ror 1la low dindmicary 4 @l debido a 1a
enerdgia rotencial de 1la distribucidn de carda, lrodria rern-
sarse a3l primero conmo dehido 3 las fuer-as aue mantienen -

nida l1a cardar o sanrlemente como asociado a la enerdls no

electromadrdética de édsta.

Volviendo sobre 18 ecuacidn de movaimiento (20), tie-
ne aldunas caracteristicas francamente no newtonisnas. Ars-
rece la aceleracidn inicial, de marera cue necesitaremos
tres condiciones iniciales rara resolverla, Sin embardor la
rarte fuertemente heterodoxas ararece en el dltimo término.
Alll tenemos wuna derpendencia en la tercers derivada de la
rposicidéns ta3l como en 13 ecuacidn de Abraham-Lorentss rero
ésta es rara todos los vsalores aue ha tenido a lo lardo de

la travectoriay es decir que es una ecuacién con memoria,

Vemos aue al introducir la estructura de la rarticu-
lar» 18 ecuacién de movimiento nos da al3unpns resultados en-
riauecedoresy como la araricidn exrldicits de ls mass elec
tromagnéticar rPero en otros asrectos sidue siendo dificil de

irnterrretar.,
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VYawos a escribirla en otra torma lideramente distin-
tar aue nos ofrecerd un nuevo runto de vista. Faras esto re-
dresamos a8 la ecuacidn (27)y hacemos una sola i1ntesrscion

ror rartesy v sustituimos W = k ¢ rars liedar a

o
° { ”” - i o
m‘i = FLJ - (2"")5 _l!_e,z )l x(‘)‘y ’?(hl} AUI\CP\ ("':{)- N
- 3¢ A _
(36) K o
* 3 fé(‘) nMMC(;{~\;/ IS"\'-JI‘ s '16}.
ta °

651 definimos la funcidn d(r) como

o0

a7 Gl = ) K | flo" aam i o

(4]

lledamos a la ecuacidn

t
gy mE - Fap - (477 2¢ 352'(&)9{:(14;)) + 452‘.‘3';(«14))«1(
Sl t, :

Esta es una ecuacion intedral rara la oacaleracibny
intedrodiferencial rara 13 rosicidn de la rarticula. El pri-
merc ¥ sesundo términos del lado derecho sélo derendern de la
rosicién v el tiemro actuales de 13 rarticuls, MNuevamente
obtuvimos una ecuacidn con memoriar rero en este csso rara

13 aceleracidn,

Ya anteriormente se ha lledado a3 un resultado simi-

A8



lar (de la Pefla et al, 1780} Jiménem s Montemawors19831 Zo-
daiby, 1984) siduiendo un camino distintor el de desarrollar
en serie de Tavlor las derivadas resrecto al tiemro retarda-
do, Este hecho es sumamente significativos rues muestras 1a
consistencia de la teoriar 4 das confianza en el camino aue

estamos transitando rara deneralizar la ecuacién de wmovi-

miento.

Cabe sefalar aue también existen diferencias entre
la (38) 4 acuella a la eque hacemos menci6n, Estas son dog!
3) El término aue derende de la velocidad inicial no arare-
ces b) La intedral estd evaluada desde menos infinito (en
ludar de t, ) hasta t. Para aue ambas exrresiones resultaran
iduslesy deheriamos considerar en nuestro estudio un tiemro
inicial infinitamente ledanos 4 suroner aue 13 rarticuls
rartié del rerosor lo que es upa situacidn rarticular dentro
de las mtlitirles aue rodrian rlantearse. Ern este sentidor la

ec. (38) es mas dereval.
Otra virtud de la ecuacién de movimiento obtenida cs

aue en el tiemra inicial t, tanto g(c(t-to)) como la inte-

d4ral se armwilany » (38) se reduce a8 la forma *newtonians'

(39) 4 (t") = qu (t) |



Esto muestra ade toda la informacion resrecto al mo-
vimiento de 1la rarticular anterior a1 tiemro de 1nicio del
estudior estd contenida en el camroi Y 105 dog dltimos tér—
minos estarian describiendo las rortuhaciones 3 este  camro

debidas al movimicento de 15 rroria rarticulsa.

51 en (38) hacemos Text = 0 , es decir anulamos el
camro externoy auedardn solo dos términos. Ll sedundo derer—
de de los valores anteriores de 1a acelerscidm 9 si no hubo
fuerzas externas esreramos aue sean siemrre nulos. Hi en
tiemras antericres hubo sceleracionesy 13 cardga sentird sus

efectos através del camro,

Fl primer término derende de 1a velocidad inicialy w
de una funcién dada del tiemror que fue definida en relacidn
con 1a distribucidn de carda de 18 rarticula, Lste térmiro
rrovoca aceleraciones al tiemro tr suncue Fara todos los
tiemros anteriores 1a rarticuls hada tenido velocidad cons-—
tante, Este resultado no cs razonable. Se elimine si imPone-

mos

w+

it =0 .

(40)

dMud  sidnifica esto? Que nucstra ecuscion de movi-

miento sélo es vs}ida en el sistema en cue 18 particuls rar-
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t16 del reroso, Esto ruede entenderse como una consecuencia
de la3s arFroximaciones usadass FETro es claro aue ro  limita
nuestra caracidad de describir 1o dindmicas s6lo nos oblida
3 tomar rrecaucioncs ol hacer 13 descriscién. Ls un3  ro3

triccion menos fuerte eue la useda en relascidn con 1 deduc—
ci16n hahitual de A-L,y rues se suele referir al sistema con el
cual 18 rarticula estd en reroso a carda 1nstantes 9 nosotros

lo reguerimos sélo ern el 1nstante 1m1cial.

Si se cumrle (4C), la ecuacién de movimiento resul-

tante os

t
(41) m¥ = fur - (21)° be S#(U)g(cu-z)) daé .
Ne 1o

4- EL. PROBLEMA DE LA CAUSAL IDAL

Ya mencionamos ern €l cardtulo anterior auey al  re-
salver 1la ecuacién de Abrsham-Lorentzs suele rFroronerse una
tercera condicidn a la frontera aue lleva a8 soluciones acaou-
sales, Aldunos autores interrretan este tiro de soluclores
planteando aue existe una inconsistencia intrinseca en la e
lectrodindmica clésicar aue sélo puede surerarse  introdu-

ciendo 1a descrircidn culdntica (Rohrlids196%5 Landau, 19702,



Vamoe 3@ mostrar aucs on condiciones Rdecuadass la o
cuaeidn de movimiento aue hemos ohterado conduce 8 solucio-
nes totaslmente causalesy crn total acuerdo comn 13 teoria aue
le dio oriden, lara lodrsr ascte ohuetive resolveremo=z la o
cuacion intedral rara la aceleracidny v mostraremos las con-

diciones rara aue osta solucidn edists. Por comodidad det1-

nimes 13 sidulente constante

"
—_—
o
=
w
\
)
.

Al £

Ahora vasmos a8 suroner aue el tiemro 1nicial t, e5 a-
auel en aue ronemos en marcha nuestros relodass es decir t,
= 0, Esto siempre se ruede hacer si to, es tinito. E1 caso en
aue el tiemreo inicial es5 menos intinito ostd samrliamente
discutido en las referencias 4Ya citadas (de La Pefa at al,

1980» en rarticular).,

Haciendo cstas consideracionesr @scribimos 1a ecua -

ciéon de movimiento en 1la siduiente toraal

i

(43) Yr = Fvv) - o )o’( '\"" g A , e

Usando el teorema de la convolucion rara transforma-

das de Larlacey la tntedral ruede ezcribirser rern Blt) =

o)



J

3(1-6) o (G)VQIG = i-L(G\ﬁ} E:SJ ’

(44) S
o

donde acul 9 en lo aue rests del carttulo las fun-
ciones cuwo ardusento sea sy oue serdn en dereral wmaudscou-

lasy dermotan 13 transformada de Larlace de las funciornes do-
rotadas con 18s resroctivas mindsculas cuso ardumento ec el

-1
tiemror 4 ;C indica 1la transformada inversa.

Tomando 1as transtformadas de Larlace de todos los
términos en (43)r 4 sustitusdsendo la exrresidn (44)y lleHamos
3 la siduiente ecuac1én aldebraica rars las transformadas de

Larlace ¢
_- i‘: ,_‘
(45) m ‘ﬂ (s) = f“ (5) - & (7 (s) ["] (s)

de 13 cual es directo desredar 13 transformada de la

aceleracidn

(46) a(s) :_?_(_5)___‘ - Vis) F(s) .

m+ a Gt

Hemos introducido la funcidm auxiliar B

(47) Vis) = -—————*«!—-———

rn + o G(f’)
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con 13 aue rodemos escribir lg sceleracidn como
{ L ~
_ NS =) T ’
am Al =d (e Ti)) =\ aie-ej Fugle) a6,
0

Para conocer v(t) deheremos evaluar 1a intedral de

BErommuwich (Arthen y1981,re, 823) on la forms

fiiaw
i) L ()e“ Ve, ds = z{Hw {esxvm) ‘ Rl«(s)“”j .

s d

(49)
dder

De esta manerar 12 condicién de existencia de la a-
celeracidn a{t) se convierte en una condicién resrecto a la
analiticidad de 1la funcién ft(s) = ett V‘S) + P"ara aue
a{t) esté definidar los rolos de fls) deberdn ocurrir en el
semirlano definido ror Re(s) <) . Cete tiro de andlisic es
bien conocido de 1a electrodindmica de medios continuns
(Jacksons 1975,,r4,306)» rues se arlica rara estudizr las re-
laciones de disrersidn ( de Kramers-Krorid) w 1a causalidad

de 1a relacidn entre la !ledada de una sefial a3l medio w la

resruests de éste.

Fara aque haua une rolo on T(s)y ol deonominedor  en
V(s) debe anularser de modo oue debemos estudiar 1a  situa-

cién rlanteads rara cue

(50) beoooob o G{s) = O .
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Itado aue B(s) es la transtormada de g€(ct)s definida

por (37), rodemos encontrar una exrresidn exrlicitas obte-

niendo el siduiente resultacn

] (“ o .
s G = b |90 4 wim et ot cdt =\ 2H7 ()oK,
) 5‘-0(,"“"
0

] [

aue s6lo e5 vilido si la rarte resl de s es rositi-

Y

Bustituwendo en (H50)y ¥ exrresando s exrlicitamente
como  nAmero comrledo en la torma 5= 6 41 8, v lleda~
mos a8

i .
21 m o4 o) CK o oK ’1“.5‘2“)]((6)“ =0,
o (5:4.:.' K2 -$;')L+lls§ 5?

cuda rarte imasdinaria escribimos & continuacidn!

of
JURIRY .
(53) Zo(skszs ek {5ml® gk .0
0 (S&‘" M."Kl- 53")1’ 4+ lis} 511
Como la rarte resl do s debe ser rositivay 133 conns-

tantes son no nulas 4 13 integral es definida rositiva, debe

cumrelirse entonces aue sy = 0. Pero de (50) se sidue aue

(54) Gis) = - M = constante )
ok



ro7 1o aque d4(rt) debersd ser uns delta de Uircer rera
esto sdlo es rFosible si la distribucidn AdAe carda es unitarme

ert todo el esracicy lo ane ftloicamente es un ab-oiirdn,

Hemos mostrado aue no ruede haher rolos de f(s) si
13 rarte real de s ¢s5 FOsSiItivar FUES €N €S €396 C8 VAlLiIaH
tado lo rlantesdo en las lineas anteriores s 11a2Zamos & un
ahsurdor siemrre aue el factor de forma ?(K) no sc snile ro
ra bk rositiva. Entoncesr 31 los rolos ciiicters deben teneor

la marte real de 5 monor aue cerc, con lo auc i & toma

cualauier valor rositive se cumrle 15 condicién redida en

(49).

bara discutir 1o edistencis de leas sirndularidoades
deheriamos considerar aldunos edemrlos esrectticas, ruen
hasta acui célo hemos mostrado donde NN rsueden  ocurrir,
Nuyestre rreocuracian va or otra dircccidn o noz limdtarcnos
a3 un breve comentario zohre el cososren esféricor hastando
nios saber Que haw eascs conncidos en aue efectivamente la =
celeracién ruede calcularse ( un edenmrlo rara una distribu

cidn  de carda tiro Yulkawa ruede verse en de 13 efia,  dime

mezy Montemawar 1980 ),

Con ests argumentacidin podemos atirmer cum 1a arela



racidn aueds exrresards satistectoriamente ror

1 ffiw 16)

r sy t-
- = }‘6 _l__ S _‘e' —— d5 dé
A1) \ )“z YR

L - -G
Al = S Fie) ) R L) db
mt+ e (1)

La ceuaeionn (8%) es 1a sotucran de 1a couscidn inte
dral rara 3(t)y 4 wuestra exelicitancnto su derendencic  an
el tiemrao rars valores entre el inicial W el actunl. Entone
can  esy  sin ludar & rduddasy CAUSAL . s Nimndtsciones  estéan
veferidas o distribncicres de osrgn cudos Pacrtares de Torns

x

se anulen rave B orositivas

&Cudl es ¢! sizmiticado ti{sico de losg rolos sy s0lu
cidn  de mt oK OBlsz) = 0 (50)% Analicemos 18 situacién en

ansencis de fuerzas externasy donde I'{(s) = 0. Up (4%) ge o1~

qgue Que
(5ih) m + o G(S‘;} A} = O .

8i s no es un valor aue anule 3 (50)) Als) = 0 u
B(t) = 0 vy aue es el resultado ecsereradoy FETO FATs 1R B oAU
anulan  (50)y A(s) ests indeterminada. Ademds s = sq + i sgo

de modo eue ternemos ciertas frecucenciass caracterizticas % O

las aue el sistems ©5 autooscilanter scdidn se sidue de la



ety (M5), Ceate resultadao oo caracteristics de esta Parmtila-
cidny 2 fredice la ocxrstencia de frecuorncisco a ta nue 1R
rart.icula RESUENA» acelerdndose sin necesidad de fuorras 4
a este nivel de arrcvimacidny sin radisr, Lo inevitahle co
mentar auey como se ha exhihidor en 13 clectrodirédmica cla
sics existen frecuenciocs NI RANIATIVYAS, 1o aue ¢z sugerentcs

¢ hermoso,

Na4amns nrma hieve disdresion alrocdedor de un edem~
Ploy une distribucidn de cardge tiro cascarén estérico de ro-

dio R+ Froromnemos

¢ §(s-R) wn 3= A - E(t),

57) q(S) = e

Yy usands lac deftimiciones (24) 4 (37), ohtenemos

(58) d) = L amkR
g
)’ [y o< n < 2R
(59) 3ln) = !

i bz lr,
z .
(zu)* R L 0 n > 2R
De la ecuacidén de movimiento (43)s con t, = 0y 4 ¢ >

2R/¢c = E » obtenemns directamente



io= Fu - £ (2 d0e1))
‘ v 3R%

=

(&60) m

En o] caso rarticular de ausencils de fuerzas oxter-

nasy (40) se reduce a

(41} F o= & L Fie-§) - &l )
T im® R 1

reto Justamente de la detimicién de sceleracién

o wlH) = e R0S)ow) g w48 - el
$=0 3 BT s

fara aue (41) 9 (62) sean concistentes deben ocurrair

dos cosas?

s) Como (&41) relaciona csemcialmonte una aceleracién
rromedio con una instantdneay sus valores debhen asemedarse
In . W el s 2 _d&
contforme ~~» O, Feto ccurre si R > 2e”/dme” = 'y PETO 51
el radioc del cascardn surera ese limiter conforme o con &1

R tiende 3 cevoy ia aceleracidn diverde, Lsto sudiere que I3

formuslacidn es consistente si

. vy
H

(63 R > Ae

' Ime?

lo aue imride acceder 3 una formulaciéon Jihre de -

verdencias rars rarticula runtual s rartiv de tomar ¢! Lim -

te de umo cierta distribucidn de coards.



) Dado caue log signos de (61) <3 (40) son oruetans:
o hemos oiidido aue el coetircionte en (L) rermancres tinle
toy entonces VIt) = 0y comn era de csrerarse dads la ausen—

cia do fuerzas oxternas,

Gi ose trahads con un tensor de estfuersos covariantos
de monera de terer 3/48 de 1o mase clectromnadnéticar se  obh-
tiene 1a condiciédn (43) como necesaria Para QUEe exista cau-
salidady w con R un rardmetro con wndades de distancia de-
firnido rara cuslauier distribucidn de carde ( L, de La t'efMa

.

et a3l.r19804% JoL. Jimérez @ K. Montemasors 1983 ).,

Fara conocer la dirnamica con méds detslle deberemos
encontrar las soluciones de (S0) v w con ello calcular los
s(t-6) g
residuos de € /Q"“*“ C7("”) en (5%), En nuestro caso

o 2Rs
Y 285

(64) Grey = g(x) e o % L-e
b (2P R* s

donde s es un ndmerc comrledo 5 = sp t 18 .
Sustitudendo el valor de A dado en (42) v usando nuc SRt
0y introducimos las sidutentes variables

L o —Lse b:ZS,"@:__Q:_,,L:_\_?_)

) —

R [ R c n.t R

4 obtenemos lass ecuaciones
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que detinen imerlicitamente 3 s = c(-a + 1b)/2R con

i

Aaui deteremos este sndlisis: rporaue nos interess
mids el estudio cuslitativo de la dindmice de las rarticulas
cardadaesy aue contiruar buscando los detaslles de este caso

rarticular,

Resumiendo lo hecho er este caritulor vemos lo si-

duiente!

A rartir de 13 Hamiltoniana rara una rarticula e
tersar siemrre W cuando no consideremos rotacionesy dentro
de un camFo aue no verisa bhruscamente en distancizs enm 13-
tancias del tamafo dc 18 eparticular w usondo 1o descomrosi -
cidn espectral del csmroy encontramos la ecusctiédn intedrodi -
ferencial de movimiento. Mostramos eue se reduce a la ecua-
cidon rara rarticuls Puntual en el llaite corresFondicntar
aue en deneral introduce en forma natursl una tuncién  dAc
corte rara las frecuencias aue esencialmente es ot tactor de

forma asociacdo a8 1a distribucidn de cardas Lo 1la  asrroxims
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c1on  de onds larday & velocidades reguefiasy encontranos una
ecyacian  que exhibe 13 m3sa electromagnéticar W cuuas solu-

ciones son causales. Todo esto lo usaremos en el Fréximo ca-

ritulo.




CAPITULG III ¢ HACIA UNA ECUACION DIE MUVIMIENIU CAlI-
BAL PARA FARTICULA PUNTUAL

1~ VOLVIENDO Al PRINCIFIO

En los caritulos anteriores hemos utilizado la des-
comnrosicién espectral del camro electromadrético rara ohto-
ner una ecuacidn de movimiento rara rarticulas runtusl  Guas
en el limite de velocidsdes recuefizs 4 en la aprroximscién e
onda larda se reduce a la de Abraham-lorentzy con todoe ey
detectos. También hemos mostrado aue el eproblems de 1a o1~
verdencia de la masa electromagnéticar v ouizds mds imror-

4
tante desde un pPunto de vista de rrinciriosy el rroblema de
la causalidads puaden surerarse dotando de estructura a la
rarticula, En este caso recureramos 4 rlanteamos ern una for-—
m3 mas derneral 13 EIVAL 4a estudiads ror L. de La MeM3s et

aly v 4 reconocimos la imposihilidad de tomar et fimite de

rarticula runtual conservando la formulscidn causal.

La rredunta aue nos rlanteamos ahora es !é Puede an-
contrase uns forma altermativa » fisicamente Justificada, de
introducir un factor de corte en la intedracion sohre  las
frecuenciasr aue Juedue formalmente e! aismo parel aue el

del factor de corte zsociado a 1a estructurs de 1a rarticy-



13y rero que rermanesca an en 6l lkawite de rartfcula  -~up-

tual? e roderse hacer estor terndisrwns ante rnosotres  una
formulacion causal del movimiento dellla p-2rtdculs runtual W

3l mismo tiemro s un modelo Fara sumiestyddo,

VaYamos roco & roco. Emrocess s row presuntarnost & e~
r3 la tormulacién del primer cariiihllp 1o mds dereral rara

estudiar a 18 rarticula sin estructusa?t

81 revicamos con cuidador veemeps aue haw a1 menos
una hirdtesic auer si bien fue puy hods e o es ImFrescin-
dible! 2l desarrollar el camro en i = romeronentes esrectra-
les redimos nue éste sea reriddico m muna cdJa cobica de a-
rists L. Podemos decir en nuestro deparardos ove sin esrecifi-
car las condiciones & 13 trontera m m la ecuscién de  Helm-
holtzy dsts no ruede resolverses ritzes pl rroblemsa estard
rlanteado s6lo rarcialmente, Y sin b mcormJdunto de  solucio-
ress doamo desarrollar el camro en s B coneronentes? F1 ero-
bhlems ararece en cualouier eseaciojavecto rislt 81 auPremos
esreciticar un elemento de ese espriizior deheremns exhibir

sus comronentes respecto a8 alduna bhaguey

Esto es 3s1. lsardo las compiimninie s de Fourier rudi-

mos hacer toda la discusidn rrecedeipit, Pero shorr eatamos

nd8 adelante. Y3 conocemos 135 ecuatiosithes aue 2rarecchys s~
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bemos hacer arroximacioness ercontramos el runto donde apa-

recen las dificultades 4 cornocemns slgunos remedins rarticu-

lares. Intentemos sedulr avanzando.

Vamos a sroromer un condurito de funciones vertoria-
les tales auer rara ciertas condiciones de frontera 1 aue en
cada caso deberdn esrecificarse rero aue rara nosotros sim-
rlemente estardn alllr sean una base arroriads rark hocer la
descomrosician esrpectral (en un sentido amelio) del camro &~
lectromadnéticn. Con tales funciones reretiremos tode el a-
ndlisis rrevio ¥ estudiaremos las ecuaciones obtenidas, 4i
bado ciertas condiciones se comrortan en forme matemitica-
mente eauivalente al caso de rarticula con estructura, ter-

dremos la forpulacidn aue estamos buscanda,

4Allf acaba el rrobhlema? No. All{ recién empiexa.
Poraue entorces deberemos preduntarnns cué sidgnifica la so-

lucidén obteniday 4 cOHmMmO se 13 usa en rada caso.

2~ LA SOLUCION FORMAL

En 1a redién del esracio donde no hay cargas ni co-
rrientesy u exeresado en la norma de Coulomb ¢ ¢ = ctes )

las ecuaciones de Maxwell se puyeden exrresar en forma eaqui-

valente raras el rotencial vectorial A como
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(Vo - L ¥ w=0 , V.0 -0 .
c? vy
Intraduscamos ahora 13 hirdtesis adicional bastante
derieral de aque existe un ceongunto conrletor rnumerable de
furiciones Mn(r) aue sédlo derendern de la variahle esracial T
4 satistacen el condunto de condicriones a 13 frontera dadas.

Prorornemos aue el rotencial vectorial ruede escribirse en la

forma

(2 a(ﬁ,ﬂ] = ZJQN} ﬁ,(ﬂ,, + Q:(f) Mﬂﬁ) ,

n o\

donde 1las Qn son sdédlo funciones del tiemro. Como
ruede verser simrlemente redimos aque 1a sQlurién ses serara-
ble, Dada 18 linealidad de (1) rodemos redir aue cada térmi-~
no de la suma sea solucidn de (1), lo aue 31 introducir 1la

— 1/ a2
constante de seraracion ‘N;' zwi /¢, gonde interrretamos
en 13 forma usual 3 Kn como el vector de onda ¥ a UL, como
la frecuencia asociade a8 esa solucidns nos conduce directs-

mente a3 las siguientes ecuaciores

2 2 2 A
3 K] r1n + Hn |I1n = () )
(4) V' ‘\1»\ = O )

L1



(%) QV! t U'r.‘. Qﬂ - O »

L?s ecuaciones (M) w (4) son amliamente conocidas
del estudic de 13 radiacisn electromagnédtics (oustanente el
rroblema aue nos ocural)s en rarticular en los 1lamados desa-
rrollos multirolares, Sus soluciones Mn Fueden exrrosarse en
términos de ftunciones escalares Qﬁ(ﬁ}ilamadas rotenciales de
Debuwe (Jacksonr 1962f Eudesr1972)» cue seap solucidn de la e-
cuaciédn de Helmholtz escalar

l“n")y ) ( ,_L)‘ . ‘\j N

(6)

Fara cada Kny es decir rara cada ecuaciétn (3)y bhay
sélo dos soluciones inderendientes cue satistfacen (4)y cada
una asociada 8 una direccidn de rolarizacion reorrendicular 3

1a direccidn de rproradacidn Kn., Estas son

%3 —Mm - ( n xV) I*I)v. ) ﬁn,:VX (,ft /‘7) Yn

~-

donde Mnl es rerpendicular al vector PNsIC1AR T U
Mn2 es ortogonsl 2 la otra solucidrny ademds de ser ambng
rerrpendiculares a 13 direccidn de rroradgacion de la onda.
Cuanda se resuelve 1la ecuacién de onda rara los comrosy en
lusar de rara lo§ potenciales como en este casoy e oncuesn-—

tram directamente de ests formalacidn los 1lamados usunlmen-—

67



te wodos transversal eléctrico 4 transversal madnéticor se-

4d9n sea el campo eléctrico o el madnético el aue Juedue el

rarel aaul asidnado a Mnl.

81 se trahadara en coordenadas cartesianass con con-
diciones a3 1a frortera de cada cdbica reflectoras tendriamos
t‘Kn'-‘{ » Y A T e 7 .
[§:3] \Vn(‘ﬁ') = 2 , 4z Ns V\n ; Baan '..V.’ \ e '\) )

~ - . .
donde las €, , %, son las direcciornes de rolariza-

cibn usadas en el carfitulo 1y rero sin normalizar.

En coordenadas rolares esféricas se introducen los
llamados arménicos esféricos vectorialess en funcidn de los
armonicos esféricos Ylas como

@ N l09) o L (R« 7) V(8
» | m("‘* ) Yo ?,

g las soluciones de (3) 4 (4) tienen la forma

€10) I\—I]q; = £(K07\r) ylm(e‘p) J IA'r..‘. z VX;'\]H ;

donde a las funciones andulares se les pide las con-
diciones habituales de reriodicidad 4 finitudy 4 las funcio~
nes radialesr de acuerdo A 13s condiciones a 1a frontersy

serdn funciones Hessel, Hankel o Neumann esféricas,

&8



No es nuestro 1nterds esreciticar un condunto deter-
minado de solucioness 4 rFor eso detendremos acui este andlir-
sigy limitandonos 3 sefialar cue 185 Mni son funciones dadas

del esrrcio aue satisfacen 1s condicioén de ortorormalidad
M ™M b .2
(11) M, - M., d’a = bl Sam .

For todo lo dicho anteriormenter el rotencial vecto-
rial aueds caracterizado comrletamente ror las  amrlitudes
del camro Qn(t)y que satisfacen 1a ecuacidn de onda (5)y 4
la Hamiltoniana del camro serd uns suretTrosicion de Hamilto-
nianas de oscilador arménico de frecuencia Wn » e5 decir

(12) Hcmpo = Z %(P: + “"‘1‘3:) = 8%1 (El"'nz) d’r

n

donde hemos introducido las variables canonicas res-

les
v J/ "
av g =0+ OF g = -dua (Qu-Q7)
n
g si también definamos las funciones vectoriales re-
ales

(14) Cn = (H“*ﬁ:) ) —S":%(H"—H:))

i
el rotencial vectorial cuedard descrito ror funcio-

nes reales en 1a forma
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8i ahora aueremos cue el sistema también incluya uns

rarticula de carde er» con rosicitn H(t) u momento P(t)r 13

Hamiltoniana total serd

(e H = e ¢x) +2— (i-

llehe ser claro rara el lector aue estamos rerrodu-

o 230

o\@

riendo todos los rasos del caritulo 1y en la farmulacidn de-
neraly 44 aue las definiciones aue se van usando tienen como
finalidad rermitir una comraracién sencilla con los resulta-

dos anteriores. Ahora calcularemos las ecuaciones de Hamil-
ton rara 1ls rarticula 9 rara el camroy resolveremos ecetas
ditimas en funciédn de las rrimerasy 4 obtendremos la ecua-
cién denersl de movimiento. Sohre esta ecuacidn haremos fue-
40 las aproximacionos habituales de onda larda 4 velocidades

reaueflas, Los ecuaciones de movimiento rara 13 rarticula

son$
3 = dd - Lin-eq
a7 % % m(/p 3 ),
' S H - e Y L 3G, b RN
gy po= %—5; Q'/(}L’ *é L;( 3  His 5
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donde en (18) se sustituwd la exrresién (17).

Fara

las comronentes del camro obtenemns las eypre-
siones

(19) q = _a_H—_ -e _l... i'S., + r" )
;)fn W
200 fy=-M - e %0 - wl '
o, ¢ n
Estas

dos dltimas ecuaciones las
técnica hashitual,

resolvemos
Definimos 1a variable

con la
?In = f% + i!dn qn )

4 usando (14) ohtenemos

——

(22) ryl"‘iWn?ln: %i—' n

Este tirpo de ecuaciédn diferencial 4a 1a hemos

re-
suelto antes, Heciendo algo de 8ldebra escribimos las solu-

ciones en la foraa

1

23 A = %Sl_

isvuin(18) ) (o (7] + am w,it-6] e Onle 161106 4
%)

} Cip WA L R b

/
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(24) (4,\ = & \ }-/J/n UJJ’(")&(E)'C,(XW‘/ - (.a"wn(}'q XW/"bn(zW,]d\J T
/]

o + o MM UNE 4 Can ke d
Lv/n Wha

donde 51 eledimos el tiemro 1nicial comd L, = 0

las constantes son
(25) C,,‘ = f‘nic] ) Can = Wy, qnfo) .

Ya tenemos resueltas las ecuaciones del campo en
funcién de 1a trawvectoria de la rarticula, Lomo 43 hemns a-
rrendidoy 1o que sidue es derivar la ecuacién (17) rara la
velocidad de 13 rparticular sustituir (18) donde ararece 13
derivada del momentor e introducir los valores de las ampli-
tudes del camro dados por (24) u (25), Usaremos también aue

13 derivada del potencial vectorial es
ECLIE TS YRR, w_afl.f,qnc”gs,‘].
% oL " r wy 9% Wa

Hacierndo lo indicadoy la ecuacion de movimiento rara

1a rarticula es

(27) - en
allofil - Ta)onfh 8- s)es (18- +TE),

e la misma manera aue en el caoritula Is evaluande H

= UxA wE '-'="V¢ = "E-'_ ‘;aﬂ ruede mostrarse cue el lado dere-
z ,



cho de 13 ecuacidn corresronde esxactamente a la fuerza de
Lorent;. Adems8sr ésta es 13 formulacien dereral de las ecua-
ciones (I-42) v (1[-18) @ue son 1las ecuaciones de movimiento
rara el desarrollo de Fourler del rampos en los casos de

particula puntual v con estructurar resrectivamente.

81 bhien rodriamos seduir avanzando con esta tormula-
cidn deneral, nuestro interés es encontrar una ecuacidn auer
en las mismas condiciones que la de Abraham - Lorentzs sure-
re sus falencias, Por esor de aaul en m3s haremos las arro-
ximaciones de onda larda v velocidades reaurfias, con lo aue

la ecuacién de movimiento se reduce s
(28) mx = —eV?‘ ’%;("ncn'(‘uﬂqnsn) .

Antes de sugtituir los valores de las comronentes

del campror observemos que

dondes con ¢, = €, + 1 Can

.,I

' ~ S f w
dwald-5) xtg)s Mali(@) 36 + ¢ e ™7,

(30) ql,,: b4 iwaq, = ‘*Se
2o

(o3

Ahora s5ir escribimos la ecuscion de movimiento rara
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rarticula puntual en la arroMimacién de ondz lardas v veloci-

dades reaueMass aue resulta!l

P 4

mi = -eVg - %PJV;% A AT g

— * .
e teg ) & i “}
S T e

Llamaremos "fucrzs externa® Fext a sauellos términos

(31)

de (J1) aue sélo derenden de la rosicidn al tiemro actualy

con 1o que la ecuacion dindmica rurde eccerihirse en 13 torma

t o
-2 fe } . S e 149 ). Mz 1, L) d&} .
C—

Vl}o

.
-

=
1]

(32) In

Como 93 sabemosr la causalidad derende de 13 exis-
tencis de ciertos factores en 1s ecuscidn de movimiento.lFor
aué decimos ésto? Poraue todo rwestro amdlisis del comrorta-
miernto de la rarticula con estructura rartiéd de la ecuscidn

de movimiento (I1-26) aue rerroducimos a continuscioén

(11-26)

S bwaltd) R (R - R ]
v f} (e By S"“'M“"~“ " o 08
l

en la ouer rpassndo de la suma 8 una i1ntedrals efec-
tuando 13 intedracidn angular 4 haciendo la arroximacion de

onda larda se lleda a (11-27)
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= . b e ‘ P
(11-27) mi = Fw —(Z“)’ﬁﬁf cou i (1=8) 25| 4 wmaw i6,
2 5
1

buscamos uns similitud tormal entre (32Y 4 (I11-246),
Sabemos aue rara rarticula runtual una descomrosicirén esrec-
tral con condiciones 8 la frontera reriddicas en unae  cada
chdbica nos lleva a 18 ecuacidn de Abraham-Lorents, FPor estor

las furnciones Mr deberan satisfacer otro tiro de rondiciones

a8 1a frontora,

Fara llevar adelante el raralelo con o) caso de rar-

ticula con estructurar hacemos 13 siduiente identificacion

2 . ,‘ Rm? X (4) LY
(33) M (%) > \r"‘ (21)™ ¢ (Ka)

auue s60lo tiene sentido en cuanto nos orienta en las
condiciones aue rediremos sobre las Mr.

Frorondremos aue las funciones del esracio Mn  se
ruedan descompPoner en una rarte escalar Mn v una vectorial
unitaria. Esta descomrosicidn siemerre es rosible de reclizar

f
en una funcion vectorial, Ast

(34) (Y) m (¥} m :

Para reretir las arroximaciones realizados en el ca-

so de rarticula con estructurar primero haremas ¢l pase de



la sumz sobre las comronentes 3 una intedraly w 13 relacidn
entre el Indice discreto n ¥ la variable vectorial continua
Kk derenderd de las condiciones a la frontersar aue nos defi-

nirdn 13 constante a3, en el raso formal
(34) Z —~ a, Sdbﬁ .
n

Hasta aaul ro haw nada novedoso.

Pondremos ahora las restricciones aue ros rermitirén

arribear 3 la mets buscada., Estas son!

i) En similitud 2 13 arroximacidn de onda lardar redimos aue
’ (o 2
aey [ [x6) M.. (x(4) —» Mn(i{") Mhh“'l = ‘ 2(“»)] .

ii) En base a3 los resultados conocidos de rarticuls
runtual o particula con estructurar redimos taombién aue 3l
realizar la intedracién sobre las varisbles andulares el re-

sultsdo sea prororcional a la velocidads en el cigulente

sentido!

L[ 300 e (5] g i) 4 < b 0

donde b es una cierta constante Aue incluue a8 3, .
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El sentido de 13 primer exidencia es bpstante claro,
8i X(t) muv semedante 3 H(G)r u las funciones HMr(k)  son
suyavesr en 13 arroximacion de velocidades reauefas el rFro-
ducto seflalado serd$ una funcidén real rositivars 9 en aldunos

casos inderendiente de ¥ ( a3 estos casos nns referiremos en

lo sucesivo).

De 1a sedunda exidencia rodemos decir aue es similar
2 resultados ya obtenidos en las situaciones antes estudia-
. dass 4 aue en princirio resulta plausible aue la dnica fun-
cién vectorial relevante en 1a intedral le dé contenido a1l
resultado. En todo casor para cada situacion rarticular que

s@ estudie sers una condicién aue deberemos verificar,

Con estas arroximaciones sustituidas en (32)robtene-

mos

= T
(38) 0% = b - §C3 bS fm,w“-z) i(;)”(x}fuﬁdu dé |
L Y]

3
L]

ave es formalmente eouivalente a (11-27), Si hacemos

una intesracidn eor partes, v definimos 1la funcidén
t 2

(39) 3(n) :S ’I(Iw] Koan Kn di
(]

lledsmos &
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1
(400 m% = fw - 4‘55’%“'3’9(““*) "rSQ(‘““U) X8 d'GS
1,

auer salvo conctantesr, es MATEMATICAMENTE 1DENTICA a
13 ecuacidn de movimiento (I1-38)» de 18 cue rartieron nues-—

tros anslisis de la causalidad,
3-LQUE SIBNIFICA LA SOLUCIDN FORMAL *

Habiendo 1lledgado a 13 expresidn (40) no necesitamos
una sola térmula mis, 8i rara ciertas condiciones a 1a fron-
terar las solucianes‘ﬁn de la ecuacidn vectorial de Heln-
holtz cumelen las condiciones (34) u (37)y entonces las so-
luciones de la ecuaciédn de movimiento son totalmente causa-
lesy pPues es vadlida toda la discusion de 13 rarte final del

caritulo anterior,

Esto sidnifica auer en rrincirior hemos construido
una ecuacion alterpativa a 1a de Abraham-Lorentz, aque es
causaly Bus limitaciones derenden de las condiciones a3 12
fronterar 4 no toman en cuenta rara nada el tamafio o 1o es—
tructura de la rarticular ror lo aue #ata puede ser puntual

sin aue afecte los resultados.

dué hay detrads de las condicinmes a2 la frontera?

4



Como afirman en forma rrecisa Landau (Larmdauwsl970) u
Wheeler 4 Feurmman en otro contexto (J,A.Wheeler & K.FP.Fown-
a3ny1745)) una rarticula cardada s6lo interactna » en Yltima
instanciar» con otras rarticulas cardadas. Estas son las que

imponen las condiciones a8 1a frontera.

Landau se limita a usar esta idea en la deducciodn de

la ecuacidén de Abrahem-l.orentz,

Wheeler 4 Feunman tienen una rosicidn més radicall
rlantean aque no hay emisidn de radiacién sim 13 existencis
de un absorbedors ¥ aue es 18 interaccidn de los roteorciasles
avanzados en el tiemro del absorbedor con la rarticula wue
radia 1o aue estd en 1a base del fendmero de lo radiacidrny o
lo aue en forma cuslitativa v cuantitativa ourlica 1o fuerza

de reaccion de radiacién.

Nosotros tenemos en nuestrs formulacién del eproblema
una visién alternativa. La existencir de las dom8s rarticu-
las cardgadas del wuniverso conforma 135 condiciornes 8 1a
fronters de cada erarticula cardads en movisiento. Ls rosibi-
lidad de escribir estas condiciones en forma tal ocue €] rro-
blema tenda wuna solucién calculahle nn nos amrorta rFor el
momento, Nos alcanzas con saber aue existen. Cada rarticulas
ern cada momentor se mueve de manera tal aue interactda con

todos sus comraferos.,
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Rasta tener preserte este hecho rara concluir ocue la
ecuacién de Abraham-Lorentz rerresenta und Frimer aProxima-
cidry 4 oue rodemos hacer una descrircidn 3) mismo  mively
vélida rara campos aue varian suaveamente en el espracioc y ra-
ra particulas aue se muaven lentamente (en el sistema de re-
ferencia en aue s hoce la descrircion de 1a dandmica)r aue

esté a salvo de soluciones acausales.

Este resultado no rretende dar una descrircion aca-
bads de 13 dinsmica de las rarticulas cardadas. Queds ror
delante 13 descrircian cudntica (Roa MNerisl228)y cue debe
funcionar como una medor arroximacién al mundo fisicor 9 1z
descrircion relativistss en el dominio de 1a cual 13 ecua-

cién de Lorentz-Nirac es usada con éxito,

81 dehe considerarse ade lo exruestn en estas résdi-
nas muestra 13 consistencia de 13 electrodindmica clisicas
exrresada en forma coapacta ror las ecuaciones de Maxwell u
13 lew de fuerza de Lorentzy» 4 e:xhibe aue muchas de las cri-
ticas al formalismo de la teoriss en rarticular sauellas aue
seflalan 13 rredicciébn de un coarortamierto 3causal en  upa
teoria raor otro lado totslaente causals» deben asumirse como
errores en las arroximaciones realizadas al obtener esos re-

sultados.
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CONCLUSIONES

A lo lardo de estas rédinas hemnos reiterado una for-
mz de estudio de la interaccién de una rarticula cardgads con
el camro electromadgnético, Esta consistia esenciatmonte  on
hacer una descomroscicidn esrectral del rotencial vectorialy
considerando a éste como producido tanto ror factores enter-
ros como ror el movimiento de la rroriz rarticula. Hasando-
nos en una Hamiltoniana adecuadar ave condure a tas ecuacio-
nes  de Maxwell rara ol camroe w oa |a tuorea de Lorornts pore
1a interaccidén rarticula-camror rlanteamos 3 resolvimos las
ecuaciones dindmicas rara las comronentes del camros 9 usa-
mos dstas para formular una ecuacidr intedroditerencial aue

dobierna 1a dindmica de la rarticuls.

Frimero estudizmos 13 situacidn denerada usando como
condiciones 3 1a frontera aue las soluciornes sean reridrdicas
en los lados de una caJda cdbica. Para rarticula runtual oh-
tuvimos la ecuacién de Abraham-Lorentzs ron todss las diful-
tades aue 13 acomrafian. Lotondo de estructura a3 s rarticula
sureramos varios rroblemas» tanto de diverdencias (en rarti-
cular 1a debida a 12 masa electromzdanétics)y como los  de
causalidad en la ecuaciédn de movimiento. Sin embardor exhi-

bimos oue no podemos rasar de un clerto radio minimos del
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orden del radio clésico del electrénr sin reencontrar las

dificultades,

Yartando nruestro entfoauey dindole deneralidad  al
rarmitir aue la formulacidn del! problems admita cuslauier
condicién a la fronterar mostramos aque se recurera la causa-
lidad 4 se eliminan las diverdenciasy inclusive en ¢l limite
de rarticuls runtualy si el universo actds sobre la rarticu-

1a er forma tal cue la vister la dota de estructura,

8i bien en 1las tres situaciones estudiadas formula-
mos una exrresion deneral rara la ecuacidn de movimientor
édsta era demasiado comrlicada en su estructura matemdticay
era una ecuacion intedrodiferencial mo lincal en 1o veloci-
dad. Fue 81 a’nalizar el limite do velocidades requefiss) o
hacer 1la arroximacidn de onda larda en el camror cuando ob-
tuvimos resultados aue eran mds accesibles » tanto rara su
uso en un problema esrecifico como rara sy  interpretacién.
En este contexto aparecieron aldunas caracteristicss muy in-
teresantes de 1a dins8mica., Vimos el rarel relevante aue Jue-
s el factor de forma asociado a 1ls distribucién de cardas
tanto rara3 imredir diverdencias como rFara conducir 3 una
formulacién causal, Sobre este idesa guia fue gue variamos
las condiciones de fronterar exhibiendo aue éstas podian

comrortarse en forma eauivalente 3 la estructuray en lo aue



respecta a 1a dindmica de la rarticula. También erncorntramoss
asociadas a l1a estructura de 13 rarticular 13 existencia de
frecuencias rrorias resonantess otro de los elementos hahi-
tualmente referidos como adenos a8 13 electrodindmica clasi-

Ca,

&4Cudl es el rando de validez de nuestros resultados?

La mavoria de elloss como acahamos de comentary ge
arlican 8l caso de velocidades peauefias Y camros aue vari{an
suavemente en el esracios Esto es més de lo cue ruecde decir-
se de 1a ecuacidn de Abraham-Lorentz, aue ests restringida a
sistemas de referencia rara los aue ls rarticula estd ins-
tantsnesmente en rerosol W abarca un amplio espectro de in-

terés,

FPero en deneral deberemos terner rresente aue son re-
sultados arroximados. Inclusos como en 13 mavortia de los ca-
308 en oue se haEcn arroximaciones) ﬁas elenentnslde arbi-
trariedad en los térli?os aue se conservan 4 los aue no. En
nuestro trabaJjos 13 equivalencia matemdtica entre la ecun-
cion de novf.iento par3 rarticuls con estructurar 9 13 ecua-
cison general rara rarticula puntual estd sudeta 3 estas res-

Lriccionesy 49 puede verse aue el uso de un factor de rnormo-

lizacidon tendencioso rermitid conservar ciertos términos en
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un caso w omitirlos en otro.

Recorocer las limitaciones del rresente trahado mns
rermite ver la rigueza del camro de estudic oue 5 nos rre-
senta. Queda ror delante hacer un estudio de l1as ecuaciones
de movimiento en los casos méds deneralesr aue aaul se evita-
ron, Tambhién aueda ahierto el camino rara hacer una formula-
cidn oaue no se base en las lewes de la dindmica newtoniana,
siro  en 1a mecdnica cudnticas ror uma ladoy w en la relati-
vidad esracialy ror el otro. También estd ahierta la rosibi-
lidad de hacer comratible este enfoaue con las formulaciones
basadas en desarrollos en serie de las funciones retardadas,

3 las aue hemos hecho reiteradas referencias,

Fimalmenter aqueremos resalitar que consitderamos el
m3uor mérito de este trabaJo el haber rescatado dos concer-
tos bésicos! el de causaslidaed w el de la estructura como re-
sultado de la interaccion rarticula-universo (4 dénde termi-
na una erarticula w d6nde emrieza su camro?). Anbos no ectin
al mismo nively» rero forman parte de la rosibalidad de ren-—
sar alrededor de un rroblema fisicor arte aue muchas veces
nos.veaos tentados a3 sustituir por la tecnolosdis de los cal-
culos, 8i hay causalidady rodemos intentar rernsar los fend-
menos fisicosy 4 ademés 13 electrodindmica clasica resultas

consistenter lo aue nos sledrar ¥ sidue colocondn a esta
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rorte de la fisica entre 133 mas accesibhles a ruestra (limi-

tada) intuicidn.

S§1 1a proria estructuras de la rarticula define a un
sistema abiertor -en interaccidn con el resto de las particu-

las cardadass entonces debemos rersar en la infinita comrle-

Jidad de los sistemss fisicos,

jQue felicidad rara los aue estamos empezando!

i Hay tanto eor arrendery tento rara descuhrirs v ro-

demos terner la intima ilusidn de aue nunca se dird la dltima

ralabratl
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