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INTRODUCCION 

Este trabaJor con el aue finalizo la Pri111era Parte 

d• ai foraación co1110 ftsico1 tiene varios obJetivos, El Pri­

aero Y evidente es cu•Plir los reauisitos for~ales aue eNi~e 

la UNAM Para acceder al titulo Profesional, En este contex­

to• el desafio era realizar una tesis aue Justificara un s~o 

d• trabaJor ~ Que cu•Pliera el extra~o rol de transfor~ar a 

un todavfa estudiante en un futuro investi~ador. 

La elección del te~a fue el rrimer activo de inauie­

tud, Ou•rta aue la ffsica ae explicara al•o de lo aue ocurr• 

a nu••tro alrededor. o auiz~s explicar al~o con la ftsira. 

,.. r••i•tia a realizar un lar~o trabaJo de calculo 1obre •i­

tuacion•• d• la• aue ca•~ nada Podria decir. Ouerfa i•••i­

narae •1 Probleaar escribir ecuacionesr volver a i•a~inarlo• 

Y asf, Aunaue debo reconocer aue reci~n al ter•1nar el tra­

baJo tuve una visión co•Pleta dttl P'roble•a ar.Je estudiaba. 

iCada P'•rsona tiene su Propja tor•• de e•Pezar! 

lPor au• electrodinaaica'r Poraul!! d• las interaccion•s 

conocidas. la electro•a~nftica es la aas sencilla de dP~cri­

bir• Y tiene detras una teorfa auY desarrollada• sobre Ja 

cual se ha trabaJado bastante, Y POrau~ nuedan Rón ~uchas 

cosas por decir en esta area. 
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Decidf aprovechar la ••n•rosa oferta d•I " .. •tro Jo­

s• Luis Ji .. nezr Y trabaJar baJo su dirección en el analisis 

d• la din .. ica de una partfcula car••d• clasica cuando •• 

to•a en cu.nta la interacción con el Propio ca•po, 

Lo• t•Kto• avanzados de electrodine•ica <Jacksonr 

t975f Landaur 1970) Plantean el Proble•a •ostran~o diYP.rsas 

deducciones d• la •cuación de Abraha•-Lor•ntzr exhibiendo 

al•unas de sus dificultad••• w PlantP.ando co•o for•u1acidn 

•l•o ••s ••neral un desarrollo •n s•r1• de las funcione~ re­

tardad•• al rededor del ti••"º actual, En su tesis de licen­

ciatura• Larena Zo•aib desarrolla ••ta Posibilidad incluw•n­

do t•raina• no line•l•• •n la velocidad w aua derivedasr 

.u.stra ou• la ecuación d• Abraha•-Lorentz no es consist1mte 

con un belanc• •n•r.,ticor w oue desarrollar la~ seri•• ••n­

cianadas sólo con tfr•inos lin••les oculte infor•ación ~uv 

valía••• Por airo ledar en varios artfculos Publicados en 

los Olti•o• cinco efto• (Lo de La Pefta• J,L, Ji•~ne~, w. ,,cm·­

t•••vor• etc.> s• h• estudiado la dina•ica de las Partfculas 

car•ada•• deducifndo•• una ecuación inte•rodifer•ncial de 

aoYiaiento • partir de un aan•Jo consistente de los desarro­

llos en serie con sólo tfr•inos lineales en la velocidad• 

Pero considerendo .. articulas con estructura. 

La tarea oue eaPrendi•os nosotros fue la de ~ostrar 
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OU•• usando !a desco•Posición espectral del ca•Pnr se puede 

r•cuPerer 1• ecuación d• Abrah••-Lorer1tz: en el 1111111 te ilde­

cuedo• •n ,.ri••r lu•ar. Lu•do ewhibi r a•Je si dota•os de es­

tructura a la parttcula• lle!fa•o• a ur1a ec11ac10n intesrodi­

t•r•nciel •auiv•l•nte • la wa conocida. Esta es la e•Presa 

au• lleve•o• edelent• en los dos Pri•eros caPttulos. Al re­

ferirno• • la ecueción d• Abrahe•-Lorentz inclut•os una br•­

ve r•••fta de las criticas ••s iaPortantes a ••te. Son difi­

cultades inherentes e esa descriPci6n• aue esenci•l•ent• se 

conc•ntren en la existencia de infinitos no el1•inablesr Y 

ttn l• •P•ricidn d• un co•Porta•iento acausal en •l aov1•ien­

to de les Parttculas Puntuales. Al dotar rle estructura a la 

particule •UF'ere•o• tDd•• •••• dificultad••• P•ro no podeaos 

hee•r •l .... o al li•it• haci• un• partfcul• de radio nulo 

•in introducir ••v•r•• incon•i•tenc:i•• •n l• t•orta. Sin ••­

ber*t• v ... s aue- l• •Ni•~i• •i••• d9 un f.ctor asociado a 

la distribuciOn de c•r•• es funde•ental ParA mue el •ovi­

•i•nto se• causal w •• •li•iner1 les soluciones diver!fente11. 

ln •I Oltimio c•Pltulo r•for•ula•o• la ecuación de 

eovi•iento P•r• Part.tcula Punt.uel intr"~c1•ndn un factor de 

••t~tur• con ••.,....to• de ar1 .. n fistcor discutiaos su 

•illnific.-, w for9Ule90• una ecuecten dinaaic• t.ot•l•9nte 

9efWr•l• Cot)Clutiaos con una revisten de lo hecho, Y co~en­

t.endo Jo aue no• r•sult.O ••• i•Port.ente del trabaJO• a•Je po·-
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ne de manifiesto cu~n rnderosa Y conn1stente es Js tnrmula­

ción de la electrodinémica clásica. 

En la redacción r1P <~!;tt''; F'á.r.11r1.•!·, rlPb1mo•; b11sr;1r 1.1n 

co111Pro111iso er1tre 1Jr1,1 rJrdurrión romr, .l Pt.a de 1 os res11l t,ados 

uue se utilizan w un texto do lecturc Jjv1anA, Lo m~s rroba­

ble es CUJe no h;;111a111os conse~•ndo ninsun1J de nuestros ol:>Jc•ti·­

vos• pues diffcilmente se Pueda se•u1r el desarrollo de las 

fórmulas sin varias hnrns de PaPel Y IAPJ~. HaY s0cc1ones 

Particularmente ~ridas rara ln lert•Jra nU<'• nin emhnr~n. nos 

sentiaos en la neces1dad de incltllr• p1.1es los result .. 1dos º""' 

Pero a cada fórmula imPortante la aco111Pa~a una di~cus1ón de 

su si~nittcado tan amplia como nos Per111itió nuestro entendi­

•iento• Y creemos oue hay muchas cosas interesantes oue a­

ouf se auestran~ 

Este es el Plan de trabaJo. A~n Pode~os Pedirle un 

aérito adicional, el de ser ót1l a ou1enes lo lean. hspera-

111os tlUe ast sea. 
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CAPITULO I f LA ECUACION DE AflRAHA11-·LOld:.NJL 

1- INTROIIUCC10N 

Existen diferentes ecuaciones aue describen el movi-

•iento de una Partícula carsada en Pre•encia del caMPo elec-

La más POPUiar w sencilla es la de Abraham_Lorentz1 

aue se refiere a una partícula Puntual en el caso no relati-

va• a la lew diná•ica de Newton• to•ando la conocida formaf 

( 1J rnK _F 

Las consideraciones Para deducir esta ecuación son 

de diversos tiPos. La •ás elemental e intuitiva parte de la 

expresión de Lar•or Para la Potencia radiada 

(2) 

Esta expresión sólo dePende de la •asnitud de la 

carsa w no del sisnor w se esPera aue ocurra lo mismo Para 



la f'uerza radiat1va.Pode11os ver oue en un tie11po l suficien-

te11ente Peaue~o co110 Para considerar la acelerac10n constan-

te rla ener~ia radiada es 

E = L_g/ ;;.1 T Tc) 
Durante ese tie11Por si la Particuls Parte del repo-

sor ~anar• una ener~ia cinética 11áxi11s del orden 

(J) E:: M (.itTt 

Do estas dos expresiones Pode11os conocer el 'tiempo 

caracteristico• T del Proceso radiativo 

(4) T 

Es claro oue el par••etro l es el ónice si~nificati-

vo aue aparece en la ener~ia radiadar Y Pode11os esperar ou~ 

sea el aue est~ Presente en la f'uerza radiativa. 

Para encontrar el t~r11ino bu~cado de fuerza rsdiati-

va pr0Pone11os oue el trabaJo realizado Por enta fuerza en un 

lapso dado sea i~ual a la potencia radiada en ese laPso. n-
si 
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Intesrando Por Partes el lado dererho1 Y hac1rnrln Ir 

consideración de auc el mov1m1ento 5ea Per1órliro <rnn el 

lapso de interés isornl a •oro F'ertodo) • o P.n t'ormv eauiv.:ihmte 

de aue la velocidad u la acolcrac1ón son PDrPendiruJares en 

los tiempos inicial w finalr se llr~a directa~rntc a 

)," (F.,, - '.'' ·¡,} '' ,Jt e ,) 

de lo aue se concluwr.. habitualmente sin vacilacio-

nes' la ec11ación de Abrahano-.Lorent.z, 

La deducción anter1or es valida cuando los efectos 

radiativos son •uw Peaue~os.Pueden verse otras deducciones 

•~s for•ales CLandau•l9701Jackson•1Yl~IZosaihr1Y~4>. Todas 

ellas Parten de un desarrollo en serie de lawlor dc las fun-

ciones retardadas. desprecian los tér•inos no lincalea en la 

velocidad (excepto Zo~aib) W• al to•ar el lfaite de Particu-

la Puntualo lle51an a la ecuación de A·-L• rwe se s•Jele coma-

derar ro•o exacta Para partfcula Puntual no rrlntiviRla 

CLandau. 1970), 

2- CONSIDE.RACIONES CRITICAS SOBRE LA ECUACION DE A-

BRAHA"-LORENTZ 

S1 bien es Ja ecuación •As e•Plrada. existen r1rrtas 

J 



dificultadas lntrlnsecas oue deben se~aJarse, 

* El •odelo es no relativistar lo nue lj•ita el con 

Junto de velocidades en oue es apJ1cable. H4s aón• la deduc­

ción de la ecuación esté hecha en el s1ste•a de referencia 

en el oue la Particula esté tnstanténeamente en rePoso1 o se 

~ueve muy lenta•enter Y sólo será vélida en esos siste•a~• 

lo nue nos 11~ita a estudiar campos aue var1an suavemente 11n 

el tie•PO• 

* AParece un factor 4/J en el aporte electroma~n~ti­

co a la •asa aue da lu9ar a diversas interPret~c1ones• Y 

~uede reducirse a J/3 s1 se consideran esfuerzos no electro­

•m•nfticos en el ori9en d• la estructura de la car~a. ha­

ciendo covariante al tensor de esfuerzos (Jackson11962tJ.L, 

Ji•fnez e IoC••~osr1985), 

• Al hacer tender a cero el radio a de la Partfcula• 

se eli•inan los t•r•inos lineales en la velocidad nue mult1-

Plican a las Potencias de a en Jos desarrollos •encionados. 

pero al •is•o tjea~o la •asa electro•a9n•tica1 oue es de or­

den l/• ' se vuelve infinita, 

El solo hecho de asociar una tercera derivada a la 

fuerza radiativa introduce un 9ruPo de dificultades particu­

lares. 



* Si la Particula se mueve cqn aceleración constante 

debe radiar de acuerdo a la fórmula de Larmor1 pero la fuer-

za radiativa se anula, 

* En ausencia de fuerzas externasr es Posible tanto 

la solución con velocidad constante como una en Ja aue la a-

celeración crece exponencialmente en el t1emPo , de manera 

aue la Particula sana enersia sin li•ite del término habi-

tualmente llamado de frenado, 

* Debe aNadirse una condición a la frontera Para te-

ner solución ónica a la ecuación diferencial. Esto Podria 

verse co•o una ventaJar pues es una Posibilidad abierta• Pe-

ro las condiciones Propuestas suelen conducir a co•Porta-

mientas acausales GUe sus autores intentan achacar a la teo-

ria1 creando confusión sobre el alcance de la •is•a• 

La introducción de la condición a la frontera adi-

cional se hace sesón las sisuientes lineas, Reescribi•os la 

ecuación de Abraham_Lorentz 

donde se exPlicita aue exp(-t/T) es un factor inte-

!lrante Para la tuerza• Y asi la ecuación diná•ica enreda 

d ( '-! -1./¡) -AÍT 

F - l'l') - Jl e. ~ 
d.t T ) 



a1ie l"Uede escribí rse co1110 una ec•Jación inteiiral 1 a•Jítando el 

si!1no ne!1ativo al ca111biar los 11111ites de integración• en la 

(5) 
t.JT 

L­
T 

Esta eHPresión c1 la versión inte!1ral de la ecuación 

de A-L, Para fuerzas aue solo dependen del tie1111"01Suele ele-

girse el li111ite superior de inte!1ración co1110 m&s infin1to1 

Para exigir aue la aceleración se anule a ese tiempo ~ asi 

evitar las soluciones diversentes1 de manera aue la ecuación 

resulta 

(6) 

J./T 
~ 
T 

~",i·1r F Ir) Jt' 

~ 

Aauf es claro aue la fuerza está evaluada en tie111Pos 

posteriores a t1 Y a éste fen0111eno se lla111a ACAUSALlDAD. Co-

mo el término de amortiguamiento rápidamente anula las fuer-

zas a tiempos 111ucho mawores aue T1 Y este t1e111po caracterfs-

tico es del orden del aue le to111a a la luz atravesar distan-

cias del ta111afto del radio cl4sico del el•ctrón1 se afirma 

aue <6> es •acausal Pero 111uw poau1to•, En el Fresente traba-

Jo 111ostraremos aue. al 111is1110 nivel de aproximación Cveloci-

dades mu~ peaue~as, ca111Pos externos suaves> es Posible sus-
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tituir <6l Por su eou1valente causal• a Partir de un trata 

miento consistente de la mecánica ~ electrodinámica clbs1 

cas. 

Al•unas de estas d1ficultadr& &e rosupJven nl cons1· 

derar la formulación covariante• Pero el Problema discutido 

Praviomenta •ubsiste. De han ProPuesto solucionas alternat1-

vas considerando la FarttcuJa como extensa <Luis de la Pe~a 

et al,19801w referencias ahi citadas)>Pern se se~ala aue no 

haw modelas consistentes de Particula con estructura para 

las particulas Penue~aa nue existen en la naturaleza ( aun­

nue el Problema anui Planteado es acadé~1co. pues una des-

cripc1ón a ese n1vel debcrfa reali~arse en términos de la 

mecánica cuántica), 

Ta•bién eHisten fructíferos desarrollos Fara descri­

bir el •ovi•iento de la particula Puntual• abandonando la 

fortisima restricción de nue la Particula se encuentre ins­

tantáneamente en reposo en el sistema de referencia en el 

nue es descrita. con lo nue sP. lleE!a a ur1a ecuación no lini~·­

al para partícula Puntual <Zo~albr1984l, En ~sta se obtienen 

resultados muY interesan~es• sobre todo en la vjnculación 

con la fornoulación covariante " la ecuación de l..orcntz - Di­

rac• Pero en el lf•ite de Particula puntu~l ausbs1ten al~u­

nas dificultades b~sicaarco•o la diver~encia de la masa e-
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lectron.a!1r1f!lt.ic?-1 eme en 1?5e conteHtn sólrJ se re,,.uelven do·· 

tando de e•tructura a la Part1cula. 

3- EL cnMPO ELErTROMAGNETlCD COMO BU~ERPOSICIUN UE 

ONflAS PLANAS 

Nosotros va~os a Presentar nuestra ProP1a deducción 

de la ec•Jar.ión de A-1.. Esto lo haremos es<?r1cial111ente 1>ara 

introducir el tratamiento en función de las con.Ponentes de 

rourier del can.Po <Heitlerr1954>• sobre el uue basaremos los 

desarrollos posteriores. 

La base de la descriPción del campo electro•a~n~tico 

esta en las ecuaciones de Maxwell• oue nosotros acePtare~os 

co•o postulados funda•entales, De las dos ecuaciones inde-

pendientes de las fuentes se si~ue oue 

(7) H ::: V X ñ \' { d :4 - .' rp -
c. j:t 

donde los potenciales A ~ , deben satisfacer la con-

dición de Lorentz 

+ ) Jp 
c. di 

~o 

Con esto. las ecuaciones dependientes de las fuentes 

a 



i•Plican mue los potenciales ~ Y ~ deben satisfacer las e-

cuaciones de onda 

(8) 

donde ~ w J son las densidades de car~a Y de co-

rriente respectivamente. Por comodidad• en este c~so nos si-

tuaremos en el sistema de referencia en el cual el Potencial 

escalar no dependa del t1emPO• con lo cual se cumplirá la 

norma estática o de Coulomb 

(9) o 

Ahora esta•os en condiciones de resolver la ecuación 

de onda Para ~' a la oue Pediremos sea Periódica en un voló-

men cóbico de lado L• es decir oue tanto ~ como sus deriva-

das tomen el mismo valor en Planos opueatoa. Usando la t~c-

nica de separación de variablesr proponemos oue una solucjón 

de la ecuación de onda sea el Producto de una función del 

tiempo OnCtl y una función vectorial de las coordenada~ 

AnCr>. es decir 

Y en ~eneral tendremos al Potencial vectorial como 

una co111binación lineal de las An< r•t>: 

9 



U.O> 

Las An(rl deben ser Per10d1cas en el vol~men w sa-

tisfacer 

Para el camPo de radiaciónr en la re•ión donde no 

haw fuentes• se satisface la ecuación de onda ho•o~~nea,Dada 

la linealidad de ésta• e introduciendo la constante 

K:!. ~¡ "J. 
" :: w., c. 

Dbt.enemos la~> ;;;.i.:1u.icnter-> ec1.1¡3r,innes: 

v;¿An ' :: :J K.~ 
,, 

( 11) .¡. :'11 

(12) o .. t u/ 
" O~ 

:: o 
Al ser soluciones de un Proble•a de Stur•-Liouviller 

las diferentes soluciones An(r) de (11) serán ortodonales, 

ExPresa•os esta condición• Junto con una nor~alizaciOn cO~o-

da r en la forma 

Las ~n<r> son funciones seno w cosenor del tipo 

(13) 

10 



donde las Kn dan ia d1rer.c1t'ln de rror-.1!1.'.lClÓn '.l e,, 
es el vector un1tario en la direcc10n de rolarizaciOn. De la 

norma de Co•Jlomh es obvio ar.re 1?stos rlos vect.<Jros '.>On ortorto-· 

nales. ue esta ~anera los ª" están contenidos Pn un Plano ~ 

solo hay dos linealmente indePendicntes, 

Las condiciones a la frontera imPonen aue 

( 14) i=>:1~1z 

donde las Nni son nómeros enteros. 

Como las A<r> son funciones dadas dei espacio, el 

ca•Po eat6 caracterizado por las a•Plitudes Gn<t>1 cu~a Ha-

miltoni•na es la del oscilador armónico 

( 15) 
~ 

:;; z 
( F',, 
\ V· + 

w cuwas ecuaciones canónicas derinen Pn u conducen a 

(0), L~ Hamiltoniana total es 

El camr-o es re~resentado entonces como un sistema de 

osciladores armónicos ind0Pend1entes. 

11 



1 ;3 ene rs 1'1 t.ot.;i 1 

lJ ' ~ (t:·~ + H L) cj~ JL ·--

8'11 

T0111anclo f = o , ter1e111os . 
¡_ 0'1~n ' ::;;. 

E 1 A - .t L ¡ i ,, = -é = ¿ (, •n ... , h 

'C- rJ \·¡· , ¡' L ... ,-, ... -in 
r 

Calc1.1Jamof.l 

• .-:-- p P. ) ñ (, !. -= -.l. L ,, I')'¡ 1-1 I'\. H .... , ol JL 
( ..,,,.., 

411f P,,
2 

l'l ) 

con al~unos trucos del c'lculo vectorial se muestra 

Final~ente es directo oue 

(16) U A ~ r-2 -2) ~ ::---- ·E-1-H ~hi 
8 Jl \ 

) '(º2 ;¿O") 
l
- L l r-. +- i»,. ~ 
, h 

1-L_ . 

La ener~1a del camPo e~ i~ual a la su•a de las ener-

~tas de los osciladores. 

Eximten for•ulaciones enuivalente~ a ~sta1 en las 

oue to•ando co•binaciones lineales de las a111p!1tudes del 

12 



c1al vectorial ouede der1n1do como una r.nnt1dnd real, Para 

A (ñ.JJ 

con 

Introducimos las variable• canónicas reales 

\ Ün \ ( é¡.,,~J: ~ ,_,~ui.,i) 

~"; _jvJn ( :)"' - o:.) 
La HaMiltonianar expresada en función de estas nue-

vas variables es 

H .. 
1 ¿~.- ( 1 l -¡) - - t'f\ + w,, ~., z h 

w las ecuaciones d1njmicas son lea del 0Dc1lador ar-

mónico para las an, Sust1tuwendo en la expresión Para ~. ve-

mes 01.Je 

(17) 

Por co•odidad Para el maneJo ruturo• desdoblaMos el 

indice de la su•a• Ahora la n caracteriza a cada frecuencia 

"" wnr W la 'J' a r.Llda r.h reC"Ción de polarización e,. ir 1 La<; ;;im·-



I' .l 1 t11<Je~. ¡jp 1 "ª"'"'º est .. ~n i1Snc1adas a rada r.omr>onent.e1 ·.1 va·-

r1an en ~enera1 F-ara rada frecuenria u cada dirección de po-

lar1za1~1ón1 Y r-or el lo llevan rfoble s•Jb!nrfire a .,q-- ' P.,.,.-

As 1 cnmo la c. eruac 1 ones dP Ma;:wel l son la bast\' Para 

nuestra descriPción del camF-01 la 1nterar.rtón entre éste ~ 

las Partículas viene dada Por la fuerza de Lnrentz 

(11:1) F 
La Hamiltoniana aue conduce a una fuerza de interac-

rión de este tipo Para una Part.f rula de carda e es 

( 19) Hp :: E e,~ + V mi.ci. + (cf>-e.íl) 2 

81 te? eAI << mc:i. , poden.os usar la aproxima-

c:ión 

f~-~€1 + 
J 

l, 
E: + ... 

de manera aue <19) se transforma en 

+-L (i-!A)+ 2m c. 
yY r 2. 
·- I 

w como el óltimo término es constante.lo de~echare-

nios en esta aproximación no relativista. Asi la Hamiltoniona 

Para la parttcula aucdal 

1-4 



(:!O) .¡. ~ j¡ )/. • 
c.. 

4·- [l(IIUCCION TIE LA ECUACION fil Afü<Mlf\M LOk[.Nfl 

11!? las ei:r-resi1Jni~s < 1.'>l l'1 <20> se s1!Clue nue la Ha··· 

niilton1•!lna de una r"articula carsada puntual os 

H e 'f + - f - "::. íl + -~- L \ 1'1..r + tJ,.. q_M ,./.. l ( -)2. t \ ( 2 2. ".L J 
z l'Y1 c... ¡, ",<T } 

donde el potencial vectorial •a~nético A se desarro-

Aaui ~.F son la Posición w el momento conJu~ados de 

El Problema oue nos PreocuPa es encontrar la ecua-

ción de movimiento de la rar~fcuJa. Vamos a calcular laa a-

cuaciones de Ha~ilton tan~o Para la psrticula co•o para •l 

ca•PO• pues las a•Plitudes de este dlti•o noa son desconoci-

das también. u poder determinarlas necesartam~ntP oueda in-
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clutdo dentro de nuestra tarea. 

Para la Part1cul~ tene~os 

(23) ' (- c. ñ ·) = ;; t> - e 11 (xi ) 

Y Para la derivada te•Poral del mo~ento 

(24) 

f .: - ~ h 
8~ * == - tVtf> 

donde aíl/ í) X es una diada, CIJ\,JO Prod•Jcto escalar 

con la v•locidad no es cor1•utativo, Para aclarar este Punto 

c~nsid•r••o• l• coePonent• x d• la •cuación (24> 

aue ayuda a mostrar la validez de la eKPresión sena-

ral obtenida. 

Por sen11ralidi1d1 Pero al estar en la r1or•a de Co1Jlo111b r.iem-

Pre pode•o• Pensar en aue +• O , 
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Para las componentes deJ camPo 

(25) 

o ~' . 
A 

d 1-- + {:,,¡ 
.,..~ 'ff -· ¡¡¡;,..¡ a~ c. 

_e., ~4Ti~' 
' .. ,/' 

~'~".; t1 »of ' ..¡.".,. - ~ •C"'4' r J ""E. -i:T w.. 
w la er1.1ar1ón 1:1ue la aco11Pal'la 

J 
(26) 

En estas eruaciones ~ Y ~ estan asociadas a la Posi-

ción Y la velocidad de la Partfcula en cada instante. A~f, 

las cuatro ecuaciones diném1cas se encuentran acoplada~. Pa-

ra encontrar las amP1itudes del ca11Po deb~11os conocer la 

trawectoriar w Para conocer la trnwectoria debe1111os conocer 

la for11a exPlfcita de las comPonent•s del ca11Po1 

Va~os a usar una t~cnica conocida de la f1sica Para 

ro11Per et ac0Pla1111iento, Resolvereaos (2~> Y <26) suponiendo 

aue Posición Y velocidad son funciones conocidas del espacio 

w el tie111Po• Y obtendre111os exPlfcita1111ente ª "..- Y p,...,. COllllO 

funciones de la trawectoria. ke~resare11os con ellas a C2J) w 

(24> "' tendr•111os entonces un Par d• ecuaciones Para la posi-

ción w la velocid.ad de la ¡>artfcula con todo:; los raré11etros 

conocidos. Esas son las ecuaciones de •ovi•if!nto aue busca-

lllOSt 
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l·'ara estor r·rtmcro 1tt•Jlt1F.l1ramos (:!51 F·or l w., , w 

su•amos el Par de ecuaciones obtenidas. resultando 

Si definimos L1 variable 11-~ "' f\·.q- + > '''" q, 11 ;- ~ sust.1-

tuimos en (27lr lle~a•os a la ecuación diferencial de una 

variable 

(28) 

cuwa solución es conocida <Bouce Y UiPr1mar 1981)• w 

es 

t 

(29) 1ln(t) :; e.~~·) ~ [; J)l'\ f.t ·l)-; K11°ií1TI ~ .. ·, ll~J dG tC.~ ~jw,,f • 
•• 

DeAPeJando las Partes real e i•a~inariar Y comparan-

do con la definición de 'f¿ 11 ' lle~a111os a las eHPresiones pa­

ra las amPlitudes del camPo 

Las constantes aue aparecen se FUeden asociar con 

HI 



las amplitudes del cnmro en t~o, a las nue rnndremos un erro 

de subind1cer si consideramos nue éste es el tiemFo in1cinlr 

Pues a111 las intearales se anulan u es jnmediato nue 

( 32) 

Ya hemos realizado la mitad del trabaJo, Hearesemos 

ahora a las ecuaciones de movi~1ento C23J Y <24> de la par-

t1cula, Como buscamos la ecuación d1namica nue involucre a 

la acelerac1ónrderivamos (23) obteniendo 

(33) l'YI ·x. 

to en (24), La derivada te•Poral del Potencial vectorial es 

(J4) A -· dA = 
di 

Como hici•os antes, tratare•os de visualizar el si•-

nif'icado de esta ecuación vectorial escribier1do s•J Primera 

., .{ : . \¡ f 1 ,, • ~ t J íl JI / J t 1 

Í\ -J 4'11,-i' ("e ~ .~ (.+i .. ~(,1)o~n•i -q, .... MJ>,i< .. ·j)+L.(~~ i .. t~- f;4f)· 
11 ., - --- L .,4" J( ,, " "~ 1.-\'° tt•J 

L' ~,<I' i~ 

Introduci~ndo toda la información obtenida en CJJ)r 
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Junto con la P:-:Presi.l'>n Para las derivc;das de las ,;;mr.-)1 t:ideo; 

del C'a1J1Pn (ec1.Jac1ones (25) Y C: 16J) r l.le'iiamns i3 }¡o¡ P.Hpresión 

buscada 

fn esta e;rr,resil.'Jr1 solo falt.a su5t1 t•u r la t'orm;: ef(·· 

Plicita di'! las a111Plitudes del camr>o n ti..- \,1 r·.,.. , \~ t,er1rlrP·-

mos el resultado buscado, 

Antes de e5tor Por comPletezr vamos a mostrar aue et 

lado dorecho en (J~) es la fuerza de Lorent.zr como debe serr 

r>•Jes la fur1cit'>ri Ha111iltr.miar1a se cor1str•J•Jl.'J F1ir;1 0111"1 de cl.lci 

se deduzca esta tuerza, Primero calculamos el ca~Po ma~n~ti-

C'O H 

(J6) 

cuyas com~onentes• usando la oxpres1ón (l6J para ¡, 

sor1 
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En esta expresión solo falta sustituir la forma ex-

mos ¿l resultado buscado. 

lado derecho en (35) es la fuerza de Lorentzr co~o debe serr 

Pues la función Hamiltoniana se construwó Para aue de ella 

se deduzc,3 esta fuer;:'.a, Primero r.alc-ulanoos el r.amPo maflnét,i-

r.o H 

( 36) ~ ~ V 1(] :: ( ?-;~ . d )_:J) A + ( ?fi: -:)~1,j \ 3 • ( d) A.~ - J (4;~) i I 

() (, f. ( 

cu.,,as co11tF•onentes, usar1rlo la e::r·resión < 16) para Ar 

son 

(37) 

flhora nc;is ir1teresa el Prod•Jcto vectorial 'Y >: lh cu!Ja 
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Ahora nns jnteresa et producto vectorial V H Hr cu~o 

for111a es 

Evaluemos eHPlfcita111ente la comPonente M de <JH> 

(;;:;x ~ )-x =J41~ .. · L i (~ e.,n K.,,.. • e"'r" K.J J- ~ e .. r_,K .. ~-+ a .. o-, 1<., ~~) 
L "•O" l P ( - - ) ( 

(J9) . .t1.¡;c¿,k'.,•;i-'f.,f'~l( .... f )J 

(;; 1( ¡:¡ J x = f~~, '~ \tli .f .. ,) k, -e~,( K.,·t 11) 1'.:;: ~~·x -~ ... ~¡,.¡ J j . 
Generalizando Para las otras coaPonentesr es claro 

aue 

di recto a•JP. 

<4t>-E- V·"' '·J·411~'\ 1 ~e.("' ~.;;:..;.-.w~n~,~;~.;)·. - - ·r - - · - L ""~ T,1r 1"" 
c. /.. ..... ~ 

Uniendo (~O> ~ (41> tene111os la expresión par~ la 

fuerz• de Lorentz 
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ff~cordemos eate hecho! es eauivalente encontrar la 

ecuación de movimiento de la Parttcula Partiendo de las e-

cuaciones de Hamilton1 como se hizo anuf , aue usar la lew 

din~111ica de Newton con la f1Jerza de L.orentz. Ln el f1.1tl1ro ;:;·· 

Provechare111os esto Para hacer los cálculo~ Por el camino 111ás 

serocillo. 

tud del campo <30) u (31> w reasruPando términos. llesa111os 

finalaer1t.e a la ec•Jar.ión buscada r--.;r.~ r-·¡:¡rttr.11Ja 1>untw:iJ no 
, 

relativista 1 <:o" ~. = K., L/1.J.,., 

rri°'i.::.-e.V~t 

+ e{'iiF L Sc,"cr ... 1 .i,t-riZ~·'i) .. r.,_., l.t->1(w~-t -rK;;<~[~·t,(-c.,(f",!-11J~ 
C43l L• .. ,.rl ') 

t-t.2 411 L. ( ~[.w.1.-.)+ 'K.-(xtiJ-i11J)e.;.i11Ja' l ~.e., l -é...~(á.: t +t)). 
~ .. ,Q' ),. 

En la forma en la nue la he~os escrito, la Pri111era 

parte depende de la Poajcíón Y velocidad actualea de la Par-

tfcula• w la se~unda de la trawectoria previa, deRde el 

tielllPO inicial t 0 • 

Es in.Portante deut.acar ali!? est.;:; cc11;:;r.1or,, dentro dí! 

Jos ltiaites seftalados1 es e>:octa 1:1 eerredar cm el !lentido 

aue no se ha hecho nin.!!lur1a a .. roxf11acidn •n su deducción• Y 

es una consecuencia de las le~es aue cstan en la ho~e de la 
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dinti1111ca r1ewto111ana 'J de la eleetrodintl1111rn c14sica, Cor1tie .. 

r1e toda la inforaación sobre el a0111aiento futuro da la 

Particula Puntual car~adar w sólo de~en especificarse los 

ca111pos Y la Posición Y velocidad ~e la Parttcula al tieaPo 

iriicial t 0 • 

El precio oue debe Pa~arse por tantas bondades es su 

elevada co•PleJidad 111ate111atica. La ecuación es inte~rodife­

rencialr w no lineal en la velocidad w la aceleración, 81m­

Plemente no Pertenece al reducidisimo ~ruPo de ecuaciones 

aue Podemos resolver mediante funciones analiticas. 

Para obtener infor~ación fisica hare•O•• a partir de 

•aui• •Proxi••cion••• oue debere•os tener Presentes Para no 

acusar a esta ecuación de Problemas con resultados debidos a 

excesos co•etidos al aProxi111ar.Considere•os el li•ite de on­

da lar~a en el ca~po, En este caso el nó~ero de ondn Kn sa 

hace •uY Peouel'lo• y asi el Producto escalar 1\'n,!{ es arbitra­

riamente peauel'lo, Esto eauivale a suPoner our en las re~io­

nes oue va recorriendo la Particular la~ variaciones del 

ca•Po se deben funda•ental111ente a ca~bios teaPorales Y no 

••P•cial••• Adicional••nte consid•r•re•os v•locidades 111uw 

Peouel'las1 de modo oue el cociente v/c sea muY Peaue~o. Aaut 

se ver~ la utilidad del tendencioso ractor de normalización• 

Pues la aparición de e en ~l Per•itir~ aue subsistan t~r~j­

nos aue de otro ~odo eli•inaria•oa. 
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HaciDndo estas consideraciones es directo obtener Ja 

Los dos PrtmRros términos son funciones establecidas 

del espacio w el tiempo, w corresPonden Al campo externo aue 

e;dstfa al co111en;;o:ar el r>Zt1Jd10 del n1ovimit>nto. E.st,tln dadas Y 

son inderendientes de la trawector1a de la rart1cula, Es lo 

nue h;~b:it .. ualment.e se rnnnce como fuer:-a c:·:terr1n i"e}:t• c1umdo 

son incluidas en el ólti1110 tér•ino las 111od1ficaciones al 

ca111Po• ~~ con ello a la f•Jerza de interarc1ón• debidas al 1110··· 

vi111iento de la Particul•· A este ólti1110 tér111ino dedicare111os 

nuestra atenci6n. 

Va111os a interca111biar la au111a con l• inte•r•l• Ahor~ 

Pasare111os al 11111ite en aue tene111os un continuo de frecuen-

cias, de 111odo aue la sr>rie de Fourier se transfor111a en una 

res de onda Kn lo obtene•os recordando la condición (14) 

oue definfa los nó111eros enteros Nni con K _.,,, 
• - " •

1 11r.: iio::H'W'~' ri, - ;i__ ~ J 
~ 

de donde 
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ror otro lador nota~os aue el Producto escalar es la 

Pro1i1ección de la velocidad en .Ja dirección de polar1zaciónr 

Perpendicular a la de ProPaSación ¡n Por lo oue la suaa so-

bre el indice a , aue cubre affibas Polarizaciones Posiblesr 

111ultiPlicada Por el vector unitario -e,, , r1os da la co11po-

nente transversal de la velocidad ~~ , nue ta~bién Pode11os 

escribir co~o la veloc1dad 111enos su co111Ponente en la direc-

ción de ProPasacjón ' es dec1 r 

(46) r. i .. ,. j t .. <f ::: 

. " 
El ele111ento de voló~en del vector de onda lo escri­

bhos en coordenadas Polares es1'1ricas d~K:.K2d~....,6ol9 el~, 

con lo nue el tér111ino analizado nueda 

Ubica111os por coaodidad a la velocidad en la dlrec­

ción z, 1i1 Por ello j ::: ~ 3 , Al vector unitsrio er1 la di­

rección de proPaSación lo desco11Pone11os en sus co11Ponentes 

cartesian••• usar1do nue •• el v•ctor unitario radial 

t = ,~ e ts'~ ti ~ • .(W>¡ 9 ftlm t ~ ~ (K,) e J ) 



Y sen~ al !5l'r intesrad11s sobre un Per1odo r.o•Pleto se a-

nulanr solo aueda la r.o•Ponente en la direcr.ión de z, aue 

Puede intesrarse directa111ente• resultando ~ara la intedral 

sobre los ~nsulos 

C4B> q!;_ ¡.& i)-M«~" \'\i; X<.o'0~)-9;i9df =ª~ ¡ · 
~ o ' o o 

Si sustitui•os este resultado en <47), ca•biamos la 

variable de inte!ifración de· 1( a w ' usando \.(.: w1c. Y obser-

11a111os nue 

Podr••os r••scribir C47l en la for•a 

Piedades de la Delta do U1rac. En Particular. r.onsideremos 

l• definición 

(50) 

rll 

$(i·l): j_ ( c...-.w(:4-l) cJw 1. 

"11' 'º 
Y las P.roPiedadei de sus derivadas 

c1 r u -1; = 
ri ( *. IÍ) 
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"" 
) fCi) ~'U)iJJ.. .:: - {h) 

-... 

Adicional•ente usaremos Ja sisuiente extensión •ra-

zonable' de la Propiedad de definición 

(52) 

o 
) f (x) 

-~ 

Inte~rando Por Partes dos veces la ecuación <4J), Y 

con el uso de los resultados 11encionados• se lle~a a 

Las deltas de Dirac evaluadas en cero rePresentan 

infinitos• Y se las Puede considerar simplemente como una 

for•a simbólica de éstos. SustituYendo el resultado obtenido 

en la ecuación de •ovi•iento (44>• ésta nueda eNPresada en 

la for•a 

Uno de los infinitos •ult1Plica a la aceleración• Y 

Podrfa s•r considerado co•o un tér11ino adicional de 111asa•di·-

ver~ente como ocurre con la •asa electroma~nética de la Par-

tfcula P•Jnf,ual, El otro infinito no teroer..os donde Ponerlo• IJ 
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lo esconderemos rlebaJo rtn Jn alrn~•ra. Nn~ Jimitnrrmos D re-

cordor aue esta ecuaci~n es d1ver~ente. nue haw inrin1tns 

nue no hemos Podido eliminar• Pero no ln• escribiremos• con 

lo aue la ecuación <5~> se reduce a 

.. 
(55) tn x 

aue es Justamente la ecuación rte Abrnham-Lorentz, 

En Primer lusar• este resultado muestra un Poderoso 

arsumentcJ a favor de la ec1.1aciOr1 l:fener<'ll de movim1cnt,o < JB>. 

Lueso de hacer dos aproximaciones muw fuertes, obtene•os Ja 

mis•a ecuación dinjmica nue c• aceptada como v~lida en Ja 

maworia de los textos avanzados de electrorlinémica clásica. 

El hecho desasradable representado ror la PrPsencia de los 

infinitos lo comPartimos con todas l•s de••s deducciones• de 

modo nue no nos sentiremos Personal•ente afectados. 

Analicemos el sentido f1s1co de las aproHimaciones 

realizadas. Ya comentamos en la critica a la ecuación de A-

-L, nue la maworfa de las deducciones formales consideran a 

la carsa instanténeamente en reposo• o moviéndooe con voJo-

cidad ~uw Peuue~a (Landaur1970J Jackson.1975), Al hacer aue 

la velocidad de la Partfcula ~ea muw Peaue~a resFecto de la 

dP. la luz (v/c-'J> 0), hemos ef'ect,uado una !::•.1r·or;1c1óro de! 11110·-
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mo tipo, Cabe resaltar nue en el limite no relRt1v1sta lo 

aue se omite es el cuadrado del coci~nt~ de la velocidades. 

de 11tanera aue la nuPstra es una restricción ad1cional1 con 

la Partícula •ovi~ndose 11tU\,I lenta11tente, 

La aProxi11tac1ón de onda larsa 1ntroduJo la h1Pótes1s 

de aue los ca11tPOS e::terr1os varfan 11tUY lenta111er1te. Puede de-

mostrarse <Landau, 19701 pg,:~73> nue esto enuivale a SUF'OnPr 

aue la fuerza externa es mucho 11aYor a•Je la de frenado F'Or 

radiación• Y aue las longitudes de onda Para las cuales es 

vélida esta ecuación deben satisfacer 

(56) J. > > 

donde el t~r11tino derecho es el radio clásico del e-

lectrón. Ya volvere•os sobre esto al considerar 'articulas 

con estructura. 

Es 11tUY iMPortante aue recalauemos auc las lim1tacio·· 

nes de la ecuación de Abraha11t-Lorentz habitualmente atribuf-

das a la electrodin~•ic•• aouf van apareciendo como cense-

cuencia directa de las li•itaciones ctue nosotros i11tPusi11os 

al tratar de aProxi•ar la ecuación ~eneral• Y s1 bien aón ne 

he11tos 11tostrado oue rode11tos superarlas, al mer1os oueda claro 

el orisen de alsunas de las dificultadesrY ~stas r10 Presen-
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tan relación aJsuna con Ja nPcesidad de r~currir a la •erá­

nica cuántica aue ~enc1ona1 entre otro~, Landsu <Landau1 

1970). 

Un co•entar10 adicional merece un asPecto 

de la ProPia aProHi•ación de onda larsa realizada por noso­

tros. En esta aProx1mar1ón ha~ frecuencias muw altas oue no 

deben conniderarse Permitidas al siste•a fisico. si• embar­

do, al Pasar de la suma sobre las co•Fonentes de Fourjer a 

una intesral• extendimos los limites de cero a inr1nito. es 

decir oue sumarnos sobre t~rm1nos no Per•itidos, 

Una forma de excusar nuestro Proceder es indicar el 

orden de •a•nitud de esos tér•inos. El radio clásico del e­

lectrón• respecto del cual co•Para•os las lons1tudes de on­

da• es de unos 2+80 x 10E-1J e•• lo aue est6 •n la r••idn 

leJana de los ra~os Sa•••• en el lf•it• de las radiaciones 

electro•a~néticas conocidas. 

De todos •odos1 d•sde un punto de vista de ~r1nci­

Pios pode•os corres1r este inconveniente introduciendo una 

función de corte en :ta ir.te.~ral, Si l'·roFnr.r.mo:; un.:; f•mc-ión 

11( W l 11ue s• anule cuando w Uend• • infinito, •n luSar d• 

la ecuación (49> t•ndr••os 
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( 57) ¡ . .) 1 

aue puede ser inte~rado dos veces Por Fartes, dando 

como 

(58) 

Un aspecto muy imPortante de este resultado es aue 

Para EIC ,¡ > bien comportadas desaparecen los inf1n1tos. 

Tomemos Por eJemFlo la forma m~s burda de s<~ > 

(~9) 

donde .f'L ·es una cierta frecuer1cia limite. Sustitu-

wendo en <51> lle~arnos a 

(60) 

•o un 

' - t- x u,) ~ Sl.l~-~oJ t 'i ~-

.' 'lf t\ -¡7.;t.ji-

,. 

,< 1 t..¡ 

.t 

l•J~. \..!A __ ~ l,¡ 
) - -te 

fi." -t,i ·;: r 
-< ·G 

r. 
(, 1 

) 

Si recorda•os la definición de la delta de Diroc co-

Uaite 

./.v.., A J,¡. ., Sl (;A -"bj 
~ U-tJ ::. ---·---· .. -

.n....:..~ 11 < - G 
J 

vere111os t11Je al hi:Jcer tender .n. a 1nfin1to recupe-
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re•os la eHPres1ón <hJ). Us;;remos esto•:; rec:u.lt;idns al er1r.:or1-· 

tr•r• en los siduientna CAPttulns1 s1tu1c1ones ftnicas en 

l•s oue naturalmente se introduce un f~ctnr de corte, 

Revisemos lo auP hemos hecho. 

EHPresamos ot ccmPn elcctroma~nético on sus compo­

nentes de onda Plana. L1.11?so er1cor1tramos 1.:1 llcimiltor1Hina de1 

sistema ffaico compuesto Por un~ Particula cardada Y el cam­

po aue la rodea, Calculamos las ecuaciones rlin~micas de la 

Particula Y el camPO• resnlviondo estas OJtjn.as en función 

de la trawectoria de la Partícula. w msi encontramos una e­

c11ación de movimiento cerrada Y e:·:acta r-·ara la Partíc•Jla 

Puntual no relativista. Vimos aue al hacer la ar>roximoción 

de velocidades peaue~as ~ ond~ larda• se recuPerm la ecua­

ción de Abraham-Lorentz1 con todas sus dificultades, Y •os­

tra•os aue al~unss de ellas Provienen de las aProxi~aciones 

Y no son intrínsecas a la teorfa elec~romadnética. 

Tene•os en nuestras ~anos una descriPción teórica 

aue, al introducir una runción de corte o las frecuencias. 

al •enos eliMina las diver~encias de la ecuación. [~plorore­

iaos ••• rosibilidad en los si~uientes carftulos al obtener 

esa función de la estructur~ de Ja Parttcula1 u al PreRentar 

una formulación más ~eneral, 
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Un óltimo coruentar10: he•os dicho AUe ~ es el Poten­

cial vectorial del cual se deriva el campo electro~~~nét1co, 

Todas las modificaciones al ca~Po Producidas ~or el mov1-

~iento de la parttcula esténr entoncesr contenidas en ese 

Potencial, a trav~s de los ca~bios en las amplitudes, 
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CAPITULO 11 1 LA ECUACIOll HllEORODIFERENClAL Cl::lDAL> 

PARA PAR'íICULA CON ESTRUClURA, 

1- ALUUNOS COMENTAklUS PREVIOS 

!len.os 111ostrarlo er1 el capftulo anterior n•Je Poden1os 

usar la desco&PosiciOn esP•ctral del campo Para obtener. 

lueso de severas aproxi•acionesr la ecuación de Abraha• 

Lorentzr con todos los defectos aue wa ~eMalamos. 

Ahora vamos a recorrer un ca~1no Planteado rec1ente­

••nte Para SUPl!rar alsunas de esas ~f'ictJltadesl to•ar en 

consideración la estructura de la partícula C de Ja PeMa et 

alr19001 Zosaibr 1904>. Haremos esto usando la 111is~a técnica 

de desco•PosiciOn del ca•Fo er1 sus co~Ponentes de Fouric:ir 

con dos obJetivós, El Primero es •ostrar cuán fructífera Y 

directa es esta formulactónr oue Permite recuperar re~ulta­

dos conocidos con facilidad, Y deJando al desnudo las aPro­

ximaciones realizadas. AProvecharemos para rliscutir la ecua­

ción de •ovi•iento resultanter sus si•ilitudes Y diferenrias 

con la EIDAL wa estudiada, w analizar el Problem~ rle Ja cau­

salidad. 

El sesundo obJet1vo es PreParar todas las herram1en-



tas uue en el SJ~u1ente caPituln nos Permitirán plantear el 

::!·- 11n1uccwt1 [IL LA ECIJA1:rnN LIL MIJVIMIENfll 

En la deducción de la ecuación de movimiento usare-

mos la Mamiltoniana del camPo (ecuacinn l < 1611' y;;i dtscut.irla 

ant<Hior111ente 

( 1) 

~ debere•os construir una exPresidn para la Hamilto-

niana de la Particula eHtensa 1con una distribución de car~a 

dada ~( ñ., t.) , !J una d1 str1bur.iór1 de 111asa ~lñ,, l} 

Generalizando lns r.oncePtos usados para particula 

Puntual, escribi~os la ener~ia cinética l Y la Potencial U 

<?r1 la forma 

(2) 

f( __ ~~' R f~,*').-¡¡ fr., ~1\ d:i)l, 
e 

' J 

donde las inte~ralcs se extienden a todo el espar.10. 

La La~ran!:liana, constr•Jfda r.01110 l · U , aued.1 ent.on 

ces como 



aue es lR fnrma 1ntaarAI de la ewPres1ón FDrD la La­

sransiana rle un siste•a discreto de particulas ruoJdstein• 

19/'i'>. [n ~st.11 1>11ec1e versr Ja di.t'icult<:1d dPl r>a!:o ,'J una dts· 

tribución continua de rarsa Y masA. Ln rns1ciOn de cada r>ar­

t1cula debe consirlerarse romo el par~mptro de tnte~ración1 Y 

la velootdac1 deherá dePender de ese r>arametro. lleberiamos 

recurrir al formalismo dP la mecantca de fluidos Para tenPr 

claridad sobre las coordenadas seneraltznrlas auc se est8n u­

ti l.izando, 

Como los int,e>r!"5PS de este ei;t,1.1d10 o;e rl1 r11en er1 o­

tra dirección• hare•os unas restricciones muy importantes 

sobre el •ovi•1ento Y las caracterist1cas de la rarticula 

aue no;, darán ur1a sal1di'I al r>roble111a. De aa1Ji ,,n ,;delar1te 

sur>ondremos aue las distribuciones de carsa Y mes~ son infi­

nitamente risidas. Y Poseen si•etria esférica. Ue este modo 

al introducir la coordenada ~<t> del centro de ma5a dP ta 

r>artfcula1 oue coinc1rlir~ con 1<:1 del cnntro d~ c2r~D• dPR 

cribire•os el co~Porta•iento ~raslacional de la P~rttcu!a Pn 

su conJunto, Ade••s suPondrc•os mue ~stoR son loR ónicos 

drudos de lib~rtad del sistema. de •aner~ auP la Fmrtfcula 

NO rota. Para sarantizarlo limitare•os nuestra descriPc1ón a 



rarJin de la Porticulo. Usanrlo la ronrlici~n rlc 5tmrtria r.sfd-

rica nos a!"ie9uramos a11e todos los mon1ento5 mu 1til'o1 a res aso-

ciados ,, Ja d1!;t.r1l:u.Jc:it'>n rl1° rar'Ola son nu.lo5• Far lo 01.1c nin-

iMm camPo urdforme r·•icde aPJicar torcas sohre l"' Partfcula. 

Re~umjendo: con .la~ restricciones mencionadas, Ja 

rJi5t,rihución de car.•:t.J t,il~nP la fnr"'t' ~(lt):: f(li"-il) • "' todos 

los Puntos del cuerpo cnmFarten la misma velocidad ~ 

dfi/rJt = f: • 

Podemos esrrih1r la Lodran~iana restrjn~ida como 

(4) 

El ~omento canónico conJu•ado a la Posición del cen-

tro de masa N l"S 

J 

de donde e5 rl1recto oue 

(6) 

L.a Hamiltoni-'Jna Pa.rfl Ja Part.tr.ula la calcula111os en 

lB forma habit.ufll 
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<7> H F .;,r - L 

Para conocer la Ham1ltnn1ana del sistema solo nos 

resta Proponer la desromPosic1ftn esPectral del Potencial 

vectori~l, co•o en el caPttulo 1, Al 1~ual oue alli supone-

mos aue las fronteras están const1tuidaa Por una raJa cOh1ra 

de arista L1 en cusas caras el potenr1al vectorial es Perió-

dico1 w trabaJaremn~ en la nor~a de Coulomb. 

r:ntoroces • con 

(Bl .... t/") ¡).l/n K.,· ¡¡,) ' 
',11.,., 

w dado oue expresamos al campo como un conJunto de 

osctladores armónicos individuales, la Hamiltoniana del sis-

(9) 

Puntual• calculamoa las ecuaciones de llDmjJton Para l~s am-

Plitudes del ca•PO• obteniendo 

( 10) ) 



)1 ~d1 :1r: 
.~ - i:,J ~.rt e u > - /• 
.. 1 Q( f.1 ~, ,,_ ,, - '.JI . 

., 
) 

1 ,, " - ,, ........ ,,..( ... 1; 
1c:r.( ... 

/ .. .'' )' . 
~ 

aue al resolver en función de l~ trawector10 de la 

Port,ir.t!liH tiene r.omn solur1or1es .l<ó.-, -,1':1•11ent<:>s i;::Fres1one!:l 

( 13) 

( 1 'I) 

fn.,.-:: ,/~' t" ({l~).é,(' ~(ii.,&/r,y .. .(i..1n1t-&)-~ ... J'C] cPn_dr, 1-

~ J'-o ),,. 
) 

--, r 
i+'lcr =.I~) ).xtol·h~ ~r:c.~Jf;.l,..,[w.,1-1-1)-i<'~·ii-] o:A 3 n.~'G 1-

1 ~ "º ti ...... 

-i r 1 !~ J:.Jil'n Vlr11 Í + r:, ·~ ''1..., r •• /., .. .t' ) 
w., 

donde si t~= o, tendre~os 

Para construir las ecuaciones d1nAmir.as sólo resta 

usar esta infor~ac10n, Pnr ser ~ás directo usaremos la lew 

d.~ fuerza de Lorent,z,aue Para una Partfr.1.11a cr.m Pstr11ct,ura 

auada exPresada como 

e 161 

J9 



se 

puede expresar 

( 1 '7) 

con esto w la sesunda lew de Newtonr obtene~os al 

sustituir 

(18) 

+ 
1 
.,4: ( L {~ w •. (;-_.r:. -1, ... w" ~" r.·). [~·e~ Rtt • '"~(K: ~ 1" ,.,,,~ ~lÍ.,t Jd~Jl,. 
!."' ) , C- \ Wti 

'( ' 

Introducj•os en estas ecuaciones las exPresjones ob-

tenidas Para,..,, w ª•f Cecs, (121 w C13llr w lle!t•,.os a la 

ecuación de movimiento Para Part1cula con estructurar con 

movi,.iento Pura,.ente traslacionalr buscada: 

m ~ ;.:. - ) ~ 79 ·A ~ 

+ v ~-r, í <r c ... ..,,(1.1.1 t ~ .. ·it} _ el~ ~ { w~t+ ~ .. iij[*-. e.,~ .. e.~t- ~ +1~ rLt1 ~'n + 
<19> L ·~J; 

.a 

t ~~ l) ( ( t(t).€.,.. f(r..•) ~(1',,)lf'>.[i..IH) ti(~(~-t:l)f!·t..,l-i.AÍ:~-tlid1,:cJt H. 
l ...... ~il, 

Esta es l• expresión oue ouerta•os obtener, Sin e•-
bar!tor su aspecto es oscuro w dificil de interPrntarr PU~~ 

solo el ólti,.o tér•ino incluve una sumatoria w tres intedra-

cienes. Podemos observarr sin e•bar~o. un ~r1mnr resultado 

alentador: si la F-arttculi'I P.S r-eaiJel'lar r-odremos <Jr>ro;;imnr e.l 
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arduruento del coseno en el OJt1rno t~rrn1nn• ~n su rartc c~ra-

cial. por Jos valore• de la Posici~n rlel centro de masa, de 

modo aue 

(:!O> ~ ~ ~(r.:,G) ~(1. .. t) ~r Wn(I •t) ... R~·(.it. )í,'v el!,: d· '= e' u,¡. \w., l i·G) + h .. ·("Afl¡-;(&~ • 

V V
1 

A3i1 aProx1mando las ardumentos de las func1onea se-

no Y coseno tombién en el se~undo t~rmino rcr sua valorea en 

el centro de "'ºªª' u recordando aue la intc•ral aohre todo 

el volórnen de la densidad de cor~a es Ja carda nue hemos 

JJa~ado e. la ecuación (19> se reduce a lo <1-~J)r aue es la 

ecuación ~eneral rara rarticula runtual. 

De esto manera rode~os tener bastante confian~o en 

la exrresiOn obtenida• dado aue se reduce al caso Puntual 

cuando la P~rtfcula es ~uw Peaue~a. 

J·· ANALHilS DL U\ Ll:Ul\CIOtl llL 11UVJl'11LN IU 

Ya hemos co•entado la dificultad rora obtener infor-

maciOn de Ja ecuación dc •ovimicnto tal co~o esta rlontenda. 

Va•os a reescribirla rara entenderla aeJor. 

El ólt1mo término es el más co~rJ1r~rlo ~ lo ~nnJ17~-



Parte real de una ewPonencia1 romP!eJa• ~ •ultiPl1camos toda 

la expresión Por la unidad escrita comn 

( ~·1 ) i ~ V.,. f ¡ .~ .. ; ( 
:: e. 

, . 'r! . - ') .~ n.,• 1 GJ - :1:1t. 

e 

con lo aue lle~m~os a la si~uiente exPresión Para 

(:;>2) 

Ahora usareaos la cond1c16n de aue la distribución 

r - ~<t> ' entonces 

<23> ~(~, t) :: ~(lit- x1•1I) = ~(s) 

w Podemos introducir rl factor dP forma, conocido rl~ 

la teorta de la dispersión• definido co•o 

( 2-4) 

con lo aue <22) resulta r-;er i!!t1.1al a 

(2:)) 



Volva~os a escribir la ecuación de movimiento com-

Pleta. con el ólti111c término tol como ararere en c?~I. rsta 

es 
1 

~ ·¡ ~/· f í7,.,¡ , .. Ir ".( ::; - , 1 ", .J V·,-

+ J-~~· [) [r,~M("'"t. + iZ~·"). 'i~ A&M("'" t + ;z,;;~(t-.e., t-t,(i: ~ -t •hlil,~)d:n. + 
(26) Un,~· V 

t 

+ ~·!1 e~t 2. Ti}.1 L ( w.-tv'"\*·') ~ K"·l i t.tJ • ¡-¡~J)j *(GH.-.r / ~l~.JI~~ [a·l., t-e.,( i.d + 1)1. 
t} "·' ) •' (, c. ~ 

io 

N•Jevamente te,ne111os una ec11aciór1 con ia 111isn1a cara 

aue la obtenida rara ParticuJa puntual• Fero en este caso 

un factor de corte adicional (211)!,\~lY,"J\2., aue se in·· con 

troduce naturalmente mediante la djstribución de car~a. 

Este hecho en st m1s1110 es muY i111Portante1 pues el o-

riElen de las d1ver~encias en la ecuarión de Abraham-Lorentz 

se encuentra• sesón se discutió en el capitulo ant~riorr en 

no tener una cota superior a las frecuenrias del ca111Po a las 

ti ca c.ue •cortará" a la intearalesr u· r.1.1Ho ori1en f'j si co ce 

descubri111ientor Pues 111.ts adelante lo er.contrar•,.os en otro 

cor1tento. 



S1~u1endo el ca•ino trazado en el estudio de la Par-

ticula Puntual• estud1arentos el li•1te de velGc1dade~ pe-

aue~as Y en la aProximac1ón de onda lar~a Para el campo, A-

sf, desPrecia11<os términos de orden lv/cl1 ~J suPor1¡;mo;; 111.1;, 

las variaciones espaciales del camPo son •uw Peaue~as comPa-

radas con las tentF'orales <Rn.J.c<<w0 t>, l~ecorde111os GIJe al ir1i-

ciar este caPf tulo imPusimos oue los ~radientes del r.amro 

sean Peaue~os en distancias del orden del radio de la Parti-

cula. Esta condición es consistente con la aproHintación ac-

tual. 

Con estas consideraciones. Pasando al li•ite contf-

nuo en la su•a sobre las co•Ponentes espectrales• realizando 

las inte!Olraciones an"1ulares Y llamar1do "f•Jcrza P.i:terna' fe:.:t 

a los términos oue sólo dependen de Ja rasic1ón actual de la 

?articula• la ecuación de •ovi•iento resulta ser 

(27) m Y. 

Esta es Justa•ente IR ecuación estudiada en <T-H/J Y 

< I-S8l, salvo 11ue ahora la función de corte "1bJ) = <~'. ~ l r 

IS ('--'/c) 1 se intrcr1•Jce Mediante ar<11J111entos f1s1cos1 Y no ;3r.1 

!:!.oc como en aauel r.aso. 

Inte~rando dos veces Por Partes obtuvimos la ec, <J-
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-~JJ, AUP reproduc1mns-con el factor rlc corte arlccuado 

<2B> rn 'i 

En esta expresión la aceleración IT"<tJ aPi'l rece ;:¡ a111-

bos lados del si~no 1~uaJ, Vamos a mostrar nue el r.net1c1en-

te ouc la aco111Pa~a Pn el l~do derecho corre&Ponde a la ma~m 

elPrtro111a!'lnét1ca <er, ln' formulación no covari'lnteJ, 

Para esto será necesario evaluar Ja 1nte~ral del 

factor de forma definido en (24> como 

(2'l> 
,.., 1, ) 1 1 ) _¡. ~·ii , 
(i \ i'\ :: - -- J -· ~ ( n.) t el• .n 
l (l....,. •• e 

I V 

La for•a exPlfcita Pode~os conocerla efectuando la 

inte~ración sobre Jas variables an~ulares <usando reordena-

das esféricas>• w obtenemos 

(30) 

Usando este resultado w el hecho de nue 



es directo lle~ar al resultado buscado: 

Ll coeficiente de la aceleración en <20) es entonces 

00 ) í '.~~-/n'J L1 e2 f' ,,.~) í ñ("' L . 4 et\' -:1.)r •• UJ> ~ ¡'"~ 11¡ ) 1 ..,.,,J :: 
•¡ lf .• ~ }:' ¡, 
..... 11. o V t' J¡, -íL'I 

La ener~ia electroma~nética debida a la jnteracción 

de la car~• consitlo misma <autocnertlia o enerdia Proria) es 

C34) J 

donde m~ sidnifica masa elnctromn1n6tica1 u se la b·-

socia con la enerdia sc~On el conocido re~ultado de la rela· 

tividad especial• aue es parte inte1rante de la electrodiná-

Resumiendo los cálculos renlizadoa• nl coeficiente 

de la aceleración se relaciona can In mana nlcctro~atln~ttca 

en la for~a 

(35) 

(JJ 

\z1l)~ ) l ~('t)l2 cl~i 
o 

El factor 4/3 es Propio de una formulación no coYa 



r1ante• !.J PllPde reducirse a 3/3, comn ..,~ sr~ 1nrhcó i;n el 

Primer capftu10, Proponiendo un tensor de esfuerzos con tér 

111inos no electro•asnéticos <Jackson•l9501 de la Pe~a et al• 

1 'IBO >, f'uede ar-recia rse n• 1e Pro r1uest. ro forma 1 i smo, la mas.'3 

tiene dos términos aue aportan a ella: el aue no depende de 

la car!:la• introducido Por la .ti?!~ din.i1111ca• "' el dC?b1do a la 

enersia Potencial de la d1str1b1.1ción de c:arsa. Podria F'ero··· 

sarse al Primero como debido a las fuer~as oue mant.1Pnen u­

nida la car•a• o s1mFlemente como asoriado a la enerdfa no 

Vr1.1viendo sobre In ec•Jac1ón de mov1miC'nto (20), ti.e··· 

ne alsunas características franC'amente no newtonianas. Apa­

rece la aceleracjón inicial, de manera aue necesitaremos 

tres condiciones iniciales Para resolverla. Bin embar~o. la 

Parte fu•rte•ente heterodoxa aParece en el ólti1110 t~r~1no. 

Alli tenemos una dependencia en la tercera derivada de la 

posición• tal como en la ecuación de Abraham-Lorcnt~, Faro 

ésta es para todos los valores aue ha tenido a lo lardo de 

la trayectoria• es decir aue es una ecuac10n con 111e•oria. 

Vemos aue al introducir la estructura de la Parttcu·· 

la• la ecuación de •ov1•iento nos da aJ~unos resultados en­

riA•Jecedores • co1110 la a1'aric1ór1 CHr>11cit.; de .la m.-:is;; elec: 

tro~a~nética, Pero en otros aspectos s1~ue 5icndo dificil de 

ir.terPretar. 



ta. aue nos ofreceré un nuevo punto de vista. Para esto re-

Sresa~os a la ecuación <27>• haremo5 una sola 1nte~rac1ón 

ror Partes1 w sustituimos L~ k e r·ara lles;;r a 

"' 
mx {f:lt}~ _4e' l f (~.)\ j ~(fi1; :w,1c.f1 ¡l-:C .. I~ ¡. 

311c. l 1 

+) ~{¡);~:..."J ;, li'''I. ' '6J' • 

1.,, o 

(;56) 

Si definimos la función ~<r> co~o 

(37) ) K j r(ki¡
4 

AAA'· rí Ji ci I~ 
o 

lle~amos a la ecuación 

.. 
(30) ll\ X: 

l;ta es una ecuación"intesral Para la nc~lerar1~n. 

inte-rodiferencial Para la posición de la Partlcula. El Pri-

••ro Y se~undo tfr1dr1os del lado derecho sólo dP.Pen.den de la 

Posición Y el tie•Po •ctu•les de la Parttcula. Muev•••nte 

obtuvi•os una ecuación con ~emoria1 Pero en este caso para 

la aceleración. 

Ya anteriormente se ha lle~ado a un resultado nimi-



lar (de la Pe~a et alr 19BOJ Ji•énez w "onte•aworr19B31 Zo-

!:laibr 19B4> si!:luiendo un ca111ino distinto. el de desarrollar 

en serie de Tawlor las derivadas respecto al tie•Po retarda-

do, Este hechll es s•J111a111ente sif.lnificativo1 r•Jes m•Jestra la 

consistencia de la teoriar w da confianza en el ca•1no nue 

esta•os transitando rara !:leneralizar la ecuación de 111ovi-

111iento. 

Cabe se~alar nue ta•bién existen diferencias entre 

la <38) w anuella a la aue hacemos mención, Emtas son dosl 

a) El t~r•ino nue depende de Ja velocidad inicial no apare-

ce. b) La inte~ral est6 evaluada desde •enes infinito <en 

ludar de t 0 ) hasta t. Para aue a•bas expresiones resultaran 

i!:lualesr deberiamos considerar en r1ue'.;tr11 cmtudio ur1 t',emr·o 

inicial infinitaaente leJanor w suponer aue la particula 

Partió del reposo• lo nue es una situación rarticular dentro 

de las 111óltirles aue Podrian Plantearse. En este sentido• la 

ec. (30) es más !:leneral. 

Otra virtud de la ecuación de movimiento obtenida es 

aue en el tie•~o inicial to tanto !:l<c<t-to>> como la inte-

~ral se anulan• w (38) se reduce a la for111a •newtoni~na' 

(39) •·r: i,¡ rt ·i -F r t ) ,,,.,,,, ::: l#J~ o 
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Esto muestra aue toda la infor~~c10n re~Fecto al mo­

vi•lento de la Partícula• anterior al tiPmro de inicio del 

estudio• está contenida en el camPoi Y los dos ólti•os tér-

minos estarian describiendo las rcrtuhscionas a este camro 

debidas al movimiento de JJ ProPia rarticula. 

81 en (JO) hacemos feHt • O , es decir anulamos el 

campo eHterno, aueda rán sol o dos término:;. Ll sei;t•Jndo der•en·­

de de los valores anteriores de la acaJerariOn1 Y si no hubo 

fuerzas externas csP~rnmo~ auc ~ean siempre nulos. Si en 

tiemMl5 anteric;rc•s h1.1b1J aceleraciones• la carsa sentiré sus 

efectos a,trnvés de.L ramPo, 

Fl Primer t~r~ino dePende de la velocidad inicial• ~ 

de una función dada del tie~PO• aue fue definida en relación 

con la distribución de car~a de la partícula. Este t6rmino 

Provoca aceleraciones al tiemPo t, aunauc rara todos los 

tiempos anteriores la rart1cula hawa tenido velocidad cons­

tante. Este resultado no es razonable. Se climinP si 1•rone­

mos 

<-40) 

lRué si~nifica esto? Que nuestra ecuaciOn rle mov1·­

miento sólo es válida en el sistema en aue Ja particula rar-



tló del reposo. Esto Puede entenderse co~o una consecuencia 

de las aprolnmaciones 1is13dasr Pero es cl<iro o•Je roo 111101ta 

nuestra capacidad de desrr1b1r ln d1nam1ca. sólo nos obli~a 

a to111,;r r·r11r.,o.1cioror~ ;:;l h:'<cer la rlcscr1:-·r1c'iro. 1. s ur.a rr:; 

tr1cción mt?nos f1Jertt: nuo la oJs6da ero relarión cor. la deduc-.. 

c10n habitual de A-L, rues se suele referir al sistema en el 

cual la p,1rt.f.c1lla r.<:>t.~ en rer-oso ,3 car.1.1 1n~tanter ~ nosotro<:> 

lo reciuerimo<S r;ólo en el Hostante 1n1c1al, 

Si se cumr-Je <40), la ecuación de mov1m1ento resul-

tante es 

«U> 

4- EL PROBLEMA DE LA UAUSALIDALI 

Ya mencionamo~ en el ccritulo anterior oue, al re-

solver la ecuación de Abraham-Lorentz, suele Proponerse una 

tercera condición a la frontera ciue lleva a soluciones arnu · 

••l••• Al~unos autores interpretan este tipo de soluciones 

planteando oue existe un<i incons1stenc1a intrinseca en la e· 

lectrodinámica rlásicar oue sólo PUede superarse introdu-

c1endo la descripción cuántica (Rohrl1~rl965; L<indnurtY70J, 
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cuación de mo·.,¡1 miento n1.1F.' tu:-mos oht.en1do cnnduce il c;olllC'lO·--

nes tot.almente r.;1usales. rro total aruerdo r.on Ja tcoria aue 

r.uar.'ión inte9ral Para .l,; ar.elerariór.,, " mnstraremos las con·-

dir.1nr1es F·,;ra aue c•.1t.n snl 11c11'm c•:.:1sta. l·'or r.omodid;;d def1·-

ritllHJ5 ] a !ái~1u1ente ct1t1st.anf,r-

(42) :: (z ríf 

Ahora vamos a suroncr aue el t1emeo in1c1aJ t 0 es a-

nuel en nue ponemos en marcha nuestros reloJes. es decir t 0 

• o, Esto s1e~pre se Puede hacer si to es finito. El caso en 

aue el tiemF·o inicial es m!:'nos inf'ir.1to r.>•;t,~ an.Fliam1mte 

discutido en las referencias ~•citadas !de La Pe"a ~tal• 

19001 en Particular>. 

Haciendo estas considtHaciones, escr1b1mos la er.uil .. 

r.ión de ~ovim1ento en la s1~u1ente forma: 

t 

;( F,,J 
( .. _, 

'f .. .i. 
(4:5) rr el. ) ~· '· ó 

o 

Usando el teore•a de la convolución rara transfor~a-

das de LaPlace• Ja tnte~raJ Puede escrib1rsnr rrn ~!ti 



(44) 

j 

) ~ ( t -r; ) o. L<í) ~' G 
o 

donde aoui Y en lo oue resta del capitulo las fun 

cienes cuwo ar~u~ento sea s, nue ser4n En deneral -awóscu-

lasr denotan la transformada de LaPlare de las funciones de-

notadas con la!; resf'rrtiVi.15 1111 nósc1Jl ,;r, r.uYn ;ir"lumento e-::. e 1 
...¡-1 

tie~Por Y ~ indica la transformada inversa. 

Tomando las transformadas de LaPlace de todos los 

términos en <4Jlr Y sustJtuwPndo la eHPres16n C44l, llenamos 

a la si~uiente ecuación al~ebraica Para las transformadas rlr 

LaPlace : 

(45) 

r-
J (e.) 

de la cual es directo desPeJar la transformada de la 

aceleración 

(46) 

(47) 

íl(s) =_Fe~~) __ 
rn i· o. (;¡~¡ 

He~os introducido la función auxiliar 
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con la aue podemos esrr1bir lm ~ceJerac1ón como 

t 

(.40 , ii(J;) ::dv- 1 (lc!.1~(!-J) =)"1"(~-G)fiiLl6) ciG. 
o 

Para conocer v<t> deberemos evaluar la intr.~ral de 

Brommwich <Artken•l9UlrP~. U23l en la formn 

(49) 

De esta manera. la rondici.óro de eJ:istencia de la a·-

celeración ~<t> se convierte en una condición respecto a la 

analiticidad de la función f(S) "' (!tt yfr,) l"ilra nue 

i<t> este definida1 los polos de f(s) deberán ocurrir en el 

semiPlano definido ror Re<sl < t , Este tiro de an&Jisis es 

bien conocido de la electrodin8~ica de medios continuos 

(,Jacksonr 1975tP1ii1306l' Pues se aplica Pilra 1.n;t,urli<:r J;¡s re·-

lar.iones de dispersión < de Kra•ers-Kroni~l w la causalidad 

de la relación entre la Jle~ada de una seMal al medio Y la 

respuesta de este. 

Para oue haua una Polo en res>• el drnnm1nsdor en 

ción Planteada Para aue 

(50) ·' ' :;; o 



Uado aue U(s) es la tranGfor1113da d~ S(rt>• definida 

por (37>• Pode111os encontrar una exrresión explicita• obte-

(51) 

aue sólo es válido si la Parte real dn s es Pos1ti-

va. 

Bustjtuwendo en (50>• w expresando s ~KPlicitaIDente 

como nómero comPleJo en In rnrIDa l s r , 1 lesa-

lllOS a 

._.; 

<52> rn +o\\ t''~¿ (~~ .. c.._Kz-~t-l.A.si .. x) }<lr-.)1;: =O ' 
Ía ( s~ + c.• ~ 2 - -:. ~) i. + ~ ~: s 't 

cuwa parte imasinar1a eGcrib1mos a cnntinuacj~nl 

Como 1 a r-,a rte rea 1 da s dehP ser PO"! i t.1 v::i • l º;; ccir • ., •. 

tant•s son no nulas w la integr•l es definida Positiva. debe 

cu111Plirse entonces 1JUe s 1 "'o, Pero de <ei<JJ se s1~ue oue 

(:'i4l G\!>) _ -~ = con~tcante / 
o<. 

...... 

... Jd 



por In oue ~(rt) dPbcra ner una rlclta dr U1r~cr FPro 

esto s~lo es posible si la d1stribuc1~n rle rarda es uniforme 

an todo el e5Pt:h.:-ic,, lo n11r:. t't!:;i r·i:;mi.:r,t,p P.!5. un ab"".1•rr:1<i. 

He•os mostrarlo aue no ruede haher polos de f(sl si 

todo lo Planteado en las lineas anteriores w Jl~~amn~ ~ un 

absurdor sie~Pre aue el factor de forma f(K) no se ar~le PD 

ra k F•ositiva. Er1tonres. :;i lcis rolos r.::1:,tcr,, tiFhcn tener 

.l.J PiJrle rci¡:;l 1.:k·~ :.:; rr.cnor ouc: cc~rc.. cGr1 1n GU;: 

cualuuier valor Positivo se cumple la condición pedida en 

(49). 

l'ara d.isc:utir l;J e:·1.ist.enc1a de l;¡s s1n!i1Jlaridndt's 

r·JJr'"'. 

hasti'I ac;•Ji sólci he111os mostrado rlororln ~Jn r•JFdcm ocurrir. 

N11<.,!:;trn :--..rcocuroción vm crr1 nt.rñ d.ir;:..,cc.ión •.1 no~ t·1mit;"\rcn1ns 

a un breve comentario ~obr~ eJ c~~~aron ~sf~rico• b~stando 

celeración Puede calcularse < un eJ~mrlo rara una d1stribu 

ción rJI? car!1a tiF·O Yul\<IW"1 r-uede vc:rse err de l ,., f•¡::r,13, 

nmz1 Montemo~or rl780 ), 



ración nued& eKrresarla sat1sractoriaffientc Far 

.t ! .... ()! 
.s \ f -G) 

.4 LL l ) ~\G) -~ ) e d!> el~ = m +- OI (;.(~) L iT i 
( 5~i l () f. JO' 

P, lt) ~ t F lt; l l Ru. \ e~ét -G¡ ) ª' m+ ... <1l~) o 

La cc•.1nción \5!'.d r·s la snl•u:-ttin de la C'CUC:Clóri 1nt .• ··-

Pl t:le111P(J r·ara valores cr.tre f~l i n1ci.;l \J 1?.l ;;rt.11;:-.l, [r,tor,· 

se an1Jlen rrara k F·ositiva. 

lCu6.l e:, cJ ;,1E:ri1f'1cndn t'f5i.:o de l.ns Folr.~-; s1 so.lu 

m t ~ Ots> ~ O <~OlV nnaliCGffios la situación r.n 

a11senc t • de f1.1p rzas f':·:tr rn;n;;' dende i' C s l ·~ O. lir. < ·~!:'. l sC! ;.1 ·· 

sue r111r. 

o 
Si no es un valor auc anule a <50), A<sl o 

ar11.1lan (50), A<sl está indctcrrr.iroada. 1'\dcn1bs s = s 11 ·t· i r.r • 

de modo n•1c tenemos ciertas frecucr1c1;;s cnracte!"1.'.:tic.;s '\ 0n 

las nuc el sistema e~ autooscil~ntc, sn~~n se siMuc de la 
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P<Ht.tcula RESIJfNAr acPlerándno;e sin r1PrPsirlnrl C.c fucr:;:-as '.JI 

n.entar o•Je• ron.o 51" h;i p;:hihirJn, er1 J;; clrctrod1r.~micr.¡ cJ.ti 

Plo, un3 d1~~rtbución rlP rar~a tiPo cn5carón esférico dP r~-

dio R, Proponemos 

(!)/) ~(s) = e s::: Á - i (t) 1 

~· usando las de~1n1c1ones <~4> ~ 137>• obtene~os 

<58) 1 t11i) = 1 Mm~R 

(zr,f h v.r~ 

~ 

{ 
'lf/1.¡ 

~In.) = 1 11¡-;;, 

(2.'íl}~ Ri. o 
(5'i') r ... :: ;¿r,' 

De ls ecuación de ~ovi~iento 143), con t 0 =o, ~ t > 

2R/c ' obtenemos directamente 
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(60) = Fu.e 

En el caao ~art1cu1nr rlr ausenc1n de fuerzRs ewter-

n<1s1 (60) se reduce a 

iJ(t-1;) - .\f{t) 

~ 

Pero Justamente de la rlef1n1ci6n de aceleración 

¡j-¡ ;t) ::: J.i.,.,,, IV (:t •JL~ (t) ::: 11,~ 
s "''º r . ~ -70 

Para aue (611 ~ <6'..!l sean r.ono;istentes deben ocurr1r 

dos cosas: 

sl Como (61) relnciona esrnciol~nnte una aceleroc16n 

Promedio con una instantdnea1 sus v~lorrs deben maemeJarse 

confonae b ~ Q, Est.o cc•Jrre si R j 2e:i. /Jmc 2 
,,. ál ' Pero si. 

el radie del rasc~rón suPerR ese lfmitr. ronformr 

R tiende a cern1 la aceJerac1ón diverae, Lstn su~ierc aue Jn 

formulación es consistente si 

R 
) 

lo oue 1m~1de acceder ~una formulacíón J1bre de rl1 



tiene la condición (6Jl como nace&i'lrlB Para nue exista cau-

salidad• !.I con h' •m r>artimetro con un11.iadi''.'> di:) d1star1c1a rJe·-· 

finid11 F'ara cualnuü!r d1stritiuci1'm rle rars2 ( '-. rJe Lil l'<~l'la 

et al •• 19801 J,L. Jiménez w ~. Montemawor. 19~5 ), 

Para conocer lo rltnhmica con mas detalle deberemos 

encontrar 

residuos de 

(64) 

las soluciones de (50) ' w con ello calcular 

e!'>[I-~)/(-+ ~ í' (,;¡·) 
/1 P• ~ ~ en <55), En nuestro caso 

el 

:: ) ~ { !l) 
o 

- !1.1\. 
e c. 

-~ i-e. c. -------
\211)l 1\2. s 

donde s ea un nómero comPleJo S¡ 

los 

Sustituwendo el valor de ~ dado en (121 u usando nuc sR< 

Or introducimos laR sictu1entes variables 

~ -z "'- b ; 2 ~r ~ ::: L Jt ~ h. = ) I 

ft c. ~ e " 
~"J. 6t 

~I nbtenen1os lan ecuaciones 
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(/,5) pJm bll, - _,}_ - Cl.I\. 
;::: JI, e. 

b11, 2 

(66) e-"lt - µf., bri. + ~ .4tl'1 (¡Ji - o 
b 

cwe definen imPlfcit,aa1er1te a s "' ce-a + 1bl/2R- con 

a > O , 

Aaui detenemos este anál1s1s. Poraue nos interesa 

~ás el estudio cualitativo de la dinámica de las particulas 

car~adas• aue continuar buscando Jos detalles de este caso 

Partic:t1lar, 

Resu•iendo lo hecho en este capitulo• ve~os lo si-

!:luientel 

A Partir de la liamiltortiana Para ur1a ParticuJ.;i e;:-

tensa• siemPre ~ cuando no consideremos rotaciones, dentro 

de un camPo aue no varia brusr.a~~nte en d1stanc1a3 en d1s-

taneias del tama~o de la Partícula• ~ uscndo le descomPosi-

eión espectral del eall1PO• encontramos Jn ec•iacit'ln inte!:lrodi -

ferencial de •ovimiento. Mostra•os aue se reduce a la ecua-

ción para Partícula Puntual en et limjto corresPondicnter ~ 

aue en ~eneral introduce en forma natural una runc1ón rtc 

corte rara las frecuencias aue esencialmente es el factor de 

forma asociado a l."J dist.ribw::ión de c.or:1<>• En Is ;;r·ro::im."J 
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ecuación nue C';:hibo 'la m;3sa elr.ctro11ti.1Sn1'1tica• !J cw.1as r.;olu 

cienes son causales. Todo ~ato lo usaremos en el Próximo ca-

pftulo. 

.. • ,;. ·" \ " > •• ,,,,., .J·~1' . 
•• ·,' ~ .. '.~' ;¡;""'• 



CllPITIJLO III: HACIA UNA !:.CtJACJUN Ill MUVlMH:.NIU CAll-

8AL PARA f'Ah'I l CULA PUN IUAL 

1 ·- VOi V 1 E'N llll Al Pf< Hll; l í' 10 

En Jos ~aPitulos anteriores hemos utilizada Ja des­

comrosición espectral del camPo e]ectrnmadnétir.n Fara obto­

ner un¡¡ ecuación de lf10Yimient.o Para l"•'3rt,1r.ula r,unt1rn;l oudr 

en el limite de velocitiades reo•Jel'las Y er1 la aprm:im,;;r-it'ln r.le 

onda la r!lla se red•Jce a .la de Ab rahcim·-Lo rentz' con todos !'·•I'; 

defectos. lamb1•n heme~ mostrado nue el ProblemR de la d1-

ver~encia de la •asa electro~asn~tica, w ou1zás •és i•Por­

tante desde un Punto de vista de Principios• el Prnble~a rl~ 

la · causalidad, pueden superarse dotando de estructura a la 

particula. En este caso recuperamos w Plantea•os en una ror­

"'ª más !ller1eral la EILIAL. Ha estudiar.ta Por L.. (1r,- Lñ l"el'la 1~t 

al, , w reconoci111os la i111Posibi.lidad de tl'.lll!ar ni limite> d1• 

Partícula Puntual conservando la rormulac1on causal. 

La Pre!llunta oue nos Planteamos i!hora es :l Puede en­

contrase una for•a alt~rnativa ' ff slcam~nt~ Ju~tificada1 de 

introducir un factor de corte en lo inteMracjón ~nhre ln~ 

frecuencias• oue Jue~ue for~al~ente eJ ~1s~o papel oue e! 

del factor de corte asociado a 1a e5tru~tura de la parti~u-

.. 



J;31 r·ern noJp F>erm'1roP;"r,.,, rio'm en el llff11llf1lt.c rle t'art.:fc1JJ;; -11n·· 

t1.Jal 'f lle Poderse h.1cer e•;tn• tendrlnuamos ante> nosritr<'"' una 

formulación r.arJ»al del movimiento dr11·1,1 r·-1rf.11~0.1l;; runtual !J• 

;3l mis1110 tiemF>o , un m(J(1e:to p,;ra r,;ou;i~1tw1::1n. 

r.1 la for1111.1lac1ón del Primer Co'3Pi t11l1illn la mt,r., sr.roeral rara 

estudiar a la 1>articula sin estructYra'Gsf 

Bi rev1 s.11110•; con cuidado, voraHTP.mns aoJp ha!.1 al mt-nos 

una hiF>ótesis aoJP• ni bien fue noU\JrnnlMmnda• roo E'!' imFrPscin· 

diblel al desarrollar el ca111r>n en 91lfi ¡r;¡ 1.·nrr:..F><iroent1?s esF-Pct.ra­

les r>edi111os cwe éste sea Periódico rn 1m uros: ca.Ja <:(Jbica de a·­

rista L. Pode111os decir ero nuestro de1rr.~.ir~c- m1e siro esPecifi·· 

r.ar las corodiciones a la rrnnter13 on il1 In ecuacil'lr1 rle Helm-· 

holtzr •ste no puede resolverse, P~e~1 el Prc,blema estarll 

Planteado sólo Pareiah1ente, Y sin un nt1 corwJunt,o de solur.10-

nes• (, có1110 des,;rroJ 11:.1r e.I camPo r.m SU! 1;; ro11-F-nnf'nte·~'' r-.1 Prn··· 

ble11a aPsrl!!cl!' en cusJr.10.1ier esPac1e1ve11•ecto rial: si A1JPre11oos 

especificar un ele111ento de esl!! P.SPOCii:•lo1 r1ebere1111:1s e"'hibi r 

sus co•l"onentes respecto a al!iluna baM .. e•o 

Esto es asf, 1Js1mt10 las co111Ponl!!lno1ntes de Fourtt!'r r>urli­

•o• hacer toda la discui;ión Prl!'cedP.n\M:or. l'.ern r.ihnrri r>o;t,;1111n!1 

•~s adelant,e, Ya conoce11os las ecuac100.oonei; AUE~ ;;r·a rcr"r" sn -



be111os hacer aproxi111aciones• encontramos el Punto donde apa­

recen las dificultades H conocemos alsunos remedios Particu­

lares. Intente~os sesuir avanzando. 

Vamos a Proponer un conJunto de funciones vectoria­

les tales aue• Para ciertas condiciones de frontera , oue en 

cada caso deber4n especificarse Pero nue Pnra nosntros sim­

Plemente estar6n alli• sean una base apropiada Para hacer la 

desco111posicil"ln espectral <en un sentido amplio) del ca111r'o e·­

lectro•a~n~tico. Con talec; f11nciones rePetiremos tode> el a­

n~lisis Previo w estudiare111os las ecuac1ones obtenidas, 81 

baJo ciertas condiciones se comportan en forma matemática-

111ente eauivalente al caso de Part1cula con estructura, ten­

dre111os la forfulación aue estamos buscando, 

lA111 acaba el Problema1 No, Alli rec i ~n H•P i e:i:a. 

Poraue entonces deberemos Presuntarnos aué siSnifica la so­

lución obtenida• w có•o se la usa en cada caso. 

2- LA SOLU~ION fONMAL 

En la re~ión del esPacio donde no haY carsss ni ro-

rrientes• y expresado en la nor~a de Goulo111b cte. > 

las ecuaciones de "axwell se ~ueden expresar en forma eau1-

valente para el Potencial vectorial ~ como 
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( 1) v\ v.íl _ o 

Introduzcamos ahora la hiPóteRis ad1c1onal bastante 

ser1eral de o•Je existe un con,JUnto con1P1eto• numerable de 

funciones Mn<r> aue sólo dr.Penden de la var1nlilP P.sPar1a1 r• 

~ satisfacen el cor.Junto de condiriDne• a la frontera dadas. 

ProPone•os oue el Potencial vectorial Puede escribirse en la 

for111a 

(2) 

donde las Un son sólo funciones del tiempo, Como 

puede verse• si~Ple~ente Pedimos oue la soluriOn sea sePara-

ble, Dada la linealidad de (l) podemos pedir aue cads térmi-

no d• la su111a sea solución de <1>r lo oue al introducir la 

constante de separación 1 w .. 11:: w.,'L / ,, • donde interpreta•or. 

en la forma usual a Kr1 cnw10 el vector de onda Y a t.J,1 como 

la frecuencia asociada a esa solución• nos conduce directa-

111ente a las si~uientes ecuaciones 

(3) -t ) 

( .. ) y'. i~.. :: o 
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( ~j) t vi'· Q ,, ., o 

Las ecuaciones <Jl Y (4) son an~l1amente conocidas 

de1 estudio de la rad1ac1ón electro~a•n~t1ca (Justamentr el 

prab.Le11ta oue nos ocuF-al' en rarticular en los llamados des:i-

rrnJ los mul t,lF•olares. Sois soluciones Mn 1•uedr.n eHr--rr<;arsr-> en 

Debye (Jacksonrl9621 EYses11972>1 oue seoosoluci6n de la e-

cuación de Helmholtz escalar 

(6) '·'l ¡,.. ")' º.V 1 . ',, ií./ 

Para cada Knr es decir Para cada ecuación <J>1 hay 

sólo dos soluciones independientes aue satisfacen (4)1 cada 

una asociada a una dirr.cc16n de Polarización prrrr.nd1cular a 

l• dir•cciOn de ProPa~ación in. Estas son 

(7) 

donde ~nt es Perpendicular al vector Pas1c10n 1, Y 

Pin2 P.S ortosonal a la otra s0Jur1ór" ndr.>m,-!to:; rlC" sr'r nn•bns 

~erPendiculares a la dirección de Pr0Pa~ac1~n de Ja onda. 

Cu•ndo se res•Jelve la ecuación d• onda l"•ra los e1no,..O!I• en 

lu!llar de l'Bra los Potenciales co110 en e<;tl' rasll• "11 r.rocuen-

traro di recta11oente de esta for1111Jl ación los l 1;,.n111rlns Ul",11;11 mrn--
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.<:Ión sea el ca111po eléctrico o el ma!inético el Ollf' .i1Je~11e el 

papel aaut asi~nado a Rnl, 

S1 se trabaJara en coordenadas cartes1anasr con con-

diciones a la frontera de caJa cóbica reflectora• tendria•os 

(8) 

donde las son las direcciones de Polariza-

ción usadas en el capitulo Ir Pero sin normalizar, 

En coordenadas Polares esféricas se introducen los 

llamados ar1116nicos esféricos vectorialcs1 en funci~n de los 

ar111ónicos esf~ricos Yl111r co1110 

Y las soluciones de (3) Y (4) tienen la forma 

(10) 
--, ·7 ""I / '1,,¡. .; \ X ! d 

donde a las funciones an~ulares se les Pide las con-

diciones habituales de Periodicidad Y finitudr ~ las funcio-

nes radialesr de acuerdo a las cond1c1ones a la frontermr 

serán funciones (fessel r Hankel o Neu111ann esffl!ricas. 
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No es nuestro 1nter~s eseecificar un c0nJunto Meter-

111ir1ado de sol•.1cionesr ·J Por eso deterodrenoos acwf ec;te anáJ 1 ··· 

sis• 11noitóndonou a seMalar oue las Mn1 son funciones dadas 

( 11) 

Por todo lo dicho anterior111ente• el Potencial vecto-

rial nueda caracterizado co111eleta111ente ror las · anoel1tudes 

del can.Po Qn<t>• aue satisfacen la ecuación de onda <5>• w 

la Hanoiltoniana del can.Po sera una surerro&ición de Hano1lto-

nianas de oscilador srnoOnico de frecuencia ~~ • es decir 

(12) 

donde henoos introducido las variables csnon1cas rea-

(1J) ( /"\ ~ -Q~*) 'f,.. = .. jw ... L;(., ., 

Y si ta111bi~n def1n1noos las funciones vectoriales re-

a1es 

el potencial vectorial nuedar~ descrito Por func10-

nes reales en la ror111a 

• 
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• 

(151 

Si ahora aueremos oue el 51stema también incluwa una 

Partfcula de car~a er con posición ~<ti Y momento ~lt>1 la 

Hamilton1ana total sera 

llebe ser claro r,ara el lector l1Ue estamoc. rP.Produ-

ciendo todos los pasos del capitulo 11 en la formulación ~e-

neral1 Y oue las definiciones RUe se van usando tienen como 

finalidad Permitir una co111parac10n sencilla con los resulta· 

dos anteriores. Ahora calcularemos las ecuaciones de Hamil-

ton para la parttcula Y Para el camPor resolveremos pstaa 

ólti•as en función de las Primeras• Y obtendremos la ecua-

ciOn ~eneral de movimiento. 8obro esta ecuación haremos lue-

~o las aProwimaciones habituales de onda lar~a w velocidades 

peoue~as. Las ecuaciones de movimiento Para la Particula 

sonf 

x al-I 1 (- ~ íl) ( 17> ::: - ::. - -r - 1 
df (Y} 

-e_\f~ L (? :-, . -~c., . . :~;\!) 
(Hf) t· ;:JH - + ·'- ¡- ; ... ,·_ 

dx c. .., " rJX w., ,r;. 

10 



donde en <1~1 se sust1tu~ó ta exPres10n <171. 

Para las co111r,oner1te!; del CcU1Po obter1emns las e::F-re··· 

sienes 

(19) 11~ = ;m 
~ 

. e J_ ~. s .. + f,, 
;) f,, c. !.Al,, 

. - lli !. X;. c .. a. 
(20) -ti~ .. - - w .. c;¡.ll 

d'h (. 

Estas dos óltimas ecuaciones las resolvernos con la 

t•cnica habitual. Definirnos la variable 

( 21) 

~usando <1~1 obtenernos 

(22) 

lste tiPo de ecuación diferencial ~a la hemos re-

su•lto antes, H•ci•ndo al~o de ál~ebra escribimos las solu-

ciones en la ror•a 

(23) 

11 



(24> 

donde si eleS1111os el tiernrn 1n1c1al como t 0 O 

las constantes son 

Ya tenemos resueltas las f'l"1JAcior1es del calTJPO en 

función de la trawector1a de la Partfcula. ~omo wa hemos a-

prendido• lo oue si~ue es derivar Ja ecua!"ión Ct7> para Ja 

velocidad de la Part1cula1 sustituir <1BI Monde aParece la 

derivada del 111o~ento1 e introducir los valores de las a111Pli-

la derivada del potPncial vectorial es 

Haciendo lo indicado, la eruac1on de 111ovi1111ento para 

la l"arttcula es 

C27) 

Q H A w E Puede mostrarse ouP el Jndo dere-



cho de la ecuación corresPonde exactamente a la fuerza de 

Lorentz, Ademas, ésta es la formulación 1eneral de las ecua-

e iones ( I-421 \ol < II·-18) Cl•Je son J;3s ecuaciones t1e 111ovimiPnt.n 

Para el desarrollo de Four1er del ra~PO• en los casos de 

particula Puntual'\,¡ con estructurar respectivamente, 

Bi bien Podriamos se~uir avanzando en esta rormulA-

ción seneral• nuestro interés es encontrar una ecuación ouer 

en las ~is~as condiciones aue la de Abraham - Lorentz• supe-

re sus falencias, Por eso• de anui en mas haremos las aPro-

~i•aciones de onda larsa \,¡ velocidades Peouv"as. con lo nue 

la ecu•ción de •ovi•iento se reduce a 

(20) 

Antes d~ sustituir los valores de las componentes 

del ca~PO• observemos aue 

(29) 

donde• con c.,= c,., t i c2.n 

<JO) ~fl= f.,-+ lw.,q" = Z )'e;..,"'u-~) Í!o)• F1..lx(7.í1)r:iG 
io 

Ahora si• escr1b1mos la ecuaciOn de movimiento Para 

7J 



rarticula puntual en la arrox1mación de onda lar~a Y veloci-

dades Peaue~as. oue resulta: 
.. r ' 

1 "' ,¡:(//) j 
(31> 

Llamo remos •futHt.a e::terna• fext ,; oauel los térwoinos 

de (Jt) aue sólo dependen d~ la pos1c16n al tiempo actual, 

con lo aue la ecuación dindmica ruede cscrihirse en la forma 

Co•o Ya sabe•os• la causalidad derende de la eNin­

tencia de ciertos factores en la ecuación de movi•iento,lPor 

out! deci•os ésto? Poraue t.odo r11Jestro análisis del comporta-

~iento de la rartfcula con estructura part16 de la ~cuación 

de ~ovi~iento <IJ-26) aue reproducimos a cont1nuoc16n 

en la auer rasando de la su•a a una 1nte~ral• efec-

tuando la inte•ración andular Y haciendo la a~roH1m~cj6n de 

onda larda se lleda a <II-27> 
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e u-2n m ~ :: F.w 

Sabe111os oue Para part1cula Puntual una deRco~Pos1c10n PRPPc-

tral con condicinnr'; a 'Ja fror1tera r-cr1ódica•; t~r1 •Jr1a c:...ici 

cóbica nos lleva a la ecuación d~ Abraharn-·Lorent2. Por c~tor 

a la frontera. 

Para llevar adelante el Paralelo con ol rnso de ~ar-

t1cula con estructurar hacernos la si•uiente identtf1r.ac1ón 

(J3) 

oue sólo tiene sentido en cuanto non orienta en las 

condiciones oue pediremos sobre lau Hn. 

Propondre111os oue las funciones del esPncin ijn se 

puedan desco111Poner en una parte escalar Mn Y una vectorial 

unitaria. Esta desco~Posición sic~Pre es Pos1ble rlr rPGl1~nr 

• en una funciOn vectorial, Aut 

(J-4) 

Para rePetir las BPro::i11113cior1es real1~ndiJs ero el r.a-

so de Partfcula con eatructura1 primero har~rnn~ el Pnso de 



la suma sobre las comPonentes a una inte~ral• w la relación 

entre el indice discreto n w la variable vectoriAl continua 

K dePendera de las condiciones a la frontera. oue no~ dcfi-

nirén la constante A 0 en el paso formal 

( ;1~.) [ 
h 

Hasta aouf no haw nada novedoso. 

Pondremos ahora las restricciones aue nos rerm1tirán 

arribar a la •eta buscada+ Estas son: 

i) En similitud a la aProHi•aciOn de onda larda• Pedimos nuP 

(36) 

iil En base a los resultados conocidos de rarticula 

puntual w Particula con estructura, Pedi~os también aue al 

realizar la inte~raciOn sobre las variables an•ulares el re-

sultado sea Proporcional a la velocidadr en el ~i~u1ente 

sentido! 

<Jl> ~ )J x{~}. ~ .. , (fül) ..ri~, {x1~1) dfl" =- b í fi;) , 

donde bes una cierta constan~e nue incluye a a 0 , 
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El sentido de la Primer exi~Pnria eu bastante claro, 

Si x<t> lllUY se111eJar1te a }:(1;)' \J las funciones Firi<l:l son 

suaves1 en la aProximación do velocidades Peaue~as el Pro-

dueto se~alado será una función real Pos1tiva1 Y en aldunos 

casos independiente de R < a estos casos nos referiremos en 

lo s1Jces1vo), 

De la segunda exi~encia podemos decir aue es si111ilar 

a resultados Ya obtenidos en las situaciones antes estudia-

das1 Y aue en principio resulta Plausible aue la ónica fun-

ción vectorial relev•nte en la inte~ral le d~ contenido al 

resultado. En todo caso1 Para cada situación Particular auo 

s• estudie ser• una condición aue debere111os verificar. 

Con estas aproxi•aciones sustituidas en <32),obtene-

11105 

t "' 
(JB) rn'i::: fa.1: - ~~b) f ~wít-1) Í(GJj~(Kf'-'2 d1.1 º' 

-· o 

aue es for111al•ente •auivalente a <II-27), Si hace•os 

(39) 
• 

~ 11 (kf K ~ 'i<F. d~ 
11 

lle!laaos a 
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.t 

<4o> /'YI ~ = f 1.1.t - ~z.b 1 :i.1t,) J (d~ -1~) + ~ ~ (u~-i¡) Í 1ii) dG ~ 
{ '-o 

auer salvo constantes• es MATEMATICAMENTE lDENTJCA a 

la ecuación de movi•iento <IJ-JB>• de la aue Partieron nues-

tros an$lisis de la causalidad. 

:i-l OlJ[ SIGNIFICA LA BOLUCION FORMAL 'f 

Habiendo lle~ado a la expresión (40> no necesits•o• 

una sola fórmula más, Si Para ciertas condiciones a Ja fron-

terar las soluciones Rn de la ecuación vectorial de Helm-

holt~ cumplen las condiciones (36> N CJ7), entonces las so-

l••• Pues •• v$lida toda la discusión de la parte fin•l del 

caPftulo anterior, 

Esto si~nifica ouer en Principio• hemos constru1do 

una ecuación alternativa a la de Abrah~m-Lorentz1 aur e~ 

causal. Sus limitaciones dePenden de las condiciones a la 

tructura de la Particular Por lo oue ~sta puede srr Puntual 

sin aue afecte Jos resultados. 

lUu~ ha~ detrás de las condiciones ~ la frontrrA? 
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Como afirman en forma Precisa Landau <Landnu11970> Y 

Wheeler Y FeYn•an en otro conteHto (J,A,Whncler & R.P.FeYn-

11an.1945> • una Particula car~ada sólo interactóa , en óltima 

instancia• con otras partículas car~adas. Estas son las aue 

imponen las condiciones a la frontera. 

Landau se limita a usar esta idea en la deducción de 

la ecuación de Abraham-Lorentz, 

Wheeler Y FeYn•an tienen una Posición mAs radicalf 

Plantean aue no hay emisión de radiación sin la eHistencis 

de un absorbedor• Y aue es la interacción de los Pot1:mciales 

avanzados en el tiempo del absorbedor con la rart1cula aue 

radia lo aue está en la base del fenómeno dn le rndiación, Y 

lo aue en for~a cualitativa Y cuantitativa DH~lica lo fuerza 

de reacción de radiación. 

Nosotro!!I tene11os en n1Jestra for11ulación del Proble""' 

una visión alternativa. La eHistencia de la• dc~á~ Psrttcu­

las cargadas del universo confor•a las condiciones a la 

frontera de cada P•rttcula car9ads en •ovi•iento. Ln Posibi­

lidad de escribir estas condiciones en forma tnl aue eJ rro­

ble•a ten~a una solución calculahle nn nos importa Por ~1 

11011ento, Nos alcanza con saber aue existen. Cada Partícula• 

en cada •o•ento• se •ueve d~ •aners tal nue interartOa con 

todos sus co•Pa~eros, 
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Basta tener Presente este hrcho rara conrlu1r oue la 

ecuación de Abraha•-Lorentz rePre•enta una pr1~er arrox1ma­

ción• Y oue pode~os hacer una descr1pr1ón al mismo n1vPl1 

v~lida Para caaPos aue varian suaveaente en el espacio Y ra­

ra partículas au• se aueven lenta•ente <en el siste•a de re­

fcrPncia en ~ue se hace lo descr1rr1ón de la d1namicaJ1 aue 

esté a salvo de soluciones acausales. 

Este resultado no Pretende dar un~ descrirción aca­

bada de la din~•ica de las Partículas car~adas. Guedn Por 

delante 1 a descrir,cu'•n c1.1.'~ntica <Roa ~leri d'J!~~", nur.! dcbr 

funcionar co•o una meJor arroxÍ•ación al mundo ff sico. Y la 

descripción relativista1 en el do•inio de la cual la ecua­

ción de Lorentz-Dirac es usada con ~xito. 

Si debe considerarse aue lo exruestn en estas rást­

nas •uestra la consistencia de la electrodinámica clásica. 

expresada en for~a co•pacta Por las ecuaciones de Maxwell Y 

la lew de tuerza de Lorent.z, Y e>:hibe aue 111uchas de las cri­

ticas al ror•alisao de la teorfa• en particular aouellas aue 

setlalan la rredicci6n de un coarort.a111ier.to acausal ero una 

teorfa Por otro lado total•ent• causal1 deben asY•irse como 

errores en las aproxi•aciones realizadas al obtener eso~ re· 

sult.ados. 
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CONCLU!:lIONEB 

A lo larso de estas P4Sinas hemos reiterado una for­

•a de estudio de la interacción de una Partfcula carsada con 

el ca111Po eleC'tro~1a.énético. l~sta con:dstil'l er,;f\r1c1;3lmc•ntr Pn 

hacer una descomposcición espectral del Potencial vectorial• 

considerando a ~ste como Producldo tanto Por factores eHter­

nos como Por el movimiento de la Propia Particula. Uasanrlo­

nos en una Ha1111 l toni ana adec1.1ada' aue condur.e a las ec•.iac 1 o·-

la interacción ?articula-campa, Planteamos Y resolvimos las 

ecuaciones din4•icas para las co•Ponentes del campo, Y usm­

•os ••tas ~•r• for•ular una ecuación intesrodiferencial aue 

sobierna la din4•ica de la Particula. 

Primero estudiamos la situación 1enerada usando como 

condiciones a la frontera nue las •oluc1ones sean Pertórlicas 

en los lados de una caJa cáb1ca. Para Part1r•ila F'l.lrd,u.-Jl nl·1·­

tuvi11os la ecuación de Abraham-Lorent~, r.on i.odas las d1f•Jl­

tades aue la acomPa~an. Dotando de estructura a la Part1cula 

supera•os varios Proble•as• tanto de diver~encias (en Parti­

cular la debida a la masa electrornz1n~ticol1 como loD de 

caus•lidad en la ecuación de •ov1m1rnto. Sin umbarSo• exhl­

bi•os oue no ~ode•os Pasar de un cierto radio mintmo• del 
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orden del radio clásico del electrón• sin reencontrar Jas 

d:i ficul t.;ides, 

Variando nuestro enfonue. dándole •enoralidnd al 

Permitir aue la formulación dol Problema ndmita cualauier 

condición a la frontera, mostramos aue se recupera la causa­

lidad Y se eliminan las diver•enciasr inc]tjsive en el limite 

de partícula puntual• si el universo actóa sobre la Partfcu­

la er1 forma ta:I m.1r;• la v.1stp, la dota de> estructur¡:¡, 

Si bien en las tres situaciones estudiadas formula­

mos una expresión seneral Para la ecuación de movi•iento, 

ésta era demasiado comPlicada en su estructura matemática, 

era una ecuación 1nte~rod1fnronciAl nn linral en In veloci­

dad. Fue al analizar el limite do velocidades reauenas. u 

hacer la aProHimaci6n de onda larda en el camPor cuando ob­

tuvimos resultados Que eran m~s accesibles , tanto para su 

uso en un Proble•a especifico co•o Para su interpretación. 

En este contexto aparecieron al~unas caracteristjcas mu\1 in­

teresantes de la din4•ica, Vi•os el papel relevante aue Jue­

~· •l factor de for•a asociado a la distribución de car~a. 

tanto Para i•Pedir diver~encias co~o Para conducir a una 

for~ulación causal, Sobre este idea ~uta fue aue var1amos 

las condiciones de frontera• exhibiendo aue ~sta• podfsn 

co•Portarse en for~a enutvalente a la estructura. en lo aue 
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respecta a la din~•ica de la Partfcula. Ta•bi~n encontramos, 

asociadas a la estructura de la particula• la existencia de 

frecuencias propias resonantes• otro de los elementos h~b1-

tual•ente referidos co•o aJenos a la electrodin~111ica cJ~s1-

ca. 

lCu~J es el ran~o de validez de nuestros resultados? 

La •a1:1orfa de ellos. co•o acabamos de comentar• se 

aplican al caso de velocidades peoue~as w ca111Pos oue varf an 

suave111ente ero e 1 es rae i o, l. s to e5 nol; s d1:- 1 o r.n11~ r·ucdf~ dPr.1 r ···· 

se de la ec•.Jacidn de Abraha•-Lorentz, oue e!lt.fl restrir1!!ida a 

siste•as de referencia rara los oue la partfcula está ins­

tant•n••••nte en reposo• Y abarca un a111Plio espectro dP. in­

ter•s. 

Pero en ~eneral debere111os tener Presente oue son re­

sultados aproxi•ados. Inclu~o• co1110 en la •aworia de los ca­

sos •n oue •• hacen aprowi•acioneiu hsY ele•entns de arhi·· 

trariedad en los tlr•inos oue se conservan Y los oue no. En 

nuestro trabaJo• la eouivalenc1a 111ate111atica entre la ecun­

cidn d• 111011i•iento P'ara Particula con estruct•Jra• Y Ja ecua­

ciOn ~eneral Para rarticula puntual esta suJeta a estaa rea· 

t.ricciones• 1.1 Puede verse oue el uso de •Jn factor de nor1T1a­

lización tendencioso Per•1tió conservar ciertos tl>rn11nos 1m 
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un caso w o~itirlos en otro, 

Reconocer las limitaciones del Presente traboJo no~ 

P1tr1dte ver la riaueza del camPo dP. est•.1di.n aiJe se nos rre­

senta. Queda Por delante hacer un estudio de las ecuaciones 

de •ovi•iento en los casos m~s ~•neralesr aue aaui se evita­

ron. También aueda abierto el canrino para hacer una for•ula­

ción aue no se base en las lewes de la din41111ca newtoniana• 

sino en la mecánica cu~nt1car Por una lado• w en la relati-

vidad esPacialr por el otro. Ta•bi•n esté abierta la ~osibi­

lidad de hacer compatible este enfooue con las formulaciones 

basadas en desarrollos en serie de las funciones retffrdadas. 

a las aue hemos hecho reiteradas referencias. 

t1nalmente• aueremus resaltar oue cons1rlcr~mao PJ 

•awor •~rito de este trabaJo el haber rescatado dos concep­

tos b•sicosl el de causalidad w el de la estructura como re­

sultado d• 111 intencción part:tcula-universo < ¿, dt'lr1de t.er•i­

na una Partfcula w dónde e•Piez~ su campoY), ~mbos no eD~an 

al nris•o nivel r Pero for•an parte de la Posib1 lidad de Pen­

s•r alr•d•dor de un ~roble•a fh1icor arte a•Je 111uch11s v•c•• 

nos ve•o• tentados a sustituir Por la ter.nolosis de los r.~1-

culos. Si haw causalidadr Pode•os intentar Pensar los r~no­

•enos ffsicosr Y ade•és la electrodinA•ica cl3sica resulto 

consistente• lo aue nos ale~rar w sJ~ue colocondo a esta 



rarte de la fisica entre las m~$ accesibles a nuestra (limi­

tada> intuición. 

Si la ProPia estructura de la ?articula define a un 

siste~a abierto1·en interacción con el resto de las Partfcu­

las car•adas• entonce& ~ebemos Pensar en la inf1nita comrle­

Jidad de los siste•as fisicos, 

lílué felicidad Para los aue esta~oB e~Pezandol 

i Ha~ tanto Por aPrenderr t2nto Par~ dPacuhrir• Y ro­

de•os t•ner la inti~a ilusión de aue nunca se dirá la Olti~a 

palabra! 

- ~ .. ' :, ' -( . 
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