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INTRODUCCION

Este trabajo es consecuente de estudios realizados
por M. Moshinsky, T.H. Seligman y colaboradores sobre el tema
de la representacién en mecdnica cudntica de transformaciones
canfnicas a variables de dngulo y acci6n {(ref. 1,2,6,7,8). En
ellos se logrd encontrar la representacifn correspondiente pa-
ra una amplia gama de hamiltonianos,

Este trabajo se divide en dos partes:

En la primera se obtuvo la representacién en mecdni-
ca cufintica de la transformacién canénica cldsica a variables
de dngulo y accifn para el potencial de oscilador arménico
atractivo; esto se 1lev6é a cabo desde un nuevo punto de vista,
que consiste en separar 6 descomponer la transformacidn en
varias transformaciones distintas puntuales y.iinea1es. Estas
se analizan por separado. Este procedimiento di§ lugar a una
expresidn simple para la representacién.

En 1a segunda parte se hall6 la representacifn cudnti
ca de la transformacidn canfnica a variables de &ngulo y accién
para el potencial de Morse. Dicho potencial es interesante
porque su espectro de energfas ﬁosee una regidn continua y otra
discreta con un nimero fintto de niveles., Este es el primer
caso exactamente soluble de este tipo para el cual se ha deter-
minado la representacidn de la transformacidn canénica a varia-
bles de &ngulo y accién.

E1 contenido de las dos partes es el siguiente:



Primera Parte:

En la secci6n I.1 se esboza el método de determina-
cibn de la representacidn en mecdnica cudntica de trarnsforma-
ciones candnicas cl4sicas propuesto por Dirac, (ref. 5), y se
sefialan sus limitaciones. Ademds se consideran transformacio-
nes canénicas cldsicas dadas enforma implfcita, ya que frecuen-
temente es diffcil, sino es que imposible, encontrar operado-
res cudnticos bien definidos que correspondan a las transfor-
maciones canénicas cldsicas implicitas. Posteriormente se
presentan las ecuaciones diferenciales, 1lamadas de Mello-
Moshinsky (MM) (ref. 1,8) que determinan la. representacifn
culntica de las transformaciones candnicas clisicas. Se re-
suelven adem8s dos ejemplos de aplicacién de dichas ecuaciones
que son: E1 caso general de las transformaciones canénicas
1fneales y el de transformaciones canénicas puntuales biyec-
tivas.

"En la seccién 1.2 se explican métodos conocidos (ref.
1,2,6,7,8) de hallar la representacitn cuéntica de transfor-
maciones no biyectivas, para el ejemplo interesante de trans-~

formacibn puntual,

M gt ()

= %Co (?)
y se demuestra la unitariedad de la representacifén obtenida.

En 1a Seccidn 1.3 se obtiene la representacion de
la transformacifn canbnica cldsica a variables de &ngulo y ac-
cién para el potencial de oscilador arménico atractivo, consi-
derfndola como la composicién de transformaciones puntuales

y lineales.



Segunda Parte.

En la Seccifn II.1 de 1a segunda parte se considera
el hamiltoniano cldsico con el potencial de Morse. Posterior-
mente se extiende l1a definicidén de la variable de accitn a la
regién de 6rbitas no ligadas y se encuentra la variable de
dngulo correspondiente siguiendo la ref. 2.

En la seccién I1.2 se determina la manera en que se
mapean entre si los espacios fase, dngulo-accidn y posici6n-
momento, bajo la transormacién canénica, (ref. 2).

Se obtiene en la seccidn II11.3 la representacidn en
mecénica cudntica de la transformacidn canénica a variables
de &ngulo y accién, siguiendo los pasos delineados en Ref. 1:
a) Se resuelve la ecuaci6n de Schridinger con el potencial de
Morse. Se encuentran los operadores de ascenso y descenso pa-
ra la regidon del discreto y su generalizacién al continuo.

b) Usando dichos operadores y considerando su 1fmite clédsico,
se construyen las ecuaciones de M.M. convenientes para las
regiones de] discreto y del! contfnuo. Con estas es posible
encontrar la forma explfcita de la representacién cudntica de

la transformacidn canfnica a variables de &ngulo y accién.



PARTE I

Secci6bn I.1.- La Representacién de Dirac,

Una formulacidén clara de este problema se debe a Di-
rac (ref. 5), la cual describimos brevemente a continuacién.

Considerando por simplicidad Gnicamente problemas de
un solo grado de libertad, y consecuentemente un espacio fase
bidimensional, una transformac.idn canfnica estd dada por dos
variables nuevasq ,‘§ » definidas como funciones de las cand-

nicas originales Q-.'?
g = 1(‘4,?)
{’::étq')&)

de manera que el paréntesis de Poisson mantiene su valor igual

(r.1.1)

a la unidad, es decir, -
z 5) - 232° _2% 3% _
\%,?}"‘ 24 2¢ °o? 239 (1.1.2)

Dirac establece, para operadores con espectro de - @ a + @ no
degenerados, que en mec&nica cuéntica podemos encontrar un ope-
rador unitario,U ,» tal que transforma los operadores origina-

les.% .? en los nuevosi.$ por medio de las expresiones
—— -1 - -t
=UsU” , F=URUT, s

por 1o cual, escogiendo una base en la cual la coordenada ori-

ginal es diagonal



qc\ci»:qr\\gt\) , (1.1.4)

1a representacidn de la transformacidn canénica serd, en esta

FIVUI . (1.1.5)

Este procedimiento propuesto por Dirac, para determinar U

se generaliza trivialmente si los espectros de ‘1 y‘P , inter-
pretados como operadores en un espacio de Hilbert, son los mis-
mos que los de q' y P respectivamente. Pero cuando esto no
sucede (ei dec_i_r. cuando los espectros de los operadores aso-
ciados a ‘l y‘P no coinciden con los de los operadores 1 yf ),
Dirac no indica cual es el camino a seguir. Asf, una de las
cuestiones importantes a las que se di6 respuesta en los artf{-
culos ya mencionados (Ref. 1,2,6,7,8), fue interpretar las
expresiones (I1.1.3), ademds de obtener un procedimiento para
determinar explfcitamente la representacién de transformaciones
canfnicas en el caso expuesto.

Frecuentemente, surge el problema de encontrar expre-
sfones para las variables canbnicas (originales y nuevas) que
tengan operadores en mecinica cufntica bien definidos. En es-
tos casos es conveniente definir la Fransformacidn canénica

clésica implfcitamente

H(%, 9= W(3,7)
G, 9= G@E,5)

de modo que resulte claro c6mo se escriben los operadores co-

(1.1.6)

rrespondientes en mecdnica cudntica. H,C:\y H .Gy ,» como fun-



ciones de ﬁ .‘?y ‘1, ® respectivamente, satisfacen una con-

dicidén que se deriva como sigue: De (I.1.6) tenemos

W _3W 3% , o4 2% _ 2k _2F , ak aF _oan
- + - = — e Y T

23 23 29  oF 53 o1 5% "3F 3% 3%

y relaciones similares para g—% . 2—%‘.— , %—G_'-'P— . De donde

se tiene
M,G), =34 35 -28 34
kX

33 2¢ 3¢ 3%

R

La expresidn (1.1.7) establece que 511-,‘9 son varfables ca-
nénicas conjugadas, \* .(31y ‘* .CEI deben de ser tales que

EH)CT\%%,TT-“?\)G < ' (1.1.8)

-

A

La condicién (I.1.8) es por tanto una condicién necesaria para
que (I.1.6) definan una transformacifn canénica. Dicha condi-
cibn es suficiente también, ya que si (I1.1.8) se satisface ob-
tenemos directamente que ii}‘?‘: &.

Las ecuaciones que determinan la representacidén en
mecdnica cuintica de las transformaciones canénicas clédsicas
implfcitas, fueron encontradas (ref. 1,8) a partir de las ex;
presiones -

H(* U= Ul %,9)
(1.1.9)

G AU=UGg)

que a su vez se obtienen por medio de (1.1.6) y (1.1.3); se en-
cuentra que las ecuaciones buscadas, 1lamdas de M.M, (Mello-

Moshinsky), son:



HE, B3)@win=[H(v 2 ?)}mum C tam
G RN [CE AT . e

Como los operadores que aparecen en (I.1.10) son lineales,

W
(Q \\jH> estd determinada hasta un factor constante,
el cual puede ser determinado hasta una fase mediante las con-

diciones de unitariedad,

(KR aTCTI1TH=6(3- )
KO dFca Ty =6(3-9)

Como ejemplo apliquemos ahora los resultados de arriba al caso

(1.1.11)

de transformaciones canénicas lineales (ref. 12). Consideramos

la transformacién

“=Q1*B+ ) “‘i)

- (1.1.12)
G=C%+df , G:P)
con a, b, ¢, d constantes.
;ntonces las ecuaciones (1.1.10) se escriben como
as- B3 JcIN=F@ T
(1.1.13)

[e- {1 5HD,

donde se escogieron unidades tales que % =
Para resolver las ecuaciones (1.1.13) proponemos

una solucién de la forma
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UL AT AN KAy

(Q-\U\‘f) C e ’ (1.1.1;)

donde 0(,[5 , ¥ son constantes,
Substituyendo esta dl1tima en las ecuaciones (1.1.13)

se encuentra gue

- =) -_ 4
«=-¢ P-T ) 7’-"'{{: , ©(1.1.15)

El coef1c1entease determina mediante la condicién de unita-
riedad, (I.1.11}; obtenemos que la representacién unitaria es,

hasta una fase,

Lav-2994+d 97

<¢\U\q«“>={-}“—~eh , (1.1.16)

para la transforaci6n can6nica lineal general (I.).12).
Otro caso interesante de representaciones es el de
transformaciones canénicas puntuales y biyectivas., Conside-

remos una transformacidn del tipo
W .
\= Q\\ \) = _’E__“_’ R 1.
% ¢( ) | ? ¢\(%) | (1.1.17)

donde ¢—‘-¢(Q\) es una funcién biyect‘iva tal que

: ¢\(§)=%% ests definida.

Las ecuaciones {(1.1.10) se escriben como

ARV SIS AS IV
BT <1 \U\c’;\> ) ‘\a ? (ﬁ )+L¢ (1)3 ](“UH»

(1.1.18b)



pe {I.1.18a) tenemos

XU LT RY)
(2WE) ~~ e é(q‘\ - 4(1\)) (1.1.19)

La condicidn de unitariedad
|Vl U9y -6 (4-F) L arm

implica que
X (U,9%)

<O‘NUH“>= 4)&-4 e (g(ﬁr‘ ; qS(‘i“)) : “'1.2'1)

S(a-#)g(r-dds
= [(3)gl3- ) §3-937)d g
=5 §(¥-9)

Aplicamos (1.1.18b) a (1.1.21):

ETH B ]

i[5 B[ )

de donde

A (ERAR) -9 OO
R VSR ., .

=t 5 CT T s lE)

ST PICE (RS
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X,y

+ 4415 KU 77 (9 - dia)
+ @ VT N gg- g
¢ @ 3 BLYY) ﬂ

)

RS str- 43 47557 4)

= 4 % §(% -#r)- ¢\“) ?‘T #4(9- 4(9Y)
4 ¢ (15X (U,%‘,a“)) 5(%‘-8@“))} '
- ¢

T3 ( & ¢<¢‘)))

(1.1.22)

\W
Haciendo ahora 8 S ﬁ\s(q ¢(‘1 )) y reconociendo que el dl-

timo término del segundo miembro de (I1.1.22) no es mds que
-k of hoa
- - v
- 3) 6= 4
y simplificando obtenemos

[Ny U0 54)

Esta expresifn es una condicién general para la fase }( ,  im-

puesta por la segunda ecuacién de M.M. (I1.1.10b).
Debido a la presencia de la "delta" 8(%"‘(1“))

er. 1a expresién (1.1.23), podemos considerar solo funciones
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tales que

)( =:)(((J)‘1P)
= (U, #4),%) (a2

W
es decir, que)(so]o dependa de Q en la forma expresada en

(I.1.24). Entonces la expresién (1.1,23), implica que

d. " W
WX(U,¢(Q),‘%) 0

(1.1.25)

por lo cual )( es constante.

Escobiendo:( = 0 obtenemos

CFIUI) = 7@ 6(3-8) | L,

es la representacién de transformaciones canénicas puntuales y

biyectivas del tipo (1.1.17),

Seccién 1.2.- Transformaciones No-Biyectivas y el Spin

de Ambigledad:

Para tratar este tema usaremos el ejemplo siguiente

de transformacién candnica cldsica
\
V=t (3,
\J 2 \\)
P= 2 0(9) |
el cual resulta de invertir la transformacién canénica
W '
% =Gv\-ctam(1"),
\ vi (1.2.2)
P =p0+9?)

(1.2.1)
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La transformaci6n (1.2.1) es no biyectiva, ya que todos los
puntos de la forma (Q“-H.“h,‘?“ ), con N entero, se mapean en
un mismo punto del espacio fase primado. Notemos que esta '
transformacién es de punto.

Para recuperar la biyectividad de la transformacién
{(1.2.1) usaremos el método propuesto por Moshinsky y colabora-
dores (ref. 1,2,8). '

E1 grupo de transformac1ones.Tm. que conecta a to-
dos los puntos sobre el espacio fase (ﬂ“.‘?‘) que son mapeados
por {(I.2.1) en un mismo punto es el de traslaciones, definidas

por

q'Im 59"+ 2Mm ,—P“—-—-—-T"‘ e (1.2.3)

con m entero.
E1 conjunto de transformcionesTh. se 1lama el gru-
po de ambigliedad correspondiente a la transformacién (I1.2.1).

Las representaciones irreducibles de este grupo son

Caw A
C , 06 A< L, (1.2.4)

donde X caracteriza la representacién.

Conviene recordar ahora que una funcién definida so-
bre el espacio fase (ﬂ“.‘?“) arbitraria, "’ “(1:‘:‘?‘) » pue-
.de escribirse en términos de sus partes irreducibles, "‘ y CON

respecto al grupo ambigﬂeda|d (1.2.3)

A34)- Fye)dh

(1.2.5)
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donde

Moy Zm[nmm]% LA )

Ahora bien, para recuperar la biyectividad de la transformacién
(1.2.1), consideramos en vez de funciones €§'= Q}(a‘fpz defini-
das sobre el espacio fase ( %f.if). "espinores” (%r), (donde
cada componente de dicho espinor estd dada por k ). La trans-
formacidn (I1.,2.1) debe entonces mapear en espinores (9*), de-
finidos sobre el espacio (a\,{”). las funciones sobre el es-
pacio fase (q‘{fw). EY espinor que es mapeado por la transfor-
macién (I1.2.1) en una funcidén definida en el espacio (‘¥ﬂ19),
es Gnico. Por lo cual la ambiglledad es removida. Aquf A es
11amado fespfn" de ambigdedad.

Pasemos ahora al dominio de la mecfnica cudntica. Lo
asentado arriba referente al grupo y espfn de ambiglledad es
igualmente vilido en el terreno cudntico.

Apliquemos ingenuamente el resultado (I1.1.26) corres-
pindiente.a transformaciones canénicas biyectivas y de punto,

a la transforacidén (1.2:1); obtenemos que su representacién

en mecfnica cufntica es

<FWIH= S(G«Jami) ‘%") -\ﬁ’ ez

Esta representacién es claramente incorrecta ya que la trans-
formacién no es biyectiva. Ademds recordemos que para que el
resultado (I.l.26)lfuera vilido era necesario pedir que la
fase dependiera G(Gnicamente de 3?. Ahora bien} en caso general

\ (\Y ]
la fase depende deiyq'; m&s especfficamente de (Arctani -?).
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E1 caso m&s simple es el de dependencia lineal:

: L A(Ondon §-%)
P 9= (Onitamls)-#) 7 @

Proponemos entonces

) (1.2.8)
(donde A es el espin de ambigliedad definido arriba) como l1a re-
presentacién en mecdnica cufntica de la transformacién (1.2.1).

La expresién (1.2,8) es congruente con las ecuaciones
M.M. (1.1.10). La primera {(I.1.18a) se satisface de manera di-
recta. La segunda en efecto se satisface: En este caso el la-
do izquierdo de la ecuacidn (1.1.23) se escribe como

€ (Ondam(31-9Y)

T M

y el miembro derecho es
3 §(Ghdan (- %)
)h‘:.qu
Estas dos dltimas expresiones son iguales (en el sentido de
igualdad de distribuciones), por 1o cual 1a representacién
(1.2.8) es consistente con las ecs. M.M.. Apliquemos la re-
presentacidn (1.2.8) a un elemento arbitrario, (2("), del es-
pacio de Hilbert generado por \‘#“)

1- Em‘\u\%‘)&).(%“) RN
= s M(Ondent-2)
- S_Aj [SEPACR N‘\m @ 0@

La funcién dleta que aparece en el integrando no es simple,

(1.2.9)

es decir, en realidad representa un nimero infinito de deltas,

debido a 1a ambigledad presente en su argumento. Para reducir
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este problema al de una sola delta hacemos lo siguiente:

\ Andam(9) {7, = g_awy U
- € Jéq IS(aniam(‘H T) e

. Z e-ca\\'hﬂ (cl\‘_\_lwn)] . (1.2.10)

ni-an
Es interesante reconocer al factor

-t

o8 mn
> e ) +arn) (1.2.11)

Nis-en

A .
como la componente 1rreduc1b1e..D. , de S).(qz con respecto al
grupo de translaciones (1.2.3), es decir, al grupo de ambiglie-

dad correspondiente a la transformacién (1.2.1). Notemos ade-

T U(F)= Q' (F + 21H)
= i é“\mh_ﬂ(ﬂ“%—?m(n+h)) :

més que

h=-e
haciendo Y\'\:\'\-\'k ’ ten:.mos cAamw(m ‘R\
Al aw 5 )
T 9 (0= 2.8 5 (g1amm

ei&“‘kk Q X (q‘\\) . (1.2.12)
A .
Es decir,.ﬂ_ (%“) se transforma como ‘”“. de modo que 1la

expresién

SLAF
@ _&Y(‘f‘): &Y’)(qk“) (1.2.13)

il

)

no varfa su valor ante Jas traslaciones iiu\‘h. Por 1o cual,

Ja expresidn (I1.2.10) muestra una definicidn conveniente de
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la transformacién representada por (1.2.7). De otra manera se
tendrfa que integrar una serie infinita de deltas de Dirac,
conllevando esto, problemas de convergencia de la integral.

En el apéndice | se muestra que la representacidn

{1.2.8) es en efecto unitaria.

Seccién 1.3.- El1 Oscilador Arménjco. Un Nuevo Punto de Vista.

La transformaci6én can6nica cl&sica T, a variables de
dngulo y accidn para el oscilador arménico atractivo estd de-

finida por

.| ¥R g )

% = OncKom (\fﬂ) )

donde las unidades son tales que m= s~.

(1.3.1)

Esta definicién se escoge en vez de (ref. 1, ec, 6.1)

T. \3=L (#*+ )
i F=03m(%)

porque (I.3.1) da lugar dnicamente al grupo de ambigiiedad de
translaciones TY\. definido porT“"p“""P*awn',i"q; n

entero, mientras que (1.3.2) adem&s de esta ambigliedad tiene

(1.3.2)

una fnversifn tanto para ﬂ- ,:{3 como para ?} ,? » Que son
ambigliedades espurias en el sentido de que expresan en realidad
dos transforamciones distintas. Una de ellas es (1.3.1) en
dondei y‘_? tienen el mismo signo queq' y ¥ respectivamente,

—~

y la otra difiere de (1.3.1) por un signo en a. y if
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La transformacién puede verse como la composicién

de una sucesién de transformaciones distintas

TzTETmT'ItTI N (1.3.3)

en donde
=139
Tx:y 2
* =.“%_‘ . (1.3.4)
T ‘4“,-.{:\
P =-1 s (1.3.5)

T ¢ Qo o .
‘?m: ‘?\\(“‘_q\u) . (1.3.6)
Ty - F'=-R"

W

- 9 ) (1.3.7)
donde P‘vgf - W §

Consideremos ahora las representaciones en mecénica
culntica de las transformaciones T‘I .-‘:SI,TI[ .-T‘l!:

La transformaciénT‘I , (1.3.4), es de punto (en 1)
y biyectiva, por 1o que es aplicable el resultado de la sec-
cién 1.1, En este caso la representacién, <(‘\'\\UI\1> de

REYY
<$\U:\%>=F(‘{.)S(ﬂ.‘-—5%__ﬂ.) ,  (1.3.8)

do:nde ch_)= \I‘:it\_;; (l“&‘\‘%}‘h ‘ (1.3.9)

L}
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La transformacidn.T;I es de Fourier

{2V a>-{-ﬂe

La tercera transformacidn,-rhl. es idéntica a la de la seccién

(1.3.10)

1.2, de modo que su representacién en mec&nica cufntica es:

-LxmﬁhM1 )
Al tDE0Fun @ DT C s

.‘in[ corresponde a una transformacién de Fourier:
( 1.\V q\u

<%\V‘UNH‘\\>=]\'§? G . (1.3.12)

Por 1o anterior, la representacidén en mecinica cufntica deiw- ’

ei= <°1*W\Ul‘1-}‘> (1.3.13)
= [ D 9 U 1y e

EN WU AT AR RN e
donde L %\\‘X‘\ Um\i}\‘>=<$\‘u“l1‘>g k- )“) ’(1.3.15)
g NUI\‘H& <‘3( \P8(\- X) (1.3.16)
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De manera que

<9 < N Gk
1= C arsldnt )i Gy

oA A

.our? SRRy F(39) §(3- 1319 6 ()

* (1.3.17)

)C\ \
Integrando sobre A tenemos —Llﬂbibn| ?y)

‘—'"‘ﬂ@ oﬁ“éami €)-2) 1= C
A‘Le A‘-l \:(‘i-) ( \——%1) (1.3.18)

2
\
ahora integrando §gbre q

L . -l 'Q-
' el(m‘l QAq_\l e 7 F(q_) , (1_3.19)

otra vez tenemos el problema de integrar un nimero infinito de

deltas de Dirac; por el mismo argumento utilizado arriba tene-

mos:

M e ALA(FTHRN) —
|20 '8 (bl F-zmr),

, < A(Grdom(®Y)- T2 ) g
:& H"i“" G . Q\\_XQ Dkﬂr (1.3.20)
O Y
__(3')_ &‘-{ ]WG G ( Z e‘ Qn edmn)

« & donls)- Aﬂ@ o’ e

\*‘U (1.3.21)
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ﬂ-\\l
haciendo la 1ntegral sobre H

L n(gv¥ oo 9V Qackam #
T- \:(q_) <Z e 4 +A)) CH“[Q \r‘:

WNz-0g
i) Bll—ﬂ

4G

el cual es el resultado final.

- ab
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PARTE 11

Secci6én 11.1.- Problema de Morse.

Consideremos el hamiltoniano cldsico con potencial

de Morse, siguiendo (ref. 2).

\-\:—.a&;\- +Vo(\.‘ éﬂr)l ) (11.1.1)

dicho potencial se muestra en la figuraﬂ.‘

M- C)

| L g -

g

Fi‘.?‘-
La accidn.I » se define para Tos valores, H(Vo , como

s pde

*4(0

2 i L L R

(k)

dondeqLﬁ(“Dson los puntos de retorno y estdn dados por

%:U'\)a-.—;?&,m[l;(‘e;yz} 5 (11.1.3)

de manera que

W)= .x_k:zm\{) m) (\/ H)

(11.1.4)
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La definicidn de accifn puede extenderse para H}V, , de la
manera siguiente

3(;\):\_1‘_;»(_&}:“ L @ur ()

X (11.1.5)

Esta definicién es razonable ya que extiende el concepto de
accién de modo contfnuo y liso en el punto H’Vo , ademds
que es creciente y contfnua para todos los valores de H .

La variable de &ngulo, § , que es candnica conjugada

a -J , satisface

_13 ‘H .
( 33 0 ¢ +%_§‘:%_¥_\_)3H)_“'3 ’ (11.1.6)

donde s} son los paréntesis de Poisson yT es la variable
conjugada de \"\

TE&( " [H V(X)l ax (1.1

y C‘- (\-\) :-s“:)l punto donde V(q) toma el valor de H .

Pero.s es funcidn deH sélamente, entonces de (I1.1.6) tenemos
&(1,9\:-1—(%‘9) (%—%—) , (11.1.5‘3)

De (I11.1.4,5 y 11.1.8) tenemos que

]o °.&o [x.‘(%o)]h ,para \'\\<V. } (11.1.9a)
Js +3° [K%o)" &I’l ’para \'\ >Vo . (I1.1.9)
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BT A0 ST O Y

y“ﬁ): para HS V. 9

~oef [(\« v, e*+ﬂ+(2m\%\‘§"‘(u~vs"+ e
para \_\>\j. ’
donde 3.:@ : (11.1.11)

Proponemos la transformacifn canénica:

\Q\=3[H(q',")] (11.1.12a)
% E: é [%,P‘L ‘ (I1.1.12b)

—

I1.1.10b)

Seccifén II.2.- Estructura del Espacio Fase.

Consideremos la regidn \'\(Vo , es decir, la de
érbitas ligadas. en esta zona los movimientos son periédicos,
de manera que una observable '\" (‘\',‘P) arbitraria puede

expresarse en funcidn de § y .S como una expans‘idn en serie

de Fourier:
& 'n§
Q’H’JQ)= Z Q‘\-(S) Q_ . (11.2.1)
Fz-00 .
vy
es decir queQ depende de 5 en la forma , T entero.

En particu]ar%y P mismas pueden ser expresadas asf. Este

mismo hecho puede verse también examinando las ecuactones
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(I1.1.9) y I1.1.10) para HSVQ y recordando que H es
funcidn de q_v P .
Por lo cual Ta transformacién (I11.1.12) no es biyec-

tiva, ya que es invariante ante las transformacijones

Q‘:rm‘7Q )EL—7E+QW\T )‘mehtewo

1. 1
Q—=—-Q )P- -1, (11.2.2)

es decir, que todos los puntos del espacio fase (Q.E) unidos
por las transformaciones Tm e I {1.1.10) son mapeados en un
s61o punto del espacio fase (% ,®) ver Fig. &k .

Es claro que la regién de drbitas ligadas con el es-
pacio fase (Q, P) estd definida por 30$\Q\ .

La regién del espacio fase (1.‘?) que se mapea sobre
la de 6rbitas 1igadas, del espacio (Q,P) es la interior a 1a
1fnea contfnua de la Fig. & , y corresponde a la 6rbita para la
cual Ta accidn es I=3‘o. Dicha 1fnea es 1a que mapea (1I.1.12)
sobre las 1fneas Q =-1y Q =‘So. Ver Fig.a. . Los puntos

de retorno para esta d6rbita son

Q._:-%(.ﬁ,,\[ﬂ )q.,f-.-. a4 (11.2.3)
ya que \"\=\J°

Esto quiere decir que ® es igual a cero sélamente
en el punto %_ y tiende a cero asintéticamente cuando g -» .
En Ta 1fnea QX _=,0 del espacio fase (Q » T ) se mapea el pun-
to (0,0) del espacio (§,®).



ceeernnned

yﬁ ) Qaﬁﬂs:uoﬁ
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La 1fnea ® = ( corresponde a la 1fnea E =(dél es-
pacio fase (Q,P), ya que si P =0 entonces Q—,(\v\)'—"—% y como
T estd dado por (II.1.7) tenemos 1uegoT =0 . Por lo cual,de
(11.1.8), ®&0=0 .

E1 rectdngulo O$Q$So .OSY\(:JY se mapea
sobre toda la regidén interior de la 1fnea contfnua, del espa-
cio fase (% ,® ), que corresponde al caso cuando .S""-So
En la figura,las 1fneas punteadas y de cruces se corresponden
entre sf.

Lo mismo sucede con cada rectdngulo definido por
O\<Q\<\S°‘)D\V“‘EQ“(NI)' con N entero.

De manera que tenemos dos conjuntos infinitos numerables de
regiones en el espacio fase (Q.E) sobre los cuales se mapea
toda la regién de érbitas ligas del espacio (Q ,® ); podemos
hacer un corte, sefalado en 1a Fig. & por la 1fnea gruesa, a
1o largo del eje }, desde ¥ =0 hasta %= w, por el cual se
alcanzan nuevas hojas en la regién de O6rbita cerrada del espa-
clo (§.®) cuando cruzamos las 1fneas © = 2TM, M entero,
del espacio (Q ,®) en la regién 1Q\$ T, . Dichas hojas
estfn conectadas en el punto (¥ ,€) = (0,0) que ya vimos co-
rresponde a 12 1fnea Q = O en 1 espacio (@, P).
De modo que podemos obtener 1a biyectividad de la trans-

formacién (11.1.12) en la regién YR} < T, , cambiando
el plano (%, ) por una especie de superficie de Riemann.

La regién exterior a 1a 1fnea contfnua correspondien-
te a .S"So , del espacio fase (% ,9), se mapea completa en
cada una de las regiones Q(’ L y Q) 30 del espacio fase
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(Q.P). Por 1o cual se requieren dos hojas en el plano (§ ,9),
para obtener la biyectividad de la transformacién (I1.1.12) en
esta zona. Una de dichas hojas del exterior se une con el pri-
mer conjunto infinito de hojas de la regién interior a 1o largo
del 1fmite ‘5 =3o. La otra hoja exterior tiene la misma fron-
tera, 3 = 3‘ » con el segundo conjunto infinito de hojas de la
regién interior,

Antes de tratar el problema de la determinacién de la
representacidn en Mecdnica Cudntica de la transformacifn dada
por (I1.1.9,10,12), es conveniente recordar brevemente la forma
alternativa de obtener la biyectividad de esta, en el terreno
de la Mecdnica Cl4sica, utilizado por Moshinsky y colaboradores.

E1 grupo de transformaciones definido por (I1.2.2) es
el 1lamado de ambigliedad correspondiente a la transformacién
(11.1.12) para S\<Xo . Claramente es igual al producto se-
midirecto.TI\-x . del grupo de translaciones Tm por IMTT
y el de inversiones 1 . Las representaciones irreducibles de
este grupo est&n caracterizadas por dos fndices: Un nimero
real A que varfa en el intervalo O A( 1 + Que etiqueta
a las representaciones irreducibles del grupoT , yotro, O,
que toma dos valores M § » para especificar el renglén de la
representacidn (ref, 1,2). Estos A G~ , son los fndices de
espfn de ambigliedad.

Con la ayuda de los conceptos anteriores se puede en-
contrar la forma de mapear sin ambigliedades cualquier funciédn

F(Q,P) definida sobre el espacio fase (Q.P),

F:Ac (6,2) — R
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Esto se realiza si se descompone F {Q,P) en sus partes irre-
ducibles con respecto al grupo _Y~A I , usando técnicas de
proyeccién {ref. 1,10) y mapeando cada una de estas partes ca-
racterizadas por X y @ en funciones , definidas so-
bre el espacio fase {4 ,#%). Se puede ver esto como el mapeo
que manda ¥ {Q.P) a un “espinor" i‘Ql,w (Q;?)‘g , cuyas fun-
ciones componentes estdn caracterizadas por el fndice de espfn
de ambigliedad, A » O , ¥y el cual estd definido sobre el espacio
fase (%4 ,%®), de una sola hoja.

Cuando 3>3o , €1 grupo de ambigiiedad es el de
inversiones .X ya que (Q,P) y £Q.,-P ) se mapean en el mismo

punto (4 ,® ). E1 espin de ambigledad toma los valores
o -t

Procedemos ahora a encontrar la representacidn en
Mecdnica Cudntica de Ta transformacifn candénica dada por

(11.1.9,10,12),

Seccifn I1.3.- La Representacidn en Mecdnica Cudntica.

Para encontrar la representacién en Mecdnica Cudntica
de la transformacidén candnica (I1.1.9,10,12) seqguimos el método
empleado por Moshinsky y colaboradores en las referencias 1,2.

La representacidn se determina por separado en las
regiones de G6rbitas ligadas y no ligadas.

Cuando'S< Xo , la representacifn en mecdnica cudn-

tica es del tipo, (ref. 2),
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holular=3 4(9) 8(G- o taei))
OCIQIEN, |, o=l | oSN,

donde )x\, o' son los indices del espfn de ambigliedad correspon-

(11.3.1)

diente al grupo de ambigliedad T ; el Tndice 0'\. carac-
teriza al renglén, y )\ la reprasentacién irreducible de dicho
grupo. Las \{'“(1\) , son las eigenfunciones normalizadas
del hamiltoniano (11.1.1), cuando H\<Vo

E1 ndmero N , de estados ligados es finito, como se
verd mis adelante, y es igual a la minima cota superior entera
de .S°/&\ (ver regla de cuantizacién de Bohr-Sommerfeld),
(ref. 9).

Las G [Q\‘G—\(“"‘A\)‘h\l son eigenfunciones del
operadorQ , con los eigenvalores G“(“*X) . Asf (I1.3.1)
transforma entre sf los conjuntos de eigenfunciones de H y de
Q, asignando la eigenfuncidn W\\ (%\) de \'\ » que tiene el
eigenvalor En , con todas las deQ que tienen su eigenvalor
en los intervalos h¥1\< Q\\ﬂth'\'}\\))‘\ y -nh> Q‘)-(mﬁ)h

Por 1o anterior, puede interpretarse a (I1.3.1) como
la representacifn de una transformacién que 1leva, sin ambigle-
dad, elementos del espacio de Hilbert generado por \Q\>
(1as eigenfunciones de Q), a elementos del espacio de Hilbert
generado por los "espinores" \q-\)\\ O’\> , donde )\\ y Q'\
son fndices que etiquetan los componentes de estos "espinores".

De manera andloga, para la regidn S >S° , 1a re-

presentacién en Mecédnica Cudntica es del tipo (ver ref. 2)

<q-\o—\ \U \Q\> = &:3-‘(%‘)%(@\__ U\V) C&\Q
= Ue\&\(‘q:) 80—‘) '\%;q ) (11.3.2)
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N% < Q\g%) od=1tl ,

donde G es el fndice de espfn ambigliedad, es decir, que carac-
teriza la representacién irreducible del grupo ambigiiedad, gque
en esta regidn es el de 1nversionesx . Llas \PV (ﬂ‘) son

las eigenfunciones de (I11.1.1) para la regidén de espectro con-

tfnuo; el fndice V est§ relacionado con la energfa,E » por

9= 3(E) = J(Vo)+ N*¥ y (11.3.3)

donde-S (E) estd dada por (I1.1.5) cuando H =E.
Podemos reunir las representaciones (11.3.1,2) en
una sola expresifn, introduciendo una variable - que toma

valores en el intervalo

o5 T y (11.3.4)

de manera que ' = L etiqueta el caso cuando 3)3.
Podemos escribir
<%‘XG“U\Q\> )AL )
<Frolul oL <L .
oy oslalg(N-wh
Goluley uT=t
(N-®)x\Qle0, (11.3.5)

con ® en el intervilo 04 RLL . (E1 nimero ® es determina-

do por el potencial que se considere).
" \
Donde al tomar productos escalares que involucren % T 0"‘,

adem&s de hacer la integracidn sobre %‘ en el intervalo

- w€ Q' { @ ,Wen el intervalo OET'§ L y sumar sobre
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o=l , hay que introducir la medida

&V(T‘):[i-*—&(l-ﬂ]o(’t‘ . (11.3.6)

\y
De la completez del conjunto de las funciones t‘P\\(g)'

W‘(ﬁs y a partir de las expresiones (11.3.2,3) tenemos

<O~\U"U\Q\\> Z SAJ‘T‘ Sc‘q‘(ﬂ’t‘ U\Q‘7<1T‘U\U\Q\‘>

=\

=§(Q Q“) ’

(11.3.7)

para la relacién inversa tenemos “(Q-T\O"\UU*H- o “7“
([ Z teupsingy o

m@ %“)A [F-

(11.3.8)

0

donde las expresiones entre paréntesis cuadrados, [], son los
elementos de matriz de los operadores de proyeccidén para esta-
dos de energfas mayores (segundo renglén) y menores {(primer
renglén) que Vo .

Asf, para dar la expresién explfcita de 1a represen-
tacién (I11.3.5), hay que obtener las eigenfunciones ‘H)'\ynu)

para el potencial de Morse.



a) Resolucibén del problema de Morse.

La ecuacifn de Schrddinger con potencial de Morse es

[_{1;_“ £7+Vo(\-—€%)‘}&/=£4/ ' (11.3.9)

Haciendo bt = QO(T\'/;\“ ’
€ = _..-_5_"“ ?
"ﬂ‘ (11.3.10)
(RIS

la ecuacién (I11.3.9) se escr1be como:

R DG

Con el ansatz L\r(q,) = “"(]l) ) (11.3.12)

obtenemos la ecuacidn diferencial

[I"d‘ 1_‘(TL.—GL)—-+T ‘1]“(‘)-;0 (11.3.%3)

Comparando esta expresién con la ecuacidn (9.220.1) de la re-
fere&gia 11
+( Ly Ay x=lT )W 0

)

q= 2
cuyas soluciones son (ec. 9.220.4, ref. 11), las funciones de

Whittaker WA);‘(E) W.x’r(2> donde

w; () ‘%)I)MV(Z) ‘_—‘Z(QIL)M"'/‘(Z) (11.3.14)

B
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y (ec. 9. 220.2, ref. 11).
p
f’\x,rkz) =2 "e (5;« CEPIESY Z) | (e

donde 12 serie

o (axr) o) 2>
&(d Ly 2) ‘L* 3 L‘ "a*CdH) 2‘+ ZEWE+Y -:.\4 )
(11.3.16)

es conocida como funcidn hipergeométrica degenerada (ec. 9,210.1

p. 1058, ref. 11), tenemos 13s jdentificaciones

Y
p=5% 2 ("~ ‘)‘ | (11.3.17)

2=

La so'luci6n‘ \l )’r (' 2) se descarta debido 2
que diverge como e/z , cuando q--v—m , s decir.'ﬂ - ©
(ver ec. 9. 227, p. 1061, ref. 11).

En 1a regién E¢Ne , S €5 real. En este caso hay
que cortar 1a serie en (11.3. 15), ya que ésta va como
*,‘ﬂ)"-‘ e , de modo que tendrfamos \th,,- @)N Q
1o cual harfa diverger 2 *u) para \-——? o es decir, -

para 4_. o {(ver I1.3. 12 y 17). para esto hacemos
r\_)‘_\._i =-"n - (11.3.18)

donde 0| es cero ¢ un numero natural. Por 1o cual para 1a

regién del discreto tenemos 13s soluciones

\ k } p\n‘: nreitly)S (1\)
L\) e—\/q‘\s*\a () , (11.3.19)
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donde se usf la ecuacidn (9.237.2 de ref. 11). l\n,s es una
as
constante de normalizacidn y n (1) es un polinomio de

Laguerre definido por ,( ec.8,970.1, p, 1037 ref. 11},

L=4 O x" %(é"x““

D m e m
meo n-m/ mi . (11.3.20)

Los niveles de energfa estdn determinados por 1la

condicifn (I11.3.18), 1a cual con las identificaciones (11.3.17)

se escribe
N=b-s-4 ) (11.3.21)

de las expresiones (I1I1.3.10, 21) se sigue
e,,\:\,--l-t-n‘-&:l(\:—lﬁ)h ' (11.3.22)

-4
con “=°)\,1)"'j Lb 2] 9?
donde [ E-La ] es la parte entera del nimero \—-‘1
De modo que los niveles de energfa se distribuyen

como se muestra en la grdfica de la figura 3 .

€

Fig.'.'s
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tenemos que la funcién de onda para el discreto es

06: (U= A“,s e”z ‘r E:H) . (11.3.23)

De la definicibn de ] tenemos

d% =~ _T ‘H | ’ (11.3.24)

por lo cggl la condicién de normalizaci6n se escribe

- Rt @de
A (S EeTa

evaluando l1a integral mediante la ec. 7.414.2, ref, 11, se ob-

tene A n f(Ls+) g
e = ) , (11.3.26)

\“(15.)\"(15+n+|
Para la reg1§n del contfnuo tenemos, E >Vo ’
2
\5 -€<0 ’ (11.3.27)
por lo cual S es un ndmero imaginario puro: S= (T )
donde T= (E—B‘)/l . (11.3.28)

De modo que la solucién de la ecuacién (I11.3.13) es:

Moo @5 @) r((ffave) Myizlabe™

Y r(—j)_gil ) M‘LP(.’\BQ"‘) (11.3.29)
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Para normalizar la funcidén de onda en el contfnuo
(ref. 9) consideramos la representacidén asintdtica para
ler (2') cuando 2—=» O , caso que corresponde a ‘% —> 00
(ver ecs. 11.3.10 y 17). A partir de las expresiones (11.3.14,
15 y 16) obtenemos:

reap) =™ plap) w74%
\J\,rl) 20 F(‘L - A) +F(%+/‘-x) ,(11.3.30)

por lo cual

s Q\OQ—«T rea)(ay)” o3
Wi )3'3( zr‘(%-t-a?) €

+ Ty (:&.‘5". Q': o *}

T(4-briz)

(11.3.31)

=>2h G )». TRy (0+9)

WL, (% ] (“:Q )

TGE-b+d) )

(11.3.32)

donde 0:.v (nm(lh)-\dq.) ’ (11.3.33)
- 2T,

\{_ a‘? [F(“i"k*tt] (11.3.34)

Haciendo \:\: X (€- \;-)"'- (11.3.35)

SE_Q.\_TQMLQ\Q R (11.3.36)
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la expresidn (11.3.32) se escribe

s (2T)
NRelc )?—T.Z 1(25@ )

Tz |0

(11.3.37)

De modo que:

WeeloC Vo,

Para normalizar en el sentido de "delta" de la ener-

T(aiz)

m (“3(\?1*9 ,(11.3.38)

gfa una funci6n de onda del movimiento infinito en un s6lo sen-
tido (Y—> ), seguimos la regla dada por Landau,(ref. 9) 1la
cual sefiala que una vez representada la expresifn asintética de
l1a funcién de onda como suma de dos ondas planas que se mueven
en sentidos opuestos, hay que elegir el coeficiente de norma-
Tizaci6n de tal manera que ta densidad de probabilidad en la
onda que se mueve hacia el origen de coordenadas (o que se
aparta de este) sea igual a ‘1—."‘.7‘ . Esto en nuestro caso

se logra haciendo

*5(1) Flh-b+id)| Wein(2bC™
AR ESZ T [ PRY) (e S™)*

donde ™ y‘P son la masa y el momento respectivamente de 1la

’(11.3;39)

partfcula considerada.
Recordando ‘p‘-"-)ﬁk , donde k estd dada por

(11.3.35) tenemos
N Wiz (26E€ )
\*zmﬂm«ﬁ‘t (2b e—«-)'/z «(11.3.40)

5-b+iz)

T(at)
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A nosotros nos va a interesar conocer la funcién de onda %ﬁﬂ\,

para el problema de Morse normalizada a una "delta" de la ac-

cién, \(1\ , definida cl4sicamente por la ecuacién (I11.1.9),

tenemos pues

( \?\G‘ +la\ 0\3‘ = 8<Q\‘ Q) .

Para que esto suceda se puede mostrar que

q":(s) =

I3

donde B se identifica con H en la expresién (I1.1.9).

1o cual

E=m[x+

asi féjg;_
dQ

+b
T

(_\_QL_
Te

- X*Th

m

donde se usd el hecho de que

\G§\==.Sca

Por lo tanto

*’\:\ =m

"“F_\\

1T Hh

.

\,\-tt)
N

]

\IJB ct(l\:@ )

@s@™h™

(11.3.41)

(11.3.42)

Por

(11.3.43)

(11.3.44)

(11.3.45)

(11.3.46)
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Serdn de interés, como més adelante se explicard, Tos
operadores de ascenso y descenso.

Para el discreto se tienen los operadores Q* y a-)
ver apéndice I1I, tales que

D *\- +\n
(Qt w | ontl . (11.3.47)

Se muestra en apéndice II que estos operadores son:

D < x% %
Q+=%—e [;‘;3% %}‘*‘e L] , (11.3.48a)

AS— |

<

. *
‘ @3(‘5*\) (sti) GT}\.%-*%L- e L ] ’(u.a.wb)

(asty)*- 4 s+

en donde

@b (h-an-3)abh -2)(ab-21-y)
(b “'W (n+1) , (11.3.492)

- _(@bn) n Va |
® = ;L\p-h L’l\r2“*\)(1\,-;\"-\)(1\,-“.\) ] . (11.3.49b)

Para la regifn del contfnuo son de interés los operadores

Q:- y CD.C: tales que
Q‘f ‘Y\Q\ *’\G\H'ﬁ ) (11.3.50a)

CQ- *\o\ = *\Q\"f-‘“ t (11.5.50»)
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En el apéndice Il se demuestra que

«t
&i:DQ-IQ 4 y2b g ﬂ}
, (11.3.51a)

4% (aie-)

e ¢ 4 2 o
@..:-Q.'.[Qq d__aak .\.L’b—a(@aj (11.3.51b)

dF  ai4) )
donde
.= |aie-a|laiz-a)@ir-u
|iebth| -y 4 b) 24k 3 (11.3.525)
_ (aizD) ] (11.3.52b)
L \air|l2iz+4\2ab

b) Nos ocuparemos ahora en la determinacidn explfcita de la
representacidn en Mec&nica Cudntica de la transformacién ca-
nénica cl&sica (I1.1.9,10 y 12). Para esto hay que elegir

convenientemente las ecuaciones de M.M. En la regién de es-

pectro discreto las ecuaciones escogidas son:

ML AT [(\Q‘\)*]?@ brlold? s sae

';[\’?J (a A
é 3 3“)(1.‘%‘1\)\@‘):[(@%.?)*}@<¢XU.W\Q~7 ,(11.3.53b)
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A

donde g&i es el operador de proyecci6n para estados de accidn,

tal , menor que (N-\)“ :

SUALS Gt (112,50

Las ecs. (I1.3.53a y b) junto con las condiciones de

unitariedad

1 ()\G‘Q‘\U\Q‘>&Q\(Q‘\U\”\ “0’“9«“>= 6(%\"1“)8()\\‘”6\1‘0““'3'55”
~a0 , T

ic“ ‘(G WY\ “'T»:\‘l‘“(‘l‘"f&“\U\Q‘): S(Q‘-Q“) )(II.3.55b)

determinan la representacifn hasta una fase.
Encontrar la solucién a la ecuaci6n (11.3.63a) es
equivalente a resolver la ecuacifn de Schrdinger con el po-

tencial de Morse, ec. (11.3.9), es decir que

<Q\X\O"\U\Q‘> ~ d{: (q_‘) (11.3.56)

en donde las *\n son las funciones de onda en el discreto
para el potencial de Morse, dadas por la expresidn (11.3.23).

Consideremos ahora la segunda ecuacidn.de M.M. {ex-
presibén (11.3.53b)). E1 opeador hiperdiferencial que aparece

en el miembro derecho tiene el siguiente efecto:

[(QL%“E))(‘H rlgy-OF & SIS
<ﬁ-kg U\Q+\m D, (11.3.57)
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Esto es debido al hecho de que

é& [%(‘01-'-30(%() ) (11.3.58)

Es decir que el efecto de dicho operador es el de

subir la variable de accién de \Q\ a\&\'*"t\

La consideracidn de (I1.3.57) y del hecho de que
T4 =\alts
n "'\Q\ n ) (11.3.59)

nos 1leva a suponer que el operador del miembro izquierdo de
la ecuacidn (I1.3.53b) es esencialmente el operador de ascenso,
©
cnvy , dado por (11.3.48a). Esta conjetura resulta con-
veniente ya que la cuantizacién de 1a expresién (I11.3,53b) re-
sulta ambigua.
D
En efecto, si consideramos la forma asintftica de CQ+

en el Ifmite cuando b-MN>7{ y w0l . tenemos de
las ecs. (I11.3.48a y 49a)

Q° —> 20 [ e e‘cl e Q%

\nGow | 25

Y A
alb-v) [1€ B, (en)*_
_—’\i“(l‘n'“) PRY 1\3 a(bn) | (11.3.60)

en donde se tomaron unidades tales que =i ) §=% . Por otra

2(5- n)

parte, la expresidn para el operador que aparece en el miembro
izquierdo de la ecuacién (I1.3.53b), se escribe, a partir de

la ecuacién (11.1.10b), como
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A @iii‘%‘,‘—f&sﬂ

q_ A
e !“'V") Evo ¢ Q —P Vo
{ Ve Q 2V¢ﬂ , (11.3.61)

donde las unidades son tales que amd , 't\"L ’ m=4 .

il

considerando el 1fmite semicldsico de este operador, y usando

las relaciones
L:{av, , 1E=\;-5¢-Y\1+1Uo"a)n ’ (11.3.62)

cuando NAD>1  y AE~-N*4+2bM , obtenemos

A~ (‘\ b)l e? = e
A g}n b) O°F
\»\Jub M {h\-n) bV(2b-n)y
TG (S f=\ A s__ *e
] , (11.3.63)

naew| a6 2.0,- n)

expresi6n idéntica a (11.3.60), Ademds de (I1.3.54) tenemos que
Ta aplicacidn

@t

tiene el mismo efecto que Q+.
Asf, la segunda ecuacién de M. M., (I1.3.53b), es una
identidad, por 1o cual la representacidén en mecdnica cudntica,

(11.1.9,10,12) est§ dada por 1a ecuacidn (II1.3.1)

Nt
<1\A‘°‘\UlQ\>=h§_ '{':(“) S[Q‘-0‘l“ﬂ‘)] , (11.3.1)
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1Y
donde las *"\ estdn definidas por la expresifn (11.3.23) y
\
N-L es la cota inferior entera mdxima del nimero \>"i

Para la regidn de espectro contfnuo las ecuaciones de M.M, son

S(AE, 5 &))sviay- [(\Q‘l)*]ze,‘c‘\u\ o

L (11.3.65a)

SB445) & A

c sl [(E" )] & <xolulay
(11.3.65b)

P
donde @> es el operador de proyeccidn para estados de accidn

\Q\ , Mayor que (N" l.)/v] .
<HIL |9 = ‘P\ha\(gf\)h\(ﬁ“)cnél\ _(11.3.66)
124

De nuevo, la primera ecuacibn de H.tfl».. expresién
(11.3.65a), es equivalente a la de Schrdinger con potencial

de Morse. Por lo cual

N \ g
Eoua> oy, S

v
donde *\G\ es la funcidn de onda en la regidén del espectro
contfnuo, dada por la expresién (11.3.46).
Consideremos ahora el efecto del operador hiperdife-
rencial que aparece en el miembro derecho de la segunda ecua-

cifn de M.M.
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-2 B+ .a uhd
[(@ fa )J'<a‘o-\\um‘>=e‘°“ 1o [<1‘o~\um‘>I
thy

=<2 |ul@'- 8 ‘O\ .

(11.3.68)

Asf, de (I1I.3.50b, 67 y 68) tenemos que el operador
del miembro derecho de la ecuaci6én (II.3.65b) es esencialmente
el de descenso Cnf , dado por la expresién (I11.3.51b), ya
que "baja" la variable de accién \Q\ a \Q\-L)r'\ .

Consideremos el 1fmite cldsico, de (Qj_

%% Y (E?*—\
a oh %(E‘Vo)e Vo +(E-Ve) = f}
R amiy )

Este 1fmite difiere del 1imite cl&sico para el ope-
\]

rador O:“"?*') ver ec. (I11.1.10b),

im) (-
W‘H—Vo é‘"\‘\lﬁ" -V Pe J : (11.3.70)

por un factor que es funcidn de 1la energfa,‘*

A causa del logaritmo en la ecuacién (II.1.10b), 1la
omisién de dicho factor nos da lugar a otra transformacién cld-
sica que difiere de 1a original por un sumando que depende Uni-

camente de l1a accifn:

\al= AWLIERON
\Q\P 3(3,9)- 508,94 [Xtiad]

.‘—\ . (11.3.71a})

(II.3.71b)
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X[\Q(H)I]"Xlﬂm'\fo)"_‘i\'n(“)‘ﬁm(:ém)"‘) g (11.3.72)

¥y recordando qu

\a) §+SL -\

donde 3 _Dl)h)_. , tenemos
A () 1)} D e
%@_}:"H"f__ [(la\_x"\;'\' _331/1 ’ (11.3.75)
ii\(’aﬁl:M\Q\-m}_.\iwla\-‘&)ﬁr 3:3

B L“(:%—> ’ (11.3.78)

1a\

, L X(la)dla|=
(\al- &)[ﬂm (- ) %L(lal +23.[T- \Q\\l)'s-‘lm(%“)]
-3 [(]M‘t% 1-Se ) ] (11.3.77)
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\
La transformacién T. se puede escribir en la forma

implicita

= SIHH"P)-} ’ (11.3.78a)

<&
G 2(()(1,9) ) (11.3.78b)

cuyas ecuaciones de M.M. son

e |U(T)lQY= [( )](‘w\u (miad )

{11.3.79a)
-a B %
@f_@o‘\uu‘)l&){(e% )*1<4‘a\\uu‘)\c>‘>

- uma- f

(11.3.79b)

Por 1a definicidn del operador de "descenso" (3{1 , se tiene
que la representacién dada por (I11.3.66) cumple con estas ecua-
ciones.

Usando las ecuaciones (2.8) y (2.3) de la ref. 2, se
observa que se necesita un factor de fase del tipo exﬁk{:"x(\@&\qq
para obtener una representacién de la transformacién original

(ec. I1.1.9,10 y 12).

Usando (I11.3.77) se obtiene exp11c1tamente

Tl =<3 \u)\a) mﬂﬂ 1(\Q\)A\Q\\
Bl 6oig, gl DR -t asio)- ()

—S.M(‘Q\{.—B-‘)‘ ““}\ ) (11.3.80)
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Por lo tanto, para la regifn del contfnuo, la repre-
sentacidn en mecdnica cudntica de la transformacidn canfnica

cldsica (I11.1.9, 10 y 12) estd dada por la expresién (I11.3.2)
Q)

Go'\ulay X wighe Yoddia ng(a\-m)o\»
N-%)
.l v
= W\;ﬁrX(\G\)M\WVH) &c‘,%‘ ) (1130
donde las *\a\ son las funciones de onda en el contfnuo,

expresién (I11.3.46),para el potencial de Morse; N es la cota
superior entera minima del nimero \a""i y o=t , es el
espin de ambigﬁedad'correspondiente a las representaciones

irreducibles del grupo de ambigiledad que en este caso es el de

inversiones, I.

Escribiendo 1a representaci6bn sintéticamente, a la

manera de la expresién (I11.3.5), tenemos

feaiuia) =

A ,Qag\‘\{{ }1\:@. ‘\5"“|_ 1\,€ c(m}

uP =R 06 N¢L e<\0‘\\<(N 540)% |

S

Rt (RPN \a\\) w(ﬂ 3 ““:" ‘“'m
S BRI NEEER

(11.3.82)
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donde 5= L'““"z , Ah,s estd dada por la expresién
(11.3.26), € es tal que L=Lﬁ=(N‘%*e) y 0€eLL
(ver regla de Bohr - Sommerfeld, p. 28).

La expresi6n 11.3.82 es el resultado final.
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CONCLUSIONES

En la primera parte se muestra la manera en que un
problema complicado, de transformacién canénica, se puede des-
componer en transformaciones lineales y puntuales. Pudiéndose
de este modo obtener las representaciones cudnticas de éstas
por separado para luego reunirlas y lograr la representacidn de
la transformacién completa. el problema de encontrar la repre-
sentacidn en mecdnica cudntica de cualquier transformacidn que
se pueda aproximar por una sucesidén de transformaciones puntua-
les y lineales queda resuelto por el método ejemplificado. Con-
Jeturamos que esta aproximacidn siempre se puede hacer.

En la segunda parte al usar los métodos de ref.1,2,6,7,8
para el problema de Morse, se tuvieron que formular con cuidado
los operadores cudnticos en las ecuaciones de M.M. implficitas,
para poder usar trucos como el de las ecs. 2.8 y 2.3 de ref, 2,

para obtener la fase de la representacidn.
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APENDICE 1

e La representacidén (1.2.8) es en efecto unitaria:

I }“““Ul‘m‘i“ SRR

N o | LX(GJ\JM\(“‘)-‘?)
= [ lorden )7 e C aUwry,

(A.1.1)

4"

utilizando el mismo argumento que para la expresién (1.2.10),

Ie oo @50y [ 7[5ty F)

e ~iawn

e <§\Tmm\u*l%‘"xﬂ ,

N:- e

(A.1.2)
pero - < K (Ondondy-7')
<UD =§ (Qndam (@) ‘1“) \¥e™ *'e (h1.3)

por lo cua1

i e (3 {m“[&&»&mwe
(N (Onddin($9-F M)
3 S Tl ]

(A.1.4)

Integramos H -t
V_—g\ﬁ‘;? e Aw(‘n[ «x&:kmlq)z-_ tXamn

E(0nden(¥)-Godan(8). | T O Oin -] eax"m]
= e 0dant®)- Gy > e

*(A.1.5)
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Por 1o tanto

T=5(3-3) §(1-1) 10
Por otro‘lggo

= | J<ourianns danaeary vy

j gaa‘“ax‘“ [ b1 O}
ol 3“W GA“OMMH 9:)
haciendo

V=0ndon@)  dF'= sy dy

3 (A.1.7)

obtenemo . . r _ Y c;) ‘ m“()’-ﬂ‘)
_g S" 9" Q 6 (-4 Nviegy G :
)\wy dyd\"

‘ u\(q’\\‘_ \)
H §(-495(v-9)© gr(m huc: YdY d)"

(s Yy
ss@fdl
por Yo cual
m_’ S Q" lU?meu>d?-‘"c&/\ <i“ A\\\\U ™
= S (1\\‘%)

(A,1.8)
De (A.1.6 y A.1.8), se concluye la unitariedad de la represen-
tacién (1.2.8)
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APENDICE 11

OPERADORES DE ASCENSO Y DESCENSO

Caso ligado.- Escribimos la funcién de onda (11.3.23), como

‘{)r:m: (_l)“A“]-be,sH) ’ (A.11.1)

donde /A _ Ah(lh"lm.
" nm 2 (A.11.2)

A ___[(’2\:—:&\—!)0( n
" P(l\rh—l) . (A.11.3)

A\\ es fgual a An,‘. , expresifén (11.3.26), con
s:L-—“-‘/a s ¥y se utilizaron las relaciones {II1.315),

\f:(")=$2—n<}i‘-)-“~ C%(—h;:tsﬂ‘)])

- Bl’r.\fél‘.).s__é(-hﬂ(b‘“)}‘]) »  (A.11.8)

donde é(“)a‘ )3) es la funcién Mpergeom@trica confluente
{ver ecs. 9.220.2, 9.210.1, ref. 11), y el sfmbolo (a), es el

de Pochhammer definidor por

()= ala+y)... (a+n-4)
(a,=0 , | (A.11.5)

para “ entero.

> )
Buscamos operadores (R ,Q-  tales

> 1 b
@:’: %v\ = +!\t1 y (A.11.6)
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es decir

CQ?:[T%MBS = (“Q @t T\& Mh)szlu)
T -72 S+ 31
=(4 3C) 'I / 1 §((s:t)-b+b')z(s:\)+k; ))

(A.11.7)

?

/An ‘ fA.11.8)

Para esto constideramos la siguiente relacidn (ec.

9.212.3, ref. 11)

$(-15%-2) )= \)(a‘ 1\[ (e gy e O(d-oi)-
-§ e % ) H¥ (b“—om)t}(ds-‘ )y ;’])1

haciendo = %—\:*i'\ ?f ASY L, tenemos

§(s-b- 4,251 M= Jmlcs~s L)(g-ua)é(s-as-w

W4 'b*-l(s b-L )(5“- §($ 5*5)25*4,1)

(ot a)(swa)&(s-wumsﬂ;1)]

(A.11.9)

’ (A.11.10)

de (11.3.15) obtenemos

Mk 4 1“) 15‘25 \)

N L] e

[(‘-"5'%)(5'5*%)"'\5-',5('])‘\- AUsb-L):
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Tenemos adem&s que

Mty $H) s*\h%-l' h& +\3~ !ﬂ M\us“) ) (A.11.12)

por Yo cual (A.1l1.11) se puede escribir como
d Last _ b
Mh,st(ﬂ [154'1+ s as(:s*s)}M“P(\) ,

Sustituyendo (A.1I1.13) en (A.11.7), considerando

»
3 CD+ :

-2 )

+ J < b
Q*:”%[E*’T- qu] (A.11.14)

Consideremos ahora la expresién (ec. 9.212,2, ref, 11}):

§(e<+1‘,m:;“.-.i('\_§;‘-_*~).[§(q+|-)x-)'\)—ﬁ(q’,x')v,)
tgene]

haciendo q=-:.$_"\>*\’2 , ¥Eas+l 2 tenemos

& (st \\-\>+"a'/1(s+n)+\‘}1)= 3L31:+l}($+l) [‘ﬂs'&’")"ll )

(A, 11.13)

"(A.11.15)

- 28 (s bty ask 4 (e-ler) v sk 1)] .

(A.11.16)
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S lla ot
M\,g+\('\)=e1 \ 1@((9"’\)"{:*’3;2(3*0*‘;'n’(A.II.U)

entonces de (A.I1.16}

My ()= AL g ()2, ) Moo (1]

{(A.11.18)

y mediante (A.I[.12) obtenemos

My snll)= J}éﬂﬁl{tls\w}%_ 1(5'\““_.1’3)? +\:1M\,ﬁ,('[)

(as+) Y2
(A.11.19)
B
Asf, utilizando (A.11.19) y (A.I1.7) para CQ_. tenemos
- 2
> __@ 80s)enfd ¢ | |
Q.- (as+iP= Y |2 [AT 1 * “’Hl
., (A.11.20)

Determinamos ahora (:Dt . De las expresiones (A.11.2,3 y
8) obtenemos
)
©'=e-h-1) [Q\a-zn-‘s)(lb-h-n)(zb-ln-l) 2
(ab-n-1) (“+l) Y (A.11.21a)

@= (2\:'-??)[ n 2
2(k-n) | (26-2m+)(2 lr\—i)(l\rh- )1 . (A.I1.21b)

Recordando ahora que \: 2b e , tenemos

NPT S A 5 ‘ |
@_+=_@_Q [—-—-—T "s""‘e L—X s (A.11.22a)

b aF  2b 25|
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a =-® g(zsu)‘csqeﬂ
(2o41)2-4b" 2\. ar 21, -,zs+\ (A.11.22b)

las cuales son las expresiones (11.3.48, 49), que se querian

demostrar.

Caso no ligado.- La funcibn de onda para el contfnuo es:

b +i2) | Waia (268
Y 05 'hk Plar) | (@™

(11.3.46)
Buscamos operadores tales que
CQ ({"Q\ \{)\e\*ch
ooy
< B\.,‘a—ﬁ_ WL,L‘E-;((D.EQ_ (A.11.23)
(s

donde e )

P(ha-b i)
BL - = 2“‘1 r(a‘.b> {(A.11.24)

Para determinar Q+ utilizamos las relaciones 9.234,3,4,5,
ref, 11

2 éé‘«h, ,.(‘2) =()- L,E)\JA, ).(.3)
- [F1- (A- "z)l]w,\-l//..(z)

[(r‘* %“\)\rj)m(‘i-)“2%:‘\0]&]4(2)](#*,_\5*.))
=Er“ *'%3‘)\‘\)"/)‘*\(2‘)*-2‘%5_\"1&)‘“(2)](}‘{-Ja— ,\) s

Y (A.11.25)
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B+ M) h o Ty )= 24320 d Wi s )
ﬁéz‘ﬂr-}—&)z—*q*” 21 uzlw i pal(@)
(A.I1.27)

Para obtener:

w) (o (Tt) =

- e

! % 2“1\#), w2 ,

)I(\-y-\)i%ﬁ}‘ -gz(/“-\)l Falp-n+

(A.11.28)
de donde se tiene que
=)= Q“”‘f"iﬁ* M)
+A%2’?
WA”“(Z) (A.11.29)

-
Asf, de (A.11.23) y (A.I1.29) tenemos, haciendo 2= Qb ,

Q+ BL __':1‘_5‘_@)_]
=S i(\_zr)g\_é_ ﬂ%‘__‘,{l .\_)\}- ﬁk,z-z.iz ng,;z-('i-)

“'*X

= B\a,’cqi wb,i‘b-t(z)

)

Y
£z (A.11.30)
donde r'\?. i.’c"> b=b . Por lo cuail
_Sl«-:éb}_‘_&__ ) (A.11.31)

By~
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usando la definicién de 6\,2- y (A.11.24), se obtiene

0, lae-allaie-al
" \C'&‘—\:“‘le

(A.11.32)

<
Para determinar Q- usamos las relaciones

(A.11.25, 26, 27), para obtener

(_?ﬁ_‘\’_‘_)}r__ ) _A)Wkr(?lzwkmﬂ('&')

Pri-A )2 T apn da) T 2k 2%
(A.11.35)
Con las identificaciones
A=b )’
f“:i..l" et
z=2'be (A.11.36)

la expresién (A.11,35) se escribe como

, . 3 3 %
22+l ) eC b C 4 Ws,«:egzkg"*)
("-t’“z-\o % Ab Uty + 2 bot d?.} (7.\.@-“‘)'

= \f\jb) L'C’+l (Q.\Dé‘%)
sz Q‘“)Yg * (A.11.37)

Por 1o cual

c o0 sk | 2a O
Q-— -—--Q-Ze K‘%Q)*- 2ol S

Ma.11.38)
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donde
_ Gy o (h.11.59)
AaAblie+y-L) L2 '
y
»*
Q= B b
B (S \:zdz~+q\ziz.\ ’ (A.11.40)

Con las expresiones (A.11.32, 34, 38y 40) queda de-

mostrado que los operadores Cair estin dados por (1I1.3.51),
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