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INTRODUCCION 

Este trabajo es consecuente de estudios realizados 

por M. Moshinsky, T.H. Seligman y colaboradores sobre el tema 

de la representaci6n en mecánica cuántica de transformaciones 

can6nicas a variables de ángulo y acci6n (ref. 1,2,6,7,8). En 

ellos se logró encontrar la representaci6n correspondiente pa

ra una amplia gama de hamiltonianos. 

Este trabajo se divide en dos partes: 

En la primera se obtuvo la representación en mecáni

ca cuántica de la transformaci6n can6nica clásica a variables 

de Angulo y acción para el potencial de oscilador arm6nico 

atractivo; esto se llev6 a cabo desde un nuevo punto de vista, 

que consiste en separar 6 descomponer la transformaci6n en 

varias transformaciones distintas puntuales y lineales. Estas 

se analizan por separado. Este proced1m1ento di6 l~gar a una 

expres16n simple para la representaci6n. 

En la segunda parte se ha116 la representación cu4nti 

ca de la transformaci6n canónica a variables de ángulo y acci6n 

para el potencial de Morse. Dicho potencial es interesante 

porque su espectro de energfas posee una regi6n continua y otra 

discreta con un número finito de niveles. Este es el primer 

caso exactamente soluble de este tipo para el cual se ha deter

minado la representact6n de la transformaci6n can6ntca a varia

bles de ángulo y acción. 

El contenido de las dos partes es el siguiente~ 
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Primera Parte: 

En la secci6n I.l se esboza el método de determina

c16n de la representación en mecánica cuántica de transforma

ciones canónicas clásicas propuesto por Dirac, (ref. 5), y se 

senalan sus limitaciones. Además se consideran transformacio

nes can6nicas clásicas dadas enforma implfcita, ya que frecuen

temente es diffcil, sino es que imposible, encontrar operado

res cuánticos b1en definidos que correspondan a las transfor

maciones canónicas clásicas implfcitas. Posteriormente se 

presentan las ecuaciones diferenciales, llamadas de Mello

Moshinsky (MM) (ref. 1,8) que determinan la representaci6n 

culntica de las transformaciones canónicas cl(sicas. Se re

suelven ademis dos ejemplos de aplicaci6n de dichas ecuaciones 

que son: El caso general de las transformaciones can6nicas 

lineales y el de tr1nsfonwacfones can6nic1s puntu1les bfyec

tivas. 

En la secci6n I.2 se explican m~todos conocidos (ref. 

1,2,6,7,8) de h1llar la representaci6n culntica de tr1nsfor

maciones no biyecttvas, para el ejemplo interesante de tr1ns-/ 

form1ci6n puntual. 
'f=~(~\) 

-1= -f''C..: {,'') 
y se demuestra la unitarfedad de la representaci6n obtenida. 

En la Sección 1.3 se obtiene la representación de 

la transformaci6n can6nica cl(sica a variables de (ngulo y ac

ci6n para el potencial de oscilador arm6nico atractivo. consi

der(ndola como la composici6n de transformaciones puntuales 

y lineales. 
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Segunda Parte. 

En la Secci6n II.l de la segunda parte se considera 

el hamiltoniano clásico con el potencial de Morse. Posterior

mente se extiende la definición de la variable de acción a la 

región de órbitas no ligadas y se encuentra la variable de 

&ngulo correspondiente siguiendo la ref. 2. 

En la secci6n II.2 se determina la manera en que se 

mapean entre si los espacios fase, ángulo-acción y posición

momento, bajo la transormación canónica, (ref. 2). 

Se obtiene en la sección III.3 la representación en 

mec4nica cu4ntica de la transformación can6nica a variables 

de 4ngulo y acción, siguiendo los pasos delineados en Ref. 1: 

a) Se resuelve la ecuación de Schrodinger con el potencial de 

Morse. Se encuentran los operadores de ascenso y descenso pa

ra la regi6n del discreto y su generalizaci6n al continuo. 

b) Usando dichos operadores y considerando su lfmite cl&sico, 

se construyen las ecuaciones de M.M. convenientes para las 

regiones del discreto y del contfnuo. Con estas es posible 

encontrar la forma explfcita de la representac16n cu4nttca de 

la transformac16n canónica a variables de &ngulo y acción. 
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PARTE I 

Secci6n I.1.- La Representación de Oirac. 

Una formulaci6n clara de este problema se debe a Di

rac (ref. 5), la cual describimos brevemente a continuación. 

Considerando por simplicidad únicamente problemas de 

un solo grado de libertad, y consecuentemente un espacio fase 

bidimensional, una transformaci6n canónica est& dada por dos 

variables nuevas~ , 1> , definidas como funciones de las canó

nicas originales \, ~ 

' =- ~ l<4, f) 
1> =-\ll'4J~) (I.1.1) 

de manera que el paréntesis de Poisson mantiene su valor igual 

a la unidad, es decir, 

(I.1.2) 

Dirac establece, para operadores con espectro de - en a + en no 

degenerados, que en mecanica cuantica podemos encontrar un ope

rador unitario, \J , tal que transforma los operadores origina

les, C\ , ~ en los nuevos\,~ por medio de las expresiones 

(I.1.3) 

por lo cual, escogiendo una base en la cual la coordenada ori

ginal es diagonal 
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(I.1.4) 

la representaci6n de la transformaci6n can6nica será, en esta 

base, 

\9-'\ u\ <t) (I.1.5) 

Este procedimiento propuesto por Dirac, para determinar lJ , 
se general iza trivialmente si los espectros de e¡- y .P , i nter

pretados como operadores en un espacio de Hilbert, son los mis

mos que los de ~ y i> respectivamente. Pero cuando esto no 

sucede (es decir, cuando los espectros de los operadores aso

ciados a~ y~ no coinciden con los de los operadores~ y'f ) , 

Dirac no indica cual es el camino a seguir. Asf, una de las 

cuestiones importantes a las que se di6 respuesta en los artf

culos ya mencionados (Ref. 1,2,6,7,8), fue interpretar las 

expresiones (I.1.3), además de obtener un procedimiento para 

determinar explfcitamente la representaci6n de transformaciones 

can6nicas en el caso expuesto. 

Frecuentemente, surge el problema de encontrar expre

siones para las variables can6nicas (originales y nuevas) que 

tengan operadores en mecánica cuántica bien definidos. En es

tos casos es conveniente definir la transformaci6n can6nica 

clásica implfcitamente 

~l <\ J f): " ( ~) f) 

G('\-, 'f·)~ e,(~)~) 
(I.1.6) 

de modo que resulte claro c6mo se escriben los operadores co

rrespondientes en mecánica cuántica. H.~y ~.~,como fun-
" 
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cienes de \ , -f y ~, ~ respectivamente, satisfacen una con-

dici6n que se deriva como sigue: De (I.1.6) tenemos 

a~::. ci\\ a~ +a~ (}__i =- ó~ dli + dH af::. ª" 
-a~ a~ ~,. ai" d'l ~ ~ of' o'l- e)~ 

~\i ~ ~ y relaciones similares para ~ • a 1- . a~ De donde 

se tiene~\.\ ) = d\\ ac., - ª-H_ d~ 
l > ~ ~q - a~ º 'f a 1l ~ T/f 

=-{ii,G. 1,,. 1<t J f l~, f 
(I.1.7) 

La expresión (l. l. 7) establece que si'\. , .f son variables ca

nónicas conjugadas,\.\ , C¡ y \::\, Gt deben de ser tales que 

(I.1.8) 

La condición (1.1.8) es por tanto una condición necesaria para 

que (I.1.6) definan una transformación can6nica. Dicha condi

ción es suficiente también, ya que si (I.1.8) se satisface ob

tenemos directamente que ii, '1\ ~ 1. 
Las ecuaciones que determinan la representaci6n en 

mec4nica cu4ntica de las transformaciones canónicas cl&sicas 

implfcitas, fueron encontradas (ref. 1,8) a partir de las ex

presiones 

\.\(\,f)U,,U\\l ';') 
(I.1.9) 

que a su vez se obtienen por medio de (I.1.6) y (I.1.3); se en

cuentra que las ecuaciones buscadas, llamdas de M.M. (Mello-

Mo s h i n s ky ) , s o n : 
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'* ~~~, ~:~<~IUlf>~ ["t(~'.H~ .. )1 < i'\Ul'O . (I.1.lOa) 

c,l ~, ~ /\,)<1'\V\1")" [ Gi' ('0 ~)) <i: \U\ 'I) ( I. l. lOb) 

Como los operadores que aparecen en (I.1.10) son lineales, 

<"\\UIQ") i 1 está determinada hasta un factor constante, 

el cual puede ser determinado hasta una fase mediante las con

diciones de unitariedad, 

I<~\u\'\\')J.~\<'rlut\r>=~t~ -'\") 
1<~\ ut \,.)el. 'f~'f \u\ <f) ~ ~ l '- ~\\) 

(I.1.11) 

Como ejemplo apliquemos ahora los resultados de arriba al caso 

de transformaciones can6nicas lineales (ref. 12). Consideramos 

la transformación 

~= °'' +b-f 
Gt=C\~df 

con a, b, c, d constantes. 

Entonces las ecuaciones (I.1.10) se escriben como 

la.~- ~bt~1<~\U\'"): 'f\~\U\ ~') , 

[e~ -i. d. l-i,1 <~\U\'\\)= i. ~.<~\U\~') ) 
donde se escogieron unidades tales que~ = l. 

(I.1.12) 

(I.1.13) 

Pará 'resolver las ecuaciones ( I.1.13) proponemos 

una soluci6n de la forma 
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(I.1.14) 

donde Ol, ~ , lf son constantes, 

Substituyendo esta última en las ecuaciones (1.1.13) 

se encuentra que 

a. «=- l.b (1.1.15) 

El coeficiente C: se determina mediante la cond1ci6n de unita

riedad, (I.1.11); obtenemos que la representaci6n unitaria es, 

hasta una fase, 
- i.. \ Q. ,.,_ :2\'"'" +el'\''~) 

<~'\u'~\\>=__:__ e: ~" 
pit\.' ' (I.l.16) 

para la transforaciOn canOnica lineal general (1.1.12). 

Otro caso interesante de representaciones es el de 

transformaciones canOnicas puntuales y b1yectivas. Cons1de

re•os una transformac10n del tipo 

' .f" 
~ = ~'(~') 

donde ~=~l~') es una func1c5n b1yectiv1 tal que 

~'('n::. ~ esU definida. 

Las ecuaciones (1.1.10) se escriben como 

(1.1.17) 
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De {I.l.18a) tenemos 
i. 'X (U ,i\C\.") 

(~\U\%') rv e ~(ct-1(~'')) . {t.t.19) 

La condici6n de unitariedad 

\ ( ~· 1 u l 'l") J.'f'\ 'l" \ Ut\ 'l"). b ( 'j.'-t') , {I.1.20) 

--
{I.1.21) 

donde se us6 el hecho de que 

~ 1 ('l'- ~W'l) §(~::- ~('\"'))el. •f' . 
- = ~ l ~) & l <\'- 4t<\''')) 6 (i11

- </>( 1"~) J? 
_ .. 

~ ~ & ( ~ 1 - ~\\) • 
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~ '\ ( l~, X (U, 1~ 1·¡) ¡,¡1'- ~('f'J) + ,,.~U i· S( 'f '- <P<n~ 

"' ~ :,:, &N -9!1rJ)- ~·-·¡ ~ ?"ó(1'- M'J) 

+ cfi'" ( t ~i,X (U, 'f, 1")) .S ( ~'- ~('f "J)) 

- l'~ (L 6( i:t'- ~('l''))) 
'f d':l'' / 

(I.1.22) 

' - d (" (ª'- "'( 1")) Haciendo ahora & = ~' 0 -+ 'f' y reconociendo que el úl-

timo tfrmino del segundo miembro de (I.1.22) no es m4s que 

- ;¡!;.(- ~") ~ = ~1~7. &' ' 

y simplificando obtenemos 

Esta expresi6n e~.una condición general para la fase'/...., im

puesta por la segunda ecuaci6n de M.M. (I.l.lOb). 

Debido a la presencia de la "delta" Ó(\'-fS(,"J) 
e~· la expresf6n (1.1.23), podemos considerar solo funciones 
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tales que 

X ="X (U/~!') 
= l (u) <J,(tj,") J ~'') (I.1.24) 

es decir, que X solo dependa de C\'' en la forma expresada en 

(1.1.24). Entonces la expresión (l.1.23), implica que 

!. X (U ~( 'l'') e:\-") == o d.,,, 1 ) (I.1.25) 

por lo cual :t es constante. 

Escobiendo X = O obtenemos 

(I.1.26) 

es la representación de transformaciones canónicas puntuales y 

biyectivas del tipo (I.1.17). 

Sección 1.2.- Transformaciones No-Biyectivas y el Spin 

de Ambigüedad: 

Para tratar este tema usaremos el ejemplo siguiente 

de transformación canónica cl4sica 

'f = ~ (~"} , 

i>'= f''~1(,") ) 
el cual resulta de invertir la transformación canónica 

i'-: ~l'4'), 
'f '!: -f' ( 1 + <4'1) J 

(I.2.1) 

(I.2.2) 
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La transformaci6n (I.2.1) es no biyectiva, ya que todos los 

puntos de la forma (c¡"~l.lttl,-f" ), con ti entero, se mapean en 

un mismo punto del espacio fase primado. Notemos que esta 

transformaci6n es de punto. 

Para recuperar la biyectividad de la transformaci6n 

(I.2.1) usaremos el método propuesto por Moshinsky y colabora

dores (ref. 1,2,8). 

El grupo de transformaciones .T ~, que conecta a to

dos los puntos sobre el espacio fase ( '\11
, -f11

) que son mapeados 

por (I.2.1) en un mismo punto es el de traslaciones, definidas 

por 
,,,_T..-."'__..,~ 1" + ~lt ll'\ 

con 1l\ entero. 

-1>" 1"' 
) (I.2.3) 

El conjunto de transformacionesi-._, se llama el gru

po de 1mbigUed1d correspondiente 1 la transformaci6n (1.2.1). 

Las r~presentaciones 

e'a.lfb" 
irreducibles de este grupo son 

, 
donde X caracteriza la representac1c1n. 

(I.2.4) 

Conviene recordar ahora que una funci6n definida so

bre el espacio fase (,11 ,f") arbitraria, ~s ~(4\!',-f), pue

_de escribirse en Urminos de sus partes irreducibles,~ A , con 

) 
(1.2.5) 
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( I. 2. 6) 

Ahora bien, para recuperar la biyectividad de la transformaci6n 

(J.2.1), consideramos en vez de funciones '8-=~('f,f'), defini

das sobre el espacio fase ( ~' ,f'), "esp1nores" (<f/¡, (donde 

cada componente de dicho espinor está dada por A). La trans

formaci6n (I.2.1) debe entonces mapear en espinores (9~l. de

finidos sobre el espacio ('f. f' ), las funciones sobre el es-
a" JO" pacio fase ( 1, 1 ). El espinor que es mapeado por la transfor-

maci6n (I.2.1) en una funci6n definida en el espacio ('(
1,-?'), 

es Qnico. Por lo cual la ambigUedad es removida. Aquf >. es 

llamado "espfn" de ambigU~dad. 

Pasemos ahora al dominio de la mecánica cuántica. Lo 

asentado arriba referente al grupo y espfn de ambigUedad es 

igualmente v41ido en el terreno cuántico. 

Apliquemos ingenuamente el resultado (I.1.26) corres

poftdiente.a transformaciones candnicas b1yectfvas y de punto, 

a la transforacidn (1.2;1); obtenemos que su representaci6n 

en mecanica cuantica es 

(I.2.7) 

Esta representacf6n es claramente incorrecta ya que la trans

formaci6n no es biyectiva. Además recordemos que para que el 

resultado (I.1.26). fuera válido era necesario pedir que la 

" fase dependiera únicamente de ~. Ahora bf en, en caso general 
q' ~\\ QI y 

la fase depende de~y ~; más especfficamente de (Arctan t -~ ) . .. 
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El caso más simple es el de dependencia lineal: 

(donde A es el espfn de ambigUedad definido arriba) como la re

presentaci6n en mecánica cuántica de la transformaci6n (I.2.1). 

La expresi6n (I.2.B) es congruente con las ecuaciones 

M.M. (I.1.10). La primera (I.1.lBa) se satisface de manera di

recta. La segunda en efecto se satisface: En este caso el la-

do izquierdo de la ecuaci6n (I.1.23} se escribe como 

u 
\ + 'f" 

y el Miembro derecho es 

' l. AS(~ lf )- ~") 
k~, .. 

Estas dos Qltimas expresiones son iguales (en el sentido de 

igualdad de distribuciones). por lo cual la representac16n 

(1.2.8) es consistente con las ecs. M.M .. Apliquemos 11 re

presentact6n (l.f.I) a un eleHnto 1rbttr1rio.!l.(t;\"). del es-. 

pac i o de H11 bert generado por \ ~") : 

~ == ~<J. L\-'I u\ cf') iL( 'i") J. 'l" . · 
-ae. (1.2.9) 
- ~A{W"'1\i'-1-") 

: \_~'lblo,.J,,..trl-'+')~ 1'Vi,: 0 Jll"'J1 
La funci6n dleta que aparece en el integrando no es simple, 

es decir, en realidad representa un número infinito de deltas, 

debido a la ambigUedad presente en su argumento. Para reducir 
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este problema al de una sola delta hacemos lo siguiente 

= 8 ' ni!o,.J,,,,(1') Jj 'f [b (~(1\)- ~u} eiA f'1 
1 ~ 1+'l'"t. e 

- TI" . t.. ctw"J)_ ('l"+;i.irn)] 
(I.2.10) 

Es interesante reconocer al factor 

- -i:lllY} 

L. e _Q ( ~'+ J."\ín) 
~=--

(I.2.11) 

como la componente irreduc1ble,Sl.A, de 11.(•f). con respecto al 

grupo de translaciones (I.2.3), es decir, al grupo de ambigUe

dad correspondiente a la transformaci6n (I.2.1). Notemos ade-

111'5 que ~ .\ 

\~w-.Q ( t); il (~ + ~irR) 
: ~ é~ .\ 21t tl n ( ~" + J.1f UH· Rv 

haciendo fn:. 'n ~ ~ , tenemos \ 
~ 09 

- ~ A ·l.:rr ( rn- ~ 1 
T~nr"' .Q ( ~') = L. e _o_ ( ~11 + J.1f rn) 

"""':•.O 

(l.2.12) 

Es dec1r,J1" (~") i..,\"' 
se transforma como e . de modo que la 

expresi6n 

-~AW" 

<2 5t ( ~") = .U' Á ( '1') (I.2.13) 

no varfa su valor ante las traslaciones -¡;_ir~. Por lo cual, 

la expresi6n (I.2.10) muestra una definici6n conveniente de 
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la transformac16n representada por (I.2.7). De otra manera se 

tendrfa que integrar una serie infinita de deltas de Oirac, 

conllevando esto, problemas de convergencia de la integral. 

En el apéndice l se muestra que la representación 

(I.2.8) es en efecto unitaria. 

Secc16n I.3.- El Oscilador Arm6nico. Un Nuevo Punto de Vista. 

La transformación can6nica clásica T, a variables de 

ángulo y acci6n para el oscilador armónico atractivo está de-

, 
donde las unidades son tales que O\: i... 

(I.3.1) 

Esta definici6n se escoge en vez de ( ref. 1, ec. 6 .1) 

. ['~\=~(~ª+\~) 
T. q. - =- ~~'.!.) 

\tl " \ C\. 

(I.3.2) 

' porque (I.3.1) da lugar únicamente al grupo de ambfglledad de 

translaciones To 1 definido por'": ~~-\5.+:ttr", ~ .... , I n 
entero, mientras que (!.3.2) además de esta ambiglledad tiene 

una inversi6n tanto para i?¡. .~ como para <:\. , f , que son 

ambigUedades espurias en el sentido de que expresan en realidad 

dos transforamciones distintas. Una de ellas es (I.3.1) en 

donde~ y~ tienen el mismo signo que~ y f respectivamente, 

y la otra difiere de (I.3.1) por un signo en~ y f . 
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La transformación puede verse como la composic16n 

de una sucesi6n de transformaciones distintas 

en donde I 111_ t Ti:: 'f::.. 2. 

'f' - .:f_ 

T~ · l ~:~~;I 
Tllt. ·· l ~"'=~ ~, 

-Y'"= ~\\ ( 1 + ~\\') 

1x ·. f~w=- ~·" 
(-f' .. = ~\\ 

donde ~w= f , iw::. '=l' 

' 

' 

' 

(I.3.3) 

:(1.3.4) 

(I.3.5) 

(1.3.6) 

(l.3.7) 

Considere•os ahora las representaciones en mecánica 

cu&ntica de las tr1nsfor111ciones T"'.L, 'T:n: ,TJlt :\llt: 
La transformaci6n"°\'I, (1.3.4), es de punto (en e:¡.) 

y biyectiva, por lo que es aplicable el resultado de la sec

ci6n 1.1. En este caso la representaci6n, ( ~'\Vx\'') de 

T"X es: 

, (I.3.8) 

donde 

(l. 3. 9) 
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La transformac16n Tn , es de Four1er 

- ~ ~1-~\ z ~, \ ulr \ ~'> =J._ o 
~~~· "- (1.3.10) 

La tercera transformac16n, TJlt, es 1d4nt1ca a la de la secc16n 

1.2, de modo que su representac16n en mec!n1ca cu!nt1ca es: 

-i.~(~1~-'f."') 

\~''1 IUm\~"A)~6(GrJam(~''J-%7Mef:c . (I.3.11) 

i-11: corresponde a una transformac16n de Four1er: 
l \\V~\I\ 

<"\V' U:w\~'') = ~ ·C (I.3.12) 

Por lo anterior, la representac16n en mec!n1ca cuant1ca del"" , 

es 

I ~ < 'f ~ \ U { 'l- ~ '> e x. 3 . u> 

= j <'\V 1 Ull'\ ~1) J. 'l'" < <\\L'I Um: \ 1" ~''). J ~" J X' 

. <~''A" \Ux\\'}.1 >J~'JJ'<~'A'\ \h\~A) , <1.3.u> 

donde < '\"X'\ U 11: \ ~ A1)= \ ~, \ U,d~') 6{~"- ~') 
'(I.3.15) 

< ~, ~'l Ui:\+A'>=<'f\~\1)~(~-Á) .(1.3.16) 
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De manera que , ~ ~ 
( 1 ¡_ 'l'v'1"' - e: .l."( \M<-1.% (\"M'') 

l= J~e dct''~(.GJ:-ar"(~')-~111 )~\1 +-i'~ e ·df 
-~ 'l-"1-' 

.dJ _E.. 6(Ji''._A~d~dA1 f(i) SCf- 1; 1 ~ S(A'-;\) 
{ ¡_11' • ( l. 3 . 17) 

\ \\ \ \ 
Integrandoi.!\~"0~1;e /\ y /\ tenemós [C" -l. A{~('1-11)-i''/ 

T=~ )e c¡c:A~'''b(Ckt<lllt(~'')-11\\) ~11-<t"t e_ 
. c+''<f 

· J. ~\?. < d f f ( ~) 6 ( 1 \ - \ ~ ~) ' ( l. 3 • 1 B) 

ahora integra.!!,do ~bre ~' : 
1: 1 [ j l'\.'"~'" \~ =--;.:;- -<>o e d ~, .. 6(~ ':r'- r;. ~ 1 + ~·~ 

-1'.Alok~·~rJ ,, ñ~~· 1 11 ~ t: , Q) . . G ~ i..::. , \., , , r. 3.19) 

otra vez tenemos el problema de integrar un namero infinito de 

deltas de Dirac; por el mismo argumento utilizado arriba tene-



20 

(I.3.22) 

el cual es el resultado final. 
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PARTE 11 

Secci6n 11.1.- Problema de Morse. 

Consideremos el hamiltoniano clásico con potencial : 

de Morse, siguiendo (ref. 2). 

, (II.1.1) 

dicho potencial se muestra en 1 a figura\·. 

v. .. ___ -__ .. ---------- ------- .. 

Fi.,.-:-1.. 

La acci6n, J , se define para los valores, H< Yo , como 

1(\1)=~ffJ.t 

=i- J~~I~-~.(1- e""t]~x , (II.1.2) 

\-lH) 

donde'\.'!{~) son los puntos de retorno y están dados por 

'h l 1-\),. :-* k [ l +(t.)ª] 
de manera que 

, (11.1.3) 

Y. ~ y. 
.)(H)= ~t~mV~)~ t~) . lV.-H)~ 

(Il.1.4) 
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La defi ni ci 6n de acci 6n puede extenderse para ~~ V0 , de la 

manera siguiente 

(II.1.5) 

Esta definici6n es razonable ya que extiende el concepto de 

acci6n de modo contfnuo y liso en el punto H= Yo , además 

que es creciente y contfnua para todos los valores de H . 
La variable de ángulo, p, que es can6n1ca conjugada 

a J, satisface 

~=l"lJt~ 
=(-~~~~~!)\~,-\~ (II.1.6) 

' 
donde \ l son los partfotes1s de Poisson y\ es la variable 

conjugada de\.\ : 

T= rl~)"' (H-VllCfá~ ' 
(II.1.7) 

y '\_ (\\) 
1'-<~l 
es e 1 punto donde V ( 1) toma el valor de ~. 

Pero J es func i 6n de H s61 amen te, entonces de ( I I .1. 6) tenemos 

que 

1
para 

para , 
t\~ v. ) 
\1 )'Jo . 

(II.1.8) 

( 1 l. l. 9a) 

( I I.1. 9b) 
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para \-\~V. , 

-lmf ¡®: [(\\-V,)~\. V} ( ;¡ 111 \\V4¡,,(ll-V~~ ~~ 
para \-\ 7 'J. 7 

donde 
'\ _ '1áfuYo' 
.Je - e< 

Proponemos la transformaci6n can6nfca: 

\a\~ "J(\-\(~Jf)) 

& t= H\f1 

Seccf6n II.2.- Estructura del Espacio Fase. 

( I l. l. lOa) 

(II.l.lOb) 

(II.1.11) 

(II.1.12a) 

(II.1.12b) 

Consideremos la regi6n \.\('/, , es decir, la de 

6rbitas ligadas. en esta zona los movimientos son peri6dicos, 

de manera que una observable \ t ~l '\-, ~) arbitraria puede . 

expresarse en funci6n de t y l como una expans.16n en serie 

de Fourier: 

, (II.2.1) 

"'"•~°'° . I 
es decf r que' depende de t en 1 a forma Q~, 'T entero. 

En particular<\. y~ mismas pueden ser expresadas asf. Este 

mismo hecho puede verse también examinando las ecuaciones 
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(II.1.9) y II.1.10} para y recordando que ~ es 

funcf6n de ~y~. 
Por lo cual la transformaci6n (II.l.12) no es biyec-

. ti va, ya que es i nvarf ante ante las transformaciones 

) 

(II.2.2) 

es decir, que todos los puntos del espacio fase (Q ,.E) unidos 

por las transformaciones Trn e I (l.l.10) son mapeados en un 

sólo punto del espacio fase (~ 1'1l) ver Ffg.l_ 

Es claro que la reg16n de órbitas ligadas con el es

pacio fase ( Q, ?) esU definida por lo 4 \ Q\ . 
La regi6n del espacio fase (e¡ ,i>) que se mapea sobre 

la de 6rbitas ligadas, del espacio (Q,E) es la interior a la 

lfnea contfnua de la Fig. ~ , y corresponde a la 6rbita para la 

cual la acc1c5n es J =J •. Dicha lfnea es la que mapea (II.1.12) 

sobre las lfneas Q ·-'l.y Q =Jo. Ver Fig.~. Los puntos 

de retorno para esta 6rbfta son 

, (Il.2.3) 

Esto quiere decir que~ es igual a cero s61amente 

en el punto~- y tiende a cero asint6ticamente cuando q _.,. ro. 

En la 1 fnea O.. .=.O del espacio fase (Q .? } se mapea el pun-

to (O , O) del espacio ,, ."f). 
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La l fnea ~ = O corresponde a 1 a l fnea ~ =O del es-

pacio fase (Q. 'e). ya que si 1l =O entonces <;\-_(\.\)=-~ y como 

l esU dado por (ll.1.7) tenemos luegoT =O. Por lo cual,de 

(II.1.Bl. ~l~,o)~o. 
El rectángulo O~Q~ "So • O(~~--;¡lí se mapea 

sobre toda la región interior de la lfnea contfnua, del espa

cio fase (,_ .~),que corresponde al caso cuando 1=lo 
En la figura 1las lfneas punteadas y de cruces se corresponden 

entre sf. 

Lo mismo sucede con cada rectángulo definido por 

O-!-Q~\10 \) l..lfl\,f .(..2lt(n+~· con 11 entero. 

De manera que tenemos dos conjuntos infinitos numerables de 

regiones en el espacio fase (~.f) sobre los cuales se mapea 

toda la región de órbitas ligas del espacio (' ,of ); podemos 

hacer un corte, seftalado en la Fig. 'l. por la lfnea gruesa, a 

lo largo del eje'\ , desde \•O hasta«\." oo, por el cual se 

alcanzan nuevas hojas en la región de órbita cerrada del espa

cio (, ,11) cuando cruzamos las lfneas ! .. 21T'm, h\ entero, 

del espacio (Q .~)en la región \Q\-'~• Dichas hojas 

esUn conectadas en el punto (~.1') • (O,O) que ya vimos co

rresponde a la lfnu Q •O en el espacio (Q,f ). 

De modo que podemos obtener la biyectividad de la tr1ns-

formaci6n (II.1.12) en la reg16n \Ql~ 'lo , cambiando 

el plano (,•'f) por una especie de superficie de R1emann. 

La región exterior a la lfnea contfnua correspondien

te a J .. !o , del espacio fase ('4 ,'f), se mapea completa en 

cada una de las regiones Q(-l.y Q)'3o del espacio fase 
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(Q,p). Por lo cual se requieren dos hojas en el plano(' ,'f), 
para obtener la biyectividad de la transformaci6n (II.1.12} en 

esta zona. Una de dichas hojas del exterior se une con el pri

mer conjunto infinito de hojas de la regi6n interior a lo largo 

del lfmite 'S =Jo. La otra hoja exterior tiene la misma fron

tera, 'l = J, . con el segundo conjunto infinito de hojas de la 

regi6n interior. 

Antes de tratar el problema de la determinaci6n de la 

representaci6n en Mec!nica Cu!ntica de la transformaci6n dada 

por (II.1.9,10,12), es conveniente recordar brevemente la forma 

alternativa de obtener la biyectividad de esta, en el terreno 

de la Mec!nica C14sica, utilizado por Moshinsky y colaboradores. 

El grupo de transformaciones definido por (II.2.2) es 

el lla1111do de 1mbigUed1d correspondiente 1 la transformaciOn 

(II.1.12) para l.$~. Claramente es igual al producto se-

111idirecto, 'T~"I • del grupo de translaciones 1-.. por :¡nor 
y el de inversiones 1. . Las representaciones irreducibles de 

este grupo estln caracterizadas por dos fndices: Un ndmero 

real A que varf1 en el intervalo 0.$ A< 1 • que etiqueta 

• 11s representaciones irreducibles del grupo T . y otro, cr. 
que to1111 dos valores ! 1 , para especificar el renglfn de la 

represent1ci6n (ref. 1;2). Estos X O-, son los.fndices de 

espfn de ambigüedad. 

Con la ayuda de los conceptos anteriores se puede en

contrar la forma de mapear sin ambigUedades cualquier funci6n 

f (Q,f) definida sobre el espacio fase (Q .~ ) 1 

t: Ac. (Q1P) ,, \R 
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Esto se realiza si se descompone F (Q.~) en sus partes irre

ducibles con respecto al grupo T fl 1 , usando técnicas de 

proyecci6n (ref. l ,10) y mapeando cada una de estas partes ca-

racterizadas por A y~ en funciones ~ , definidas so-

bre el espacio fase (e::\.,~). Se puede ver esto como el mapeo 

que manda t (Q, f>) a un "espinar" \~>.,o-(~¡'~)~ 1 cuyas fun

ciones componentes están caracterizadas por el fndice de espfn 

de ambigUedad, A , O"', y el cual está definido sobre el espacio 

fase ('\.,1>J, de una sola hoja. 

Cuando J >"Se , el grupo de ambi gUedad es e 1 de 

inversiones 1 ya que (Q,p) y f-Q,-~) se mapean en el mismo 

punto (1 .~ ). El espfn de ambigUedad toma los valores 

O" :! 1 . 
Procedemos ahora a encontrar la representaci6n en 

Mecánica Cuántica de la transformaci6n can6nica dada por 

(II.1.9,10,12). 

Secci6n II.3.- La Representaci6n en Mecánica Cuántica. 

Para encontrar la representación en Mecánica Cuántica 

de la transformaci6n canónica (II.1.9,10,12) seguimos el método 

empleado por Moshinsky y colaboradores en las referencias 1,2. 

La representaci6n se determina por separado en las 

regiones de órbitas ligadas y no ligadas. 

Cuando· 1<. :So , la representación en mecánica cuán-

tica es del tipo
1
(ref. 2), 
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(11.3.l) 

donde )..',a' son los índices del espín de ambigUedad correspon

diente al grupo de ambigüedad \t-_""í_ ¡ el índice cr', carac

teriza al rengl6n 1 y A la representaci6n irreducible de dicho 

grupo. Las *'t\(1\') , son las eigenfunciones normalizadas 

del hamiltoniano (ll.1.1), cuando \.\~Vo 
El número~ , de estados ligados es finito, como se 

verá más adelante, y es igual a la mínima cota superior entera 

de Jo/~ 
( ref. 9). 

(ver regla de cuantiza~ión de Bohr-Sommerfeld), 

Las f [o'-~\/lr\_L\\)}_l C "-' ~\\"TA 111 son eigenfunciones del 

operadorQ, con los eigenvalores c::r'(YH·~) Así (II.3.1) 

transform~ entre sí los conjuntos de eigenfunciones de H y de 

Q, asignando la eigenfunci6n '-\l'f\ (~') de\.\, que tiene el 

eigenvalor °E.'t , con todas las de Q que tienen su eigenvalor 

en los intervalos \'\~~ Q' ~ ln"" >.')~ ~ -n~~ Q.' >· (M~)fí 
Por lo anterior, puede interpretarse a (II.3.1) como 

la representación de una transformaci6n que lleva, sin ambigUe-

\ n') dad, elementos del espacio de Hilbert generado por ~ 

(las eigenfunciones de Q), a elementos del espacio de Hilbert 

\ c:i' ' ' 0'1
) , donde \' y _, generado por los "esplnores" ? A A ~ 

son índices que etiquetan los componentes de estos "espinares". 

De manera análoga, para la región , 1 a re-

presentación en Mecánica Cuántica es del tipo (ver ref. 2) 
ao 

< 9r'o-\ \ \J \ Q' >-=- L~~ ~ (~') S( Q'- e-'~) J.~ 

= ~'et' ( ~) So-' .et. 
• • i \Q'I ., (II.3.2) 
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c-\=:tL 
) 

donde a-' ec; el fndice de espfn ambl güedad, es dec 1 r, que carac

teriza la representaci6n irreducible del grupo ambigüedad, que 

en esta reg16n es el de inversiones I. Las f'I (_'i') son 

las efgenfunciones de (II.1.1) para la regi6n de espectro con

tfnuo; el fndice '\J está relacionado con la energfa, E , por 

' 
( I I. 3. 3) 

donde "S (E) est& dada por (II.1.5) cuando t\ =E. 
Podemos reunir las representaciones (II.3.1;2) en 

una sola expresión, introduciendo una variable 't"' que toma 

valores en el intervalo 

, 
de manera que 't' = 1.. etiqueta el caso cuando J >Je, 
Podemos escribir 

(,'a'\U \ Q') 

'~ "'t--':: A\ 
o~~<l 

o~\ Q'\' (N-~)~ 
I""' 't': 1. 
(N-~) \(\Q.\( °"'' 

(II.3.4) 

(ll .3.5) 

con ~ e n e l i n t e r v ~ l o O' ~ ( t , ( E l número 'll. es de te rm i na -

do por el potencial que se considere). 
. Q,,,.., 1 

Donde al tomar productos escalares que involucren , ~ ~, 

adem.1s de hacer la integración sobre '\,' en el intervalo 

- 00(~ 1 <.CD ,1:'\en el intervalo O~°t''~ l .. y sumar sobre 
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, hay que introducir la medida 

(11.3.6) 
• 

De la completez del conjunto de las funciones ~l\(~'~ 
~1 (~) y a partir de las expresiones (II.3.2,3) tenemos 

<o: 11J u 1 o">"~ .. \~J.. rM E'\'<~1t'.,.·1u \Q'/"<'·~-.,.·1u\Q"> 

' (II.3.7) 

para la relaci6n inversa tenemos \\<.<4't''C11 \'JU't\q;''t'"cr1
')\\ [ t '\'.\'\')~:('\•)11\ó(H")~o;o~ O 

o f ~~)~=~")!-.)\\ ~: .... \\ ' 
(II.3.8) 

donde las expresiones entre paréntesis cuadrados, [], son los 

elementos de matriz de los operadores de proyecc16n para esta

dos de energfas mayores (segundo rengldn) y menores (pr.i~er 

reng16n) que 'lo • 

Asf, para dar la expresi6n explfc1ta de la represen

tación (II.3.5), hay que obtener las eigenfunciones ~ ... l'lt~11 (V 
para el potencial de Morse. 
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a) Resoluc16n del problema de Morse. 

La ecuaci6n de Schrodinger con potencial de Morse es 

Haciendo ' 

1 
la ecuaci6n (II.3.9) se escribe como: 

i-1~-1f¡.+b'(1- ;~nt=f t 
Con el ansatz l~ ( ") = i ( 1) 

1 _ i r~ 

obtenemos la ecuaci6n diferencial 
' 

(II.3.9) 

(II.3.10) 

(II.3.11) 

(II.3.12) 

(II.3.13) 

Comparando esta expresidn con la ecuac16n (9,220.1) de la re

ferencia 11 

~ + L1 +l.+ t-r ... )vi =o 
~ íl~ \ 1i e ~"' ' 

cuyas soluciones son (ec. 9.220.4, ref. 11), las funciones de 

Whittaker 'vh.,r (e), v../.).
1
r(-a) donde 

'W~r(-r)= rt-1r) ~~,rl'2)+ rt;ltt) M~,-r(2) ,(II.3.14) 

~ ru·4·r-~) r(~.\-r-l) 
• 
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y (ec. 9.220.2, ref. 11). 

donde la serie , 
(II.3.16) 

es conocida como funci6n hipergeom~trica degenerada (ec. 9.210.1 

p. 1058, ref. 11), tenemos las identificaciones 

~~ b 1 , 

r -= s -s t b • - "Y" , 
~=' 

(II.3.17) 

se descarta debido a 
La sol uci6n 'lJ-A,r (- ~) 

(::> .. ~ que diverge como \;;,,,, 1 , cuando \..p- oo, es decir,'l __.<ll 
(ver ec. 9.227, p. 1061, ref. 11). 

En la regi6n E< 'la , C:. es real. En este caso hay 

que cortar la serie en (II.3.15), ya que ésta va como 

ilt'Jli1}N e"' , de modo que tondrl••" °'IJA,f lC)N e°'• 
1 o cual harfa diverger a ~ l 1} para \ ..... a> es decir, · 

para '- _. a> (ver 11. 3 .12 y 17). Para esto hacemos 
(II.3.18) 

donde~ es cero ó un número natural. Por lo cual para la 

región del discreto tenemos las soluciones 

\". l \) "° ['...,-, 'vJ M_.k,¡ '-ti) 
· ~ ~ .... 1:-1)" e'" ¡~·" e t \J (II.3.)9) 

, 
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donde se us6 la ecuaci6n (9.237.2 de ref. 11). A'n,7 es una 

·~ (,) constante de normalización y L.., es un polinomio de 

Laguerre definido por 1 ( ec.8;970.1, p. 1037 ref. 11) 1 

L'~ lx)= ir et. x--< L (e,,. Kft+c(,) 
" . d. X" 

(II.3.ZO) 

Los niveles de energfa están determinados por la 

condici6n (II.3.18), la cual con las identificaciones (II.3.17) 

se escribe 

' (II.3.21) 

de las expresiones (11.3.10, 21) se sigue 

€~ = b--i¡- n" +J.('b-~)n (II.3.22) 

con ~'=O,\ J 'J..)'''J lt.-j) 7 

donde [ \:.- \ ] es la parte entera del número ~- ~ . 

De modo que los niveles de energfa se distribuyen 

como se muestra en la gráfica de la figura 3 

1 2 .. • • • [W-1.'\ ~ ' ""' ~\ 
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tenemos que la funci6n de onda para el discreto es 

(JI.3,23} 

De la defin1ci6n de ' tenemos 

d.'-l-~-~cl.1 ' (JI.3.24} 

por lo cual .la condición de normalizaci6n se escribe 

1. ~ Cti(l) t (~)di-

" ~1 [º' r-I [ e rnrcl 1 
(IJ.3.25) 

, 
evaluando la integral mediante la ec. 7.414.2, ref, 11, se ob-

tiene A rn~O(r(~t:.+1) l~ 
'f\,-;. = r(-¡S}r(,.~+n+t) J (II.3.26} 

Para la regi6n del contfnuo tenemos, E ':>Vo 
\,~ - ~ <.o • ( 1I.3. 27} 

por 1 o cua 1 ~ es un nd111ero 1•111 nar1 o puro: S• ~ t"" 

donde "t-: (E - 'o" )I/ª (JI.3.28) 



35 

Para normalizar la función de onda en el contfnuo 

(ref. 9) consideramos la representación asintótica para 

W ').¡f" l~) cuando I!~ O • caso que corresponde a 1- -">OO 

(ver ecs. Il.3.10 y 17). A partir de las expresiones (Il.3.14, 

15 y 16) obtenemos: 

'W l'l) ~ r(-ir) ~r+¡+ r(<r) -z-r+~~ 
~,r ~-,º rt\-r-A) r(~+-f-A) , (ll.3.30) 

donde 

Haciendo 

0::--t-(~ll.b)+ot1-) , 

't = °"d [ ~l\~~1-(~íl 
~.~O( lf- \¡.'L)"" .. o('?- " 

& = - <e -\-1" ~ l:2. 'b) 

(Il.3.32) 

(II.3.33) 

(Il.3.34) 

(Il.3.35) 

(II.3.36) 
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la expresi6n (11.3.32) se escribe 

'·' . ,1\/5"'\.) ., :i.(~'bet(i)~~ 
V'J'b,(."t-\.OI.. \.:.. 1--.> ""° 

(ll.3.37) 

• ( 11. 3. 38) 

Para normalizar en el sentido de "delta" de la ener-

gfa una func~6n de onda del movimiento infinito en un s6lo sen

tido ('\-)m ), seguimos la regla dada por Landau,(ref. 9) la 

cual senala que una vez representada la expresi6n asint6t1ca de 

la funci6n de onda como suma de dos ondas planas que se mueven 

en sentidos opuestos, hay que elegir el coeficiente de norma

lizaci6n de tal manera que la densidad de probabilidad en la 

onda que se mueve hacia el origen de coordenadas (Ó que se 
1 

aparta de este) sea igual a :l'TI' i\ Esto en nuestro caso 

se logra haciendo 

donde"' y -f son la Hsa y el momento respectivamente de la 

partfcula considerada. 

Recordando 1>= ~ R , donde ~ es U dada por 

(II.3.35) tenemos 
--<~ 

\\.~ 1 c \ .cm::::-\rc~-b+~1:')\ \4J\,,~~ l~be 1 
l•l¡./=~~'IT"'~·~ t'( ~Lt-) ( J.b e .. '")"• • ( 11. 3. 40) 
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A nosotros nos va a interesar conocer la funci6n de onda ~l~I 
1 

para el problema de Morse normalizada a una "delta" de la ac

ci6n, \Q\ , definida clcisicamente por la ecuación (II.1.9), 

tenemos pues 

, .. • w'" ~ 
l ~\Q'I T IQ\ J. ci =-- s ( Q'- Q.) (11.3.41) --

Para que esto suceda se puede mostrar que 

w'- i. Ji"' 
1~(1)= ~l*l'. TIQI > ( I l. 3. 42) 

donde E. se identifica con~ en la expresión (11.1.9). Por 

1 o e ua 1 

' (11.3.43) 

151 

' (11.3.44) 

donde se us6 el hecho de que 

... (II.3.45) 

( 11. 3. 46) 
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Serán de interés, como m4s adelante se explicará, los 

operadores de ascenso y descenso. 
J) 11 

Para el discreto se tienen los operadores _Q"' y al-, 
ver apéndice 11, tales que 

(11.3.47) 

Se muestra en apéndice 11 que estos operadores son: 

(II.3.48a} 

en donde 

e+=~'b-W\-1) f'::z. \:a- ln->)ll.\.-'t\-2)l:2.b-J. n-\)] "~ 
{~\,-~-\) ( n+\) , (ll.3.49a) 

Para la regi6n del contfnuo son de 1nter~s los operadores 
ni(. c. 
l..IC.+ y CJL_ tales que 

, ( I l. 3.SOa) 

(l I. 3.SOb) 
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En el apéndice II se demuestra que 

Q:=n+[e-c~ A .\- :¡o1.b1. - l't"'Q. e~""\ 
cÁ~ lJ..~t--1) J ' (II.3.5la) 

(II.3.5lb) 

donde 

SL +-=- \~l~-111 :¡¿~-2\Cii?--1.) 
\ L~+b+\ \ G~-3 .. 'b) :20,.b (II.3.52a) 

(II.3.52b) 

b) Nos ocuparemos ahora en la determinaci6n explfcita de la 

representacf6n en Hec4nica Cu4ntica de la transformaci6n ca

n6n1ca cl4sica (11.1.9,10 y 12). Para esto hay que elegir 

convenientemente las ecuaciones de M.M. En la regi6n de es

pectro discreto las ecuaciones escogidas son: 
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A 

donde~< es el operador de proyecci6n para estados de acci6n~ 

\Q\ , menor que (t.J-\)~ : 

(11.3.54) 

Las ecs. (II.3.53a y b) junto con las condiciones de 

unitariedad -L <. ~'cr'~' 1 u \Q' > J~ (q' \u~ 1 ro.·~·>= b~'-t'') ~~~X/ s.~ .. I 1 ,' • 3. 55• I 

' ao 

~Jis"j<Q'\Ut\A"a"'~")~~''\~''A'a'"\U\Q'/-= ~(~-Q'') ; 11 .3.ssb) 

O -ao 

determinan la representaci6n hasta una fase. 

Encontrar la soluci6n a la ecuaci6n (ll,3.53a) es 

equivalente a resolver la ecuaci6n de SchrHdinger con el po

tencial de Morse, ec. (11.3.9), es decir que 

(1l.3. 56) , 
en donde las ~~ son las funciones de onda en el discreto 

para el potencial de Morse, dadas por la expresi6ri (11.3.23). 

Consideremos ahora la segunda ecuaci6n.de M.M. (ex

presión (II.3.53b)). El opeador hiperdiferencial que aparece 

en el miembro derecho tiene el siguiente efecto: 

l ( ett. 1n<'\, ~'.,.·1u1 et>· e." .. ~ ~ ·n· <>'\U\Q')J 
:. \'\-'~

1

0''\\J\Q't~~f (II.3.57) 
\ti\ 
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Esto es debido al hecho de que 

(}_j;, [~(()1 ~ "a(Ho<) • ( 11. 3.58) 

Es decir que el efecto de dicho operador es el de 

sub i r 1 a va r i a ble de a c c i ó n de \ Q \ a \ Q. \ +'°'r\ , 
La consideración de (II.3.57) y del hecho de que 

' (11.3.59) 

nos lleva a suponer que el operador del miembro izquierdo de 

la ecuación (ll.3.5Jb) es esencia,mente el operador de ascenso, 
111º ~ \.JL.,... , dado por (Il.3.48a). Esta conjetura resulta con-

veniente ya que la cuantización de la expresión (II.3.53b) re

sulta ambigua. 
J) 

En efecto, si consideramos la forma asintótica de CQ+ 
en el lfmite cuando b- \'\')) 1. 
las ecs. (II.J.48a y 49a) 

y , tenemos de 

en:--. ¡=l.(\.-") L C-l)l-l) e'J -u.-~ eq.+ b J 
\'\('l.b-\'\) L :lb a,: ~ ~lb-V\) 

~ 3L~-~) [i ~ ~+ (b-n~e~- 6 ~ 
~ntl.knf ~ 'b =t b ;t( b-") j (11.3.60) , 

en donde se tomaron unidades tales que ac-=1 1 ~-:.1. . Por otra 

parte, la expresión para el operador que aparece en el miembro 

izquierdo de la ecuación (ll.3.53b), se escribe, a partir de 

la ecuación (11.1.lOb), como 



42 

donde las unidades son tales que Q(.•1. , ~ = 1. "'1= ~ . . 
considerando el lfmite semiclásico de este operador, y usando 

las relaciones 

(II.3.62) 

cuando r\))i y l~'.::'-l\'1.+lb~ , obtenemos 

A~- ("·b)' , e'+ b - . n-\, . Q'"f' 
\a~ ll.~·V\)'y\ ilJ.\ii-!\)l\"' b. (2b-~))J 

e: :t(b-\'\) r-~e.t+ b + ~<2~fJ 
fnl2\anf :;¡ 6 ~o:.-~) ';l\::. , cr1.3.63) 

expresión idéntica a (II.3.60), Adem&s de (II.3.54) tenemos que 

la apl icac16n 

((e'.'~YJ*~ t~. = º , (II.3.64) 

tiene el mismo efecto que ~:. 
Asf, la segunda ecuación de M.M., (II.3.53b), es una 

identidad, por lo cual la representación en mecánica cu&ntica, 

{II.li9,10,12) está dada por la ecuación (II.3.1) 

u-r 1~ ~ (1\A'a\\U\Q'>-== 2_ 1"'(i)b(Q'-cr'lt\+-A\)] 
~'º , 

(II.3.1) 
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donde las ~~ estcfn definidas por la expresi6n (II.3.23) y 

W-1. es la cota inferior entera máxima del número b-\ . 
Para la regi6n de espectro contfnuo las ecuaciones de M.M. son 

..... 

donde ~> es el operador de proyecci6n para estados de acci6n 

\ Q\ , mayor que ( N- l) ~ '. 
-o 

«fl \?,, l "1" > =. J *~llrlt~\('l')d(Q\ (II.3.66) 

W.\\ 
De nuevo, la primera ecuaci6n de M.M., expresión 

(II.3.65a), es equivalente a la de SchrBdinger con potencial 

de Morse. Por lo cual 

'""'o-\\\J\Q''> l"v ~~Q\\ 
' (11.3.67) 

donde ~~\ es la función de onda en la región del espectro 

contfnuo, dada por la expresi6n (II.3.46). 

Consideremos ahora el efecto del operador hiperdife

rencial que aparece en el miembro derecho de la segunda ecua

ción de M.M. 
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[ ( t:.>''~ r r ('l'o-'\U\Q'>= e ~I ·~~ [<,'o•\U\Q)1 

=-<c:\-1
0-

1 \U\Q'- ~1 \l<\\) 
(II.3.68) 

Asf, de (11.3.SOb, 67 y 68) tenemos que el operador 

del miembro derecho de la ecuación (ll.3.65b) es esencialmente 
e: 

el de descenso Q_ , dado por la expresión (11.3.Slb), ya 

que "baja" la variable de acción \ Q\ a \Q\-~t 
Consideremos el lfmite clásico, de <Q: : 

Este lfmite difiere del limite clásico 

rador ~l\~',~ft·) ver ec. (11.1.lOb), 

para el ope-

e'l',~~ft~-v6)~~-\-V .. + (~-vl~ f e~ij 
,"~~ l {i"1" 

por un factor que es función de la energfa ,\1 

(II.3.70) , 

A causa del logaritmo en la ecuación (11.1.lOb), la 

omisión de dicho factor nos da lugar a otra transformación clá

sica que difiere de la original por un sumando que depende úni

camente de la acción: 

\Q 1 = r [~ e+1~1 
.. (II.3.7la) 

~ p,,, ~'(~,f)=f('f,f)+.k(°'Xl\QI~ tII.J.mJ 

' 
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donde 

X[ 1 Q(l\)Q~ ~l"-V.)- ~ ~ (11)-~ l ~ illtf") , e, I.3. 121 

y recordando que 

\ Q \ = ~ 6 + 1 º L ~ -~ 1 y~ , 

( v.,~ 
donde 1 ti ::::. =lht~ ~ , te nemas 

o( 

').~2 (~-~o)==(lQ\- "S6)' 
' (II.3.74) 

~ ~ 

(~·~f~= Í(IQ\-~~·+ -s:1 ~ ' 
(II.3.75) 

de modo que 

-X.l\al)=:i~ \\ce\-J-)- ~kl(ll\\-S.)\ :s:) 
- i.i(~) ~ (ll.3.7') 

y \Q\ 

j -X(\G\\)cl\Q\\= 
:s. 

( \Q \-X~)[ik(\~\- ~.)- ~ ~(IQ\~*~ ~.l~º-\°'\1)-i.-lt (;)J 
- 1. [~( 1~~:· )- nw 1 c1r.3.111 
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La transformaci6n T' se puede escribir en la forma 

impHcita 

\Q\= J[\1(~,~51 

~~e= ~' l ~, f) 

cuyas ecuaciones de M. M. son 

' 
, 

J < 1' a-'\ U l•) \Q':> ~ l 1 Q\ n~ 'l'a-•\U (1"') 1 Q') 

Í1 ~~i t1'4-Q'.. \~o'\U(.i')IQ')= l( e ' ) (~'a'\V(1'')\Q'> 
=-(~' cr' \UtT')\Q'-~ ~~/' 

, 

.. 
Por la definici6n del operador de "descenso" G:-

(ll.3.78a) 

( 11.3. 78b) 

(II.3.79a) 

(II.3.79b) 

, se tiene 

que la representaci6n dada por (ll.3.66) cumple con estas ecua

ciones. 

Usando las ecuaciones (2.8) y (2.3) de la ref. 2, se 

observa que se necesita un factor de fase del tipo ex~~O~l~~ 
para obtener una representaci6n de la transformaci6n original 

(ec. 11.1.9,10 y 12). 

Usando (Il.3.77) se obtiene explfcitamente 

<'1~0' lVlll>=<'f 01' 1 Utt')\á) ~)t(X.l~)A,\Q~ 
=- t~,\'') &.·,~ ~\~(\G\-1.~<WJQ\-~-~"-l'Q\"t~rs.(1.-~1)-1. .. l..l~ 

-1.l~(ltll~ J.)- 1111~1 (II.3.80) 
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Por lo tanto, para la región del contfnuo, la repre

sentación en mecánica cuántica de la transformación canónica 

clásica (11.1.9,10 y 12) está dada por la expresión (11.3.2) 

<~o-'\ U \Q') = r ~ \~ \j.t1Q~.[ IQ\) ~: (i) ~( Q'-<>"i)d:~ 
ltii-te) 

\q'I \ ~-
~ ~\~~ X(\a~cl\~~ ~ 1~(f) &cr~~' , 

t. (II.3.81) 

donde 1 as son las funciones de onda en el contfnuo, 

expresión (II.3.46) 1 para el potencial de Morse; N es la cota 

superior entera mínima del número ~-~ y <r:tl , es el 

espfn de ambigUedad correspondiente a las representaciones 

irreducibles del grupo de ambigUedad que en este caso es el de 

inversiones, l. 

Escribiendo la representación sintéticamente, a la 

manera de la expresión (II.3.5), tenemos 

< ~· ~a'\ U\ Q') :. , 

t ~-.. ~ ¡-1,e--\Jl·'-~q···-'"r1:i.1,é")1ld- .. ·rll+~~. 
" ~ , . .t.~=-~ ,o~~ü 'o~\Q'\,(N-1~f)~ 

~\' ( t- ~+c.~\ 'W ( \,ª~~) . . 
~~ l"(~l~) z~;;,eóij· _ ·~{'~-l~2\.{lll.I-~ 

. -\m(Cl~-\-J.J.t~.-\<l\~-\.-~l~i-1¡~\~)-"ir)) 1 
~ ~~~ > lW-~+e)~~\ct\< oo, 

(II.3.82) 
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donde <;sb-\'\-\ A~v;. esU dada por la expresión 

( 1 1. 3 . 2 6 l , e e s ta i q u e lo= b ~ "' ( N - \ .\-- e) y o ~ e< .i.-~ 
(ver regla de Bohr - Sommerfeld, p. 28). 

La expres16n 11.3.82 es el resultado final . 

. . -~ .. ' 
' , :. 1-~ ". 
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CONCLUSIONES 

En la primera parte se muestra la manera en que un 

problema complicado, de transformación canónica, se puede des

componer en transformaciones lineales y puntuales. Pudiéndose 

de este modo obtener las representaciones cuánticas de éstas 

por separado para luego reunirlas y lograr la representación de 

la transformación completa. el problema de encontrar la repre

sentación en mecánica cuántica de cualquier transformación que 

se pueda aproximar por una sucesión de transformaciones puntua

les y lineales queda resuelto por el método ejemplificado. Con

jeturamos que esta aproximación siempre se puede hacer. 

En la segunda parte al usar los métodos de ref.1,2,6,7,8 

para el problema de Morse, se tuvieron que formular con cuidado 

los operadores cuánticos en las ecuaciones de M.M. implfcitas, 

para poder usar trucos como el de las ecs. 2.8 y 2.3 de ref. 2, 

para obtener la fase de la representación. 
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APENDICE l 

-a La representación (l.2.8) es en efecto unitaria: 

Ir.~ j< A1 ~1 \ ult>d~\\<~11 1 Utl'l11 ~11) 
:_, • i.X (~ l1~-~'') 

~ l_~"[&t~l~)-i"l~~ · G ~"1u·wn], 
(A.l.1) 

utilizando el mismo argumento que para la expresi6n (I.2.10), 

(A. l.4) 
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Por lo tanto 

(A.I.6) 

(A,I.8) 

De (A.I.6 y A.I.8), se concluye la unitarledad de la represen

tación (I.2.8) 
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APENDlCE 11 

OPERADORES DE ASCENSO Y DESCENSO 

Caso ligado.- Escribimos la función de onda {11.3.23), como 

' {A.11.1) 

' (A.11.2) 

A'f\=-[(~'b-;rn-1)o( nJ l 
r ( :l, b- 'n-1) {A. 11. 3) 

A'f\ es igual a A,,,., , expresión (11.3.26), con 

s :a b-1\-.lr~ , y se utilizaron las relaciones (ll.l15}, 

~~ (1) = (~~t-1), 1 (-n;.<<:.+I) )) 

_ t.<b-~n),, 
- n~ 

~(-h;~(b-n); 1) , (A.II.4) 

donde ~(ot\;f j ~) es la función hipergeomHrica confluente 

{ver ecs. 9.220.2, 9.210.1, ref. 11), y el sfmbolQ (a}11 es el 

de Pochhammer definidor por 
l')~-= ~(a·t-1) ... (at- n-l) , 

, (A. II.5) 

para \\ entero. 

Buscamos operadores 
f'7\, 'D 

'-"+ , G.- tales 

J {A. II.6) 
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(A.II.7) 

donde 

(A.II.8) 

Para esto consideramos la s1gu1ente relac16n (ec. 

(A.II.9) 

haciendo O(: s-'b+~ ) ~==-~e:,;-\ , tenemos 

i_(c:,-b- \,~·)~-:a-\' 1)- 1 f (5-b-L )(S·b""~.i)~(~-tb-l)t!. · 
) ~~('4C:,-\) [ a i. ) 

:i."+I ¡ VH< '!.·l.· l¡)ls +~-!) Í ( s-b+ ~ :, ~+1 ¡ l) + 

t s+1.+J¡)(s.+1dHt'1rt~•1l•t.:. :i~+, ~ 1) J , 
(A.II.10) 

de (II.3.15) obtenemos 

Mi.-.-,l')= ~ r,~-b-i)tYbt\)Mb-,,~(iJ+ :).(~-6-~)· 
' l. ;l.~·\) l 

(s+l.· \)I'\.,,(,)+( s+b+ 12)( s~ b-1!.,) t-\ ··~~(1)1 . 
1 
•• 11.111 
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Tenemos adem5s que 

, (A.II.12) 

por lo cual (A.II.11) se puede escribir como 

Sustituyendo {A.II.13) en (A.II.7), considerando 
:ti 

o CD+ : 
'C [¡-~~M ( )] ft(~+.?.. -1-J [1-\M 1 a~ b.1~ i :- ~$ J.\ i ':(,~-1 bJ5.J I 

• I> g-+ [J s 6 1 .. G~=-- 1t;+-¡;-- -
-=--~ cq \ ~4E. ... l (A.II.14) 

Consideremos ahora la expresión (ec. 9.212.2, ref, 11): 

~ (c<+l~~+l; ')= lr\~+1.) I q(O(fl ·, )j'~ 1)-4~(0( ~11' i ~i 

+ ! ( 0(-1 jli'; ~11 , 
.. (A. 11.15) 

haciendo°':z~-b°").,' J (f::"J,s.+-1- , tenemos 

~ ((s; 1\-1.+1;;, t,,+1)•1¡,)=3t,~• 1lt<-•1 l [•H$·(1.-1)•~ »""; n 
-~~(s-'t,+t.-~)~~+\jj)+~(~-(6+1);.\'>:2.Stl Í n] · .. 

{A.II.16} 
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entonces de (A.II.16) 

Mb , ... , (~)~:l. <25~+1\(stl) ¡M .. 1,s(ll- ~ t-\b,,( 'l+ Mb1-1,s ( \~ ' 

(A.II.18) 

y mediante (A.II.12) obtenemos 

M (~)=- S{-is+IJ($-\-I) Ít1-s+vd - ~(s+11~r+h1M1, (~) 
n1o,s+1 1 (').<::.+i)-i-~ 6i. l ~ ~ j ,s. l • 

(A.II.19) 
1> 

Asf, utilizando (A.II.19) y (A.Il.7) para CQ_ tenemos 

r.i_ :::.-úiT ~(:¡~1tl~-+Q .[d _ ~ + k 1 
- c~s+1)1-4b¡, Lói" ~ 'l.!>+1 

(A.II.20) 

+ 
Determinamos ahora ®- . De las expresiones (A.II.2,3 y 

8) obtenemos 

®·=-l(b-n-1) [l:l. 6-¡n-:;)t:¡b-n-l)(.l'b-iY\-1)] ~~ 
{:l.h-\'\-\) (~+1) J '(A.II.2la) 

Gi' t~b-t>) r. n ~~~ 
.,. = ~t'b-ri) lCJ.'b-~n+1)(:2.~·~n-,)(~u.-"-1) j . 

(A.II.21b) 

Recordando ahora que \:;: ~ b e-<1- , tenemos 

, (A.II.22a) 
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las cuales son las expresiones {ll.3.48, 49), que se querian 

demostrar. 

Caso no ligado.- La función de onda para el contfnuo es: 

Buscamos operadores tales que 

(Q_ci" ~~~\ =- ~\:\tL~ 

donde 

ref. 11 : 

'i! ~ vJ A¡rl~ = lA-\i}\J>.,tl-¡) 

- [r' -o.- \l~] ~ •-1,r (;e) 

( tr + 1:]--)\J¡,rl"r)- i i 'vl~rt~]cr+~ + ~) 
= ~ r + 1 +; )1,J~r+1 (eJ n ~\.J.\.!'•,( ~ilr '"~ _ ~) 

{IL3;46) 

(A.II.23) , 

) (A.II.25) 

{A.II.26) , 
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l ~-\- ~+r)(1. + ~ +r )ivJÁr l=t/-;. eti: +:214+1)~ \h+1,r"' (~} 

·\-l-i t-"-"" tr- ~-.\-2)r .\-2) ""+ '2f ~ l,1'N )+-1 , r •r1 (i-) 

Para obtener: 

{A.II.27) 

'+J,.\, ... -,tT:):::. 1 \t\-1r)i +A _fztr-111. ~ -i.Lr-1)+ 
~ r-~~~l a~ ? 

~~~ c-•]w~,rle-] 

de donde se tiene que 

= ~b/~-+¿ 'N'b, ¿i--,C~) 
1 'tt. 

donde r~ l.-c- > A= b 

_Q_-r::. &~,~+l 
B .. "~ 

' 
{A.11.28) 

{A. 1l.29) 

, 
{A. II. 30) 

Por lo cual 

, {A.II.31) 
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usando la definición de ~\.1 '?:- > (A.Il.24), se obtiene 

.i2+;:::. \~¿e--tl \-¡~?-- 2l 
· \c.~-b-Y2\ 

(A. II.32) 

Para determinar co.: usa~os las relaciones 

(A.II.25, 26, 27), para obtener 

(A.II.35) 

Con las identificaciones 

(A. lI • 36) 

la expresión (A.11.35) se escribe como 

14-L?:+l . ~ tt-e'" _ b + e~' ~ 1 wb,~:(<hf~ 
\&.t-+1t-~ l ~b 4it"+I ~6ot. d.i,J (-=i\.G ")e 

= 'tJb¿C:.t:+1 (-=<1ce"'\J 
t~6 Q-.')"& 

Por lo cual 

(A.II.37) 
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donde 

.Q_ c~¿c-t-1) . SL..,. (A.II.39) 

-
y 

~a.'t:>Ut'--+1:-b) -

* ~ 1.,1:"-¿ \ ~ -h ·h' e-( .Q_ - == 
~ \:.,~ \ -i ¿~ +i. \ 1 ~ ( ?' \ (A.II.40) 

Con las expresiones (A.II.32, 34, 38 y 40) queda de-

mostrado que los operadores <Itr estiin dados por (11.3.51). 
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