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INTRODUCCTION

El presente traba,jo tiene como objetivo calcular vy
comparar el tiempo reqguerido por una portfculn para deslicarse
sobre una curva en un plano vertical, por accidn de la qravednd
desde wun punto a otro, asi como de ilustrar la importancia en la
ensenansa, del cdilculo de variaciones y de la integracidn numérica.

En el capitulo primero se presentan los aspectos
historicos del problema de la braquistocrona, que se plantearon y
resolvieron los hermanos FBRernoulli, Ilicho problema consistid en

hnllar la forma de la curva por la cunl al deslizarse sin friccidn
'd . .
una particula por accidn de la gqravedad y en un plano vertical, el

tiempo fuern minimo. La importancia del problema de 1n
. 4 . . .
bragquistocrona fue tal que dio inicio a una pueva ramo de las
N . N . U4
matematicns 1llamada edlculo de wvariaciones., El primer meéetodo

desarroellado por Jacob Fernoulli, para resolver este problema
utiliza el problema de minimo de la ley de 1la refraccidn simple, vy
es en si un método de un caracter especial, es decir adaptado al
problemna, Sin embargo Euler y Loagrange desarrollaron métodos mds
aqenerales para resolver problemas de extremo en los cuales el
elemento independiente no era una sola variable numérica & un
ndmero finito de tales variables, sino toda una curva o funcidn, e
incluso un sistema de funciones, Se llamd Cdlculo de Variaciones
al nuevo metodo que permitid resolver dichos problemas. En el
capitulo sequndo se comenta la ecuacion de Euler~Lagranqe del
cilculo de variaciones, para utilizarla en el cdlculo de la
trayectoria OJptima, es decir la de tiempo minimo sin considerar

friccidn. En el capitulo tercero se calculan los tiempos de caida
de una particula por un plano inclinado, primero sin friccidén y
despues considerandola, para lueqo hacer lo mismo pera con

trayectorias rectanqulares, finalmente en este capitulo se comparan
los 4tiempos Yy distancins de caida entre las trayectorias recta o
‘plano inclinado con la rectangular, En el capitulo cuarto se
escoqen como trayectorias las secciones cdnicas y se hacen gqraficas
de distancia y tiempo contra la exentricidad de las cdnicas. En el
capitulo quinto se hnce un breve comentario del articulo
*brachistochrone with Coulomb Friction®, escrito por cuatro
investigadores del departamento de fisica Yy astrofisica de la
Universidad de Colorado, en el gque se resuelve el problema de
encontrar las trayectorias de tiempo minimo, cuando esiste
friccidn. En dicho articulo se resuelve esta cuestion aplicando el
cdlculo de variaciones y al finnl se exponen varios resultandos,
pnra diferentes valores del coeficiente de friccion.



-CAFITULD FRIMERO .

ASFECTOS HISTOR1COS

En el siglo XVII 1los hermanos FEernoulli, formularon vy
estudiaron un problema que dio inicio a wuna nueva rama de las
matemdticas, que e denoming, Calculo de Variaciones, El problema
que se plaptearon fue el siguiente, si un cuerpo pequefioc se mueve
baJjo 1lan influencia de la gruvedad de un punto a otro o lo largo de
una curva dada  en up plano vertical, entonces el tiempo necesario
para efectuar el recorrido por dicha curva dependera naturalmente
de la forma de la curva. El tiempo sera diferente si el cuerpo se
mieve a lo larqo de una linea recta, esto es, en un plano
inclinadoy que a lo 1largo de una  curva, l.a pregunta de los
hermanos Kernoulli era, ¢ que trayectoria requiere menor tiempo?,
Uno podria pensar que el movimiento a lo largo de una linea recta
es €1 mds rapido, pero Galileo ya habia advertido que el tiempo
requerido en algunas curvas es menor que el de la linea recta, Los
hermanos HKernoulli hallaron la forma de la curva que requiere menor
tiempo posibles, Se trataba de una curva ya conocida en geometria vy
que habin sido denominada cicloide, La cicloide es el lugar
geometrico descrito por un punto de una circunferencia que rueda
sobre una linea rectn sin deslizar, figura (1.1),

x ¥

X=r(g- seng)
y=r(l-cosg)

Figura (1.1)

Los matematicos de la époco reconocieron inmediatamente
nue el problema de 1la braguistocrona (la paolabra braquistocrona se
i :riva de dos palabras griegas que significan tiempo mas corto),
vra de un caracter enteramente diferente. Mientras que hasta
entonces en los problemas estudiados mediante el calculo
diferencial, 1la cantidad cuyo minimo se buscaba dependia solo de
una © mads variables numericas, en este problema la cantidad que se



consideraba, es decir, el tiempo necesario para el descenso,
dependia de toda 1la curva, lo que constituyo una diferencin
esencinl, que ponia el problema fuera del alcance del calculo
diferencinl o de cualquier otro metodo conocido en aquella €poca.

Este problema intereso grandemente A los nmatematicos
. 7

contempordneosy, tanto mds 0l conocer que la solucion estaba dada

por In cicloide, curva que habila sido relacionada con  1a

construccion de un péndule ideals Huygens habin descubierto que un
punto ideal provisto de masa, que oscile sin rozamiento ba.jo 1la
accion de la gravedad en una cicloide vertical, tiene un periodo de
gscilacion independiente de 1a amplitud del movimiento,

El primer metodo desarrollado por Jacob Bernoulli para
resolver el problema de la braguistocrona, utilizo el principio de
minimo de la ley de la refraccion simple. Esta ley empirica
encontrada por Snell (1591-1602), afirma que la trayectoria de un
rayo de luz que pasa de un medio homogéneo a otro se desvia en la
superficie de separocidn de ambos de tal forma que la trayectoria
consta de dos segmentos rectilineos, AA’ y A’E, que forman con la
normal dos angulos, o y «' , determinados por 1ln condicion,

Sent/Sene’= V/V'

Asi en la  figura (1.2), un rayo luminoso que parte de un
punto A, en el medio superior donde la velocidad de la luz es V,
hacia un punto B, donde lao velocidad es V7, seguird la trayectoria
AA‘E, cumpliendo la ley de refraccion.

A
Medio -
Homogeneo I
Medio A o
Homogeneo 11
B
FIGURA (1.2)
Fermat demostrd, por medio del «cdlculo que esta

trayectoria es tal que el tiempo necesario para que el rayo de luz
pase de A a B es minimo, es decir, menor de lo que seria si
giguiera cualquier otra trayectoria. Para utilizar esta ley, Jacob
Eernoulli tuvo primero en cuenta que cuando una particula coe desde
un punto Fo sin velocidad inicial, siguiendo una curva C, tendra en
cualquier punto F de 1la curva una velocidad proporcionol'nva ’
siendo H 1a distancia vertical entre Fo y F§} es decir, V=KVH ,
donde K es una constante. luego dividid el espacio en numerosas Yy
delgadas capas horizontales, cada una de espesor h y supuso que la
velocidad de 1la particula en movimiento no varia continuamente,



sino en pequenhos saltos, al pasar de unn capa a otra} es decir que
en la primera capa adyacente a Fo, la velocidad es KYN § en la

segundny k V2 h y ¥y en 1la n-ésima, kynh =5<Vﬁl ‘Al ser
rectilinen la trayectoria en cada capay, la solucion es una
poligonal, ver figura (1.3)

Po

\\ 4
\

P

! FIGURA (1.3)

En este momento es donde Hernoulli utiliza el principio de
minimo de la ley de la refracciony ya gque de acuerdo a esta ley en
cada par de capas sucesivas el movimiento de A o H pasando por A’,
figura (1.,2) debe ser tal que, suponiendo A y B fijos, A’
proporciona la curva de tiempo minimo. For lo tanto, si tomamos la
capa m-esima ¥ la que le siquey figura (1,4) vy aplicamos dicha ley
tendremos,

seno __  kVmh senol __ sen '

- esto es _—
sen o K V(m4h ’ ' Vmh Vim+i)h

FIGURA (1.4)

aplicando reiteradamente este razonamiento se obtiene la siguiente
. ! . N
sucesion de igunldades:



senot,hsenaz-senois _ sencxn

VR VR T et (1.1)

donde ™n es el ﬁngulo entre la poligonal en la n-e%imn capa y la
vertical. Eernoulli supone ahora gue el espesor h se hace cada ve:z
mas pequefo y tiende a cero, de modo que el poligono tiende a la
solucidn buscoda del problema original, Este paso al limite no
afecta n lns igunldandes (1.1), por lo que Hernoulli concluye que 1la
solucion debe ser una  curva C, gque tenga 1o siguiente propiedad:

Si o es el nangulo formado por la tangente y la vertical en
cualquier punto F de €, y H es la distancia vertical de F a la
harizontal que pasa por Foy sen & /VH es constante para todos

los puntos F de C, figura (1.3)

AN

Cc
F%x,Y)\§::T_44///

FIGURA (1.5)

Il'e este modo para todo punto F (x,y) de la curva requerida

C, tendremosy, H=y Y que seno/VH = k y esto es,

sen & = Kyy (1.2)
donde, K y €s una constnnte} Asi mismo de acuerdo a la figura
(1.5),

EL_._ tan w = cot& = L

dx K
elevando al cuadrado j= 4y y obtenemos

X
w% L. y esto es, | +yF=

k?y K2y



pero de (1.2 Ky = sen? o y por lo que la ecuacion anterior
tomna la formay

l+y'2= csclw (1.3)
pPETO, yh = (-csclol) o vy lo cual implica,
2 yll
csc¢alz - —7 (1.4)

. . !
por otra parte derivando 1la expresion (1.2) con respecto a ¥ nos
de

k )
(cose )t = —L , de donde YA
2Yy 2y

sustituyendo esta ultima expresidn en (1.4), tenemos que,
csclel = - 2yy!

por lo que 1la relacion (1.3) se puede escribir comoy
l+y'2+ 2yyh = 0

! . . f . .
pcuacion diferencinl  cuya solucion son las ecuaciones parametricas
Je la cicloide, esto es,

X=r(g-seng) Y y=r{l-cos g)

donde r es el radio de la circunferencia gque engendrn la cicloide
al rodar sobre una recturfiJo y # es el dngulo central de dicha
circunferencin, ver definicion y figura (1,1),



CAFITULO SEGUNLO

‘ C L ./
2+1 Principios de cnlculo Variacional. Ecuncion de Euler-Lagrange.

En 1o teorisa motemdtica de 1los problemas de maximo y
minimo en el cdlculo de variaciones se enplean distintos métodos.
El antiguo método cldsico consiste en hallar criterios sobre i,
para una curva determinada, el numero correspondiente alcanza o no
un  mdximo o wun minimo. A Ffin de hallar tales criterios, se varia
un poco la curva consideradn, y de este metodo proviene el nombre
de *Cdlculo de Variaciones® para toda la rama de la matematica. El
primer resultado de este método, fue la ecuacidn de Euler-Lagrange.

Otro método consiste en descubrir de forma bastante
general si un problema daodo tiene o no solucion. Como ejemplo
podemos considerar los dos problemas siguientes! los puntos dados
pueden unirse mediante todas las curvas posibles; entonces L cunl
de ellas +tiene mencor longitud? vy b cual 1a mayor?., EI primer
problema tiene solucidn! el segmento recto que une a los dos puntos
es 1o linea mds corta que los une. E1 sequndo problema no tiene
solucidn. La longitud es un nimero asociado a cadn curva que no
alcanza un midximo finito para ninguna de ellas.

Al hablar del cdlculo variacional, se introduce el
ctoncepto de funcional, Se llaman funcionales n las magnitudes
varinbles cuyos valores se determinan medinnte la eleccion de una o
varias funciones. Los problemas en que se exige investigar el

maximo o el minimo de una funcional, se denominan problemas
variacionales,

Consideremos l1a funcionnlt?

X

Jy(x) = \ Flx,ylx), y' (x)) (2.1)
Xo
ton  puntos fronteray y{(xo=yo e y(x)=y, yfijos. La condicidn
necesaria para que halla un extremo es gque la variacidn de 1n
funcion se anule, Supongumos que en la curva y=y(x) se tiene un
wtremo vy tomemos ciertna curva y=y{x) cercana a y-= y(x) e

incluyamos estas dos curvas en 1la familia de curvas,
y(x, )= y({x)+ « [Y(X)- y(x):]

Cuando oL =0 y se obtiene la curva y=y(x) ;7 para A = | ’
se tiene y=§(x). :

La diferencia 7&)-y(x) se denomina variacidn de la funcion y({x)

y se denota por dy + Il'e esta forma consideremos la familia,



y (x,a) = y(x) + dy

que contiene para <=0 , la curva en la cual se alcanza el extreno

y para o = | y Cierta curva cercanay que llamaremos curva de
. /

ConpAaracion.

Si consideramos los valores de la funcional  J(y(x)) solo
en 1las curvas de la familia y (x,e) y 1n funcional se transforma
en funcion de ol y esto es,

Jly(x, <)) = W(x)

ya que el wvalor del parametro « determina una curva de 1la
familia y (x,2) » determinando tambien con esto el valor de la
funcion Jly(x,«)) + Esta funcion tiene un extremo en X =0 , ya
que para dicho valor se tiene y=y(x) + La condicidn necesaria

para  que la funcidn W(«) tenga un extremo en =0 , es que se
anule su derivada en X =0 , esto es, W' (0)=0 .

Como,

Xi
W) g F(x, y(x,a), y (x,)) dx
X

]

tendremos,

Xi
oF o dF 2
wH(a) = [‘5‘; 3 Yi(x,o) + 3y 3 y'(x,oa)}dx
Xo
peroy
_é. y(x,ol) = 2 [y(x)+oac§y]=c§'y
d e ' dut
Y

—b%yl(x,y)= ;%.{['(x)+o(5yt:l=cfy'

con lo cual,

wH(a) = S [b_ay F(x, y(x,o), y'(x,oc))cfyi*}%.f’(m y(x,o(),y'(x,oc))éy':]dx



X

W' (0)= [—557 E(x, y(x), y'(x)) dy +S%—,F(X,y(x),y'(x))c§f]dx

Xo

pero w'(0) es la variancion de la funcionnl, que denotaremos
.l i . ’

por §J y ¥y su anulacion es la condicion de extremo de la

funcionaly

Jly(x))= g Fix,y,y')dx

Xo
' . ’ ’ .
por lo que para la condicion de extremo tendrao que cumplirse lo
siguiente,

" 2F oF , _
[E;; éy + *S; éy] dx = 0
Xo

pero, Jy'= (éyY y con lo cual la expresidﬁ anterior qgueda,

X

oF OF Sy - '
[ Yy éy + >y °y) } dx =0

Xo

integrando el segundo sumando por partes tendremos!

OF | Y > [ oF i
e N 4 ) RITI.
J Xo Xo
PETOy
cgy = §(x) = y{xe) =0, Y Jy:l = g(xi)-y(x)=0
Xo Al

ya que todas las curvas admisibles en el problema considerado pasan

por los puntos frontera fijos (xo,ye) vy (x.,y) , por lo tanto
la condicion necesaria de extremo toma la forma!l



LY

Q-

|

(

tvl . .l . .
como Sy= ylx) = ylx) y ©5 una variacion arbitraria de Yy (x) , se
e . A
deduce que la  expresion anterior, para la condicion de extremo se
[4
cumple solamente si,

Q-

F d [ oF
y“ﬁ(w—)) Jydx=0

%o

OF d [2F \_

Sy " ax | Sy = 0 (2.2)
en la curva, y (x) rque reanliza el extremo de la furcional
considerada, Lo ecuacion (2.,2) se denomina ecuacion de

. , !
Euler-Lagrange. Las curvas integrales de esta ecuacion y=y(x;,c,cp)
se denominan extremales,

Fara hnllar 1a curva que realice un extremo de 1la
funcional <(2.1), se integra la ecuacion de Euler-Lagrange y se
determinan las dos constantes arbitrarias, que figuran en 1na
solucion general de esta ecuacion, de las condiciones de frontera

4 )’(Xo):YO t y(x‘):y'

. . . « . v . 0 ’
2.2 Distancia y tiempo de recorrido dptimo, sin friccion, en base a
un principio variacional.

Consideremos Mna pnrtfculo gue desliza sin friccion, sobre
una  curva, por accion de 1a gravedad, en un plano vertical, desde
un  punto AC0,0) na un punto C(a,b), partiendo del reposo, figura
(2.1,

A (0,0)

Yy C(a,b)
FIGURA (2.1)

Supongamos que la particula tiene masa My que su
posicidh esta dada por FC:,y). For el principio de conservacion de
la energia tendremos que cuando la particula halla descendido una
distancin “Y"” vertical (figura (2,1)) por 1la curva, habrd una
transformacion de energia potencinl en energia cinetica, de acuerdo
a la relacion, ’



mgy = 1/2 mV?

donde V es la magnitud de 1la velocidad de la partficula y g 1la
aceleracidn de 1a gravedad.De la relacidn anterior tendremos que,

ds _\ [} + (dy/dx)® |+y

dt = - = SR A,

|
V2ay Z gy Vag

l |+ 32
tz — — T 4 Fix,y,y)dx
Flxy, )= \/—- '” Y y(0)=0 , yla)=b

4 . . » 4 1
lle acuerdo al calculo de variaciones, el tiempo sera minimo para la
curva Y(:x),tnl que

Fix,y,y) = \/———

L7
satisfaga la ecuncion de Euler-Lagrange, esto es,

oF d O F _ 2.3
BT“TT<59>'O (2.2)

’
, Haciendo el calculo de 1las derivadas parciales de la
ecuacion diferencial (2.32),obtenenos,

donde

OF I 32
__b___z ___Eyzb (1= ).,g)I/E
b
0 2 -il2. -2
-5—yE= (V+95Y 7y
Y
d [oF | 1 2) o2 3 n oilh . -1/n . 32 sp -Y2
?;: §§‘= 'E;( I+ y2) y2 y3h+(1+yS) e yy c=(14+y ) yy“y

- . . 4 . . 0
sustituyendo estns expresiones en la ecuacion (2.3) vy simplificando
obtenemos

yZt 2yy +1=0 (2.4)



-

Fara resolver la  ecuacion diferencial (2.4)
hagamosy y=q » con lo cual,

. _ dq _dq dy _ dg . _ dqg
y = = = y = q —/——
dx dy d x dy

sustituyendo en (2.4) tendremos,

| + g2+ 2yq %‘;— =0

esto es,

2q dy
dg + —=0
| +q® ? y

. / . , !
integrando esta ultima expresion, resulta,

y(1+g2) =¢C

donde C es una constante, pero,
- - 4y
qQ=y = d x

. ! .
con lo cual la expresion anterior nos quedan

=\ /Y
dx c-y dy

. i . ’
donde hnciendo la sustitucion

y=2C sen? o
obtenemos

X = -‘2—0(29-sen29)+ Ci

y=—%— C(l-—cos 2e)

siendo C, otra constante. Como 1la curva pasa por el punto (0,0),
tendremos que C=0, con lo cual
|

X = =5 (29 - 5en 20)

S _
y= C(l—-cos 2e)

. |
' iciendo entonces g =20 vy r=-§-C y nos queda?



x=r{p- seng) | (2.5)

y=r{l—cos¢) (2.6)

lns ecuaciones (Z2,59) y (2.6) son las ecuaciones porométricos de 1la
curva YOG buscada, por  la cual la particula se desliza sin
friccidn del punto (0,0) al punto (a,b) en un tiempo minimo. Esta
curva  es conocida con el nombre de cicloide. For 1lo que la
trayectoria de ‘tiempo minimo es un arco de cicloide invertida tal
como se muestra en la figura (2.2),

(0,0)

{a,b)

FIGURA (2.2)

. . . 4
Farn calcular el tiempo minimo escribamos la ecuacion

2
t= b R dx

Veg y

| (dx)? + (dy)‘2

Veg y

y de las ecuaciones (2.,9) y (2.6) obtengamos

dx=r(l-cos ¢)d¢

dy=r sen p d¢

que sustituyendo en 1o ecuacidn para T nos dal

7
t = \/ ; ) = Vr/g (g~ go)
4

pero en (0,0) tenemos go=0 por lo que!

1:¢| Vr/g (27)




, De las  euvuaciovnes (2,3) y (2.,6) podemos obtener 1la
ecuacion rectangular de 1la cicloide, esto es!

X
< =arc cos ( I—-%L) ~ sen {orc cos (I—-%L)] (2.8)
la cual podenos emplear para determinar el wvalor de 1a
constante r y de tal forma que la curva pase por el punto (a,b),

luego de la ecuacion (2,6) es posible determinar el dngulo @, , con
el cual podenmos determinar el tiempo por nedio de la expresion
(2.7),

Fara el calculo de la distancia recorrida tenemos que

as = \Vidn?+ (dy)’

Y como

(dx)2 + (dy) = [rz(l—- cos 0)° + rzsenza] (de)2=2r2(I- cos ¢ )(de)?

de donde

dS=\,/E- r VI—-cose do = 2r sen (—%—) dg

para finalmente obtener

Sz 4r (11— cos (@./2)) (2.9)

For medio de las expresiones (2,7) y (2.9) podemos hallar
el tiempo y la distapcia de recorrido de una particula al ir del
punto (0,0) na un punto (a,b), en el tiempo minimc de acuerdo al
problema planteado. En 1la tabla I se muestran los valores hallados
para los diferentes puntos (n,b) escogidos. En la mismna, T y S
representan el tienpo y la distancin para cadn cicloide
correspondiente a cada punto (ayb).,



2.3 TAELA

R fommm e pommm e pommmm e prommm o +
! ! | ! ! |
L (AR ) IR I s I !
! ! ? ! | ! !
pmmmmmm e pommmmmm e fommm e e pommmm e !
1 €1,0,2)1  4.59461 0,1790! 1,1916! 0,6205!
= e pommm pommmm e fom !
1 (1,0,4)!  3.B197! 0,2249! 1.,1988! 0,5786!
el pommm e e prom e prmmmmme s
I (1,0,6)1  3,23401 0.3006! 1.2579! 0,5664!
R pommmm e pomm i fommmmm e !
1 (1,0.8)!  2,77531 0.4137! 1.3534! 0,5699!
o pommm e R pom e pomm e !
I (1.1,0)1  2,41201 0,5729! 1,4741! 0.5828!
R R oo e Frmm e !
I (1,1,2))  2,12161 0.78771 1.6127! 0,6011!
oo pomm e pommmmn e pommmm e 1,
I (1,1,4)!  1.,8B67! 1.0682! 1,7643) 0,6225!
R pomm o e prm e e !
I (1.1.6)1  1.6945)  1.42431 1,92541 0.64546!
R pomm e pom e fom e Fomm e !
] (1.1.8))  1.53510 1.B666! 2,0935! 0,6696!
| mmmm L pomm s e pommmm e '
| (1.2,0)!  1.4014) 2,40551 2,2670! 0,469391
| = pomm e pommmmm pom e T !
| (1.4,0)1  0.7364! 15.4375! 4,1387! 0,9237!
R et fommm e fomm L pomm s
| (1.6,0)!  0.49591 49,8094! 6.0932! 1,1174!
oo pomm e ettt e pommmmmm e !
I (1,8,0)!  0.37331116.1591! 8,0701! 1,2845!
fmmm o R o pommmm e fommm e |
1€1,10,0)!  0,29911225,2357) 10,0561! 1,4331!
o e e e +



CAFITULO TERCERO

2.1 Distancia y tiempo en un plano inclinando sin friccidn,

Consideremos wuna particula que se desplaza, desde un punto
(0,0 na un punto (a,b), siguiendo N trayectoriaq recta por medio
sin friccidn y por accidn de la gravedad.

de wun planc inclinado,
. . . L .
el dngulo de inclinacidn del plano y consideremos cero la

Sea =

veloridad inicial de la particula, figura (3.1)

{0,0) X

mg co /!

FIGURA (3.1)

. 7 ’
la aceleracion sera

A= gsendo

donde
% =qar¢c tan { b/a)

e
con lo que, de la relacion

sz I/o At?
tendremnos
-\[_2S | (3.1)
t g sen ’
donde
| (3.2)

s=\a%+ b2



3.2

TAELA

I

I.

LAS RELACIONES (3.1) Y (3.2) NOS PERMITEN ENCONTRAR EL
TIEMFD Y LA DISTANCIA RECORRILIA
FIINTOS CONSIDERADOS,

T
i

! ( Ay E )

]

Do m et e e e
+ (1, 0.2)
U
+ (1, 0.4)
[P ——
+ (i, 0.,6)
[P .
+ (1, 0.8
[ ——
+ (1, 1,0)

! —————————————
+ (1, 1.2)

! ——————————————
+ (1, 1.4)

! ——————————————
+ (1, 1.6)
[
+ (1, 1.8

] e e e e i
+ (1, 2.0)

o e o e e e
+ (1, 4.0)

| oo e
+ (1, 6.0)
[P
} (1, 8.0)
S
! (1,10.0)

.* ______

e

— he e

R e s s =

B I e o

e 2t ot o . ;o et oo

e o o o S -t s e ot 2t

ot o e ose s Sony e Bk ot s e bk Mt

it ot aa? oon o tn e ot amt

- . o et camp o0 G o Sae e St e boan G oatn e

R LT SJTSup U &

-+ -
|

|

{

|

i

!

i

i

i

]

i

t

1
+ .

B O . e e sl sl

FOR

LA PARTICULA ENTRE

TIEMFO

0.67979
0.64648
0.63855

0.64385

1.28704

1.43494

_____________ +

_____________ +

_____________ +

_____________ +

_____________ +

______________ +

LOS



/
[listancin y tiempo en un plano inclinado con friccion.

entre el plano
el coeficiente de friccion

> X

3.3
Supongamos ahora que ediste fricecion
inclinado y 1la particula, siendo /uK
cine¢tico, figura (3.,2)
(0,0)
N
Fk
mgsens
mgoosd: 4+
mg
...... < I (q,b)
vy
FIGURA (32)

la acelerncion estara dada por
A = g{senct- My cosu)
donde

o =arc tan (b/a)
con lo que, de la relacion
S= 1/2 At2

tendremos

2S

{ =
\/ g (senet- HAx cos«)

donde

S = Va2+b?

(3.3)

(3.4)



3.4 TABLA III,

LAS EXFRESIONES (3.3) Y (3.,4) NOS PERMITEN HALLAR EL
TIEMFO Y LA DISTANCIA RECORRIIA FOR LA PARTICULA ENTRE LOS
FUNTOS (0,0) Y (A,B), LA TABLA TIII NOS MUESTRA LOS VALORES
CALCULADOS FARA S Y T, A FARTIR DE LOS DADIOS A, ’ﬁ’,’B’,YlﬁPJ

Frmmmmm fomm e fmmm +
! ! ! s
! (AyE) ! DISTANCIA ! TIEMFO !
! ! ! U=1

S - S O e

t 1y, 0.2) ! 1.01980 ! 1.45612 1
Jom e pom e e +
+ (1, 0.4) ! 1.07703 ! 0.,88787 |
e Fromm e e fom e +
+ (1, 0.6) ! 1.16619 ! 0.74467 !
o e et it frmm e +
+ (1, 0.8) ! 1.28062 ! 0.62112 !
T et frmm - fomm e +
+ (1, 1.0) ! 1.41421% ! 0.67309 1
| e fomm e R et 4
+ (1, 1.2) ! 1.5620% ! 0.67248 |
R e e it e e t
FoC(ly 1.4) ! 1.,72047 ! 0.68133 |
| mmmmmmm e o e fomm +
fm e Frmm e fomm e +
+ (1, 1.8) ! 2,05913 ! 0.71308
R et e oo +
+ (1, 2.0) ! 2.23607 ! 0.73247 !
ettt Fommm e e +
+ (1, 4.0) ! 4,12311 ! 0.94270 |
Do e Fomm e fmmm o +
+ (1, 6.0) ! 6.08276 ! 1.13072 1
T fomm e R +
! (1, 8.0) ! 8.06226 ! 1.,29516
pom e Tt R et +
b (1,10.0) ! 10.04988 ! 1.44219
e fom e e +



3.5 TABLA COMPARATIVA 1.

DE LAS TABLAS II1 Y II1I PODEMOS ELABORAR LA TABLA SIGUIENTE!

e e e frmm e o fommm e fomm e +
! ! ! Lo

A EY Ly 1 s v T ! !

! ! L Jz0 o+ Mzol

———————— o e e R e |
(1,0.2)! 0,19740 | 1,01980! 1,02963! 1,45612}
----------- T B St T
(1,0,4)! 0,38051 ! 1,07703) 0,76892! 0,88787!
----------- oo e )
I (1,0.6)! 0.54042 | 1,166191 0,67979! 0.,744671
oo e e o e o e oo e fom e !
(1,0,8)! 0.,67474 1 1,280621 0.64648) 0,69112]
—————————— s Rr Ty
(1,1.,0)! 0,78540 1| 1,414211 0,63855! 0,67309!
--------- L T ey
(1,1.2)) 0,87606 | 1,56205! 0,64385! 0,672481
............. }.m..,_.._......_.....*.._._..._....,..__..+_.___.__._.__..,+...___..___,.._. |
(1y1,4)! 0,95055 | 1,720471 0.656541 0,68133!
........... +..-__--_,..._-..,.+_.‘.....~....-_.......—+_...._-—...-...-.....+-.-.-—.-——-._—- l
(1y1,6)! 1,01220 | 1,88680! 0,67351! 0,69560!
———————— o e e |
(1,1,8)! 1,06370 ! 2,059131 0.69299! 0,71308!
———————— T T T B e
(1,2,0)! 1,10715 1 2,234607! 0,713921 0,73247!
———————— T e et e e
(1,4,0)! 1.,32582 1 4,12311! 0,93084) 0,94270!
————————— T T T ey
(15y6,0)1 1,40565 1 6,08276! 1,121261 1,13072!
--------- T e T S e
(1,8,0)! 1,44644 1| 8,06226! 1,28704! 1,295164!
———————— o= e e |
(1,10 )! 1,47113 110,04988! 1.,43496! 1,44219!



3.6 Distancia vy tiempo por la parte superior e inferior en una
’ g . . ’
trayectoria rectangular sin friccion.

Supongamos wahora qgue la pnrtlculu se desplaza partiendo
del reposo por la parte superior del rectdngulo indicando en 1la
figura (2.3) esto es por la trayectoria AEBC, para trasladarse desde
el punto (0,0) al punto (a,b) ¥y que no existe friccidn.

Af(o0,0)

FIGURA (3.3)

sea FF’ una 1linea recta paralela al eje X, © el angulo de
inclinacion del rect&ngulo, ol el ongulo que forma la diagonal Sy
con la recta FF’. Supondremos que en el vertice, "E® , hay una
ligera curvatura, de tal modo que 1la purtfcula cambia en forma
continua de pendiente, al pasar por alli, pero no altera
51gn1f1c0t1vomente el +tiempo de recorrido desde el punto *A' al
'C*ycalculandolo como el tiempo en el plano inclinado AR mas el
tiempo del plano inclinado BC

Analizando 1a Flgura (2.3), nos damos cuenta que el Jngulo
gntre el lado IC del rectdngulo y la recta FF’ es de 90- ® , por
lc ju2 para el lando AR, tendremos que la aceleracidn es ¢

A=g sen (90°-©6) = g cos e

AB= 1/2 glecos o) 154

por lo gue

2 (AB)
the = \|~geos & (3.5)



donde 1aAB es el tiempo de recorrido de la particula sobre el lado
AR,

mdemas si  denotaomos  por A el éngulo formado por la
diagonal S v el lado DC, se deduce de la figura (3.3) que,

AB
F = A -(90°-8)= L+6&-20° y que cosﬁ=—%(~:-=«-s———-

por lo que

AB

[}

Scos)a

esto es

AB=\/a2+b2 sen (cL+ ©) (3.6)

sustituyendo la relocién (3.,6) en (3.5), tendremos?

2 Va?+ b2 sen (24 6)

g cos ©

tag = (3.7)

para calcular el tiempo d/e recorrido del 1lado BC necesitamos
conocer 1la velocidnd en el vértice, By, llamemosla, VB y entonces ¢

2 2 A+ 6
Vg = glcos 6] a%+ b2 sen (A+6) B (38)

g cos &

por otra parte 1la aceleracidn en el lado EC es,

A= gsen©
Y
| 2
BC = VB 130 +—2—,-g (sen e) (-1} (3 9)
siendo tBC el tiempo de decsplazamiento de 1la particula sobre el
lado EC del rectingulo. FResolviendo (3.9) para tec, encontranos
que.

Vg +\ V& +2g(sen &) (8BC)

?BC-'-
g sen & (3.10)




pero de la figura (3.3) podemos ver que

Sen B = —Aé[l = *————BSC

por lo que

Bc=s(sen/6)

esto es6y
BC= — \/02+ b% cos (ol + ©) (3.11)

sustituyendo (3.11) en (3.12) obtenemos!?

-Vg + \/VBZ— 29 \/a®+ b (sen ©) cos (o +6)

g sen ©

(3.12)

Bc”

sumando entonces las relaciones (3.7) y (3.,12) obtenemos el tiempo
total de recorrido de 1la particula desde el punto (0,0) al punto
(asb)y, por la parte superior del rectdangulo, de acuerdo a las
condiciones impuestas, esto es,

= 2
2Va?+b?sen (L+ @) |, -Vp+ \/Va ~ 29 Ve®+ ¥ (sen®) coseit®)
1’ABC= + (3.13)

qQ cos © g sen ©

donde VB esta dada por (3.8) y o= arc tan(b/a).

Sumando lns relucioneg (3.6) vy (3,11) encontramos 1la
distancin total recorrida, denotandola por 8, tendremos ¢

S = a2+ p? [sen(o&+ 8) - cos(a(+6)] (314)

notese que si denctamos por L, el &ngulo con vertice en (a,b) ¥
lados 1la diagonal S y BC, entonces o+52+8:=180°, por lo que o{+6>90°
y para tener un rectangulo, Si oA+6:180° ({2:0) o «+8:= 90° (Ll=9¢°)
entonces tenemos que HC coincide con 5 y tendriamos el
deslizamiento por una trayectoria recta.



Consideremos en la figura (3,3) el tiempo de recorrido por
la trayecloria  ADC, 01 tiempo total  werd  igual al tiempo para
recorrer Al mias el tiempo para recorrer NG,

Frara Ally tenemos gque la aceleracion es,

A= gsen &

y por lo tanto

- 2(AD)

b =
AD gsen &

usando (3.11) tendremos

-2 Va‘?-%- ¥ cos (o4 ©6) ' (3.15)

fap © .
AD g sen ©

para el calculp del ,tiempo en el lado IC necesitamos conocer la
velocidad de 1a particula en el vertice Iy, designando dicha
velocidad por Vp 4 tenemos que,

-2 Va?+bt? cos (4+ ©)

Vp = gisen &) 316
P g sen & ( )
la aceleracion para estn parte esy
A= g cos ©
con lo cual
I 2 ‘
DC= Vp tpc + —5 g (cos &) 1pe (3.17)

2

resolviendo (3.17) para tp., hallamos que,

- Vg + \/V§+ 2g (cos &) DC
g cos ©

toc =

sustituyendo (3.6) ya que AR=IC, nos queda,



-Vp + \[v§+29 Va4t b2 (cos ©) sen (ol 4 ©) (3.18)
g cos G '

tpe *

sumando  las relacionesl (3.15) vy (2,18, obtendremos el tiempo de
recorrido, de 1la pmrtllcula entre los puntoe (0,0) vy (a,b), por 1n
parte inferior del rectangulo, esto e,

-2 \02 4 b2 cosl+ 6, + --VD +\’VS +2q ﬁszz cos 6 sen(X+06) (2.19)
qQ sen @ g cos ©

tapc *

donde Vb estd dada por la expresidn (3.16) y o = arctan(b/a) . La
distancia total recorriday, §’’= Al + IIC = S/, estd dada por la suma
de las relaciones (3.6) vy (3.11), esto es,

g"=s' = Va?+4b? [sen {al+6) ~ cos (OL+G)] (3.20)




3.7 TAEBLAS IV Y V,

DE LAS EXFRESIONES (3,13), (3.14) Y (3.19), ES FOSIELE
CALCULAR EL TIEMFO Y LA DISTANCIA RECOREIDA FOR LA FARTICULA
ENTRE LOS FUNTOS CONSIDERALIOS, TANTO FOR LA TRAYECTORIA  ARC
COMD FOR LA ANC, LAS TAKLAS IV Y V, MUESTRAN  LOS VALORES
ENCONTRALNS FARA .57, Taac Y, Tapc» ASIGHANDOLE A LAS VARIAKLES
‘A’ Y ‘R’ LOS MISMOS VALOKES QUE SE LE HAN ASIGNADD Y FARA ©
UN VALOR TAL QUE, qo0°-ol <« © <490,

TAaRLA IV
fommm e o e R e ¥
! ! ! !
] (AR ! UIST@NCIﬁ ! TIEMFO !
! ! ! !
S S o Thec !
+ {1, 0.2) ! 1.10980 ! 1.46293 !
| e e e 4
+ (1, 0.4) ! 1.,32961 ! 1.56032 |
SO ——— S o m e 4
+ (1, 0.6) ! 1.54942 ! 1.63781 !
e e e RS — ¥
+ (1, 0.8) ! 1.76923 1 1.70497 !
| e o o e 4
+4 (1, 1.0 ! 1.98904 ! 1.76550
| e o Frmm ¥
+ (1, 1.2) ] 2,20885 } 1.82130 1
| e o o ¥
+ (1, 1.4) ! 2.428B66 ! 1.87349 1
R S — For o e Fommm e 4
+ (1, 1.4) ! 2.64827 ! 1.92280 !
| e e T TS — ommmm e +
+ (1, 1.8 ] 2.86828 ! 1.96974 !
P e o o e 4
+ (%, 2.0) ! 3.,08809 ! 2.01469 |
fommm e Fom o T ¥
+ (1, 4.0) ! 5.28619 ! 2,39321 !
e T e T ¥
+ (1, 6.0 ! 7 .48430 ! 2.,70559 !
o o o e ¢
! (1, 8.0 ! 9.68240 ! 2.97726 !
pommm e o e omm e cm e ¥
! (1,10.0) ! 11.88050 ! 3,22291 !
T T ——— L ¥



TAELA V

fommm frmmm e Frmm e ¥
! ! ! !
b (A E) ! DISTANCIA ! TIEMFO !
; ! S ! Tapc !
R et EE L o e pommmmmm el
+ (1, 0.2) ! 1,10980 ] 0,74751 |
o e o Fommmmmmm e ¥
+ (1, 0.4) 1,32961 ! 0.64428 |
| oo Frmmrm e +
+ (1, 0.6) | 1,54942 ! 0.64145 |
| mmm Fmmmm e e Frmmmmmm oo +
(1, 0.8) ! 1,76923 ! 0.,65885 !
oo e e Frmm e +
o1y, 1,00 1,985904 ! 0.68283 |
P e b e pommmmm e +
P, 12y 2,20885 ! 0.,70920 !
R B Fom e e pommmmmm e ¥
o1, 1.4 2,42866 ! 0,73633 |
fmmmm e Fomm e pommmmm e +
o1, 1.6 2,64827 ! 0.,76350 |
Dmmm e b e fomm i m e +
+ (1, 1.8 2.86828 ! 0,79038 !
| o m prmmmmm e +
+ (1, 2,00 1,08809 ! 0.81680 !
fomm e o e Fom e +
+ 1, 4.0 ! 5.28619 | 1,05206 !
Pmm e Frmmm e prmmm e +
oL, 6,00 7.48430 ! 1,24681 |
P frommmmmm e e fom o e +
I (1, 8,00 ! 9. 68240 ! 1,41570 !
prmmm e Fomm o m o pommmmm e ¥
I (1,10.0) ! 11.8B050 ! 1.,56673 |
frmmmmmmm e pomm e prmmm o +



3.8 Distancia vy tiempo por 1la  parte superior e inferior en una
trayectorian rectangular con friccion,

Consideremos, ahora el tiempoy, de recorrido de una
particula por la parte superior e inferior del rectangulo de la
figure (2.3) con  las micmas condiciones, pero considerando que
exisle friccion, Suponemos ademas que la  fuerza de friccion
es directamente proporcional a la fuerza normal entre la particula
vy 1o travectoria considerada con coeficiente de friccion
constante ﬂx y figura (3.4),

N
Al{o,0) f
~ L x
~
\\
S
S 0= T~ B
~ mg
\\
e
DRz~ — - — - S .
ol ~.
\\
e
O ~
F 90 El
C(a,b)
'y

FIGURA (3.4)

Fara el trayecto AE, 1la aceleracion de la particula que
. ' . ’ . . !
desciende por accion cimultanena de 1la fuerza de friccion vy
gravedad, esta dnda por,

A= g (cos®~ H, sen ) (2.21)

suponiendo que parte en (0,0) con velocidnd cero, tendremos que,

| 2
AB= — g (cos & — Hu sen &) tas

donde tAB es el tiempo para gue dicha particula recerra el tramo
AE; como de la relacion (3.4), y

AB=\/02+b2 sen (A +6)

obtenemos

N \/ 2 \/oz-i-b?' sen{ol+8)
AB ~

g (cos © - fixsen &)

(3.22)

Fara el calculo del tiempo del trayecto EC, es necesario

. 4 .
conocer la velocidnd Ve y en el vertice "E"', para la cual
tenenos,



2 Voz-f‘bz sen (o + ©)
glcos @~ Aosen ©)

Ve =gl(cos & — /[« sen ©) (3.23)

por otra parte, 1a aceleracion en el tramo HC, figura (3.5), estd
dada por,

A= gl(sen 9—/’kcos e) (3.24)

FIGURA(3.5)
BC= Vg 150+—£—g(sene—/"; cos 6) ’r"'gc (3.25)

resolviendo (3.2%9) para tec , nos queda,

— Vg +\/VV§ +2g(sen G—/‘ucos e) BC

Tec * g('sen &— f cos ©) (3.26)
de la relacion (3.11)

BC=— \a2+b2 cos (d+©)
por lo que (2.26) queda,

b = —VB—{—\/ VBZ —2q a2+ bz(sene—/lncos 8) cos(d+8) (3.2

g(sen & - Hxcos €)

con lo que el tiempo de recorrido en la trayectoria ABC, estd dado
por 1la suma de las expresiones (3.22) vy (3.27), esto es,

2
fanc \/2V02+b2 sen (ol +6) 4 _Ve +\[Vs—2g\/az+b2(sene-/‘x cos &) cos(ol+ 6)

g( cos ©— '« sen ©) g(senet — fx cos@)

(3.28)

donde VB esta dada por (3.,23) vy ol = arc.tan ( b/a).



La distancia total recorrida estd dada por la relacidn
(3,14) o (3,20), esto es,

s'= \/a?+5b? [sen(¢+9)—cos(d~+6)] (3.29)

Ile las expresiones (3,28) y (2,29) es posible calcular el
tiempo y la distancia entre 1los puntos 'A* y *C*'y por 1la
trayectoria ABC, esxtistiendo ahora friccion.

Consideremos ahora, la trayectorin 'hDC de figura
(3,4).Fara  Al,figura (3.4), tenemos que la particula tendrd una
aceleracion dadn por,

A=g(sen& — fxcos &)

— — — —— — —

FIGURA (3.8)

como suponemos que parte del reposo, tendremos,

) ,
AD= —~q (sen & — Mcos ©) fap (3.30)

donde tap es el tiempo, gue tarda 1la por-tllculn para ir desde el
punto *A'y al punto 'D*, Despejando de (3.30) el ‘tiempo vy
sustituyendo 1a relacidn (3.11) nos queda,

-2 Va2+b? cos (ol +€)

gl{sen & — Mxcos &)

tap (3.31)

Fara obtener el tienmpo 1DC y @5 decir el tiempo desde el
punto ‘e nl punto °'C®, necesitamos la velocidand en *II', sea
estn VD y entonces,



_— 2

-2 Ya®+b“ cos (K +6)
Vp = e - g)\[ —— T2 mPR Rl 3.32
p® glsen /U" cos glsen® —~ }#, cos e) ( )

la aceleracidn en el lado DG, de acuerdo a la figura (3.7), estd
dada por,

A= g{cos & — Hksen &)

FIGURA (3.7)

con lo cual,
2
DC= Vp tpc+ = glcos © = yysen ©) toc (3.33)
Resolviendo (3.,33) para toc » obtenemos,

2
foc = -Vp+ Vp+ 2 g (cos@*/‘ksene)(DC) (3.34)
g (cos ©— fksen 8)

sustituyendo en esta expresion (3.34) la relacidn (3.64), obtenemos,

- Vo +\/VS+ 29 Va2+ b2 (cos&— Hysen &) sen (L +6)

g (cos & — i sen e)

tpes (3.25)

con lo que el tiempo de recorrido en la trayectoria ADC, estd dada
por la suma de las relaciones, (3,31) y (3.35), esto es,

-2 \/02 +b2 cos(d+8) n —VD +\/\/§ + 29 Vaz-f-b2 { cos©-H senB)sen(a+0)

glsene — f cos &) glcos & —Hysen @)
(3.36)

tapc ®

donde VD estd dada por (3.32). La distancia total recorrida en el
trayecto AIC, estd expresada por la relacion (3.14) o (3.20), esto

esy
S'= \/‘:é'*'bz Een(ﬁ‘+8)— cos(ol+9)]




3.9 TARLAS VI Y VII,

IE 1.AS RELACIONES (2,28), (3,29) Y (3,36) FODEMOS CALCULAR
EL TIEMPFO Y LA DISTANCIA ENTRE LOS FUNTOS ‘A’ Y ‘C’, TANTO FOR
La TRAYECTORIA ABC COHO FOR LA TRAYECTORIA ANC., FARA EL CASO  EN
QUE EXISTE FRICCION. LAS TAELAS UT Y V1T HUESTRAN  LOS  UALORES
CALCULADDE FARA 57, Tasc Y Tacc , ASIGNANIOLES #  LAS VARIABRLES M/ A’ ,
‘B’ Y " 6 ' LOS HISMOS VALOKES GUE SE LE ASIGNAKON ANTERIGRMENTTE.

TARLA VI

fom e Jom e TR —— +
| ! ! |
L (AR ! nISTANCIA ] TIEMFO |
1 i ! ]

S [ s Taec !
+ (1, 0.2) 1,10980 ! 6,9728% |
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b e e o e E +
o1, 0.6) 1,54942 | 7.07747 !
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fomm e S — b e +
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! _______________
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R it LR
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| e e e
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| e e e
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TABRLA VII

= s b b e o= — e
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o e e e e o e — o —

TIEMFO

0.69411

0.718%90

0.74506
0.77161

0.79807

_____________ +

_____________ +

_____________ +

_____________ +



3,10 TABLAS COMFARATIVAS I1 Y 111,

A FARTIR DE LAS TARLAS IV, V, VI Y VII FOLEMOS
HACER LA SIGUIENTE TaARLA COMFARATIVA II. TE LA TABLA 1
Y LAS TAEBLAS COMFPARATIVAS T Y II, ELABORAMOS LA  TAEBLA
COrMPARATIVA III, EN LA CUAL  FODEMOS COMPARAR LOS
DIFERENTES TIEMFOS DE RECORRILO Y NISTANCIA, ENTRE LOS
FURTOS LADOS DE ACUERDOD A LAS TRAYECTORIAS CONSIDERALAS

TAEBLA COMFPFARATIVA
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CAFITULO CUARTO

41 Ecuacidn general de cdnicas, con foco en elje X, pasando por el
origen y un punto (ayb),

l.La  definicidn general de cdnicas, incluye una recta fija
Ly llomada dirvectriz, wn punpto fijo Fy, 1llamado foco y un punto F,
gue se mueve en el plano de L.y F,y, de tal manera gue la raz=dn de su
distancia de F o su distancia de L, es siempre igual a una
constante positiva o cerao, El lugar geométrico descrito por F, es
en si 1n cdnica.

Sea L la recta 2 = qy, F el punto (Fy0) y FOiyy)y un punto
cualquiera del lugar geonétrico, figura (4.1),

F(PRO)

El-———- —— — = — = = Pxy)

FIGURA (4.1)

lesde F,y tracemos el segmengo FE, perpendicular a la
directriz L. Entonces por lao definicion anterior, el punto F debe

*

satisfacer la condicidn geométrica
lPE/|PE[= e
la cunl puede expresarse analiticamente por 1n ecuncidn

\/(x-P)2+ yz/lx-qlze (4.1)

que es posible escribirla en 1la forma

xz(l—ea)-Zx(P—qez)+-Pa—q2e2+ y2= 0 (4.2)

Como 1a cdnica debe paszar por el origen y el punto (a,b),
tendremos que,



p2- g2e?:= 0 (4.3)

b4
2 2 2 :
b +(I_____.._e.,_-)~.9_ = P - qa2 (4,4)
2a
Con lo cunl (4.2) puede expresarse como!
y2-Ax —B¥?= 0 (4.5)
donde
b2
A=al(l-e?) + — (4.6)
Y
B=e?— | (4.7)

¢ .’ LA
lLa espresion (4,3) representa 1o ecuacion de una conica que pasa
por los puntos (0,0) y (a,b), vy es circunferencia, elipse, pnarabola
o hiperboln, si e=0 , O0<e <I y e=1 o e>!| y respectivamente.

i . . . . ! ’ . .
4,2 Distancin vy tiempo de recorrido por una seccion conica, 1N
friccion,

Consideremos una particula que resbala sin friccion, por
accion de la gravedad, en un plano vertical, desde un punto A(0,0)
a un punto C{ayb)y, siguiende wuna +travectoria dada por (4,9) vy
partiendo del reposo en el punto A(0,0), figura (4,2)

Alo,0)

l C(a,b)

FIGURA (4.2)

como suponemos gque no existe friccion y la fuerza gravitacional es
conservativa, tendremos que cuando la particula halla descendido
una distancia "y“ vertical por la curva (4.5) habra una
transformacion de energiu potencial en energia cinetica, de acuerdo



4
a la relacion

| 2
mgy = 5~ mV

lo cual implica que

dt= das/ \J2gy

pETO COMD

dy 2
ds = 1+ ™ dx (4.8) , tendremos ,
X

ahora de (4.59) tenemos

dy

e {(A+2Bx)/ 2y

y tanbien de (4.9) tenemos

y=\/Ax + sz

entonces, sustituyendo (4,10) en (4.9)y nos queda

i ! 4y24+(a+2Bx)° )
= X
2 {20 . y3

ahora sustituyendo (4.,11) en (4.12) obtenemos

are ! a(Ax + Bx2)+ (A +28x)
2 \2¢ (Ax + Bx2)"2

con lo cual,

2

| 4(Ax + Bx%) +(A+28Bx)°

2 \29 ( Ax + Bx2)3/2

Fara c¢alcular 1a distancia  recorrida

2
(A +2Bx)

4(Ax + Bx2)

de donde,

dt =

dx

-
V2o

por
cobre 1a curva, sustituimos (4,10) en (4.8), con lo cunl tenenmos,

(4.10)

(4. 1)

(4.12)

(4.13)

1a port{culo



2
{(A+ 2Bz

. 3 dx (4.14)
4 (AKX + Bx%)

=]

las relaociones (4,13) v (4,14) nos permiten calcular ¢l tiempo ¥y 1la
distancia, Qque TeCorre una particula al ir decde el punto (0,0) al
punto (ayb) cin {riccidn por un arvco de civcunferenciay un arco de
purﬁbolu, un arco de elipse & un arceo de hipsrbholn, £egun s EeCo)a
el valor de la ewcontricidad, e .

Sin embargo hay que hacer notar que dado un punto cualquiera (arbdy
no siempre serd posible hacer pasar por el la conica llamada
hipérhola, esto es de las dadas por la relacidn (4.5), ya gue si en
dicha relacicn hacemos y=b  tendremnos,

2 2

b= B + Ax

esto oy
2
Bx2 +Ax—=b=0

resolviendola para ¥ tomando en cuenta quey
2
A= — - Bad
a B

tendremos,

-at Va%2+40%8

2B

X =

esto €%y

a
x:
2B
2 .

con lo cual x=a y xz:%JMB 10 cual nos dice que para cada
cénicaycuando y=b tendremos dos puntos de corte y para la
hipérbola, figura (4,3) tendremos -b?-/oBl,q

eje de

simetria

e Z__
S~
o>
<

' Vo) @ x
7 ‘A 4
EC(_Z—E'O) i
: {L(a,b)
L_q._.;-__;;-v:——----g- {a.bi FIGURA (4.3)
' - '
: }-“"—’——— y




esato es
2
bz/o >B

lo cunl implica
bz
e< \[ | +—= (4.15)
a

.7 - . N L
La  relacion (4.13)y nos imporz un limite parn 1la excentricidad. For
lo tamto dado el punto (a,b) si sus coordenadas no satisfacen 1la
. 7 = .. . . )
relacion (4,159) no sera poz:ble tener una hiperbola con eJe focal
en el eje X gque, pasando por =i origen pase por el punto (a,b)d.

Otra forma de anclzzar lo anteriormente expuestoy, es

reduciendo la ecuacidn (4.%) < su formn candnica, esto es,
2
%)
X+ - 2
< 2B y
— =}
A2 %
4 B2 B
&n )u cual podemos rnotar  gue la relacidn (4.5) siempre nos dara
hiperbolas con eJje focal coincidentes con el edJe X, con
centro  (-A/2B, 0) , vertices (0,0) , {(-A/B,0) <(figura

(4,3) ) y excentricidad, e dada por,

2 2
PR
- 148 (4.16)

La expresién (4.1?) ippl2ca A >0 lo cual de acuerdo o (4.46) se
traduce en ofl(l-ef) +b“/a> 0 y de agqui obtenemos e <Jl+bz/az, esto

esyla relacion (4.,15)




Q @]
] @

b2 < a4
Il e A G N I D B D B B e

’

Graficos de distoncio sobre excentricidad de conicas,las curvas eston numeradas de tal forma que la numero uno corres.
ponde al punto final {1, 0.2) de la troyectoriade lo particula, lo nimero dos ol punto final(1,04),lo tres al punto(1,06),lo cuotro

ol punto (1,08}, etc..
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dos al punto fingl(1,0.4),1a tres ol puntoll,0.6), lo cuatro ol

nimero
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Graficos de tiempo sobre excentricidad de conicas, los curves estan numeraodos de tal forma que la numero uno correspon.-
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g¢ of punto final(1,0.2), de lo trayectorio dela parti

punto (1,08), etc...
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CAFITULO QUINTO

. 4 . . 4
e Curvas de tiempo optimo con friccion.

£l problema de encontrar 1la curva de mis rapido descenso
de wuna particula  de masa, m, que reshala a lo largo de una curva,
de wun punto determinado o otro, en wun plano vertical, bajo la
influencia simultanen de la gravedad y de la friccién. asumida esta
ultimn proporcional a 1la fuerza normal entre la portfculo y 1la
curva por donde desliza con coeficiente de friccion A figura
(5), se puede resolver tratando la ecuacidn de movimiento como una
ecuacion de constrenimiento (ligadura)l.

P

-
-

A7

FIGURA §

Usando el metodo de multiplicadores de Lagrange, este
problema, plantendo y resuelto en un articulo denominado,
Erachistochrone With Coulomb Friction, escrito por N. Ashby, W.E.
Erittin, W.F+, Love vy W, UWyss, of departoment of Fhysics and
Astrophysics University of Colorado, se reduce a minimizar la
integral,

T
1= g{Tﬁ-A[VV'+gy'+/@x“+/(xW"—y'ﬂ)/T@]
m
+ 0 [(x'z-u‘- y2)e VT'].} d7
esto és, .
T2
I= L a7 L(T, T VvV X, X, X, Y, YY)

T

donde A y @ son multiplicadores de Lagrange, La parte del
integrando que esta multiplicada por A es la ecuacidn de



movimiento de la particula y la nultiplicada por ¢ es 1la condician
que expresa la dependencin de la velocidad V de X’y Y’ v T/, '
T es wun  parametro arbitrario que se incrementa monotonicamente na
lo largo de la curva y la prima denota diferenciacion respecto de
T.Farna  minimizar la integral I se utilizan las ecuaciones de
Euler-Lagrange del calculo de variaociones, esto es,

para T

para Y

oL d <5L>+_ dz(aL)

- ~ ) =0
X  dT \oXx dT? \ dx
para X
oL d (al_ > -
oV dT \ovi/
para V

En las ecuaciones que resultan se escoge el parametro 7 iqual al
tiempo T, e integrando las cuatro ecuanciones se obtiene,

oV +27\/‘v2é = C

o d .
Ag-— lﬂx-%dkenw-FT-@hﬂx):cz

l/*‘g+7\/"\;+0’cos ¢ +~f—1:(7\/‘?)=03

dx -0

dT \Y

donde ©1 , €2 y €3 son las constantes de integracidn.
Estas cuatro ecuaciones .junto con la ecuacidn de movimiento y 1la




condicion V;=X24"Y2 y forman un conjunto completo de ecuaciones
diferenciales para determinar X, Y, VU, A y o . La matematica
empleada  en el desarrollo del articulo es bastante laboriosa por lo
que me limitare a exponer 1los resultados, Las ecuaciones
diferenciales para X, Y vy T en las que @ se considera como
variable independiente pueden escribirse en la formn,

2 dX (2-h) cos?0
gB = 3
dd h
gedY (2~-h)cos®@ sen @
9 do h3
T 2 |
e ~ h
dondey
h=h(@)= | +2/sen B cos @ +2HAcos?P
donde
A= Cs ¥ —Cp
- Cz + Ca M
Y o j
Cz +Ca M
B= 2
il |+ 48

y nl integrar tales ecunciones se obtiene,
2y - |t g2 ! - - - A2
2gB“X = [ 5~ (R°=h7) +2 (A A) Fs+(3A= M) F2 AF1]//J(I+ )

29 B2y = [—'— ACRZ=R'Y =2 (1 + MA) Fa +(34H4A) Fp-F) } //4(|+A2)

donde,

|
:



F,= {oFi’ “‘“’lz*—[(/“l\ sen 20~ Hcos 20)/h —-/':l (c12—b‘°')nl

Fg: {30'72/2 - —;- F, + -—;- [ — (HAsen 2¢-/“cos 2¢)/h2+/‘] (t:!z--bz)"I

cony

azl + MA : b= M 14+a2)"2

/2 172

cosn= A/( 1+ A2) sen n=-1/(1+ A%)

La ecuacidn de movimiento VV +g? + K g5<+,‘(Vzé =0, puede ahora ser
integraoda dondo como resultado,

0
VoV gX (A+ Y/x) =-H| Vo

]



En la figura Siguiente wmostramos las curvas de tiempo
. . . 4 1
minimo, mismas que se mencionan en el articulo citado,

=0.15

20.10

e

/&005

M=0.0I

Yy

desde el punto (0,0) al punto (6,1) con valores para /“ de 0.01,
0,05y 04,10 v 0,15,



CONCLUSIONES

Al  colcular los diferentes tiempos requeridos por una
particula para deslizarse sobre una curva desde un punto a otro, en
un plano verticaly, hemos encontrado que 1a linea recta o plano
inclinado, gue es la trayectoria de longitud minima, no nos
proporciona el tiempo minimo, ¢ incluso hemos hallado trayectorias
rectangularesy  en  las  couales a  pesar de que la  distancia  de

recorrido es mayory, el tiempo resulta ser menor que en 1la
trayectoria de minima  longitud (tables II, IV y V)., Es posible
inclusive wvariar el angulo del rectangulo de la figura (3,3) de

tal modo que el tiempo de deslirzamiento de la particula para ir de
un punto o otro, sea menor en que la recta tanto por la travectoria
superior como por la inferior.

Al escoger como trayectorias 1lans secciones copicas
encontramos que los tiempos resultan ser menores que por la rectn,
por e.Jemplo cuando el punto (AYBE) es (1,0.2), el tiempo por 1la
trayectorin minima es de 1.029 vy por el arco del circulo
correspondiente es de 0,649y lo cual nos da una diferencia notable
de tiempo, naun cuando la distancia por el circulo resulto ser de
1,43 vy por la recta 1,019, lo mismo sucede con las otras secciones
conicasy, en la elipse para el punto considerado, el tiempo fue de
0,624, en 1la parabola 0,742 y en la hiperbola 0.897. Sin enmbargo
todos estos tiempos resultan ser mayores que el tiempo qgue tarda lo
particula en hacer el recorrido considerado por 1la cicloide
correspondiente, en 1o cual el tiempo resulto ser de 0.620 (tabla I
y tabln comparativa IIId. Este resultndo esta de acuerdo al calculo

de wvariaciones, el cunl de hecho se inicio con el famoso problema de
braguistocrona.

El <c¢nlculo de wvarinciones demuestra gque la trayectoria de
tiempo minimo sin friccion estn dada por la curva llamada cicloide vy
es en ella donde nosotros obtenemos el minimo tiempo de caida,
adenns notamps de acuerdo a las graficas de la cicloide y conicas
que se muestran en la seccion 4.3, que la conica gue mas se acerca a
la cicloide resultn ser 1a conica de menor tiempo de recorrido.

Al nanalizar  las graficas de distoncia sobre excentricidad
observamos que la distancia maxima 1o recorre 1a particula sobre la
conica llamnda circulo ¥y la distancia minima sobre la conica llamada
hiperbola, Con respecto a la elipse y 1la parabola, recorre mayor
distancia por los arcos de elipse gue por los arcos de parabola.
For otra parte a medidn de gque el punto (A,B) se aleja del ede X, la
distancia recorrida  por la particula por las distintas conicas wvan
siendo igunles entre siy &5 decir las conicas tienden a coipcidir
entre si y a la linea recta (graficas de S vs y tabla comparativa
I11). En 1as graficas de tiempo sobre excentricidad rnotamos que
para algunas travectorias, determinadas por el punto (A,E) .junto con
1n  excentricidad, el tiempo minimo se obtiene en un arco de elipse o



parabolay wmrentras gue el weano esta dado por un arvoo de hiperbola,
esto  ee  con referencia a Jos graficos 1, 2y 3y 4, Uy & (graficos T
Ve Jy para luego cambiur oy localarar el Liempo masamno en un arco
de  caivewlo oy oel minamo en una G- hiperbolay, coincidiendo para estos
casos  gue el tiempo minano e loculiva en 1o trayectoria de
distancan  tambaien  minima, [le  aanern general ce observa como
antericornente  se  dijo que la conica de menor tiempo es la gue se
aproxinmm  mas a la cicloide correspondiente al punto (A,R), (graficos
de cicloide v conicas).,

For ultimo quiero hacer notar que al calcular los tiempos
y distancias cuando 1a particula hace su recorrido por las secciones
conicas, llegamos 0o expresliones en las que es pecesario para su
gsolucion utilizmar metodos de integracion numerica., For otra parte
se siente la necesidad de conocer algun lepguade de programacion que
nos permita  efectuar dichos calculos. Es en este sentido que este
trabajo me ha motivado en gran manera a aprender programacion,
calculo variacional y analisis numerico,
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