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' I N T R o D u e e I o N 

El presente trabajo tiene como objetivo calculnr y 
comparar el tiempo requerido por una partícula para deslizarse 
s o b re 1J n 1:i c 1J r v 1l en •J n p 1 1l n o v e r t i c •l l , p o r •l e c i 6 n d e l 1i Q r a ved •l d 
desde un p1Jnto a otro, asi como de il1Jstrar la importancia en la 
en se ñ 1i n :: 1::i , d e 1 e 1) 1 e u 1 o d e v 1i r i •le i o ne s y de l a i n te q r 1i e i ó n n u nr f~ r i c •l • 

En el capítulo primero se presentan los aspectos 
historicos del problema de la braQ1Jistocrona, que se plantearon y 
resolvieron los hermanos Bernoulli, Dicho problema consistió en 
hallar la forma de la curva por la cual al deslizarse sin friccidn 
una partícula por accidn de la Qravedad y en un plano vertical, el 
tiempo fuera mínimo. La importancia del problema de la 
braquistocrona fl.le tal qrJe diÓ inicio a una nueva ran10 de las 
matematicas llamada c&lculo de variaciones. El primer m&todo 
desarrollado por Jacob Bernoulli, para resolver este problema 
u t i 1 i ;: 11 e 1 p rob 1 e n111 d e nr í n i m o d e 1 a 1 e y d e l 1i re f r •l c c i Ó n s i m p 1 e , y 
es en si un m~todo de un caracter especial, es decir adaptado al 
problema. Sin embarqo Euler y Laqranqe desarrollaron nr6todos rnds 
Qenerales para resolver problemas de extre~o en los cuales el 
elemento independiente no era una sola variable num~rica 6 un 
n&mero finito de tales variables, sino toda una curva o funci~n, e 
incluso un sistema de funciones. Se llam6 C~lculo de Variaciones 
al nuevo m~todo que permitid resolver dichos problemas. En el 
capítulo sequndo se comenta la ecuacidn de Euler-Laqranqe del 
c&lculo de variaciones, para utili::arla en el c&lculo de la 
trayectoria dptima, es decir la de tiempo mínimo sin considerar 
friccidn. En el capítulo tercero se calculan los tiempos de caida 
de una partícula por un plano inclinado, primero sin fricción y 
despues considerandola, para lueqo hacer lo mismo pero con 
trayectorias rectanqulares, finalmente en este capítulo se comparan 
los tiempos y distancias de caida entre las trayectorias recta o 
plano inclinado con la rectanoular. En el capitulo cuarto se 
escoqen como trayectorias las secciones cdnicas y se hacen Qraficas 
de distancia y tiempo contra la exentricidcd de las cdnicas. En el 
r~pftulo quinto se hace un breve comentario del artículo 
"brachistochrone with Coulomb Friction", escrito por cuatro 
inve~tiqadores del departamento de física y astrofísica de la 
Universidad de Colorado, en el que se resuelve el problema de 
encontrar las trayectorias de tiempo mínimo, cuando existe 
fricci6n. En dicho artículo se resuelve esta cuestion aplicando el 
c&lculo de variaciones y al final se exponen varios resultados, 
para diferentes valores del coeficiente de friccidn. 



·CAPITULO PRIMERO 

ASPECTOS HlSTORlCOS 

En el siglo XVII los hermanos Bernoulli, formularon y 

estudiaron un problema que did inicio a una nuevo rama de las 
mate1111:ltic•:is, que ~;e denominó, CÓlc1Jlo de Vari•:iciones. El proble111a 
que se plantearon fue el siguiente, si un cuerpo peque~o se mueve 
baJo la influencia de la gravedad de un punto a otro a lo largo de 
una curva dada en un plano vertical, entonces el tiempo necesario 
para efectuar el recorrido por dicha curva depender¿ naturalmente 
de la forma de la curva. El tiempo ser~ diferente si el cuerpo se 
mueve i:i lo li:irgo de una línea rect•:i, esto es, en un plano 
inclinado, que a lo largo de una curva. La pregunta de los 
h e T' man os f< e r no u l 1 i e ro , ¿ q u e t r •l y e c to r i •l re q u i e re ni en o r t i e m p o? • 
Uno podríi:i pensar que el movimiento a lo largo de uno línea recta 
es el m¿s r¿pido, pero Galileo ya había advertido que el tiempo 
requerido en algunas curvas es ruenor que el de li:i línea recta. Los 
hermanos Bernoulli hallaron la forma de la curva que requiere menor 
tiempo posible. Se trataba de una curva ya conocida en geometría y 
que habia sido denominada cicloide. La cicloide es el lugar 
geométrico descrito por un p•Jnto de una circunferencia que rueda 
sobre una línea recta sin deslizar, figura (1.1). · 

y 

o X TT r 

X=r(,0- sen ji) 

y=r(l-cos¡.1) 

Figuro (1.1) 

21Tr X 

Los m•:it.em•:Íticos de la epoca reconocieron inmediotaniente 
•--:•1e el probleni•:i de la br•:iquistocrono Cl·:i palobr•l braquistocron 1:i se 
1:~riva de dos palabras griegas que significan tiempo mas corto), 
~··a de un caracter enteran.ente diferente. Mientras que hasta 
entonces en los problemas estudiados mediante el c¿lculo 
díferenci•:il, la cantid•ld cuyo mínimo se busc•lb•:i dependÍll solo de 
una o m¿s vi:iriables num~ricas, en este problema la cantidad que se 



consideraba, es decir, el tiempo necesario paro el descenso, 
dependía de toda lo curvo, lo que ronstjtuy¿ uno diferencio 
esencial, que ponía el problema fuero del alcance del c6lculo 
d i f E· re n c i o l o de cu a 1 q u ü~ r otro ni é todo e o no e i do en ü que 11 o E.~ p oc o • 
Este problen10 intereso' gronden1ente o los n1i:;t.en1•)ticos 
cont€.:.n1pord'neos, t•lnto ni•ls ol conocer que lrl solucic)n estabo d1Jda 
por lo cicloide, curvo que habio sido relocionodo con la 
construccidn de un p~ndulo ideol. Huygens había descubierto que un 
pun~~ ideol provisto de maso, que oscile sin rozamiento bajo lo 
acc1on de la gravedad en uno cicloide vertical, tiene un período de 
oscil•lcio'n independiente de l1:i •:in1plitud del movimiento. 

El primer m~todo desarrollado por Jocob Bernoulli para 
resolver el problema de lo braquistocrono, utili=d el principio de 
mínimo de lo ley de la refroccicin simple. Esta ley empírica 
encontrado por Snell (1591-1602), afirmo que lo trayectoria de un 
rayo de luz que paso de un medio homog~neo a otro se desvía en lo . , 
superficie de seporoc1on de ambos de tal forma que la trayectoria 
consta de dos segmentos rectilíneos, AA' y A~B, que forman con la 
normal dos ¿ngulos, ~ y ~ 1 , determinado& por lo condici6n, 

p1Jnto 
hocia 
AA'B, 

Seno<./Seno(.'= V/V' 

Así en la figura (1.2), un royo luminoso que porte de un 
A, en el medio superior donde la velocidad de la luz es V, 
un punto B, donde la velocidad es V', seguir~ la trayectoria 

cumpliendo la ley de refraccidn. 

A 

Medio 
I 

Homogeneo l 

Medio 
I 

Homogeneo II 

8 

FIGURA ( 1.2) 

Fermat demostrd, por medio del cdlculo que esta 
trayectoria es tal que el tiempo necesario para que el royo de lu~ 
pase ele A a B es mínimo, es decir, menor de lo que sería si 
siguiera cualquier otra trayectoria. Paro utilizar esta ley, Jacob 
Bernoulli tuvo priniero en cuenta que cuQndo un•l ptlrtícula cae desde 
un punto Po sin velocidtld inicial, siguiendo uno curvo C, tendrd en 
cuolquier punto F' de lo curvtl unQ velocidod proporcional •l VH 
s i e n d o H l •l d i s to n c i •l v e r t i c 1:i l en t r e F' o y F' ; e s d e c i r , V = K \[tf1 
donde K es uno constonte. luego dividiJ el espacio en numerosas y 
delgadas ctlpas horizontales, coda uno de espesor h y supuso que la 
velocidad de la partícula en movimiento no var{a continuamente, 



sino en pequefios saltos, al pasar de una copa a otra: es decir que 
en la primera cap•l ody1lcente a Po, la velocidod es k {i\ ; en la 
seg1.rnd•l, k v'2h , y en l•l n-~simo, ki/ñh = k {H .f'll ser 
rectilíneo la trayectoria en codo capa, la solucidn es una 
poligonol, ver fi9•Ha (1.3) 

Po 

-~ --

, 

p 
FIGURA (1.3) 

En este momento es donde Bernoulli utiliza el principio de 
mínimo de la ley de la refrocci6n, ya que de acuerdo a esta ley en 
cada par de capas sucesivas el movimiento de A a B pasando por A', 
f i g 1u •l ( 1 • 2 ) d e b e s e r t •:i 1 que , supon i en d o A y B f i.j os , A / 
proporciona la curva de tiempo mínimo. Por lo tanto, si tomamos la 

I . 

capa m-es1ma y la que le sigue, figura (1,4) y aplicamos dicha ley 
tendremos, 

sen rJ.. 

sen oL' 

T 
h 

h 

1 

sen o1... sen ot...1 

esto es , 
Vmh V(m+1) h 

FIGURA (1.4) 

aplicando reiteradamente este razonamiento se obtiene lo siguiente 
sucesidn de igualdades: 



sen ()( 1 sen o.: 2 son .x. 3 :: ---- = 
v'h V2fi V3h = { l. 1 ) 

1 I 

d o n d e o( n e s e 1 o n g u 1 o en t re l •:i p o 1 i g o n o 1 en l •:i n - es i n1 a c o p a y 1 a 
vertical. Bernoulli supone ahora que el espesor h se hace cada ve2 
n1•:is pequeño y tiende a cero, de modo que el polígono tiende a la 
solución buscada del problema original. Este paso al límite no 
afecta a las igualdades (1,1), por lo que Bernoulli concluye que la 
solucidn debe ser uno curvo e, quG tengo lo siguiente propiedad: 
Si oc es el ,{ngulo for'modo por' l•:i tangente y la vertic 1:il en 
e u •l l q •Ji e r p un t o F· d e C , y H e s l •:i. d i s t •l n e i •l ve r t i e •l 1 d e F' a 1 a 
horizontal que p•:isa por F'o, sen o( /VH es constante p•lra todos 
los puntos p de e, figura (1.5) 

y 

FIGURA (l. 5) 

De este modo para todo punto P Cx,y) de la curva requerida 
e, tendr,emos, H=y y que sen oL /VH = k , esto es, 

sencJ...=kfi ( 1. 2) 

donde, 
(1.5), 

k es una constante. Asi mismo de acuerdo a la figura 

dy =tan w = cotCI( = 
dx 

Plevando al cuadrado y'=~ 
dx 

1 

k 

, esto es, 

1- k2Y 
y 

, obtenemos 

2 
1 + Y' = 



pero de (1.2) 
ton.f) l •l fo rnia, 

~Y = & e n2 °' , por lo que la ecuacidn anterior 

(1.3) 

pero, yu: (- csc2C() ol' , lo cual implica, 

Y" 
e s c2 e(.= - Q(.' 

por otra parte derivando 
d •l r 

(coso<.)r:1..' = 
k y• 

2yy de 

(l. 4) 

• t 
la expres1on <1.2> con respecto a x nos 

donde 

t 

o!.' = -'-
2 y 

sustituyendo esta ultima expresion en (1.4), tenemos que, 

es e 2D( = - 2 y y• 

por lo que la relacidn Cl.3) se puede escribir como, 

f~cuacio'n diferenci•ll CIJY•l soluci~n son l•lS ecuaciones par•lmetric•ls 
Je la r.icloide, esto es, 

X :: r (p - sen ~) y y=r(J-cosp) 

donde es el radio de la circunferencia que engendra la cicloide 
a 1 roda r so b re un a re c t •l f i .j a y ~ es e 1 e' n g u 1 o ce n t r a 1 d e d i c h a 
circunferencia, ver definicidn y figura (1,1), 



CAPITULO SEGUNDO 

En l•l teorÍll íl01ltPrr11{tic•l de los pr·oblemos de mo:Í::imo y 
mínimo en el c¿lculo de variaciones se emplean distintos m6todos. 
El ontiguo método cl·:Ísico consiste en h•:illar CT'iterios sobre sí, 
p•:ir•:i un•l curvo deternoin•:id•:i, el n1.Ín1ero correspondiente •:ilcan::a o no 
un m&ximo o un mínimo. A fin de hallar tales criterios, se varía 
un poco la curva consideroda, y de este m~todo proviene el nollibre 
de 1 CÓlculo de Vüriociones" paro toda la romo de la lliateniático. El 
primer resultado de este m~todo, fue la ecuocidn de Euler-Logrange. 

I 

Otro nietodo consiste en descubrir de forma bastante 
general si un problellia dado tiene o no solucidn. Como eJelliplo 
podemos considerar los dos problellias siguientes: Dos puntos dados 
pueden unirse mediante todas los curvas posibles; entonces ¿ cual 
de ellas tiene menor longitud? y b cual la mayor?. El primer 
problema tiene solucidn: el segmento recto que une a los dos puntos 
es la líneo m&s corta que los une. El segundo problema no tiene 
soluci6n. La longitud es un n~mero asociado o cado curva que no 
alcanza un m6ximo finito para ninguna de ellas. 

Al hablar del c&lculo variacional, se introduce el 
concepto de funcional. Se llaman funcionales a las lliagnitudes 
variables cuyos valores se deterlliinan mediante la eleccidn de uno o 
varias funciones. Los problemas en que se exige investigar el 
m&xillio o el mínimo de una funcional, se denominan problemas 
v•:i riac ion•lles, 

Consideremos la funcional: 

)

l(, 

J{y(x))= F(x ,y(xLy'{x)) 

Xo 

( 2 .1) 

"' Lon puntos fronter•lr ylxo)=yo e y{X1)=y1 ,fi,jos. Lo condicion 
neces•:i ri•l p•l r•:i que h•:i l l r:i un e~·:t rerrio es q1Je l•l vr:i ri oc i ón de l •:i 
fu n c i Ó n s e:· o n u 1 e , S u p o n g •:i m o s q u e en l •l c u r v •l y= y ( x) s e t i en e un 
e:-:trerrio y tomenros ciert•:i curV•l y= y(x) cerc•rna •l y= y(x) e 
incluyamos estos dos curvas en la familia de curvas, 

y (X ,el) = y (X) + ol [y (X) - y (X)] 

C1J•lndo OC. =O , se obtiene la y=y(x) c:J... = 1 

se tiene y=y(x)• 
L •l d i fer en e i •l y (x) - y { x) se den o mi na v •l r i •l c i Ó n de l •l fu ne i Ó n y { x ) 
y se de:·nota por· óy , [le esta forrria consideremos l'.i farriili•lr 



y (x,c() = y(x) t rSy 

que conti~ne po.ra 
y paro ot=I 

rJ... = O , l •l e: u r v •l en l •l e u •l 1 se •l l e· •l n :: •l e l e:·: t re ni o 
, cierto curva cercana, que llomorenios curvo de 

e onip •l r•l e ;i Ón • 

S i e o n s i d e r o. m o s l o s va l o ,, e s d e l a fu n e i o n o. 1 J ( y ( x ) ) s o l o 
en las curvas de la familia y(X 1 d) , la funcional se transforma 
en funcion clP ol. , esto e~,, 

J ( y(x, o<.))= W(o1..) 

Y•l que el V•l l or del P•l r•:Ímet ro o< determina un •l cu rv•l de la 
f •llll i 1 i •l y(x,iX.) , d ete rm in •:in do tomb i én con esto el valor de lo 
función J(ylx,e<.)) • Est•:i funcio'n tiene un e:·:t remo en e( =o , yo 
que poro dicho Vol lo r se tiene Y= Y (x) • La condición necesario 
p•l r•l que lo función w ("') teng•l un el·:t remo en o(. =o , es que se 
anule s IJ derivo:id•l en o( =o ' esto es, W 1 (0)=0 • 

Como, 

)

lll 

W (el..) = F ( X 1 y ( X 1o() 1 y~ ( X 1 ol)) d X 

Xo 

tendremos, 

~ ci F ci 
ool Y ( x 1 ot) + (:) y1 óc{ Y' ( X 1 ot) J d X 

pero, 

y(x,ol..)= [y (x) +o( Jy J = Óy 

y 

ª OC{ y1 ( X, y) = 

con lo cu•:il, r X 1 

w• ( "l = J,J :>' F( x, y(x, o1.l, Y' (x, o< ll J y+ -fy, F( x, y( x,o<), y• (x,o<.)) J y•] dx 



y 

pero W'(O) 

por ó J 
es l•l V•:lriocio'n d~: l•l funcionlll, que denotaremos 
y su anulacicin es la condicidn de extremo de la 

funcion•ll, 

) 

ir.i 

J(ytx))= F(x,y,y')dx 

Xg 

por lo que para la condicidn de extremo tendrd que cumplirse lo 
siguiente, 

)

x, [}.i Ó y + ~ Ó y'] dx = O 
ó y oy' 

1.o 

pero, cfy 1 = (Óy)' 
. , 

, con lo cual la expres1on anterior queda, 

)
1.1[-ªi. Jy + Q.i_ ] 

Óy Óy' tJy)' dx= O 

Xo 

integrando el segundo sumando por partes tendremos: 

[ 

Ó F r 
~ Oy r 

j Xg 

+ dydx=O 

pero, 

d y ] : y ( Y.o) - y ( Xo ) = 0 1 Y 

Xo 

dy] =y(x1)-y(x,)=O 
X1 

ya que todas las curvas admisibles en el problema considerado posan 
por 1 os puntos frontera f i .jos ( x o 1 y o ) y ( x , , y,) , por 1 o tanto 
la condici~n necesaria de extremo toma la forma: 



como Jy= y(Y.)-y(x) , es uno vi:)riocio'n c1rbitrari•1 de Y (x) , r.e 
deduce que l(.1 e:·:presiÓn llnterior, p11ri:1 111 condicio'n de e:·:tremo se 
cumple solaruente sí, 

~ F d ("O F )- O Ty - dX óyl - ( 2. 2 ) 

en 111 curv•1, y ( x) ,que realiza el e:·:tren10 de 111 funcional 
considerada. La ecuaci6n (2,2) se denomina ecuacidn de 
Euler-L•1gr•1nge. L•1s curvas integr•lles de est•l ec1J11ciÓn y=y(x11 c1ic2) 
se denominan extremales. 

Para hallar la curva que reolice un extremo de la 
funcion•ll <2.1), se integra lo €:'CU•lciÓn de Euler-Lagronge y se 
determinan las dos constantes arbitrarias, que figuran en la 
solucidn general de esta ecuación, de los condiciones de frontera 

y ( Xo) : y o y ( Xi ) = y' . 

2.2 Ilist•rncia y tiempo de recorrido Óptin10, sin friccio'n, en base a 
un principio variacional, 

Consideren1os un•l p11rtÍcula que desliza sin fricción, sobre 
una curva, por accidn de la gravedad, en un plano vertical, desde 
un punto A<0,0) a un punto CCa,b), partiendo del reposo, figura 
(2.1>. 

y 

1 P(x, y) 

'i e (o , b) 

FIGURA (2.1) 

Supongamos que la partícula tiene masa H y que su 
p os i e i Ó n es t •l d •l d a p o r P ( :·: , y ) • Po r e 1 p r i n c i p i o d e c o n se r v •l c i o' n d e 
la energ{o tendremos que cuando lo partículo halla descendido una 
d is ton c i •l ''Y" ver tic a 1 ( f i g u r 0::1 ( 2 • 1 ) ) por 1 a cu r v •l , ha b r ,) un •l 

tri:rnsforniaciÓn de energía potencial en energía cinétic11, de acuerdo 
•l lo:1 relación, 



1 

1 

1 
1 
1 

mgy = 1/2 m v2 

~ dC>nde V es la magnitud de lo velocidad de lo p•Jrt1cula y g la 
acclcracidn de la gravedad.De la 1elacidn anturior tundremos que, 

esto es, 

donde 

1 
t= -

v'29 
dx = 

y y(O)=O, y(a)= b 

I I I ' De acuerdo al calculo de variaciones, el tiempo sera n.1n1mo poro la 

curvo YC>:~,(t~'.:.:•:e= R 
/ 

satisfago la ecuacion de Euler-Lagrange, esto es, 

) = o ( 2. 3) 

Haciendo el c~lculo de las derivadas parciales de la 
ecuaci&n diferencial (2.3),obtenen.os, 

ÓF --
ó y 

o F ( .2)-;/2. -V2 
-= l+y Y'f óy 

y 

--,-=--(1+~·2)y2y•v2+(l+y) yy -(l+y yy y d (" F) 1 3' · 2-1/2 .. -1/2 · ·)
312 .. · 2 -V2 

d X O 'f 2 

' sustituyendo estas expresiones en lo ecuacion (2.3) y simplificando 
obtenenios 

y2+ 2yy + 1 =o (2.4) 



p 1) f"l'l rc·!:o) ver 1 o. 
h•lg•1nios, y= q ' con lo Cljl) 1, 

y dq dq d y dq 
= = = 

d X d y d X d y 

susti tuyE•n do en ( 2. 4) tE·nd re1T1os, 

esto es, 

1 + q 2 + 2yq ~ =o 
d y 

2 q 

1 + q2 
d q + ~::o y 

ec: u o.e i Ón 

dq 
y = q 

d y 

integrllndo estll 1.Ílti1T1•l e:·:presión, 1•es1Jlt1l, 

y ( 1 + q2 ) = e 

donde C es Unll constante, pero, 

. dy 
q=y = -

d X 

con lo cual la expresi¿n anterior nos queda 

dx= 1 /Y dy 
V~ 

donde hllciendo la s~stituc1¿n 

obtene1T1os 

)" 

y=Csen 2 -e-

1 
x = 2 C ( 2 e - sen 2 e) + C1 

1 
y= - C ( 1 - COS 2 G) 

2 

'. 

diferencial 

-~:' .•. ,,..,.> ... ;_ ,.: 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 siendo C1 otr•1 constllnte. Como lll curv•l posa por el punto (0,0), 

1 
1 

tendremos que C,=O, con lo CU•ll 

y 

x = + e ( 2 e - sen 2 e) 

y= 
1 
2 

e ( 1 - cos 2-e) 

1 · \ciendo entonces~ =2o y r= te , nos queda: 



1 

1 

1 
1 

( 2. 5) 

y 

y=r{l-cos¡6) ( 2. 6 ) 

los ec1Jocion<=)S (;:-~.5) y C.?.6) son 1os ecuociones pl).l'O:rn1Jtricos de 11:i 
e u r v 1:i Y ( : : ) b 1.1 \; c i:i d 1:i , p o r 11) e 1J o 1 1 o p 1:i r t Í c •J l 1:i se des 1 i =a s in 
fricción clel. punto ((),0) i::il punto (o,b) E:'n 1Jn tiempo n11ninio. Est1:i 
curva es conocido con el nombre de cicloide. Por lo que la 
t r 1) y E:' c to T'i o d e ti e m p o ni { n i n1 o es un o re o de c i c 1 o i de i n ver ti da t 1ll 
como se muestra en la figura (2,2), 

(0 10) 

( Q 1 b) 

y 
FIGURA (2.2) 

F'1:ira calcular el tiE·n1po mínimo escribonios la ec1.locio'n 

1 ) t= --
V29 

en l•l form•:i: 

1 
t= --

\[29 ) 
1 y de las ecuaciones (2,5> Y (2,6) obtengomos 

1 
1 
1 
1 
1 

dx=r(l-cos 0)d" 

y 

dy= r sen~ d<t 

que sustituyendo en la ecuoci6n poro T nos da: 

, = V ~ ~J: = ~ ( ~· _ ~-1 
pero en (0,0) tenemos ~o= O por lo que: 

t = li'1 \lr79 { 2. 7) 
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1 

1 
1 
1 
1 

fle l1ls t.:·L:U•.JLiu1H::•s <2.5) 7' <2.6) podemos obtener la 
ecuaci&n rectangular de la cicloide, esto es: 

+=are cos (1-+) - sen [are costl--+)J 

l•l CIJ•ll 
const•rnte 
luego de 
e 1 c IJ•:i.l 
(2.7), 

poclt-~111os empleo.r para determinar 
r , de t•ll forn10 que l•l c1.1rv11 pose por 

la ecuacidn (2.6) es posible determinar el 
podemos determinar el tiempo por medio 

( 2. 8 ) 

el v11lor de la 
el punto (•l,b), 
1:Íngulo l2l1 ' con 
de l 1::i e;.: p res i Ó n 

F'·::ira el calculo de 111 distonci11 r·ecorrido. tenenio~ que 

y como 

de donde 

d S =Vi r yl - cos 0 d 0 = 2 r sen ( ~ ) d o 

par11 finalmente obtener 

S= 4r ( 1- cos (0,/2)) (2. 9) 

Por medio de las expresiones <2.7) y (2.9) podemos hallar 
el tiempo y 111 disto.ncia de recorrido de un11 po.rtícula 111 ir del 
punto (0,0) a un punto (11,b), en el tiempo mínimo de acuerdo o.l 
p ro b 1 e m o::i p l o n te o d o • E n 1 a t o b l 11 I s e mu e s t r •l n 1 os v 1::i 1 o r e s h o 1 l •l d o s 
pür•1 los diferentE~s puntos <a,b) escogidos. En la niisn10, T y S 
representan el tiempo y la disto::incia para cada cicloide 
correspondiente a cada punto <a,b). 
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1 

+· -----+---------+--------+--------+--------+ 
1 1 1 1 

<161,B) 1 ,.¡., F< 1 S T 

' ' )"í 1 1 ' !--------+---------+--------+--------+--------! 
! (1,0.2>! 4.5946! 0.1790! 1.19161 0.6205! 
! --·- ------+---------+--------+--------+-------- ! 
! (1,0.4)! 3.8197! 0.22491 1.1988! 0.5786 
!--------+---------+--------+--------+--------
' ( 1. o. 6) ' 3. 2340 ! o. 3006 ! 1 • 2579 ! o. 5664 
--------+---------+--------+--------+--------

( 1, 0. B) ! 2.7753! o.4137! 1.35341 o.5699 
--------+---------+--------+--------+--------

c 1. 1. 0 > ! 2.41201 o.5729! 1.4741! o.5828 
--------+---------+--------+--------+--------

( 1, 1. 2) ! 2.1216! 0.7877! 1.6127! 0.6011 
--------+---------+--------+--------+-------- .. 

<1.1.4)! 1.8867! 1+0682! 1.7643! 0.6225! 
--------+---------+--------+--------+--------! 
(1,1.6)! 1.6945! 1.4243! 1.9254! 0.64566! 

--------+---------+--------+--------+--------! 
<1.1.8)! 1.5351! 1.8666! 2.0935! 0.6696! 

--------+---------+--------+--------+--------! 
(1.2.0)! 1.4014! 2.40551 2.2670! 0.69391 

--------+---------+--------+--------+--------! 
! <1.4.0)! 0.7364! 15.4375! 4.13871 0.9237! 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
! <1.6.0)! 0.4959! 49.8094! 6.0932! 1.1174! 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
1 c1.a.0>1 o.3733!116.1591! 0.07011 1.2045! 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
!(1,10.0)! 0.2991!225.2357! 10.05611 1.4331! 
+---------------------------------------------+ 



CAPITULO TERCERO 

3.1 Dist•rnci•l y tiempo en un pl•:ino inclin•ldo sin f'ricción, 

I Consjderemos una part1cula que se desplaza, desde un punto 
CO,O> a un punto Ca,b), siguiendo una trayectoria recta por medio 
de un plano inclinado, sin fricci6n y por acci6n de la gravedad. 
Se a ·~ e 1 ,fo g u 1 o d e i n c 1 in •le i ó n d e 1 p 1 •rn o y e o n s i d e re ni os c e ro l a 
veloridad inicial de la partícula, figura (3.1) 

mg senoe. 

'• ' 
mg 

(o, b) 

y 

FIGURA ( 3.1) 

la aceleraci6n ser& 

A=gseno<.. 

donde 
'' ; >. -···· ! ' .. ~;. 

o<. = a re t a n ( b /a ) 

con lo que, de l•:t rel•:lció'n 

S = l/2 A t 2 

tendremos 

t = V-g-~-:-n-o<..- ( 3. 1 ) 

donde 

( 3. 2) 
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3 .2 TtU<LA lI. 

LAS RELACIONES (3,1) Y (3.2) NOS PERMITEN ENCONTRAR EL 
TIEMPO Y LA DISTANCIA RECORRIDA POR LA PARTICULA ENTRE LOS 
1-'1 INTOS CONS I tlERADOS, 

+-------------+-----------------+-------------+ 
! ! 

( A, B > ! DISTANCIA ! TIEMPO ! 
! 5 ! T .4~0 1 

!--- --------+-----------------+-------------+ + (1, 0.2) ! 1.01980 ! 1.02963 1 

!-------------+-----------------+-------------+ + o. o.4> ! 1.07703 o.76892 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, o.6> 1.16619 o.67979 
!-------------+-----------------+-------------+ + (1, 0.8) 1.28062 ! 0.64648 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.0) ! 1.41421 0.63855 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 1.2) ! 1.56205 ! 0.64385 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1 r 1. 4) l 1 • 72047 ! O• 65654 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.6) ! 1.813680 ! 0.67351 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.8) ! 2.05913 ! 0.69299 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 2,0) 2.23607 0.71'392 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ o, 4.0> 1 4,12311 ! o.9308'4 1 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 6. o) ! 6 • 08 27 6 ! 1. 1212 6 
!-------------+-----------------+-------------+ 
! (1, 8.0) ! 8.06226 1.28704 ! 
+-------------+-----------------+-------------+ 
! (1,10.0) ! 10,04988 ! 1.43496 
+-------------+------------------+-------------+ 



I 

3.3 Distancia y tiempo en un plano inclinado con friccion. 

Supongamos ahora 
' inrlinacio y la part1cula, 

cin~Lico, figur•:i (3,2) 

(o ,o) 

que e:d ste 
siendo )1 K 

N 

FIGURA ( :3.2) 

la aceleMcio'n est•:iro" d1:id1:i por 

A= g(senol-)'K cosol) 

donde 

ol.. =are tan ( b/a) 

con lo que, de la relacidn 

S = 1/2 · A 12 

tendremos 

t = V-g-(_s_e_n o(_-

2
---sf_K _c_o_s-o() 

donde 

fricción entre el pl•:ino 
el coeficiente de fricción 

X 

(o, b) 

( 3. 3) 

( 3. 4) 



3.4 TABLA III. 

LAS EXPRESIONES <3.3) Y (J,4) NOS PERMITEN HALLAR EL 
TIEMPO Y LA DISTANCIA RECORRIDA POR LA PARTICULA ENTRE LOS 
PUNTOS C0,0) Y CA,B>, LA TABLA III NOS MUESTRA LOS VALORES 
CALCULADOS PARAS Y T, A PARTIR DE LOS DADOS A, 'A','B' ,y ~O~ 

te. 

+-------------+-----------------+-------------+ 
! 

! CA,B) 1 DISTANCIA ! TIEMPO ! 
1 

' S ' T ..l{K-·1 ' !-------------+-----------------+-------------+ 
t <1, 0.2) ! 1.01980 1.45612 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ + (1, o. 4) ! 1. 07703 o. 88787 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ o, o.6> ! 1.16619 ! o.74467 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, o. 8) ! 1. 28062 ! o. 69112 

------------+-----------------+-------------+ 
+ o, 1.0> ! i.41421 1 o.67309 ' 

------------+-----------------+-------------+ + (1, 1.2> ! 1.56205 ! 0.67248 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
I· <1 , 1 • 4 ) ! 1 • 7 2 O 4 7 ! O , 6 81 3 3 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
¡. (1, 1.6) 1 1.88680 ! 0 .. 69560 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 1.0> ! 2.05913 1 0.71300 1 
!-------------+-----------------+-------------+ '•"•\'J . 

+ (1, 2.0> 1 2.23607 ! 0.73247 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 4.0) ! 4.12311 ! 0.94270 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 6.0) ' 6.08276 ! 1.13072 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 

<1, B.O) 8.06226 ! 1.29516 ! 
+-------------+------------------+-------------+ 

(1,10.0) 10.04988 1.44219 ! 
+-------------+-----------------+-------------+ 



1 

1 

3,5 TABLA COMPARATIVA I. 

DE LAS TABLAS II Y III PODEMOS ELABORAR LA TABLA SIGUIENTE: 

+--------+---------+--------+--------+--------+ 
1 1 
! (f'i, B) ! o< ! s ! T ! 11 T ! 
1 1 ! ! )k: o ! f'\~ 0.1 ! 
!--------+---------+--------+---~----+--------! 
! <1,0.2>! 0,19740 ! 1.019001 1.02963! 1.456121 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
1 (1,0.4)! 0.38051 ! 1.07703! 0,76892! 0.88787! 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
! (1,0.6)! 0.54042 ' 1,16619! 0.67979! 0.74467! 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
' c1,o.e>1 o.67474 1 1.200621 o.646481 o.691121 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
! (1,1.0)! 0.78540 ! 1.41421! 0.63855! 0.67309! 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
' c1,1.2>! o.87606 ' 1.56205! o.643851 o.67248! 
!--------+---------+--------+--------+--------
! <1,1.4)! 0.95055 ! 1.720471 0.65654! 0.68133 
!--------+---------+--------+--------+--------
! (1,1.6)! 1.01220 ! 1.88680! 0.67351! 0.69560 
!--------+---------+--------+--------+--------
! (1,1.8)! 1.06370 ! 2.05913! 0.69299! 0.71308 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
1 <1,2.0>1 1.10715 ! 2.23607! o.71392! o.73247! 
!--------+---------+--------+--------+--------! 
! (1,4.0)! 1.32582 ! 4.12311! 0.93084! 0.94270 

·.':·_; 

!--------+---------+--------+--------+--------
! (1,6.0)! 1.40565 ! 6.08276! 1.12126! 1.13072 
!--------+---------+--------+--------+--------
! (1,8,0)! 1.44644 ! 8.06226! 1.28704! 1.29516 
!--------+---------+--------+--------+--------
! (1,10 )! 1.47113 !10.04988! 1.43496! 1.44219 
+---------------------------------------------+ 
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3.6 flist•lnCiü y tien1po' por l•l pflrte superior e infer-ior en una 
tray~ctoria rectangular sin fr1ccicin. 

Supongamos ahora que lfl partícula se desplazo parti~ndo 
d e l r E? µ o s o p o r l CJ p o r t e: s 1.1 p e r i o r d e 1 T' e e t ,) n g 1.1 1 o i n d i e a n d o f? n 1 .::1 
figura (3,3) esto es por la trayectoria ABC, para trasladarse desde 
e 1 p 1; n to ( O , O ) a 1 p l.J n to ( •::i , b ) y q 1.1 e n o e:: i s t C' f r i e e i Ó n • 

A (o,o) 
X 

B 

o 

F' 
cta,b) 

y 

FIGURA {3.3) 

se•:i FF' un•l líneo recta pflralela al e.je X, e el ángulo de 
i n e 1 i n a c i o' n d e 1 r e c t ,) n g IJ 1 o , cX.. e 1 ,{ n g 1; 1 o q u e f o r ni a l •:-i d i a g o n a 1 S , 
con l•::i. recta FF'. Supondren1os que en el Vé.:rtice, 1 B 1 

, h•:iy una 
ligera curvatura, de tal modo que la partícula cambia en forma 
continua de pendiente, al pasar por allí, pero no altera 
significativamente el tiempo de recorrido desde el punto 1 A1 al 
•c•,calculdndolo como el tiempo en el plano inclinado AB m&s el 
tieffipo del plano inclinado BC , 

t1nalizondo l•:i 
1:?1 •l. 1'e e 1 l 1:-id o [IC de 1 
lo qu·.> p•lr•::i. el lado Al!, 

I' figura (3.3), nos damos cuenta que el angulo 
rectJngulo y la recta FF' es de 90- 0 , por 
tendremos que la aceleraci6n es : 

A= g sen ( 90° - e) = g e os e 

y 

AB= 1/2 glc.os ~) 12
AB 

por lo que 

2 (A B) 
( 3 .5 ) 

g cos e 
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dondt:.• 1AB 
f;B, 

es el tiempo de recorrido de la partícula sobre el lado 

r1den11).S si denot•::in1os por fa C?l ,{ngulo for·n1üdo por la 
diagonal S y el lado DC, se deduce de la figura (3,3> que, 

jl = c'-.-(90º-e) = ol..+&-90° y que cos .13 = DC = A B 
r s s 

por lo que 

AB = S cos f3 

esto es 

AB =y a2 + b2 sen (e{_+ e) 

I 
sustituyendo la relacion (3,6) en (3.5), tendremos: 

t {-
2 Va 2+ b2 sen (t><+ e) 

AB = 
g cos e 

para calcular el tiempo de recorrido del lado BC 
conocer l•l velocid•:id en el vértice, P., ll•ln1en1oslo., V8 , 

y
8 

= g {cos ET) 
2 Va2+ b2 sen (ol..t e) 

g cos ET 

por otra parte la aceleraci6n en el lado BC es, 

A= g sen & 

y 

1 .2 
BC = V 8 t ec + 2 g { sen e) • se 

( 3. 6) 

( 3. 7) 

necesi t•lmos 
entonces : 

( 3.8) 

{ 3. 9) 

siendo tec el tien1po de de~plozoniient.o de 111 portículc sobre el 
lado BC del rect&ngulo. Resolviendo (3,9) para tac, encontramos 
que. 

- V a + V V~ + 2 g ( s e n & ) ( B e) 
tac= ------------

g sen & ( 3.1 o) 
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pero de la figura C3.3) podr~os ver que 

Sen ti = AD - J1L r -s- - s 
por lo que 

se= s (sen f) 

esto es, 

BC= - Va 2 +b2 cos (ot+ e) 

sustituyendo (3,11) en (3,12> obtenemos: 

- Vs + Vv:- 2g Va 2+ b2 
(sen e) cos (ol+ e) 

g sen B-

(3.11) 

{ 3.12) 

sumando entonces las relaciones (3,7> y (3,12) obtenemos el tiempo 
total de recorrido de la partícula desde el punto (0,0) al punto 
(a,b>, por la p1::irte superior del rectángulo, de 1::icuerdo 1::i l1::is 
condiciones impuestas, esto es, 

2 Va2+ b2sen (ol..+ e) -Ve+ V vi - 211 Va2 + b2 
(sene) cos~t0) 

~~~~~~~~ + (3.13) 
9 cos e- g sen 0 

don d e V e esta d o d 1::i p o r < 3 , 8 ) y d...= are tan(b/a). 

Sumando las relaciones (3,6) y (3,11> encontramos la 
distr:inci1::i total recorrid(.i, denot•:Índola por S', tendremos : 

s• = Ya 2 + b2 [sen (c:Z+ e) - cos (d.+e)J (3 .14) 

n~tese que si denotc1n1os por Sl., el ,;nq•Jlo con ve'rtice en (1::i,b) y 
lodos la dir::1gon•::il S y BC, entonces d...+.ñ.+e = IBOº, por lo que ol+ET>90º 

pr:iro tener un rectr::Íngulo. Si o<.+e= 180º (.11: O) o' c<.+e = 90º (1l=9cf') 
entonces tenernos que BC coincide con S y tendríamos el 
deslizomiento por una trayectoria recta. 



Con s i. de r i:; n1 os en 
lo trr../Lcturi·:i /·,f1C, Cl 
recorrer· Ali n11{s t-1 tit?n1¡..oo 

F' ü T' I} f~ [I 1 t Oíl (? ll 1 OS 

1 o f i g IJ ro ( 3 • 3 ) e 1 ti e n1 p o de recorrido por 
ti~ffipo total ~crd igual Ql tiempo pGra 

p•:iro T'E'COT'fE1T' flC. 
que la oceleraci¿n es, 

A= g se r1 Et 

¡•por lo tcrnto 

2 l AD) 
g sen ET 

usando (3.11> tendremos 

- 2 va2+ b2 
cos ( ol + & > 

g sen e 
(3.15) 

para el c:~lculo 
velocidad de la 
velocidad por Vo , 

del tiempo en el lado DC necesitamos conocer la 
part{cula en el v~rtice D, designando dicho 
tenemos que, 

Vo== g(sene-) - 2 Va 2+ b2 cos (ot+ e-) 

g sen ET 

la aceleraci~n para esto parte es, 

A= g cos 9 

con lo c1J1ll 

DC= V o t oc + 
1 

2 
2 

g (cos 9-) t oc 

resolviendo <3.17) p•:iro toe, h1:ill1:imos que, 

t oc = 
-V0 + Vv~+ 2g (cose) oc 

9 cos e 

sustituyendo <3.6) ya que AB=DC, nos queda, 

( 3.16) 

( 3.17) 



t oc = g co s G 
( 3.18) 

:,un1ondo los relociorws (3,15) y (3,JB), obtendnrn1os el tiempo de 
r 0 e o T' r i d o , d e 1 o p 0:1 r t { e u 1 o e n t r· e> 1 n !ó p 11 n t. o s ( O , O ) y ( i:i , b ) , p o r l •:i 
parte inferior del rect&ngulo, esto ~s, 

¡---------------
- 2 \fa2,.. b2 cos (c(t e; 

t - + ADC - g sene 
-Vo +Yvi +zg Va~~~~~-=~:-:; 

g co s o 
l 3.19) 

donde Vo esto! dod11 por l•:i e:·:presión (3.16) y o(,= arctan(b/a) • La 
distancio total recorrido, S''= AD+ DC = S', est& dada por la SUffiQ 

de l•:i.s rel•:iciones (3,6) y (3,11), esto es, 

S"=S' = \la 2 +b 2 [ senlcX..+&)- cos (c1..+e)J ( 3.20) 

, .. ". ' '•.: ~ ,,,,:,, 
-~ '¡ 
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3.7 TABLAS IV Y V. 

[1E LAS EXF'F:ESIONES (3,13), (3,14) Y (3,19), ES F'OSIBLE 
CAL.CULAF~ EL TIEMPO Y LA DISTMlCIA FIECOF:FIIIIA F'OF; LA F'ARTICULA 
ENTRE LOS PUNTOS CONSIDERADOS, TANTO POR LA TRAYECTORIA ABC 
COMO F'OF; Lf, M1C, u,s TAE<LAS J\.l Y V, MUESTFiAN LOS VALOHES 
ENCONTF;f;LIOS f'AkA · S', ~Be Y J T,.t>c , ASIGUAtHIOLE A LAS VAFiIABLES 
'A' Y 'B' LOS MISMOS VALORES ílUE SE LE HAN ASIGNADO Y PARA 9 
UN l,..'ALOR TAL OUE, qo•- °" z e <.<rn·. 

TM<LA IV 

+-------------+-----------------+-------------+ 
! 

1 CA,B) ! DISTANCIA ! TIEMPO ! , S' , -i- , 
! · · IABC · !-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 0.2> ! 1.io900 ! 1.46293 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, o. 4) ! 1. 32961 ! 1. 56033 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 016) ! 1.54942 ! 1.63781 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, o.8> ! 1.76923 1.70497 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.0> ! 1.98904 1.76550 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.2) ! 2.20885 ! 1.82130 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1,4) ! 2.42866 ! 1.87349 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ ( 1' 1. 6) ! 2. 64827 .1. 92280 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.8) 2.86828 1.96974 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 2.0) ! 3.08809 2.01469 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 4.0) ! 5.28619 2.39521 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 6.0) ! 7.48430 2.70559 
!-------------+-----------------+-------------+ 
! (1, 8.0) 9.68240 2.97726 
+-------------+-----------------+-------------+ 
! (1,10.0) 11.88050 3.22291 
+-------------+-----------------+-------------+ 



1 

1 

1 

1 

1 
1 
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1 

TABLA V 

+-------------+-----------------+-------------+ 
1 ! 
1 CA,B) DISTANCIA TIEMPO ! 
! ! S' ! TADC 1 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 0.2> ' 1.109so 1 o.74751 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, o.4> 1 1.32961 1 o.64428 1 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, o.6> 1.~4942 o.64145 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, o.e> 1.76923 o.65885 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.0> 1.98904 0.68283 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 1.2> 1 2.2oss5 ! 0,70920 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ ( 1, 1f4) ! 2. 42866 ! o. 73633 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ c1, 1.6> ! 2.64827 1 o.76350 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ c1, 1.a> 2.s6s20 o.79038 1 

!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 2.0) ! 3.08809 ! 0.81680 l 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 4,0) 5.28619 ! 1.05206 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 6.0) 7.48430 1.24681 
!-------------+-----------------+-------------+ 
! (1, 8.0) 9.68240 ! 1.41570 ! 
+-------------+-----------------+-------------+ 
! <1,10.0> 11.88050 1.56673 
+-------------+-----------------+-------------+ 



3,8 Distancio y tiempo por la parte superior e inferior en una 
tr•1yr.~,-tGri•1 rr"r.+ . .:.n91.1l•:ir con fricción, 

Con si d E·· r E." n1 os , .:1 h oro el t i P ni p o , de re e o r r id o de un o 
p•1rlÍc1Jlo por lc.1 ¡H:irle <;1Jperior e ir1fC?rior del rect11'ngulo de lo 
ficJur·o \:.L3) con los n.1s111Gs c:nr1diciunPs, pero consideründo que 
e::i~;te fricción. Supon€·n10':, üdc,n,,1's q1Je l•:i f1Jer;:1:i de fricción 
es directoruente proporc1on11l G lü fuer~a normal entre la porticulo 
y la trayectoria considerada con coeficiente de friccidn 
c o n s t •:ir1 t e f K , f i g u H.1 ( 3 , 4 ) , 

N 

8 

o 

F' 

'J 
FIGURA (3.4) 

Para el trayecto AB, lo aceleracidn de la partícula que 
desciende por acci6n simult¿nea de la fuerza de fricci~n y 
grovedod, est& dada por, 

A= g ( cos e - f. sen e) ( 3. 21) 

suponiendo que parte en (0,0) con velocidad cero, tendremos que, 

1 2 
AB= 2 g (cose -¡k sen&) tAa 

donde tAB es el tiempo para que dicha partícula recorra el traffio 
AB; como dE~ la r·elación (3,6), 

obtenemos 

A B = \j a2 + b2 sen ( ot + & ) 

2 Ya 2
+b

2 
sen(ol.+9) 

g (cose -¡.,.sen 8-) 
( 3. 22) 

Para el c¿lculo del tiempo del trayecto BC, es necesario 
conocer l•:i velocidr:id Ve en el vértice 'B', poro lo cur:il 
tenemos, 



µ 2 '{a2tt;2 sen (ol + e) 
Va= g (cose - / ~ sen e) -

g ( cos e ·-/1-. sen & ) 
(3.23) 

por otra parte, la aceleraci~n en el tramo BC, figuro (3,5), estd 
d •ld •l por, 

A= g(sen &-/kcos e) 
B 

e 

y 
F 1 SUR A ( 3. 5) 

BC = Vs tsc+ + g (sen 8- /11 cose) t~c 

resolviendo (3.25> p•lT'•l tsc , nos qued•lr 

t B C 

de la relacion (3,11) 

BC=- Va 2 +b 2 cos(olt&) 

por lo que (3,26) queda, 

t BC = 
-V8 + V V8

2 
- 2 g Va 2 + b2 (sen e-/11 cose) cos(cLt9) 

g(sen &-fK cos &) 

(3.24) 

( 3.25) 

( 3.26) 

(3.27) 

con lo que el tiempo de recorrido en la trayectoria ABC, est& dado 
por la suma de las expresiones (3,22> y (3.27), esto es, 

( 3. 28) 

donde Ve est~ dada por· (3.23) y ot... =are.tan ( b/a). 



1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

La distancia total recorrida est¿ dada por la relaci&n 
(3.14) o (3.20), esto es, 

S' = Va 2 + b 2 [sen (d...+9)- cos (d.+&)] (3.29) 

De las expresiones <3.28) y (3,29> es posible calcular el 
tiempo y la distancia entre los puntos 1 A1 Y •e•, por la 
trayectoria ABC, existiendo ahora fricci&n. 

e o n s i d e r· (;'"' o 5 
(3,4).Para AD,figura 
oceleracion dada por, 

ohor•l, la 
(3.6), tenemos 

A = g ( s en e - /K e o s & ) 

D 

FIGURA { 3. 6) 

trayectoria ADC de figura 
que la partícula tendrd una 

A 

como suponemos que parte del reposo, tendremos, 

AD=+ g {sen & - /'- cos 6) 1~o "{ 3.30) 

donde t AD es el tiempo, que tard•l la p•HtÍculo. para ir desde el 
p u n to • A • , •l l p u n to • [I • • [1 e s p e ,j a n d o d e ( 3 , 3 O ) e 1 t i e m p o y 
sustituyendo la relociÓn (3,11) nos queda, 

punto 
est•l 

-2 Va 2 +b 2 cos(cX.+e-) 

g (sen e- - JI~ e os e- ) 
{ 3. 31 ) 

F' •:i. r •:i. obten e r e 1 ti e no p o f oc , es de e i r e 1 ti e m p o desde e 1 
• It • o 1 punto • C • , ne e es i t. a nr os 1 a ve 1 oc id ad en • It • , se a 

Vo , entonces, 



( 3.32) 

1 a o e E::' l. E· ro c i e~ n P n P 1 J o el o [1 C , de oc u e r do •l l •l f i g u r a ( 3 • 7 > , es t Ó 
d•ldo por, 

A= g (cose -/\sen&) 

D 

e 

FIGURA ( 3. 7) 

con lo c•Jal, 

1 2 
OC= Vo t 0e+ 2 g(cos e - fksen 9) toe ( 3.33) 

Resolviendo (3,33) poro t oc , obtenemos, 

t De = 
-Vo + V~+ 2 g ( cos e - 'k sen e) ( oc ) 

{ 3. 34) 
g (e os e - fK sen G) 

sustituyendo en esta expresi6n (3.34) la relaci~n <3.6), obtenemos, 

(3.35) 

con lo que el tiempo de recorrido en lo trayectoria ADC, est~ dada 
por l•l sumo de l•lS r·elociones, (3,31) y (3,35), esto es, 

donde 
tr•lyecto 
es, 

t AOC = 

(3.36) 

est& dado por (3,32). Lo distancia total recorrida en el 
Ar1c, está e:-:presodo por lo relocion (3.14) o (3.20), esto 



'319 TMll.AS VI Y VII. 

ll E L A s f-1 E L A e 1 OtJE s ( 3 • 2 8 ) , ( 3 • 2 9 ) y ( 3 • 3 6 ) F' o [I E M o s e(\ L e u L AF: 
EL TlEMí'O y Lt"i I1ISH1rJCit'\ ENTF;E LDS F .. UHTOS 'A' y 'C', Tf~NTO r·m: 
LA TRf1YFCTDF:IA t'1BC COMO F·OF: LA TF\r'1YECTOF;IA AflC. F'ARA EL CASO E:N 
íllJE EXH:;T[ FF:ICCICH!. Lf·,S Tf·.l'1J1S VI Y 1.JlJ MLIESHJ1N LOS VALCH;ES 
CALCULMIO~. F'r~F:A s I, rAf:',(. y Tr,;...( 'h(:dGt~M~I10LES A LAS Vf\F-\IM~LES )~,:.¡'A/, 
'B' Y ' 6' LOS MISMOS VALORES ílUE SE LE ASIGNARON ANTERIORMENTTE. 

TABLA VI 

+-------------+-----------------+-------------+ 
l 1 ! 
! (r'\ 1 B) ! [IISTANCIA ! TIEMPO ! 
, , S' , T , · · . ABC . !-------------+-----------------+-------------+ + <1, 0.2> 1 1.109so 1 6.97289 1 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 0.4) 1.32961 ! 7.03889 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 0.6) 1.54942 ! 7.07747 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 0.8) 1.76923 7.13459 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ ( 1, 1. o) ! 1 • 98904 ! 7. 20389 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 1.2) ! 2.20885 ! 7.28023 
!-------------+-----------------+-------------+ 
I· < 1 1 1, 4) ! 2, 42866 7, 36046 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.6) 2.64827 ! 7.44274 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, l. 8) ! 2. 86828 ! 7. 52595 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 2.0) 3.08809 7.60940 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1, 4.0) 5.28619 8.41185 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 6,0) 7.48430 9.14044 
!-------------+-----------------+-------------+ 

(1, 8.0) 9.68240 9.80955 
+-------------+-----------------+-------------+ 

<1,10.0) 11.88050 10.43234 
+-------------+-----------------+-------------+ 



Tt"IE!Lti VII 

+-------------+-----------------+-------------+ 
! 

! CA,B) 1 DISTANCIA ! TIEMPO ! 

! ! S' ! TAPC. ' !-------------+-----------------+-------------+ + (1, 0,2) ! 1.10980 0.88191 
!-------------+-----------------+-------------+ + (1, 0.4) 1.32961 0.68004 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ + (1, 0.6) 1.54942 0+66134 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
t <1, O.B> 1.76923 0.67295 
!-------------+-----------------+-------------+ 
t (1, 1.0) 1.98904 0.69411 
!-------------+-----------------+-------------+ 
t (1, 1.2) 2.20885 0+71890 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.4) 2.42866 0.74506 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 1.6) ! 2.64827 ! 0.77161 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ <1 , 1. 8) ! 2. 86828 ! o. 79807 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 2.0) 3.08809 ! 0.82421 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 4.0) !, 5.28619 1.05910 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
+ (1, 6.0) 7.48430 1.25445 ! 
!-------------+-----------------+-------------+ 
! (1, 8.0) 9.68240 1+42405 ! 
+-------------+-----------------+-------------+ 
! (1,10.0) 11.88050 1.57579 ! 
+-------------+-----------------+-------------+ 



1 

1 

1 
1 
1 
1 

3.10 TABLAS COMPARATIVAS II Y III. 

A r:· M\1 IF; r1 E LA ~3 T Ar< L r"i S IV , V , VI Y VI I F· O 11 E M OS 
HACER LA SIGUIENTE TM:8LA COMF'MitHIVA II, IIE LA TABLA I 
Y LAS TABLAS COMPARATIVAS I Y II, ELABORAMOS LA TABLA 
COr'.r'f1r:;ATI 1.'r'1 III, Eti L.A CLJf;L PODEMOS COMPARf1F\ LOS 
[1IFEF;EtHES TIEMPOS r1E F:ECOF\F:IL10 Y I1ISTMiCIA, ENTF:E LOS 
PUNTOS Dr'ü10S DE ACUEF;I1D A LAS TRf,YECTORH1S CONSiliEF;Arit"IS 

T A B L A C O M P A R A T I V A 

II 

+--------+---------+--------+--------+--------+--------+ 
1 1 1 l 1 

! <A,B) ! S' i ÍABC. ! TADC i TABC i TFtDC ! 

' ' !)J.=o e=S4'' J.,{~O e=s~·,»=·1 e=i?f!,.(k::.i e:8{' 
!--------+---------+-~------+--~-----+-~------+-~------! 
! (1,0.2)! 1+10980 ! 1.46293! 0.74751! 6.97289! 0+88191! 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------! 
! (1,0.4)! 1.32961 ! 1+56033! 0.64428! 7.03889! 0.680041 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------
! (1,0.6)! 1+54942 ! 1+63781! 0.64145! 7.07747! 0.66134 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------
! (1,0.8)! 1+76923 ! 1.70497! 0+65885! 7.13459! 0+67295 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------
! (1,1.0)! 1+98904 ! 1.76550! 0+68283! 7.20389! 0.69411 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------! 
! (1,1.2)! 2+20805 ! 1.82130! 0+709201 7.280231 0.71890 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------
! (1,1.4)! 2+42866 ! 1.87349! 0+73633! 7.36046! 0.74506 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------
! c1,1.6>! 2.64847' i.922001 o.76350! 7.44274! o.77161 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------
! (1,1.8)! 2.86828 ! 1.96974! 0.79038! 7.52595! 0.79807. 
!--------+---------+----·----+--------+--------+--------! 
! (1, 2)! 3.08809 ! 2.01469! 0.81680! 7.60940! 0+82421! 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------! 
! (1, 4)! 5.28619 ! 2.39521! 1.05206! 8.41185! 1.05910! 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------! 
! (1, 6)! 7.48430 ! 2.70559! 1.24681! 9.14044! 1.25445! 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------! 
! (1, 8)! 9.68240 ! 2.97726! 1+41570! 9.80955! 1.42405! 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------! 
! (1, 10)!11.88050 ! 3.22291! 1.56673!10.43234! 1.57579! 
+------------------------------------------------------+ 
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TABLA COtlF'flRATIVA 

111 

+--------+---------+--------+--------t--------t------~+~-~---t--------+--------t---~---t---~---t 
1 1 ! TIEMPO ! T ! T ! TIEKPO ! T ! T ! DIS- 1 TID\f'O ! 
1 (A 1Ill ! S ! S' ! i ! ABC ! f\ItC ! T ! ABC ! ADC ! 1AHCIA!CICLOIDE! 
! ! ! !M=O !j{~O !~=O l,.l{=0.1!~=0,1!,i{=0.11CICLOIDE! ! 
!------~+---------+--------+--!>-----+--------+--!---~+~-----t--~-----t--~-----t--------t--------! 
1 (1,0,2)! 1.01980 ! 1.10980! 1.02963! 1.46293! 0.74751! 1.45612! 6.97289! 0.88191! 1.1911> ! 0.6205 ! 
!--------+---------+--------t--------t--------t------~+~------t--------+--------+------~t--------! 

' (1,0.4>! 1.07703 1 1.32961! o,76892! 1.56033! o.644201 o.sB787! 7,03889! o.6B004! 1.1988 ' o.5786 ' 
!--------+---------t~------t--------t--------t--------t--------t--------+--------t---~---+--------! 

! tl,0,6>! 1.16619 1 1.54942! o,67979! 1.63781! o.64145! o.74467! 7.07747! o.66134! i.2579 ! o.5664 1 
!---~---+---------+--------t--------+--------t------~t---~---t--------t--------+--------+--------! 

! (1,0.8) ! 1.28062 ! 1.76923! 0,64648! 1.70497! 0.65885! 0.69112! 7.13459! 0.67295! 1.3534 ! 0.5699 ! 
!--------+---------+--------t--------+--------t------~+~------t--------+--------t------~+--------! 

' (1 , U! 1.41421 1 1.909041 o.638551 1.76550! o.68283! o.673091 7.20389! o.69411! 1,4741 ! o.5828 ! 
!--------t---------+--------t--------+--------t--------t--------+--------+--------+~----~t--------! 

! (1,1.2)! 1.56205 ! 2.208851 0,64385! 1.82130! 0.70920! 0.67248! 7.28023! 0.71890! 1.6127 ! 0.6011 ! 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------+~------+--------+--------+---~---+--------! 

1 (1,1.4>! 1.12047 ! 2.42866! o.65654! 1.87349! o.73633! o.68133! 7.36046! o.74506! 1.7643 ! o.6225 ! 
!--------+---------+--------+-~-----+--------t--------t--------+-~-----+--------t------~+~~---! 

! (1,1.6>! 1.88680 ! 2.64847! 0.67351! 1.92280! 0.76350! 0,69560! 7.44274! 0.77161! 1.9254 ! 0.6456 ! 
!~-~-~t---------t--------+--------+--------+--------t--------+--------+--------t--------+--------! 

! (1,1.8)! 2.05913 ! 2.86829! 0.69299! 1.96974! 0.79038! 0.71308! 7.52595! 0.79807! 2.0935 ! 0.6696 ! 
!--------+---------+--------+--------+--------+--------+---~~+--------+--------+--~---+--------! 

! (l , 2>! 2.23607 ! 3.08809! 0.71392! 2.01469! 0.81680! 0.73247! 7.60940! 0.82421! 2.2670 ! 0.6939 ! 
!--------+---~-~+--------+--------+--------+--------+--~-~+--------+--~----+--------+--------! 

! (1 , 4>! 4.12311 ! 5.28619! 0,93084! 2,39521! 1.05206! 0.94270! 8,41185! 1105910! 4.1387 ! 0.9237 ! 
! --· ·----+--------+-------+-------+--------+--------+------+--------+--------+--------+------! 
! (1 '6)! 6,08276 ! 7.48430! 1.12126! 2.70559! 1.24681! 1.13072! 9.14044! 1.25445! 6.0932 ! 1.1174 ! 
!--------+---------+--------+-------t--------t--------t--------t--------+--------+-------+-------! 
! (1 '8)! 8.06226 ! 9.68240! 1.28704! 2.97726! 1.41570! 1.29516! 9.80955! 1.42405! 810701 ! 1.2845 ! 
1~------+-------+--------+--------t--------t--------+---~--+------~+--------+--~---+--------! 

! u, 10¡110.04988 111.aaosoi 1.43496! 3,22291! 1.56673! 1.44219!10.43234! 1.57579!10.0561 ' 1.~331 ' 
+--------+--------t--------+--------t--------+------~+--~--+--------t--------+--------+~------+ 
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C f\F' lT ULD CLJM:T O 

4.1 Ecuaci6n g&neral de 
origen y un punto Ca,b), 

, . 
e un le 1:i s, con foco en eJe X, pasQndo por el 

l._.:1 cJ e- f i n i e i ó n g C? n e ro 1 d e e Ó n i e 1) s , i n e l u y e un 1i re e t 1) f i.j 1i 
L, llon1odo di1 t·ctriz, un punto fi,jo 
q u e s C' 111 1.1 c2 v e E· r, e 1 p l o n o d e L y F , d e 
distoncio de F a su distancia de 
constante positiva o cero. El lugar 
en sí lo cc.Snicü. 

F, llo"'ado foco y un punto P, 
tol n1c;ner1:i que l•1 ro::Ón de s1J 

L, es ~;i enip re iguül 1:i 1Jn11 
g '"' o ni 6 t r i c o d e s e r i to p o r F' , e s 

Sea L la recta x = q, F el punto CP,O> y P<x,y), 1Jn punto 
cualqui~ra del lugar georu~trico, figura (4,1), 

L 

X: q 

X 
F(P,O) 

E-----

y 

FIGURA (4.1) 

Desde P, tracemos el segmento PE, perpendicular o la 
directriz L. Entonces por la definici6n anterior, el punto P debe 
satisfacer la condici6n geom~trica : 

1 . ' a cual puede expresarse analiticaruente por la ecuac1on 

V(x - P)2+ y2/¡ x- q¡ =e ( 4. 1) 

que es posible escribirlo en la formü 

( 4. 2) 

Como li:1 e Ó n i e •l d e b e p •l = 1) r p o r e 1 o r i g en y e l p un to < a , b ) , 
tendremos que, 



y 

donde 

y 

2 a 
z p - q e 

Con lo cual (4.2) puede expresarse como: 

( 4. 3) 

( 4. 4) 

y2 - Ax - B x2 = O ( 4. 5) 

A= a ( 1 - e 2 ) + ( 4. 6) 

B = e 2- ( 4. 7) 

La e:·:p res i Ón ( 4. 5) represen t•:i. 
por los puntos (0,0) y <•lrb), y 

o hipé rb o l •l, si e = O , O <e < 1 

l•:l. ecuación de una co
1

nica que posa 
es circunferencia, elipse, pardbola 

e= 1 0
1 

e> 1 , respectiv•lnient.e, 

4.2 Distancia y tiempo de 
frtcc::ión. 

, I I , , 

recorrido por una secc1on con1ca, sin 

. ' Consideremos una partícula que resbala sin friccicin, por 
acc1on de la gravedad, en un plano vertical, desde un punto ACO,O> 
a un punto C<a,b), siguiendo una trayectoria dada por (4.5> y 
partiendo del reposo en el punto ACO,O>, figura (4,2) 

A( o ,o) 
X 

C(o ,b) 

y 

FIGURA (4. 2) 

como suponemos que no existe fricción y la fuerza gravitacional es 
conservativa, tendremos que cuando la partícula halla descendido 

11 11 , 

una distancio y vertical por la curva <4.5) hobr•l una 
tr•lnsforniaciÓn de energÍrl potenci•:il en energía cinética, de •lC•.lerdo 



p¡:.;. ro e onio 

mi;¡y•-
1
-mv 2 
2 

dt= ds/{29Y 

d s = 
1 

( 4. e) ' ten d' • m o" 1 d t = --
{20 

•l h o r •l de ( 4 • 5 ) t (·? IH? 111 os 

dy 
¡;:- = (A+2BK)/ 2y 

y t. o. n1 b i en de ( •l. ~i ) ten€:.' ni os 

entonces, sustituyendo (4,10) en (4,9), nos queda 

dt=----
2 f20 

d Jl 

ahora sustituyendo (4,11) en (4,12) obtenernos 

d t = 

con lo c1Ji:1l, 

t = 

o 

Q 

4( AT. + Bx 2 )+ (A+ 28")
2 

( Ax + 8 '1.2 )3/2 

4(AT. + Bit 2 ) +(A+2B1t)
2 

( AT. + B 1t 2 );3/ 2 

dK 

dx 

dK (4.9) 

( 4. 1 o ) 

{ 4. 11 ) 

{ 4. 12) 

{ 4. 1 3 ) 

Para calcular la distancia recorrida por la part{cula 
sobre la curve;, !."1.1stit1Jinios (4.10) en (4.8), con lo cui::il tenemos, 

dS = I+ 

de donde, 

2 
(A+2Bx) 

4 (Ax + B 1t2) 
d l 



d K 
. ( 4. 14 ) 

Jos l'E'·lociones" (4.13) y (4.14) nos; pPrn1iten colculo1' Pl tien1po 1' lo 
d i s t. o ne i 1) , q u C' re e o r re 1.1 n o p 1) r t. í e u l 1l i:i. 1 i r d es d e P 1 p 1J n t. o ( O , O ) 1l 1 
p 1J n t. o ( o , b ) "°' i n f r :i c. e i Ó n ¡1 o r un o r e c1 el e e i r e IJ n f e T P n e i o , un o r· e o d P 

I j l . I I p i::1 r· o b o l •:i , un •l re o ( e (? . l p s e o 1.1 n o re o d e h 1 ¡: .;: r !:· o l 1l , :: !~ q 1.i n ·,:, r::: e ~,e o ,j o::i 

el vi::1lor de l1l e;,cc·ntric i.cl.:Jd, e 
Sin E·n1b11 r90 hoy q1.1!? hocl?r riot.•lr qu(:• di:Jdo un p1Jnto cui:i1 quic'r•l ( .:1, b), 
no siE•rt1pre ser•:i posible t111c0~r po~»OT' por el 111 cónico llün1üdo 
h i p (~ r h n l •l , ('.:' s to e s d e l o s d ü d 1) s p o r l •l r e l ü c i ó n ( 4 • 5 ) , y o. q u e s i e n 

dichi:l r·eloción hücE·n1os y= b tE'nclremos, 

esto L· :. ~ 

2 2 
Bx +Ax-b =O 

resolviendola paro x y tomando en cuenta que, 

b2 
A= - - B a a 

tendremos, 

esto es, 

+ -A- V A2 + 4 b2B X : ____ .,;.__ ____ _ 

2 B 

bz (-ba2 ) a+ Ba ± +Ba 
X : 

2 B 

-· 

,, .. ~-· ~··~'•' 
·'~' ........ . 

con lo cui:i.l x
1
=a y x

2
=-b2/aB lo cuol nos dice que pori:l c•:i.da 

cónico,cuando Y= b tendr·emos dos puntos de corte y pür•l la 

h i p é r b o l •l , f i g 1J ro ( 4 • 3 ) ten d re n1 os j - b 
2 

/e B j > a 
eje de 

sime1ría 

1 
1 -- .. 1------,.-----

~ª-1 2. 1 

1 • b !.I ----' r----

a 

(a,b) FIGURA (4.:3) 



l 

1 

1 

1 

1 o c •J ol l i 111 p 1 i e •l 

,¡--~ 
e<vl+7 ( 4 .15) 

L.o. r·elociÓn (4,15), nos :i.mpor.6- un J.in1ite polro 101 e::Cf''ntr'icidüd, F'or 
lo tanto dado el punto lotb) si sus coordenadüs no satisfacen la 
r c:• l 1) e i cí n ( 4 • 1 5 ) n o se T' o p os : b 1 e t E· n e T' 1m o h i p é r· b o 1 o. e o n E:.,j e fo e •ll 
en e 1 e ,je X q 1J e , p os 1) ri do p o r 0 i o r i g en p o). se p o r e 1 p IJ n to ( o , b ) • 

Dtr·ü formo de üni:.::.::or lo •lnteriorn1ente e:·:puE·~>to, es 
red1Jciendo lo ecuación (4.5) ·: SIJ forn11:i. co:rnónico:i., esto es, 

= 

en l o:i c IJ o 1 p o de n1 os 
h i p é' r b o l o s e o n e ,j e 
centro {-A/2B,O) 

notar que la reloci6n (4,5) siempre nos dar~ 
foco: coincidentes con el e.je X, con 

.·ertices (O,O) \-A/B,O) (figura 
(4.3) >y e:-:centricid•:i.d, e dadol por, 

v4A:2 + 
A2. 

48 
e = 

A 
28 

. , 
La expres1on <4.16> :i.Wpl::a 
troduce en a ( 1- e2 ) + b /o> O 
es,lo relacion (4,15) 

> 1 ( 4. 16} 

A> o lo cual de acuerdo q (4,6) se 
y de •:i.qui obtenemos e </1 -t b2/a2, esto 



1 S (X 10-2 
no 

) 
~~---,. ··-¡ 

1 

1,ºº h:~P±~mt:tt=~~-1IT®tr!m~mttss=tt~r-~~+~~i~:~~.1l~tin1Si~-~-1:=~J-~1~1mthl~~~~~:1;¡~ill~~~~~ ~~~ 
1 

O Oó 1.0 1.5 e 
Groficos de distancio sobre e1centricidod de cónicos,los curvos eston numerados de tal formo que la número uno corres

pc.oóe al punto final (1, 0.21 de lo trayectoria de lo partícula, lo número dos ol PJnto finoll l ,0.4), lo tres al puritot 1,06), lo cuatro 

ol punto 11, OBl, etc.~ 
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1 

e o.5 1.0 1,5 e 
Groficos de tiempo sobre excentricidad de cónicos, los curvos es ton numerodos de tal formo que lo número ~o correspon

dt ol p111to final ( 1, 0.21, de lo trayectoria de la port(C\io, lo 11.Ímero dos al p..mto fWioll 1. 0.41, lo fresal P'Jnto( 1,0.61, lo cuatro al 

urafo U,0.8), etc .•. 
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CAPITULO CWINTD 

5, Curvas de tiempo ~ptirno con fricci6n. 

El problema de encontrar la curva de m~s rapido descenso 
de una partícula de masa, rn, que resbala a lo largo de una curva, 
de 1Jn punto deterniinlldo ü otro, en •Jn plano vertical, b•:i.jo li:i 
influencia simultanea de la gravedlld y de la fricci6n, asumida esta 
ultimo proporcional a la fuer2a normal entre la partícula y la 
c u r v •l p o r d o n d e d es 1 i := •l e o n c o e f i c i en te de f r i c c i o n JA. f i g u r •l 

(5), se puede resolver trotando la ecuaci6n de movimiento como una 
ecuacion de constrenimiento <ligadura), 

X 

N P2 

Y mg 

FIGURA 5 

Usando el metodo de multiplicadores de Lagrange, este 
problema, planteado y resuelto en un artículo denominado, 
Brachistochrone With Coulomb Friction, escrito por N. Ashby, W.E. 
Brittin, W.F. Love y W. Wyss, of departament of Physics and 
Astrophysics University of Colorado, se reduce a minimizar la 
integral, 

(r. J .¡ = ) (T +A [ VV' +gy' +j'gx'+ f(x'y"-y'x")/ T,2 

'f"; 

esto es, 

I = 

donde A 
integrando 

y 

L ( T TI. V V'. X X 1 X11 • y y 1 Y11 ) 
, , , , ' , 1 1 ' 

que 
son 

está 
multiplicadores 
multiplicada por 

de Lagrange, 
A es la 

La parte del 
ecuación de 



movinii<?nto de lo:i p•:irtículo y lo 11tultiplic1:id1:i por cJ es lll condición 
que expresa lo dependencia de la velocidod V de X', Y' y T'. 

T es un pardmetro arbitrorio que se incrementa monotdnicaruente a 
lo largo de la curva y la prirua denota diferenciacion respecto de 
'\. F' •:l r a ni in i n1 izar 111 i n te g r a 1 1 se u ti 1 i za n l •:is e c •J •l c i o ne s de 

Euler-Lagrange del ccilculo de variaciones, esto es, 

óL d ( C,L 
) =o -

'ó T d'l o T' 

p1l r11 T 

o L d ( o L ) d2 ( !~") =o ----- óy• + drr2 o Y dt' 

p •l ra Y 

óL d 
( ~ ~.) + 

d
2 

( o L ) o --- d? ÓX 11 
= o X d'I 

p•l r11 X 

oL d 
( ~~' ) --- - o av di 

para V 

En las ecuaciones que resul t11n se escoge el p•lrometro 'Z igual •ll 
tierupo T, e integrando las cuatro ecuociones se obtiene, 

cfV +2 Af v2 0 = e, 

"\ .. d . 
A,g- f\fX+ifsen~-dr CA.fX)=C2 

"Af' g + A.f Y+ cr cos 0 + ddr ( A.f Y) = C3 

~ = -cr 
dT V 

donde C¡ , C2 y C3 son las constantes de integración. 
Estas cuatro ecuaciones Junto con la ecuaci6n de ruovimiento y la 



condici~n V'-= X2 +Y 2 
, forman un con.junto completo de eCIJ•lCiones 

diferenci•:iles por•:i determin•:ir X, Y, V,/\. y o-. L•:i mo:itematico 
E·111plt.:•1:i.d•:i en t•l cic•so1·1·ollo dE~l o:ntículo es bost•:inte l•:iboriosa por lo 
que n1e limit•:iré o ef:poner los resultodos. L11s ecuociones 
diferencio:des por•l X, Y y T en l•ls que 0 se considera con10 
variable independiente pueden escribirse en la forma, 

8
2 dX ( 2 - h) cos 20 

g ~ = h3 

92 d y (2-h)cos0 sen ~ 
= g d0 h3 

dT 2 1 
g8d0 = hZ --

h 

donde, 

h=h{0)= 1 +2/sen0cos0 +2/Acos 2 0 

donde 

A= 

y 

8= 

y al integrar tales ecuaciones se obtiene, 

donde, 



con, 

-1 a- b 
[ 

1/2 

- tan ( o+b) tan 

F = 2 {a F 1 - + [(/A sen 2 0- / cos 20 )/ h -J]} a 2
- b

2
)-

1 

{ 3 a F2 /2 - + F 1 + + [ -lf A aon 20 - )'oos 2~ )/ h2+/J}•'- b
2
)-I 

a= 1 + f A 

cosn= A/( l+A2 )
112 

y 
2 1/2 

sen n = - 1 I ( 1 + A ) 

L•l ecl.l•lciÓn de movimiento VV +gY +)'. gX+}(.V
20 =O, puede •lhor•l ser 

integrada dando como resultado, 

l/2V2+ g X (fl + Y IX) =-/' i:V2d 0 
2 



1 

1 
1 

En la figura Siguiente mostramos las curvas de tiempo 
ruíniruo, mismas que se mencionan en el artículo citado, 

X 

\ 

)'=0.01 

desde el punto (0,0) al p•Jnto (6,1) con valores para J de 0.01, 
o.os, 0.10 y 0.15, 



e o N e L u s I o N E s 

Al calcular los diferentes tiempos requeridos por una 
pllrticula pi::iro. ciP:»li~:orse sobt·e un•:i curv•l deE>de un punto Q otra, en 
un plano vertical, hemos encontrado que la lineQ rectQ o plano 
inclinado, que es lll trayectoria de longitud minima, no nos 
p ro p ore ion 11 e 1 ti e::- ITI p o 111 i n i 111 o , C·~ in c luso he 111 os ha 1 l •:id o t r ü y e c to r i Q s 
rectangulares, en las cuales a pesar de que la distancia de 
recorrido es moyor, el tiempo result•1 ser n1enor que en l1l 
tr·oyectoria de minima longitud <toblüs II, IV y V), Es posiblE! 
inclusive Vüriar el angulo del rectangulo de lll figura (3,3) de 
t•:il n1odo quP el tiempo de cl€:•sli;·~amiento de lü porticulo poro iT' de~ 
un punto a otro, sea menor en que lll recta tanto por lo trayectoriü 
~,uperior c:omo por la inferior. 

Al escoger corno trllyectorills las secciones canicas 
encontramos que los tiempos resultan ser menores que por lll recta, 
por e.jen1plo cuando el p1Jnto CA,B) es (1,0,2), el tiempo por l•l 
trayectoria minima es ele 1.029 y por el arco del circulo 
correspondiente es de 0.649, lo cual nos da una diferencia notable 
de tiempo, llUn cuando la distancia por el circulo resulto ser de 
1,43 y por la recta 1.019, lo misruo sucede con las otras secciones 
conicas, en la elipse para el punto considerlldo, el tiempo fue de 
0,634, en la parabola 0,742 y en la hiperbola 0,897. Sin embargo 
todos estos tiempos resultan ser mayores que el tiempo que tarda lll 
particula en hacer el recorrido considerado por la cicloide 
correspondiente, en la cual el tiempo resulto ser de 0.620 (tabla I 
y tabla coruparativa III), Este resultado esta de acuerdo al calculo 
de variaciones, el cual de hecho se inicio con el famoso problema de 
b r•lqu i stoc ron a. 

El calculo de voriaciones demuestra que la trayectoria de 
tiempo ruinimo sin friccion esta dada por la curva llamada cicloide y 
es en ella donde nosotros obtenemos el minimo tiempo de caida, 
ademas notamos de acuerdo a las graficas de la cicloide y canicas 
que se muestro.n en la seccion 4,3, que la canica que mas se acerca a 
la cicloide resulta ser la canica de menor tiempo de recorrido. 

Al analizar las graficas de distüncia sobre excentricidad 
observamos que la distancia maxima la recorre la particula sobre la 
conica llamüda circulo y la distancia rninirna sobre la canica llamada 
hiperbola. Con respecto a la elipse y la parabola, recorre mayor 
distancia por los arcos de elipse que por los arcos de porabola. 
Por otra parte a medida de que el punto CA,B> se aleJa del eJe X, la 
distancia recorrida por la porticulo por llls distintos conicols van 
siendo iguales entre si, es decir las canicas tienden a coincidir 
entre si y a la linea recta (graficols de S vs y tablo comparativa 
III), En las graficas de tiempo sobre e:-:centricid•ld not•:in1os que 
para algunas trayectorias, determinüdas por el punto (A,B) Junto con 
la excentricidad, el tiempo minimo se obtiene en un arco de elipse o 



porol>ol 1)1 1111c:r1tru::, que- el 111i:i;:1111ci r·:,ti:, Ll 0 1du pur ur1 üT'-.<.1 cl1::.> h1pt-1'l>t1lo, 

(~ s to C' ~º e o n r· e f t: I' c:::o ne i i:i 1·1 l os q r 11 f l e ¡y; 1 , :! , 3 , 4 , '._, y /, ( CJ r 11 f l e os T 
v~, ), [l<"ir>:J luc·90 Cllflll1l•Jr y luc•:il1;·i:i1· p] t1i·•n1pci n1•::i::ir11t1 E,r, 1.1r1 i:11·cc1 

d C! e i T e: 1.1 l u / C' 1 111 i n :t 111 u e r 1 u ' 1 1 _, l 1 i p f? r b o 1 i:i , e o i n e i d l C" n cj o p i::i r i:i e <;, t. n '., 
cos>oso que E,J t1P1r1pn ni1ríJJllC1 :p luc:uli:.· 01 l:J1 l•:i i1·1Jyf'c:to1·io lil' 

di~:.t•Hic:io t,.1111b1c:n minirr1 11. 11e 111ont>T'ü CJPnc•rol sr• ob!;erv•l co1110 

o fl t P r i r1 r ni f:" n t e ~. P el i.J o q 11 P l o e u 11 i e o el E' rri e n u r t 1 € · 111 p o e ~; l 11 q u e ~. e 
opro;:illPl ll1üs 11 lo cicloide correspondü?nte ol punto (A,B>, <gr11ficos 
d e· L i e lti i d e l L u 11 i e •J. s ) , 

F'or ultimo quiero h11cer notor que ül ci:dc11lor los tiempos 
y distüncias c:u11ndo lo porticulo ~1·::icp ~;u rE•co1·rido por lüs seccicinPs 
e o n i c •l !:i , 1 l e g ·~1 m os •l E· : : p r e s i o n e s e n 1 o s q u e e s n e e e s •l r i o p o I' 11 s 1.1 

s o l u c i o n 1.1 t i l i :: o r m P t o el o ~. d e i n t P q r o. e i CJ n n u m o r i e o. , F' o r o t r o p a t' t €.• 

se siente la necesidüd de conocer algun lenguüJe de programacion que 
nos permito efectuo.r dichos calculos. Es en este sentido que este 
t rob 11.J () "' f? h •l 111 o t i v o d o en g r 11 n 1110 ne ro •l 11 p re n d e r p ro g r 1) ni o e i o n , 
calculo variücional y analisis numerico. 

' .. ' .. :~ .·_ " 
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