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INTRODUCCION 

El conocimiento da la materia y de sus leyes ha ca~ 

tivado al hombre desde tiempos inmemorilbles. El descubrimien

to de esos pequeños componentes de la materia, los átomos, y 

de los movimi<)ntos de~ estos dentro úe: c1 la, nos ha suministr¿1 

do valiosa informaci611 sobra las propiedades y estructura 

Ln t0rminos generales, la materia se observa en 

tres diferentes estados: s6lido, liquido y gaseoso. En los 

últimos años se han hecho notables avances en el estudio del 

estado sólido, ahora se comprenden con mayor claridad las 

propiedades meceinicas,termodintimicas y electrónicas de estos 

materiales. En particular, el deseo de "escuchar" las vibra 

cienes de los átomos, dentro de la mat.eria s6lida e imaginar 

las formas en que los §tomos se mueven nos ha conducido a es 

tudiar sus modos normales de vibraci6n, concepto primordial 

en el entendimiento de estas propiedades. 

Se pueden distinguir en general dos tipos de siste 

mas en los materiales sólidos, los sistemas ordenados y los 

sistemas desordenados. Un sistema ordenado, es aquel que se 

compone de arreglos idénticos de átomos que se repiten peri~ 

dicamente; estos materiales suelen llamarse cristales. Un 

sistema desordenado se puede entender como aquellos sistemas 

que aunque no pr~sentan un orden a largo alcance y por lo 

tanto no poseen simetría translacional, muestran un orden 

a corto alcance que se puede aprovechar para su estudio. Los 

sistemas desordenados se clasifican en dos grupos: sistemas 

de desorden sustitucional y sistemas de desorden topol6gico, 
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e~: tos vasoB parJ t.:st.:.ud.L1r las vibraciones, fJ(! cueula con un 

r'c,d0lo q1lu c;olire."ol.e por su senc1.1Jez y con!;1!;l" funcii't:n,,ntaJ·

í~1enl0, l:J¡ !:;u¡1oner p(!nuc~na~~ ma~¿J s tHlJ dtis po1· mu0llt:.!s que sus-

. :1·uv<~r1 ¿1 1<; .. ~Lr..ifüc_~ / .:.1 lil::: fuLr¿GtB d~~ cuia.!UL611 cntru ellu.:~. 

·.as c,;s de1: 11·, proporcional es a 1 os desplazamientos, y por 

~:.. tanto pouc.,mu!; aplica 1.· la cor.ucida Ley de !loo Le. Otra .1m·

?Jrtantc aproximaci6n que se hace, es considerar sólo inter-

E!>U! r.1odel0 tc6cico p1E~Ó(; ser c'h'SiHTolJa,:Jo en una, 

~Js y tcc:; d.1.mens.1.on"''-'• Hacer nstudios de s.i.!;tema teórico cíe 

~lmcnsionalidad restringuida no es solo un ejcrclclo que pue

¿a resultar matemáticamente menos complejo, sino que existen 

sistemas fisicos de tres dimensiones que presentan caractc

r1sticas parecidas a sistemas teóricos de una y dos dimensio

nes; ejemplos de esos son los polímeros y los compuestos or

gánicos en cadenas y capas respectivamente. Sin embargo, exis 

ten diferencias entre los sistemas reales y los teóricos, cita 

remos concretamente el caso de los pol1meros, que idealmente 

se pueden tratar como sistemas unidimensionales, pero cuyo es

pectro fon6nicos es algo intermedio entre el obtenido teórica 

mente para una y dos dimensiones. Se piensa que esto se debe 

a que las cadenas poliméricas, se unen de vez en cuando. Es 

asi como se tiene un problema de un sistema con dimensionali

dad no entera: entre una y dos dimensiones. 

En la primera parte de esta tesis hemos analizado ca 

<lenas lineales unidimensionales y la red cuadrada. En la se

gunda parte nos ocupamos de la red rectangular, que constituye 

un primer paso en el desarrollo de un modelo general, donde al 

introducir desorden,se pueda estudiar dirnensionalidad no entera. 
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Esta red esencialmente consiste en un arrego de N cadenas 

lineales de particulas de igual masa unidas por resortes, que 

producen fuerzas centrales arm6nicas de magnitud constante, 

es decir, cada N sitios se tiene una ligadura entre las cade

nas. El desarrollo posterior de este modelo, tema de otro 

trabajo, debe contemplar el caso desordenado, esto es, dicha! 

cadenas estarian unidas al azar, con tal que en promedio exi~ 

ta una ligadura cada N sitios. Los espectros fon6nicos asi 

obtenidos, ya serian comparados con los datos experimentales 

de los espectros reales de los polirneros mencionados. 

En vista de esta problem&tica, hemos organizado el 
material, en la siguiente forma: 

En el primer capitulo, abordamos el problema en gen~ 

ral. Se revisa la teoría lagrangiana de las pequeñas oscila

ciones. Se discute la ecuaci6n de movimiento, la matriz din! 

mica, la ecuaci6n de autovectores y autovalores, elementos 

todos relacionados con esta teor!a. Se definen y se explican 

en forma breve, los conceptos fundamentales del movimiento 

oscilatorio en arreglos peri6dicos, tales corno: frecuencias 

normales de vibraci6n, modos normales de vibraci6n, frecuencia 

de corte, espacio reciproco, zona de Brillouin, curvas de dis

persi6n y densidad de estados. Resolvemos ejemplos sencillos 

para aclarar las ideas anteriores y además familiarizarnos cor 

las técnicas matem!ticas que mas tarde se aplican a casos mas 

complejos. 

En la primera ¡>Arte del capitulo dos, se estudia la 

cadena lineal finita con diferentes condiciones a la fronte

ra: extremos fijos, extremos libres y ciclica. Aqu1 hemos 

introducido un m6todo original que permite resolver en forma 

inmediata el determinante secular, empleando los polinomios 

de Tchevyshev de I y II tipo. En el caso de la cadena cíclica 
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aplicarnos el m~todo de la matriz de transferencia en el an!

lisis, que resulta muy ventajoso y eficaz. En los tres casos 

aprovechamos la periodicidad de la cadena lineal para encon

trar las frecuencias y los modos normales de vibraci6n. Estos 
resultados los conjuntamos dentro de la relaci6n de dispersión 

y los discutimos ampliamente. 

En la segunda parte de este capítulo examinarnos la 
cadena lineal ordenada infinita. La periodicidad que tambi~n 
presenta este sistema, nos permite aplicar el teorema de 
Bloch a la ecuaci6n de movimiento y trasladarnos al espacio 
k, donde podemos interpretar nuestros resultados en la prime
ra zona de Brillouin y es muy cómodo visualizar el comporta
miento de este sistema. Entre los resultados que se deben 
mostrar, ésta es la existencia de una frecuencia máxima que 
alcanza el sistema, además, ~staLa calcularnos anal!ticamente, 

(frecuencia de corte), la relaci6n de dispersión que rela
ciona las frecuencias normales de vibración con los modos 
normales, la obtenemos mediante la matriz de transferencia. 
Para calcular la densidad de estados hemos usado el método 
de las funciones de Green, no sin antes definirlas en el 
ap~ndice uno. Encontramos una relación ·para la densidad de 

estados en t~rminos de estas funciones y el cálculo resulta 
inmediato. 

En el capítulo tres se realizó un estudio análogo 
de las vibraciones, sólo que ahora en una estructura de dos 
dimensiones: la red cuadrada. Aprovechamos nuevamente la p~ 
riodicidad de la red para encontrar la relación de disper
sión, mostramos la primera zona de Brillouin, trazamos la CUE 

va de dispersión y las superficies isoenerg~ticas, calculamos 
y comentamos la frecuencia de corte para este caso. Aplica
mos también las funciones de Green para encontrar la densidad 
de estados. Para esto se deriv6 la expresión de la función 
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de Green para la red cuadrada en el apéndice dos, donde 

adem!s confirmamos la forma de la expresi6n para la relación 

de dispersion, que por este método se obtiene en forma direc 

ta. A través de un cálculo numérico evaluamos la densidad 

de estados. Por último, se traza la curva de la densidad, 

que representa el espectro fon6nico. 

En el cuarto y último capítulo de esta tesis nos 

ocupamo~ de la red rectangular, que como ya se dijo, consti

tuye el primer paso al estudio de espectros fon6nicos de si~ 

temas desordenados reales. El estudio de la red rectangular 

comprende conocer, la ecuaci6n de movimiento, la relaci6n de 

dispersión y la densidad de estados. La expresi6n de la de~ 

sidad de estados en términos de las funciones de Green obte

nida para la red cuadrada se modifica adecuadamente para 

calcularla en este caso. Elaboramos un programa computacio

nal que aparece en el apéndice cuatro, donde se calcula num! 

ricamente la densidad de estados para varios casos de redes 

rectangulares. Finalmente incluimos un análisis de estos es 

pectros, discutimos los principales resultados y destacamos 

los casos extremos, es decir, extrapolamos cuando n tiene a 

uno y, en el apéndice tres, lo hacemos cuando n tiende a in

finito. En esta forma podremos comprobar que nuestro modelo 

alcanza los límites correctos. Además en las conclusiones 

se presenta una revis6n cr!tica de todo el trabajo. 



CAPITULO I. 

1,1 El movimiento vibratorio en 
arreglos peri6dicos. 

1.2 Forrnulaci6n general del 

movimiento oscilatorio 

de baja amplitud. 

1.3 Ejemplos sencillos. 



l, 1 EL MOVIMIENTO VIBRJ\'l'ORIO EN l\RHEGLOS PERIODICOS 

Periodicidad- Frecuencias normales- Modos norma 

les de vibraci6n- Relación de dispersión- Curvas 

de dispersión Precuenc1a de corte- Densidad de 

estados. 

Ir.ipulsaclo por el deseo ir.d6mito por conocer a la 

naturaleza y a sus leyes, y descritÍ.:rlas a través de formas 

simétricas, un descubrimiento de q:randes alcances ha hecho 

el hombre: la period1cidutl. 

Se encontrG qua la estruc~ura interna de algunos 

materiales e61Jdos estfi constituida por agrupaciones idénti

c¡¡s de átomos o de moléculas, que se repiten periódicamente 

formando redes ordenadas. Estas estructuras no permanecen 

en reposo sino que vibran cont1nuaffiente. 

No menos importante resultó el hecho de que las 

funciones que se pueden definir en la red, tales como los 

movimientos de los elementos que la forman, las frecuencias 

a las que vibra, etc ••. son tambi€n periódicas ¡y con el mis 

mo periodo de la red! Este hecho tan notable constituye lo 

que se conoce como Teorema de Bloch. 1 

Un modelo muy coman para estudiar las vibraciones 

en estas redes ordenadas, es un arreglo de masas y resortes 

ideales acoplados, formando un sistema de osciladores arm6-
nicos. Estas masas sustituyen a los átomos, y los resortes 

representan las fuerzas de cohesión entre ellos. Cuando se 

ponen a vibrar a baja amplitud uno de estos arreglos, las 

amplitu1es y las fases del movimiento dependen de nuestras 

condiciones iniciales; es decir de la manera y de la posición 

con que se inicia el movimiento. Sin embargo se puede lograr 
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que las masas que constituyen el arreglo vibren todas a una 

misma frecuencia. Esas frecuencias que llamamos frecuencias 

propias o frecuencias normales de vibración, no de¡»~nd<m tle 

Jas condiciones iniciales del movimiento, sino qua de las 

propied,Hles de l. sis tema. /\demás, 110 toman cualquier valor, 

sinu vwlüres disL:1·etu.s. 

Comprobaremos este último hecho en la carlen,:t lineal 

finita ordenada, con diferentes condiciones de frontera, en 

la red cuadrada y en la red rectangular. 

A las formas particulares que adquieren las cadenas 

y rc~der~ vibri1nclo a estas frecuencias normules, se l<·'.s cono

ce corno modos normales de vibración o autoestados. 

Podemos visualizar fácilmente este fenómeno en una 

dimensión. Tomamos por ejemplo el caso de cuerda vibrante 

sujeta en sus extremos. En un modo normal todos los puntos 

de la cuerda están vibrando a una sola frecuencia, en forma 

senoidal, aunque con amplitudes diferentes. Lo que sucede, 

es que si perturbamos un extremo a esta cuerda confinada, se 

inicia una oscilación en forma de una onda viajera que se 

refleja en el otro extremo. Esta onda reflejada se combina 

con alguna otra incidente produci~ndose una onda estaciona

ria. Asi, la condici6n para que se establezca una onda 

estacionaria, es que sus extremos finales sean nodos y todos 

los dem~s puntos de la cuerda vibren a una misma frecuencia. 

Entonces, la longitud l de la cuerda debe medir exactamente 

un nCimero entero de veces media longitud de onda A¡ es decir: 



(1.1) 

(l.2) 

(l. 3) 

nX 
2 .e. para n=l,2,3, ., , 

Si conocemos la velocidad v de la onda, y puesto 

que: 

).. = V 
f 

las frecuencias normales de vibraci6n fn son: 

f = n nv 
TI 

para n=l,2,3, ... 

que CJfectivamente toman valorei:: discretos. 

Es importante señalar que s6lo en este caso las 

frecuencias son mültiplos de las otras. En general esto no 

se presenta en cualquier otro sistema. 

9 

La razón de este comportamiento tan peculiar es 

que en la cuerda fija, la densidad y la tensi6n son unifor

mes. Por lo tanto todos los puntos de la cuerda tienen inc~ 

cia y elasticidad igualmente distribuida; de tal forma que 

existen muchas maneras posibles de intercambiar energía po

tencial con energía cinética, durante la oscilaci6n. En 

cambio en un sistema masa-resorte, la elasticidad está con

centrada en el resorte y la inercia en la masa, así que s6lo 

hay una manera de intercambiar energía potencial en energía 

cinética o viceversa. 

El primer modo normal de vibraci6n para la cuerda 

vibrante confinada corresponde al caso sin nodos intermedios, 

al segundo modo corresponde un nodo intermedio, al tercer 

modo dos nodos intennedios. En la fig. 1.1 mostramos estos 



2.1,1 LA CADENA LINEAL FINITA CON EXTHEMOS FIJOS 

N mas as 

Fiq. 2.2 Cadena lir.eal ordenada finj.ta con extremos libres. 

Contamos ahora con los elementos necesarios par;;i exa

minar la cadena lineal ordenada. 4 

Este es un arreglo formado de N masas iguales conec

tadas por resortes de igual constante de fuerzas m, acotado 

por paredes fijas en los extremos, tal como se muestra en la 
Fig. 2.1. Consideremos ul sistema vibrando y tomemos sólo in-· 

tcracciones a pri.r:leros vecinos, Este es el caso conocido como 

de "fuer?.as centrales". 

En vista de que los extremos están fijos, la condi.

ción a la frontera queda expresada por; 

(2.1) 

( 2. 2) 

UQ = ~+l o, 

donde u 0 y uN+l son los desplazamientos de masas 

ficticias o y N+l respectivamente. 

La energía potencial para la cadena es: 

donde aqu1 el subíndice etiqueta el sitio, 

Los coeficientes de la matriz dinámica son: 



y 
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tres primeros modos normales. 

y 

--l-

Fig. 1.1 Tres primeros modos normales de una cuerda vibrdntH 
confinadq, 

Podemos generalizar este resultado diciendo que el 

11Cimero de modos normales es igual al número de nodo¡¡ menos 

uno. 

En dos dimensiones vamos a tener también nodos, 

pero esta vez serán lineus (lineas nodalcs), y para tres di

mensiones tendremos superficies nodalos. 

Por otro lado, el n!lmero de modos normales de vibra 

ci6n, es igual al número de grados de libertad menos el nCíme

ro de constricciones que tiene el sistema. Comprobaremos este 

importante resultado para los casos ya mencionados. As1 para 

la cadena lineal ordenada de N masas con la constricción de 

moverse en una direcci6n, hay N modos normales de vibración. 

En un sistema infini~o el número de modos es infi

nito, aunque acotado. 

La expresión matemática ~ara los modos normales de 

vibración se encuentra aprovechando la periodicidad de la red 
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y as1 aplicar el Teorema de Bloch. 

Ef; rJecil·; dé! las ecuaciones de movimiento para las 

masas, conjuntarni:,nL(' con nut~stras C>-nd1ciones de irontera; 

contraremos un<1 :;olit expresión para todo el cor::1unto, qu"' n 

re lac iuna 1., í n,ctwncia normal con rpc: v itira el arn:c¡lo y , 

modo respect 1vn (· .. ~c.,(~.) ;i tambJdn w·-~ (Jq, drJnc.h: }; es e.: 

vc::ttJr ele, r~11•H cir, ·1" vj !Jraci 6n y to ] '-' i'r-ecuencJ.i: normal). 

Estas rel.:ici.unt"i rer:.ib:m el nombre c1r~ relacjones de disper-

~l c1racler periódico que tanbi~n van a presentar 

estas gráfic:.i", nor-; pc;rmi.te lrabaiar en una región represen

tativa en otro espacio (el espacio E1; donde resulta muy c6~~ 

do y exacto estudiar las propiedades de la red, como lo cons

tataremos pat .1 los problemas particulares que nos hemos pro

puesto. EstaH regione~ las conocemos como Zonas de BrillouiL. 

Una carncterística relevante de estas vibraciones 

en redes periódicas, es la existencia de una frecuencia máxi~a 

o frecuencia de corte. Es decir, existe una frecuencia máxi:-a 

para la cual podemos 1~xcitar nuestro sistema, y tener a un modo 

normal. Más allá de este limite el movimiento no se propaga, 

sino que se desvanece en la red. 

Podemos observar esta frecuencia m.1xima en las cur

vas de dispersión o calcularla a través de nuestras relacio

nes de dispersión. 

Para conocer la distribuci6n de los modos normales 

de vibración a doterminadas frecuencias es necesario calcular 
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la densidad de esti.ldos; que Sé" deiine crw«:_. ten número de modos 

normales por intervalo lm1dad de 1-r"-l<.:U8r:cJ ¿¡. Este concepto 

resulta muy út.i.J en vista que podemos Cülculnr prome:.iios de 

cualtJUicr ':ar1alJle cstadi:3r:;.:_c11 1 tal ,;s cor:10 la i:er1ergfa total 

del sisternd o su culor espec~fico. 

l\sf hemos definrlG ios conceptos b5.sicos qlle se m~; 

nejan a lo larqo de esta tesis; asimismo hemos comentado bre 

vemente algunos rcsult~dos que obtendremos m5.s adelante parü 

nuestros problemas part.iculares, donde se discuten ampliamel!·· 

te. Empero creemos necx's,·! r .: rj presentar enscc¡uida una formu

lac i6n al problema dt) OHci:aciones de büJil amplitud en forrna 

general, desde el punto de vista cl6sico. 



l , 2 FORMULACION GENERAL DEL MGVIMIENTO 

OSCILATORIO DE BAJA AMPI,ITUD. 

Pensemos en un conJunto d1• mas:is y resortes acopl~ 

dos que forman una red, oscilando a baJa amplitud, alrededor 

de sus posiciones de equilibrio estable. 

Las características principales que suponemos tiene 

tal sistema vibrante de baJ::i. amplitud son: 

a) Tratamos con un sistema cerrado, porque supone

mos que no cst~ sometido n iuerzas extornas. 

b) Es un sistema conservativo, ya que hemos despru

ciado fuerzas disipativas o de fricción: en consecuencia, la 

energía potencial s6lo depende de la posición, y la lagrangi~ 

na no depende del tiempo cxplicitamcnte. 

Vamos a representar q 1 , ••• ,qn a las coordenadas g~ 

neralizadas. Las fuerzas generalizadas Qi satisfacen, en 

las posiciones de equilibrio, 

(l. 4) Qi= - (lY_) = o. 
3qi 

Esto significa que el potencial que hemos llamado 

V tiene un extremal en las posiciones de equilibrio. 

Si las pequeñas desviaciones se denotan por qi y 

las coordenadas generalizadas en equilibrio por, qo11•••rqoi; 

(l. 5) 
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Por simplicidad, tomemos las coordenadas cartesianas 

en una dimensi6n, u 1 , .,.,un como las coordenadas generaliza

das, por lo cual las ecuaciones (1.4) y (1.5) nos quedan: 

(l. 6) tiu= U Di - ui , 

(l. 7) Fi -av o. 
aui 

En vista de que V es analítica, entonces podemos 

usar el Teorema de Taylor 2 y expander la energía potencial 
alrededor de las posiciones de equilibrio u

0
i¡ por lo tanto, 

tenernos para un sistema den partículas. 

(l. 8) 

+ 

Si suponemos que la posici6n. de equilibrio, coinci 

de con el cero de potencial de nuestro sistema de referencia; 
el primer t~rmino de la serie es nulo y por la condici6n (1.7) 
el segundo t~rmino es tambi6n nulo. 

En consecuencia, el primer t6rmino de la serie di
ferente de cero, es el cuadr4tico en los desplazamientos 

(u1-u
0
). La aproximaci6n de oscilaciones pequeñas nos perro! 

te despreciar t6rminos de orden mayor y escribir: 

(l. 9) 

Por otro lado, ya que las coordenadas generalizadas 



l:; 

no dependen expl:ícitarrente del tiempo y nuevamente por sim

plicidad tomando a las coordenadas cartesianas en una dimen 

si6n, la energ:ía ciné~1ca queda descrita por, 

( 1.10) 

(1.11) 

(1 .12) 

(1.13) 

( 1.14) 

T=~U:M (u-u.)(u.-u.), 
ij ij l. 01 ) O) 

donde Mij es el tensor de masas, que es simétrico¡ 
es decir: 

/1 .. = M., • 
l] Jl 

Sea: 

que tambi~n es simétrico, esto es: 

por lo tanto, la lagrangiana toma la forma: 

. . 
L= ~ ¿¿ {M .. (ui-u 1) (uJ.-u .. ) -

ij l] u u J 

Para obtener la ecuaci6n de movimiento recordamos la 

ecuación de Lagrange 3 • 

( 1.15) d ( aL ) - :lL 
dt~ )U 

o 

La diferencial total de la lagrangiana (1.14) es: 



lL 

( 1.16) dL 

D. . (u. -u . ) d (u. -u . ) } • 
lJ ) o) l Ol 

Para efectuar la suma podernos intercambiar i con j 

en el primero y tercer tórrninos; usando las relaciones de si 

metría (l .11), (l.13) l.:t Clltima ecuación se reduce a: 

( 1.17) 

(1.18) 

1.19) 

( 1. 20) 

dL 

Entonces: 

a (u .-u . ) 
l o J. 

¡: . .M •• (u . -u . ) , 
J lJ J u] 

Finalmente, las ecuaciones de movimiento son: 

,-
j 

Estas ecuaciones de movimiento son ecuaciones di

ferenciales homogéneas con coeficientes constantes, por lo 

tanto, proponemos una solución del tipo: 



{l.21) (u .-u . ) 
J o J 

a exp(-i1ut), 
J 

Hemos aplicado un3. transformada de Four:icr·a1 esp~ 

cio de las -'s, que representan las frecuencias propias o 

frecucnc:as nonna1eo; cte vibración, y 1ws a's son las amplit.1:!, 

des de la oscilaci6n. 

Susti~1yendo la ecuación (1.21) en la (1.20) nos 

queda: 

(l. 22) o. 

Esta relación constituye un sistema de N ecuacio

nes lineales homog6neas, para las a. que tienen solución d1-
J 

fercnte de la trivial, si el deterninante de los coeficien-

Esto es: 

(1.23) Di 1 ·· 1.u~M11 D12-w 2M12. D -w 2M in in 

D21- ,,., zM2 2 D22-w 2 M,2 0 2n-~ 2 M2n 

=O 

D -n1 w2 M . n1 . . . . . .O -w 2M nn nn 

o expresado como un problema de valores propios, no ordinario, 

por la presencia de ~,que es en general diferente de la iden

tidad,¡;. y se tiene~ 



( 1. 24) 

( 1. 25) 

(1. 2 6) 

IJ 

donde 

y finalmente el determinante (l.23) se puede escri

bir, 

o , 

que es la llamada ecuaci6n característica o secular 

y ~ la llamada matriz din~mica. 

Si resolvemos este sistema, nos queda una ecuaciOn 

algebr&ica üe grado N respecto a w', cuyas raíces noe dan las 

frecuencias normales de vibraci6n. Si retomamos la ecuación 

de valores propios (1.24) y reemplazamos estas w's, ·obtene

mos los vectores propios que corresponden a los modos norma

les de vibración. 

Consideramos a continuaci6n algunos ejemplos senci

llos, con el fin de ilustra la t6cnica y aplicar la teoría 

descrita; para abordar en el siguiente capitulo el problema 

de la cadena lineal. 



1.3 EJEMPLOS 

i) Iniciarnos cata sección co~ el estudio de un sis 

tema muy simple, formado por dos masas iguales acopladas a dos 

resortes de igual constante de fuerza "' como se muestra en 

la figura 1.2. 

Fig. 1.2 Sistema de dos masas iguales con resortes iguales 

sujeto en uno de sus extremos. 

Ya que tenemos sólo fuerzas centrales a primer orden, 

la energía potencial es, según la ecuación (1.6), 

(l. 28) 

(l.29) 

en donde u 1 , u 2 son los desplazamientos de las masas 

m1 y m2 respectivamente, en la dirección x. 

Calculemos ahora los elementos de Q, 

a 2v 
2a "'v -o 

au~ 8u20U1 

a2v :izv 
= a -a 

au 2 
2 au 1 au, 

Entonces, la ecuación secular es: 



(l. 3 O) o 

M 

1 2 

-1 

l j 

-1 
o 

Deseamos encontrar tanto las frecuencias normales, 

como los mr)J.os norma le:; ,j,_, v .i.brac.:iór.. Aprovechamos para 

mostrar un m&todo general para resolver el problema de vale 

res propios de una matriz de 2 x 2. 

(l. 31) 

(1.32) 

(l. 33) 

(l. 34) 

(l. 35) 

Consideramos una ecuaci6n secular de la forma: 

-e 

(1-L' -A) (Mw 2 -B) -C 2 =O; 
-e 

En la que A, B, e, son los elementos de la matriz 

dinámica. 

Por lo tanto, los valores propios son: 

M.i~= ~(A+B} -F 

en donde F es, 

F= ~ /(A-Bi:+4C 2 

y w1 w2 representan las frecuencias de vibraci6n. 

Si definimos; 



( 1. 36) 

(l. 37) 

(l. 38) 

(l. 39) 

(l. 40) 

(l. 41) 

(l. 42) 

1\-Mw' 
2 

es fácil ver de (1.31) que, 

:n 

Ahora, de la ecuaci6n de valores propios (1.24)que 

en este caso es: 

( 

a1 ) = 
01 a2. 

y de la condición de normalizaci6n: 

(a1, 

_1 (' b-c1) 
/c2+b2 

l 

1 ( :: ) 

+ ª2 
l 

1 

en donde a1 y a2 son los vectores propios respec

tivos de w1 y w2 y que cumplen con: 

a1 • a2 =·o debido a (l.35), (1.36) y (1.37) 

De forma que hemos encontrado una base completa orto 

normal para el problema, formada por los vectores a1 y a2 

como coiumnas. 



Sea g la matriz formada por tales vectores represe~ 

tada en dicha base. 

(l. 43) 

(l. 44) 

(l.45) 

(l. 46) 

(l. 4 7) 

Esto es1 

-e e 
Ñ1 Ñ2 

Se= 

b1 b2 

Ñ1 Ñi 

donde hemos puesto: 

lc 1 + b: 
1 

Veremos que esta matriz es unitaria, 

+ 

pero: 

Cb1 

N1N2 

C(b1-b2) 

Por lo tanto la matriz (1.43) es unitaria. 

lg 1 l. 

Para encontrar la inversa g-~ aplicarnos la siguiente 

propiedad de las matrices unitarias, 

(l. 48) q¡ ) * 



(1.49) 

(1.50) 

(l. 51) 

(1.52) 

:; J 

+ donde (ª ¡*es la transpuesta conjugada de~ y~ 

la adjunta de ~· 

La inversa es simplemente: 

s-1 -e b1 

Ni" N1 

-e b2 
N; N2 

podemos ahora realizar la transformaci6n de simili 

tud, 

que nos proporciona la representaci6n diagonal de 

hamiltoneano cuyos elementos diagonales son los 

eigenvalores t"1 y co 2 • 

Esto es: 

o 

o bien, 

~ 1 Mwi 1 ~ o\ Mw~ o 
y 

o o 1) 1 

donde, o son los vectores propios en 
y 

o 1 



esta nueva representación. 

Aplicando la matriz g dada por (l.43) recobramos 

Es decir: 

(l.53) 
s ( : } a' Y s (:} ¡' 

Aplicando estos resultados a nuestro problema parti

cular. Según las ecuaciones (l. 32) y (1.33); 

¡l. 54) ( 3+ /3) 

(l. 55) (3-/5). 

Por consiguiente w1 y w2 son las frecuencias norma

les de vibración, podernos advertir que w1 > w2 • 

Al modo que corresponde a la frecuencia w1 , lo llam~ 

~os modo óptico, y al que concierne a w2 modo acüstico, ya que 

las frecuencias de dichos modos corresponden al de la luz y al 

del sonido respectivamente, cuando las masas son los átomos de 

~n sólido y las fuerzas de enlance son las fuerzas de cohesión 

entre ellos. 

De las ecuaciones (1.40) y (1.41) para los vectores 

¡:iropios: 
~ 

! 1 

• 53 \ 

"tBS 
(l. 56) ªl ª" i 

-.53 ·") 
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y ademas; 

(l. 57) a 1 + al 
X y (. 85) 2 + (. 53) 2 = 1 

a z + a 2 
X y 

que confirma la ortonormalidad de los modos de vibr~ 

ción. 

As! tenemos los modos óptico y acastico, que repre

sentarnos con flechas a escala en la figura 1.3. 

Fig. 1.3 Modos de vibración, para un sistema de dos masas 

iguales acopladas a dos resortes iguales con paredes en un 

extremo. La Fig. 1.3a representa el modo de vibración acasti 

co. La fig. l.3b el modo óptico. 

Podernos apreciar el ~pvimiento de las masas en el 



modo acGsLico es (;n 01 nn!;mo :;entido pero con magnitude;; difr2-

rent·: .. ::~ en su dt!SplE.LZllmic1it .. J. 1:11 cambio en•'!] rn:,clo 6¡.!tlt~o L1~J 

masas vibran en sr~ntido,; contrarios y tambil'.:n con d1f·.crerit<• ma_r;¡ 

niturJ '-'º sus dc·:;p~''zamiento'.i, '.iil como nüS u1ccn las ecuaciones 

(l. é,6 ¡ . 

i1) l.::Jemplo 2. 

El ~ig~¿cnte eJcmplo nos inicia en el estudio de vi

braciones en dos dimensiones í riq. l. ,1). Veremos en este pro

ble~a particular que implicaciones tiene en el movimiento de 

las masas en las direcciones X y Y, el hecho que tengamos enla 

ces a~~~lados perpendicularmente. 

m m 

Fig. 1.4 Sistema de masas y resortes en dos dimensiones. 

la energía potencial es: 

(l. 5 8) 

u 1 , u~ son los vectores desplazamiento; 

U¡ u 
2 



/ / 

Por lo tanto1 

Ü21 "' (u2 + u' ) • Ü2 
lX iy 1 

1 
(u 2 + u 2 ) y 

2X 1y 

(l.59) (u - u ) ) 2 

iy 'Y 

Con estos resultados V toma lu forma: 

(l.60) V =a (u 2 + u 2 + u + u 2 -u u - u u ) 
lX iy 2X 2Y !X 2X iy 2y 

En consecuencia, la matriz dinámica es: 

(1.61) 2a -a o o 
-<1 2a o o 

D o o 2a -a 
i 

o o -a 2a I 
y la ecuaci6n secular; 

(l. 62) Mui 2 -2a a o o 
a Mw 2 -2a o o 
o o Mw 2 -2a a o 
o o et Mw 2 -2a 

~sta forma tan particular de la matriz dinámica y de 

la ecuaci6n secular nos indican que los movimientos en X no se 

acoplan con los movimientos en Y. Tambi~n nos permite dividir 

la ecuaci6n secular en bloques de 2 x 2 y entonces aplicar los 

resultados del ejemplo anterior. 

De agu1 que, por las ecuaciones para los valores pr2 

pi os (l. 3 2) y (l. 3 3) . 



2 é: 

1 63) Mui~ ~ (A + B) + F Mw; 

" ~ • 64) Mw 2 
2 

!:¡ (A+ B) F Mw 2 

" 

o bien, 

'l. 65) W1 .. W¡ IYa/M 

(1.66) Wz (d 4 !Olf:f 

Estas son las frecuencias normales de vibraci6n. 

Podemos apreciar que este es un caso de estados de

generados doblemente. Para una misma frecuencia normal de vi

bración, corresponden dos estados propios o modos normales de 

vibración distintos, como lo confirmamos enseguida: 

Sean a1 y a2 los vectores propios en cada bloque 2 

x 2, cuyos valores vienen expresados segOn las ecuaciones 

(1.40) y (1.41) que reescribimos, 

(l. 67) 51 -e\ -2 -e a 
Ni 

\ 
'N; 

,~) 
y 

1b 

. Ni \ N 2 J 
\ 

Entonces, los vectores propios expresados como vec

tores columna son: 



2'.J 

1 l 1 

(l.68) 'l'I 72 a1 'fin = 12 i ali 
\al ~-a~I \ I 

'fnI = 
1 ' " 

1 72/a2i 'i'¡y ª2\ 
1 1 -a2} \ a2' 
1 J I 

Es deciri 

I \ 

(l. 69) '-C 1 

1 b1 \ 

¡ _C / 

\ b1 ¡ 
1-c \ = 

/ b1)I 1 

, e 

i -b1 

e 

Reemplazamos los valores de e, b1, b 2 , tomados del 

determinante (1.61). 

(l. 70) 

Y finalmente encontramos los modos normaleú: 

15 ! -1 \ 

-1 ' 

-1 1 
1 

' -1 

i'II 
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'fIII = Ji -1 'í'IV ; r-~ \ -1 

1 1 
1 

1 

1 -1 J 
/ I 

Los diagramas de la Fig. 1.5 nos sugieren el tipo 
de movimientos que tenemos en este sistema de acuerdo a los 
vectores propios que hemos encontrado. 

Figuras l.Sa y l.Sb Modos acGsticos de vibraci6n, dados por 

los autovectores 'f¡ y 'frrr· 

' Fig. l.Sc y l. Sd Modos Opticos de vibraci6n para los vectores 

propios expresados por 'fII Y 'frv· 
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Figura 1. 5 

a) Aquí las masas vibran en fase a la frecuencia w1 • 

b) En este segundo modo acastico las masas vibran 

también en fase,a una frecuencia igual que la anterior pero 

en el sentido que indican las flechas. 

e) En este primer modo 6ptico las masas vibran en 

fase a una frecuencia de w2. 

d) Esta figura representa el segundo modo óptico, 

las masas vibran en la fase a la misma frecuencia del modo 

anterior. 

En los capítulos siguientes pasaremos ya el problema 

que nos ocupa: vibraciones en redes en una y dos dimensiones. 



CAPITULO II. - LA CADENA LINEAL ORDENADA -

(Fuerzas C~nLrales) 

2,1 LA CADENA FINITA 

2.1.1 

2.1. 2 

2.1.3 

2. l. 4 

Con extremos fijos 

Extremos libres 

Cíclica 

Método de la matriz de transfe 

rencia para la cadena cíclica 

2.2 LA CADENA INFINITA 

2.2.l Análisis de la cadena lineal 

ordenada infinita a través de 

las Funciones de Green 
2.2.2 Cálculo de la densidad de esta 

dos 

2.2.3 Zona de Brillouin, curva de dis 

persi6n, frecuencia máxima 
• 
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(2. 3) ;¡2y 
2ci, 

_rr ~Y---2· -ll 
' 

-o. 
au2 au3 au2 aui ilu2 

a 2v a zv a2v ~zv 
JU2dU¡ 

-a 
2ci; -a¡ --=O 

ÍIU. 2 au 2aui :;u
3 
aui 

1 

En forma explicita la matriz se escribe, 

\ 
(2. 4) 2ci -o. o 

-o 2o 

o 

-a 

o -(1 2a N 

Tomando ceros en los sitios en blanco, Esta matriz es 

tridiagonal y sim~tric~ el subindice indica el orden de la 
matriz. 

{2. 5) 

{ 2. 6) 

La ecuaci6n secular es: 

esto es: 

A 
N 

A= 
N 

mtu 2 -2o. o 

a m.i 2 -2a 

o 

o o 

o 

o ..... o 
a 

o 
a 

a mw 2 -2a N, 



(2. 7) 

nuevamente con c~ros para los espacios vac!os, 

Revolvemos el determinante para N = 2, 3, 4, 

esto es, 

o 

o o 

o o a 

!S 

Por lo tanto podemos escribir el valor del determina~ 

te en forma general como: 

A = (mw 2-2a) A -a 2 A = O 
~ N-1 ~-2 

Si definirnos: 



12 .8) 

(2.9) 

( 2 .10) 

(2. 11) 

D 
n 

o bien, 

D e¡ 
n n 

además si, 

e= 

La ecuaci6n (2.7) se convierte en, 

e D -D 
n-1 n- 2 

36 

La forma de esta Gltirna expresi6n nos permite identl:_ 

ficarla, con la f6rmula de recurrencía para los polinornios UN 

de Tchebyshev 5 del tipo II, para las cuales se cumplen que: 

(2. l 2a) 

(2. l 2b) 

( 2. 13) 

o bien, 

por lo tanto, podemos suponer que 

Por otro lado, ya que e mw 2 

a 
-?. 



37 

(2.14a) e > -2 

donde, mw 2 > o -a 

se puede concluir que, 

(2.14b) e = -2x; donde, 

(2 .15) X = COS 0 para < 8 < '11 

es decir 

(2.16) e = -2 cos o 

como se verá mas adelante ~2 < 4~, de donde e ~ 2, y la defin~ 
m 

ci611 e "' -2 cos 'o para O, 5. 0' < 11 se cumple perfectamente. 

Podemos aprovechar la siguiente relaci6n funcional 

para dichos polinomios: 

(2 .17) U = sen(N+l)e 
N sen o 

dado que DN = O y por las ecuaciones (2.13) y (2.17), 

tenemos que, 

(2.18) sen (N+l)8 =O 

y 

(2.19) sene 1' O 

las cuales se satisfacen cuando: 

(2.20) (N+l) = k11 donde k = 1,2,3, ... , N, 



(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

lo que implica que: 

0 = k11 
N+l 

o bien, 

cose= cos 

38 

De las expresiones para e dadas por (2.10) y (2.16). 

coa mw 2 -2a 
-( 2a ) 

para k = 1, ••• , N. 

Esta es la ecuaciOn de dispersiOn para la cadena lineal 
ordenada finita con paredes fijas. 

De esta relaciOn se puede observar que existen N fre
cuencias normales y por lo tanto, N modos normales correspondien
tes de vibraciOn, a la vez N es en n1lmero de masas mOviles que 
tenemos en la cadena. 

Obslrvese que k O ~ es un modo normal, lo que 
quiere decir que no se tiene en e~te caso el modo traslacional 
a frecuencia w = O. 



2, l, 2 - LA CADENA L!NLAL O!WJ::NADJ\ 

FINI'rA CON EXTRf:MOS LIBRES -

Busquemos ahora las frecuencias normales de vibración 

para esta misma cadena lineal finita con N masas, pero esta vez 

sin paredes en sus exlremos, ver figura 2.2. Consideramos nue

vamente sólo interacciones a primeros vecinos y fuerzas centra

les. 

(2.25) 

N masas 

Fig. 2.2 Cadena Lineal ordenada finita con 

extremos libres 

La condición a la frontera para este caso es: 

U1 - Uo o 

donde u 0 y uN+i son los desp~azamientos de las masas 

hipot~ticas y N+1, 

Con lo cual el potencial toma la forma: 
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N+l 
(2.26) V '· ~ (ui+1-ui) 2 

De manera análoga el caso anterior, se calculan los 

tGrminos de la matriz dinámica, esto es: 

( 2. 21) -a o 

2a 

o 
-o 2a -a 

o o -a 

con ceros en los espacios vacíos, fuera de los diagona-

les interiores 

( 2. 28) jmw 2 -n ·~ o 
1 

m-J~ 2 -2u o (l 

o 
J~rJ 2 -Ql o =O 

mw 2 -2a a 

o CI mw 2 -u 

N 

Retomamos de (2.10) el valor de e, con esta substi-

tuci6n el determinante secular, que llamamos ó se escribe: 

12.29) c+l 1 

1 c 

=O 
e 1 

1 c+l 
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Si calculamos el determinante para los primeros ca-

sos: 

c+l 1 c+l 1 o 
[', 2= = c +2c, /13= 1 e 1 

1 c+l o 1 c+l 

{13 c 3+2c 2-c-2, 

c+l 1 o o 

1 e 1 o 
[',~ .. c~+2c 3 -2c 2 -4c 

o 1 e 1 

o o 1 c+l 

Es decir: 

62 c 2+ 2c = (c 2 -1) + (2c)+l, 

Observamos que precisamente vamos obteniendo los po

linomios UN de Tchevychef del Tipo II, ya introducidos anter.~OE. 
mente; por lo tanto podemos generalizar para N, puesto que: 

(2.30) 

Si recordamos la relación (2.12) para dichos polino

mios, esto es: 



( 2. 31) 

y reemplazamos este valor en la ecuaci6n (2.30) 

nos queda, 

( 2. 32) (2+c) UN_ 1 (c/2) • 

Ahora si volvemos a utilizar la relación funcional 

para los polinomios 5 UN dada por (2.17), así como el valor de 

e que nos proporciona (2.16), obtenemos: 

'2. 33) 
2senWJ 
seno (1-coso) = O 

Si consideramos cada uno de los factores igual a 

cero, podemos encontrar las condiciones para e, del segundo 

factor en (2.33) se tiene que: 

( 2. 34) (1-coso) O, 

( 2. 35) coso= 1, 

(2.36) e= kn para k = 0,2,4, ••• 

en el intervalo (o,n) tenemos sólo una frecuencia normal, pero 

en O=O, hay una indeterminación en (2.33) que se puede resol

ver de la siguiente manera. 

Consideremos las siguientes fórmulas trigonométri-

cas: 

(2.37) 1 - cos o 2 sen 7 % 



í2.38) 

{2.39) 

,2.40) 

y 

sen e e = 2 sen 2 
o 

cos 2 

por lo tanto (2.33) es1 

sen 0/2 
óN = 2 sen NO cos 012 

o tambi€m, 

2 sen NO tan % o. 

4J 

O, 

Vemos que en e = O, tanto sen No como tan I son cero, 

·entonces O=O es una solución de (2.33) y se tiene un modo normal 

;:•ara o=O. 

En 0=TI tambi~n existe una indeterminaci6n, pero, debi

~o a que la tangente en (2.40) se va al infinito, descartamos 

~sta solución. 

Por otro lado si tomamos el ler. factor en (2.33), 

¡2. 41) 2 sen(NO) o, 

(2.42) Ne o, 
'·(··· 

6 

(2.43) Ne = kn 

(2.44) 6 
k11 N para k O, ... ,N-1, 

hasta N- 1 ya que O=n no es una solución; como ya co-



mentamos en el párrafo anterior. 

Finalmente combinamos los valores de e dados por 

las ecuaciones (2.10) y (2. 16), 

( 2. 4 5) 

y aplicamos la condición (2.44) para O 

(2.46) w2 
k 

2~ ( 1-cos ~) para k O, ••• , N-1 

Así, obtenernos los valores wk que representan las 

frecuencias normales de vibraci6n. 

4 ) 

La relación (2.46) nos indica que para la cadena 

lineal ordenada con extremos libres existen N frecuencias nor

males de vibración que corresponden a N modos normales de vi

braci6n, igual que en el caso de la cadena con extremos fijos, 

sólo que los valores para las frecuencias son diferentes; por 

lo tanto, los modos normales son distintos en cada caso. 

En particular w = O es un modo normal que correspOQ 

de a aquél en que todas las masas se trasladan solidamente. A 

diferencia con la cadena de extremos fijos, para la cual no se 

obtuvo un modo normal con frecuencia igual a cero. 



2.1,3 - LA CADENA CICLICA -

Ya que hemos resuelto el problema de las frecuencias 

normales para la cadena lineal finita, con extremos fijos y con 

extremos libres; es interesante estudiar a la cadena c1clica 6
•

7 

(que es equivalente a una cadena lineal unida en sus extremos, 

ver fig. 2.3). Visualizamos equ1 la diferencia entre los modos 

de vibración, y se realiza un análisis análogo a los anteriores. 

Fig. 2.3 Cadena C1clica - Masas y resortes iguales enlazados en 

sus extremos formando una cadena cerrada. 
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De la figura (2.3) podemos observar que la condición 

a la frontera es 

(2. 47) 

(2. 48) 

(2.49) 

(2. 50) 

(2. 51) 

U¡ 

Por lo tanto la energía potencial esta dada por1 

N 
V .:!_, ¡;(u.-u. 1 2 +~2 (u~1-ui) 2 

2 l. l.-1 ' 

donde, nuevamente las u's son los desplazamientos y 

como siempre a la constante de las fuerzas; o bien 

utilizando la función 6 de Kronecker, 

a 
V= 2 

O si i i- j 
( 

1 si i j 

N 
¡; (u. -u . ) 2 6. • + l , 

i,j=l l. ) l1J 
ya que u1 = uN+i 

derivamos con respecto a los desplazamientos: 

N 
a 
2 ¡; 

i,j=l 

por ejemplo: 

av -- a (u 0-ui) + a (uo-un-l), a u 0 

además 



( 2. 52) 

tos, 

( 2. 53) 

í2.54) 

t 2. 55) 

(2.56a) 

2.56b) 

47 

2a, - (l 

Derivarnos una vez más con respecto a los desplazarnie~ 

o bien: 

= (l 

N 

ª r 
ij 

N 
r. (o. ó. o .. 1-ºj ºi .s. ·+1 ij i,rn i,n i,J+ ,m ,n i,J 

Si sumamos sobre la i, 

(l 

sumamos sobre j, 

a2v a (o -o -ó +o l 
au au = m,n m +1,n m,n+l m,n 

rn n 

y finalmente, obtenernos el elemento ºmn de la matriz 
dinámica: 

=a [2ó -(ó 1 -~ 1ll • mn rn- ,n m,n-



48 

(2. 57) 2a -a -a 

-a 2a 

-) ~ 

-a -a 2a N 

La ecuación secular es: 

(2. 58) a 

a 

=O 
a 

a a 
N 

Si recordamos que e 

(2.59) c 1 O o 1 

1 c 1 O 

o 
1 o 

1 O 1 c 

donde N nuevamente marca el orden, 

Para calcular este determinante, lo expresamos: 

(2.60) 
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donde, ~ es el determinante (2.6) 

(2. 61) e 1 o o 

1 e 1 

o 
A 
n-1 = o 

1 

o 1 e N-1 

y 



Calculemos este ültimo determinante permutando el 

ültimo renglón N veces hasta el primer renglón. 

Es decir: 

(2.64) (-1) N o 1 1 e 1 

c 1 o 1 

CH-1 
o 1 c (-l)N[~-2+(-l)N 

1 

o 1 e o 
N-1 
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El determinante de la extrema derecha (2.64) tiene 

ceros en el triángulo inferior, por lo tanto su valor es igual 

al producto de los elementos de la diagonal, que es uno. 

(2. 65) 

(2.66) 

(2. 67) 

Entonces: 

por otro lado: 

B = k_ -E N-1 -~-2 N-2 

o 1 o 
O e 1 

N 
(-1) "N-2+1, 

donde: 

o 
o 

O 1 e 1 

o 
1 

1 c 

o 

1 

1 c 

o 1 
N-2 



(2. 68) 

(2. 69) 

(2. 70) 

(2. 71) 

(2. 72) 

(2.73) 

pero este determinante cumple con: 

EN-2 =E =E = E = -(-l)N N-3 N-4 N-5 

por lo tanto: 

de manera que 

es decir, 

cA -A -(-l)N-A -(-l)N 
n-1 n-2 n-2 

finalmente el determinante secular es 

Rn cA - A -2(-l)N n-1 n-2 o 
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pero An es el determinante ya calculado antes y su 

valor es UN segQn la ecuaci6n (2.13), entonces: 

2 (-l)N • 

Si recurrimos a las siguientes propiedades para los 
polinomios de Tchevyschev de I y II tipo 5

, 



(2. 74) 

(2. 75) 

(2.76) 

(. 277) 

(2.78) 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

y 

tomamos otra vez x = c/2, 

y la ecuación (2.73) nos queda1 

(-l}N = xU -U 
N-1 n-2 
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sustituimos el valor xUN-l dado por la relación (2.74) 

en esta dltima igualdad, 

finalmente por la relación (2.75), 

o bien, 

Por otro lado sabemos que 

TN(x) .. cos Ne, 

efttonces, 

cos NS= (-l)N. 

"·'•'•< .. ··'. .. . . ~ " ; ,:-1. 



( 2. 8 2) 

( 2. 83) 

(2. 84) 

(2. 85) 

(2. 86) 

(2. 87) 

!( 2. 88) 

'!!n: 

'(2. 89) 

Cuando N es par, 

cos NB= 1, 

lo que implica que: 

No = s para s 0,2,4 .. ,N , 

o bien, 

(J 
Sll 

N 

si redefinimos 

s = 2k ' 

la ecuación (2.84) es, 

o 2k11 --¡;¡-- para N 0,1,2,3 ... 2 

Pero por las ecuaciones (2.10) y (2.14) 

mw 2= -2a cos e+ 2a 
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y de la condición para o dada por (2.10),finalmente 

tenemos la ecuación de dispersión, 

2u 2kn 
m [1-cosN] k N 0,1,2,3, •.. ,2 

Cuando N es impar, la ecuación (2.81) se convierte 

cos Ne -1 



(2. 90) 

(2.91) 

(2. 92) 

y 

Ne = s11 para 1 1, 3, 5,, •• N, 

o bien, 

e = s~ , nuevamente redefinimos s, 

e (2k-l) "'! para k = 1,2,3, ..• N/2 
N 

entonces de (2.10) y (2.16), 

2cx [1-cos (2K-l) n 
rn N 

para k N-1 1,2,3, ••. ,--2-
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Las relaciones de dispersión que obtuvimos en (2.88) 

y (2.93), nos muestran qne s6lo tenernos' la mitad de las frecue!! 

cias normales en ambos casos. Este resultado puede parecer 

sorprendente a primera vista, pues esperarnos un namero de fre

cuencias igual al ntlmero de masas. 

Esto obedece al hecho, de que estarnos considerando 

sólo valores positivos para la k, ya que cos e = cos (-e). 

De tal manera que la frecuencia del modo k es igual 

a la frecuencia del modo -k es decir¡ tenemos un caso de esta

dos degenerados, a cada frecuencia corresponden dos modos nor

males, uno con vector de onda +k y el otro con vector de onda 

-k. Esto significa que por cada onda que se propaga en el ani

llo, con la direcci6n de las manecillas del reloj, existe otra 

onda de propagación con la misma frecuencia, pero en la direc

ción contraria a las manecillas del reloj. Por lo tanto tene

rnos N modos normales. 



2,1,4 - METODO DE LA MATRIZ DE TRANSFE 

RENCIA PARA LA CADENA CICLICA -

Este nuevo tratamiento para la cadena c!clica, nos 

sirve para introducir el método de la Matriz de Transferen

cia 718 que más tarde vamos también a utilizar en el caso de 

una cadena ordenada infinita. 

En esencia, el método consiste en hallar una matriz 

que nos permita conectarnos de un sitio a otro aprovechando 

la periodicidad de la cadena. 

Escribimos otra vez la ecuación del movimiento para 

la i-ésima masa 

(2.95) 

para i = 1,2 ••• N, 

Si definimos: 

(2.96a) di 

y 

(2.96b) di-1 

(2.97) 

y sustituimos estas definiciones en nuestra ecuación 
de movimiento para la masa i dada por (2.95). 

mw 2 
-- u. = (d.-d. ) 

(J J. J. i-1 



{ 2. 98) 

(2.99) 

(2 .100) 

(2 .1 O) 

o bien para la masa anterior, 

Restamos estas dos Gltimas igualdades, 

r.1 

Despejamos a1 _2 de esta expresi6n, 

reemplazamos este valor para di_ 2 , en la ecuaci6n 

( 2. 98) 

d.= 
l. 

mw 2 

ui-1 - (~ª- - l) ªi-1 

entonces transcribimos la ecuaci6n (2.96b) 

5G 

las ecuaciones (2.101) y 2.102) se pueden escribir 

en forma matricial, 

(2.103) Tlli-l = '\ 

que exp11citamente se expresa como 

( 2 .104) (' 1 ui-1 ui 

\~' 
mo1 2+1 ªi-1 d. 

[l 
l. 
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Esto es, hemos obtenido una matriz de transferencia 

T, tal que aplicada a un vector asociado al sitio i-1 no ha 

transferido al vector análogo para el sitio siguiente. Para 

resolver el sistema descrito por (2.104), debemos encontrar 

los valores propios de T que ·llamamos A1 o sea resolver la 

ecuaci6n secular. 

• 

(2.105) 

(2.106) 

( 1->.) 

_mw 2 

Cl 

1 

(1->.)- mw 2 

Cl 

lo cual implica que: 

( 1->.) mw 2 

2ci"""" + 

Si definimos 

mw 2 
./-

2cx 
mw 2 
2(1"" - 2 ) 

o 

(2 .107) sen 2 a 

(2.108) 

(2 .109) 

(2.110) 

la ecuación (2,106) se escribe 

(1->.) = 2 sen 2 a + 21 sena cosa 

por lo tanto si empleamos las propiedades trigonom~

tricas expuestas por las ecuaciones (2.37) y (2.38): 

(1->.) = l-cos2a + i sen2a 

o bien, 

>.= cos2a + i sen25 



(2.111) Á e:!: 2H 

Los eigenvalores para la masa N son entonces: 

N 
(2.112) Á• :!: 

:!: 2iNB 
e 
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Debido a que estamos considerando la cadena c!clica, 

nuestra condici6n a la frontera implica que 

( 2 . 11 3 ) Trl I 

y por lo tanto, 

(2.114) Tr (T)H Tr(I) = 2 , 

donde I es la matriz idéntica. 

En otras palabras, la perturbación en el sitio N+l 

es la misma que en el sitio l; 

pero 

Á+ o 

(2.115) T 

o >.-

y por lo tanto, 

il N 
(2.116) Á + 2 

+ 

Si sustituimos el valor de A dada por (2.111) tenemos, 



(2.117) e 2iNa + 2, 

o bien, 

(2.118) 2 cos 2Na 2 

lo que implica, 

(2.119) cos 2Na 1 

(2 .120) 

que se cumple para: 

STI 

2N 

cos sn = 2,4,6,.,.,N si N es par 

cos sn = 2,4,6, •.. ,N-l si N es impar 
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pero recordemas la definición de a dada por (2.10), 

entonces, 

(2.121) 

(2.122) 

m;i 2 

sen 2 a = --4a 

es decir; 

w2 = sen 2 

sen 2 

si aplicamos la propiedad trigonorn~trica, 

(2.123) sen 2 e= ~ (1-cose), 

( 2. 124) 

este último resultado nos queda: 

2a 
m 

STT ( 1-cos N) con s = 2,4,6, ..• ,~ 
si N es par 
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y con s + 2,4,5, .•• N-l si N es impar, 

(2.125) 

(2.126) 

o bien, 

wz 

y 

k 
2a (1-cos 2kn 
rn T k N 0,1,2,3, ••. 2 para N par 

w2 
k 

2~ ( 1-cos ( 2k~l)n l k = 1,2,3, •.• ,N;l 

para N impar. 

Estas son precisamente las relaciones de dispersi6n 

(2.88) y (2.93) que obtuvimos usando los polinomios de 

Tchevychev; y por supuesto con la presencia de estados dege

nerados tal como ya lo comentarnos anteriormente. 

Es interesante ahora que hemos encontrado las expre

siones para las frecuencias normales, visualizar los modos 

normales para nuestra cadena cíclica. 

Por un lado, hemos encontrado que los valores permi
tidos para k, son de la forma 

(2.127) k = 2nn 
Na 

dónde n es entero y a es la distancia entre las masas 

que supusimos igual a uno en nuestros ejemplos. 

Pero recordemos del capitulo uno la ecuaci6n (1.3) 



(2.12fl) k 

donde Á ya sabemos que representa la longitud de 

onda de la vibración. 

ai designamos L como la longitud de la cadena 

(2.129) L ria ya que N es el número de masas, 

en consecuencia 

(2.130) A L 
n 
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donde n es entero que nos da la condici6n para tener 

un modo normal. 

Esto es, la longitud de onda Á debe ser un número 

entero de veces la longitud de la cadena, de tal manera que 

se puedan producir ondas estacionarias como se pueden apre

ciar en la figura 2.4. 

'., .... ' 



\. 
', 

// 
I 

I 

---

Fig. 2.4 

1 

( ¡ 

;' 

...... _./ 

.. ~ 

~ 
\ 

EN ESTA FIGURA SE MUESTRA UNA ONDA ESTACIONARIA 
CUYA LONGITUD DE ONDA CP~E UN NUMERO ENTERO · 
DE VECES, (ocho) EN LA Cli.DENA CICLICA, ES ASI 

COMO SE REPRESENTA UN MODO NORMAL. 
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2, 2, l - ANAL IS IS D.C.: LA CTIDE!lA LINEAL 

ORDENADh INFINITA -

Vamos a usar el método de la matriz de transferencia 

ya presentado en el caso finito, y además a realizar una tran~ 

formada de Fourier que nos permita trabajar en el espacio k, 

para encontrar la ecuaciOn de dispersión para la cadena lineal 

ordenada infinita 9
•

1 º. 

Posteriormente, introducimos el m~todo de las funcio

nes de Green que como veremos nos proporciona un camino muy 

simple e inmediato para encontrar la densidad de estados. 

Las ecuaciones de movimiento para las masas i, i+l 

son: 

(2.131) - mw 2 
ui 

(l 

(2 .132) 
_ mw 2 

ui+l (l 

donde las u's siguen siendo los desplazamientos. 

Si definimos t que nos transfiere del sitio i al 

sitio i+l, esto es 

y 

(2.134) A 
mw 2 

-(-,- - 2) -e 



la ecuaciOn de movimiento (2,131) se puede expresar como: 

(2.136) 

Si dividimos entre ui' 

o bien, 

1 
t:" 1 i-
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Por otro lado realizando una transformada de Fourier 
al espacio k, 

(2.138) un e i (kna-wt) 

y por la con?iciOn (2.133), 

12 , 1391 .Pei[k(n+l)a-wt) 

amplitud, 

en consecuencia, 

(2.140) t • eika 

y 

-1 
t = e-ika. 

tfi ei(kna-wt), donde J1 es la 

Si sustituimos los valores de t y t· 1 en la ecuación 
(2.136) obtenemos que: 



(2.142) A 
-l 

t + t .. eika + r-ika 2 coa ka, 

pero A esta dada por (2.134), por lo tanto 

(2.143) 

(2.144) 

mw 2 

a - 2 

o bien 

-2 cos ka 

w(k) = ~ (l-cos ka)~ . 
m 

Esta es la relación de dispersi6n para la cadena 

lineal ordenada infinita . 

. Por otro lado, debido a que todos los sitios son 

equivalentes, podemos escribir 

(2.145) 

~ 

t. = t 
i-1 

y de la ecuaciOn,(2.137) 

(2.146) At = t 2 + 1 

es decir: 

(2.147) t = ~(A± IA 2-4) 
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el radical IA 2-4 en esta Gltima ecuaciOn contribuye a la den
sidad de estados si es negativo, es decir 

(2.149) A 2 = 4 

por tanto, 



( 2. 150) 

( 2. 151) 

( 2. 152) 

2 
(~ - 2)2 4 

a 

lo que implica 

2 
-2 < ¡.!!!:!:._ - 21 < 

a 

es decir1 

mw 2 

a 

y 

= o 

2 

(2.153) "' = o 

en un caso, o bien 

( 2. 154) 4 en el otro caso, 
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que corresponden a la frecuencia m!xima de vibraci6n, esto 

es 

( 2 , 15 5) wmax 2.r2. m 

Un estudio completo sobre el problema de vibracio
nes, comprende conocer los modos de vibraci6n para tener in
formaci6n sobre la densidad de estados que a su vez vamos a 
requerir para conocer la energía interna del sistema o su 
calor especifico y algunas otras variables experimentales. 
Obtener los modos normales involucra un problema de valores 
propios. Es en general muy complicado resolver un problema 
dado en forma directa, en este caso, diagonalizar una matriz 
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infinita. Existen otros mOtodos desarrollados en mecánica 

cuántica y teoría de muchos cuerpos que permiten extraer i~ 

formación sobre: 

a) La dinámica de variables experimentales. 

b) La densidad de estados excitados del sistema, 

c) Las propiedades de las funciones de correla

ci6n, y por lo tanto, fen6menos de dispersiOn 

y propiedades de respuesta del sistema; 

sin tener la necesidad de conocer las funciones propias. 

Uno de los m~todos a que nos referimos es el de las 

funciones de Green 11 1
12

1 13 • Incluso atil también para des

cribir sistemas desordenados y encontrar la densidad de es

tados en tales sistemas. Vamos a requerir la funci6n de 

Green retardada Gr que hemos estudiado en el apéndice Al, 

donde también encontramos la ecuaci6n de movimiento (Al.28) 

que reescribimos aqu1: 

(2.156) M (l)w 2 G ,(l.,l;w) =6 , (l,.t•¡ + 
a aa aa 

+ ¡; 4> (l,t")Ga"a(i.", l,w) a" .f. 11 
, 

recordemos que las l son los sitios, las a's especifican los 

ejes coordenados y que M es la matriz de las masas. 

En particular para nuestro problema, 

(2.157) M (l) = M , 
a 

debido a que todas las masas son iguales, y podemos escribir 

la ecuaci6n de movimiento en forma condensada: 



( 2, 158) [ Mw 2 
- <P ) G ( w ) I 

donde I es la matriz identidad y .p es la matriz 

dinámica. 
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También para este problema, podemos reconocer que 

a= x por lo tanto G es isotrópica y podemos suprimir los in

dices para reemplazarlos en denotar los sitios. 

Entonces, en forma explicita la ecuaci6n de movimie~ 

to es: 

( 2 • 15 9) Mw 2 G o o 

(2.160) Mw 2 Go ¡ 

(2.161) Mw 2 G03 

(2.162) 

aGoo+ aG02 + 2aG01 

+ 2aG on 

La forma recurrente de estas expresiones nos lleva 

a definir las matrices de transferencia. 

(2.163) K1Goo= Go1r 

(2.164) K2Go1= Go2 

o en general 

Gc1 
( 2 .165) K G n on-1 

Esta matriz K depende del sitio que escogemos; pero 
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si la cadena es infinita, todos los sitios son equivalentes, 

entonces: 

( 2 .16 6) K 
n 

K para toda n. 

Por las ecuaciones (2.165) y (2.166) la ecuación 

(2.162) toma la forma: 

(2 .167) 

(2.168) 

(2.169) 

(2 .170) 

(Mw 2 -2K)K a + aK 2 

ya que 

G Go, n+1 ~ ~l K2 
1 

G G G o, n-1 o ,n on-1 

resolvemos para K la ecuación (2.167), 

por la ecuaci6n (2.165) podemos reescribir la ecua

ción (2 .153), 

Mw 2 - 2a = ~1- + 2aK, 
Goo 

o bien 

(2.171) Goo 1 

si reemplazamos el valor de K dado por (2.169) tenemos, 

(2.172) 1 + K 

finalmente, 



70 

(2.173) Goo 
1 

o bien, 

(2.174) Goo 

si recordamos la expresi6n (2.154) para wmax 

Esta es la traza de la funci6n de Green para la ca

dena lineal que nos va a servir para calcular la densidad 

ele estados. 



2,2,2 - CALCULO DE LA DENSIDAD DE ESTADOS 

A TRAVES DE LAS FUNCIOlfüS DE GREEN -

La densidad de estados p (w) se define como el ndme

ro de estados por intervalo unidad de frecuencia, una forma 

alternativa de escribirla es: 

( 2. l 75) 

El teorema de Cauchy 1
' nos permite escribiró(w-w.) 

l 
como: 

1 l:. Im( _1_) 
1T l w-w. 

l 

Por esto la definición (2.175) es: 

( 2. 1 77) r- (w) - .!. 
TI 

reescribimos la ~cuaci6n (2.174) para la funci6n de Green, 

( 2. 1 78) G .. 
11 

1 1 1 1 

el sumando que nos interesa de esta dltima igualdad es 

puesto que éste es siempre mayor que cero, 

( 2. 1 79) 

por lo tanto, 

tJJ-w. 
l 

2MwG .. 
11 

y la densidad de estados p(w) es ahora 

1 
w-w 

i 
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(2.180) P (w) 
_ 2Mw Im 1 

E, Gii 1l Ñ l. 

pero 

(2 .181) l r. G., TrG Ñ l. l.l. 

donde TrG es la traza de la matriz G, finalmente 

entonces, la ecuaci6n ( 2. 180) nos queda: 

(2 .182) p (w) = -
2Mw Im TrG 

1l 

Para el caso que estamos tratando de la cadena lineal 
infinita, debemos tomar en cuenta la ecuaci6n (2.174) enton

ces, la densidad de estados es: 

(2.183) p(w) 
1 

(w 2 -w)~ 
max 

donde wmax se calcul6 en la primera parte de esta 

secci6n y esta dada por la ecuaci6n (2.155). 

En la figura 2.5 mostramos la curva de p(w) para la 

cadena lineal segGn (2.183). 

Hemos visto como el método de las funciones de Green 

ofrece grandes ventajas para resolver la cadena ordenada, pue~ 

to que encontramos en forma inmediata la densidad de esta-

dos. 

Debemos aclarar algunos puntos importantes en rela
ción a la curva de la densidad de estados de la figura 2.5. 
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a) Esta curva corresponde al caso infinito con interacciones 

a primeros vecinos. Como se puede apreciar tenemos una cur~a 

continua a diferencia de los casos finitos; donde la densidad 

de estados va a depender del nGmero de masas N y las gráficas 

de densidad correspondientes, son en realidad histogramas 

como se puede verificar en las relaciones de dispersión, que 

ya calculamos para estos casos. 

b) La curva presenta una singularidad para ~max que nos con

firma que no podemos tener estados más allá de esta frecuen

cia. 

·- ··'--····.:.e'< 
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Fig. 2.5 curva de la densidad de estados para la cadena li

neal ordenada infinita. 



2.2.3 - CURVAS DE DISPERSION. FRECUENCIA 

DE CORTE. ZONA DE BRILLOUIN. -

Hemos encontrado en la ecuación ( 2. 14 4), la relaci6n 

de dispersi6n para la cadena lineal infinita, al igual que en 

los casos finitos es una función de w(k) u w2 (k). Las gráfi

cas correspondientes reciben el nombre de curvas de disper

sión. En la fig. 2.6 mostramos una gráfica de u; vs l< para 

la cadena lineal infinita. Observamos en ella que la "'k (k) 

es una función periódica, con periodo 21¡ esto es, la frecuen 

cia toma el mismo valor cada vez que k aumenta 

comportamiento periódico nos permite establecer una región 

en 2n. Este 

en el espacio de las k's de -n/a a n/a, que nos basta para 

describir las propiedades de nuestro sistema. Es as! como 

se define la la. zona de Brillouin para la cadena lineal 

(ver figura 2.6). 

En dicha regi6n se localiza un máximo de la curva, p~ 

ra k = n/a, cuyo valor de frecuencia es la frecuencia máxima 

o frecuencia de corte, que nosotros hemos obtenido analitica

mente y viene dada segün (2.155). La frecuencia máxima o 

frecuencia de corte corresponde al modo en el cual las masas 

vibran en antifase como se demuestra en la fig. 2.7. Si 

obligamos a nuestro sistema a vibrar a una frecuencia mayor 

a ésta, la perturbaci6n decae en el tiempo y en el espacio. 
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1T 
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a 

Fig. 2.6 Frecuencias normales de vibraci6n para la cadena 

lineal ordenada. La ltnea punteada distingue la la. zona 

de Br i llouin. 
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Podemos observar que la curva muestra un pertodo 

de 2,/a, de tal forma que no necesitamos definir k fuera de 

esta región, que constituye la primera zona de Brillouin, 

k 
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a a d 

Fig. 2.7 Masas vibrando en antifase. Este modo normal co

rresponde a la frecuencia normal m~xima. 

Con estos comentarios darnos por concluido el probl~ 

ma unidimensional de las vibraciones en arreglos ordenados. 

Abordaremos en los cap!tulos siguientes, el problema en dos 

dimensiones. 



CAPITULO III, LA RED CUADRADA 

3.1 Ecuaci6n de Movimiento. Relaci6n 

de dispersión. Zona de Brillouin. 

Curva de dispersión. Frecuencia de 
corte, 

3. 2 Cálculo de L:i jcnsidad de estados para 

la red cuadrada, 

.. , ·.: 



3.1-ECUACION DE MOVIMIENTO. RELACION 

DE DISPERSION. ZONl' DE BRILLOUIN. 

CURVA DE DISPERSION. FRECUENCIA 

DE CORTE. -

El prop6sito en este capitulo, es tratar el mismo pr~ 

blema de oscilaciones, ahora en una red de dos dimensiones. Al 

igual que en el caso unidimensional, estamos interesados en en

contrar las frecuencias normales de vibraci6n, las curvas de 

dispersión en la primera zona de Brillouin y la densidad de es

tados. Estos resultados nos permiten conocer completamente el 

comportamiento ffsico del sistema. 

El método a seguir es análogo al usado anteriormente, 

que consiste en resolver un sistema lineal de ecuaciones dife

renciales. Consideramos nuevamente masas y resortes iguales 

y sOlo interacciones a primaron vecinos. Plantea~os las e~ua

ciones de movimiento que rigen al sistema y observamos que 

existe simetría traslacional, en el sentido de que el sistema 

completo es invariante ante una traslación por una distancia 

dada por el vector de la red. Aprovechamos dicha simetrta 

traslacional y hacemos uso del teorema de Bloch, entonces tra

bajamos en el espacio k, donde el problema se simplifica consi 

derablemente¡ ya que del sistema infinito de ecuaciones que t~ 

nemas, se nos reducen a bloques idénticos de baja dimensión. 



LA RED CUADRADA 

Consideremos un arreglo infinito de masas idénticas 

unidas por resortes iguales de constante u, tanto en filas como 

en columnas, formando una red cuadrada (ver fig. 3.1). 

Para analizar las vibraciones en dicha red, situamos 

el arreglo dentro de un sistema cartesiano, de modo tal, que 

cada masa queda colocada en la pareja a(!, m) (para, l y m 

enteros), separados una distancia a como se muestra en la misma 

figura. 

Fig. 3.1 Red cuadrada 

Cada part!cula M está situada en las parejas de ente

ras (l, ml de un sistema cartesiano. 
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Los sitios etiquetados contiguos corresponden a los 

primeros vecinos de M. Las masas dibujadas en ctrculos obscu

ros corresponden a estos sitios. 

Si tomamos una masa arbitraria en el punto a ( í', m I , 
las masas ligadas directamente a ésta están colocadas en los 

puntos all+1, m); all-1, mi; all, m+ll. Por lo tanto la fuer

za F que siente la masa en a(l,ml es la suma vectoral de las 

fuerzas producidas por los cuatro resortes ligados a ella; ya 

que consideramos interacciones s6lo a primeros vecinos, esto 

es: 

(3.1) 

(3. 2) 

(3 ,], ) 

l+ 1, m 
F l,m 

l-1, m 
+ F t,m 

l,m+1 l,m-1 
+ F + F l,m l,m 

aplicarnos la ley de Hooke a cada resorte, 

c,d 
F b • - ·a <ü b-\i d> a, a, e, 

donde las u's siguen siendo los desplazamientos de ma

sas de su posici6n de equilibrio, 

entonces la ecuaciOn de movimiento para la part!cula 

mas M situada en ll, mi es: 

As! hay una expresi6n para cada masa del arrego, por 
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lo tanto, tenemos un conjunto infinito de ecuaciones diferenci~ 

les acopladas, sin embargo, en vista de la simetrta traslacio

nal de la red, recurrimos al Teorema de Bloch, y escribimos: 

(3. 4) ~(!R a+ m~yª - wtl, 
Ul,m • U(O) e X 

que es una transformaci6n al espacio ~. donde ~ es un vector en 

el espacio de la red recíproca, recordemos que si la red tiene 

como vectores básicos a y b en la red primitiva, los vectores 

que definen la red reciproca A y B están dados por: 

(3. 5a) A 2n 
¡, 

1ái.1b1 

y 

(3. 5b) B 2n a. entonces 
1al·1 º' 

(3.6) aA + aB que es el espacio en el que vamos a 

trabajar 

Para encontrar la relaci6n de dispersi6n, sustituimos 
la soluci6n propuesta (3.4) en la ecuaci6n de movimiento (3.3), 
esto es: 
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(3, 7al -n.i2 (o) e.i(lkx(l+mk¡¡(l-ot) • ilk"a .i_k)(,¡ elllk!Ja 
u #1,lu(ol re e 

(3.Ba) 

2e-dk (l e .iml<. a • )( !1 e-.iiot 

dividimos cada miembro entre la expresión {3.4), 

.te • .ie 

usamos la propiedad (3.7b) cose e +e 
2 

finalmente tenemos: 

Mw 2 = 2 a ( 2-cos lzx a-c:os k !l(l) 

esta es la relación de dispersi6n para la red cuadrada, 
de donde vemos que los modos de vibraci6n est&n desaco
plados en X y en Y. Esto significa que no tenemos mo
dos transversales, y es debido a que tratamos con un 
sistema simétrico en X y en Y de fuerzas centrales. 
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La relación de dispersión (3.Ba)que hemos obtenido, 

involucra a la función coseno, que es periódica, por lo 

tanto w(k) tambHln lo es, y aderr:ás es multivaluada, Es 

claro entonces que basta representar el dominio de valores 

de 1i. en la región -··/a. i'I r:/(! para reproducir las frecuencias 

normales. Esto es; en virtud de la simetr1a traslacional, 

hemos transferido nuestro problema al espacio E, donde 

la región de estudio consiste en un sólo cuadrado de lado 

2"/a, as1 queda construida la la. zona de Brillouin, del 

espacio E para la red cuadrada (ver figura 3.2). 

Podemos entonces graficar '(k) vs (k) dentro de la pr! 

mera zona de Brillouin y obtener la curva de dispersión. 

Es suficiente considerar el primer cuadrante de la primera 

zona de Brillouin, y es usual tomar las trayectorias de 

los puntos particulares: del punto (o,o) al punto X (o, 

n/a) i de X al punto L(rr, rr/íl) finalmente de L ar , que son 

los puntos de alta simetr1a en la primera zona de Brillouin, 

que corresponden a los extremalcs de la relación de disper

sión como se ve en la figura (3.J)donde se muestra la curva de 

dispersión, que se obtuvo con la ec. (3.Ba). 



1 'i/a r--~~~~~~~;--~~~~~~~~l 

-'1/a 

Fig. 3.2 la. Zona de Brillouin para la red cuadrada 

La la. zona de Brillouin es un cuadrado de lado 
2n/ai tambi~n se muestran los puntos de alta sim~ 
trta en los bordes de la zona de Brillouin. 
y la regi6n R que vamos a requerir para sumar es

tados. 
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Pig, 3,J, curva de diaperaidn de la red cuadrada 

•. ~- ,., •• ,.,., j . 
/r--~~-_._ . ..__ ........ ,.___X.__....._ _______ ..,.¡L.,__.._ _ _..._.-= .. ~-......... -~~-,,- t 

Dependencia de la frecuencia de oacilacien reapecto del .-..ro de onda 1 para \lfta red cuadr ... 
ordenada. leta curva repreHnta la nlac.t.en da •t.,.raidft U.lal 'f H obtuvo • partir de un · 
calculo n1.111trioo, 

• 91 
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Htl'00!; encontrado resultudr;s semejantes d len; oLt.er::

tlus para c:l caso uniuimensi.onal., esl0 0s dc,b1d0 el uro, u la ¡:.,e

!iodicidaG. 'l'cncrnos una relación d,, dispersión y tambi~n un va 

~'Jr de frecuencia máxima de osc1lac1~n del sistL!:'''"'· Este corres 

?Onde al máximo de la curva de dispersión (ver i1~ura 3.3), y 

se determina a partir de la ecuación (3.Bal calculada en el pun

~o máximo de la curva, L(n/a, •/a) esto es: 

, 3. Bb) 

Hay un punto interesante que ya tambi~n hemos comenta

~º en el caso anterior, y es lo que sucede con los modos norma

:cs de vibraci6n en los bordes de la la. zona de Brillouin. Para 

~l punto L donde se tiene la frecuencia máxima, la solución 

(3.4) es: 

! 3. 9) uf., m 

+.lmn+.U.TT-.lwt 
u(o) e- -

( t-m)-wt 
u <-1> e 

precisamente la expresi6n para una onda estacionaria, es decir; 

la onda no se propaga en la red sino que se establece una onda 

estacionaria. Al igual que en el caso de una dirnensi6n, éste 

modo corresponde a las masas más próximas vibrando en oposición 

de fase, pero los modos en X y Y siempre están desacoplados.¡ 

Es decir, este modo de vibraci6n caracterizado por 

k=n/a satisface la ley de Bragg, 

( 3 .10) 2d sen k = n\ pé'ra n entero, 

donde d es igual a la distancia a entre las masas. 
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Por lo tanto, 

(3.11) l. = 2a para n=l, 

lo cual significa que la longitud de onda es el doble de la 
distancia entre las masas, para este particular modo de vibra 
ci6n. 

Podemos confirmar el resultado (3.9), si calcula
mos la velocidad de grupo en los bordes de la zona de Brillo 
uin. 

En 6ptica, la velocidad de grupo se define, 

( 3. 12) Vg = grad¡; w Ud 

que en este caso, por la relaci6n (3.Ba) es: 

(3.13) 
a sen hx.i+a. sen flyi 

Vg = ~~~~~~~~~-..,.. 
(2-cos llx.a.-cos flya)~ 

en los puntos L, X de la primera zona de Brillouin, resulta que: 

(3.14) vg = o 
L,X 

y por· lo tanto, la velocidad de propagaciOn de la energ!a en la 
red ea tambi~n cero, confirmamos entonces que se tiene una onda 
estacionaria en los puntos L, X de la primera zona de Brillouin. 



.J 
Fiq. 3.4 Superficies Isoenerqdticas para una'red 

cuadrada, 

19 
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La fig. 3.4 representa las curvas de k (~, lul para 

"' constante. Cada curva corresponde a un valor de .,, constan

te. El cuadrado separa la primera zona de Brillouin de la se

gunda para la red cuadrada. Como se puede apreciar en el cen

tro de la zona y cerca de los ángulos del cuadrado las curvas 

isoencrgéticas son circunferencias que se deforman a medida que 

se alejan de estos puntos. 



3.2 -CALCULO DE LA DENSIDAD DE ESTADOS 

PARA LA RED CUADRADA, -

Definimos en el cap!tulo uno a la densidad de esta

dos, como el nllmero de estados que hay en un intervalo de fre

cuencia w y dw. También hemos demostrado que cada estado, 

está diferenciado por un vector de onda k • Existen muchos 

estados para una misma frecuencia wfkl'porque Res un vector 
(kt, ky) y w s6lo depende de las componentes en forma inde

pendiente. Por lo tanto, el namero total de estados es propo! 

cional al área de la primera zona de Brillouin, es decir, a 
(2rr/a) 2 y el nllmero total de estados entre y w+dw es propor

cional al área encerrada entre estas dos curvas de w constante 

muy pr6ximas. En la fig. 3.4 presentamos, una gráfica con 
curvas de w-constante, en la primera zona de Brillouin. 

(3 .15) 

(3 .16) 

Entonces por lo que hemos dicho: 

p (w) dw = (_E_) 2 !d 2 'fl 
2n 

donde el elemento de área entre dos curvas energ~ti

cas muy pr6ximas es: 

pero el qradiente de w, es perpendicular a las curvas de w

constante, por tanto: 

(3 .17) dw 

• 
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entonces, la ecuaci6n para la densidad de estados (3.15) es1 

(3. 18) plw) =!--f;-J 2 di< 
I 

ZB v9 
donde vg es la velocidad de grupo tal como la definimos en 

(3.12). Esta integral se extiende sobre todas las curvas de 

w-constante en la primera zona de Brillouin del espacio k. 
Sin embargo, la expresi6n (3.18) no resulta muy atil, debido 

a que no es fácil encontrar una expresi6n cerrada para los 

elementos de línea d(kw) para w constante¡ además ésta inte

gral está ligada al concepto de zona de Brillouin que es una 

consecuencia de la periodicidad y que pierde sentido para si~ 

temas no peri6dicos. Utilizaremos un método mas general para 

contar estados, que ya fue usado para la cadena lineal infini 

ta; el de las funciones de Green, definidas en el apéndice l. 

Demostramos en el capitulo anterior que la densidad 

de estados en términos de la funci6n de Green se escribe: 

( 3 .19) P (w) l Irn TrG . 
11 

El cálculo para la red cuadrada en términos de la 

funciones de Green se deriva en el Apéndice (A2). La funci6n 

de Green relevante viene dada a nuestro problema por la ecua

ci6n (1.18) como: 

( 3. 20) 
ó .. ó(li-li') 
]] 

donde wk es la relaci6n de dispersión que obtuvimos antes y 

viene dada segan la ecuaci6n (3.8a) que comprobamos en este 

mismo ap~ndice en la ecuación (A2.20). 
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(3. 21) 
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Por lo tanto, el ndmero de estados entre ~· y dw+dw 

p ( w ) • - 2 
;¡ f ImG . . ( k ) d 2 k 

11 ZB J J 

2wM 
1T 

I Im[ ) d 2 k 
ZB Mw 2 -2a[2-cos kx-cos kyl 

La ecuaciOn (3.21) nos proporciona la densidad de e~ 
tados para la red cuadrada. Hemos realizado un cálculo num~
rico con el fin de evaluarla. La integral se debe realizar 
sobre la primera zona de Brillouin; por tanto consideramos nue 
vamente la figura 3.2 que representa dicha zona. 
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Fi9. J,5 Denaidad de eatadoa para la red cuadrada. 
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En vista de la simetría que presenta esta regi6n, es 

suficiente fijarnos en el triángulo R que se distingue en la 

misma figura. Esta porci6n constituye la octava parte exacta

mente del área total de la primera zona de Brillouin. En con

secuencia, nuestros resultados los multiplicamos por ocho, 

pero tornando en cuenta las siguientes correcciones en los pe

sos de los diferentes puntos del triángulo R: 

a) Para los puntos situados en el interior del triág 

gulo un peso igual a uno, ya que los tomamos una sola vez. 

b) Los situados sobre la hipotenusa del triángulo 

y sobre los ejes k., k les asignamos la mitad del peso, puesto 
' lj 

~ue en estas líneas frontera, dichos puntos se han tomado dobl~ 

r:ente. 

c) Para el punto central (origen) un octavo del peso. 

El programa que ejecuta dicho cálculo con esta 16gi

ca, se realizO en forma general para cualquier red rectangular 

donde se incluye la red cuadrada como caso particular. Este 

programa se mues'tra en el apéndice 4. La figura 3, 5 represe.!! 

ta el espectro fon6nico obtenido. Este espectro presenta un 

pico, que corresponde a la frecuencia máxima que sirve de punto 

de comparaci6n con las redes rectangulares como lo vemos en el 

siguiente capitulo. Adem~s, para frecuencias pequeñas p(w)~ w 

en concordancia con la teorta de Debye, este hecho tambi~n se 

comenta ampliamente en el siguiente cap!tulo. 



CAPITULO IV LA RED RECTANGULAR 

4.1 Presentaci6n del modelo. 

4.2 Renormalizaci6n de la masa y la constante de 
fuerza para la red rectangular. 

4.3 c&lculo de la relaci6n de dispersi6n y densi
dad de estados, 

4.4 AnSlisis de resultados. 



4.1 - PRESENTACION DEL MODELO -

Hemos examinado detenidamente la cadena ll~eal y 

la red cuadrada ordenada. Comprobamos que el caracter si
métrico de estos sistemas resulta determinante en e~ 3ngli
sis, Es interesante ahora ocuparnos de vibraciones en sis
temas no tan simétricos, donde ya vamos a introducir un ti
po de desorden, tal es el caso de la red rectangular. 

La red rectangular se puede imaginar como -.:.."! con
junto de cadenas lineales infinitas,enlazadas entre s! cada 
n sitios; véase la figura 4.1, donde las cadenas se ~3n co
locado horizontales. Cada elemento entre dos enlaces conse
cutivos es una cadena de n masas unidas entre s! cor, ln-1 l 
resortes, mientras que los elementos verticales s6lc- ,:::onstan 
de dos masas y un resorte. Examinamos el comportamiento de 
este sistema en los límites adecuados. Consideramos primero 
el caso n=~ donde el elemento horizontal queda igual al ele
mento vertical y por lo tanto ae debe recobrar la ca:iena 
cuadrada. Adem!s extrapolamos el caso n==, que corresponde 
a la cadena lineal infinita. 

Hay que hacer hincapié en que el estudio ce la red 
rectangular es original y tiene el interés de inicia: el an!
lisis de espectros fon6nicos de algunos materiales desordena
dos. Por ejemplo, como comentamos en la introducci6i:., exis
ten polímeros.que se comportan como cadenas unidimensionales 
unidas cada cierto nGmero de sitios, presentando un c-:importa
miento intermedio entre una y dos dimensiones. Sin e:nbargo 
para poder simular estos materiales faltaría introduc~r reac
ci6n en una red rectangular pura, esto es suprimir a:qunos 
enlaces. En esta tesis solo resolvemos el caso puro, dejando 
extensi6n a trabajos futuros. 
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• 

n masas 

Fig. 4.1 Configuraci6n que representa una unidad de la red 
rectangular con masas y reaortes iquales. Cada 
elemento horizontal entre dos v~rtices de las re
des es una cadena lineal ordenada de N masas. Las 
lineas anchas enlazan con otras unidades simila
res de la red infinita. 
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En la segunda sección de este capitulo iniciamos 

el estudio de este sistema, normalizamos la masa y la cons

tante delresorte para los primeros 3 casos, (n= 1,2,3) donde 

n, como ya dijimos, es el nllmero de masas intermedias en los 

elementos horizontales de la red. As! en forma inductiva en 

contramos las relaciones de recurrencia que expresan la re

normalización de la masa y de la constante de la fuerza, para 

el caso de n masas intermedias en términos del caso anterior. 

Lo que se pretende realizar es sustituir estas masas y resor

tes intermedios por un solo resorte y dos masas extremas, de 

tal manera que el sistema se puede tratar como una red cuadra 

da. Los nuevos elementos horizontales contienen masas y re

sortes ficticios, que toman en consideración los modos de vi

bración internos entre dos v~rtices horizontales y que son 

debido a las cadenas lineales finitas entre ellos. 

As! tenemos el caso n=l, la fig. 4.2 que nos mues

tra el esquema del elemento inicial de la red con una masa 

intermedia y del elemento de red al que hemos llegado a rea

lizar la renormalizaciOn. 

--[> 

Fig. 4.2 Esquemas que muestran un elemento horizontal de la 

red antes y despu~s de la renormalizaciOn para el caso n=l. 
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Para n-2, tenemos dos masas intermedias entre los ele 
mentas horizontales de la red. La fig. 4.3 nos presenta los 
elementos de red antes de la renormalizaci6n y después de ésta. 

a b 

Fig. 4.3 Aqu1 tenernos en la figura (a), dos masas intermedias 
en el elemento horizontal de la red, la figura (b) nos muestra 
el elemento horizontal una vez realizada la renormalizaci6n. 

La fi9. 4.4 ilustra la transformaciOn propuesta 
para el caso n•J. 
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Fig. 4.4 Esquema que muestra la transformaci6n propuesta 
para el caso n=J, 

m a a m 

"· -<> 
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Fig. 4.5 Elemento horizontal de la red rectangular con tan 

s6lo una masa intermedia, las masas dibujadas con 
c!rculos blancos son las que tienen uniones verti
cales. 
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En la tercera secci6n sustituimos estas cantidades 

renormalizadas en la ecuaci6n de movimiento y obtenemos la 

relaci6n de dispersi6n en forna análoga a como se hizo la red 

cuadrada, 

En la Gltima parte, nos dedicamos a estudiar la de~ 

sidad de estados en general, es decir, encontramos la expre

sión de la densidad de estados para un n!lrnero n de masas inte~ 

medias en cada elemento horizontal de la red rectangular. 

Realizamos el c~lculo a través de un método num~rico, sumando 

sobre la primera zona de Brillouin tal como ya se explic6 en 

el capítulo anterior. Trazamos las curvas de la densidad de 

estados para los casos: n=l (que equivale a la red cuadrada), 

n=2, 3, 4, 5, 10 y 50; e incluimos una discusi6n sobre estos 

espectros, 

Finalmente, en el apéndice 3, presentamos un análi

sis del comportamiento de la red rectangular para un nWnero 

infinito de masas intermedias (n + oo) donde los resultados 

coinciden con aquellos obtenidos para la cadena lineal infini

ta. 

. . ' ~ 



4.2 - RENORMALIZhCION DE LA MASA Y LA CONSTANTE 

DE FUERZA PARA LA RED RECTANGULAR -

En el caso de una masa intermedia en el elemento 

horizontal de la red, es decir para n=l tenemos ~a siguien

te ecuaci6n de movimiento (observe la fig. 4.5): 

( 4. la) (mw 2 -a)u0 = -aV1 

donde u
0 

es el desplazamiento de la masa izquier

da y V1 el de la masa central. 

Deseamos tener una expresi6n sólo en términos de 

los desplazamientos de las masas externas, esto es: 

( 4. lb) 

f.4. 2) 

'º bien 

t 4. 3) 

(mw 2 -a 1d)u0 = a1U1 

donde u 1 es el desplazamiento de la masa colocada 

en el extremo derecho, a 1d es la correcci6n diago

nal y a 1 es la constante efectiva del resorte 

entre los dos vértices horizontales de la red. 

Por otro lado, para la masa intermedia, 

+ 



entonces¡ 

( 4. 4) 
-(l(u

0
tu¡) 

mw 2 -2'~ 

su.stituimos en ( 4. la) 

( 4. 5) 

(4. 6 ¡ 

(mw 2 -a)u o 

2 

mw -20 
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co~ lo cual hemos eliminado las coordenadas de la masa interme

dJ..l .• 

Comparamos con la expresi6n (4.lb) entonces pode

mc•s llamar , 

(4. 7 ) 

('LB) 

¿d a+ 
ª2 

Si definimos 

(J¡ 
r:i~1 2 -2a 

amw 2 -a 2 

mw 2 -2a 
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finalmente una relaci6n entre las dos cantidades es: 

( 4. 9) + a i 

Para n=2, 

la ecuaci6n de movimiento para la masa m0 (ver figura 4.6) 

es: 

( 4 .10) (m•,i 2-a)u o -aV1 

para m1 

(4 .11) (múi 2 -2a) Vi -au - aV2 o 

para mz 

(4 .12) (mw 2-2a)V2 -aV1-aU1 

despejamos V2 tle esta Gltima igualdad y la sustituimos en (4.11), 

-aV1-aul 
(4 .13) -au -a ( ) 

o m(>J 2 -2tt 

o bien, 
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(4 .14) = U1 

y 

( 4 .15 ) V1= -
2 mw 2 -2o-_ _..;.;a __ 

de la relación (4.10) 

(13 

( 4. 16) 
(mw 1·-2a) [mw 2 .,.2a- a 2 ]u1 

m1.i
2 -2a 

es decir, 

(4. 17) 

al igual que como hicimos en el caso anterior, comoaramos con 

una expresi6n del tipo 

(4 .18) 

lo cual implica que: 

(4 .19) 
(l 2 

~+ ~--__:.;.. __ _ 
m:.; 2 -2 a-__ c,_2_ 

=a+ 
(l 2 

2 : mw -o-a d 

m«i 2-2a 
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y tambi6n 

-aa¡ 
( 4. 20 ) 

Fig. 4. 6 Figura que representa el caso n=2 

Para n=3 

a 3 d y a3 deben satisfacer, 

( 4. 2la) -a¡ U¡ 

además tenernos las siguientes relaciones para los desplazamie,!! 

tos: (ver figura 4.7) 

( 4 .2lb) -aV1 
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( 4,22) 
I' 

( 4.23) ,, 

( 4. 24 ) 

m m ce m oc m oc m 
~~ 
U, 

-t> 
l' 
3 

-{> 

Fig. 4.7 Esquema que representa el caso de tres masas inteE 

medias. Las masas en los círculos blancos tienen uni6n ver

tical. 

De la ecuaci6n (4.24), 

CI 

( 4.25) --- V2 -

reemplazamos este valor en (4.23), 

( 4.26) (rn:: 2 -2a- ª2 )V2= -aV1+ __ 0_2_ 

mw2-2a 

V2+ __ a_2_ U1 

mw 2 -2a 
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o bien, 

( .¡. 27) 

sustituimos a 1d Y.a1 del caso n=l, 

( 4. 28 ) 6 

a1 
( .J.29) V2=- Vi- U11 

mw 2 -a-ai d ffi1JJ
2 -a-a1 d 

de la ecuación (4.22) 

( 4. 30) (m .. ,' -2a) Vi 

por lo tanto 

a 02 

1 4. 31 l U¡ 
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pero de la ecuación (4.2lb), 

( 4. 32) 2 ) tHt2 
a u0 = ------ u 1 

mw2-a-o.2 d mw2-a-o.2 d 

y tambi~n a~ui podemos definir, 

(4. 33) 

mw2-o._ll2 d 

(4. 3 4) -aa2 

Si comparamos estas ecuaciones con las ecuacio

nes (4.7), (4.8), (4,19) y (4.20) en forma general podemos 

entonces escribir: 

(4. 35)' 

(4 .36) 

y 

a. 
n ªª n-1 

2 n-1 mw -o.-ad 

sustituimos este 6ltimo resultado en la ecuaci6n (4.35), 



(4.37) 

ll'.ln-1 (.ln-1 

Estas son las relaciones de recurrencia que nos 

permiten conocer las correcciones de las masas y resortes 

en el caso general n a partir de las correcciones para 

el caso n-1. 

11 J 



4. 3 - CALCULO DE LA RELACION DE üISPERSlON 

Y DENSIDAD DE ESTADOS -

Vamos a considerar el caso m~s simple de red rec

tangular, nos referimos al caso n=l y definimos un sistema 

cartesiano, tal como lo hicimos en la red cuadrada. Nos si

tuamos en el punto P (o,o) (obsérvese la figura 4.8a) enton

ces, en concordancia con la Ley de Hooke y por supuesto tom.e_ 

mos siempre interacciones a primeros vecinos, tenemos que la 

fuerza aplicada a la masa en P es: 

(4.38) 

donde u 0 es el desplazamiento de la masa en P, V1 y V-1 son 

los desplazamientos de sus masas vecinas en la direcci6n X. 

y W1 , W_ 1 son los valores correspondientes a aquellos en la 

direcci6n Y. Obsérvese que hemos distinguido a los resorte 

horizontales (a~) de los resortes verticales (ayl por conve

niencia; aunque en el presente caso sean iguales. 
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Fig. 4 .Ba 1 

Fig. 4 .Bb 

La figura 4.Ba es una porci6n de la red rectangu

lar para el caso n=l, La figura 4.Bb representa la red a la 

cual se redujo al efectuar la renormalizaci6n. 
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Si agrupamos la ecuación (4.38) tenernos: 

(4. 39) 

asimismo las ecuaciones de movimiento para las masas vecinas 

en la dirección x situadas en los puntos (l,O) (-1,0) son: 

(4.40) 

(4. 41) 

si sumarnos estas ecuaciones obtenemos: 

(4.42) 

o bien, 

(4.43) ªx 
uo - _rn_w_

2 
___ 2_a_ 

X 

(u1+ u-i) 

que podemos sustituir en la ecuación (4.38) esto es: 

a a 2 

(4.44) { mu2-2a..-2lax+ mu2-2a· ]}uo = - [ - z 2 l (u1+ u2) 
!f X rn,, - ªx 

- ª!! (H1+\'/_¡) 
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pero los términos en los corchetes son precisamen-

te los resultados que habíamos encontrado para las correcci~ 

nes en las alfas a 1 ~·d segdn las ecuaciones (4.7) y (4.B) 

por lo tanto: 

y en general para el sitio P(l,m) se puede escribir 

( 4. 46 ) 

si ahora realizamos una transformada de Fourier 

( 4. 4 7 ) 

y Sifplificamos, entonces: 

( 4. 48 ) 

y por la propiedad trigonométrica que ya hemos usado en (3.7b), 

esta dltima igualdad se convierte en: 
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(4. 49) 

por lo tanto la relaci6n de dispersión para el caso general 

es: 
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Con objeto de poder calcular la densidad de esta

d::is para la red rectangular, hemos modificado la función 

de Green, para la red cuadrada expresada por la ecuación 

IJ.20), de acuerdo a las correcciones que obtuvimos en la 

primera parte de este capitulo. 

La función de Green que toma en cuenta la renorrna 

l~zaci6n es ahora: 

( 4. 51) 1 g(w,k)= ~~H~~~~~~~~~~~~~~-
2(ad -a~ coska)-2a(l-cos ka) 

" )( X y y 

he~os definido a la densidad de estados por: 

( 4. 52) p(wl = 

dende 

( 4. 53) P (w, k) 

TI/ et X. 

I 

- rr /a 
)( 

TI /et 
I 

- n/ a y 

X 
dk dk p(W,k) 

X y 

Im g (w, k) 

por lo tanto tenemos que: 

(-L54) p (W, k) I I Im [ _____ d_k .. xd_k_.!f"-------

Z B Jll>J 2-2(a~-a11oos kft-2a(l-oos kya,) 
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es la densidad de estados para la red rectangular. 

Para evaluar esta densidad de estados, hemos ele

gido un cálculo numérico. Las constantes que usamos fueron: 

una masa de m=2B y una constante de red ax=.946 que corres

ponden al silicio. 

La región de integración es sobre toda la primera 

zona de Brillouin (ver figura 3.2) pero, sólo nos fue neces~ 

rio sumar sobre la región triangular R (mostrada en la misma 

figura), ya que hemos tomado los pesos en la forma adecuada, 

tal como se explicó en el capitulo anterior. Los ejes lix y 

ky fueron particionados en 100 puntos cada uno de tal mane

ra que en el triángulo R tenemos 5000 puntos. 

En esencia el programa calcula en forma iterativa 

la función p (w,~) segan la fórmula (4.54), en cada punto 

(~x' ky> y para cada valor de w; desde w muy pequeña (w= 

1.0 x 10-7) hasta wmax = .55) con un incremento de .005. 
Este programa contiene además una subrutina, que nos va cale~ 

lando los valores de las correcciones para la masa y la con~ 
n tante del resorte (ad y ªn) ,dados segan las ecuaciones 

(4.35) y ~4.36) 



4.4 - ANALISIS DE RESULTADOS -

Para finalizar este capitulo exponemos las princi

pales conclusiones obtenidas a partir de las gráficas anterio 

res. 

La gráfica de la figura 4.9 nos presenta la curva 

de la densidad de estados para una red rectangular, con una 

masa intermedia en el elemento horizonlal de la red, esto es 

n=l. Si elegimos inicialmente que el valor de la constante 

horizontal do la rod sea el doble de la constante de red ver

tical, este caso se reduce al de la red cuadrada. Por lo tan 

to la primera curva presentada en la gráfica No. 1 nos repr~ 

duce la densidad de estados para la red cuadrada. Podemos 

comprobarlo si tomamos las condiciones que empleamos en el 

cálculo nurn~rico para este caso: 

a' 
d a 

a 

y las st•.sti tuimos en la expresi6n general que obtuvimos para 
la densidad de estados de una red rectangular dada por la 

ecuaci6n (4.54) 

p (w, k) 2mw 
11 

dk dk 
/ f Im[ X 

1 

ZB mw 2 -2(an -a cos ka ) 
d n X X 

-2a(l-cos ka )] 
lj lj 
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es evidente entonces que esta expresión, se reduce a la ex

presión de la densidad de estados para lu reJ cuadrada, 

También se observa en esta primera gr§f ica que la 

curva pre::enta un mi'.i>cimo. Este corresponde a la frecuencia 

máxima o frccuencié:1 de corte (W = 520 cm- 1
) para este caso, 

llk1X 
y que podemos comprobar con la relación que obtuvimos para 

la frecuencia máxima (ecuación 3.8b)si consideramos los va

lores m=28 y a=.946, esto es: 

212 a/m 519 .89 cm 

En todas las gr§ficas se advierte que las curvas 

de la densidad de estados cumplen con el modelo de Debye p~ 

ra w pequeña. 

Es decir: p ~ ~ 1 para dos dimensiones como es 

de esperarse, ya que en el modelo de oebye se basa el con· 

cepto de modo normal (~ovimientos independientes de las ma

sas que forman el sistema a una misma frecuencia) , que es 

precisamente el tratam~ento que hemos seguido en este trab~ 

jo. Sin embargo, la gráfica que corresponde al caso 

n=50, es muy parecida a la densidad de estados para la cade

na lineal (ver la gdfica de la fiaura 4.13). 

En consecuencia, debemos esperar a primera vista 

c¡-Je para 111=0, p :e O, tal como lo asegura el modelo de Debye 

para una dirnensi6n, en lugar de p = O para W=O, como muestra 

esta gr!fica. Esta discrepancia se debe a que el paso de p 

~gual a cero a p finita no es paulatino sino brusco. Esta 

proposición se confirc.a por la presencia de oscilaciones 
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fuertes a bajas frecuencias en esta misma curva, 

En conexión a! análisis de esta curva para el caso 

n=SO, presentamos en el ap6ndice 3, un análisis del comporta

miento de la red rectangular para un nGrnuro infinito d0 masas 

intermedia (n ~ ~), donde los resultados coinciden con aquellos 

obtenidos para la cadena lineal infinLta. En esencia se apli

can las condiciones de infinitud dentro de la ecuaci6n de movi 

miento. 

En relación a los picos que exhiben estas curvas re

presentadas en las figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13, pode

mos inferir los siguientes resultados. 

Se puede distinguir entre picos agudos y picos redan 

dados, los agudos se asocian con singularidades de Van-Hove 1
, 

mientras que los redondeados corresponden a resonancias. 

En todas las curvas aparece un pico de más alta f re

cuencia, que se desplaza hacia frecuencias menores, conforme 

n aumenta; asf por ejemplo para n=l, el pico más alto se loca-
1 -l 

liza en 520 cm- y para n=lO a 465 cm , de tal manera que 

el pico superior para la red cuadrada (frecuencia máxima o 

frecuencia de corte) no se alcanza para n>l. 

Tambi~n se observan en todas las curvas un primer 

pico a bajas frecuencias que se desplaza a frecuencias todavía 

menores cuando n aumenta. 

En total podemos apreciar que el n!imero de picos, 

es igual al nWllero de n de masas intermedias en cada elemen

to horizontal de la red. Esto es debido a que cada elemen-
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to constituye una cadena lineal finita. Entonces cada pico 

representa un modo normal y en total tL•ncmos n modos norma

les, tal como se demostró en el capitulo dos. Aparece sin 

embargo un efecto adicional la presencia de bandas en los 

modos normales propios de cada cadena lineal, que se producen 

debide a que las paredes de estas cadenas lineales son 'movi

bles'. 

Por a1timo debemos señalar que las colas que apare

cen en todas las curvas de densidad de estados, obedecen al 

hecho de que los polos de la funci6n de Green están en el eje 

real y se añade una pequeña parte imaginaria para poder reali

zar el cálculo. 
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CONCLUSIONES 

En la primera parte de este trabajo en el estudio 

de sistemas ordenados, en una y dos dimensiones, hemos confiE 

z1,ado que aprovechar su periodicidad en su tratamiento, nos 

proporciona una enorme simplificación. La periodicidad sign! 

fica que estos sistemas poseen simetr!a traslacional. Esta 

; ropiedad nos permite realizar una transformaci6n al espacio 
r., donde es muy c6modo y directo apreciar su comportamiento; 

ie manera que en este espacio la nueva regi6n de estudio es 

~na zona muy localizada y restringida conocida corno la primera 

zona de Brillouin. En el caso contrario nos enfrentar!amos 

al colosal problema de resolver un sistema finito o infinito 

(segan el caso) de ecuaciones diferenciales acoplados, por 

los métodos tradicionales. 

En el caso de las cadenas lineales introducimos una 

herramienta original para resolver la matriz secular, la de 

los polinomios de Tchevyshev de la. y 2a. tipo, que result6 

muy eficaz. Otros métodos muy poderosos que incluso se usan 

en sistemas desordenados de muchos cuerpos son el de las fu~ 

ciones de Green y el de la matriz de transferencia. Aqu! 

los hemos aplicado con éxito no solo en los casos de total si 

metr!a, como lo son la cadena lineal y la red cuadrada, sino 

para la re.a rectangular que representa un sistema de menor 
simetr!a. Encontramos una expresión en términos de las fun

ciones de Green que podemos aplicar directamente en todos los 

casos para conocer la curva de la densidad de estados. 

La curva de la densidad de estados para la cadena 

lineal exhibi6 un pico que corresponde a la frecuencia máxima. 
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~.;;i rr_;J ación de d.l:.;pcr:.;i6n pare; li.1 red cu<1dr¡¡üa "s de tipo se

r.1,so1d,Jl corno l,1 dL: 1.1 c<1dc:na li11C!c1l, sólo que rL:tlcj~i l<i si

c~Lrf¡¡ en l¡¡s do:.; dimensiones. La curva de la densidad de 

~~lado:.; en este cc1so exhi~i6 dos picos. Lstos resultados nos 

.-.a.n servidu de r•unto de compar.:ición con lus curvas c1e la den

sidad de estadbs para las redes rectangulares. 

En 1'1 parte central de esta tesis hemos estudiado un 

s~stema de menor simetría; la red rectangular, que constituye 

~:primer paso en el desarrollo de un modelo teórigo general. 

2,ste modelo se podrá aplicar al estudio de alc¡unos sistemas fí

s~cos de tres dimensiones, que muestran curacteristicas pareci

-~s a sistemas teóricou de una y dos dimC'milones, tal es el caso 

ie los polímeros; en particular podemos comprobar al (CH 2 lJ 5 

=~yo espectro fon6nico es una combinación del espectro fon6ni

:o tc6rico de una dimensión y el espectro fon6nico de dos di-

:::1ensiones. 

En la red rectangular hemos aplicado una técnica de 

~enormalización de las autoenergías en el análisis, de tal for

:n.a. que la pudimos tratar como red cuadrada. liemos encontrado 

~ss funciones de Green desplazamiento-desplazamiento promedia

¿as tertl\odinámicamente. Estas t€cnicas se requirieron para 

l.a obtención de la relación de dispersión y para la expresión 

de la densidad de estados. (En el caso desordenado las cadenas 

lineales que forman la red estarían unidas al azar, pero exi

~iendo que los enlaces fueran cada N veces. En este caso, te

=3 de un estudio posterior, se aplicaría por ejemplo la técni

~ de Aproximación de Potencial Cohcrente 17 (CPA) en el análi

sis). El cálculo de la densidad de estados y sus respectivas 

curvas, se realizaron para varios casos de redes rectangula

~·cs. Para redes rectangulures con cadenas lineales intenne

=ias del, 2, J, 4, 5, 10 y 50 masas. AtravAs de un cálculo 

::=m~rico, se logró conocer dichas curvas. La interpretación 
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y an~lisis de estas mostraron que: 

Los espectros fon6nicos cumplen con los resultados 

previstos en la Teorfa de Debyr~, en el sentido de que p(",)'o 1,1 

a frecuencias baJas. Sin embargo al observar la curvn que 

corTesponde al caso n = 50 ( o masas intermedias en cl elemen 

to horizontal d(, ~a rcu rt'ct.«ri']tllar), ya casi ·~s c,l d(· la ca 

dena lineal, por tal motivo, esperabarnos que se comportara 

como la cadena lineal (p # O para w = 0), pero acusó UP compoE 

tamier,to de p = O para w =O. Esta aparent<? controversia se S_l:! 

;0ra al recordar ~~e el paso de ~ finita a r = O no es paula

::..Lno s.tno brusco. Esta aseveración se confirma al observar 

iluctuacioncs a baJaS trccucncia~ en este espectro. En general 

entonces, en este caso límite, sí se produjo lo que se espe

raba, que la curv~ fuera casi la du la cadena lineal. Analf

::.1camente en el an5lisis teórico du extrapolación cuando n~m, 

los resultados tambi~n concordaron perfectamente con los de 

~a cadena lineal. Por otro lado con respecto al otro l!mite 

1n = 1) los resultados coinciden exactamente con los de la red 

::uadrada. 

Todas las curvas de la densidad de estados, en las 

redes rectangulares exhibieron n picos. Esto es claro, ya 

~ue los elementos horizontales de la red cuadrada, equivalen 

a tener cadenas lineales finitas de n masas, y puesto que cada 

pico esta asociado a un modo normal de vibración, se confirma 

el hecho de que el nfunero de modos normales para la cadena li 

~:cal es iguul al nfunero de masas móviles. 

En resumen, se expone primeramente un estudio com

;·leto de las propiedades fon6nicas de redes, de una y dos d:!_ 

~ens~ones. El mGtodc de cAlculo es original, aunque los re

sultados son ya conocidos. L~ importancia primordial se rec~ 

noce en la segunda parte de este trabajo, donde el interés 
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no solo es acad~mico, sino que se planea que constituya un 

primer paso para el entendimiento de espectros fon6nicos ex

perimentales de algunos materiales, tal como los polímeros. 

De hecho se sugiere un camino para el estudio de estos espec

tros, por medio de un modelo desarrollado en base a espectros 

fon6nicos cristalinos. 



(Al. 1) 

A. l - DERIVACION DE Ll\ ECUAClON GENERJ>l, 

DE MOVIMTEN'l'O EN 'fEPMINO~> DE l,i\ 

FUNCIO~l DE GREEI~ P,\RI\ VI llRAC IONES 

EN UN,\ HED. -

l1,12,1:s 
La función de Green retardada Gr se define1 

Gr ( l, l 1 
, t, t ' ) = <<A ( l, t) ; B ( i ', t ' ) > > 

donde t'>t y A(l,t) es el operador de alguna función 

de propagación linccil (~n el sitio .f ¡¡ un tiempo .t, 
D(f',t') es el operador de respuesta respectivo en 

el sitio l' a un tiempo posterior t'. 

El paréntesis interior en la expresión (Al.1) sig

nifica un valor esperado cuantico, es decir 

(Al.2) <A(.!'.,.t); B(l',t.)> = .{.fJ[.t'-t) [A(t,.t), D(.t',.t)] 

aquí los corchetes se refieren al conmutador de A y By o(.t
t') es una función escal6n que vale cero cuando .t>.t' y vale 

uno si .t<.t', ésta función es introducida p~ra tomar en cuenta 

el retraso en el tiempo. 

Entonces (Al.1) se puede expresar: 

(,\1.3) Gr ( I'., ¿' , t , t' ) =.la [ .t' - .t l < { l\ [ .!'. 1 A) , B [l., t) ] '' 

el Oltino par~ntcsis representa el promedio termodinámico so

bre el ensamble gran can6nico 1 ~. 

En consecuencia, la expresión (Al.1) se puede escri 



133 

bir en forma explicita: 

(Al. 4) 

(Al. 5) 

Gr(f,l',.t,.t'l= Tr{ -1!/KT.<.O(.t'-.t)[l\({,.t), Il(l',.t')J 

-11/KT 
'l'r 

donde T es la constante de Uoltzman, T la temperat~ 

ra absoluta y 11 es el hamiltonoano, que en nuestro 

caso se puede también expresar: 

aqui las u's especifican los ejes coordenadas las l's los si 

tios y ~(l,l'I es precisamente ln matriz dinámica que habiamos 

nombrado D. 

En particular en nuestro caso A(l,.tl y B(l',.t'l 

son los desplazamientos es decir, la perturbaci6n en el sitio 

l al tiempo t genera un desplazamiento u(l,.t) y la respuesta 

Bes un desplazamiento u(l 1 ,t 1
). Por lo tanto la funci6n de 

Green retardada para los desplazamientos queda: 

(Al.6) Gr(l,l',t,t'I =«u (l,tl; u(l',.t') » 

pero de la forma del hamiltoneano en (Al.5) s~ observa que 
~ste solo depende de la posición y en consecuencia, G s6lo de 

pende de t'-t entonces 

(Al. 7) Gr , (l, l 1 , t) ., « u (l,tl; u (l' ,O) » 
aa a a . 

La ecuación de movimiento de G se obtiene derivando 

la ecuación (Al.7) dos veces con respecto al tiempo, esto es: 



(Al. 8) 

(Al. 9) 

(Al.10) 

3G 
.i.h at 

pero, 

;h a "" at << 

., a 2n 
".<.tu {:a¡ e (.t)<[u(¡(l,.t), uo. 1 (.e. 1 ,t)j>} 

e ( t l = rt ó ( t) ., 

donde ó es la delta de Dirac, y (Al.8) es ahora, 

recordemos las ecuaciones de Heisenberg 16 de movimiento: 

aua (l, ti 
31 [u

0 
(.t'.,.t), H), 

at 
(Al.11) 

P (.l'.I 
l! 

MITT a 
[U

0 
(./'. ,t) 1 !!] I (Al. 12) 
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si empleamos la ecuación de Heisenberg (Al.12) y en vista de 

que, 

(Al.13) (u
0 
(l,t), ua, (.f.' ,.t') l = O 

la ecuación (Al.10) queda, 

=O+ .i.h•<[ua(l,.t),H[, ua (.t'.',O)>> .i.h aG 
at 

(Al.14) 



tomamos ahora la otra ecuaci!5n de movimiento de Heisenberg 

(Al.11) para expresar (Al.14) en la forma: 

(Al.15) .i.li. aG = .lh« P(l(l,.t)¡ u,,,(l',O) » ar ~ 
M

0 
(l) 
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que es una funci!5n de Green impulso-desplazamiento, derivamos 

otra vez con respecto al tiempo esto es: 

(Al ,16) .l1i a2 G = .llí a ( 2ir e (.ti [p (l,.t) ua 1 (.t',O)]>) TI 1fi < (l , 

at 2 11 {l) 
a 

= 211 ó (.t) ¡P (l, t) < (l , u
0 

( l', O)] + 
Ma (l) 

+ 211 e (.t) <[ 1 aP 
0 

( l, .t) 
' ua, (l',O)] 

Mm" a .t a 

pero debido a que: 

(Al.17) 

ademlls, 

{Al.18) [P a (t,.t) ,H] 

la ecuaci6n (Al.16) queda, 

(Al.19) .lfí a 2 G 

at 2 
2TT.i.ft (.t) <<(Pa(l,.t) 

1 - M (.f.) 6 ó aa, ó ll' + H ] , 
a M (t) 

a 

,u ,(l',O)>> 
a 

' 

el conmutador de P con nuestro hamiltoneano (Al.SI cumple con: 



fAl.20) 

(Al. 21) 

(Al. 22) 

¡P,, (l, ) / H) 

M (ti 
'J 

l 3íJ 

--<tt 1' , f e, e'' J u ,, f e" , t 11 au u · 

donde a" y l" nos resulta al sumar y renombrar los 

indices. 

por lo tanto: 

-i_Tt a 2 G 2" ,(t¡ 
6(tlóaa'ól --- .e 1 

:¡ t2 Ma(l) 

-lft \,,,,,(l,.f." 1 
<<U

11
"(.f.",t)¡ 

c1" l' M (lj 
u 

u
11

,(l,O)>> 

o bien, 

M u 
(l.) ~ 2 G

11
a 1 (l,.f. 1 ,t) 

- í. <flaa'(l,l")G,, ,(l",l,t), (/.".e r a ll 

que es la ecuación de movimiento para nuestra función de Green. 

Aplicamos a la función Gaa' (l,t',t) una transformada 

de Fourier al espacio w, esto es; 

t.\l.23) · Gcw'(l',l'.',.t) 1 J oo -i_iu .t G ·¡ l l ' · ) e llll r , J w 
2 e -00 



y el primer miembro en la ecuación (Al.19) queda: 

(Al.24) 

además, 

(Al.25) 

M (t) 
l\ _2_n_ 

00 

-

,2 , 
V !.oo 
a .t2 

DO ,i.td¡ 
6 (t) = 1 !-a, e dw 

2ñ" 

y entonces el segundo miembro de (Al.22) es: 

..i.w.t ro .<.w:t 

l.J7 

(Al.26) e c1w -1 
2ii 

r <!> ,,(t,t") J e G 11 (l",l';w)d 
a "l" aa -ro aa w 

con lo que podemos expresar la ecuaci6n (Al.22); 

(Al .27) 
,{.w.t 

1 Ja; e ¡L,[-M (.t)w 2 G , (.f.,l' ,w) + ºac,'º (l,l') + 
2iT" -oo ú ªª 

+ l: 
'.!"l" 

(.t,.eº J G , ,,«en ,.e;w) J 
n a 

o 

pero, si la integral sobre todo el espacio de las 'ses cero, 
w's es cero, la parte del integrado dentro del paréntesis 

es cero, en consecuencia: 

(Al. 28) M (.f. J w 2 G , (e l 1 i w) = f, .··a , ó ( .l'., .t 1 1 + a a.:i , .... 

+ ¡: <1>(.f.,l")G,, (t",.f.';w) 
a"f.." a , a 



A 2. - DERIVACION DE G (K) PAllA I,t\ RED flIDIMENSIONAl, -

- CALCULO DE Ll\ RI~LACION DE DISPEHSION -

En el espacio real, tenemos la siguiente ecuación de 

movimiento para la red, 

(A2 .1) M(l)w G ,(l,l')=ó ,(.t,l')+¡: ,,i:.,,.p(l,.l")G 11 ,·(l",l,l') 
a cia aa (! .1. a a 

donde las u's representa, los grados de libertad x,y; 
y l=a(m,11 J para m,1t enteros. 

La ecuaci6n (A2.1) está escrita en la representaci6n de 

los desplazamientos u
0
(l), transformándola a la representa

ción 'I' .(K): 
j 

(A2.2) 

donde: 

N es el nGmero total de masas y 

j el nGmero de grados de libertad por cada masa, 
('( 

aj(K) son los coeficientes de Foúrier de los modos es 
decir las amplitudes de cada modo (o,R). 

Sabernos que las 'I' 's son ortonormales: 

(A2. 3) <'i'j{Kl l•11j'(K'l> ójj'óli<-i<•¡ 

Definimos: 
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(A.2. 4) 

Multiplicarnos la ecuaci6n (A2.l) por las u's (los factores 

e:-:ponencialcs correspondientes) y sumarnos: 

(-1 .. 2. 5) 1 

-lK • .f - j{o ¿ ' a ' a 
M 2 , 1 i: i: t e (f. l' ¡ e ¡i< •) (K) w "a··a 1 C. .f.' aa' ' 0 j' 0

) = 

- _, 
a iK•t -lK;.f.• a' 

a.ti<> e ¿ 1 6(.t,.f. 1 Je cr.,(K'l 
J :.o J 

El primer término de la derecha en (A2.5) es: 

(A2 .6) 

pero 

(A2. 7) 

a u - 11i<-i< 1 J·.r - - ( ') (' r. ~, cr. ( K) o . , K · 
CI <. ) J 

i!i<-i< 1 l ·.e. re Nó(K-K') y en virtud de (A2.3) 

éste término es simplemente M jj' (K-K') -(A2;B) 

De manera que (A2.5) es: 



(l,2. 8) 

Para el c41culo de R se necesita ot pero en este caso1 

(A2.9) ~aa 1 (.l,l.'J 
iu,.(.C)Jua'(.f') 

y si consideramos sólo fu'2r2cis centrales a primeros ve

cir.os en la red cuadrada de par5metro a 

(A2, l 0) r 2 ¡u 1 t J -u ¡ e ' J 1 {, ' J ' 
r:.t :t. a .<. 
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donde ó~ es la componente a del vector que une al veci 
.{. 

no.i.con-i.'. 

Obviamente 

(A2.11) 
a 

i: ( ó ) ;: 
Cl • 

.{. 

2 
a 

l>plicamos (A2.9) a (A2.10) yobtenemosque: 

(A2 .12) <ti ~· ( l., .e" J = - a 6 ,, r s (.c." -.e- o . l - ó ( e" -.f.) J 
ªª ªª .{. 

de forma que R es: 
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(A2 .13) 

4 ,¿ - a. l .J<
1
.f• 1 R= -qr_ 0 l: ,.,~ o.(K) e .· G ,!.f.to .,l'I e- . o<~,(K') 

...... o .(. ,¿:¡ J C.Q .{. • J 

(A2.l4) 
4' o .iK·l -.lfK·!l+o .)J 

R= -a r. r r o. e e .<. 
bl ª J 

.&·ll+o.¡ -.J<·t , 
e -<.G (l,ó.,l)e a~(K'l 

QO .(_ J 

4 o .¿K.,e. --i.K:.e' a' 
+e¡r[r.r: 'º'º' 1Kie G ,(l,l')e o.,(K')] .l=I CI<. a <. J , aa J 

(A2.15) 

4 --i.K· U a ,iR. (l+oil -.<R!.e' a' 
R= -ar e [rr ºJ.(K)e G ,(l+ó.i,l')e cr. (K')] 

.<.= 1 a.l a 1l1 aa J 

+ 4aG. ·:• (K,K' > 
• JJ 

El término con el paréntesis cuadrado en (A2.15) es 

simplemente Gjj(K,K'), porque no importa el origen debido a 

la simetr1a traslacional y definirnos: 

~ 

{A2 .16) ¡; 
.l= 1 de manera que (A2.6) es: 



(A2,l7) 

finalmente; 

(A2.18) G (i<,K,w) = 
jj 1 

(l\2.19) donde: 

para la red cuadrada rK 

= M5 .. d <R-R• 1 
JJ 

6 'ó(K-K'> jj 

(A2.20) 2a 
M' 12-cos k a - cos k a) 

l ·12 

que es la relación de dispersión para la red bidimensional 

que ya obtuvimos en la ecuación (3.8a). 



A 3, - EXTRAPOLACION AL INFINl'1'0 DEL NUMERO n 

DE MASAS INTERMEDIAS DE LOS ELEMENTOS 

HORIZONTALES DE LA RED RECTANGULAR. -

En este apéndice presentamos un análisis del com

portamiento del sistema cuando el número n de masas interme 

dias entre los v6rtices del arreglo rectangular tiende al 

infinito, de tal manera que tenemos un conjunto de cadenas 

lineales enlazadas en sus extremos (al infinito) . Debemos 

esperar que los resultados concuerden con los obtenidos en 

el capitulo dos para la cadena lineal. 

En el infinito tenemos las siguientes condiciones: 

(A3 .1) 

es decir la corrección diagonªl no depende de n para n muy gra~ 

de, asimismo: 

(A3.2) 

recordemos' la expresi6n para a n d que obtuvimos en ( 4. 3 71 y to

mamos la definiciOn (A3.l) 

(A3.3) ·~ 2 
a + --2--"--J-I--~J 

rnw -a· ad 

2 n-1 mw -ad 
a [ 

2 ll - 1 
ffic.J -ad -a 



aplicamos la condición (113. 3) y se J.lega a la siguiente ecua
ci6n cuadrát..ica; 

2 
( 113. 4 ) ªd - mw 2 ad + omw 2 = O 

que resolvemos para ªd' 

{ A3.5) 

o bien por la definición (2.134), 

{ A3.6) a 
d 

Por otro lado podernos reescribir la ecuaci6n de 
movimiento (4.lb) para el caso general de n masas anterio-
res, 

(AJ. 7) 

consideramos ahora la matriz de transferencia Tn , 

que nos transporta de un sitio de la red rectangular al si
guiente através de n pasos por las masas interiores, 

A3. B) U1 



además, 

( AJ. 9) 

Tn tambi€n cumple con1 

Tn "' n .t. 
11 .(. 
,¿ 

donde las .t,¿'6 son las matrices de transferencia 
de un paso, 
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si sustituimos la ecuación (AJ.8) en (A3.7) ésta última expr~ 

si6n se convierte en: 

( A3.10 ) (mw 2 -adf'I + a T ) u n n o 

pero u
0 

~ O, por lo tanto 

( A3 .11) 

o 

aqu1, podernos usar la última igualdad del resultado (4.37) y 

tener: 

(A3.12) 

n para luego introducir este valor de a d en (A3.ll) 

(A3.13) Tn= .l.. (rnw 2 +a T 
1

¡ 
a

11 
n n-



cuando n + w la condici6n (A3.9) nos asegura 

( 1\3. 14 ) 

ya que los extremos est&n muy alejados y las matrices t no 
dependen de .<., 

dividimos entre Tn cada t~rmino en (AJ.13) para obtener: 

(AJ .15 ) 1 

o bien, si usamos la relaci6n (A3.ll) 

( AJ .16 ) 1= 1 + mw 2 

1 

podemos ahora reemplazar a
11d por su valor asint6tico obteni

do en la relaciOn (A3.6), entonces tes, 

( AJ .1 7) 

simplifiquemos ~sta expresi6n, para tener finalmente 

( A3.18) .t ; (A ± IA 2 -4) 
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,, . 
... "' 



que es precisamente la matriz de transferencia que nosotros 

obtuvimos para la cadena lineal infinita. 

Definimos, 

(A3.19) t' 

lo cual implica 

(A3.20) A t + .t' 

si reescribimos la relaci6n (AJ,B) para los desplazamientos 

un+l de la masa n + 1, 

(A3.21\ 

y si realizamos una transformada de Fourier 
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e .i.lkna-wt) .,.;, . .,1. . .. , ',,·. 

(AJ.22) 

la relaci6n (AJ.20) nos queda: 

(AJ. 23) A e .<.kw + 2 coa ka 



empleamos el valor de A según la definición (2.134) 

para finalmente tener: 

(A3.24) mw 2 

-( a - 2 ) = 2 cos lz.a 

o bien, 

(A3.25) mw 2 = 2a(l - coa ka ) 

es decir, hemos considerado nuestras expresiones 
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de renormalizaci6n dentro de las ecuaciones de movimiento, 

junto con las condiciones al infinito para la red rectangu

lar, y logramos recuperar la expresi6n de la relación de 

dispersi6n para la cadena lineal que habíamos obtenido en 

la ecuaci6n (2.144) del capítulo dos. 



A4, LISTADO DEL PHGGRJl.MA QUE CALCULA LA DENSIDAD 

DE ESTADOS PARA HEDES RECTANGULARES. 

L 
100 lhí'LICIT COl1f u:x (C) 
200 n:ItH/,' l1UL; .lf'LO DE lit:li Ell X'n?' 
250 COMl1011/f'i'll:AM/(1Y • f.:M • UlrtH 
300 RLAD/•Nl 
400 AY=, 'l46 
500 rRlNT/,'VALGR DE WMAXT??' 
550 fiEf1D/, IJMAX 
600 DY=2, 
'700 nx~N1*DY 
800 PI=4•*ATAN(1,) 
900 ¡;:M= :.'O, 
1000 
1100 f'ldNT/,'F'AfiílCJON, PASO Y f'ARTE IMAGINARIA'i'??' 
1200 rr~111.N.ST·Eí'Sl 
lJOO SUM=O, 
1350 SUMA1=:0,0 
13é,O SUMl'\2~0, O 
1400 W=0,()000001 
1500 1 O CLltH HHJE 
1600 CW=CMPLX(W,EPSIJ 
1650 CALL CUNSCCAX,CAli) 
1710 SUM2=0, 
1715 TSUM=O,O 
1750 f'ESO=O, 
1800 UO ~O J=l•N 
lYOO XK=J*PI/N/DX 
2000 110 21. I=J+l•N 
2050 IFCI,GT.NJGOT021 
2100 YK=ItPI/N/DY 
2200 CGY=1.fCRM*CW*•2-2,*<CAD-CAX*COSCXKiliX>+AY*( 
2300 *1,-CQ~(YK*DYJI)) . 
2410 SUM2=SUM2-2,,RHtW*CAIMAGCCGYJ/PIJ 
2450 PESO=PESOil 
2500 21 CONTIHUE 
2550 20 CONTINUE 
2555 DO 30 I•l•N 
2560 XK=I•PI/N/DX 
2565 YK=XK*DX/DY 
2600 CGY=l,/CRMtCW~t2-2,*<CAD-CAX#COSCXK*DXltAY*< 
2620 t1,-COSCYK*DY)J)J 
2710 SUM2=SUM2-RMtUSCnIMAG(CGYJ/PI> 
2720 XK=O, 
2800 CGY=1,/<RM*CWl•2-2.*ICAD-CAXtCOS<XK*DX>+AY*< 
2C10 *1,-COSCYKtDtJJJ) 
2Y10 SUM2=SUM2-RM*W*IAIMAGCCGYl/PI> 
2950 PESO=PESOtl 
300~ 30 CONTINUE 
3010 PESO=P~SOtl 

3050 CGY=l./CRMtCW•*2-2.•ccnD-·CAX)l 
3150 R02=CSUM2-RM*W~IA1MAG<CGYJ/~I/O,ll/PESO 
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~-~V 

.32~5 

J..100 
3~00 
3500 
3600 
3650 
3?00 
3800 
3900 
4000 
4100 
4200 
4300 
4400 
4500 
4600 
4700 
4800 
4900 
4910 
4950 
5000 
t 
R 

~Ul'ltl.o'.;;:;~~lJl'IH' t l\Ü~.f.tl 1 

TSUM'-'SUM!\2:t8. 
WRITEC6,100lWrRU2,SUM!\2 
100 FORM!\Tl2X1re.5,2x.21ra.512X>> 

!FCW,GT,IWMAXllO*STllSTOP 
W=WtST 

GO TO 10 
ENLl 

SUBRUUTINE CONSCCAx.cnD> 
IMí'LICIT COHf'LEX CCl 
COMMON/PARAM/AY1RM,CW1Nl 
DIMENGION CAIUOOJ1CBIUOOJ 
CACll=CMPLXl~YrO,) 

CBC1l=Cri<11 
DO 1 O I =1, N 1 
CACitl)•-AY*CACil/(RM*CW•t2-AY-CDCll) 
CDClt1>=AYiAYt•21CRM*CW**2-AY-CBCI)) 
1 O CON TI lfüE 

. CAX=Cfi< Nl J 
criD=CEc CNl) 
WRITE C 6,/lCAX1 CAD 
f\ETURN 
END 

H\UNNING 8111 
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