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INTRODUCCION 

Cuando se plantea el problema de estudiar la interac

ci6n de dos partículas, sean átomos, i6nes o moléculas, es nece

sario resolver el hamiltoniano asociado al problema. Sin embar

go no es posible obtener una soluci6n analítica exacta, excepto 

para casos contados, y hay que utilizar un método de aproximaci6n 

Para el caso de interacciones a al tas energías, la 

primera aproximaci6n de Born constituye una herramienta muy 

utilizada, la que resulta de la teoría de perturbaciones esta

cionarias. 

Cuando el problema es a bajas energías, el movimiento 

nuclear es lento comparado con el electr6nico y puede ser tra

tado con una aproximaci6n adiabática, que, separa el hamilto

niano del movimiento electrónico del nuclear. 

En el intervalo de energías moderadas se utilizan 

diferentes métodos para su descripci6n, que más bien son comple

mentarios dependiendo del caso particular a tratar. Dentro de 

estos, se puede construir una aproximaci6n mezclando las dos 

anteriores. 
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En el presente trabajo se desarrolla una aproximación 

mezclando la primera aproximación de Born, para tratar el movi

miento nuclear, con la aproximnción de Born-Oppenheimer, para 

describir el movimiento electrónico. 

En la primera parte, se sintetizan las teorías para 

la primera aproximación de Born y para la, de Born-Oppenheimer, 

asi como la relación que existe entre la teoria de perturbacio

nes dependiente del tiempo con la dispersión, con lo cual, se 

plantean las condiciones e intervalos de validez para cada una. 

En una segunda parte, se desarrolla la teoria para 

la aproximación híbrida, planteando el problema de encontrar 

la expresión para la sección diferencial y los elementos de 

la matriz de dispersión. 

A continuación, en una tercera parte, se plantean 

los casos de dispersión elástica e inelástica, deduciendo los 

elementos de matriz vibra-rotacional y electrónica. 

Finalmente, se presentan las conclusiones y aplica

ciones para esta teoria. 

2 



APROXIMACION DE BORN 

La a proximac iÓn de Born es un método para resol ver 

la ecuación de Schrodinger por medio de teoría de perturbaciones 

para los casos donde la energía de colisión es al ta o el poten

cial de interacción es pequeRo en cada punto. 

Cuando una partícula, ya sea un elcctr6n, ión, ~tomo, 

etcétera, coljsiona con una velocidad suficientemente alta, 

las fuerzas eléctricas entre el proyectil y el blanco son fuer

tes, pero sólo un tiempo muy corto, por lo que existe poca 

probabilidad de que se produzcan efectos notoriamente obser

vables. En este caso, el efecto de la colisión puede ser tratado 

como una perturbación independiente del tiempo. 

Lo anteriormente expuesto, nos indica que en una 

colisión podemos considerar la excitación del blanco al 

pasar de un estado inicial a otro estado final del mismo tipo, 

como el resultado de la interacción con un potencial que sólo 

afecta ligeramente al estado descrito por la eigenfunción inci

dente y casi conserva su forma de onda plana. 
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Sabemos que la ecuación de Schrodinger para un pro-

blema en general, será 

A ljJ = E ljJ (1) 

Por otro lado, el hamiltoniano para dos sistemas 

colisionantes A y B se puede representar en la forma 

,.. 
H (2) 

donde los subíndices A y B representan a las dos partículas 
.. 

que interactuan, TR representa la energía de traslación de las 

partículas en movimiento re la ti vo y V AB, el potencial de in te-

racción. 

Consideremos el caso en el que la energía pote.ncial 

entre las partículas interactuantes puede considerarse como 

una perturbación del sistema. Entonces, el hamiltoniano se puede 

agrupar en un hamiltoniano no perturbado más un potencial 

.. ,. 
H = Ho + VAB (3) 



de donde, sustituyendo en la ecuación (1), se obtiene 

considerando que la configuración propia de los sistemas A y 

B no influye en la descripción se tiene 

h 2 
l 

-- ÍlJ 
211 

que despejando y llamando, 

= y 

-V t/J =Eefi AB 

V(r) = VAB(r) , se obtiene 

= -1:.E:__ V ("f) t/i 
112 

(4) 

Una solución que satisface esta ecuación y cumple 

con las condiciones a la frontera cuando r - oo , es 

ikr 

t/i ~ exp(ik·r) + f(k,k') e 
r 

(5) 

o sea, cuando r es suficientemente grande. 
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La funci6n exp(i~· ~) representa la onda incidente 

como una onda plana arm6nica con vector de p~opagaci6n ~; f(~ 1 k 1 ) 

es la amplitud de dispersi6n en dependenci.1 de k y k', vectores 

de propagaci6n de magnituu k, donde k' representa al dispersado, 

Con lo anterior, la solución queda formada por la 

función de onda incidente más el término de dispersión 

W = exp(-<'.k·r) + ~d. 
lS (6) 

esto es, la solución es la suma de una parte incidente y una 

parte dispersada, 

La onda exp(-<'.k · r) es la solución al hamiltonlano 

no perturbado, esto es, con potencial cero 

A 

H ~ = E ~ o 

( V2 + k2 ) exp(.ik, r) = o (7) 

Para encontrar la expresión de la función de onda 

dispersada hay que resolver la ecuación de Schrodinger 



< v2 + k2 )ljJ = V(r)ljJ 

toda solución de esta ecuación, es la solución de la ecuación 

homogénea más la solución particular 

(V2 + k2)[exp(.ti<-r) + ljldis] = 
2
: 2 V(r)ljJ 
n 

V2 + k2 )exp(,u{•f) + ( V2+ k2 )ljJ . = ~ V(r)ljJ ( dis 112 

que con la ecuación (7), se obtiene 

( v2 + k2 )ljJ dis = ~~ V(F)ljJ 

Llamemos 

~ V(f)ljJ = - 4n p (F)ip 
1í. 

(8) 

(9) 

de tal forma que, ahora la ecuación (8) se puede expresar como 

e v 2 + k2 ) 1" d. = -4 n P (r) 1jJ 
1S (10) 

la cantidad p (f) se puede considerar como una densidad de 

ondas esféricas divergentes al punto F. 
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la función ljJ d. para una densidad p (r) será calcu-
1s 

lada por, 

con 

ljJdis= J G(r,r')p(f')df' 

G(r,f') = expUkl f - r' 1) 
1 i - f' 1 

1 e 
conocida como la función de Green! 

(11) 

(12) 

Si ahora, sustituimos la ecuación (12) en ( 11), se 

btiene 

ljJ dis 
= j exp(Lk!F - r'I) P (r') dr' 

1 f - f' 1 

que sustituyendo en la ecuación (9), 

= - 2m 

4'1T n. 2 / 
exp(.¿klr - r'I) V(f') ljJ(r') dr' 

Ir - r' 1 

por lo que, la solución será, 

(13) 

(14) 

ljJ(f) = exp(.lk•i') - 2m J exp(iklf - f' 1) V(r') ljJ(F') dr' (15) 
4TI 1í 2 

1 f - :f 1 
1 
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Esto quiere .decir que, la solución esta formada por 

una parte de ondas esféricas ordinarias en cada punto de r' 

y la amplitud de cada distribución es proporcional al producto 

V(r') tjJ (f'). 

La soluci6n dada por la ecuación (15), no es una 

solución explicita, ya que la función lJJ(f) depende de conocer 

inicialmente W(f') e integrar en forma iterativa; lo cual 

genera las series de Born, lo que se obtiene al remplazar f 

por f' y sustituir en (15), 

IJ!(f') = exp(lk·r') - Zm J G(f' ,f")V(f") tjJ(f")df" (16) 
4 TI-/í 

2 

que al sustituir en la ecuación (16), se obtiene 

¡JJ(r) = exp(.i.k·r) - ---'2=m'--
4 7fh2 

J G(i,i') V(f') X 

[exp(ik·r') -
2
m f G(r' ,f")V(r")lJi (r")di'"] df' (17) 

4TI fi2 

1/J(f) = exp(lk·f) - Zm Jexp(<'.k·f')G(r,f')V(f')df' + 
4TI -/i 2 

(18) 

+ [ 2
m ] 

2 J G(r,f' )V(f' )G(f' ,f")V(f") 1/J(f")dr"df' 
4 Tif¡ 

2 

la que representa la primera iteración. 
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Este proceso puede ser continuado indefinidamente, 

provocando como resultado una serie infinita, que si es conver-

gente, puede ser utilizada como solución. 

Si la onda dispersada no es grande, se espera que, 

la serie de Born con ver ja rápidamente, y el primer término de 

esta serie ' sera una buena aproximación. Este primer término 

es la llamada aproximación de Born, la cual queda expresada 

por 

I G(i' ,r• )V(r' )exp(.il<' r.) di'' 

Una discuci6n alternativa en la obtención de esta 

expresión puede consultarse en libros estandard de Mecánica 

Cuántica. 
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APROXIMACION DE BORN-OPPENHEIMER 

Para la mayoria de los casos reales una soluci6n 

analítica exacta a la ecuaci6n de Schrodinger no es posible, 

por lo que, estos deben ser tratados por métodos aproximados, 

de ahí la importancia del alcance de estos métodos. 

Para los casos atómicos y moleculares, mientras las 

interacciones sean a bajas energías, los sistemas pueden tratarse 

como sistemas electr6nicos Únicamente, en los cuales los núcleos 

se consideran fijos a un tiempo dado. Este método es conocido 

J,4,5 
como la aproximación de Born-Oppenheimer. 

Escencialmente, el método consiste en separar el 

harniltoniano del sistema en, el hamilton ano del movimiento 

electr6nico más el hamilton ano del movimiento nuclear 

" " A 

H = H + H (21) 
e n 

con 

" ~T.¿ + V(Rcx, r -<) H = e 
.{. 

y 

" 
z z 

H I Ta+ A B 
= n Ra - Rs ex 
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A A 

donde T,¿ y t son los operadores de energía cinética de los 

electtones y nJcleos, respectivamente; V(R , r . ) son todas las a -<. 

interacciones electrostáticas de los electrones. El término 

" restante en H representa las repulsiones nucleares. 
n 

" Si H tiene solución de eigenvalores, e 

4 6 
entonces de acuerdo con el teorema de Helman-Feynman 

resultado importante para lo siguiente. 

" 

(22) 

Si H tiene como solución x, se cumple la ecuación . n 

,.. 
H X = E X n n 

La ~proximación, básicamente, consiste en suponer 

que la solución de ( 21) es 
A A • 

~ X, se H y H son independientes e n 

o de baja interacción, además 

,.. 
H ( ~X) = 

,.. ,.. 
H + H ] (~X ) 

n e 
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por otro lado 

,. 
H iJ¡ total = E ljJ 

total total = Etotal ~ X 

entonces, de acuerdo con ( 22), EJFa ) es el potencial de los 

núcleos, 

A 

El hamilton ano molecular, H, de la sección precedente 

considera a los n~cleos y electrones como masas puntuales y 

desprecia las interacciones espín-Órbita y relativistas. Este 

hamiltoniano se expresa como 
~ 

,. 
- li2 L _1_v2 - x L 'V~ +L L za ZB fi. 

H = 2 a ~ a 2m ,¿ .(.. a B>a ras 
(23) 

LL la~ ¿;¿; él-

- + f·. a ,¿ t· j .i>j :.la -.tj 

donde a Y B son índices que se refieren a los núcleos y donde 

i.. y j se refieren a los electrones. El primer término de la 

relación anteior representa la energía cinética de los núcleos; 

el segundo, la energía cinética de los electrones; el tercero, 

las repulsiones entre los ndcleos; el cuarto, las atracciones 
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entre los nucleos y electrones¡ y el último, las repulsiones 

entre los electrones, 

Notando la dependencia que cada término tiene respecto 

a las coordenadas electrónicas, el hamilton ano 

lo podemos sintetizar de la siguiente forma 

A -
H(r.,R) 

-<. ex 
(24) 

Si como se dijo, el movimiento electrónico se puede 

considerar por separado del movimiento nuclear para cada estado 

nuclear dado, el hamiltoniano electrónico viene dado por 

A -
H(r.,R) e -<.. ex (25) 

queda por tanto resolver la ecuación de Schroedinger electrónica 

(26) 

donde m representa el conjunto de números cuánticos electrónicos 

necesarios para identificar una solución única • 

Una vez resuelta la . ' ecuacion ( 26), y seleccionado 
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un estado electrónico m particular, combinamos la energia elec-

trónica con la repulsión nuclear, de acuerdo a la sección prece-

dente, y así formar la energía potencial nuclear total, que 

a su vez es usada para definir el hamilton ano nuclear 

,. -
H (R ) = 

n a 
T (R ) + V (R ) + E (R ) n a n-n a em a (27) 

con el que se construye la ecuación de Schroedinger estacionaria 

nuclear 

E '!' (R ) 
m\I mv a (28) 

donde el Ídice \) representa el número cuántico requerido para 

especificar únicamente un estado nuclear. 

Bajo la suposición anterior, los estados de la función 

de onda de estado estacionario de la molécula, pueden ser apro-

xirnados por los productos de las soluciones de los problemas 

electrónico y ndclear 

'l' (f · R) ~ cflm mv .<...' (29) 
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La energía E mv , encontrada en la ecuación ( 28), 

es aproximadamente, igual a la energía total de la molécula 

para el estado descrito por la función de onda correspondiente. 

La dependencia de las energías y funciones de onda 

nucleares y electrónicas en diferentes conjuntos de coordenadas 

y para diferentes números cuánticos, es complicada. 

Para determinar el grado de aproximación de las candi-

ciones bajo las cuales, las soluciones 'l'mv y <Pm , son solución 

de la ecuación ( 28), se hará la siguiente discución, partiendo 

de la ecuación de Schrodinger exacta 

,. ,.. 

(T + T + V + V + V ) '!' = E 'il e n e-e e-n n-n (30) 

donde 

(31) 

en donde <P = <P (r . ,R ) es solución del problema electrónico 
-<... a 

y X = X (R a) es la función nuclear, que multiplicada por <P nos 

da la solución de (30). 

Sustituyendo esta función de onda en la . ' ecuacion 
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de Schrodinger (30), se tiene, 

,. ,. 
(T + T + V + V + V ) 4> X = E 4> X (32) e n e-e e-n n-n 

separando, se obtiene 

por otro lado, si multiplicamos ambos lados de la ecuación de 

Schrodinger electrónica por X , se obtiene 

" (T + V + V ) <Px = Ee~x e e-e e-n (34) 

de la cual, se puede notar, que forma parte de la ecuación (33), 

por lo que, esta queda 

,. 
(E + T + V ) <Px = E 4>x e n n-n (35) 

,. 
ya que, el operador T actua sobre <P y X , se tiene que consi-

n 
A " ,. ,. A A A" 

derar que el conmutador de dos operadores A y B es, [A,B] = A~-BA 

' > M 

"· 
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por lo que, 

" " " T cp = cp T + [T • cp ] 
n n n 

y de ahí 

" " " T n cp X = cp T n X + [ T • cp ] X n 

que sustituyendo en la ecuación (35), da 

,. 
cf> (T + V + E )X 

n n-n e 

,. 
+ [ T n , et> ] X = E cf>X (36) 

,. 
Si consideramos que, [ T , et> ] X = O , la n ecuación 

(36) se reduce a 

" et> (T + V + E ) X = Ecf>X 
n n-n e 

que nos conduce a que 

" (T + V + E ) X = E X n n-n · e (37) 

que es precisamente la ecuación de Schrodinger nuclear indepen-

diente del tiempo, (28). 
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Analizando lo anterior, podemos concluir que las 

condiciones para que sea válida la aproximación de Born Oppen-
,. 

heimer, es que el conmutador [T , ~ ] sea cero, y así los movi
n 

mientos nucleares y electrónicos serán completamente separables. 

En general, este conmutador no es cero, pero para 

muchos casos es pequeño, para los cuales la aproximación de 

Born-Oppenheimer constituye una buena aproximación, y que se 

fundamenta en el hecho de que la masa del núcleo es mucho mayor 

que la masa del elctrón (m « m ) , 
e n 

por esto, los electrones 

se mueven mucho más rápidamente que los núcleos como respuesta 

al mismo estímulo. Esto quiere decir, que durante el tiempo 

de un ciclo del movimiento electrónico, el cambio de la confi-

guración nuclear es desprecia ble; y una buena aproximación en 

el límite es considerar el núcleo como fijo. 
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Para encontrar una expresión para la sección diferen-

cial, debemos resolver el hamiltoniano dependiente del tiempo. E~ 

te hamiltoniano queda formado por una parte no perturbada más 

un término de perturbación, esto es, 

" " " H = H + H' 
o (38) 

tal que 

"" 'ti a 'ti H = ih 
at 

(39) 

"" "" . donde ·H representa el hamiltoniano estacionario y H' es una 
o 

/\ 

pequeña perturbación dependiente del tiempo. H' tiene el efecto 

" de causar las transiciones entre los eigenestados de H , de o 

tal manera que, en ausencia de H' el harniltoniano permanece 

estacionario. 

La ecuación ( 39), es la ecuación de Sch.rOdinger 

dependiente del tiempo y su eigenf unción 'ti , la podemos expresar 



-,l En t 

como un desarrollo de las eigenf unciones IJ!nJ h ) 

no perturbado dependiente del tiempo 

-lE tf1í 
= r a. (t) IJJe n. n n n 
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del estado 

(40) 

Si sustituimos ( 40) en la ecuación de Schrodinger ( 39), obté-7-

nemos 

·.t. a -<-n -
a.t 

-lEn~ 
r a (.t) IJ! en.:- = H ( r a. (.t) iJi 

n. n nn n 
11 

derivando y sustituyendo el hamiltoniano 

,. .... ,. 
H = H + ;\ H' 

o 

con A e [0,1] la ecuación (41) queda 

" como H
0 

IJ!
11 

= En ~1 H , finalmente obtenemos 

-,(E :t 
e~¡ 

-.{E .t¡1· ,1, -.tE .t/h -.tEy¡.t/h 

(41) 

(42) 

l: H1a IJ! e n 
1 

+ IanEn'l'ne 11 =r a
11

(En+>. H'lwn e n rt 11 
11 11 

( 43) 

Multiplicando por la izquierda por a~ 1 e integrando sobre todo 

el espacio, obtenemos 
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-.l En rt/lí -.l Ffi..t/h 
.l'h ªn' e = r a

11 
e <: ljl11 , 1). H' j ljl

11 
> (44) 

de donde despejando 

-1 

- (lh) l: (45) 
n 

con 
E - E 
n' 11 (46) 

1t 

que es la frecuencia angular de Born. 

Cambiando los índices de la ecuación (45), obtenemos 

(45a) 

desarrollando cada coeficiente en términos de potencias de 

A ' 
a = a(o) + ). a (1) + ••• + Í Jfl 

n n n n 

y derivando 

• • (o) , • (1) .i .(J'J 
8 n = ªn +A ªn + ... + x ªn 

que sustituyendo en la ecuación de coeficientes (4Sa) 



=(ih)-11: < 141k jH' l141n > 
t1 

23 

-iwf¿y¡t 
(A a (o)+ ).2 c}ll + ).3 Jzl + ••• )e 

t1 y¡ y¡ 

igualando coeficientes para ). del mismo grado, obtenemos 

• (ol 
ªk = o 

• (1} ( .üi)-7 _¿ < 141 kl tt' 1141 > ªk = n 
y¡ 

• (2) -1 
1;<"1k1tt'1 ªk = ( -Üt) 141 > n y¡ 

-1 " 
= ( i1í ) L <141 k 1 H' 1 141 r? 

y¡ 

a (O) 
n 

a (1) 
n 

(j-7J 
a 

n 

,{,wkn t 
e 

.l w kn t 
e 

(46) 

La ecuación de orden cero nos indica que el coef i

ciente ªk(o) es constante en el tiempo y representa las condi

ciones iniciales del problema antes de que se produsca la pertur-

bación. La ecuación de primer orden es 



ªkl1l=(-ittf11: <\jJklH'l wn>ªn 
n 

.(w t 
e kn 

que integrando se obtiene 

(1) 
ºk 

,.. ..lw t' 
H ' ( t ' ) e kn d t ' 
kn 

24 

(47) 

(48) 

El tiempo comprendido entre t=- oo a t=O es el correspondiente, 

al anterior al de aplicación de la perturbación, por lo que, 

la constante es cero y solo queda integrar desde el momento 

~n que se produce la colisión, esto es, de t=O hasta un tiempo 

t arbitrario después de ella, esta integración nos conduce 

al resultado 

wk t 
8 (1) = (=.L) H' (-e ___ n_-__..;....1_ 
k .f_ kn 

n wkn 
) (49) 

De donde se puede obtener la probabilidad de encontrar al sistema 

en el estado k en un instante t a partir de un estado inicial 

n, dada por la relación, 

(SO) 
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como 

que multiplicando por su conjugado, queda 

( e 
w t 

kn _ 1 )2 wk t 2 n = 4sen ( 
2 

) 

que sustituyendo en la ecuación (SO), se obtiene, 

(51) 

Pero además, nos interesa calcular la probabilidad 

de transición por unidad de tiempo, la cual se da cuando la 

perturbación está presente en un tiempo t. Lo anterior, nos 

conduce a encontrar una densidad de probabilidad P • 

Para obtener esta densidad de probabilidad, consi-

deremos que el sistema se encuentra contenido en una caja de 

dimensiones L, y que presenta condiciones de frontera en sus 

paredes. Considerando un grupo particular de estados k cercanos 

a un estado inicial m, los elementos de matriz perturbados son 
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H\m• por lo que, definimos la densidad de probabilidades por 

unidad de tiempo como 

p(k) = <-1-) I 1 ª º > < t) 1 2 
t k k 

(52) 

Definiendo una densidad de estados finales P (k), 

tal que, por un elemento de estado dEk' sea al número de estados 

en el intervalo de energías dEk' por lo que, 

p(k) (-1-) 
t 

CD 

f la~I) (tll' p(k)dEk 
-CID 

(53) 

considerando que la caja de dimensiones L es suficientemente 

grande para que la suma sobre k se pueda remplazar por una inte-

gral sobre Ek. 

Sustituyendo (51) en (53), obtenemos 

CD 1 f\ 12 W t 

I 
4 H' sen( km ) 

1 km -z---:-p - -
- t w2 

-CD k.rn 
p (k)dEk (54) 

pero sabemos de la ecuación (46) que 1í w km = Ek - Em' por lo 

que, ndwkm = dEk' que sustituyendo en (54), origina 



4 p =
/¡t 

w t 

J
ID 1 H. 1 12 2 (__.!!!!_ ) 

km sen 2 --
w2 

km -a> 

27 

p(k) dw km 

si consideramos que H' y P (k) varían lentamente en el tiempo, 
km 

sus contribuciones pueden ser consideradas como constantes, 

por lo que la densidad de probabilidades es 

p = 

CD (Jjk t 

1 
sen2 ( 2 m 

p (k) 
w2 

-ai km 

) 

d.u km (55) 

w km t 
con el cambio de variable x = --- , la integral anterior 

2 
se resuelve 

CID CIJ 

J sen
2

( 
wkm t t 1 

2 ) dw km = ~2~ X
-2 2 TT 

sen x dx = - 2- t 
-DO -m 

que sustituyendo en (55), obtenemos 

(56) 

, 
Esta probabilidad la vamos a relacionar com la ampli-

tud de dispersi6n y, por tanto, con la secci6n transversa; pero 

antes de eso necesitamos tener en forma explicita la densidad 

P(k) y los elementos de matriz ~·km' 
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Para encontrar la expresi6n de H \m• que representa 

el operador que transforma la función de onda del estado inicial 

m a otra función en el estado final k, por medio del potencial 

V(r, e , cp) 

CD 

I .¿(kf-k .) . ¡: 
H\m= e -<. V(r,8,cf>)dr 

-Q) 

si llamamos 

k = kf - k . -<.. • 

H' -km - V(r,e .~) dr f

ooe.¿ J{ ,¡: 

-CID 

que por unidad de volumen queda 

H' km 
= _1 ¡: -lk·f 

L3 
-Cll 

V(f) df 

(57) 

(58) 

(59) 

La densidad final de estados la podemos encontrar 

conociendo los ialores de k permitidos en la caja, esto es, 

saber cual es el número de estados permitidos para esta caja. 

Estos valores los obtenemos resolviendo la ecuación de . Schrodin-

ger para una caja de dimensiones L . La solución de este problema 



29 

27Tn 
nos dice que por cada dirección, los estados serán kx = ~ 

donde n es un número entero, en forma análoga para las direcx 

ciones y y z; por lo que el cubo estará formado por 

n n n 
X y Z (61) 

la cual es la transformación del espacio n al espacio k. 

Cambiando la ecuación anterior a coordenadas esf erícas 

n n n 
X y Z 

= ( 
2TI 
L 

(62) 

que es el número de estados en el intervalo del espacio compren-

dido en d1 = dk d íl , que será lo mismo que la densidad de 

estados por el elemento de estado, o sea, 

~ 
2 µ 

dE = ( 

p (k) dEk (63) 

La energía la podemos expresar como, E = = 

con µ como la masa reducida del sistema y por tanto, 

ti 2 
k ) dk, que sustituyendo en (63) y eliminando el subín 

µ 

dice, nos da 



30 

[ kl' 
p = --- sene d8 d<P 

8 1T3 112 
(64) 

sustituyendo (64) en (56) 

(65) 

La diferencial de la sección transversa de dispersión 

está definida como la dispersión por unidad de flujo incidente 

= ~~~-d_i_s~p_e_r_s_i_6_n~~~ 
unidad de flujo incidente 

(66) 

La ecuación (65) representa la densidad de probabilidad por 

ángulo sólido, lo que quiere decir, que es el número de partícu-

las dispersadas en un elemento de ángulo sólido por unidad de 

tiempo. La unidad de flujo incidente la podemos calcular, ya 

que, por un vo1umen L3 pasan un número v /13 de partículas con 

velocidad v, por lo que, 

_ _E__~ 
do - v_ - v 

(---.!!!.) m 
13 

(67) 
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\ 

sustituyendo el valor de la densidad p (ec,65) en la ecuación 

(66), obtenemos 

13 13 
d a = -V- 4n 2'fi 3 µ kn 1 H 'km 1

2 
sen e d e d <P 

m 

1i k m 
cambiando el subíndice del estado final k por n y como vm= µ 

si manejamos unidades atómicas, h = 1 y por tanto, 

do -1..2 k " 
= ( 2 11 / -f- 1 H' nml 2 d íl (68) 

m 

Por otro lado de la 
. , 

ecua e ion (60) y llamando 

CXl 

-tk· r 
f M = e V('r) dr, nm 
-CXl 

" A 

M = L3 H' nm nm 
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sustituyendo esta en la ecuación (68), obtenemos, 

L 
k 

1 Mnm l 2 d íl do ( 
:¿ n 

= J 
2 7l k 

(69) 

m 

k m como µ =--
V m 

k k 11 

do = m n 1 M ¡2 díl 
(Z,-rv)2 nm 

m 

(70) 

integrando sobre todo el espacio se obtiene la sección total. 

a = (71) 

como no existe dependencia del ángulo ~ , tiene simetría asimu

tal y r~~ = 21T , de donde la sección total queda 
o 

a =f:rr--1 21T v2 
o m 

" k k 1 M l 2 m n nm sen e de (72) 

Représentemos gráficamente estos vectores de propa-

gación k, sin olvidar que, m representa un estado inicial y 

n un estado final, anterior y posterior a la colisión respectiva-

mente. Los vectores k y k son los momentos relativos y k repre-m n 

senta el momento de transferencia, esto es, k = k - k (fig.1) n m 
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con magnitud 

Para una dis¡·~rsión elástica lk l=lk l=lkl' m n 

por lo que, de la figura~' se tiene 

diferenciando dk = K c:s(_§__) d8 
2 

k =lkl = 2K sen .a 
2 

, esto es, 

k (.;;: = K
2 sen 8 d 8 

k 

Figura 1 

Sustituyendo (73) en la ~cuaci6n (72) se obtiene la 

transversa 

a = J--1...,...--k k 1 A 1 2~ 2 r: v2 m n nm K2 
m 

y 

(73) 

secci6n 



Para finalmente obtener la sección transversa total 

1 Or::---

2 nv 2 
m 

M" 12 kdk nm 

34 

(74) 
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APROXIMACION HIBRIDA 

Introducci6n. 

Como se mencion6 anteriormente, la primera aproxima-

ci6n de Born, es un desarrollo en teoría de perturbaciones a 

altas energías. Por otro lado, la aproximaci6n de Born Oppenhei-

mer o adiabática, es ideal para la descripción de sistemas en 

los cuales el movimiento electrónico se ajusta continuamente, 

esto es, para sistemas a bajas energías. 

Sin embargo, existen colisiones que, aun cuando pueden 

ser consideradas a bajas energías ya se encuentran fuera del 

intervalo estricto de validez de la aproximación adiabática, 

pero sin pertenecer al de la primera aproximación de i,:lorn. 

Encóntrándose una coJ.isi6n dentro de este intervalo, es conve-

niente considerar las ventajas de ambas aproximaciones y así, 

construir una aproximación híbrida de ellas. 

Por lo anterior, esta aproximación híbrida, consistirá 

en una modificación de la primera aproximación de Born, de tal 

forma que, el movimiento nuclear sea descrito por la aproximación 

6 
de Born y el, electrónico con la, de Born-Oppenheimer. 
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Supongamos que, tenernos un sistema en el cual se 

produce una colisión; donde el blanco lo constituye un átomo, 

A, y el proyectil un ión molecular, B. Para tratar este sistema 

es necesario escoger una geometría adecuada, sea esta la mostrada 

en la figura 2. 

A 
+ + B 

Figura 2. 

donde, el origen se coloca en el centro de masas de los dos 

sistemas, el vector R representa la separación relativa, del 

centro de masas del sistema B con el centro de masas del siiterna 

A¡ f ¡_ , las posisciones de los electrones respecto al centro 

de masas de cada sistema y; r
8

, la separación internuclear en 

la molécula. 
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Consideremos el hamilton.ano propio para este sistema, 

expresado por la ecuación, 

(75) 

,. 
donde TR es la energía cinética traslacional del movimiento 

,.. ,. 
relativo de los dos sistemas; HA y HB son los hamilton anos 

propios de cada sistema, cuando se consideran aislados respecto 

a su centro de masas y: V AB' el potencial de interacción entre 

el sistema A y B. 

Utilizando la primera aproximación de Born podemos 

distribuir el hamilton ano en una parte no perturbada más el 

potencial VAB' considerado como la perturbación, esto es, 

(76) 

con 

cuya solución t/I , es de acuerdo a la primera aproximación de 

Born, 

t/I = exp(-lk·f) - 2 m 

4n h2 J G(r,r')V(r')exp (ik·r')dr' (7?) 
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como se mostró en el capitulo anterior. 

Por otro lado, si utilizamos la aproximación de Born-

Oppenheimer, este mismo hamiltoniano lo podemos distribuir en 

la forma, 

fr = fI + A e n (78) 

donde H es el hamiltoniano electrónico y H , el hamilton ano e n 

nuclear, discutidos en la sección anterior. 

Para poder distinguir las contribuciones de cada 

parte de este hamiltoniano, es necesario conocer la composición 

del potencial de interacción VAB' 

El potencial V AB estará formado por tres diferentes 

interacciones: de repulsión entre electrones de los dos sistemas, 

V ; de. atracción entre los electrones de un sistema con los e-e 

protones del otro y viceversa, V ¡ y de repulsión entre protoe-p 

nes de un sistema y protones del otro, Vp-p' esto es, 

V + V e-e e-p +V p-p (79) 
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Y a su vez, el hamil toniano de cada sistema estará 

formado por su parte nuclear más su parte electrónica, esto 

es , 

(80) 

(81) 

por lo que, el hamiltoniano electr6nico total será 

(82) 

y los términos restantes formarán el hamiltoniano nuclear 

(83) 

A 

el término HAn es cero para el caso considerado. 

Conocer los eigenestados y las eigenf unciones para 

el caso electrónico, implica resol ver la ecuación de onda por 

' 3 4 el metodo de Hartre-Fock 

(84) 
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Además, según esta aproximaci6n adiabática, a cada eigen estado 

electrónico le correponde un eigenestado nuclear, que podemos 

encontrar resolviendo el hamiltoniano 

y donde la función de onda adiabática será 

X m 

(85) 

(86) 

Una vez determinada la energía electrónica, esta 

puede usarse como potencial nuclear de bid o a la con tri bución 

electrónica y como se demostró en el capítulo anterior, entonces 

el movimiento nuclear se describe por la solución a la ecuaci6n: 

A 

IH +E (R,fB)lx (R,rB) =E x (R,rB) 
n n m nmm (87) 

cabe notar que, la dependencia electrónica dada por el subíndice 

no es explícita, sino que, queda como parámetro. 
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Aproximaci6n Híbrida, 

La base de esta aproximación, toma en cuenta la adap-

tación de los electrones durante su movimiento y desecha la 

adiabaticidad de los núcleos, y en su lugar la representa por 

la descripción dada por Born para el movimiento violento de 

los núcleos. Cabe notar que esta descripción elude el movimiento 

adiabático de los electrones. La incorporación de las dos apro-

ximaciones en sus correspondientes intervalos de aplicación, 

representa la aproximación estacionaria dada por¡ 

ii<·R 
11' lm U,¿ , R , r B) = e X v ( r B ) ct> n (I· .l' ~ , f B) ( 88) 

-lk · R 
donde el factor e , es el factor de movimiento total del 

sistema B relativo al sistema A, que representa una onda plana, 

la cual es la idea fundamental de la primera aproximación de 

Born. Las eigenfunciones <Pn y XV representan los estados electró

nicos y los estados vibra-rotacionales del ión molecular, res-

pectivamente, en sus propios sistemas. 

En la presentación anterior, notamos que X v no ha 

sido calculada consistentemente con la función electrónica 

<Pn(r,¿,RJ8), ya que, una se calcula con la primera aproximación 
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de Born y la otra con la aproximaci6n adiabática, en cambio 

la mencionada función corresponde a cpn U·,¿, oo ,rB); esto es, 

que los estados vibra-rotacionales del ión molecular se calculan 

a una separación R= 00 entre el sistema A y el sistema B. 

Esto nos dice que, no se permite, que \, se deforme 

cuando A y B se están aproximando, ya que, los protones o núcleos 

son lentos para ajustarse en un tiempo muy corto. 

Con las eigenfunciones de la ecuación (88) se constru-

ye un conjunto completo ortonormal, que constituye, de hecho, 

la base de la aproximación híbrida. 

Esta base está formada por tres funciones 

-ll<- R 
1J' kn)r,¿,R,fB) = e \ (rB) cpn (r,¿ 1 R,FB) 

.t k· R 
de las cuales, los factores e XV (FB) describen el movimiento 

nuclear y son la contribución de la primera aproximación de 

Born, y el tercer factor, <Pn (f..¿ 1 R,r8), describe el movimiento 

electrónico y constituye la contribución de la aproximación 

adiabática. La eigen función\, representa los estados vibracio

nales y rotacionales del ión molecular y es necesario calcularla 

en forma consistente con la función electrónica cP. • n 
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La función 1i' km> constituye la eigenfunción indepen

diente del tiempo, y nos da los eigenestados estacionarios. 

Para obtener la descripción que dependa del tiempo, es necesario 

agregar el factor temporal, 

exp((. E k t) n v 

donde EknV es la energía total, 

(89) 

La energía total consta de energía cinética de trasla

ción k2/2mAB: más la energía propia del sistema aislado A, E(A); 

y la energía propia del sistema B, E(B), 

k2 
E = -- + E(A) + E(B) 

knv 2m 
AB 

(90) 

donde mAB es la masa reducida de los sistemas A y B. 

Esta f arma de energía es adecuada para la aproxima-

ción de Born, pero nolo es para la aproximación adiabática, 

y sólo debe ser vista como una ayuda para la construcción de 

la función exponencial dependiente del tiempo. 

Se puede utilizar el método de Hartree-Fock para 
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evaluar las funciones de onda asociadas al sistema y asi expresar 

una f unci6n de onda 'fk como una combinación lineal del con-
Yl \) 

junto de funciones base '!'ky¡V cuyos coeficientes varían en forma 

dependiente del tiempo, 

¿ ªi.. <t) '!'k kn \) r<.Yl \) n \) 

-.lE t knv e (91) 

con lo que, cualquier función puede expresarse como una combina-

ción lineal de ellas. 

Esta función de onda IJ', es la soluci6n de la ecua-

ci6n de Schrodinger dependiente del tiempo, 

( íl -,( ~ t) IJ' = o (92) 

Sustituyendo la ecuaci6n (91) en (92), obtenemos, 

l -.¿E t J H IJ' = ,(_a_ ~ ªk (t)'!' k (f. ,R,fB) e knv 
¡:¡t LJ nv nv -<-nv 

(93) 

tomando productos intenos a ambos lados de (93), se obtiene, 
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" ~ < ljl IH l'f' > 
~ k"'V k"' \1 1 

k'n'v.. " " 
a -.lEk' 't e n v 

k 'n 'v' 
(94) 

= 
- .{.'E t 

e krrv 

la cual es la ecuaci6n de los coeficientes. 

Como se había mencionado, el hamiltoniano electrónico 

queda expresado como, 

(95) 

por lo que, el hamiltoniano total se obtiene sustituyendo (95) 

en (78), 

(96) 

aplicando el hamiltoniano total a la función de onda 1i' kn V • 

tenemos, 

A " " " H 'f' 
kn v 

H To/. H'I' +-v o/. 
e 'f/rn v + R kn v + Bn kn v p-p kn v (97) 

.lk· R ,, 
=e X H<P 

v e n 

.lk· R ,, 
- -

1
- 'V 2 

e X <P + (H V ) 1i' 
2mAB R " n Bn + p-p kn J98) 
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como <P n es una eigenfunci6n del hamiltoniano electr6nico, 

entonces, 

(99) 

por lo que, la ecuación (98), queda como, 

A 

H'I' 
lmv 

agrupando, 

" + (HB + V )'iii. 
n p-p rdt\! 

(100) 

desarrolando el laplaciano al producto de funciones por separado 

.&·R 
v2 [e • x <P ] 

R V 11 
+ e 

+ e 
-<k·R -dc·R 

'V 2 
"' + 2z.~ke V "' J 

R~1 R~ 
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y sustituimos en (100), obteniendo 

= 
- ,.. 

+ E (R,fB) + HB + V ]~ n n p-p knv 
( 101) 

Utilizando el método de Born-Oppenheimer, descrito 

en el capítulo anterior, y empleando la energía del sistema 

B como potencial del hamilton ano nuclear, 

(102) 

donde, \,(f8), es la función de onda vibrarotacional y E n(B), 

la energía electrónica del sistema B cuando se encuentra separa o 

una distancia R= 00 
, del sistema A, esto es 

(103) 
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y Ert ( 00 
, r 8 ) representa la energía electr6nica total para el 

sistema A+B a separación infinita. 

o sea, 

Sustituyendo En(B) en la ecuación (102), tenemos, 

E (B) Xv(f8) n v 

,. 
HBn Xv = [ E ( B) + E ( A ) - E ( oo , i 8) ] X ( f B) (104 ) 

11 n .n v 

la que utilizamos para simplificar la 
. , 

ecuacion ( 101) 1 y 
I asi 

obtener 

A 

H 'i' = 
k.n v 

(105) 

ik· R 
- - 2

1 
X e ( VR

2 + 2ik • VR)cti,,, 
mAB V •• 

y como 

= 

1 ,¿k·R 2 
= - -- e [V X <P 

2mB r B v n. 

l ,tkR 
+-_-e X<P 

rB " n 



reacomodando términos 

A 1 -<k·R 
H '!' = _-_ e [ ( V2 X ) cp + 2 'i/ Xv· V $ + 'i/ 2 cp 

Bn knv 2mB r B v n r B r B n r B n 

A 

H '!' -Bn k11v -

= -

X $ 
V n 

E (B) + E (A) - E (oo ,rB) ] 'l'k 
11v 11 n nv 

-<l<·R -
e ( 2 V X • V $ + X 'i/2 $ ) 

2mB r B v r B n v r B n 

sustituyendo en (105), obtenemos 

A k2 - . 
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H'f' = 
knv 

[-2- +E (R,rB) +E (B) +E (A) - E (oo ,rB) +V ]'l'k 
mAB 11 nv 11 n p-p nv 

i.. k·R .lk·R 
(106) 

e (2V x•V cp + x 'i/ 2 cp ) - _e_X ('Y2 + 2iÍ<·V )'f' 
2m8 r 8 v r 8 n v rB n 2mAB v R R krcv 

empleando la ecuación (90), obtenemos 

--= 



so 

y sustituyendo en (106), obtenemos; 

,. 
H 'f'k = [E k + E (R, fB) - E ( 00

, fB) + V ] 'l'k nv nv n n p-p nv 

-<i·R 
(107) 

X 'Y2 <t> ) - _e __ X ( 
V rB n 2 V 

'Y 2 + 2ik· f¡ )<f> 
R R n 

mAB 

el segundo término de esta expresión representa las variaciones 

de posición de colisión, la excitación electrónica por medio 

del acople del movimiento vibrarotacional de la molécula al 

movimiento electrónico, y es del orden de 10-14 - 10-16 , que 

en comparación con los demás es despreciable, por lo que: 

" H ljl = [ Ek + E (R 1 rB) - E ( 00 1 rB) + V J lflk knv nv n n p-p nv 

ik·R 
(108) 

e x ( 'í1 2 + u k•V ) 4> 
2m v R R n AB 

si multiplicamos por lf;nv e integramos sobre todo el espacio, 

obtenemos; 

,. 
<'l'lmvlH l'Plinv"' = < 'i'km>IE j'f' linv> 

ik·R 
<'l' 1 e Xv (2i.k·VR + v2R)l4>rt, > 

2mAB knv 
1 
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<'l'1. IE (R,r8 ) - E ( 00 ,fB) +V l'Y.k' '\I'> 
1(. t'l\) tt tt p-p l'1 . 

ik·R 
- -- <'t 1 e X (2Ú<'VR + V2 

) I~ > 
2mAB rdt v \1 R 11' 

(109) 

sustituimos esta ecuación en la, de coeficientes (45a), 

< 'l'I. IE ,(R,rB) - E ,( 00 ,rB) +V 1~. 1 1 > 
r.:nV 11 n p-p fin v (110) 

-<k·R .{(Ei.. -Eu. :'lt 
1 \ji 1 ( Uk V v2 \) ,¡, > ] a. e r,n\I 1.:t1V 

2mAB < k.nv e X\) • R + RJl't'n' k'n'v' 

Para simplificar esta expresión llamemos M a la matriz 

M=M 1 +M 1 ,, nuc ear e ectronica (111) 

donde 

y 
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por lo que, la ecuaci6n (110), queda expresada 

¡(E -E )t 
·O. = ""M( k n v; k'n'v') a e krtV k'nv' .{. knv L k'n'v' 

fMv' 
(112) 

..... , .•• ".¡¡ 



53 

SECClON TRANSVERSA 

Para el cálculo de la sección transversa se emplea 

la ecuación: 

o =-1-
zrr V 

2 

m 

y tomando Miun de la ecuación (111), que viene dado por 

M =M l +M 1 , . nm nuc ear e ectronica 

con las expresiones dadas en (llla) y (lllb): 

(113) 

El cálculo de los elementos de matriz M nm implica 

un trabajo extenso y en extremo complicado, si no se consideran 

las condiciones propias a este proceso. Tomando en consideración 

que, a valores relativamente grandes de la distancia, R, entre 
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los sistemas en interacción, la función de onda electrónica 

su eigenenergía E se pueden ser calculadas por teoría n 
de perturbaciones estacionarias, en el límite cuando R-too para 

el estado no perturbado y con potencial de perturbación V e-e 

y V • e-p 

Como sabemos el hamiltoniano electrónico H se puede 
e 

descomponer en una parte no perturbada Hoo , más una perturbación 

H' , esto es, e 

con 

tal que 

" " " H H oo + H' 
e e 

" " " H oo = HAe + HBe 

" H' = V + V e-e e-p 

" H el> = E ~ e n tt n 

(114) 

(114a) 

(114b) 

(115) 

La función ~ n se puede desarrollar en términos de 

funciones no perturbadas el> ( oo ) , y en fonma análoga para la 
n 

energía del sistema. 
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Ecp =IC <P(oo) 
· t1 n mn m (116) 

m 

Tomando el desarrollo hasta una correcci6n de primer 
g 

orden: 

donde 

Cmn= 

4> (R) ~ 
n 

< <P ( oo) 
m 

<j>(co) + n 

1 V e-e + 
E ( ro) -

11 

¿ e <P (co) mn m 
m 

Ve-p l<P n( o:> l > 

E (ro 
m 

) 

y para la energía 

< cp ( oo ) j V + V j <P ( 00 ) > 
En ~ E J. 00 ) + m e-e e-p n 

EJ_oo) - E,Jro) 

+ .L 
mln 

1 < <P m ( ro) 1 ve-e + ve-p 1 <P n ( 00 ) > 12 

. En< oo ) - E J ro ) 

(117) 

sin olvidar que estos productos internos estan calculados en 

coordenadas electrónicas. 
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DISPERSION ELASTICA. 

Los procesos de dispersión son básicamente de dos 

tipos; colisiones elásticas, donde las partículas colisionantes 

salen con la misma energía con la que incidieron, o bien; 

colisiones inelásticas, donde hay procesos de excitación o de 

ionización del blanco, transformación de unas partículas en 

otras, cambio de carga, etcétera, esto es, cambia la energía 

de cada partícula por el proceso de colisión. 

Para una dispersión elástica, el elemento de matriz 

dado por la ecuación (111) se reduce, ya que no debe haber cambio 

de energía. No hay excitación electrónica y la ecuación (lllb) 

no se considera. 

El elemento de matriz sólo constará de la matriz 

nuclear, dada por la ecuación (llla), Únicamente. 

Melast = Mnuclear 

Melst = < iVk IE ,(R,rB) - E ,(co ,fB) +V jljl1.. 1 , ,> 
rt\l n n p-p r<- 11 v 

donde el estado inicial es el estado final. 



y como 

Expresemos M elast en su forma integral 

--lk¡· R * * 
=e X (rB) cp (r.,R,rB) nv n ..(. 

sustituyéndolas en la ecuación (118), se obtiene 

f 

-.lki' R ik( R 
M = e x* ,+,*V X <P. ,e d 3 Rd

3
rBd

3
r elast nv 'l'n n' 1tv' n 
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(120) 

Como las funciones 4> n dependen de las· coordenadas 

electrónicas r ,¿ ' de R y f B' pero para R y r B fijas i y de las 

. propiedades de ortonormalidad, se tiene para n = n ' 

(121) 

por lo que, la ecuación (120) se convierte en 
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M == ¡ elast 

(122) 
M -elast -

-
y con k = k1 - k¡ se obtiene 

con 
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COLISION INELASTICA. 

En una colisi6n inelástica la energia cinética puede 

ser transferida entre las partes del sistema. Los tipos de exci

taci6n que experimentará el sistema pueden clasificarse en: 

excitación electrónica, nuclear y por la polarización. 

En la excitación electrónica, el estado electrónico 

en que se encuentra la molécula, se ve afectado por los efectos 

de la colisión y pasa de un estado ligado a uno menos ligado 

o inclusive a uno no ligado; la excitación nuclear, es el produc

to de una colisión suficientemente violenta entre el nócleo 

de la molécula y el átomo, el cual gana energía cinética relativa 

al centro de masas de la molécula, de tal forma que resulta 

ser mayor que la energía molecular de enlace; la excitación por 

polarización, se produce gracias al efecto de las fuerzas de 

van der Walls, que resultan durante la colisión, y estas fuerzas 

son debidas a la fluctuación del momento dipolar del átomo que 

induce una polarización del ión molécular, reduciendo asi, el 

enlace intermoiecular temporalmente. Esta fuerza sólo actua 

en un tiempo muy pequeño, esto es, el tiempo que dura la colisión 

y puede ser visualizado como un oscilador armónico que tiene 

una constante de resorte disminuyendo en el tiempo. 
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a) Excitaci6n Vibrarotacional, 

Calculemos primero el elemento de matriz que contri-

buye a la excitación nuclear, esto es, la excitación vibrarota-

cional, 

El elemento de matriz estará formado por la ecuación 

(1 lla), pero ahora los estados v y V 1 son diferentes para 

-'"nr • Por tanto kf - 1..¡ consi' derando estados 
i· vib-rot - r nuclear 

iniciales diferentes, esto es, 

M 'b vi -rot = <IJ'k j E ,(R,rB) - E,<''° ,fB) +V. I'!' 11 ,, > Ú24) 
IN 11 n p-p ,, n v -

llamemos a 

(i:25.) 

por lo que tambien la matriz vibra rotacional se escribe como 

Mvib-rot = <IJ' lv l'Y > 
knv n k ' n 'v ' 

(.126) 

y como sabemos 

(12.7) 
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que sustituyendo en la ecuaci6n (12q) 

M 'b vi -rot = 

además por la ortonormalidad de <ti , si 11 = 11' se cumple que 
11 

(.129) 

y por tanto 

M 'b vi -rot = 
J 

* x 11 v xr{v v11' d3rB (l~O) 

Utilizando un desarrollo en términos de las funciones 

no perturbadas, análogo al expresado en (117) y (117') y conser-

vando sólo términos hasta de segundo orden, el potencial lo 

expresamos como, 

donde 

V (O) = 
n 

V
11 

= V (o) + V (l) 
n 11 (131) 

<<ti .,, ( éó ) I V + V + V 1 <ti ,( oo ) > " e-e e-p p-p n (132) 

= 2:: 
·¡ < 4i ( 00 ) 1 V + V + V 1 

__ t.t_ e-e e-p p-p <ti.,, ( <Xl ) > 12 . . 
" (133) 

mln 
E (oo) - E (oo) 

11 m 
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entendiéndose que v<ol es una corrección de primer orden y v 111 
n n 

una de segundo orden. Como V no depende de las coordenadas p-p 

electrónicas, no contribuye a las ecuaciones (132) y ( l.'.33). 

Ahora, con este potencial el elemento de matriz vibra-

rotacional se puede descomponer en elementos de matriz de igual 

orden, quedando 

M .b vi -rot 
=M(ol Mili 

vib-rot + vib-rot (134) 

(o) 
M es justamente, la primera aproxima-vib-rot' donde el término 

ción de Born a la excitación rotacional. 

Si sustituimos (132) en la ecuación (l3Q, 

f d'R 
.ik·R 

f 
d, _ x* o 

= e rB nv Xn' v' V + n 

+ I d'R 
-ik·R 

I a 3 r x• e X, ,V 
B nv n \) n (135) 

como la ecuaci6n (130) también se puede escribir como 

( 130') 
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sustituyendo ( 130 1 ) en el primer término de la ecuación 0.35 ) , 

obtenemos 

M 'b v1 -rot 
= jd 1 Re.lk·R fd 1 rr.Y! X,,cji*( 00 )VABcproo)d 1 i-. +M (il 

D nv nv n r.' .{. vib-rot 

+ M l!l 
v1b-rot 

= f 'l'L.* (r,, rB' oo)VAB 'l' (r ,,rB' co)dJ~·dlrBdlR + MVl~lb)-rot 
rd1 \) .{. k ' 11 ' v' .{. 

Mvib-rot 
\1 1 (- .. ) Mpl 

= <'l' ( r .¿' r B' "° .1\ V AB 'l' , , , r ,¿ 'r B' oo > + . b t k.n v k. n v v1 -ro 

(136) 

de donde 

M 'b v1 -rot (137.) 

b) Excitaci6n Electrónica. 

Para conocer los efectos de una excitación electró-

nica, es necesario enfocarse en el elemento de ~atriz dado por 

la ecuación (lllb), 

M 
e lec 

1 .&:ji 
= -(2mAB)- <'l' 1 e X (2.lk '• í/ + v2 )! t+. > 

k. n v v' · R R -;;1 ' 
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que incluye los términos V R<P 11 y , los cuales describen 

las variaciones del movimiento electrónico. 

Recordemos que la parte del hamilton ano, que describe 

la energía cinética es 

1 r¡¡2 
- 2mAB R 

que, si se aplica a la función de onda 'i'k ,se obtiene 
IT\) 

(138) 

(139) 

donde <P 11 es la función de onda electrónica adiabática, el se-

gundo término de esta ecuación describe el comportamiento del 

movimiento electrónico. 

A 

Tomando el producto interno de TR con 'i' knv , obtenemos 

1 
,. 1 < 'i' 'i' > 

kn v T R k 'n' v' 
k2 

= <'!1 1-2-1'!1 > 
k n v mAB k' n' v 
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esto es, 
A k2 

< 'i'knvl TRI 'i'k'n'v'> = 2mAB < o/kn)'l'k'n'v' > 

,¿ kR 
- (2mAB)-l < 'f'1211)e Xv• (2-lk'· ilR +'V R )l<Pn' > (141) 

Por otro lado, como el operador de energía cinética, 
,. 
TR' es un operador hermitiano, se cumple 

< 'l' 1 r 1 \ji > knv R k. 'n 'v' = < (142) 

con lo que resulta 

(143) 

que pasando a su forma integral 

<'f' 1 A 111' > knv TR k'n'v' 
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,. 
sustituyendo el operador TR' dado por (138), en (143 1

) 

< 'l' I" l'l' knv T R k 'n' v' > = 

,( k IR 
e2 X ,(2.(i('.VR+V'R2 )~ ') + 

mAB v n 

(144) 

lf diR-dJ- dl-. [-k_2_'i'* ~1 
2 . rB ~ 2mAB hnv knv -

1 

(145) 

+ ¿ 

1 

Calculando estas integrales explícitamente en el 

Apéndice , se obtiene 

(146) 
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(147) 

Integrando por partes respecto a R, se obtiene 

y como se cumple la conservación de la energía, dada por 

k' 2 k 2 

-2- + E ' ( e.o) = -2- + E ( oo ) 
mAB 11 mAB n 

(14<)) 

restando · 

= fn ( oo) - F,i 1 ( ex>) = -[ f;i 1 (oo ) - J:,1 ( oo ) ] 

con lo cual el factor de la integral es igual a uno, y por tanto 
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que resulta ser el elemento de matriz de Born para la excitaci6n 

electrónica 

con $ : $ (oo ) 
n n 

M =< 1jJ 1 V 1 ljJ > 
elec knv AB k'n'v' (15 '1) 
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CONCLUSIONES 

La teoría híbrida es aplicable a procesos de disper

sión en los límites donde la energía de bombardeo del ión es 

suficientemente alta, pero sin ser estrictamente aplicable una 

teoría de al tas energíc:1s, como lo es la aprox.imación de Born, 

ya que en estos intervalos los sistemas en interacción presentan 

características adiab~ticas, como lo es su movimiento electrónico 

Esto corresponde usualmente a intervalos de energía del orden 

de 0.5 MeV. 

Se obtubieron las expresiones para el cálculo de 

los elementos de la matriz de dispersión elástica (ec. 123) 

e inelástica con sus contribuciones vibrarotacionales ( ec. 135 

y 137) Y electrónicas ( ec.. 150 y 151) en dependencia del poten

cial. 

La teoría esta principalmente dirigida a la descrip

ción de sistemas que involucren iones moleculares o moléculas 

que se muevan a velocidades relativamente altas, pero tal que, 

los elec trónes se ajusten adiabáticamente; aunque es utilizable 

en sistemas atómicos. 
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Como una aplicación de la teoría estudjada, es impor

tante resaltar, que la utilidad tiene que ver con la región 

de interacción fuerte, donde se sugieren formas param~tricas 

de algún potencial en ese intervalo, que para casos repulsivos 

puede darse en una forma simple. 

La asignación de eslt: potencia} adecuado, constituye 

de hecho un problema interesantl:' y complicado. Existen varios 

modelos para expresar una formulación anal1tica que permita 

el cálculo de la sección transversal diferencial, con lo cual 

se podrá confrontar la teoría con resultados experimentales. 
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A P E N O 1 C E 

CALCULO DE LAS INTEGRALES (145) 

Refiriendonos a la ecuación (145), calculemos primero 

las integrales, 

1 J 3 - 3 - d 3 - '11* k ' 
2 

'!' l I d 3 R- d 1 -r -r ~\u* ui 2 d R d r B r .l km> 2 m A B k n v - 2 B _¿ 2 m A B r knv r k n v 

= 

= 6 . k.ft 1111 , \)\) , = o 

ya que k 1: k' ,11 !11', v l:v'. 

Por lo que, sustituyendo en la . , ecuac1on 

obtiene 

como\, no depende de r., 
.(.. 

la ecuación (Al), queda 

(145), se 

+ 

(Al) 
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Calculando las integrales electrónicas, aparte, 

I 
<!> * <u k '.9 v2 

) <P. d J -1t R + R n' r,¿ (A3) 

y apro echando que la función de onda electrónica adiabática 

se puede desarrollar por teoría de perturbaciones, dada por 

(117), 

< 

<1> cr:) ~ <1> e 00 
) + L 

11 n mi n 

cp m ( 00 J 1 V AB \ <I> n ( ro ) > 

fh(ro) - fh(co) 

donde el potencial V + V e-e e-p 
de la • I ecuacion (117) ha sido 

sustituido por V AB, ya que, no existe diferencia al agregaar 

el término V , que no hace contribuciones por depender sólo p-p 

de las coordenadas R y rB. 

Aplicando e 2-li< ,J¡ + V2 
) 

R R a la función 

<qi {ro) jluk·~ + V2 )V lcp{oo)> 
___m · R R Ag u <j>(ro) (AS) 

E (ro) E ( co) m 
ri m 



sea 

entonces, 

llmn' = 

< 4> m ( 00 ) 1 ( 2¿ k ! V R + V R
2

) V A B 1 cpn ,( Cl'.l ) > 
E 1 (ro)-E(oo) 

n m 

de donde (A3) queda como 

= I * ,., 
~11 LI 

~11' 
d 3 -r. 

.(. 

A3 

(A6) 

(A7) 

p a r a m =I n , p o r se r o r to g o na 1 e s , ómn ' p e r man e c e con s t a n -

te, entonces, 

= 1: h f <t>*cpc oo) d
3 r. 

m ¡, 11 ' mn ' 11 m -<.. 
(AS) 

como las funciones f son ortonormales, sólo sobrevive el término 

m = ~, de donde la ecuación (AS) queda 

A 
rm' 

= 
< q, n ( 00 ) 1 ( 2 -<.'k '.V R + 'Y R

2
) V A B 1 cp ri' ( 00 

) > (A9) 

En.' ( oo ) - Elt ( oo ) 



que sustituyendo en la ecuaci6n (A2), resulta 

<ititt(oo) j(2.fk'·VR +'V~ )VABl<Ptt, (oo )> 

Ett1(00) - Ett(oo) 
+ 

< <jltt,(oo) 1 (7.Lk•VR +V'~ VABI cjitt (oo) > 
+ 

Et/ oo ) - E tt, ( oo ) 

A4 

(A.10 ) 

desarrollando las expresiones dentro de los paréntesis cuadrados, 

se obtiene 

< cptt(oo) 1<2-ik'·VR VAB l<Ptt,(oo )> < cpn ( 00 )1 VR VAB 1 cpn ,( 00 
) 

+ 
E 1(oo) - E (oo) n n E (oo ) - E (oo ) 

n' n 
(All ·) 

+ 
<cf¡n l.. oo) 1 '}j_ k•~ R V AB j cpn ( oo) > 

+ 
<~n' ( oo) 1 v2R V AB 1 cpn ( oo) ; 

En(oo ) - En 1(oo ) E (oo ) - E 1 (oo ) 
n n 

pero 

< <tin 1 ( 00 ) 1 (2,¿i(.? R) V AB 14> n ( 00 ) ~* = -7.l< cp n ,( 00 ) 1 i<ff R V AB 1 <ji n ( CJ) )>* 

(Al2) 

y como k·VR VAB es hermiteano 

<<j>tt,( '!:) 1 2-tk·V RVAB 1 cpn( 00 ) >* = -Zi.<cjitt,( CJ)) 1 k·V RVAB 1 <Pn ( CJ)) > 
(A13) 



AS 

de igual manera para 

lo que nos lleva a que la expresi6n (All) quede como sigue 

2í<4i11 ( 00 )! k~VRVABI cfi 11 1(00 )> 2i<4i11 (oo )! k·VRVABI qitt,( 00 ) > ______ .;;_;___;~----+ + 

En1(00) - En (oo) E111 (oo) - En (ro) 

• 
< cpn(oo) 1 v:vABI ~n'(oo) > 

E
11

1(ro) - E
11 

(oo) 

< 4i11(ro ) j V~V AB j 4i111 (ro ) > 

En 1 (co) - Ett (oo) 

que sustituyendo en la ecuaci6n (AlO) la reduce a 

2,{_ 
< <Pn ( ro ) 1 ( k' + k )•V R V A B 1 cp t1' ( oo ) > 

E, ( oo) - En( oo) 
n 

(Al6) 
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