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INTRODUCCION

Cuando se plantea el problema de estudiar la interac-
cién de dos particulas, sean Adtomos, ibnes o moléculas, es nece-
sario resolver el hamiltoniano asociado al problema. Sin embar-
go no es posible obtener una solucidén analitica exacta, excepto

para casos contados, y hay que utilizar un método de aproximacibn

Para el caso de interacciones a altas energias, la
primera aproximacién de Born constituye una herramienta muy
utilizada, la que resulta de la teoria de perturbaciones esta-

cionarias.

Cuando el problema es a bajas energlas, el movimiento
nuclear es lento comparado con el electrbnico y puede ser tra-
tado con una aproximacién adiabdtica, que, separa el hamilto-

niano del movimiento electrénico del nuclear.

En el intervalo de energias moderadas se utilizan
diferentes métodos para su descripcidn, que mis bien son comple-
mentarios dependiendo del caso particular a tratar. Dentro de
estos, se puede construir una aproximacion mezclando las dos

anteriores.



En el presente trabajo se desarrolla una aproximacidn
mezclando la primera aproximacidén de Born, para tratar el movi-
miento nuclear, con la aproximaci6n de Born-Oppenheimer, para

"describir el movimiento electrbénico.

En la primera parte, sc sintetizan las teorias para
la primera aproximaciéon de Born y para la, de Born-Oppenheimer,
asi como la relacidn que existe entre la teoria de perturbacio-
nes dependiente del tiempo con la dispersibn, con lo cual, se

plantean las condiciones e intervalos de validez para cada una.

En una segunda parte, se desarrolla la teoria para
la aproximacién hibrida, planteando el problema de encontrar
la expresién para la seccibén diferencial y los elementos de

la matriz de dispersidn,

A continuacibén, en una tercera parte, se plantean
los casos de dispersidén eldstica e ineléstica, deduciendo los

elementos de matriz vibra-rotacional y electrbnica.

Finalmente, se presentan las conclusiones y aplica-

ciones para esta teoria.



APROXIMACION DE BORN

La aproximacibén de Born es un método para resolver
la ecuacién de Schrodinger por medio de teoria de perturbaciones
para los casos donde la energia de colisibén es alta o el poten-

cial de interaccidn es pequeio en cada punto.

Cuando una particula, ya sea un electrén, ibdn, Atomo,
etcétera, colisiona con una velocidad suficientemente alta,
las fuerzas eléctricas entre el proyectil y el blanco son fuer-
tes, pero sb6lo un tiempo muy corto, por lo que existe poca
probabilidad de que se produzcan efectos notoriamente obser-
vables. En este caso, el efecto de la colisién puede ser tratado

como una perturbacibén independiente del tiempo.

Lo anteriormente expuesto, nos indica que en una
colisidén podemos considerar la excitacién del blanco al
pasar de un estado inicial a otro estado final del mismo tipo,
como el resultado de la interaccién con un potencial que sélo
afecta ligeramente al estado descrito por la eigenfuncibén inci-

dente y casi conserva su forma de onda plana.



Sabemos que la ecuacién de Schrodinger para un pro-

blema en general, sera

Av =gV 0

Por otro lado, el hamiltoniano para dos sistemas

colisionantes A y B se puede representar en la forma
H=HA+H +TR+VAB (2)

donde los subindices A y B representan a las dos particulas
que interactuan, TR representa la energia de traslacién de las
particulas en movimiento relativo y VAB’ el potencial de inte-

raccion.

Consideremos el caso en el que la energia potencial
entre las particulas interactuantes puede considerarse como
una perturbacidon del sistema. Entonces, el hamiltoniano se puede

agrupar en un hamiltoniano no perturbado mAs un potencial



de donde, sustituyendo en la ecuacidén (1), se obtiene
( HO + VAB Y =FEo

considerando que la configuracién propia de los sistemas A y

B no influye en la descripcidn se tiene
2

h 2 A
2,“ Vs - VABU =E‘/}

que despejando y llamando,

k’ = —%:—E— y V(r) = VAB(E) , se obtiene
v+ k0 = —;'“— V(E)y (4)

Una solucién que satisface esta ecuacibébn y cumple
con las condiciones a la frontera cuando r —+ o0 , es

ikr

o =~ exp(il@f) + fllyk') er (5)

o sea, cuando T es suficientemente grande.



La funcién exp(ik«r) representz la onda incidente
como una onda plana armbnica con vector de propagacién k; f(k,k')

es la amplitud de dispersibén en dependencia de k y E', vectores

de propagacibén de magnitud k, donde k' representa al dispersado.,

Con 1lo anterior, la solucion queda formada por 1la

funcidén de onda incidente mis el término de dispersién
v o= exp(&'lz-'f-) + Y dis (6)

esto es, la solucién es la suma de una parte incidente y una

parte dispersada.

La onda exp(£k:T) es la solucién al hamiltonlano

no perturbado, esto es, con potencial cero

( V2 + k2 ) exp(4keF) = O )

Para encontrar la expresién de la funcibén de onda

dispersada hay que resolver la ecuacién de Schrodinger



(V2 +R2)Y = 2'2 V(E)V

. s 2
toda solucién de esta ecuacidén, es la solucibén de la ecuacion

homogénea mis la solucién particular

(V2 + k?)[exp(keT) + ¥4 .] = 2,:‘2 v(T) v

- 2 -
(V24 k% Jexp(FoE) + ( V4 k2 DV 40 = ﬁ’: V(E)Y
que con la ecuacion (7), se obtiene
(V24 B2y g5 = —%"r V(B)y (8)
Llamemos
—2%— V()Y =-4mp (F)y B (9)

de tal forma que, ahora la ecuacién (8) se puede expresar como
2 2 _ -

la cantidad p (f) se puede considerar como una densidad de

ondas esféricas divergentes al punto T.



la funcién ‘pdis para una densidad p(T) serd calcu-

lada por,
b= /c(f,;')p (i') dE’ (11)
con v
G(f,f') = exP((:ka ‘?'1) (12)
|t - £

1] » 2 B
conocida como la funcidén de Green'!

Si ahora, sustituimos la ecuacidén (12) en (1l1), se

btiene

base = [ SRS () ar (13)

|£ -1

que sustituyendo en la ecuacibén (9),

2m / exP(&:kJF = f'J) V(E') W(E') dg! (14)

Vo o= -
T e ) T

por lo que, la solucibén seré,

WE) = exp(ifen) - 20 [ @BUKIE= FD) yiory yiery gr
4m ﬁz/ £ - 2| v - (15)



Esto quiere decir que, la solucién esta formada por
una parte de ondas esféricas ordinarias en cada punto de r'
y la amplitud de cada distribucién es proporcional al producto

V(E') ¥ (£").

La solucién dada por la ecuacién (15), no es una
solucién explicita, ya que la funcién V(f) depende de conocer
inicialmente VY(f') e integrar en forma iterativa; lo cual

genera las series de Born, lo que se obtiene al remplazar [
por ' y sustituir en (15),

2m
4 nﬁz

V(£') = explek-t') - f G(r',f")V(E") p(F")df"  (16)

que al sustituir en la ecuacibén (16), se obtiene

WE) = exp(dk-f) - —20 [ G(r,f') V(¥") X
4 Th?
[exp(ik-T') - Zm [G(F',F")V(f")w (£")de"] df' (17)
4 h?

VY(F) = exp{{k-F) -

[exp(ii-f')G(f,f')V(f’)df‘ +
4m 42
(18)
2m .

+ [
4h?

1? [ G(E,E)V(E')G(E', E"IV(F") W(i")dE"dE"

la que representa la primera iteracién.
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Este proceso puede ser continuado indefinidamente,
provocando como resultado una serie infinita, que si es conver-

gente, puede ser utilizada como solucién.

Si la onda dispersada no es grande, se espera que,
la serie de Born converja rdpidamente, y el primer término de
esta serie serd una buena aproximacién. Este primer término
es la llamada aproximacion de Born, la cual queda expresada

por

¥ = exp({k-T) - —m

oy G(t,t")V(Ff")exp(ik-T') dr'
4

Una discucién alternativa en la obtencibén de esta
expresién puede consultarse en libros estandard de Mecénica

Cuéntica.
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APROXIMACION DE BORN-OPPENHEIMER

Para la mayoria de los casos reales una solucidn

analitica exacta a la ecuacién de . Schrodinger no es posible,
4 .

por lo que, estos deben ser tratados por métodos aproximados,

de ahi la importancia del alcance de estos métodos.

Para los casos atbmicos y moleculares, mientras las

interacciones sean a bajas energias, los sistemas pueden tratarse
. , . 4 . -

como sistemas electronicos unicamente, en los cuales los nucleos

se consideran fijos a un tiempo dado. Este método es conocido

. . . 34,5
como la aproximacibén de Born-Oppenheimer.’

Escencialmente, el método consiste en separar el
hamiltoniano del sistema en, el hamilton ano del movimiento

electrénico mias el hamilton ano del movimiento nuclear

i=f o+
=H +H (21)
con
A A -
o= 2T, + V(R,E))
£
y
. \ z z
Hn= ZTQ+ _A I}
a Ra - Rg
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A A
donde T{ y 1& son los operadores de energia cinética de los

electtones y nucleos, respectivamente; V(ﬁ 'fi) son todas las

o

interacciones electrostdticas de 1los electrones. El1 término

A
restante en Hn representa las repulsiones nucleares.

A
Si He tiene solucidn de eigenvalores,

H, ¢ = E(R,) ¢

45
entonces de acuerdo con el teorema de Helman-Feynman

3H, 2 ERy (22)

oR . 9R,
resultado importante para lo siguiente.

A
81 Hrl tiene como solucidn Y, se cumple la ecuacidn

La gproximacién, basicamente, consiste en suponer
X ) A .
que la solucién de (21) es ¢ X, se He y Hn son independientes

o de baja interaccibén, ademds

fox) =8 +8 1 @x)
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RCox) = D+ BR ) Jox
por otro lado

A
E wtotal = Etotalwtotal = Eiora1 X
entonces, de acuerdo con (22), %{El) es el potencial de los

4
nucleos,

A
El hamilton ano molecular, H, de la seccibén precedente
. 4
considera a los nucleos y electrones como masas puntuales y
. . . 4 e . PR
desprecia las interacciones espin-orbita y relativistas. Este

. I3 4
hamiltoniano se expresa como

&
» B2 v 1 ) RN
= - —v2 _ 2,
H<2azr«&a 2m,;v4+§e>a raB
(23)
&
DI )i Y
a £ Yo § >4 Ti§

donde @y B son indices que se refieren a los nicleos y donde
{y § se refieren a los electrones. El primer término de la
relacién anteior representa la energia cinética de los nicleos;
el segundo, 1la energia'cinética de los electrones; el tercero,

las repulsiones entre los nidcleos; el cuarto, las atracciones
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entre los nucleos y electrones; y el Gltimo, las repulsiones

entre los electrones,

Notando la dependencia que cada término tiene respecto
a las coordenadas electrbnicas, el hamilton ano

lo podemos sintetizar de la siguiente forma

D+ V(R + V(ERY) (24)

Si como se dijo, el movimiento electrbénico se puede
considerar por separado del movimiento nuclear para cada estado

nuclear dado, el hamiltoniano electrdnico viene dado por
R.) (25)
queda por tanto resolver la ecuacién de Schroedinger electrénica

Hy ¢,(F oRy) = B (R) ¢(F 1R (26)

donde m representa el conjunto de niimeros cuénticos electrbnicos

necesarios para identificar una solucidn 0Onica.

Una vez resuelta la ecuacién (26), y seleccionado
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un estado electrénico m particular, combinamos la energia elec-
tronica con la repulsibén nuclear, de acuerdo a la seccién prece-
dente, y asi formar la energia potencial nuclear total, que
a su vez es usada para definir el hamilton ano nuclear

Iy Ao - -

Hn(Ra) = Tn(Ra) + Vn-n(Ra) + Eem(Ra) (27)

con el que se construye la ecuacibén de Schroedinger estacionaria

nuclear

Y R) = ¥ (R
n ITN(RC!) Em\) m\)(Ra) (28)
donde el idice y representa el nlmero cuantico requerido para

especificar dnicamente un estado nuclear.

Bajo la suposicibén anterior, los estados de la funcidn
de onda de estado estacionario de la molécula, pueden ser apro-
ximados por los productos de las soluciones de los problemas

electrbnico y ndclear

(7, R) =%, X, (R) (29)
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La energia E encontrada en 1la ecuacién (28),

m\) 1)
es aproximadamente, igual a la energia total de la molécula

para el estado descrito por la funcibén de onda correspondiente.

La dependencia de las energias y funciones de onda
nucleares y electrobnicas en diferentes conjuntos de coordenadas

y para diferentes nlmeros cuanticos, es complicada.

Para determinar el grade de aproximacidén de las condi-
ciones bajo las cuales, las soluciones Y, y ¢, , son solucibn
de la ecuacibén (28), se hard la siguiente discucibén, partiendo

de la ecuacién de Schrodinger exacta

(T, +T +V__+V__ 4V _)¥ =E¥ (30)

dqqde
Y o= ¢ Y ’ (31)
en donde ¢ = ¢ (;L’ﬁu,) es solucién del problema electrénico
y X =X (ROQ es la funcién nuclear, que multiplicada por 9 nos

da la solucidén de (30).

Sustituyendo esta funcién de onda en la ecuacién
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de Schrodinger (30), se tiene,
(T, + T +V +V +Vn)¢X=E¢X (32)

separando, se obtiene

('f‘e Vo + Ve_n) ox + (’i‘n + Vn_n) X =E¢ X (33)

por otro lado, si multiplicamos ambos lados de la ecuacién de

Schrodinger electrénica por X , se obtiene

(Tg + Vo o + Vo) X = EOX (34)

de la cual, se puede notar, que forma parte de la ecuacidn (33),

(Ee + 'fn + vn_n) éx = EOX (35)

A
ya que, el operador Tn actua sobre ¢ y X , se tiene que consi-

derar que el conmutador de dos operadores ﬁ y ﬁ es, [A,ﬁ] = Aﬁ—ﬁﬁ
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por lo que,

y de ahi

’i‘ A A
n®x = o T x +IT,¢ )X
que sustituyendo en la ecuacibn (35), da

ot v wEDX + (T .6 1 X = EX (36)

A
Si consideramos que, [Tn, $)]x =0, 1l1a ecuacidn

(36) se reduce a

A
(T +V__+E)X = E¢X
n n-n e
que nos conduce a que
T X
(T +V __+E)X =E (37)

que es precisamente la ecuacién de Schrodinger nuclear indepen-

diente del tiempo, (28).
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Analizando lo anterior, podemos concluir que las

condiciones para que sea vadlida la aproximacién de Born Oppen-
A

heimer, es que el conmutador [Tn, ¢ ] sea cero, y asi los movi-

mientos nucleares y electrénicos serdn completamente separables.

En general, este conmutador no es cero, pero para
muchos casos es pequefio, para los cuales la aproximacidén de
Born-Oppenheimer constituye una buena aproximacién, y que se
fundamenta en el hecho de que la masa del nicleo es mucho mayor
que la masa del elctrén (me<< mn), por esto, los electrones
se mueven mucho mas rdpidamente que los nicleos como respuesta
al mismo estimulo, Esto quiere decir, que durante el tiempo
de un ciclo del movimiento electrdnico, el cambio de la confi-
guracién nuclear es despreciable; y una buena aproximacidén en

el limite es considerar el micleo como fijo.
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TEORIA DE PERTURBACIONES DEPENDIENTE DEL TIEMPO
Y U RELACION OON LA DISPERSION

Para encontrar una expresibén para la seccidén diferen-
cial, debemos resolver el hamiltoniano dependiente del tiempo. Es
te hamiltoniano queda formado por una parte no perturbada mas

un término de perturbacién, esto es,

=10+ (38)
tal que
iy = ;g0 ¥ , (39)

donde 'ﬁo representa el hamiltoniano estacionario y ﬁ’ es ﬁna
pequefia perturbacién dependiente del tiempo. ' tiene el efecto
de causar las transiciones entre los eigenestados de ﬁo' de
tal manera que, en ausencia de Q' el hamiltoniano permanece

estacionario.

La ecuacidén (39), es la ecuacién de Schrodinger

dependiente del tiempo y su eigenfuncién Y , la podemos expresar
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%EnS
como un desarrollo de las eigenfunciones wnc f del estado
no perturbado dependiente del tiempo
lfleEnt: /h
y = X an(t) ve (40)

n

Si sustituimos (40) en la ecuacién de Schrodinger (39), obte-
nemos

LE X -(E & (41)

i By o (t) e T “Hlalty e

e
ot n n
n

derivando y sustituyendo el hamiltoniano
A A
H=H + AH' (42)

con A ¢ [0,1] 1la ecuacidén (41) queda

(B t/h (B t/h -{Et/h

%iﬁ a9, + a By, e =;Ian(Ho""‘”’”’n e

A
como H0 %1 = E,qdnl, finalmente obtenemos

-iE t/h -{E, t/h
€ a, (E A Y, © (43)

-{E £t
. 4
n nn n n

Multiplicando por la izquierda por a;, e integrando sobre todo

el espacio, obtenemos



- Et/h < Etln
< Ve IXH [y, >

ihae = e
n' © Zan

de donde despejando

. -1 -, L
2 (4 AH nn
an' (/(jl) i < ‘Pn, l H Il\bn > an e
con

que es la frecuencia angular de Born.

Cambiando los indices de la ecuacién (45), obtenemos

. i} v, 1t
a, - (m)lx%‘wh | B | v, > age B

desarrollando cada coeficiente en términos de potencias

A

= Jm + Aau) +...+£ 4”
n n n n

y derivando

2 o=al® L a® Al
n n n n

que sustituyendo en la ecuacibn de coeficientes (45a)

8y k

el e aal? s ()T aze | /Y v

n

22

(44)

(45)

(46)

(45a)

ay,

de

eiuk

nt



23

- A Ay, t
(4h) 1A ﬁ < 'JJ,ZIH' N’n > ( an“”+ A d,‘1’+ Aza(:l)h..)e kn

- A AWyt
=Y <, | > G a,® + 2% )+ 27 d 4.l )e fn
n

igualando coeficientes para ) del mismo grado, obtenemos

a, = 0
D N
n
- 4w, _t
é}({Z) =(m) zdpk]H!] l"n> aAI) e kn |
n (46)

. -1 X (f-n  Aw t
7)) _ , ' kn
al’ = (i) §<wklﬂlwn> a e
La ecuacién de orden cero nos indica que el coefi-
ciente akm) es constante en el tiempo y representa las condi-
ciones iniciales del problema antes de que se produsca la pertur-

bacién. La ecuacidén de primer orden es
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a (,Cﬁ)_l Z <V |ﬁ' | v.>a 0 e“’knt
k k n” “n (47)
n
que integrando se obtiene
R a 4w, t'
a(;: = (Lh )1 [ H"(n(t')e kn dt' (48)

El tiempo comprendido entre t=- » a t=0 es el correspondiente,

al anterior al de aplicacién de la perturbacibén, por lo que,
la constante es cero y solo queda integrar desde el momento
@n que se produce la colisibn, esto es, de t=0 hasta un tiempo
t arbitrario despuds de ella, esta integracidén nos conduce

al resultado

Wypt

Wrn

a

-1 A, e
W - G Wy ¢ ) (49)

k
De donde se puede obtener la probabilidad de encontrar al sistema

en el estado k en un instante t a partir de un estado inicial

n, dada por la relacién,

.Iag)lz = ( _%?) Iﬁ'khlz( e -1 ¥ (50)
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m = w [ W
como e cos knt + 4 sen kﬂt ’

e -1 = (cos wknt - 1) +4 sen wknt

que multiplicando por su conjugado, queda

U"knt w knt

(e —1)2=losen2(——§——-)

que sustituyendo en la ecuacidén (50), se obtiene,

w t
A k
) (2 4 I H'kn |2 sen? (—-—-———2 )
l ak l = 'ﬁz w2 (51)
kn

Pero ademds, nos interesa calcular la probabilidad
de transicién por unidad de tiempo, la cual se da cuando la
perturbacién estd presente en un tiempo t. Lo anterior, nos

conduce a encontrar una densidad de probabilidad p.

Para obtener esta densidad de probabilidad, consi-
deremos que el sistema se encuentra contenido en una caja de
dimensiones L, y que presenta condiciones de frontera en sus

paredes. Considerando un grupo particular de estados k cercanos

a un estado inicial m, los elementos de matriz perturbados son
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H'km' por lo que, definimos la densidad de probabilidades por

unidad de tiempo como
1
p(k) = (—t—>,>“T lat!? ()] (52)

Definiendo una densidad de estados finales p (k),
tal que, por un elemento de estado dEk’ sea al nfimero de estados

en el intervalo de energias dEk’ por lo que,

- <]

p(k) = (=) [ 2 (6)]* p(k)dE, (53)

-

considerando que la caja de dimensiones L es suficientemente
grande para que la suma sobre k se pueda remplazar por una inte-

gral sobre Ek’

Sustituyendo (51) en (53), obtenemos

A W )
) “4 | Hl'cm |2 sen( kmt)
P = " — p (k)dE, (54)
t 4 e

pero sabemos de la ecuacidén (46) que fhw km = Ek - Em’ por lo

que, ﬁdwkm = dE,, que sustituyendo en (54), origina
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2
; p(k) dw Kk

w, t

si consideramos que H'km y P (k) varian lentamente en el tiempo,

sus contribuciones pueden ser consideradas como constantes,

por lo que la densidad de probabilidades es

o ) wkmt
aln', |2 sen’ (—5— )
p = ————— (k) - b (55)
ht - “kn
w, ot
con el cambio de variable x = ——— , la integral anterior
2
se resuelve
[} [ ]
W, t

sen?( gm ) dw km = —%— J x % sen’x dx = —%— t

que sustituyendo en (55), obtenemos

p =511 |% p (k) (56)

'
Esta probabilidad la vamos a relacionar com la ampli-
tud de dispersién y, por tanto, con la seccib6n transversa; pero

antes de eso necesitamos tener en forma explicita la densidad

pP(k) y los elementos de matriz H'km'
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Para encontrar la expresién de H‘km' que representa
el operador que transforma la funcibén de onda del estado inicial

m a otra funcién en el estado final k, por medio del potencial

V(r, 6,9)
m - -
\ Alkg=k )T _
Hkm= e V(r, 6, ¢) dF (57)
-
si llamamos
E = 12f - E,(: ’ (58)
PLkE
H'km = [ e V(r,8 ,¢ ) dr (59)
que por unidad de volumen (ir;eda
w
1 4k T
] e - -
Hkm_ L3 Je V(r) df

La densidad final de estados la podemos encontrar
conociendo los talores de k permitidos en 1la caja, esto es,
saber cual es el nimero de estados permitidos para esta caja.
Estos valores los obtenemos resolviendo la ecuacién de . Schrodin-

ger para una caja de dimensiones L . La solucibn de este problema
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2mn
. . . X
nos dice que por cada direccién, los estados sergn kx =T

donde n, es un nimero entero, en forma aniloga para las direc-

ciones y y z; por lo que el cubo estari formado por

L
nnnz-(zTT ?kxk

Xy kz (61)

y

la cual es la transformaci6n del espacio n al espacio k.

Cambiando la ecuacidn anterior a coordenadas esfericas

n_nn =(-—L—)3k2dk senb ¢ §d¢ (62)

Xy z am
que es el nimero de estados en el intervalo del espacio compren-
dido en dt = dk df? , que serd lo mismo que la densidad de

estados por el elemento de estado, o sea,

p (k) dE, = ( —2%? ¥ k?dk seno df do (63)
pZ
La energia la podemos expresar como, E 21j =
2,2
-ﬁé—t- ; conyp como la masa reducida del sistema y por tanto,
2
dE = ( h "k ) dk, que sustituyendo en (63) y eliminando el subin

dice, nos da
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2
p (ﬁkdk)=( L )skzdksenedad(t’

u 2m
L ku
p = ———— senb dB d¢ (64)
8 m3 #?
sustituyendo (64) en (56)
L3 A 2
I~ S [} -
" uk| H', |* send 6c¢ (65)

La diferencial de la seccién transversa de dispersién
estd definida como la dispersién por unidad de flujo incidente
dispersidn

&« = (66)

unidad de flujo incidente

La ecuacién (65) representa la densidad de probabilidad por
&ngulo sbélido, lo que quiere decir, que es el nimero de particu-
las dispersadas en un elemento de Angulo sbélido por unidad de
tiempo. La unidad de flujo incidente la podemos calcular, ya
que, por un volumen 1) pasan un nimero v/L’ de particulas con

velocidad v, por lo que,

= —B _
S N (67)
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\
sustituyendo el valor de la densidad p (ec,65) en la ecuacibn

(66), obtenemos

3 3
- _L A2
do = v T wk | H n |?sen6d6d ¢
6
L Wk, " )
= vz | el 68
m
h L
cambiando el subindice del estado final k por n y como V=
3 k
_ L 2 H n M 2
do = (70 Vv | wr1® a0
m
si manejamos unidades atdmicas, fi = 1 y por tanto,
k
_ Lau 2 _n N 2
o = (F2E i Jren (50

Por otro lado de 1la ecuacién (60) y llamando

@

| ikF
M = e V(T) dt,
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sustituyendo esta en la ecuacidn (68), obtenemos,

U 2 kn A 2
do = (;—“——, - M 1?40 (69)
m

k

como y o= —

vm

kmkn A
— ————— 2
do = P, )lenml dQ (70)
m

integrando sobre todo el espacio se obtiene la seccibn total,

-

como no existe dependencia del é4ngulo ¢ , tiene simetria asimu-

T 27
-2 A
f(Z'ﬂvm) kmkn IMnmlzsenededq; (71)
0

m
tal y rd¢> = 21 , de donde la seccidn total queda
0

o
i kK B2 (72
¢ = ZTTvm mnl nm| sen9deo )
0
Représentemos grdficamente estos vectores de propa-
gacidn k, sin olvidar que, m representa un estado inicial vy
n un estado final, anterior y posterior a la colisibn respectiva-

mente. Los vectores km y kn son los momentos relativos y k repre-

senta el momento de transferencia, esto es, k = En - }_(m (fig.1)



con magnitud k = | ko - le .

Para una disp:rsién eléstica | Em | = | En |
por lo que, de la figura ., se tiene k =‘§] = 2K sen
diferenciando dk = K c:s(—%r—) d8 , esto es,

4

k ¢t = K sen dB

k
4 k
8
km
Figura 1
Sustituyendo (73) en la zcuacibén (72) se obtiene la
transversa
_ 1 ' 2 _kdk
° J 2 rv; m nl Mnml K?
kmdl
e LN
2 Ty nm ' kdk
m
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(73)

seccidn
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Para finalmente obtener la seccidn transversa total

Kmdx

1 12
0 = ~——="—o | Mnm‘ kdk (74)

2 qv2
™ Kty
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APROXIMACION HIBRIDA

Introduccién.

Como se menciond anteriormente, la primera aproxima-
ciébn de Born, es un desarrollo en teoria de perturbaciones a
altas energias. Por otro lado, la aproximacién de Born Oppenhei-
mer o adiabAtica, es ideal para la descripcién de sistemas en
los cuales el movimiento electrdénico se ajusta continuamente,

esto es, para sistemas a bajas energias.

Sin embargo, existen colisiones que, aun cuando pueden
ser consideradas a bajas energias ya se encuentran fuera del
intervalo estricto de validez de la aproximacidén adiabatica,

+ 03 . . 0
pero sin pertenecer al de la primera aproximacion de Born.
Encontrdndose una colisién dentro de este intervalo, es conve-
niente considerar las ventajas de ambas aproximaciones y asi,

construir una aproximacién hibrida de ellas.

Por lo anterior, esta aproximacién hibrida, consistiréa
en una modificacién de la primera aproximacién de Born, de tal
forma que, el movimiento nuclear sea descrito por la aproximacién

de Born y el, electrénico con la, de Born—Oppenheimerf
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Supongamos que, tenemos un sistema en el cual se
produce una colisi6én; donde el blanco lo constituye un atomo,
A, y el proyectil un ién molecular, B. Para tratar este sistema
es necesario escoger una geometria adecuada, sea esta la mostrada

en la figura 2,

Figura 2.

donde, el origen se coloca en el centro de masas de los dos
sistemas, el vector R représenta la separacién relativa, del
centro de masas del sistema B con el centro de masas del sistema
A; fZ , las posisciones de los electrones respecto al centro
de masas de cada sistema y; fB’ la separacibén internuclear en

la molécula.
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Consideremos el hamilton. ano propio para este sistema,

expresado por la ecuacion,

ATt Vap (75)

donde %R es la energia cinética traslacional del movimiento
relativo de los dos sistemas; ﬁA y ﬁB son los hamilton anos
propios de cada sistema, cuando se consideran aislados respecto
a su centro de masas y: VAB’ el potencial de interaccidn entre

el sistema A y B.

Utilizando la primera aproximacibén de Born podemos
distribuir el hamilton ano en una parte no perturbada mas el

potencial VAB’ considerado como la perturbacién, esto es,

con

.2 w . . . 7
cuya solucion , es de acuerdo a la primera aproximacién de

Born,

¥ = exp(<k'F) - ﬁ J G(EF,F' )V(F')exp (4k-T')df’ (77)
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como se mostrd en el capitulo anterior.

Por otro lado, si utilizamos la aproximacién de Born-
Oppenheimer, este mismo hamiltoniano lo podemos distribuir en

la forma,
A= R+ (78)

A
donde He es el hamiltoniano electrbnico y ﬁn’ el hamilton ano

nuclear, discutidos en la seccidn anterior.

Para poder distinguir las contribuciones de cada
parte de este hamiltoniano, es necesario conocer la composicidn

del potencial de interaccién VAB'

El potencial V estard formado por tres diferentes

AB
interacciones: de repulsidn entre electrones de los dos sistemas,
Ve o de atraccion entre los electrones de un sistema con los

protones del otro y viceversa, Ve—p; y de repulsidén entre proto-

nes de un sistema y protones del otro, Vp p’ esto es,

Vip =V +V +V (79)
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Y a su vez, el hamiltoniano de cada sistema estaré

formado por su parte nuclear mds su parte electrbnica,

es ,
Hy = Hy, +Hy
A A
Hy = fig, + By

y los términos restantes formarin el hamiltoniano nuclear
Ho=H, +1T
n~ "ot

A
el término H, es cero para el caso considerado.

An

esto

(80)

(81)

(82)

(83)

Conocer los eigenestados y las eigenfunciones para

el caso electrOnico, implica resolver la ecuacién de onda por

el método de Hartre—Fock“

= B (R,75) ¢, (7¢.R,Fp)

(84)
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Ademis, segun esta aproximacién adiabitica, a cada eigen estado
electrbénico le correponde un eigenestado nuclear, que podemos

encontrar resolviendo el hamiltoniano

A x A - j -

H m=|Hn + En(R,rB Xp = Em,(rB)Xm (85)
y donde la funcién de onda adiabitica seré

Y(R,fp) = X (RiTp) ¢ (R,Tp) (86)

Una vez determinada la energia electrbnica, esta
puede usarse como potencial nuclear debido a 1la contribucidn
electrdnica y como se demostrd en el capitulo anterior, entonces

el movimiento nuclear se describe por la solucibén a la ecuacibn:
A k= - —~4 - T -
B, + E,(R,fp)|x (R,Fp) =E X (R,Fp) (87)

cabe notar que, la dependencia electrénica dada por el subindice

no es explicita, sino que, queda como pardmetro.
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Aproximacibén Hibrida,

La base de esta aproximacibn, toma en cuenta la adap-
taciéon de los electrones durante su movimiento y desecha la
adiabaticidad de los nicleos, y en su lugar la representa por
la descripcion dada por Born para el movimiento violento de
los nicleos. Cabe notar que esta descripcién elude el movimiento
adiabdtico de los electrones. La incorporacién de las dos apro-
ximaciones en sus correspondientes intervalos de aplicacibn,

representa la aproximacién estacionaria dada por;

- (f&.,R,r'B) =e X, (fg) ¢n(?L.R.EB) (88)
ik R

donde el factor e , es el factor de movimiento total del

sistema B relativo al sistema A, que representa una onda plana,

la cual es la idea fundamental de la primera aproximacién de

Born. Las eigenfunciones ¢n y Xv representan los estados electrd-

nicos y los estados vibra-rotacionales del idén molecular, res-

pectivamente, en sus propios sistemas. .

En la presentacién anterior, notamos que Xv no ha
sido calculada consistentemente con 1la funcién electrébnica

¢n(fL’R’fB)’ ya que, una se calcula con la primera aproximacién
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de Born y la otra con la aproximacibén adiabitica, en cambio
la mencionada funcibén corresponde a ¢n (fé, ™ ,rB); esto es,
que los estados vibra-rotacionales del ién molecular se calculan

a una separacién R= © entre el sistema A y el sistema B.

Esto nos dice que, no se permite, que Xv se deforme
cuando A y B se estan aproximando, ya que, los protones o nicleos

son lentos para ajustarse en un tiempo muy corto.

Con las eigenfunciones de la ecuacidn (88) se constru-
ye un conjunto completo ortonormal, que constituye, de hecho,

la base de la aproximacibén hibrida.

Esta base esta formada por tres funciones
kR
b r,,R,f;) =e T T.,R,T
Lk-R
de las cuales, los factores e X (fB) describen el movimiento
v
nuclear y son la contribucidén de la primera aproximacibén de
Born, y el tercer factor, ¢n (fi’ﬁ’fB)’ describe el movimiento
electrénico y constituye la contribucién de la aproximacidn
adiabatica. La eigen funcidn X) representa los estados vibracio-

nales y rotacionales del ib6n molecular y es necesario calcularla

en forma consistente con la funcidn electrénica ¢h .
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La funcién ¥ b constituye la eigenfuncién indepen-
diente del tiempo, y nos da los eigenestados estacionarios,
Para obtener la descripcidn que dependa del tiempo, es necesario

agregar el factor temporal,
exp({Eknvt) (89)

donde Ean es la energia total,

La energia total consta de energia cinética de trasla-
cibn k2/2mAB; mas la energia propia del sistema aislado A, E(A);

y la energia propia del sistema B, E(B),

k2

+ E(A) + E(B) (90)
knv zmAB

"donde myp €s la masa reducida de los sistemas A y B.

Esta forma de energia es adecuada para la aproxima-

cién de Born, pero nolo es para la aproximacidén adiabtica,
¢ ‘ . .

y solo debe ser vista como una ayuda para la construccién de

la funcidén exponencial dependiente del tiempo.

Se puede utilizar el método de Hartree-Fock para
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evaluar las funciones de onda asociadas al sistema y asi expresar
una funcibén de onda Wknv como una combinacibébn lineal del con-

junto de funciones base W& cuyos coeficientes varian en forma

nv

dependiente del tiempo,

) ~4E

t
- o e L knv
w(E, R Epit) = k%Iv 6, (DY e

(91)

con lo que, cualquier funcidén puede expresarse como una combina-

cién lineal de ellas.

Esta funcién de onda ¥, es la solucidén de la ecua-

cién de Schrodinger dependiente del tiempo,

(H —42.) gy =0 (92)
ot

Sustituyendo la ecuacién (91) en (92), obtenemos,

&£

A _ - t
(H -La") D Gy (O Yy (FpRuFp) € R
CRA TV

A - E t
I = . T R.F }2 \Y
e *%EL% afznv(t)\y hnv(rL’R'rB) e M ] (93)

tomando productos intenos a ambos lados de (93), se obtiene,
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< h s a ~E k'n’\)t 4)
2; ¥ knle Iwkn V! h'n'yt© (9

- £
ot

E e

(a + a
Chnv knv © knv

la cual es la ecuacién de los coeficientes.

Como se habia mencionado, el hamiltoniano electrénico

queda expresado como,
H =H, +H, +V +V (95)

por lo que, el hamiltaniano total se obtiene sustituyendo (95)

en (78),

+ ﬁ + V _ (96)

aplicando el hamiltoniano total a la funcién de onda ¥ bny °

tenemos,
A A A ‘y 'y \y N ‘y
f qknv = Hebuv 7 Tr*nv + Hpy knv ¥ Vp—p knv 97)
LkR o 1 2 '(.'kR A
= —_ V \y
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como ¢ , s una

eigenfuncién del hamiltoniano electrdnico,
entonces,

H, ¢ n = En(ﬁ,fB) ¢

(99)
por lo que, la ecuacidn (98), queda como,
. &R 1 gl k'R
HY = E (R,T - X
kv - C (R,Tp) X\)¢ n 2m R® \)¢ n
AB
H
+ +
(Hp P‘P)wknv
agrupando,
. N kR
HY = (E (R,i) +H, +V_ Y 1 g2 0 (100
knv n B Bn pP-p) bnv ™ ZmAB VRe X\)dl)” )

desarrolando el laplaciano al producto de funciones por separado

&k-R &R
2 2 2
VR[e ¢ 1 = X, [(Voe D¢ +e T
_ kR .
+ ZVRe . VR¢n ]
) &R &R Lk-R
= X\’ -k"e ¢ + e

v2 'k . v
n R¢n + 2ike R¢nj
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y sustituimos en (100), obteniendo

» - A 1 2
HY, = [E (R,f) + Jly + ¥
knv B Bn PP hpy  2Mp RV
kR . Lk-R
1 < 2 20k -
- X e Vo ¢ - xe 9,9
ZmAB R 2mAB v R
U G e S S IR
= + Eo) 4+ +V  ly
bV 2mAB n B Bn p-p by
. (101)
ik-R .
Ly e (Ve 2k e
2myp Y

Utilizando el método de Born-Oppenheimer, descrito
en el capitulo anterior, y empleando la energia del sistema

B como potencial del hamilton ano nuclear,
A - -
[ Hp, + 5 (B) Jx (fp) = E, X (Fp) (102)

donde, Xv(fB)’ es la funcién de onda vibrarotacional y E’JB),
la energia electrénica del sistema B cuando se encuentra separa o

una distancia R=* , del sistema A, esto es

E(R=w ,f5) = E (A) + Ep(B) (103)
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y En( W.T‘B) representa la energia electrénica total para el

sistema A+B a separacién infinita,

Sustituyendo En(B) en la ecuacién (102), tenemos,

[ fly, + (e 1) - B0 IX, (Fp) = B (B) X (Fp)

o sea,

Hy X, = [E(B) +E (A) - E (,Tp)] X (fp) (104)

la que wutilizamos para simplificar la ecuacién (101),

y asi
obtener
) k" R,E) 4B +V (iR 105
H-‘:;mv= [ o + En(R'rB) + Hp 4 p—p] e )(vcb (105)
AB
| ARR
" T X (Vg + 2ike V)
y como
» KR

kR
- 1 g2 1 .4
= g T i Te X2
&R |k
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reacomodando términos

\ L &R ) )
= e v + 2V X,V + V
Bn hn\) 2mB [( r X\) )d)n rB v VrB¢n rB¢n
{k-R
+ == X ¢
Iy vV on
&R, &R _
H < [2V_ X+V ¢ X, V26 1]
=€ ¢’n Bn 7V 2m r, v Iy R ATy n
B B B
A l*l _
HBn v = [ Env(B) + E};A) - Ey;m ,rB) ] Wknv
e'd('ﬁ : vV ¢ 2 4
= - % ‘' X v
2myy 2 rBX‘) rg 1 MY n)
sustituyendo en (105), obtenemos
Hy SR E (B) 4 E (A) - E (w,F) +V ¥
= [z + , + + - o,
knv [ZmAB BT n ), i) w8+ Vop
. - - (106)
ex_k-R LkR , o
- 2V o7 + x V2 -2 X (V5 4+ 2tkV )Y
2mB ( ry Xv rB¢,1 Xy rB¢,1) 2mAB v ( R R hpv
empleando la ecuacidén (90), obtenemos
k2
= E - E (A) -E (B)
m knv n n

AB
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y sustituyendo en (106), obtenemos;

Hy = [E +E (R,f,) - E (o, \ Y
knv [ knv n( rB) n( rB) + P—P] knv
o L (107)
k'R - kR i}
. & V X eV ¢ X v? & A o V
sz (2 rg v o + vvrB¢” ) 2mAB X\)( . 21k R)¢n

el segundo término de esta expresidén representa las variaciones

de posicién de colisibén, la excitacidén electrdnica por medio

del acople del movimiento vibrarotacional de 1la molécula al
14 -16

movimiento electrénico, y es del orden de 10° - 10 , que

en comparacién con los demds es despreciable, por lo que:

Hy = [E + E (R,r - F (e ,T )Y
knv [ knv n( rB) n( rB) * P—P]\pknv
ik-R . i (108)
- € v '_ov
ZmAB X\)( R + Ak R) ¢)n

. NP * . .
si multiplicamos por szn\) e integramos sobre todo el espacio,

obtenemos;
A
ol B [Ypp™ =< ¥ JTE Y o>

+< ¥ |E R,ry) - E (o ,fp) + V >
kn\)l n< B n(c’a B’ P-p lwfm\)'
1 - i}’('R . )
B >
. <wknvte x, (%kTp + vR>l¢n,
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= 8 R § - w0 7
) Elmv kEnn ot dPIznlen(R'rB) En( 'rB)*'Vp—pl\y'n‘\)‘.>

) Lk-R . \
g o e xR+ vy )|¢>n,>
=B, ot <‘i’km|En(R.’rB) - E (e,p) + Vp_plwk.n.vn
o - (109)
1 Lk'R -
- < V(22U KV 2
2B %nvle Xv(uk R ¥ VR)I%’>
sustituimos esta ecuacibn en la, de coeficientes (45a),
o= 2 LS wfznvIEn'cR'rB) T EpCerg) vp—pl\%a'n‘v'>(110)
knv
K}Z'E ,(:(E -.'-E :v\))t
1 e s 2 kv~ kB
2B <qjfZVNI € Xv(ZLk.VR ¥ VR)‘¢n’> ]a{z’n’v'e

Para simplificar esta expresibén llamemos M a la matriz

= Mnuclear + Melectrénica (111)
donde
Moiclear = <vknv! E (Rfp) - E (=,fp) + vp_Jan,v,> (111a)
y
M 1 ikR B
= - ‘1. 2
elect, zmAB dykn\)le X\)(Z(.k VR + VR )l¢n,> (111b)



por lo que, la ecuacibén (110), queda expresada

= ZMCkonvkin'Vya, e kY

A ahn\) iy
n
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(112)
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SECCION  TRANSVERSA

Para el chlculo de la seccidn transversa se emplea

la ecuacidn:

0 = — I | Myl dk (113)
Z”vm

y tomando My, de la ecuacién (111), que viene dado por

Mnm = Mnuclear + Melectrc’mica

con las expresiones dadas en (11la) y (111b):

Mnuclear = <wkn\)|En'(R’rB) - En,( mrrB) + vp_p l\yk'n n >
1 Lk R . .
Metec = - 2n,p <Whnvle X v(sz'VR + VR )|¢n' >

El célculo de los elementos de matriz M, implica
un trabajo extenso y en extremo complicado, si no se consideran
las condiciones propias a este proceso. Tomando en consideracidn

que, a valores relativamente grandes de la distancia, R, entre
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los sistemas en interaccidén, la funcién de onda electrénica
¢n y su eigenenergia En se pueden ser calculadas por teoria
de perturbaciones estacionarias, en el limite cuando R-e para
el estado no perturbado y con potencial de perturbacibn Ve—e
y Ve—p'

Como sabemos el hamiltoniano electrébnico He se puede

descomponer en una parte no perturbada He , mis una perturbacién

Hé , esto es,

A A A'
H =He +H (114)
con
A A A
Ho = H, +Hy (114a)
A
H' =V +V (114b)
e-e e-p
tal que
A ¢
He noo En(bn ' (115)

La funcibn ¢,1 se puede desarrollar en términos de
funciones no perturbadas ¢y# ©), y en fonma anadloga para la

energia del sistema.
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e 2 Cmn(bm(m) (116)

m

Tomando el desarrollo hasta una correccibén de primer

orden:

6, = ¢(=)+ T C ¢ (=) (117)
donde _ m

<o (=) |V Ly 19 )

“on E E
(=) - E (=)

y para la energia

<o ()| V, _o# Ve_pl ¢, (=) >

Ey{m)_En{m)

Ep= Efw) +

'2

Ly e Y, Vol ey 2
m#n - En(oo) —E”FOO)

sin olvidar que estos productos internos estan calculados en

coordenadas electrénicas.
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DISPERSION ELASTICA.

Los procesos de dispersién son basicamente de dos
tipos; colisiones elésticas, donde las particulas colisionantes
salen con la misma energia con la que incidieron, o bien;
colisiones ineldsticas, donde hay procesos de excitacién o de
ionizacién del blanco, transformacidén de unas particulas en
otras, cambio de carga, etcetera, esto es, cambia la energla

de cada particula por el proceso de colisibn.

Para una dispersién eléstica, el elemento de matriz
dado por la ecuacién (111) se reduce, ya que no debe haber cambio
de energia. No hay excitacidén electrénica y la ecuacidédn (111b)

no se considera.

El elemento de matriz sdlo constard de la matriz

nuclear, dada por la ecuacién (11la), unicamente.

Melast = Mnuclear

= < R,F.) - w  Fo) A
Mo1er "’mlEn'(R"'B> E, "‘a’*"p-p""h'n'v'>

donde el estado inicial es el estado final.
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Expresemos M en su forma integral

elast
Molast =[ lpkn\,[En'(ﬁ’fB)’En'(°° ’fB)wp—p] wk'n'vg’Rd’rBd’lz'(uB)
y como

Vprpryr = © Xn’v'(fB)¢n’(fifﬁ’fB)

Vi =€ X*nv(fB) ¢;(f/;’ﬁ'}8)

sustituy€ndolas en la ecuacién (118), se obtiene

%kﬁ* \ (ke R o
Yelast = [ ¢ X o On V0t Miawr 4® d'Rd7rgd’r  (120)

Como 1las funciones ¢n dependen de las coordenadas

electrbnicas EL , de R y fB’ pero para R y fB fijas; y de las

.propiedades de ortonormalidad, se tiene para p= n'
%, _ -
{ 6, (£, (Fg) d'rg = 1 (121)

por lo que, la ecuacidén (120) se convierte en
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- -

k;R

- -

.o i
X (B? X1 7B

- i
- ] 3

M 1ast = I e ) Vn,(R,rB)e d’Rd'ry

~ R \ i iR

Xy (ip) | Vi(RiEp) e ¢’Rd’ry  (122)

Melast = [ €

y con k = ﬁ, - RL se obtiene

R
3 bl 3
d’R | X nv(TB)|2 Vn,(R,rB) d'rg (123)

Melast = [ €

con

vn| (Rth) = En'(R'rB) - En|(°° )EB) + Vp_p
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COLISION INELASTICA.

En una colisién inelastica la energia cinética puede
ser transferida entre las partes del sistema. Los tipos de exci-
tacién que experimentard el sistema pueden clasificarse en:

excitacién electrénica, nuclear y por la polarizacién.

En la excitacién electrénica, el estado electrbénico
en que se encuentra la molécula, se ve afectado por los efectos
de la.colisién y pasa de un estado ligado a uno menos ligado
o inclusive a uno no ligado; la excitacidn nuclear, es el produc-
to de una colisién suficientemente violenta entre el nicleo
de la molécula y el 4tomo, el cual gana energia cinética relativa
al centro de masas de la molécula, de tal forma que resulta
ser mayor que la energia molecular de enlace; la excitacién por
polarizacién, se produce gracias al efecto de las fuerzas de
van der Walls, que resultan durante la colisién, y estas fuerzas
son debidas a la fluctuacién del momento dipolar del A&tomo que
induce una polarizacién del ién molécular, reduciendo asi, el
enlace intermolecular temporalmente. Esta fuerza solo actua
en un tiempo muy pequefo, esto es, el tiempo que dura la colisibn
y puede ser visualizado como un oscilador arménico que tiene

una constante de resorte disminuvendo en el tiempo.
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a) Excitacidén Vibrarotacional,

Calculemos primero el elemento de matriz que contri-
buye a la excitacidén nuclear, esto es, la excitacion vibrarota-
cional,

El elemento de matriz estard formado por la ecuacidn

(111a), pero ahora los estados VvV y V' son diferentes para

Xpp 0 . = i
n Por tant M, ib-rot Mnuclear considerando estados

iniciales diferentes, esto es,
= =4 - - m - . > ..
M ib-rot <Whnv]E;1KR’rB) %1'( Tg) * VP-JQIHﬁv’ (124)
1lamemos a
(125)

V’JR,rB) = En(R,rB) - En( ,rB) + Vp—p

por lo que tambien la matriz vibra rotacional se escribe como

Mvib—rot = <\Pkn\)lvnlwfz’n'\)'> (126)

y como sabemos

‘yhn\) = e ”Xn v (fB) ¢n (f'(‘_:R’fB) (127)
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que sustituyendo en la ecuacibn (126)

_ *® * 3% 3= 3— )
Mvib-rot = ‘ e )(W ¢>n an n’v'd)n'd Rd 2 d’r (128)

ademds por la ortonormalidad de ¢n , si n =n'se cumple que

J dpopdT =1 (129)

y por tanto

/(:l’-('ﬁ ), X * X .-
Myib-rot = [ ¢ d'R pv iV Vydirg o (130)

Utilizando un desarrollo en términos de las funciones
no perturbadas, andlogo al expresado en (117) y (117') y conser-
vando sdlo términos hasta de segundo orden, el potencial lo

expresamos como,

_ oy (0) {1} - . .
Vo=V TV, (131)
donde
{0) .
(@) Vo # Vo p t Yy plo (20> (132)
1< (oo + + 2
{1) ! 0 ( ) I Ve_e v e-p Vp—pl ¢n (co ) >| (133)

En(w)-Em(w)
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entendiendose que Véo) es una correccién de primer orden y Vé”
una de segundo orden. Como Vp—p no depende de las coordenadas

electronicas, no contribuye a las ecuaciones (132) y (133).

Ahora, con este potencial el elemento de matriz vibra-
rotacional se puede descomponer en elementos de matriz de igual

orden, quedando

(o) (1)

Mvib—rot = "yib-rot + M

vib-rot (134)

- (o) . . .
donde el término M_, , es justamente, la primera aproxima-
vib-rot

cién de Born a la excitacién rotacional.
Si sustituimos (132) en la ecuacidén (130,

k<R
= 3R Iz ¥ = = 0 1
Mvib—rot = Jd R e Jd rBX nv(rB)Xn'v’(rB)[vn + V'I ]

s= Lk R s * 0
= Id Re [ d°Tp Xy Xyt Vo 4

.. AR ‘ . .

3- ..
+ f d’R e Jd Ty Xn\) Xn,vlv 0 (135)
como la ecuacién (130) tambien se puede escribir como

(0) _ L . 3. 15 3~
Ve [¢n(m)VAB¢n.( )y EEER A 130)
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sustituyendo (130') en el primer término de la ecuacidon (135),

obtenemos

£k R
_ 35 as * 00 V43 (1)
Mvib-rot - Jd Re [d er;vXﬂU ¢é w)VAB¢é )d T + Mvib-rot
«kR ki R N 0
= ¥ © o r T
[e Xnv ¢;( )VABe an’¢n'( M {Ld rBd R + Mvib—rot

- - - © - = 033543 4%p (1)
J by T T Vap b et IR R Mg o

= r,,T =, = (N
MVib—rOt - <ly (r,(’,’rB’mX VAB| q‘k‘n,\)'(r’c’rB’m )> + M

by v vib-rot
(136)

de donde

M . = r ,— y e o] v T "_ ’ o]
vib-rot <\yki’l\) (r,(: I.B )l AB lq][zvnv \y(r,(, rB )> (137)

b) Excitacién Electrénica.

Para conocer los efectos de una excitacién electrbd-
N M i
nica, es necesario enfocarse en el elemento de matriz dado por

la ecuacién (111b),

M = 2 -1 &:ﬁ' vt g 2
elec = ~(2myp) d;mvle XV.(Z-‘—k Vot Vi )lﬂbn. >
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que incluye los términos V R¢”

las variaciones del movimiento electrénico,

y V§¢n , los cuales describen

Recordemos que la parte del hamilton ano, que describe

la energia cinética es

2
R o T (138)

A l 2 - - _
T, = y o R
R™ ™ Zn 'R gy el
. K | ARR -
T e X, (ZkVp+ Vi )d)n (139)

=Y =
R 2mAB kv 2mAB

donde ‘bn es la funcién de onda electrbnica adiabatica, el se-
gundo término de esta ecuacién describe el comportamiento del

movimiento electrébnico.

A
Tomando el producto interno de TR con ‘yhn\) , obtenemos

2

= <Wkn\)l 2mABI‘y k'nl\)>

A
< ‘yfzn\) | 'I‘R,wk'n'\)'>

kR . ,
- <‘i’knvl(2mAB) e X, (AkVp+ Vg )I¢n,> 140.)
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esto es,
<y, [T |V s o kK
imvl R' "k'n'v'” T 2m, < \ykn\)wk’n’v'

1 4 kR o
- (Zmyy) < lenvle Xy! (Mk"VR * V;R )Mn’ > (141)

Por otro lado, como el operador de energia cinética,

%R’ es un operador hermitiano, se cumple
< wlzn\)MRl Forpryr> = < %;wlmv | Yorpryr 2 (142)
con lo que resulta
A _1 A
<Yyl TR Yy > Edylmv' Tl Yoyt
(143)

—_

A
= <T, V y
2 R hnv ' R'n'v!

que pasando a su forma integral
A

<y T |y > - 1 3pd3dE g3 F oyt
kn\),TR, B'n'y! 2 J d°Rd rBd I:(_ whanth'n'\)'

d*Rd’F d°E (T, ¥ (143")
J ‘B rxl( R hn\))‘yk'n'v'
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sustituyendo el operador %R’ dado por (138), en (143')

< wknvl%R Iwk’n'v' > =

) 4k!R
l ! e T B 2
'é-jd Rd I‘ d’ fznv(z qjklnlvl" _E_m——-x\)'(z&k"VR-*VR)q)i’l') +
AB AB
. (144)
-LkR
Ll R s d’s (K oy, e (2u\v + )qnv
2 B A 2mAB knv'k ny 2m R'n'v!
=l IR 3= 3 - vk' #*
2 [ d"Rd rBd T om wknv Wfa'n'v’
AB
1 d:ﬁds’ d:— * ’d—('.ﬁ 2.-, o V:
T Ty g rpd & Yo e X, K24 p+Vp X,
(145)

1 3Inp g3z el —'&.ﬁx* "‘_‘ :**\y
- ZmAB d "Rd I'Bd I:{: [e v(2&k-%+VR) 4)”.] k'n'\)'
Calculando estas integrales explicitamente en el
Apéndice , se obtiene
A
Mejec = °© ‘yhn\)lTka'n'v' > (146)

r 3
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‘(2 -1 - -
. ~(2mp) [ ey J C(R-RR
= - d’r t | d’Re X
e 0)-F (o B V'V
B,y ( @)-E, (= )
(147)
-' — =
< d)n(m ), (k +k)'VRVAB l ¢n'(°°) 4
Integrando por partes respecto a R, se obtiene
~(k' "=k’ (2m, )7 . _ A(K'-KOR
M = AB d’r X\)X\)' d’Re <9 (co)lv Ad’ (o )>
© B, )E, (=) g oA
" ! (148)
y como se cumple la conservacibén de la energia, dada por
kyi k! i
+E,(w) = +E (o) (149)
2mAB n' ZmAB n

restando -
k”—k’
——— =g (@) - B () =~[E(® ) - F(=)]
ZmAB
con lo cual el factor de la integral es igual a uno, y por tanto

_ i Ck'=k)R
M, = [d’i'gq)x\)' J @’Re < ¢>n(w)| VABI <1>n,(°°)> (150)
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que resulta ser el elemento de matriz de Born para la excitacidn

electroénica

Melec =< whnvl Vysl wk'n'v' > (1571)

con ¢n5 ¢ (0 )
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CONCLUSIONES

La teoria hibrida es aplicable a procesos de disper-
sibn en los limites donde la energia de bombardeo del ibn es
suficientemente alta, pero sin ser estrictamente aplicable una
teoria de altas energias, como lo es la aproximacién de Bornm,
ya que en estos intervalos los sistemas en interaccibébn presentan
caracteristicas adiabaticas, como lo es su movimiento electrénico
Esto corresponde usualmente a intervalos de energia del orden

de 0.5 MeV.

Se obtubieron las expresiones para el céalculo de
los elementos de la matriz de dispersidn elastica (ec. 123)
e inelédstica con sus contribuciones vibrarotacionales (ec. 135

y 137) v electrbénicas (ec. 150 v 151) en dependencia del poten-

La teoria esta principalmente dirigida a la descrip-
ci6bn de sistemas que involucren iones moleculares o moléculas
que se muevan a velocidades relativamente altas, pero tal que,
los electrones se ajusten adiabaticamente; aunque es utilizable

en sistemas atoémicos.
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Como una aplicacibén de la teoria estudiada, es impor-
tante resaltar, que la utilidad tiene que ver con la regidn
de interaccién fuerte, donde se supieren formas paramétricas
de algln potencial en ese intervalo, que para casos repulsivos

puede darse en una forma simple.

La asignacién de este potencial adecuado, constituye
de hecho un problema interesante y complicado. Existen varios
modelos para expresar una formulaci6n analitica que permita
el cAlculo de la seccidén transversal diferencial, con lo cual

se podra confrontar la teoria con resultados experimentales.
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APENDICE

CALCULO DE LAS INTEGRALES (145)

Refiriendonos a la ecuacibn (145), calculemos primero

las integrales,

1 35 3- ¥ k'z 1 IR h S, - k’ *
i y - =
2 [d Rd d I knvzm AB ¥piv ZJ d"Rd Z_ZmAB knv? kv
. k'z + k2 315 43 = 3 . *
- 4m d"Rd rBd fi whnv whnv
AB :
k'" + k' ¢
= Ty ’ ' ' =0
AmAB kKl an'vy

ya que kR £ R',n £n', v #v',

Por lo que, sustituyendo en la ecuaci6on (145), se

obtiene
1 1543 = 3 #® I(j(ﬁ c YO 2
(4m B) { d’Rd rBd 9 ‘Phnve Xv,(Z(.k-VR + VR)¢n, +
, R,
- 3 3= 3 -
(4m, ) [ d "Rd rBd ;e v(ZLkVR + V )¢ whnv (A1)

como Xv no depende de ?{' la ecuacidén (Al), queda
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-1 35 1 = &(E'—R)‘ﬁ i 1- ¥ L =- 2
(4m, 1) d’Rd’F e XXyt 4750, (A WV + V) e
- sk (A2)
1o, AlkT-kYR o . R
+ (AmAB) d " Rd fpe X\)X\), d r4L¢n'(ZLk. r R) ¢,n

Calculando las integrales electrbnicas, aparte,

* L 2 -
J ¢, (ch‘VR + VR)¢>“' d’F; (A3)
y apro echando que la funcién de onda electrbnica adiabética
se puede desarrollar por teoria de perturbaciones, dada por
(117),

<ople) | v laplel> (o)
E () - (=) Ot 7 (AL)

¢ (T) = ¢, (=) + X
n mén
donde el potencial Ve—e + Ve-p de la ecuacibén (117) ha sido

sustituido por V ya que, no existe diferencia al agregaar

AB’
el término Vp—p' que no hace contribuciones por depender sdlo

de las coordenadas R vy fB'
Aplicando (ZLE'-‘?.R + V&) a la funcién u(T¢),

o, 10T gk T ot
E (») E (=]
n m

(Wl + V0 R) = 3 ¢<;») (A5)
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sea A==KQ5R+VR

entonces,

< (o) | (KT + VOV, 5] ¢ (@) >

= Ab
S E (=) - E (=) (26)
de donde (A3) queda como
= ¢)T Z A'l¢(w) dsf', (A7>
min' mn' “m £ ‘

para m §n, por ser ortogonales,Amn'permanece constan-

te, entonces,

= X s e e a5, (48)
mén' mi') onom 4

como las funciones §{ son ortonormales, sdlo sobrevive el término

m =K, de donde la ecuacibén (A8) queda

* AT, 2 \V 32 =
[¢n(‘2u\ Ve + VRIVyp ¢d’f =4,

<O @) | (28 + TV gl 4 (=) >0

En,(m) - En(m)



A4

que sustituyendo en la ecuacibén (A2), resulta
\ ((k'-k)- R
_1 | eExt 7 o
<wknvlTlek'n'v'>" 7 (2myp) J 'K, Xy [ d’R e
p o '—l. o 2 )
<h ( ) | (2¢k Vo +V2 )VABMn,( ) >
Ep(o) - E (o)

+

<@ (@) | (@I +V Yl g (=) > |
+
En(oo ) - Eny(m )

(A0 )

desarrollando las expresiones dentro de los paréntesis cuadrados,

se obtiene

<0, (=) (28T Y fo, (2)> < ¢ (=) V] Yyplo ()

+
Ey(=) - E () E (=) - E (o)
- (A1)
Bl =) [2kT V10, ()5 <o, (o) [V Vyp| ¢, (=)
+ +
Ep( ) = Byl ) E, (») - E (=)

pero

(=) [ Qg o ()% = 2ic § (=) | FpVyp g ()5
(A12)

y como E-VR V,p es hermiteano

D) | 2RT V,p | 6025 = -24<4 (=) | k¥, | 6, (=)
(A13)
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de igual manera para
2 *_ 2
k=) | VRVyg [0, (=) > = <o, (=) [ VRVp ] 4, £=) > (uyy
lo que nos lleva a que la expresidn ( All) quede como sigue

2= )| RVl g ) . Zisyle )| ke TVypl 9pi(=) >

+
Enp(oo ) - EH (CD ) En'(m ) - En (°° )
SOpto ) | TRVl Oi(e) > < b (@) | RVl 6 0(e) >
Egr(= ) - B, (=) Ejp(o) -E (=)
<9 (=) [T Vel ¢ () >
=% —— = (A15)
: E (@) 'En( )
que sustituyendo en la ecuacibén (Al0) la reduce a
. % _ Lk'-k)R
= (4m,2) Jd’fBXva[d’Re X
< ¢n(w) l(k'+k)-VR VABI Y (=) > (A16)

En.(w) —En(w)
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