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INTRODUCCION 

Bl estudio de la rotación de loa plasmas ha cobrado auge 

en los 11timos aHos debido a su presencia en los experimentos 

que se ~ealizan con miras a le fusi6n nuclear controlada. Si 

bien su estudio es de interés por sí mismo. 

Cuando se tienen una densidad de corriente, 1 ,y un cam­

po magnético, B' ,no paralelos entre s!,en un fluido conductor, 

la fuer::a jx B puede no estar balanceada con gradientes de 

presi6n dando lugar a movimientos macrosc6picos del fluído. 

Si,por ~jemplo,la densidad de corriente forma un patr6n diveE 

gente o convergente en los planos perpendiculares al campo 

magnético se tendrá una torca que hará rotar al fluído en tor 

no a la~. líneas del campo magnético. Cuando las líneas de B 
se port.:::.n como equipotenciales en un fluido conductor inmerso 

eláctri ~amente, las corrientes eláctricas y la fuerza j x B prE_ 

ducen m~.:.a fuerte transmisi6n de momento en la direcci6n de B. 
As!,para una configuraci6n de simetría axial,dicha interac­

ci6n lleva a la conocida ley de isorrotaci6n de Ferrero. 

La rotación de los plasmas se crea en los laboratorios 

usualmeute aplicando una descarga eléctrica a través de un 

campo magn~tico inmerso en una masa de gas neutro. Dicha des­

carga tenderá tanto a ionizar y calentar el gas como a poner­

lo en rctaci6n. Tambián puede hacerse creando primero el pla~ 

ma y a continuaci6n ponerlo en rotación con un campo eléctri­

co tran:::·versa.l. 

En~re los diferentes dispositivos para tal efecto se tie 

nen los tipos siguientes ( Lehnert,1971 ) : 

A ) Sistemas cuasi-estacionarios. 

Un plasma cuasi-estacionario puede producirse y sos-
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tenerse por una descarga en un sistema que contenga tanto 

plasma como gas neutro. El plasma se pone en rotaci6n en la ... ~ _,. 
direcci6n E,,._ B por un campo el~ctrico E debido a una diferen-

cia de potencial aplicada por medio de electrodos. 

Cuando se tienen densidades suficientemente altas para 

establecer una distribuci6n casi isotr6pica con igual tempera 

tura para iones y electrones,la componente del campo eláctri-
..,.. 

coa lo largo de B, E
11

,es pequeña comparada con la componente 

transversal EL• En esa situación el plasma sigue la ley de 

isorrotaci6n. En el caso de bajas densidades tambi~n existen 

sistemas cuasi-estacionarios conteniendo plasmas anisotr6pi­

cos rotando, en los cuales E., no puede despreciarse y donde las 

partículas neutras oenetran en el centro del grueso del plas­

ma. En esta última situación no existen superficies equipote~ 

cia1es bien definidas y no es válida la ley de isorrotaci6n. 

Como ejemplos del primer caso se tienen Homopolar I 

(Berkeley), Ixion III ( Los Alamos ) etc.;y del segundo , . 

Ion magnetron ( Berkeley ), Penning discharge ( Estocolmo ) , 

et~. 

B ) Sistemas ''Puffatron". 

Se trata de un arreglo lineal con una válvula rápida 

en el centro del dispositivo. Entre ellos se encuentran Homo­

polar IV ( Berkeley), Alice Puffatron ( Liverrnore ), etc. 

C ) Sist~mas de ionizaci6n frontal. 

Se trata de un arreglo lineal donde el plasma es ge­

nerado por una descarga entre dos electrodos concántricos en 

un extremo del aparato. De este tipo son Hothouse I ( Berke­

ley ) y Supper II ( Sidney ). 

D ) Sistemas de campo rotando. 

Una manera de poner la columna de plasma en rotación 
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por campos E y B que rotan variando en el tier-po es usar la 

componente de campo maenático que rota sobrepuesta sobre un 

plasma confinado magnáticamente con simetría axial. Ejemplos 

de este dispositivo son Rotating Field ( Culha.~ ) y Hotating 

Pinch ( Leusanne ) • 

E ) Sistemas de campo axisimétrico. 

Es un dispositivo más complicado,el caso más conoci­

do es el de un "estelerador" ( stellarator en inglés ) en el 

cual una rotación del plasma se presenta a veces por un campo 

eléctrico radial: Stellarator ( Princeton ). 

En la actualidad la rotaci6n del plasma está asociada 

con el proceso de inyecci6n de haces neutros con objeto de ca 

lentar el plasma para llevarlo,en principio,hasta el punto 

que haga posible la fusi6n nuclear. En los sistemas toroida­

les,por ejemplo,dicha in~ecci6n lleva invariablemente a una 

rotaci6n inevitable del plasma. La rotaci6n toroidal afecta 

le posici6n y la forma de las superficies magnéticas cambian­

do de esa manera la configuraci6n de equilibrio y que habrá 

de repercutir en la estabilidad del sistema. Uno de los cam­

bios más claros es el que las superficies de presi6n constan­

te y las superficies magnáticas ya no coincidan. 

En los dispositivos usados con miras a la fusi6n nuclear 

se sabe ( K. Brau ~t al.,1983 ) que las fuerzas no balancea­

das asociadas a la inyecci6n de haces neutros son capaces de 

inducir flujos de plasma que alcanzan una modesta fracci6n de 

la velocidad térmica de los iones de hidr6geno. Si la veloci­

dad de rotaci6n de los iones de_ impurezas es comparable a su 

velocidad t~rmica ( lo cual puede ocurrir e~ los tokamaks pa­

ra algunas impurezas con Z alta ) el transporte radial de io­

nes puede ser modificado. Esto ha estimulado el estudio de 
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ese proceso con el objetivo de usarlo para controlar impure­

zas con la inyecci6n de haces neutros (l) ( Stacey y Sigrnar, 

1979. Isler et al.,1981 ). Tambián se presenta una asimetría 

poloidal en la distribución de la densidad de electrones 

( Wong y Burrell,1982 ) a consecuencia de rotaciones toroida­

les grandes (
2

) durante la inyecci6n de hRces neutros. Se ha 

visto que la velocidad del flujo poloidal con inyecci6n de 

haz neutro toroidalmente y no balanceado es varias veces me­

nor que la velocidad toroidal incluso en los casos en los cua 

les las fuerzas toroidal y poloidal son comparables. Este es 

el resultado del intenso amortiguamiento de los flujos poloi­

dales por el bombeo maf,Il~tico,proceso en el cual la energía 

translacional de un plasma que se mueve a travás de un campo 

magn6tico que varía espacialmente se convierte en energía tár 

mica sin transporte radial. 

En el presente trabajo se examina en el Capítulo I el e~ 

tado de equilibrio de un plasma toroidal con simetría axial, 

perfectamente conductor y no viscoso,en estado estacionario. 

(1) C~lculos realizados para el Toro Largo de Princeton (PLT) 

(Suckewer et al.,1979) muestran que una gran fracci6n del mo­

mento del haz es transferido a los iones de impurezas. La 

transferencia de momento es {en dinas): 

Para electrones 8.7 • 103 

Para iones de especies hidrogánicas 

Para impurezas 
~ ~ 

Fuerza J r x Be 

3.3 . 

4.7 • 

2. 3 . 

{2) La comparación es siempre con respecto a la velocidad tár 

mica de los iones. 



5 

Se obtiene la representaci6n de Clebch para By se relaciona 

el campo magnético con el campo de velocidades. A continua­

ci6n se establecen las cantidades de superficie y la ecuaci6n 

de Bernoulli,terminando con una ·comparaci6n entre esta Última 

y la manejada en la dinámica de fluidos. 

La ecuaci6n para el estado de equilibrio con flujo de 

plasma ( ecuaci6n de Grad-Shafranov modificada ) se obtiene 

en el Capítulo II y se obtiene como caso particular,en ausen­

cia de flujo,la conocida ecuaci6n de Grad - Shafranov para el 

caso estático. Se examina aué tipo de ecuaci6n es la primera 

y se determinan explícitamente las regiones de elipticidad e 

hiperbolicidad. 

En el Capítulo III se resuelve la ecuaci6n de G-Sh modi­

ficada para tres casos particulares: i) flujo transversal te­

niendo rotaci6n pura del plasma y únicamente componente poloi 

dal del campo magnético;ii) flujo transversal teniendo única­

mente componente poloidal en la velocidad y toroidal en el 

campo magnético;iii) flujo paralelo,el campo de velocidades 

es paralelo al campo magnético. Ahí se obtienen las superfi­

cies de flujo correspondientes y los campos electromagnéticos 

consistentes con las situaciones analizadas. 

El trabajo finaliza con una analogía hidrodinámica entre 

las superficies de flujo conocidas en un ejemplo de la dinámi 

ca de fluídos y las que aqu! se obtienen;señalando además las 

diferencias entre las superficies correspondientes al caso es 

tático y al caso con flujo de plasma. Los resultados obteni­

dos se discuten en el Capítulo IV. 
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CAPITULO I 

EL ESTAIXJ DB EQUILIBRIO. 

En este capítulo se definen los conceptos de superficie 

de flujo magnático y cantidades de superficie para una geome­

tría toroidal en el marco de la magnetohidrodinámica ideal. 
__. . 

Se expresa el campo magn~tico, B ,en un sistema de coordena-

das contravariantes conocido c8mo representaci6n de Clebsch 

haciendo uso de le funci6n de corriente "f (r,z) definida a 

partir del potencial vectorial. En particular interesa estu-_.,. _ 
diar el caso en el cual v~O,por lo que se encuentra la rela-

_.. __... 
ci6n entre B y v,y en estos tár:ninos se determinan las canti-

dades de superficie del problema. Asimismo,se obtiene la ecua 

ci6n análoga a la de Bernoulli para el plasma toroidal y se 

analizan tanto las diferencias como las similitudes con la 

ecuaci6n de Bernoulli conocida en la Dinámica de Fluídos. 

I.l LAS ECUACIONES MHD Y LA CONFIGURACION TOROIDAL. 

El sistema a estudiar consiste en un plasma ideal que se 

encuentra confinado en un conductor perfecto,rígido,y de for­

ma toroidal. Por plasma ideal se entenderá en lo que sigue un 

gas completamente ionizado que presenta una conductividad in­

finita o,equivalentemente,una resistividad nula;no viscoso, y 

cuya ecuaci6n de estado es la de los gases ideales ( si r= i. ) 

o la de cambio de estado adiabático ( si K6 > i. ) (l). Su des­

cripci6n estará dada por las ecuaciones de la dinámica de 

fluidos ..... 1._p +V• (f V ) -:: o ( ecuaci6n de continuidad ), (1.1) 
dt:d~ -. ~ 
f J~ :-Vf + j )( 5 ( ecuaci6n de Navier-Stoke s ) , (1.2) 
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1tc.y f-~) =o 

donde .f es la densidad de masa, ~es la velocidad 

( ecuación de estRdo ), (1.3) 
de flujo,p .... _. 

es la presi6n, j la densidad de corriente, B el campo magn~ti 

co y ~es la relaci6n de los calores específicos, CP / ºv· 
Para cerrar el sistema es necesario recurrir a las ecua-

cienes de Maxwell (1.4) 

(1.5) 

(1,6) 

{l.7) 
y a la ley de Ohm _... ....- ~ ~ 

"i=~("E+Yv..~)+f~V (1.8) 

Si se desprecian las corrientes de desplazamiento,~=b• 
y se considera un fluído conductor de una componente, ft.:: o , 
las ecuaciones (1.4) y {1,8) quedan,respectivamente,como --v. E=º (1.4.1) ... -- ... ~) j =-Ci(E +V)(.~ (1.8.1) 

Eliminar las corrientes de desplazamiento es equivalente ... 
a tener la condición V•j =0 como puede verse de (1.7). Si las 

....... 
corrientes de desplazamiento y V-E =fe fueran consideradas s6-

lo llevarían 2 
relacicSn a correcciones de orden (v/c) en a la 

situación en la cual no se consideran y puesto que para los 

problemas estándard en magnetohidrodinámica esos cocientes 

son muy pequeños,es buena aproximaci6n no tomarlas en cuenta 

{ Bernstein et al.,1958. Jackson,1975 ). Por otra parte,los 

casos de inter~s en este trabajo son aquellos para los cuales 

se puede considerar que se tiene una resistividad nula { i.e 

conductividad infinita,c:r-a<ZI) por lo cual (l.8.1) se convierte 

en 

{1.9) 

Esto significa que para la situación aquí señalada el 
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plasma se moverá de tal manera,bajo la acci6n de loe __.. 
y B,que se satisfaga (1.9). Aaí,el sistema completo 

ciones que describen el flujo del plasma es {2 ): 

.... 
~·6=0 

__.. 
campos E 

de ecua-

(1.10) 

(1.11) 

( 1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

(l.15) 

(l.16) 

En el caso estacionario, dC:·;')_ 0 ,las ecuaciones anterio-
~-

res quedan como 

......... 
V'I. B • j 

(1.17) 

( 1.18) 

(l.19) 

(1.20) 

(l.21) 

Estas ecuaciones constituyen el formato matemático del 

modelo magnetohidrodinámico ( MHD ) en su aproximaci6n ideal, 

en el sentido señalado arriba ( Bateman,1978. Miyamoto,1980. 

Thompson,1964. Krall y Trivelpiece,1973 ). 
-+ ... 

Si se considera el caso estático ( ~··.)/.;)t;=O y v = O ) , se 

tienen 

(l.22) 
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(1.23) 

(1.24) 

en vez de las ecuaciones (1.10) a (1.16). Con estas tres ex­

presiones puede estudiarse el equilibrio de un plasma estáti­

co como puede verse en los textos ( Bateman,1978. Kruskal, 

1964. Shafranov,1966¡y otros ). Frecuentemente son aludidas 

como ecuaciones magnetohidrostáticas. De (1.23) se obtienen 

y de (1.24) -q. ~ -=o 

(1.25) 

(l. 26) 

(l. 27) 

Si p es razonablemente suave,pero no constante,en cual­

quier ( pequeña ) regi6n,la igualdad P=P determina una fami~ 
o 

lia de superficies caracterizadas por los valores que toma el 

parámetro p • Dichas superficies son llamadas '' superficies 
o 

magnéticas ",por (1.25),en cuanto que son formadas por las lí 

neas de campo magnético;y son también " superficies de co-­

rriente n como se ve de (1.26). Si tales superficies se en-

_. -cuentran en un volumen acotado,no tienen bordes,y si B o j no 

se anulan en ninguna regi6n de ella,se trata ( topol6gicarnen­

te ) de un toroide o de una botella de Klein ( Alexandroff y 

Hopf ,1935 ). La botella de Klein no es realizable en el espa­

cio físico¡as!,la posibilidad a estudiar es la de un toroide. 

Los comentarios anteriores sugieren que es posible supo­

ner que las superficies magnéticas forman una familia de to­

roides anidados. El Último de los toroides está degenerado y 

consiste de una. sola curva cerrada lla.mada " eje magn~tico " 

Tambi~n se supondr~ que p decrece mon6tonamente hacia el in-
~ 

terior del toro y, como se verá en el Capítulo II I, ~1' :f O exce.2. 

to en el eje magn~tico. 
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Las expresiones (1.25) a (1.27) dan lugar ( como se mos­

trará en el Capítulo II ) a la ecuaci6n para el equilibrio 

estático,denominada ecuaci6n de Grad-Shafranov ( G-Sh ). 

Para entender la topología del plasma es necesario carac 

terizar las superficies de flujo. Esto puede hacerse de dos 

maneras: una es examinar las líneas de campo magn~tico sobre 

la superficie de flujo de interés y otra consiste en examinar 

la intersecci6n de dicha superficie con una secci6n toroidal. 

De acuerdo a la primera manera se dirá que una línea de campo 

magn~tico es racional si se cierra después de un nillnero ( fi­

nito ) de vueltas;si,por otra parte,al tomar un punto sobre 

la superficie del toro la línea de campo magnético llena una 

vecindad alrededor de dicho punto pero sin cerrarse se dice 

que se trata de una línea de campo magnético irracional. Una 

manera de establecer quá tan " racional " es una superficie 

magnática es estableciendo la raz6n de rotaci6n, ~,que se de­

fine como el cociente del número de vueltas alrededor del cir 

cuito ma.yor,n,y el número de vueltas,m,alrededor del circuito 

menor 

( 1. 28) 

En el caso de las superficies magn~ticas irracionales,en 

las cuales las líneas de fuerza cubren continuamente la super 

ficie sin cerrarse,la cantidad ~se define como ( Solov'ev y 

Shafre.nov,1970 ) 

1' M -C.=·~ -M-'Ptr> t'M 
(1.29) 

En la segunda manera se utiliza el mátodo del mapeo de 

Poincare ( Marsden y McCracken,1976. Abraham y Marsden,1978), 

consistente en seguir una línea de campo magnético durante va 

ríos circuitos toroidales y examinar los puntos de intersec­

ci6n de esa línea con una secci6n toroidal dada;si los puntos 
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de intersecci6n de esa línea forman un conjunto discreto,en 

general,puede uno referirse a ella como racional. Si,en cam­

bio,dichos puntos constituyen un continuo,digrunos una curva, 

se dice que son irracionales ( Boozer,1983. Morozov y Solo­

v' ev ,1966 ), 

En lo que sigue se considerarán superficies magnéticas 

bien definidas,formadas por líneas de campo magnético irra.ci.Q. 

nales. Esto es importante pues las superficies bien definidas 

se necesitan para establecer magnitudes que sean uniformes en 

todos los puntos de aquéllas ( como se verá más adelante al 

definir las cantidades de superficie ). 

:· .. . ·. . . ... ~ 
l1'A1o.s d1 B rn.ucHttla. L~1aJ J~ B ,·yruúo,feA/d. 

,.., .. ~ J.. 

Una propiedad importante del sistema que se ha definido 

es que el campo magnético y el de velocidades comparten las 
.._. .... 

mismas superficies. Como antes fue señalado,cuando v =O las 

superficies isobaras tambi~n son superficies magnéticas y su-...... 
perficies de corriente. Ahora con v 1 O;es decir,en el caso 

con flujo de plasma las superficies magnéticas son también s~ 

perficies de flujo pero no necesariamente isobaras. Esto es 

fácil de mostrar partiendo de la ley de Faraday,(1.20). De 

ella se obtiene que existe una funci6n 'f ,univaluada,tal que - _,. 8 ~ V i::: - V Cf ( l. 30) 
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o sea que se tiene la ley de Ohm para un conductor perfecto 

( -- - ... ... 
E + vx B = o ) y <p en este caso es el potencial eléctrico. 

De (l. 30} es inmediato que 
~ 

B•V'f=O (l. 31) 
-+ 
V• 'V'f = O (l. 32) 

lo cual también se tiene si 'V'f ::6, De (l.31) se concluye 

que 'f 
(1.32) 

jo. 

es unifonne sobre las superficies magnéticas y de 
_. --... 

que v comparte con B las mismas superficies de fl~ 

'I 

/)", !!!4!,"f ·,,,~ ..#411.3 ne' /..-tM 
~IU¡;arld/Ld f"''r V J 8. 

/', J " r1e .Z. 

A cualquier ma.gnitud f que sea uniforme sobre una super­

ficie magn~tica, B •Vf=4 se le llamará. '' cantidad de superfi 

cie "· 

Dado que se tiene simetría axial,se usan coordenadas ci­

líndricas ( f, 9, ~) en donde 8 será coordenada ignora ble 

~-=o (1.33) 
¡;,9 

donde f ee:éualquier funci6n que intervenga en el problema • .... 
El campo magnático, B ,en la superficie toroidal puede 

expresarse,en general,como la suma de una componente toroidal, ... ... 
B9 ,y una componente poloidal,B , 

- p -- __.. 8tx) =- s,,c-:;t) + Be c. "J( J c1.34) 
~ 

donde x es un punto sobre la superficie toroidal en cues-

ti6n. 

Es claro que 
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) (1.35) 

-. 
Además, B puede 

p 
ponerse en t~rminos de la componente toroi­_. 

dal del potencial vectorial A(r,z) pues al ser 9 coordenada 

&rn·uJt J, 

-s, 
... 
i! 

' 
ignora.ble los únicos términos que 

A A 
aparecerán serán los de r,z _. 

B 
p 

que,precisarnente,dan las componentes de 
A 
2 Sr = ; Er + ~ B. 

hjwro. 4. 

Para ello debe calcularse,en 
A Á 

y ~' 
~ ._. i ~L ~/~8 B - V" A -= - 't}r " - r 

<" Ae 

..... __. 
luego, 8 = Vx (é Ae (.f,i!)) + 'Oe 

Como Ve:~ G, puede tomarse e~ {f,U = '("Aec..~,~) ve y 

nir una " funci6n de corriente " ( 3 ) 4' C.~,~) por 

{ 1. 36) 

(1.37) 

así def i-

(l. 38) 

(1.39) 

De este modo se ha mostrado,a través del potencial vec-
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torial y la funci6n de corriente ~o~, a) ,que un campo sole-
-. 

noidal, B , se puede poner en la forma 'íl"'- ( 11(. V (1) • Este ti-

po de expresi6n en tárminos de coordenadas contravRriantea se 

conoce como representaci6n de Clebsch, 

I.2 LA FUNCION DE CORRili.:NTE Y LAS SUPERFICIES r.~AGN~TICAS. 

En e.sta secci6n se examina qué característics.s tiene 

+t1\i)en rela.ci6n con las superficies magn~ticas. Descomponie!! 

do la velocidad en parte toroidal, V:,y parte poloidal, v;,se 

obtiene,haciendo uso de (1.39) 

S"V -~ (-~(qf),. +Be(Vp),) +~Y· V"'1-(~('Qii)i! + lZ>el Vr)1 ~ ( 1..40) 

- ... Pero de (1.31) y (1.32) se sabe que B><.v es perpendicular a 

la superficie del toro y por ende se puede expresar s6lo en 

t~rminos de componentes en ; y ~,ya que siendo perpendicular 
......... "" 

a dicha superficie (B><.V )·8=0. Entonces,(1.40) implica 

--V • Y''o/ -= o ( l. 41) 

lo que significa que ~y 94son perpendiculares y en conse­

cuencia V'f tambi~n es perpendicular a la superficie del to­

ro< 4 >. Así,de (1.30) se concluye que Vto/ y -V'f' son paral~ 
los,lo que implica la existencia de una funci6n J'2 tal que 

- V Cp = ..Q.. V 4 ( l. 42 ) 

De la última igualdad se tiene Cf= <f {+)cumpliéndose 

las relaciones (1.31) y (1.32), 
-- cl14 ~ ~'-' -B•VCf{~)-=- (~) B•V"f'=o 

-v· "l<p <+)= -($)v·V'4=º ' 
ya que ~ es cantidad de superficie. Corno '\/'f'-=.Cf {"'1) v1' se ti~ 
ne S2..::: - Cf '(y), y definiendo W l1'> =:Cf'6¡) queda ..52.. =-W con lo 

cual la (1.42) se convierte en 

(1.42.1) 
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donde es claro oue tanto S2. como L0 son cantidades de superfi 

cie. 

I. 3 LA RELACION ~NTRE EL CAMPO MAGNETICO Y EL CAMPO DE 

VELOCIDADES. 

Los resultados precedentes muestran que se puede caract~ 

rizar satisfactoriamente a las superficies magnéticas usando 

la funci6n de corriente ~lf 1 ~). El siguiente paso consiste 

en establecer la relaci6n entre el flujo de plasma y el campo 

magn~tico. 

Por definición se puede escribir 
-. 

Y, - ~ B'P (l.43} 

donde t'-f es una función escalar. De (1.30) se tiene 
_. -- --.. .... 

- w ( f) V 4 : ~'f ~ V e + 5 • )(. y f 
cuyo producto vectorial con \14; da ~ 

"' 'Z ... B B - °"L~)Ve (G'IC.V'~)-= Ve Bf - r Ve e p 
A 

Pero Y' V 9 = e por lo cual .... 
- w l t) '<' l ~ 6 "''l"") = (V~ - ~ ?, e) e p 

que debido a (1.39) da lugar a 

Vs = t' B,, - r w l~) {1.44) 

Del primer t~rmino de esta igualdad puede apreciarse que 
_. -.... -si v ~ O,v· y v 6 están acopladas a trav~s de lA • 
p p \ 
Antes de continuar es necesario caracterizar a la fun-

ción f" . Haciendo uso de la ecuación de continuidad, ( 1.1 7), 

junto con (1.43} y (1.44) se obtiene ~ "' B wf:f')) 
0 -= Q. ( p V-) :. v. ( p vp + p V.) = V· ( p t' B'P ..,_ f fJ (/' e +-r 

............ 
=V· (f'r 8) = B ·V/f f) 

y de (1.31) se concluye la existencia de una funci6n arbitra­

ria f tal que f /i = f {'f) = f ( <f t+JJ = F t+J ; es decir 

f = F(~J/p (1.45) 
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siendo F una funci6n arbitraria y cantidad de superficie. En­

tonces,(1.43) ,(l.44) y (1.45) permiten escribir la velocidad 

como Y• Y'r +'Ve et Bp 1- e (r Be +rw(f)) - r 8 ... rw ("'1> 8 , 
i.e. 

La ecuaci6n 

de velocidades ( 

F(~) B A --. + r oJ l"f l G . 
" = f' 

(1.46) establece la relaci6n entre 

flujo ) y el campo magn~tico. Como 

(l. 46) 

el campo 

en ella 

aparece .f explícitamente, es posible ver qu~ relac i6n hay e.!! 

tre la compresibilidad (o incompresibilidad ) del flujo y las 

superficies magn~ticas ~ 

<7· V-- 17 ( F ~) ) • B"' - 'F ~"11]_ V p . B ( 1. 4 7) 

donde se utiliza el que F sea cantidad de superficie. ~ato 

permite establecer que, salvo el caso trivial de F = O,el pla~ 

ma es incompresible si,y s6lo si,la densidad, ,,P, es cantidad 

de superficie .f'l,.¡.,). .... -+ 
Puede observarse,de (1.46),que v es paralela a B hasta 

por una rotaci6n rígida en cada una de las superficies de fl~ 

"" jo individuales,pues el t~rmino ..- wc-+> e puede interpre--- ... tarse como una velocidad tangencial en el sentido uJ "'Y' = 
,.\ A A ~f; 

W1'l~"'Y>="'W(4')e y donde w t'l") sería le velocidad angular,con 

uJ("'1) = 1~ . As!, con esta interpretaci6n, tambián obtenemos 

que la. velocidad angular con la cual rota cada una de las su­

perficies de flujo es cantidad de superficie. Este resultado 

es conocido en la literatura como la " ley de isorrotaci6n " 

del cempo magn~tico y fue señala.da por Ferrare en 1937 ( Fe­

rraro, 1937. Cowling,1968). Obsárvese que se trata de una rota 

ci6n rígida de las superficies magnáticas en forma individual. 

Este congelamiento de las líneas de campo es una propiedad 

del modelo MHD ideal. 
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I. 4 SUPERFICIES D8 FLUJO I SENTROPICAS. SUPt;RFICIES DE 

FLUJO ISOTER!l:ICAS. 

La ecuaci6n {l.19) da una constricci6n sobre la entro­

pía si se usa la relaci6n de las adiabatas,'31~1,pues siendo 

así -y fA"= S y esa ecuaci6n lleva a 

{ 1. 48) 

Esta expresi6n señala que la entropía en cada superficie 

de flujo es uniforme;es decir,conserva su valor,si bien ese 

valor puede ser distinto para cada una de las superficies de 

flujo. 

Sustituyer¡do ~de la { 1. 46) la { 1. 48) se convierte en 

F t .f) B. V s 111 o { 1 ~ 4 9) 

Esto significa que la~ntropía es cantidad de superficie 

cuando F("") FO y A reserva de tener axisimetría 
~ 

B • V 5 = O si F ( 4) -f o { 1. 50) ... -­Entonces, si el flujo poloidal es distinto de cero,v F O,{por 
p 

(l.43) y {1.45) ) la entropía es uniforme sobre cada superfi-

cie magnética t5). Al revés, si queremos mantener S uniforme 

en dichas superficies debemos garantizar,en un plasma toroi-­

dal con resistividad despreciable,que tenemos flujo polo~dal 

(teniendo la axisimetr!a). 

En este punto uno podría preguntarse ¿ qué sucede si F=O, - .... es decir,si no hay flujo poloidal ( v =O ) ? En dicho caso no 
p 

es posible establecer una constricci6n para la entropía pues 

(l.48),teniendo axisimetr!a,se reduce a una identidad a cero. 

Sin embargo,puede plantearse de otra manera la situaci6n si 

en vez de considerar al plasma en una forma tan restrictiva 

como -p=SC.f) f)', r>1,se propone una relaci6n ae1 tipo 

1' = -P c+,y) 
( aquí se toma p en general y no necesariamente 

(l.51) 

.f' l"'f) ) • 
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Un caso de intertSs ( 6 ) es cuando ~= 1, es decir 

f t4,f) ~ R_ f T l4') (l.52) 

que es la expresi6n de la ley de los gases ideales para el ca 

so de superficies isot6rmicas¡aquí k es la constante de Boltz 

mann,_r es la densidad de masa y T(.c}) es la temperatura como 

cantidad de superficie. Tener la temperatura como cantidad de 

superficie es adecuado para tener (1.52) como ecuaci6n de es­

tado cuando no es posible establecer la constricci6n sobre la 

entropía. 

Como puede observarse en la literatura frecuentemente se 

trabaja con superficies isot~rmicas en vez de manejar superfi 

cies isentr6picas. Por esta raz6n en los desarrollos posteriQ 

res que lo runeriten se presentarán las relaciones obtenidas 

en ambas formulaciones para tener a mano la posibilidad de ma 

nejar una u otra. Es claro que si no se puede establecer cons 

tricci6n sobre la entropía no queda más que utilizar (l.52), 

I. 5 EL TERJY[INO tE.-y FveCOMO CANTIDAD DE SUPERFICIB. 

Se sabe ( Bateman,1978) que en el caso de configuraci6n 

toroidal con un plasma estacionario,sin flujo y ninguna fuer­

za de cuerpo { caso de Grad-Shafranov ) se obtiene que ~·sBeB 
cantidad de superficie. Bn 

caso aquí estudiado"" Be ya 

,-88 -r'F('o/) Vs • 

esta secci6n se mostrará que en el 

no es cantidad de superficie sino 

Recordando que (1.53) 

la ecuaci6n de movimiento (1.18) queda -+ 

[ 
...,..... __.... -. B 

f ~ { ~) - V te. { Vr< v+ J] - - Vp 1- J K (l. 54) 
... 

La componente en fJ de ( 1. 54) es 

- f ( v- ~ l v"'-;-J) tf -=- l r ~ s) 8 (l. 55) 

De la expresi6n para la. velocidad,(1.46),se obtienen 
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por (1.46). 

Si el flujo toroidal es nulo, v• = O,o 

la expresi6n (1.63) se reduce a 

G l~) = rl3 49 

bien rUJ :-E. 8 6 , 

f 

(1.64) 

i. e. r B~ es cantidad de superficie. Corresponde al caso en 

el cual no hay flujo. Sin embargo,obsárvese que. aquí se obtu-
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vo suponiendo únicamente que v8 = O ( 6 YW=- ~ Be ) sin hacer 

menci6n de si existe o no flujo poloidal. Esto ea crucial PO! 

que muestra que el resultado (1.64),concebido para equilibrio 

eatático,es válido tambi~n para el caso menos restrictivo de 

flujo estacionnrio a condici6n de que se trata s6lo de un flu 

jo poloidal tal que 't'W-:::-; Bs pues en ese caso (1.46) lleva 

a ...... F ... A .... A ~ 
V • - B + rw 6 = -r~ 8 +,... w B - - Y" UJ g p s, - s., 'P . 
N6tese tambi~n que si se considera el flujo poloidal nu-

lo ( F=O ) la ecuaci6n (1.63) nuevamente se reduce a (1.64) , 

independientemente de que exista o no flujo toroidal. 

Esta conclusi6n resultará más clara al obtener la ecua­

ci6n de equilibrio de G-Sh como un caso límite de una más ge­

neral que contempla la existencia de flujo ( V--¡ "(j) en el 

Capítulo II,Sec. II.2;y se mostrará ( en el Capítulo III,Sec. 

III.1 y III.2 ) que las soluciones correspondientes a los ca­

sos v9 = O y v'P= O aquí aludidos tienen la misma estructura ma 

temática que la soluci6n de Solov'ev para la ecuaci6n de 

G-Sh en el caso estático. 

I.6 LA ECUACION DE BERNOULLI. 

Es posible obtener una ecuaci6n análoga a la de Ber­

noulli de la dinámica de fluídos;es decir,una expresi6n en la 

cual intervengan la presi6n magn~tica,la presi6n t~rmica y la 

enereía asociada al flujo de plasma. . ~ 

-4 8 Tomando el producto punto de f con la ecuación de 

movimiento en su forma (1.54) 
~ [ ... ..... -. --.;., -J. B_. V B· V( Y;_") -v ~ {Vxv JJ +- f • p-= o (1.65) 

Pero haciendo uso de (1.46) y (1.57) se tiene 

"' ( V.v) = v [ F
2 s 2 +E 86 rw + r

1
w'Z. J 

2. Z.f z. p "2. 
( 1. 66) 
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... (.a - -¡ 1l F ...... 'Z,A) g. v" lV'JcY J)= B· \.._rw f~ Vf ..... .,, rW9MJ +-rWV(ru.7} + rw r- , ( 1 • 67) 

Por otra parte ( Bateman,1978 ), f!-: &°f B + V(t&,) ~ V8 ( 1. 68) 

donde ¿*--'·=r ';) f ..L 'd~) + ~~ 
'Y' ~r\: r ~ di!" 

y con lo cual 

;~J-= ~ vcrg,,.) (1.69) 
r r 

Sustituyendo (1.66),(1.67) y (1.69) en (1,65) se tiene 

8~ v(E g ... + Frw 8.a-1-rt.{.o'Z.)-S:l-t"w&IE Vf .,._ pw V{rB-' +-zp • P 17 z:- r f'' P cv 
+ rw Vlrw) + rw-z.~) + p-1 8-·V1' = o 
y,despu~s de las reducciones aleebraicas,queda 

- ( r;:Z 2 L.,~) -1 -8·P~a.8-t-~ +f B·Vp:o 
Considerando a p dada por 1'-= S C"'/>)f'(rse tiene 

f-f V'~-= t°~-1 VS +JA Sf ~-z V.f 

( 1. 70) 

pero V1p~-1 =- (~-Of~-2 Vf 
?-'f V'-p-= plf-f vs + s .J ( ;_, f ~-·) 

p-1 g. V-pi: S, V ( :. S ,f'-~-4) 
y así 

{l.71) 
haciendo uso de S. VS-:: O. 

De (1.70) y (1.71) se tiene 

(1.72) s. V ( FL 8 '2- t'~W'Z. +- ...!:!._ s pt--f) =o 
zpw.. 1 ~-4 

que por {1.31) implica que existe una funci6n arbitraria ut+J 
tal que 

H { .... l) = F 2 8~ - a--zw z +- ..J!_ S o~-~ 
T 2f '- ~ r-f " · (1.73) 

es cantidad de superficie. 

En {1.73) se pueden identificar fácilmente los t~rminos 

involucrados. El primero está relacionado con la presión mas 

n~tica y el tercero con la presi6n térmica,mientras que el se 

gundo se relaciona con la energía cinética de rotaci6n. De he 

cho son términos que expresan la energía por unidad de masa 

para cada una de eseas contribuciones. Existe,en consecuencia, 
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una a.nalog!a con la ecuaci6n de Bernoulli de la dinámica de 

flu{doo ( Currie,1974. BBtchelor,1970. Swnnson,1970.)en la 

que se tiene 

f /f + 

para un flujo de réeimen estable,no viscoso e incompresible. 

Serán señaladas algunas ideas de la dinámica de fluidos en 

relaci6n con la ecuaci6n de Bernoulli para mostrar la analo­

gía conceptual con (1.73}. 

La ecuaci6n de Bernoulli s6lo es aplicable al flujo de 

r'gimen estable puesto que las cantidades que intervienen en 

ella han sido calculadas a lo largo de una línea de corrien­

te. Si el flujo es irrotacional se puede demostrRr que la 

constante es la. misma para todas las líneas de corriente (Cu­

rrie, 1974, Batchelor,1970. Halliday y Resnick,1976. Feynman 

et al.,1975 ). En un fluido incompresible no viscoso no se 

puede cambiar la temperatura por medios mecánicos;así,la ex­

presi6n de arriba se refiere a procesos isotérmicos. En un 

fluido no viscoso 

mecánicos. 

compresible es 

J. ,;,.,"'1 /¿ 
C,,,.,:ui~ 

posible cambiar T por medios 
/ / 

..~· 
./~~ 
·<)/ Fl~;'o ~1.luift.. 

r.;ú ...a 5". 

An~logamente,para (1.73) se tiene que H(,Y}posee un valor 

dado ,constante, para ca.da superficie magnética (una vez fijado 

un valor de r) pues se está considerando caso estacionario; 

eso está expresado matemáticamente en la medida en que las 

cantidades de superficie dependen de ,.¡, , la funci6n de co­

rriente ,que como fue señalado anteriormente permite " etique-
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tar " las superficies. Además,se pueden tener superficies is.2_ 

t~rrnices como antes se explic6. De (1.47) se obtuvo que si ... 
F=O o bien f·('f1Jse tiene '7·V=O ¡esto es,se trnta en ese ca-

so de flujo rotacional y por ello, según fue señal8do arriba, 

la H l-f) será distinta para cada superficie de flujo. Por el 
.... 

contrario, si F;iO y flf(Jlentonces 'V• V::; o ¡es decir, el flujo es 

irrotacional y en dicho caso la constante será la misma para 

todas las superficies de flujo. 

En el caso de la ecuaci6n de Bernoulli la línea de co-­

rriente se porta como un " invariante " del fluido mientras 

que en el plasma aquí tratado ser~ la superficie de flujo. Di 

cha " invariRncia " en el caso de la ecuaci6n de :aernoulli es 

tá,físicamente,relacionada con el que no eecape fluído por 

las paredes del tubo de flujo ( ver figura arriba ) y en el 

caso del plasma toroidal,que las superficies de flujo son co~ ... --. 
partidas por v y B;no escapa flujo de la superficie magnética: 

no hay trélnsporte neto de plasma de una superficie a otra. Es 

to último es congruente con el tener superficies isotérmicas 

( 6 isentr6picas,segÚn el caso ) y,más aún,se relaciona con 

el hecho fundamental de esta descripci6n:las líneas del campo 

mae;nético están congeladas. 
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NOTAS. 

( 1) En el primer caso 1' - ~ f T y en el segundo 1' f~= S 

donde k,S son la constante de Boltzmann y la entrop!a,respec­

tivamente. Por razones que serán más claras en las secciones 

I.4 y II.l,se verá que,en general,es más conveniente usar el 

modelo de gas ideal en vez de aqu~l para estado adiabático. 

(2) De la ley C:: Faraday,(1.13),se sigue que ~CV·B)=o. 
Que se satisfaga ~·8=opuede ponerse como condici6n inicial 

cuando se analizan casos con dependencia temporal;o,en gene­

ral,considerarse como una constricci6n. Bstrictamente,(1.16) 

es redundante pues puede obtenerse de la divergencia de (1.13) 

y,en consecuencia,el sistema cerrado de ecuaciones está cons­

tituido por (1.10) a (1.15). 

(3) De hecho es una" funci6n de flujo poloidal " pues 

..¡, = ~P"l / -z.,.,, • 
(4) Dicho de otra manera: es cantidad de superficie pues 

.... -v y B se encuentran sobre la misma superficie,así que (1.41) 

equivale a B· fl4= o. 
(5) Es indistinto hablar de que las cantidades de super­

ficie son funciones uniformes sobre las superficies de flujo 

o sobre las superficies magnéticas pues corno fue mostrado an-
... -tes v y B comparten superficies. 

(6) La hace de inter~s la alta conductividad térmica a 
__... 

lo largo de las líneas de B pues así la temperatura tiende a 

igualarse sobre las superficies de flujo r~pidamente,pudiendo 

entonces considerarse la temperatura como cantidad de super­

ficie. 
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CAPITULO II 

LA r;CUACION DEL ESTAOO DE EQUILIBRIO. 

Bn este capítulo se obtiene la ecuaci6n para el estado 

de equilibrio din~mico para el plasma toroidal con flujo 

( ecuaci6n de Grad-Shafranov modificada ). Partiendo de ella 

se obtiene la conocida ecuaci6n de Grad-Shafranov,para el ca­

so estático,como un caso límite. Se examina el tipo de la 

ecuaci6n de Grad-Shafranov modificada. A diferencia de aqu~­

lla, la ecuaci6n aquí obtenida no necesariamente es elíptica,y 

para ciertos parámetros puede convertirse en hiperb6lica. 

II.l LA ECUACION DE GRAD-SHAFRANOV MODI1''ICADA. 

Cuando se tiene un plasma de configuraci6n toroidal en 

equilibrio estacionario y sin flujo se puede describir dicho 

estado de equilibrio a travás de la conocida ecuaci6n de 

Grad-Shafranov ( Bateman,1978. Copenhaver,1983 ),que en coor­

denadas cilíndricas (r,Q,z) está dada por 
~ .. , 'Z.J.1' rJ.r 

- 6 "Y "•ª) : r ~ + cJ"/I 

donde tf ~:. r ~ (i =>.j) + d2,J , I( + ) = rB • 
O.- r .,r dil.. Q 

(2.1) 

En cambio,el problema de un plasma toroidal con flujo,pe 

ro en equilibrio,da lugar a una expresi6n que no s6lo es más 

elaborada que (2.1) sino esencialmente distinta. Sin embargo, 

esa ecuaci6n se reduce a (2.1) cuando no hay flujo. 

Puede obtenerse dicha ecuaci6n de la de movimiento,(1.54), 

f. ( V ( Y4) -v >' l Vx v')) = - V' p +-J '1C S 
haciendo uso de las cantidades de superficie ya obtenidas. P!! 

- - ..a .... 
ra ello se requiere expresar V {v·::_) y Y)( (vx li') en t~rminos 

de dichas cantidades. De (1.46) 
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V ( v·;¡) = v( Fª g'Z.+""ªw'2.+ .EwrBe) 
.... zp a. ':Z. f' 

pero .E Be=-'f'"W +-Ve,por lo cual 
p V ( VeV) _ V ( ~ g~_ r"' 2 l<J~ + WY Vtt) 

~ - 7-f L 'Z.. 

y usando la (1.73) ~ 

V{v_¡)::. ''l(Hl.fJ-{:¡Sf -f +wrV#) 

=(al~_ L f ~-4Js -lrf~-~ ~)vf +-V(wr v-) (2 2 ) J* r-i ~ a"f · · 
Observando que 6.*4= V2~- ~ 'd~ y utilizando (l.39) -r ;)r 

se pueden obtener directamente las siguientes relaciones 

- - ' * ·" "" J:: V'1. S • V (r ga) ~V() - -¡: ti. "t' 6. 

- ... B ... "' " "'*·"V""· B "J = .; V'(r89.)-~·V{rBe)6 + 7-r.u "f ..,-. 

S "-f = ~ V(rB8 ). 

..a A -4 d~ A A 
B ,. e -= - - e + Be "'. r d~ 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 
(2.6) 

Haciendo uso de (2.3) a (2.6) puede calcularse,tomando 

(1.46) ,que - "" ") 
- ... ) _a ( 2. (.E.) V4 -s +E Vt B + VlYW) )( s +- w. . 
V.,. {V•V = V" ~ f /' 

=lV·"iíJ h ( frJ v..¡,+ 1<f !"J: + rw ~~J} +(% ~+~w) li'lY"9 

- Cv· Vc:rw>) i + w (7 51'i! +rwr) · ... 
_ ( ~ .g ... ) ~- ( F) n .. 1. + ...f.2 ~ V(.-&e)- E..2 

~ •V(rBe) e + · 
. - V, ~ f. v..,. f s r p z. 1'" 

+ e ~ * 4 VttJ. -t F w V {r 8 8 ) + (f. g• +rw J(r ~ Vv + w: )-r p &t L p p ~ 

~ "' ( F ~ d"' .... F g A "" ) - lv• V{rW)) 9 +u> f r ;»;B + p 9'9 .... .-w "° (2 • 7) 

... _!ie.s compone~tes en "3f de (2.2) y (2.'"/) son 

M~ )],,+= t-'s'~i rt--ta_-~l--Z.S~-+,.,,.,~ ...... ~~; c2.a¡ 

[v,c(vr-i:v>J\1~, tv.sJftl?)"" ~~ ~~~c.t"s., + f!tLo.*1i + 
+ F w .";) er Be) + ( 1: Se + rw) r d~ . .( 2 • 9 ) 

Al consid~rarSf n le. ecmki6n de movim7ento, ( 1. 54), s6lo 

la componente en "Q"'1 y sustituyendo en ella la (2.8) y (2.9) 
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La ecuaci6n (2.16) es la correspondiente al estado de 

equilibrio dinámico del plasma considerado y es análoga a la 

ecuaci6n de Grad-Shafranov para el equilibrio estático. Puede 

observarse que en (2.16) intervienen densidades de las cons­

tantes del movimiento dependiente del tiempo ( Chandrasekhar, 

1958. Woltjer,1958 y 1959. Hameiri,1983 )(l): 

i) la densidad de rnasA, f J --ii) 18 circulaci6n a lo largo de las líneas de campo, V•B; 

iii) la densidad de momento angular, 't" \/o f . 
Si se desea usar superficies isot~rmicas en vez de isen­

tr6picas en vez de S. f f-tt se utiliza { 1. 52), con lo cual. 
Q-p e k V (f T{'+)) • Ir: T{-+) Vf + le./' VTC"I') 1 .... 
f's· "1f>: k f 1

T{y) B• ~.P = k S· v(Tl~) t.v. f)' (2 .17) 

dando lugar a que en vez de (1.72) se tenga 

S• V [~;a.!;"- rz.~' + k T ~ p] • o, (2.18) 

o bien 
H l-4) = F 

2
{..J,) & "'- t'-W ... {..¡,) + Jt. T{-fJ lv, f ' ( 2 .19) 

2 f '&. .,,. 

en vez de {1.73). Esto también modifica a {2.2),pues ... -
fl{ ~)=V ( Mt1') - 'a.T[+JA..f) + v( w(t)T v.) 

-(el~ _kJ1' {[ _ ~ ~\9-f + V(Y'W(.°'1') Ve) (2,20) - dt clt f ;>"J') • 

Pero 'i. f (- l...f e!.! - I !f ) + ( '1'f') v+ = 
"-'+ P a..µ L l cL r 

= ~f (-~¡c:l.T - T ;;), )+ kT~/ +irf d.T = "-f(4- t1f) •.J. ~ 
~ J' ~ r+ el;;¡., o T 

de forma que (2.16) se convierte en d 
V·[(t- ¡;)~V~ J +f ~+le (f-f /MI')~+ rf"s ~ + 

+ e v · €) J F + J_ se al~ = o. ( 2 • 21 ) 
,¿Af r d-'l-

Así pues,se han obtenido tanto la ecuaci6n de Bernoulli 

como la de Grad-Shafranov modificada,(2.19) y (2.21),para el 

caso en que se tienen superficies isot~rmicas y para el caso 

de superficies isentr6picas,(l.73) y (2.16). 
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11 .2 LA ECUACION DE GRAD-SHAFRANOV COMO CASO LIMITE. 

Cuando F=O sRbemos,por (1.43) y {1.45),que el flujo po--.... loidal es nulo,v=O,y consecuentemente a lo más podría tenerse 
..! ... 

flujo toroidal,vg ~ O. Se verá que el mismo resultado es apl! ...... 
cable en el caso v = O. 

Por (1.46) 

con F( "'1 ) = O, (2.22) 

lo cual implica,debido a (1.47),que se trata de un caso de 

flujo incompresible 
.... 

V• V= o con F( -f ) = O (2.23) 

En este caso,como se indic6 en el Capítulo I,no hay con!! 

tricci6n sobre la entropía. En resumen,F=O conlleva los cam­

bios sieuientes: 

1) (2.24) 

que corresponde al caso del plasma estacionario ( Bateman, 

1978 ) j 

2) la ecuaci6n de Bernoulli { en la forma 

(2.19) ) se reduce a 

11.t+)::- r 2 w'"C+J +lt.Tt-tJ 1,,,¡ {2.25) 
'Z. 

3} la ecuaci6n de G-Sh modificada ( en la for 

ma (2.21) ) se convierte en 

v.(.iq4')+fdJ.1. +lr.(f-f,t1f )cl.).:°+r~f"'~ +Be J_g,,, =o (2.26) 
l-'L ~r o+ cl.f r """"' 

donde se us6 2.22). Los asteriscos hacen alusi6n a que se to 

m6 F=O en las funciones correspondientes. 

con 

La (2.26) queda,expl!citamente,como 

- ( t "'') t J T 'I J. I V• . ~ "1-T + J. f .l'f + tt. cl.Af' :. O 

I (f) = rBQ. 

(
.e 4 *'-Si se usa 't7· - '14) = - Ó.. "t' 1 
t' z.. r 'l. 

la (2.27) queda 
~: kJ+pT= kf 1~ , 

ó"4' + ,...,c!..f + I I'l"f) 
J"t 

'I: o 

(2.27) 

(2.28) 
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que es la ecuaci6n de G-Sh del caso estático presentada al 

principio de este capítulo en (2.1). - ... Resumiendo,si F=O ( i.e. flujo poloidal nulo,v =O ) se 
p 

recupera la ecuaci6n de e~uilibrio de G-Sh,pero no importa si 

hRy o no flujo toroidal,pues no interviene en la obtenci6n de 

(2.28) a partir de (2.26)si ~ es o no cero. De manera que 

(2.28) puede usarse para estudi~r el caso de equilibrio esta­

cionario pero no necesariamente estático hasta por un flujo 

toroidal. Esta observación se relaciona con el comentario he-

cho al final de la sección I.5 del Capítulo I. 

II.3 DETr~ffi.aNACION D~L TIPO DE LA ECUACION DE GHAD-SHA.l!'RA_ 

NOV T1í0DIFICADA. 

Antes de cualquier intento de resolver la ecuaci6n de 

G-Sh modificada,ya sea en su forma (2.16) o (2.21),debe deter 

minarse qu~ tipo de ecuación diferencial parcial es. 

Consid~rese la siguiente clasificaci6n,de inter~s en el 

presente estudio,de una ecuación en derivadas parciales en 

dos variables de la forma 

Al~,'J' a~ + 2 8C><,yJ ~1~ ..- C.l"' '1> ~~ + F(",,J..f, if ,~)=o 
dX2. d7'd1 ~'1"' • 'j 

que se denomina de tipo: 

1) hiperbólico si B2- AC '>O; 

2) pa.rabólico si B2- AC =O; (2.29) 

3) elíptico si B2- AO (O; 

(suponiendo que A,B y e poseen derivadas continuas hasta de 

segundo orden inclusive). 



31 

Los t~rminos de {2.16) que tienen segundas derivadas es­

t~n claramente contenidos en el t~rmino de la divergencia(
2

) 

qJ'i(f- Fl) vA]: (-t-E!) V2~ +(i- ~'t) v(L )·V4'- '2 FVF·V4 + ~ vp .v4'. 
~ p r1 f' ta. r ra. t"zp r1pi. 

Entonces F 1. 

~·l{•-f..1) ~4'~ = Ei-C:) v~] + rip~ (Vf·V'f J . ( 2. 30) 
p r3.ll ' . ' P C""'-r•J.n~•~ zca.s.Je,.~,..Jo, 

:z•>·~--..,, d 
pero- ~p-: ~ d4-+pcl\V'"'\'l.+ ~ r, 

~~ = ~ d~ -+f ~\'li'\'J. + =>~ ... ' 
~'" -+ ~ ó.)l"Ul1L 

'Jf~l; - ;p~ '%1:-tr 'J. Ir 1 ;J • 't ~A 
denotando -f: ;lP,/'dl'7.Pl'L • Así Vf= d~V'4'+j>V(n1~\)+;1~'"' 
con lo cual se obtiene df d"1> 

t'f .'4\7~ = ~ JQyli. + f V{.tVi-12 )•V4" + :S-r 5r ( 2 • 31) 
:J"f 

y entonces • .. 1. /' .. '•\'L) 
(. Vf· v+) -= f v"t' • v \..\ v'T . 

zuJ.-'v•la. ( 2. 32) 
Sustituyendo (2.32) en (2.30) 

lV·~(i-FZJvY] -=-[('- ~)~] + ~2f v4>-VC\Vv\&J 1 (2.33) 
~ f> ~ ~~ f t" .. ió-'Jcu~~ z••Jo\wiu.s 

Utilizando subíndices para denotar las correspondientes deri-

vadas parciales se tiene V&.4' • 4- .... ~ 4 ... + 4" a• , Luego, 

~4·V{lV+I~) e ll4. ((l("'r'" .. 4:- )) 
. . • z.~4. t: c+ .. ~n-++&4 ... )+~ l'4-r4'w1+4.~.,.)) 

: Z. (+:+~ +ir4' .. 4',,.+~1"'r~n +.Y: '-f~~) 
Y (V'Z."'1) • k :' J ""- + 4'~ a ; con lo cual 

(v·l(i~ E.:J~;,)i ·:-:: ... [(~-Q""+14' .. '»i'-+2'l. 4' .. ~+ .. ~+(1-Qi1 ~;-J~.] ( 2 .34) 
p Ti. 'J.,_,J."~' • 

donde se tom6 Q clFl/lf' y 't.= Z G.z.f /f' • Tambián se supone 

que "'1- es deriva ble con continuidad, de forma que ""'" .... = -1 • Aho .., "f'•r -

ra,de los coeficientes de {2.34) se obtiene la expresión 

(2.35) 

que permitirá determinar el tipo de la ecuaci6n de Grad-Sha 

franov modificada. 

Para poder usar las condiciones sefialadas por (2.29) de-
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• be darse una expresi6n para p de manera que se tenea una for 

ma explícita para ~ aue permita hacer el an~lisis. 

Retomendo la ecuaci6n de Bernoulli,(1.73),se calcula 

º = =>~ t"-> =- t.'1. ~ l Bl.) + ~s .P b'"-z p· 
~1~4\'1. 'Z "dlv+1~ p1. (2.36) 

y usando (1.62) se obtiene 
ds'Z. _g f \~+B') 
dl~~\'2. - i\ú+'i '- t-a. e 

= ~ f ( (::¡l"')-~l.v.> l~) Ft*))' + \ '74-11.1 
~\V'tl.,. L "L (.1- FZ-/p)'z.r 1. y2. 

- ~ - '2.~ Q '2. ( • ) 
- \"'& L\-Q-a.> rlP . 

La (2.36) en virtud de (2.37) queda como 

(2.37) 

_E + ( ~ )[- B~Q-iF~ +-a-' Sp~- 1_ Fz3:J =o 

z"'i.pt 'f f'L('.-Q") f 
i.e. 

f - F-z./z.ri. t t z. -= ~lz~' 2rP (2 38) 
-;;-·_r.o'f+IF'!!>'+13.eQ F ) s-z+~'\.- ~Ql. • 
J r. \ c. '4 _ Q?..) P 1-Q 
Ahora ya se tiene una expresi6n explíc~ta para ~ , 

t. • Q. 7. /y l. 
(2.39) ~= ZQ Plf : sy-z. +{B:/c.t- Q1-))-<rf/Q1. 

Bsta expresi6n permitirá escribir (2.35) de manera que pueda 

efectua.rse el an8lisis con las magnitudes que se conocen ( o 

se pueden conocer ) desde el punto de partida. Los resultados 

recién obtenidos permiten expresar los términos que intervie-

nen ~n Jl> como sigue , 
8 

"l. 

~\V'+\'l.= Q2.lV'4\'/r2. : Q t' • sp- + -si.º _ a--P s; + s; _ ~f' 
1-G.1. <Sl,'2.. '&. •-Q"L Q'a. 

( 
~ Be - a"'P) +~'1.B" 

~-Q'l..-+"tl'Q'-4>\'l.= (;C-Q') Sp+ i-0,'2. Q"&. p 

s '1.. + g&,, ~ 
r C-Qi. Q'° 

:: -( 1-Q?.) l Q2(.B2 +2'4f) -~"P ~ 
Q.4 s; -Q7..(s'L~)'p) +~f 

y con ellas (2.35) se convierte en 
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lD =. ( ( - Q 7. yl. \ (Q 1. c. g 'l + ~,,) - ~ 1' 1. ( 2 • 40) 

l ~""s;-Q ... (B~ -+:f1')*)4'P j 
Se procede nhora al Análisis de este resultado conside-

rando alr,unos casos particulares para así establecer el com­

portamiento global. 

Cunndo no hny componente toroidal del campo,BQ - O,se 

tienen les sieuientes consecuencias: 
- F' - "' Y= -f Sr i" wr G por (1.46) 

.... F -9.v.=.- - Vf• gp por (1.47) pz. 
~!4'):-rFV6:.-wrz. F por (1.63) y (1.46) 

Hl.tf)c F~L g;-w:_ri.+:
1 

<;¡)4-t por (1.7.~) 

V· R~-2t},o)~] +f' ~-F-:/' ~ + 

+ f'~ i. '-" d'o/d-!- + ~ sp dl"/d.j. = 0 "\' por ( 2 .16) 

1:= (Q'2¡y1 )/( s,1._ )"p/Q~) por (2.39) 

1b(Q'Z.):: (.\-Q.) i[Q'Z.CS:-+)"f) - ~'P ~or ( 2. 40) 
Q.\ 8 '2 - Q 1 (S t +r1>MP\ 

Si fuera el cas't sin c!nstricci6n en S tendríamos 

lo ) queda 
- A V: WY-9 • .... 

v."=- o . 

(::z({-)-::.0 , 

H l il') :: - ui!::L.1 + \z..,. 1"1 f 1 
'Z. 

6.*4 + \z. v,, h ( pT )-::. o 1 

4. =- ()., 
~ (Q)::. - i 

( 2. 41) 

en vez 

(2.42) 
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Dof iniendo (.1 = 4"1'/(f 1' + gr. ) para cuando se tiene cona­

tricci6n en s,o bien ~,..-=\zfT/(J1:.éf""S2.)para el caso de super­

ficies isot~rmicas()~ la (2.40) se convierte en 

"ü)(Q'l)==ü-Q2)-z.( Q'&ry;p - t>4'P_) (2.43) 
q-4 sz.,, -Qi.d't-p/~ + ~1' 

6 
1DCQ1.)=(~-a.i.)-&(Qi.\i.pT/P~ _lz.pT \ (2.44) 

~4 s;-Q ... 2fT/f-1t~kfT) 
y estas expresiones permiten ver que 

IDCG.l.) =o $.: Q.'I· 4 o' Q'&= P t t1 P*). c2.4s) 

N6tese que (2,43) y (2.44) divergen,respectivamente,cua~ 

do Q4 sp- - Ql.t'f 1~ + rr =0 , 

Q4 s; _ Q2- ~pT /p.+ \zpT:: o, 

i.é. cuando az.= crP/(J ± [C~/p) ... -4d' -psi1 -«!z. 
· z g-i. 'i. "I (2.46) 

G-r..::. ~T/P* :t tc'1.éT/p,.)~42pTEp] ~ 
"' 'Z.g 2 (2.47) r 'l. 

Como ~=rr/C~p+ s,z.) y ~-= ~pT/c~T+B,)si BQ =:.O; se 

obtienen las raíces siguientes 

'2. 1. ) \ 1 Qi= (S,-ttf)'!(.-1>, +l'p • I Q '2 
zg ~ ~" QP • 

( 2 .48) 

~ _ (8;2-.J.ft{tllr.f>T-B~),. J 1 
._ 

Q.._ - 2 s,a. l'2rT / s, . c2.49) 
El valor Qt. 1. se conocía previamente de (2.45);entonces, 

«) (Ql.)tiene cambio de signo en Q'1.c. f ( o en ~ * ) y una diver­

gencia en «t"l.::: ~p / B~( o en ~rT / s; ) . 
La funci6n 1> (Q'l),para BQ -F O,diverge donde 

c:l (Qi.)::: Q.4Sf-Q'(_13>2.-+ ~p) + ~ p -:. o 

ó en donde bn 
el., (O. t.)= Q:~ is;- Q2.( B2 + ~pT) -'" \\-::O 1 

( lacl(Q~)se refiere al denominador de ]>(QZ)) ) ; es depir én 
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Q' = {Bz.+JzpT)!/{e;a.-1-kfT)-z.-4~pTBpi. (2.51) 
..,.. "Z g t. 

Pero P 'l. ,_ 2. ,_) 
{8'Z+K-p)'l._4~1'Bi°::: {8 +K'p) -4tl4p(B _g6 

= (B!crp)'1 + 4,rpB6.,_~ o, 
Y (Sz+- Jzpr )~ 4 kpr &; ::: (Bz.+kpr) 1._4 lzp T (B~&l) 

= ( B 2 - lzp r) 't. + 4 lzf T 8 •...,, '::J. o 1 

que implica que las raíces dadas por (2.50) 6 (2.51) son rea-

les. Tales raíces serán denotadas como sigue 

~1= e s 2 +~e)-/f8'f:..l'f)7.+ 4J"p B't · 
z s,,1 

' 

(;).,. ... = ( g 1 -+ rp) + / {g 2-t'f') 'l. +4i'f 8,.,_ -
( 2. 52) 

• 

(2.53) 

para (2.51). 

Estas raíces no s6lo son reales 

vas pues 8z.+K'p~ flS'+rfJ 1-4tt'p 8p'-
sino también no-negati-

6 gz..+ lzpT ;.. 

":J /(8 2-l"fTJ ! 4/zfT~f .• 

Dichas raíces corresponden a las ondas compresivas len-

tas ( Q
1

) y rápidas ( Qr),respectivamente. 

Puede notarse que J lp) = ~ ..,_ 8p"L > 0 
1 

Puesto que 

J ( ~) ::: - s: ~ () ' 
di, t@ .. ) = @: B p > o ., 

d\f (() ;- s: < o ' 
los radicandos de (2.50) y (2.51) 

(2.54) 

(2.55) 

son po si ti-
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voa se tiene 

cS 

y que permitirán radicales correspo~ 

dientes con el uso de 

( 4 - )C) i/1. = ., - )( / z. - )( '/ 8 - .... 1><14! i. 

Así,el radical de (2.50) que~d=ª=--~-:;--~~ 

[lgz.frp )l.-4 8 \rf] i/z.= (8-i. +~'P) / f - 4 &; ~f = 
'1' ( 8 ª.fl1 p) ... 

{Si. +tr) (1- 28t.,.l4f' - 28~4'(cYf) ... -4 -···). 
- f 8 ~+~PJ '- ( ... +-fip) 

Luego ,hasta p'r1r:1er brden, 2. 52) áa 
(2.56) 

Q; ~ ( g ... ~ r p) _ ~ p ~ s 2 + ( ~ f -f') > s : , 
Bpt. {Bz.+Kf P) - Bp"l. ~P& 8f -a 2. 

pues tf ')tf )A ; conclu~r~ndose que Q ... ~ 1 porque 8 7ga )j • 
5 i. g& r r 

Más 

aún, p 
Q/•., 1 (2.57) 

porque los siguientes tárminos son todos mucho menores que 

"Z. s;rf /(St.+~f)'ly las diferencias con ~ son tales que ~ > 

>L]!, CP(/,J, así que &lr; ª-: + E. , l '7 o ; y con ello . Q'f" 
2 > 1 • 

"=l. 2 6,, J. 
Para Q

1 
se tiene Q,~d'f' ~~ ,hasta primer orden;i.e. 

n'Z N 5.1 .. cr9 'Z. a_z. 
Ulf Zi. Examinando hasta segundd orden QI ~fl+ "f" ~z."> p y 

. 8 "'l-1"1' 
como los siguientes t~rminos son po si ti vos y de orden CPf P4) se 

encuentra finalmente 
(1 L ~li.~ J. ( 2. 58) 

Juntando (2.57) y (2.58) 

,. ¿ fi ,z. .t.1. ¿ Q~ t. ( 2. 59) 

Si en vez de manejar superficies isentr6picas se consideran 

superficies iaot~rmicas se tienen los resultados análogos a 

( 2. 59) 

(2.60) 
2 De (2.48) y (2.¿9) vemos que en Q = l el denominador de 

• 

1. 
!)(~tse anula cuando BQ = O;sin embargo,no diverge en ese valor 
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puea en el numeroclor se tiene ( l-Q
2 

)
2 

dRndo luear a la ind_! 

terminaci6n o/o. Ahora,usando la regla de L'Hospital pnra el 

l:Ími te i,•~ Y t Q'2.) se obtiene que es cero ( en el caso BQ= O); 
Q1-'> i K 0 2 

por tanto Ji) (Q.~)en 1 es cero sea o nulo B
0

• Luego,Q =l no es 

punto de trpnsici6n. 2sto puede corroborRrse de otra manera 

todavía, si se toma la deriva da ~ tD (Q 1.) y viendo que en r} =l º°' 1. esa derivada es cero¡i.e. se tiene un punto con tangente ho-

rizontal al cual corresponde un máximo relativo. 

De los resultados precedentes ya se puede determinar la 

zona de elipticidad de la ecuaci6n de G-Sh modificada: 

ID l O) e:-!, p lQt') ~ - co c.+> 
IDl~):O, 

iD c. Q,.1.) 
C-) 

ID(") =o? 
~ - d:) 

si o ~ Q2 ¿ p; 

\ 2 l. 
(2.61) 

si o l. Q ~ Qr• 

i.e. IU (Ql.) ¿_o 

1D(Qz.) 1..0 

La expresi6n (2.61) 

ma aproximada ) seglin la 

se representa gráficamente ( en f or-

la sombreada. 
]>(.Q'lJ 

zona de 

l. 
~ 

elipticidad es 

~~ .... .,~,,J,.,"'J"' 
l.. J~ .l¡,l.'-'c1.1. 

N6tese que si en vez de superficies isentr6picas se man~ 

jan superficies isot~nnicas,eh lugar de las expresiones ante-

riores se te
2
ndrán. ( z ( &1. ,..-t. 1.)) 

0 _;,H =_f_ +-e_ -r-F ~i.+5 . 
-dl'Vfl~ zri.pi.. f' pi. 1-Q 

• P/p = ----..L..Y--:::2:::....;Y~1 ____ _ 

g 2 + e,¡ /{4- Q'z.) _ kpT /Q 7.. 
f 

(2.62) 

(2.63) 
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- . - -- ---,... 

• 

(2,64) 

(2.65) 

(2.66) 
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NOTAS. 

(1) Woltjer ( 1958 ) demoatr6 que en (lUsencia de proce­

sos disipativos las ecuaciones hidromaentSticas admiten seis 

integrales de movimiento 1
1 

:a J.., A• q,. A Jv 

I2 • J..,. '3--· V J ""' 
13 = fv : >1r ·f: Jv 
r4 = I l.,.y:a. P v- eJ'V" 

V _. _.J 
15 :r.J'V' li"'"r·P" V 
16 ~fv-fJV 

(2) Obsárvese que la ecuaci6n de Bernoulli,(1.73),define 

la densidad de masa,¡ ,como una funci6nf:::fl4,lv41~ f'). 
( 3) La~ ( 6 ~fe) es un cociente que compara la presión 

ténnodinámica con la presi6n total en el plasma • 

.. . ¡,.~ ,.,.,. 

. . ··. ,~., •.;.' .:\,. ·'. ~ 
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CAPITULO III 

SOLUCION DE LA t;CUACION DE GRAD-SHAFRANOV MODIFICADA. 

En este capítulo se consideran algunos casos particula­

res de flujo de plasma en la configuraci6n toroidal y se de­

termina la soluci6n de la ecuaci6n de G-Sh modificada corres­

pondiente. Los ejemplos a tratar son los siguientes: 

1) Flujo transversal. En ~ste se analizan dos posibles 

casos. Uno es cuando se tiene s6lo componente poloidal del 

campo magn~tico y rotaci6n pura. El otro ea cuando el flujo 

es poloidal y el campo magn~tico tiene únicamente componente 

toroidal; 

2) Flujo paralelo. Aquí se toma vparalela a B. A lo la~ 

go de este capítulo se examinará s6lo el caso con superficies 

isot~rmicas, T( f ) , dejando a un lado el caso de superficies 

isentr6picas, S( .f ) ,ya que es más c6modo para la 'interpreta­

ci6n física. 

- ~ "" FLU'JO TRANSVERSAL B = B , v = t'W e • 
p 

-III.l 

Consid4rese que el plasma de conf iguraci6n toroidal y 

axisim~trico s6lo tiene componente poloidal de· campo magn~ti­

co y que fluye toroidalmente en rotaci6n pura. Para tener fl~ 

jo poloidal nulo de be hacerse F( 4') = O como sa· ve de ( 1. 43) 

y (l.45);y si además se considera s6lo rotaci6n pura se ten­

drán los resultados obtenidos en (2.42) - "" V : cu 't" B. -V·V = o. 

tsiC.f)=O. 

1-Hv):.- ,,..,2.,1 + fr.T f.M.p, 
2.. 
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A"° 4 -r \\< ... .J_ tr T)-;: o. 
J'\' ,. 

Q =o. 
. JF11. 

donde la Última ieualdad ,a."":: -::O, señala que se trata de un 
f' 

flujo de régimen elíptico { ver fig. ). Además,de (2.38) ea 
'l. 

claro que f no dependerá de l "1 f l y en consecuencia la densi-

dad de masa será s6lo funci6n de r y ~ , f (r-, +J • 

_. A 

V::: ,-w {f.) 6 • 

ñ¡M...i 8. 

Que f s6lo depende de r y f también se ve de la ecuaci6n de Be!.. 

noulli puesta arriba;despejándola de ahí se obtiene 
ptr-,f}:. efll"1)/fLT(.¡,) e r,_wr..(..Ji'J/2 k.Tt.+J . 

r'l.w'a.(..JI) /-z. ~T(.4-) 
ó bien, . l-lli/.Utiruf C"i..f) =ff4) e {3.1) 
definiendo flfJ = e '/ 1 

• :r 

La expresi6n {3.1) pone en evidencia el efecto centrífu­

go por la presencia del término V" Wl'l'J. Si no hubiera rota­

ci6n, UJ~O, la densidad sería estrictamente cantidad de superfi 

cie. Ya que f' manifiesta el efecto centrífugo cabe esperar 

que otro tanto suceda a la presi6n,pues debido a (1.52) se 

tiene · '~ ,. 2w'"t4J/-z.lz.n1/JJ 
-p= kflr,..f JTf+) = IZ.('(y)TI_,;) ~ 

y definiendo ff~}= kptY,J 71"'f)queda )''2.W°t'fJ/z lz.T{.,J,) 

-f' tr, -f J = 'f lYJ e < 3 .2 > 

De (3.1) y (3.2) resulta claro que en presencia de rota• 

ci6n ya no coinciden las superficies de flujo con las de pre­

si6n o densidad debido al efecto centrífugo y que en dichas 
y"2w~ kT 

expresiones está presente a trav~s del término e ~ . 
Al sustituir (3.2) en la ecuaci6n de G-Sh modificada,en 

la forma particular que tomá para el caso bajo análisis,según 
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ae muestra al inicio de esta secci6n¡se obtendrá 

¿ ..¡. + .,. .. e,.. ·~~H.T [ ~-pC4) + f t4'l :h¡. l i::::i; )]=o. ( 3 ,3) 

El cociente W /-z./z.Tes cantidad de superficie pues u.J(../-)y 

T(i} son cantidades de nuperficie,separadamente;lueGo,puede 

proponerse un desarrollo 

cias de f ( 1 ) 

en serie,de ese cociente,en poten-

w '3. '""' = 
2 b Tl"'1) 

( 3 .4) 

Sin embargo,para obtener una soluci6n aproximada,pero 

sencilla,de (3.3) es necesario proponer 
W,_(4) - 60 
, lz.Tl4) 

donde é:o es una constante. 

(3.5} 

Copenhaver (1983) señala la existencia de experimentos 

con haces neutros en los cuales w y T son " fuertemente pie!!: 

das " en el centro del plasma,es decir que el cambio relevan~ 

te en el valor de w{.j)y T( 1') se tiene muy cerca del eje mag­

nético y el cambio fuera del eje magnético es despreciable· en 

comparaci6n, resultando razonable el considerar UJ.._l~J/zk.Tc.,_):: 

constante. Se toma 
flf) ~- p.1"'1-+.) (3.6) 

donde p
0

, ""· son valores constantes de referencia para p y 

+ ,respectivamente. 

De la sustituci6n de (3.5) y (3.6) en (3.3) queda 

6!"4 - po v-1.e r'I.~. s: o. (3.7) 

Ahora el establecer las superficies de flujo depende de 

resolver la ecuaci6n diferencial (3.7). La soluci6n general 

de (3.7) ,como es claro,es de la fonna fCr,l'= 4,..+4',,aonde '4>p 
es una soluci6n particular y-4H es soluci6n a la ecuaci6n ho­

mogénea 6.~4=o . 
Si se supone que las superficies magnéticas ( o tubos de 
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flujo ) tienen un plano de oimetr!a en el plano ecuatorial 

del toro ( Z=O ) es necesario proponer que la dependencia de 

...(en z sea tal que para una superficie dada ( ,,,Y== cte.) la 

funcidn z(r) tenga dos rafees reales y sea bivaluada en el 

i ~~c-l-t. 
..,-;,.., e 1:111 JcA, h r, 

J f:jUr(.f. c:J, 
f/11.u~ gut4'111f.~/ _ 

2:- ó, 

sentido de que a todo valor V- b [Y'., Y''3"] siendo r
1 

(. r 2 las 

dos raíces reales de z(r) le corresponda el positivo y el ne­

gativo de la magnitud en cuestidn. Esto último es para prese!:_ 

var el plano z=O como plano de simetría. As:í,uno puede espe­

rar que 4 tenga una dependencia en z. del tipo z2
k con k en­

tero. Sin embargo,no es difícil convencerse de que proponer 

una solucidn del tipo rn z2k- para A*.+= O , con n y k enteros, 

conduce a cuatro soluciones independientes,dadas por C
0
,c1 z, 

2 2 c2 r Y c
3 

r z con C
0

,c
1

,c2 y a
3 

constantes. Empero,estas s2 

luciones no satisfacen el requisito de generar una curva,~~r), 

con dos ra!cas reales. 

A raíz de lo obtenido puede proponerse una solucidn que 

vaya como e r 2 z2 ,pero da lugar a( 2 )ll*{Cr 2-,.-.)= 2(.,yZ.:/: O ,con 

C una constante. Esto sugiere una soluci6n general de la for-

ma 

( 3 .8) 

donde g{r) es una funci6n a determinar. El sustituir {3.8) en 

la ecuacidn homog~nea lleva a(3) 

JzfT - J. 5 + 2 C.Y1 c:O (3,9) 
¡fa. 1" d.r 

La ecuacidn diferencial ordinaria 

d"f + PocJ v {-,.) = . ,~ t"" 
Jx ' 

tiene,como es sabido,la soluci6n general 
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-Al>tJ -AtxJJ X A(!)J 1'"' = y(xo> e +e Q(.f) e. .! 

i
E ~ 

con At.E) .: 'Ptl->Jt. 
'I<• 

(3.10) 

AplicBndo (3.10) para resolver (3.9) se obtiene nuco si va 

mente q = _!'_ ( {[\ - C r- ( r -z_. r
0 

t. ) 
d~ re, ch'/'(". (3.11) 

(3.12) r(r) = { I' z_ Yo'-) I d<J\ - f;:_ (:z_ '(". ~ i. 
2""• Ltl.'f'/,.. 4 

y sustituyendo (3.12) en (3.8) la soluci6n a la homog~nea es 

"-h-1(r,~) = C.r 2 2 1 +lr~v-.'Z.)(~) _ f.(r~r,1)°l; (3.13) 
2. r. clr '"º 4 

Falta determinar una soluci6n particular a la ecuaci6n 

inhomog~nea (3,7). El t~nnino de inhomogeneidad no depende de 

z lo cual hace razonable proponer una soluci6n del tipo 4,,7:.f{'r) 
que sustituída en (3.7) da 

J'Z .1' 1 r ~e ~1 
-I - L <;!..!_ for~e =º 
J r a. r J..v-

Utilizando (3.10) para resolver (3.14) se obtienen 

t!f 2 ..!. I ti.) + 1'.!!: f e f: •"" ~ e ~ • r ;a. ) . 

(3.14) 

(3.15) 
J., Y' o \ el"' f'o 'Z é: • \. 

+P~ ftr> = (y=.v-.1.>(Af) - f.!.~ ( ¿·r~ ... ef,·r~ e.}·rr-.._f'/J). e 3 .16J 
"2.1'0 d.r r. 4é. 

La soluci6n completa par~ (3.7) se obtiene sumando 

(3.13) y (3.16), t el J~) J e -a. '¡, "¡, 

4'cf,l) = e ~t.il 1 + (l'~;:") l (J.),..+( h "· - 4'- lr - "'· ) -
-~: Ie~ºr.~ et!.or"-+ é':oeG•t"o-¡,(r~ r.~)J . (3.17) 

Las condiciones de contorno que debe satisfacer (3.17) 

están relacionadas con lo mencionado en la secci6n I.l en lo 

referente a que el toroide interior está degenerado en una 

curva cerrada llamada eje magnético. El eje mae;n~tico es una 

circunferencia de radio r que se encuentra sobre el plano 
o 

z = O. Al estar degenerada esa superficie magnética le corre~ 

penderá un flujo nulo;es decir, 4'c.,.0 ,o):::o. Por otra parte, 
-. 

ahí tembién se mencion6 que se supondría Vf :/= O excepto en 
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el eje magn6tico. Com1iderar este renuü1ito junto con (3.6) 

lleva a que V'f :f O-excepto en el eje mnen~tj_co. En resumen, 

(3.17) con las condiciones de contorno a satisfacer por 

,Y,c.<1, O)::: O 

V~ (.("o,~)== 6 
) ( 3.18) 

Se ve que la 11rimera se satinface en forma inmediata. El 

gradiente de (3.17) y la segunda condición llevnn a que 

I ~) + ( J~) - o. 
\. c:h" f'o JY f"0 -

Esto convierte a {3.17) en -z. 'Z. 

e '1. f• f. é.t'.-.. Eo ~ l::o<'o J 4'l.,,1, .. Cr ... i!'&-
4

tr!..'("º&)- 4~:le - e +é0 e (r!":1~3.19) 
que es la soluci6n al problema planteado. 

Una vez fijado el valor para "f , -f = constante,se tiene 

una expresi6n para z(r) que permite establecer el perfil co­

rrespondient~ a esa superficie de flujo. 

Si no se tiene rotaci6n,w':o,las expresiones dadas al 

inicio de esta secci6n se convierten en -- ... V so. -V•V:: º· 
~ l4'J =O. 

H <'1'> = 1z. TC4) J&4 p. {3.20) 

~_."" + \z. Y" 'L ~+(f TlfJ) :.O, 

'l. Q :sO. 

donde f y p se obtienen de (3.1) y (3.2) ,re.spectivamente,ha-

ciendo W:: o, 
P=P 1-f > 
1' e kf l.Y,J/(A/1) (3.21) 

Y tambi~nE0:0,por (3.5),dando lugar a que (3.7) se convierta 

en 

(3.22) 
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La ecu~ci6n (3.22) es la (2.21) pnra el caso sin flujo 

( caso est~tico ). La soluci6n( 4) de (3.22) diferirá de las~ 
luci6n de (3.7) dnicnmente en la noluci6n particulnr,pues la 

soluci6n a la homog6nea 8Ún será dada por {3.13). 

Si la so luci6n R la inhorno r1 ~nea se busca en la forma +,,= 
=tlr],dcspu6s de sustituirla en (3.22) queda 

1'21' e J r -z. 
'!.-!' - - t"' - fo r = O { 3. 23) c:h1. '(' dr 

y usando (J.10) para resolverla se obtienen 

H -:: ..!:. ( c:\t) + 1'•.!. ( r ~ f'0~) Jr r. J; t • 'l. 

.f'tT):. (v .. -"º"L') / M) t- ~ ('("1;..'(0-i.)~ (3.24) 
2'<"• \ el" ('. s 

de manera que la soluci6n a (3.22) se obtiene con la suma de 

(3.13) y (3.24) 
J.l~1:'):CY"t.?:'1..+-{r'~~o.,_)[¡J'f\ +lli) 1+f.-2 f (-r:V.0-&)~ 
"f ' 2.r"• \. ~)"• \ dt r. J 8 

y aplicando las condicione.a de contorno ( 3 .18) se llega a 

+c.'f¡~) =e '"''l.ª"&.+ 'f>o-'2l (T"~<.'a.)~ (3,25) 
8 

Esta soluci6n es del tipo de soluciones bien conocidas 

para el caso estático ( Solov'ev,1975 ). Así,al no tener rot~ 

ci6n ( W=º) se tiene un caso estático y se recupera el resul. 

tado correspondiente ya conocido. 

Es posible encontrar,a partir de las soluciones obteni­

das,las componentes de los campos electromagn~ticos congruen­

tes con las funciones de corriente correspondientes. Para 
........ 

ello se usarán (1.9) y {l.39) con la v dada en esta secci6n. 

A la situaci6n representada por la funci6n de corriente 

dada en (3.19) le corresponden,una vez realizada el álgebra, 
..a A A ( Jf ~A( 2. O. 6.•l'"'-~r:Z\-t 13 f = e-2 (., r ~) r .... 2 (.. 2- - \. r '!:.. r. ) -~ (-e -t- e " • , ) a!. { 3 • 2 6 ) 

_. ( /f '2. ) A ( ¿11 'Z. p ( L 1. '2.:• ( te1'
1 tof',1 ) "\ 

F:. -2Lr w~ e- Zt-rW~-\.ruJ '"-<·1-~ -e +e , r. (3.27) 
Zi:• 

mientras que a la ~ dada por (3.25) le corresponden 
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........ - -. --III.2 FLUJO THANsvgRSAL B = B V = V • 
~---~~..;....;.;;;..~'--_.;;.'--~~.=..;:;:~~~ G . p~ 

{3.28) 

{3.29) 

_,. -- __. ~ 
Si para tener este caso se hRce vG = O y Bp = O la prim~ 

ra igualdad,por (1.46) ,lleva e . .E.8 9 +Y' Wc.O;mientras que la se 
- F ...a E> 

gunda conduce Vr:::. f Sr= o. Es decir, la manera en que se han 

relacionado el flujo y el campo magn~tico plantea una incon-
~ -sistencia aparente para tener ( B 9 , V r). Debido a esto no es 

posible atacar el problema en la formulaci6n presentada. Sin 

embsrgo,es posible establecer la ecuaci6n de G-Sh modificada - - -en tal forma que permita hacer directamente Sf:Oy 'le::: o para 

tener la situaci6n de inter~s en esta secci6n. 

Para establecer la nueva forma de la ecuación de G-Sh ffi.Q. 

dificada se parte de la ecuación de continuidad,(1.17), -V· (('V) =o 
de la cual puede concluirse la existencia de una funci6n de 

corriente U{r,z) tal que,en forma análoga( 5 )a (1.39),permita 

escribir 

(3.30) 
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Haciendo uso de los resultados (3.31) a (3.34) se susti­

tuye en la ecuaci6n de movirniento (1.18) y tomando componente 

a componente se obtiene 

para r _ ;_, ~'I' _ .i. ~4d_± _ ~-= f *-l d") +p i:(v.i)- f~ ~(YV11)-
' ra.dy t"'Z. ih"' é)'t' u'(' ':& d't 2. r ""' 

- ~( ~) [~ (.i... ~) .r ~ (jJ.._ ~)] . < 3.35) 
r ;)'t' ~ p r '¡)'(' ~ 2 r ~í! 

para Q, o -=. 6 • 'V7 :C ( 3. 36) 

P
ara z, - l: :;>_!. _j_ &'¡ d~ _d_f =-f V~ J..vs + f ª- ( '1! '1.)+ yl. .;)&! 'f'L dl: ;;>a ;}1, d ~ -:Z.. 

+r ~(~1.)-.L(m)[~t J_~)+~ t.i_. ~)11 < 3.31> 
~ z. \'"' d!- ar"-fr é),- da \('r :Jo J · 

donde se us6 {2.4) y se tom6 I = rBQ • 

Pero f /;( ~J - f_ ~11 ~("'V&)= - f '-'t>/r 

Y p §¡(~J-f'V8;;1~:=0 
de manera que (3.35) y (3.37) se convierten,respectivamente, 

en-.! d_! _j_ ~+ a.,i_ ~i' = 
rt... ~ye y-z d 'f" -;Ji;. 

=P !Y-("%)-l'~"L-~(~){l{jrc}:N)~~(j;r~)). (3.38) 
_ :I ;l"J: 4 ~--a.L ~ d~ -;L ~¡. - ~ .,. n- df_ C 
= f j¡(vrÍi)-{:(~) [Jr(foyd~)+ h(pr ~)] · (3.39) 

Estas quedan englobadas en expresi6n única si se define 

¿;I',='" [~,_(¡h.~)~~~]Y con ello 

Vtr ~f ;u -prz. V ( VP/%) e~ a""1 + t~ V-p +V ( ~ 
2
)-f vi·v( ~~ ).< 3. 40) 

que es otra manera de escribir la ecuaci6n de G-Sh modificada 

usando las funciones de corriente rf , U. N6tese que si f1: i se 

recupera el operador ya definido !'::i.*, !J.*= f.l.*(f= 41 • 
La ecua.ci6n de G-Sh modificada, en su forma ( 3. 40) ,ya pe.!:. - - ~ _. mite analizar el flujo transversal B = BQ , v = v • Para te-

-A "" .... /, - - p _. -ner Bp= O bastará hacer·r:oY para tener v = vp se toma v
9 

=0; 

así se tendrá flujo poloidal y campo magn~tico toroidal. Con 

eso (3.40) se convierte en 

V'U~~('JV-f Y 2 V (Ypfz.) =r~ V-p +V( I
2
/z.). (3.41) 



·. 

49 

Por otra parte, 
· 5 ,.: 88 ._ (vv- usJ = ~ vv= ..!. v "CT 

• f fr' fr.,_ 
por lo cual _. .... r -

" _ g • ( B "v) = - 8 • VV 
V - - pyz. (3.42) 

- ~ Recordando que v y B comparten superficies,de (3.42) se 

concluye que existe una funci6n arbitraria, .l\.lll.),tal que 

O= S• VA(V)c K{V) LS• V'tr 

con AtuJ=JL\. = 1ipr'&.. 
Luego, i"tlf): l-:l(uj3s cantidad de superficie ( 6 ) 

Pt-.. ).Ctr>= ..:!- (3.43) 

{ al igual que antes I = rBg ). 
f t.,_ 

La ecuación de Bernoulli para este caso,análoga a (2.19), 

es 

(3.44) 

donde vA es la velocidad de Alfv~n. De ello resulta que la · 

densidad está dada de acuerdo a .,_ 
HlVJ/Jt.TN) [-VpY2 liTl1TJ -V.A /z~TlVJ] 

f =e, ~ 
-= f{VJ ¿f11pt+V.a"J/2 lz.Tl1TJ (3.45) 

En esta expresi6n se tiene un ténnino que va como v 
2 

señalando que el plasma podría ser expulsado radialmente t1>. 
Se trata,entonces,de un caso de equilibrio inestable pero pu~ 

de remediarse tal situaci6n si se impone como condici6n adi­

cional la conservaci6n del flujo toroidal 
JI ... ;¡¡ :::: o ( 3. 46) 

i.e.11·~!.:::Dpues;g:=OPOr tratarse de una situaci6n estaciona­

ria;luego,(3.46f'implica que I = I( U ) es cantidad de super-
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ficie. Con esto y (3.43) se tiene 
>.tv> = r {-V) /f r -z. 

y definiendo />* = f' r 'Z. queda 
. f* {V-): lfVJ /).IV) ( 3• 47 ) 

2 ... Jvv-1' s6 1vv1 .. + B~ yz De manera oue Vp -+VA ~ - + --= = 
1. 2 ' 'r'-f'l. pi.. P'" tL = l~trl -t-I (1J)= v(1f)y, en consecuencia, ( 3. 45) se convierte en 

p., l1I) f :::: f { T7) e-V ~/z k. r ( 3 • 48) 

En forma análoea a la de la secci6n anterior tene~os el 

efecto centrífugo en la densidad. Usando (3.48) se obtendrá 

para la presi6n f = tp T /V-) 
-V~z~T (3.49) 

= f C11J e 
Para simplificar el problema se tomará el caso con incom.. 

presibilidad; es decir, cuando pe: f(vJpue s p. (f IV') v):::Oimplica -que V.. V =O· 

N6t ese que hacer f c:f lV) es e qui val ente a tomar en ( 3. 48) 

que v2
(tr) = constante; así, es como aplicar una condici6n 

2li7lVJ 
equivalente a la (3.5) de la secci6n anterior. En consecuen-

cia, f ~? flV-) . 

f ="t. f /U)= 7 lz.f/V-) T/V"). 

- V ªltrYz.~T(V') 
por (3~48) y (3.49) tomando ,_ = e = 

) ( 3. 50) 

constante. Ad!_ 

más,se usará tambi~n la condici6n de que el flujo toroidal se 

conserve,(3.46),y c~n lo cual (3.41) se convierte en 

* V ffVJV [ IVVI" ]-
V'1rAtff'V1J -'l z,,,,'-f''lV-J -
= Y ... 21''1V) r/tr + 'JI' {VJ V-V. 

Considerando s6lo componente en O'tT"en (3.51) se obtiene 

(3.!11) 

.. tr \l. 'Z. 7 ~ 'hr T .I '< Atf/111) + f'f1=r ~f,v)+-'- -U-). (3.52) 

Dado que se tiene incompresibilidad resulta adecuado pr~ 

poner,en particular,que 
1'=-{Jo l 4-~o) (3.53) 



51 

donde p0,f0
son valores constantes :ie referencia para p y .f , 

respectivamente. Con esto la (J.52) se convierte en 

Ó~fllJJV +7 v; f 1 =- - 7 p. r z. + I J.'{V) · (3.54) 
Si se expanden las funciones f/:U)y I I' (U) en potencias 

de U 

P=fo+f,V+··· ., I :r ' 'C _ I
0 
-I, V- · .. 

..... z. (3.55) 
y dej~ndolas hasta el primer ténni::o se puede convertir la 

(3.54) en una ecuaci6n más sencill~,limit~ndose adem~s a bus-

car las soluciones de ella en una ~ecindad del eje r=r ,z=O. 
o 

Luego, 

6 (3.56) 

Esta ecuaci6n es análoga a la ecuaci6n (3.22) y para re­

solverla se puede optar entre usar la soluci6n a J:11T::o cuya 

estructura se co·noce por el pro ble:::.a de la secci6n anterior y 

luego buscar una soluci6n particul~r a (3.56) para que suma­

das den la soluci6n completa de (J.56);o bien,proponer la se-
""Tr ~a· ... a 1. '-Jº rie v = · f-: ªi fr-r-.) a cortándola e:::. la tercera potencia de 

2 2 'JI* 1 

(r - r ). • ca 
o . ., "S" z '& ... i. • 

Proponiendo la serie V• Z ~ ª·¡·{r-'f'o) i! J y susti tuy!Sn­
'• •t=• 

dola en (3.56) qu:aa 2 • ;: • • :r:..2 
8t2 ~ a ·a2J +- ~ 21°{ZJº-f)llo," i!.,- 2+(r!.ro1.J~. ZJ°{ZJ- 1)(),, í! ~ + 

J'• o &J .1=• - " .!• 
.o z·~ z. 1.Pr ... 

+ (r~r.'L)" ~ 2¡ (t.i-t)a &i ~ J- = ~ f.1'•.,. "' • 10 • • ( 3. 57) 
,/ •al t L • , bt • Agrupan o ~rm1nos semeJantes se o 1enen 

Baio+Za,, =--7/.p.. (3.58) 
ª&•=o. ) 

24.,-z~,r,,-z.=- °10/0r11 ~ 

y los demás coeficientes son nulos. Con esto queda la solu­

ci6n como 
"2 

Vlr,~) = aeo +ao, ~ ~ + a,.o {r!=. Y"o 1.J+a~·~ (r!.l"l°·J l;z.+ az.J r~ro2)í 3. 59) 
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Las condiciones de contorno a satisfacer son,análogamen-

te a ( 3 .18) , V(Y'o,"0·)-::: o. 
~ 

9V(Co, O):: O. 

La primera lleva a que 

en tanto que la segunda a to e:: o 

J (3.60) 

y por ello la (J.59) queda Vc.-1 ~>== 1!~(ao 1 t011(r~~0"a.J)+a10(r'!:.'°•1.)~ 
Pero con {3.58} se tiene 

Ver,~>= (- r.~/'0 +a,, t~ 'i!~ ( 11'•f·; 2a., ) (r !.r .... ) ~ (3.61) 

Cuando se impone una condici6n más restrictiva que I= o 

= cte.,se tendría según la aproximaci6n tomada,l~O;quedando, 

en vez de (3.61),la ecuaci6n 

V'l'j ~)= a .. r'" ¡ z. - ( 1f• f• + Zau) Cr~ t'o 1.) '. {3 .62) 
B 

Como puede verse de {3.61),(3.62) y (3.63) en este caso 

las curvas de nivel de U son análogas a las de~ en el caso 

sin flujo,ecuaci6n (3.25). Al tomar un valor fijo de U,U=cte., 

se obtiene z(r) que da el perfil de las superficies de flujo. 

Por otro lado,de U(r,z) se obtienen los campos de veloc!, 

dades compatibles con las suposiciones realizadas,usando para -eso la expresi6n,de (3.30),fVp-==. VVteV8· Así 

Vp=((I.,..~+ ~ rZ.J~): +(za,, -e"--l~fop. +Za")[r~l"'oz..1\ i. (3.63) 
f• P• Zf'• '/ 

; "' 8,, [;o(T. ~ u1r.r;;.~··>c.-!o .... 1)-i' (l r ........ + 2¡: ,zn )] . < M4l 

De (3.63) puede verse que la componente radial de la ve-

locidad tiene una singularidad en r=O. Esa singularidad se r~ 

mueve al aplicar, como en ( 3. 62), I 0 ::: O • Los resultados corres 

pendientes a (3.62) son 

v,, = ~r~ ; +'e~ c 2
- ljf.f.+'Za4U('r1:-roz)) ~. 

C• f'• Zfo 

F = B9 [;'(2a 11 ~z._(~f.p.~Z.a_V{'r~f02 )- ~ rei ]· 
f• 2f. fo 

(3.65) 

(3.66) 
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III.3 FLUJO PARALELO. - -Si v y B son paralelos deben ser relacionados ambos cam-

pos a trnv6s de una funci6n n tal que 

(3.67) 

y al tomar la divergencia 
... -

'fl·V = VM· B ( 3. 68) 

Entonces,se tiene flujo incompresible si n (B)es cantidad de 

superficie, n = n("11);o,en forma trivial,cuando 

ecuaciones (l.39) y (3.30) permiten escribir 
1 ~ p 9'1r '¡(.V' 6 + V 8 e: M V""'>' 9 9 + M B 6 

o bien QU:: f.M VA#> 

n = cte. Las 

(~.69) 

Utilizando que el flujo toroidal se conserva,(3.46),jun­

to con (3.42) y (3.69) la ecuaci6n modificada de G-Sh en su 

forma (3.40) queda como 

·vv-fl..,,,. tr-f ri v(Mi.1"'"-''2.J=~~6"4 +"i.v-p +II"v~-fr",~~3.71) 
lf) '2.r'I. 

Tomando en cuenta únicamente flujo incompresible ( ver 

nota 1 8 ) se hace n( f), p ( +) en (3.70) y as!,con (3.69) se 

obtiene 
6~fl+,)'T= .M (·y J A__.~ 

y tambi~n 6. ~fl'tJJv- VV- :: f IH "l~ J t:/'~ r7.-f 
Sustituyendo (3.72)en (3.70) 

fl"fJM1t4J~""v_.¡,-friv ( ""%.<4-J 1v1ra.) • 
"2 ri.. 

,. V 4 t:! ~ + y'I.. V .p + I I' o+ -f r ~ •-z. .p. 
que al tomar la componente en Q"I' da · 
fff)Mz.(+Jll*4-f IV41?.M M'f-4>== ~'*~ ~r2-~ +I.I~ 

( 3. 72) 

(3.73) 

(3.74) 

o bien 

- (1-f (.¡,>,41ª{1' J )lf-.}-fl-l'J.Ml+J 1v..¡.1z. d#J"' ,.~ + J ~- ( 3. 75 J 

Para simplificar esta ecuaci6n se usará la expansi6n he­

cha en (3.55) y se realizará la misma aproximaci6n 
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, 
además n = n

0 
donde f. ,To y itt0 son constantes 

Lue eo, 
(f-/#Moz.) A.lf"( =--""zp.-Io r.i.. 

(3.76) 

Rs! como f'=-P• . 

(3.77) 
Esta ecuaci6n es Rn~loga R la (3.56);en consecuencia,dado que 

se aplican las mismas condiciones de contorno,se obtiene el 

mismo tipo de soluci6n que (3.61) 

+r.-.~)== az..(b,,r1
- r. r'o

1
I· 1. \_( ftf. .. + b,.) lr":..f,1.)-i.. (J~78) 

2.( -t-f. A-i. ) } 8( 1-f,, M. ) 4 
Con (3,77) se pueden obtener tanto el CRmpo de velocida-

des como el electromagn~tico consistente con la situaci6n pr! 

sentada. Para el campo magn~tico se tiene - -s::: v4" ,,.., + s 11 

=-li(b,.ri._ror,f. )~+{zh .¡~(foP•. :1.+b,,'lr~r-:1.1)+13.79) 
\"" 1..(4-~ "•"J 11 Z(i-f•"•) ') 

0 ,~ i> • 
y para el campo de veÍocidades e · 

V=- -~{hnt1_l'ot"•f• ): ~. +/flo(z/,1,i'-lP•f• th~(r?.<.2~ J_. (3,80) 
Z(l-{'.Jlo1...) Zf.f-f,rteJ + M B 

en tanto que el campo el~ctrico es • /1 
• 

( 3.81) 
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NOTAS. 

( 1) Limi tftndose al caso de 4'pequeñas; esto es, cuando se 

está en una reei6n cercana Rl eje mEignético. 
2 

(2) La raz6n de introducir explÍcitArnente r obedece al 

hecho de que z(r) tAmbién,como es razonable de suponer,por 

las consideraciones de simetría,sea par. 

(3) Tomando en cuenta los argumentos geométricos señala­

dos resulta claro que otra manera de obtener la solución a la 

homoeénea A*,h, ::Oes proponiendo una serie de potencias de 
2 2 2 f. ""'i1 ;- ( L 2\,; t..• 

{r -r ) y z generalizada "f'w11: .c.... "-'J' r-Y'"o.1 í!- J • Haci~ndolo 
o ~· se obtiene ( despu~s de cortar la serie en la tercera poten-

cia de (r
2
-r

2
} ),una vez sumada la soluci6n particular de la 

o 
inhomogénea y aplicadas las condiciones de contorno, que loo: o 

yGo=f Eso lleva exactamente a la soluci6n obtenida por el 

otro m~todo,ecuaci6n (3.18),donde la constante O de ah! co­

rresponde a la a
11 

de esta serie. 

(4) N6tese que siendo algebraica la inhomogeneidad de 

(3.22) es posible proponer de entrada una soluci6n en serie 

como la propuesta en la nota # 3 de este capítulo. Cortando 

la serie en la tercera potencia de (r2
-r

2
) se obtiene 

o 
+~ (,,º + ln r/·~ i.+l•• l'~".~)+ lult!.~.i..)a1.+f•-zc,. {r'=-r.i)~ 

8 
y de las condiciones de contorno {00 -:: ~·e o ; luego 

~=C. ri.'!:'Z. .,_ l" (r~r."J~ ~+ (P• -~l• 1 J(r~t'"o-a.J-.. 

o sea la soluci6n (3.25}: 4= Cu y2.c.'L + p.- ~lu lr!.1'".z.) 2 
• 

(5) Se tiene el análogo completo con una sustitucidn da­

da por t~ f~, ~~u-, Se__.. f Ve. 
(6) Obs~rvese que en esta seccidn se trata de cantidades 

de superficie en relacidn con la funcidn de corriente U(r,z) 

que está asociada al campo de velocidades,~mientrBs que las 

cantidades de superficie manejada.s en la otra formulaci6n es-
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t~n asociadas a 4 lr,a-), la func i6n de corriente para el campo -magn6tico, B. -.... g 
(7) Pues la velocidad de Alfvén es,psra este caso,VA= ~ - - ~ Be= B6 (r-,~J. con 

(8) Que n sea cantidad de superficie implica incompresi 

bilidad;y,a la inversa,pensar en el flujo incompresible como 

ff'f) implica que M{fJ. Esto puede verse usnndo lA. ecuaci6n de 
~ ..a ~ ( -

continuidad ~(fV-=D).Para la primera V=M(~) S lueeo Ó= 'V· f""(.¡.J 8).:-.... .. 
= M l'f)V(' • 8 que lleva a flf); y, al revés, si fN) se tiene O::V•{ttfW ~) .... 
= ft+) VM• B que lleva a 1t1-= ~ (j). 

.. ,., . ~ . ' .. ·'". 
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CAPI'.füLO IV 

CONCLUSIONES. 

En el presente trabajo se ha establecido una relaci6n en 
~ 

tre el crirnpo de velocidades del plasma ( v ) y el campo magn_! 
...... 

tico ( B ) ( Sec. 1.3). Co esa relaci6n y las ecuaciones de 

la magnetohidrodinámica ideal se obtuvieron una serie de fun­

ciones que son uniformes ( cantidades de superficie ) sobre 

las superficies ( Capítulo I ) de flujo(y las superficies son 

gún 6 . ~ .... ) compartidas,se se mostr ;por v y B • Dichas funciones pe~ 

miten caracterizar las superficies de flujo de tal manera que 

permite el estudio de su estructura. 

Ese conjunto de resultados permiti6 establecer una ecua­_. -... 
ci6n para el estado de equilibrio dinámico ( v F O ) análoga 

-. .... 
a la ecuaci6n de Grad-Shafranov para el caso estático ( v =0). 

Aqu~lla se reduce a esta última en el caso en el cual no hay 
....... -. 

flujo de plasma ( v = O ). 

La ecuaci6n de Grad-Shafranov modificada se estableci6 

usando una funci6n de corriente ( Sec. II.l ) + que genera -la componente poloidal 'del campo magn~ticp ( 8 p • V41.V~ y 

fue presentada para dos situaciones: 

i) cuando la ecuaci6n de estado es la de gRses ideales, 

f::: kf T ;y 

ii) cuando la ecuaci6n de estado es la de cambio de esta­

do adiabático, -p=Sp~. 

Más aún,la ecuaci6n de G-Sh modificada fue reformulada 

( Se. III.2 ) usando dos funciones de corriente: ""' , U. La -segunda genera la componente poloidal de la velocidad ( Vp = 
:i17tr~l79). Así,se obtuvo la expresi6n que permite,en forma más 
p 
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general que la anterior,estudiar el flujo de plasma porque 

al involucrar los funciones "°1' y U se puede manejar en forma 

directa la forma del campo rnAen~tico y el de velocidades pa­

ra el estudio de cuRlquier caso,teniendo como limitacidn el 

que la ecuacidn resultante se pueda resolver. Bsta expresi6n 

tambi~n puede contener la expresidn del proceso adiabático o 

la de los ~ases ideales. 

En Íntima conexidn con el que se pueda resolver la ecua­

ci6n obtenida para una situacidn dada está el delimitar el r~ 

gimen de flujo pera ese caso¡determina'llo si se trata de rági­

men elíptico o hiperbdlico. A tal fin sirve la gráfica prese~ 

tada en la secci6n II.3 en la que se muestran las zonas de 

elipticidad e hiperbolicidad para la ecuacidn de G-Sh modifi­

cada, 

Debe hacerse notar una diferencia crucial de lo obtenido 

aquí en relaci6n con los resultados estándard de la dinámica 

de fluídos. En esta última se tienen,por así decirlo,dos re­

giones posibles: subsdnica y supers6nica. De lo obtenido en _ 

la secci6n II.3 se vei'P'ara el problema aquí tratado eso no se 

tiene sino que existen varias regiones. Así,las regiones 

()~ ~' ¿ p , r;,~ F7, t. Q ~"" son elípticas en tanto que f> <. 

f-"tQt'L , ~r-z.¿ F}~ son hiperb6licas. En consecuencia, se·· 

tfenen los siguientes"puntos de transicidn": 
p7. _4 ~ .. Q'Z 

/f' - r./, ' J,Ur"I ' .- ,_ . '°.,.... . -*e ~__..,.,. 
donde e y h se refieren a elíptico e hiperb6lico,respectiva-

mente. Esto se relaciona con el oue se tengan dos,en vez de 

una,velocidades características: la de ondas MHD lentas ( Q
1

) 

y la de las rápidas ( Q ). 
r 

De los ejemplos analizados en el capítulo III ha quedado 
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de mBnifiesto el efecto centrífugo,al tener rotnci6n toroidal 

w¡o, tanto en la funci6n de densidad corno en la func i6n de 

presi6n 81 ieual que en l0s superficies de flujo. En eoa si­

tuaci6n las funciones en cuesti6n est~n dadas por: 

i) fC~yJ:::jJ/,Y)erLwYz.ler con pt.Y-J= q/./{fJ/}LTlf)ec.(3.1) 

r zw~ J,. }z 
ii) pt'f',-f) .... f(y)l!. z. T con flfJ-::. f/f)T/y) ec.(3.2) 

~ - - ... para el cnso del flujo transversal B = B , v =Y"W9. En tanto 
- - ... P -que para el flujo t~msversal B = BQ , v = vp se tienen:· 

i) p = ffV) e-V'l:zk..T. ec.(J.48) 

ii) p = plt.rJ e-v 2/-z..kT ec.(J.49) 

De esas expresiones queda claro que ya no pueden coinci­

dir las superficies de flujo ( ~=cte. 6 U= cte.,según el 

caso ) con las de presi6n y densidad constantes a consecuen­

cia del efecto centrífugo presente a través del término 
t2w'-/z/zT -V2./2A:T e en el primer caso y a trav~s de e en el se-

e;undo. 

Si no se tiene flujo de plasma las expresiones de arriba 

se reducen a: 

i) 

ii) 
'° = f 1-fJ 

f'=fff) 

o' f'c=f(V~ 

o~ fJ== f11'J 
donde es clara la coincidencia entre superficies de densidad, 

presi6n y ce.mpo magnético. Las expresiones para ,Y y U corre!! 

pondientes a esos dos caso se encuentran en las seeciones 

III.l y III.2 • 

El efecto de la rotaci6n en las superficies de flujo es 

aplastar a dichas superficies por ambos extremos en la direc­

ci6n radial. Esto puede verse en las eráficas correspondien­

tes a uno y otro caso. La o-éfica No .1 muestra las intersec­

ciones de las superficies de flujo con el plano z-r en.el ca-
_. -

so del flujo transversal /3c e,,,v: t"lo;;mientras que la gráfica 
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No,2 prescntR la intersecci6n de las uuperficies de flujo con 

el plHno z-r pero cunndo t.«J::: o. rJa segunda correoponde nl cnso 
-- ..... 

estático cunndo 8:: ~¡es decir, corresponde a la so luci6n de la 

ocuaci6n de Gred-Shafninov con ese crnnpo rnHgn~tico. En esns 

eráficRs se tom6 como factor€:=-~, con ,f = cte., rara establecer 
8 

las curvas. 

La forma de las curvas en la e;ráfica No.2 to.mbi~n corres 
_. .... _,. _,. -

pande al csso de flujo transversal g=~, v= vp tomando 6~~ y 

.T
0 
=o, con U = cte.¡ y sirven también para e 1 ca so del flujo P.!! ... ~ 

ralelo B11V conI0~0pues las soluciones correspondientes a 

estos casos son an~logas como puede verse de las ecuaciones 

(].25),(3.62} y (3.78),esta última con ro= 0,donde s6lo es 

necesario revalorar los coeficientes correspondientes a cada 

caso y sin olvidar que en el flujo transversal aquí menciona­

do se trata de un caso de flujo de pla.sma ;es decir,no es un 

caso estático,pero teniendo también en cuenta que las curvas 

para él corresponden no a superficies ,Y:cte. sino a superfi­

cies. U= cte. donde U es la "funci6n de corriente" para el 

campo de velocidades as! como ~ lo es para el campo magnéti-

co. 

Es posible establecer una analogía entre las superficies 

de flujo U, ,Y,, = cte. obtenidas aquí y las obtenidas en la hi 

drodinrunica para un flujo estacionario con verticidad. La an~ 

log!a es bastante notable. La comparaci6n se presenta en el 

Ap~ndice II. 
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APl·~NDICE II 

---~A ANAWGIA HIDHQ_DIN~~1~IC~~· -----------

ER do interés investieRr una onaloe!a entre un flujo cs­

tacionnrio de un fluido incoinpresible y el flujo cstncionnrio 

macnetohidrodint'.1iico. 

En la 

pre si ble: 

-

dinfmica de fluidos se tiene para 

r#=fF-Vf +r v2v. 
-» -J2,.::: 't;.7"tCV • 

_. 
V'·V' =o. 

un flujo incom-

(II.l) 

(II.2) 

(II.3) 

donde pF es la densid2.d de fuerzas externas, f" es el coefi-_. 
ciente de viscosidad y 51. la verticidad. Si se considera el 

cnso estacionario,sin viscosidad y en ausencia de fuerzas ex-
..:. ..:.. 

ternns,la (II.l) se convierte en t° /v•'í7v) =-"Yf 

o bien (~,V) )(V = - V ( 1' + ~~) . ( I I • 4) 

para densidad constante. f' f 
A.sí, la expresi6n ( II. 4) puede tome.rse como formalmente_, - - -equivalente a (1.22) si se hace la sustituci6n: v ~s,~-<>j, 

.f..+'é ~ f 
f' Zf 

En el problema magnetohidrodinámico se requiere como co~ 

dici6n de frontera que la superficie del plasma sea una supe~ 

:ficie magnética,o que el campo sea parnlelo a una pared per­

:fectamente conductora. Análogamente,en el correspondiente pr.Q_ 

blema hidrodinámico se tiene el caso del jet-libre o de fron­

teras rígidas con deslizamiento libre ( Thompson,1964. Sha:fra 

nov,1966 ). 

Lueeo, una analogía del plasma confinado es fü; da por un 

anillo de vórtice o un vórtice esférico de Hill. 

LRs lineas de corriente seíl2ladas en la fig.II.l pueden 

obtenerse,aproxim8damente,por la superposición de las corres­

pondientes a un campo de velocidades exial unifor1ne del tipo 
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_t.. lcc1(1)r~oüre lno producidPB por el flujo rq;oci8clo con una 
4rra J l: 
única línea Jo v6rtice circulBr pare un fluí<lo que se toma en 

Figura II .1 

r,·íneas de corriente de un flu­
jo estacionario pera un anillo 
de v6rtice pAra varios valores 
pequeños de 6/-=" • La zona in­
terior neera indica el núcleo 
de la vorticidad. La zona som­
bre8ds señalR el fluído arras­
trado con el anillo. 

reposo en infinito ( vea fig. II.2 ). Bn la expresi6n ante-' 
. -1 

rior ~ es la intensidad,a la curvatura constante del tubo 

de v6rtice y é es el radio pequeño de la secci6n transversal. 

• f, I 
:J~ttHt rt 4 

dada por ( aatchelor,1970 ) 

En el caso del v6rtice esf~ri­

co de Hill se tienen las lí­

neas como en la figura II.3. 

En este caso la funci6n de co-
_,_ ... ~ 

rriente "'t' es cero en>< +U- =-
: a~ esfera de radio a,y en el 

interior de la esfera -f está 

+== ..!.. A<r'"' (at-)( 2
-tS

2
) 

"º 
(II.5) 

estando dada la distribución de verticidad ...Q. por 
.sz_ == A a- (II.6) 
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' con A una conHt8nte con el mismo valor para todas las l!neaa 

de corriente en el interior de la esferR. 

Fig. rr.3 Fie. II.4 

Tambi~n se tiene cierta analogía con el caso del flujo 

debido a dos vórtices puntuales de intensidades ~ y - Jl. 

( vea fig. II.4 ) y con el flujo estacionario debido a una 

vorticidad proporcional {l)a ~(~\"')se-'48 ( rf ~,le1:::3.S~) 
más una corriente unifonne ( vea fie. II.5) 

. Fig. II.5 
' ,· ... 

'1' ~. .• ,, • 

(1) Para este caso se supone que dentro de la zona de vortici 

da.d no-nu1a.n=~'2.r,aonde k es una constante. As!,en coo!: 

denedas polares la ecuacidn pa.ra la vorticidad lleva a 

que ~1~ ...,l ~ + ~ ~J:41.:-'lz~. Se busca una solución~-'-~., 8 y 
yz. '(" dY f'• ;18 

se obtiene ~=e ;r. { lz.y)~ .. e. 
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