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INTRODUCCION

El estudio de la rotaciédn de los plasmas ha cobrado auge
en los ‘31timos afios debido a su presencia en los experimentos
que se realizan con miras & la fusién nuclear controlada. Si
bien su estudio es de interés por sf{ mismo.

Cuzndo se tienen una densidad de corriente, 3’,y un came-
po magnético, B’ ,no paralelos entre s{,en un flufdo conductor,
la fuer:a'fx'ﬁ'puede no estar balanceada con gradientes de
presién dando lugar a movimientos macroscédpicos del flufdo.
Si,por =jemplo,la densidad de corriente forma un patrén diver
gente o convergente en los planos perpendiculares al campo
magnético se tendrd una torca que hard rotar al flufdo en tor
no a las lfneas del campo magnético. Cuando las lfineas de B
se portan como equipotenciales en un flufdo conductor inmerso
eléctri-amente,las corrientes eléctricas y la fuerza'fkiiprg
ducen ura fuerte transmisién de momento en la direccién de B.
As{,parz una configuracién de simetr{a axial,dicha interac-
cién lleva a la conocida ley de isorrotacién de Ferraro.

La rotacién de los plasmas se crea en los laboratorios
usualmer;te aplicando una descarga eléctrica a través de un
campo mzgnético inmerso en una masa de gas neutro. Dicha des-
carga tenderd tanto a ionizar y calentar el gas como a poner-
lo en rctacién, También puede hacerse creando primero el plas
ma y a continuacién ponerlo en rotacién con un campo eléctri-
co tranzverssl.

Entre los diferentes dispositivos para tal efecto se tie
nen los tipos siguientes ( Lehnert,1971 ) :

A } Sistemas cuasi-estacionarios.

Un plasma cuasi-estacionario puede producirse y sos-—



tenerse por una descarga en un sistema que contenga tanto
plasma como gas neutro. El plasma se pone en rotacién en la
direccidén i"x—é’ por un campo eléctrico -E debido a una diferen-
cia de potenciaml aplicada por medio de electrodos,

Cuando se tienen densidades suficientemente altas para
esteblecer una distribucién casi isotrdépica con igual tempersa
tura para iones y electrones,la componente del campo eléctri-
co & lo largo de f; B, res pequefla comparada con la componente
transversal E;. En esa situacién el plasma sigue la ley de
isorrotacién., En el ceso de bajas densidades también existen
sistemas cuasi-estacionarios conteniendo plasmas anisotrdépi-
cos rotando,en los cuales E, no puede despreciarse y donde las
part{culas neutras penetran en el centro del grueso del plas-
ma. En esta dltima situacién no existen superficies equipoten
cieles bien definidas y no es vAlida la ley de isorrotacién.

Como ejemplos del primer caso se tienen Homopolar I
( Berkeley ), Ixion III ( Los Alamos ) etc.;y del segundo ,.
Ion magnetron ( Berkeley ), Penning discharge ( Lstocolmo ) ,
etc.

B ) Sistemas "Puffatron",

Se trata de un arreglo lineal con una vélvula répida
en el centro del dispositivo. Entre ellos se encuentran Homo-
polar IV ( Berkeley ), Alice Puffatron ( Livermore ), etc,

C ) Sistemas de ionizacién frontal.

Se trata de un arreglo lineal donde el plasma es ge-
nerado por una descarga entre dos electrodos concéntricos en
un extremo del aparato. De este tipo son Hothouse I ( Berke-
ley ) y Supper II ( Sidney ).

D ) Sistemas de campo rotando.

Una manera de poner la columna de plasma en rotacién



por campos E’y'g que rotan variando en el tiempo es usar la
componente de campo magnético que rota sobrepuesta sobre un
plasma confinado magnéticemente con simetrfa axial., Bjemplos
de este dispositivo son Rotating Pield ( Culham ) y Rotating
Pinch ( Lausanne ).

B ) Sistemas de campo axisimétrico.

Bs un dispositivo més complicado,el ceso méAs conoci-
do es el de un "estelerador" { stellarator en inglés ) en el
cual una rotacién del plasma se presenta a veces por un campo
eléctrico radial: Stellarator ( Princeton ).

En la actualidad la rotacién del plasma estd asociada
con el proceso de inyeccién de haces neutros con objeto de ca
lentar el plasma para llevarlo,en principio,nasta el punto
que haga posible la fusién nuclear. En los sistemas toroida-
les,por ejemplo,dicha inyeccién lleva invariablemente a una
rotacidén ineviteble del plasma. La rotacién toroidal afecta
la posicidn y la forma de las superficies magnéticas cambian-
do de esa manera la configuracién de equilibrio y que habréd
de repercutir en la estabilidad del sistema. Uno de los cam-
bios més claros es el que las superficies de presién constan-
te y las superficies magnéticas ya no coincidan.

En los dispositivos usados con miras a la fusién nuclear
se sabe ( K. Brau et al.,1983 ) gue las fuerzas no balancea-
das asociadas a la inyeccifn de haces neutros son cepaces de
inducir flujos de plasma que alcanzan una modesta fraccidn de
la velocidad térmica de los iones de hidrégeno. Si la veloci-
dad de rotacibén de los iones de impurezas es comparable a su
velocidad térmica ( lo cual puedé ocurrir en los tokamaks pa-~
ra algunas impurezas con Z alta ) el transporte radial de io-

nes puede ser modificado. Esto ha estimulado el estudio de



ese proceso con el objetivo de usarlo pars controlar impure-

(1) ( Stacey y Sigmar,

zas con la inyeccién de haces neutros
1979, Isler et al.,1981 ), También se presenta una asimetria
poloidal en la distribucién de la densidad de electrones

( Wong y Burrell,1982 ) a consecuencia de rotaciones toroida-

(2)

les grandes durante la inyeccidn de haces neutros, Se ha
visto que la velocidad del flujo poloidal con inyeccidn de
haz neutro toroidalmente y no balanceado es varias veces me-
nor que la velocidad toroidal incluso en los casos en los cua
les las fuerzas toroidal y poloidal son comparables. Este es
el resultado del intenso amortiguamiento de los flujos poloi-
dales por el bombeo marnético,proceso en el cual la energfa
translacional de un plasma que se mueve a través de un campo
magnético que varfa espacialmente se convierte en energfa tér
mica sin transporte radial.

En el presente trabajo se examina en el Capftulo I el es
tado de equilibrio de un plasma toroidal con simetrf{a axial,

perfectamente conductor y no viscoso,en estado estacionario.

(1) Célculos realizados para el Toro Largo de Princeton (PLT)
(Suckewer et al,,1979) muestran que una gran fraccién del mo-
mento del haz es transferido a los iones de impurezas., La

transferencia de momento es (en dinas):

Para electrones 8.7 lO3

Para iones de especies hidrogénicas 3.3 ° lO4
Para impurezas 4.7 104
Fuerza :Iyrx -B’e 2.3 ¢ 104.

(2) La comparacién es siempre con respecto a la velocidad tér

mica de los iones,



Se obtiene la representacién de Clebch para g'y se relaciona
el campo magnético con el campo de velocidades. A continua-
cibén se establecen las cantidades de superficie y la ecuacién
de Bernoulli,terminando con una -comparacién entre esta dltima
y la manejada en la dindmica de flufdos.

La ecuacién para el estado de equilibrio con flujo de
plasma ( ecuacién de Grad-Shafranov modificada ) se obtiene
en el Capftulo II y se obtiene como caso particular,en ausen-
cia de flujo,la conocida ecuacién de Grad - Shafranov para el
caso estdtico. Se examina aué tipo de ecuacién es la primera
y se determinan explf{citamente las regiones de elipticidad e
hiperbolicidad.

En el Capftulo III se resuelve la ecuacién de G-Sh modi-
ficada para tres casos particulares: i) flujo transversal te-
niendo rotacién pura del plasma y Unicamente componente poloi
dal del campo magnético;ii) flujo transversal teniendo dnica-
mente componente poloidal en la velocidad y toroidal en el
campo magnético;iii) flujo paralelo,el campo de velocidades
es paralelo al campo magnético. Ah{ se obtienen las superfi-
cies de flujo correspondienteé y los campos electromagnéticos
consistentes con las situaciones analizadas.

El trabajo finaliza con una analogfa hidrodindmica entre
las superficies de flujo conocidas en un ejemplo de la dinémi
ca de flufdos y las que aquf se obtienen;sefialando ademés las
diferencias entre las superficies correspondientes al caso es
tético y a2l caso con flujo de plasma. Los resultados obteni-

dos se discuten en el Capftulo IV,



CAPITULO I
EL ESTADO DE EQUILIBRIO,

En este capftulo se definen los conceptos de superficie
de flujo magnético y cantidades de superficie para una geome-
tr{a toroidal en el marco de la magnetohidrodindmica ideal.
Se expresa el campo magnético, E’,én un sistema de coordena-
das contravariantes conocido como representacién de Clebsch
haciendo uso de la funcién de corriente qb(r,z) definida a
partir del potencial vectorial. En particular interesa estu-
diar el caso en el cual V¥6:por lo que se encuentra le rela-
cién entre B,y ;:y en estos términos se determinan las canti-
dades de superficie del problema. Asimismo,se obtiene la ecua
cién anfloga a la de Bernoulli para el plasma toroidal y se
analizan tanto las diferenciams como las similitudes con 1la

ecuaciédn de Bernoulli conocida en la Dindmica de Flufdos.

1.1 LAS ECUACIONES MHD Y LA CONFIGURACION TOROIDAL.

Bl sistema a estudiar consiste en un plasma ideal que se
encuentra confinado en un conductor perfecto,r{gido,y de for-
ma toroidal. Por plasma ideal se entenderd en lo que sigue un
gas completamente ionizado que presenta una conductividad in-
finita o,equivalentemente,una resistividad nula;no viscoso, y
cuya ecuacién de estado es la de los gases ideales ( si f'={)
o la de cambio de estado adiabdtico ( si & >4 )(l). Su des-
cripcibn estard dada por las ecuaciones de la dindmica de
flufdos

—tp
Q-P + v (f vVi3=o ( ecuacién de continuidad ), (1.1)
T B
f(ﬂ_—:"v‘f’ +3 x B ( ecuacién de Navier-Stokes ), (1.2)



-¥
(.?f J=0 ( ecuacién de estado ), (1.3)
donde f es la densidad de masa, ¥V es la velocidaed de flujo,p

es la presién, ;j la densidad de corriente, B el campo magnéti

co y ¥ es la relacién de los calores especificos, Cp / CV.
Para cerrar el sistema es necesario recurrir a las ecug-
U
ciones de Maxwell V-E = £ _, (1.4)
-.. -
VAE = - 2 (1.5)
W~ o
VCB =0 ~—ip (1.6)
vx®B=3 T 3t (1.7)
Yy a la ley de Ohm -

5‘=d-(€+vx5>+f¢v (l 8)

Si se desprecian las corrientes de desplazam1ento,3E-o,

y se considera un flufdo conductor de una componente, ﬁ o,

las ecuaciones (1.4) y (1.8) quedan,respectivamente,como

v.E_—:O - (1.4.1)

3’,_0'(&.4—?&%) (1.8.1)

Eliminar las corrientes de desplazamiento es equivalente

a tener la condicién V-i:Ocomo puede verse de (1.7). Si las

corrientes de desplazamiento yV'E.=‘Pe fueran consideradas sé-

lo llevarfan a correcciones de orden (v/c)2 en relacién a 1la
situacién en la cuasl no se consideran y puesto que para los
problemas esténdard en magnetohidrodindmica esos cocientes

son muy pequefios,es buena aproximacién no tomarlas en cuenta
( Bernstein et al.,1958. Jackson,1975 ). Por otra parte,los

casos de interés en este trabajo son aquellos para los cuales

se puede considerar que se tiene una resistividad nula ( i.e

conductividad infinita,6=0m) por lo cual (1.8.1) se convierte

en E+ v“é’:;
(1.9)

Esto significa que para la situacién aqui sefialada el



—_—
plasma se moverd de tal manera,bajo la accién de los campos E

y -ﬁ’,que se satisfaga (1.9)., Asf{,el sistema completo de ecua-

ciones que describen el flujo del plasma es (2):
%§+V~ (PT)=0 (1.10)
- .
£t o
P
vx F;=:’ Y™ (1.13)
Y:B:J—’ . (1.14)
E+VxB=0 (1.15)
v.8=0 (1.16)

En el caso estacionario, 3(---'),_0 ,las ecuaciones anterio-
ot

res quedan como

v (p V)=o (1.17)
- - o

P Ve Vp +5xB (1.18)

V-9(pf V=0 (1.19)

- -

V%(B&V)=O (1.20)
= - :

VB = 4 (1.21)

Bstas ecuaciones constituyen el formato matemdtico del
modelo magnetohidrodindmico ( MHD ) en su aproximacién ideal,
en el sentido sefialado arriba ( Bateman,1978. Miyamoto,1980.
Thompson,1964., Krall y Trivelpiece,1973 ).

Si se considera el caso estético (96"3/3£=0y ¥ = —5 ),se

tienen

VP=J"x€ (1.22)



-
vxd -1 (1.23)
V-B =0 (1.24)

en vez de las ecuaciones (1.10) a (1.16). Con estas tres ex-
presiones puede estudiarse el equilibrio de un plasma estéti-
co como puede verse en los textos ( Bateman,1978. Kruskal,
1964 . Shafranov,1966:;y otros ). Precuentemente son aludidas

como ecuaciones magnetohidrostéticas. De (1.23) se obtienen

E-v?=o (1.25)
j".vp-.-.o (1.26)

y de (1.24)
V.?=o (1.27)

Si p es razonablemente suave,pero no constante,en cual-
~quier ( pequefia ) regién,le igualdad P=P, determina una fami-
lia de superficies caracterizadas por los valores cue toma el
pardémetro p0 . Dichas superficies son llamadas " superficies
magnéticas ",por (1.25),en cuanto que son formadas por las 1i
neas de campo magnético;y son también " superficies de co--
rriente " como se ve de (1.26). Si tales superficies se en-
cuentran en un volumen acotado,no tienen bordes,y si g'o g‘no
se anulan en ninguna regién de ella,se trata ( topolégicamen-
te ) de un toroide o de una botella de Klein ( Alexandroff y
Hopf,1935 ). La botella de Klein no es realizable en el espa-
cio f{isicojasf,la posibilidad a estudiar es la de un toroide.

Los comentarios anteriores sugieren que es posible supo-
ner que las superficies magnéticas forman una familie de to-
roides anidados. E1 dltimo de los toroides estd degenerado y
consiste de una sola curva cerrada llamada " eje magnético ".
También se supondrd que p decrece monStonasmente hacia el in-
terior del toro y,como se veri en el Capftulo III,V¥1#E?exceB

to en el eje magnético.
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Las expresiones (1.25) a (1.27) dan lugar ( como se mos-
trard en el Capftulo II ) a la ecuaciédn pare el equilibrio
estdtico,denominada ecuacién de Grad-Shafrenov ( G-Sh ).

Para entender la topolog{a del plasma es necesario carac
terizar las superficies de flujo. Esto puede hacerse de dos
maneras: una es examinar las lfneas de campo magnético sobre
la superficie de flujo de interés y otra consiste en examinar
la interseccién de dicha superficie con une seccién toroidal.
De acuerdo a le primera manera se dird que una l{nea de campo
magnético es racional si se cierra después de un ndmero ( fi-
nito ) de vueltas;si,por otra parte,al tomar un punto sobre
la superficie del toro la lf{nea de campo magnético llena una
vecindad alrededor de dicho punto pero sin cerrarse se dice
que se trate de una linea de campo magnético irracional. Una
manera de establecer qué tan " racional " es una superficie

magnética es estableciendo la razén de rotacibn, 4 ,que se de-

fine como el cociente del nimero de vueltas alrededor del cir
cuito mayor,n,y el nimero de vueltas,m,alrededor del circuito
menor
| ¢ = = (1.28)

En el ceso de las superficies magnétices irracionales,en
las cuales las 1lfneas de fuerza cubren continuamente la super
ficie sin cerrarse,la cantidad 4 se define como ( Solov'ev Yy

Shafranov,1970 )

AA

En la segunde manera se utiliza el método del mapeo de
Poincare ( Marsden y McCracken,1976. Abraham y Marsden,1978),
consistente en seguir una 1fnea de campo magnético durante va
rios circuitos toroidales y examinar los puntos de intersec-

cién de esa l{neas con una seccién toroidal dada;si los puntos
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de interseccidn de esa 1fnea forman un conjunto discreto,en
general,puede uno referirse a ella como racional., Si,en cam-
bio,dichos puntos constituyen un continuo,digamos una curva,
ge dice que son irracionales ( Boozer,1983, Morozov y Solo-

v'ev,1966 ).

En lo que sigue se considerardn superficies magnéticas
bien definidas,formadas por lfneas de campo magnético irracio
nales., Esto es importante pues las superficies bien definidas
se necesitan para establecer magnitudes que sean uniformes en
todos los puntos de aquéllas ( como se verd méds adelante al

definir las cantidades de superficie ).

Seccion Tors idal

- v
. L)
.
-
P .
‘-

L’,mds e g rnu.'ona/a. lemas all g :‘méom/cs

E',um L.

Una propiedad importante del sistema que se ha definido
es que el csmpo magnético y el de velocidades comparten las
mismgs superficies. Como antes fue sefialado,cuando ;?= s’las
superficies isobaras también son superficies magnéticas y su-
perficies de corriente., Ahora con ?r';é E).;es decir,en el caso
con flujo de plasma las superficies magnéticas son también su
perficies de flujo pero no necesarismente isobaras., Esto es
fédcil de mostrar partiendo de la ley de Faraday,(1.20). De

ella se obtiene que existe una funcién qa yunivaluada,tal que
— —
B»rvV=-Vy (1.30)
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o sea que se tiene la ley de Ohm para un conductor perfecto
( E+ v _1-3.=-0’) Y ¢ en este caso es el potencial eléctrico.
De (1.30) es inmediato que
B V=0 (1.31)
Vevp=o (1.32)
lo cual también se tiene si V(p =0, De (1.31) se concluye
que P es uniforme sobre las superficies magnéticas y de
(1.32) que ;‘ comparte con ? las mismas superficies de flu

jo. ]

Dos sa/mrﬁ'u‘u -a“?nelz'm
wu/aan!"‘/ad Por\;’ §
7£;"7ur4 Z.

A cualguier mggnitud f que sea uniforme sobre una super-
ficie magnética, E“V-F:Q se le 1lamard " cantided de superfi
cie ", |

Dado que se tiene simetrfa axial,se usan coordenadas ci-
1i{ndricas (1,8,2) en donde 6 serd coordenada ignorable

of - o (1.33)
donde f es:cualquier fu.nc:'16ne gue intervenga en el problema.

El campo magnético, 73’ yen la superficie toroidal puede
expresarse,en general,como la suma de una componente toroidal,

-» —
Bgyy una componente poloidal,B_,

—_— - 'y vid

B(x) = B (X) + Bg (%) (1.34)
donde x es un punto sobre la superficie toroidal en cues-
tién.

Es claro que



E' > (1.35)
B, =6 Be

Ademés, Bp puede ponerse en términos de la componente toroi-

-
dal del potencial vectorial A(r,z) pues al ser & coordenada

| [’MJ«LV erfw/l y/ 3
Plas na.

%,

N . . A A
ignorable los Unicos términos que aparecerdn serédn los de r,2

-~
que,preciisamente,dan las componentes de B

=v Be +4 B, (1.36)

ﬁyum 4.

Para ello debe calcularse,en coorcenadas cﬂindrlcas,

v vé ) ~Bp
B WA=t |%r %0 2 ATy (rAa)r-i-—-—(fAO)i‘

A¢ rAg Az +L( 33Ar Q_A!) 8.

. A g
luego, B=Vx(6Aglv2)) + De (1.37)
Como VO.--- é ypuede tomarse OAo ()= YA53) Vo y as{ defi-

nir una " funcién de corriente n(3) 4‘(-"‘7‘) por

Areer=v Ao ln2d (1.38)
para obtener B Vx («ber,2)VO) + Be ,0 bien
B= Vb xVe + Be (1.39)

De este modo se ha mostrado,a través del potencial vec-
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torial y la funcién de corriente 4«0',;) y,que un campo sole-

3 ﬂ .
noidal, B ,se puede poner en la forma Vx (% Yf) , Este ti-
po de expresién en términos de coordenadas contravariantes se

conoce como representaciédn de Clebsch,

1.2 LA FUNCION DE CORRIENTE Y LAS SUPERFICIES INAGN=TICAS,

En esta seccifén se examina qué caracter{sticas tiene
»}U,i)en relacibn con las superficies magnéticas. Descomponien
—p
~do la velocidad en parte toroidal, 37;,y parte poloidal, Ve, S0

obtiene,haciendo uso de (1.39)
—p -5 A 4 A
vagr(—,\_/‘_?,(vwr-i- Be (V) ,) + %V- V«(»-—(Y‘.g(v*{»);% (Vy)r)z (1.40)

Pero de (1.31) y (1.32) se sabe que EXV es perpendicular a
la superficie del toro y por ende se puede expresar sblo en
términos de componentes en r y %,ya que siendo perpendicular
a dicha superficie (EKC’.)-6=O. Entonces,(1.40) implica
v V¢ =0 , (1.41)
lo que significa que ?y V»\la son perpendiculares y en conse-
cuencia Vf\b también es perpendicular a la superficie del to-
(4). Asf,de (1.30) se concluye que ana y =Y son parale
los,lo que implica la existencia de una funcién 2 tal que
~Vip =2 V¢ (1.42)
De la dltima igualdad se tiene = Cp('{') cumpliéndose
las relaciones (1 31) y (1. 32),

LB verh=- (3F)B V=0
-y VCP(*P)""(CW)V :Vap=©
ya que AJ»‘ es cantidad de superficie. Como V(p ..C(("}‘) \'74’ se tie

ne SZ=— ¢ ('\}‘) »y definiendo w ('\")::((6.") gueda S2.=-Ww con lo

cual la (1.42) se convierte en

v =wd) V4 (1.42.1)
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donde es claro que tanto 32 como w0 son cantidades de superfi

cie,

1.3 LA RELACION KNTRE EL CAMPO MAGNSTICO Y EL CAMPO DE
VEIOCIDADES.

Los resultados precedentes muestran que se puede caractg

rizar satisfactoriamente a las superficies magnéticas usando
la funcidn de corriente 4}‘(",2). El siguiente paso consiste

en establecer la relacifén entre el flujo de plasma y el campo

magnético.
Por definicidn se puede escribir
- f E’? (1.43)
donde r‘ es una funcién escalar. De (1 392 se tiene
-W () VA = " Vo * e, Vp

cuyo producto vectorlal con Ve da —
- w (Ve (6x74) = V" Bp — Vo Be B
Perovr Vo= 6 por lo cual
—wW)r(vexvp) = (Vo — B Be) BP
que debido a (1.39) da lugar =a
Vo=t Bo — ¢ w () (1.44)
Del primer término de esta igualdad puede apreciarse que
si 1_1; # 6’,;; y _v.e estén acopladas a través de
Antes de continuar es necesario caracterizar a la fun-
cibn tﬁ . Haciendo uso de la ecuacién de continuidad,(1.17),
junto con (1.43) y (1. 44) se obtiene
0O = V.(Fv)-V-(PV +FV0) V(PHBP
= V(P B)=8-VIPH)
y de (1.31) se concluye la existencia de una funcién arbitra-
ria f tal que/ot{-—-f(?) = F(PIP) = FIH) ;es decir
y= F¥)/p (1.45)

+ P (B +rwit))



16

siendo F una funcién arbitraria y cantidad de superficie, En-
tonces, (1.43) (1.44) y (1.45) permiten escribir la velocidad
como Vc Vf +V9 ={(BF+9</“ BQ+rw(+)) = f' B +T'LLJ('\”) 0

i.e, 7o FWEB + rwi() 6. (1.46)

La ecuacién (1.46) establece 1la relacién entre ol campo
de velocidades ( flujo ) y el campo magnético. Como en ella
aparece P explfcitamente,es posible ver qué relacién hay en
tre la compresibilidad (o incompresibilidad ) del flujo y las
superficies magnétlcas —
( Fhy.E=- FN vp-B (1.47)
donde se utiliza el oue P sea cantidad de superficie. Esto
permite establecer gue,salvo el caso trivial de F = 0,el plasg
ma es incompresible si,y sélo si,la densidad,/o,es cantidad
de superficie P (4.

Puede observarse,de (1.46),que G’es paralela a g.hasta
por una rotacién rfgida en cada una de las superficies de flu
jo individuales,pues el término ¥ w (4}) 6 puede interpre-
tarse como una velocidad tangencial en el sentido J”?=
wr(é‘x?‘):rw(«lu)é y donde w (A) serfs la velocidad angular,con
W)= %#1 . As{,con esta interpretacién,también obtenemos
que la veﬁgcidad angular con la cual rota cada una de las su-
perficies de flujo es cantidad de superficie. Este resultado
es conocido en la literatura como la " ley de isorrotacién "
del cempo magnético y fue seflalada por Ferraro en 1937 ( Fe-
rraro,1937. Cowling,1968). Obsérvese que se trata de una rota
cién ri{gida de las superficies magnéticas en forma individual.

Este congelamiento de las lfneas de campo es una propiedad

del modelo MHD ideal.
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1.4 SUPERFICIES D& FLUJO ISENTROPICAS. SUPuRFICIES DE
FILUJO ISOTERNICAS.

Ia ecuacién (1.19) da una constriccién sobre la entro-
pfa s8i se usa la relacidén de las sdiabatas,¥'>4,pues siendo
as{ ?f—xz: Sy esa ecuacién lleva a

v.vS =0 (1.48)

Esta expresién sefinla que la entropfa en cada superficie
de flujo es uniforme;es decir,conservea su valor,si bien ese
valor vuede ser distinto para cada una de las superficies de
flujo.

Sustituyendo Vv de la (1.46) la (1.48) se convierte en

Fh) . 9S =0 (1.49)

Esto significa que 1aj:ntropia es cantidaed de superficie
cuando F(*}’) # 0 y a reserva de tener axisimetria

B-VS =0 si F() # 0 (1.50)
Entonces,si el flujo poloidal es distinto de cero,\_r; # E).,(por
(1.43) y (1.45) ) 1la entropf{a es uniforme sobre cada superfi-
cie magnética (:5). Al revés,si gueremos mantener S uniforme
en dichas superficies debemos garantizar,en un plesma toroi--
dal con resistividad despreciable,que tenemos flujo poloidal
(teniendo la axisimetrfa).

En este punto uno podrfa preguntarse ; qué sucede si F=0,
es decir,si no hay flujo poloidal ( :l.p=-0’ ) ?2 En dicho caso no
es posible establecer una constriccién para la entropfa pues
(1.48),teniendo axisimetrfa,se reduce & una identidad a cero.
Sin embargo,puede plantearse de otra manera la situacién si -
en vez de considerar al plasma en una forma tan restrictiva
como ‘P""SH’) P“ y 8§>1,8e propone una relacién del tipo

P = -P(/\P,f) (1.51)

( aquf se toma)o en general Yy no necesariamente f{#’) ).
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Un caso de interés(6)es cuando ¥=4i,es decir

pidypy = Rp Tid) (1.52)
que es8 la expresién de la ley de los gases ideales para el ca
8o de superficies isotérmicas;aquf{ k es la constante de Boltz
mann, P es la densidad de masa y T(AP) es la temperatura como
cantidad de superficie. Tener la temperatura como cantidad de
superficie es adecuado para tener (1.52) como ecuacién de es-
tado cuando no es posible establecer la constriccién sobre la
entrop{a.

Como puede Observarse en la literatura frecuentemente se
trabaja con superficies isotérmicas en vez de manejar superfi
cies isentrépicas. Por esta razén en los desarrollos posterio
res que lo ameriten se presentardn las relaciones obtenidas
en ambas formulaciones para tener a mano la posibilidad de ma
nejar una u otra. Es claro que si no se puede estavlecer cong

triccién sobre la entropfa no queda més que utilizar (1.52).

1.5 EL TERMINO rBe=vFvecOM0 CANTIDAD DE SUPERFICIE,

Se sabe ( Bateman,1978) que en el caso de configuracién

toroidal con un plasma estac1onar10 sin flujo y ninguna fuer-
za de cuerpo ( caso de Grad-Shafranov ) se obtiene que "eaes
cantidad de superficie. En esta seccién se mostrard que en el
caso aquf estudiado ng ya no es cantidad de superficie sino
rBe-vF¥rve .
2 o= v VL )=V x (o)
Recordando que V+VV = V( = (1.53)

la ecuacién de movimiento (1.18) oueda

[V(V'v)-—VK(VKV )J--—VP + 1 "B (1.54)
La componente en & de (1.54) es
-f(v x(V‘V)) j *B)e (1.55)

De la expresién para la velocidad,(1.46),se obtienen
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vxTa 7 (HL)(E + TRT + Vrwh) «8 + vt wxé. (1.56)

Ve (vxv) = E_(P-“}'-) B*[V FN’)xB] + E__Q" ij + Fb ga]
v(rw ) x6] + ELD vw) B (ved) +rw ) G'IVCF“’)"B]

+ F ooy 83 wrw ) 8 v [vrrug) < 4T +

F Yrw(y) 6% ( 7x6).
Sustituyendo (1.57) en (1.55)

-‘g_‘ E-7P)Bs +/_§_ (5B +F EV(rw) + FwBe = (% &) ,. (1.58)

Pero es8 claro que

(1.57)

(7€) = §-v(vB.) (1.59)
con lo cual (1. 58) se conv1erte en
F2 (&5 Vo)By+ F B V(rw)+FwB.--(i—7) oY B.v(rBg) (1.60)
pero [ R.V(vw) +FuwB.= ‘-'( B 'V(""CO)~UJB|-> v Fw By
= F"3 V(vr*w)
y como (4- F2p) B- V(rBe) « s v [(3- FZp)res) +rBa7( E-)- B
=BV (4-F,p)rBeJ-"BBF g+ VP
la (1.60) gueda FB'V(rzm).. B2 (7[(4._;:7?) ¢Ba ] ,0 bien
B-v[(1-E')r B - Fwrt =0 (1.61)
usando que F es cantidad de superficie, 5 VF({)=0.
Esta igualdad implica,por (1.31),que existe una funcién
arbitraria G(qﬁ) tal que 2
Gl4) = (4-— %)rgo-—r"wF (1.62)
es cantidad de superficie. Puesta de otra manera
6U9) = ¢ Bo v F ( £ B +rw)
=vBg-rFve. - (1.63)
por (1.46).
Si el flujo toroidal es nulo, Vg = 0,0 bien rw=-E 8¢ s
la expresién (1.63) se reduce a
Gl4d)=vBg (1.64)
i.e. r Bg es cantidad de suverficie. Corresponde al caso en

el cual no hay flujo. Sin embargo,obsérvese gue aquf se obtu-
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vo suponiendo Ynicamente que Vp= 0 (6§ rw=— ;; Be) sin hacer
mencibdn de si existe o no flujo poloidal. Esto es crucial por
que muestra cue el resultado (1.64),concebido para equilibrio
estdtico,es vdlido también para el caso menos restrictivo de
flujo estacionario a condicién de que se trate sflo de un flu
jo poloidal tal que YW= — —g Bo pues en ese caso (1.46) 1lleva

a -
Ve £§+rwé‘=—-flf_" B +\‘aJé‘:__r__U_J_g-’
P Be Be

Nétese también que si se considera el flujo poloidal nu-
lo ( P=0 ) la ecuacidén (1.63) nuevamente se reduce a (1l.64) ,
independientemente de que exista o no flujo toroidal.

Bsta conclusién resultard mds clara al obtener la ecua-
cibén de equilibrio de G-Sh como un caso limite de una més ge-~
neral que contempla la existencia de flujo ( Vv # 0 ) en el
Capftulo II,Sec. II.2;y se mostrard ( en el Capftulo III,Sec.
I11.1 y III.2 ) que las soluciones correspondientes a los ca-

sos Vo= 0 y v_= 0 aquf aludidos tienen la misma estructura ma

o P
temdtica que la solucién de Solov’ev para la ecuacién de

G-Sh en el caso estético.,

1.6 LA ECUACION DE BERNOULLI.

Es posible obtener una ecuacién andloga a la de Ber-

noulli de la dinémica de flufdos;es decir,una expresién en la
cual intervengan la presién magnética,la presién térmica y la
energfa asociada al flujo de plasma.

Tomando el producto punto de f -1 B con la ecuacién de

movimiento en su forma (1.54)
[V(Y__.) vx(va)] e ‘g Vp=o (1.65)

Pero h801endo uso de (1.46) y (1.57) se tiene
vv F* B*+.E Borw +r wz]
VY= V[ y: Be C (1.66)
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-y [ > - "". F A= z A
B.(yg(ﬂrv))=3 (""“’E.!‘FL:.V/"’"P'"UG'J*'TWW"“’)*rw r)' (1.67)

Por otra parte ( Bateman,1978 ),

7'.’,.._/_\*4'9 + V(rBg) x V8 (1.68)
donde A‘WJE\- g’rG’F‘DY_) ;’i___ 'y con lo cual
6x] = .._V(rg,) (1.69)

SUStltuyendo (1. 66), (1 67) (1.69) en (1.65) se tiene

+ rw Plrw) + ruw® y) +,0 'g. Vp—-o

yv,después de las reducciones algebraicas,queda
8 P(E5,B-2) 4 ¢ 'R Vp=o (2.70)
.o

Considerando a p dada por P= S["L)F se tiene

,o"f Ve = /oa'm 7S +X SP*"‘Z Ve
pero  wpl={o ()P 2y
4 7 ¢S +s v (97"
P VP=P 1

pB. Vp=8 g.v (3« SP r_‘) (1.71)
haciendo uso de g-VS= o,
De (1.70) y (1.71) se tiene
B- V (’: B riw® 4 "SP"') =0 (1.72)
que por (1.31) implica que ex1ste una funcién arbitraria ”tﬂl‘)

y as{

tal que - -4
F2gr_ riwz, _Sp
*’(‘!) = 5?;}!; - + r-—1 JD .

es cantidad de superficie.

(1.73)

En (1.73) se pueden identificar f4cilmente los términos
involucrados. El primero estd relacionado con la presién mag
nética y el tercero con la presién térmica,mientras que el se
gundo se relaciona con la energfa cinética de rotacién. De he
cho son términos que expresan la energfa por unidad de masa

para cads una de eseas contribuciones. Existe,en consecuencia,
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une. enalogfa con la ecuaciédn de Bernoulli de la dindmica de
flufdos ( Currie,1974. Batchelor,1970. Swanson,1970.)en la
que se tiene

‘P/F + V;é. + Cb = couslh~Ai
para un flujo de régimen estable,no viscoso e incompresible.
Serdn sefialadas algunas ideas de la dindmica de flufdos en
relaciédn con la ecuacién de Bernoulli para mostrar la enalo-
gfa conceptual con (1.73).

La ecuacifn de Bernoulli sélo es aplicable al flujo de
régimen estable puesto gue las cantidades que intervienen en
ella han sido calculadas a lo largo de una linea de corrien-
te., Si el flujo es irrotacional se puede demostrar que la
constante es la misma para todas las lineas de corriente (Cu~
rrie,1974. Batchelor,1970. Halliday y Resnick,1976. Feynman
et al.,1975 ). Bn un flufdo incompresible no viscoso no se
puede cambisr la temperatura por medios mecédnicos;as{,la ex-
presién de arriba se refiere a procesos isotérmicos. En un
flufdo no viscoso compresible es posible cambiar T por medios

.

mecénicos. ) Livesr Je /\(/
f_./"?,‘ lorrieute ~. e o
ot . :

S -

F/»J', 54['m7€.
Tihe de /’lya

Fi 5.
J“N

Andlogamente,para (1.73) se tiene que H(qbposee un valor
dado,constante,para cada superficie magnética (una vez fijado
un valor de r) pues se est4 considerando caso estacionario;
eso est4 expressdo matemidticamente en la medida en que las
cantidades de superficie dependen de 4} y1a funcién de co-

rriente,que como fue sefialado anteriormente permite " etigue-
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tar " las superficies. Ademés,se pueden tener superficies iso
térnices como antes se explicéd. De (1.47) se obtuvo que si
P=0 o bien lD-F{»})se tiene P.V=0 ;esto es,se trata en ese ca-
so de flujo rotacional y por ello,segin fue sefialado arriba,
1a.HI478eré distinta para casda superficie de flujo. Por el
contrario,si F#£O y/o;lﬂ#entonces V-\,_/‘.-,é 0 ;es decir,el flujo es
irrotacional y en dicho caso la constante serd la misma para
todas las superficies de flujo.

En el caso de la ecuscién de Bernoulli la lf{nea de co--
rriente se porta como un " invariante " del flufdo mientras
gue en el plasma aquf tratado serd la superficie de flujo. Di
cha " invariancia " en el caso de la ecuacibén de Bernoulli es
t&,f{sicamente,relacionada con el que no eecape flufdo por
las paredes del tubo de flujo ( ver figura arriba ) y en el
caso del plasma toroidal,que las superficies de flujo son com
partidas por G’y f;no escapa flujo de la superficie magnéticza:
no hay transporte neto de plasma de una superficie a otra. Bs
to Qltimo es congruente con el tener superficies isotérmicas
( 6 isentrépicas,segin el caso ) y,més adn,se relaciona con
el hecho fundamental de esta descripcién:las lineas del campo

magnético estédn congeladas.
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NOTAS. ’

(1) En el primer caso P = Lf—r y en el segundo »FF’::S
donde %,S son la constante de Boltzmann y la entropfa,respec-
tivamente. Por razones que serédn mds claras en las secciones
I.4 y IT.1,se ver4 oue,en general,es més conveniente usar el
modelo de gas ideal en vez de aqudl para estedo adiabdtico.

(2) De la ley de Faraday,(l.13),se sigue que %{V-E): o,
Que se satisfaga 7¥§;apuede ponerse como condicidﬁainicial
cuando se analizan casos con dependencia temporal;o,en gene-
ral,considerarse como una constriccién. Estrictamente,(1.16)
es redundante pues puede obtenerse de la divergencia de (1.13)
y,en consecuencia,el sistema cerrado de ecuaciones esté cons-
tituido por (1.10) a (1.15).

(3) De hecho es una " funcién de flujo poloidal " pues
4= Ahu/. /z» .

(4) Dicho de otra manera: es cantidad de superficie pues
vy B se encuentran sobre la misma superficie,as{ que (1.41)
equivale a E V«/:O.

(5) Es indistinto hablar de gue las cantidades de super-
ficie son funciones uniformes sobre las superficies de flujo
0 sobre las superficies magnéticas pues como fue mostrado an-
tes \-r.y -]-3. comparten superficies.

(6) Ia hace de interés la alta conductividad térmica a
lo largo de las l{neas de E‘pues as{ la temperatura tiende a
igualarse sobre las superficies de flujo rédpidamente,pudiendo
entonces considerarse le temperatura como csntidad de super-

ficie.
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CAPITUIO IX
LA ECUACION DEL ESTADO DE EQUILIBRIO.

¥n este capftulec se obtiene la ecuacién para el estado
de equilibrio dindmico para el plasma toroidal con flujo
( ecuacibén de Grad-Shafrsnov modificada ). Partiendo de ella
se obtiene la conocida ecuacién de Grad-Shafranov,para el ca-
so estédtico,como un caso 1lfmite. Se examina el tipo de la
ecuacibn de Grad-Shafranov modificada. A diferencia de aqué-
1lla,la ecuacibn aquf obtenida no necesariamente es elfiptica,y

para ciertos parémetros puede convertirse en hiperbélica.

I1.1 LA ECUACION DE GRAD-SHAFRANOV MODIFICADA.

Cuando se tiene un plasma de configuracién toroidal en
equilibrio estacionario y sin flujo se puede describir dicho
estado de equilibrio a través de la conocida ecuacidn de
Grad-Shafranov ( Bateman,1978. Copenhaver,1983 ),que en coor-

denadas cilf{ndricas (r,0,z) esté dada por

— AW ) =v? %}; + I‘f,-;;; | (2.1)

donde A*~}'zr%(-‘;3§—b+3%%t , {4) = B, .

En cambio,el problema de un plasma toroidal con flujo,pe
ro en eguilibrio,da lugar a una expresibén gque no sblo es més
elaborada que (2.1) sino esencialmente distinta. Sin embargo,
esa ecuacién se reduce a (2.1) cuando no hay flujo.

Puede obtenerse dicha ecuacién de la de movimiento,(1l.54),

f<v{s'£-£ —Vx (va¥)) == Vp +T%B
haciehdo uso de las centidades de superficie yd obtenidas. Pa
ra ello se regquiere expresar V{‘-’:'-_:—:’.) Yy ;."(V’“-’.) en términos

de dichas cantidades. De (1.46)
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- 2 F
v({wY)= V( FF"B —f-\"w + .erB.)
pero £ Ba=-YW +V8 por 1o cual .
-'."' 2 L 2¢0 vV

)= ( BB
y usando la (1 73) _
VIZYy = v(Hi- P +“’"‘")

(Bl R 2 e

Observando que A*n.}* 7743 7 ';-—‘-k y utilizando (1.39)

se pueden obtener dlrectamente 1as 51gu1entes relaciones

J VxB Vfrga)*VG - "" A*"” (2.3)
A - ‘

94«.4 < Virge) (2.5)
Bx? -:-,- L6 +Bov. (2.6)

Haciendo uso de (2.3) a (2.6) puede calcularse,tomando

(1.46),que -

Val(vav)= Vi(w(—)VJ»i& +/° VxB + Verwyxd +wa)
=(V.B) Z (E)mw F( Bnj +rwovJ) (FB,-J-rw)V(rup
- (V. V(_rw))p - w (.._.Biz +rwr)

=& L () £ Bovch.)-__ V(;B,)a .

P‘Y’-A*"} Vil + Fw V(rgo) +( B‘-}rw)( Jng}er)..

‘V‘ V(rw))e +w(f raie +;80\' 4—er) (2.7)
Las componentes en VYo de (2.2) y (2.7) son
[V("'V)]qq. 3;,, 3-_4?""35 -ry"’sap-fw,ﬁ%wwa':; . (2.8)
| [w(va)]“P: (v. B);;(F)*Fz Be Q(sBe) +;=‘ A*Y +
+Ew0R s (E g rra)e A (2.9)

Al considerar en la ecuacién de movimiento,(1.54),s6lo

la componente en V«P y sustituyendo en ella la (2.8) y (2.9)
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= (7Plgy +(J xB)vy =
r-
anH a- ; P"’ ds ry 'S QP _‘_rf\/‘ %+rpw3\,0

L 4
-ch.s)a (P) E® ée (rBe)- E:A+ Fwa(ra.> ‘ov.s—(dg“’{%%
De ...5 *‘puede calcularse

r 3y
o
67’?)7*;‘[7(3}”‘)1 % [B‘f S ?’+Pr75-_\vq,‘=' yp s 2 “‘S’r '3% ’

que permite simplificar

o
T Ty SR IRy = (- ER S
para escribir (2 lO) como 4
(1xB)ey = P;;; ;:P”f%*"fw,l‘:; -p LV 5)2.(__)__
- E* Bo 2 (o) AN — P +"8‘) (2.11)
Con A“‘} V’f\L %—a;l\: y 1a (2.4) 1la (2.11) se convierte en
2 2
PU - s P - (P (- B B2 8- Elevy-2 30

__ng). (v Ba) -n-,owQVO Fw9 Cr5o)--§9-}.{'80) -‘-(v‘.,!.—zé‘!)2 12)
Reagmpando en (2 12)

P f -pB) L (F)+ v w’% Fu(rBy) +

+(4- ';‘(8: % C"S'J*‘ -5 r)- - (2.13)
Pero V-[(l-"'o;") VT_«_ﬁ] ({-—F4,)7. .V4)- ;,*,(F )IWH

-FR (- (R E,

pues 8;:[%{-«178’2 l_ilz Luego,(2. 13) se convierte en

Pl LpTeE 0 B)ﬂ-(f’)*"f’“";v’""—“’g CrBs) +

P fe-Fp ] (m,('“»BwO Pl By e (2ae)

Se puede mostrar ( vide Apénd1ce I ) que

(W(%}D Bf +(1 F/P)s_! 2. (rBe) +rpw g Ve "/’(" 3)5__ F)_

- Fu2(Ba) =7 «fﬁ’uv DL 1M g, d¢ Jé (2.15)

con G(~}) definida por (1.62).
Sustituyendo (2.15) en (2.14)

[e-EH% thf’ﬁﬂvs)‘wﬂ‘f"od“‘;'ﬁ da.o. (210)
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La ecuacién (2.16) es la correspondiente sl estado de
equilibrio dindmico del plasma considerado y es andéloga a la
ecuacién de Grad-Shafranov para el equilibrio estético. Puede
observarse que en (2,16) intervienen densidades de las cons-
tantes del movimiento dependiente del tiempo ( Chandrasskhar,
1958, Woltjer,1958 y 1959, Hameiri,1983 )(1):
i) 1la densidad de masa,f;
ii) la circulacién & lo largo de las lfneas de campo, VoB°
iii) la densidad de momento angular, rVep .

Si se desea usar superficies isotérmicas en vez de isen-

trépicas en vez de S« pP ¥ se utiliza (1.52),con lo cual

Vpes RV(PTH) kT4 VP + kp VTi4),

pls Vp= ke tTip)B.vp = k B V(T lnp ), (2.17)
dando lugar a oue en vez de (1.72) se tenga .
BV [_ZFT/_;'-B‘_ l‘_'_-_(,p{‘.'.LTJ’V‘P]IO, (2.18)
0 bien 2
Hi4)= F_ﬁ:l‘_) B*- l“:_(y_"(\l«) + kT Lan s (2,19)
en vez de (1.73). Esto también modifica a (2.2),pues
822 V)= v(uw,) __Iv.TN)IﬂIp) + V(wiir ve)
dH _k} kTQP v
( 'Pd+ 55 )94' + V(irw () ve). (2.20)

Pero b-f( l"‘," ‘1; I 3'P)-O--(V‘P)v.},..
L(,(_z,,/dr -r of )+],_T)f+hfcl'l' kp(4- lnp)‘i}; >
de forma que (2 16)” se conv1erte en duw
v[(-EDATHI P P+ k(p-plp) g+ PO +

+(7-B) %-ﬁ —:_-Bo i%=°- (2.21)

As{ pues,se han obtenido tanto la ecuacién de Bernoulli
como la de Grad-Shafranov modificada,(2.19) y (2.21),para el
caso en que se tienen superficies isotérmicas y para el caso

de superficies isentrépicas,(1.73) y (2.16).
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II.2 LA ECUACION DE GRAD-SHAFRANOV COMO CASO LIMITE.

Cuando P=0 sabemos,por (1.43) y (1.45),que el flujo po-

loidal es nulo,G;-O.,y consecuentemente a lo més podrfa tenerse

flujo tor-oidal,?o # 0. Se verd que el mismo resultado es apli
cable en 6l caso V = _5.
Por (1.46)
> A
V = rw(ap) 6 con F(4) = 0, (2.22)
lo cual implica,debido a (1.47),que se trata de un caso de
flujo incompresible g.v =0 con F(4) =0 (2.23)

En este caso,como se indicé en el Capftulo I,no hay cong
triccién sobre la entropfa., En resumen,F=0 conlleva los cam-
bios siguientes:

1) G, 19 = Bo (2.24)
que corresponde al caso del plasma estacionario ( Bateman,
1978 );

2) la ecuaciédn de Bernoulli ( en la forma
(2.19) ) se reduce a

| Hel$) == "W L hTtv) Lnp (2.25)

3) la ecuacibén de G-Sh modificada ( en la for
ma (2.21) ) se convierte en o
v.(ﬁ.v.y)+f4r-+Hf—/’lwf)°”'+rfwi‘£ +Bodn_ (2.26)
donde se usé {2.22). Los asteriscos hacen a1u516n a que se to
mé F=0 en las funciones correspondientes.

La (2 26) queda, explic:ttamente,como

W) +kp ffﬁﬁ" o (2.27)
con I («}’) O
Si se usa (—— V) = A*'\l'

- [;J ?T kf
la (2.27) queda J% , J&}
) +"’ﬂ-£ + 1T =0 (2.28)
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gue es la ecuacidn de G-Sh del ceso estédtico presentada al
principio de este capftulo en (2.1).

Resumiendo,si F=0 ( i.e. flujo poloidal nulo,G; =0 ) se
recuvera la ecuacién de eauilibrio de G-Sh,pero no importa si
hay o no flujo toroidal,pues no interviene en la obtencién de

-

(2.28) a partir de (2.26)si A

(2.28) puede usarse para estudiar el caso de equilibrio esta-

es 0 no cero, De manera que

cionario pero no necesariamente estdtico hasta por un flujo
toroidal. Esta observacién se relaciona con el comentario he-

cho al final de la seccidn I.5 del Capitulo I.

II.3 DETSRMINACION DiEL TIPO DE LA ECUACION DE GRAD-SHAFRA
NOV NMODIFICADA.

Antes de cualquier intento de resolver la ecuacién de
G-Sh modificada,ya sea en su forms (2.16) o (2.21),debe deter
minarse qué tipo de ecuacién diferencial parcial es.
Considérese la siguiente clasificacién,de interés en el
presente estudio,de una ecuacién en derivadas parciales en
dos variables de la forma
A(x,y) %‘_fz + 280,y g_;f_y + Cex, 7)%3::1‘14-‘:(%,7,{, 2_‘%,35%) =0
oue se denom;na de tipo:
1) hiperbblico si B2- AC 503
2) parab8lico si B2~ AC =03 (2.29)
3) elfptico si Bz- AC ¢ 0;
(suponiendo que A,B y C poseen derivedas continuas hasta de

segundo orden inclusive).
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Los términos de (2.16) que tienen segundas derivadas es-

tén claramente contenidos en el t&rmino de la d1vergen01a( )

V.[({_%)V_«L] =¢-% YR (- ED v(E)94- ZFV":‘K rf;"'vf V.
Entonces

[V‘ (({- )74‘)] E ‘"F )vz‘b]d. N —— (VP VA}’Z)"’&Y vodos (2.30)

pero- A - ?_Ed‘\""‘f' d.‘v\”l %f_ tl\",
:/ *Hoab o2 -\ow1 & 2,
o= 545 7V 3%y
Wha = Koy *Vor +$ B 4

denotando f’ = DP/(Q|V+“L . As{ VP" 2f v¢+97(|v4»\‘)+°—£-r

con lo cual se obtiene QP 24,
VP s erlkuf vOvE)-v + T 50 (2.31)
y entonces z
= eV .V (vP\E)
Cop: v”-m..uﬁ (2.32)
Sustituyendo (2.32) en (2 30)
2 =[ci- Eyvd <V (\r¢)\® .
[ (¢_F) ] [(& . _‘:12% FL e vp-v( Wi, (233

Utilizando subindices para denotar las correspondientes deri-
vadas parciales se tiene V‘W}» S N +";: 4‘- "‘4’;- . Luego,
V4 V(1ep12) = Vab. (T(d, 244
4 (w9 - - 134 ((v(('l'.-‘} +:';i£n)+i 2 (edeat Yathee))
v =2 (‘\"1“"’" +4f""t"}’ar+""!q'r¢r| ”“"l "Pgr)
Y(v ‘P)z”&nvoJ:,: +Jaa jcon lo cual
[le-E )] —-..[O-a I T S S EN TN [ERYY

2% iveda
donde se tomé Q:lFl/J‘F‘ y ']_-ZQ P/_P . También se supone

gue 4‘es derivable con continuidad,de forma que AJ»,.,,.:\L“,. Aho
ra,de los coeficientes de (2.34) se obtiene la expresién

D=-0-Q0)(1-Q*+\7412) (2.35)
que permitird determinar el tipo de la ecuacién de Grad-Sha_
franov modificada.

Para poder usar las condiciones sefialadas por (2.29) de-
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[
be darse una expresién para P de manera que se tengas una for
ma explficita para M cue permita hacer el andlisis,

Retomendo la ecuacién de Bernoulli,(1.73),se calcula

- DH "’) — 2 ; Bl r__z o
o= )\é—w‘ 7 d\wyl? F‘:.) rXSp P (2.36)

y usqndoz(l .62) se obtiene
2B _ 92 | 7412
19¥t a\mw( 'i' +B )
_ 2 I-(cauw YW F)? \V«W]
SVt C.i Fl/P)zl’" vz
-2 1, @5 (S/p).
La (2 36) en v1rtud de (2 37) queda como ,
z
6, \[- BEQ®F? ,pSE™FIB 7 _,
z\,z(;l ( /P> PZU_Q‘L) £ P*
f‘ z/zr‘l - ‘/2\’7'
— b3 =
Frppr(FRirBAQEL ) BR+Ba Vg (2:30)
Ahora ya se tiene uﬁﬁ'exore516n explicmgg para v ,
12 Q/r
=2Q7P/p = :
t f = B e /a- aurar/at (2:39)

Bsta expresién permitiré escribir (2.35) de manera que pueda

(2.37)

4
=t 3

i.e.

efectuarse el andlisis con las magnitudes que se conocen ( o
se pueden conocer ) desde el punto de partida. Los resultados
recién obtenidos permiten expresar los términos que intervie-

nen en B como sigue

3
Q2 IV4? /rt . Q" By

| T = y
vl t B;,'-t- B _r? &4-8‘--3-'—??_
1-Q*  Q* o2 i-ar 4
Be _ 2p -&-Q"Bl
4- lev«m" ¢-a») (B + -a2” ‘q%)
Bo + 8% _ "_‘._?_
P "’Q" Q"—

Q2(BI+¥p)-¥P ]
P

_—l 0%
- (‘ Q >{ Q‘B;—QICGL'\'X‘P)*—U‘

v con ellas (2.35) se convierte en

~
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B+ yp) 3P
ID--.. ((-—' Q’-)lx&‘(.t 1?1 ‘l (2.40)
Q¥ B~ Q* (B 4y pI+IP
Se procede ahora al andlisis de este resultado conside-

rando algunos casos particulares para asf{ establecer el com-

portamiento global.

Cuando no hay componente toroidal del ca.rnpo,BO = 0,se
tienen les siguientes consecuenciasg
'S F A ' j
= f P + w\" 6 por (1.46)
ov-_F Vf por (1.47)
é,w)-.-—roo:-wr'-F por (1.63) y (1-46)?( )
2.41

H4) < z? BF'wt'z*LSP T per (113
r
[({_ /F)V*L] +’) JH S) Cls
+ pr?-uo dw/dq,-;.FB"- dF/Jq, por (2.16)
1=(/7v1)/(B-rp/Q2) por (2.39)

D(X)=(-QH? [Q‘M)z—iz?——m or (2.40) J
Ags BL+¥P

Si fuera el caso sin constr10016n en S tendrfamos en vez

de las dltimas cuatro expresiones de (2.41)zcucu: >

Hid) = 33 BP “-‘-—‘- + kT dnp por (2.19)
V[(4-':/‘9)vd']"'f"i?*l'(f‘f’hf)d;*'rzpw‘!w*FB c'}"; por (2.21)
q=(&/r2)/ C8L-kpT/Q1) por (2.39)

por (2.40) .

D(a¥)= (1-a%)* Q8- PE‘-) hﬂ- ]
Q4 BI-Q(BE+kpT) +RPT
Si ademés Q 0;i, e P = O ( es decir,flujo poloidal nu-

lo ) queda
v=wre, M) = - L+ BT dap,
%.V=o0 1 A*4+\z~r*3\_‘_¥(p’\')=o,
(au-)“'—O 9 /lt-.—_O,

B (0y- -4 (2.42)
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Definiendo (3.-: ff/(yp + Bt ) para cuando se tiene cons-
triccién en S,o0 bien @,:hPT/ChFT+31)para el caso de super—
ficies isotérmicas 3, la (2.40) se convierte en

DEY-=-a»)* (R rp/pe - 7P (2.43)

QA B% -Q*ap/p +¥P

th/P —kpT

Q) = 1 Qr » .
DY) =(1-Q1)* (Q48 “ZPT/#**“!’T) (2.44)
y estas expresiones permlten ver que

IDCQL):O st Q-‘ O' Q:P {0' p*)' (2.45)

Nétese que (2,43) y (2.44) divergen,respectivamente,cuan

do Q4 B;’-—QLT‘?/F +¥p =0,
Qi 8y - QBPT/py vEpT= 0,

é

i.é. cuando Q” A’P/@ [(_W/p) 43‘198?] 12
oF < bET/By = [ Clfr/pyyt 4lpT s ]
zgl (2n47)
Como F )‘P/(\"P-I-B ) y (3*_ EPT/ChPT-i- )si Bo = 0;se

obtienen las rafces siguientes

Y, (2.46)

1
ak (g,+r7);é—fr il O & rr/Bp (2.48)
+ (epT-8}) |
- (Bp +Lf1)z :s ’ {l,_ T/BY (2.49)

El valorQ i se conocia previamente de (2.45);entonces,
D(Q)tlene cambio de signo enQ e ( oen P*) y una diver-
gencia en Q= B‘P/BP( 0 en b-fﬂ-/B
La funcién D (QY),para By #0 diverge donde
d(Q*) = Q*Bp-Q™(B*+¥p) +¥p=o0
0 en donde

A, (QM) QAR -QH(B? +RpT) +hfT =0,

( lacn(ﬂ)se refiere al denominador de (Q%2)) );es decir en
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L 3 A 1 B{
gr= (E1rP) t‘/(gz,;:-:” =47P e (2.50)
Q= (B +EPT) /(B kpT) > dbpTB2 (2.51)
2z Bt
P

PO (Bhep) LA p B = (B +rp)LAXp (BLBS)
(BEyp)r+ Arp Bs™ 2 0
(BabkpT)* 4kp T (B2 EF)
= (B kpT)*+ 4kPT B30,

gue implica que las rafces dadas por (2.50) 6 (2.51) son rea-

—
-

-

=

Y (8% kpT )L 4kagP1

Tales rafces serdn denotadas como sigue

les,
Q) = (B +yp) -/ (BEXP)2+ drp B |
28y (2.52)
O (8¥+4p)+ /(8 rp)  +d5p B
2:3?3 '
para la ecuacién (2.50):y con .
Q;- (B kpT)- /(B bpT)*+4bp TBp*
) 28,2 (2.53)
Q> - (B2+kpT) +,/(s=.ka)*+4iszB;‘?’
g T
P
para (2.51).

Estas rafces no sélo son reales sino también no-negati-
vas pues BZ-H"P) JTB"-&)'f)‘..l&P BP‘ 5 BT+ ka >

*/(8Y ko7) 2 4&/)T5}
Dichas rafces corresponden a las ondas compresivas len-

tas ( Ql) y répidas ( Qr),respectivamente.

Puede notarse que le):@z’sfl> o,
| 2,
diy=-8B5 <o, \ 234
di,(B.)= Rx Bp >0, )} (2.55)

A\I(L):— B: {0,

Puesto que los radicandos de (2.50) y (2.51) son positi-
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4epBp
(B +rp)?

[
° > %ksL—'ETB PTO . !
Yy que permitirdn desarrollar e*r'x serie los radicales correspon

dientes con el uso de
(h—x)"‘: 1- x/2 - *Y/ 8= ... com Ix12¢1.

Asf,el radlcali de (2.50) queda Z=

(8%4yp)t-4Blrp] /2= (B +yp) [1— 45 TP re

[(8%+rp f’( Pl / (B’-M‘P)

- (rerp) (1-2Blde _2BICP .. (2.56)
Luego,hasta p(rlmer grden C(éZ 52 r%) )

Qrs (B3P _yp o ;p( P> E i- ,
7:2 Bpt  (B%H4'P) p

pues )LE)P jconcluyéndose que Q, 4 porque S >1. Més

Bp

vos se tiene: 1>

adn, :
Qr>1 (2.57)
porque los s:Lgui-entes términos son todos mucho menores que
28, rP/CB +y ) y las diferencias con (-; son tales que (>
>ZC0(/E),asi que Qr-— +E&€,£%0;y con elld Q25 1,

Para Q se tiene Q]"‘r? r@ yhasta primer orden;i.e.
Qe z4. z.xaminando hasta segundcrorden Ql "P"’ P"> B ¥
como los siguientes términos son positivos y de orden (o{ﬁ‘/se

encuentra finalmente

A< Qe (2.58)
Juntando (2.57) y (2.58)
B L 4L Q" (2.59)

Si en vez de manejar superficies isentrépicas se consideran
superficies isotérmicas se tienen los resultados andlogos a
(2.59)
Z 2
Pe £Q,§¢1¢Q,, (2.60)
De (2.48) y (2.43) vemos que en Q2= 1 el denominador de

A
D(A)se anula cuando BG = O;sin embargo,no diverge en ese valor
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pues en el numerandor se tiene ( 1--Q2 )2 dando lugar a la inde
terminacién 0/0. Ahora,usando la regla de L'Hospital para el
1{mite l%ﬁ D (R%) ge obtiene que es cero ( en el caso Bg= 0);

RE>1 no 2
por tanto ) (Gﬂ)en 1 es cero sea o nulo B,. Luego,Q =1 no es

e
punto de transicién, Esto puede corroborarse de otra manera
4 D(AY) | 2

todavi{a,si se toma la derivada Ia"' y viendo que en Q =1
esa derivada es cero;i.e. se tiene un punto con tengente ho-
rizontal al cual corresponde un méximo relativo.

De los resultados precedentes ya se puede determinar la
zong de elipticidad de la ecuacién de G-Sh modificada:

D(p)= O, _
DC\):O, D(_.er)'_’—wc} .
i.e. DR <LOo gi 0 & sz B;
5 2 (2.61)
D(Q?) 20 81 0 4 Q< Q,.

La expresién (2.61) se representa grificamente ( en for-

me aproximada ) segin la figura ;la zona de elipticidad es

la sombreada., (+) ' :
~) +Q0
D(.Q.l) +m{- : ll +HD L 20Ma g‘mL"JDJd
1
I Q ! 2 ™ /4 -/c .L' v(u%/
ﬂ lr/f 1 34/ Q;(Q L r

! \
: 1
|_(6+ \_as,].) F;'jaru 4z,

Nétese que si en vez de superficies isentrépicas se mane
jan superficies isotérmicas,en lugar de las expresiones ante-

riores se tendrén,

oH _ Ft P (+—_FE'f Be @ ,BY)).
o'a’ﬂ:t’ z'tP’f P (T pr - Qt * )) (2.62)
ﬁ/P: Y2r? ' (2.63)

L+ Ba/(1-q2) -keT /g
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- 2@’- o/ _ &7-/\’1. .
M= PP Bp + Bo f4-Q)-kPT/Q*
‘D*‘-‘-(_‘”Qz)z 97-(_814— ‘!P T) — hPT ] )

QB2 Qt (B4 EpT) + kpT

De(QY)LO s¢ 0% Q%< B W o’ @:24(2"4@&:-

Yy la grdfica de D,(Q")es andloga a 1la de la figura

(2.64)
(2.65)
(2.66)
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NOTAS,

(1) Woltjer ( 1958 ) demostré gue en susencia de proce-

sos disipativos las ecuaciones hidromagnéticas admiten seis

u} [ L3N
L 3

!

‘

<1

)

15 = fvf)JV

(2) Obsérvese que 1la ecuacidn de Bernoulli,(1.73),define
le densidad de masa, p,como una funcién P‘P(40'74‘3 r).

(3) Lae( 6 Bx) es un cociente que compara la presién
térmodindmica con la presién total en el plasma,




40

CAPITUIO 11X
SOLUCION DE LA ECUACION DE GRAD-SHAFRANOV IMODIFICADA.

En este capftulo se consideran algunos casos particula-
res de flujo de plasma en la configuracién toroidal y se de-
termina la solucién de la ecuacién de G-Sh modificada corres-
pondiente. Los ejemplos a tratar son los siguientes:

1) Flujo transversal, En éste se analizan dos posibles
casos. Uno es cuando se tiene sélo componente poloidal del
campo magnético y rotacién pura. E1l otro es cuando el flujo
es poloidal y el campo magnético tiene Unicamente componente
toroidal;

2) Flujo paralelo. Aquf se toma vV paralela a B. A io lar
go de este capftulo se examinard sélo el caso con superficies
isotérmicas, T(") y,dejando a un lado el caso de superficies
isentrépicas, S(4) ,ya que es m&s cémodo para la interpreta-
cién fisica.

e~

IIT.1 FIUJO TRANSVERSAL B =B , Vi =rwé.
Y

Considérese que el plasma de configuracién toroidal y

axisimétrico s6lo tiene componente poloidal de- campo magnéti-
co y que fluye toroidalmente en rotacién pura. Para tener flu
jo poloidal nulo debe hacerse F(A?) = 0 como se ve de (1.43)
¥ (1.45);y si ademé&s se considera sélo rotacién pura se ten-
drédn los resultados obtenidos en (2.42)
— a
Y = we 6,
V.V = O.
G(d)=0,
l4(49::-€£;;24-k-rz"fﬂ
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N hf"ﬁq‘(r'r):o.
Q‘:O-

|FI?
-—=0,seflala que se trata de un

donde la dltima i@ialdad,ﬁ‘:
flujo de régimen elfptico ( ver fig. ). Ademés,de (2.38) es
claro que P no dependerd de 1941%y en consecuencia la densi-

dad de masa serd s6lo funcién de r y <, F("p"/').

L

- A
V=rwy)é-

R

o C X
P}Jum 8.
Que f’sdlo depende de r y+también se ve de la ecuacién de Ber

noulli puesta arriba;despejéndola de ah{ se obtiene

Z
plrd) = eHW/ETt grtw (wiz;;lj)hT .
Yw
6 bien, | " fM40=f’(4‘)6 )/ 2 (,{,)(3.1)
definiendo p(y)= e /k'l:a

La expresién (3.1) pone en evidencia el efecto centrffu-
g0 por la presencia del término Y wW(¢y)., Si no hubiera rote-

cién,W=0,1la densidad serfa estrictamente cantidad de superfi

cie. Ya quelo manifiesta el efecto centrifugo cabe esperar
que otro tanto suceda a la presién,pues debido a (1.52) se

Wi 2 kT

tiene

p=bptiyyTiwr kpt T €

y definiendo f(w.-. ”—f’lw Tly¥)queda Y
V2 kT
Pnd)= pt4) € /2 g (3.2)

De (3.1) y (3.2) resulta claro que en presencia de rota=
cién ya no coinciden las superficies de flujo con las de pre-
sién o densidad debido al efecto centrf{fugo y que en dichas

. . r*wi, b
expresiones estéd presente a través del término e .
Al sustituir (3.2) en la ecuacién de G-Sh modificada,en

la forma particular que toma para el caso bajo anfilisis,segin
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se muestra al inicio de esta seccién;se obtendrd
1
PN AL “’/z'”[c' pw>+1>c+)cL(r’w Y=o.3:3)

El cociente W # bTes cantldad de superficie pues w({)y
T('\}) son cantidades de superficie,separadamente;luego,puede

proponerse un desarrollo en serie,de ese cociente,en poten-~

cias de 4,(1) >
= €.+ E, + &.,_\}114--" .
b + (3.4)

Sin embargo,para obtener una solucién aproximada,pero

sencilla,de (3.3) es necesario proponer

"E.H:P) — é 05
2 kT () (3.5

donde £, es una constante.

Copenhaver (1983) seflala la existencia de experimentos
con haces neutros en los cuales w y T son " fuertemente 'picg'.
das " en el centro del plasma,es decir que el cambio relevan-
te en el valor de w(d)y T( 4) se tiene muy cerca del eje mag-
nético y el cambio fuera del eje magnético es despreciable en
comparacién,resultando razonable el considerar ) /2 ETC=
constante. Se toma

PI¥) == Pal¥=~by) (3.6)
donde po, »\}o, son valores constantes de referencia parea p y
4; ,respectivamente.
De la sustitucién de (3.5) y (3.6) en (3.3) queda
N Po ¥ 1,7 eo (3.7)

Ahora el establecer las superf1cxes de flujo depende de
resolver la ecuacién diferencial (3.7). La solucién general
de (3.7),como es claro,es de la forma 4'(!'!)_ 4.1/“-0-4’ donde 4«}*‘,
es una solucién particular y"“ es solucidbn a la ecua016n ho-
mogénea A '\}‘ =0 .

Si se supone que las superficies magnéticas ( o tubos de
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flujo ) tienen un plano de simetrf{a en el plano ecuatorial
del toro ( 2z=0 ) es necesario proponer que la dependencia de
4}en z sea tal que para una superficie dada (4P==cte.) 1la

funcién z(r) tenga dos refces reales y sea bivaluada en el

—7::—0 ¢¢\wu/¢:¢lo r,

/ 200 F;“gura g,
lpa“o feta ”“/.“-_:0.

sentido de que a todo valor v & [vu,v,] siendo ry 4 r, las

dos rafces reales de z(r) le corresponda el positivo y el ne-
gativo de la magnitud en cuestién. Esto Ultimo es para preser
var el plano z=0 como plano de simetrfa. Asf{,uno puede espe-
rar que «lf tenga una dependencia en z del tipo z2k con k en-

tero., Sin embargo,no es diffcil convencerse de gue proponer

una solucién del tipo rt sz- para A*~|'= O ,conn y k enteros,

conduce a cuatro soluciones independientes,dadas por CO,C
2

02 Ty 03

luciones no satisfacen el regquisito de generar una curva,z(r),

1 %

r2 Z con Co’cl'CZ y 03 constantes. Empero,estas so

con dos rafces reales.

A raiz de 1o obtenido puede proponerse una solucién que
vaya como C r.2z2,pero da lugar a(z)A*(Crza‘).-.' 2Cv®*4 O ,con
C una constante. Esto sugiere una solucién general de la for-
ma

«[4‘ (r,a_)r-Cv'-z'- + g (r) (3.8)
donde g(r) es una funcién a determinar. El sustituir (3.8) en
la ecuacién homogénea lleva a(3)

d"z_ -3- E{-!'-i- 2Cr?=0 . (3.9)

La ecuacién diferencial ordinaria

d
:l:l;t +FErx y (%) = R (0

tiene,como es sabido,la solucién general
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—~A( -
7(x)= y(xo) € - A“"f Q(f) Jf (3.10)
con Afg) = /P(L)Jt
Aplicondo (3.10) para resolver (3.9) se obtiene sucesiva
mente J
T . 4 2 .2
dr " (clr - Cr(rErn) (3.11)
Tery = f_i_rs_z( L) - (e’ (3.12)
y sustituyendo (3.12) en (3 8) 1a solu016n a la homogénea es
4"‘)“(“2) C_r 2 +CY2—V‘:')(J ) C (r r?—) (3013)

2 Y
Falta determinar una solucidn partlcular a la ecuacién

inhomogénea (3.7). El término de inhomogeneidad no depende de
z lo cual hace razonable proponer una solucién del tipo 1/-P=f(r)

que sustitufda en (3.7) da

Eer? '

dzf 4 c_i_f__ rze " —o (3.14)
drx ¥

Utlllzando (3 10) para resolver (3.14) se obtienen
y Por (Q€e¥T  _EeTeT .15
(Jf o 2&-(6 - e ) (3.15)

E.r,
CY r."- éo 6 ? . (3'16)
¥y cfo- () - P (e e ).

La solucibén completa para (3.7) se obtivne sumando
(3013) Y (3016)' F Gr 1
+(f.2)= Cetaz?s (_‘.7_.‘(’1)‘(‘!7) + JF)“]—;‘C—('.-"‘(. ) -

-Z_é:[eeor‘ eeo + €. e a"Cr-"Lrl)J (3.17)
Las condiciones de contorno que debe satisfacer (3.17)
estén relacionadas con lo mencionado en la seccién I.1l en lo
referente a que el toroide interior estd degenerado en una
curva cerrada llamada eje magnético. El eje magnético es una
circunferencia de radio r  aque se encuentra sobre el plano
= 0. Al estar degenerada esa superficie magnética le corres
ponderd un flujo nulo;es decir, «,L'(r,,‘a)—.:o. Por otra parte,

ah{ tembién se méncioné que se supondria V»F # o excepto en
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el eje magnético. Considerar este reouisito junto con (3.6)
'_’ I3
lleva a que‘74’#=00xcepto en el eje magnético. En resumen,

las condiciones de contorno a satisfacer por (3.17) son

’4‘(.(’)0):0 } (3.18)

-
v ro,0=0
Se ve que la primera se satisfsce en forma inmediata. El
gradiente de (3.17) y 1a sepgunda condicién llevan a que

(dr ro (%(:)ro:o'

Esto convierte a (3.17) en z

2 ?. S E .
dinry=Crtaz-t (r Bl) '~ ‘_e —e +~¢€, e (r..ro )],(3-19)
gue es la solu016n al problema planteado.

Una vez fijado el valor para A¥ ,A* = constante,se tiene
una expresién para z(r) gue permite establecer el perfii co-
rrespondiente a esa superficie de flujo.

Si no se tiene rotacién, w-= 0,las expresiones dadas al

inicio de esta seccidn se convierten en
-lt L _1
Yy =06,

V'-V..-; O,
G4)=o.
Hip = kT p. > (3.20)
A*A& + kr" 5_4’( FT[+))=O

Qz:s 0.

>
donde p y p se obtienen de (3.1) y (3.2),respectivamente,ha-

:f3l4P)
p= Epidh) Tla) (3.21)

y también€,=z0,por (3.5),dando lugar a que (3.7) se convierta

ciendo w=o0,

en

& - porto. (320
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ILa ecuacién (3.22) es la (2.21) para el caso sin flujo
( caso estético ). Ia solucidn(4) de (3.22) diferird de la so
lucién de (3.7) ¥Ynicamente en la solucién particular,pues la

solucién a la homogénea ad¥n seréd dada por (3.13).

]

Si 1a solucidn a la inhomosénea se busca en la forma 4}
=_Fug,dcspués de sustituirla en (3.22) gqueda
2
4__.‘.: - _‘.. A‘L - Porz':-o (3-23)

y usando (3. 10) para resolverla se obtienen

(3, + PO
4'm = (¥ =% ( ‘-;—-{;-)(_. e % (xtv,2)" (3.24)

2Ye
de manera que la solucidén a (3.22) se obtiene con la suma de

(3.13) y (3.24) ‘

(r2v,2)r(d d Po-2C 2 2yE
o = Crrars (R (4) T+ ==
y aplicando las condiciones de contorno (3.18) se llega =&

Jirpy = Crtat+ ?::_;_Q, (rinr)? (3.25)

Esta solucién es del tipo de soluciones bien conocidas
para el caso estdtico ( Solov’ev,1975 ). Asf,al no tener rota
cién (w=o0) se tiene un caso estético y se recupera el resul
tado correspondiente ya conocido.

Es posible encontrar,a partir de las soluciones obteni-
das,las componentes de los campos electromagnéticos congruen-
tes con las funciones de corriente correspondientes. Para
ello se usarén (1.9) y (1.39) con la v dada en esta seccidn.

A la situaciédn representada por la funcién de corriente

d&?a en (3.19) le corresponden,una vez reallzaga el élgebra,
Bo= C—ZCrz-);-‘#—(z CzzClrinn®)- P (- T 6"‘))2(3 26)
Fo2teiuwe) - (pCrut tete Brw 5'15""’% (3:27)
Zé€

mientras que e 1la «P dada por (3.25) le corresponden
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!’

Bp= (-2Cre) 7 (20e®s Pz2l(xiem)) &, (3.28)
E = ;. ' , (3'29)
> - —»
I11.2 FLUJO TRANSVERSAL B = B, , V.= Vo
=" . ,
Si para tener este caso se hace v9 =0y Bp = 0 la prime
ra igualdad,por (1.46),1lleva o %89 +v wWeO;mientras que la se

gunda conduce V|v= %3r=6'. Es decir,la manera en que se han
relacionado el flujo y el campo magnético plantea una incon-
sistencia aparente para tener (gz, ‘—;F)' Debido a esto no es
posible atacar el problema en la formulacién presentada. Sin
embargo,es posible establecer la ecuacién de_g-Sh modificada
en tal forma que permita hacer directamente 3‘;:5;' *;;=5.para
tener la situacién de interés en esta seccién., '

Para establecer la nueva forma de la ecuacién de G-Sh mo
dificada se parte de la ecuacién de continuidad,(1.17),

V. l€7) =0

de la cual puede concluirse la existencia de una funcién de

corriente U(r,z) tal que,en forma anéloga(s)a (1.39),permita
escribir -

Con esta expresién se calculard nuevamente P{;-V)\_; pa-
ra lo cual se hace A
Pvp= * Ve =" r ov (3.31)

A

pov = 3o U )+ & (e R P57 030

pv.‘(wv)-—r{f’i’é o ("V’)”F%'?[SF(Q‘:' ) 55(("’ at)‘]}..
a(_ 4 La(“Vo) + A Q’UQCrva)

—Ye ! \{;-3%9 or a\r rt or 3%
F G2l e ’;;"" 3.33)
?(‘Zii')z V(L’gf) +V(‘:'_3__)' (3.34)



48

Haciendo uso de los resultados (3.31) a (3.34) se susti-
tuye en la ecuacién de movimiento (1.18) y tomando componente

a componente se obtiene

para r, _.;_23_1":__3_115 3344 P =pg (‘_g)-i-p;-( ) F¥e 2.(rve)
3—‘:) §;(pr ;r) Qa(i’r aa)] (3.39)
para 9, o = __-_ (3.36)
2
e 51 % 4""32 g B0
19 3.37
5 (\h ~~ )[Br({:r Br) Sz f’t‘ 9?:)]

donde se usd (2.4) y se tomé I = rB9 .

Pero 9 V‘) - f";" %((‘V@) =~ f’V:/r-
y PQ(VQ) FVoajv_;_=o
de manera que (3 35) ¥y (3.37) se convierten,respectivamente,
n_I 92X _4 “
T o r' v §E
2 (Vp o 4 4 U
=P ( A) ~PYe ( )[§'(pr;r 3z prgg.)] (3.38)
-1 .‘JI A,q,N

v 23- \"'

-‘aaz( o) -+ (2 )[3 (5,93)4-32((,,. 5a)] (339

Estas quedan englobadas en expresién Ynica si se define
A(()-r [5-‘_(“”_9‘_ %(?ra‘)]y con ello
VUL U-prev(VE) « W AY +relp + V(L) -p r( ) (3. 40)
que es otra manera de escribir la ecuacién de G-Sh modificada
usando las funciones de corriente 4/., U. Nétese que si /:: se
recupera el operador ya definido A¥, A% A*(f___. )

Ia ecuacién de G-Sh modificada,en su forma (3.40),ya per

-~ Ty
mite analizar el flujo transversal B = Bg y V=vVvV_, Para te-

- oS hirS - - -
ner Bp: 0 bastaréd hacerr+=oy para tener v = vp se toma Vo =0;

as{ se tendrd flujo poloidal y campo magnético toroidal. Con

eso (3.40) se convierte en

vu Al U-priv (%) =r=Vp + V(172) (3.41)
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Por otra parte,

B
va- 59,‘(717-;"70) ﬁ?ﬁ: _}_‘V'(f

por lo cual

EAExT)= 2, E-VV (3.42)

\ ?:a 2o
E‘j“mla.

Recordando que V y B comparten superficies,de (3.42) se
concluye que existe una funcién arbitraria,l\ilﬂ,tal gue
0= & VA(U) = HN(UV) B- VU
con Atv)-d2. T /kw
Luego, .AY =-—--A(Ules cantidad de superf1c1e(6) .
o M= —;"77_ (3.43)
(4] )

La ecuacién de Bernoulli para este caso,anéloga a (2.19),

( a1 igual que antes I = rB

es

H(U) = kT[‘V)!nD'P-"VP +"‘"VA (3.44)

donde v, es la velocidad de Alfvén. De ello resulta que la -

densidad esti dada de acuerdo a

HVYVETey) I- VeYakT(U) Va2 kTIVY]
_ P(V) e[ 'p +vA v1/2kT(V) (3.45)

En esta expresién se tiene wun término que va como Vv

)

sefialando que el plasma podr{a ser expulsado radialmente .
Se trata,entonces,de un caso de equilibrio inestable pero pue
‘de remediarse tal situacibén si se impone como condicién adi-
cional la conservacién del flujo toroidal

JJT

dt

-$
i.e, ¥ PI=0pues?I_gpor tratarse de una situacién estaciona-

riajluego,(3.46) implica que I = I( U ) es cantidad de super-
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ficie. Con esto y (3.43) se tiene
>~(V)= I(V)//’rz

y definiendo Ay = IOr"' gueda

Pe(vis HTV/AT) . (347
De manera que VP=+ Vi lvul? 3;__: lyvit+ Berz
z ’ rLp2 Pr Tyt
=’——————‘VUI,-';:[ gv'-‘vcz’lf)y,en consecuencia,(3.45) se convierte en
v —_y 2
> p=pivy e’ 7=kT (3.48)

Bn forma andloga a la de la seccién anterior tenemos el

efecto centrf{fugo en la densidad. Usando (3.48) se obtendri
para la presién p= kf’!’{'z)‘) vz
—V%2 kT
= f(’U') e (3.49)

Para simplificar el problema se tomard el caso con incom
presibilidad;es decir,cuando pP= P(Tpues V(P (V) ;):Oimplica
que %V =o.

Nétese que hacer P=pP(U)es equivalente a tomar en (3.48)
que V_z.@'_’_- = constante;as{,es como aplicar una condicién

2kTtV) .
equivalente a la (3.5) de la seccién anterior. En consecuen-

cia, lt),-:?/o('U') .

: - Vi)
por (3.48) y (3.49) tomando 1= e /zb.T(‘UZ constante. Ade

més,se usard también la condicién de que el flujo toroidal se

conserve,(3.46),y con lo cual (3.41) se convierte en

lvvi? =
VUA’plwv" 27(VIV [ *ar)]"

ZI'I/‘I"f
= v P VU +ID(V) v, (3.51)
Considerando sélo componente en YUen (3.51) se obtiene
& iV Ve PN = v Py + TV, (3.52)

Dado que se tiene incompresibilidad resulta adecuado pro

poner,en particular,que

p=-pPolad-+4) (3.53)
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donde p6,~l/°son valores constantes e referencila para p y »{a ’
respectivamente. Con esto la (3.52) se convierte en
» z 9 - 2 9
ApyV 1 Vp pi=-1pr? + TIUD). (3.54)
Si se expanden las funciones P(U)y I I’(U) en potencias

de U

)
P=potp Ve 5 TLL. L-TU-wo (35

y dejéndolas hasta el primer térmi-o se puede convertir la

(3.54) en una ecuacién més sencillz,limitédndose ademds a bus~
car las soluciones de ella en una ~vecindad del eje r=ro,z=0.
Luego -1
LA e qpert - Lot
é A*U-‘-'- “‘lﬂ'P-Y"-— Icft roz (3'56)
Esta ecuacién es anfloga a la ecuacién (3.22) y para re-
"
solverla se puede optar entre usar la solucién a AVzo0 cuya
estructura se conoce por el proble=a de la seccién anterior y
luego buscar una solucién particulzr a (3.56) para que suma-
das den la solucién completa de (3.56);0 bien,proponer la se-
rie U= Za‘ /"'-Yo) é corténdola e~ la tercera potencia de
2 2 W
(r =-r )
2‘. F a0y Y '
Proponlendo la serie U= 5 (r="o 2 y sustituyén-

0’30
dola en (3.56) queda . . e 2
Brz, 2 o) & Y+ Z  2(25-1)Aof gzo"z+(r!_r,‘)/§ 27(25-1)aj2 "%

T
()" 21 2,(:,_4)a;, 22 ppert e Lt (3.57)
Agrupando términos semejantes se obtienen
Qg =0 -
80;0 +Zan 2-7‘;’?.?.. (3.58)

z

2
2Qs~-2ayTo=-1,f,7,".
Y los deméds coeficientes son nulos. Con esto queda la solu-

cién como

2
UVr2) = Aoo+Qor 25+ Qqo (Y2 D) +8ex (Y2V7) 2% a0l r26)(3.59)
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Las condiciones de contorno a satisfacer son,anflogamen-

te a (3.18), VY, 0)=0,
——,
VU (r,,0)=0. .5 (3.60)
La primera lleva a que Qoo =0
en tanto que la segunda dyo = ©

y por ello la (3.59) queda Utney= 2*(dor+fu(rive )+a,,rtve)e

Pero con (3.58) se tiene

U= (- Tl 4o rd)et (1020 Y(r2vpy:  (3.61)
Cuando s:impone una condicién8 més restrictiva que I=

= cte.,se tendrfa segin la aproximacién tomada,JF0;quedando,

en vez de (3.61),la ecuacién
Vs2)= Qurzar - (1fePo+2au) (rZ k)2 (3.62)
Como puede verse de (3.6?),(3.62) vy (3.83) en este caso

las curvas de nivel de U son anflogas a las de“l‘ en el caso

sin flujo,ecuacién (3.25). Al tomar un valor fijo de U,U=cte.,
se obtiene z(r) que da el perfil de las superficies de flujo.

Por otro lado,de U(r,z) se obtienen los campos de veloci
dades compatibles con las suposiciones realizadas,usando para

eso la expresidn de (3.30), ,07- VU V. Asi
Vp=((Tore'+ e vt 3)7 + (220 2™ (4fp 2 2a0)2 ) €. (3.63)

=B (2 31(2&?-4»2-:-)(;!- vy (L. +2a., 20,r4)2 )] (3.64)

De (3 63) puede verse que 1la componente radlal de la ve-
locidad tiene una singularidad en r=0. Esa singularidad se re
mueve al aplicar,como en (3.62),I,=0 . Los resultados corres

pondientes a (3.62) son
v, 2..7_.0" rz v+ 7’59_". 2% /_:Z&Z'_f_gi’i')(\-'.-.r,zo Z, (3.65)

Ve
g B [ (ZOu 2% (M)(r r,2)~ Z4av Zav r?:'E] (3.66)
24, Po

"
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I1I1T1.3 FLUJO PARALEIQ.

- .
Si v y B son paralelos deben ser relacionados ambos cam-

pos a través de una funcién n tal que

y al tomar la divergencia
V'_v.= VM.E (3068)
(8)

Entonces,se tiene flujo incompresible s8i n es cantidad de
superficie, n = n(A})°o en forma trivial,cuando n = cte. Las

ecuaciones (1.39) y (3.30) permiten escribir

?-V’U"%Ve +Vo-MV4'"79 +M 80 (3.69)
o bien ivau PM VA
Ve=m B (3.70)

Utilizando que el flujo toroidal se conserva,(3.46), jun-
to con (3.42) y (3.69) 1la ecuaciédn modificada de G-Sh en su

forma (3.40) queda como

2 A zZA
vor %t -p vt V(M) 948 i 9p 41T 0d prevsm)
Tomando en cuenta Ynicamente flujo incompresible ( ver

nota # 8 ) se hace n( 4), P(~+) en (3.70) y asf,con (3.69) se

obtiene
ipnT= » 141 &% (3.72)
y vambibn  A%ouyV VU = patik) A Of (3.73)
sustituyendo (3.72)en (3.70)
PHIMA) A VY -P 127 MLV, ‘) - (3.74)

« VA DA +72Vp + IX104 —prve"
que al tomar la componente en Vl\} da ’
praImi ) B — 0 1O T w ) = B ”ﬁ;f +II
o bien ‘
= (4-P M) )N A — pLIMIE) | VAZ JE_W "”3’1‘3 +I‘JI (3.75)
Para simplificar esta ecuacién se usarid la expan516n he-

cha en (3.55) y se realizard la misma aproximacién
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b4
e e y  TI/nr=-To (3.76)
ademés n = nc> donde ﬂ ,LyMa son constantes asf{ como f?—.—-?, .
Luego, .
(1- por) Aiej == "po—To L2, (3.77)

Bsta ecuacién es andloga a la (3.56);en consecuencia,dado que
se aplican las mismas condiciones de contorno,se obtiene el

mismo tipo de solucién que (3.61)

A, a)= 3"(5 rt f(: ff‘M :.) (g({_.‘ﬂ, M)

Con (3.77) se pueden obtener tanto el campo de velocida-

+ (rt r-,_)l (3+78)
4

des como el electromagnético consistente con la situacidn pre

sentada. Para g} campo magnético se tiene
B=VixiZo + By
_—23(}, 2T f‘.f. ) (zb a (f’oP- ,,[,“) r-r’-) -(3.79)
1) (1] t

241 ) ‘
Yy para el campo &e ve 001dades (1=faha

V=- 230) v ToVefe_ )?M. -h«o( e (PP )(r.-f.'))tu (3.80)

l
2(' f"b) Z(‘—f‘".) + MDB‘ .
en tanto que el campo eléctrico es

E-o (3.81)
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NOTAS .

(1) Limité4ndose al caso deAPpequeﬁas;esto es,cuando se
estd en una regidnbcercana al eje magnético.

(2) La razén de introducir explfcitamente r2 obedece al
hecho de que z(r) tembién,como es razonable de suponer,por
" las consideraciones de simetrfa,sea par.

(3) Tomando en cuenta los argumentos geométricos sefiala-
dos resulta clero que otra manera de obtener la solucidén a la
homogénma£9k¥u=0es proponiendo una serie.de potencias de
(r2_r§) y 22 generalizada *l’u"?;c‘)‘("-'—foz)‘?tf . Haciéndolo
se obtiene ( después de cortar'?a serie en la tercera poten-
cia de (r2—r§) ),una vez sumada la solucién particular de la
inhomogénea y aplicadas las condiciones de contorno;que (oo=©
y G022 Eso lleva exactamente a la solucién obtenida por el
otro método,ecuacién (3.18),donde la constante C de ah{ co-
rresponde a la cll de esta serie.

{(4) N6tese que siendo algebraica la inhomogeneidad de
(3.22) es posible proponer de entrada una solucién en serie
como la propuesta en la nota # 3 de este capftulo. Cortando
la serie en la tercera potencia de (r2-r2) se obtiene

Pz Coo+ o224 Go (¢2rD) ¢ Culn Lr.’-);‘w&:éf:‘ (riv)?
y de las condiciones de contorno Coo=Go = 0 ;luego

ap=Curtz? 4 Culrr,t)e>y (P;:BZ._C:-)CrLfo‘) *

o sea la solucién (3.25): ,‘},__: Cn v2a™ + P-:_;_C;'(ré.r.z)z .

(5) Se tiene el andlogo completo con una sustitucién da-
da porg—’Pr,A}—b'D',-Baa—’ P\-;g

(6) Obsérvese que en esta seccién se trata de cantidades
de superficie en relacién con la funcién de corriente U(r,z)
que esté asociada al campo de velocidades,;?mientras que las

cantidades de superficie manejadas en la otra formulacidén es-
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tén asocisdas a 4} (r2),1la funcibén de corriente para el campo

B
magnético,B.
89

(7) Pues la velocidad de Alfvén es,para este caso, v,
con 89—36("11‘)

{]

(8) Que n sea cantidad de superficie implica incompresi
bilidad;y,a la inversa,pensar en el flujo incompresible como
Pl4) implica que m(¥). Esto puede verse us ando 1la ecuacifn de
continuidad V(fv-a) Para la primera V= ~{H) Slue go 0= V-(pm) E)-
= m(y)vp. 3 que lleva a Pf¥);y,al revés, si p(#)se tiene 0-“("((‘)3)
= Pl4) Ime B 3 que lleva a m=my).
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CAPITUIO IV
CONCLUSIONES,

En el presente trabajo se ha establecido una relacién en
tre el campo de velocidades del plasma ( ;’) Yy el campo magné
tico ( E’) ( Sec. I.3). Co esa relacién y las ecuaciones de
la magnetohidrodinémica ideal se obtuvieron una serie de fun-
ciones que son uniformes ( cantidades de superficie ) sobre
las superficies ( Capftulo I ) de flujo(y las superficies son
compartidas,segin se mostré;por';?y'ir). Dichas funciones per
miten caracterizar las superficies de flujo de tal manera que
permite el estudio de su estructura.

Ese conjunto de resultados permitid establecer una écua—
cibn para el estado de equilibrio dindmico ( ?;é 6’) andloga
a la ecuacidén de Grad-Shafranov para el caso estético ( ?=-(-)’).
Aquélla se reduce a esta dltima en el caso en el cual no hay
flujo de plasma ( '\7:_0, )

La ecuacién de Grad-Shafranov modificada se establecif
usando una funcién de corriente ( Sec. II.1l )'\}’ que genera

. la. componente poloidal del campo magnéticp ( EP- V";L"V@ y
fue presentada para dos situaciones:

i) cuando la ecuacién de estado es la de gases ideales,
P=kpT,y

ii) cuando la ecuacién de estado es la de cambio de esta-
do adiabético, p=SpP¥ .,

Més ain,la ecuacién de G-Sh modificada fue reformulada
( Se. IIX.2 ) usando dos funciones de corriente: »4' y Us Ia
segunda genera la componente poloidal de la velocidad ( ‘-’; =

I VUuVe). Asf,se obtuvo la expresidn que permite,en forma més
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general que la anterior,estudiar el flujo de plasma porque

al involucrar las funcione5f4'§ U se puede manejar en forma
directa 1la forma‘del campo magnético y el de velocidades pa-
ra el estudio de cualquier caso,teniendo como limitacién el
que la ecuaciédn resultante se pueda resolver. ssta expresién
también puede contener la expresién del proceso adiabdtico o
la de lgs fgases ideales, '

En {ntima conexién con el que se pueda resolver la ecua-
cién obtenida para una situacién dada estd el delimitar el ré
gimen de flujo psra ese caso;determiného si se trata de régi-
men elfptico o hiperbdélico. A tal fin sirve la gréfica presen
tada en la seccién IXI.3 en ls gue se muestran las zonas de
elipticidad e hiperbolicidad para la ecuacién de G-Sh modifi-
cada.

Debe hacerse notar una diferencia crucial de lo obtenido
aqu{ en relacién con los resultados estédndard de la dinédmica
de flufdos. En esta dltima se tienen,por as{ decirlo,dos re-
giones posibles: subsédnica y supersédnica. De lo obtenido en .
la seccién I1.3 se vqugra el problema aquf tratado eso no se
tiene sino cue existen varias regiones. Asf,las regiones
0% ;'z 4 F ,&(‘4 F?/’ £ QF son elfpticas en tanto que B <
-53401" ’ 0,."4 F}l’ son hiperbflicas. En consecuencia,se

tienen los siguientes"puntos de transicién":
2 T z
e—rhn. 4-—’6 e—>.
donde e y h se refieren a elfptico e hiperbblico,respectiva-
mente. Esto se relaciona con el cue se tengan dos,en vez de
una,velocidades caracter{sticas: la de ondas MHD lentas ( Ql)

y la de las rdpidas ( Q. ).

De los ejemplos analizados en el capf{tulo III ha quedado
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de manifiesto el efeccto centr{fugo,al tener rotacién toroidal
aﬁga,tanto en la funcién de densidad como en la funcidén de
presién al igual qde en las superficies de flujo. ©&Zn ega si-

tuacién les funciones en cuestién estdn dadas por:
i) pen w—p/«/)e WLRT on prgs= I HETW o (3.1)
ii) pmw- ph‘)e whekT con f/)b) }z,o/p)T/y) ec.(3.2)

para el caso del flujo transverssl B 4P ’ v'—J%ua En tanto
que para el flujo tansversal B = 5‘ y V= ?7 se tienens
. oY kT, C P
i) P = f9/1{) 2 ec.(3.48)
ii) p=pné ~v¥/2bkT ec.(3.49)

De esas expresiones oueda claro que ya no pueden coinci-
dir las superficies de flujo ( A} = cte. 6§ U = cte.,segién el
caso ) con las de presiédn y densidad constantes a consecuen-
cia del efecto centrfifugo presente a través del término
rzwL/Zkren el primer caso y a través de € /Zk en el se-
gundo .,

Si no se tiene flujo de plasma las expresiones de arriba

se reducen as
i) pP=plt) o pP=p(TD
) p=ptd) o p=pi¥)
donde es clara la coincidencia entre superficies de densidad,
presién y cempo magnético. Las expresiones para 4f Yy U corres
pondientes a esos dos caso se encuentran en las seeciones
III,1 y III.2 .

El efecto de la rotacién en las superficies de flujo es
aplastar a dichas superficies por ambos extremos en la direc-
cibén radial. Esto puede verse en las grificas correspondien-
tes a uno y otro caso. La gréfica No.l muestra las intersec-
ciones de las superficies de flujo con el plano z-r en.el ca-

- .

so del flujo transversal 8= ’;,{l.: mé‘;mientras que la gréfica
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No.2 presenta la intersecciédn de las superficies de flujo con

el plano z-r pero cuando W=0. La segunda corresponde al caso
-5 b

estdtico cuando B=5r;ea decir,corresponde a la solucidén de la
ecuacién de Gred-Shafranov con ese campo magnético. En esas

gréficas se tomé como factoré:%,con«}l = cte.,para establecer

las curvas.

La forma de las curvas en la grafica No.2 también corres

- ~»

ponde al caso de flujo transversal B= 86' V= 3}, tomando 6::% y

i

I, = o,con U cte.;y sirven también para el caso del flujo pa
ralelo Eu\;. con ITo= Opues las soluciones correspondientes a
estos casos son anflogas como puede verse de las ecuaciones
(3.25),(3.62) y (3.78),esta dltima con I, = O ,donde sélo es
necesario revalorar los coeficientes correspondientes a cada
caso y sin olvidar que en el flujo transversal aquf menciona-
do se trata de un caso de flujo de plasma j;es decir,no es un
caso estdtico,pero teniendo también en cuenta que las curvas
para é1 corresponden no a superficies 4}:,, cte. sino a superfi-
cies. U = cte. donde U es la "funcién de corriente" para el
campo de velocidades as{ como 4’ lo es para el campo magnéti-
co,

Bs posible establecer una analogfa entre las superficies
de flujo U, 4V = cte. obtenidas aquf y las obtenidas en la hi
drodindmica para un flujo estacionario con vorticidad. La ana
logfa es bastante notable. La comparacién se presenta en el

Apéndice II.
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?L\') GRAFICAS.
ﬁ &/ Va/u on 4/ ct'rads
o4
-f/;d/d I/ tarrtd/‘uu-
)

qé'ln)é Va/.or ,/g &,
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APENDICE I
OBTENCION DE LA REILACION (2.15).

Desarrollando los términos se tienes ~‘_4 .
[5;:14 (E.}).Bz-p({—-f.z) %‘Bagv(r Bo) +r'/>w 3\/9 —-pVv: 9—(%)":“-’3%“855&“
2
E FJF Fzg DP BG 9 [(4_ .—)rBQ]—-Bg -ECLE'Q‘E—’.?—,;)""
PAA}. pt r9+ _. P oA Cld
+r'pw9._.9 ”EJ_T_’+\7:-_§;:2£ Fwe (vBg)=
F "wF » Y AFF :f’- F‘s%‘f\?-sr:} 2P 4.[6._43" *
+ §_Q:_Er"w1+E(-Fw3Va_Fw D__t‘_',Be]
donde se usé (1.62). Pero r 9 -] = RVE
F p2
o- (Frrwsiuy i
-(_Fr2.7.8\F2P F oF
@ -'("? "l'V B) YWBQF é_:P. por (1.46)
- [ B
® (% fr%”g’wg”gep‘,% . (1.1)
@ - ( Pw%(FBG+"“9 F"“’géf) por (1.46)
- F 2Bg . rwFBy 3L +rw39‘“: F..2B8 H?,wdw
= (2P 3 P oy 4~ Uiy T
= _rw;_. Bogf +r-uJBQJF +r1zgw l:;

Sustituyendo (I.l) en la expresién original:

(oo‘) (FB +TWB9)JF + i@ Jé +(YBOF+rlfw)i—-t—;:

F

2 B [ F
= (VB) él% + T—Qiﬁ +rp{_-54+rw) j—ﬁ
=/7'5)31'§, B-f‘.l?é‘*rfw" v

que es el resultado esperado.
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APENDICE II
LA ANALOGIA HIDRODINAMICA,

Es de interés investigar una analosfa cntre un flujo es-
tacionoario de un flufdo incompresible y el flujo estacionnrio
magnetohidrodinémico.

En la dinémica de fluidoo se tiene para un flujo incom-

presible: JV =,oF Ve +¢ vy, (I1.1)
_Q_._.vw, (11.2)
VeV =0, (11.3)

donde PF:es la dens1dgd de fuerzas externas, H es el coefi-
ciente de viscosidad y SL la vorticidad. Si se considera el
caso estacionario,sin viscosidad y en ausencia de fuerzas ex-

-
ternas,la (II.1) se convierte en /o 117-‘7V)=—VP

o bien (Wv)yv =-V( 4+ ,_"_’..f . (11.4)
<
para densidad constante. F

Asf,la expresién (II.4) puede tomarse como formalmente
equivalente a (1.22) si se hace la sustitucién: V—’B —>J4,
.ﬁ+... - P .

gn el problema magnetohidrodindmico se reoulere como con
dicién de frontera que la superficie del plasma sea una super
ficie magnética,o cue el campo sea paralelo a una pared per-
fectamente conductora. Andlogamente,en el correspondiente pro
blema hidrodinédmico se tiene el caso del jet-libre o de fron-
teras rigidas con deslizamiento libre ( Thompson,1964. Shafra
nov,1966 ).

Luego,una analogfa del plasma confinado es dada por un
anillo de vértice o un vértice esférico de Hill.

Lzs lineas de corriente sersladas en la fig.II.1l pueden
obtenerse,aproximadamente,por la superposicién de las corres-

pondientes a un campo de velocidades axial uniforme del tipo
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[ .
-:‘—"-_-al"j(g)ﬂobre las producides por el flujo suociado con una

dnica linea de vértice circular pars un flufdo gue se toma en

<.
e

— \f:\*/\
——= —m—

7.

( < :
l"j‘e Ja simevln'a Lt_/c Je 94',"1(,7{-:'4

Pigura 1I.1

P
>

Ifneas de corriente de un flu-

""/—‘_—\\ jo estacionario para un anillo
t:::::::::::i;:::::;:i:::: de vértice pare varios valores
pequefios de &/a4 . La zona in-
terior negra indica el ndcleo

"‘T > de la vorticided. La zona som-
. ) , breads sefiala el flufdo arras-
l:—/e "le scmmhl-':a trado con el anillo.

reposo en infinito ( vea fig. II.2 ). kn la expresién ante-:
rior ¥ es la intenéidad,a—l la curvatura constante del tubo
de vértice y € es el rz;d/io pequefio de la seccidn transversal.
. En el caso del vértice esféri-

co de Hill se tienen las 1{-
neas como en la figura II.3,
‘ En este caso la funcidén de co-

. z 2
rriente 4/‘ es cero en X (0

ijé de simelt = a%esfera de radio &,y en el
fig. II.2 interior de la esfera -+ estéd

dada por ( Batchelor,1970 ) :
4}1:{—‘5 Ag® (at-x*-67%) (11.5)

estando dada la distribucibédn de vorticidad S2 por
sz = Ao (11.6)
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) \
con A une constente con el mismo valor para todas las l{neas

de corriente en el interior de 1la esfégzéEZEEEEEESSSEEEEEZ

TN ¢

Fig. IT.3 Fig, II.4

También se tiene cierta snalogfa con el caso del flujo
debido a dos virtices puntuales de intensidades ¥ y -~ K
( vea fig. 1I.4 ) y con el flujo estacionario debido a una
vorticidad provorcional (1)a {-J_',(_E.r') sem P (r£ a,La:B.Ss)

més una corriente uniforme ( vea fig. II.5)

Fig. II.5

(1) Para este caso se supone que dentro de la zona de vortici
dad no-nula Q—:"-"‘)l,donde k es una constante. Asf{,en coor

denadas polares la ecuacidn para la vorticidad lleva a

3'4’ '34{ L 3—215 —-h Se busca u solucié < Sen B
quer r;r r7- 352" «.]» a una n/‘}' Y
se obtiene A} = € J, (by)sense.
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